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La Facultad Regional Buenos Aires de la Universidad Tecnoldgica Nacional
implementd a partir del afno 1994 un sistema de acceso a las carreras de

grado conocido como Seminario Universitario.

Este Seminario se ha ido adecuando afio a afo sobre la base de la

experiencia adquirida y con una vision estratégica superadora.

El Mddulo B del Seminario Universitario persigue como objetivo la nivelacion
de algunos conocimientos de Matematica y Fisica adquiridos en el nivel

medio con el fin de poder comenzar con éxito la carrera de Ingenieria.

La actividad del Seminario estd regulada por la Comision de Ingreso,

compuesta por autoridades de la facultad.

Los responsables académicos del Modulo B son:

Director: Ing. Francisco Eandi Bonfante



PROLOGO

El presente texto esia dirigido a los alumnos que desean comenzar sus estudios de Ingenieria en

la Facultad Regional Buenos Aires de la Universidad Tecnaldgica Nacional.

El propésito de este Seminario es orientar y afianzar los conocimientos propios de la previa
formacién hacia la perspectiva de una carrera ingenieril, poniendo especial énfasis en la

resolucion de problemas.

Se han desarrollado los contenidos correspondientes a las unidades del programa vigente del
Médulo B del Seminario Universitario. Al finalizar cada unidad se propone un trabajo practico

que contiene ejercicios, problemas y ejercicios integradores.

Es nuestro deseo que este material de trabajo sirva de apoyo al estudiante para abordar con

éxito esta nueva etapa que inicia.

Facultad Regional Buenos Aires

Seminario Universitario
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INTRODUCCION A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Comenzaremos estudiando algunos principios de resolucién de problemas por medio de
ecuaciones (resolucion algebraica), que serdn muy utiles para tener éxito al abordar problemas
de distintas dreas de la matematica aplicada.

Un problema es toda cuestion en la que se persigue la determinacién de uno o varios nimeros
desconocidos mediante la relacién (o relaciones) que existen entre ellos y otros conocidos.

Los niimeros y las relaciones conocidas constituyen los datos del problema. Los niimeros cuya
determinacién se pide son las incognitas.

El 4lgebra, como la mayor parte de la matemética conticne una gran variedad de problemas,
muchas veces éstos implican encontrar cierto niimero que se desconoce inicialmente pero que
debe satisfacer determinadas condiciones. Si esas condiciones se pueden expresar en lenguaje
simbolico, luego realizando ciertas operaciones podremos encontrar la respuesta.

La resolucién de problemas representa el principal objetivo de este Seminario, por lo tanto
desarrollaremos y ampliaremos esta metodologia en todas las unidades del programa.

En el proceso de resolucién algebraica de un problema distinguiremos las siguientes etapas:

1) Representacion

2) Planteo de la ecuacion

3) Resolucion de la ecuacion

4) Verificacién de la solucién hallada

La primera etapa o representacion, consiste en el empleo del simbolismo algebraico para
designar la incognita (o las incognitas), asi como algunas operaciones en que intervenga la
incognita (o las incognitas).

En la segunda etapa, o planteo de la ecuacion, se escribe la ecuacion algebraica que traduce
alguna condicion de igualdad que establezca el enunciado del problema.

En la tercera etapa se procede a la resolucién de la ecuacién correspondiente.
Finalmente, se comprueba si la solucion hallada satisface los requisitos del problema.

TRADUCCION DEL LENGUAJE COMUN AL LENGUAJE ALGEBRAICO

Comenzaremos con algunos problemas que se resuelven mediante una ecuacion algebraica
sencilla.

El planteamiento de la ecuacion correspondiente a cada problema requiere el saber expresar en
lenguaje algebraico las condiciones que en lenguaje ordinario contiene el enunciado del
problema, como esta es la parte que mayor dificultad suele presentar al alumno, la tratamos
previamente, considerando los siguiente ejemplos:

El niimero n aumentado en 3 se representa por n + 3.

El nimero » disminuido en 3 se representa n — 3.

El duplo de un niimero (desconocido) se representa por 2 x.

El triple de un nimero se representa por 3 x.

La mitad de un nGimero se representa por %2 x o x/2.

El duplo de un nimero aumentado en 5 se representa por 2 x + 5.

[ iy [ » s
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Si una persona tiene 7 afios. su edad hace 4 aios se representa { — 4. Su edad dentro de 5 afios se
representa f + 5.

Dos niimeros enteros consecutivos se representan porny n + 1.
Un nimero par se representa por 2 p (ya que todo nimero par es el duplo de otro niimero entero).

Un nimero impar se representa por 2 p+ | (ya que todo nimero impar es el siguiente de un
numero par).

Si las cifras de las decenas de un niimero natural es d y la cifra de las unidades es u, el nimero se
representa por 10 d + u. (Obsérvese que, por ejemplo, 54=10x 5 + 4).

Esto es lo que se llama la representacién polinémica de un nimero escrito en el sistema de base
10.

Si una persona camina x km por hora, el nimero de kilémetros que camina en f horas (a un paso
uniforme) se representa x /.

Hasta aqui hemos fratado la traduccion de expresiones verbales a formas simbélicas.
considerando las etapas formuladas en el proceso de resolucién algebraica, resolveremos a
modo de ejemplo el siguiente problema:

Encuentre tres mimeros pares consecutivos, tales que el doble del primero mas el tercero sea
igual a 10 mds el segundo.

| 2) Representacion

x: primero de los tres nimeros pares consecutivos
x +2: segundo niimero par consecutivo
x +4: tercer nlimero par consecutivo

2) Planteo de la ecuacién j
El doble de! primero mas el tercero igual 10 mas el segundo
2% + (x+4) = 10 L (x+2)
I: 3) Resolucién de la ecuacién ]

2x+(x+4)=10+x+2
Ix+4=x+12
2x=8
x=4
x+2=6
x+4=8§

Luego los tres nimeros pares consecutivos son 4. 6 y 8.

L 4) Verificacion de la solucion hallada J

El doble del primero s ¢l tercero: 2.4 + 8= 16
10 més el segundo: 10+6 = 16




INTRODUCCION A LA LOGICA SIMBOLICA

El término légica deriva de la palabra griega logos. la cual significa razonamiento o discurso.
Los antiguos griegos son considerados los iniciadores del estudio de los procesos de
razonamiento humano.

En numerosas situaciones de la vida cotidiana, por ejemplo, cada vez que se trata de resolver un
problema, se toma parte de un debate o se trata de realizar un crucigrama, se realizan actividades
mentales llamadas razonamientos légicos, los cuales se expresan en términos de enunciados
declarativos.

En general una proposicion es un enunciado declarativo que puede considerarse como
verdadero o falso. Esta capacidad de ser clasificadas como verdaderas o falsas hace que las
proposiciones difieran de las preguntas, 6rdenes o exclamaciones.

Los siguientes enunciados son ejemplos de proposiciones:

Ejemplo 1

Buenos Aires es la capital de Argentina.
Dos es par y menor que veinte.

Nueve es primo.

Estudias diariamente o repruebas este curso.
Si tres es impar, entonces 3 + 3 es par.

o an Fe

En contraposicion al ejemplo 1, los siguientes enunciados no son proposiciones:

Ejemplo 2
a. Cierra la puerta.
b. jQué calor!
¢, ¢Qué horaes?

En el ejemplo 1 las proposiciones a y ¢ tienen un solo componente (dicen una sola cosa), en tanto
que la proposicion b es la unién de dos componentes: “Dos es par” y “Dos es menor que veinte™.
Las primeras proposiciones se llaman simples, mientras que la Gltima es compuesta.

Existen muchas maneras de combinar proposiciones simples para formar proposiciones
compuestas, tales combinaciones se obtienen utilizando los conectivos logicos, dos de los mas

[Ty ]

importantes son “p”y “o”.
Supongamos que utilizamos las letras p y ¢ para representar las siguientes proposiciones:

p: Hoy hace calor.
g: El ventilador esta descompuesto.

Pueden formarse las siguientes proposiciones compuestas:

py g: Hoy hace calor y el ventilador estd descompuesto.
p o g: Hoy hace calor o el ventilador esta descompuesto,

En légica la palabra “p” se simboliza A y la palabra “o” se simbolizav . es decir:
pyq seescribe pag
poqg seescribe  pv g

Si dos proposiciones estan unidas por el vocablo “p”, a la proposicién resultante se la llama
conjuncion.

Si dos proposiciones estan unidas por el vocablo “e”. a la proposicion resultante se la llama
disyuncion.

IR Roa] % L}
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La negaci6n de una proposicién se obtiene intercalando la palabra “no” o intercalando una frase
como “no es cierto que”. El simbolo ~ se emplea para negar una proposicion.

Pt Hoy hace calor,
~ p: Hoy no hace calor. (No es cierto que hoy hace calor).

Ejemplo 3
Dadas las siguientes proposiciones:

2. Mi calificacién es 5 o 6.

b. No es cierto que 3 sea menor que 3.

¢. Todas las mascotas son mamiferos.

d. Algunos alumnos reprobaron el parcial.

La negacion de cada una de ellas es:

a. Mi calificacion no es 5 ni 6.

b. 3 es menor que 5.

¢. Algunas mascotas no son mamiferos.
d. Ningiin alumno reprobé el parcial.

VALORES DE VERDAD DE LAS PROPOSICIONES COMPUESTAS

Utilizaremos las letras V (verdadero) y F (falso) como los posibles valores de verdad de una
proposicién. Determinaremos el valor de verdad de proposiciones compuestas cuando se
conocen los valores de verdad de sus componentes. Para ello haremos uso de las llamadas

“tablas de verdad”,

Conjuncién;:
P9 |PAg
ViV| Vv
VI|IF| F
F|V| F
[FIF]F

De la tabla anterior resulta que la conjuncion pAg es verdadera solamente si p y ¢ son
verdaderas.

Ejemplo 4

&Cémo usamos esta operacion en teoria de conjuntos?
SiA4y B estan representados por el diagrama:

Definimos la interseccién entre 4 y B como:

uﬁB ={x/xeA AJ.'EBT!

L X



p|q|pPvy
VIV| V
VIF| V
FIV| V
F|F| F

De la tabla anterior resulta que la disyuncién pv g es falsa solamente si p y ¢ son falsas
simultaneamente.

Ejemplo 5

. Cémo usamos esta operacion en teoria de conjuntos?
Si A y B estan representados por los diagramas:

Definimos la unién entre A y B como:

| AuB =.{x/xEAvxeB}J

Negacion:
2 l=p
\% F
F vV
Ejemplo 6

(Como usamos esta operacion en teoria de conjuntos?

En teorfa de conjuntos se define el complemento de un conjunto 4 respecto del universo U,
como el conjunto de todos los elementos que pertenecen a U pero no pertenecen a A.
Anotamos:

En un diagrama de Venn se representa:
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Otros conectivos logicos no menos importantes que los anteriores, ¥ que iremos wtilizando a lo
largo de este curso son los que detallamos a continuacion:

Disyuncién exclusiva: pv g

A menudo se utiliza “0™ con sentido excluyente (es decir uno u otro, pero no ambos).
Por ejemplo: “2 es par o impar”. En este caso “0” tiene sentido excluyente, pues 2 es par o bien
es impar, pero no ambos simultdneamente.

P|9|pPVvY
VIV| F
VIF| V
F|V] V
E|F| F

Se observa que la proposicion compuesta pv g ¢s verdadera solo en el caso en que una de las
proposiciones simples es verdadera y la ofra es falsa.

Ejemplo 7

Cuando establecemos la regla de los signos de la multiplicacién de dos nimeros reales a y b, se
cumple que:

a>0Ab>0 a>0Ab<0
ab>0 v ; ahb<0 v
a<0Aab<0 a<0ab>0
Implicacién o condicional: p—= g

La implicacion o condicional de dos proposiciones p y ¢, en ese orden, es la proposicion
compuesta p=>q (p implica ¢, o bien, si p entonces g), p se denomina antecedente y ¢
consecuente.

Plq|P=4q
ViVl V
VIF| F
F|V| V
FIE| ¥

Se observa que la proposicién compuesta p=> ¢ es falsa sélo si el antecedente es verdadero y el
consecuente es falso,

Ejemplo 8
Sean las proposiciones:

p: Hoy hace calor.
g: Iremos a la playa.

La proposicién p=>g: “Si hoy hace calor, entonces iremos a la playa”, es falsa cuando p es
verdadera y g es falsa: si sucede lo contrario p=> ¢ es verdadera.

[ x RN




Doble implicacion o bicondicional: p < ¢
La doble implicacién de dos proposiciones p y ¢. en ese orden. es la proposicién compuesta
p< g (psiysolosig,obien, psiqg).

T < <
m<| | <R

:

<|=|=|<|]

Se observa que la proposicién compuesta p< g es verdadera cuando p vy ¢ tienen el mismo valor

de verdad.
La doble implicacion puede definirse como la conjuncién entre p=>q v ¢=>p.

L p | q¢ | p=2q | q=p | pP=q A q=p
v % v v v
v F F v F
F v v F F
F F A\ Vv vV
Ejemplo 9

Sean las proposiciones:
- T es equildtero.
@ T es equidngulo,

L2 proposicién p<> ¢: “T es equildtero si y sélo si T es equidngulo™, es verdadera si p y ¢ tienen
& mismo valor de verdad.
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TRABAJO PRACTICON° 1

Introduccion a la resolucién de problemas
Escriba utilizando el simbolismo algebraico:
Un niimero aumentado en 5:
Un niimero disminuido en §:
El cuadrado de un nlimero aumentado en 2:
El cubo de un niimero:
El quintuplo de un nimero:
El triple de un namero disminuido en 7:
El 5 % de un nimero:
Tres niimeros consecutivos:
Dos niimeros pares consecutivos:
El cuadrado de un niimero menos ¢l nimero:
En una division el divisor es d. el cociente ¢ y el resto r. Represente el dividendo:

En una division el dividendo es D, el divisor d y el cociente g. Represente el resto:

m) Un joven tiene 15 afos de edad. Represente su edad: a) hace x afios; b) dentro de x afios:

n)

0)

p)

Q)

2)

Un joven tiene x afios. Represente su edad: a) dentro de dos afios; b) dentro de m afios:

La cifra de las centenas de un nimero es c, la cifra de las decenas es d y la de las unidades es
u. Represente el nimero.

Represente el nimero de pesos que hay en x billetes de 5 pesos, y billetes de 10 pesos y 2
billetes de 20 pesos.

Si un automévil camina 50 km por hora, ;cuéntos kilémetros camina en 1 horas? jEn m
minutos?

Juan hace un trabajo en x dias. ;Qué parie del trabajo hace en un dia?

Asocie a cada enunciado la expresion simbélica que le corresponde:




a) El cuadrado de una suma. 1) 2a-7

b) El doble de la suma de tres nimeros. 2) A=1?

c¢) El doble de un nimero menos 7. 3D Rk+1)2k+3)
d) La tercera parte de un niimero menos otro. 4) 2(x+ytz)

e) Lasuma de los cuadrados de dos nimeros. 5) (a+ I‘J)2

f) El drea de un cuadrado. 6) a + b

-b
g) La distancia recorrida en 3 horas a una velocidad de x km por hora 7) L

h) La edad actual de una persona si dentro de 15 afios se ha duplicado 8) x= 2x-15
i) La tercera parte de la diferencia de dos nimeros. 9) %—b

j) El producto de dos nlimeros impares consecutivos. 10) d=3x
Resolucién de problemas

1) Eltriplo de un niimero es igual al nimero aumentado en 8. Halle el nimero.
Rita.: 4

2) Juan y Antonio tienen conjuntamente $50. Antonio tiene $12 maés que Juan. ;Cuantos pesos
tiene cada uno?
Rta.: Juan tiene $19 y Antonio $31

3) Determine tres nlimeros consecutivos cuya suma sea 63.
Rta.: 20,21 y 22.

4) Una empresa gan6 $30000 en 3 afios. En el segundo afio gand ¢l doble de lo que habia
ganado en el primero y en el tercer aiio gand tanto como en los dos afios anteriores juntos.
Cudl fue la ganancia en cada afio?

Rta.: $5000, $10000, $15000

5) Hay cuatro niimeros cuya suma es 90. El segundo nimero es el doble del primero, el tercero
es el doble del segundo y el cuarto es el doble del tercero. Determine dichos nimeros.
Rta.: 6, 12, 24, 48

6) Un terreno rectangular tiene de ancho 5 metros menos que de largo y su perimetro es de 95
m. Determine las dimensiones del terreno.

Rta.: 21,25 m. y 26,25 m.
7) La edad de un padre es el cuddruplo de la de su hijo y dentro de $ afios sera el triple. Halle la
edad actual de cada uno.
Rta.: La edad actual del hijo es 10 afios y la actual del padre 40 afios.
8) Un terreno rectangular tiene 40 pies més de largo que de ancho. Si tuviese 20 pies menos de
largo y 10 pies mas de ancho su drea seria la misma. Calcule sus dimensiones.

Ria.: ancho: 20 pies y largo: 60 pies.

e X
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9) Ladiferencia de los cuadrados de dos niimeros consecutivos es 61. Determine los nimeros.
Rta.: 30 y 31

10) Dividir un dngulo de 60 grados en dos partes cuyas medidas estén en la razén S - 7.
Ria.: 25 grados y 35 grados.

I'1)En un nimero de dos cifras la cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades. Si
se invierte el orden de las cifras resulta un nuevo nimero que sumado con el anterior da 121.
Averigiie el nimero.

Rta.: 83

12) La entrada de un cine cuesta $10 los mayores y $6 los menores. Una noche entraron 320
personas y pagaron $2720. ;Cuéntos mayores y cudntos menores entraron?

Rta.: 200 mayores y 120 menores.

13) La cifra de las unidades de un niimero de tres cifras es el duplo de la cifra de las decenas; yla
cifra de las decenas es el duplo de la cifra de las centenas. Si se invierte el orden de las cifras
y del nimero resultante se resta el nimero primitivo se obtiene 594. ¢Cudl es el niimero?

Rta.: 248

14) Agustin empieza un juego y gana $10. Después duplica su dinero, pierde $25 y queda igual
que al principio. ;Con cuénto dinero comenz6 el juego?
Ria.: $5

15) Determine el niimero que, disminuido en sus 2/3 equivale a su duplo disminuido en 25.
Rta.: 15

16) De los 200 estudiantes aspirantes a ingresar a una universidad, 98 son mujeres, 60 estudian
comunicacién y 60 son mujeres que no estudian comunicacion. ;Cudntos hombres no
estudian comunicacion?

Rta.: 80

17) En una academia se realiza una encuesta a 120 jévenes y se obtienen los siguientes datos: 80
quieren ser actores, 70 quieren ser cantantes y 50 quieren ser actores y cantantes. Determine
cuantos:

a) No quieren ser cantantes.

b) No quieren ser actores.

¢) Quieren ser cantantes, pero no actores.
d) Quieren ser actores, pero no cantantes.
e) No quieren ser actores ni cantantes.

Rta.: a) 50, b) 40, ¢) 20, d) 30, €) 20

18) De 200 profesores de una universidad, 115 son licenciados y 60 son investigadores. De los
licenciados 33 son investigadores. Indique cuantos de estos profesores:

a) Son licenciados o investigadores

b) No son licenciados ni investigadores
Rta.:a) 142 b) 58
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19)En un concurso de baile hay 55 parejas de las cuales 38 son latinas, 27 bailan tango y 46
salsa, 13 son latinas y bailan tango, 18 bailan tango y salsa, todas las latinas bailan salsa y
todas las parejas tienen al menos una de las caracteristicas anteriores. De estas 55 parejas:

a) ;Cuantas tienen las tres caracteristicas?
b) ;Cuéntas tienen exactamente dos caracteristicas?

¢) ;Cuantas tienen exactamente una caracteristica?
Ria.: a) 13, b) 30, ¢) 12

20)En una investigacion hecha en un grupo de 100 estudiantes, la cantidad de personas que
estudiaban idiomas fueron las siguientes: espafiol, 28; aleman, 30; francés, 42; espafiol y
alemdn, 8; espaiol y francés, 10; alemén y francés, 5; [os tres idiomas, 3.

a) ;Cudantos alumnos no estudiaban ningiin idioma?
b) ;Cuéntos estudiantes tenian el francés como finico idioma de estudio?

Rta.: a) 20, b) 30

21)En un anélisis posterior sobre los 100 estudiantes (del ejercicio anterior) la cantidad de
personas que estudiaban idiomas resultaron ser: alemén Unicamente, 18; aleman pero no
espaiiol, 23; alemédn y francés, 8; alemdn, 26; francés, 48; francés y espafiol, 8; ningin
idioma, 24.

a) ;Cuantos cstudiantes aprendian el espafiol?
b) ;Cuéntos estudiantes aprendian alemén y espafiol pero no francés?

Rta.:a) 18, b) 0

22) Un individuo miente siempre martes, jueves y sdbados y es completamente veraz los demas
dias. Si un dia en particular mantenemos el siguiente dialogo:

Pregunta: ;Qué dia es hoy?
Respuesta: Sabado

Pregunta: ;Qué dia serd mafiana?
Respuesta: Miércoles.

;De qué dia de la semana se trata?
Rta.: Jueves

23)La policia arresta a 4 hombres; uno-de ellos ha cometido un robo. Los mismos hacen las
siguientes declaraciones:

Alberto: “Bernardo es culpable”

Bernardo: “Daniel es culpable™

Carlos: “Yo no soy culpable”

Daniel: “Berardo miente cuando afirma que soy culpable™.

Si se sabe que una sola de estas declaraciones es verdadera. jquién es el culpable del robo?
Rta.; Carlos
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NOTACIONES
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conjunto de los nimeros naturales \
conjunto de los niimeros naturales con el cero
conjunto de los niimeros enteros

conjunto de los niimeros enteros positivos
conjunto de los nimeros enteros negativos
conjunto de los nimeros racionales
conjunto de los niimeros reales

conjunto de los niimeros reales positivos
conjunto de los nimeros reales no negativos
conjunto de los nimeros reales negativos
pertenece

no pertenece

conjunto vacio

incluido

no incluido

conjunto universal o referencial

tal que

union

interseccion

diferencia simétrica

complemento de A

y

o (incluyente)

o (excluyente)

no
aproximadamente igual
coincide

distinto

si... enlonces

si y solo si

existe al menos uno
no existe

existe y es unico
para todo

menor que

menor o igual que
mayor que

mayor o igual que
infinito
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Nameros naturales

Nameros enteros

Nimeros racionales y nimeros irracionales
Numeros reales

= Propiedades de los numeros reales

= Operaciones entre los nimeros reales
Conjuntos numéricos

Valor absoluto

Exponentes y raices

» Potencias de multiplicaciones y divisiones
= Radicacion. Racionalizacion

Célculo de areas y voliimenes



NUMEROS Y MAS NUMEROS

Mucho se ha escrito sobre la teorfa de la Aritmética y la experiencia nos ha demostrado que
nuestros alumnos cuando ingresan a la Universidad casi siempre no pueden contestar preguntas
tales como:

:Qué significa sustraer?

(Entre dos niimeros irracionales existen infinitos otros?

Es por esta razon que creemos importante dedicar un espacio a repasar y consolidar el concepto
de nimero, sus propiedades, operaciones y aplicaciones.

NUMEROS NATURALES (N)

“DIOS CREO EL NUMERO NATURAL, LO DEMAS ES OBRA DEL HOMBRE"
KRONECKER

E] ntimero natural surge por la necesidad que el hombre tiene de contar (por ejemplo guijarros
que representaban la cantidad de bienes que poseian).

Laos nameros 1. 2. 3, 4, 5.... reciben el nombre de nimeros naturales o enteros positivos. Al
conjunto de estos nameros se los simboliza por N o por 2

Entonces:
N=Z"={1,2,3.4,5..}

Sitenemosencuentaque2=1+1,3=2+1=1+1+1,4=3+1=2+1 Fl= ] # Lale-,...

Podemos definir al siguiente de cualquier ne N como:

sgm=n+l=l+1+1+...+1

A+l veces

;Qué operaciones son validas en N?

Adicion: Si ae N, be N entonces (a + b) € N y la suma es Gnica.
Sustraccion: Siae N, hbeNes (a- bh)eN?
Vahe N:(a-b)e N =a>b
Vabe N: a-b=0a=b
Yabe N:(a-b)g N <a<b
Ejemplos:
1. Determine # si sabe que:
1.)sgm)=5=>n+1=5=>n=4
1.2)sg(n +3)=17=n+3+1=17=n=13
13) sg(sg(n) =8=> sg(n+1)=8=n+1+1=8=n=6
1.4)sg(T)=n+3=8=n+3=n=5

2. Determine

2.1) A={xeN/x<5}
A={1.234}

RN Fraa] » BB



22) B={xeN/x<3}

B={1,23}
23) C={xeN/2<x<5}
C={345}

3. Conservando el orden de las cifras: 395, intercale la cifra 0 tal que:

a) Elnimere de cuatro cifras resulte el mayor posible

Rta.: 3950
b) El nimero de cuatro cifras resulte el menor posible

Rta.: 3095

4. Andrés recibié $325, Benito $100 mas que Andrés; Carlos tanto como Andrés v Benito
juntos, mas $200. ; Cuanto suma el dinero recibido por los tres?

Ria.: $1700

5. En suma algebraica
18—-2+4+9—-6-4-5

Intercale paréntesis, corchetes y llaves para que el resultado sea 14.
Rta.: 18 - {2+ [9—(6-4)— 5]}

NUMEROS ENTEROS (Z)

Si al conjunto de los nimeros naturales le agregamos el cero y los opuestos de los nimeros
naturales obtenemos el conjunto de los nimeros enteros.

El conjunto de los numeros enteros se simboliza con la letra Z, es decir
Z={..., =3 <3,=1,0; 1,2,'3,...}

Con una buena dosis de imaginacién reservemos un lugar en nuestra mente para estos nimeros
que se corresponden “uno a uno” con puntos pertenecientes a una recta, en nuestra fantasia
pensemos que somos tipos infinitamente delgados.

“ 7
sy G
o
&
A
L2 = . § g "
2 -1 i 1 2 a 4 5

Podremos caminar por estos puntos con la condicion de saltar de uno a otro (puntos aislados),
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NATURALES
N
No=Zqo"
ENTEROS

Z

Z=Nu{ju Z=NUZ=Z;UZ

NUMEROS PARES E IMPARES

Los niimeros pares (también |lamados miltiplos de 2) estan dados por la expresion: 2.k (ke Z)
P={..-4,-202.45¢6810,..}

Los niimeros impares se simbolizan por la expresion: 2.k + 1 o por 2.k— 1 (ke Z).

Ejercicio:

Establezca la validez de las siguientes afirmaciones:

a) Lasuma de dos nimeros pares es un nmero par.

b) Lasuma de dos nameros impares es un nimero impar.

¢) El producto de dos niimeros impares es un niimero impar.
d) El producto de un nimero par por uno impar es un NUMero par.

Respuesta:
a) Verdadero
*Sixespar=>x=2k(keZ)
*Siyespar=>y=2k"'(k' €Z)
Luego
x+y=2k+2k' =>xty =2(k+k) (k +k)eZ =>x+ yespar.

b) Falso, porque por ejemplo: 7+ 3= 10
¢) Verdadero
* 8i x es impar, x =2k + | (ke Z)
*Siyesimpar,y=2k"+ 1 (k' €Z)

Xy = (2k+1)(2K +1)

x.y="4kk'+2k+2k" +1

xy=202kk' +k+k")+1
-——

par

ity
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d) Verdadero
* Sixes par, x =2k (ke Z)
* Siyesimpar,y =2k"+1 (k' €Z)

x.y=2k(2k'+1)
x.y=4kk"+ 2k
x.y=2(2kk"+ k)
—
e
DIVISIBILIDAD EN Z
Definicion:

SiacZybeZ- {0} ya=bhcparaceZ
entonces b recibe el nombre de “divisor de a”

En dicho caso se dice también que “a es divisible por b™.
Para indicar que el nimero b es divisor de a, se utiliza el simbolo “| ., es decir: & | a.

Se lee:
b esdivisor de a
a es divisible por b

Ejemplo:
28 es divisible por 7 puesto que 28 = 7.4, entonces: 7|28

Definicion:
Un niimero entero a, distinto de 0, -1, 1 se llama primo si y sélo si es divisible (inicamente por
si mismo, por 1, por -1 y por su opuesto (-a).

Ejemplo:
17 es un namero primo porque solamente sus divisores son 1,-1,-17 y 17.

Definicion:

Un niimero entero a distinto de —1,0,1, se llama compuesto, si dicho niimero puede expresarse
como el producto de dos o més factores distintos de |, -1 y de si mismo (estos factores pueden
estar repetidos).

Ejemplo:

75 es un nimero compuesto dado que; 75 = 3.5.5

Ejercicio:

Determine A= {x eN/x| 30}
A={1,2,3,5,6,10,15,30}

Determine B = {x &N/ x[30 y x es primo}
B={23,5)

Determine € ={xeN/xescompueston x< 13}
C=1{12,10,9,8.6.4}

* ¥ [ETS FrBA]
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Definicion:
Se dice que dos niimeros enteros distintos son primos entre sf (coprimos) cuando solo tienen
como divisor comtna 1 y —1.

Ejemplo:
Los niimeros 70 y 99 son primas entre si, ya que los divisores comunes son Iy —1.
Debemos hacer notar que:
1. Dos nimeros primos entre sf no necesariamente son primos.
2. Dos niimeros primos son primos entre si.
3. Existen infinitos niimeros primos.
Un método para determinar si un ndmero es primo:

Determine si 113 es nimero primo.

Obtenemos con la calculadora la +/113 (aproximada)

V113 =10,6301...

Entonces:

10< 4113 <11

Si 113 tiene algtin factor natural distinto de 1 y 113, entonces existe un factor natural menor que

J113, ya que todo factor mayor que V113 debe poseer un factor asociado menor que la ¥113,
con el fin de que el producto sea 113,

En este caso los factores son: 2, 3, 4,.... ¥ 10.

Existe un teorema que nos permite afirmar que entre ellos, verifiguemos s6lo con los primos
menores que 10. Es decir: 2, 3,5, 7

i Alguno de ellos es factor de 1137

No.

Entonces 1 13 es primo.

Ejercicios:
a) Dado un nimero entero positivo de tres cifras se sabe que la cifra de las centenas es Jyla
cifra de las decenas es 9. Calcule el nimero si sabe que es divisible por 3,4 y 11.

Rta.: 396
b) Determine: A={xeZ/3|7-x} B={xeZ/x|3-x}
Rta: A={xeZ/x=T=-3kn keZ}
B={-3,~1,1,3)
¢) Dados a,b,c tres niimeros naturales establezca si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa.
alecy ble= (a+b)e

d) Determine los nimeros naturales de cuatro cifras que son divisibles por los primeros diez
niimeros naturales.

Ria: 2520, 5040, 7560.

i G % =
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TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA

Un nimero natural # > 1 es o un niimero primo o puede ser expresado
como un dnico producto de factores primos (excepto por el orden en que
aparecen dichos factores). Todo ntimero n > 1 se descompone en forma
tnica como producto de factores en la forma:

n=p.p.. .. p

donde los niimeros py < p2 < ... < p, son primos y a; son naturales:

Ejemplo:
24=23'
32=2°
13=13"
MAXIMO COMUN DIVISOR

Definicion:

Si un ntmero es divisor de varios otros, se dice que es divisor comun de todos ellos.
Ejemplo:

El namero entero 2 es divisor comin de 2, 14, 32....., etc,

Definicion:

Dado un conjunto de nimeros enteros tal que si dichos nimeros:

1) No son primos entre si.

2) Admiten uno o mas divisores comunes.

Entonces al mayor de estos divisores comunes, se lo llama Maximo Comin Divisor.
Ejempla:

Dados los niumeros 12, 28 y 32, determinar el maximo comiin divisor de los nimeros dados.

Solucidon:

Los divisores de 12 son: -1,-2,-3,-4,-6,-12,1 2.3 4 6y 12.
Los divisores de 28 son: -1,-2.-4.-7.-14,-28,1 .2 .4 7 ,14 y 28.
Los divisores de 32 son: -1,-2,-4,-8.-16,-32,1 .2 4 .8 16 y 32.

Los divisores comunes son: -4, -2, -1, 1, 2 y 4. Luego el maximo comin divisor es 4. Se denota
med: 4.

Regla para determinar el maximo comiin divisor

Si se descompone cada uno de los nimeros en sus factores primos, el producto formado por los
factores comunes considerados con su menor exponente, es el maximo comin divisor de los
niimeros dados.

Apliquemos la regla al ejemplo anterior:

12=223;28=227:32=2med : 2* =4

EX ¥ | Ui C



MINIMO COMUN MULTIPLO

Seaae Z' diremos:

« Un niimero es multiplo de varios otros si es “multiplo coman” de todos ellos.
« Al menor de los multiplos comunes de varios nimeros, se lo llama Minimo Comin
Muiltiplo.

Ejemplo:
Dados los nameros 12, 10, 15, determinamos el minimo comun miiltiplo.
Solucién:

Los multiplos de 12 son: 12, 24, 36, 48, 60, 72....
Los mualtiplos de 10 son: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70....
Los miltiplos de 15 son: 15, 30, 45, 60, 75, 90....

Los multiplos comunes son 60, 120......., por lo tanto el minime comun multiplo es 60,
Notandose como m.c.m.: 60.

Regla para determinar el minimo comiin miltiplo (de enteros positivos)

Se descompone cada uno de los numeros en sus factores primos. El producto formado por los
factores COMunNes y No COMUNES, CON SU Mayor exponente, €5 el minimo comin multiplo,

Apliquemos la regla al ejemplo anterior:

12=23
10=2.5 m.c.m: 22.3.5=60
15=3.5
Propiedad
med (a,b) . mem (a,b) = a.b
Ejercicios:

|. En una bodega hay tres toneles de vino, cuyas capacidades son 250, 306 y 504 litros,
respectivamente. Su contenido se quiere envasar exactamente en cierto nimero de botellas
iguales. Determine la capacidad méxima de cada una de las botellas necesarias y cuantas

botellas se necesitan.
Rta: 2 litros cada botella; 530 botellas.

2. Juan, Pedro y Diego deben viajar a la ciudad de Ushuaia y en el avién se hacen amigos. Por
razones de trabajo los tres deberin volver periGdicamente. Si se conocen el 1 de Marzo de
1995 y Juan viajaré cada 8 dias, Pedro cada 12 dias, y Diego cada 15 dias, jen qué fecha
volveran a viajar juntos?

Rta: 29 de Junio.
3. Elmed(75.x)="5y mecm (75, x)=300, calcule x.

Rta: 75x=m.c.d(75.x) . mem(75,x)
75x = 1500
x=20

[ v~ GO ] 1
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4. Determine @ y b (naturales) talque a < b, a+ b =7, m.cd (ab)= | y mem (ab)= 12

Rta:a=3,b=4

NUMEROS RACIONALES (Q)

Definicion:
Un nimero racional es el cociente entre dos nimeros enteros (con divisor no nulo).

Siay b son niimeros enteros (con b#0) entonces: a: b =c¢

P . . Tl i
donde ¢ es un nimero racional que se expresa simbélicamente: 3

o - . . ’ . .
» es irreducible si y solo si @ y b son coprimos.

NATURALES
N

]

No= Zu'

ENTEROS
Z

o e

RACIONALES

Q

EXPRESION DECIMAL DE UN RACIONAL

Al dividir a por b (b distinto de cere), se obtiene una expresién decimal del niimero racional.

Es decir, los nimeros racionales se pueden expresar en forma decimal con un nimero limitado
de cifras decimales, o bien, como una expresion decimal con un niimero infinito de cifras, en este
tltimo caso las cifras aparecen en periodos, agrupadas.

En efecto:

! _0333.-03 (1)
3
3549 _ ; sg4g4.. = 3.584 (2)
990

3

2 2012 3
= (3)




FISICA

Las expresiones del tipo (1) ¥ (2) reciben el nombre de expresiones decimales periddicas. donde
el arco indica cuales son los digitos que se repiten.

La expresion (3) es la representacion decimal del nimero racional dado. Existe identidad entre
las expresiones decimales finitas o infinitas periddicas y los niimeros racionales.

Ejemplo I:

Expresar el nimero0.3 como el cociente entre dos nimeros enteros (nimero fraccionario).
Para hallar la fraccion se procede de la siguiente manera:

(periodo)
03=2 #

%
(tantos nueves como cifras tiene ¢l periodo)

Sugerenda: verifigue con su calculadora.

Al simplificar se obtiene: 0.3 =4
Ejemplo 2:
- . -~ .
Transforme la expresién periodica 0,528 en fraccion,
528 —*  (periodo)

0528=
999 —  (lantos nueves como cifras tiene ¢l periodo)

Ejemplo 3:

Transformar la expresion decimal periédica 4,27 en fraccién.

427=4 +E entonces 4.5;;" = ﬂ
99 11

Ejemplo 4:

Transformar la expresion decimal 0,328 en fraccion.

Esta expresion es una expresion decimal periddica mixta, puesto que existen cifras que no se
repiten, en nuestro caso 32, para encontrar la fraccion se procede de la siguiente forma:

{a) (b)
0328 = 328-32
900

L&)
(a): parte no periddica seguida del periodo.
(h): parte no periddica.

(¢): tantos nueves como cifras tiene el periodo seguido de tantos ceros como cifras tiene la
parte no periddica.

ey
900
Simplificando: 0328 =24

iy G % Ex
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Ejemplo 5:

Transformar la expresion decimal periddica mixta en fraccion:

4132-4 , 4128 . 688 9013
9990 999() 1665 1665

e
5.4132=5+

OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES
ADICION DE NUMEROS RACIONALES

Al sumar dos nimeros racionales puede ocurrir que:

a) Ambos sumandos tengan el mismo denominador.

b) Ambos sumandos tengan distinto denominador.

a) La suma de dos numeros racionales de igual denominador es el nimero racional de igual
denominador cuyo numerador es la suma de los numeradores dados.

a ¢ a+tce
=T b0
b b b
b) La suma de dos nimeros racionales de distinto denominador es la suma de los mismos
previamente reducidos a minimo comin denominador.
El minimo comdn denominador de los nimeros racionales es el minimo comin muitiplo de los
denominadores de los numeros racionales.
DIFERENCIA DE NUMEROS RACIONALES

Restar de un nimero racional £ otro £, es encontrar un tercer numero racional = tal que
adicionado al sustraendo dé por resultade el minuendo.

Simbalicamente:

a ¢ m . m ¢ a
———=— 8 —f—=—
b d n n d b
Ejemplo:
6 2 4 4 2 6
———=— puestoque —+-—=—
T T R

Al hallar la diferencia entre dos nlimeros racionales se presentan dos casos:
I. Que tengan igual denominador.
2. Que tengan distinto denominador.

En ambos casos se procede como en la adicion.

MULTIPLICACION DE NOMEROS RACIONALES

El producto de dos o mas niumeros racionales, es otro nimero racional cuyo signo se obtiene
aplicando la regla de los signos de la multiplicacion y su valor absoluto es el nimero racional
que tiene por numerador el producto de los numeradores y por denominador, el producto de los
denominadores de los nimeros dados.
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DIVISION DE NUMEROS RACIONALES

Dividir un niimero racional por otro distinto de 0, es hallar un tercer nimero racional tal que
multiplicado por el segundo dé por resultado el primero.

Simbdlicamente:

si

3|3
S

-]
b

3.[__4_ e e _E{_i)zi
s U1 20 P T s

Para obtener el cociente de un niimero racional por otro, se multiplica el dividendo por el inverso
multiplicativo del divisor.

3 .[_i _ 3{_2 L

s 1) 50 4 20

DENSIDAD DEL CONJUNTO Q

a.c
b'd
Ejemplo:

Ejemplo:

;Se acuerda del tipo infinitamente delgado que muy cautelosamente salta de un entero a otro
para no caerse?

L ®

L estuvimas resolviendo el problema?

(Puede el conjunto Q arrastrar los pies sin caerse?

;Hay huecos en la recta que estd generando Q7

Si tomamos dos nimeros racionales. por ejemplo:+ y 1 tal que! <} y sumamos numeradores y
denominadores de ambas fracciones; obtenemos:

1 1+1 1 1 2 1
<—D—<—<—

LAY P
3 3+2 2 3 5 2
* Recuerde que2 < < = ad <be (>0 A d>0)

Se vuelve a efectuar este procedimiento entre /3y 2/5.
1 1+2 2
<

l .3 _2
e S
3 35 Y 3 & 9

FRBA * “
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B

Quiere decir que siempre existe otra fracciéon comprendida entre dos cualesquiera (existen
infinitas)

Definicion:
Entre dos nimeros racionales siempre existe otro (infinitos otros).

Ejercicios:
1. Obtenga tres niimeros racionales comprendidos entre 1/3 y 2/3,
2. Compare los nimeros racionales

n+1

3 —— con reNy n>1
n—1 n+1

Rta.: ¥n> 12> -2

]

3. Halle un nimero racional si sabe que el punto que representa en la recta numérica es el punto
medio del segmento determinado por el punto que representa a —1/3 y el que representa a 2/5.

L
Rla..ﬁ

Como hemos puesto en correspondencia uno a uno cada nimero racional con los puntos de una
recta podemos afirmar:

“Entre dos puntos de una recta existen infinitos otros”™

Sin embargo nuestro tipo se vive cayendo.

Los huecos que encuentra en su camino son los denominados IRRACIONALES (expresiones
decimales de infinitas cifras no periédicas).

Veamos como surgen.

El problema de la medida

Supongamos que se adopta como unidad de medida de longitud un segmento de recta que
cumple determinadas especificaciones.

Dar una medida de longitud en base a ésta unidad consiste en dar un nimero que indica cudntas
veces esta contenida la unidad en la longitud medida.
A B

| 4 } } I |AB| = 4u

u unidad

Como es ficil comprender, no todas las longitudes a medir pueden dividirse en un niimero entero
de partes iguales a la unidad utilizada. Por ejemplo el segmento:

| } } !
A B c D

No contiene el segmento definido anteriormente un niimero entero de veces. sino que lo contiene
més de dos veces. Existe un, llamémoslo sobrante, que estd representado en la figura por el

segmento Eﬁ »

Para solucionar este problema, surge, .casi naturalmente, la subdivisién en partes iguales del
segmento elegido como unidad.

Luego trataremos de ver cudntas veces contiene alguna de esas partes el “sobrante”.

32 * L FREA




Si por ejemplo, dividimos el patrén en dos partes obtenemos:

—
.%u
Que esta contenido més de una vez en el segmentoai.
E
==
C D

Existe un nuevo sobrante cuya magnitud trataremos de hacer coincidir con una subdivisién del
patron, supongamos cuatro partes. 3

1=t
u

Vemos en el grafico que el segmento ED, sobrante de la medicion utilizando medios patrones es
igual a la cuarta parte del mismo.

En definitiva, el segmento AD resulta:

@':2u+%u+%u=2,7fm

NUMEROS IRRACIONALES (1)

1) Sin embargo si su unidad de medida (patrén) es el lado de un cuadrado y lo que usted quiere
medir es la diagonal del mismo (ya Euclides lo dijo “mision imposible™).

“Siempre queda un poquito para medir"
u

D R ! y Pitagoras dijo:
“LiamémostoN2 ",

Lo concreto es que no existe fraccion irreducible que pueda expresar a J2.

Demostracion:

Procedamos por el absurdo suponiendo que existe una fraccion irreducible § tal que:

%:2:} a’ =2b°

@’ esunnimero par

a=2.c (aespar)
4¢* =2b°

b =2

b esun nimero par

a y b son nlimeros pares

a

4 no es irreducible

buuu s
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Este absurdo proviene de suponer que v'2 puede expresarse por4£ irreducible.
Luego, no se puede.

Sugerenda: Calcule con su calculadora:
V2 = 1.414213562

No se ve periodo alguno pero la demostracién anterior le permite afirmar que no lo hay.

2) Si usted quiere medir la longitud de una circunferencia tomando como unidad de medida el
didgmetro de la misma correrd una suerte similar:
e 3.1415926535... = & otro inconmensurable
dicime
3) ;Sabe usted qué es el factorial de un nimero natural?
(mas adelante conocera detalles)

Si aceptamos que 0! = 11 = 1, y que por ejemplo 6! = 6.5.4.3.2.1 entonces:

—I-+l+i+l+l+...52.7[8281828459....=e
o pro2t 3 4

A todas estas expresiones decimales infinitas no periédicas las llamamos nimeros irracionales.
A esta altura nos preguntamos: ;cuantos huecos encontrd nuestro tipo infinitamente delgado?

Puesto que:

Si multiplicamos un nimero irracional por un racional se obtiene un irracional.

Diremos que:

“Entre dos nimeros irracionales siempre existe otro (existen infinitos otros, es un conjunto
denso)”

Y para nuestro tipo infinitamente delgado la recta racional era un colador, pero cuando le
agregamos los nimeros irracionales se le acabaron los problemas. Ya puede confiar en el
camino.

. ST T
CHJ
Y«
2 T 0 \ 2 3 4 5
NUMEROS REALES (R)

El conjunto de los nimeros racionales Q. y el conjunto de los nimeros irracionales I, forman el
conjunto de los niimeros reales R.

DENSIDAD DE R

Entre dos nimeros reales existe siempre otro nimero real (infinitos otros).

EN ¥ d FREA
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En efecto:
NATURALES
N
{0}
No=Zy'
ENTEROS
7
RACIONALES

Irracionales

F@

REALES

SISTEMA DE NUMEROS REALES

Los niimeros reales y sus propiedades (axiomas: suposiciones aceptadas sin demostracion)
reciben el nombre de “sistema de numeros reales”.

Los niameros serdn los entes primitivos y las propiedades las siguientes:

Propiedades de la igualdad

1. Reflexibilidad: Todo nimero real es igual a si mismo.
Simbdlicamente:VaeR:a=a
2. Simetria:Va.heR: (a=b=b=a)
3. Transitividad:Va,bceR:a=hrb=c=a=c
En el conjunto de los niimeros reales dos operaciones basicas estan definidas, ellas son la adicion

y la multiplicacion.

En efecto si a y b representan niimeros reales. entonces & + b se llama Suma y es el resultado de
la adici6n entre a y b, ¢l Producto a . b es el resultado de multiplicar a y b.
En la adicién a y b reciben ¢l nombre de sumandos y en la multiplicacion factores.

Propiedades de la Adicién y la Multiplicacion

Propiedades de la adicion

1. Ley de composicion interna:
Va,beR:(a+b)eR yesinico
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2. Propiedad asociativa:

VabceR:(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c

3. Existencia de elemento neutro:
VaeR3I0eR/a+0=0+a=a

4. Existencia de elemento inverso aditivo u opuesto (de cada nimero real):
VacRI(-a)eR/a+(-a)=(-a)+a=0
VaeR:(a>0< -a<()
u=0=—-u=0
a<(l=-a>0
5. Propiedad conmutativa:
VabeR:a+b=b+a

Propiedades de la multiplicacién

6. Ley de composicion interna:
VYabeR:(ab)eR yesinico

7. Propiedad asociativa
Vab.ceR:(ab)e=a(be)=abe

8. Existencia de elemento neutro:
YaeR J1eR/al=1a=a

9. Existencia del inverso multiplicativo (de cada nimero real distinto de cero):
1 1

=—ﬂ=]

VaER—{O}EI-I—eR/a.
a a a

10. Propiedad conmutativa:
VabeR:ab=ha
11. Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicién:
Ya.b.c eR:a.(b+c)=ab+ac (porizquierda)
Va.b.c eR:(b+ec)a=ba+eca (por derecha)

Ejemplo 1.1

Si 2e R y 3R, entonces la ley de composicion interna nos garantiza que la suma 2 + 3
representa un numero real (inico: 5.
El producto 2.3, de acuerdo con esta ley es también (inico nimero: 6.

OBSERVACION:

En el conjunto de los numeros reales (R). la ley de composicion interna nos
garantiza que al adicionar o multiplicar dos numeros reales se obtiene otro nimero real (suma o
praducto). y es tnico.

¥



Ejemplo 1.2

Sean 3 y 7 elementos de R. De acuerdo con la propiedad conmutativa las siguientes afirmaciones
son verdaderas:

Ejemplo 1.3

Sean 2. 9 y 5 elementos de R. De acuerdo con la propiedad asociativa son verdaderas las
siguientes afirmaciones:

(2+9)+5=2+(9+5)
(2.9).5=2.09.5)

Ejemplo 1.4

El opuesto de 3 es (-3), puesto que 3+(-3)=(3)+3=0
El opuesto de —1/2 es — (=1/2) = 12,
El opuesto de 0 es 0,....

Ejemplo 1.5
Determinar el inverso multiplicativo del nimero real 4.
De acuerdo con la definicién est puesto que 4.4 = {4 =1

Es decir dos nimeros cuyos productos es igual a |, se llaman Reciprocos o Inverso
Maultiplicativo.

Ejemplo 1.6

;Existe el inverso multiplicativo del nimero real 07

De existir seria un nimero real (xe R) tal que satisface la igualdad: 0x=1

No existe xe R tal que dicho producto sea 1.Por lo tanto, el nimero real “0” no tiene inverso
multiplicativo.

PROPIEDADES DE LA ADICION Y DE LA MULTIPLICACION

Nombre de la propiedad Para la adicién Para la multiplicacion
Ley de composicitn interna ::mf::p;s‘;eg:cl;n Z&i:::i:r::izz
Conmutativa atb=b+a a.b=b.a
Asociativa (@a+b)+c=at(b+¢) (@a.b).c=a.(b.c)

0 es el Gnico elemento tal | 1 es el Gnico elemento tal

Elemento neutro
que: 0+a=a+0=a que: l.a=a.l=a

Existe un iamero real Si a # 0, existe un namero

P . s i 13
Gnico —a, inverso aditivo | real inico ;. inverso mul-

Elemento inverso

de atal que: tiplicativo de a tal que:
a+(-a)= (a)+a=0 dl=d g=
Distributiva a.(b+e)=a.bta.c (b+ec).a=b.atc.a

| Uy [T ¥ R
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Todo conjunto que satisface los axiomas (propiedades) dados anteriormente recibe el nombre de
“cuerpo”. El conjunto de los nimeros reales satisface dichos axiomas por lo tanto constituye un
cuerpo, el cuerpo de los nimeros reales,

Definicién de sustraccién

Sia beR entonces: a-b=a+ (-b)

Es decir, sustraer ¢l niimero real b al nimero real a equivale a adicionar b (el opuesto de b) al
nimero real a.

Ejemplo 1.7
5=4=5+(4)
6-(-3)=6+3
Definicion de division

Sia.beR y b=, entonces la division de a por b se define como: a : b :%= a . b’

La division de un niimero real por cero no estd definida.

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES QUE SE DEDUCEN A PARTIR DE LOS AXIOMAS Y
DE LAS DEFINICIONES DADAS:

Las definiciones y las propiedades dadas anteriormente proveen al sistema de los niimeros reales
de nuevas propiedades.

En efecto, ellas son:

Paratodo a. b, ¢, de R se demuestra que:
l. Sia+e¢=5b+ centoncesa =h
Sia+a=aentoncesa=0

Sia+ b=0entonces b = -a
a=-(-a)

(-a) + (-b)=-(a + b)
Siab=cbyb+0entoncesa = ¢
a.0=0

Sia.b=| entonces a=b"'

ol -

Sia# Oentoncesa' # 0
.Sia+# 0entoncesa=(a')"
-(~a)b=-(a.b)= a.(-b)
.(-a).(-b)=ab
13. a.(b-c) =a.b-uac
14.(a+b). (@a+b)y=d"+ab+ba+ b =d +2ab+ b
15.8i b# 0y d+ 0 entonces 4 £ = 2<

—_— - —
[ o =
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16.Si b#0yd+# 0entoncessd =4

17.8ib#0yd+# 0entonces¢ =% siysolosiad=bhc
18.Sib#0yd+# 0 entonces ¢ + & = “4e

19.Siab=0entoncesa=0656=0
20.1= 1

Propiedades de ordenamiento

Definicion:
Para todo a,b perteneciente al conjunto de los niimeros reales, a es menor que b si y s6lo si (b-a)
es un numero real positivo.
Simbélicamente:
VYabeR:(a<he (b—a)eR™)

Definicion:
Para todo a,b perteneciente al conjunto de los nimeros reales, a es mayor que b si y solo si (a-b)
es un niimero real positivo.

Simbdélicamente:
YabeR:(a>be= (a-b)eR")

Definicion:
El conjunto de los nimeros reales es un cuerpo ordenado porque existe una relacion entre sus
elementos tal que:

Para todo a, b, ce R, se cumple:

1) a<bo6a=b6b<adondeunay sélounade éstas proposiciones es verdadera.
2) Sia< byb< centonces a < c (propiedad transitiva).

3) Sia<bentoncesa +¢< b+ ¢ (propiedad aditiva).

4) Sia<byc>0entonces a.c <b.c (propiedad multiplicativa).

Las propiedades de orden definidas anteriormente particionan el conjunto de los nimeros reales
en tres subconjuntos, ellos son:

El subconjunto de los reales positivos R'={xeR/x>0}
El subconjunto de los reales negativos R ={xeR/x<0}
El subconjunto: {0}

R*'UR U {0} =R
R'NR =0 R*'N{0}=80 RnNn{0}=29
Propiedades de la relacién mayor

Sean a, b, ¢ pertenecientes a R:

1. Sia>byb>centoncesa>c¢
2. Sia>bentoncesa +tec>b+e¢
3. Sia>bhyec>0entonces a.c>b.e
4. Sia>byc<0entonces a.c<bhc

FRBA ! _“




CONJUNTOS NUMERICOS
INTERVALOS

Consideremos los siguientes conjuntos:

A={x/xeRAl<x<4}
B={x/xeRalsx<4)
C={x/xeRnl<x<4}
D:{x/xERAI$x<4}

Cuya representacion sobre la recta numérica real en cada €aso es:

(A) 1

. PR \
3 3 ) 0 i 2 3 A
(B) N ~ E 1
3 2 -1 0 = 2 3 J4
(C) _ - [ R 3
3 52 -1 0 i\ 2 3 -
(D) R R rC \
3 2 4 0 |- 2 3 Ia

A estos conjuntos se los expresa de la siguiente forma:
A=(1.4)
B=[14]
C=(14]
D=|14)
y se los denomina intervalos:
A: intervalo abierto
B: intervalo cerrado
C: intervalo abierto a izquierda
D: intervalo abierto a devecha
INTERVALOS INFINITOS
Conjuntos del tipo:

A={x/xeRax>2}
B={x/xeRnx>1}

C={x/xeRAx<-1}
D={x/xeRnax<3)}
E={x/xeR }

EN ¥ -
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reciben el nombre de intervalos infinitos y se representan

A =(2, +w)
e e W .
5 2 o 0 1 2 3 4
B=l, )
i - R
3 2 -1 0 - 2 3 4
(= (-0'0-"1) ) \ _ ~ . ~ .
3 2 L 0 1 2 3 4
D= (-m,'3] . . 9 i
3 2 -1 0 1 2 i B 4
E = (=0, +0)
3 b -1 0 i 2 3 4

Ejercicios:

Represente graficamente, exprese con notacién de intervalo o como conjunto seglin corresponda:
a) [-1+=)

b) {x/xeRa—/2<x<2)

c)
S TP . TP
A\ i < 0 U 2 3 4
DESIGUALDADES

Cuando intentamos resolver numerosos problemas de Matemética se plantean expresiones de
esta naturaleza:

1)2x—3<x+3

2)(x—1D2x+3)>0

N(x-DRx+3)=0

H(x-2)2-x)=0

3550

6y3d 2

Denominadas desigualdades o inecuaciones. Nuestro interés consiste en encontrar el conjunto
de los nimeros reales que satisfacen las expresiones dadas.

Al resolver los ejemplos propuestos utilizando el simbolismo 16gico, resulta:
N2x-3<x+3&2x—x<343x<0

Luego la solucidn esti dada por: §=(-.,6)

[ % [ 1]
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2)(x—l)(2x+3)>0¢:(:c—1>DA2x+3>0)g(x—l<0A21+3< 0)

(producto positivo)
(o tenGhecras<-]]
Slx>lax>——|vx<lAax<—=
2 2

o [( 140 m(—%,m)]a[(- m,l)n(_w_hgﬂ

donde observamos que la solucién es:

§=58/A8;
Aclaracion:
La diferencia simétrica S;AS; = S/USy si SN S: =0
(1, +m=)
. ' - a [
-3 -2 ] 0 i\ 2 3
Si-(1, +o)
(-3/2, 4+m)
-3 2 S ol 0 1 2 3
(-0, +1)
\ ” a
3 2 -1 0 il 3
Sz=(-0,-3)
(-, -3/2)
—) . . B s .
=3 2 1 0 1 2
3
§=8,AS, =(I.+00)U(— m.—z]
Verificacion:
r==2 = (2 =-1D(2(=2)+3) =(3)(=1) >0 ¥) -2eS8
x==3 = (3-1)2(-2)+3)L-2)o=0 (F) —2eS8
x=0 =0-1)20+3)=(-1)3==3<0 (F) 0¢8
=2 =@2-1)22+3)=17=750 (V) 2e8

Finalmente:

'S :(-oo.,—%] U (1+e0)
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(x-1)2x+3)>0 (1)
3) (x—1)2x+3)z 0 v
(x-1)2x+3)=0 (2)

(1) Verej. 2)

x-1=0 x=1 S, = (~0,~2)A(1,+)
2) v = o xE U
2x+3=0 x=-2 g 2{1’_%}

Teniendo en cuenta que:
S=85US$

resulta:
S = (—00,—3/21U[1,+<x)
(x-2)2-x)<0 (1)
) (x-2)2-x)20& v =
(x-2)2-x)=0 (2)

x—-2>0A2-x<0
(1) v s 2AapsE2 (1)
x—2<0A2-x>0 v
< v ) x<2Aax<?2 o
x-2=0 (2) y
2) v —t
2-x=0

(2,4+0)A(—0,2)
& X ES U

{2}

Por lo tanto:
§=[-=2)aR+=)]U{2}=R
Si observamos la desigualdad propuesta en (4):
(x-2)2-x)<0&e (x-2)[-(2+x)]1£0
& —(x-2)(x—-2)<0

& (x=2)220

donde vemos que para todo valor de x € R la desigualdad se verifica.
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3

x20Ax-1<0 x20ax<l [0.40) N (0.1)
5)—x—lsﬂc::: v = v = Sxe A
= x=0Ax—=1>0 x=0nax>1 (—o&,O]ﬂ(l,+w)

S =5,AS,
(1) =[0,1)

e} N U

3 2 -1 o Uy 2 3

5:)=@

i . q [ (52)

3 2 I Jo A 2 3

[o.1)
& xe A
/]
———t 3
3 3 -l o 2 3
S=[0,1)
Verificacion:
x=-1 d=150 (F) -lg§
1 L
x=1 Li|=_—‘J-=-]<O (V) les
2 2

x=1 (no esti definida) legs

x=2 #=2=2>0 (F) 2eS§
6)

2543 2es 4 s g 2E43-2023) o
2—x 2—x 2—x
i [ =
<:>"x+3 4+Z¥20<:>4x 12(”:>

2—x 2—x

dx=120A2-x>0 x2liax<2
= v = v

4x—1<0n2-x<0 x<iax>2
c;xe[ij}fw

4

|

S=[_,2JA9
4
§=[.2)
’ 1/4
(S) N - = [~ \ »
3 2 10 Loy 2 3

!- RN rREA]
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VALOR ABSOLUTO O MODULO

El valor absoluto o médulo de un nimero real x, se simboliza por|x]y se define de la siguiente

manera:

x si x20

-x 81 x<0

VxER:|x| ={

El médulo de un nimero real es igual al mismo niimero, si dicho niimero s positivo o cero, 0 a

su opuesto, si ¢l nimero es negativo.

Ejemplos:
2|=2 0j=0
F3==(-3)=3 -5—1|=—(~6)=6
R-3==(-1)=I

Propiedades del madulo:

I. a#0=>|a|>0

2. =4

3. |ab =|alip

4. la:b|:la|:bl,cunb¢0

5. |a+b|<|a+|p

6. —|a|<a<|d

7. |a"|=ld".neN

Siae R y b > 0 entonces se verifica que:
8. |a|<b siysdlosi-b<a<bh

9. la|>b siysélosi a>bva<-b
10.|a| =b siysdlosi a=bva=-b

Ejercicio:

Verifique mediante ejemplos numéricos las propiedades anteriores.

Ejemplo:

1) Determinamos el valor de x en:

) =3=2 i) f2-3x=|4

x=3=2 x=35
) k=3=2¢e1 v = v exefls)
x—3=—2 x=1
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2-3x=x —4x==2 x=1
ii) '2—-3.\1:'.!1*.::' v = v = v oxe{l,—i}
2=3x=—x —-2x==2 x=1

Ejercicio:
Demostramos que: VaeR:+a’ = |a|
Dividimos la demostracion en dos partes:

1) Sia=> 0 entonces|d= a
= la* = a?
I
= |a|=va
= \/a—’=|a[, sia20
2) Sia <0 entonces|a|=—a
= |d =(-a)’
= |a|z=a2
o i
= |d=va*
=» J?=|a], sia<0
De 1) y 2) se cumple que:
VYaeR: \[a—z=|ai
Ejercicios:

1) Determine el valor de x que verifica:

x=1
A) V¥ =1sd=1=1 v
x==]
b) y(x-3)’ =4=
x—3=4 x=7
=3 =4= v =1 v
x-3=-4 x=—]

2) SiaeR - {0} resuelva: =Y«
a) Sia>Oes|a{=a
a-*\/a_z a—}a| a—a

> —= 7:hzo
a a a




b) Sia<0es|d=-a

a—+Ja® ﬂ—|ﬂ| a+a
— = = :2
a a a

3) ;Cuil es el conjunto solucién de las siguientes desigualdades?

a <3

b. |x>5

¢ |x—l <1
d.|2-3423
e.[2-4x20

A

Soluciones:
a)f<3e-3<x<3

Lo cual indica que pueden asignarse a x valores comprendidos entre —3 y 3 inclusive ambos.
Por lo tanto:

S={xeR/-3<x<3}
o hien § = [-3,3]
que graficamente resulta:

[ - 1
3L 2 - 0 1 2 3

Nos preguntamos ahora ;donde interviene la logica en este problema?

Para contestar esta pregunta y que nos sirva la respuesta para otras situaciones similares
pensemos en:

| < p con peR”

En realidad resulta que podemos asignar a x& R valores que sean menores o iguales que pyala
vez mayores o iguales que —p, en simbolos:

[q<pexs< pAx2—pe xe[(-o0,plN[-pi+=)]

< xel-p.p)
Por lo tanto la solucion es:

S={xeR/xe[-p,pl}
En cambio si:
< pex< pax>—pe xel(-o,p)N(-p+=)]

@ xel-p.p)
y la solucién es:
S={xeR/xe(-p.p)}

b)j> 5 x>5vx <5 xe[Am)U(—0-5)]

Ui oy % A
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Por lo tanto resulta:
§={xeR/xe[(5+o)U(—0-5)]}

Y graficamente resulta

\
5 Is Iy s\ g

Podriamos escribir el conjunto solucién de la siguiente forma?

§=Cr[-5,5]
o bien:
S=R-[-55]7
c) [x-1]<d
: ' x=1<i x<i (-00,3)
|x—l|<5c:> A =2 V= N
x—1>-1 x>4 (3 +0)

Graficamente puede observarse la solucién:

: —— ).
-3 2 -1 0 | 2 3
-1/2 1/2 3/2
S:{xER/xe(—l,iJ}
272
d)|2-3x =23
2-3x23 —3x21 R =t
[2-3x| 23 < v & v L= v
2-3x<-3 —3x<-5 xz3

Ya lo hemos efectuado antes pero a lo mejor usted no estaba atento, cuando dividimos por (-3) a
ambos miembros de la desigualdad, la desigualdad cambia de sentido ipor qué? (le damos una
ayudita: si la desigualdad es 2 <3 y la multiplicamos o dividimos por (-1) resulta -2 > -3).

Entonces estara de acuerdo en afirmar:

*  Entre dos nimeros positivos es menor el de menor valor absoluto.

** Entre dos nimeros negati vos es menor el de mayor valor absoluto,

e)2—3x20
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Uno podria “abalanzarse™ sobre el ejercicio, lo cual no es bueno, y decir: “igualito al d)” o
alejarse, mirarlo y decir:

S§={x/xeR }=R
Por qué?
Hix—4<0

.Y ahora? ;3xeR/xe §7Nol!
(Por queé?

Porque el valor absoluto de cualquier niimero no puede ser negativo.

Definicién de distancia

Sean xa v xp las coordenadas de dos puntos 4 y B representados sobre la recta r, se define
distancia de 4 a B, al valor absoluto de la diferencia entre x5 y xp

Simbélicamente: d(4.B) =|x, — x| =|x, —x,|

Ejemplos:

1. Sean Ay B puntos sobre una recta cuyas coordenadas son respectivamente 1 y 3.
Determinese d(A,B).

d(4,B)=3-1| =2 =2

Graficamente:

d(A,B)

2. Sean My N puntos sobre una recta cuyas coordenadas son respectivamente -2 y —4.
Determinese d(M,N).

dAMN)=|-4-(-2) =|-4+2|=|-2|=2

Graficamente:
-5 3 -3 3 -1 0 |
1
d (M, N)
Propiedad de la distancia:

Sean 4 y B puntos de una recta de coordenadas x, y xs Es posible demostrar que:

d(A.B) = d(B.A)
Propiedad:

Sean xx y xi las coordenadas de dos puntos 4 y B que pertenecen a una recta r, la coordenada del
punto medio del segmento AB es:

.5 i &

" 2

| v [CTHY ¥ [ 4|
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Ejemplo:

Sea el punto A de coordenada 3 y ¢l punto B de coordenada 6. La coordenada del punto medio de
ABes:

p3t6_9
T2 2
Graficamente:
. e :
0 3 Lm 6
Ejercicio.

Determine el conjunto de todos los niimeros reales tales que su distancia a 5 es mayor o igual
que 3,

Ria: (— 00,2]U [8.420)

SOBRE EXPONENTES Y RAICES

Si usted tiene que calcular el volumen de un cubo de arista de 12.34 cm piensa que la solucidn de
su problema es calcular el drea de la base:

drea de la base = (12.34)(12.34)
y luego multiplicarla por la altura
Volumen = (12.34)(12.34)(12.34)
Sin embargo usted no escribe estas expresiones tan poco elegantes, sino que anota:
V=0L=(12.34) )

Definicion.
Si a es cualquier niimero ¥ 1 €s un entero positivo, entonces
a" = aaa.a aes la base
g
niactores o
n es el exponente
a" es la potencia
Ejercicios

I ¢Como escribiria la multiplicacion de 10 factores 37

Ria.: 3'°
2. (Coémo expresaria a 10.000.000 usando potencias?
Rta.: 107
3. Calcule -2y (-2)*
Rta.:-2" =4
-2’ =4

REGLAS PRACTICAS PARA TRABAJAR CON EXPONENTES
Primero:

Si quiere calcular:




-

3

&4 =(aa.a) (aaaa=ada =a"

como a es cualquier nimero, entonces: @".d" =d" "

Segundo:

Si en cambio usted estd interesado en saber: (a3)*, entonces:
@)=d.d.a.a= Fh=g?
(@) =a™"

Tercero:

En otras oportunidades queremos simplificar expresiones del tipo:
(cona#0)

a® a' o
el e .2
at a®a
Obtenemos:
6 4 &
a a'.a
—4: 7 =02:06—4
a a
at  at 11
a® ata® ot o
a3
—=1
P

De donde deducimos:

0 sea:

Ya:a#0

sim>n, ;i=a""" (n
sim<n, -=—1- (2)

Sim=n,-7:| (3)

Partimos del supuesto que:

* Sim>nentonces m —n>0equivalea (1)

e Sim<nentoncesm-—n<0 a""=a""™ =—L- equivale a (2)

e« Sim=nentoncesm—n=0y a" =1 equivale a (3)

Veamos mas en detalle la funcion que cumple este exponente negativo.

Si multiplicamos: dad=g"=d'=1
Esto significa que a’esel reciproco de a: a’ =L (a20)
L

Definicion:
Sia#0yneZentonces a” =L

a

RN rrsA] *
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Ejemplos:

31

:4‘:3' :30—(—‘]
Y
3
h-l
h—‘=1=ho=h4_‘”ﬂ'¢0)
__:__: :.ﬂ:i—:_:—s' =B

OBSERVACION:

Quiere decir que hemos partido del supuesto de gue el exponente n pertenece a los enteros
positivos y hemos dado validez a las reglas expuestas para n entero.

POTENCIACION DE MULTIPLICACIONES Y DIVISIONES

Si nos encontramos ante una expresion:

(ah)" = !a.b).(ab).(ab)_._(a.b) = qaa..a . bbb.b =a"h"

"m‘{m.“ o fatores n fnctores
de donde: (a.b)'=d"p"
o bien, si la expresion es:

(5 "_gaa a_a

b) bhbBBTH b
n factores
de donde:
(¢) =< (b#0)

RADICACION

Hasta aqui consideramos que conocidas la base y el exponente podemos caleular la potencia:
BASE—» 27 PPONINTE — ye POTENCIA

Nos preguntamos ahora jsi conocemos la potencia y el exponente, qué operacién nos permite
encontrar la base?

X'=83=x=8 porgue ({/g)i =8

Definicion:

Si nes impar y a€ R entonces (#/E)' =a

Sinesparya=0 emt:)nt:e:s(ﬁ‘./z)N =7

{CUIDADO! -4 No es un Nimero Real

Sia<0yneN entonces¥a g R

OBSERVACION:

i)Sinesparya=0 entonces'{fges un (inico niimero real no negativo tal que(%)" =a

% ; U G



Ejemplo: Ja=2
ii) Si n es impar, #/a es un tmico nimero real tal que &a)"=a
Ejemplo: i/—8=-2

Reglas para los radicales
I. Sines impar, entonces¥/ab = failb

Si nes par, a0y b2 0 entonces¥/ab = Yailp
2. Sinesimpar, b#0, entonccsd% =%

n

a

P

Sinespar,a=20yb>0, entonces:d% -
Racionalicemos

En ciertas operaciones como las siguientes

Ejemplo 1) --2—-.si x#0

3
Vx

Ejemplo 2) si x>0ey>0

1
xaly+palx’

Si usted considera conveniente que los radicales no estén en el denominador. usted racionalizard
denominadores.

2 2 i 2¥x _2dF 0

En el segundo ejemplo (RECUERDE (a + b) (a - b) = a—b)

1T xoly=palx _
iy +ydx xalytplx xfy—yalx
 afieydle _sp-plr_
T - Fy-yix
_xafy—yalx

= (x>0,y>0.x#y)
xy(x—y)

En el primer ejemplo:

Si en cambio usted tiene:
Ejemplo 3) Lf
e

y usted considera oportuno que los radicales estén en ¢l denominador, entonces se racionalizaran

JVx—+2 \/;+\/§= x—2
=2 Yx+d2 (x-2x+42)

1
Expresion ésta que para valores de x#2 esigual a: ———=
Vx+4/2

numeradores:

- X =
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Ejercicio:
Dadas las siguientes expresiones racionalice en cada caso segun se indica

V1 f5x

a. = (numerador)

1

b. = (denominador)

POTENCIACION CON EXPONENTES RACIONALES

SiaeR,a> 0y neN se plantea:

Al elevar a la m-ésima potencia ambos miembros, la conclusion se obtiene:
1 1 |
®a)" =(a")" = ¥a)" = (@")" =a"
expresion vilida para a <0, si n es impar

OBSERVACION:
Ahora el exponente pertenece al conjunto de los nimeros racionales (Q)

Ejemplos:

Calculamos:

.
o0
z
:
I
[+ -]
1l
=
u_
Il
—

Y =27 =2' 2 =162

i,Existe—-‘-ii 7y 5,(—4); ?

—4-% - —(4-t y=-2y (44)41 no es un numero real

POTENCIACION CON EXPONENTES REALES

Todo lo antedicho (definiciones y propiedades) se aplica a la potenciacion de base a> 0 y

exponente ne R’
I e
2.1 ‘(_) ,3-‘.1—]"
&

Calcule con su calculadora
X N i)
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b

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

TRABAJO PRACTICON®2

Niimeros y su aplicacion a la geometria

Obtenga dos numeros naturales consecutivos cuya diferencia de cuadrados sea igual al
numero primo 31.

Rta.: 16y 15

Si sabe que la suma de dos niimeros es 30 y su méximo comun divisor 6, determine dichos
nlmeros.

Ria:24y6; 18y 12

Tres émnibus salen de la misma estacién terminal en tres direcciones distintas. El primero
tarda | h 45 min. en volver al punto de partida, y permanece un cuarto de hora en la estacion.
El segundo tarda 1 h 5 min., y permanece 7 min. en la estacion. El tercero tarda | h 18 min.,
y permanece 12 min. en la estacion. Se sabe que la primera salida ha tenido lugar a las 6 de la
mafana, determine:

a) A que hora volverén a salir juntos de la estacion.
b) El nimero de viajes efectuado por cada uno.

Rta.: a) a las 12, a las 6 de la tarde y a la medianoche. b) 3 veces, 5 veces y 4 veces.

Si sabe que el producto de dos nimeros es 1512 y m.c.d. es 6, determine el m.c.m.
Rta.: 252

Dos ruedas dentadas engranan una con otra. Si sabe que la mayor tiene 54 dientes y las mas
pequefia 34, determine cudntas vueltas daré la pequeiia cuando la mayor dé 221 vueltas.

Rta.: 351

La madre de Gabriela compra 6 kg. de ciruelas para hacer mermelada. Los carozos quitados
representan % del peso de las frutas. Afiade un peso de azicar igual al peso de la pulpa que
queda. La mezcla pierde por la coccién 1/5 de su peso.

Determine el nimero de potes de 375 gramos que puede llenar con el dulce de ciruelas
elaborado.

Rta.: 19 potes

Un campesino ha recolectado 6.720 kg. de alfalfa con la que quiere alimentar a sus 7 vacas
durante 120 dias. Al cabo de 15 dias, compra otras 3 vacas. Determine la cantidad de alfalfa
que le faltara para alimentar a sus vacas durante el tiempo previsto.

Rta.: 2520 ke.

Dadas las siguientes proposiciones indique cudl es verdadera y cudl es falsa:

“E| producto de un niimero impar de nlimeros negativos es negativo™

“La diferencia de dos nlimeros positivos es siempre positiva™

“E| cociente de un niimero positivo y otro negativo es siempre un nimero negativo”™
“La diferencia de un niimero positivo y otro negativo es siempre un nimero negativo™

R ] ™
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9) Piense un nimero, multipliquelo por 2. agréguele 33, réstele 13, dividalo por 2, y vuelva a
restar el nimero que pensé. Su resultado debe ser el nimero 10. Muestre que éste
procedimiento dara como respuesta 10 para cualquier niimero n seleccionado.

10) Un taller producia 126 articulos diarios. Como resultado del perfeccionamiento técnico su
produccion diaria aumento hasta 189 articulos. ;En qué tanto por ciento se incrementd el
rendimiento?

Rta.: 50 %

11)En una bolsa de 200 caramelos hay 110 de fruta y el resto de leche. ;Cuéntos caramelos de
fruta hay que agregar para que los caramelos de fruta sean el 70 % del total de la bolsa?

Rta.: 100

12) ;La suma de dos niimeros irracionales es necesariamente un niimero irracional?
Justifique.

Rta.: No. Por ejemplo (1 -2 )+(2+42 ) = 3 que es racional
13) (Cudles de los siguientes niimeros son racionales y cudles son irracionales?

WE =33 T 55 05 1,23 0 =345

Rta.; Irracional 3+/2 . Racionales todos los demas.

14) Determine, cuando sea posible, el resultado de:

14.1) 15.0 14.2) 0.0 14.3)%

14.4)% 14.5) 0" I4.6)%

Rta.: 14.1)0. 14.2)0. 14.3)noesposible 14.4)0. 14.5)y 14.6) no es posible

15) Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
15.1) 0</2<1  152)2<e<3 153)-7<-15

15.4) -9<l 15.5) Z<E 15.6) 0.3> 0.4
3 6 9

157) L <22 158) 2517
6 39

Rta: 15.1)F. 15.2) V. 153)F. 154)V. 155 V. 15.6)F. 15.7)V. 15.8) V.

- : 2 : iz
16) Pablo realizé una compra que importa los 3 del dinero que le dié su madre, pero sobre ese

valor le hacen un descuento del 15 %. ;Cuénto dinero le dié su madre si le quedan $ 260?
Rta.: § 600
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*17) Encuentre el conjunto solucién de:
17.1)-3x>9

17214354
X

17.3)x* =2x20

2J':_S—-l >3-x

17.4)

17.5)1"—">o
1+ x

17.6)3x> —6x+3<0

X

17.7)—=<0
5

l_
X+
2::—3{5

17.8)—1=

17.9)-12<6-3x<-2

17.10) x<3x+2<x+6
18) Encuentre el conjunto solucién de:
18.1)|2x—l| <2

18.2)|x+523
18.3)[2—4x{<2

18.4)—+3>4

1
X
18.5)2x—3(+4 210
18.6)1—-x*>0
18.7)0 <|x—1| < 4
18.8)3x% —1<2

18.9)4x—x" >4
18.10)[x* ~1|> 3

§=(~0,~3)
S={x/xeRal<x<l}
S={x/xeRAax<0vx22}

Sz{x'/xERAx>2—75}

§=(-L1)
S=0

S={x/xeRax<=5vxzl}

S=[_l‘§]
22

S=(-3,1)w(l5)
S=[-L1]

S =

S = (—0,-2)w (2,+o)

19) Determine el conjunto de todos los niimeros reales tales que su cuadrado sea menor que 3.

Rla.:(fﬁ,\ﬁ]

Ui [T
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20) Determine el conjunto de todos los nimeros reales tales que su distancia a =3 sea menor que
5.

Rta.: (-8,2)

21) Determine el conjunto de todos los nimeros reales tales que su distancia a 3 es mayor o igual
que 4, .

Rua.: (~w0~1]u[7,4%)

22) j Para qué niimeros reales se verifica que la suma del niimero y su reciproco es mayor que 27
Rta.: (0,400) — {1}

23) Un punto x esta 8 unidades distante de —3. ;A qué distancia esta el punto xde 17

Rta: 1264
24) La distancia entre x— | y 6 siendo x <0, es ]3x— 3{ Caleule x.
Ria.: x=-2
25) Efectie las siguientes operaciones:
2+l
25.])10 Rta.:10"
10n+1
-\'-3}’4
25.2)—— (x#£0Ay=0) Rea.:x7y’
X y N
253)1+x”! (x#0) R 24
¥
25.4)(;5 —x'?}r (x>0) Rta:x' —x!
140754(03)2 2 i ol
25.5)W (ﬂ,b, c# 0) Ria.: 5 ab™ ¢
] U.wy l 0}*.11 O_VH
256)W‘ Rfﬂ.:ﬁ,l
3 ] Ap?
257 =b ) (@ +67)" (la| # |bl,a = 0.5 % 0) Rta.:b(:_az

25.8)\/E— ‘/I -‘F (a>0) Ria- (@=3W2a
2 2a a 2a

25.9)(1 = LJ Ria.:2++/2

2
.25 0.3
2500y 977 Rta.: 19
(-27)" +(-8)' _ .
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)

26) Racionalice el numerador (para los posibles valores de las variables).

26. 1)____"x+h_‘/; Rta_:__]i
h Jx+h+x
26.2) Ju-2 Ria.: l
u—4 Vu+2
27) Racionalice el denominador.
27.1)——2—5 Rta:—4—245
243 - 32 2
Sy e et Rea.:— (+2 =3
23 +32 )
HEE vrea] *
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APLICACIONES A LA GEOMETRIA

Para resolver problemas aplicaremos la siguiente metodologia:

* Comprender el problema: Leer cuidadosamente el enunciado. Identificar datos e
incognitas. Representar, si es posible, grafica o geométricamente.

* Disefiar un plan de acciéon: Elaborar una estrategia de resolucion. vinculando datos e
incognitas.

* Ejecutar el plan: Justificar y explicar los pasos seguidos.

¢ Examinar la solucién obtenida: Analizar si la respuesta tiene sentido, si se cumplen las
condiciones, y realizar la verificacién correspondiente.

Luego de resolver cada problema nos preguntaremos:

;Qué aprendi de este problema?
:5e produjo una nueva organizacioén de mis conocimientos?
4 Qué aprendi de los obsticulos con que tropecé?

Comprender el Problema

4

Diseiiar un plan de accién

v
Ejecutar el plan

y
Examinar la solucion
obtenida

Desarrollaremos este problema, aplicando la metodologia y detallando cada una de las etapas
propuestas.

28) Sablendo que RSPT es un cuadrado de 4 em” de superficie v que MNPQ es un rectangulo de
8 cm’ de superficie, como se muestra en la figura, halle la base de dicho rectangulo. (Exprese

el resultado en funcién de+/2 ).

N 8 P
5 T

o

.
M Q
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s Comprendemos el problema, identificando datos y restricciones.

Sabemos que el drea del rectangulo es A=b.h
Dénde: b denota la base MO

h denota la altura OP
Nuestra incognita es b;
A
luego: b=—
. f

+ Disefiamos un plan de accién

Como conocemos el area, debemos encontrar la medida de h

s Ejecutamos el plan

Resultah=r+ PT (r: radio) -

Como el 4rea del cuadrado RSTP es de 4 cm” ; resulta la medida del lado PT = 2 cm. debemos

calcular r; r representa la hipotenusa del tridngulo rectangulo cuyos catetos son SP yﬁ siendo
sus medidas 2 cm.

luego r=+8cm.
r =2~.E cm.
por lo tanto
h=@2+232) em.

Reemplazando resulta:

b= § cm
222

g ¥ 12
44l 1=al2

b=4(/2-Dem

Verificamos

Reemplazando los valores obtenidos para b y h en la férmula del 4rea y operando:
A =42 =1)2+242)em’
A=8(2 —1)(/2 + )em®
A=8cm’

29)Un cuadrado y un hexagono regular tienen ¢l mismo perimetro ( p ), determine cudl es la
relacion entre las dreas, si pes igual a4 m.

Rta.: El drea del hexégono{¥m3 Jes mayor que la del cuadrado (1 m’)

30) Si una pizza de 32 cm. de didmetro se corta en 8 porciones exactamente iguales, determine el
area de cada porcion.

Rta.: 32 mem’

[N FrBa] ¥ i o |
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31) Calcule el area de la zona sombreada sabiendo quea = %By ¢l radio es 10 cm.

(Exprese el resultado en funcion den ).

Rta.: 60 wem™.

32) Si rodedramos la Tierra por el Ecuador con una cuerda, necesitariamos cierta longitud de
cuerda. ;/Cudnto debe aumentarse esa longitud si la cuerda estuviera separada 1 m. de la
superficie de la Tierra? (Exprese el resultado en funcién dex ).

Rta.: 27t metros.

33) ABCD es un cuadrado de lado 5 cm. La longitud de BS es 104/2 em. Calcule el rea de la
zona sombreada en la figura. (exprese el resultado en funcion de V2 B

B [ 5

Rta.: 2572 cm?,

34) La figura representa una mesa. ;Cudntas personas se podran ubicar a su alrededor si cada

una ocupa 0,54 m.? (Utilicen = 3,14). (Tome como resultado ¢l niimero entero mas proximo
al resultado obtenido).

Rta.: 9 personas.
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‘35) R, Sy T son centros de circunferencias. ABCDEF es un hexagono regular. Calcule el drea de
la figura sombreada. i

Rta.: 24J§ -6rem’.

36) En la figura, el ABCD es un cuadrado. La longitud de la circunferencia es V2 7 em.
Calcule en funcién de el 4rea de la figura sombreada.

7" 2
Rta.:——1lem
2

37) La figura tiene una superficie de 111 em’ . Determine la longitud de x.

2em

Rta.:x=3 cm.

38) Calcule el 4rea total de un tanque cilindrico de 2 m de altura y radio de la base igual a 0,5 m.
Calcule el volumen del tanque.

Rta.: drea =7.85 m’. vol=27.0,5 m’

[ i (I % | o |
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39) Para construir una caja sin tapa se cortan cuadrados, de 2 cm. de lado, en las cuatro esquinas

de una placa rectangular de 32 cm. de largo y 24 cm. de ancho, y se doblan los lados.
Calcule el volumen de la caja.

Rta.: 1120 em’

40) Calcule el volumen de material en una cdscara esférica cuyo radio interior es de 5 cm. y el
exterior es de 5,125 cm.

Rta.: 12,87 cm’

41) Calcule la altura de un tanque australiano, sabiendo que es la tercera parte del radio, y que, si
se llena hasta los % caben aun 18,84 m’,
Rta:h=126m
‘4-2)';Halle el radio de una esfera que tenga el mismo volumen que un cono de 30 cm. de altura y
20 em. de diametro.

Ra.: V750 cm.
43) Calcule en cudnto tiempo se llenard una pileta cuyas dimensiones son 10 m, 5m y 2 m

sabiendo que las cinco canillas que se usan simultineamente vierten cada una 10 litros por
minuto.

Rta.: 1 dia 9 horas 20 minutos

44) Halle el porcentaje de reduccion de volumen cuando se hace una muesca conica de 0,5 de
radio y | em de altura en cada extremo de una barra de acero cilindrica de 1 ¢cm de radio y 4
cm de longitud.

Rta.: 4,12 %
45) Un canal que conduce agua a una cierta fabrica tiene las dimensiones del dibujo. Sabiendo

que la velocidad del agua es de 140 m/minuto, calcular el volumen de agua que pasa por
segundo.

4m

N

3

Rta.: 1225 7
5

64 W ' TN
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" YEMAS DE GEOMETRIA '

En este apéndice nos proponemos recordarle conceptos de geometria plana que le seran muy

Gitiles a la hora de abordar algunos problemas de la matematica.

allb aes paralelaa b
alb a es perpendicular a b
c(o,r) circunferencia con centro en O y radio r

a y @ son opuestos por el vértice

o vy B sonadyacentes

@ y o' son correspondientes
a’ y & son alternos internos
o y & son alternos externos
son conjugados internos

Bya

o y B’ son conjugados externos

/ abea=a
I3 ‘ allb &’ =38
allbessa=98

i’ . a/lb = o' + = 180°

5/ P alfb &> o + B = 180°
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M es el punto medio de AB
CM es la mediana correspondiente a AB
m es la mediatriz correspondiente a AB

h es la altura correspondiente a AB

= A triangulo isésceles

o

A
5!
g

Teorema de Pitdgoras:

8 a En todo triangulo rectangulo se
verifica: a’ =b* +¢’

A ¢ -
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Angulos interiores: A, B,C, D, E
Angulos exteriores: @, &', B, B*y. v". 8, 8",

58

Diagonales: AC. AD, BD. BE. CE

Perimetro: AB+BC+CD+ DE + EA

ABCDE es poligono regular < {A

S =180° (n—2). siendo S la suma de los dngulos interiores de un poligono de » lados.

ABCD es un paralelogramo <> AB//CD A AD//BC
ABCD es un recténgulo < A=B=C=D=90°
ABCD es un rombo <> AB=BC = CD=DA

ABCD es un cuadrado <> ABCD es rectdngulo y rombo
ABCD es un trapecio <> AD// BC
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l .
t es tangente a la circunferencia C(O,r)
/e tLOP
AOB es un angulo central de la c(0,r)
‘ AB es el arco correspondiente a AOB
A B
B
Af \ AB es una cuerda de la c(o,r)
c 7 D -
W CD es un diametro de la C(0,7)
B
& .' e ABCD estd inscripto en la C(O,r)
D
C D
ABCDEF esta circunscripto en
la C(0,r)
* | B




FORMULAS DE LA GEOMETRIA
[ - E »
i Figura Perimetro | Area
|
a o
a+b+c’ —
| ! al I
% cuadrado
f
b
2a+b) ab
L r@nyh |
: "
. " A ,
: 2(a+b) " ah
] a mnléi;éamo

.D
41 L4
o romba
§ e 3 e —— .
? B+b
4o BVA
I ] -’1+’2+b+B 12'1
£ B frapecio
i
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Figura Perimetro Area ]
. / :
i s(42) - 2z - 22|
; Poligono regular(nladtss} nl ﬁf;ﬁ
2nr = xd xr
|
| circuko

/—\ &

i / & a*

‘ né.ﬂ\ (1= &4 = 28) )
\_// A= "L‘L’l = %”'

B A
secior circular P=1+2r
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! Cuerpo - B B Area ~ Volumen
A i
_— e
| - cubo 6l B
i ;
| o S A ——
! d
. Aa+b)c+2ab = 2{ac+bc+abh)  abe
o T 7 s
. h
paralelepipedo
S e i -
|
i
a *
Jia* La’
;
!
( |
a
E tetracdro
|
|
| VA 2arh+2nrt arth
¥
‘ ,
cilindro circular recto
g
S nrg +ar Larh
i cone creular recto
¢
i —" 1 35
i ‘ drr =ir
csfora
N | -
|
[ 1N [ =R
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UNIDAD 3
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Expresiones algebraicas

Polinomios

Expresiones algebraicas racionales fraccionarias

Operaciones entre polinomios
Ralices. Factorizacion de polinomios

Teorema de Gauss

Identidades y ecuaciones

Ecuaciones de primer grado con una incognita
Ecuaciones de segundo grado con una incognita
Ecuaciones fraccionarias

Ecuaciones irracionales
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LETRAS Y NUMEROS JUNTOS

Si ahora tomamos un cuerpo (el conjunto de los nimeros reales: R) y un conjunto de variables
(que toman valores sobre el cuerpo), y combinamos niimeros y variables con las operaciones de
adicion, sustraccion, multiplicacion, division y radicacion ;Qué obtendremos?

Expresiones del tipo:

e v,+gd
L
. 2nJ:
| : ]
o ==X
» .
T

o 2x7'4SxT -y

Que se denominan expresiones algebraicas, expresiones que, por otro lado usted puede formar.
Por ejemplo:

Expresamos cada uno de los enunciados usando una expresion algebraica.
Utilizamos x € y.

1. Eldoble de un numero mas otro.
e+

b

El promedio de dos nlimeros.

3. El cuadrado de la suma de dos nameros.
(x+ y)2

4. El 20 % de un nimero disminuido en 2 unidades.
1

—x—2
5
5. La velocidad (km/h) de un mévil que recorre y km. en x horas:
y
X
6. El drea de un tridgngulo cuya altura es el doble de la base:
x2x e

==

7. El volumen de una caja de base cuadrada (lado : x cm.) y altura 20 em.:
3

(20cm)x’em’ =20x" em
8. El drea de las figuras sombreadas:

figura Jigura?
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9. Elcubo de un producto de un niimero por el doble del otro:
(x2y)°

10. El reciproco de la suma de dos niimeros:

1
X+y

(x4 )" = (x=-y)

» Denominamos expresiones algebraicas enteras a expresiones del tipo:

o lx?—xyl
o 2t

. V3-V2g

En las que sus variables pueden estar afectadas por las operaciones: adicidn, sustraccion,
multiplicacién y potenciacién con exponentes enteros no negativos (no figuran en el
denominador).

» En cambio a expresiones algebraicas del tipo:
¥ 257 ¥ x4l

* 2u * Jix
2= 2
En las que la variable esta elevada a exponentes enteros negativos o que tienen variables en el
denominador. reciben el nombre de expresiones algebraicas fraccionarias.
Si convenimos en denominar expresiones algebraicas racionales a aquellas que son enteras o
fraccionarias, resulta:

ENTERAS

EXPRESIONES ALGEBRAICAS RACIONALES
R 8 @ {FRACCIONARLAS

# A expresiones del tipo:
o disf3

’

* xt+4

- 3213 +z~la‘2

Se las denomina expresiones algebraicas irracionales (dado que el exponente-a que esta
clevada la variable es racional —no entero—)
» Y por altimo a expresiones del tipo:

* xlogx
s sen(2x+1)
¢ 3 4lnx—tgx

Se denominan expresiones algebraicas frascendentes.

Finalmente:
ENTERAS
RACIONALES
FRACCIONARIAS
EXPRESIONES ALGEBRAICAS
IRRACIONALES
TRASCENDENTES

X o urs e
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Ejercicio
Marque una cruz en el casillero correcto:

RACIONAL
EXPRESION ALGEBRAICA —TERx T 70 EnTERA | IRRACIONAL | TRASCENDENTE
1+22 (x#1) ,x'.:
x* —9xy+ y?

4’ +3x7 (x#0)
x+2x} —cosx
I?yl +6”,x’v

13

7% +6x'y
—3+log(x* +3)

POLINOMIOS
MONOMIOS

Definimos como monomio a una cxpresion algebraica entera en la que no figuran las
operaciones adicién y sustraccién (con un solo término) del tipo de los siguientes ejemplos:

* _1xly? * 341
* 4.8x * ¢l
*.1.45 * \f3x
* 1u:2 *%

donde el grado del monomio se obtiene mediante la suma de los exponentes de las variables. En
nuestros ejemplos los grados son respectivamente:

5 1
1 0
0 1
2 0
L.os monomios con idéntica parte variable se denominan monomios semejantes.
Ejemplo:
e 2p 020, 3450
5 4
Y aquellos con igual grado homogéneos.
Ejemplo:
xsyz ) lx‘y“ =y I

5 S
Definamos polinomio a una suma algebraica de monomios.
Ejemplo;
2x+xT4+x %ri -3, 2xyp-y’

Los polinomios que estudiaremos aqui son los polinomios en una variable o indeterminada.

[y | % El
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El grado de un polinomio es el mayor de los grados de los monomios que lo forman.
Ejemplo:

¢Cual es el grado del polinomio p(x)=5x" +3x” —12 ;Y el de g(z) = 327 +82° =10+ 277
grip(x)=4 y  grig(z))=7
POLINOMIOS

En general. un polinomio de grado », es la variable o indeterminada x se simboliza:

"
px)=3a.x', con a, eR,jeN,a, =0
= =

cocficientes
0

px)=ax"+a, x"" +..+a,x" +a,x" +ax+a,

Para operar con polinomios, basta recordar y aplicar propiedades de operaciones en R.
Dado que usted ha trabajado con polinomios,

aqui solo haremos una resefia de algunos
conceptos, operaciones y propiedades.

Daos polinomios de igual grado son idénticos cuando son

iguales los coeficientes de los términos semejantes.
O sea:

p(x}:iaj.x’

Fell
Px)=g(x)=a=b,jeN,
q(x)=3 b .x’
=0

Ejemplo:

Calcule A, sabiendo que p(x)= 2hx +3 ¥ §(x)=8x+3son idénticos.
2h=8=h=4

Denominamos polinomios opuestos a aquellos de igual grado que tienen
opuestos los coeficientes de los términos semejantes.

Es decir: el opuesto p(x) = Z a,x’es — p(x)= Z (—a,)x’
0

=t =

Efemplo:

(Cuéles son los nameros m y » si px)=10x* —8mx — 1 es opuesto de g(x) = 3nmx? —40x +17

10

W=-"3n=n=-

" <Rr= 40 =5 ms =5
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El coeficiente del término que determina el grado de un polinomio
se denomina coeficiente principal del mismo.
En caso de ser uno, se dice que ¢l polinomio es reducido o monico.

Ejemplo:

En el ejemplo anterior, jcudl es el coeficiente principal de p(x) y el de g(x)? ;Alguno de éstos es
reducido? '

El coeficiente principal de p(x) es 10 y el de g(x) es -1 0.
Ninguno es reducido o ménico.

El polinomio nulo se simboliza 0.
Convenimos en que:

Un polinomio es de grado cero cuando es un monomio del tipo:

8;—%;2 :5m;—3.57 (Namero real distinto de cero).

OPERACIONES ENTRE POLINOMIOS

Adicién (resultado: suma)

La suma de dos polinomios p(x) y g(x) es otro polinomio cuyos
términos son: la suma de los monomios semejantes de ambos
polinomios y los monomios no semejantes.

Se simboliza p(x) + g(x).

Ejemplo:

Determinamos el polinomio suma de: p(x) = 6x° +3x* +8y de glx)= —x 4 x+2
Recurrimos a una disposicién préactica, para obtener la suma:

p(x) = 6x"+ 3x +8

-~x +x +2

q(x)
P+ glx) = 5%+ 3x? +x +10

Sustraccion (resultado: diferencia o resta)

La diferencia entre p(x) y g(x). en ese orden, es el polinomio
que se obtiene sumando a_p(x) el opuesto de g(x)

plx) - qtx) = p(x) + [-4(x)]

Ejemplo:

Sean p(x) y g(x) los polinomios del ejemplo anterior.

Calculamos el polinomio diferencia.

FREA ¥ B 7o |
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p(x) = 6x" + 3x° +8
+

-g(x) = x° —-x =2

Tx '+ 3x* —x +6

plx)— g(x)

Multiplicacién (resultado: producto)

El producto de dos polinomios p(x) y g(x), €s otro polinomio
que se obtiene multiplicando cada término de uno de ellos por
cada término del otro y sumando los términos semejantes, si los
hubiera.

Se simboliza: p(x).g(x)

Ejemplo:
Sean p(x)= 6x° —3x7 +8 y g(x)=x—2, calculamos el polinomio producto:
plx) = 6x' -3x" + +8
q(x) = x -2
P02 = 120 465 16
px)(x) = 6x' =3x +8x
p(x)g(x) = p(x).(-2)+ p(x)x = 6x' -15x" +6x +8x -16

Esta operacion puede efectuarse con los coeficientes sin la potencia de la indeterminada (sin

olvidar de completar y ordenar los polinomios), con un algoritmo parecido al de multiplicar
numeros:

@ & @ @O O
6 -3 0 8

1 2
2 6 0 -16
6 -3 0 8
6 -15 6 8 -6
PG = 6x'- 150 + 6 +8  -16

Le preguntamos:

. Cudl es el grado del producto entre dos polinomios si se sabe que el grado de unoes ny el
grado del otro el m?

Division

Si p(x) y g(x) son polinomios tal que el grado de p(x) es mayor o igual
que el grado de g(x), y ¢(x) no es nulo, entonces existen y son tnicos
dos polinomios c(x) y r(x) tales que:
7] = gex). cjt rx)
y si r(x)= 0 entonces el grado de r(x) es menor que el grado de g(x).

¥




" Decimos que:
p(x) es el dividendo
g(x) es el divisor pix) | g(x)
c(x) es el cociente rx) e(x)
r(x) es el resto

Para dividir polinomios debemos completar y ordenar el dividendo y el divisor en potencias
decrecientes de la indeterminada.

Ejemplo:

Efectuamos la division entre p(x)=3x* - 2x” +1 y g(x)=2—-x’
Si ordenamos y completamos los polinomios del esquema resulta:

X+ 0t + ox’ 27 H0x 4l = 40x 42

kT -6x° 3x 6x 42
6x° 2% +0x +1

6x’ -12x
27 +12x +
25 +4
12x -3

donde el cociente es ¢(x) =—3x’ —6x+ 2y el resto es r(x) = 12x -3
Tal que:3x” —2x7 +1=¢(x).2—x%) + r(x), verifiquelo.
Procedemos a dividir con los coeficientes separados de las variables:

(5 @ 3) @ @1 O 3 @ ay O
3 0 0 2 0 1 -0 2
3 -6 3 0 -6 2

6 2 0 1

6 0 -12

2 12 1

-2 0 4

12 5

Donde el cociente es ¢(x) =—3x" —6x+2y el resto es r(x) = 12x - 3.

Uiy Gy "
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OBSERVACIONES:

1. El grado del cociente es la diferencia entre el grado del dividendo y el del divisor.
2. Si el resto es cero (el polinomio nulo) se dice que:
¢ ¢l cociente es exacto, es decir:

plx)=q(x).c(x)

* pix) es divisible por g(x), o bien que g(x) es divisor (exacto) de p(x), se simboliza g(x)|p(x)
(se lee g(x) divide p(x)).
Hay otro procedimiento para determinar los coeficientes del cociente y el resto de una division

cuando el divisor, es solamente. de la forma ¢(x) =x+a(a €R); la REGLA DE RUFFINI, que
consiste en lo siguiente:

Ejemplo:

Dividimos p(x) =5x* —32x* —42x y g(x)=x-3

Resulta, el esquema:

5 0 32 42 |0 " coeficientes del dividendo

+3_$ 15 45 39 [ -9
“"‘-.._

5 15 13 -3 |9 % resio

entonces: ¢(x)=5x" +15x* +13x—3 y r(x)=-9.

VALOR NUMERICO (ARITMETICO) O ESPECIALIZACION DE UN POLINOMIO

Sea el polinomio p(f)=—21" + 3t —1

Si consideramos, por ejemplo, { = -2, resulta
P(=2)=-2(-2)" +3(-2) -1
p(-2)=—8-6—-1= p(=2)=-15

Decimos que -15 es el valor numérico de p(r) o especializacion de p(1) para 1 = -2.

Definimos:

El valor numérico de un polinomio p(x) para x = a , es el niimero,
que se obtiene al resolver las operaciones después de asignar a la
variable el niimero a.

Se simboliza p(a)

Ademas:

Si p(a) =0, se dice que g es una raiz o cero del polinomio p(x)

Ejemplo:
(Sonx;=2 y x;=-3 raices de p(x) = £ +x-67 (Por qué?

Son raices pues: p(2) =2 +2-6=0y p(-3)=(-3)" +(-3)-6=0

* : I Frea



IMPORTANTE:

*

Todo polinomio, de grado n (n2 1), admite n raices.
** Todo polinomio, de grado n (n2 1), admite a lo sumo # raices reales,

TEOREMA DEL RESTO

El resto de la divisién de un polinomio p(x) y un binomio de la forma
g(x)=x+a(aeR), es r(x)=r=p(-a)

Retomando el ejemplo de la hoja anterior:

plx)=5x" -32x* —42x y g(x)=x-3
Resulta:

r=p(3)

r=53'-323"-423

r=-9

FACTOREO DE UN POLINOMIO EN UNA VARIABLE

Polinomio primo o irmeducible

Definicion:

Un polinomio p(x), de grado mayor que cero, es Primo o Irreducible si y sélo si todas las
descomposiciones del mismo de la forma p(x) = g(x). ¢(x) son tales que alguno de sus factores es
de grado cero.

Ejemplos:

1
plx)=7x-3
pe)=7(x~3)
plx) 23@ x—1)
plx)=21(tx~13)

p(x) es Primo o Irreducible por cuanto en todos los casos alguno de sus factores es un
polinomio de grado cero.

2

g(z)=2" -8z

9(z) =z(z—-8)
g(2) no es primo por cuanto en la descomposicion dada ninguno de sus factores es de grado cero.
3

r(1) =36t" — 64

() =— 6(_— 6t* +3)

r()=4(9¢* —16)

r(t)=64(21* 1)
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r(f) no es primo pues hay, al menos, una descomposicion en donde ninguno de sus factores es de
grado cero. Esta es: r(f) = (61 - 8).(6f + 8)

Factorizacion de un polinomio en una variable

Definicion:
Factorear un polinomio significa expresarlo como producto de un polinomio de grado cero y
polinomios primos (polinomios que son sus factores).

Ejemplo:
Sea p(x) =9x" —12x* —9x+12 del que se sabe que sus raices son:

B
x=1,x=-1,y ==

3
Six=| es raiz de p(x) resulta, por teorema del resto:
px)=(x-1) ei(x)
donde
X
¢ (x)= P(x)
x—1
Por Ruffini: 9 -12 9 12
+1 9 -3 -2
9 -3 -12|0 <— resto
(p(1)=0)
L —
a)(x) =9x* —3x-12
luego
p)=(x- 1) 9x’ =3x—12),
teniendo en cuenta otra raiz
de p(x) puede observarse que
también es raiz de ¢;(x) : por
ejemplo x»= -1; entonces -1 -9 12
repetimos el procedimiento.
ealx) =9x — 12 9 -12]0 +— resto
= - (ci(-1)=0)

asiz ci(x) = (x + 1) e2(x)

9x? —3x—12 = (x+ 1).(9x —12) = 9(x + l)(-x—%)
CONCLUSION:
)= 9(x~1).(x + l)(x—%)

El polinomio p(x) queda expresado como el producto de su coeficiente principal que es 9 y por
los factores (primos) ménicos de la forma x —x, (conje {1,2,3} siendo x, las raices de p(x)).

EN X i [



FISICA

Definicion:

Si un polinomio p(x)=a,x" +a, ,x"" +..+a,x* +a,x+a,con a, + 0 tiene sus n raices
reales, puede factorizarse como

px)=a,(x=x,)(x—x,).(x=x; ) (x—x,).

Six, # x,, #...# x, # x, (raices reales distintas) diremos que el polinomio admite raices
simples. ;

Si x= x¢= ... = x; (algunas raices reales iguales) diremos que el polinomio admite raices con
multiplicidad.

Ejemplos:

Si p(x) = 2(x - 3)(x + 4)(x - 1) decimos que p(x) es un polinomio de grado 3 que tiene 3 raices
reales simples.

Si g(x) = 0.5(x - 2)%(x + 1)* decimos que g(x) es un polinomio de grado 5 que tiene 2 raices
multiples.

x1=x, = 2 (multiplicidad de orden 2)
x1= x4 = x5 = -1( multiplicidad de orden 3)

Si s(x) = (x - 1) x.(x + 6) decimos que s(x) es un polinomio de grado 4 que tiene 1 raiz multiple
y 2 raices simples.

x1=x= | (multiplicidad de orden 2)
= 0
X3 — -6

Definicion:

Si un polinomio p(x)a,x" + a, . x™" +...+a,x’ + a,x+ a,cona, # Otiene sus h raices con
multiplicidad . B, .., A, puede factorizarse como p(x) = a, (x— 26, )0 — By ) fx—x, ¥
donde . +PB+..+A=n

Analicemos como podemos determinar raices racionales de un polinomio.
Ejemplo:

El polinomio p(x) = 9x° - 12" — 9x + 12 tiene:

« Coeficientes enteros y término independiente no nulo.

» Las raices:x, =1.x, =—1 y x, =% son de la forma§ (numero racional, con a y b enteros

coprimos y tales que a es divisor del término independiente y b es divisor del coeficiente
principal).

TEOREMA DE GAUSS

Si p(x) es un polinomio de grado n (n 21). con coeficientes enteros, término independiente no
nulo y admite al menos una raiz racional § con a y b enteros coprimos, entonces a es divisor del

término independiente v b es divisor del coeficiente principal.
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En el ejemplo anterior:

all2= ae{l;2:3:4:6;12:~1;-2:—3:—4;—6:—12}
b/9 = bell;39-1;-3;-9}
Luego
4 € {11:2:314:6:1/3:1/9: 2/3;.... i~ 15-2:-35-4:-6;-12:-1/3; <1/9;-2/3;...}

Cuando se ha detectado el valor de una de las raices -por sucesivas pruebas- por ejemplo:
six=1=p(l) = 0A p(x) = (x - 1).ci(x), donde el grado de c\(x) es n — | y se obtiene, segiin
hemos visto, dividiendo por regla de Ruffini.

Por lo tanto:

px) = (x- 1).09° - 3x- 12)

Para seguir determinando las raices reiteraremos el procedimiento, pero para facilitar clculos
ahora sobre ¢)(x)...

EXPRESIONES ALGEBRAICAS RACIONALES FRACCIONARIAS

3
X

Se con |x]#9
an i I

2x—3 |

y con X #—

S5x—1 5

A expresiones algebraicas de esta naturaleza se las denomina EXPRESIONES ALGEBRAICAS
RACIONALES FRACCIONARIAS.

Definicion:

Una EXPRESION ALGEBRAICA RACIONAL NO ENTERA O FRACCIONARIA es el cociente indicado
de dos polinomios, si ¢l del denominador no es el polinomio nulo (0) y no es de grado 0
(nimero real distinto de cero).

O sea

22 con g(x)# 0 grg(x)) 20

glx}

OPERACIONES

1) Simplificacidon:

pixd

Sea e

una expresion fraccionaria donde p(x) = pi(x).A(x) v q(x) = q1(x).h(x), entonces:

ix) _ pl(x)'h(x) _nh (x)
qx)  q(x)h(x)  g,(x)

Para valores de x que no anulen g(x).

Ejemplo:
Simplificamos la expresién:
"x* -36

e con xz0Ax#6
Ix° —18x

* : [T Fisa




IR risics |

x' =36  (x+6)(x—6)
3x-18x  3x(x—6)
x> 36 _x+6
3x’-18x  3x
la expresion simplificada es 4% pero hay que tener presente no solamente que x+# 0 sino también
que x= 6; entonces la simplificacion es :

x+6
Ix

conxz0Ax#6

Minimo comiin miltiplo de polinomios (m.c.m.)

Sea un conjunto de dos o mas polinomios y tal que cada uno se halle expresado como producto
de factores primos irreducibles, decimos que el MINIMO COMUN MULTIPLO entre ellos es el
producto de los factores primos comunes y no comunes considerados con su mayor exponente.

Ejemplo:

Calculamos el minimo comiin maltiplo entre: x* -9, * +6x+9 y x+3
Al factorear resulta:

x'=9=(x+3)(x-3)
X +6x+9=(x+3)’

x+3 esprimo
entonces el m.c.m. es (x + 3)(x - 3)

2) Adicién y sustraccién:
Sea
—3— ﬁ—l conx g {0:1}
x-1 x"—-x x

Determinamos ¢l m.c.m entre los polinomios denominadores
x - 1 es primo
PLox= x(x-1)

X es primo
entonces el m.c.m es x(x - 1).

Se efectiia la operacion de forma analoga a la adicion y sustraccién entre niimeros racionales, asi
se obtiene:
| _3x+4x-3—-(x-1) 6x-2

| 4x-3
+
x=1 x*—x X x(x—1) x(x=1)

3) Multiplicacién:
Se procede de forma andloga a la multiplicacion de niimeros racionales.
Sea por ejemplo:

=1 x+3x |
X +6x+9 x' -1 x'+1

con x¢&{l—1-3}

FRBA *
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=1 ¥+3x 1 _ D= +1)  x(x+3) 1
¥ +6x+9 x -1 x4 (x+3) (D=1 (o +1)

X
= . CO g{l.—-1.-3
x+3 aa }

4) Divisién:

* Previamente definimos expresién reciproca de S5, a L5 para valores de x que no anulen p(x)
ni g(x).

Luego:
20 "stx) 2 )’ r(x)#0,8(x)# 0
IDENTIDADES Y ECUACIONES

La igualdad, en Matematica, es la relacion que mas frecuentemente usamos.
Cabe distinguir que no siempre se emplea con el mismo sentido.

Por efemplo:
(x+ ¢1)2:J.'2+2xa+a2
* x-2=3

En el primer caso efectuamos una afirmacién: “para todo valor de x y de a, se satisface la
igualdad”. En cambio en la segunda igualdad: “existe sinicamente un valor de x (x = 5) que
satisface la igualdad’.

A las igualdades del primer tipo se las denominan identidades y a las del segundo tipo
ecuaciones.

Tenga en cuenta que las identidades deben demostrarse y que las
ecuaciones se “resuelven”.

En este momento nos preocupa resolver una ecuacion:

Una ecuacion es una igualdad en la que aparecen juntos nimeros y letras (incognitas). Las
soluciones de una ecuacion son aquellos valores de la incognita que hacen verdadera la igualdad.

Asii3x—3=0 es una ecuacion de primer grado con una incognita.
Su solucion es x = 6.

1" =41 =-3 es una ecuacién de segundo grado con una incognita.
Sus soluciones r= 1 o 1=3.

X+ y=4 es una ecuacién de primer grado con dos incdgnitas.

Una solucién es x = 0, y = 4. Busque otras soluciones.

¢ Cudntas soluciones tiene?

Para la resolucion de dichas ecuaciones contamos con dos “reglas de oro™ (propiedad uniforme
para la adicion, multiplicacién y divisién):
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e Sise suma un mismo nimero a ambos miembros de una ecuacion sus soluciones no cambian.

e Si se multiplica (o divide) por un mismo niimero (distinto de cero) a ambos miembros de una
ecuaci6n sus soluciones no cambian.

Al aplicar estas “reglas™ obtenemos ecuaciones equivalentes.

Ejemplo:
Sea
45 =25=0
25=125
4) 4x* =25
S
p=d g weed
2 2
Verificacion:

Six=3% entonces 4()' —25=4%-25=0
Six=-4 entonces 4(—3) —25=4%-25=0

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

Analicemos la ecuacion: ax+bh=0 (1)

luego: ax=-b

Cabe preguntarse aqui: ;siempre esta ecuacion tiene solucion?
;Puedo escribir que x = -£7

Analicemos (1)

Primero si a# 0 no existe inconveniente en escribir x = -2 por lo que la ecuacién tiene una {inica
solucion.

Segundo si a=0y b= 0 la ccuacion (1) es 0.x = 0 que se verifica para todo valor de la incognita
x; por lo tanto admite mas de una solucién (infinitas soluciones).

Tercero si @ = 0y b= 0 la ecuacion 0.x = b no tiene solucién por cuanto no existe nimero que
multiplicado por cero de como producto b (niimero distinto de cero).

Si a# 0 llamaremos a (1) ecuacién de primer grado con una incdgnita o ecuacién lineal con una
incognita.

Ejercicios

I. Establezca la correspondencia a través de una flecha, entre las ecuaciones equivalentes.

Ix+1=7 2x—-4=4
Sx+2=22 x=3=0
6x—4=14 2x=16
—543x=19 x+3=5
9+2x=11 x=-3
Tx=6==27 =i

KR ] ¥
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2. Dada la ecuacién ax + b = ¢ (a#0) y el esquema, donde aplicamos las “reglas de oro” ¥
planteamos un procedimiento de resolucién y verificacién:

17 ax+h=c 0—‘

ax+b—b=c-h ax+b=c—b+b
ax=c¢—b ax=c—b

gx _ e=h ax=atL

a o o

x,c-—h J

Reitere el esquema para cada una de las ecuaciones (de primer grado) que se dan a continuacién:

o 5x+13=23 Rta.:x=2
s 6x—9=39 Ria.:x=8
s [2x+4=40 Rta.:x=3
e 3x+7=-5 Rta.:x=4
s Ix—10=0 Rta.:x=-5
e x+12=43 Rta.:x=31
3. Corrija el error cometido, rehaciendo la solucién correcta.
6x + 36 =90
x+36=%
x=15-36
x=-21 Rta.:x=9

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

Estudiaremos ecuaciones del tipo:

2

ax + bx + ¢ =0
Termmo cuadranco hineal indépendsentic

con a# 0 denominadas ecuaciones de segundo grado en una incdgnita en donde:

Primero: si b =0y ¢20 : ax® + ¢ = 0 es una ecuacion de segundo grado incompleta en el
término lineal.

Segundo: si ¢ =0y h#0: a + bx = 0 es una ecuacion de segundo grado incompleta en el
término independiente.

Tercero: sia= 1| : x* + bx+ ¢ =0 es una ecuacion reducida (0 moénica) se segundo grado.
Su resolucion:
Ejemplos:
L.
¢ =12=0
P=de=2ex=2 v x=2
§={2-2}

n x 4 (TR
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‘Verificacion:

Six=2entonces 3.22 = 12=34-12=12-12=0
Six =-2 entonces 3.(-2) —12=34—-12=12-12=0

2.
5¢ +10x=0
S5x(x+2)=0 & x =0 v x=-2
§={0-2}
Verificacion:

Six =0 entonces 5.0° + 10.0=0+0=0
Qi x = -2 entonces 5.(-2)* + 10.(-2) =20-20=0

3.
2 +x-1=0
Para encontrar el valor x procedemos:

lro) Extraer factor comin constante, en este caso 2, entre los dos términos en x:

Z(x2 +lx)~—1 =0
2 -

2do) Completamos el trinomio cuadrado perfecto, de modo que resulta:

2.[.:2 +2.I—.l.1c+L —~] =(}+2.l
22 16 16

3ro) Expresar el trinomio como un cuadrado del binomio:

-3
2(x+l] —1 =1
4 8

4to) Luego:

Dividiendo cada miembro por 2:

( 1Y_ 9
Xx+—|=—
4 16
( 1y [9 3
+—| =il— ===
4 16 4
1 3 1 3
X+—== VvV Xt—=—
4 4 4 4
1
x=— v x==1
2
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los valores de x, que podemos denominar x; y x;

X == %=l
=5 %

son las raices de la ecuacion de segundo grado pues satisfacen la igualdad.

Verificacion:
Six=1entonces 2.(})'+ L —1=1+i_|=1-]=0
Six=-lentonces 2.(-1y—1-1=2-1-1=0

Generalizamos:

Sea la ecuacién ax” + bx + ¢ = 0, con a > 0, beR y ceR determinaremos para qué valores de
x, xeR, se satisface |a igualdad.
Apliquemos el mismo procedimiento anterior:

a(ﬁir -
2a 4q

b Jl b? -—4ac

2
’ b —
t+— ———— como a>0:
2a

S | _;Mw
2a 2a
- +i Vb —4dac +i__\lb —4ac
I T 2a P2 2a
. b lb? —4ac b /b —4dac
Finalmente: =t W o= ——
2a 2a ° 2a 2a
—h++b* —4dac g i _—b—+b*-4ac
e = =
2a 2a

por abuso de notacion se escribe:
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-

denominada “formula resolvente” de una ecuacion de segundo grado en una indeterminada en
donde si llamamos discriminante a la expresion: b* —4.ac=A

A>0=x;eRAax;eR Ax #x;
(Raices reales distintas)
A=0=xecRax, eR Ax =x,
(Raiz real doble)
A<O0=x¢RAx, ¢R
(Raices no reales)

Ejercicios

1. Halle el conjunto solucién de cada una de las ecuaciones que se indica:

a. I13x +8=60 S=1{2,-2}
b. —6x*+17=-133 S=1{-55}
c. 16—3x(x-3)=9x—-176 S={8,-8}
d. 3 -141 §={9.-9}
e. Bx(x+2)-2=2(8x-1) S={0}

2. Encuentre el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones:

a. 3x' —24x=0 S=1{0,8}
b. 12x=6x’ §=1{0,2}
c. —2x' +2x=3x §={0,-%1}
d. 3(x'—2x)+303x* +2)=3x" +6 S=1{0.4}
g s o) §={04}

3. Halle el conjunto solucién de las ecuaciones de segundo grado (completando cuadrado).

a. x'—6x+5=0 8§={5.1}
b. 4x*=20x=75 5= -1}
c. 30x+25x*-72=0 S={t—-2)
d x(x=14)+113+x)=1lx S={113}
e e [20=0 §=1{10.-12}

ECUACIONES FRACCIONARIAS

En general, para resolver una ecuacion procedemos asi:

e Se factorean los denominadores:

3x  x+5 . x—19

2x+1 x+1 2x+3x+1
3x x+5 x—19

W+d) x4l 2+ Dx+d)

I Feea ] i | 03 |
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e Se excluyen los valores de x que anulan los denominadores:

1
x#E——, x#—|
2

* Se efectiian operaciones:
3 2Ax+5)(x+1)+(x—-19)
2x+1) 2x+1)(x+1)

» Se simplifican denominadores y se lleva la ecuacion a la forma entera:

3x(x+1)=2(x+ 5)(x+%)+ x—19

3x? +3x=2x" +11lx+5+x-19
x* =9x+14=0
* Resolvemos la ecuacion obtenida, que en este caso es de segundo grado:
X=2 i X ="T

* No debe olvidar que cuando una ecuacién se multiplica por una expresion que contiene la
incognita, la ecuacion resultante no es en general equivalente a la ecuacion original.
La operacion realizada puede introducir raices extrafias que es preciso eliminar por sustitucion
directa en la ecuacion dada. Si alguna de las raices halladas anula a algin denominador de la
ecuacion general, se descarta ese valor ya que no es raiz de la ecuacion fraccionaria.

Verificacion:
1) Six=2

2) Six=7 71—

Luego: S = {2,7)
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' ECUACIONES IRRACIONALES

Por ejemplo:
¥3x+1—4/2x-1=1
Para su resolucién procedemos asi:

» Racionalizacién de la ecuacidn: (esto se consigue por elevaciones a potencias o mediante
factores racionalizantes). '

Br+l=2x-1+1
(ax+1f = (Vax—1+1)
3x+1=2x—1+2/2x -1 +1
x+1=242x-1
(x+1)* =4(2x-1)
x4+ 2x+1=8x-4
x'—6x+5=0
e Solucién de la ecuacion entera obtenida

x=L x=3

Verificacion:
Six=1:3+1=-+2-1=1
Six=5:/15+1-4/9=1

Entonces §= {1,5}
Ejercicio

Determine el conjunto solucion de:

aix+1=2 S={7}
b.ix—1=-2 5= {-7}
c5x—14-2Jx—1=0 §= 110}
dx'—x=2=5=x S={3}
eAlx? +6x—x=2 S={-4}
ffdx—3-1=42x-2 S=1{3,1}

gA3x—1—+8—x=+9—-4x §S=1{3}

CAMBIO DE VARIABLES EN UNA ECUACION PARA REDUCIRLA A UNA
ECUACION DE SEGUNDO GRADO

Por ejemplo:

1. o' —46x" +5=0

Podemos escribirla 9(x")> — 46(x")' +5=0
Hacemos y = x° nos queda 9y 46y +5=0

RN ¥R % Ea
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Resolvemos la ecuacion de segundo grado: y1 =35 e :—;
Determinamos x:
y=5=x" =5=3 x=v5vx=—/5
Vs =1:>x2 =—1—:>x:lvx:-—
-9 9 3 3
s={5-51 -1
2. (P +x) 83 +x)+12=0 '
Puede hacer y = x* + x
§=1{3,-2,1,2)
Ejercicio
Determine el conjunto solucion:
adx’ +15x% —4=0 5={i-1)
b.x? —10x24+9=0 g={1,1, it}
c. 2(x+1) =9(x+1)+10=0 §={1,2,%
dlx=1" =3x-1]+2=0 S§=1{-1,0,2,3)
2 | P ¢
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TRABAJO PRACTICON®3

Letras y Nameros Juntos

1. Dados los polinomios p(x) = X¥—4x+4 y g(x)=2x—4, calcule:

1.1y plx)+gq(x) Rta.: x* — 2x

1.2)  p(x)-2g(x) Rta.: % —8x + 12

1.3) 3. p(x). q(x) Ria.: 6x° — 36x° + 72x - 48

14)  plx):qx) x#2 Rta.:%x-l

1.5) [g=F Rta.: 4x* — 16x + 16

1.6) [pF Rta.: x* — 87 + 245 —32x + 16
1.7 [g7) Ria.: 8x° — 48x° + 96x — 64

2. Determine los nimeros opuestos h y k para que: p(x) = X —x +Hhx—k
sea divisible por g(x)=x +2

Rta: h=-12 y k=12

3. ;Cudl es el resto de dividir p(x) = 3x’ + 2x -4 por g(x) = x +17
Rta.: -9

4. Determine el valor positivo de a para que: p(x) = (- e - o +x-10
tenga a -2 como raiz.
Rta.: No existe

5. Halleel ordcn de mu'xPllCldﬂd de lasrajces x; =1 y x=-2en
plx) = S s —x 8 —dx
Rta.: x| = | orden 3
x;=-2 orden 2
6. Halle el polinomio p(x) de grado minimo y tal que:
6.1) Es reducido, tiene raices simples en -1 y 3, y tiene una raiz doble 6.
Rta.: p(x) = x' — 142 + 57x" - 36x -108
6.2) Tiene raices simplesen2y-2,p(-1)=3
Rta.: p(x) = X+ 4

7. Simplifique las siguientes expresiones:

2 _ =
’M}M, x| #7 Rta.: > i
x —49 x+7
y =1
72) & y=1 Rta.:y* + y+1
v—

EERN FreA] 3 ==
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3 2 2
a +a +a+l . a’ +1
V13— ax0 A az-1 Rta.:
a +a &

8. 8.1) Factorice el polinomio p(x) = 2x* — 3x* = 3x + 2
Rta.: p(x) =2(x + 1)[1 - %](x -2)

8.2) Dado el polinomio p(x) =Il x"= 5x + 2k, determine el valor no nulo de k, si se sabe que
el doble de la suma de los ceros del polinomio es igual al producto de dichos ceros.
Ria.: k=5
8.3) Determine los valores reales de a, b, o yPB para que ¢l polinomio
px)=x" +6x" +15x + 14 sea igual al polinomio g(x) = a(x +a )* + b(x +P)
Rta.a¢=1,b=3, a=2, =2
8.4) Determine el valor real de a, para que el resto de la divisidn entre
px)==x"+27 ~(a-1x+1 y b(x)=x+1 (en ese orden) sea igual a 11.
Rta.: 4 0-2.
9. 9.1) Factorice el polinomio p(x) = x* + 2x* ~ 2% —4x
Ria.: plx) =x(x +2){x— 2 fx +v2)
9.2) Dado p(x) = ax’ + ax’ +7x +b, determine los valores reales de a y b para que p(x) sea

divisible por g(x)=x—1 yporr(x)=x+3

Rta:a= —Z,bz—E
5 5

- 1 .
9.3) Halle el polinomio #(x) de grado minimo sabiendo que #(-2) = 30; 4 y—g son raices
simples y -1 es raiz doble.
Rta.: {(x) =3(x +%)(x— $H(x+1)?

10. Reduzea a la minima expresién:

| 3 2 1 ]
(-— —+ - ]: ; (=0, [)#1)
W2 1=y 1=§ y+l) =y =y
Rta.:—L
-y
11. Determine los valores de A, B y C para que se verifiquen las siguientes igualdades.
== AL S Rta:d=— B=1>
(x+2x=3) x+2 x-3 L
1
gyl A4, 8 & B pd==] Fo—s 2
©=2x"-3x x x+1 x-3 2 2




12.

14.

3x'-8x+13 4 B C

11.3) 4" N
(x+3)x-17 x+3 x=1 (x=1)?

Rta:4=4 B=-1 C=2

1 +
HiB € Rmodkees Bt Hel

11.4) — = +
(" +D(x+1) =+l x+1 2 2 2

Sea p(x) =x' — 65 + 8 + (h+ k)x —(h- k)

12.1) Calcule 4 y k sabiendo que 3 es raiz doble.
Rta.: h =E: =3
2 2

12.2) Factorice a p(x) en funcién de sus raices, suponiendo h = % y k =

2
Rta.: p(x) = (x- Dx+ 1)(x-3)
12.3) Calcule h y k sabiendo que p(-1)=14 y p(-2) =80
Rta.: h :% : =2—29
12.4) Obtenga el cociente y el resto de dividir p(x) por g(x) = x — 3, suponiendo A=k = 1.

Rta.: Cociente: x° — 3x* —x — 1; Resto: -3

. Halle el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones:

13.l)x2+10x+%=0 Rta.:S={—S+§\/E. —5~§J§}
13.2)3x* —30x-33=0 Rta.: S={-1,11}
13.3)-5(x=3)(x-1)=0 Rta.: §= {1, 3}

Sea la ecuacion ax” + bx + ¢ =0 (a+ 0) con raices: x € R, x2€ R, equivalente a la ecuacion:
. ¢
At A —x4+— =10
a a
Pruebe las siguientes propiedades de las raices:
[

|4.I)x1+x2=-£ l4,2)xg_rg o
a a

. Determine dos nimeros tales que su suma sea s y su producto p.

15.1)s=2A p=20
15.2)s= 12 p=-64

. Determine el valor real de k, tal que:

16.1)5ke* —(2k +10)x + 4 = 0 tenga raiz doble. Rta: k=35
16.2)3x* + kx— 2 =0 tenga una raiz igual a (-2). Rta.: k=35

[ ¥rea| » E3



mmm UNIVERSITARIO MODULO In

17. Halle el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones:

17.1) % —dx <5 §=(-15)
1?.2)%:2 +5x 4820 §=(- o8] U [~ 2.4)
17.3)3x ~11x—4 <0 s=[-%.4]

18. Una vieja maquina puede hacer un trabajo en 6 h. Con la ayuda de otra mas moderna el
trabajo se realizaria en 2 h. ;Cudnto tardaria la maquina nueva en hacer sola esta tarea?

» [dentificamos la incognita.
Llamaremos x al tiempo en que la maquina nueva hace la tarea.

* Observamos las condiciones o restricciones que pone el problema sobre la incognita:

Velocidad de la maquina vieja =% de la tarea en una hora.

; o s I
Velocidad de la maquina nueva =— de la tarea en una hora.
X

* Transformamos lo considerado anteriormente en una ecuacion:

trabajo de la m. trabajo en la m.
+ =1 tarea completa

vieja en 2h. nueva en 2h.
. . 2 - l - 1|
6 x
Por lo tanto obtenemos la ecuacion:
] 2
—F—=1
3 =x
* Resolvemos la ecuacion:
|
—+—=]
3 x
x+6=3x
2x=
X=3h
e Verificamos nuestra solucion:
1 1 2
—l.2+ —.2=—+—=1 tarea completa
6 3 3 3

19. En una cabafia el agua se bombea y se guarda en un gran depdsito. Para ello se utilizan dos
bombas. Una puede llenar el dep6sito en 6 h. v la otra en 9 h. ;Cuénto tardardn ambas en llenar
el deposito?

Rta.: 3.6 h.
20. Un grupo de estudiantes alquildé un micro en $80. Cuatro de ellos no pudieron ir a la

excursion y entonces cada uno de los que fueron tuvo que pagar $1 miés. ;Cuantos estudiantes
habia al principio en el grupo?

m Y




s Identificamos la incognita.
Llamaremos x al nimero de estudiantes que hay en el grupo.

« Observamos las condiciones o restricciones que pone el problema sobre la incégnita:

Si el alquiler es $80 cada estudiante abo:‘naﬂ‘z:E
X

Como 4 de ellos no pudieron ir, el nimero de estudiantes serd: x — 4

luego tendran que abonar $1 mas, es decir: o, 1
x

» Transformamos lo considerado anteriormente en una ecuacion:

[Cantidad de estudiantes] . [precio que abona ¢/u] = $80

(x-4)(@+lj =30
X

e Resolvemos la ecuacion:

80+x—@—4= 80
X
x—@=4
X
x —4x=320=0
x_4ﬁy‘l6+l280
2
x==l6vx=20

e Verificamos nuestra solucion:

En el primer caso x = -16, si bien es raiz de la ecuacién planteada, no puede representar el
nimero de estudiantes. Luego descartamos ésta solucion.

En cambio x = 20 es el valor buscado, ya que si hubiesen 20 estudiantes pagarian $4 cada uno;
pero como fueron 16 estudiantes el precio se elevo a $5 y en ambos casos se verifica.

20. $4 =$80
16. $5 =580

21. Hay un estandarte de 4 dm. x 3 dm. tiene una cruz roja, de ancho uniforme, que se extiende
de lado a lado cubriendo la mitad del area. ;Cual es el ancho de la cruz?
Rta.: | dm

22. En dos clavos tenemos 156 posibilidades de colgar n cuadros. ;Cudntos cuadros hay?
Rta.: 13

23. Determine tres nlimeros enteros positivos y consecutivos tales que la suma de sus cuadrados
sea 365.

Rta.: 10, 11, 12

24, ;De cuéntos lados se compone un poligono que tiene 90 diagonales?
Ria.: 15 lados

Pt % ~ um
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25. Un circulo tiene 20 cm de radio. (En cuanto debe disminuirse el radio para que el drea
disminuya en 76t cn’?
Rta.: 2 cm.

26. La base mayor de un trapecio mide 50 cm. La base menor es igual a la altura, y el 4rea es de
1200 ¢m® ;Cuanto mide la base menor?
Rta.: 30 em.

27. La altura (@) m alcanzada por un objeto, lanzada en tiro vertical, es 20t — 57, donde (1)
segundos es el tiempo. Halle el tiempo (1 0) transcurrido desde que es lanzado hasta alcanzar la
altura:

27.1)a=0m Ria.: 1 = dyeg

75
27_2)a=—?m Rta.: fy =25seg v b= 15s5¢g
27.3)a=15m Rta.:ty =3seg v h= lseg

28. El piso de una sala tiene 1500 mosaicos (cuadrados). Si cada mosaico tuviese 5 ¢cm mas de
largo y 5 om mas de ancho bastarian 960 mosaicos para recubrir el piso. Determine las
dimensiones de los mosaicos que tiene la sala.

Rta:: 20 em x 20 cm

29, Una canilla puede llenar un tanque en 3 horas menos que otra canilla, y juntas llenardn el
tanque en 4 horas. ;En cuanto tiempo llena el tanque cada canilla (independientemente)?

Rta.:6h46m y 9h46m

30. Determine el conjunto solucién de cada una de las siguientes ecuaciones:

6- |
S00) ot b & Ria.: §={ 2
X +4x+4 x+2 5-x 11

x+4 x-6 x+I|

302) - . Rta: S=@
3x—-6 4x—8 =x-2

30.3)(’—”] P Y Ria.: s-——{l, 3}
x—1 x—1 2

31. Determine el conjunto solucién de:
31.)V2+Jx +42-x =& Ria.: $= {4}
31.2)V6x+ 7 —3x+3 =1 .Rta.:S—{%, —l}

313)Vx+vVxi +9 =/x+5 Rta.: S= {4, -4}

32. A un cuadro de dleo de 1,5 m de largo ?or 90 cm de alto se le pone un marco rectangular. El
drea total del cuadro y el marco es de 1,6 m™ ;Cual es el ancho del marco?

Rta.: 5 cm




*33. En un campeonato de ajedrez cada maestro juega una vez con cada uno de los restantes. Sien
total se juegan 45 partidas. ;Cuéntos son los jugadores?

Rta.: 10 jugadores

34. Un estanciero vendio cierto nimero de reses por 1200 délares. Si hubiera pedido la misma
suma por tres reses menos, habria recibido 20 délares mas por cada res. ;Cuantas reses vendid y

a qué precio cada una?
Rta.: 15 reses a 80 ddlares cada una.

35. Un hombre al morir deja una herencia de $60.000 para repartir entre cierto nimero de
herederos pero 2 de éstos no reclaman su parte entonces la herencia de cada uno de los demas

resulta aumentada en $1000. ;Cudntos herederos habia ori ginalmente?
Rta.: 12 herederos

36. Un rectiangulo estd inscripto en una circunferencia de 5 cm de radio. Encuentre las
dimensiones del rectingulo si su drea es 40 em’

Rta.: 4+/5 em y 2\/§cm
37. Un alambre de 40 ¢cm de longitud se corts en dos pedazos. Una de las partes se doblé
haciendo un cuadrado y la otra un rectdngulo que es tres veces mads largo que ancho. La suma del

area del cuadrado y del drea del rectingulo es 55,75 em®. ;En qué lugar se cortd el alambre?

g : . , 236
Rta.: Dos soluciones, la pieza mayor tiene 28 cm o—_f—cm.

FRBA ® -
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Sistemas de ecuaciones lineales

= Método de eliminacion de Gauss

= Sistemas homogéneos
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Dado el conjunto de ecuaciones:
@y, X, + 8% + X5 ok X, = k;
@y X) + @y Xy + Ay Xy ot 0y, X, = k,

A5y X) + X, + Ay X5+ a5, X, = ks

A, X + 8% + 8%+ +a,, X, = k,

Diremos que resolver el sistema que determinan las m-ecuaciones es encontrar, cuando sea
posible, un conjunto de valores o, 0,...., &, (llamado solucién del sistema) para X, X2,..., X» tal
que verifiquen todas las ecuaciones, o sea tales que:

a0 + a0, + a0+t @t = k,
Ay 0, F @y, +dp0y + ot @y, 0, =},
0 + A0, + Ay +o Ty, &, = k,

a0, + a0, +a,,0;+..+d,n, =K

Hemos asignado a cada coeficiente de las incognitas un par de subindices i€ {1,23......m}
yj€{1,2,3,.....n} tal que i indica la filayj la celumna en que cada coeficiente se halla ubicado.

a; i:fila — niimero de filas: m
J : columna 4 nimero de columnas:  #

Diremos en consecuencia que el sistema tiene m ecuaciones con 7 incognitas o simplemente
enunciaremos que es un “sistema de m X 2”7 0 que es un “sistema de orden m x n”

« Es claro que por tratarse de un conjunto de ecuaciones no importa el orden en que se coloquen
las mismas.

« Podemos multiplicar una ecuacién por un namero. La igualdad no se altera si multiplicamos
cada miembro por el mismo escalar (numero real distinto de cero).

¢ Podemos sumar miembro a miembro ecuaciones.

SISTEMAS EQUIVALENTES

Denominamos Sistemas Equivalente a uno dado al que se obtiene efectuando ciertas
operaciones que no modifiquen el conjunto solucion.

Diremos:

Para obtener un sistema equivalente a partir de uno dado podemos:

Permutar ecuaciones
Multiplicar una ecuacion por un escalar A, A& R — {0})

Sumar miembro a miembro dos ecuaciones

[y oy ¥ =



| EEETSTIN (hivERSITARIG | MOBULG
SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS (2X 2)

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, 2 x 2, o simplemente de orden 2 puede
escribirse en forma general. '

a, X, +a,x, =k,

o bien
ay X, +ayx, =k,
{au“‘ +a,y=k
ayx+a,y=*k,
Ejemplo |
2x; —x; =13 E
{x, +2x, =—] E,

Una manera de obtener para qué valores de x; y x; se satisfacen ambas ecuaciones la proporciona
el método denominado “reduccién por sumas o restas™ que consiste en eliminar una de las
incognitas, después de haber multiplicado convenientemente por sendos escalares a ambas
ecuaciones, de modo que los cocficientes de la incognita a eliminar resulten de igual valor
absoluto (si los nimeros coinciden las ecuaciones se restan y si son opuestos se suman).

Asi en nuestro ejemplo si conservamos la ecuacion () y multiplicamos a la () por -2
Obtenemos: ‘
' 2%, —x;=3 2x,—x, =3
=
—2(x, +2x,) =-2.(=1) —2x,—4x,=2

Ahora sumamos miembro a miembro ambas igualdades, y resulta la ecuacion:
—5x, =5=x, =]
Si multiplicamos por 2 a la (£)) y conservamos la (E;) obtenemos:

2(2x,—x,)=23 4x,—2x, =6
x, +2x, ==| X 2%, ==1

Sumamos miembro a miembro: 5x; =5=x, = |
Diremos finalmente que la solucién del sistema es:  (x1.x2) = (1.-1) y el conjunto solucién
es: §={(1,-1n

Sin embargo muchos matematicos han puesto todo su empefio en reducir al minimo el niimero de
operaciones necesarias para obtener la solucion de un sistema, por cuanto a medida que aumenta
el namero de ecuaciones y de incégnitas aumenta la dificultad en la resolucion.

Asi Gauss (1777 - 1855) encontré un método para aplicar la reduccién por sumas o restas
economizando esfuerzo tal que: :




METODO DE ELIMINACION DE GAUSS

En el ejemplo 1 si escribimos los coeficientes separados de las incognitas y operamos segin se
indica a la derecha resulta:

X1 X2 k
(E) 2 -l 3
(E5) I 2 -1
2 -l 3 E =K,
0 5 -5 E,=2E,-F,

Este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se reduce simplemente a un sistema
equivalente:

2x,-x,=3 £
Sx,=-5 £

donde x; =-1 y reemplazando en E se obtiene la ecuacion:

2, ~(-1)=3= x, =1
entonces: §={(1,-1)}
Interpretacién geométrica

Recordamos que una ecuacion lineal de dos variables (x e y):

ax+by+c=0 (a#0 v b#0)

corresponde a la ecuacion de una recta en el plano cartesiano R’, y que para efectuar su grafica
conviene escribirla como:

En el efemplo 1
{Zx, -x,=3

por el despeje de x; en ambas ecuaciones resulta:

{x? =2x,-3 L

=k - P
Xy =—zX% —3 L,
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Asi la representacion grafica de ambas rectas es:

& X

L

donde se observa que la interseccion de ambas rectas la constituye el tnico punto
(x.x,)=(L-1) obien L NL,={(-1)}

Un sistema lineal de dos ecuaciones con 2 incdgnitas con solucién tinica
(Compatible Determinado) representa geométricamente un par de rectas
que se intersecan en ¢l (linico) punto (xy, x;) = (@;,@, ) perteneciente al
conjunto solucién del sistema

Ejemplo 2
2x%,—3x,=0 E,
—2%,4+3x; =9 £

Aplicamos el método de eliminacion de GAUSS:

X1 X k
(£) 2 -3 0
(E2) 2 3 9
2 3| 0 E = E,
0 0| 9 E,=E,+E,
El sistema resulta:
2x,~3x, =0 E|
0x, +0x, =9 E,

de donde en E, el sistema carece de solucion (Incompatible).

Lo | X R ]
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Geométricamente las rectas son: g s)
x, =3 L, Ly
donde L, N L, =0 st L
X =3%+3 L,
//-7 ! >
3 x)

Un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas carece de solucion
(Incompatible), si representa geométricamente un par de rectas (en R*)
paralelas no coincidentes. Su coniunto solucion es vacio (S = @)

Ejemplo 3
X, =2%, =1 E,
=2x; +4x, =-2 E,
X1 X k
E) 1 -2 |
E; 22 4 -2
1 -2 1 E =E
0 0 |0 E, = E,+2E,
El sistema resulta:
X, =2x, =1 E;
Ox, +0x, =0 E;

De donde en E; el sistema se verifica para todo x| y x2 que también satisfaga E{ (Compatible
Indeterminado).

Geométricamente resultan rectas coincidentes.
N gl
X =3% "3 L,

Donde L) =L, (coincide) o L~ L= L,

Un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas tiene infinitas
soluciones, (Compatible Indeterminado), si representan geométricamente
la misma recta (o un par de rectas coincidentes).
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El conjunto solucién del sistema se expresa de la siguiente forma:
S={(x,.x2)/(x,,x2)eR2 A (x].xz):[k,% A - %)A = RJL

Si tenemos en cuenta que cuando operamos con pares ordenados:

La adicion es: (%% )+ (x),x5)=(x, +x,x,+ %)

La multiplicacion por un escalar es:

(A eR) A(x). x2) = (Ax). Ax) entonces la solucion puede escribirse:

§={(x1, x2) / (x1. ;) e R? A (x),x2) = [0,-5)% [1%] A heR])

Para obtener puntos pertenecientes a la recta bastard con asignar a A valores reales.
Sit=0= (x,.x,)=(0~%)+0(.4)=(0-1)
Sik=1= (x,,x,) =(0~%)+1(,)= (10)
Sih=-2=(x,,%,) = (0—~4)+ (- 2)1.-1) = (-2.-3)

Ejercicio 1

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones e interprete geométricamente:
2x+3y=1 5 2x, +4x, =10 3 4u—-2v=>3
Sx+Ty=9 3x, +6x, =15 —6u+3v=1

En cada caso verifique la solucion hallada.

Ejercicio 2

Proporcione un sistema de ecuaciones cuya representacion grafica sea la siguiente:

4y

U \
to

o
7—
»¥

Ejemplo 4

Determine para que valores de £, el sistema tiene una. infinitas o ninguna solucidn:

ke 4 =
x, +hkx, =1

IE X | vin |




OBSERVACION:

Al separar los coeficientes permutamos las ecuaciones por cuanto k puede valer cero.
Por lo tanto la primera condicion para aplicar el método de eliminacion es que: @i = 0

X1 X2 k
E, 1 k 1
E k ] |
E| 1 E =E,
0 1K | 1-k E, =E, —kE,

El sistema resulta:

x, +hx, =1 E
(1=K, =1-k E

por lo tanto en E, factoreando el primer miembro resulta:

A=k)(1+k)x, = L:_‘k (ax, = b)
e b

&
y el sistema tendré:
e Una (inica solucién (Compatible Determinado) (a# 0)ysik#1. k=-1
e Infinitas soluciones (Compatible Indeterminado) (a=0A b= 0)sik=1
e No tendra solucién (Incompatible) (a =0 b= 0)si k= =]
Ejercicio 3

Dados los sistemas

| [ = n =k
(k—Dx, +x, =k

5 u—kv=>0
2u-2v=0
8x+ky=5+k

5 {x ky=5+

2x+5y=28

Determine para qué valores de &, el sistema admite una, infinitas o ninguna solucion.

SISTEMAS DE TRES ECUACIONES LINEALES CON TRES INCOGNITAS

Sea
ay X, +apx; +ax; =k,
Ay Xy + Ay X, +ay%s = ky

Oy Xy + By Xy + Ay Xy = i

RN FroA] ™
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Cada ecuacion lineal con tres incognitas representa una superficie (en el espacio geométrico R*)
denominada plano, tema éste que estudiard usted mas adelante Y que se representa analiticamente
por una ecuaci6n del tipo:

ax+by+ez+d=0 con a, b y ¢ no simultineamente nulos

Analicemos algunos ejemplos de aplicacion del método de eliminacién de Gauss a un sistema
lineal de orden tres.

Ejemplo 5:

Encuentre, si existe, la solucion de:
x=3y—-z=-3
2x=5y+z=-13
—-3x+y—-2z=8

si separamos los coeficientes y calculamos convenientemente segin se indica a la derecha
resulta:

y

X ¥ = k
E, 1 3 -l -3
E, 2 -5 1 -13
E, -3 1 -2 8
PRIMER PASO I =3 =1 3 E'=E
0 1 3 -7 E,=E, -2E,
0O -8 -5 -1 El=F +3E
SEGUNDOPASO | .3 .| 4 El=E
0O 1 3 -7 B =B
0 0 19 |57 El=E, +8E,
de donde en £ obtuvimos: 19z=-57 = z=-3
reemplazando en £
y+3z=-7

= y+3-3)=-7T = y=2

yenE/
x—3y=-3

=  x-32-(3)=-3 =

Luego el sistema admite solucién tinica (Compatible Determinado),
¥y su conjunto solucién es: §= {(0,2,-3)}

y el punto / de coordenadas (0,2,-3), es el {inico punto de interseccion de los tres planos.

T ¥ A FrBA] |
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0.2,-3)

T, N 11, NTT,={(0, 2, -3)}

OBSERVACIONES:

El método de eliminacion de Gauss también recibe el nombre de Triangulacion.
Por cuanto el sistema queda reducido a un sistema equivalente que es el formado por las
ecuaciones E[, £} . ET.

x=3y—-z=-3 E/
y—3z=-7 E]
19z =-57 £

Podra efectuarse en forma mas reducida sin repetir ecuaciones como se muestra en el siguiente
esquema:

E [1 3 1] 3|
E, 2 5 1| -13
E, 301 2 8
g, [0 1 3] 7|
E, 0 -8 5] -l
B [0 0 19] -57]

Si consideramos para su resolucion las ecuaciones que hemos recuadrado obtendremos, segin
hemos visto: S = {(0, 2, -3)}

El andlisis de la compatibilidad del sistema se reduce a
analizar la existencia de la solucidn de la ecuacidon:
Er: az=PB
Conclusion:
sia# 0 el sistema admite una unica solucion
sia=0AB=0 admite infinitas soluciones

sia=0AB=0 no tiene solucién
Ejemplo 6
Sea
x—yt+z=12
3x—3y+3z=1
8x—8y+8z=5

FRBA u -
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EEERETION UNTVERSTTARIO |
Si efectuamos la triangulacién correspondiente resulta:
¥ ) 3z k
E, 1 -1 1 2
E; 3% =3 3 1
E, 8 -8 8 5
0 0o 0 -5
0 0 0 |[-11

E, =E, -3E,
E, =E, -8E,

de donde en E}: 0.z =-11=no existe valor de z que verifique la igualdad y el sistema resulta

Incompatible, de conjunto solucion vacio S =0

Se trata geométricamente de tres planos paralelos (no se intersecan):

I, NI, NI, =0

Ejemplo 7

[n /
(o /[

Dados los siguientes sistemas, compruebe que no tienen solucion e interprete geométricamente:

2x—=y+z=1 S \

—2x+y—z=0

Dd-x+2p—2=2 / \/ /
/ "/

<) Ria.: figura |

Rta.: Figura 2
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" Ejemplo 8
Sea
2x—y+3z=1
—4x+3y—z=0
-2x+2y+2z=1

la triangulacién correspondiente es:

E, 2 -l 31 |
E, 4 3 1]0
E, 2 2 2

[o 1 5|2 | E=E+26
0 1 5|2 E=E+E

[0 o ofo | BE=E-E

En EI:0z=0 se verifica para todo valor de z y el sistema resulta Compatible (porque admite
solucién) Indeterminado (porque son infinitas).

Siz=AconAeR
resulta en £ :
ph52=2
y+5r=2
y=2-5k
Yen E,:
2x—y+3z=1

= 2x-(2-5M)+3h=1 = x:%—tﬁt
Y la solucion del sistema s¢ escribe:

5= {(x.y,z)/(x,y,z)eR3Ax=%—4l/\y=245lfxz:l.\lel{}

A

o bien:
S={(x,y.z)/(x.y.z) eR? A(x.y.z):(%—ﬂ,Z—SR, ?\.] AlE R}

Si tenemos en cuenta que cuando operamos con ternas ordenadas:
La adicibn es:

(1, 15 21) + (%2, Y2, 22) = (1 202, yit ya, 2t 22)
La multiplicacién por un escalar

(AeR)es A(xy.z)=(Ax, Ay, A2)

[ » |
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Entonces la solucion puede escribirse:
5= {(x,y,z]e}{-* /(x,y,z):(%. 2,0)+ A, -51)AA ER}

Se trata, geométricamente, de tres planos que se intersecan en un recta r y las infinitas soluciones
son los infinitos puntos que pertenecen a la recta de interseccion.

o

I P Y T =r={(x.y.z)e R} /(x.y.z}z[%.2.0)+l(—4,—5,1)Alt—:R}

Asi, si usted quiere obtener puntos de la recta r asignara valores aj :
A= 0= Py(220)
A=1 = Pi(3-42-50+1)=P1(-3-3)
A=-1= Pa3+42450-1)=Pa(2,7,-1)

SISTEMAS HOMOGENEOS
Sean los sistemas:
h 2x+3y=0 2 5x—3y+z=0
x—8y=0 —x+y-2z=0

En los que las ecuaciones ticnen término independiente nulo,
Los sistemas que lienen esta caracteristica se denominan Sistemas Homogéneos.

ay,x, +aX, +d; X+t ax, =0
Ay, X, + Ay Xy + Ay Xy + ot ay,x, =0
Gy X) + Ay X, + @y Xy ot ay,x, =0

..........................................................

a..% + 8%, F X+ .. +a,,x, =0

Estos son siempre Compatibles por cuanto.siempre admiten como solucién:
X=X =X3= e =x,,=0

denominada solucion trivial del sistema.

18 »¥ ' R FreA]
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" Esevidente en el ejemplo 1
x=y=0=(0,0)eS

y en el gjemplo 2
x=y=z=0=(0,0,0) S

Sin embargo nos preguntamos si esta solucion es tnica.

En 1)
x ¥y k
E, x 3 0
E, I -8 0

0 -19 : 0 E=2E-E,

~19y=0=>y=0
2x+3.0=0=x=0
de donde se infiere que el sistema tiene una tinica solucién. S = {(0,0)}.

En 2)

X y Z 3 k
E, 5 -3 1 : 0
E, 4 1 2 0

0 2 9 : 0 E=5E+E

En E|:
2y—9z=0
s=i heRes 2y-9?s.=0:>y=%l
En E):
a &, ~x+y—2:=0=&-x+%}\.-2z\.=0
:a—x+£l=0
2
zx:él
2

FI sistema admite infinitas soluciones ademaés de la solucion trivial.
S:{(I'y'z)e R3 /(x'y‘z'):[g.l %l, i}/\l{ (=3 R.}
o bien

S={(X.=,V.z)e R /(x,y.z)=A [g- -g— 1)/\.16 R}

en donde pueden obtenerse algunas soluciones asignando valores a :

A=0=(xy.2)=(0,0,0)
A=1= (ep2)= (3.2
A=-2= (x2)=(-5:9:-2)

| 11~ ELTRY) ]
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CONCLUSION:

DETERMINADOS

(UNICA SOLUCION LA TRIVIAL)
SISTEMAS HOMOGENEOS

INDETERMINADOS )
(INFINITAS SOLUCIONES ADEMAS DE LA TRIVIAL)
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TRABAJO PRACTICON ° 4
Sistemas de ecuaciones lineales

1) Resuelva los siguientes sistemas lineales:

x+2y=6
Il §={(4.5
Naty_ (4]
3
x+4y=2-x ' q
12y "7 S={(x,») eR* fx.3) = (1L0) + 1(-2) At € R}
x=1-2y

2x=15p)-5=0

3 5
0% )| LI S=
) 3 y+6
2
—4y= 2
14) x—4y=3x+2y S= {00}
x=2x-2y
|
—XF—y=x 2
1.5) :12 : S={(x,y)eR2/(x.y)=t(5,l)nreR}
—_X4+—y = :
2’5 3J’ ¥y

2) Halle los valores de a y b (reales) de forma que el sistema sea Compatible Determinado,
Compatible Indeterminado, 6 Incompatible.

2 X+ay=a SCD: b=0,aeR

Tleby=b SCI: b=0,aeR
ax—y=0 SCD: a#l,az—1abeR

2.2) SCI: (a=lva=-1)ab=0
x—ay="h SI: (a=lva=-1)ab=0

3) Resuelva los siguientes sistemas lineales:

x+2y ==3
3D 92x+3y—2z=-10 S={(-15,6.-1)}
—-x +6z=9
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x+3y—z=4
32)4-2x+y+3z=9 §=1(1.2,3)}
4x+2y+z=11

xX+2y—z=4
33){2x+5y+22=9 S={x.».2)€R* /x=2+9,y=1-4h,z=ALeR]
x+4y+7z=6

—2z=-5
34){2x—y+z=-2 S=@

b

£
-

L

X +z=10
35 x+y—-z=0 S={{x.y,z)eR’fx=—?\.,y=2).,2=7L,7LER}
| x—y+3z=0

4) Indique los valores de k (reales) tales que el sistema sea: Compatible Determinado,
Compatible Indeterminado, ¢ Incompatible.

2x—y+3z=3 SCD: k=1
4.1) ko + y=-2 SCI: No existe k
2x+y+z=1 SI: k=1
x+y—z=k SCD: k#2nk=-1
42)-x+y+k=3 SCI: k=2
kv+z=5 SI:  k=-1
X +kz=0 SCD: k=1
43)3x+y+4z=0 SCT: k=l
2x+ky+3z=0 _ SI:  Noexiste k

5) En una concesionaria de automdviles hay 30 unidades en exposicion, entre motos y autos.
Sea cuentan 104 ruedas (sin considerar las de auxilio). ;Cuantos vehiculos de cada clase
hay?

e Identificamos las incOgnitas:

n” de autos: x
n® de motos: y
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e Observamos las condiciones que pone el problema sobre las incognitas y las transformamos
en ecuaciones.

Hay 30 unidades en exposicién x+y=30
Se cuentan 104 ruedas 4x+2y=104

e Resolvemos el sistema lineal:

x+y=30
4x+2y =104
x ¥y k
1 1 30
2 104
0 -2 -16 E' =F;-4E,

-2y=-l6=>y=8
x+8=30=>x=22

luego en la concesionaria hay 22 autos y 8 motos.
s Verificamos esta respuesta en el problema original:

22 autos y 8 motos son un total de 30 unidades
y 22.4r + 8.2r = 104 ruedas

6) El cuerpo de un pez pesa 4 veces lo que pesa la cabeza y la cola 2 libras més que la cabeza.
Si el pez pesa 20 libras, ;cual es el peso de cada parte?
Rta.: 3 libras (cabeza); 12 libras (cuerpo); y cola 5 libras.

7) La edad de un padre es el cuadruplo de la edad de su hijo. Hace 3 afios era el quintuplo.
;Cual es la edad actual de cada uno?

Rta.: padre 48, hijo 12

8) Antonio tiene 4 $ en monedas de 5 y de 20 centavos. Si en total tiene 29 monedas, ;Cuantas
son de 5 y cuantas son de 20 centavos?

Rta.: 12 monedas de 5y 17 de 20

9) En un nimero de dos cifras la cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades. Si

se invierte el orden de las cifras resulta un nuevo nimero que sumado con el anterior da 121.
Determine el nimero.

Rta.: 83

. 3 . . . :
10) Un estante contiene 3 de la cantidad total de libros que estdn en el estante vecino.

Si pasamos 10 libros del p}'imérﬂ al segundo estante. éste tendrd el doble de libros que el
primero. ; Cuantos libros habia en cada librero?

Rta.: 90y 150

Y * ‘m



nnmlln UNIVERSITARIO | MODULO

11) Determine loa angulos de un paralelogramo, que tiene la propiedad de que dos angulos
consecutivos difieren en 20°.
Rta.: 80° y 100°

12) Cuando se agrega un disco duro a una computadora personal, el sistema nuevo cuesta

$2325. Se sabe que %del valor de la computadora maés ;— del valor del disco duro dan un

total de $745. ;Cudl es el costo del disco duro?
Rta.: $225

13) Una compafiia médica produce dos tipos de valvulas para el corazon; la estandar y la de lujo.
Para hacer una vilvula estdndar son necesarios 5 minutos en el tomo y 10 en la prensa
taladradora; para la vilvula de lujo son necesarios 9 minutos en el torno y 15 en la prensa.
Cierto dia el torno estara disponible 4 horas y la prensa 7. ;Cuantas valvulas de cada tipo
deben hacerse para utilizar las dos médquinas todo el tiempo posible?

Rta.: 20 de lujo y 12 estandar

14) Los precios por unidad de dos sustancias son $6 y $10. Averiguar que cantidad de cada
sustancia debe mezclarse para obtener 50 unidades de mezcla a $7,60 cada una.

Rta.: 30 y 20 unidades

15) El dia del parcial de Matematica se habia previsto usar un cierto nimero de aulas. Al repartir
35 alumnos por aula quedaron 28 alumnos sin asiento. Entonces se ubicaron 38 alumnos en
cada aula y quedaron 2 bancos libres. ;Cuantos alumnos se presentaron al examen y cuantas
aulas se utilizaron?

Rta.: 378 alumnos, 10 aulas

16) Dado el sistema:
—2x+y—z=] ,
3Ix=2y+2z=-5 conae R
x—y+(a+2)z=20-2

16.1) Calcule a suponiendo que (3. 9, 2) satisface el sistema.

Rta.:Va e R
16.2) Resuelva el sistema parac=10
Rta.: {(3,9,2)}
17) Sea el sistema:
2 —-3y+z=17
—x+ky=3z=0 conkeR
O9x+2y—2z=T7
17.1) Calcule k suponiendo que (1,2,3) satisface el sistema.
Rta.: k=5

17.2) Resuelva el sistema para k=2 .
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8) En algunas aplicaciones electronicas es necesario analizar el valor de la corriente a través de
ciertas trayectorias de un circuito. El estudio de tres circuitos A, B y C arroja los siguientes
resultados: ‘

I, =1,=21; =1
—1,+21,—4l.=0
21, —4l,+31. =1

Donde,, 1,1, representan las corrientes de las ramas A, By C respectivamente.
Determine las corrientes de cada rama.

2

37’

17 9

Reget = =——
o 37

== 1=

3

19) En fisica se estudian las fuerzas que actian sobre un objeto. En el caso de ftres
fuerzas F,, F, . F, que actiian sobre una viga, se obtienen las siguientes ecuaciones:

3F, + F,—F,=2
F,=2F, +F; =0

4F, - F, + F; =3
Calcule las fuerzas '

5 6
Rta.. F, ==,F =—,F =1
1= T

20) Dispone de tres tipos de fertilizantes con las composiciones indicadas en la siguiente tabla:

TIPO | FOSEATO | POTASIO | NITROGENO
A 10% 30% 60%
B 20% 40% 40%
5 20% 30% 50%

Un analisis de suelo muestra que los requerimientbs de fertilizante para un determinado campo
son 19% de fosfato, 34% de potasio y 47% de nitrogeno. ;Puede obtener la mezcela correcta
utilizando los tres tipos? Si es asi, ;Cuéntos kilogramos de cada uno deben mezclarse para
obtener 100 Kg. de la calidad deseada?

Ria.: A: 10 Kg, B: 40 Kg, C: 50 Kg

21) Una fabrica de muebles produce mesas, sillas y armarios. Cada mueble requiere tres pasos de
produccion: corte, armado y acabado.

La cantidad de horas necesarias para cada operacion por mueble es:

Operacion Mesa Silla Armario
Corte L] 1 1
2
3
Armado l — |
2 2
3
Acabado 1 E 2

FRBA '
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Los operarios de la fibrica pueden dedicar 300 horas al corte, 400 horas al armado y 590 horas al
acabado, en cada semana laboral.

Determine, si es posible, cudntas mesas, sillas y armarios deben producirse para ocupar todas las
horas laborales disponibles.

Rta.: No es posible
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Funciones

* Propiedades y operaciones

» Funciones polinémicas

= Funciones racionales e irracionales
» Variacion directa e inversa

= Composicion de funciones

= Funcion inversa

» Funciones trascendentes



FUNCIONES

El concepto de funcién es uno de los mas importantes en matematica. Durante mucho tiempo,
matemticos y cientificos buscaron una forma de describir las relaciones que pueden existir entre
dos variables. Resulta sorprendente que esta idea haya tardado tanto tiempo en plasmarse en un
concepto claro y no ambiguo. Al matemético francés P. G. Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) se le
otorga el reconocimiento de la definicién de funcién.

Una funcién es una regla que asigna a todo elemento de un conjunto (llamado dominio de la
funcién) exactamente un valor de otro conjunto (llamado codominio de la funcion).

Dominio Codominio

Regla de
correspondencia

Consideremos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1:

Cuando un profesor asigna una calificacién a cada examen parcial, estd determinando una
funcién. El dominio es el conjunto de estudiantes que rindi6 el parcial, el codominio es el
conjunto de calificaciones obtenidas.

Ejemplo 2:

Las temperaturas maximas registradas en distintas ciudades ¢l 17 de octubre de 2003 representan
una funcion dada por la siguiente tabla:

Ciudad Temperatura (° C)
Bariloche 13
Mar del Plata 16
Bahia Blanca 24
C. Rivadavia 18
Cérdoba 33
Iguazi 33
Parana 31
Buenos Aires 25
Santa Fe 34
Tucuman 36

Indique el lector ¢l dominio y el codominio.

R ] ¥ m
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Ejemplo 3:

Consideremos los conjuntos A4 = {-2,-1,0,1,2}, B={0,1,2,3.4}

Definimos una funcion de 4 en B, que consiste en “elevar al cuadrado” cada elemento de 4. El
dominio y codominio son conjuntos numeéricos y la regla se puede especificar a partir de una
férmula algebraica.

A (Dominio) B (Codominio)

/L7

NOTACION FUNCIONAL

Para denotar funciones utilizaremos una sola letra como f(g,/1,p), de modo que f{x) (se lee /de x)
indica ¢l valor que la funcion [ le asigna a x, considerando el ejemplo 3; resulta:
ﬂ'zj =4= ﬂ] } = 1' ﬁo) - 0: etc.
diremos que 4 es la imagen de -2, 1 es la imagen de 1, etc.

y en general fixy=x" (férmula o regla de correspondencia).

Podemos entonces definir la funcion f de la siguiente manera:
fiA—B/fix)=x*

OBSERVACION:

Para definir una funcion debemos hacer referencia al dominio, codominio y férmula (o regla de
orrespondencia).

Ejercicio:
En la primera semana de lanzamiento de un nuevo producto se vendieron 6000 unidades, en la
segunda semana 3000 unidades y 2000 unidades en la 3ra. semana.

Defina la funcion determinando dominio y codominio.

Ra.:fA—=B/fix)= 5040
X

Para continuar daremos la definicién de funcion e introduciremos algunos términos y notaciones.
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Definicion:

f:A—>B es funcion siy s6lo si:

Vxe A,dye B/ f(x)=y (existencia)
VxedNyzeB: f(x)=ya f(x)=z=y=2 (unicidad)

La condicién de existencia significa que todos los elementos del dominio tienen imagen.
La condicién de unicidad indica que dicha imagen es tinica.
Llamaremos:

Dominio de f: Dy= A (es el conjunto de todos los valores x para los cuales es vélida la regla de
correspondencia de la f).

Codominio de f B

Conjunto Imagen: [;={ye B/ y= f(x)nxe A}
Para el ejemplo 3 resulta: Ir= {0, 1,4}

Diremos que:

f:A—>B/y=fix) es una funcion escalar si y solo si 4 y B son subconjuntos de R.
Son ejemplos de fescalares:

e R R/fix)=x+2

e g:[04]> R/fix)=x

o h:NSZ/h@x)=-3

Ejercicio:

Seaf:R = R/fix)=1 —x*, halle:

1
a) f-2); b) A0); C)'{E) :d) (V3 )i €) 23)-3A2); D) fix + a) — fla)
Se ha visto hasta aqui que las funciones se especifican con formulas, conociendo las mismas,
realizaremos la representacion grdfica de una funcion en un sistema de cjes coordenados:
Ejemplos:
H fR->R/fAxy=x+2
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2) g:No—=»No/gx)=+"+1

1e

3) hi(-»2]-> R/h(x)=3

Ejercicio:

Determine cudles de las siguientes graficas definidas de R— R, representan funciones escalares,
Fundamente su respuesta.

i



*En los siguientes ejemplos determinaremos Dominio ¢ Imagen de las siguientes funciones
escalares, definidas de 4 en R.

Dominio Imagen Codominio
a) f(x)=5x A=D,=R I, =R R
b) gl)=+x+4 A=D, =[-4+) 1, =[o4) R
D h=— A=D,=R-{3} CI,=R-{0} R
Y po- {2— £42 S;i j_jo 4=D, =(-00)IP) 1 =) R
Ejercicio:

Encuentre el dominio adecuado para las siguientes funciones escalares:

1
2 [4-R/f=—"7  Rua:D; =R-{2}
b) g:4->Rigx=Va-x R@:D=[22]

¢) h:A—->R/h(x)= Rta.:D, =R

x2+1

INTERSECCIONES CON LOS EJES COORDENADOS

La tarea de realizar graficas de funciones se simplifica si conocemos los puntos de interseccion
con los ejes coordenados.

A las intersecciones con ¢l gje de abscisas (eje x) los llamaremos ceros de la funcion.

Definicion:
a es cero de f< fla) =0

La interseccion con el eje de ordenadas (eje ¥) la obtenemos caleulando y= f0)
Veamos el siguiente ejemplo:

Dada [:R — R/fl)=x" -1,
resulta: x> -1 =0=sx,=1 v x2=-1 esios valores representan los ceros de f

{a interseccién con el eje y, parax=0 resulta y=-1.

Esta informacién unida a la ubicacion de algunos otros puntos nos lleva a la grafica de .

EEEN=eA] % =
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FUNCIONES PARES E IMPARES

En algunos casos puede simplificarse la realizacién de la grifica de una funcion teniendo en
cuenta la simetria.

Sea f:D, »R

Una funcién fes par si y solo si fix) = fl-x).Vxe D,

Ejemplo:
fix)=x*

La grifica de una funcién par es
simétrica con respecto al eje y.

Una funcién fes impar si y s6lo si f{x) =-fl-x), Vxe D,

Ejemplo:
fx) =+
¥
La grafica de una funcion impar
v Lo es simétrica con respecto al
origen de coordenadas.
X
- - L
¥
OBSERVACIONES:

e Para analizar si fes par o impar su dominio debe ser un intervalo simétrico con
respecto al origen de las coordenadas.

» Existen funciones que no son pares ni impares,

134 * {0 Bl FRBA
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'CRECIMIENTO O DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

En general una funcién serd creciente en algunos subconjuntos de su dominio y decreciente en
otros. Consideramos el crecimiento o decrecimiento de una funcidn en intervalos.

Decimos que:

« fes estrictamente creciente en (a, b) si x1 < x2, entonces flx)) < flxa), siendo

x; ¥ x» puntos del intervalo (a, b).
b 4

PSSR

X Xz ®

» fes estrictamente decreciente en (a, b) si x;< x», entonces flx1) > flxa). siendo
X1y Xz puntos del intervalo (a, b).
¥

L) e

Xy X3

Por ejemplo: f: R = R/ fix) = «, resulta estrictamente creciente en todo su dominio.

y
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En cambio, fix)= ¥* resulta estrictamente creciente en (0,+) y estrictamente decreciente
en (-o0,0).

Y

OPERACIONES CON FUNCIONES

Dadas las funciones f:4—> R y g:B—> R

Definimos
« Suma de funciones: f+g:AnB = RI(f+g)x)= f(x)+g(x)

* Resta de funciones: f=g:AnB=2>R/If—g)x)= f(x)- g(x)
e Producto de funciones: f.g:4mB—=>R/NAS.g)lx)= f(x)g(x)

» Cociente de funciones: i D— R/[i)(x) L))
g g g(x)
Considerando: D=(ANB)—-{xe B/g(x)=0}
Veamos el siguiente ejemplo:
Sean
[:R->R/f(x)=2x"+5
g:R-{0} —J»Rr’g(;\:)=l
X
3
3
Luego definimos g R={0)— RAS+ piy === 34l
Anilogamente podemos calcular
f-gy S8
Obtenemos
2x* +5x—1

(f-g)x):R={0} > R/Af—g)x)=

(f.£)@):R—{0} > R/(f.g)(x)=2x +§
Comeo g(x)# 0 en todo su dominio resulta:

l:Rf{U} %Rf[il(.r)= 2%’ 4 5%
g g

[ 136 | ¥ [ vis G|
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Ejercicio:

Dadas f:A—R/f(x)=+x-1 y g:B->R/gx)=x"

Defina f+g, f-g 1.8 ¥ i

FUNCION LINEAL

f:R = R/flxy=mx+b, conme Ry beR, sedenomina funeion lineal,

. |
8 I o Sl R
‘5\ o

fx)=mx+b m<0,b20 Sfix)y=mx+bm>0.bz0

» Su grifica es una recta,
« mes la pendiente de la recta.
. !f= R

El cociente entre la ordenada v la abscisa de cada punto de la recta es constante ¢ igual a m si
b=0

s Larecta corta ¢} eje de ordenadas en ¢l punto (0,b), b se denomina ordenada al origen.

Resolviendo la ecuacion mx + b= 0, m= 0 se obtiene; v = - E cero de la funcitn.
m
o  Sim=0 entonces f{x)=b es la funcién constante,

» Sibh=10 larecta coincide con el eje
de abscisas, (v =0) es la ecuacion

b|_Mix)=h del eje x.
B0 o Si b= 0 la funcion no presenta ceros,
e li=1{b}
e — X
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Sih=0ym= | entonces flx) = x, es la funcién identidad.
x =10 es cero de la funcion identidad.

f(0) =0 es la interseccion con €l eje de ordenadas.

El grifico contiene al origen de coordenadas.

Es una funcion impar.

Iy =R.

Vo) =

bt " -]

Ejercicio:

Determine la interseccion con los ejes de las siguientes funciones lineales definidas en R y
grafique.

) fly=x+4

2) hx)=-2x+1
3) g{x)i%x-ﬁ
Problema:

Determinada agencia de alquiler de automoviles cobra un costo fijo de 25% mas 0.63/Km. Una
segunda agencia cobra 30$ mas 0.5%/km.
;Cual ofrece el mejor trato?

Solucidn:

Los costos de cada agencia se pueden describir con funciones lineales, y estas son:
Ci(x) =25 +0.6x y Ci(x)=30+0.5x, donde x se mide en kilémetros.

Estos costos son 1dénticos cuando x satisface la ecuacion:

25 + 0.6x =30 + 0.5x, entonces (). 1x = 5=x = 50 kilometros. Graficamos el problema.

Clx)
el

50

Por lo tanto hasta 50 kilémetros conviene la primera de las agencias, superada esta distancia es
conveniente la segunda.

¥ ]
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' FUNCION VALOR ABSOLUTO O MODULO

iR = R/ [f(x) =|x|
Aplicando la definicién de modulo de un nimero real, puede escribirse:
sixz0

) su grafica es la siguiente.
six<D

RS RIS = {I
- X

N

s Elconjunto imagen es J; = R,

* Esuna funcion par.

= f0) = 0 es la interseccion con el eje *y",|x| = 0=>x = 0 es cero de la funcion.

¢ B (-t0.0) es estrictamente decreciente y en (0.+ =) es estrictamente creciente,
Ejercicio:

Grafique las siguientes funciones, definidas en R, y a partir de las graficas obtenidas extraiga
conclusiones.

D fxr=[x-1
2)  hixy=|x=2
3 g =|x+3+1
4) A =—2x+|

Graficamos la primera de ellas y superponemos dicha grafica con la grafica de y =|af.

ftx) = fx-1/
. X

1 z 1

RN ¥ =
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Con la funciéon valor absoluto es posible definir una funcion llamada funcién signo, su

definicion es: f: R—{0} aR/f(x}:H su grafica es la siguiente:
X

10
D.5
= =03 h 0.5
s
=1 ;
0
La forma de la grafica esta justificada en lo siguiente:
. I _x . M _—x
Six>0 entonces —=—=1, y six<0entonces— = —=-1
X X X X

* El conjunto imagen es Iy= {-1,1}.
* No tiene interseccion con los gjes.

FUNCION CUADRATICA

f:R > R/fix)=ax’ + bx+c¢, conaz0

Su grafica es una parabola cuyo eje de simetria cs paralelo al eje de ordenadas,

Vamos a considerar distintos casos.

1) a#0, h=c=0, su formula es: fix)=ax’

Es una funcion par

Es una funcion par

(Vi ooy
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2) a#0,b=0,c#0, su férmula es: fix) = ar +¢

¥ ¥

ftxp=ax'te
a>f,c<f} .
B 1 al b Tx
% - . - /If ]

[

La paribola atraviesa el eje x porque la ecuacion ax® + ¢ =0 tiene dos raices reales simples.

c _ | e
Xy === Xy ===
a a

y

La parabola no corta el eje x
porque 1a ecuscion ax’ + ¢ =0
no tiene raices reales.

s una funcion par

1) @20, b= 0, ¢ =0, suformula es: flx) = ax’ + bx
Para determinar su interseccion con ¢l gje x se resuclve la ecuacion: ax® + bx = 0, cuyas

. b
soluciones son; y=0v x= ——
)

Fn este caso la paribola corta el eje x en dos puntos distintos siendo uno de ellos el origen de
coordenadas, y

= fixy)

fix)=ax+bx

éje de ximerria
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¥
¥
[fix)=ax"+hx
a<0 b>0
- . . b -
La ecuacion del eje de simetria es: x, = -2— y las coordenadas del vertice son: (x,, f(x;))
a

4) a#0,b#0,c#0, su formula es: Ax) =ax’ + bx + ¢

Observe los siguientes graficos, cuando la grafica posee ceros, éstos se encuentran resolviendo la
ecuacién ax’ + bx + ¢ =0, cuyas soluciones reales son:

_—b—vb* ~4ac s _—b+b’ —dac
2a

X =
: : 2a
Sftx) =ax® + bx +e
¥
X
Xy a=0
_\"u X
| X
0 Xy
noe liene ceros
¥

Altura de la pelota en

X1 v x2s0n los ceros de la funcion
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Ejercicio:
Determine los ceros, gje de simetria, coordenadas del vértice y represente graficamente las
siguientes funciones cuadréticas definidas en R,
1 a
) Ax)=- ?‘-’
2) fly=-+1
3) flx)=x"+3
4) flx)=-x"+2x
5) M =x-x
6) flx)=x’-3x+2
7 Ax)=x'-2x+2

Representamos alguna de las anteriores:

y=x"3x+2

/ 3
'\ /
: ) ”
| o— . i

Problema:

La altura h de una pelota lanzada verticalmente desde el piso es una funcién que depende del
tiempo 1, en segundos dada por la ecuacion k(r) = -4.9 ¢+ 58.8 1, donde h estd en metros,
Después de cuintos segundos la pelota alcanza su altura mixima y cudl es dicha altura?

Solucion:
Considerando la funcion h(f) = -4.9 £ + 58.8 1, su grafica es la siguiente:

hir) Altura de la pelota en metros

5'r:.|
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Determinamos las coordenadas del vértice de la pardbola y éstas resultan:
b ’ 5
Iy = ——=—ﬂ =6 y h(t, )=—4.9.6" +588.6=1764
2a -98
Por lo tanto la altura maxima es de 176.4 metros y se la alcanza en 6 segundos.
FUNCION POLINOMICA
fiR > Rf(x)=ax"+a, x"" +.....+ax+a, con g, eR e i=012,....,n sedenomina

funcion polinémica,
Son funciones polinémicas por ejemplo:
) f:R - RAx)= %xfl'a

2) iR > RIfl)=2-2¢+6x-5
3) [:R > RIfix)=5

4) f:R > R/fix)=(x-1)
Graficamos algunas funciones.

y=x+1) y=x"1
¥

0.5

No le proponemos a Ud. que las dibuje porque se le dard el método a aplicar en el curso de
Analisis Matematico L.

¥ | vy |




" Ejercicio:
Encuentre, si existen, los ceros reales de las siguientes funciones polindmicas,
1) fix)=-«+3x=2
2) ) =x-—x+]
3) fl)=x"+x"+5
4) fiy=x+1
5) fix)=x"=2x+1
6) fix)y=x'+4a’+4

FUNCION RACIONAL NO ENTERA

J: AR fix) =SEI1 sienda Plx) v O(x) dos polinomios tales que Q(x) es de grade mayor o
x,
igual auno, vy A = {x/xe R A O(x)= 0]
Ejemplos:
) f:R > R/ fir)=—>
x4+

|
%), R0+ B L gl
X

) h:R-{21= R/ Ax)=

1
(x-2)°

4 u:Ru{'{HR/u(x):?d

x4+

Nos ocuparemos ahora de [a grafica de algunas funciones racionales simples,

=1

E}emp!a I ftA-SR/fix)=

x=1

Si observamos la formula de la funcién vemos que A4 = R - {1}, la fraccion puede simplificarse

1 " — g
x —I=(.1 l)(x1l_):1_‘_1:>
x=1 x—1 x=1

b}
X =

de donde: =z+1lx =l

Luego FTR={l}=R/flxy=x+

Su grifica es una recta de la cual queda excluido el punto (1,2)
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Ejemplo 2: [:A—->R/ fix) =
X

Observando la formula afirmamos que 4 = R — {0}, entonces f:R—{O}—aR/j(‘x):l.
x

Es una funcion impar por lo tanto es simétrica respecto del origen, no corta al eje y ni al gje x.

La funcion es estrictamente decreciente y el grifico de la misma se llama hipérbola.

La recta y = 0 (eje de abscisas) se denomina asintota horizontal al grafico de f, y la recta de

ecuacion x = 0 (eje de ordenadas) se denomina asintota vertical al grafico de f.

¥

an

) 1
20 y=_

=40

Ejercicio:
Halle el dominio, ecuaciones de las asintotas y grafique.

1) h:Ad—R/hix)=——
x—2

Lo resolvemos.

El dominio de la funcion es A =R — {2}

Las ecuaciones de las asintotas son;
asintota vertical: x =2
asintota honizontal: y =0

146 *
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40

s

=40

%) _f:A—erf(x)=-~};.

5 god—sRigl=—td
x+1

FUNCION HOMOGRAFICA

Se denomina funcion homografica a aquellas cuya definicién es:

fiR=-4} SR/ f(x)= ““j ,c#0

cx+

Es un cociente cuyo numerador es un polinomio de primer grado o de grado cero, y cuyo
denominador es un pelinomio de grado uno (c#0).

La consideramos funcién homogréfica siempre que no pueda reducirse a una funcién lineal
excluido uno de sus puntos.

Ejemplo:

g R-{2}—->R/gx)= Fo2 no es homografica pues: 2E

|
Sx+10 Sx+10 5

Para representar la funcion homografica f: R— {1} >R /flx) = —2x+5

consideramos:

; ; - d .
e Es asintota vertical la recta de ecuacién: x =——, en nuestro ejemplo x = |
-

; s 3 [
e Es asintota horizontal la recta de ecuacion: y=—, en este caso y = 2
&

e El conjunto imagen es: [;=R —{%}, o sea para el ejemplo Jr = R - {2}
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Graficamos la funcion.

200

10640

=100

=200

Ejercicio:
Determine el dominio, ecuaciones de las asintotas y grafique las siguientes funciones
homograficas:

2x-1
x+2
2—x
=3

1) fix)=

2) gx)=

3) hix)=

2x+1
Problema:
En un deposito de agua potable se incorpora agua salada de modo que la concentracién de sal en

el total del volumen en un tiempo ¢ esta dada por la funcion: C(f) :75 100" >
g

Dibuje la grifica de C() y discuta cémo resulta la concentracién cuando ha transcurrido mucho
tiempo.

Solucion:
Graficamos la funcién homografica C(r) y obtenemos.
cm

0,178

0, 615

0.05

Q.025

=54 Lo 150 200

1 . . ;
Observamos que C = 3 es la ecuacion de la asintota horizontal.

L1y ¥ R ]
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Cuando ha transcurrido mucho tiempo, 7, asume valores muy grandes; ésta grafica nos informa
que la concentracién se estabiliza en valores muy proximos al indicado por la asintota horizontal

de dicha gréfica, es decir, la concentracion se aproxima a ;— del volumen.

FUNCIONES IRRACIONALES

Algunos ejemplos:
) /:R, >Rz = x

Iy = Ry, estrictamente
creciente, ceroen x = (0
W

J0 ¥ &0 i 100

2) ki1, +e) >R/ AE) =—Jx+1

3) g:[l,te) >R/ gx)= Jx-1

y
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4) ri(-o,1] 2R/ rx)=—+1-x

-1¢ & -8 ~4 =B x
0.5

Observando las graficas determine los ceros, monotenia y conjunto imagen de las funciones A, g,
yr

VARIACION DIRECTA E INVERSA

Existen dos modelos matemadticos que se presentan con mucha frecuencia en las ciencias, a
dichos modelos se les asignan nombres especiales.

El primero de ellos se conoce como variacién directa y se presenta cuando una cantidad es
multiplo constante de otra.

Si x e y estan relacionadas mediante la ecuacion: y = kx, para alguna constante k= 0, decimos que
yvaria directamente con x, 0 que y es directamente proporcional a x.

Esta definicién muestra que y es una funcién lineal de x, cuya grifica es una recta, la pendiente
de dicha recta es la constante de propercionalidad &.

Ejemplo
Durante una tormenta eléctrica se ve el rayo antes de oir el trueno porque la luz viaja més rapido
que ¢l sonido.

La distancia entre usted y el centro de la tormenta varia directamente con la longitud del
intervalo de tiempo entre el rayo y el trueno.

Suponga que el trueno de una tormenta, cuyo centro esta a los 1050 metros de distancia tarda 3
scgundos en alcanzarlo, determinemos la constante de proporcionalidad y escribamos la
ecuacion de la variacion:

d=kt
d es la distancia entre usted y la tormenta y { es la longitud del intervalo de tiempo.
Para determinar k utilicemos el dato que o = 1050 cuando 1= 3, por lo tanto:

1050 =43 :bk=@= 350

veg

Entonces la ecuacion nos queda: o =350 ¢

La constante de proporcionalidad de este ejemplo, &= 350, es aproximadamente la velocidad del
sonido en metros por segundo.

¥
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Si Ia longitud de tiempo entre ¢l rayo y el trueno es ahora de 7 segundos, jqué tan lejos estamos
del centro de la tormenta? Evidentemente: d = 3502 7 seg. = 2450 m.
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El otto modelo matematico muy frecuentemente utilizado es conocido como variacién inversa,
y se presenta cuando una cantidad disminuye al aumentar otra.

Si x e y estan relacionadas por la ecuacion: y =4 para alguna constante k# 0, decimos que v
X
varia inversamente con x o que v es inversamente proporcional a x.
La grafica de la ﬁm:u;ié-n:jh'):ﬁ con k>0 y x> 0, nos da una idea del comportamiento de esta
x

relacién entre cantidades.
¥

Ejemplo

La ley de Boyle dice que cuando una muestra de gas se comprime a una temperatura constante, la
presion del gas es inversamente proporcional al volumen del mismo.

Suponga que una muestra de aire ocupa 0,106 m* a 25°C y su presion es de 50 kPa.
Obtengamos la constante de proporcionalidad.
k

p==
i 4

P es la presion de la muestra de gas y V' su volumen,

50 = :
0,106

T

=k =350.0,106=53
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Entonces la ecuacion nos queda: P 25—3

5—’;;17,7@3

¥

Cuando el volumen es 0,3 m’ la nueva presion del gas serd: P =

El comportamiento de la funcién que relaciona inversamente a la presion con el volumen la
podemos observar en la siguiente grafica:

Flkpal

vin]

0.1 0.2 0.3 0

Las cantidades fisicas pueden depender no solamente de una cantidad, sino de varias.
Por ejemplo, si las cantidades z, x e v estan relacionadas por la ecuacion:

X
=k =
¥ . ‘
diremos que z es directamente proporcional a x e inversamente proporcional a y.

Si las cantidades x, v, z estan relacionadas por la ecuacion:
z=kxy
entonces decimos que z varia conjuntamente con x € y, 0 que z es conjuntamente proporcional a x
ey
Ejemplo

La ley de la gravitacion de Newton dice que dos objetos con masas my y my se atraen entre si
con una fuerza F que resulta directamente proporcional al producto de sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia d enire los objetos.

En consecuencia, si queremos expresar la ley de gravitacion de Newton, llamando G a la
constante de proporcionalidad, deberiamos escribir:

COMPOSICION DE FUNCIONES

Imaginemos a una funcién como si fuese una maquina, acepta un niimero x como entrada, opera
sobre él y devuelve como salida su imagen f(x)

Jtx)
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Las maquinas se pueden ensamblar entre si para producir otras maquinas, de la misma manera
las funciones se pueden componer para obtener otras.

Bajo ciertas condiciones es posible definir a partir de dos funciones /'y g, una nueva funcién
llamada la compuesta de aquellas.

Sean 'y g dos funciones cuyos dominios son Dy y D, respectivamente.
Si fopera sobre x para producir f{x) y luego g opera sobre f{x) como muestra la figura.

Obtenemos g [f(x)], esta funcion llamada “g compuesta con f” se denotag o f
Luego: (gof) (x)=g[fix)]

Veamos los siguientes ejemplos:

1) Sean

R R/Iflx)=x+1
g:R—> R/ glx)=2¢
En este caso I;= R coincide con D, luego es posible realizar la composicion
entonces resulta: _
gl =g+ 1) =2x+ 1) =2 +4x+2
por lo tanto:
gof:R > R/(gof)(x)=2x"+4x+2
2) Dadas:
£:[0,4®) = R/flx)= Jx
g:(-0,1] > R/gx)=vl-x

Veamos si la composicion es posible, siendo I;=[0, +=)y Dy = (-,1]

No podemos realizar la composicién en estas condiciones, es decir, las salidas de f no son
entradas posibles para g, o dicho de otra manera, la imagenes de dominio de f'no pertenecen al
dominio de g. :

x ! Jix) € |0, +x0) g ?
D o

D‘=(-co,' 1]

La condicién para que pueda definirse la composicion g o f'es que la imagen de festé incluida en
el dominio de g.
IrcDy

Trataremos de conseguir que /; — D, calculamos la interseccion entre ambos conjuntos:

1, A"D,= [0,1], luego la composicién podra realizarse si efectuamos una restriccion de la

funcién /, llamada f *, considerando como dominio de / * un subconjunto tal que sus elementos
tengan como imagen el intervalo [0,1].
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» 1,.=[0,1]
¥ ’ N £ g=1f ()]

Llamaremos f a la funcién restringida, definida por:
f:101] = RIS ()= vx
y siendo g:(-»,1] > R/gx)=J1-x
resulta: IpcD,

Eof )W =gl @W=g(Jx)=yl-Jx

luego definimos la funcién compuesta:
gof:[0,1] > R/(gof")(x)=1-+x

OBSERVACION:
gof#fog
Ejercicio:
Compruebe ¢l lector la observacion anterior para las siguientes funciones:
R R/fi)=xX-x g:R —>R/g(x)=5f;

FUNCION INVERSA

Si pensamos a la funciones como maquinas que operan sobre una entrada para obtener una
salida, nos preguntamos si este proceso es reversible. En la mayor parte de los casos no lo es. Es
decir, si una funcién f opera sobre un elemento x para obtener y = flx) , en algunos casos
podremos encontrar una funcion g que opere sobre y dando asi x.

FPor ejemplo:
y=fx)=3x-2

entonces glx)= % (x+2)
es g la funcion buscada porque:  g(y) =g [flx)] = %(h +2-2)=x

Cuando existe esta funcion g, se la llama inversa de f.

No todas las funciones admiten funcion inversa.

Para poder determinar las condiciones de existencia de la funcién inversa daremos las siguientes
definiciones:

a)| Una funcién /' : 4— B es inyectiva si y solo si elementos distintos del dominio tienen
imagenes distintas, es decir:
X #x, = flx)=# f(x), Vx,x,ed

(51| ¥ U G
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Ejemplo:
la funcion lineal f:R = R/ f(x)= 2x es inyectiva.

—— .1

Un eriterio grafico para determinar si una funcidn es myectiva es el siguiente:
Si toda recta horizontal interseca a fen a lo sumo un punto, entonces / es nyectiva.

b)| Una funcién f : 4—> B es sobreyectiva si y solo si el conjunto imagen coincide con el
codominio, es decir [, =8

Considerando los efemplos anteriores:

/=R, luego fes sobrevectiva.
Io=[0, +ec), entonces g no es sobreyectiva.

¢} [Una funcién /- 4—» B es biyectiva si y solo si s inyectiva y sobreyectiva.

En los gjemplos anteriores, fes bivectiva, g no es biyectiva,
Ejercicio:

Indique cudles de las siguientes grificas representan funciones biyectivas.
Fundamente su respuesla.
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Determinaremos las condiciones de existencia de la funcion inversa.

La funcion /: A— B / y = f{x) admite funcién inversa si y s6lo si fes biyectiva

La funcién inversa es /' que definimos asi:
B4 )=x

Veamos los siguientes ejemplos:
1) Sea R —> R/flx)=3x-2
Para obtener la formula de /' procederemos de la siguiente manera:
y=3x-2
( despejamos x ) r:%(vﬂ)
( reemplazamos y por x para obtener [ 1))
£1e=5 @+
definimos la funcién inversa:

FLR 5 RIS l’x)=% (x+2)

Representamos graficamente f y /' en un mismo sistema de coordenadas.

¥

2) Seaf:R — R/fix)=x", como esta funcion no es inyectiva no podemos hallar su inversa,
pero efectuando una restriceién conveniente obtenemos una funcion biyectiva.

g:R, >R, /gx)=x" esbiyectiva




. )
it
k¥ X
= ,
Calculamos la inversa de &
y=x
(Despejamos x) [f=y» comoyz0
2=y
(reemplazamos ¥ por x) y=x
luego: g‘l:RD‘—)R"'/g"(_f);J}

3)%ﬁ@4mmpﬂi

=3
Determinamos dominio e imagen, resulta: D;=R-{3] e [ =R-{(1}
fes una funcion homografica, es bivectiva, luego admite inversa.

x+1

V= —
=3
(x-3)y =x+]
xy—x = 1+3y
xy-1)=1%3y
143y

_p_]
=1 1+3:
x]: ===
e

Podemos definir /"'

|4+ 3x

SR {1 R= {311 )=

=1

MR Ve ¥
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Ejercicio:

Dada la funcién: £ R — R/flx)= XT"']

Encuentre si es posible: fof™ y ' of, grafique en un mismo sistema de coordenadas y
obtenga conclusiones.

Solucion:

Como [ es biyectiva admite inversa.

e Calculamos la formula de la inversa

L x+l

2
x=2p—1
Sl =2c-1

e Definimos la funcién inversa; /'R = R/f" (x) =2x—1

¢ Efectuamos la composicion para ambos casos:

(fof )G =f ] =f @x- )= Z=-=x  (funcion identidad)

(f'IO.f)(fo"[ﬂx)]—f"[”l) s

= =2 == | =x (funcion identidad)

e Representamos graficamente:

s  Obtenemos conclusiones

¢ Sise componen fy /' se obtiene la funcion identidad.

¢ El grifico f es simétrico al grafico de /™' respecto de la recta y=x
FUNCIONES TRASCENDENTES
FUNCION EXPONENCIAL

Definicion: Se denomina funcion exponencialaf: R — R/ flx) = 4", a es una constante
realtalquea >0 y a # 1.

a es la base de la funcién exponencial.
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Grafico de la funcién exponencial:

y=u, 0<a<l

«+ El grifico esta por encima del eje de abscisa (x), porque vx e R > 0. La funcién no
presenta ceros.

« Cortacl ejevenel punto (0,1) porqueVa =0: a'=

« Sia>1lafuncién es estrictamente creciente y si U < g < 1 la funcibn es estrictamente
decreciente;

o Larects de ecuacion y= 0 es la asintota horizontal.
» No tiene asintota vertical.

Representamas graficamente dos funciones:
) g:R—=R"/gl)=¢, e=2T1828182...
2) h:R> R [hix)=3"

P

hixl= 3"

\ Is = (-2, +30)
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Propiedades de la funcién exponencial:

o fib+e)=fb)fic) esdecira”“=a"a"

J®) be @

esdecira “ =

f(e) a’

e Esuna funcion biyectiva, o sea que admite funcién inversa.

. fib-c)=

Ecuaciones exponenciales:
Para resolver estos problemas debemos aplicar las propiedades de la potenciacion (no olvidemos
que a > 0).

Ejemplos:
) 3'=9=3"=3=x-1=2= x=3 entonces § = {3} (recuerde verificar su
solucion).
2) 524357 _8=0= 55%+355-8=0=>5(25+15)-8=0
5')J‘=i = 5"=l =5"=5" = x=-1 entonces §= {-1}.
40 5

) £ -2 _8=0= (2 -22"-8=0 efectuamos un cambio de variable z = 2" y se
obtiene la ecuacién 2 — 2z — 8 = 0 cuyas soluciones son: z=-2 v z=4.

Entonces: z=-2 = 2'=-2 (no tiene solucion)
z=4 = 2=4=x=2

Concluimos: S=1{2}

Ejercicio:

Calcule, si existen, los ceros de las siguientes funciones exponenciales (en cada caso sélo le
damos la formula).

a flyy=22"-4 Rta;:x=1
b. h(x)=9"-3" Rta.:x=0
¢ glo)=4"- 3274 8 Rta:xy=1, x2=2
FUNCION LOGARITMICA
Definicion:

Llamamos funcion logaritmica de base “¢” a la funcién inversa de la funcion exponencial de
base “a”.

SifR —» R"/fix)=a" , la funcion logaritmica en base a es: /1 : R' = R/ h(x)=log, x
log, x se lee “logaritmo en base a de x”.
Por definicién de funcién exponencial es: @ > 0 y a # 1. La siguiente definicion indica el
significado de logaritmo en base a: log, x=y <>a@'=x, x e R" Ay e R.
Ejemplo:
Sea h : R* — R / h(x) = logs x, vamos a obtener las imagenes de algunos nimeros reales
positivos: :
logs 1 =0  pues 3=
loga3=1 pues3' =3
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] .
logy — =-1 ues 3= —
9833 p 3

i
= ] L
logs V3 =5 pues 31 =43

Representamos graficamente las funciones:

1
2)

h R — R/ hix)=log: 5
g:R" -5 Rigx)=log,

a i)

1 - 2 i -]

h‘\'_}"= {ﬂgji' ‘ hr:}’= ,ﬂgu;.f

En general observamos que;

El conjunto imagen es R.

Fl grifico corta el eje de abscisas en el punto (1,0) entonces x = | es cero de la funcién.
Larecta de ecuacion x = 0 es asintota vertical de la funcion,

No tiene asintota horizontal,

No es par ni impar.

Notemos que el logaritmo en base e (nimero ¢) de un nimero real positivo x también se
denomina “logaritmo natural” y su notacidn es: In x.
Cuando la notacion sea log x, nos referimos al logaritmo en base 10,

Propiedades de la funcién logaritmica:

L

Es una funcién biyectiva.
Si la base es mayor a 1, la funcion es estrictamente creciente.

Si0 < a< 1, lafuncion es estrictamente decrecienle.

logsa=1 pues a' =a, Yae R - {1}

log, 1 =0 puesa’=1. Yae R" -1}

Sixy - x3) = fle) + flxz)e x> 0 x> 0 e decir log, () - x) = Joga X1+ loge xa
X

]

./'(ﬂ] = fixi)-flxz), x>0 x>0 es decir Iogu[ ]=lugm—'ﬂsarz

Xy
logax" =nlogax.xe R' AneN
log,a'=x,xe R

I a
a=t =z xe R

R * =
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Ejemplos aplicando las propiedades de los logaritmos:
1) logl0®=3logl0=3

2) log\E = %logZ = %0,30103 (utilizamos calculadora)

2
3) log [75 32]-log(§] =lug% +log£ -21|c>gE

16 243 9 243 9
=log75 — logl6 + log32 — log243 — 2 log5 + 2 log9
= log(5%.3) — log2* + log2® - log3® - 2 log5 + 2 log3”
=2 log5 + log3 —4 log2 + 5 log2 — 5 log3 — 2 log5 + 4 log3
=log2
Ecuaciones logaritmicas:
Para resolverlas aplicaremos las propiedades de los logaritmos.
1) log(2x)=2 log(4x—15)= log(2x) = log(4x - 15)°
2x=(4x- 15)° = 16" — 122x +225=0 entonces: x=4,5 v x= 3,125
Comprobamos si los valores obtenidos verifican la ecuacién:
Si x =45 entonces es: log(2.45) ? 2log(4.4,5-15)
log9 ? 2 log(3)
log% = log9
Six=3,125 entonceses:  log(2.3,125) 7 2log(4.3,125-15)
log 6,25 7 2 log(-2,5) — no existen los logaritmos de
niumeros negativos, luego x= 3,125 no es solucion de la ecuacion.

Concluimos: §= {4,5}

2) x¥*=100x , x>0
log x'** = log100x = log x log x = log100 + log x

(log x)* — log x — 2 = 0 hacemos un cambio de variable z = log x, y resulta z°—z—-2=0
cuyas soluciones son z,=-1 v z, =2

por lo tanto:
logx; =-1 = x,=0.1 y logx;=2 = x3= 100 entonces S= {0.1, 100}
Ejercicio:

Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log[5—-4log(x+2)]=0 S={8}
b) Iog({»+x) = log%— log x S= {%}
) log8+ (x* - 5x+ 7) log3 = log24 S= {23}
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Cambio de base:

Si queremos conocer logy x a partir de log, x, con b# a, deberemos aplicar la formula de cambio
de base, se puede demostrar que la misma es:

Ejemplo: -
Queremos expresar log ;; V2 en base 2, aplicamos la formula anterior.
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TRABAJO PRACTICO N° 5
Funciones
Ejercicios:
1) Determine el dominio y los ceros de las siguientes funciones:
a) f(x)=log(x—2)+logx—log8
Rta.: D =(2,4w) ceroenx=4

b) A(x) =log(2x* + Tx +3)

Rta: D= (—OD,-'.’:)U[--;—,-HD] ceros en x = ;727@
|
c) glx)=
2 Jinx
Rta.: D=(l,+=) no tiene ceros
1
d) s(x)=——+
2-2-

Rta.: D =R - {0, 1} no tiene ceros

e) #(x) = 1Ih1(e2“ -1)

Rita.: D= llnﬁm) ceroenx = lnﬁ

2)Dadas fy h, en cada caso determine fo h y h o f, indicando el dominio correspondiente.
a) f(x)=|] h(x) = log x
b)f(x)=¢€ h(x)=2x
) f(x)=1In(x*-1) h(x)=v4—x

3) Determuine dormimio e imagen tal que exista la funcion inversa de las siguientes funciones,
luego determine dicha funcién inversa.

a) i) =3"" Rw:Df=R J=-R" T R'5>Rifx)= %+%log3 X
b) f(x)=In(x—-1)-2 Rta.: Df =(l,+0) If=R
R 5 (4o T (x) =14

o /W= RaiDfR- F-R-{Y

L _ gy 3x+3
R R -2
d) fix)=x"—4 Rta.:.Df =[04w) If =[-4,4)

7 4am) = [040)/ £ () =x+4
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" 4) Dadas fiX) =Inx y h(x)=x+3

a. Halle dominio e imagen de cada funcion. :
b. Sies necesario efectue las restricciones correspondientes y defina s~ o f y

fok™.
5) Represente graficamente las siguientes funciones delinidas por tramos v determine el dominio
¢ imagen de las mismas.
si x<0

si x>0

=1
a) f(x]={21

-5 s x<-3
b) h(x)=14-x" si|q<3
2x—6 six>3

In(x=1) & x>1
c) glx)=42 st x=1
L|.r+2|+l si x<l

2F £i X522
d) r(x)=
"5 si x< =2
Problemas:

1) Escriba una formula para cada una de las siguientes funciones
4. Alx) es el drea de un tridngulo equilitero de perimetro x.

Ria.: A(x) = +/3.

B A
36
b. Flx)es el dreade un hexdgono regular inscripto en una circunferencia de radio x,
¥ 2
2
¢. ¥x) es el volumen de agua de profundidad x contenida en un tangue conico con

vértice hacia abajo. El tanque tiene 8 metros de altura y su didmetro en la parte més
alta es de 6 metros.

Rta.: Flx) =343

3

X
Rta: F) =37 X
=3

d. Clx) es el costo de produccion promedio por unidad de x refrigeradores por dia, en
una compafiia que tiene: costos fijos diarios $1300 v paga por mano de obra y
materiales $240 por cada refrigerador.

2) Para hacer una caja de base rectangular y sin tapa se utiliza una ldmina de material de 12em.
por 18 cm. cortando un cuadrado de lado x de cada esquina y doblando los lados.
Exprese el volumen F(x) de la caja v éncuentre el dominio de ¥,

Rta.: Dv=(0.6).

[ ) ¥ m
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3) Un cable parabdlico esta tendido entre dos torres de 30m. de altura distantes entre si 100m,
la altura minima del cable sobre el suelo es 5m. Encuentre la ecuaciéon de la pardbola
suponiendo que es simétrica respecto del eje “y”.

Rta.:. y= ﬁx’ +5

4) Escriba una ecuacion que exprese el enunciado.
* R varia directamente con 1.

* yes inversamente proporcional a z.

* wesconjuntamente proporcional asyar.

* A es proporcional al cuadrado de 1 e inversamente proporcional al cubo de x,

5) Exprese el enunciado como una férmula y utilice la informacion dada para obtener la
constante de proporcionalidad.

* M varia directamente con x e inversamente con y. Six=2 e y =6, entonces M =5.
¢ §varia proporcionalmente a p y ¢. Sip =4 y g =5, entonces S = 180.
* W es inversamente proporcional al cuadrado de r. Si r= 6, entonces W= 10.

6) El costo de imprimir una revista es directamente proporcional a su nlimero de paginas y al
nimero de revistas impresas.

* [Escriba una ecuacion para esta variacion si el costo de impresion es de $60.000 para 4000
copias de una revista de 120 paginas cada una.

s (Cuil seria el costo de impresion para 5000 copias de una revista de 92 paginas?

7) La resistencia R de un alambre conductor varia directamente con su longitud L e
inversamente con el cuadrado de su diametro d.

¢ Un alambre de 1,2m de largo y 0,005m de didmetro tiene una resistencia de 140 ohms.
Escriba una ecuacion de esta variacion y determine la constante de proporcionalidad.

* Determine la resistencia de un alambre fabricado del mismo material que tenga 3m de largo
y 0,008m de diametro.

8) Suponiendo que la poblacion de cierta ciudad responde al modelo de crecimiento dado por:
p(1) = 4600 (1,016)", donde p(¢) es la poblacion ¢ afios después de 1980.

a, ;Cudl sera la poblacion en 20207
b. ;Cuél seri la poblacion en 20807
c¢. Indigue aproximadamente en cuanto tiempo se duplicard la poblacion del afio 1980.
Rta.: a) 8680 personas
b) 22497 personas

9) Cierto elemento radioactivo tiene vida media de 1690 afios. Empezando con 30 miligramos

kr
habra g(¢) miligramos despues de 1 anos, donde g( 1) =30 (%) .

¥ T @
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(Se conoce como vida media al tiempo requerido para que desaparezca la mitad de una
sustancia),

a, Determine la constante k.

b. (Cuanto habré después de 2500 afios?

Rta.:a) k= 0,0005917
b) 10,76 miligramos

Ejercici 0

1) Dadns)":R—bR!ﬁxFaf-%bx +e.a=ly g"'.R—}ng'[(x)me+n,mqﬁ0.5e sabe
quef(3)=-14.f(=-4./()=-2,8" @) =3, (-1)=3.
Calcule (fo g)(-1).

Rta.: -2
2) Sean las funciones f: Df — R/fix)=2+1In J4—x y k:Dh — R/kx)= 1—{3-3715
X —ax
Determine:
a) Df ~~ Dh Rta: (-0, 3)w (3, 4)
b) el valordee’™ ¢ Tenx=0 Rita.: 2
c) la ecuacion de la asintota vertical a la curva representativa de i Rta:x=35§
3) Sean las funciones;
f:R= If1 fix)=e™'
g:R— R/glx)=-3x+1
s:R=> R/s(x)=3" o -3x+1
Determine:  a) g(/™' Ne) Ria.: -1
b) el conjunto de ceros de s Rea.. {— 1.1.%}
4) Sean las funciones:
[:R—s If{ fix)=e"
iz Dh = Thi hiz) = ==
] —
Deétermine: @) {x e R/ [(x)]) +9£(0) = lO_I‘l-x)} Ria: {0.% |n3}
b) A(2) Rta.:%
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5) Dadas las funciones:

[Df 5 R/flix)= ———

NER

1-x

g:Dg - R/ glx)=log

l+x
Determine: Df m Dg Rta.: (-1,1)
6) Determine [k, 1] m Dg si la funcién f: R— R/ flx)= (1 — 2k)x" + 8kx — (2 + 8k) tiene ceros

iguales, y Dg es el dominio de g : Dg — R/ g(x) = logs -—x+11
x+

7) Sean las funciones:
1

_f:R—){ff‘f(x):e%k
2:R 5 R/ ges funcidn lineal
h:Dh—R/h(x)=Inx

:
X

a) las ecuaciones de la asintota horizontal y vertical a la curva representativa de

p:Dp—Ipl p(x)=

Determine:

-1
g &) Rta.:y:%,x=—E cona =0
g(x) a a
b) {x e R/ foh)(x) = 0} {x € R /( fop)(x) =1} Rta.: {—; —%}
=]
c) {xe R/ p(x=1)= p(x+3)} Rta.: {-1}
d) () Rta: 2

&) Determine el valor real de x que satisface la ecuacion:
2 log(log x) = log(3 log x + 2) — log?2 Rta.: x= 100

8) Determine el conjunto solucion de:

e 24380 =y Rta.: {0}

10) Determine los valores reales de x que satisfacen la ecuacion:

x—élug_J': 16:% Rta.: x= l6,x=

&=

_11) Sean las funciones:

_f;[)f_.)[f/f(x):zi—l g:Dg > R/g(x)= 23

I=x 1-x*

¥
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h:R = RIh(x)=—{2x+1]+1

Detérmine:
1) las ecuaciones de la asintota vertical y horizontal a la curva representativa de /.
Rta: AV:x=1, Al y=-2

b) el dominio de g. Rra: (-1,1)
c) el conjunto de ceros de h. ' Rta,: {-1,0}
d) la fancién £~ Ria: /5 R={-2} > R-{I}/ /()= %:—;

12) Determine las coordenadas de los puntos de interseccion de las curvas representativas de
f{x}—_-axz +br+c y glx) =x° +px+4q, si se sabe que: fl-1) =3, A2) =0.. A1 =1,
e(2)=2, g(-1)=5.

Ria.: (0.2), (1.1)

13) Dadas las funciones:
[:Df - R/ f(x)=log,(4x+2)

g:Dg >R/ glx)=—

5x' = 10x
1R R =(x+1) +1
Determine:
a) {xe R/2<1(x) <10} Rta: [-4-2)w00,2]
b) /(0) Rea: - i
¢) el dominio de g. Ria.: (—=.0)w (10.420)
B |2.r—ll |

14) Indique Df'e If sies f: Df = If ! fix) Ria.: Df=R—{E} ff=1{-1.1}

T 2%~

15) En ¢l grafico la parabola pasa por los puntos (1,3) v (5.-5), y la recta pasa por los puntos
(2,-2) v (-2,-6)- 1

termmne:
a) la ecuacidn de la pardbaola Ria: p=-v" +4x

VREA * _
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b) la ecuacion de la recta Rta:y=x—-4

c) las coordenadas de los puntos de interseccion de la recta y la parabola Rta.: (4,0) y (-1,-5)

16) Dadas las funciones:

h:Dh—R/h(x)= ‘/‘5—1[——‘x+2|

1
t:Di—-R/t(x)=————
) x —4x+5
Determine: Dk Dt

17) Observe el grifico de cada una de las dos funciones [y g.

Determine: a)g (%)

Rta.: —E

2

b) (fo g)(1) Ria.: 3
c) (f-g)-1) Ria.: 2




o R
- UNIDAD 6
N /

Trigonometria

= Nociones previas

» Angulos

Funciones trigonomeétricas

« Identidades y ecuaciones trigonométricas
» Funciones trigonométricas inversas

= Teorema del seno y el coseno



TRIGONOMETRIA

NOCIONES PREVIAS

Si consideramos tres varillas g, b, ¢ tales que puede construirse con ellas un tridngulo (siempre
que se cumpla que la medida de cada varilla sea menor que la suma de las otras dos y mayor que
la diferencia) rectangulo y resolvemos medir todas las varillas tomando como unidad a cada una
de ellas, se obtendran los siguientes cocientes:

L]

a

o |n

o

o= n
.

A estas razones numeéricas se les da el nombre:

senf) = b = Ssopuon) (1)
cosp = L= ”""‘;— f':u‘:m“""‘ (2)

cosec =4

Sien cambio consideramosy , resulta:

seny = (3)
a
cosy= - (4)
I+
e
lgy=—
By b
Comparanda (1). (2). (3). (4) obtenemaos:
senfl=cosy

cos[i=seny

IR rcns | ]



Eﬂlm UNIVERSITARIO | MODULD n

Teniendo en cuenta que 3+ y = 90° (angulos complementarios) resulta:
sen 3= cos (90° =)
cos 3 =sen (90° =)
OBSERVACION:
El coseno, cotangente y cosecante de un dngulo () agregan el prefijo al seno, tangente y
secante por la relacién que los vincula con el 4ngulo complementario.

Otras nociones previas:

ANGULOS

Definicion:

Un éngulo en el plano es la figura engendrada por la rotacion de una semirrecta alrededor de su
origen, desde una posicion inicial hasta una posicién terminal. La amplitud de la rotacion es la
medida del angulo.

« Si la rotacién se efectiia en sentido contrario al de las agujas del reloj diremos que el angulo
es positivo, en caso contrario el dngulo es negativo.

Circunferencia unitaria

Si dibujamos una circunferencia con centro en C y radio r = 1.

Radian: un radian es el angulo que teniendo su vértice en el centro de una circunferencia
sus lados determinan sobre la misma al cortarla un arco de longitud igual a un radio.

| 174 | ¥ ER rrEA|
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T Asi:
360° = 2m rad
180° = r rad
90° =1 rad
45° =35 rad
30° =2 rad
Ejercicio:

I. Exprese en radianes
a)270° h) 60° c)210°
d)-30° e)lz2o° f1-135°

2. Exprese en grados sexagesimales
a)% hin c)n
dinz2 el 3

Raa)im . b} . e)gm . d)=% . eV¥ . [)-F

Rta: a) 135°, b) 300°, ¢) 720°, o) 68°45' 187, ¢) 57°17"457, /) 171°53" 4™,

3. Un velero navega alrededor de una boya fija describiendo una circunferencia. El arco
recorrido por el velero desde su posicion inicial hasta su posicion final es de 1700m y abarca
un dngulo central de 120" Calcule la distancia desde €l velero hasta la boya.

4, Demuestre que ¢l drea de un sector circular (ver figura) generado por el dnguloaen un

circulo de radio r es:

Sugerencia: utilice el teorema que dice:

1

A=—r'a
2

e,

i

'y

0 [ A

9 \‘V/)_:

“En todo cireulo las dreas de dos sectores circulares

son proporcionales a los dngulos centrales™ y wme como sector cireular conocido al que

corresponde a medio circulo.

Posicidn normal de un dngulo

Definicion: Un angulo esid en posicion normal si su vértice coincide con el origen de
coordenadas y su lado inicial coincide con el eje positivo de las abscisas,

Si el lado terminal estd en e primer, segundo, tercer o cuarto cuadrante diremos que el dngulo es
un dngulo del primer, segundo, tercer o cuarto cuadranfe respectivamente.

TR Fesa |
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OBSERVACION:

Consideramos como primer cuadrante al determinado por los semiejes positivos de coordenadas
y como segundo cuadrante al determinado por el semieje de abscisas negativas y de ordenadas
positivas.

Este ordenamiento determina el sentido para enumerar los restantes cuadrantes.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (O CIRCULARES)

Sobre un sistema cartesiano de ejes dibujamos la circunferencia trigonométrica que es la que
tiene centro en el origen y radio (= 1) y tomamos un dnguloaen posicion normal.

Y
AY0; 1)
yl---+3 . P(x» Y)
T "
o : X
x JA(1,0)
A™(0; -1)

El lado terminal dec determina sobre la circunferencia un punto P que tiene por coordenadas x:
abscisa (x€R ) e y: ordenada( yeR)

Puede observarse en la figura que:

* |OP|=7 (radio) medida del radio
o5
s AP es el arco que corresponde al dngulo central o
¢ P e primercuadrante = x>0.y>0
P € segundo cuadrante=> x <0,y >0
P & tercercuadrante —=> x<0,y<0
P € cuarto cuadrante = x>0,y <0

Reformulando las razones numéricas expuestas al comienzo obtenemos:




mesdida del rodin
_ % dlmisadeP  _ x _
OSSO == Tt dairatis 1 ™

==
COB&GO‘.—;— Y

Donde observamos que la ordenada del punto P es el seno del dnguloa y la abscisa de P es el
coseno del mismo 4ngulo. Los niimeros sena y cos o dependen solo dea no de la medida del
radio.

OBSERVACIONES!

: El signo del seno coincide con el signo de y en el cuadrante correspondiente.

Asi:
U<m<1—;=>sena>(l (v=0)
n
E<a<n=:sena>(} {(p>0)
n<a<32—n=>9enm<0 (y<()
%ﬂ(n(ZﬂﬁSEﬂﬂ.(O (y=<0}

a=0= P(,0)=senll=0

n ™
V) —Ezhf’(ﬂ,l):.'v sen—-= |

a=n= P-1.0)= senn =0

o= %n:: P{_O.-ll=>sen%1t-——l

o =2n(giro) = P(1.0)=sen2n =0
0 sea coincide con =10

o sen(a+ 2n)=sen(a + 2.2%) = sen(tx 4+ 3.20) =
=..=sen{a+k2n) (keZ)
resulta entonces que ¢l periodo es 2.

* Paratodoae R: -1 £ semx < |

Lo T % ]
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o bien |senc| < |

razén porlaque D, =R yla /, =[- ].l]
El signo de cos « coincide con el signo de x en el cuadrante correspondiente.

Asi:
0<{1<g:acosot>(} (x>0)
E((I.(TKZDCDSCL<O (x<0)
2
n<u<3?“=>cosu<0 (x<0)

%n<a<2n=cosu>0 (x>0)

e a=0= P(10)=cos0 =1
a=g=>P(0,l)=>cos§=0
a=n= P(-1,0)= cosn = -1
a=%n::> P(0,-1)= CDS%R=0
a =2r (giro)= P(1,0)=> cos 27 =1
O sea coincide con o =0

* cos(a+2nm)=cos(a+2.2n)=cos(a+3.2n) =
=..=cos(a+k.2m) (keZ)
resulta entonces que el periodo es 21

e ParatodoaeR : =1 <cosa <1
obien |cosa|< 1
endonde D, =R yla [, =[fl,l]

Relaciones fundamentales

Las siguientes afirmaciones son validas en los conjuntos que se indican:

1) sen’a+cos’a=1 (Vo e R)
2)igo == (cosa =#0)

oS

J)cotga == (sena=0)

= ﬁ (tga#0)
4)seca=—  (cosa.=0)
5)cosecit = (seno = 0)

® | 7% |
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Demuestre las relaciones fundamentales.

Ejercicio:

1} Teniendo en cuenta queVo € R: sen*a+cos’ =1 y utilizando la miguina de calcular
verifique para el caso

n 7 n
u:—'uz—ﬂ'ﬂ=—+2k‘1’[
2 6 3

T L
== U ==—

2
2) Sobre una circunferencia trigonométrica dibujed tal que:
sen ot =—0.5, %ﬂ-ca < n

2 (]
cosa.=7. D<a<—

I 3
sen=—y COS@=-—
2 2

Valores de funciones trigonométricas de dngulos particulares

Si dibujamos un angulo de 30° en su posicidén normal con sentido positivo ¥ negativo queds

A
determinado un triangulo O P P equilitero en el cual:

s

V] -P(N.,\'l
(5] (
\_ A
r=12y ()
¥y =y (2)

§= J_,_:' _y: =Jﬂ}’)! _)‘z - ’3},; =_V\f‘§ (3)
Teniendo en cuenta (1), (2) ¥ (3)
sen 30° =4+ =3 = cosec30°=12
cos30° =2 =208 = sec3r=2f

tg]()“:%:ﬁﬁ:—ﬁ:ig = cotg 30° =43
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Teniendo en cuenta que o= 60° es complementario de 30° tendremos:

sen 60° = cos 30° = ?

cos 60° =sen 30° =1
tg 60° = cotg 30° = /3
cotg 60° = 1g 30° = 2
sec 60° = cosec30°=2

cosec 60° =sec 30° = 2—’{5

Si dibujamos un dngulo de 45° en su posicién normal, con sentido positivo (ver figura),

A
obtenemos un triangulo isdsceles O 4 P’ en el que se verifica que:

A

X=x 4)
y=x (5)
r=\/12 +3° =l +x? =2t =02 (6)

Teniendo en cuenta (4), (5) y (6)

send5=2=—t- =L =S = cosecds® =2
cos45°=£=—to =L =B = secds® =2
1g45°=S=1=1 = cotgd5® =1

Todos los valores obtenidos parac= 0°% 30° 45° 60° y 90° pueden presentarse en una tabla
(regla nemotécnica) facil de recordar, basta con seguir los pasos indicados a continuacion:




ISR visic | e

o 0o 1307 | 45° | 60° | 90° OBSERVACIONES
I*" pasc | 0 1 | 2] 31 4 eseriba del 0 al 4
2% paso | 0 | V1 | V2 J3 | J4 | extraiga raiz cuadrada
3%"paso| & | L [ L | £ | & divida por 2
o |+ | F1%]
Resumiendo:
o 0°[ 30° [ 45° | 60° | 90

[enallo| ¢ | ] % |!

Contando con esta tabla pueden obtenerse todas las funciones trigonomeétricas de los angulos
propuestos.

Ejemplo:
Calculemos cos 30¢=sen 60° = ﬁ
cos 90°=sen 0°=0
0 e
tg60°=scnm _ sen60° _ J3r2 _J3
cos60°  sen30°  1/2
sec30% = I = : = l = —*2— = _ZI:}_
cos30° sen60° J3/2 43 3

Ejercicio:

Calcule, si es posible, el valor de x en las expresiones:
|. x cosec60°—xtg45°+1=0

Rh.:—“lﬁ-!-ﬂ

9. p= o 307+ 1
- X= 1z WP - colg 60"

3. (sen 60° - cos 45%) x = | — sen 45°

Ria: (243 + 242 -6 - 2)

Ejercicio:

Halle con maquina de calcolar
a) sen 23° 14’ d) sec 32°20'
b) cos 10°12 ¢) cosee 12
¢) g % f) cotg 0°

Valores de las funciones trigonométricas de un &ngulo en cualquier cuadrante

Sies un dngulo en posicién normal, referido a la circunferencia trigonométrica y a no es agudo
o esta orientado negativo debemos extender el concepto de funcion trigonométrica hasta aqui
expuesto para poder calcular su valor numérico,

La siguiente figura ilustra a un dngulo que pertencce al segundo cuadrantea orientado positivo.

RN FRoa | » | i |
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AL 2

Puede observarse en la figura que:
seno=y=senP=sen(n—oa)
cos =-x=-cosP=-cos(n—a)

- X X

Si el 4ngulo o esta en posicion normal y pertenece al tercer cuadrante:

sena=-y=-senfP=-sen(a—m)

cosa=-x=-cosPp=-cos(a—m)

ga=—2=2-tgB=tg(a-m)
X

Si el angulo o estd en posicion normal y pertenece al cuarto cuadrante;

).

Bixe oy




(i i S| _ [ st

" Entonces:

sen o = -y = <sen 3 = -sen (Zn—a)
costt=x =cosf=cos(2n—®)

tg o= bl S =—tgf=—1g(2n—a)
x x
Ejercicio:

Si el angulocestd en posicién normal pero orientado negativo muestre que el tratamiento es
similar.

OBSERVACION:

Las funciones trigonométricas de un angulo del segundo, tercere ¢ cuarto cuadrante son
respectivamente iguales a las del dngulop del primer cuadrante que resulta de considerar ¢l
suplemento del primero, restarlex al segundo o restarlo de 27 al tercero, anteponiéndoles ¢l
signo correspondiente,

Para anteponer el signo apropiado recuerde que el mismo se obtiene a partir del signo que tienen
las coordenadas de un punto P en cada cuadrante y que|x|=cosa e |y|=sena (vea la figurs).

b

Pilx,y) = Pilcosa, sena)

Py x;,p, )= Py(—cos(n-f),sen(n—PN

P(x; .9, )= P(—cos(y-mn).-sen(y—mn))

P(x,.y, )= P,(cos(2n—£).sen(2n—£))=
= P (cosb.-send)

Ejercicio:
Para cada uno de los valores asignados & @ determine el angulo agudo[3 de referencia:
alo=310° d)a=%n g)a =335°20"

by =-120° e)u:%n hyo =275°10

£)a=135° _f)u:-% Na=111°14'2"
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Ejercicio:

En los siguientes casos calcule el valor exacto sin usar calculadora:

a)scn[-i—n] d) sec 300°

b) co{% n) e)cotg (-135°)
c)tg210° f) cosec 225°
Ejercicio:
En cada caso reduzca a su minima expresion:
a. 3sen (—x)+cos(3-x)
b. sen(m—x)-sen(n+ x)
c. cos’ (m—x)+sen’ (—x)
se0 (2m=5 )+ sen (—1)
d. | (x #kn, ke .Z)

cos \T—x

]
Ejercicio:
Determine 3 (agudo v del primer cuadrante) cuyo lado terminal coincida con el dea:

a)o = 735° f:)a:%’n

b)ax = -1200° d)a:-%n

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: GRAFICAS
Graficade y=sen x

Seaf: R >R/ f(x)=senx

Para realizar el grafico (curva sinusoidal) utilizamos la circunferencia trigonométrica, dividida
en dos arcos congruentes. Y a su derecha el sistema de coordenadas cartesianas tomando sobre el
eje de ordenadas la misma unidad que en la de la circunferencia.

En el eje de las abscisas marcamos a izquierda y derecha del origen intervalos de amplitud £ .
(ver figura 1).

BE~— D ~C +1

I 3 I 3Lr E L M x
2r S mA\I¥ A7 3r 7l Ir/!rr
3 6 By P
Figura |
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Grafica de y = x

La igualdad sen{x+ %)= cos x es valida para todo angulo. En consecuencia la construccion
grifica de y = cos x se puede referir a la gréifica de y = sen(x+ %). De ncuerda con lo visto
anteriormente la curva se traslada en § unidades a la izquierda de la curva del seno; su periodo
es2n.

X
'
1
I
I
|
- X
I (] = " ir 2z
2 2
=1 y=cosx
Figura 2

Observando el grifico de la funcidn seno podemos obtener algunas conclusiones interesantes v
muy tiles: (ver figura 1},
oD =R I, =[-1]1]
» ] grafico obtenido en el intervalo [ 0.21 ) se repite periddicamente.
VxeR : sen(x+2n)=senx periodo 27,
* No es inyectiva.,
» Ceros de - resolvemos la ecuacion sen x = ()
sen0=0 = sen(0+2x)=sen(0 +4n)=sen(0+2kn)=0
= sen(2km)=0 ,conk eZ

senm=0 => sen(m+2n)=sen(n+4n)=sen(n+2kn)=0
= sen((Zk+ 1) m)=0 |, conkelZ

En definitiva:x=kn (ke ) escerode f.
El conjuntodeceros de £ S ={x/x=kn A ke Z }

« Es impar.
Ejemplo:
a.
12y=
i:fn?)zp =I _|} = f(®/2)y=—f(-n/2)
b
(m=0
j:i) = g} = f(#)=~f(-=)
[ =N
fiml6) =1 |
fl=ml6)=~1 = f(n/6) =~ f(-n/6)

RN Frva] ™ B s |
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En general Yx e R : f(x)=—f(-x),esdecirVx € R:
senx =-senx (El grafico es simétrico respecto del origen).
#En algunos intervalos es estrictamente creciente y en otros es estrictamente decreciente.

En(—n/2.7/2),(—n/2+ 2n,nt/ 2+ 2m), etc. es estrictamente creciente.

En(=3n/2,~n/2),(-3n/2+ 2n,~n/2 + 2x), etc. es estrictamente decreciente.

Consideremos la funcion f: R— R/ f{x) = cos x

Para realizar el grafico (cosinusoide) utilizaremos la circunferencia trigonométrica y los ejes
cartesianos en forma similar a lo hecho para el seno.

Al observar el grafico de la funcién coseno podemos obtener algunas conclusiones muy utiles:
(ver figura 2).

*D, =R, =[-11]

« El gréfico obtenido en el intervalo [0,2 1) se repite periédicamente:
vxe R : cos(x+2n)=cosx Periodo 2n

* No es inyectiva.
* Ceros de /: Resolvemos la ecuacion cos x =0

cos3=0 => cos($+2n)=cos(§+4n)=cos(§+2kn)=0
== cos(3+2kn)=0 , conkeN

NOTA: La validez de la Gltima igualdad se extiende a ke Z*

El conjunto de ceros de f: § = {x/x:% +hknnke Z}

® ks par.
Ejemplo:
a. f(m=-1 A f(-m)=—1= f(m)= f(-n)
b.f(2)=0 A F(-3)=0= f&)=1(-3)
. f@)=4 A f5)=4= 113)=r-3)
En general Vx e R : f(x)= f(-x), esdecirVx € R:cosx = cos(-x) (El grafico es simétrico
respecto del eje de ordenadas).
« En algunos intervalos es estrictamente creciente, por ejemplo, (-n, 0), (7, 2m), ete.
En otros es estrictamente decreciente, por ejemplo, (-2n,-n), (0, m), etc.
Ejercicio:
Represente graficamente f: R—>R/ f(x) =4sen2x. D, =R
Como-l<sen2x< =>4 <4sen2x < 4=
= |4sen2x|<4=1,=[-44].
Se dice entonces que 4 es la amplitud. (Debe ser un nimero real positivo).

Para realizar el grafico se procede de la siguiente manera:
Como la amplitud es 4, trazamos dos rectas paralelas al gje x, y=-4 ¢ y=4.

[ , T
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Como0 £ 2x € 2n = 0 < x < n= el periodo es:"n",
Trazamos dos rectas paralelas al eje yv: x=0 y x=n.
Queda determinado un rectingulo dentro del cual estard un ciclo completo de /.

S

=4

Dividimos el rectangulo en cuatro rectangulos congruentes trazando paralelas al eje p. Asi
quedan en evidencia el valor maximo v el valor minimo de £

v

i g 3 X
mi4 al2 Ixfd

-

|
Los ceros de fen [0, 7] (4 sen (2x) =0) son:
xx=0=x=0
Ix=m=s x=r

2
x=In>x==%

RN Fea] » | 1]
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Se dibuja el ciclo y luego se repite el grafico a lo largo del eje de abscisas.

Y

Ejercicio:
Grafique f :R =R / f(x)=4dsen (2x+7)
Amplitud: 4;7,= (-4, 4]

Al tener f{2x +m) segun lo visto anteriormente en ofras funciones escalares se produce un

desplazamiento hacia la izquierda, porquen > 0,5 se denomina dangulo de fase.
En general en flax + b) :2 es el angulo de fase. Si b > 0, el desplazamiento es hacia la izquierda

a

y si b <0 el desplazamiento es hacia la derecha. En este caso: £ =%,
Periodo:
0s2x+ns2n=>-n<2x<n=

n n moTm
e S R E—TBKE | ==
2 2 2°2

Donde la amplitud del intervalo es n (periodo).
Dibujamos lasrectas y =4, y=-4, x=—5,x=73
Se divide el rectangulo en cuatro rectiangulos congruentes.

w2 xA 0 w4 |52

Los ceros en [—%%]
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2x+n=0= x=-3%
4sen (2x+n)=0=2< 2x+n=n = x=10
4+n=2n = x=13
El grafico es:

Ejercicio:

En forma andloga a los ejemplos anteriores grafique:
a. f:R =R/ f(x)=cos(2x)
b, f:R =R/ f(x)=2cos(2x+m)
¢c. fiR=SR/f(x)=sen(n—x)

Continuamos definiendo las razones numéricas:

Tangente:
¥ a=ordenadade!’(x,y)
§ abscisa de P(x.y)
tgu=£, x=0
x
¥
.I):

Fix,. ) .
Py(x,, )
Pitx;. v:)

En ¢l grafico, por semejanza de trigngulos tenemos:

N _Va Y
X X X

g = Vx, 20 ()j=12,3)

[ 1 [T »
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El nimero tg o depende solo de x, no de la medida del radio que se considere.

Signo de la tangente:

tga=-‘£. xz0,y#0
X
Si0 <o < 5 (a pertenece al cuadrante | : x > 0 A y > 0) entonces tg o > 0.
8if <a < n(a perteneceal cuadrante 11 : x < 0 A y > 0) entonces tg o < 0.
Sin <& < 3n (o pertenece al cuadrante [11: x < 0 A y < 0) entonces tg o > 0.
Sifn<a < 2n (a pertenece al cuadrante [V : x > 0 A y < 0) entonces tg o < 0.

Considerando la circunferencia trigonométrica:

2 2 |
puesx, =1

tgoues el valor de la ordenada del punto perteneciente al lado mévil dea . que tiene abscisa |.
\}

)
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a:O:P(l.O):&t{;O:?=U
e= %:& P01 = lgg: no existe

a=n= P(-10) :tgrt=—0~l =0
3 X y
&= En: PO~11= lgiu: no existe

=0

u:Zn:P(I.O).—_:-[gzn=$

El periodo es nw.
tg(a +m)=tga, en general, tg(a+hn)=t1ga con keZ
OBSERVACION:

No existe tg £ ni tg£,..; es decir no existe tgo para o = =2+ kn, con keZ

Consideremos la funcién
Fieh= g x

TR n tx/2 i bl 2

f:A=>R/ flx)=12x
D,=A={x/xeR A ugmz A keZ)
I, =R
s Es periodica.
* No es biyectiva.
s Ceros de f.

igx=0=x=0x=0+nx=0-"m...

En general; x =kn con ke

« Tiene asintotas verticales, las rectas de ecuaciones:

2k +1
x= ™
2
o Esimpar, Vx € D, : f(x) =~ f(—=x), s decir. g x = -1g (-x)

(keZ)

R A *
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Cotangente:

abscisade P(x,y) «x
cotg ot = == 5 y=0
ordenada de P(x,v) y

b
L COlg o

[ A

X X
cotga=—=-L="L=y
S 1

cotg o es el valor de la abscisa del punto perteneciente al lado movil de o que tiene ordenada 1.

lixi = cole v
v

-3z

Ejercicio:
Observando el grafico anterior obtenga:

a Dy el

b. Ceros y asintotas verticales.
c. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d. Paridad.
Secante:

- D, st
Cosecante

‘medida del radio p
cosec o = == ; y#0
ordenadade P(x,y) »
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" Le presentamos los graficos de las funciones correspondientes:
fix) = secx
¥

-

-1z - =2 g 2 ¢ It 2z

Distancia entre dos puntos del plano

Sean P, (x,, ), P,(x,. v;) dos puntos cualesquiera en €l plano (ver figura).
¥

¥

A
En el triangulo P, A P, rectangulo en A se verifica que:

d'(F.B)=d" (AR)+d*(4F,) (1)

[ nirs G ™
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Si tenemos en cuenta que:

d(A,R) =y, -y, &9
d(A,P) =|x, - x,| 3)

y reemplazamos (2) y (3) en (1) resulta:

d*(B.P) =y, -y +|x -

=(x1_'x1)2 +(V _)’1)2

Entonces:

d(Pth)=J(I| _J‘z): +(y _}’2)2

Ejercicio:

Para los siguientes pares de puntos calcule la distancia:

a) P(-12),P,(1,2) Rta.: 2
b) B (3,~4),P(-2,)) Rea.:5v2
ADICION DE ARCOS

Coseno de la diferencia entre dos angulos:
cos(a — )= cosacosP+ senasenf

Consideremos dos angulosc y3 en su posicion normal (tengamos en cuenta que solo importa el

lado terminal, o sea que simultineamente estamos considerando a los maltiplos enteros de 27)
referidos a la circunferencia trigonométrica.

Los puntos P, y P, pertenecen a la circunferencia y a los lados terminales dew y B, tal que tienen
por coordenadas:

P (cosa,sena )
P, (cosP.senP)

™
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Si calculamos d*(F. 7,)

d*(P,.P,) = (cosa-cosP)’ + (sen o -sen B)’
= ¢cos® ot — 2cos o cos B+ cos” B+ sen o — 2 sen a sen P+ sen’P
= (sen’a +cos’ @) + (sen’f+ cos” B) - 2 sen at sen f—2cos o cos B
d*(P.P)=2—2senasen - 2cosu cosf (1)
Supongamos ahora que la circunferencia gira sobre si misma,"con sentido horario, de forma que
¢l punto 2, coincida con el (1.0), el dngulo(a —f)quede en posicidn normal y que las
coordenadas del punto £, sean:
P, (cos(o—[3). sen (&t — B))
Para esta nueva posicion resulta qued” (P, F) -

d* (P, P,)=(1-cos (a-P))* +(0—sen( o -[)’
=1-2cos(a —P)+ cos” (e~ B) +sen’ (et =)
=14 (sen’ (& —P) +cos’ (e — ) -2 cos( @ —[3)
d'(P,P)=2-2eos(a—P) 2
Como la distancia permanece invariante al efectuarse la rotacién, podemos igualar (1) ¥y (2) ¥

obtener:
2—2senasenfi—2cosotcosP=2-2cos(ax—f)

en donde si cancelamos términos v multiplicamos por (-1) resulta:
cos (o — ) = cos o cos 8+ sen o sen 3 (3)

Coseno de la suma de dos angulos:
cosia + f3)=cosucosP - sena sen

cos (@ + [§) =cos (a0 - (49)
= cos @ cos () -+ sen o sen () = por(3)
= ¢os o cos 3 -sen asen i

Seno de la suma de dos dngulos:
sen (Go+3) = sendcos[i+sen Beose

sen (a + ) =cos (5 - (i + (1) =
=cos((3-a)-p) =

= cos (% — a)cos i+ sen (§ —o)sen
=sen o cos [} + cosasen i
=gen o cos i+ sen Peosa

FREA !
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Seno de la diferencia de dos angulos:
sen (o —[3 ) = sen o cosB—sen PBecosa

sen (o -f) =sen (& +(P)) =
=sen o cos () +sen (-f) cosa
=sen @ cos3-senPeosa
Ejercicio:
Calcule, sin usar maquina de calcular, y en cada caso como se indica los valores numéricos de:
a)sen 75° = sen (45° +30°)
b) cos 120° = cos (90°+ 30%)
c)sen § =sen (-gt-{})
d)cos ¥ = cos ['21.‘ —-§—1t]
Ejercicio:
Calcule el valor numérico de: cos(a.+ ) sisena =3 ycosp=-%
Rta:—3F (0<a <90, 90°<p<180°)
Ejercicio:

Utilice los valores exactos de las funciones trigonométricas de 30° 45° 60° y de sus multiplos
enteros para calcular:

a)cos 15° b)cos 105° ¢)cos 90°
d)cos 165° e )cos 195° f)cos 255°

Ejercicio:

Demuestre que las siguientes formulas son vélidas para todo dnguloa .
a. cos(m—at) =—cosol
b. cos(nm+a)=—cosa
¢. cos(2n—a) =cosa
d. cos(3—-a)=senc

€. cos(3 +a) =—sen
f. cos(3 m—o)=—sen o
g. cos(3n+a)=sena

Tangente de la suma entre dos dngulos:
tg(o+f)=E8k

sen (o + )
cos{a+B)
_ senocosP+senPeosa

tg(a+p)= (cos(a+PB)=0)

cos o cos B-sen asen B

1% | #® TERN 5]
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dividiendo numerador y denominador por coseecos[3 se obtiene:

sy erz0s ) +Lm_[lcnm
_ covmcosf com tx eon (|

- zosomf son i sen i

con i aby b T

{cos = 0.cosP=0)

simplificando
_ ga+ig [
I —tgo tgf
Ejercicio:
Utilizando los valores exactos de las funciones trigonométricas de 30°% 459 60 y de sus
miiltiplos enteros calcule, si existen. los valores exactos de:
a) 1g15°  b)1gl05° ¢)1g 90°
dgl65®  e)1gl9s° Pig255°
Ejercicio:
Demuestre que las sjiguientes formulas son vélidas para todo dnguloa.
a lgn-o)=-gu
b. ign+a)=1gu
c. lg(3m-u)=colga
Ejercicio:
Demuestre que:

a. sen 2a = 2sen o cosa

b. cos 2a = cos’a—sen‘o

c. cos 2a = 1-2sen’a

d. cos2a = 2cos’a—1

e lg2u=% (tgaf=1)

Sugerenda: lenga en cuenta que 2o = o+

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Sea la funcidn proposicional, en la variable x(x€R )

sen’x

=|—-cosx
| +cosx

para la cual el conjunio de existencia de x es:

E={xeR /l+cosx=0}
={xeR /cosx#~1}
={xeR/x=+(2k+DnkeZ}
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Si después de haber encontrado el conjunto £ operamos resulta:

.
sen’x
—————(l—cosx)=10

1+ cosx

sen’x— (1 —-cosx)(l +cosx) 0
| +cosx
sen’x—(1—cos’ x) _

I +cosx

0

Como el denominador es distinto de cero, es:
. 2 2
sen x—(l—cos" x)=0
2 2
sen"x=1-cos" x
2 2
sen x+cos” x=1

que es una ecuacion que se verifica para todo xe E.

Definicion:
Se denomina identidad a toda funcién proposicional definida en una o mas variables,
restringida al conjunto de existencia (E) si se verifica que el conjunto solucion (S) coincide
con el conjunto existencia (£)

S=E
Como en las expresiones que estamos estudiando las variables estan afectadas por funciones
trigonométricas [lamaremos a estas identidades:
identidades frigonométricas.

Método para demostrar una identidad

1°) Establecer el conjunto (£) de existencia de la variable.
Si x es la variable, entonces: E = {x € R/ x definebien cada término de la identidad dada}

29 Efectuar operaciones que transforman a la identidad en otra equivalente. Estd permitido:
¢ Sumar a ambos miembros una expresion (si esta definida en E)

e Multiplicar a ambos miembros por una expresion (definida en £'y no nula en £)
e Reemplazar cualquier término por otra expresion igual (que est¢ definida en E)

FORMULAS DE TRANSFORMACION EN PRODUCTO

Las siguientes formulas son Gtiles para modificar ciertas expresiones trigonométricas:

¢ sen(a+PB)+sen(o-P)=2senacosf
o sen(a+pP)—sen(a-P)=2cosasenfd
e cos(a+f3)+cos(e-PB)=2cosacosP
o cos(a+P)-cos(o-PB)=—2senasen
Si hacemos
a+f=p
a—f=q
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Obtenemos a=214 p= = ¢
2 2
Por lo tanto
sen p + sen ¢ =2 sent5* cos 5
sen p - sen g = 2 cos 3L sen
cos p + cos ¢ =2 cos &5 cos 5F
cos p - cos g = 2 sen 55 sen 4
Ejemplo:
Exprese ¢l producto sen 4x cos 3x COMo una suma.
Hacemos
PT-W =dx= p+q=8x
p—;q =lx= p—g="6x
Por lo tanto:
p=Tx y gq=x
y
2sen 4x cos 3x = sen Tx + senx
@ 4xcos 3x = (sen 7x + senx)
Ejercicio;

Transformar en una suma:

a) 2sen 9x cos 3x Ria.; sen 12x+ sen Gy

b) sen 7t sen 3¢ Rta.: 1 cos4f-1 cos L0

¢) cos ba cos (-4a) Rua.:4 cos 10a+4 cos 2a
Ejemplo:

Exprese como prodicto: sen 2x—sen x

sen O RO D h:x
=7 cos[ é x] sen X
2 2
Ejercicio:
Exprese como producto:
i, COSSX — cos3x Ria.: -2sen 4x sen x
b. sen 3f—sen 71 Rta.: -2cos 51 sen 24
¢. cosx -+ cos 2x Rta.: 2eos($ x)cos Lx

Ejercicio:

Verifigue si las siguientes expresiones son identidades:

[ Gy * L
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sen 4 +sen 61

a) —————=cotg’
c0s 41 - cos 61
sen o+ sen 3o

by ——————=tg2a
cOS oL+ cos 3o

senu«i-senvil u+v

COS W -COS v 2

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo:
Halle el conjunto solucién, para0 < x < 2n de:
sen2x = 2cos’ x
2senx cosx =2cos’ x
SENX COSX =COS” X
cosx(senx - cosx) =0
Entonces:
cosx=0=>x, =%,x,=3n
senx —cosx=0=senx =cosx=x; =%,x, =41

T3 w3
S‘T— —,—‘l'l:.—,—l't
227474

(Analice y describa cada paso en la resolucion).
NO SE OLVIDE DE VERIFICAR!!!

Luego

Ejemplo:

Determine el conjunto solucién de cada una de las siguientes ecuaciones trigonométricas.

2sen” x = 3cos x
2(1—cos” x) = 3cosx = 2 —2cos” x = 3cosx =

= 2cos’ x+3cosx—2=0

=3+49+16 =345

= Ccosx = e
4 4

LN

FRBA
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Luego:
1 x, =%4+2n, keZ
CosxY=—=
2 Xy=3n+24m, keZ
cosx= -2 (falso)
Asi:

8=1{x,x)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Hemos visto que la funcidn:
SRR/ f(x)=sen x noes biyectiva, por lo tanto no existe su funcion inversa.

Si restringimos el dominio y la imagen hasta obtener una funcién biyectiva, tendremos:

h [‘:'g]*[—l,lwtﬂﬁm

Su grafico es:

=T «

e

I =2 X

o
La funcidn A es biyectiva. por lo tanto admite inversa (h" ) cuyo nombre es Arco seno.

PAESAN| —{- %,%]H:“(x]:arc sen x

- U RIS T TR
/2
.t
i &
« 9N
Afsans - -2 <
i Ll
P [ 0k '
1 1 + i i 1
: 08 1 mE X
: =M 3
-
b s fzsuns
‘ol
~xi2
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En el mismo sistema de coordenadas se grafico hyh™'
Arco coseno
Sea: g :[0.n]—[-LI]/g(x)=cosx
que es bivectiva.
Su inversa es: g [-11] =>[0,x]/g " (x)=arccosx
y
yvex©
|
-1 " 1 3xo
- _] .
g(x)=cosx
-2
Arco tangente
I [-E,EJ =R/ f(x)=tgx
2°2
i :R—)(—ﬂ.j‘E ! f(x)=arc tg x
2:2) "
Ejercicio:
Encuentre el valor exacto, en ¢l sistema sexagesimal, (sin usar calculadora)
[20: | ™ [ oy
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a. arc sen (_"23)= sen'l(—“?) (el exponente (-1) es una asociacion que su maquina hace con f "2y

b. arc sen(——J})
. ¢ cos”'(Y)
d. arc sen(f%)
e. 1g7'(0)

Ejercicio:

Utilice su calculadora, en radianes, para hallar:
a) sen”'(-0.21823)
b) cos™ (0.30582)
¢) 127(0.20660)

PENDIENTE DE UNA RECTA

“Dos puntos determinan una recta a la que pertenecen” Euclides.

Sean P, (x,, ), P (x,, y,) dos puntos cualesquiera del plano tal quex, # x, y sea P(x,y)un punto
genérico del plano.
A la igualdad de razones
Fi= W Y=
X5, =< Cx= X,

(N

{La llamamos ecuacion de la recta determinada por dos puntos. Se deja a cargo del lector que
encuentre una justificacion geométrica a (1).
Al primer miembro de (1) se lo denomina pendiente, generalmente:
m=tgo = s ) (2)
X2 =%
Si sustituimos (2) en (1)

o bien:
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obtenemos la ecuacion de la recta determinada por la pendiente m y que pasa por el
punto (x,, ¥,).

Al angulo o se lo denomina inclinacion de larectay0<a <n.

APLICACIONES DE TRIGONOMETRIA

Finalizamos esta unidad considerando algunas aplicaciones de las funciones trigonométricas para
triangulos no rectangulos (oblicuangulos).

AREA DE UN TRIANGULO

Sea el tridngulo ABC, queremos determinar su area, si conocemos dos lados y el dngulo
comprendido por ellos.

i -
-

o

El 4rea del tridngulo ABC es A= %b h

Sia es un angulo agudo, entonces b = ¢ senw
Si o es unangulo obtuso, entonces A= ¢ sen(n—a )

Como sen(n—a ) =sena, resulta h=c sena.

Luego A= %b ¢ sena

Ejemplo:
Determine el area de un-triangulo cuyos lados miden 12 cm y 8 ¢m y forman un angulo de %n :

A= lI2.85:::|{E n)
2 4

A=24\2 em?
TEOREMA DEL SENO

Sea un triangulo ABC, cuyos angulos internos son a , By vy, y los lados opuestos
correspondientes sona, by c.

Probaremos que cumplen las siguientes relaciones:
a-. & e
senct  senf3  seny
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C

En el tridngulo ABC. trazamos la altura » desde el vértice B. Los triangulos BHC y CHA son
rectangulos.

Luego:
h
seno = —
: = a.seny = c.sena,
seny = —
a
de donde:
a ¢
senct  seny

Si trazdramos la altura desde el vértice C obtendriamos:

a b
sena.  senf
Por lo tanto resulta:
a b P

sena  senfl  seny

Ejercicio:
En el tridngulo ABC determine los angulos 8 Yy yellado ¢, si se sabe que:
a=45, a=7J2 cm Yy b=7cm
Rta.: B=30° y=105° ¢=13,5¢cm

TEOREMA DEL COSENO
Sea un tridngulo ABC, cuyos angulos internos son: o «Byy. los lados opuestos
correspondientes sona , by c.
Probaremos que se cumplen las siguientes relaciones:
a’=b*+¢* ~2becosa
b =a’+¢? —2accosp

¢* =a* +h* ~2abcosy

IR i X
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En el tridgngulo ABC. trazamos la altura /# desde el vértice B.

AH = ccosa
HC =b—AH = b—ccosa

Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo BHC, resulta:

a*=h+HC
@ =l +(b-c cosa )
@ = +b*-2hec cosa+c’cos’a (1)

Aplicando teorema de Pitagoras en el triangulo AHB, resulta:
E=h +A_H2
E=h+ctcos*a (2
Restando miembro a miembro las igualdades (1) y (2) se obtiene:
a®—c*=b*-2bc cosa

Por lo tanto:

a* =b*+c¢* —2becosa

Se han considerado los éngulosa y yagudos. Se puede repetir el razonamiento para los
siguientes casos:

e q<90°, 3>90°
o o <90° , B=90°
e o =90°
s g > 90°

Y se obtiene, en todos ellos, la misma formula.
Analogamente se pueden demostrar las siguientes relaciones:

Ib2 =a’+¢? —2accosBJ

I(‘Z =a’ +b’ —2abcosyl

Ejercicio:

Los lados de un paralelogramo miden 6 cm y 8 cm y forman un dngulo de 32°. Determine cuanto .
miden sus diagonales.
Rta:431 cm y 1347 cm

EE % BRI 54
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Trigonometria

1) Complete la siguiente tabla:

: Menor valcﬂ
= Dor
sent | cost | sen(t+m) | cos(t+m) | sen(n t) | sen(2m—r) positivo de ¢
NET
2 2
22
2 2
1 _¥
2 2
-1
V3 !
2 2
L L[ ] .
2) Calcule sin utilizar calculadora:
2 o
2.1)se Zarccos—z- 2.3) tg (arcig 3) 2.5) aresen (arccos 1)

2.2) co{ arc.ren( - %D 2.4) sec (arctg (-1))

3) Para cada una de las igualdades propuestas determine el conjunto de existencia y establezca
si es una identidad.

senx  l+4cosx 33 l—cos(2a)+sen{2u)k

3.0 = : =Iga
I-cosx senx 1+ cos(2a )+ sen( 20 )
3.2)005(E+x)+seﬁ(x—i):0 34) M=Iga
4 4 I +ig(o+B)egp
3.5)ug(arcsenx) = x
Vi-x?
4) Determine el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones en [0,27;)
4.1)2cosx++/3=0 S={5‘RE}
6 6
424’ x=1=0 o= .E,}E,_SE’E}
: 4 4 4 4

MR 54 ] ™ - Ed
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‘n 2m 3n 4n

4.3)(2 D2 —2)=0 g = s

)(cosx+)(venx I) {43 4 3}

4.4) senx+cosx =1 S= {0%}

4.5)1 —cosx =+/3 senx S={0,2—;}

4.6)cos(2x)—cosx =0 by ={01;-4—:}

4.7)(g(£+x]+rg(£—x]:2 § ={0,n}
4 4

4.8) sen(2x) + cos(2x) + sen’x = cos’ x §= {0,%, u,%}

4.9)sen£+cos£=I © §={on}

2 5.

3n 5t Tn

: s' x—sen'x= oy e

4. 10)cos” x—sen x=0 {4 e 4}

5)  5.1) Encuentre la ecuacion de la recta con dngulo de inclinacién 120° que pasa por el punto
(112)‘
Rta: p—2=—3(x-1)

5.2) Determine el dngulo de inclinacién de la recta 5x + 2y =06
Rta.: 111°48'

Problemas:

1) En el tridngulo MNP (rectangulo en N) el lado MP es cinco veces mayor que el MN.

Calcule el dngulo A1 .
Ria.: 78°27'46"

2) El hilo de un barrilete se encuentra tenso y forma un dngulo de 54°20'con la horizontal.
Encuentre la altura del barrilete con respecto al suelo si el hilo mide 85 m y el operador
sostiene al mismo a 1,5 m del suelo.

Rta.: 70,6 m

3) Un ingeniero desea construir una rampa de 50 m de largo que se levanta 5 m del suelo.
Calcule el 4ngulo que debe formar la rampa con la horizontal.
Rta.:5°44'21"

4) Un paralelepipedo recto-rectangulo tiene 8cm x 6cm x 4em. Caleule el dngulo formado por
la diagonal de la base y la diagonal de la caja (ambas diagonales parten del mismo vértice).

Ria.:= 21°48'

" [ T [T
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5) La intensidad / de la corriente (en amperes) en un alambre de un circuito de corriente
alternada satisface: I = 30sen (100nr)donde f es el tiempo medido en segundos.

5.1) ;Cual es el periodo? Rta.: % seg
5.2) ;Cuantos ciclos (periodos) hay en un segundo? Rta.: 50
5.3) ;Cudl es la méxima intensidad en la corriente? . Rta.: 30 amperes

6) Un objeto viaja por una via circular, centrada en el origen, con una velocidad angular
constante. La coordenada y del objeto en funcion del tiempo (f en segundos) estd dada por:

T
=2 _—
y cos(m 12]

i En que tiempo / el objeto cruza el eje x? ;Existe un solo 1?
seng A e X g

Rta.:r=l+k, keZ;
12

7) Un generador eléctrico produce una corriente alterna de 50 Hz (Hertz) dada por:

(1) = 7
!(!)—30.!‘8"[1001![! 36)]

donde i(r) es la corriente medida en amperes, en  segundos. Halle el valor positivo mas
pequefio de ¢ para que la corriente sea de 15 amperes.
Rta.:=0.196 seg

8) Desde dos departamentos ubicados en el séptimo y cuarto piso (distanies 9m), se observa
que los éngulos de depresion de un objeto situado en la acera son de 60° y 45°
respectivamente. Calcule la distancia entre la base del edificio y ¢l objeto, y la medida de la
altura hasta el punto de observacion en el séptimo piso.

Ria.: d =%(J§+ 1); h=%(3+ﬁ)

9) La sombra de una persona de 1,80 m de alto, producida por un foco de alumbrado es
inicialmente de 3,60 m. Después, la persona se para justo en el lugar donde terminaba su
sombra, comprobando que ésta mide ahora 4m. ;A qué altura esta el foco y a que distancia
s¢ encontraba inicialmente la persona del pie del foco?

Rta.: altura: 18 m, distancia: 32,4 m

10) Desde la azotea de un edificio y desde una ventana situada 9 m debajo, se observa que los
angulos de depresioén de un objeto situado en el piso son 45° y 30° respectivamente. Calcule
la distancia entre la base del edificio y el objeto, y la altura del edificio.

Rta.:d = h:%(3+\f§)

11) Una torre de 40 m de altura esta situada en la orilla de un lago. Desde la punta de la torre el
gngulo de depresion de un objeto en la orilla opuesta del lago es de 30°. ;Cual es el ancho
del lago?

Rta.: 69,28 m

FRBA W  2m |
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12) El angulo de elevacion de una rampa de 9,5 m que lleva a un puente sobre una avenida es de
21°. Determine la altura que puede tener un camién para pasar por debajo del puente.

Rta.: 3,4m

95 m

2]!1

13) Un puente sobre un rio tiene 200 m de largo. Las dos secciones del puente rotan hacia arriba
formando un dngulo de 30° para dar paso a los barcos. Un motociclista quiere saltar de una
seccion a otra, €l sabe que puede dar saltos hasta de 20 m, ;puede el motociclista saltar de un
lado a otro, sin peligro?

Rta.: No, la separacion entre las dos secciones es de 26,79m

14) Un topdgrafo determina que desde el punto A en el suelo el angulo de elevacién hasta la
cima de una montafia mide 25°. Cuando €| se encuentra en un punto a 200 m mas cerca de la
base de la montafia, el dngulo de elevacion es de 42°. ;Cudl es la altura de la montafia?
(Suponga que la base de la montafia y los dos puntos de observacidn estdn sobre la misma
recta). -

Ria.: 193.,44m

" ~ KERNFR5A]
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15) Una escalera se apoya en una pared vertical, formando un angulo & con la horizontal y su
punto mds alto esta a4+/3 m de altura respecto al suelo. Cuando el dngulo disminuye 15° el

punto mas alto de la escalera queda a2y/2 metros de altura. ;Cual es la longitud de la
escalera? ’
Rta.: aprox. 16,5m

16) Determine el 4rea de un tridngulo equilatero con lado de longitud 10 cm.
Rta.: 2573 em’

I7) Un tridngulo tiene un area de 16 cm’. Si dos de sus lados miden Scm y 7em,
respectivamente. Determine el 4ngulo que forman estos dos lados.
Rta.: 66°6' o 113°53'

18) Determine el 4rea de un tridngulo cuya base mide 16 m y los dngulos adyacentes a la misma
son de 65° y 329, respectivamente. )
Ria.: 62 cm”

19) Dos observadores colocados a 110 m de separacion en A y en B, en la orilla de un rio estin
mirando una torre situada en la orilla opuesta en el punto C. Midieron los dngulos CAB y
CBA fueron de 43° y 57°, respectivamente. ;A qué distancia esta el primer observador de la
torre?

Rta.: 93,7m

20) Un poste telegrafico esta inclinado con un dngulo de 15% de la vertical del sol. El poste
produce una sombra de 10 metros de largo cuando el dngule de clevacion del sol es de 24°.
Encuentre |a longitud del poste.

Rta.: 4,1m

24°

10 m

FRBA ! m
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21) Los puntos A y B son los extremos de un tinel que pasara debajo de una montafia. Desde un
punto C, lejos de la montafa, un topdgrafo puede ver esos puntos y determinar que AC mide
480 m, CB mide 320 m y el dngulo C mide 72°. ;Cudl es la longitud del tinel?

Rta.: 487.72m

480'm 320m

22) Los lados de un triangulo miden 5 ecm, 8 em y 12 ecm. Determine los angulos del triangulo.
Rta.: 18°, 29° y 133°

23) Un trozo de alambre de 60 cm de largo es doblado en forma de tridngulo. Si dos de sus lados

tienen 24 cm y 20 cm de longitud, determine el mayor dngulo del tridngulo. _
Rta.: 82°50'

Ejercicios integradores:
|) Demuestre que si x=acosa y y=bsena, entonces b’x" +a’y’ =a’b’.
2) Demuestre que para cualquier x R se cumplen las siguientes desigualdades:
2.1) 4+4senx—cos’ x>0
22) sen‘x+4cosx—4<0
3) Halle el valor de k para que la recta de ecuacién 4x + ky = 5 tenga un dngulo de inclinacién

de 1—“ . Grafique para el valor de & hallado.
Ria.: k=4

4) 4.1) Si considera
1+ 2k
6k—1

y seop=——

cos
B 4k -5

{Cudl es el myg valor de k para que se verifiquen las igualdades anteriores sabiendo que [}

pertenece al primer cuadrante?
Ria.: k= 3
2
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4.2) Encuentre los valores de vy € R tal que: 0 < y < 2m, que verifiquen:

m
COS(E —"}']
—= 2 - .f3cosy

—tg(n—y)

Rta.: {E,z 1:}
6 6

4.3) Calcule los valores de 3 tales que0 <3 < 2n. que vériﬁquen:

3tg(B-—m) = Jgsecﬁsev{ﬁ+%)

5) Sean las funciones:
R >R/ f(x)=—x"+3x" =3x+1

g:[0.2m) > R/ g(x) = cos x—/3sen x

Determine: fxeR/f(x)=0}ui{xeR/g(x)= 0}
Rta.: {I,E,z n}
6 6
; 1 A ; " - .
6) Si x:E e y=—5 son respectivamente las ecuaciones de la asintota vertical vy de la
. i y mx+5
asintota horizontal al grafico representativode /' : D, — [,/ f(x)= &
nx-—
Calcule (f"ogkﬂ) si g:R > R/g(x)=senx
Rl;zl.:E
3
7) Determine el conjunto solucién de la ecuacién:
- =2, vxelo2r)
Rta.: E,En
33
8) Dadas las siguientes funciones:
f:R—> Rr’f{x)=3se;{2x+§)
g:R->R"/g(x)=3"
J-x
h:D, — I, h(x)=
" o/ H) 24x
t:R3R/t(x)=x"-x
Determine:
8.1) las raices reales de la ecuacion g(x)+i—4 =0 Rta:x=1, x=0

g(x)

[y %
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8.2) la amplitud y el periodo de / Rta:3yn

8.3)h7'(0) Rta.: 3
s 3 27

8.4) (fof M(—=) (dar el valor exacto) Rta..— y 3+—

1
9) Si se sabe que u+B<§,u>0,B>O, iga=+2 y senB=§,calculeelva!0r exacto de:

sen(2a. +p).
Ria.: Z
)

10) Sean las funciones
[:D; >R/ f(x)=9"" +27

g: [0,2n)—> R/ g(x)=sen(2x)—cosx

Determine:
freR/ f(x)=123" }u{re[0.2n)/ g(x) = 0}

CNE
L]
oy
|
e —

Rta.:{4.|6. =

[ 214 | ™ REN FreA]



FISICA

FORMULAS DE LA TRIGONOMETRIA

sen‘a+cos’a =1
tgo =% cosq# 0

cosa

cotgoe === gena =0

Sem

COSecH = senal # 0

-
Identidades para sumas y diferencias

sen(axB)=senccosPtsenPcosa
cos(o£PB)=cosacosPF senc senf3
_tgatigp

o=y 1Ftgatgp’

g autg Bl |

Identidades para el angulo doble

sen 20 = 2seno coso
cos 20, = | —2sen’a

cos2a = 2cos o—1

2tg o
-tg’e

tg2a=l ltga| #1

Identidades para productos, sumas y diferencias de seno y coseno
sen oL.cosP = %[seu (cu+B) +sen (a—B)]
cosa.sen B = -%[scn (a+P)—sen (@ —PB)]
cos oL.cos = lz[cos (cx + B) +cos (. —B)]

sen onsen B = % [cos (e - B) - cos (@ + B)]

sen o +sen{3=233nu+6cosa_B
2 2
sena—scn[}=2€()sa+ﬁscn9'_—ﬁ
2 2
cosa+cosP= 2cos.()L*"'ﬁcasm—_I3
2 2
cosa—cosB:—Zsenu;BsenaTﬁ
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Formulas de reduccién

sen(-a ) =-sena
cos(-a)=cosa

tg(-a)=-ga

sen(%-ru):cosa

cos (3‘5+a)= —seno

tg (1;~+u}=—cotga
Teoremas del seno y del coseno

A
Sea ABC

scn(*;-—a)=cosu
cos(%—u)=sena

g %—-a):colg o

sen(n-o)=sena
cos(m-a)=-cosa

ig(n-a)=-tgo

Teorema del seno:

Teorema del coseno:
a’ =b" +¢* —=2bccosa
b* =a’ +¢* —2accosf

¢t =a’ +b* —2abcosy
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Desplazamiento

Velocidad y aceleracion

Cinematica de algunos movimientos
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MAGNITUDES ESCALARES Y VECTORIALES

La ingenieria es el arte de aplicar los conocimientos cientificos 2 la técnica industrial en todas
sus manifestaciones y posibilidades. Una de las ciencias que mas le ha aportado, es la fisica. Esta
ciencia es una rama del saber dedicada al estudio de algunos de los procesos ocurridos en la
naturaleza.

Su objeto es enunciar las leyes generales que los gobiernan y peérmitan relacionarlos, con el fin
de predecir resultados de experiencias futuras.

La fisica, como toda ciencia natural, adopta como método de estudio al método cientifico. el
mismo conduce a un proceso de experimentacion y formulacién de hipétesis, que mediante su
comprobacién experimental, permite enunciar leyes generales, o ante su no comprobacion
reformular hipétesis y enunciar total o parcialmente nuevas leyes. Este proceso es continuo y se
desarrolla al compas del crecimiento de los conocimientos y de los adelantos tecnoldgicos.

Un ejemplo son las leyes de la mecdnica cldsica, las cuales fueron acotadas en su aplicacion,
cuando los adelantos técnicos en los instrumentos de medicién permitieron el disefio de nuevos
experimentos que arrojaban resultados diferentes si las velocidades consideradas eran cercanas a
la de la luz. Las nuevas conclusiones dieron origen a las leyes de la mecanica relativista,
limitando la utilizacion de las anteriores a menores velocidades.

Las ciencias naturales més avanzadas son aquellas en las cuales las observaciones cualitativas de
los hechos pueden ser cuantificadas, expresandose en valores numéricos.

En el dmbito de la fisica, luego de observar un fenémeno, se trata de hallar propiedades que
influyan en el mismo, susceptibles de ser cuantificadas y relacionables entre si, induciendo leyes
las cuales se tratan como expresiones mateméticas, llamadas formulas.

Estas propiedades se presentan por simbolos y en las formulas pueden tomas distintos valores,
por lo cual se las conoce como variables matematicas y expresan en este lenguaje las leyes que
describen el fendmeno analizado.

La belleza y el tiempo transcurrido son dos propiedades, pero solamente el tiempo transcurrido
es una propiedad fisica susceptible de ser medida, mientras que la belleza es una propiedad
cualitativa opinable segin el observador. Otros ejemplos de propiedades fisicas son: la longitud
de una barra, el volumen de un recipiente, la masa de un cuerpo, efc.

La propiedad cuantificada constituye una magnitud lograda mediante la utilizacion de un proceso
denominado de medicion. Este proceso implica la interaccion entre el sistema objeto de estudio.
el sistema de comparacion definido comunidad, el instrumento de medicién y el observador.

La medicion impone un nimero real llamado cantidad Y un simbolo que define la unidad
permitiendo interpretar a la magnitud, niimero de veces que la unidad esta contenida en la
cantidad.

Existen diferentes sistemas de unidades, pero a partir del afio 1960, el Comité Internacional de
Pesas y Medidas, adopté un Sistema Internacional de Unidades cuyas siglas son 81, el cual fue
incorporado por la mayoria de los paises a sus textos legales y reglamentaciones.

En el afio 1972, nuestro pais instituy el Sistema Métrico Legal Argentino (SIMELA) y adopté
el SI. Este sistema adopta actualmente siete unidades basicas para magnitudes consideradas
independientes.

Las unidades bésicas del sistema internacional son las que aparecen en la tabla siguiente:

L T, % B s |
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Unidades basicas del sistema internacional (81)
: Unidad
Magnitnd Nombre | Simbolo
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo 5
Intensidad eléctrica ampere
Intensidad luminosa candela cd
Temperatura kelvin K
Cantidad de sustancia mol mol

A partir de las unidades basicas y las leyes fisicas, se definen en forma coherente las unidades
derivadas para las magnitudes restantes, algunas tienen nombre propio, por ejemplo el newton
(N) es la unidad derivada de fuerza.

Ciertas magnitudes quedan completamente definidas por un nimero real y un simbolo que
representa el nombre de la unidad utilizada en su medida, asi: 10 kg, 12 m’, 7 s, son ejemplos de
magnitudes escalares.

Existen otras magnitudes |lamadas vectoriales que no quedan determinadas por completo por un
namero real v una unidad de medida. para caracterizarla es necesario definir ademéds una
direccion y un sentido.

VECTORES
DIRECCION, SENTIDO Y MODULO

Se ha mencionado la existencia de propiedades fisicas cuya cuantificacién exige definir
direccion, sentido, modulo (intensidad) y algunas veces su punio de aplicacion. Estas
magnitudes las llamamos vectoriales y se pueden poner en correspondencia biunivoca con un
conjunto de segmentos orientados. Entre ellas podemos mencionar las magnitudes
correspondientes a fuerza, velocidad, aceleracion, etc.

Cada uno de estos segmentos orientados recibe el nombre de vector, los vectores se representan
geoméfricamente como segmentos rectilineos dirigidos en los espacios: unidimensional (R),
bidimensional (R?) y tridimensional (R™).

El punto A en la figura | se llama origen del vector y el punio B, extremo del vector. La recta
que incluye al vector determina su direccion. El sentido del vector, dado por la orientacién del
mismo del origen al extremo, se representa por una flecha colocada en su extremo. La longitud
del segmento, medida en la unidad elegida para su representacion, es el niimero real que recibe ¢l
nombre de modulo del vector.

B A: origen, punto inicial
B: extremo, punto terminal
A 5/ Direccion: la de la recta
Sentido: el de la flecha

3 ’ Médulo: longitud.

Figura |

¥ v1y [T



Cuando una magnitud es vectorial, se la puede representar por un vector como el indicado en la
figura 2, siendo su intensidad proporcional a la longitud del segmento orientado, medida en una
escala adecuada.

Ejemplo;
La fuerza aplicada a un cuerpo es de 40 N, su direccion es horizontal, su sentido de izquierda a
derecha y su punto de aplicacion el origen del vector.

N

Esc:10—
em

Figura 2
La notacién de vectores que adoptaremos en este texto es la siguiente:

a, A—B F (letras mayusculas en negrita)

y para su intensidad o médulo: |a| , [48] , | F |

VECTORES GEOMETRICOS O LIBRES

Dado un vectora, consideramos el conjunto de todos los vectores que tienen igual direccion,

sentido y médulo quea. A dicho conjunto lo denominamos vector geométrico o libre.

En la figura 3 hemos graficado algunos vectores, es imposible graficarlos a todos, teniendo en
cuenta esta imposibilidad graficaremos un solo vector, que se considera como representante del
vector geométrico definido por el conjunto de todos los que tienen igual direccion, sentido y
modulo (vectores equipolentes).

La eleccion del representante es arbitraria.

. i

ﬁgafra}
VECTORES DESLIZANTES O AXIALES

Son segmentos de recta dirigidos, tales que son iguales si y s6lo si tienen la misma direccion, el
mismo sentido, el mismo médulo y su origen y extremo perienecen a la misma recta.

Fy

Fi=F
F

Figura 4
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Por ejemplo, una fuerza que actiia sobre un cuerpo rigido solo puede transmitirse a lo largo de
recta de accion si se quiere producir el mismo efecto.

VECTORES FIJOS
J
Son segmentos dirigidos, tales que son iguales si y s6lo si tienen la misma direccion, el misme
sentido, el mismo modulo y ademds deben tener el mismo punto inicial.

Por ejemplo. si una fuerza actiia sobre un cuerpo eldstico, el punto inicial (origen) del vectas
fuerza no puede modificarse. pues si se cambia su efecto sera diferente.

Ejercicio:
Indique cuales de los vectores del grafico son iguales:

a) Como vector geométrico
b) Como vector fijo
¢) Como vector deslizante

Definicion:
Un vector de médulo 1 recibe el nombre de versor o vector unitario

Notacion: §

Definicion:
Un vector de modulo 0 se denomina vector nulo.
Notacion: 0

Su origen coincide con su extremo y se conviene que no tiene direccion.

OPERACIONES ENTRE VECTORES
ADICION

La adicion de vectores se obtiene graficamente aplicando la regla del paralelogramo.

Definicion:
Sean u y v , dos vectores cualesquiera. La suma de u+v , es el vector cuya determinacion
grafica se realiza llevando a partir de un origen arbitrario, los vectores geométricos w y v , el

vector representativo de u +v queda determinado por la diagonal del paralelogramo construido
con los vectores dados.

23 ™ )



Figura 5

MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Definicion:
Sea u ., un vector no nulo y ¢ un nimero real (escalar). El vector c.u , es el que tiene por mbdulo|c|

veces el madulo de u , la misma direccion e igual sentido, si > 0 y sentido opuesto si ¢ <0.

— -

cu sie>0 cu sie<0

2 i

Figura 6

Observaciones:

¢c.u=0 sic=0 o u=0
El vector (-1).u tiene el mismo médulo y la misma direccion que u, pero sentido contrario,
(-1).u = -u se define como vector opuesto deu

Ejercicio:

Dado el vector v, determine graficamente: 3.v , -2.v |

AN

v

L | =

SUSTRACCION

Definicion:
Sean u y v , dos vectores cualesquiera. La sustraccion de u-v , es el vector que se obtiene

sumando a u el opuesto dev

u-v=mu-t+ti-v

Figura 7

(v ¥ E3
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Ejercicio:
Dados los vectores a, b y ¢, halle geométricamentie

- -

a) a+c

by bz /
¢) 2a+b-3¢
E\ 5/

COORDENADAS CARTESIANAS DE UN VECTOR

ESPACIO UNIDIMENSIONAL: R

Dada una recta r le asociamos:

* un punto fijo: O, llamado origen.
* un versor: i , aplicado en el origen.
= un sentido positivo: el del versor 7 .

Diremaos que la recta r y los tres elementos que hemos asociado definen un eje 0 una recta
numérica o sistema coordenado, que simbolizamos (0, 7 ).

o i +
&

r >

Figura §
Dado un punto Per el vector msiciénﬁ(ﬁgura 9) lo indicamos con su inicio en O y su

extremo en P, puede expresarse como:
OP=x,i, x,eR (abscisadeP)

Al nimero real x, se lo denomina componente del vector posicion OF .

v

k 4

*p

Figura 9

* ; WER rrea)
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El vcctor@ (figura 10) puede expresarse como la diferencia entre los vectores posicién

00 y OM resulta el vectorﬁQ_=(xq-xm) i

ESPACIO BIDIMENSIONAL: R*

........................

Figura 10

Si en el plano, trazamos dos rectas perpendiculares que se cortan en el punto Oy en dicho punto
aplicamos los versores 7 y jen las direcciones de las rectas (figura 11), la terna (O, 7,/)
define un sistema de coordenadas en el plano, el plano recibe el nombre de plano coordenado.

¥ (eje de ordenadas)
i

x (eje de abscisas)

sii ¥

Figura Il

Dado un punto P del plano, de coordenadas (xpp). €l vector posicion OP (F igura 12) lo
indicamos con su inicio en O y su extremo en P, puede expresarse como:

OP = x,,f =+ yrf = (x,,y, ) donde x,.y, son sus componentes

¥p

¥

P

Figura 12
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Para calcular el modulo del vector aplicamos el teorema de Pitagoras (Figura 12). resulta:

@"1 =X 3}
A veces es necesario expresar un vector en términos de los vectores posiciones, dados
OP=x,i+y,] ¥y OQ=xi+y,],queremos encontrar las componentes de ’Q (Figura 13).

i Xp P
J Yp !
0 | . x
d
Xg i
o
Figura 13
De la figura se desprende que:
orP+ PO=00
Por lo tanto: P_Q:O_Q-—Ef’
Reemplazando resulta: P_'Q = (Jr,‘,tT w qu,?)—(.t:“,lT i y,,})

PO=(x,~x,)i +(¥, = ¥,)]

O como par ordenado: P_Q. ={ e = Ty J’p)

Observaciones:

= Las componentes de un vector del plano se calculan hallando la diferencia de las componentes
homonimas.

* El modulo de PO es: lﬁj: \/Gq -x,)’ +(y, ")’,,)1

Ejercicio:
Dados los puntos P (2.-5) y Q (4.-3), determine el vector PQ, halle su médulo y grafique.

Rta.: PO=(22), |PQ|=22
OPERACIONES EN R’
Adicion
Si a=(a,,a,)=a,i+a,j y b=(b,,b,)=bi+b,],
entonces a+b = (a, + b a, +b,)=(aq +b,) i +(a, +b,)j

m * FREA




Multiplicacién por un escalar

Si keR y a=(a.a)=ai+ay],

entonces k.a = (ka,.ka,)=kai +ka,j

Ejercicio:
Siendo x = (2.4), y=(2.1), z=(-12) calcule y represente en el plano:

a) x+z
b) x—z
]_._

¢) —x

2
dy —xwe=0y
2
NOTA: El estudio de los vectores en el espacio tridimencional (R?), serd abordado con

profundidad en la asignatura Algebra y Geometria Analitica, correspondiente al primer afio de su
carrera.

VERSOR ASOCIADO A UN VECTOR

Dado un vector v llamamos versor asociado a v,y lo indicamos ¥, a aquel que tiene la misma

direccién y sentido que v. ( |ﬁ| =1)

Ejercicio:

Halle el versor asociado a cada uno de los siguientes vectores:

a) (0-3) Ria.: (0,-1)
b) (V20) Rta.: (1,0)
o) 3 —4] Rea.: %T -%ji

Pt i L
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d) 2i+] Rta.:

~.

+
i

s 4

€) PQ siendo P(—1]) y O(-22). Ria.: -

5 i [

PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

Definicion: Dados dos vectores u v v no nulos, el producto escalar o producto interno de
ambos es el nimero real dado por:

i <[l cose

donde o es el dngulo formado por uyv,0Spsn

Si u . v> 0, entonces 05q)<g
. = n
Si u . v=0, entonces q)=5

. 3 n
Si u . v<0. entonces E::qJS'rr

Propiedades:

1) uv=vu (conmutativa)

2) ;(; + -Tv) =uv+uw (distributiva con respecto a la adicion de vectores)
) cwy)=(cu)v=ul(ev); ceR

4) uu>0 Yu#0

5) wu=0siysélosin=0

6) M < |EH§| (desigualdad de Schwartz)

Ejercicio:

Calcule los siguientes productos escalares:

0 ii b 7j 9 & )

Algunas soluciones son:

ayii=1.lcos0=1
b) i.j=1.1.cos 90° =0

Las restantes quedan a cargo del lector.

Determinaremos la expresion del producto escalar conociendo las componentes de los vectores:

Sean los vectores u=w i +u,] y vw=wi+v,j

* ' EERN ]
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" Aplicando las propiedades del producto escalar y utilizando los resultados del ejercicio anterior
se demuestra que:

UYV=U .V, UV,

Es decir, el producto escalar entre dos vectores es igual a la suma de los productos de sus
componentes homélogas.

Ejercicios:

1) Halle el producto escalar entre los siguientes vectores:
a)a=(3~1) b=(-2.5)
by r=31 s=4i—]
o) v=(46) w=(64)
d)e=2-j d=i+]

—

Rtas.:a)-11,b) 12,¢)0,d) |

2) Aplicando la definicién de producto escalar: v = ];’H cos(, halle el angulo que forman los

vectores del ejercicio anterior.
Rtas.: a) 130°14' , b) 14°2' | ¢) 90° . d) 71°33'

Definicion:
Dos vectores no nulos @ y & son ortogonales si y sélo si su producto escalar es cero.
alberab=0 (a#=0nb=0)

Ejemplos:

a) a=(-14) y b= (12,3) son ortogonales porque ah=0
b) a= (-123) y b= (3,-12) son ortogonales porque;z.Er =0

Ejercicios:
1) Determine el niimero real t de modo que (-3,5) sea ortogonal a (#-1,6).
ST Rta; =11
2) Determine el nimero real r de modo que (¢-1.4) sea ortogonal a (-4, 1),
Rta..r=2

PROYECCION DE UN VECTOR SOBRE OTRO

Sean 1 y v dos vectores no nulos de R, entonces la proyeccion de w sobre v es un vector que

simbolizamos proy;:r z
De acuerdo con la definicién de producto escalar,

uv= \HHV\.CGSH.,

T %
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de donde: Tv = ’_1;’ coso (1)

(RS
proy,u
Figura 16
De acuerdo con la figura 16 resulta:
proy;’; = |_1;| cOsS (2)
: - uv
De (1) y (2) se obtiene: proy-u = ITV| 3)

Dondel proy- ;’ representa la fongitud de la proyeccion.

Vv

i

El versor asociado al vector v es v =

Para obtener el vector proyeccion multiplicamos la expresion (3) por el versor asociado en la

direccién de v y resulta:

Ejemplo:

Sean a= (32) y b= (1.-1). Entonees:

proy-a= 320D {L__L)z(i 1

V2

Ejercicio:

Dados los vectores a=4i =3 y b=—i — j . determine el vector proyeccién de a sobre b vy

de b sobre a. respectivamente.

Rta.: %r +l} Yy ——i+—

o 3 -
25 25°
[N [



APLICACIONES MATEMATICAS A LA ESTATICA

La fisica es una ciencia natural que abarca distintos campos. Nosotros nos vamos a introducir en

. ¢l campo de la mecanica, el cual se dedica al estudio de las interacciones que se ejercen entre
cuerpos distintos y sus consecuencias; movimiento y deformacion. Especificamente nuestras
aplicaciones se han de ocupar, de las interacciones que ejercen sobre un cuerpo rigido o
indeformable y de su movimiento, Estos temas pertenecen a dos ramas importantes de la
mecanica: estatica y cinematica, respectivamente.

En primer término nos habremos de dedicar al capitulo de la estitica, lo que nos conduce a
conocer ciertas premisas basicas que se exponen a continuacion.

NOCIONES ELEMENTALES DE ESTATICA

CONCEPTO DE FUERZA

Fuerza: es la accion que un cuerpo ejerce sobre otro, cuya consecuencia es modificar su forma y/o
estado cinematico. Es evidente que su efecto depende de su intensidad, direccion, sentido y
punto de aplicacion, por lo que sera considerada una magnitud vectorial. Su representacion sera
un vector aplicado.

La unidad del sistema S.1. en que se mide la intensidad de una fuerza es el Newton (N).

| F| = mddulo del vector = intensidad
A = punto de aplicacion

recta de accion = direccion

flecha = sentido

Si un cuerpo interactiia con varios cuerpos., sobre €l actuard un conjunto de acciones que
llamaremos sistema de fuerzas. En el caso particular que dicho sistema esté constituido por dos
fuerzas de la misma intensidad, la misma recta de accién y sentidos opuestos. diremos que estd
en equilibrio y lo [lamaremos sistema nulo.

En nuestro caso los cuerpos considerados serdn rigidos y la experiencia indica que el efecto de

un sistema de fuerzas sobre un cuerpo rigido, no se modifica, si se agrega o se quita un sistema
nulo. La consideracién anterior permite demostrar el teorema de la transmisibilidad, cuyo

enunciado nos dice que una fuerza que se ejerce sobre un cuerpo rigido, se puede considerar
aplicada sobre cualquier punto de su recta de accidn. sin alterar los efectos sobre dicho cuerpo.

En efecto, si sobre el cuerpo rigido de la figura 1 actua un sistema de fuerzas, al agregar el
sistema nulo F,—F, en el punto B, como muestra la figura 2, no se modifica su efecto y ambos

son sistemas equivalentes. Observando la misma ﬁgura.f?[ , aplicada en A y-ﬁaplicada en B,
constituyen otro sistema nulo y por lo tanto, si lo quitamos no modificamos ningin efecto y
obtenemos un sistema equivalente en la figura 3, donde la fuerza F| resulta aplicada en el punto

B. Dado que dicho punto B fue elegido arbitrariamente, concluimos que en un cuerpo ngldo una
fuerza puede considerarse aplicada en cualquier punto de su recta de accion.

(U ¥
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Fig. | tig. 2 Fig. 3

La consecuencia inmediata en estos casos, resulta ser que la fuerza puede ser representada por un
vector deslizante.

CONCEPTO DE PUNTO MATERIAL

Se denomina de esta manera a un cuerpo cuya maxima dimension geométrica es despreciable
frente a la minima dimension geométrica del espacio en el cual se encuentra (pensemos en un
orden de cien veces menor). Sobre la base de esta consideracion su posicion se identifica con un
punto geométrico, en el cual se concentra la masa del cuerpo.

SISTEMAS DE FUERZAS

Al conjunto de dos o mas fuerzas que actiian sobre un cuerpo lo habiamos llamado sistena de
fuerzas. Estos sistemas se pueden clasificar en sistemas colineales, planos y espaciales, de
acuerdo con que todas las fuerzas tengan la misma recta de accion, tengan distintas rectas de
accidn, pero sean todas paralelas a un plano o que siendo distintas sus rectas de accidn, sus
direcciones pertenezcan a un espacio tridimensional.

Los sistemas planos y espaciales serdn no concurrentes si todas las componentes del sistema
tienen rectas de accién que no pasan por un mismo punio del plano o el espacio, en caso
contrario. los sistemas serdn concurrentes.

COLINEALES
SISTEMAS DE
FUERZAS | NO CONCURRENTES l
PLANOS Y
ESPACIALES <:

[ CONCURRENTES |

Es de hacer notar que en los sistemas espaciales no concurrentes, las rectas de accion de las
fuerzas que intervienen pueden cortarse, pero dichos puntos de corte no coinciden o las fuerzas
pueden ser alabeadas, como lo muestra la figura siguiente:

sistemas espaciales
fuerzas alabeadas




TR visica | B i |

En los sistemas planos y espaciales concurrentes, el punto de concurrencia puede ser propio o
impropio. en este dltimo caso las fuerzas tienen rectas de accion paralelas. (Ver figura).

sistema plano de fuerzas paralelas .~ sistemna espacial de fuerzas paralelas

Fl

| P

v/

F3

Estudiar los sistemas de fuerzas nos conduce a decidir, si el sistema en cuestion produce efecto o
no sobre el cuerpo rigido o el punto material sobre el cual se aplica.

La metodologia a aplicar se orienta a reducir el sistema inicial a otro sistema equivalente, que
produzca el mismo efecto y cuyo nimero de elementos sea el menor posible. En el caso
particular de los sistemas planos se reduce a un sistema de fuerzas concurrentes equivalente de
resolucion simple.

Si el sistema se reduce a un sistema nulo, se dice que estd en equilibrio, y el cuerpo rigido no
modifica el estado cinematico anterior.

Las aplicaciones que vamos a considerar se realizaran sobre sistemas colineales y sistemas
planos de fuerzas, exclusivamente.

SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS

Si el sistema plano estd constituido por dos fuerzas, cuyas rectas de accidn concurren a un punto
propio, puede ser reducido a un sistema equivalente de una Gnica fuerza, llamada resultante, cuya
recta de accién pasa por el punto de concurrencia y se determina por la regla del paralelogramo.
Esta regla, confirmada por la experiencia. es la utilizada en la determinacion gréfica del vector
suma de dos vectores geométricos dados.

PARALELOGRAMO DE FUERZAS




-nlmEI- UNIVERSITARIO l MODULO Iu

Para equilibrar el sistema de fucrz,as?,,?z , bastara con aplicar al cuerpo rigido, una fuerza de

igual intensidad, igual recta de accion y sentido opuesto a la fuerzaR, que llamaremos
equilibrante £ .

PARALELOGRAMO DE FUERZAS

Fa2

TRIANGULO DE FUERZAS

TRASLACION DE UNA FUERZA

El teorema de la transmisibilidad nos habilita a considerar que toda fuerza apltcada a un cuerpo
rigido, no cambia su efecto sobre el cuerpo, si se transmite sobre su recta de accién.

Una pregunta casi obligada es: ;el efecto de esa fuerza aplicada, se mantiene si la traslado
paralelamente a su recta de accion inicial? La respuesta es negativa.
Consideremos un cuerpo rigido en reposo, sobre el cual actia un sistema de fuerzas en equilibrio

(fig. 1). Deseamos trasladar la fucrzaf,. aplicada en A, a un punto B ubicado sobre una recta
paralela a la recta de accion ch, . Nuestra intencién es que el cuerpo contintie en reposo, por lo
que se introduce un sistema nulo aplicado en B y constituido por dos fuerzas F f (fig. 2). Al
agregar un sistema nulo el Cuerpo c continta en reposo, pero puede pensarse al conjunto de las tres
fuerzas, !-, , aplicada en A yF, i F, , aplicadas en B, como una fuemﬁ] , aplicada en B y un
conjunto de dos fuerzas F, _.-FI . aplicadas. una en A y otra en B. Este conjunto se denomina par
de fuerzas o cupla C y su efecto es el giro indicado (fig. 3).

PAR DE FUERZAS O CUPLA

El par o cupla se caracteriza por su momento. Este es una magnitud vectorial representada por un
vector libre en el plano determinado por las fuerzas paralelas, de direccion normal a dicho plano,
cuya intensidad es el producto que se obtiene de multiplicar el médulo de una de las fuerzas por

¥ IR A |



la distancia ortogonal entre las rectas de accion de dichas fuerzas. Le asignaremos signo positivo
cuando el efecto del par sea un giro del cuerpo de sentido antihorario. La unidad utilizada en su
cuantificacion es el Nm (newton-metro),

Me u]n velclor libre
I'arl =

i
M Fld

Una caracteristica fundamental de una cupla es que dado su momento, se la puede representar en
su plano por infinitas combinaciones de fuerzas paralelas, con la Gnica condicién de que la
multiplicacion del modulo de una de las fuerzas por la distancia entre las rectas de accion
siempre resulte igual a la intensidad dada y mantenga su sentido de giro.

De acuerdo con lo expresado antertormente, podemos decir que una cupla solamente puede ser
equilibrada por otra cupla, cuyo momento sea opuesto.

En el caso especial de los sistemas planos, debido a que los vectores representativos de las cuplas
tienen direccion normal al plano en que actiian las fuerzas, se hace notar que esas direcciones
serdn paralelas y por lo tanto los momentos de las cuplas se pueden sumar algebraicamente.

DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA SEGUN DOS DIRECCIONES CONCURRENTES CON ELLA

La regla del paralelogramo puede ser utilizada para descomponer una fuerza en dos direcciones
dadas, con la condicién de que las tres direcciones concurran a un misme punto.

TRIANGULO DE FUERZAS PARALELOGRAMO DE FUERZAS

Si las direcciones consideradas son perpendiculares, la descomposicion coincide con la
proyeccion de la fuerza sobre las direcciones mencionadas.
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RESOLUCION ANALITICA DE SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS

De acuerdo con lo mencionado en los apartados anteriores, las magnitudes estiticas que serdn
parte de nuestras aplicaciones, son vectoriales.

Dado un sistema cartesiano de ejes XY, el vector representativo de una fuerza puede ser indicado
por su intensidad y el &ngulo o medido en sentido antihorario, desde el semieje positivo X, hasta
la recta de accién de fuerza. Su notacion serd F = (Fa)

La expresion cartesiana de la fuerza F resulta de realizar la proyeccion de la misma sobre cada
uno de los ejes coordenados.

De acuerdo con lo anterior la expresion analitica de una fuerza ?(F ,a)en un sistema cartesiano
serd:

F(x,y)=(F.a)=F,i + P, ] = (F cosa)i +(Fsena)j = (F,,F,)

El par ordenado (x,y) indica el punto de aplicacion de la fuerza F o un punto de su recta de
accion si estd actuando sobre un cuerpo rigido.

Ejemplo
Dado el sistema de ejes cartesianos xy y las fuerzas: F(0,0) = (10¥,210°) y F, (0,0) = (20N,60°)
se pide indicar su expresion cartesiana.

F, = F,, + F,, = (Fcosa)i + (Fsena)j = 10N7 +10y3Nj = (10,1043)N

EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS

Al intentar reducir un sistema de fuerzas a otro equivalente, con la cantidad minima de
magnitudes estaticas, podemos llegar a resultados distintos.

Si un sistema de fuerzas plano, aplicado a un cuerpo rigido, queda reducido a un sistema nulo:
diremos que el sistema se’encuentra en equilibrio. En caso contrario se puede reducir a un tnico
elemento resultante del sistema, que puede ser una fuerza o una cupla. En esta Gltima
posibilidad, si se agrega al sistema, un elemento estatico que lo equilibre, este elemento se llama
equilibrante.

ECUACIONES GENERALES DE EQUILIBRIO

Sistemas Planos de Fuerzas Concurrentes

-

La concurrencia puede ocurrir en un punto propio o impropio. En la primera situacion las fuerzas
del sistema se refieren a un par de ejes cartesianos ortogonales, se llevan a su expresion

m
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cartesiana y se aplican en el punto de concurrencia. La condicién necesaria y suficiente que
asegure ¢l equilibrio del sistema de fuerzas queda expresada por dos ecuaciones escalares
igualadas a cero,

= - Ecuacion de proyeccion sobre el eje x
F.=) Feosa, =0 .
; o Z ! . (sumatoria de las componentes de las fuerzas sobre dicho eje)
E 3 Eeuacion de proyeccion sobre el eje y
F, =) Fsena, =0 ; 2 i ;
z,:' & >,:' ! ! (sumatoria de las componentes de las fuerzas sobre dicho eje)
Ejemplo
Dado el sistema plano de fuerzas concurrentes, comprobar analiticamente su equilibrio.
V4
AN

F4 _ _
\ F, =(5N, 270°) F,=(~/52N, 146.3°) S = (5.2)m
s F,=(TN,0%  F,=(J2N,135°)

0 X

Se plantean las dos ecuaciones de proyeccion, sobre los gjes x e p.

<M

4

F, =Y F cosa,=5N cos270°+/52N cos1463°+ TN cos0° + V2N cos135° =
1

ON-6N+7N-1N=0N

Pl |

4

Y E,=)F, sena, = 5N sen270° + /52N sen146.3° + TN senQ° + J2N sem 35° =
1 1

=-5N + 4N +ON +1N =0N

Rta.: las dos ecuaciones de proyeccion resultan iguales a cero; por lo tanto el sistema de fuerzas
dado, se encuentra en equilibrio.

Si el sistema de fuerzas concurre a un punto impropio, se denomina sistema de fuerzas
paralelas. En este caso se adopta un par de ejes cartesianos, tal que la direccion de uno de los
ejes de referencia sea paralela a las direcciones de las fuerzas del sistema considerado. Por
ejemplo el gje x.

Las fuerzas se llevan a su expresion cartesiana y se trasladan a un punto arbitrario del plano.
La condicion necesaria y suficiente que asegure el equilibrio del sistema de fuerzas queda
expresada por dos ecuaciones escalares igualadas a cero.

A " . ¥ - -
Ecuacion de proyeccion sobre el eje x
ZFu:ZF,cosn:,=0 by e v il : .
. (sumatoria de las componentes de las fuerzas sobre dicho eje)

L
> M =0 Ecuacion de momento de los pares de traslacion
1

IR ] % B
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NOTA ACLARATORIA: Al ser las direcciones de las fuerzas, paralelas a la Flircccic'm de un eje
coordenado, supongamos el gje x, sus componentes segiin la direccion del eje y, seran nulas y la
ecuacion de proyeccion sobre ese eje es idénticamente nula.

Ejemplo:
Dado el sistema plano de fuerzas paralelas, comprobar analiticamente su equilibrio.

’y A_Fl E(Z,ﬁ)= (SN.O")
o F, (3.5)= (2N.180°%)
A— F, (5.3)= (6N,180°)
F. =
0 — > 3,-0.67) = 3N.0°
—_— x F, (3. ¥={ )

En este ejemplo se considero al punto (0,0) como centro de reduccidén.
Se plantea una ecuacion de proyeccion sobre el eje x, paralelo a la direccion de las fuerzas del
sistema y una ecuacion de momento de las cuplas de traslacion al centro de reduccion.

4 4

SF, =Y F cosa, =5N cos0°+2N cos180°+ BN cos180°+3N cos0° =
1 1

=5N-2N-6N+3N=0N

4
ZM“:—|F1[ Doa= vl #|E:] [ys—vol +|5 FJ’r‘y0[+|Ft| o=l =
1

=—30N +10Nm +18Nm+ 2Nm=0Nm

Rta.: las dos ecuaciones resultan iguales a cero; por lo tanto ¢l sistemna de fuerzas dado se
encuentra en equilibrio.

SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS NO CONCURRENTES

Analiticamente, las fuerzas del sistema se refieren a un par de ejes cartesianos ortogonales, se
llevan a su expresion cartesiana, se fija un punto de aplicacion sobre su recta de accién y se
trasladan a un punto arbitrario del plano (llamado centro de reduccién). La condicion necesaria y
suficiente que asegure el equilibrio del sistema de fuerzas queda expresada por tres ecuaciones
escalares igualadas a cero,

S L Eeuacion de proyeccion sobre el eje x
Z F, = ZI: Fcose, =0 (sumatoria de las componentes de las fuerzas sobre dicho efe)

z": o 2": Fsena —0 LEeuacion de proyeccion sobre el ¢je y
AR ' (sumatoria de las componentes de las fuerzas sobre dicho eje)

"

z M, =0 Ecuacion de momento de los pares de traslacion
1

Ejemplo:

Dado el sistema plano de fuerzas no concurrentes, comprobar analiticamente su equilibrio.

* Ui O



F, (0,6) = (/26 N348.79)
F, (5.5) = (V10 N.198.4°)
F, (3.1)=.(7N.180°)

Fy (-1-3)=(J29 N21.8%)

En este gjemplo se considero al punto S(8,7) como centro de reduccion.
Se plantean dos ecuaciones de proyeccion sobre los gjes xy, ¥ una ecuacion de momento de las
cuplas de traslacion al centro de reduccion.

4

4
S F, = F coso, =+/26N cos348.7° + /10N cos198.4° + TN cos180° + /29N cos21.8° =
1

=5N-3N-TN+5N=0N

-p-

4

F, =Y Fseno., =~J26N sen348.7° + /10N senl98.4°+ 7N senl 80° + /20N sen21.8° =
1

—IN=IN+0N+2N =ON

Y4 _y.s'l_|Fz;I

er

_Mh

M=|F‘h

Ve —)’sl—lﬂxly(‘ —ysl"'lF-u“yp _}’sl

g

+‘F,J,||x,1 - x|+

Fy|x, _xsl“"F:y“’:c _xsl"|Fa‘p Xp _x..x'l
=5Nm—6Nm—42Nm+ 50Nm+ 8Nm + 3Nm + ONm — 18 Nm = 0Nm

Rta.: las tres ecuaciones, dos de proyeccion y una de momento resultan iguales a cero: por lo
tanto el sistema de fuerzas dado se encuentra en equilibrio.

Las ecuaciones generales permiten dado un sistema de fuerzas aplicado a un cuerpo rigido,
obtener un sistema equivalente o un sistema equilibrante al dado.

Ejemplo:
Determinar la fuerza equilibrante a agregar al sistema de fuerzas de la figura.

: - [l [ e]
A F x4 =
|4, = L7 \. F, (2.4)=(8N,3309

. F, (-1,1)=(10N,45°)
o : , IC F, (6.1) = (20N270°)

S -
F;
Consideremos la existencia de una fuerza equilibrante ¥, a determinar, de tal forma que dicha

fuerza y las fuerzas del sistema se encuentren en equilibrio. Tomando un centro de reduccion
cualquiera, (para disminuir cdlculos se puede considerar uno de los puntos de aplicacién de las
fuerzas del sistema), por ejemplo A(2.4), se deben cumplir las ecuaciones generales de
equilibrio.

B 5
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3
ZFR + Fﬂ =0
I
Z F,+F, =0
|
i
Y ML+ ML =0
|
F, ==Y F, =—8Ncos330° 10N cos45° = ~14N
]
3
F, = —Z F, =—8N 5en330° + 10N send5°+ 20N sen270° =16,92N
1

3
M} ==Y M2 =|F,
|

Va _J’Al'*‘Fz.y“xy — x|+ |F3y|]xc _x4|
=—15v2Nm + 152 Nm + 80Nm = 80Nm

De las ecuaciones (1)'y (2) obtenemos F, (F, )

F,=[F2+ F2 = J(14N)* +(1692N)* = 21,96 N

F_
o = arctan—— = arctan— 1,21 =129,61°

&t

(1)

0]

@)

(dehido a que la componente segiin x es negativa y la componente segiin y es positiva)

En esta situacién hemos obtenido un vector libre, representativo de F,

equilibrante es conocer la ubicacion de su recta de accién.

y 4

-
>

X

. Obtener la fuerza

La F, que corresponde a aquella cuyo par de traslacion al centro de reduccién coincide con el

valor y signo obtenido de la ecuacion (3). M, = Fd =80Nm

VA

W
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Si'por el teorema de la trasmisibilidad podemos considerar su punto de aplicacion en cualquier
punto de su recta de accion, consideramos a aquel que en una de sus coordenadas coincida con

una coordenada del centro de reduccion, por ejemploix, = x, .
e ‘—4
. - "‘f.
M7  80Nm |
M=y =y =y =yl =T == =571 e
Fe I .u ny yAI Iyg y-ll |FH ]4N m P

Debido a que el par de traslacion es positivo, la coordenada y, de la equilibrante debe ser mayor
que la coordenada y , del centro de reduccién, y,=9.71m.
Rta.: La fuerza equilibrante del sistema dado sera:

F.(2.9.71) = (21.96N,129.61°) = —14Ni +16.92N] = (=14,16.92)N

-

Ejemplo Tex
Dadas dos cuplas de intensidades M) = -15Nm M, = 28 Nm, determinar la intensidad de la
cupla equivalente.

La cupla equivalente tendr4 una intensidad igual a la suma algebraica de las intensidades de la
cuplas componentes

[M =M, + M, =—15Nm+28Nm =13Nm |

La cupla equivalente podria ser pensada como un par de fuerzas de intensidad 6.5Nm, y una
distancia entre rectas de accién de 2m, con sentido de giro antihorario o positivo.

Ejemplo:
Dada una fuerza F (0,0) = (1004/2N,45°) = (100,100) N . descomponerla en dos direcciones a y
b, que concurra al punto (0,0) de su recta de accion.

Datos o, =30° a, = 240°

F, y F, constituyen un sistema de fuerzas cuyo efecto es equivalente al de la fuerza F y las
ecuaciones generales de un sistema plano de fuerzas concurrentes seran:

|F|cosa =|F, |cose, +|Fb|casa,,
|F15'ena =|F,|senct, +‘Fh|.vena,_

FRBA ) * m
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que reemplazadas

= A3 I
100 = Fn T+Fh|(_ij
100 = [F, '-+|Fh1(-£]
2 2

Conducen a:
[F,|=73.20N y |F,|=~73.20N

El signo positivo de la incognita indica que la fuerza componente tiene el sentido que indica el
anguloa de la direccién, el signo negativo nos informa que la fuerza componente tiene el
sentido opuesto al que indica el anguloa de la direccion.
Ria:
F,(0.0) = (73.20N,30°) = (63.40,36.6)N
F, (0,0) = (73.20N,60°) = (36.6,63.40)N
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CINEMATICA DEL PUNTO MATERIAL

La Cinemitica es la parte de la fisica que estudia el movimiento prescindiendo de las causas que
lo producen.

Cuando observamos el movimiento de un automévil y nos hacemos preguntas tales como:
;Dénde se encontrara el coche media hora después de pasar por un seméforo? ;jQué velocidad

posee en un instante dado? ; Tiene velocidad constante?, etc. Estas preguntas se pueden contestar
sin saber porqué se mueve el coche.

Los problemas que resuelve la Cinemética son fundamentalmente determinar la posicion.
desplazamiento, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo.

En este capitulo haremos un estudio detallado de una serie de movimientos muy simples que se
pueden tomar como modelos para la comprensién de otros movimientos mas complejos.

MOVIMIENTO

El fenémeno fisico con el que estamos mas familiarizados y conocemos mejor es el movimiento.
Estamos rodeados de multitud de objetos que se mueven, que pasan del estado de reposo al
estado de movimiento y viceversa. Desde muy pequefios tenemos un concepto intuitivo de este
fenémeno que nos permite afirmar si un cuerpo, en un momento dado, estd en reposo o esta
animado de movimiento. ;Qué criterio empleamos para distinguir el estado de reposo del estado
de movimiento? Un criterio podria ser este: “Un cuerpo s¢ mueve cuando un punto cualquiera de
ese cuerpo cambia de lugar”.

La localizacién de un cuerpo en ¢l espacio respecto de un sistema de referencia recibe el nombre
de posicion.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos dar la siguiente definicion: Movimiento s un cambio
continuo de posicion respecio de un sistema de referencia fijo.

Si el sistema de referencia no estd fijo. &l movimiento que podemos estudiar es el movimiento
relativo que posee un Cuerpo respecto del sistema. Por ejemplo, un avion deja caer un objeto. Si
el sistema de referencia es el avion, el piloto solamente observa el movimiento de caida del
objeto que es el movimiento relativo. Para el piloto el objeto tiene movimiento rectilineo: lo ve
siempre debajo del avion aunque cada vez mas lejos.

En cambio. un individuo que estuviera en tierra o fuera del avion, sistema fijo respecto del avién
y del objeto. observaria ademéds del movimiento de caida que el objeto s¢ traslada
horizontalmente con la misma velocidad del avion formando una trayectoria parabélica.

En todo movimienio hay que distinguir tres elementos fundamentales: el cuerpo que s¢ mueve 0
mévil. el sistema de referencia que s¢ emplea y la trayectoria.

EL MOVIL: UNA PARTICULA O PUNTO MATERIAL

Esta abstraccion se hace por sencillez. Para conocer el movimiento de un cuerpo real habria que
conocer ¢l movimiento de todos sus puntos, el estudio del movimiento asi considerado puede ser
complicado.

Cuando un automovil se desplaza por una ruta, ademis del movimiento de traslacion que

observamos, posee 0lros movimientos: vibratorios, producidos por los amortiguamientos, de
balanceo, al tomar una curva, etc. Esta complicacion se evita considerando el movil como una

particula.

FRRA ! u
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A su vez, el estudio del movimiento de una particula posee rigor matematico. La posicién de un
punto respecto de un sistema de referencia viene determinada por un vector; ¢l estudio del
movimiento del punto se reduce al estudio geométrico de dicho punto.

Realmente no existe en la naturaleza un movil sin dimensiones pero hay muchos cuerpos que en
su movimiento se comportan como particulas materiales.

Ademas un cuerpo no tiene que ser necesariamente pequefio para que pueda considerarse como
una particula, todo depende del sistema de referencia que se tome: un automévil no se comporta
como una particula para el que lo conduce, sin embargo se comporta como una particula para el
observador que sobrevuela la ruta en helicoptero.

Por lo tanto, particula material es un término relativo que depende de las dimensiones que
intervengan en cada problema concreto.

Un cuerpo cuyas dimensiones son despreciables frente al vector de posicion es una particula.

SISTEMA DE REFERENCIA. VECTOR POSICION

Para conocer la posicion de un punto en cualquier instante es necesario fijar otro punto como
referencia.

Para fijar la posicién de una particula utilizaremos el sistema ortogonal bidimensional, el punto
de referencia que utilizaremos serd el de origen 0, de los ejes cartesianos.

Es necesario aclarar aqui que realizaremos un estudio en dos dimensiones, pudiendo
generalizarse dichos conceptos a tres dimensiones.

La posicion del punto P en cualquier instante vendri determinada por el vector rque une el
punio de referencia con €l punto movil. Este vector recibe el nombre de vector posicion.

J".ir.

Y
A

Este vector posicion tiene dos componentes que son las coordenadas de su extremo:

r=xi+yf

Cuando el punto F se mueve, su vector posicion variara con el tiempo y puede expresarse de la
forma:

r=x(07 + W0)]

Esta expresion recibe el nombre de expresién instantanea, dando valores a t vamos obteniendo
las distintas posiciones de una particula movil.

Para hallar la distancia que existe, en cualquier instante, entre la particula movil y el sistema de
referencia se halla el mddulo del vector posicion:

r(t)= 1/x2 -!—y2
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Que vendra expresado en las mismas unidades de longitud que las coordenadas x e y.

TRAYECTORIA

El punto P(x.y) estd en reposo cuando sus coordenadas permanecen constantes con el tiempo. El
punto estard en movimiento cuando por lo menos una coordenada varie con el tiempo.

Cuando el punto P(x.y)) se mueve, sus coordenadas van tomando distintos valores con el tiempo.
El conjunto de estos valores recibe el nombre de trayectoria.

Yy a

Trayectoria

Pix, y)

—
L

X

=
-y

Trayectoria es el lugar geométrico de las sucesivas posiciones que va tomando la particula
mavil en el espacio.

La ecuacion de la trayectoria puede venir expresada:

« [Enforma vectorial: r = f(t)
En forma paramétrica: x = f{f), y = A1)

e En forma continua: En ¢l caso que la trayectoria sea plana, la ecuacién cartesiana seria de
la forma y = flx)

Problema:

El movimiento de una particula viene dado por x = ¢,y = 2/ -1, en donde x e y se miden en
metros y f en segundos. Calcule:

a) La posicion de la particula en cualquier instante.

b) La posicion inicial de la particula.

¢) La posicion de la particula a los 5 segundos.

d) ;A qué distancia del sistema de referencia se encuentra la particula en ese instante?

Solucién:
a) La posicién en cualquier instante viene dada por el vector posicion, es decir:
F(t)=xi +yj =ti +(2=1)]
b) La posicion inicial la determinamos para / =0 ro=0i =17
Cuando empezamos a contar el tiempo, la particula se encuentra en el punto £, = (0.-1).
¢) La posicion a los 5 segundos es: Fs =50 +97, es decir, que en ese instante la particula se

encuentra en el punto F; =(5,9).

d) La distancia al origen se encuentra calculando el médulo del vector posicion para el instante
considerado, en nuestro caso es: #; =+ 25+ 81 = 10,29 metros.
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VECTOR DESPLAZAMIENTO

Supongamos una particula que inicialmente, 1 = 0, se encuentra en la posicion F, definida por el

vectorro, posicion inicial, y al cabo de un tiempo/, se encuentra en la posicion /} definida por el
vectorr1. Decimos que la particula se ha desplazado de F,a F, .

Este desplazamiento viene determinado por el vector F, P, que une la posicién inicial con la

posicion final,
ya p
Py Este vector recibe el nombre de vector
desplazamiento y lo podemos definir

Ar P, como el vector que tiene su origen en el
r punto F, y su extremo en el punto F, .
= El vecior desplazamienio enire dos
74 posiciones es siempre el mismo,
cualquiera sea la trayectoria.

=
iy
v

=

Matematicamente el vector desplazamiento se obtiene sustrayendo el vector de posicién inicial al
vector de posicion final: Ar=ry—ry.

Siri=xi+yj y ro=x,+y,].entonces el vector desplazamiento ser:

Ar=(x, =X )T + (¥, =¥ )J = AXI + Ay |

Finalmente se escribe: | Ar = Ax7 + Ay ]

Problema:
Un punto se mueve en el plano xy segin las ecuaciones: x =2~ , y =1°. Calcule:
a) La posicion inicial y 4 segundos después.

b) Desplazamiento en ese intervalo de tiempo.
¢) Ecuacién de la trayectoria.

Solucion:
a) La posicion en cualquier instante viene dada por el vccmr:;(f) =Q2=0i +1 J
En =0y para { = 4 dicho vector tiene la forma:

o =2i = P, =(2,0)

ri ==2i +16j = P, = (-2,16)

b) El desplazamiento es: Ar=ri—ro=—4i + 167

¢) Como la trayectoria es plana su ecuacion puede expresarse en forma cartesiana, esto lo
obtenemos despejando el pardmetro f de una de las ecuaciones paramétricas y reemplazando
en la otra, esdecir: f=2-x= y=(2-x)" =x" —dx+4

La trayectoria es una pardbola, para representarla debemos darle valores a ¢ desde 0 a 4,
recordando que:
i=0= P(2,0)

t=4=s P,(-2,16)

* S Gy
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Graficamos la trayectoria y el vector desplazamiento:

Trayectoria
i}

ESPACIO RECORRIDO
Es la magnitud escalar,As, que mide la longitud de la trayectoria. Coincide con el
desplazamiento en el caso de que el movimiento sea rectilineo y ademas no cambie de sentido.

Cuando lanzamos una piedra verticalmente hacia arriba, el espacio coincide con el
desplazamiento mientras la piedra esta subiendo, pero cuando la piedra inicia el descenso, el
desplazamiento disminuye, mientras el espacio recorrido sigue aumentando.

Cuando la piedra llega al punto de partida, ¢l desplazamiento es nulo mientras que el espacio
recorrido es igual al doble de la altura alcanzada.

Py

VELOCIDAD

Para conocer el movimiento de una particula no basta comocer su pesicion en cualquier
momento. Es necesario, ademds, conocer como varia dicha pesicién en el transcurso del tiempo.
A la variacioén del vector posicion la hemos llamado desplazsmiento.

Para relacionar la variacién del vector posicion o vector de desplazamiento con el tiempo,
introducimos una nueva magnitud: la velocidad.

VELOCIDAD MEDIA

Se considera velocidad media ¢l desplazamiento que experimenta el movil en la unidad de
tiempo. Fisicamente, la velocidad representa la rapidez con que se produce el desplazamiento.

As

Solamente en el movimiento rectilineo se mmple:l%‘ o
f
Matemiticamente, la velocidad media en un intervalo de tiempo se define como el vector gue
resulta de dividir el desplazamiento producido entre el intervalo de tiempo empleado:
- Ar

At

RN ] ¥
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El vector velocidad media tiene la misma direccion y sentido que el vector desplazamiento.

A partir de lo anterior se puede escribir:
Gl g iy Ay, AP
At At At Al

: Ax A : ;
Las expresmnesE.Eyson magnitudes escalares que representan los valores medios de la

velocidad sobre los ejes cartesianos. Son las componentes del vector velocidad media cuyo

2 2
modulo vale:v, = (%J +(%] . La velocidad media nos da poca informacion acerca del

movimiento.

Solamente relaciona el vector desplazamiento total producido en un intervalo de tiempo con
dicho intervalo. No nos dice nada sobre la trayectoria que ha seguido la particula, ni si ha llevado
siempre la misma velocidad en todo el intervalo de tiempo. Ademas. si la particula vuelve al
punto de partida al cabo de un tiempo, ¢l desplazamiento sera nulo y la velocidad media también.
La velocidad media puede ser nula en un intervalo de tiempo y no serio en intervalos mds

Pequenos.

Si queremos mas informacion del movimiento en el intervalo A, tomamos intervalos At Al ......
mas pequefios a los que corresponden desplazamientos mas pequefios. El nimero de intervalos
que tomemos puede ser tal. que cada intervalo de tiempo sea tan pequefio como queramos. Si el
numero de intervalos es suficientemente grande, se puede hallar la velocidad de la particula en
cualquier instante o en cualquier punto de trayectoria. Asi llegamos al concepto de velocidad
instantdnea.

VELOCIDAD INSTANTANEA

Fisicamente, representa la velocidad que posee una particula en un instante determinado o la
velocidad que posee en un punto determinado de la trayectoria.

Matematicamente se define como el limite de la velocidad media cuando el intervalo de riempo
tiende a cero.

- . Ar

v=lim—

A0 Af

NOTA: Esta expresion no tiene otro sentido que el de indicar que se define la velocidad
instantinea cuando el intervalo de tiempo considerado es tan pequefio como se quiera, el
operador limite que aparece en dicha expresion es indicativo de esta condicion; usted estudiard
muy profundamente el tratamiento del concepto de limite en el curso de Analisis Matematico 1.
Se puede demostrar que el vector velocidad instantinea puede ser referido al sistema de

coordenadas y su expresién segiin sus componentes cartesianas seri:v=v,i +v,_j .

Estas componentes son el valor numérico de las velocidades instantidneas seglin los ejes
coordenados,

El valor numérico de la velocidad instantdnea se obtiene hallando su médulo:
v=y[vi +v]

El vector velocidad instantinea en un punto P(x, y) de la trayectoria es un vector cuya direccion
es tangente a la travectoria en dicho punto y el sentido coincide con el del movimienio,
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. . m r
La velocidad se mide en— en el S.1. de unidades.
s

ACELERACION

Aceleracion, en general, es la variacion de la velocidad en un intervalo de tiempo. Al ser la
velocidad una magnitud vectorial existird aceleracion siempre que la velocidad varie en
cualquiera de sus elementos: médulo, direccion y sentido.

Por ejemplo, se lanza una pelota contra la pared con una velocidad de 354, la pelota rebota y sale
en la misma direccién con una velocidad deS®. En este caso hay aceleracién porque la
velocidad ha cambiado de sentido.

Otro ejemplo, un automévil se desplaza sobre una trayectoria rectilinea con una velocidad
de6042 y en un instante posterior su velocidad vale85%, en este caso la velocidad se mantiene
constante en direccién y sentido pero ha variado su médulo, en consccuencia hay aceleracion.
Para determinar el movimiento de una particula no basta saber que la velocidad varia, es

necesario saber como se produce esa variacion en el transcurso del tiempo. Por esio se
introducen los conceptos de aceleracion media y aceleracion instantinea.

ACELERACION MEDIA

Fisicamente, representa como varia la velocidad en un intervalo de tiempo. Matematicamente, se
define como el vector que resulta de dividir la variacion de velocidad que se ha producido en un
intervalo de tiempo entre dicho intervalo.

= A" A", = AV} -
-=—=—+% f ;
AN M At
La aceleracion media tiene escaso valor practico. En cambio, la aceleracion instantanea tiene una

gran importancia. Por tanto, a partir de ahora siempre que hablemos de aceleracion nos
estaremos refiriendo a la aceleracién instanténea.

ACELERACION INSTANTANEA

Fisicamente se define como la aceleracién que tiene una particula en cualquier instante o la
aceleracion que tiene en cualquier punto de la trayectoria.

Matematicamente, es el valor limite que toma la aceleracion media cuanda el intervalo de
; ; = .. Ay
tiempo tiende a cero: a=lim—

A0 Ar

La expresion de la aceleracion instantinea en sus componentes cartesianas es:

a=a/i+ a_’,j

El médulo de la aceleracion instantinea serd: a = ,’af +a..

[ Uiy [V » B 4 |
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Ademas, la aceleracion instantanea es igual a la suma de dos aceleraciones, una en la direccion
de la tangente —aceleracion tangencial- y otra en la direccion normal —aceleracién normal- en
cada punto de la trayectoria.

Estas dos aceleraciones reciben el nombre de componentes intrinsecas de la aceleracion.

La aceleracion tangencial es un vector cuya direccion es tangente a la trayectoria en cada punto y
su sentido coincide con el sentido del movimiento. Es debida a la variacion de velocidad en valor
numérico.

La aceleracién normal es un vector cuya direccion es normal a la trayectoria y sentido hacia el
centro de la curvatura. Es debida al cambio de direccién y recibe el nombre de aceleracién
centripeta.

La expresion de la aceleracion instantanea referida a un sistema intrinseco a la trayectoria tiene
dos componentes: a =a,T+a,n

% trayectoria
m L
a.l!
.. : m )
La aceleracion se mide en — en el S.1. de unidades.

s?

TIPOS DE MOVIMIENTOS

Los distintos movimientos que puede tomar una particula se clasifican atendiendo
fundamentalmente a dos criterios: la trayectoria y la aceleracion.

¢ Seg(n la trayectoria los movimientos pueden ser:

Rectilineos si la trayectoria es una recta.
Curvilineos si la trayectoria es una curva: circulares, parabélicos, ete.

e Segin la aceleracion los movimientos se clasifican en:

Uniformes si no tienen aceleracidon
Acelerados si tienen aceleracion. Si esta es constante el movimiento se llama
uniformemente acelerado.

CINEMATICA DE ALGUNOS MOVIMIENTOS:

MOVIMIENTO UNIFORME

En particular estudiaremos el movimiento rectilineo uniforme.
Un movimiento es rectilineo y uniforme cuando su velocidad es constante.
Esto supone:

* La velocidad es constante en direccion y sentido, la trayectoria es una recta,
e [Lavelocidad es constante en modulo, recorre espacios iguales en tiempos iguales.

250 | % | L [y



ISRV isic | [ Undad 7

También se puede definir en funcién de la aceleracion diciendo: Movimiento rectilineo y
uniforme es aquel que no tiene aceleracion.

La ecuacién vectorial del movimiento es: #(f)=ro 4+ v7.72 0. Para este movimiento podemos

elegir un sistema de referencia unidimensional, haciendo que uno de los ejes, por ejemplo el eje
x, coincida con la direccion del movimiento: r (x,0,0)

Asi, la ecuacion anterior se reduce a una ecuacion escalar:

x(f)=x,+ vt

Esta es la ecuacion de la posicién, también llamada ecuacion horaria.

Diagramas del movimiento rectilineo y uniforme:

a) Diagrama v-r: Es la representacion grafica de la funcién v = fif). Se trata de una recta
paralela al eje de los tiempos.

b) Diagrama x-r: Es la representacion grafica de la funcion x = f(r), (x(r) = x, +vf) . Se trata
de una recta cuya ordenada al origenx,es la posicién inicial, y cuya pendiente es la
velocidad.

En el movimiento rectilineo uniforme la velocidad media y la velocidad instantdnea coinciden.
Los diagramas mencionados se muestran a continuacion:

‘;[?]

|
|

v
V =constante

a4=90

[ ) [ see]

Abordemos ahora algin problema que se presenta al tratar con situaciones que involucran este
tipo de movimiento, estas son por ejemplo, los llamados encuentros.

Problema:

Un automévil sale de Buenos Aires con destino a Rosario a una velocidad constante delZ(}?
por un camino recto, y simultdneamente parte desde Rosario hacia Buenos Aires otro automévil

a 80%"— Qi la distancia entre ambas ciudades es de 300km, determine grafica y analiticamente:

a) Al cabo de cuinto tiempo desde la partida se producira el encuentro?
b) (A qué distancia de Buenos Aires se cruzaran?

L1 *
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Solucion:

Considerado un sistema de referencia, se determinan las ecuaciones de movimientox, (1) y x, (1).
La condicién del encuentro nos impone que en algiin instante las posiciones de ambos maviles
sean coincidentes, es decir, si/ =r_entoncesx,(7,) = x,(r,) . Este planteo nos permite resolver el
problema grafica y analiticamente.

Elegimos un sistema de coordenadas con origen en Buenos Aires y de direccidn y sentido hacia
Rosario.

Bs. As. Rosario| Diagrama con las condiciones
: iniciales del problema

Come los méviles parten simultineamente se comienza a contar los tiempos desde el momento
de la partida. La ecuacién que describe el movimiento es: x(¢) = x, + v .

Para el auto que parte desde Buenos Aires, como este sale del origen de coordenadas se
considerax,, =0y como su velocidad es coincidente con el sentido positivo del sistema de

referencia la misma esv, =120 , que en términos de la ecuacién horaria correspondiente al
: i s km ; ,
moévil (ecuacion esealar) serd: v, = 1207. El auto que parte de Rosario se halla a 300km en el

sentido positivo del sistema de referencia en el instante del origen de tiempos, por lo
tanto x,, =300km y se desplaza con velocidad de sentido opuesto al positivo del sistema, es

decir quev: =807, velocidad que en la ecuacién horaria correspondiente a este movil se

y . km
considerara v, = —807.
Las ecuaciones horarias en ambos moviles resultan:

x(0)=120¢
x, () =300-801¢

En las cuales / es positivo o nulo y se mide en horas, y x se mide en kilémetros.
Planteamos la condicion de encuentro: x, (1) = x,(1,) = 1201 =300-801

= - . 1,54 los automoviles se encuentran a la hora y media del instante de haber
120+ 80°7)
: h
partido.
El  automévil que parti6 desde Buenos Aires ha recorrido en ese tiempo:

km

x (.8 = 12071,5}1 = |80km, y como consecuencia a la condicion de encuentro, la coordenada
de la posicion del automaévil que partié desde Rosario es: x,(1,5) =180km .

El automdvil que partio desde Rosario recorrio una distancia igual a:
|x, (1, ) = x, (0)| = [1 80km — 300km| = 120km

Podemos resolver el problema grificamente representando las ecuaciones horariasx = x, (1) y
x =x,(f), y encontrar el instante!, para el cual las graficas se cortan:
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200
150

R alil

Es clara la coincidencia de resultados entre la resolucién grifica y la analitica.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE ACELERADO

Se llama movimiento rectilineo uniformemente acelerado a aquel movimiento que no tiene
aceleracién normal y su aceleracion tangencial es constante.

Si elegimos como sistema de referencia la direccién del movimiento, igual que hicimos en el
movimiento rectilineo uniforme, todas las magnitudes vectoriales se convierten en escalares.

En este movimiento la aceleracion media es constante, €s decir, no depende del intervalo de
tiempo Af considerado y en consecuencia esta coincide con la aceleracion instantinea.

Por lo tanto la representacion grafica de la funcién @ = f{1) es una recta paralela al eje de los
tiempos.

a=constante

t[aee]

Entonces se puede obtener la ecuacion de la velocidad en cualquier instante:

g v _v)-v,

=) =v,;+a(t—1;)
e A

En la cual la velocidad v, es aquella que posee el movil en el instante I, si consideramos a
1,= 0 como el origen de la medicion de tiempos en el movimiento, entonces la velocidad v se
llama velocidad inicial y la ecuacién que permite calcular la velocidad en cualquier instante

adquiere la forma:

La representacion grifica de la funcion v = fii) es una recta cuya ordenada al origen es la
velocidad inicial y cuya pendiente es la aceleracion.

EEE FReA] ¥ B



m UNIVERSITARIO I I MODULO n

!]sez]

Para hallar la ecuacion de la posicion en cualquier instante, es decir la ecuacién horaria de este
movimiento, se puede demostrar que la misma se obtiene calculando el drea que limita la grifica
anterior y ¢l eje de los tiempos.

El desplazamiento en el movimiento que estudiamos queda definido por la diferenciax— x,. en
la cual x es la posicion alcanzada en el instante 1 y x, ¢s la posicion inicial.
El drea sombreada en la grafica anterior es:

[
—x, = (V()zvn) -

Entonces si, (1) = v, + at , nos queda finalmente:

A= of

1
x(1) = x, +v, !+§mz

Esta es la llamada ecuacién horaria del movimiento rectilineo uniformemente acelerado y nos
permite calcular la posicion del mévil en cualquier instante,

La representacion grafica de la funcién'x = f{1) es una pardbola cuya ordenada al origen es la
posicién inicial y la pendiente de la recta tangente a la gréfica en cualquier instante es el modulo
de la velocidad instantanea.




Se puede apreciar como a intervalos
de tiempo iguales entre si, Al se
producen desplazamientos cada vez
mayores: Ax, < Ax, < Ax,....etc. Esto

indica que el médulo de la velocidad
aumenta a cada instante.

f[seg]

Problema:
Un tren parte de una estacion con aceleracién constante y al cabo de 10 segundos alcanza una

velocidad de 72% _Mantiene esta velocidad durante 2 minutos. Al llegar a la estacion siguiente

frena uniformemente recorriendo 200 metros hasta parar. Se supone movimiento rectilineo.
Caleule:

a) La aceleracion en la primera etapa del movimiento.
b) El espacio que recorre mientras acelera.

¢) La aceleracién que tiene en la Gltima etapa.

d) Tiempo que ha estado en movimiento.

¢) Espacio total recorrido.

f) Dibuje los diagramas a= f(r) y v=f(1).

Solucidn:

Primera etapa:

a) Tomamos como referencia la estacion de partida: x =0 v, = 72%"— =202 1=10s.
5

v(1)—v, :205—0 _om

La aceleracion es: a = -
! 105 5

; : " | |
b) Elespacio recorrido es: si x(1) = x, + v, { + Ealz entonces § = x(1)—x, = v, I +5af’

27 1005 = 100 m

1
2 £ =

I
s=—at" =
2
Ultima etapa:
v, =202 w=0 s=x(1)—x,=200m
§

- - 1 ” :
De la ecuacion horariax(f) = x, +v0i+5a12y de la ecuacion de la velocidad v(r)=v, +af

eliminando el tiempo se obtiene la relacion:

v(t)? =v,” = 2a(x(t) - x,)

R A ¥ B s |
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Esta tltima es muy Gtil en la practica pues relaciona la velocidad con la posicion, entonces:

v(1)’ —v,} _0-400%
2s 400m

vt )=v, _ 0—20? _
a =%

¢) Laaceleracion en la Gltima etapa es: a =

m
§

El tiempo que ha tardado en parar es: 1 = 205

d) Tiempo en movimiento:
Primera etapa: f, =10
Segunda etapa: 1, = 2min =120s
Ultima etapa: 1, = 20 5

El tiempo total en movimiento es: 1 =150 5

e) El espacio total recorrido:
Primera etapa: 5, = 100 m

Segunda etapa: 5, =vi= 2021205 = 2400 m
5

Ultima etapa: s, = 200 m
El espacio total recorrido es: s = 2700 m

fy Diagrama a= f(1):

2 [5]

fseg]
20 a0 L34 RO 100 120 140

Diagrama v = f():

"
ne

24

i0

seg]

20 40 60 @D 100 120 140

Vemos ahora un problema de encuentro.

156 ‘ HEEN Frea |
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Problema:

En el momento en que se enciende la luz verde de un semaforo, arranca un automévil con una

., m . - -
aceleracion constante de 4—. En ese instante, un camién que lleva una velocidad constante
h)

m - r ’
del6— alcanza y rebasa al automévil. En dicho momento ambos vehiculos se encuentran en el
A3

mismo lugar.

a) ;Cuanto tiempo tardara el automévil en alcanzar al camién?
b) (A qué distancia del seméaforo alcanza el automovil al camién?
c) ¢A qué velocidad ird el automévil en el momento de alcanzar al camion?
d) Determine grificamente las respuestas de los items (a) y (b).
Solucién:

Tomamos como origen del sistema de referencia al semaforo. Los movimientos de ambos
maviles son rectilineos, el camién esta animado de un movimiento rectilineo uniforme v el
automoévil de un movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

Considerando el origen de tiempos,7,= 0, el instante en que se pone el semaforo en verde se

cumplird que: x,,= x,,= 0. Dado este sistema de referencia la velocidad inicial para el

- - .. m
automovil es v,,= 0 y la velocidad del camion esv, = 16— .
§

a) La condicién de encuentro esx, (r,) = x, (¢,), es decir planteamos que:
1
Xgo + Vol =Xy, +Vy, + Ear’ cont =1,
m, 4
16 t=—T1p
5 29
La ecuacion a resolveres: 2¢° —161=0=1(21—-16)=0

Las soluciones de la misma son entonces:, =0 y 1, =85

Es decir que ¢l automévil tardard 8 segundos en volver a encontrarse con el camién. Decimos
“volver” a encontrarse puesto que en el instantef, = () los méviles estaban juntos en el semaforo.

b) El automévil alcanzard al camién la distancia dada por: x,(1,) = x, (8)
x,(8) =l41;,643’ ~128m
2 ¥

Esta distancia también estard dada por: x_(1,)=x,(8) = 1685 = 128 m
§

¢) Al momento de alcanzar al camion el automdvil se mueve con una velocidad de:
m m

v (1,)=v, +al, =4—By=32—

. §
d) La representacién grafica del problema la obtenemos representando la funcicn x = f(f)de

ambos méviles:
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xe(t) =2,
1350
1 N SIS
100

x.(1)=16t

=1

tiempo de encuentro

Caida de los cuerpos. Tiro vertical.

Un ejemplo de movimiento rectilineo uniformemente acelerado es el de un cuerpo que cae hacia
la Tierra. Si no hay resistencia del aire la experiencia muestra que todos los cuerpos,
independientemente de su forma, tamarfio y peso, caen con la misma aceleracion en la misma
region de la superficie terresire. Esta aceleracion es constante y se denomina aceleracion de la
gravedad, es un vector cuya direccion es vertical, su sentido hacia el centro de la Tierra y cuyo

a , m o
modulo cerca de la superficie terrestre vale aproximadamente: g = 9,8—2 . A este movimiento lo
s

llamaremos caida libre.

“Cuando observe, por lanto, una piedra que cae desde cierta altura, partiendo de una situacion de
reposo, que va adquiriendo poce a poce cada vez mas velocidad.;Por qué no he de creer que iales
aumentos de velocidad no tengan lugar segiun la mds simple y evidente proporcicn? Ahora bien; si
observamos con cieria atencion el problema; no encontraremos ningtin aumento o adicion mds simple
que aguel que va aumentando siempre de la misma manera”. (Consideraciones y demostraciones
matematicas sobre Dos Nuevas Ciencias. Jornada tercera. Galileo Galilei. 1638)

Recibe el nombre de proyectil todo cuerpo que una vez disparado, se mueve bajo la accién de la
gravedad. Cuando lanzamos un cuerpo desde la superficie de la Tierra hacia arriba segiin una
trayectoria rectilinea se tratard del movimiento de un proyectil. En particular, a este movimiento
lo llamamos tiro vertical.

Este movimiento es también un ejemplo de movimiento uniformemente acelerado.

Como en ambos movimientos las trayectorias son rectilineas las ecuaciones vectoriales se
reducen a ecuaciones escalares si el sistema de referencia se adopta segln la direccion del
movimiento.

Se trata de estudiar el movimiento de un cuerpo lanzado hacia arriba. El punto 0 es el origen del
sistema de referencia y la direccién del movimiento el eje y.

¥




La aceleracion del movimiento, segin el sistema de referencia, en términos escalares es:

a=-g.
A la posicién de cuerpo en cualquier instante se le da el nombre de altura, y dicha posicion es:

1 :
() =y, +vor—~2~g:2

La velocidad en cualquier instante es: v(f) = v, — gf

Problema:
Desde la azotea de un edificio de 80 metros de altura se lanza verticalmente hacia arriba una

piedra con una velocidad de 202 Calcule:
s

a) Laaltura respecto de la calle a la que se encuentra | segundo después de ser lanzada.
b) Altura mixima que alcanza sobre la calle.

¢) Posicién respecto de la calle a los 4 segundos.

d) Tiempo que tarda en llegar a la calle.

e) Velocidad que tiene a los 3 segundos.

f) Velocidad con que llega al suelo.

Solucion:
Resolvemos el problema tomando el suelo como punto de referencia.

: 1
a) Laaltura respecto de la azotea es: y, = vot-%gtz =207 3—59,8%’-] s'=151m
5 §

Altura respecto del suelo: p(1) =80m + 202 15— E‘Zl.sﬁ2 Is* =951m
5 5

wil)—v
b) Alcanzara la altura méxima cuando v(1)=0: v({I)=v,—gf = 1= ( )g ¢
~20™
= 3 =25
m
=
52

Hasta este instante ¢l movimiento de ia piedra es un tiro vertical, a partir de este instante la
misma estard animada del movimiento de caida libre.

La altura maxima respecto de la calle es:

Y. = y(2)=80m+20" 25 %9.8 -
5

45" =100,4m

ko

¢) Altura a los 4 segundos respecto del suelo:

$(4)=80m+20™ 45-298 " 165* =81.6m
5 2 5

d) Llega a la calle cuando y(1)=0= 80+ 2lf)f—%9,8r2 =0 (no hemos escrito las unidades

para que reconozca ficilmente la ecuacion de segundo grado).
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Las soluciones de |a misma son:

204207 + 4.80.49 AW +4 804,
o204 209;430495_2,433 [ == 209;4804956.5&

La primera de estas soluciones debe ser descartada por tratarse de un valor negativo de tiempo, la
piedra llega al suelo después de aproximadamente 6.56 segundos de ser lanzada.

e) v({)=v,—gr=>v(3)= ), Ve 9,8£1 35=—942 el signo menos indica que la piedra en
5 5 8

ese momento estd bajando (recuerde que el sistema de referencia tiene sentido positivo segin la
direccion positiva del eje y). En este instante la piedra esta animada con un movimiento de caida
libre.

N v6,56)=20" 98" 6,565=-44,28"
. 5 5

Podemos graficar la altura alcanzada por la piedra en funcion del tiempo a partir de la ecuacion
¥(1) =80+ 201 —%9.8:2

yim]
100}

]

1!

- 1[seg]
E ; 5 3 7

MOVIMIENTO EN UN PLANO. TIRO OBLICUO.

En los movimientos rectilineos considerados hasta aqui el vector velocidad v el vector
aceleracion tienen la misma direccion, es decir son colineales.

Cuando este no se cumple, el movimiento se realiza en una trayectoria curva, un ejemplo de esto
es el llamado tiro oblicuo donde el vector aceleracion es constante pero no es colineal con el
vector velocidad. Este movimiento también se llama: movimiento de los proyectiles.

El tiro oblicuo tiene lugar cuando la velocidad inicial forma un dnguloa con el horizonte. El
movimiento se realiza en un plano. Para determinar este plano se toma como referencia un
sistema cartesiano cuyo origen es ¢l punto de lanzamiento, cuyo eje x es la horizontal y cuyo eje
yes la vertical.

“Un proyectil gue se desliza con un movimiento compuesto por un movimiento horizontal y uniforme y
por un movimiento descendente, naturalmente acelerado, describe con dicho movimiento una linea
semiparabdlica” (consideraciones y demostraciones matematicas sobre Dos Nuevas Ciencias. Jornada
cuarta. Galileo Galilei, 1638).

| 260 ¥ FREA
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La velocidad para 1 = 0 recibe el nombre de velocidad inicial o velocidad de disparo, el dnguio
recibe el nombre de angulo de tiro 0 angulo de elevacion.
La velocidad inicial se puede descomponer en dos velocidades segiin los ejes de referencia:

L2
Vg, = ¥, COSQL
Vo, = VoSena
Asi, el movimiento del proyectil se puede considerar como el movimiento resultante de otros
dos:
* Movimiento horizontal: es un movimiento uniforme cona, = 0.
* Movimiento vertical: es un movimiento uniformemente acelerado cona, =—g .
. . . Vv, =V, cosQt
Las ecuaciones del movimiento horizontal son:
x(f)=v.t=v,cosaf
v, =v,sena—g{

Las ecuaciones del movimiento vertical son: 1,
¥(r) = v sena 1 -—Egr

Velocidad instantinea del proyectil: v, = vi+v,j o ;’(v,.vy), el médulo de dicha velocidad

v'

es; u' = ‘Vf +Vf - Pﬂnd'eﬂtede ;:ng:—

v

Posicion instantanea: r=xi+yj o r(xy).

Problema:

Un cafion dispara un proyectil con una velocidad de 4OOT-y un angulo de elevacion de 30°
Calcule: '

a) La posicion y la velocidad del proyectil a los 5 segundos.

b) ¢En qué instante el proyectil se encuentra a 1000 metros de altura? ;Qué velocidad tiene
en esos instantes?

c) Altura méxima alcanzada por el proyectil.

d) Velocidad en ese instante.

¢) Alcance maximo.

f) (Con qué velocidad llega a la horizontal del punto de lanzamiento?

g) LEcuacion de la trayectoria. Considere g = 10—”}.
&

RN % EW
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Solucién:

m 3

a) Posicion a los 5 segundos: x(5) = 400——5 $=1000v3 m

WS) = 400ﬁ55 =5 wﬂ2 255 =875m  entonces 7,(1000v/3,875).
5 5

Velocidad a los 5 segundos: v, = 4{J{)ﬁ£ = 200«6 —

v, =400 L _10™ 55-150™ enonces V5(200\/§.150)E
! 52 ¥ 5 s

El mdulo de dicha velocidad es: v, = /(20053 ) +150% =377,49™
5

150
20043

A los 5 segundos el proyeclil se encuentra en un punto situado a una distancia horizontal de

tgP= =043=>p=234°

20043 metros y a una altura de 150 metros. En ese instante su velocidad es dt:.':l'f?f',llf?E y
3

forma un angulo de 23,4° con la horizontal.

b) Se encontrara a 1000 metros de altura cuando y(t) = 1000 m.

vosenaf—%grz =1000= 400%;—%10:2 =1000

St7 —200¢+1000=0=>1" -401+200=0

Las soluciones de esta ecuacién son: | = 5865 y f, = 34,14 5.

La velocidad en esos instantes es:
Velocidad para f,= 5,86 s:

v, =V, cOSa = 200432 y v, =v,sena—gl, = 141,4E
] 5

v (20043, 141,4)? = v, =y[200v3) +141.4* =374, 5%

1414

20043

gh= =04>0=03=222° Elproyectilesta subiendo.

Velocidad para 1,= 34,14 s:

vj=vu(:05(1:200«/5ﬂ y vv:'.Jo.s‘ertvfx——gtz:—["-I-I,'ﬁ%E
s ' s

5.1(200\/5,—141,4)%:> v = J(200v3) +(-1414) = 374,15%

~141.4

{ =
£P 20043

=—04<0=p=-222° Elproyectil esta bajando.
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Hay dos instantes para los cuales el proyectil se encuentra a la misma altura, Para el tiempo mas
pequefio estd subiendo y para el mayor estd bajando. En ambos instantes el médulo de la
velocidad es el mismo,

¢) Se alcanza la altura méxima cuando: v, =0

—v, seno 2007
voseno—gt=0=f=—21 = L "\
- _10™
z
5

Este es el tiempo que tarda en alcanzar dicha altura, luego:
Yo =¥20)= 4002 lzos—l 107 400 5 = 2000 m
85 2 7 A o

d) Lavelocidad en la altura maxima es:
m
v, = v, cosa =200+4/3 —
£ OJ_s = v=200/32
5
v_y=0
v,
tgfp=—==0 = B=0
vl’

€) El proyectil tiene ¢l alcance méximo cuando: y(1) = 0
yi)=v, ,s‘t.’rn‘.)'..r—%g;!2 =0 =200t —5¢*=0

1, =0 El proyectil se encuentra en el punto de partida.
1, =405
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El proyectil tarda 40 segundos en volver a la horizontal del punto de partida, observe que el
tiempo que tarda en volver al suelo es el doble de lo que tarda en subir.

Sustituyendo en la formula de desplazamiento horizontal este tiempo de 40 segundos se obtiene:

m 3

x(f) = v,cosal, = = x(40)= 400~—-40

= 800043 m
f) Velocidad con la que llega al suelo:
v, =V, cosq = 20|:I-J§E

v, =v,sena - gl, -200——400—-'-200—

v =+ _J(2MT+(-200) - 400™

i B_V__,__—IOO -—_L
S T20043

Vuelve al suelo con la misma velocidad en médulo con que salié y formando el mismo dngulo
con la horizontal, aunque de sentido contrario.

==30°

NOTA: En este problema cuando hacemos referencia al suelo nos referimos a la horizontal del
punto de salida.

g) Para hallar la ecuacion de la trayectoria eliminamos 7 en las componentes del vector
posicién, estamos buscando la funcion y = flx).

>
x=v,cosal = =
v, Cos

I s X l %
y=wsenail——gf =vnseno. === =

2 ) cosa 2 vy €08’ o

; 1 x = gl o
xlga——g——>— m———

PRGN ve cos’ @ J3 24000

Es una parabola del tipo  y =ax’ +bx

L I L =
2600 4000 =Rl HOOD Lonoe 12000

1400

l
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TRABAJO PRACTICON®7
Vectores

De acuerdo con el siguiente grafico halle:

1)

A
A a)%—@-kbﬁ)
C b) 04— (0C + OB)
c) (—%)a+ OC+E)_§)
O >
B

2) Seana y B numero reales, indique cuales de las siguientes expresiones son escalares y cudles

son vectores, siendo a y b vectores de un plano,

a)-a b) }E| ¢)a+h da.b e)a. a.b
N aa ga.pf h)\;m,] i) a. (TH—B) j)% p#0

3) Determine la relacion que existe entre los vectores M y N (no nulos) sabiendo que:

a) El vector suma es el vector nulo.
b) El vector diferencia es el vector nulo.

El vector suma es cuatro veces el vector diferencia.
N

i | wn

c)
Ria:c) M=

4) Determine: %;, 3.(;1+I’;) ¥ |4;_1—351 para los vectores a y b dados:

a=(-2.5) b =(2,-8)
Rta.:

(—%.2]: (0.-9): 24/533.

5) Dados los vectoresu = (5—-4); v= @5 v _\;:(1,2) . Determine, si existen, los escalares
A y Pde modo que u= L;+ﬂ.;
Ria:A=2AB=-3.

Determine las componentes del vector x si se verifica la igualdad 3a—5b+2x =0, siendo

6)
a=(-3) b=(-2.5)
Ria.: [—l.] IJ
2

SE




nnm UNIVERSITARIO | MODULG

7) Determine los valores reales de /, para que el vectora =17 + (1 + 1) tenga médulo/5 .

Rta:t=lvi=-2

N

8) Determine el vector de modulo 4 que tenga la misma direccion y sentido que el vector
a=—6i+8j.

Rta.: —l—zf—i—ﬁf
5 5
9) Dados los vectores p=—3i 4] y g=2i+3] . Calcule:
a) El producto escalar entre los mismos,
b) El dngulo que determinan.
c) El vector proyeccion de p sobre g .
d) El vector proyeccion dc} sobre p .
6- 0. 9« 3.
Rta.: a)=3:8)105°15";¢)——i——j;d)—i——]
}=3:8) =5 6% T/

10) Determine la proyeccion dew sobrev, si se sabe quen =7 —4j y v tiene como origen y
extremo los puntos (-2,4) y (-5,1) respectivamente.

Ria: 2737
2 2

I1) a) Caleule ¢l producto escalar entre los vectores a Y bsi se sabe que:
|a|=3 y a=-25.
b) Determine un vector ortogonal a=(1,7) y de igual médulo.

Rta.: a) ab = —% b) (7.6 (7.~1)

- iZ) Calcuch sabiendo quea es ortogonal a x—a, H = 2y el-dngulo que forman xyaes %
| Rla.:H =22

13) Encuentre el dngulo qué determinan los vectores u y v, si se sabe que u=37 +4] y v

tiene primera componente igual a — 2 v es perpendiculara w=67 +47 . '

\ Rta.:70°33'

14) Dados los puntos 4 = (0,-2); B= (-3.0);_1,6‘"= (2,2). Determine:

a) El perimetro del triangulo ABC.
b) Los angulos interiores del triangulo ABC.

Rta.:a)a13 +4/29 +4/20; b) A=82°52", B=55°29' (" =41°38'




Lnidad T

15) Dados los vectores a= (1,2) y b= (3.5), descomponga el vector hen la suma de dos
vectores: uno en la misma direccién que a y el otro en una direccion ortogonal al mismo.

Rta.{g.:é] ¥ (2 —i)
575 5 5
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GUIA DE EJERCICIOS DE ESTATICA
Ejercicio n°1:
Un cuerpo rigido se encuentra en reposo, sometido a la accidén de un sistema de fuerzas en

equilibrio. Se coloca en evidencia la fuerza 1 de dicho sistema y se desea: a) Exprese la fuerza

F\ en forma cartesiana. b) Traslade la fuerza F\ (SON.210°) aplicada en el punto A(5m.,3m), al
punto B(8m.2m).

Rta.;

a)F1(5,3)==25y3Ni —25N] = (- 25V3,-25)V
b) Sistema equivalente aplicado en B

F1(8.2) = -25v3Ni - 25Nj = (- 253 ,-25)N
M, =118.3Nm

Ejercicio n“2:
Dadas las fuerzas por sus componentes cartesianas, indique su intensidad y dngulo director.
Fi=(60)N F2=(=200N Fi=(010N Fi=(0-30)N

Fs=(34N Fe=(2000N F;=(-6-3)N Fs=(20~100)N
Rta.:

Fi=(6N.0) F,=(20N.180°) Fs=(10N,90°)
Fy=(30N270°) Fs=(5N.53.1°) F =(~/500N,153,4°)
Fy =(J45N,206,6°) Fy =(~/10400N 2813°)N

Ejereicio n"3:
En un cuerpo rigido actan las fuerzas:
Fi(5.3) = (50N,210°) , F2(2.5,0.5)=(100N,0°) , F3(0.67,0.5) = (61.97N,156.2°)

Clasifique el sistema de fuerzas y compruebe si se encuentra en equilibrio.

Rta.:

Es un sistema plano de fuerzas concurrentes que se encuentra en equilibrio.

268 ™ HEEN FriA]
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Ejercicio n"4:

Considere que en el cuerpo rigido del ejercicio 3. actan las fuerzas F1, F2, se agrega ¢l par
cuyo momento es M = -100Nm. Determine analiticamente si el sistema se encuentra en
equilibrio. ¥ en caso de no estarlo, indique la fuerza equilibrante a agregar que verifique el

equilibrio.

Rta.:

a) El sistema no se encuentra en equilibrio
b) La fuerza equilibrante sera:

E = (-56.70,25)N x, =094m  y, =2,14m

Ejercicio n®5:

Considere el sistema de fuerzas paralelas F'1, F 2, cuyas intensidades son 75 y 25 KN.
Determine analiticamente la fuerza equilibrante.

Y Fy F:
Sm
-
A
v 3
OF@="s P

Ejercicio n“6:

Ria.:

E(0.5,0) =(0.50)N

Dado el siguiente sistema plano de fuerzas concurrentes a un punto material, se desea determinar
analiticamente la fuerza equilibrante del sistema.

F,(0,0)=(100N,30°)
F,(0.0)=(20N,1207)
F,(0,0)=(100N,240°)
F,(0.0)=(200N.0%)

Rta.:

A

E(0.0) = (~226.6,19.28)N = (227.42N,175.1°)
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Ejercicio n"7:

Un sistema plano de fuerzas no concurrentes. se reduce a un punto A(2,3)m. Aplicando las
ecuaciones correspondientes, se llega al siguiente resultado:

YFE =108 YF=-10N 3 M, =—100N
1 I |

Determine un sistema equilibrante que pase por el punto A y obtenga la fuerza equilibrante del
sistema.

Ria.:

E=(-1010)N M, =100Nm
E(0,15) = —10Ni +10Nj = (-10.10)N = (Jzoow,ns*’)

Ejercicio n"8:

Equilibre la fuerza P(100N,270°) , con dos fuerzas Fy, Fs segin las direceiones a y b, de las
barras rigidas de la figura.

Sugerencia: elija arbitrariamente los sentidos de 71, 'z y plantée las condiciones de equilibrio de

un sistema concurrente al punto 4. Al resolver el sistema de ecuaciones si las /1, F'; resultan
con signo positivo el sentido elegido es el correcto, si alguna resulta con signo negativo, se debe
modificar su sentido por el opuesto al elegido arbitrariamente.

Ria.:

Fi=(—4836)N = (60N,143°)
F2 = (48,64)N = (80N.53°)

Ejercicio n"9:
En una placa rigida actian cuplas cuyo moemento son:
M, ==10Nm M,=20Nm M,=30Nm M, =—15Nm

Determine si el sistema se encuentra en equilibrio y en caso de no estarlo indique la cupla
equilibrante que es necesario agregar para lograr el equilibrio del sistema.

Ria,;

El sistema no esta en equilibrio. La eupla equilibrante a agregar es :
M, =-25Nm
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Ejercicio n"10:

Una barra rigida se encuentra articulada a un apoyo que le permite girar en plano. En su extremo

izquierdo soporta una fuerza P de 800N. Determine la fuerza vertical Ea aplicar en el extremo
* derecho para impedir la rotacion. El peso de la barra es despreciable.

¥

=

Zm 1m

Rta.:

E(3.0) = (1600N , 270°) = (0, — 1600)N

Ejercicio n"11:

En la barra del ejercicio 10 se agrega una cupla cuyo M = 100Nm. Indique la fuerza E que se
debe aplicar a una distancia de | m del extremo izquierdo para impedir el giro.

Ria.:

E(1,0) = (0,1700)N = (1700N,90°)

Ejercicio n°12:

En la barra del ejercicio 10 se agrega una cupla cuyo M, = 1000Nm. Indique la cupla M a aplicar
para impedir el giro.

Rta.:
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GUIA DE EJERCICIOS DE CINEMATICA

Problema n°1:

Una particula se mueve a lo largo del eje x segin la ecuacién: x =" —1—2 en las unidades del
S.1. Calcule:

a) La posicion inicial de la particula.

b) En qué instantes pasa la particula por el origen de coordenadas.

¢) Donde se encuentra la particula al cabo de 5 segundos.

d) La velocidad media en el intervalo de tiempo 2 a 3 segundos.

Rta.:
a)x, =—2m
byt=2s
) x(5)=18m
dyv, :«4ﬂ
5
Problema n°2:

El diagrama x-7 de un movimiento rectilineo es el siguiente:

_ t[seq]

a) Dar toda la informacion que se pueda de este movimiento.
b) Dibuje el diagrama v-I.

Problema n®3:
; i m ; . m
Un vehiculo que marcha a una velocidad de 15— aumenta su velocidad a razén de | — cada

5 5
segundo. Calcule:

a) La distancia recorrida en 6 segundos.
b) Si disminuye su velocidad a razén de | ™ cada segundo, calcule la distancia recorrida en 6
s

segundos y el tiempo que tardara en detenerse.

Rta.: a) 108 metros b) 72 metros, = 15 segundos
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Problema n®4:

La velocidad de un tren se reduce uniformemente de 122 a 52 . Sabiendo que durante ese
& 5

tiempo recorre una distancia de 100 metros, calcule:
a) Laaceleracion.
b) Ladistancia que recorre a continuacién hasta detenerse suponiendo la misma aceleracién.

Rta.: a) — 05952
s

b) 21 metros
Problema n°5:

Un cuerpo, partiendo del reposo, cae por un plano inclinado sin rozamiento con una aceleracion
uniforme recorriendo 9 metros en 3 segundos. ;Cuanto tiempo tardara en adquirir una velocidad

m . 3
de 24 — desde que empieza a moverse?
&

Rta:r=12s

Problema n%6:
Un automévil esta parado en un semaforo esperando a que se ponga en verde, en el instante en

que esto ocurre es adelantado por un camidn con velocidad constante de 60—h—: 2 segundos mas

P . m .

tarde arranca el automévil con aceleracion constante de2—- que después de 15 segundos de estar
S

acelerando mantiene la velocidad adquirida. Calcule:

a) ;A quédistancia del seméforo alcanza el automévil al camion?
b) (Qué velocidad tiene el automdvil en ese instante?

Rta.: a) 355,85 metros

b) 1085
h

Problema n°®7:
Desde un punto situado a 100 metros de altura se lanza verticalmente hacia arriba un cuerpo con

. m - ; .
una velocidad de 50—, 2 segundos mas tarde se lanza otro en la mistna vertical desde el suelo
s
con una velocidad de 1502, Sj se desprecia la resistencia del aire, calcule:
s

a) ¢Cudnto tiempo tarda el segundo en alcanzar el primero?

b) ;A qué altura lo alcanza?

¢) ¢Qué velocidad tiene cada uno en ese instante?

d) ¢Dénde se encuentra el segundo cuando el primero alcanza la altura maxima?
e) (Dénde se encuentra el segundo cuando el primero llega al suelo?

Rta.:
a)l,5s

d)418
b)215 m IEEN

e)1005m
c)y, = 15,7-‘11— v, = 135,3ﬂ
8 s
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Problema n°8:

Se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba desde una altura de 50 metros y se observa que
tarda 15 segundos en llegar al suelo. Si se desprecia la resistencia del aire, calcule:

a) (Con qué velocidad se lanz6?,

b) ;Qué velocidad tiene 2 segundos antes de llegar al suelo?
c) ¢Con qué velocidad llega al suelo?

d) ;Qué altura alcanza?

Rta.:
a) v, = 70162 b) v=-572 ¢) v=—7691
§ A 5
d) 301,14 metros del suelo.

Problema n®9:

Se golpea una pelota de golf de manera que su velocidad inicial forma un dngulo de 45° con la
horizontal. La pelota alcanza el suelo a una distancia de 180 metros del punto en que se lanzo.
Calcule su velocidad inicial y el tiempo durante el cual ha estado en el aire. Se desprecia la
resistencia del aire.

Rta.: v, =427 1=6,06s
]

Problema n®10: )
Sc dispara un cafion con un angulo de elevacion de 30° y una velocidad de 2002 Si se
s

desprecia la resistencia del aire, calcule:

a) El alcance horizontal del proyectil.
b) La velocidad del proyectil al llegar al suelo.
¢) Si a la mitad del recorrido hubiese una colina de 600 metros de altitud, ;tropezaria con ella?

Rta.: a) 35333 metros
b) 200”7
~

c) Tropieza

Problema n°®11:

Calcule el angulo de elevaciona con el que debe ser lanzado un proyectil con una velocidad

< 5 g m ; : ;

inicial de 400— para alcanzar un blanco situado sobre la horizontal del punto de lanzamiento y
3

a 5000 metros de distancia del punto de disparo. Se desprecia la resistencia del aire.

Rta.: o« =8,9°
Problema n®12:

Se lanza una piedra desde una altura de 1 metro sobre el suelo con una velocidad de 402
5

formando un angulo de 26° con la horizontal. Sabiende que a una distancia de 120 metros del
punto de lanzamiento se encuentra un muro de 2 metros de altura, calcule a qué altura por
encima de este pasard la piedra. Se desprecia la resistencia del aire,

Rta.: 3.2 metros

™ REESFa]
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Problema n”13:
Un estudiante quiere lanzar una pelota por encima de una casa de 40 metros de altura situada a

20 metros de distancia. Para ello, lanza la pelota con una velocidad de 40Ey un angulo de 45°.
- s

La pelota abandona la mano del estudiante a una altura de 1,2 metros del suelo. ;Pasara la pelota
por encima del edificio? En caso afirmativo, ja qué altura por encima del edificio lo hard? En
caso negativo, zen qué punto chocaré la pelota con el edificio?

Rta.: No pasa y choca con el edificio a 18,75 metros del suelo.




N

MODELOS DE EXAMENES

Parciales y Finales del
Seminario Universitario




Universidad
Tecnologica
Nacional Facultad Regional Buenos Aires

SEMINARIO UNIVERSITARIO 2007

PRIMER PARCIAL - MODULO B

Apellido Y INOPIBIE: s v sssion ivsrvhes b asin s wab e s sy AR T i
Namero de documento:........ocevevereverarnrernrnneeens
~ Especialidad:.........c.covvviimieieiiiiinenn
Numero de Credencial:.........coooooviinnnnnnn.
1 2a | 2b 3 4a | 4b | 5a | 5b | CALIFICACION
COBRBI00 . cocninmsannminipausnnasanss
DB EVIBET. v v i o 7 R

e La duracién del examen es 150 minutos.
« Condicién minima de aprobacién: 50% del examen bien resuelio.
e No se permite retirarse del aula hasta 20 minutos después de haber comenzado el examen.

s El examen no puede estar resuelto en lapiz.

1) Determine la medida del lado de un cuadrado, si sabe que el drea del cuadrado que se obtiene
uniendo los puntos medios de los lados del primero es 18 cm™. Justifique su respuesta.

2a) Determine el conjunto solucion de la siguiente inecuacion. Justifique su respuesta.
5
0< <3
x—1

2b) Encuentre un polinomio de cuarto grado que tenga raices en 0, -1. 1 y 2 y cuyo término
cuadritico tenga coeficiente 5. Justifique su respuesta.
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3) Luis fue a una ferreteria y compré 1 Kg de cada uno de los tres tamafios diferentes de
clavos: pequefios, medianos y grandes.

Después de haber realizado cierta parte del trabajo observé que habia subestimado la cantidad de
clavos pequefios y grandes que necesitaba. Asf, comprd otra vez la misma cantidad de clavos
pequeiios y el doble de lo que habia comprado de los grandes. Luego de haber avanzado un poco
mas en su trabajo le volvieron a faltar clavos por lo que necesito comprar otro kilogramo de

clavos pequefios y de medianos respectivamente. Cuando vio la factura de la ferreteria observé
que le habian cobrado 608 la primera vez, 655 la segunda y 358 la tercera.

Los precios de los clavos varian de acuerdo con su tamafio. Encuentre dichos precios.
Justifique su respuesta utilizando ¢l método de eliminacion de Gauss.

4a) Determine las raices enteras de la ecuacion 1x2 —b6x +5| +2x = 5. Justifique su respuesta.

4b) Determine el conjunto selucion de la ecuacion vx+11 +1 = x, Justifique su respuesta.

S5a) Dadas las funciones f:D, >R/ f(x)=C a" donde f(0)=3y f(2)=12,y gesuna
funcidn lineal tal que g(1)=-1 y g(-1) = 2; defina la funcion ge f. Justifique su respuesta.

Sb) Encuentre, si existen, los ceros de la funcion h: D, =R /h(x) =16~ —327

Justifique su respuesta.
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» La duracién del examen es 150 minutos.

e Condicién minima de aprobacion: 50% del examen bien resuelto.

e No se permite retirarse del aula hasta 20 minutos después de haber comenzado el examen.

e El examen no puede estar resuelto en ldpiz.

1) Un barco B pide socorro, recibiéndose las sefiales en dos cst?ciunes d_e radio, P y Q, que
distan entre si 50km. Desde cada estacion se miden los dngulos BPQ y BOP que miden 43° y

53° respectivamente. ;A que distancia de cada estacion de radio se encuentra el barco?
Justifique su respuesta.

2a) Obtenga el conjunto solucién de la ecuacion 3:gzx+1=55ccx,xe[0,2n). Justifique su
respuesta.

2b) Dada f :R—+Rf(x)44cos[kx—1—;}k > 0. Determine el conjunto imagen de £, y halle la

constante k de modo que fposea periodo 7. Grafique. Justifique su respuesta.
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3) Desde una altura de 175m se arroja hacia arriba un objeto, cuya velocidad es v = " i
s

Determine: a) la maxima altura que alcanza el objeto; b) la posicién y velocidad del objeto 5s
después de ser arrojado: ¢) el tiempo que tarda en llegar al suelo. Se desprecia la resistencia del
aire. Justifique su respuesta.

4a) Determine la expresion cartesiana de un vector ortogonal a v=—6.7 +10, si sabe que la
suma de sus componentes es 2. Justifique su respuesta.

4b) Lasumade v y w=a'i —18 esigual a la diferencia entrew y w. Determine el vector
suma de los tres vectores si su médulo es 30.

5a) Dado el siguiente sistema plano de fuerzas:

Fi(3,4) = (100N,60°), F(0,3) = (39,95N,0°), F1(1-1) = (39.95N,180°)
Determine su equilibrante que pasa por un punto cuya coordenada x es nula.
Justifique su respuesta.

5b) Determine la fuerza F, de direccion horizontal y que pasa por A, que impide el giro de la

barra (doblada en L) de la figura. Dicha barra sélo puede girar alrededor del punto O.
Datos: F1(0,0.3)=(100 N, 0°) , F2(0.5,0)=(200N,270°).

Justifique su respuesta.

0.2m

0.1
" 0.50m
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e La duracién del examen es 150 minutos.
o Condicion minima de aprobacion: 50% del examen bien resuelto.
* No se permite retirarse del aula hasta 20 minutos después de haber comenzado el examen.

» El examen no puede estar resuelto en lapiz.

1) Eldrea de un hexagono regular es 1504/3 ¢m’. Determine la medida del lado. Justifique su
respuesta.

2a) Las raices reales del polinomio p(x) = (k* — 2k —8)x* —(k* —=9)x—175 son opuestas.
Determine el polinomio diferencia: p(x)—(thZ + x). Justifique su respuesta.

2b) Las curvas representativas de / v g se intersecan en un punto de abscisa 2 y en otro de
abscisa (-1).Sean f:R >R/ f(x)=5x+2 y g:R-{l}>R/glx)= ax_-l-lb

x —_
Determine las constantes @ y b. Justifique su respuesta.
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3) Se dispara un proyectil con un éngulo de elevacion de 60° y una velocidad inicial de 1002,
Determine:

a) el alcance maximo del proyectil.
b) La velocidad del proyectil a los 10 segundos, jen ese instante el proyectil sube o baja?

Se desprecia la resistencia del aire. Justifique su respuesta.

4a) Determine, si existen, los ceros de la funcion /R — R/ f(x) =2 =327 4+ 32.
Justifique su respuesta.

4b) Si My N son los puntos medios de los lados del tridngulo escaleno y se sabe que la longitud
del lado MN es la mitad de la del lado paralelo. Calcule el perimetro del trapecio AMNB.
Justifique su respuesta.

5a) Una escalera que pesa 30N, tiene el punto de aplicacién de su peso en C (2, 1.33)m. segun

mucstra la figura. Suponiendo que ¢l muro genere una fuerza horizontal F . determine el
sistema equilibrante que se genera en el punto A, apoyo inferior de la escalera. Justifique su
respuesta.

¥

»
&
=

|

v
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4m

X RN NN
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5b) El médulo vector w es el triple del modulo dev = 24i +¢*/,ceR,

= = -7
wey=—756 y cosol :E (aves el angulo entre los vectores).

Determine en forma cartesiana el vectorv. Justifigue su respuesta.
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e La duracion del examen es 150 minutos.
o Condicién minima de aprobacidn: 50% del examen bien resuelto.
s No se permite retirarse del aula hasta 20 minutos después de haber comenzado el examen.

= El examen no puede estar resuelto en lapiz.

1)

288 (unidades ciibicas) es el volumen del
prisma recto de 8 (unidades) de altura.

Halle las dimensiones del cubo contenido en
el prisma. Justifique su respuesta.

2a) Halle el conjunto solucion de: x = 54/x—3. Justifique su respuesta.
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2b) Aplique el método de eliminacion de Gauss para resolver el sistema de ecuaciones:

2x—y+3z=T7
3x+2y—8z=19
x+4y+z=30

| i 3) Un mévil desarrolla un movimiento
1 i rectilineo cuya velocidad inicial es

ks

: m
= b Vs -——10—q. En la figura se muestra la

-1 representacion grafica de su aceleracion en
funcion del tiempo,

a) Indique el tipo de movimiento rectilineo que desarrolla a lo largo del tiempo y calcule su
velocidad a los 10, 20 y 30 segundos, y represente en otro gréfico la velocidad en funcion del
tiempo.

b) Calcule el espacio recorrido en los mismos instantes de tiempo, y represente en un grafico
separado el espacio en funcion del tiempo.

4a) Sea la funcion [ : [0,21:) — R/ f(x) = sen(2x) — cos(2x). Determine los puntos de su
dominio tal que fix) = 1. Justifique su respuesta.

4b)

En una colina se encuentra una lorre

=iy

vertical de alta tension de 10 m de
altura. La distancia del punto A al C
es 24 m. ;Cuadl es la distancia colina
abajo  desde la base de la torre (de
AaB)?

Justifique su respuesta,




5a) Sobre una embarcacion actia la fuerza de la Ya
corriente #1(0.0) = (4,0)N. La fuerza motriz

propia que la impulsa es Fz(ﬂ,l)) =(8N,a). Se F;
desea conocer la fuerza resultante que actlia

sobre la embarcacion y el 4ngulo o, de la o

fuerza F'» para que avance segin el sentido del
semieje positive Y. Justifique su respuesta.

o)
=y
v
Iq

5b) Determine las coordenadas del punto A para que se verifique: 2.AB-3.AC = 0, siendo
B=(-21) yC=(,2)
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* La duracién del examen es 150 minutos.

e Condicion minima de aprobacién: 50% del examen bien resuelto.

« No se permite retirarse del aula hasta 20 minutos después de haber comenzado el examen.

s El examen no puede estar resuelto en lapiz.

T (Grados) 1)Una taza de leche caliente tiene una temperatura f{f) —en
grados Celsius —en funcion del tiempo t — en minutos —, la
curva graficade [ :[04w) > 1,/ f(r)=k+ 708", seilustra

a la izquierda y se sabe que a los 10 minutos la temperatura es
de 66,5°.

Halle las constantes positivas k y b, jcual es la temperatura

a los 12 minutos? Luego determine la funcion inversa de f(con

%0

0

&0

50

N su respectivo dominio). Justifique su respuesta.
30 g
N v l_(?unubs)

20 40 &0 80 100

2a) ;Tiene una sola raiz real el polinomio resto de dividir p(x) por g(x)?. si fuese asi hallela, si
no, justifique su respuesta.  p(x)=3x*—2x* +x* —3x" +2x—125 , g(x)=x"-x
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2b) Se sabe que el siguiente sistema es compatible indeterminado:
{k x+8y=28

Y6y =] Encuentre su conjunto solucién, previa determinacion de la constante k.
—3x+6y=

Justifique su respuesta.

3) Tres moviles pasan simulténeamente por los puntos A, B y C. Los mismos recorren
trayectorias rectilineas y deben encontrarse en el punto O.

El movil A desarrolla un movimiento rectilineo
uniforme de velocidad v, = 20 m/ s, recorriendo

una distancia de e, = 200m hasta el punto de
encuentro,

El mévil B desarrolla un movimiento rectilineo
uniformemente acelerado con velocidad inicial
v,, =20m/s y aceleracion a, =2m/s”.

El mévil C, en cambio, desarrolla un movimiento
rectilineo uniformemente desacelerado, cuya
velocidad inicial es v,. =30m/s y recorre una

distancia e. = 200m hasta el punto O.

a) Determine el tiempo de encuentro; b) la distancia que debe recorrer el mévil B hasta el punto
de encuentro; ¢) la aceleracion del movil C. Justifique su respuesta.

4a) Calcule el drea de figura sombreada,

interior al triangulo rectangulo. 160
El didametro de la circunferencia es 220.

Justifique su respuesta.

. - i 6
4b) Determine el conjunto solucion de la ecuacién: 4 = 5
-1 x-2 x-3

Justifique su respuesta.
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5a) Un sisterna plano de fuerzas se ha reducido al punto A =(-1,1) y se ha llegado a los
siguientes resultados:

SE =108 YF=0N M, =200Nm
i 1 1

Determine la fuerza a agregar para lograr el equilibrio del sistema. Justifique su respuesta.

5b) El vector u =187 =247 es la proyeccion de v =ki +3] sobre w=6i —8] .

Determine el vector v, en forma cartesiana. Justifique su respuesta.




Resolucién del examen

1) Segin los datos del problema planteamos:
fO)=k+706" =k+70 = 90=k+70
f10)=k+ 706" = 66.5=k+70b" deestasecuacionesse obtiene :
k=20 y b"=06642 = b=0,9599

En consecuencia la funcion es: 1 :[0,+%0) — (20.90]/ £ (1) = 20 + 70.0,9599"

La temperatura a los 12 minutos sera: f(12) =20+ 70.0.9599" = 62,8°C

%y 9

Para obtener la funcién inversa primero permutamos las variables y luego despejamos “y”.

Sea: 1=20+70.09599" = '—;5—9 =09599" = In 1=a0 yIn0,9599
I (=20 } | I 1—-20
=—In——- :120.90 0. ' =—1In
Y= 1009599 70 7 :(@050]> o) 170 n09399 70

2a) Realizamos el cociente entre los polinomios y este resulta:

3x% = 2x" +x" —3x? +2x-125 | x =3
1xt e 3x—2
—2x" + x4+ 0x? +2x—125
-2x’ +2x

2+ 0x* +0x—125

El resto es: r(x)=x"—125
Para buscar las raices reales del resto resolvemos la ecuacion: x* —125=10
x'=125=0 = x'=125 = x=35 es la(imica raiz real del resto.

2b) Encontremos k para que el sistema sea compatible indeterminado, hacemos esto utilizando
el método de eliminacion de Gauss.

k 8 28 [,

-3 6 21 E,

k 8 28 g =F
2446k 0 0 E, =6E, —8E,

De esta forma vemos que y € R; de la ecuacion E| obtenemos la variable x:

288y
k

La ecuacion Ej: (24+6k) x = 0. tendrd infinitas soluciones si 24+ 6k =0 = k=-4.

J#0

Por lo tanto el conjunto solucién del sistema es: 'S = {{x, y)/x =7+ 2y n y e R}




3) De las ecuaciones horarias para los movimientos involucrados en el problema obtenemos:

e
a)1, =—2=10s.
vA

b) ez =vy I, +%aﬂ 1! =20$.10.v+%25100s2'=300m

1 e, —vy 1) 2(200m—307105) m
€) ec =V I, +Ea" = gy=—= i ST 100 s = 8 2_25_2
4a) De la figura se obtiene:
r=£=%=llﬂ
_— 2 2
160 16 16
g =——=— o = arctg —=55.49°
TR o
=
Area del triangulo: 4, = Uy = 8800

n.110%55,49°

=5859,32
360°

Area del sector circular: 4 =

Area de la figura sombreada: 4= 4, — A, =2940,68 (unidades cuadradas).

4b) Resolvemos la ecuacion pedida:

—6— 2 = con x#lax2Ax#3

x=1 x-2 x=3

6(x~2)+2(x-]): 3 = 6x—1242x-2 3
(x=2)(x-1) x—3 (x—2)x-1) x=3
8x+14 3

= = (Br—14)x—3)=3(x" —3x+2
x'—3x+2 x-=3 ( X 1= w4l
8x? —24x—14x+42=3x" -9x+6

5x2—29x+36=0 = x:4vx=%

(2

5a) La reduccion al punto A determina, segiin los datos del problema, el siguiente sistema
equilibrante en dicho punto: E(—L1) = (10N,180°) = (-10,0)N y M, = —200Nm.




La fuerza equilibrante del sistema, de ser trasladada al punto A, debe tener una cupla de
traslacion M, =-200 Nm y resultarda M, =—-200 Nm = —lEx Vo= Vel = yi=—19m

La fuerza equilibrante sera: IE'.(—I.—19) = (10N.180°) =(-10.0)N
5b) El vector u es: u= prayi; =¥f—;
[
v.w=06k+3(-8)=6k-24

Mz = (,/6’ +(-|3)’)z =36+ 64 =100

T O Ot o Y VY
100 100 100
6¥=24 18 . 6k_24-300 = k=54

100

Por lotanto: v=ki +3] =54i +3]




