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ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA- Parcial I - 08/09/0¢ (Mec. — Eléc. — Civ. e Ind.) =

Ejercicio N° 1: A) Un viaje con boleto de avion incluido. tiene cierto costo por persona. Si se desea

permanecer un tiempo mayor en el lugar debe pagarse una cuota adicional por noche. Con

permanencia de 2 (dos) noches adicionales, el pago total es de § 6400 v con 6 (seis) noches

adicionales es de $ 8200 . los alimentos no estan incluidos. =
a) Encontrar el costo total del viaje con *x “noches adicionales. suponiendo que estd dado por la —

ecuacidon de una recta. !

b) Cual es el costo sin noches adicionales. -
¢) Cuanto cuesta cada noche adicional.

B) Encontrar la ecuacién del plano que contiene al eje " x ™ valarecta L)

Ejercicio N° 2: A) Definir pardbola y deducir su ecuacion . cuando el vértice coincide con el origen
de coordenadas y su eje focal coincide coneleje ™ x ™ _3
B) Encontrar la ecuacion de la elipse, que tiene como uno de sus vértices principales el centro de la e
1 circunferencia de ecuacion : X + v — 6x — 7 =0, ademds se sabe. que la elipse tiene su centro en ¢l ;
punto C(10.,0) ye=1/3 =

1 A) Definir superficie cilindrica y superficie conica . Dar como ejemplo una
ida una de ellas con su grafica correspondiente. :
y graficar el lugar geométrico que representan cada una de las siguientes ecuaciones en

s v L1k

respecto alos ejes "z ey
ieie
_ Ejercicio N° 4: A) a-1) Enunciar y demostrar la interpretacion geométrica del producto mixto entre
| tres vectores. :
a-2); En que casos puede ocurrir que el producto mixto entre tres vectores sea igual a cero?
x =2 ‘

B) Encontrar el o los puntos de larecta L) < y = 1+ . cuva distancia al plano 2x + 2y —z = 0. sea

lz=3-1
igual a 10.
_PUNTAJE: i S
[EJERCICIO [ 1 EN El 4 T
A 6-2-2 10 15-5 w |
| B | 15 15 |7-3-5 15 ]
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ALGEBRA y GEOMETRIA ANALETICA - VECTORES - Regactd ; Inq. Alperto R. GONGEBATT - 1

VECTORES

En el campo de la Fisica, como asi también de otras ciencias, para representar ciertas magnitudes
como la fuerza, la aceleracion , la velocidad , etc se usan segmentos de rectas orientados.

Esto se debe a que aquellas magnitudes no guedan perfectamente determinadas mediante fa sola
expresién de un numere acompatiado de la unidad correspondiente, sino que ademés necesitan de
una direccion. - _ .

- Este tipo de magnitudes se denominan magnitudes vectorlales.

En mérito a ello en primer lugar y con la intencién de introducirnos en la definicion de vector,
vamos a definir que es lo que se entiende por segmento de recta orientado

- Segmento de recta orientado ¢
Dados dos puntos A y B, LA Geometria elemental considera como

un mismo segmento el AB o el BA, es decir ;

AB = BA

//B

A"

Pero si entre los extremos de un segmento , se fija un cierto orden , llamando a uno de ellos
arigen vy al otro simplemente extremo , estamos en presencia de lo que la Geometria Analitica
denomina segmento de recta orientado, cuya notacion es la siguiente

AB :
' Donde la primer letra representa el origen del segmento y la segunda su extremao.

' Gréaficamente se lo representa, agregando al segmento una punta de flecha en su extremo,

A/B

i De todo lo anterior resulta evidente que las caracterfsticas esenciales de un segmento de recta
| orientado son : su longitud y su direccién. .

"1 De esta definicion surge evidente que : AB = BA -

Dos segmentos de rectas orientados se dicen que son egquivalentes, siy solo si , tienen igual
longitud y direccion. '

Dafinicién geométrica de vector:

L lamamos vector al conjunte de todos los segmentos de recta orientados de igual jongitud y
direccidn, es decir al conjunto de todos los segmentos de rectas dirigidos equivalentes

Los vectores suelen simbolizarse por medio de letras mindsculas

A
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ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA - VECTORES - Redactd.. Ing. Alverio 8. GONCEBATT - 2 :
Cualquier segmento de recta dirigido en ese conjunto puede tomarse como un representante del

vector.

Todos los segmantos de rectas dirigidos de la figura son representantes del mismo vector
Entonces, dos segmentos de recta dirigidos de #angitud no nula representan el mismo vector si, ¥
- solosi, tlenen la misma longitud e igual direccién. De la defi nicién puede deducirse que un vector
dado v, se p'ga&de representar de diferentes manera, siempre que 5 mantenga inalterable su
longitud y direccion

Ecta definicién corresponde a la de vector “libre”, lo cual significa que un vector puede ser
desplazado en el planc © en el espacio, sin madificar su longitud ni su direccion, no Interesandonos

para nada su punto de aplicacion o su recta de accion.

Modulo o Nnrma de un vector @

Liamamaos mdduto de un vector a , al numero no negativo que corresponde a
la longitud del segmento orientado que fo define . Se simboliza como @ |
Si el méduio de un vector toma el valor cero, el vector se reduce a un punto, en consecuencia no
pedemos hablar de direccién, por lo tanto no e:ésstrré vectar, pero por comodidad de expresion se
conviene en que el punto también es un vector, al que se lo denomina vector nulo.

Vector opuesto.

" pado un vector a , se llama vector opuesto de a a aquel vector que tiene lguai
jongitud (médulo ) que el vector a, pero su direccion es contraria a fa del vector dado.
Su notacién es la siguiente : e |

Operaciones con vectores en forma geométrica :

Suma : Dados dos vectores a y B la suma de ambos que simbolizamos como 2+ b
geométricamente se obtiene , llevando a partir de un punto cualquiera. un vector & continuacion
del atro, luego el vector que une el arigen del primero con el extremo del dltimo vector es el
vector suma o resultante de la suma.

N a

Esta definicién de suma de vectores, se generaliza para el caso de n vectores.
Resulta evidente que Ja suma de vectores es conmutativa, es decir:

a+b=b+a



Teniendo en cuenta que de la geometria elemental surge que la longitud del lado de un triangulo
‘es menor que la suma de |as longitudes de los otros dos lados, al sumar geométricamente

‘vectores puede obsevarse que:
Bl <[+

* Producto de un vector por un escalar (n® Real)-Definicion :
El pmducto de un vector v por un escalar k (n° Reaf) nos da por resultado otro vector '\?;, CUyo
~ mddulo es igual al producto del valor absoluto del escalar k por el madulo del vector dado vy su
direccién coincide con la del vector dado si k > 0 y es de direccion contraria a la del vector dado si
‘el escalar k< 0.
' En sfmbolos:

. Médulo de'w :

:MW%

W

' Direccién:
' Direccidn de w = direccidn de v sik > 0
Direccion de w = direccionde v sik <0

~ Ejempio :
v
) e e i
: Sik=2 2\ — »

Resta o diferencia de vectores: _
Teniendo en cuenta la definicion de las dos operaciones anteriores,
. la resta o diferencia de dos vectores a y b, que simbolizamos como a - b, esigual a la suma del

vector minuendo mas el opuesto del vector sustraendo.
i ¥k i
En simé@los :

a-b=at(-b

>, B

B
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' ALGEBRA v GEOMETRA ANALITICA - VECTORES - Redactd : Ing, Alberto R, GONCEBATT - 4
- Ejercicio : Determinar en cada casa a que es igual el vector X .

X X

tud

EXPRESION DE UN VECTOR EN COORDENADAS

r%

.,@

I 3

.»9 .

l’—-% " para llegar a la nocién algebraica de vector, vamos a introducir un sistema de ejes coordenados
t :  cartesianos Oxyz en el espacio tridimensional o R* y vamos a considerar en 6, al vector v
1
k<
3

(M, V2,V3)

Y

Vi,

5 °
Como v es un vector libre vamos a considerar un representante de el , cuyo origen coincida con el

origen de coordenadas, ubicdndose en consecuencia su extremo en el punto P,
1 S Ias coordenadas del punto P, referidas al sistema Oxyz es {a terna (vy,v,,v3), entorices se dice
" gue vy, Vs, V3 Son jas componentes del vector V.

- Geométricamente puede observarse que vi,vl,\@ representan las proyecciones del vector v sobre
|

~ los gfes x,y y z respectivamente.
. L .
~ Simbdlicamente podermnos expresar el vector v de i siguiente manera .

!
- | )

]
£ v=MN=0P =|v, |
Vs

4/y




ALGEBRA y GEOMETRIA ANAUITICA - VECTORES - Redactd : Ing. Alberto R. GONCEBATT -5
Definicion algebraica de vector:

Un vector Vv en R?, es una terma ordenada de nimeros reales
- {v1,v2,va), los nlmeros v4,v»,vs s0n las componentes del vector v, Ef vector nulo esté
' representado por la terna (0,0,0) .

Determinacién de un vector en funcién de sus componentes:

Sea S z&
vl
r=|v,
V3
V3 \? = P
W2 Y >
MiAg
Modulo de v :

Enla figura consideramos en primer lugar el tridangulo ONP :
. Por T. de Pitagoras

;i rl:‘|2 :|ON1? +v32
| Aplicando nuevamente Pitdgoras, ahora en el tridgngulo OMN .
ON|* = v} +v]

" Reemplazando en la anterior, resulta :

Expresion que nos dice que * ef mddulo de un vector es igual a la raiz cuadrada de Ia suma
. de los cuadrados de las componentes”™

Direccidn:
- Angules directores :
Se llaman angulos directores de un vector a los dngulos que el vector forma con

las direcciones positivas de los ejes cocordenados. Estos dngulos deberdn ser tomados entre 0 y n.
SiW(vs,vavs) R, tiene tres dngulos directores : o, By y

ELE

T R e

AR

?



; WW@L;&@Q&@M@J&M&@MJ
A -
Z

V3

o

Cosenos directores:
- | Se llaman cosenos directores de un vector 'G(vl,vz,vg} a los cosenos de los
f ‘angulos que el mismo forma con las direcciones positivas de losejesx ,y y Z respectivamente,
es dedir a los cosenos de sus &ngulos directores.
Como los angulos directores varian entre 0 y = , entonces los cosenos directores podrén ser
';. f}ositivos o negativos.
De la figura puede observarse que :

¥ W

=0 P e
~cosa = F’| cos B | cOoS ¥ A
" De las tres anteriores :
v, =| cos
v, :-M cos
v, =[P cosy

.Elevando al cuadrado y sumando m. a m.

P o Mg cos’ &
vZ =’ cos® B

2

I

R b 2
vi =[] cos® y

vi4vigyl = ]€s|z (cos® @+cos” f+cos’ )

© O sea.

|i3|"e = |§|gt‘(cos;1 a + cos’ ,6‘4; Icos‘E ¥)

e 3 i e b et

[

v oF O Wy Wr Wy W
f4!! ('.,.-.1 ‘il {ﬂl ‘§;l ‘.F_l (1'..1

el
[



 ALGEBRA y GEOMETRIA ANALETICA. - VECTORES - Redacté ; Tha. Atberte R GONCEBATT -7

finaimente:

(cos® @ +cos® B+cos’ yy=1

- que es la refacion fundamental entre los cosenos directores de un vector ,que expresa:
Y3 suma de los cuadrados de los cosenos directores de un vector es igual a la unidad”
Conclusion:

Conocidas las componentes de un vector , puede calcularse s médulo, como asi también sus
cosenos directores, con lo cual el vector queda perfectamente determinado en longitud v
direccion,

En el caso particular de los vectores en el plano o R%, por ejemploV = (vy,v2) su direccion también
puede ser definida como el angulo  que el mismo forma con la direccidn positiva del eje x,
pudliendo tomar los siguientes valores : 0 <« < 2= |

. Pudiendo calcularse el mismo si vy 0 a través de

Ya Vs
faga = == a =arc.tg—

v V. &
1 | i r g
En cuanto a su modulo , con un razonamiento igual al anterior, puede demostrarse que :

o bR
]v| = AV +V,

iInténtelo i

Igualdad de vectores:
Dos vectores a = {(a;,az,a3) ¥ b = (by,by,bs) son iguales si y solo si , son
iguales sus componentes homdlogas o correspondientes. '

En simbolos a =b & a;=by ja;=by ,83=bs;

Operaciones con vectores dados por sus componentes :

Suma.Definicion ; j

La suma de dos vectores dados por sus componentas nos da por resultado otro vector cuyas
i componentes son iguales a la suma de las cémponer}tes de los vectores sumandos.

En simbolos : Sean

121

L
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a ]l - [8] (a,] [5,] [a, +8
d=|a, yb=b |eR =d+b = a, |+ 8, |=|a,+b,
L9 L b, a, | |b a, +b,

Ejercicio : Dado los vectores 2 = (-24) vy b= (3,5) efectuar su suma y verificar graficamente el
' resultado.

Propiedades de la suma de vectores:

Dado tres vectores @ ,v, wde R o R® =
U+V=v+u (Conmutativa)
(@+V)+W=a+(V+Ww) (Asociativa)

EIRTZ 0 RTIrare g =0 (Existencia del vector nuio)

il A

v
V[V VE =0 - y¥= -y (Existencia del vector opuesto)

Producto de un vector por un escalar (n° Reatl) :

‘Definicion: El producto de un vector v (v1,v2,v3) por un escalar k(n° real), nos da por resultado

. otro vector cuyas componentes resultan de multiplicar cada componente del vector dado por el
5 _escaiar k. :

En simbolos :
fvl ‘kv,
kv=F. v, {=kv,
Vi LAv

Su mdduio es igual al producto entre el valor absoluto del escalar k y el médulo del vector v
D)

= 37+ ) Gy = o7 #0797 = |
- Su direccion coincide con la del vector v si k>0 y tiene direccién contraria a la del vector v si k<0

D) Si llamamos con «,P y v a los dnguios directores del vector v, de acuerdo a lo visto
anterlormente sus cosenos directores son :

v L E] A
cosq = ":]L cos ff = ;,-?|~ cosy =0
v |

IV

¢lY,



i ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA - VECTORES - Redactd ; Ing. Aberto R, GONCEBATT - 9 &

Si o* ,p* yy* son los dngulos directores del vector k.v, entonces &=
Sik>0 ' -
kv, kv, v . i,
COBQ* = o = e = 2 COS O
S L
'k kv
cos fr = okt 0 ke PP Ef- = cos ff ==
il S Ei
&
-
— kv, kv, v, 55 & i
T e T e T el 2 S}f
]l EI
: &
Tienen los mismo angulos directores por lo tanto tienen igual direccion. &= I
[ =3
Sik< 0 = I
€
cos a* o T 0 cos(a + 7) re I
08 Q* = o = e = o = — 008 = +7
(I o=
c;=-=
' kv, kv, v, &
COs = = = o = = —c0s ff = cos(f + 7) .
ol T -
&
.-
: kv, kv, v, . € l
COSYH = e 2 i =i = - COS Y = COS(Y 4 )
: o]l | ﬁi
Sus angulos directores difieren en =, por lo tanto los vectores tienen direcciones contrarias €
; Propiedades: o= i
Dados dos vectores cualesquiera & y ¥ v los éscalares o, p & R * I
' — - - €
1. (ap)V = a(pv) = g{av) (Asociativa) s _l
‘2. (a+p).v = av+pV (Distributiva con respecto a la suma de escalares) P I
3. afu + V) = autav (Distributiva con respecto a la suma de vectores) B
4, LV=V (1dentidad multiplicativa)

. Condicién de paralelismo :
De acuerdo a lo visto anteriormente puede decirse que " das vectores son paralelos si, y solo
si, uno de ellos es mdltipio escalar del otro”

AR

T T T ppp—



ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA - VECTORES - Redacid ; Ing. Alberto R, GONCEBATY - 10
En simbalos © Si 8 y ¥ son dos vectores distintos del vector nulo

= G//v e t=kv para k=0
Sean @ = (Uy, Uz, Us) ¥ V = (V1,V2,V3)
De acuerdo a lo anterior :
"SIV = (Ug Uz Ua) = K (V1,V2,V3)
Esdecir  (us, Uy, Uz) = (kvy, kvy, kva)
.Por igualdad de vectores: '

= kv
u; = kv

‘ Uz = kv
|
|

" Que es la condicién de paralelismo entré dos vectores , la que puede ser enunciada de la siguiente
 forma @ " la condicion necesaria y suficiente para que dos vectores séan paralelos es
que axista proporcionalidad entre sus fmmponeﬂm homdlogas o correspondientes ,
pudiendo observarse que si la constante de proporcionalidad ( k), es mayor que cero

- los vectores son paralelos y de igual direccion y si k < 0 los vectores son paralelos y de
direcciones contrarias.”

Sik>0 . Sik<0
2 L
//W/,;,.,v Z

Vector posicién de un punto :

, Sabemos que en coordenadas cartesianas un punto cualguiera de R?
o R? queda determinado por un par o una terma ordenada de nimeros reales respectivamente, en
Algebra vectorial un punto cualquiera de R? o R? , también puede determinarse por medio de un

_ ': vector cuyo origen coincida con el origen de coordenadas y cuyo extrema se encuentre en el

' punto considerado, a este vector se lo denomina vector pwifio'n del punto.

Vector posicién de Py = 1, = OP, = (xXy,y1,21) (Xady1,21)
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Determinacién de un vector en funcién de los vectores posicién de sus extremos :

Sea el vector AB ,cuyo origen es el punto Z A &
A(Xa,Ya,28) ¥ SU extremo B(Xb,YbiZo) - 2
iy % 7
Para obtener las componentes de AB, ¥
&=
Vamos a tener en cuenta que por definicidn de & »

Y

suma geométrica de vectores, de 1a figura resulta :

7, +AB=7, = AB=TF, -7,
donde Tay a, son los vectores posicion de los punifos Ay B respectivamente, entonces
 trabajando con sus companentes resulta :
- 1
. lxli X 4 Xp =%y
AB:lJ}BI;_ Y | = Ya—Yu
[Zg ] 12, Zg 2y

Conclusién : Las componentes de un vector pueden obtenerse haciendo la diferencia entre {as

coordenadas de su extremo y las de su origen.

Vector unitario o versor.Definicién : _
Llamamos vector unitario ¢ versor a todo vedtor de mddulo
(norma) igual a fa unidad.

Propiedad :
o Todo vector ¥ = O tiene un versor, que simbolizamos con v, y denominamaos versor del vector

taqttptatestattntnd

V.
¢ El versor del vectnruﬁ, es igual al cociente entre v y el reciproco del modulo o nerma de v.
5 Vool
CROR

<}
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ALGEBRA y GEOMETRIA AMALITICA - VECTORES - Redactd : Ing. Alberto R. GONCEBATT - 12

Geornétricamente v, s un vector que tiene la misma direccidn que el vector dado v, y su moduio
(norma) es igual a la unidad.

Ejercicio : |
‘e Dado el vector v = (-3,5,7) calcular su versor.

+ ¢ De que modo puede fundamentar que el vector hallado en el inciso anterior es realmente el
versor del vector dado ?.

Versores fundamentales. Descomposicidon candénica de un vector :

: Dado un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares
Oxyz en R?, a partir del origen de coordenadas y en forma coincidente con las direcciones
positivas de los ejes x , ¥, 2 , vamos a considerar los versores : i, j , k respectivamente , que se
denominan versores fundamentales y que atendiendo a la definicién de versor tendran por
componentes : '

4
1] o] o} | E -
irg ~t =5, ) d
P =0} f=11Lk=10 . “ P ;
0 0 1 Z
: .4
Si en este sistema de coordenadas consideramos también al vector
& _l
V=|v,
_ _"3J
Por definicidn de suma de vectores, el mismo puede ser escrito en la forma :
" 'y
[v, v, 0 0 &
V={v, =] 0 {+|v, {+| O '
2 0710 V, Vs
Teniendo presente la definicion de producto de un vector por
un Escalar, también puede ser escrito en la forma : _ Y
0 0 ' s

11 I‘ [ : _
- 14
Vv, onz, 1 +v3,10 | - t/ f Fln

l 0 I_O 1

&



Finalmente :

V=wi+v, j+vk

Esta descomposicion de un vector de R? como una suma de tres vectores cuyas direcciones

. coinciden con las direcciones positivas de los ejes coordenados, la lamamos descompaosicion

- candnica de un vector.

Debe destacarse, que en general cuando un vector v . se obtiene como la suma de otros vectores
- previamente multiplicados por escalares, se dice que ¥ es una combinacion lineal de aquellos

| vectores,

En el caso que nos ocijpa , la tltima expresidn nos ests indicando que v es una combinacion lineal
- de los versores fundamentales de R’

En el caso particular, de que v = (vy,v2) R?, su descomposicion candnica toma la siguiente
expresion : 7 A '

Donde :

s [31)la [0 9P : e
foezl L v 4

Son los versores fundamentales de R,

Producto escalar o interno entre dos veciores :
Definicion : Se llama producto escalar o interno entre dos vectores u Y

. ?E, que simbolizamaos como u.v , al escalar (n° Real) que se obtiene como ja suma de los
productos de sus componentes homdlogas o correspondientes.
Solo se puede calcular el producto escalar entre vectores que tengan igual nimero de
componentes. |
En simbolos : Si

u, | v,
#t=\u, J;i? ={v, |e R} =iV =uy, +u,v, +u,y, =n°R

v

TR RNEY
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Ejercicio : Calcular el producto escalar o interna entre los vectores U= (-2,3)y v = (5,8)

Propiedades :

| Si #,v y w son vectores de R 0 R'y . & R, entonces :

1) uv=v.u (Conmutativa)
2) w(v+w)=uv+wvu  (Distributiva)
3) afuv) =(cu)V = u.{oV)

El producto escalar no goza de la propiedad asociativa, dado gue no tiene sentido Ia siguiente
igualdad : TU.(v.w) = (u.v).w éPor qué?

También se cumple que :

)

>0siu+0

L

21 =
! :i o
i

‘¢

—

¢ wu= |ul? (B producto escalar de un vector por si mismo es igual al modulo del vector al
cuadrado) i Compruébelo !

- Angulo entre dos vectores.Definicidn :

Dados dos vectores u y v distintos del vector nulo , se llama

@ngulo de los vectores U y ¥ , al &ngulo positivo 8 mds pequefio formado entre ellos una vez
- levados a partir de un punto coman. '

. De la definicidn se desprende que c
| : p7 >
: B R

Caiculo del angulo entre dos vectores :

Dados los vectores W = (U, Uy,Uz) Y ¥ = (Vi,V2,va) de R® pretendemos calcular
el angulo 6 formado entre ellos.
Para elio vamos a introducir un sistera de coordenadas cartesianas coordenadas rectangulares en
R® y vamos a llevar a partir del origen de coordenadas a los representantes de 4 y de V.
Aplicando ahora ei teorema del coseno al tridngulo de la figura resulta:

1y,
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fit - v]* = [a|* +[5|" - 2/l |7| cos @

Pero , teniendo en cuenta las propiedades

~ del producto escalar : 42
U
y7
it =V = - V). - B) = i T+ v.p e -
- s
oesa: v
b
& X
fii 9" =iiii 205+ 55 = fii]” — 20 ¥ +[9]"
reemplazando en la primera : <

il =20 7 +[i]" =" +[o]" - 2}a| ] cos @

cancelando se tiena ;

= 20V = -2i|[V] cos @
finalmente ; _

Férmula que nos dice que: " ef caseno del dngulo formado entre dos vectores es igual al
cociente entre el producto escalar de ambos vectores ¥ el producto de sus normas.”
La expresion anterior, nos permite definir de otra forma el producto escalar o interno entre dos
\fectores : '
y2i
&

iy :_]1?].[1’!’[. cosé

N1

" El producto escalar o interno entre dos vectores es igual al escalar (n° Real) que se
obrtiene como el producto de las normas de ambos vectores por el coseno def dngulo
formadoe entre los mismos.”

Condicion de perpendicularidad :
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Se dice que dos vectores 1 y ¥ distintos del vector nulo son

perpendiculares u ortogonales si el angulo entre ellos n/2.
' Para determinar la condicién de perpendicularidad , vamos a tener en cuenta la definicién de

" producto escalar :

0y = |1va| cos @

| Supongamos ahora que & 1V =>0 =n/2
Reemplazando en la anterior .

i v =il v cos% =[@|[flo=0=@i=0

Es decir que “fa condicion necesaria y suficiente para que dos vectores s€a
perpendiculares es que su producto escalar sea nulo ‘

Si tenemos en cuenta nuestra primer definicién de producto escalar , podemos afirmar que 7 La
condicidn necesaria y suficiente para que dos vectores sean perpendicuiares es que la
suma de los productos de sus componentes homologas o compondientes sea igual 3

F.

CEre,
Es decir
a)SiuyveR? AlLV=

v, tu,v, =0
b)SiuyveR® Aulv=

UV, F UV, A1y, =0

. ._Ejercic'io : Dados los vectores a = (4,3 9) v b = (2,5,bs), determinar el valor de b, para que

ambos vectores sean perpendiculares.

Proyecciones ortogonales :

10/y
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Proyecciones ortogonales : P

Dados dos vectores u v v distintos del vector nulo, & veces resulta de -
mucho interés descomponer a uno de ellos , por ejemplo 7 , en una adicion de dos sumandos , -
uno paralelo al segundo ver:to} dado v y €l otro perperdicular a 2
Geométricamente esto es posible a través del siguiente procedimiento : g

¢ Se llevan ambos vectores a partir de un punto cualquiera.
¢ Por el extremo de & se fraza una perpendicular hasta la recta de accion de v, de esta forma

H se obtiene el vector w. , que va desde el punto comin a ambos vectores al pié de esta
| perpendicular. . ;
g Luego la componente w, del vectoru , parpendlcular a v se obtiene haciendo la diferencia

Wzmu""\ﬂh_ s -
' A A - L,

v‘t!

.n m fp %fn @ R a ;9 Ja ;I# s F.n .‘R !s RAR ‘# ,'._.I

M S
7 w, v s

Pudiendo observarse , que el vector wy es paralelo al vector v y que el vector w; es perpendicular

av. :
Cumpliéndose que : Wy + Wz = U

El vector w4 se denormina proyeccion ortogonal de u sobre v, 0 también , componente
vectorial de u a fo largo de ¥y 1o simbolizamos en la forma : Wy = proy.u

El vector wy , se denomina componente ve«c!w:ai de u ortogonal a v, que en funcion de la
notacidén anterior , se puede escribir como : Wy = U ~ Proyt

Célculo de los vectores : Wy = DIoy,tt ¥ W; = U - proy,u N

Sean w1 = proywl y Wy = U - proy.,u
Como w; es paralelo a v, entmnces es multiplo escalar de v, 0 sea wi = kv
Reemplazando en @ T = W, + Wy = kv + w,

Efectuando el producto escalar de ambos miembros por v

uY = (kY +W)V
ap!ic:ando las propiedades det producto escalar :

TV = KV + Wou =l V]2 + v
teniendo en cuenta que Wa.v = 0 dado que W L v, resulta :°

0y

M

AARRRAAAARAAR

Como w; = proy,u kv

R
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Se ohtiene :

proy.mu=——=y
v

En consecuencia wy ( la componente vectorial de u ortogonal a v ) serd igual a :

. UV
b _“}
P
i

Médulo del vector proyeccidn de i a lo largo de v : | proy.]

Segtin vimos anteriormente :

proy i =—- RY
M

" Entonces :

| proy 1_,-1'}1 =

= |
hbla
il

.

Expresidn que nos indica que el mddulo o fa norma del vector proyeccion de un vector sobre otro
esigual "al mdédulo del preducto escalar entre ambos vectores sobre el médulo del

vector sobre el cual se proyecta”. -
Si 6 es el angulo formado entre U y v , entonces de acuerdo a Ia definicion de producto escalar

iV =il [l cos @

" Reemplazando en la anterior resulta .

|\proy i =ii||cos 6]
Expresion que nos indica que el médulo o la norma de la proyeccion de un vector sohre otro

también es igual :“al producto entre el mddulo del vector que se proyecta y el valor
. absoluto del coseno del dngulo formadp entre ambos veclores.”

'S 0<B<n2 - Si w2 <0 <n
M oy
A
o — O
LN e 3 »
4'; &

11!
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. Producto vectorial o Producto cruz entre dos vectores ;

En muchas ocasiones resulta de sumo interés encontrar en & espacio
tridimensional un vector que sea perpendicular a otro dos vectores dados, esta situacidn puede ser
resuelta mediante |a aplicacion de la siguiente definicion.

Definicion : 5i U = u,i +Uyf +Usk ¥V = vii +v5j + vsk son dos vectores del espacio
tridimensional o R? , entonces se llama producto vectorial o producto cruz entre ambos
vectores en el orden dado y que simbolizamos como GXv, a un nuevo vector cuyas componentes

se definen del siguiente modo :
XY = { UpVs — UsVa )i + ( UsVy = g3 JJ + ( UsVa — Uavy ).k

pudiendo obtenerse también las componentes de este nuevo vectar, mediante la resolucidn del
siguiente determinante :

i g k
dxv =\, wu, u,
“i 1’2 v3
iVerifiquelo!

Este nuevo vector goza de las siguiente iedades : ' ST
ste nuevo vector goza de las siguientes propiedades — 3
R, i ah o e i DEMOSTRARLO
¢ w(ww) =0 es decir uxv 1 u ~

s v.(mxv) =0 es decir uxv L ¥ Z

4 i = ke - (daw)? Identidad de LAGRANGE

Propiedades del producto cruz o producto vectorial ;

Si i, vy W son vectores cualesquiera en el espacio tridimensional y k es un escalar cualquiera ,
entonces :

e uxw = ~(vxi) MJ/II;?ENTE SU DEMOSTRACION A
e TX(V + W) = X+ () e PARTIR DE LA DEFINICION DE
o (i + Vpak = (Uxw) + (BON) | oo COMPONENTES DEL

Sl g oo S 3000 PRODUCTO CRUZ Y DE LAS

¢ k(uxv) = (ki)xw = ux(k.v) PROPIEDADES DE LOS
e 0 =0x0 =0 DETERMINANTES

¢ Mai=0 :

Ejercicio : g
- Calcular el producto cruz entre los versores fundamentales :

X = P = - kai=

B = b= J =

1

A —

ik = ik = k =
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dedddd

Médulo y direccién del vector resultante del producto vectorial entre dos vectores i y
v

Si bien , al ser definido el vector resultante del producto vectorial entre dos vectores Wy v a Fravés
de sus componentes , este queda completamente determinado en longitud y direccidn, no deja de
ser de suma importancia demostrar que "Ef modulo del producto vectorial entre dos

vectores es igual al producto de los modulos de ambos vectores por el seno del angulo
formado entre elios.”

En simbolos :

PRy

[Uxv| = [ii].[¥].5en 0

D) Teniendo en cuenta que la identidad de LAGRANGE establece que :

T S

Xl = @ v ~ (@.v)?
si 0 es el angulo formado entre u y ¥, entonces de acuerdo a fo visto anteriormente -

UV = |GLIV] .cos 6

g’ P
Cdddeddedecced

reemplazando en la anterior , se tiene : /'\Z//"V
XV = [PV - G207 cos? 0 = <48
T} S

R

PEEPLE R

= U V(1 - cos® 8) = |2 [V]%.sen? 6

@

o ﬁrpa!mente :

Juxvi = |ul.|v|.sen 6

49 Direccién de uxy :

ok

- De las propiedades de Uxv, enunciadas anteriormente surge que :
i L

=P u.(uxv) = 0
-;g v.(uxv) = 0

-' o' cual nos indica que el vector txv es perpendicular

- O,
IC enc ST
' “Dtanto a &t como a v, 0 dicho de otro modo, Gxv es _ (,/ w
'QperpendECLlla[ (normal) al plano que determinan los .

= ]

agvectores iy v,
' ,Como es evidente que en el espacio tridimensional
.‘ ay dos direcciones que son perpen_digu!ares a dicho plano,
t@deﬁnimqg a la direccidn del vector uxv como aquelia tal que

a@a terna u v, uxv, tenga la misma orientacion que el espacio Oxyz

gu€ es nuestro sistema de referencia adoptado. o

'*sta direccién puede ser determinada mediante la aplicacion de fa * regla de la mano derecha ”
‘Q]ue sintéticamente consiste en lo siguiente : Se colocan los dedos indice y medio de Iz mano )
“Werecha de modo tal que tomen la direccion de los vectores ii ¥ v respectivamente, luege ef dedo
agpuigar extendido nos indica Iz direccicn def vector uxv

Uxy

4904



,Siendoque : sen 0 =senr =0
Reemp{azando en la anterior resulta :

. D) De la Geometria elemental sabemos que |

J
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RRRA

Interpretacion geométrica del médulo del producto vectorial entre dos vectores :

"El mddulo del producto vectorial o cruz entre dos vectores U y v, es igual al drea del
paralelogramo que tiene por lados a ambos vectores.”

Area del paralelogramo = Base x Altura

Base = Médulo de U = ju|

Altura = h = [v].sen 0 h /
20
i

Reemplazando en la anterior :

Area del paralelogramo = [ii].|v).5en 6 = [axv]

Condicion de paralelismo :

De la definicidn del producto vectorial podemos establecer de otro modo la
condicion de paralelismo entre dos vectores.
Para ello vamos a tener en cuenta en primer lugar, que de acuerdo a fo visto anteriormente:

IRARAARAARRARRAN

L

|tixv| = [G]./v].sen &

Si t'y v son dos vectores paralelos, entonces el angulo formado entre ellos es 0 =006 = ,

ixv| = ul.w.0 =0 = uwxv =20

TRy,

que representa tarmbién la condicién de paralelismo entre dos vectores y que podemos enunciar
del siguiente modo : La condicidon necesaria y suficiente para que dos vectores , distintos
del vector nulo , sean mralelos es que su producto vectorial sea nulo.

Producto mixto o triple producto escalar entre vectores .Definicién :

Si if, v y W son tres vectores del espacio tridimensional , entonces
llamamos producto mixto o triple producto escalar entre ellos , al producto escalar de {ixv por el
vector w. Su resultado es un escalar (n° Real).

En simbolos : (WXV). W = n°R

Puede observarse que en la expresion anterior , los paréntesis carecen de sentido , puesto que Ia
expresion: ux(v.w) representa el producto vectorlai de un vector por un nimero , operacién que
no esta definida.

En consecuencia el pmducto mixto © triple producto escalar entre tres vectores , simplemente
puede simbolizarse por : Gixv.w

Caiculo del producto fnbrto o triple producto escalar :

Sean B = (Uy,UzU3) ; ¥ = (Vi,V2,V3) Y W = (W1,w;,W3)
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Para calcular @ Uxv.w
Procedemos det siguiente modo : _
1) Efectuamos €l producto vectorial de tixv

[F J  k :
e u Wl fu T 11+
XV =i, My, U= ? Rl\f ! A3 }] : trk
: ; v, Vi | Yy L& Ivl Yy |
"1 U2 "'.’- .
2) Calculamos el producto escalar de (1xv).w
N
|
i ; . |
T T u, U, T
(tixv).w = wy - W, 4+ W,
v, Vs I, vV, [V vol

El desarrollo anterior que representa el producto mixto entre u, vyw, puede ser expresado
también en como un determinante de |a forma @

1 2

4

W, oW, W,
HXVW =, u, My

E ﬁ

[v v Va

Determinante este Gitimo , que por propiedades de 0s determinantes es equivalente al siguiente :

o, wy, oy
I

XV W = |V, v, v, ‘ = R
W, W, Wy

Ilntes'pretacién geométrica del producto mixto o triple producto escalar :

" £l valor absoluto del producto mixto o triple producto escalar entre tres vectores €s
igual al volumen del paralelepipedo constriido sobre los mismos , una vez flevados a
partir de un origen comun.”

D) De la Geometria elemental conocemos que Cuxv

Vol. Paralelepipedo = Area base x Altura
Segun vimos anteriormente :

Area base = | xV| h
y la altura :

i3 fﬁ
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e . e
L |Gy .
h= Il)’ L5d O ""f G g L
' [nxv[ J
reemplazando en la primera resulta : |
___ ‘(if.r.f?) i
Vol paralelepipedo = ’-u x| et = i xv.w'

02 SN

| En el caso particular def que no siendo los vectores paralelos y tarmpoco ninguno de étios igual al

vector nulo el producto mixte sea nulo, ello en principio de acuerdo a lo anterior significaria que no
-existe paralelepipedo, por to cual los tres vectores se ubicaran sobre un mismo plaric , siendo esta
la condicion de coplanaridad de tres vectores , que podemos enunciar de la siguiente manera .
"La condicion necesaria y suficiente para que tres vectores sean coplarares es que su
- producto mixto o tripie producto escalar sea igual a cero.”

LR
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La recta en el plano

% Ecuacion de la recta determinada por un punto y

Datos:

Ly, y,)el, vector posicion », = Xol+y, J

= b o
U = i vector direccion
2

Vamos a considerar ademas un punto genérico P(xy),
de coordenadas variables, perteneciente a la recta /.

Es un punto mévil que se mueve en el plano sobre

la recta; segiin su posicion, genera un lugar geométrico
sobre la recta,

La recta estara determinada por
1=3PO) 17 =7 41 uf

donde 7 = variable dependiente
t=variable independiente (t es un niimero real, -0 <t < +o0)

de donde r =7, +1u ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Reemplazando cada vector por sus componentes

MR

)

por igualdad de matrices

operando

Xy +1u,
Yo Hiu,

X=Xl gy CIONES PARAMETRICAS
Y=, +fu,

; e & & #os
donde ¢ eselparametro, £ /2 , ~2 €

Despejando 7 e igualando:

ECUACION CARTESIANA
O FORMA SIMETRICA Valida siempre que up= 0y u; # 0.
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Ecuacion cartesiana en donde {xy y) son las comdcnada:, del punto fijo Py, v u; y u» son
las componentes del vector direccion de la recta :

A las componentes que dan la direccion de la recta se las denomina niimeros directores de
Ia recta.

Multiplicando medios y extremos, tenemos:
iy (k=X ) =11, - (¥~ y,)
U X~ U Xy =W, Y~ U Y,
U, x—uy+,y, —u,x,}=0
Llamando con
a=u,
b=-u,
¢ =y, ~1,x,)
se obtiene

ax+by+c=0 ECU ACION (JENTRAL DE LA RFCTA
Forma General o IMPLICITA

Interpretacidn vectorial de los coeficientes: a v b

Vamos a demostrar que si el vector direccion de la recta es

— [_H 'J
u :L :
i,
a 'y b seran las componentes de un vector normal a la recta.
Esdecir quesi ax+by+¢=0 eslaecuacion dela recta, su vector normal 7 tendrd por
componente s g y se cumplira que n L u.

O sea que n u=0 = au,+bu, =0
como a =u, ;, b=—w,sustituyendo, resulta: w,u, ~uu, =0.

.

% Ecuacion de la recta en el plano determinada por dos punios

Datos

Py(x,y,) el — ;(:::xo + Vi
Pxyy)el - 7= X i

Vamos a considerar ademas un punto cualquiera

P(xy) - r =xi+yj perteneciente a la recta /.

Para deducir la ecuacién de la recta en este caso vamos a considerar la ecuacidn vectonal
de la misma:

s

r=r,+iu
expresion en la cual no se conoce el vector direccion u , pero estamos en condiciones de
determinarlo dadoque u =r, —r, ; reemplazando en la anterior
r=r,+t(r,~-r,) ECUACION VECTORIAL
donde f € N es el pardmetro, o también

)

/

Sy
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Y Yol Y= Vo
operando [xJ:[xa +1 (x, —xs)}
y Yo +x()”1"'})0)

Porigualdad de matrices :
¥k Al ~=x,)
y=Yo +E (Y1 =Yo)

2

ECUACIONES PARAMETRICAS

{)
<, i ey

- - r _’
Eliminando el parametro £. x
X=Xy o Fo Yo

Xy—=Xs VN7 Ve

ECUACION CARTESIANA

Operando:

{(x~%6) = Yis) E (y—Yo) (x; ~X,)
(=X )4 '_yu)"{)’"yo)'(xi “Xe) =10
Jo cual se puede expresar COMo:

lxﬁxa .}"”J"ol

=0
\xi =Xy Y yol
que por propiedades de los determinantes, es equivalente a:
x y 1
Xq Yo =0
X; M 1

Ambas representan la ecuacion de la recta determinada por dos puntos en forma de
determinante.

% Qtras formas cartesianas:
a) En la ecuacion

1, u,
por ser u y %z componentes del vector u (direccion de la recta):

2= lul*cosi?; u, zln[*senB

. )
Si u, #0, tenemos que: —= tg o
ul
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donde € serd denominado dAngule de inclinacion de la recta, que es el angulo formado por
la recta y el semieje positivo de las x.

tg @ es la pendiente de la recta o coeficiente angular de la misma =>tg & =m.

153

Luego:

i, .
Y—Yo=——(¥=%)
Hy
Y=Y =m-(x—x,)
que es la ecuacion de la recta determinada por un punto de paso y su pendiente.

b) Forma explicita.

Supongamos ahora que

P, e {2 oy = PoO)
Sustituyendo en la anterior:
y—h=m-(x-0)
y=mx-+h
donde & es la ordenada al origeny m es la
pendiente de la recta.

En la figura se indica la forma de representar
facilmente la grafica en el caso en que m>0;
si m<0, tomariamos dicho valor hacia abajo.

¢) Forma segmentaria. _ 0 X
Supongamos la ecuacion de la recta determinada por dos puntos:

Nh=Ve X%
Pero esos puntos sean tales que Py e xy Py €y, es decir, Po (10) y P; (0,n).
Sustituyendo en dicha ecuacion:

y-0_x-I 'y x-I

n 0-1'n -1

~l-y=n-x-in

K
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n. ordenada al origen # 0.
I: abscisa al origen # 0.
Dividiendo por L#n tendremos:

? +2 =1 FORMA SEGMENTARIA
R
Debe observarse gue en esta ecuacion siempre los coeficientes de las variables son

positivos e iguales a la unidad.

% Pasaie de la Forma General a la Forma Segmentaria
Tenemos [/ ax+by+c=0, y queremos hallar

i u

De ax-+by-+c = 0, tenemos ax+by = -C.
Si ¢ # 0, dividiendo por (-¢):

Pasando a y § al denominador:

B e
_c/_,_+_c/-1,donde1 ¢/ ;n A

Ja /b

General o Implicita de la recta:
e la recta, habiamos visto que se podian
os forma explicita, pues es del tipo f (xy) =

» Discusion de la Ecuacion
En el estudio de la ecuacion d
ax-+by+c=0, a la cual llamam
primer grado en dos variables).

Vamos a justificar el porqué de
De todas las ecuaciones cariesianas halladas, vimos

expresar en la forma:
0 (ecuacion de

la denominacion de ecuacion general.
que. tenian alguna restriccion a su

validez.
X=X - :
1) 0 =YY Gy #0u, #0
u, u,
X— X . :
XX YTV gix #xgip # Ve
X, Xy Y1~ Yo

Hy=mxt+h sim:&"-;u,‘;t{}; 4)£+iv—::1 sil#0;n+0
i, I n

TRTRRE

RN

AR R AR R R R RN
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Es decir que ninguna de estas formulas es general y siempre hay alguna recta en posicion
particular que no puede ser expresada mediante estas ecuaciones.

Puede verse que la 1) y la 2) no son validas cuando s/ 6 s/, 3) cuando s es perpendicular
al eje x, y 4) cuando s pasa por ¢l origen de coordenadas. Vamos a demostrar que la forma:
ax+by+c = 0 es valida para s en cualquier posicion, por eso es general.

Es decir vamos a discutir el trinomio de primer grado: ax+by+c = 0.

- Si a#0.b#0;,¢#0
s} ax+by+c¢=0 {(Inhomogenea, ¢+ 0)
Pasando a la forma explicita:

_.a ¢
YT b

Comparando con la forma explicita
y=mxt+h

tenemaos,

a . c ;
== 5 . pendiente ; /1 = — b—- ordenada al ornigen

Es decir, representa la recta de pendiente (-a/b) y ordenada al origen (-c/b).
Por lo tanto, una ecuacion no homogenea en dos variables, representa una recta.

2% Caso:
Si az0,b#0;¢c=0
sy ax+by =0

=5 5

Comparando con la forma explicita
y=mx+h

tenemaos que:

m= -~f;¥ : pendiente ; =0
/

Por lo tanto, la recta pasa por el origen de coordenadas.

Ademas, al ser homogénea, s¢ satisface para la solucion trivial x=y=0, por lo tanto, el
punto O (0,0) pertenece a ta recta s.

Luego, una ecuacion lineal homogénea en dos variables representa también una recta.

*3% Caso:
Si a=0.0#0;c#0
s} by +c¢ =0,dedonde
y=-9 b
3 "
Al ser a=0 => m=0, por lo tanto x=0°6 x= 180°, y = cle.
y donde k= -¢/b; por lo tanto, y= cle. para todo
valor de x. Larecta es // al eje x. >

O X

=)
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4° Caso:
Sid=0;a»0,c%0,
la ecuacion queda ax +¢ = 0,
de donde x = - 9/

a
Es decir que x = cfe. para todo valor de y. y X = cte.
Es una recta // al eje v.
: , >
o v
5° Caso:
Sta=0e=0 bz
la ecuacion queda by =0 = y=0 Vx
_ Y
Representa al eje x. T
o y=0
6° Caso; i i
Sib=0:c=0:a=0
la ecuacion queda ax =0 = x=0 Vy
Representa al eje y. ylx=0
7 Caso: ol 2>
Sia=0;b=0;c=0
no hay ecuacién.

En general: una ecuacién de primer grado en dos variables en el plano representa una
recta, con la condicién de que uno de los dos coeficientes de las variables sea distinto de

cero,
Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Angulo que forman dos rectas en el plano:
Si f[/ax+by+ec =0
I /a,x+b,y+c, =0

tenemos 7, =| 1| L1,
i

[

porlotante &=/ I, =n n,

0 sea que I
A ", H
cosd = cos(n, 1,) = =2
1;:, 1 - ;?121
%
a,a, +bb,

cosd =

H g ;
Jal +b2 Ja? +b]
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A

Si las rectas estan expresadas en la forma explicita:

Ll y=mx+h
Lly=m,x+h,

Del (MNP)
QSL +6+ (ﬂ— Ly ) =
a,+0+r—a,=n
B =y~
luego
4y —
‘Lg 6} = tg (sz . a} ) P Nlé?_a_:_{_m_t;%_gi*
l+tga, tga,

como tga, =m tga, =m,

{g & = At O

L +m m,

A

o

Cendicion de perpendicularidad:

Si L, L, >nln, = n-n=0

LYax+by+e =0

L) a,x+byy+c, =0
Entonces la condicion necesaria y suficiente para que dos rectas expresadas en la forma
general sean perpendiculares es que:

n-n,=0= aa,+hb, =0

R R R R R R R AR R R R R R R AR R R R R R R AN A AR A R LA

Ll
¥ € ¥ &
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Si las ecuaciones de las rectas estan expresadas en la forma explicita;
L)y y=mx+h
L) y=mx+h,

m, —m,
tenemos en cuenta tgf=-—"—— 1,
I+mm,
Como la ig 90° no esta definida, trabajamos con la reciproca (cotg 6).
V-+mom
cotg [ B Gl -
m, —m,

Si 4,11, » =2
2

cotgf =cotg 90°=0 = ————+ =0
luego 1+mum, =0

1
de donde m =-—o
m2

Es decir que la condicion necesaria y suficiente para que dos rectas expresadas en la forma
explicita sean perpendiculares es que sus pendientes sean reciprocas y de signo contrario.

Condicidon de paralelismo;

Dos rectas se dicen paralelas cuando las dos tienen la misma direccién o la misma
pendiente.
St Will, = a,=a, = tga, =tga, => m, =m,

también st
sty s a b =y
/ iy b 8 JH =
!,ﬁlzmgr]n’nz o S 0 {bl %.b
O sea que dos rectas son paralelas cuando existe proporcionalidad entre los coeficientes de
las incognitas correspondientes.
Condicion de coincidencia;

En general, se dice que dos rectas son coincidentes cuando son paralelas y tienen por lo
menos un punto comin. :

Evidentemente, si son paralelas y tienen un punto conin, tendran todos ios puntos comunes
y, por lo tanto, seran coincidentes.
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dAe el

Sean !1 / aix»+-b]y.+.cl = 0

ARERREEREREERRRD
: | |
ke

-p Llax+by+e, =0

= 1°), /i1,

. si =1, = {50y9p J’P el

1\2 )35, (xu}*u)f]\;_;: - 3’

g 1°)Sil, /11, secumplira que L B ki k0
=P ’ a, bz .

o lo que es lo mismo {a‘ =M ®

2 | jue s \b, = kb,

2981 Py(x,v,)el, = a,x, by, +¢, =4 {1}

[

Px,y,)el, = a,x,+b,y,+c, =0 (2)
Sustituyendo enla (1) a, y b, por las relaciones ®, y multiplica ndola (2) pork #0:

ka?. xu -4~ kb‘),}}ﬂ -t 5‘1 — O
ka,x, +kb,y, +kc, =0

Restandom.a m.: e, —ke, =0 = ¢, =ke,

que junto a la condicién de paralelism o ® indican cuando/, =1/,.

Resumiendo: _
a, b ¢
L=l, & = ;!,. o TE
= ’q (}2 ) C'E
= Para que dos rectas sean ceincidentes debe existir proporcionalidad entre todos los
= coeficientes respectivos.
N Distancia de un puntc a una recta
= Datos:
e D ax+by+ec=0 = ;:[z]
- Pxy) &l
=3 . . )
: Incognitas;
-y
== distancia (P, /) =d
- : Consideramos ademas un Py (xoyo) € I

Luego:
i proy PP, R}}i 71

o )

a(x, — x) + by = Vo)

|

d ’ ax, + by, — (ax, + by,)
- \ . \/(12 G i b}' |

V@ ¢

" |

(1)

191
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&

Y ~p g fx,v1)

-~
.~ H

&=
a=
&
&=
: " y 5;.
\ d =
. F=

=

o=

&=

)

Polxove)

0 ~ >
Teniendo en cuenta que: x

Pu(xu}’,;)E! = ax, +by, +¢=0

¢ =—(ax, +0y,)
reemplazandoen (1)
ax;ﬂmc\

Expresion que nos dice que para calcular la distancia de un punto a una recta expresada en
la forma general, se reemplazan las variables de la ecuacién por las coordenadas del punto
al cual se quiere calcular la distancia, y se divide por el médulo del vector normal de la
recta.

El valor aqui obtenido, considerado positivo, nos da la distancia buscada.

Distancia entre dos rectas paralelas &=
&
/ . &
Sean /) ax+by+c, =0 A&
[,) a,x+b,y+c, =0 P
. . a bl ¢
Si se verifica que —=-—#— = [ /], P
a, b, ¢ ~
Si esto no se cumple, puede ocurrir que se corten o que sean coincidentes.
ya
: S
ol -, T~ X
Elegimos un punto que pertenezca a una de las dos rectas, por gjemplo a (I;):
c
P el, = P(0~-1).
b,

Luego se caicula la distancia desde ese punto a la otra recta (/2), 0 sea.

| ,
a,x, +b,y, -}-c2_|

P b |

=
Nat+b?

RARRRARARARRARRRR
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o ol di @i

Familias de rectas;

_'“! d_i!

Una recta, segin habiamos visto, queda determinada por dos condiciones, es decir, si s0lo

se establece una condicién, habra infinitas rectas que cumplan con esa Gnica condicién.

Nuestro problema es hallar una ecuacion que represente a esas infinitas rectas que cumplen

;a] condicion. Existen diversos tipos de familias de rectas, pero por su importancia, merecen
estacarse:

4 '|r

nf

I) Familia de rectas paralelas a una dada:
Si son- paralelas a una recta dada, significa que la tnica condicion establecida es su
pendiente (m7), entonces la ecuacién serd:

.f‘iﬂ! i

— y=mx+k
s donde k es un parametro real que varia entre 0o y oo, Para cada valor de & tenemos una
% recta, entonces dandole distintos valores a % tendremos distintas rectas, pero todas ellas
' cumplen con la condicion de tener el (n1) dado.
‘_b Entonces, dicha ecuacion representa la familia de rectas paralelas a una dada:
“< y=mxtk;
il /"/
—N X
T_.' g o
g 1)  Familia de rectas que pasan por el punto de interseccidén de dos rectas dadas:
l‘
=3 Sean s, /ax+b,y+c,=0; s, /a,x+b,y+c, =0
i 't‘:., . . —
-~ 5t "'1‘""}‘:,_1' = 3P (X Ye) =5, NS,
B~ a, o,

Formando una combinacion lineal de s; y s», tenemos:
k-(ax+by+e)tk, (ax+by+c,}=0 (1)

]
k

i dl ¢

-

<a donde k&; y &2 no son simulténeamente nulos.

“'.:_f A ’ P €S

* Si Bi(xgyg)=s08 = {PD 5

~ i

< por lo tanto, satisface las dos ecuaciones.

- 5 .

—~4 Sustituyvendo en (1) nos queda:

-

<3 ki -0+k,-0=0

- , .. . .

-4 independientemente de k; y k. Esto nos indica que para cada valor de &; v k2 tenemos
y distintas rectas, pero todas pasan por Py (xg yg), pues siempre sus coordenadas satisfacen la
© ecuacion.
= Los nimeros reales k; y &, son parametros, y (1) es una ecuacidn biparamétrica.

i3 Si suponemos que &, = 0, y dividimos (1) por /&, nos queda:

=] ax+by+c, +k-(a,x+b,y+c,J=0

d . Siendo k =-—-, resulta:

‘-':3 2

T3 una ecuacién monoparamétrica, que representard todas las rectas (excepto la 52) que pasan
S por Py (xg yo).

D

‘A

i

|
@
]
[ )



|

;?}—_—.. =
Cétedra: Algebra y Geometria Analitica - FRSF - UTN
Redactado por Ing. Atberto R Goncebatt - 1998 Pagina 13 de 13 -
Ejemplo: .

Dadas las rectas /) 2x+y = 2y ) -3x+2y = 1, hallar la ecuacién de (/) tal que pase por el
punto de interseccion de /; y I, y ademas sea paralela a la recta {3) y = 2x+3.

Solucion:
) 2x+y~2+k-(-3x4+2y-1)=0

(2-3k) x+(1+2k)- y~(2+k)=0 ®

YRRRARRAARAR

i il !;;’!3 = —zﬂ_gf— = I——t———z—k = k=—-4
2 -1
otambién m, =2 ; m= -3k
1+ 2%
e —(2-3% N
Si l//i’) e m'_’, = At o 2 = __(_2__._,_3__2 = k o ___.4 ﬁ_::_
' 1+2k P
Reemplazando £ en ®: =
: &=
-3 (-9 x+[t+2--9) y-L+(9]=0 e
14x~Ty4+2=0 &=
=

&
(- =
6=
&
&
P
(=
(=
6
pas
&
€
ﬁ:
[
(8
&
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Sea el plano cuya ecuacién queremos obtener; Ios elementos conocidos serdn:

: a
Pu (x[)lyolzgjsa i AR ﬁ.z [b_’ _i o

c

z

P(x,y.2) es un punts cualquiera de Jog infinitos
puntos qye pertenscen a| plano.Lo llamaremos
genérico, es decir que moviéndose en el espacio

cumpliendo con una cierta condicién geométrica
generard diche plano.

La condicién es que en toda posicién ese punto
determinars con el punto Py un vector que tendra
que ser perpendicular al vector .

por le tanto 12 ecuacién vectorfal sers: Pg o €er> ’ PP, T = Ol (1) . :j*
- | ==
Llamando ' v 5 a los veclores posicién da fog puntes P y Ry respectivamante tendremos que s
PP =r. o porlo tanto substituyendo en (1) tendremos: &=
=
X-x0] al . &=
(r-%).Ti=0 Y=¥ol .1 bl = 0 vyefectuands el producta escalar indicado: é=
Z-Z0 c '

- _ =
obtendremos: a{x—xa)w(y-yoﬁ ¢(z~2,)=0 I (E)Jiu.ﬂﬂﬁﬂ_c_aﬂgﬂam @T‘
i £

Efecluando las operaciones y ordenando Jos términos tenemos:

ax+by+c;z-(axo+by'o+crz,,)=0, Nlamando d al términe independiente (antre paréntesis) {enemos:

fe=
| axsby + ez+d=0| (3) gcuacién general o impllcita P
Observemos que es una #cuacién de fer,

grado con tres variables en la que los coeficlentes de ssax oe
tres variables son fas componentes de un vector perpendicular a ese plano. -

RRRRRRRR
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Sean Po(xq.¥.20)  Pilxq.y1.24) Palxy.v9,25) tres puntos no alineados y P{x,y.z) un punto gengrics
como los tres primerss puntos pertenecen al plane o, determinan, tomando uno de elios como origan dos
vectores que perteneceran al mismo plano. Luego si efectuamos el producte vectorial antre allos
obtendremos una direcclén normata él

n=P,PxP,P, {2
reemplazando en la acuacién (1) tendremos

PP . PPy x PPy =0 -eeuacidn vectorial {4)

_ de un de veclor, conocidas las coordenadas de los

Recordando como se encueniran fas componenles

exiternos y a que es igual un producto mido tendremos:

X Xy ¥ Y, Z <, X vy z
XX V1Yo Z4Zp | =0 {5) X, Yo Zg
XaXe YoVo I3Z, o también X Vi Zy

<+ % Y2 Iy i i

%

Otra forma de llegar a estas ecuaciones es utifizando una aplicacidn def producio mide {condicion de
coplanaridad para cuatro punios cenocidas sus coordenadas).~

3. mmmmwmm ' '

Dado el plano o de acuacisn ax+by+cz+d=0 nos propenemos encontrar los puntos de interseccidn de sse
plano con cada uno de los ¢las coordenades y sus trazas que son las reclas de interseccidn de ese plano
con cada uno de los planos coordenados.-

St Po s el punic de interseccidn dei eje x

con el plano deberd pertenecer simultdneamente
al ele x v al plano.- .

si perianecs 3l eje x sus coordenadas serdn:
Po{m,0,0) y &l el punto perienace al plano

sus coordenadas deberdn satisfacer su ecuacion
Luege am+ b0+ e+ d=10 ;
da donde m = - d/a fig.d
Entonces Po(-dfa,0,0)

Razonando de idéntica forma el alumno deberg verificar que las interseccibn con ol aje y es
Py (0,-d/5,Q) y con ef eje z 65 Py(0,0,-d/c}

2
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b} Trazas con los planoes coordenados.-

Sllarecta s es la traza con el plano Xy, es decir la interseccidn de ambos planos significa que todos los
puntos de esa recta deben pertenecer simulldneamente a esos lugares gaométricos.

Entonces por pertenecer al planc xy debers ser z = 0 paratodo valor de y y z.-

pera por pertenecer al plano « debera satisfacer su ecuacion.

Luego la recta s estard formada por todes los puntos cuyas coordenadas satisfagan al sistema
de ecuaciones:

{z=0; ax+hy+cz+d=0} es decir: {z=0: ax+by+d=0 } ecuacién de la traza con xy

Razonando de la misma forma ef alumno deberd encontrar que las lrazas con fos plenos
XI @ yz son respectivamente: {y = 0 ax+cz+d=0} y {x =0 by+cz+d=0}

4.-Forma segmentaria de la ecuaci6n del plano.-

En la recta de ecuacién ax+by+cz+d=0 suponiendo que d # 0 (el plane no pasa por el origen de
coordenadas).- Entonces algebraicamente tendremos:
X y z
axtby+rez =-d; e andil IR = 1
-dfa -d/b -d/c

flamando ~d/a=m <db=n y -c/d=t

mammmm&e@@{@mm@@%wﬂ?ﬁtmm;MW!!\‘!‘!?m!i?f}f‘ﬁ,iﬁ,ﬂ?l?

Y comparando con lo expresado en ef punio 3 Ja ecuacion de fa recta expresada de asta fornia i
nos dice que los denominadores de cada fraccién indican la interseccién con los gjes coordenadus
por ese se la lama segmentaria.

‘ﬂm +yin+zit =1 {6} ecuacién segmentarla
$.-Bosiciones relativas entre dos planos.-

e dos planos.-
Dados planos o) ax+by+ez+d=0 y B) ak+b'y+cz+d=0
en los que

| a Ia
a=ib| esn_l_a ; n'={b'| esni_p

c Lg'
El angulo determinado por los dos planos es el mismo que |
delerminan sus vectores normales a elios i
es decir @ =nn'  kiego de acuerdo a lo estudiade ' fig4 !
en el producto escalar lenemos |
i

— -y

n.n aav*bbh'+ee
cos B= =
lajjar]  Vabtre Vateptig?

conocido el valor del coseno podemos hallar el angulo.-
bl Condicitn de paralefismo.-

Si los planos son paraleids sus vectores perpendiculares a ellos también serén paralelos
per lo tanto ' ’ :

alf B <-> a/a’'=bib' = c/c' olo que es lo mismo gha' @ bekh' : cuke' k$0 (8)

N
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En conclusién:

2 CONAILISN necesana y suficiente para que dos pranos Eﬁ”ﬁ“ﬁ'mm,,le ENIstE
pmporcuonahdad entre los coeficientes homélogos de las variables correspondiente de log dos
plancs.

) Condicidn de perpendicularidad.-

Shlos planos son perpendiculares ‘el 4ngulo que forman es de n/2 v entonces elcos & =0
por o tanto de {7} se cumplird que a |_P <-> aatbb+rec'=0 (9)

En rasumen:

LA condicion necesaria y sulicienie para que qos plano sean perpendiculares es que fa sumas de 108 |
productas de los coeficientes homdlogos de las variables de los dos planes sea lgual a cero.-

d) Condicién de coincidensia.-
Sea o) axtbytcz+d=0 y P) ax+bysezed'=0 .
Partimos de la base de que si dos planos son paralelos y tienen un punto comin entences tienen todos los |
punios comunes es decir son ceincidentes, - o
si son paralelos segun {8) se cumplird a=ka' b=kb' c=kc' siendo k&0 . : ;
Suponiendo que siPoe a luego ax +by,+cz +d=0 (10) ' '
v que =i P,e B luego aXx +h‘y o'z +d=0  (11)
Por lo 1anto para que los dos planos sdan cuinc:llenies se deben cumplir las fres condicionss f
(8); (10) y (1) !~_
Subsiaiuyando eri la (10) la (8) tendremos  kax +kby +kez;+d =0
multipiicande ambos miembros la (11) por k tenemas ka'x +kb‘y +ke'z +kd' = 0
y restando m.a.m. sstas dos ecuaciones tenemos que d- kd' =0 !uegc d=kd'
En resumen las cendiciones para que dos planos colncidan son: i
a=kd' ; b=kb' ; c=ke' jd= kd' o lo que es o mismo  afa'=bib=clc'=did' =k (12) k;ﬂ 0 I
Entonces: .
0% Planog 50N coincidentes siy 5010 &1 fod0s SUs coemmwwmmwm’
i~.mn respectivamente proporcionales,

6.-Discusién de la ecuagion gensral o implicita.-

Vamos a justificar por qué a la ecuacién implicita ax+by+cz+d=0 je damos el nombre de ecuacién general.
Para ello debemos probar que para cualquier pos:czdn del plano, el mismo estars representado por esa |
ecuyacion X
Veamos todos los casos particulares posibles. B
a) 4=0 ; a,b.c no nules, la ecuacion es fineal homogénea es decir ax+by+cz“f3

ewldemameme se satlsface para x=y=z=0 lwego ¢l planc pasa por el origen de coordenadas

[fmr PR ETH R

Toda ecuacion lineal homogénea representa en R3 un plano gue pasa por el origen de coordenadas,

b}c=0;a, b, d no nules.- La ecuacién queda ax+by+d=0

0
{br\ = f_l o  comparando con elversor k= ﬂ‘ que tlene la direccién del ejs z

1
vEmos que el producto escalar n .k = { luego son normales entre si, por o tante el plane es perpendicular
al plano XY.- o paralelo aleje Z (fig. 5)
Se deje al estudiante que jusiitique, razonands de la misma forma que:
sia=0; b, ¢ dno nidos: by+cx+d=0 representa un piano perpendicutar al YZ o paralelo al eje X (1g.7)
S5ib=Q; & ¢ dnonufes. ax+ezrd=) reoresenfa un planc perpandicuiar.al X2 © para:’oro al efe Y(fig.6)
e Yesumen:

T0da ecUacion (Meal No fiomogeriea en dos Varanie

planu coordenado correspondiente a las dos variables gue aparecen e !a ecuamén

_—

A’



ax+by+d=0 oe XY axtcz+d=0 o | XZ by+cz+d=0 o YZ
fig.5 fig.8 fig.7

¢) ¢=d=0 los restantes ne nulos  ax+by=0

por ser c=0 segun lo visto en el punte anterior sera paralelo al eje z y por ser d=0 pasa por el origen porde

tanta el plano pasa por el ¢je coordenado Z.

Razonando de la misma forma ef alumno deberd verificar que si:
b=d=0 fos restantes no nylos  ax+cz=0 ef plano pasa porelefay
a=0=0 Jos restantes no nujos by+cz=0 el planc pasa por ol eja X

en resumen: [

1oda ecuacion ineal iomogénead en gus varables representa e RI UGN plaro qué contiene al gje
coordenade cuya variable no aparece an {a scuacidn,

d) b=c=0 los restantes no nulos  ax+d=0 de donde x=-d/a es decir que para todo valor v,z el valor de x e

constante, dicho de ctra forma todos los puntes del plano distan del planoYZ el mismo valor, por lo tanio el
planoc es paralelo al YZ & es perpendicular al eje X.- (fig.8) _

Andglogamente ef afumno podrd verificar gue ) ' ‘
si 8=0=0 los restantes no nulos by+d=0 de donde y=-d/z planc paralelo sl X2 o normal af ofe Y (g 9)
5f a=b=( [os restantes no nulos cz+d=l de donde z=-dfa. planc parelsic &l YZ o normal & efe Z (fig. 10)
conciusién:

TOda SCUACION e al iG HE geniea el Una variable reprasenta e RIUR

coordenado formado por las dos vaiabies qJue no aparecen en la ecuacion.
L’L—-w—- p:

e

¥

i

e g o
e - o -
- )’ /“_‘ _
o
; P Y
/ X o ,
= i
¥ ax+d=0 o/YZ by+d=0 a//XZ cz+d=0 /iKY Jf_
fig.11 fig.12 : C o fig.13 j
|

elb=c=d=0 anonulc ax=0 luego x=0 representa todos los puntos donde la distancia al piano YZ es nula
luego representa el plano coordenado Y7 - ,

de la mlsma forma:

si a=c=d=0 bnonule by=0 luego y=o representa al plano coordenado XZ

sl a=b=d=0 ¢ nonuio cz=0 Wego z=c representa al plano coordenado XY

Por lo tanto:

Toda ecuacon Iineal i‘iomog nea en una varaple representd en € Plano coorgenado Yormado po

las dos vartables que no aparecen en la scuaclén

Descartamoes el caso en que a=b=c=0 por cuanto en ese caso serd d=0 lego no existe plano.-

RRRRRRRRARRRRARRRARARRAR
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L-Distancia de un punto 2 un plano.-

Tenemos el plano o) ax+by+cz+d=0 vy un punto P,(x,v,2z,) no pertenecients a ese plano, i
Gueremos caleular 1a distancia de ese punta a plano.
Consideremos un punio Po(xo yo zo) partenaciente al plano dado

LSS

d R
Conocemos 0 =| b | que sabemos es
¢
un vector normal al plano.

lliamando d, a la distancia buscada, de acuerdo

a la figura es evidente gue esa distancia no es
més que la proyeccidn del vector P_?"1 sobre ia
direccidn n normal al plano.

Recordando que la prcyvul .Yt
A
Aplicandole a nuestro caso tendremos:

. B.Py | a(x-%o)+bly3 Yol 6242, |

[T} V a24b2+ 62

Efectuandu ef producls v agrupando los términos independientes tenemos:
| axy+byy+ezy+(-ax,-by,-cz,} |

d1""“

comeo P, ¢ o sus coordenadas deben satisfacer

f e
a2+ b2+ 2 la ecuacién de ese plano por lo tanto axg+by,+ ez, +d=0 i

' !

de donde d = - ax,-by,-cz, luego: | ax +hy ez td | i
dy = e (13)

. ¥ aZ+blec? -

Peor io tanto: . I_

Para caleular la distancia de un punto a un plano se substituyen las variables de ia ecurcion implicita
del plano por las coordenadas del punto v se divide por el mddulo del \mctar normal considsrando su
walor abzoluto,-

8.-Familia de planos.- _ - ;_

Un plane queda determinado por tres puntos no alineados, por una direccidn v un punto ¢ por una recta yun L

punto exterior a efla.

Si fake alguna de esas condiciones el problema es indeterminade, e3 decir existirén infinitas p!arms que .
cumplen con esa cendicién, esos infinitos planocs forman lo que se llama una "familia” g
Estudiaremos come resolver ef problema de determinar fa ecuacién que representa a una famifa de planos.- ¢

N0 ¢ SEE un punts dado .~
Recwdanda la ecuactén {2) a(x~xo)+b{y~yo}+{z~.:g)w0 E! Ginico date que tenemos son ks coordenadas del
punio Po, la indeterminacién proviene de no conecer las componentes del vector normal al plano a,bc,
para cada valor que I asignemos a esas componentes tendremes un plann dls!!nm pero todos pasardn por

sl punto Po. Lusgo la scuacidn de esa familiz serd: .

Ky (XX o (YY) + ks (2-2,)=0  donde los pardmstros k no son simulidnsamenie nulos
Si suponiamos que ky =0 podemos dividir por ese numero y queda:

{6 )+ Koly=y )+ Kglz-z, ) =0} {14)_(Radiacién de plancs)

9

i
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b Familia de planos paraielos et al
Stiedos los planos son Paralelos emonces todos seran perpendiculares al vector n=ib
luego la ecuacién de ia familia sers: ¢

dx*bytczrhe=g {158} keR

Para cada valor que se le asigne al pardmetro k so eblendra un

plane v todos serdn paraleios antre s por
cuanio todos son normales al vector n -

siﬁamﬂia_ds,mams.ﬁug,gmmLi&izzmrimﬂmmms.mm_mgam
Sean: @)ax+hby+czed =0
)a b yegza = Y
51 estos dos planos no Son paralelas ni coincidentes ia interseccidn de jog mismos determinan una recla .
la lamaremos g -
Formamos la combinacién fineal de fas dos ecuaciones:

k1(ax+by+cz+d}+k2(a'x+b'w ceed'}=0 (18) donde Kikse R (pardmetros) mo simuldneaments nulos:para J

cada valer que Je demos a es0% pardmelros ablendremos planog,
Vamos a demostrar que los planes asl obtenidos pasaran tedos por la recla de Interseceién ds o v o'
Supongamos que un punta Pofxo,vo,20) pertenece a la fecta g de interseccion ds jos dos planes, por o

tanto sus coordenadas deben satisfacer simulidneamente laz Bouaciones de ambos planoes.
reemplazando en (16) obtenemos: ki .04y . 0=9

es decir la ecuacidn (16) se satisface por lag coardenadas de cualquler punte de la recla g inlersepclén de

los dos planos independiantemente A los valores que pueds tomar ke w k; ertonces ese punte portanecs a
todos los planos de Ia familia,

La ecuacién (16) tiene dog parametros, podemos trabajar con un séle pardmetre suponiendo que uno de
elios es no nule: por ejemplo: :

si k; es distinto de cero axoyversd + iy /iy {(a%thyroz+d) = 0 Yamarndo k = K,k

resufta: ax: 1‘@.;:&332;&&{a‘xﬁ:ni?-_c_"zzz‘:.dilaﬁ}__ijﬂ

que representa los infinitos planes que pasan por s 8 excepcitn de (Bor qué ?)

R
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bplicaciones.-
1.-Dados los puntos A(1,-1,0); B(-2,1,-1/2); C(0,1,1/4) se pide:
a)taltar la ecuacién implicita del plano determinado por esos ires puntos.
b)Hallar intersecciones con los ejes coordenados.
¢)Hallar trazas de con los planos coordenados.
. d)Hallar la Jorma segmentaria y comparar resutados con lo ebtenido en b).
| e)Catcular el dnguio que forma con el plano XY y con el XZ.
NCalcular el dngule con el planc P) Ix-2y+z-4=0
g)Caleular la distancia del punto D(-1,1,2) al plano o oblenido
h}Calcular la distancia del erigen de coordenadas al plano oblenido.

PG dadeeddiee

-1 y+t 2z
a)por (%) -2 2 -1/2) = 0 resoliendo este determinante por los adjuntos de los
| -1 2 14 elementos de [a Tra. fila, efiminande denominadores

¢é

y ordenando fos términos lenemos «) 3x+2y-4z-1=0

g bjintersecciones: conelejex- y=z=0 luegox=1/3 P1(1/3,4,0)
= conelejey- x=z=0 luegoy=1/2 P2(0,1/2,00
i conalejez.- y=z=0 luegox=-1/4 P3(0,0,-1/4)
=
i ciirazas: con el plano XY .- {=0 ; ax+by+d=0}
= coft el plano XZ.- {y=0 ; ax+cz+d=0}
o 4 con el plano YZ.- {=0 ; by+cz+d=0
d) Ix+2y-4z-1=0 ; recordando la scuacién segmentaria {6) paso el término independiente al
2do.miembro  3x+2y-4z=1 luego: '
@ X2+ yAR +zf4i4 =1
9 comparemos como cantros con el inciso b)
3 ’
3 e)dplicando | fdrmuta (7) lendremos, sabiendo que T zl- 2
= _ 14
| o -4 .
1P angulo con e XY: k= 0] ;e08t= —u=-073 luego t~ 136°53
= L*z \l 29
- . 0 2
P angoconel XZ; k={1] ; cosl= —cme =037 luego t~ B°17
i 0 \{ 29
: ;a . -
9 3 B 3 . _ 8
. D 2 =nla y {2|=0"1p hegopor{7) cos!= o= 0447 luegot~ 63°27"
4 4 1] ) \| 28 | 14
i .
= g) o) dx+2y-4z-1=0 ; D{-1,1,2) aplicande {13} tenemos
3 [3(-1)+2(1}+(-4)2-1
dy = Cout Rl .
\| 29
h} Distancia al origen de coordenadas.- 1-1
Camo las coordenadas del arigen son nulas es evidente que d; = ———~ 0,189
| 29

ki
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2.-Dado los planes o) x+2y-3z+4=0 y B) 2+y+2-1=0 se solicita;

a) Verificar primero que los dos planos determinan una recia s y luego aplicando el concepto de familia de
planos que pasando por esa recla determinar y que cumplen las siguientes condiciones:

b} Pasa por el origen de coordenadas

¢} Contiene al punte A(1,2,-1)

d} Perpendicular al plano coordenado XY

¢} Perpendicular al planc coerdenado XZ .

f) Perpendicuiar al plano de ecuacion y) Ix-y+z+1=0

g) Paralelo &l eje coordenado X

a) Por no existir proporcionalidad entre los coeficientes de las variables de las ecuaciones los planos no son
paralelos ni coincidentes (8} y (12) por lo tanto se interceptan en una recta s.- La ecuacion de la famila de .
los planos que pasan por esa recta aplicando {17) serd: x+2y-3z+4+k(2x+y+z-1)=0 efectuando el producto .
¥ agrupando los términos: {142k)x+{2+k)y+(-3+k)z+(4-k)=0 {18) ' :
comparande con la ecuacién general del plano ax+by+cz+d=0 {enemos
a=14+2K; b=2+k; c=-3+k; d=4-k (19)

b) Por pasar el plano por el origen de coordenadas por 6a} d=0 luege 4-k=0 de donde k=4
substityendo en (13) resulla 8x + 6y + z=0

¢) Si contiene al punto A(1,2,-1) reemplazando esas coordenadas en (18) y despejanda k
k = -6 y substituyéndolo en (18) tenemos 11x + 4y 49z +10 = 0

d) Si es perpendicular al plano XY por 6b) serd c=-3+k =0 luego k=3 reemplazando en (18)

lege 7 x+5y+1=0 |

e) Si es perpendicular al plano XZ por 6b) serabh=2+k=0 luego k= - 2 reemplazando en (18)
fenemos 3Ix+5z-6=0

f) Si es perpendicular a 3x- y+ z+ { = 0 por Sc) serd: 3(1+2K)+(-1)(2+K)}+ 1(-3+k)=0
operando y despejando k = 1/3 reemplazando en (18) resulta: 5x + Ty-z+11=0

9) Si es paralelo al eje X es normal al plano YZ por lo tante razonaﬁdo igual que en d) o e) resulla:
a=1¢2k=0  k=-% reemplazando en (18) lendremos 3 y-7z+8=(0

3.-Dado el punto Py(1,-1,2) hallar las ecuaciones de los planes que pasando por ese punle cumplen ademés
las siguientes condiciones.- ,

a) Pasa por el punto Py(3,2.-1) v es perpendicular al plano coordenado XY
b} Pasa por el punte P3(~1,1,3) v e5 normat al plano f) x+y-z-1=0

La ecuacion que representa los planos que pasan por el punic dade serd: hy(x-1)+hy{y+ 1)+hy(z-2)=0
Suponiendo que hi # 0y dividiendo por ese nimero tendremos: {(x-1)+h{y+1)+h¥{z2-2)=0 (1)

a) De {1) Si Pyc o entonces 3n-3h'=-2 Sia _l XY entonces h'= 0 luego h= - 2/3
reemplazando los valores de h y h' halladoes en (1) v operando tendremes: 3x-2y-H=0
El alumno podrd veriticar este resultado por olro camino. -

b) De (1} Si Py e o entonces -2+2h+h=0,- Sica_|_p entonces h-h'+1=0

resolviende el sistema formado por las dos ecuaciones oblenidas tenemos h = 1/3; W' =4/3
reemplazando en {1) resulla: 3x+y+42-9=0. .

£/ alumno pusde verificar este resultado por otro camino. -
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$ olra condicion:

; mga al punto Py(2,3,4)
por el origen de coordenadas
1 def origen de coordenadas 4 unidades
1 /B unidades del punto Py(3,-1,2)

)
=3 ¢ ano o) x +y-2z + 1 =0 se pide hallar las ecuaciones de los planas que siendo paralelo a éi
£}

que representa los planos paralelos serd: x+y-2z+h=0 {1}
o pertenece al plano resulta de (1) que h= -13 luego la ecuacidn serd: x+y-2z-13=0

) perienece al plano  h=0 luego: x+y-2z=0

lo fa Tornula para el céleulo de la distancia de un purito a un plano resulta:
de donde h=*4 6 lsego tendremos dos planos: x+y-2z+4}/8 =0 ; s y-22-416 =0

o igual que en el caso anterior tenemos: 4k = & 1/6 wego k= £ 1 por lo tanto
¥ xby-2z-5=0 |/8 j
sdrd comparsr el resultado calculando ia distancia entre estos dos planos parsislos haliades.- |
= atied de 2000 ;
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RECTA EN EL ESPACIO

{,-Ecuzcién de iz recta determinada por un punto y una direccion.-

Liamando s a la recta tendremos come datas: 2 i
Pn{xcyya;zo} e85 Uy 3
vy U=|uy| ;vestor direccidn de s \ \
113_ 3 (-
y Pluyz) el punto genérico y slendo entonces los ?\
respectivos veciores pesiclién de esos puntes: 15

i ¥

“ ¢ to 24
;! X o Ix P _\\
g = '.Yg] A ﬂ[y] ‘ o~ "

De acuerde a la flg.1 v razenando de igual forma que en b 4
el tema recta en i planc podemos definir la recta: " fig. 1

5= {Pluyz)/ T=Te#tU} teR -oo<t<oo por o tanto la ecuacién sera:

T=to+tul (1) {ec.vectorial)

Reemplazando en (1) cada vector por sus componentes y reafizande todas las operaclones de la misma
forma que hicimes en el estudio de la recta en el plano tendiemos;

®=xXy bty
y=y, +tuy (2} (ec.paramétricas) t=pardmetro
z=z, + tu
| X% ¥ =¥ Z~Z,
Elminando sl pardmetro nbienemios: = = (3) {ec.cartesiana)
Ly Ly Uy

siends uy,us Ly N6 nulos :
A las componentes del vector direccién de [a recta Uy , ity 59 los Bama nimeros directores de la recta.

En el caso parlicular que el veclor u fuese un versor sus componentes serlan {cos o ,cos B ,c08 1)
y las ecuaciones {2} y {3} quedarian respectivamente.

x= R, ¥t cosa X=Xy Y -V, z2 -2,
y=y,+t cos e @ 4)
Lz=z,+t cos g cos o cos P cus ¥

dende cos ¢t , cos P , cos v son los cosenios areciores de la recta v o,B,y sus angulos directores
2,-Bcuacion de la recta determinada per dos puntos.:

Datos: Py{do.¥oZo) E 5 ¥ Pyl yz4) € 5 (flg.2), donde esos dos punios no son colncldentes
considerando como veclor direccién de la recta u = PP, y razonando de la misma forma
gque en la recta en R? tendremos:

I L

U PPy =Ty Ty [Yyy| = | Uy | Megol Uy g X, Uy =¥y =¥y iy =2 -Zp
2q+Z, u;| reemplazando en las fSrmulas haladas en el punto 1.~
tendremos: de {1} [ T T, LT T) {4’} {ec. vectorial)

tsR  -o=t<op {=parameiro

=
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X=x,+t {xy~-xo}
de (2) %y= Yo ¥t lyg= vo} | (2){ec, pararaétrica) .
X=X, Y- Ve 7%2q ‘ L
de (3} s Ten o {3') (ec. cartesiana) - =

X{=Xo VYi-¥o %4 -zul

donde Xy #X, i Y1 #Yy s 2152,

3.-Plangs proyectaptes de una recta,-

*‘Definimos planos proyectantes de una recta a aquellos planos que conteniendo a dicha recta son
perpendiculares a un plano coordenado” '

Tendremos entonces tres planes proyectantes 7Ty, | Ty | Ty, respectivamente normales a los plano
coordenados Xy, Xz, VZ.~

Supongamos queremos encentrar el plano proyectante respecto af xy, sabemes que si un plano es
perpendicular a un plano coordenado su ecuacion debe ser lineal en dos variables v esas dos variables son {a
que forman el plano coordenado respecto al cual es normal.

Entonces en nuestro ¢aso, si es normal al xy seré ax+by+d=0 o
Ademés conio el plano debe conlener a la recta, esa ecuacién debe ser consecuencia de ia ecuacion dela

recta; es decir debe deducirse de efla.- e =
" Ejemplo: wi o oyt z¥d
-3 = = hallar el plane proyectante sobre ej xy
2 -3 -2 : ;

por lo dicho anteriormente de la ecuacién de la recta debemos deducir una ecuacitn consecuerncia donde
solamenie aparezcan las variables X,y es decir axtby+d=0
Coensideramos entonces;  x+1 y-1

------ = e gperando lenemos I(x+ 1} = 2{y-1)

3+ 3-2v42=0 ; luego n:xy} Ix-2y+ 1=0
Razonando de fa misma forma el alumno deberd veriticar que los olros plancs proyectantes son:

Ty x+z+5=0 ; My} 2y-3z-14=0

4,-Puntos de penetracién de una recta.-

*Se laman puntcs de penetracién de una recta a los puntos donde la recta intercepla a los planos
coordenados” "
Una recta tendré a lo sumo tres puntos de penelracién, con el xy, con ef xz y con el yz.-
ceme el punto perteniece simultaneamente a un plane coordenado y a fa recta sus coordenadas deberan
salisfacer ambas ecuaciones.~ '
Ejemplo; Hallar el punto de penetracién de la recta s} con el plano xy
como la ecuacién del plane xy es z = 0; susilulmos ese valor en la ecuacién de la recta y nos quada:
x+1 w1 A
e de donde x=-5 y=7 elpunioserd P,(-5,7,0)

2 -3 -2 ' i
El slumno deberé verificar que fos puntos de panetracién con los planos xz e yz serén respectivamente:
Py(-13,0, 143 ) y Py (0, -¥2, 6 ).
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5.-Forma general de (g ecuacion de ja recia.-
Llamamos forma general de la ecuacién de fa recta, cuando la misma asta determinada por la interseccion

de dos planes cualesquiera, siempre y cuando estos no sean ni paralefos ni ceincidentes.-
sean dos planes: @) axtby+ez+d=0 y P) axtby+ez+d’=0 donde no existe proporcionafidad entre lus
coelicientes de las variables por lo tanto su Interseccion serjlarectas

s} | { axtbytrcztd=0
)]a'x+b'y+c’z+d'-‘=0 {4} ecuacién general

s) estard formada por los infinitos puntos del espacio cuyas coordenadas sean solucidn del sistema (4)

par ejemplo si quisiéramos hallar el punto de penetracién de esa recta con el planc coordenado xy
hacemos z=0 sustiluimos en {4} y resolvemos ef sistema {ax+by+d=0; ax+b'y+d=0} cuys solucion x e y nes
da las coordenadas que nos falta de ese punto.-

5,-Posiciones relativas entre dos rectas.-
a)Angulo entre dos rectas.-
De las ecuaciones de las dos reclas s} y 5’} conocemos tas componentes de sus respectivos veclores
diveccién u y v, por lo tanto!
.V Uy by oty vy
cos @ = = : {5} con el valor del cos. podemos hallar el angulo
lul v \ ug24u,2vug? Y veZhv2ivst '

bjCondicidn de paralelismo.-

Sj dos reclas son paralelas sus correspondientes veclores direceion también lo seran, luego debera
cumplirse que: Uy Uy U3
SRy R { 3

¥4 Y2 va

¢)Condicién de perpendicularidad.-
8i las rectas son perpendiculares sus respectivos vectores direccidn {ambién fo serérx, per lo lanto:

deberd ser:.
b\:ﬁr UpVot Uz = GE{T}

djCondicién de coincidencia.-
Deberan cumplirse fas condiciones de paralslismao y demostrar que ilenen un punto comin es decir que fas
coordenadas de un punto satisfagan las dos ecuaciones ya que si son paralelas y tienen un punto cemun

tienen infinitos puntos comunes Yy por lo lante son volncidentes.-

&:aoim}m&uﬂthEmmﬁia.u.___.;

ajAngulo entre una recta y un plano.- :
]Deﬁnimos angulo entre recta y plano al sngulo formado por la rectay sy proyeccién sobre el plano.- J

Sea - axrby+ez+d=0 y Y¥O  Y-YO Z-Z20 n
S} [T~ S 5
ui u2 ud . / -
delafig. § + 6 =n2 cos 8= cos(m/2 -g)=sen g e
vy

/

in ., ul | aug+b uytous | AL -
sen ¢ = = {8) o »

il Vadebihe? YuBupliu? /

0< §< w2
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a)Condicion de paralelismo.-

ot
de fa (fig.3)
- : ’ figd
sifa <> _| U s I o <——> auytbuytcuz=0 (%) ' 5
bjCondicidén de perpendicutaridad.- B
H

=

de la (fig.4) ' / l
b

. -
fig4

s | _m oS> i 5 | o <-> aluy = blu, =cluz (10),

c)E! plano contiene a la recta.~
Una recta esta contenida en un plano si es paralela a ella y si existe un punte perteneciente a ella
que también perienece al plang.-
Par lo lanto deberdn cumplirse que:
si Po(X,Yp.Zo) €8 ~> @y =Dblug=ciuy ¥ ax *by ez rd=0  {11)

7.-Posiciones particulares de la recta.-

XX, V¥ I-Zg i X =X, Uy
Recordemos las-scuaciones de la recta s} = = (12) v & y=y,ttuy {13}
UAI i.l:; 133 Z:Zn+iU3

Sabemos que las componentes del vector direccién de fa recta no pueden ser simultaneamente nulas pero
gue poslcién tendrd fa recta cuando una o dos de esas f’i-:e';’_/,,._
componentes sean nulas.
a) u; = 0 las otras dos no nulas.-
LKy ¥-¥o
de 12 {12)y {(13) la ecuacién serd: ——ore = e [T =2,
u‘ u2
La recla queda delerminada por los planos proyeclanies
respeclivamente normal al xy v &l eje 2 {fig.5)
Por olra parte haciendo el producte escalar de u'y k
vectores direccisn de la recta y normal al plano xy ) 3
uk= ul.0+u2.0+0.1=0 uego 5_j_z © siixy fig.5
E1 slumno deberd justificar que ocurre cuando se anula alguna de las olras cgmponen#ss-def vector
direccitn de fa recta.- X [

s R
ul=0 ; .5 |_ \// :
'R
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En resumen;

Si una de las componentes del vector direccién de la recta es nula la recta es perpendicular al eje
coordenado respecto del cual es nula esa componenta,- .

, T 2 .5
biDos de las componentes del vector direccidn nulas.- | ‘

Supengamos u;=u,=0 ia ecuacién {13) '
resulta x=xo ; y=yo planos proyeclianies : 2
respectivamente paralelos a los planes ;

coordenados VZ ¥ X2 LT (N R, T e
luego s//al eje z o P Y
X, fig. 8 \/ -
&t slumnc deberd V{gr‘g;‘car que ocurre cuande uy=iy=0 y cuando Uy=iiq=0 i
. e
1 ; /
R oo D :
; ] e
5/_.._-._.._-_.————-—"/ /1 t
e v e e s ,/ 1

IL‘ ) 5/1/
% // 1.9 fig. 10 , ]
ui=u3=0  sffejey u2=u3 V

En conclusion: . i )

Si dos compenentes del vector direccidn de 12 recta son nulas, la recta serd paraleia al eje
coordenado al cual corresponde la componente no nula.-

| B,-Distancia de un pupto a una recta.-

XXy Y¥o o %o
Datog: recta s) e “‘{\@ .
Uy Uy ™ — 5

P,y 24)

Queremos hallar la distancia d dei punto
Pyalarectas
de la fig. 11 tenemos que en el tiidnguio

rectangule PyRP, d =[PPy sen O] - fig.1l
~ yeoma PoPy = (ry-ry) serd d = || sen 8 (14)  |(ryro 5

recordando que }(ry-rpjxul = [ry-rollujsen B ;58n0 = —eermemmneees

!T-g-r[,ﬂlli
reemplazando en (14} i(rqy-rg} x 0
T {15}
inf
9, -Distancia entre rectas paralelas.-

Se efije un punte perteneciente a una de fas rectas y se caicula fa distancia de ese punto a la oira recta.-



=
10,-Distancia ertre rectas que se cruzan.- e=
_ —., =
Dos rectas se cruzan en el espacie o soh alabeadas cuando no son coplanares, es decir no exisle ningun | o
iptano que los contenga simuRaneamente - o : . =.
w bk o
Batos: X=X VoY, Z-~2 aa‘&’/ S
5 = i (4] 3] sl T
Recta 5} - m : ) /// / __-____
u1 u2 . ua 5 / I /! / -
Recta 5 - [4 e=
ecta  54) X-X¢ ¥Y-Y4 Z-2 - :
. = 1 = t g
v Y2 Va &=
de donde conocemos: g
P_rj € sl; P,esy u yvuecftores Lo e B
direccién de s y 54 respectivamente T 4
Delinimos: fig.12 = 2
Distancia entre dos rectas gue se cruzan es la menor de las distancia enire eilas v es igual a la proyeccion ?:'-— .
de un segmento determinado por dos puntos cualesquiera, uno perteneciente a una de las reclas 'y elotroa " “— I
perieneciente a la olra, sobre la la normal a ambas. =
de la fig.12 d = jproy, P';F;ii ==
siendof_|_sy A_|_s, -~ A=UxV ademas P,Py=T-, el
' » o e &=
{Fy -Tp) - GxV| i
ego d =} proy gy (Fy-To)l sd= {186) L
' ' fFx | o=
como consecuencia podemos decir que: &=
i Dos rectas en el espacio son coplanares siy solosi {Fy-F) . Ux¥=0 =
B &=
b=
&=
&=
&=
.
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Aplicaciones, -

o) X-y+22-3=0
Sea fa recta de ecuacién s) . (1} se solicita;

By 2x-3y-z+1=0
a) Determinar la recta mediante los planos proyectantes respecto a xy y yz.-
by Hallar fa forma simétiica.-
¢} Verificar ef resultado anterior por otro caming.- =44l
d) Hallar el dngulo que forma la recta 5) conlarecta rj}y=-2-1

=-1+3t

e) Hallar ¢l &ngulo que forma s) con el plano y) 2x-Jy+4z-1=0
I} Hallar los puntos de peneiracién de la recla s}
g) Calcular la distancia del punto P{1,-1,3) ala recta s) )
hy Verificar si [a recta s) es o no paralela a la recta h*x=3 141 ; y=-2-10t ; z=-2+2t} en caso afirmativo
caleular la distancia entre ellas.-
i} Verificar si las rectas s) v 5} sen alabeadas v en case afirmative calcular la distancia entre ambas .-

a}De acuerde a o estudiado en ef inc.3 debemos oblener del sistema de s) una ecuacion de la forma xy
ag+by+d=0 (proyectame xy) v de la forma by+cz+d=0 (provectanie yz).
por lo tanto aplicande el mélodo de eliminacidn por suma o resta lendremos:
Tyt Sx-1y-1=0 “n;ﬂ} y+5z-T=0
b}Recordando que fa forma simélrica era:
X-Xe  y-yo 2-20 .
= E y utilizando los planes proyectantes haflados, despejamos de ambas

ui u? ul  ecuaciones fa variable comin y lendremos:
X-15 z.75 7
mmmemen $#eee = aneeeeeee (@ donde ahora conecemas Pis075) € 51 Y g=1s
7 5 -1 -1
1 2
¢} De{t) Como| -1} =n, | o serdtambién _| Ty | -3] =0, _|_ P serdtambién _|_ T.
2 1
i i ] k
hego U=TyxN, = (1 -1 2| = 7i+5j-k
2 3 0

En {1} hacemos y =0 y resoliends el sislema que nos queda obtendremos x=1/5 y z=17/5
con lo cual queda verificado lo hallado en b) .-

7 - % u.v
dydes} o =5 de 1) Vv o=[-1]; cos 0 = conremnn = 0185 @ O = 79°34
-1 3 pal |}
.5 7 RO T
e} De v) ima]:’ﬁ yde s){ 5| = U ; send = comaaannne =0,1204 ; ¢ = 6°,92
4 -1 RAELY!

-

f) Sabemos que para hallar los punios de penefracién de una recta se hace una variable igual a cero
se sustituye en el sistema, se resuelve el mismo halldndose el valor de las otras dos varlables.

Por lo tanto:

paraxy) z=0 entonces Py {10,7,0} ; paraxz) y =0 entonces P,{1/5,07/5)

parayz) x=0 enlonces P, (0,-1/7,10/7)

o)
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G
&3
ALGEBEAY GLOME | EM ANMLITIEAZT= GECTA EMNEL ;;‘5%;.50 [ By m_,enu J. PaocualeBe €= =
&s
2 1 En
g} Tenemos P {1.-2.3) P (1/5.07/5) € s)| 5| =i {vector direccion de s) &=
& e
. [am | BoP, x| |6+ 12§+ 18k 504 =
entonces PP, =[-2 |luego d = emmmemmnmm T hama st et B e S 2.582 s
a/85) ol F7i+5)-Kkl (NS e
71 4] L
h) Tenemos | 5| = u (vector direccion de s) A0 = v (vector direccién de h) Ts
- -1 2 —
. &=
come las componentes de los dos veclores direccion son proporcionales las rectas son paralelas .

Ademas: P (1/5:0.7/5) €5} ¥ P({3:2:-2) £ h).- porlolanto__. {‘ M.f{l i I

PP = | 2
PP, XU 1715

Aplicando la férmula (15) d = eeemmmenees =
fuf
1157 -21j + O ki [ 666 E«»
= e = e = 1 456 .
[Ti+5j-ki IR ' | P
- i1 _ &=
i) De 5): P,{1/5:0;7/5) € s} 51= 1 yector direccién de s); Py{1.-2:1) € r) . -1 =y {veclor direccion de r) &=
A bt B
4/5 _ . ——
PoPy=]-2 ; { X% . PP, | . .
{-Y5). d=- bomemm COMO iuxvﬁ-,;ﬁ” =] -28 | = 0 luego se cruzan =
| T
f-28] 28 - &=
e B = 0,975 =
Hei-227+ 12k 824 o
=

#: - Abill 2000 -
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CURVAS DE SEGUNDO GRADOQ
CIRCUNFERENCIA . Definicion -

Es el lugar geomdtrico de todos los punios del plane
s gHe cumplen con ia condicion de gue su distancia a un punio fijo denominads
centro permaﬁece siempre consiante . A esa distancia consiante s 8¢ la demoming
radio de la circunferencia .

Ecuacién de la circunferencia .

Y
Sea una circunferencia de radio r y centro Yoelotiadmm ;)f exr)
¢ (h,k), cuyo vector posicidn es . m[ k) . ] ‘-\‘ « ; .. /.‘
| gt
Consideremos ademas x
B X

X :
un punto cualquiera P(x,y) -cuyo vector posicién es rp = ( J - perteneciente a la
iz

circunferencia .
En estas condiciones , como P, es un punto de la circunferencia » deberd cumplirse que !

|CP1“—"cte.mr

siendoCPtrp-rc=B:;j y |CPl= Jx-n+(-k)?

resulta -J(x_ix)z +(y—kY'=r ,osea

(-h) + (k) = ¢

que es la ecuacion ordinaria de la
cirunferencia de centro C(h,k) y radio r . En consecuencia , van a pertenecer a la
circunferencia , todos Ios puntos cuyas coordenadas satisfagan la ecuacién de 1a misma.

Posiciones particulares de la circunferencia Y.
L e
a) Si el centro pertenece al eje x = C(h,0) N
(x-h)’ +y'=r -
b) Si el centro pertenece aleje y = C{0,k) /;{;
L
x* + (y-k)? = 2 SLA
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Y
P
c) Si e} centro coincide con e} origen de coordenadas = C(0,0) HE n
: A
x; e yl;: g-i . | : .._..____‘\.. ET /
S
i

que es la forma candnica de la ecuacion dela cirgunferencia
Ecuacion gensral o implicita de la circunferencia :
Se Hama ast , a aguells que se obtiene , desarroliando e igualando a cero su forma
ordinaria . |
Es de destacer , que Jas formas generales o implicitas de las curvas de segundo grado (
circunferencia , pardbola , elipse e hipérbola ), tienen la forma de 1a ecuacion general
incompleta de segundo grado en dos variables , es decir :
A¥+Cy* +Dx+Ey+F=0 (1)
Pero , no toda ecuacion de este tipo , representa siempre una curva de segundo grado ,
para ello deberd cumplir ciertas condiciones necesarias y suficientes .
Vamos a analizar , el caso particular de la circunferencia :
Su ecuacion ordinaria es :
(s-h)” + (y-K)* = 1*
desarrollando , ordenando e ignalando a cero :
X4y -2hx- 2ky + (B +K-12) =0
siendo esta , la forma general o impliciia de la circunferencia ,
Si la comparamos con la (1) , tendremos que
A=1;C=1 ;D=-2h ;E=-2k ;F=W+k-r
Pudiendo deducirse entonces que , para que una ecuacidon general incompleta de
segundo grado en dos variables represente una cireunferencia , es necesario que A =C
{ condicién necesaria ).
Veamos ahora , s1 es también condicion suficiente :

Para ello , partimos de (1) y tratamos de llegar a la forma ordinaria de la circunferencia

AX® +Cy* + Dx + Ey+F=0 (1)

SUpONemos , que s eumpié la condicidn necesaria 1 A=C
dividiendo la anterior por A

X+ v+ (D/AXK + (B/A)y + (F/AY =0

b +HD/AX] + [y + (B/A)y] = - (F/A)
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empleando el artificio de completar cuadrados .

Completar cuadrados : significa transformar un binomio de segundo grado , en un
trinomio cuadrado perfecto .

Para ello , se procede de la siguiente forma :

1) En el binomio , el coeficiente de la variable elevada al cuadrado , debe serigual a
2) Se le suma y se le resta al binomio , la mitad de su coeficiente lineal , elevado al
cuadrado .

Volviendo a nuestro caso resulta :

4
24D T =~ + £
* +,¢j r+yﬁs) [)” x 9‘:9‘?) Vﬁz‘ 9'4‘92‘

. o - 7 :
(Z*8) 755 ). otest s o7

_ P2
comparando con la forma ordinaria de la circunferencia , tenemos que :

D E PZeet yF !
A= ¢ k= —— = > O

por lo tanto , se deduce , que para que la (2) represente circunferencia :

’._}‘} '11{\ i 'il;.
'gl ,'-‘. 1g -1y

M debe ser mayor que cero

Entonces si |
M > 0 Circunferencia ( condicidén suficiente )
M = (¢ Un punto

M < 0 No representa ningiin lugar geométrico .

3R ERR2R

Resumiendo :

La condicién Necesaria para que una ecuacién general incomplgta de segundo grado -

'3

en dos variables , represente circunferencia , es , que los coeficientes de las variables
elevadas al cuadrado,sean iguales (A = C) y la condicién Suficiente ‘

es que el término independiente una vez completado cuadrados y llevado al segundo

miembro , sea mayor que cero (M >0 ), si M = 0 ,representa un punto y siM <0, no

representa lugar geométrico .

PARABOLA - Definicion

Es el lugar geométrico de todos los puntos del plano , que equidistan de una recta

eSS REEEEEEE

Hamada directriz y de un punto fijo exterior a ella denominado foce .
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Elemenios geomatricos de la parabola
& : recta directriz

F: foco _ g
et : eie focal . d [,ﬁw“
R e TiulTe  xeedf
V : vértice : ; ]
| I'Y--«_ £

IMN] : ledo recte

Fje focal : Es la recta que pasa por el foco y es perpendicular a la recta directriz

1]

Vértice : Se determina por: la interseccion del eje focal con la cwrva
Lade recto : Es una cuerda de la pardbola , rormal al eje focal y que pasa por el foco

Ecuacién de la pardbola :
Vamos 2 suponer una pardbola , cuyo vértice , coincida con el
origen de coordenadas y su eje focal , con el eje de abscisas . En tales condiciones ,

vamos a asignarle al foco , las coordenadas F(p,0)
Y

Consideremos ademas un punto cualquiera P(x,j:) perteneciente a la parédbola .
' Para gue este punto P(x,y) , pertenezca 2 la pardbola , debera cuniplir , con
la condicidon  geométrica gue se desprende de la definicitn de este lugar geométrico ,

4

CEFT A Edddeadglddersdtdaddddddda ﬁ. dddd ¢

es degir :
[ER =AP} (D)

£ I
como FP= L;f;] = |FP= Jix-py + 3

Y ‘&P[zp+x

reemplazando en (1), resulia

e ddd

22/t
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i
y

JES T s
(x—-p) +¥* =(p+x)’
e pt-2px4yt=ptHxt +2px

i
§

F ]

L

desarrollando y shaplificando

¢

| ¥ =4px |

&P iz? @ f

que , es ka ecuacién candmica de ta pardbola , de vértice ¥(0,0) vy ef=¢jex,
Si consideramos ahosa ., una pardbola , con vértice en e origen de coordemadas y ¢ie fovat
coingidente con e gic de las vy ; y razonamos en forma andloga a la amterior , e Hega a la otra
i

forma candnica de la pardbola [ Y

\ l ?

7 e 4 H S H
| X4y | Nb
e \
. - // il
W
e A
La particularidad de estas ecuaciones , es que las dos vasiables , no se encuentvan elevadas al |

cuadeado , una si, y Ja otra no . La variable , que figura en forma Vizeal | nos indica cual es el
de coordenadas , que coincide con el eje focal de la pardbola . -
Extension de la parabola;

Significa hallas los intervalos de de extensidn de la curva segin los ejes
poordenados. '
a) Consideremos iz curva de ecuacion

y2 =dpx

1) Respecto al eje » : Llevamos la ecuscidn a la forma y = ) v analizamos para que valores .
de x , existen valores reales de y. |

y=42.Jpx
habrd valoses reales de (v), siempre que p.x 2 0. Entonces , para que (y) sea real , debe

RARRRRRARRARRRBRRRREAARAS

cumplirse que !
Sig. p= Sig.x v
por lo tanto , si pr 0= 0 x<tw p>0 E./_,w*"“* < I &=
" , P
. [ -
p<O0=>-m<x<0 p<0 | y &=
2) Respecic aleje y: H_H\\% x . -
Se estudia x= () | _J,/E,V ; o
B : : &
€
&"
£
e
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O seg X == 0 = X8R Vy = .mw<y<+m
4z -

Si consideramos ka otra forma candnics -
x* =4py
¥ razonamos en forma andloga a la anterior, resulta gue ;
$iop>0 02y < { Ia pardbola , abre tas ramas para arriba

P<O = .may<h ( Ja parabola , abre lag ramag para abajo}

Y,
i1 b4
)" L s ‘__‘.h.::._:m._._w ,,,,,,
| | | o
| r i 5 - \l
b | / . i PEE
p:} 0 ‘.‘;, $ Pt _;; . {3 .'I :. & !
\\ i P M ; " I
wwwww — h:.Tﬁv_._M_. T LR I|

Ecuacién ordinaria de i perébols @

Corresponde a aquellas parabolas , cuyo vértice se eheuenira desplazado respecto del
origen de coordenadas |, ¥ s eje‘i‘ocai » 8¢ mantiens paraleld | 2 uno de log 2jes coordenados
Para deducirla , vamos » proceder de la siguiente maners - Consideramos en un sistema de
coordenadas cartesianag Oxy , una pardbola de vértice Vi ﬁ:\._,k} Y gje foeal paralelo al eje de
las x. |

Suponemos , que en a.iinﬁo sisterna , un punto P s cualquiera de l» misma tiene por
coordenadas a (x,v) .

Si efectuamos una traslacién de &jes , de forma 1al , que s origen O | coincida con V 4
con el eje focal de Ia pardbola » €8 decir | a Ja posicidn Oy, Br este nnevo sistema , Oy,
el punto P, tiene por coordenadas (x,y).

Consecuentemente | en egre nueve sisteme. 'x'y' la ecuzcidn de la pardbola ex -

y* = dpx X
POl S afstaresn s " pexY]
luego para referiria sistema original Oxy i o f
| o O e
debemos reemplizar - el e
I
X=xhe y=yk ‘f"tg Sl !
! {y“k}é e %Fr{w\-hh} ; :
que representa fa ecuacion de 1a par abola de
vértice Vil y ¢.£ // al eie. x 4 X x
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i consideramos abora , una pardbola de wértice V{ks ¥ e£ /sl gle y . vazomansd o6 “
forma andloga a la anterior , ",'*'3 -3 @ ta ot forma ordinaria de la pardboia, &=
1
I Y ¥ =
':, Lood e=
| (b = 4p(y-k) s :_ S P -
é Y £
5 &=
B WS U= €=
t.m?' -4 _
=
Calculo de los elemantos geomélricos dela prrabola i
Sea la pmé’boia de ecuacidn y R
[ e ) .\“‘_j i . ,-"’."ﬂ/.
. V 4;'){ i S
Vértice : V(0,0) U . W WY .. o
T AN
Foco :F(p,0) W
ef. :y=0 L R
Directriz: x T p=0 =2 k=P
Lado recto @ kb = IMN|
tentendo en cuerda , Gue i gs-ar;é.‘mla_ de ef = ¢le x , es siméirica respacto al 2l X ,

tendremos que : Ir = [VIN| = 2 y, , donde ¥p, €8 Ia ordenada del punto M pereneciense a la

pardoola .
Entonces si M{p.yy) » perienece 2 ia par abols

B s Bamiass W 77 iy
i = APP T Ypes ZofpT = 42p

AAAAANRAARAARARARARARRARARAR

ego ke 2yp=4p
Ecuacitn genaral o implicita de o pardbola
Se obtiencn , procediendo de igoal forma gue en la circunfercncia .

+

Entonces , i partimos do la forma ov dineaia
(y-k)’ = dp(x-h}
desarrollando , orderando ¢ - ipustando & coro
v - dpx - 2ky + (' +dph) =0 (1]
particndo de la otra forma ordinacia |
(x-hy’ = 4p(y-%)
cfectuando , ¢l mismo proceso , sc Bega

' - 2hx - 4PV ¥ (W +apk)=0 - (2 :

ARRAAADN
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iI l.' -
siendo , estas dos , las formas generales o implicitas de la pardbola |
Si las comparamos , con 1a ccuacién general incompleta de segundo grade en dos variables

AC+CY +Dx+EBy+F=0 (1)
se observa gue '
en {1} C=#£0 y A=0
en (2} A0y C=0
que son en cada caso , condiciones Necesarias , para que , 1 ecuacidn general incompleta
de segundo grado en dos variables , represente pardbola .
Veamos ahora , st son condiciones suficienies .
Para ello , partimos de la ecuacion general incompleta de segundo grado ¥ suponiendo que
se cumple la condicién necesaria , tratamos de legar 2 la forma ordinaria de la pardbola .
Entoncessien Ax +Cy' +Dx+Ey+F=0
suponemos gue C# 0 ¥ A =0 (condicién necesaria)
CY +Dx+Ey+F=0
sienela, se agregague: D=0
nos queda : Cy +Ey+F=0
gue ¢s , una ecuacidn de segundo grado , en una variabie , por lo tasto , no represenia una

curva de ségundo grado . Si ke aplicamos la resolvente , tendremos distintas alternativas , de

y
acuerdo al valor que toma su discriminante . L M=k
_ A rr=k:
1)Si A>0 = y1=kijya =k (dosrecias alejex) 7 B . =
o
2381 A=0 = y=k =k; {dosrcctas =) v o iy

3} 8i A <0 (no representa N.L.G.) - =
Come se observa , en ninguuo de estos tres casos , representa pardbola , por lo tanio , para
que una ecuacion general incompleta de segundo grado , represente pardbola , deberd
cumplirse que si (C = 06 ¥ A = 0), deberd ser : D # 0 (condicién suficiente} y
andlogamente st (A = 0 y C = 0), deberd ser : E # 0 ( condicién suficients) , caso
contraric , no representa parébola .
Resuymiendo ! :
Si A=0;C#0;D=x0 = Pardbola e.f /ejex

A=0;C#0;D=0 = 1} 5i A>0=y: =k ;y2=k{ dos rectas //al eje x)

2)5i A=0 =y~ =ky (dosrectas=;// al eje x)

36/l
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3) 8i A <0 (no representa N.L.G.)
Axx0;C=0;E= 0 = Parabola e.f /fejey
A20;C=0;E=0=31)8i A>0=x =k ;% =k dos rectas //al gje y)
2)8 A=0 = x=k =k (dosrectas=;//alejey)
3) 8i A <0 (no representa N.L.G.)

ELIPSE .Definicion

Es el lugar geométrico , de todos los puntos del planc , gue cumplen con la condicidn ,

de gue la suma , de sus distencias a dos puntos fijos demominados focos , permanece

siempre constante , positiva y mayor que le distancia entre los focos .

r Ve P
e e

Elementos geomélricos :
Fyy F; : Focos de la elipse. y!m "

. 5 /'fvf‘!‘—m.‘.{““--\
e.f. Eje focal ( es la recta que contiene 5 | SN o ﬁ: B

a Jos focos) GGG W

VI y V:Z i Vél‘iices p}"tﬂcipaleg { Iesuhan 5 “‘u-_,_i_;.,_i,;aw

de la interseccion dele.f conla
curva .
Vi ¥ Vi : Vértices secundarios
C : Centro de la elipse { s el punto medic de FiF»)
| FyF- | : Distancia interfocal
ATRTAS longitud eje mayor de Ia elipse.
‘ V;V}; : longitud eje menor de Ia elipse.
| M | = Ir : lado recto de Ia elipse. .
Ecuacion de la elipse :
Vamos a considerar una elipse , con centro coincidente con el ‘Grigen de coordenadas ¥
focos ubicados sobre el eje x .

En tales condiciones ,

TRRARRRARRRRRRRRARRARARARRRRARARRARRARRRARRRARRRAAE
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Y :
amos a asignarle , a los focos —-—~~J:r---::--«s~f§cf}
las coordenadas : . K = ) 7

F1(c,0) y F(-c,0) e e

Vamos a considerar ademas ,

un punto cualquiera P(x,y) pertenccienie a la elipse.

Para que este punto P, pertenczca o la elipse, debera curnplir,con la condicidn geoméirica ,
que surge de la definicién de este lugar gcométricé ;

(D [Fpl+|FP| =cte. =2a ,siendo 2a>2¢

siendo  |FiPi= \!{x‘“c}z +(}""'0)2

lppl= J(-x rof +(p- 0)'5'
recruplazando en (1) :
Je-o) +(r-0)’ e fix+e) +{(y-0) =2a
| 'J{x —c) +3* + V!{x +cf +y* =2a

| J(vx ~c) + y_"m =2a —«J(x + c};:;’:
elevando al cuadrado , ambos miembros
o= | =[zever v |
y desarrollando :

- i I3 ~2
X +0% =2ex+ ¥ =4a% +x° +¢* +20x+y —day{r+c) + 7

cancelando todo lo posible , tenemos :

2ex = 4a® + 20x — dayf{x +c) + )’

4a {;;;:)2 + y; = 4q* +4cx

cancelando los 4 , v elevando nuevamente al cuadrado , ambos miembros :

{a\{{; ;;}“2_; yt ]2 = iaﬁ + cx}z
desarrollando:
a’x* +a’c’ + 2acx + azyz = a' + "% + 2a’cx
llevando todo al primer miembro , € igualando a cero

a2 +dd rdy -at - =0
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teniendo en cuenta que por de ﬁ?ﬁcién :2a>2¢c =>a>c
=> vamos hacer : a’-¢’= bz (relacion valida dnicamente para las elipses)
En consecuencia , vamos a operar en la expresion anterior | de nmc%o tal , de que aparezca
como factor : (a%-¢?) E '
X (a7 - 2. (@) + 2y = 0 ‘
pero a-=b = .
X0 -ad P +ay =0
KB+ ay'=a’. b
considerando queenlaelipse ta=0 b ¥ 0 , dividimos ambos miembros de la anterior por
a. ¥
x2b2 ai yZ B aZbZ
a’t’  a*b’  a*b’

simplificando , todo lo posible , resulta :

5 '

centro C(0.0) y ef=gex
Si consideramos ahora una elipse , con centro en el origen de coordenadas y eje focal

coincidente con el gje y .

Razonando , en forma analoga a la anterior , 5 w&f
se llega a la otra forma CANONICA de la e L;
ELIPSE . _“”émﬁ_x
| E ] B
| a° b ! s il

Recordando que a’~¢’ = b’ , entonces a»b , por lo tanto observando las ecuaciones

anteriores , podemos deducir , que ¢l denominador mayor (a), nos esté indicando , cual es

¢l eje , que conticne a los focos de la elipsc .

Ecuacién ordinaria de la elipse

Corresponde a aquella elipse , cuyo centro , se encuentra desplazado respecto al origen de
coordenadas y su eje focal , se mantiene paralelo a uno de los ejes coordenados .

Razonando . en forma anélogs a lo que hicimos en parabola , si ecmsmmws ahors , una

elipse de centro C(hk) v e.f // al eje X, se lle gaa la expresion de a su fo:ma ORI}H\IARIA

RRRRRRRRARRRRRARRRARAARRRRARRARRRRRRRARRRRRRRRLRE
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Razonando , en forma andloga a lo que hicimos en pardbola , si consideramos ahora , una
elipse de centro C(h,k) y e.f. // al eje x , se llega a la expresién de a su forma ORDINARIA

) i
| ~E
i | I :r :
( =1 4 ¥-K' g ] | :
a N | }
L a B | | I I K
- P!

Si consideramos ahora , una elipse de centro C(h,k) y e.f. // al eje y, s llega a Ia otra forma
Ordinaria de la elipse

y! _/"'_I ~
i ‘FL II"._
A s '. _,.z.i,‘_j.
.I\I dxf-;}
i N
i ;
-k} (x-h® | ! :
| {y ?_)--~+{ 2} =1 :
s b | X
' 4

Sea la elipse de ecuacidn : ol Fome 17
e | ™~
be £l ! Nor
N " N e L&)
Xy i &, = | o
| Stir=) L .
I b P 4
s e s s “q

Centro : C(00)
Wértices 1Vi(a,0) ; Val-a,0)

Va(0,b) ;V4(0,-b)
Focos: Fic,0); Fa(-c,0)
Longitud eje mayor : | V,V,|=2a
Lcngitud eje menor ; | ViV |=2b
Distancia interfocal : |F\F, |=2¢
Lado recto : Ir = | MN | = 2y, = 2b%a
Caleulo del lado recto de la elipse : razonando en_fgtma analoga , a lo hecho en pardhola ,

’ 4 2
X
tenemos gue M{c,y.) ¢ = %? =1 , entonces :
a s

31 M6
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2 2 2 2 ey b i b bl
LI NPErn e, "ii' :_f’;w}f__x:,yc e X v o QU N v
a® b b* a a a a a
luego Ir=2y.=2b%a

Determinacién de las coordenadas , de los vértices y focos , en una elipse de

centro C{h,k) y e.f./lejex: y

‘ L

b vz B bie B e
Vith+a;k); Vih-ak) Nl &
Vi(hk +b) ; Va(h; k- b) a
Fi(h+c¢;k) ;Falh-c k) }
Excentricidad (e) : P [ ! =
Se llama asi, a la relaciénentre ¢ y a, o sea : i 4
Ee=ah}

RS TN - |

teniendo en cuenta que en las elipses ¢ <a, resuita ;
e¢=c/a <1, para las elipses
 Ecuaci6n genaral o implicita de la elipse :
Se obtiene , desarrollando e igualando a cero , sus formas ordinarias .

Si por ejemplo partimos de
2 N R
(xazk) 3 (¥ bzk) ~1 ;ChK): ef //eiex
tenemos : b’(x - h)? + a%(y - k)? = a’b?
desarrollando y ordenando :

b’ + a2y’ - 26%hx - 2a’ky + (bR + a%k? - 2B = 0
que es , la ecuacidn general o implicita de la elipse vy que tiene la forma de la ecuﬁcién general
incompleta de segundo grado , puesto , que si hacemos :
A=bt'; C=¢’ ; D=-20’h ; E=-2a%k ; F=b"W + 2%k’ - 2’
nosqueda: AxX +Cy' +Dx+Ey+F=0
Oservéndose , que para que esta Gltima , represente elipse , es condicion necesaria , que los
coeficientes , de las variables elevadas al cuadrado sean de igual signo , es decir ; Sig. A=
Sig. C '
Veamos ahora , si es condicién suficiente .

. Para ello , partimos de la incompleta de segundo grado y suponiendo , que se cumple la

condicion necesaria , tratamos de llegar , a la forma ordinaria de la elipse .

2RRRRRRRARARARARARARAARARRARRARARARALAARARLALALARE
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AX +Cy' +Dx+Ey +F=0
(Ax* + D) + (Cy’ + By) = -F

s 27+ £y )=~
completando cuadrados : ﬁ/x 2.4 __3_ A

2 sl
/,7(/;%7& ) %((//z%zi 2z 2Yr# Qicyﬁff

suponiendo , que se cumple la condicion necesaria : Sig, A = Sig.C

=> Az0;C=0; dmdmndoiaantmorpur AC
.ﬁ/c‘x-f Biom )% 4 ,z"(’x% &ec 7 DY EH-YRCE Vi d

T gl T AL R Z A
(x+2/28)° o (rr€ppe)c. T
< A
expresién , que comparada con la ecuacion ordinaria de la elipse , puede deducirse , Gue

D% ), fé"»‘o‘_ e Frdlp &
3/)’@((’/?' & w7

nos queda :

representa una elipse si M > 0 , si M = 0 representa un puitto y si M < 0 n0 representa N.L.G.
Conclusidn :
La condicién necesaria , para que una ecuacién general incompleta de segundo grado en dos

- variables , represente elipse , es que los coeficientes de las variables elevadas al cuadrado ,
sean de igual signo ( Sig. A = Sig. C 9 y la condicién suficiente , es que el término |
independiente , una vez completado cuadrado y llevado al segundo miembro , sea mayor que
cero (M>0)

HIPERBOLA Definicién :

Es el iagar geométrico de todes los puntos del plano , que cumplen la condicion , de que, el
valor absoluto de las diferencias de sus distancias , @ dos puntos fijos, denominades focos ,
permanece constante y menor que la distancia enire los foceos.

Elementos geométricos

F, v F, : focos de la hipérbola |

C : centro de la hipérbola(pto. medio de Fi¥») ‘x\\ | /
s
e.f. : efe focal ( recta que contiene a los focos) it o g 7 '
i 4

l
V1y V2 : vértices ( son determinados por la / i
interseccidon del e.f. , con la curva) |

E.: eje normal (recta que pasa por el centro y
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es. talef)
i ViV, i -longitud eje transverso

{F,¥, | : distanicia interfocal

Ecuacion de la hipérbola :
Vamos a considerar una hipérbola , con ceniro en el origen de coordenadas y ¢.£ coincidente

conel gjie x.

En estas condiciones , asignamos a los focos, F@_fﬂ

las siguientes coordenadas : Fi(¢,0) y Fxf-c,0) 3 "\[{ ,'k e
Vamos a considerar ademas , un punto ] “l ‘-\

1 | .
= i —

“ cualquiera P(x,y) perteneciente a la bipérbola.
Para que este punto P, pertenezca a la hipérbola , debera cumphr con la condicidn
geométrica , que se deduce de la definicién de éste lugar geométrico , es decir :

|7 P~ |7, P|=cte = 2a ;siendo 22<2¢
teniendo en cuenta que . __
IR pl= J(x mc)z +(y-0)2 s |FoP = J{x rc) +-{y ~0)2
reemplazando , en la anterior |
| oJ(x —cf +{y~0)" - J(x + c)£'+ {» w(}){ |=2a

luego , la extraccion de las barras de valor absoluto , ofrece dos alternativas :

J(x-c}z +(}'-0)2 ) J(x+c)g +(}, - 0)2": -

O blen :

\/(x-C)Z +(y=-0) - J(x +c)f +(y-0)' = -2a
con cualquiera de las dos expresiones se puede operar , para llegar a la ecuacién de la
hipétbola . Procediendo , a partir de aqui , en forma andloga que en elipse , con la salvedad ,
de que en hipérbola , por definicion :
c»>a= ¢?-a’>0 , hacemos ; ¢’-a’ = b’ ( valido , solo para las hipérbolas) , se llega a

la ecuacién candnica de la hipérbola .

| PSR
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Si se considera una hipérbola , von centro en el origen de coordenadss y eje focal coincidente

conelejey. v

Efectuando . un razonamiento andlogo |G

al anterior, se llega , a la otra forma \*_U_L/

candnica de la hipérbola : ] Pg g >
' yz x? W e !’ ;‘_ k)

- i az bZ

De observar estas ecuaciones , facilmente puede deducirse , que la variable que figura como
positiva , nos estd indicando , cual es el eje de coordenadas , que contiene a los focos de la
hipérbola .
Ecuacion ordinaria de la hipérbola .

Corresponden a aquelias hipérbolas que tienen su centro ,
desplazado , respecto al origen de coordenadas y sus ejes se mantienen paralelos a los ejes
coordenados .

Con un razonamiento , similar , & los anteriores , se llega a la siguientes ecuaciones :

g

N
|

| a’ e b? , . \._\} ) .;, "
Ecuacion Ordinaria de Ia hipérbola , i
! _.f’. ! I“\\
cuyo centro es Clhk) yefl // eje x.. ' =
g .
F. a:Z b ! | ~ - _‘_\?_,___/,/
P i e

Ecuacion Ordinaria de la hxperboia ,
cuyo centro es C(h,k) ye.f. // ejey

[ 13

Calculo de los slementos geométricos de la hipérbola :
Sea la hipérbola de ecuacién :

[T

COICE & ¢ d

29/
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[______..____.___.__....._ N _ y j:‘""

Centro : C(0,0) s | ‘
“Vértices :V1(a,0) ; Va(-a,0) sz v
Focos: Fi{c,0) ; Fa(-c,0) f

/,

Longitud eje transverso : | V,V, |=2a
Distancia interfocal : |F:F, |=2¢ _
Lado recto 1 Ir = | MN |= 2y, = 2b%a ( su calculo, se obtiene procediendo en igual forma que
en la elipse)

Excentricidad (e) :

Se llama asi, a larelacidnentre ¢ y a, 0 sea: 2

[e=cla |

teniendo en cuenta que en las hipérbolas ¢ > a , resuita :
e=c/a> 1, para las hipérbolas 8

Determinacion de las coordenadas , de los vérticas y focos |, en una
hipérbola de centro C(h,k) y e.f.lleje x : | -

R & e

Vi(h+a;k); Vah-a k) | . |g_ N _H}\: v 5 ﬁ"”{*‘

Egh+c;k) ;Fah-c;k) vj T &=
| e T “ B

i | e

| o=

| | x r

e h

Asintotas :
Las hipérbolas , tienen un clemento geométrico mas , con respecto a las curvas anteriosmente '

FEEEN

estudiadas y son sus rectas asintotas . e

Las asintotas de una curva . son recta , que tienen la siguients particularidad : "se acercan infinitamente
a la curva , sin llegar nunca a tocarla .

La " regla practica " , para calcular las asintotas de la hipérbola , es la siguiente :

Dada la ecuacion de la hipérbola :

xl y:e N
a b

1) Se opera , tratando de eliminar denominadores ;

ERERRRRRARRAR
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$EIIEEE S

COSUEUUEIEERRU UL ENER e eddddadand

bzxz o 82}'2 = azbz b
2} Se hace cero , 2l tédrming independients ¢
b - aly =0

3) Se desarrolla el primer mierabro , como una diferencia de cuadrados :
{bx-ayv).(bx+ay)=0
4% Cada factor , de la expresidn antetior , ignalado a cero |, representa la cooacion de una recta asintota
bx-ay=0 = L)) y=(0/akx
bx+ay=0 = Ly} v=-(blax - < i -

-----

{}bservacif;;:: Idéntico procedimiento se emplea para determinar las rectas asintotas , de una bipérbola

cuyo centro , se encuentre desplazado |, respecto del origen de coordenadas . Obteniéndose en este caso,
ua par de rectas , que se intersectan en el centro de esa hipérbola .

tocuacidn generat ¢ implicita de la hipérbola :

Procediendo en forma andloga , a lo realizado con elipse , puede deducirse , que la condicidn necesaria

para que una ecuacion general incompleta de segundo grado en dos variables , represente una hipérbola
, &5 gue los coeficientes de las variables elevadas al cuadrade | sean de distinto signe ( Sig. A # Sig. C)
©, ¥ la condicion suficiente , es gue el término independiente | una vez completado cuadrados y Hevado al
segundo miembro , sea distinto de cero { M » 0 ), st M = 0, la ecuacién representa dos recta que se

cortan ,
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Superficies

Dado un sistema de coordenadas ortogonales XY, Z se llama superficie al conjunto de puntos
del espacio cuyas coordenadas satisfacen solamente a una ecuacién de la forma:
F(x.y,z)=0 (M

Aungue la ecuacion (1) contiene tres variables, la ecuacion de una superficie puede conlener
solamente una 6 dos variables. Por ejemplo, vimos que una ecuacion de la forma x=k . enla
cual k es una constante cualquiera, representa un plano paralelo al plano coordenado YZ.
Ademas veremos mas adelante que una ecuacion de la forma x” +y*=4 (2), considerada en
el espacio Ra, representa una superficie conocida como cilindro circular recto. Por lo tanto

debemos tener cuidado, para no confundirla con una circunferencia, de hacer referencia a que
estamos trabajando en R’ .

Podemos acotar también que la ecuacion X +y%+z%=0

tiene solamente una solucion real, que
8 X=y=z=0 vy por lo tan

to su lugar geométrico esta constituido por un solo punto, el origen
Discusion de la ecuacion de una superficie

Para facilitar el trazade de su grafica, es ventajosa discutir la ecuacion de fa superficie antes de

construirla. Consideraremos en (a discusion los cinco pasos siguientes:

1-Intersecciones con los ejes coordenados’

2-Trazas sobre Ios planos coordenados.

3-Simetrias con respecto a los planos coordenados, ejes coordenados vy el origen.

4-Secciones por planos paralelos a los planos coordenados.

S-Extension de la superficie.

1-Intersecciones con los ejes coordenados.
[lamamos interseccién de una superficie con un eje ¢
de interseccion de la superficie y el plano coordenado.
Si la grafica G intercepta al eje X: G
interseccion son (x,0,0).
Con igual razonamiento: GAY = x=z=0
Con igual razonamiento: GnZ = x=y=0
2-Trazas sobre los planos coordenados.
La traza de una superficie sobre un planc coordenado es la curva
superficie y el plano coordenado.
Sila superficie es f(x,y,z)=0
La raza sobre el plano XY es:  z=0 f(x,y)=0
La iraza sobre el plano XZ es:  y=0 f(x,2)=0
La traza sobre el plano YZ es:  x=0 f(y,z)=0
d-Simelrias con respecto a los planos coordenados, ejes coordenados y el ongen.

Dos puntos son simétricos respecto a un plano si el plano es perpendicular al segmento que los
une en su punto medig.

Una superficie es simetrica con respecto a un plano si el punto simé
superficie, es también un punto de la superficie.

l.as pruebas para determinar simetrias de una superficie a partir de su ecuacién se resumen

cordenado a las coordenadas del punto
= y=z=0 y las coordenadas del punto de

y el punto de interseccion es (0
y el punto de interseccion es (0

0)

Y
0.7

de interseccion de 'la

trico de cada punto de |a

dasli.
Sila ecuacion de la superficie no se altera cuando La superficie es simétrica
las variables x,y,z son reemplazadas por : con respecto al:

-X,v.,2 planoYZ

X,-Y,Z plano XZ

X,V, -7 plano XY

-X,-Y,Z e’z

-X,Y,~Z eje Y

X<y, ~Z Gf@ X

SXoY.-Z origen

4-Secciones por planos paralelos a los planos coordenados.

Supongamos que la ecuacion de una superficie es f(x,y,z)=0 . Se puede obtener una buena
idea de las formas de esta superficie estudiando sus secciones planas. Tales secciones
pueden determinarse cortando ia superficie con una serie de planos paraleios a los planos
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coordenados. Por ejemplo, los planos paralelos al plano XY pertenecen a lz familia cuya
Bcuacion es z = k en donde k es una constante arbitraria,
Entonces se obtiens

f(xyk)=0 z=k que son las ecuaciones de la curva de interseccién del plano con fa
superficie, correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determinada,
“S:-Extension de la superficie,

Si se conoce la ecuacién de una superficie en la forma #(x,y,z)=0 se puede despejar una
de las variables en funcién de las otras dos. Por ejemplo: z=f{x,y) La Gltima ecuacién nos
permite obtener los intervalos de variacion de los valores reales que las variables puadan
tomar. Esta informacién es atil para delerminar la localizacién general de Ia superficie en el
espacio coordenado; también indica si la superficie es cerrada indefinida en extensidn.

Obviamente, estas consideraciones son de ayuda si debemos reconocer una superficie
0O efectuar su trazado “a mano” . En las computadoras encontraremos softwars apropiado que
nos trazaran rapidamente las superficies dentro de intervalos determinados.

Ejemplo: ;
Discutir 1a superficie cuya ecuacion es  x*+y*4z=0 vy construir la superficie.
Solucién,

1-Intersecciones: Las Unicas interseccionas con los ejes coordenados estdn dadas por el
origen.

2-Trazas:
Conelplano XY z=0 = x’+y*= 0 Ia traza es el origen 0(0,0,0)
Con el plano X7 ye0 = x* = 4z parabola
Con el plano YZ x=0 = y°=4z parabola

3-Simetrias:

La superficie es simétrica con respecto & planc YZ, al plano XZ y al eje Z. { Verifiquell)

4-Secciones:

Los planos z=k cortanala supetficie en las curvas
X+yr=k | z=k

que constituyen una familia de circunferencias, para todos los valores de k>0,

Los planos y=k coranala superficies on las parabolas
X2 = d(z-kM4) | y=k

ylos planos x =k cortanala superficie en las parabolas
Yo = Mz-k34) | x=kK

5-Extension:

La ecuacion x*+y*-4z=0 muestra que las

variables x e y pueten tomar todos los valores

reales, perc la variable z esta restringida a

valores positivos. Por lo tanto ninguna parte de

la superficie aparece debajo del plano XY, pero

se extiende indefinidamente hacia arriba del

plano XY,

Superficie esférica: -

Es el lugar geométrico de los puntos del espacio (R*) que se encuentran a igual distancia de
un punto fijo llamado centro. ‘
Si lamamos P a uno de los puntos de Ia superficie esférica , C al centro de la superficie yr &
la distancia del centro a uno de los puntos P, podemos obtener la ecuacion de I superﬁclie
esférica planteando la ecuacién de distancia. .

- F(xyz) Punto genérico , es decir uno de los
infinitos puntos de la superficie.
G(0,0,0) Centro de la superficie, gue hacemos
coincidir con el origen de coordenadas.
CP=r
(x-0) + (-0 + (20 = 2 ==> 12 4ylazlaf?
scuacion candnica de la superficie esférica.
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Si el centro C de la superficie se encuentra desplazado det origen de coordenadas, siendo sus
coordenadas (h,k,1), la ecuacién que se obtiene es:

CP=r

(-h)? +Hy-k)H(z-l)2=r ==> (eh)2a(y-k) 2+ (z-2=r%  ecuacién ordinaria de la superficie esférica.
Obviamente, ésta ecuacion coincide con la canénica cuando h=k={=0 .

Algunas pasiciones particulares de la superficie esférica; ) . i
Siel centro esta en el piano XY, entonces =0 y la ecuacion es: ’x--hz) -#(y‘—l;) +z7=r?
Si el centro esta en el sje Z, entonces h=k=0 y la ecuacion es: x*+y*+(z-1)%=r?

Ejermplos: Hallar la ecuacion de la superficie esférica cuyo centro es C (-1,2,3) y contiene al

punio (2,-3,4). '

Solucién: Sabemos que la ecuacién buscada es del tipo (x-h)Y+{y-k)2+z-)*=2 , por lo tanto

tenemos cuatro incognitas, que son h.k |.r . Siendo bk, las coordenadas de! centro son datos

del problema. Reemplazando: N
(x+1)*+(y-2)*+(z-3)*=r* Nos falta calcutar el radio. Para el calculo del radio tengamos en

cuenta que si el punto (2,-3,4) pertenece a ia superficie esferica, las coordenadas de! punto

deben satisfacer la ecuacion de la superficie, entonces:

(241)%H(-3-2)*+(4-3)=  ===> 2= 35

y la ecuacion buscada es (x+1)2+(y—2}2+(z-3}2:35

Superficie cilindrica

Se llama superficie cilindrica a la generada por una recta que se mueve siempre paralelz a una
recta fija dada y pasa siempre por una curva plana fija dada.

La recta mévil se lama generatriz y la curva fija directriz de fa superficie cilindrica.

Curva directriz C.

La recta dada intersecta a C.

Cilindro: Las generatrices intersectan a C
y son paralelas s la recta dada.

X e {
En nuestro estudio consideraremos que la curva directriz se halla contenida en un plano
coordenado. Si las generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares al plano de la
directriz, se llaman superficies cilindricas rectas; caso contrario, superficies cilindricas oblicuas.
Una ecuacién representa una superficie cilindrica rects, cuyas generatrices son
perpendiculares al plano coordenado que contiene a la diractriz, si y s6lo si carece de la
variable no medida en ése plano.

En generat f{x,y)=0 : . es la ecuacion de una superficie cuya directriz esta contenida en el
plano xy, y sus generatrices son paralelas al eje 2.

i " Las peseralrices

f;jem;’)i{') 1 r.nn,'ﬂlr:lh‘l!l.':

Para el cilindro circular recto de la figura, : |, T

la ecuacion de la curva directriz es: > (e
ry?=g

La ecuacion del cilindro es simplemente
la ecuacion de su curva directriz:
+yl=g?

Ejemplo 2

Dibujar la superficie de ecuacién z = y2 . La gréfica
@s un cilindro cuya curva directiz z=y° es una
pardbola en ese planc YZ. Las generatrices dej

. cilindro son paralelas al eje X , como se ve en la
figura. '

Yy

i 2,

O

4
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Ejemplo 8 Dibujar z=senx, 0<x >2n
La grafica es un cilindro cuya directriz es
la curva seno en el plano XZ . Las
generatrices son paralelas al gje y, como O
se ve en la figura. : Ty e

Superficie conica
Se llama superficie conica a la generada por una linea recta que se mueve de tal manera que

pasa siempre por una curva plana fija y porun punto ﬁ;o no contenido en el plano de ésa
curva,

F . o

. Wy Coru

La recta mévil se llama generatriz,. sirpedT |
la curva fija directriz y el punio fijo o ;
vértice de la superficie. o m.,fa

El vértic_:e di'vide a la superficie en : i S ,,gcz‘@,

dos hojas 6 ramas. \ Jerchotnd-

Considerande el vértice en el origen de coordenadas no se pierde generalidad.
Toda superficie cénica tiene por ecuacién una homogénea de segundo grade en tres
variables.(La reciproca no es cierta, por ejemplo la ecuacion x*+y*+2z?=0 representa un punto).
Una superficie conica con vértice en el origen tiene su eje sobre el eje coordenado
correspondsente a la variable cuyo coeficiente es de signo distinto a las otras das.

Ejemplo 1: La ecuacién x*+y?-2z%=0 corresponde a una superficie cénica con vértice en &l
'orlgen y eje de simetria en z.

Ejemplo 2: La ecuacion x*-2y°+4z°=0 _es de una superficie conica con vértice en el origen y
gje de simetriaen y.

Superficie cdnica con vértice desplazado: La ecuacion (z-h)?+(y-k)*~(z-1)*=0 corresponde a
una superficie conica con vértice en (h,k.) y eje de simetria paralelo al gje x.

Ejemplo 3: La ecuacion x2+y (z~i} =0 corresponde a una superficie cdnica con vértice en
V{(0,0.1) y cuyo eje de simetria es el eje z.

NOTA: EN LAS SUPERFICIES CILINDRICA'Y CONICAS ESTUDIADAS, LA GENERATRIZ ES UNA RECTA,

Superficie de revolucion

Una superficie de revolucion es generada por la rotacién de una curva plana en torno de una
recta fiia contenuda en el plano de ésa curva,

La curva plana se llama generatriz y la recta fija gje
de revolucién' 6 de rotacion 6, simplamente, eje de
la superficie,

Enla deiérminacic’m de la ecuacion de una superficie de revolucion no se pierde generalidad si
se toma la generatriz en uno de los planos coordenados y como eje de revolucién uno de Ios
ejes coordenados conteriidos en ese planc.

Si conocemos cuél es el sje de rotacion y la ecuacion de la curva generatriz, para obtener la
ecuacién de la superficie de revolucion se debe reemplazar en la ecuacidn de la generatriz
(tiene solo dos variables) la variable no correspondiente al eje de rotacién por la rafz cuadrada
de la suma de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo del eje.

La curva generatriz contenida en el plano XY tiene por scuaciones fix,y)=0 ; z=0 _yz_f el 8]9 de
revolucion es X entonces la ecuacion de la superficie de revolucion es F(x, Vy*+2° ) =

Si la curva generatriz, como an el parrafo anterior, esta contenida en el plano XY pero ahora el
eje de rotacion es el eje Y, entonces la ecuacion de la superficie de revolucion es

Ft VAT Y) = 3

“ﬁ%w&@w@
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Observar. Para saber si una ecuacién representa una superficie de revolucion, se debe cortar

con planos perpendiculares al eje de rotacion, debiéndose obtener todas circunferencias cUyos
centros estaran sobre dicho eje.

Ejempio: Hallar la ecuacién de la superficie generada por 1a rotacion de ia hipérbola y* - 4x% =4 ;
z=0 entornoaleje Y
Saluci6n: La variable no medida a lo largo del eje Y en la ecuacion de la gensratriz es x |, por lo

tanto, sustituimos x por Vx*+y? en la ecuacién de la hipérbola;

Sustituimos en y* - 4x=4 _ R
entonces y° -4V( @ +2° )? =4
Ve -4(:7 + 2 ) =4
v 4 x* -2 =4
A ésta superficie se la llama
hiperboloide de revolucion de dos hojas.

Traslacién

Por traslacion de los ejes coordenados en el espacio entendemaos la operaciéon de mover
los ejes coordeniados a una posicion diferente, de manera que los nueves ejes sean paralelos a
los originales, respectivamente, y de la misma diraccién. '

Consideremos una fraslacion de los eje tal que el arigen O(0,0,0) tome la nueva posicién
O'(h.k,)) y que los ejes xy,z tomen nuevas posiciones x',y.z respectivamente. Designemos
por (xy,z) v (XY 2"}, respectivamente, las coordenadas de un punto cualquiera P del espacio
referido a los ejes originales y a los nuevos sjes. Bajo esias condiciones las ecuaciones de
transformacion de las coordenadas originales a ias nuevas son:
X = x"+h y = 'tk 2=2'+k
Por ejemplo:

Si consideramos que la ecuacion de una esfera en un sistema coordenado O'(x,y',z)

estd dada por la ecuacion x? +y? +z% => (1) y queremos referir dicha ecuacién al sistema

O(x,y,z) tal que las coordenadas de O’ en dicho sistema son O'th, k ), la ecuacion de la
superficie esférica es:

51 x=x+h entonces x’ =x-h deigual manera y'=y-k 2'=z- reemplazando en (1) se obiiene:
(x-hY4(y-k)+(z-)°=r"  ecuacion de la superficie esférica de radio r y centro (h k1)

Ecuacion general de segundo grado con tres variables

Llamamos ecuacion general completa de segundo grado con fres variables, a:
A 4+By?+C 27+ Dxy+Exz 4+ Fyz+ Gx+Hy+Hz+K=0 (1
Uno por lo menos de los coeficientes A,B,D,C,E.F deben ser distintos de cero.
Una superficie cuya ecuacion es de la forma (1) se llama superficie cuadrica. L.as superficies
esféricas, cilindricas y cénicas, son cuédricas. '
La ecuacion (1) mediante operaciones apropiadas con coordenadas, se puede transformar de
manera gue tome una de las dos formas siguientes:

1) MC+Ny? +Pz%=R

) MxP+Ny*=Sz _
Las superficies del tipo i, tienen un centro de simetria, que es el origen y por ello se las llama
cuadricas con centro,
Las superficies del tipo Il no tienen centro de simetria y por lo tanto se las llama cuadricas sin
centro.
A continuacion en forma de tabla, damos una clasificacion de las superficies representadas por
ecuaciones de los tipos | y Il La naturaleza de las superficies dependerd del valor de los
coeficientes.

{3/
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Clasificacion de las cuadricas e

Tipo | : Mx®+Ny? +Pz’=R
Coeficiente N | =
s ' Lugar geométrico _—
R MNP _ _ '
Todos positivos Elipsoide &
Todos negativos Ningin lugar geométrico =
Dos positivos, uno negativo Hiperboloide de una hoja
Uno positivo, dos negativos Hiperboloide de dos hojas g
>0 |Uno cero, dos positivos - | Cilindro eliptico (6 circular) recto e
Uno cero, dos negativos Ningan lugar geométrico P
Uno cero, uno positivo, uno negativo Cilindro hiperbdlico recto ! s
Dos cero, uno positivo Dos planos paralelos diferentes o
n Dos cero, uno negativo Ningun lugar geométricos e
Todos del mismo signo Un solo punto, el origen o=
Dos positivos, unc negativo Cono recto ol
=0 | Uno cero, dos del mismo signo Todos los puntos sobre un eje coordenado
Uno cero, dos de signos contrarios Dos planos que se cortan
Dos cero Un plano coordenado(2 planos coincidenles)

* Cuando R<0 , se invierten los signos de los coeficientes M,N,P ; los lugares geométricos
correspondientes estaran dados como para R>0

Tipo Il : Mx*+Ny’=Sz

Coeficientes _‘

S MN 7 Lugargeomdtico |

Del mismo signo Paraboloide eliptico
>0 Signes opuestos Paraboloide hiperbdlico

Uno cero ' Cilindro parabolico recto )

Del mismo signo Todos los puntos sobre un eje coordenado
=0  Signos opuestos ' Dos planos que se cortan '

Un plano coordenado(dos planos

___Unocero coincidentes)

R1RETRTRRIANN

** Cuando S<0 , se invierten los signos de los coeficientes M_y N ; los lugares geométricos
correspondientes estaran dados entonces como para S>0.

..... . - ; &=
}:BM/;){; 1. Describiv y dibujar In superficie dida por 4y? - W L1222 12 =0
=) o -
Setucidn. - Expresamos fa superficie dada en foraa candnicn. coto sighe. >
¥ y & g
s e S con A osen] sy Dhividlir por .. 12
k> .‘ 4 5
1') .\', « ﬁ
= 2 i = | o eandmicn
4 i =
e b Tabla W8 conclnimos goe Ia superlicie os un hiperbololde de tos G
hojas, cuyo eje os el eje v Para ayudar en el dibujo de esta superficie, c
. ) encontramos Ins Irazas sigitionics -
] H r
el FRE e
y? 2
fraza sy il | Hiperhnls -
l. e
{z = 1) :
e e AR R
fraza Xz - | | Ny iy teazn =
, : 3 i : -
(v = M
y? . ‘¢
frazn e -.2 o ws O} Hipérhnta
(v = ) L
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TABLA 141, Superficies cuadricas

| Elipsoide |
! 2 1|
x5 oy z
— =g =il
, ai b2 ot
! !
Traza ' Plano
1 :
Elipse Paralelo al plano xy
Elipse Paralelo al plano xz
Elipse Paralelo al plano yz
-, |
v La superficie es una esféra si
a=b=c# 0
Hiperboloide de una hoja
2 v .
et
Traza Plano
. Elipse . Paralelo al plano xy
Hipérbola  Paralelo al plano xz
Hipérbola  Paralelo al plano yz
El eje det hiperboloide corresponde
a la variable cuyo coeficiente es ne-
gativo.
Hiperboloide de dos hojas '
Z] ‘CI )’1 :
2 c? al bz B
RO Traza Plano
o Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola  Paralelo al plano xz
. Hipérbola  Paralelo al planc yz
AN
ARSI ) . _
GOSN £l eje del hiperboloide corresponde
SIS : ;
BOLAAX S a la variable cuyo coeficiente es po-
| sitivo. No hay fraza en el plano
coordenado perpendicular a este |
eie.

i iy
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TABLA 14.). Superficies cuddricas .

SRR
‘ f"i"?*..“i- i

Cono eliptico

x! 2 2

y Z
atpta=
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy

Hipérbola  Paralelo al plano xz

Hipérbola  Paralelo al plano yz

El eje del cono corresponde a la
variable cuyo coeficiente es negati-
~vo. Las trazas en los planos coor-

Traza xy
(un punto}

a la variable elevada a la potencia
unidad. '

; denados paralelos a ese eje son rec-
tas que se cortan. Traza yz
Paraboloide eliptico
NI
I = — 4 e
a- b?
£ Traza vz Traza xz
Traza Plano i
ST AR
‘\\\’\‘\%“L"g} ;;;;”” Elipse Paralelo al plano xy ) 8
""\_\\“ﬁtbtt,"'ﬂ{"' Parabola  Paralelo al plano xz 3 ”ﬁ?
\\g{{é{’;{ Parabola  Paralelo al plano yz : ‘{E:
2ol i " S
¥ ™ X (u;;;:J:fn)
A £l eje del paraboloide corresponde

b4

Parabela

Paraboloide hiperbélico

yz .
= g’i i ;i'
Traza Plano

Hipérbola  Paralelo al plano xy
Parabola Paralelo al plano xz

Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide corresponde
a la variable elevada a la potencia
unidad.

Traza yr

Traza x=
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Ecuaciones paramétricas
Ya hemos vislo que una recta, una linea sobre la que podemos movernos con un sdlo grado
de libertad (en una orientacion & en la orientacion contraria), se puade representar mediante
ecuaciones en un sélo parametro. El parametro puede tomar cualquier valor real:
Asi X = %y + 1 Uy
2= Zo+tua
P Y =Yoettup
es la ecuacion de una recta que pasa por el punto (x,y,z} y tiene la direccion del vector
(U-; ,Ug,Ua) i ;
Asimismo, un plano en el espacio, sobre el que nos podemos mover con dos grados de
libertad, se puede representar mediante una ecuacion biparamétrica.
L.a ecuacién X = Xo + t Ug + rvy
Y= Yot t Uz + vy
Z=2ottus+rvg
representa al plano que pasa por (X, Yo,Zo) ¥ €S paralelo al plano que pasa por el origen y
contiene a los vectores {Uy Uz, Us) y {vq,v2,Va).

De fa misma forma una curva mas general en el espacio viene dada por unas ecuaciones
paramétricas con un sdlo parémetro (un grado de libertad): i

x = f(t) o
y = g(t)
z = h{t)

y una superficie en el espacio viene representada por unas ecuaciones paraméiridas con cios
parametros:

x = f(t,r)
y = g(t.r)
z = h{t,n

Lineas planas

Circunferencia en paramétricas

La ecuacion de ura circunferencia que tiene centro en el origen y radio 1 es x2+y :,,FZ Ahora

podemos poner la ecuacion de la circunferencia en paramétricas . Vamos a describr el
movimiento de un punto sobre la circunferencia mediante la variacién de valores de un
paramelro. _

Tomemos como parametro ei angulo « mediante ei
cudl se describen ciclicarnente todos los puntos:

X = ICOSo,

V= rsena

Cuando o varia de 0 a 2Zn el punto (xy) gira
uniformemente, describiendo una circunferencia vy
velviendo al mismo punto.

Andlogamente, las ecuaciones paramétricas de una circunferencia de centro (h k) y radio r son:
X = h + rcoso,
y =Kk + rseno

Espiral : T %,
Observa que las ecuaciones :

X = qCosa a0
Y = aseno

)

se parecen mucho g .as de una circunferencia.
Sin embargo, el radio en lugar de ser fijo va

aumentando paulatinamente con el anguio « . Paa @ < 0 38 dblandna la curva si
méirics da dsta respecto &l ejie ¥
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Elipse en paramétricas
La ecuacién de una elipse con centre en el origen de coordenadas y eje focal en el gje e, es:
Xra® + yi? =1
Las ecuaciones paramétricas recuerdan a las de la circunierencia

+

X = acosa

y = bsena
Si el centro de la elipse es (h,k), entonces: x = htacoso
y = k+bsena
Superficiss

Ecuaciones paramétricas de la esfera
Podemos deducir las ecuaciones paramétricas de la esfera analizando el grafico.

Del triangulo: OQP
Z =1 sena .
r1 =rcosn 5

Del triangulo ORQ .
y = risenp = r cosasenp : '\
X = rtcosf = rcosacosp

por lo tanto las ecuaciones paramélricas de la esfera, son:
X = [COSncosp -
y =t cosasenp

Z =1 sena
Superficie cdnica en parameétricas
L.as ecuaciones paramétricas x = Boosa
de una superficie conica de y = Bsena
eje z, son: z=p

Se corresponde ccn la ecuacion cartesiana w2 =0

Si se desea representaria, se estudia las secciones que se producen €on ios planos:
x=0 ; y=0 ; z=0 ; z=1; = T z=k

ARRARAANNAARARARARRRRARRARAARAARIALAR

La superficie se extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo. Recordemos gug ésta
supe ficie conica es la superficie que cortéandola con planos convenientes da lugar a la elipse,
la hipérbola, la parébola,....... las conicas.
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Ecuncionasaraméllcas del cilludro

Las ecuaciones siguiening corresponden o un cilindro alreular raclo de oje 7.

7

B . ;
Wby T = (s ] X = TCUso
Y o= Isein

Sienla ecuacion parmeélrica del cliindro cambiamos el paramelro o y ponemes:
¥ o= reosa
5.' = SO

Aot

de qud figura se lrala? Peansamos sl as una superficie O una curva, 54 observe fque z aumdnla
col o, es dech, auments cuandao se dglra,

félive
La cirva de eclaciones;  x = roosa
¥ rsaig
. ré = lau 3
se Hama hdélice (es realmenle Ja curva que deaaribe un punto de la hélice de uh avidr cuindo
sty vueli én lnea recta) Al variar k las espiras se aprielan mas o menos,

d !
: ’ La grafics corresponde o la ecuacion dada poi ;
I X = CoSH
l . y = rseh
. 43 FABo Y § : I :
= al eje Z ge le lama eje de la hélice, Wy |
- = . |
- '
N . |
l II'; lf[_ eje de la hélice puede estar desplazado del origett, R ' 1
l hes Tener presehie: Trabalando con ecuaciones paramébicas debemos recorda qud: ; g
e b J . i
‘ f Curvas - un paramaellio ' i ;
. A«? siparficles o dos paramebros, J;
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MATRICES

1~ Definicién :

. Se denomina matriz a una disposicion ordenada de nimeros en m filasy 0
columnas (filas son las horizontales y columnas las verticales), encerrados entre corchetes
(pudiéndose utilizar también Haves o paréntesis)

Los numeros que forman las matrices se denominan sus elementos.

a5 filas de una matriz se enumeran desde arriba hacia abajo (1 a m) y sus columnas de lzquierda &
derecha (1 an)

Al referirnos a la linea de una matriz, estaremos significando Indistintamente fila o columna.

En general los elementos de una matriz se identifican por medio de una misma letra mindscuia
acompafiada de un par de subindices, el primero de los cuales nos indica la fila a la cual pertenece
ese elemento y el segundo |a columna en [a cual se encuentra ubicado. :
Asl por ejemplo ay representa un elemento genérico de una matriz y es el que se encuentra en la
interseccidn de la fita 1 con la columna j.

Las matrices se simbolizan por redio de letras maytscuias, 0 por medio de su elemento genérica
encerrado entre corchetes o paréntesis (au). '

Es decir llamamos matriz a la siguiente expresion :

(I“ a, ('113 am
U'}.I Cln (I,H ______ (_12"
A =A{a;)=| a, Ay 2 /R a,.
(lml ﬂ'm 2 a"m_; ...... amn

Orden de una matriz :
Liamamos orden de una matriz a |3 expresion mxn donde la primer letra

m nos indica el nimero de filas de la matriz y la segunda n el nimero de columnas que esa matriz

posee .Cuando quiere explicitarse al orden de una matriz suele escribirse :
A= Am\:n = (au)m)(l'!

ices en general se denominan rectangulares cuando m # 0y cuadradas cuando m = n,
que las matrices son de orden 1, significando con ello que

Las matr
en este Gltimo caso simplemente se dice
tienen igual cantidad de filas y columnas.



Ejemplos ;

4

1 ~3 @)
A= ( | Es una matriz rectangular de orden 2x3
Vi 4 7) :
{2

i : : .
B = { S] Es una matriz cuadrada de orden 2x2 o simplemente de orden 2

Si los elementos de una matriz son numeros reales la matriz se denomina real. Existen matrices
imaginarias y también complejas, segun lo sean uno 0 mas de sus elementos.
Igualdad entre matrices :
Dos matrices se dice que son iguales, si y solo si, son iguales sus

elementos homdlogos o correspondientes.
En simbolos : (ayg) = (by) <> ay=by ViVj
De lo anterior es evidente que para que dos matrices sean iguales necesariamente deben ser del
mismo orden.
Matriz transpuesta :

Se llama matriz transpuesta de una matriz dada A a aquelia matriz que
resuita. de la matriz dada, cambiando filas por columnas y la simbolizamas con AT,
Resulta evidente que si A es de orden mxn su matriz transpuesta A’, sera de orden nxm v que el
elemento a,de A es el elemento ay de A'.

Eiemplo:

A es de orden 2x3 y A es de orden 3x2
Matriz fila : Se llama a aquella matriz que posee una sola fila.

Aedo, @, o a,,) esuna matriz fila de orden 1xn

Matriz columna : Se llama a aquella matriz que posee una sola columna.

(i)

b, |
B : "1 esuna matriz columna ge orden mx1
b

o

Matrices cuadradas | Habiamos lamado matriz cuadrada a aguellas matrices que tienen igual

cantidad de filas que de columnas
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Diagonal principal : En una matriz cuadrada de orden n lamamos diagonal principal al conjunto

ordenado {a11,822,...--+-- am} de los elementos que se encuentran en la interseccion de filas y
columnas que ocupan igual posicion
Traza de una matriz: En una matriz cuadrada de orden n llamamos traza de la matriz a la suma
de los elementos de su diagonat principal.

TrA = agg + &3 toeeee. + Ay
Debe destacarse que solo se puede calcular las trazas de matrices cuadradas.
Tipos de matrices cuadradas :
Matriz diagonal :

Se llama matriz diagonal a aquella matriz cuadrada en la cual todos los
elementos que estan por fuera de la diagonal principal son iguales a cero.

Fn simbolos .

_ 2 0 01
A = (ay) Es matriz diagonal <> 3y = 0 virj Ejemplo: A=|0 -3 0
0o 0 1

Matriz escalar @
Se llama matriz escalar a aquella matriz diagonal en ta cual todos los

slementos de 1a diagonal principal son iguales entre Si.
£n simbolos :

b =0Nizj ;
B = (bij) Fs matriz escalar <> { '?;;! !‘;‘\;i :‘ff_ Fiemplo: B={0 2 0

Matriz unidad o identidad :
Se llama ratriz unidad o identidad a aqueila malriz escalar en 1a cual todos los

elementos de la diagonal principal son iguales a uno (1). Se la simboliza con la letra 1.

&

10 (_)\ i .
Ejemplo ; J-=10 i 0] Eslamatriz identidad de orden 3
o 0 J

Matriz triangular superior |
Se flama matriz trisngular superior a aquella malriz cuadrada en la

cual todos los elementos gua estan por debajo de 13 diagonal principal son iguales a cero,
En simbolos ©

H

o= (35) denmxnesMT.Scray=0V i >4

|
YD
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Matriz triangular inferior:

Se ltama matriz triangular inferior a aquella matriz en |a cual todos los
elementos que esta por arriba de la diagonal principal son iguales a cero.
En simbolos :

B=(bj) ESMT.I. & bij=0 Viq

Ejemplos :
Matriz triangutar Matnz riangular
SHNerior inferior

g o L g i
@ a4, a, .. a, by, 0 0 son 8D )
0 a, a, .. a, Oy by L ¢
A=(a,)=| 0 0 &, s B=(b)=\b, &4, &b, .. 0
O {} O O arm J L bnl bnl ‘bn.'{ A b-‘mJ

Operaciones con matrices :

Vamos a definir esas oper acmﬁef utitizando los mismos signos que
en ia aritmética con nimeros, pero — estrictamente consider ado deberian utilizarse nuevos signos.
En Matematica, que se caracteriza por la existencia y unicidad de lo que se define, deberian usarse
signos distintos para lo que no es idéntico, ya sea por que no 1o son los elementos con que se opera
0 no lo son las mismas operaciones. Existirn matrices que no cumpliran con fas definiciones que

daremos. Diremos entonces que tales matrices no son conformables frente a I3 operacion definida

Suma de matrices ;
Se dice que dos matrices son conformables para la suma cuando ambas son
del mismo orden , en caso contrario no puede efectuarse la suma.
Definicion :
L suma de dos matrices def mismo orden, nos da por resultado otra matriz de iguat
orden a las anteriores en la cual.. . cada uno de sus elementos se obtiene como la suma de los
elementos correspondientes de’ las matrices sumandos.

En simbolos : (a;j) + (bij) = (C{j) / Cy = ay + bij VoY

o 13 +(2 -1y (3 2)
empio : +| =
eme -2 5) 4 7)) (2 12)

|
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ropiedades de la suma matrices:
Dada tres matrices A, B y C conformables para la suma =
1, A+B=B+A ' (Conmutativa)
2. (A+B)+C=A+(B+C) (Asociativa)
3. A% A+ A*=A - A*=gq (Existencia de la matriz nula)
4. JA* A+ A* =0 - A¥=-A (Existencia de la matriz opuesta)
Matriz nula : La identificamos con la letra ¢ y es aquella matriz de cualquier orden en la cual todos

siis elementos son iguales a cero.
Matriz opuesta : Se llama matriz opuesta de una matriz dada A a aquella matriz del mismo ordert

que A, en la cual todos sus elementos son iguales a los de A en valor absoluto pero con signo

contrario. La simbolizamos con @ -A
_ 1 3 ] =3
Eiemplo: Si 4= suopuestaes -4 =
.\ ..... 4 2 1 4 cais 2

producto de una matriz por un escalar (N° R) ¢
Fl producto de una matriz A por un escalar o nos
dit por resultado otra matriz del mismo orden que la matriz dada en la cual cada uno de sus

elamentos se obtiene de multiplicar el escalar por cada uno de los elementos de la matriz dada.

En simbolos @ a.(@y) = (¢y) / ¢y = a.ay V1V ]

- (1 -5\ (3 -15
Eiamplo & 3 =
L:z 3) 6 9

propiedades del producto de una matriz por un escalar :
Dados dos matrices A y B conformables para 1as operaciones que mas abajo se indican y los
eccalares a, p e R

1. (ap)A = o{pA) = p(xA) (Asociativa)

2. {(a4+P)A = cA+BA (Distributiva' con respecto a 1a suma de escalares)
3. oA+ B) = cA+oB (Distributiva con respecto a la suma de matrices)
4. LA=A _ (Identidad multiplicativa)

Rosta ¢ diferencia de matrices &
Teniendo en cuenta la definicidn de las dos operaciones anteriores la resta o diferencia entre dos

matrices A y B, es igual a la suma de fa matriz minuendo mas la opuesta de la matriz sustraendo.

419
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En simbolos: A-B = A + (-1).B

Producto de matrices :

Dos matrices se dicen que son conformables para el producto solo si
el numero de columnas del primer factor es igual al humero de filas del segundo factor, en caso
contrario no puede efectuarse el producto, el que se define del siguiente modo.

Definicion : randicfén de conformabilidad J
e S

Dadas dos matrices (8i)mmn Y (Ic:r_.-jﬁ(p conformables para el producto, el producto de
ambas en ese orden nos da por resultado otra matriz (¢y)mwe de orden mxp , que tiene tantas filas
coma filas tiene el primer factor vy tantas columnas como columnas tiene el segundo factor y en la
cual cada uno de sus elementos ¢ se obtiene como la suma de los productos de los elementos de
la fila i del primer factor por los de la columna j del segundo factor.

En simbolos : (@) - (Bmp = (Cirep
k=n

[ ¢, = Zai‘.ﬂ"bk,j Vivj
k=1

Ejempio :
b b Bl

21y 12

a, &y b 7 B 1% “a G

7 21 )22 23 - . :

Gy Gp  9n b b Cn  Cn O/,
3 32 L -

Calculo de los elementos de la matriz producto:
3""\

Ch = Za]__k'bk.! = anbn + alzbﬁi +al_1‘b31
5

Gy = Zal,k-bk,z = ayb, +a,by, +a,b,
]

Cpy = Zau s = ayb, +apby +agb,,
]

En = Zal,k'bk,l = ayby +ayb, +agh,
}

Cy = za)‘.,k'bhz = Umbu + azzbzz + ambn:!
% !

. . ‘H\ . ¥ o3
Cp = /_;“u-bk.z = Aoy + a-‘z.sz‘?z_a*‘ Ay
b
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Esguema practico para el calculo del producto de matrices:

b
} : i (bf_r')ﬁlx_i
VoY
{/ ) . ' : i \]
(aij)?ﬂ:: l\ 3 = B L(fzi 5 ;5 B {C-".J')?-l'?’

1) Se coloca el primer factor en el tercer cuadrante y el segundo factor en el primer cuadrante
)

L.a matriz producto se obtiene en el cuarto cuadrante, ubicandose cada uno de sus elementos en

las intersecciones de las prolongaciones de las filas y de las columnas del primer y segundo

factor respectivamente.
e cada elemenio de esta Ultima matriz, se obtiene mediante {2 suma de los

productos de los elementos correspondientes de la fila det primer factor y de la columna del

1) Fi caleuto d

segundo factor cuyas prolongaciones se intersectan en el.
Asi por ejemplo Gy = @bt + 322Dt + 8r3bas

Ejemplo @ Calcular el siguiente producto entre matrices !

(".i ?1 {1 - 1?,\1,_
PR s 7|
i N 1 i =i A l ‘
\.{f ]'/‘Z!\c?. . -1 -5 )

Calculos auxiliares @

15
1 2‘\‘ ] —12\
4 3 [ 15 7
0o -1 1 -5,

Observacion @ El producto de dos matrices puede ser la matriz nuia sin que ninguno de los dos

factores o sea.

_ (-3 ZW (2 f’o
s | ] 3], 7o,

. /J'v"

Propiedades del producto entre matrices !
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Lo que nos indica que el producto A.X de una matriz A por una ratriz columna X puede

de-erminarse como una combinacion lineal de las columnas de ia matriz A cuyos coeficientes
numéricos son los correspondientes elementos de la matriz columna X. En otras palabras, el
producto de una matriz A por una matriz columna X, es igual a la suma de los productos de las

coumnas de A previamente multiplicadas por los correspondientes elementos de la matriz columna

X.
{1 =3 &Y (2 (10 = "4 16
Ejemplo : Lz 3 51 |-1| =2/ -2]lccnl 3 |+3]5]|=| 8| iverificart
: 2hgsk Bl KL Lo \2) 45,

De igual modo puede demostrarse que el producto Y.A de una matriz fila Y por una matriz A, es

igal a la suma de las filas de A previamente muitiplicadas por los correspondientes elementos de

fa matriz fila Y.

Antes de ahordar otras cuestiones puramente matriciales, vamos a introducir la definicion, formas

de: caleulo y propiedades de la funcién determinante que tiene como dominio al conjunto de todas la

matrices cuadradas.

6I2E
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DETERMINANTES

Definicion comao funcidn :

Definiremos al determinante como una funcién que llamaremos funcidn determinante y que
tendrd como dominio al conjunto de todas las matrices cuadradas y como codominio al conjunto de
los nimeros reales.

Consideraremos matrices cuadradas de elementos reales y a cada matriz entonces le corrésponderé
un Unico namero real co\rﬁ'ohi\magen y que Hamaremos determinante de esa matriz.

Es decir L [ -G

Esta definicidn es valida también si trabajésemos con matrices con elementos complejos, en cuyo
caso el determinante serd un ndmero complejo.

Distintas notaciones :

Sea AeR,, = f(A)=|d=detdeR
ay, Ay e My, @, apy n
¢} a,. a. : a a 43
2 22 2 2 ) n
Sea A= "= detd =g =" " e R
anl anI i am: S |Hnl an?. A a:rn{

El orden de un determinante es igual al orden de la matriz de la cual es su imagen,

Previo a definir el operador o ley de correspondencia de la funcidn determinante vamos a introducir
la siguiente definicidn :

Menor - Definicién :

Llamamos menor de un elemento ay de una matriz cuadrada de orden n al
determinante de la matriz de orden (n~1)' que resulta de eliminar en la matriz dada la filai y la
columna j a la cual pertenece ese elemento .Lo representaremos con My

Ejemplo :

a,, iy dy [

9
5 " a p H'},l ﬂ'? N i’}-f:‘l Ui ] ‘:112 ({14
21 7 2 24 . =
A= M, =a, Ty sy ;o My, =lay, ay, Gy
Ay My Qi Uy |
Ay Ty @yl Wy . Gy gy
G By Gy

Definicion del operador o ley de correspondencia de Ia funcién determinante por

recurrencia ;
El operador o ley de correspondencia de la funcién determinante lo vamos a establecer

del siguiente modo




. Esta definicién es valida si la aplicamos por recurrencia respecto del orden, lo cual significa que para
definir un determinante de orden n es necesario haber definido el de orden (n-1) pues en la

sumatoria aparecen Myc que son determinantes de orden (n-1). Es decir cuando n = 1 su imagen

esta perfectamente definida | ay, | = a;4. Entonces aplicando fa sumatoria estamos en condiciones de

hallar los determinantes para n = 2; conocidos los de orden n =2 podemos hallar los de orden

___B=
.’
.
.
. °
—
.
9
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=
E e | = @y,
."_ B ay Ay . Oy ay,
.jpa . a, Oy  Op S
o 3 NitE
' P IA‘ =\ dp Oy o | T ;_1(_1} aye M
.
tl ;'? airl ar!'}-‘. {]n_"' b arm
.‘:: desarrollando la sumatoria :
= 9 det A = 5’4. = ayy M, —a, M, + a My —a My +. L) a, M,
-
-3
#
3

n = 3y asi sucesivamente los determinantes de matrices de cualquier orden.

a,,.‘a?z‘ — ,‘aul = @, Ay — ),y

.
t *3 De esta forma, a cada matriz cuadrada A le corresponderd inivocamente un dnico nGmero real (que
' "i es su imagen) y que llamaremos determinante de A y entonces existe fa funcion definida, pues
» cumple fas condiciones de existencia y unicidad.
' » A manera de ejemplo apliquemos la definicién al calculo de determinantes de segundo y tercer
= B orden :
' -2 A) De segundo orden :
N’
— Sea
N =
T a a ¢t a 2 e
. e | A "—*( = 12):.—_’) det A = |4 t‘l L s Z(“l)l Ya M =ay M, - a,M,, =
' ) ay Iy Ay T ko
. °

de segundo orden es igual al producto de fos

Regla practica : Todo determinanie
de la dizgonal

elementos de la diagonal principal menos ef producto de los elementos

secundaria.

-
=:~g | /05
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B) De tercer orden :

Sea : g
iy €, iy 1 dy thy T
i - Lop ol - : : N gk i g i
A=la, a, ayl=>detd={A=la ay ay=2 ()% a, M, =a,M,-a,M,+a,M,
|
23 . K=l
ayy Ay ay Ay A,

Observar que ahora estos menores son de orden 2, entonces :

1 a

ai‘, a a? 1 3

4 23 a. o

1 22
ta

T 13

|/}‘ :;:a”.

31 dyy s Iy

dy, g
como ya sabemos hallar det. de n = 2, resulta :
“‘II =, (0 Ay — 005, ) — 0, (4, Ay — A0, ) + Ay (0, ay, ~ ay,.0,,) =

= Oy Gy Ayy — Oy Ty Ay =y Uy gy + Ay Oy o+ Oy 0y, Oyy — O30

130y Uy =

agrupando los términos algebraicamente positivos y los algebraicamente negativos, tenemos:

JA! = A Ay gy + Q003 )+ Ay 0y, .Gy )~ (00504, + Oy Gy, 4, +a4,a,,.a)

Regla practica : (SARRUS)

Valida Gnicamente para el calculo de determinantes de n = 3

OO O W @ W

1) Dado el determinante de orden 3, se agregan a su derecha las dos primeras columnas.

2) Lszego los 3 términos algebraicamente positivos del desarrollo se obtienen del siguiente modo :

Ei’?primef'o de ellos es igual al producte de los elementos de la diagonal principal y los restantes

se obtienen mediante el producto de los elementos que se encuentran en las direcciones

paralelas a la diagonal principal (ver esquema).

3) Finalmente los términos algebraicamente negativos del desairolio, se obtienen en forma similar

a los anteriores, pero con relacién a la diagonal secundaria (ver esquema).
iVerificar con el desarrollo obtenido anteriormente mediante la aplicacion de Ia

definicion?

ERRRRRRER

.

EE®
Y

PRRR
(U

£
s Wmm




CECEGEEICEECCdEddidddiddeddiddddddddiddddadaeeedases

bbbl

3

Determinantes de orden superior :
Para el calculo de determinantes de orden superior (n>3) si
bien el calculo se podrfa hacer aplicando la definicion, es evidente que cuanto mayor sea el orden

mas extenso, complicado y tedioso sera dicho célculo. Por ejemplo para calcular un determinante de

orden n = 5, habria que calcular 5 menores de n = 4y por cada uno de ellos serfa necesario

calcular 4 de n = 3, en conclusion, necesitat famos calcular 20 determinantes de tercer orden para

" calcular uno de quinto orden.

Para sintetizar la resolucién de los determinantes vamos entonces & estudiar un conjunto de

propiedades que se basan en la definicién dada y que nos permitira resolver los determinantes de

una forma mucho mas simple.

Previo a ello vamos enunciar la siguiente definicion, gue nos permitiré establecer de otro modo la

ley de correspondencia de la funcién determinante.

Adjunto o Cofactor — Definicion:

Se llama Adjunto o Cofactor de un elemento ay de una matriz
cuadrada a su menor My precedido del signo mds 0 menos de acuerdo a si la suma de los
subindices del elemento considerado es par o impar. Lo representamos con Ay
En simbolos Ay = (-1) .My

Ejemplo :

=z 3
o o i o 1 A
] —
A= s A, =Ma=l0 1 4 ;d,=-My=-0 -2 4
5 43« 4 2 i |
g f 2 @il o0l 8
g 1 -3 2

Definicion de determinante en funcion de los adjuntos :
Anteriormente definimos el operador de la

funcion determinante en la forma :

ia,,l =
a, @, @& .. &,
" dy Oy G o Tl
i Ml Gl LT a3 a3 ay ) = }_:( l)lm aIK'ﬁ'Jlr‘;’
£
a., an) a am

Si ahora tenemos en cuenta que :
Ay = ('1)1+k'M1k

8/%e
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L.a anterior nos queda en la forma,:

lan‘ 2
Gy iy Gy .y,
a a ‘a a
21 22 e In -5 X
y i A - _ X 4 = @Ay Ay Fl e A Foiis +a, A,
A} = |y yy e R LT e Z“ﬂ;‘- K
K=1

l_ ani a?:2 ari'_'ﬂ.' L ann

que podemos enunciar en la forma :” Todo determinante de order n es igual a la suma de

los productos de los elementos de su primer fila por sus adjuntos o cofactores

correspondientes.”
Si bien no lo vamos a demostrar, esta definicidon puede generalizarse para cualquier fila o columna

de un determinante, expresandolo del siguiente modo :
" Todo determinante de orden n es igual a la suma de los elementos de una cualquiera

de sus lineas ( fila o columna ) previamente multiplicados por sus adjuntos o cofactores
correspondientes” .

En simbolos : Si Ae R™ =

J=n
|4l = > a,.4, ;parai= 1,23,..n (desarrollo por filas )

|4] = Z(J{.J._AU yparaj =1,2.3,..n (desarrollo por columnas )
i=1

Esta definicidn resulta de suma importancia, puesto que de aqui en mas para calcular un

determinante, puede elegirse la fila o columna que mas convenga.

-1 -3 0

Ejemplo :

Sea
§3 =f B B

_ 2 4 1‘

2 4 1 0

)A|:| =203 T 2
3 4 2 0 _
‘ 2 = =3

2

Ohservernos que si se encara su desarrollo por la primer fila, se tienen que calcular 4 determinantes
de tercer orden,si en cambio se toma la cuarta columna para hacer el desarrollo serd necesario

caleular un solo determinante de tercer orden.

2o

FRRRRRRRRRRARRERREERTRR T

R T e ———————

e

SRRRRRRRR
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-
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Propiedades de los determinantes :

En general sus demostraciones estdn basadas en la deﬁnifc;ic’:n
anterior. '
1) " Una matriz y su transpuesta tienen igual determinante”

Es decir * 4] = IAT‘
LIRS 2‘ 4 0
Ejercicio : Verificar que : [0 1 3=[-1 1 -4
-4 11 12 3

A partir de esta propiedad, podemos afirmar que ™ todo lo que es vélido para las filas sera vélid;o
para las columnas y reciprocamente”, por lo que las préximas propiedades se enunciaran y :
demostraran para lineas en general ( filas o columnas indistintamente ).

2) " §i una matriz cuadrada tiene todos los elementos de una de sus iineas nulos, su
determinante es igual a cero”™

Su demostracion es inmediata y basicamente consiste en desarrollar el determinante de esa matriz
por los cofactores de los elementos de su linea nula, observandose que su resultado es cero.

3) " El producto de un escalar k por un determinante es igual a otro determinante
similar al anterior, con excepcion de una cualquiesa de sus lineas en la cual cada uno de

sus elementos deben ser multipficados por el escalar k”

Es decir :
ay a4, ap Hﬂn kay,  kay,
kla, — ay  apl=1ay ty T |
a3| agl a.”\.? (I'” {r._u 033 !

En otras palabras :” §i B es la matriz que resulia de la matriz A, lunego de que los

elamentos de una de sus lineas son multiplicados por i escalar k, entonces :

' det.B = K.det.A”

Demostracion © Sea

) N
(a” O ka, ka, .. ka,
|y Gy oy, R - ay Ty ST

A= y

| H
”y:i ar:'}{ i aﬂn ) % anl {Tn 2 32 anl? )

luego si calculamos el determinante de B desarroliando por los cofactores de su primera fila :

95
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\B‘ =ka, A, vhka, A, o ykoa, A, = (i gt -+, AL ) = ){’,)A’

Esta propiedad nos permite extraer factores comunes en lineas de un determinante, simplificando
de esta forma su calculo.

Ejemplo :

4 8 16 2 4
9 3 271=4353 1 9
B 5 125 5 1 25

Una consecuencia de esta 'pfopi_edad es la siguiente : Si A es una matriz de orden n, entonces :
det.(k.A) = k".det.A
4) "$i en una matriz se intercambian entre si dos lineas paralelas ( dos filas o dos

columnas ), su determinante mantiene su valor absoluto pero cambia de signo”

Verificar que :
4 -1 of |-1 4 0
l2 1 ~l=-1 2 -1
‘3 0 1 0 3 I

5)" §i una matriz tiene dos lineas paralelas iguales, su determinante es nulo”
Demostracion : Supdngase que las filas i-ésima y j-ésima de A son iguales. Intercambiando estas
filas se ‘obtiene una matriz B con la propiedad de que det.B = - det.A (por la propiedad 4). Pero
como la fila | es igual a la fila j, al intercambiarlas se obtiene ia misma matriz. Entonces A =B y
det.A = det.B = - det.A. Por tanto, 2.det.A = 0, lo cual solo se cumpie si : det.A =0

6) "Si un matrir tiene dos lineas paralelas proporcionales, entonces su determinante es
mudo”

Demostracion : Sea la matriz :

a, 4 . G,
_ | Y2 Ap - @, ; . 3 a ) R
A= en la cual suponemos que su 12 y 22 columna son proporcionales, es
an! a-:?. dim

decir : a,, = ka,,a, =ka,,...a, =ka, (dondekeslaconstante de proporcionatidad )

entonces :

¥}
|

14

B § ' 1

oW o

-.‘{ )
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kity, ty o Gy
ka, a, .. a, _
A= ' ' antonces por la propiedad (3)
Lk ‘(Irfz anl o ar”” j S e e e i
[ =0, por propiedad (5) J ' !
a; G .. Gy e |
; a a, a l
A = k)" 7 = k0=0 i
h
. 4
|arr';! anl 5 Gﬂ" i'

7) " §i dos matrices de orden n tiener (n-1) lineas comunes (filas o columnas), Ia suma

de sus determinantes es igual a otro determinante compuesto por las (n-1) lineas |

comunes y fa restante formada por la suma de los efementos correspondientes de jas

lineas diferentes”

En simbolos

1 F .
oy iy dy, 1”11 h!:r & dy, ay ay, + 1y dy,
a9y P LY by, L a,, +hy, e Oy
a a a ‘ a h Ca a a,+b a |

ni n s Tan Tl n? T ni ‘nl “n2 "2 il i |

Demostracién : Resolviendo los determinantes del primer miembro por los cofactores de las

lineas diferentes
(@5 Ay bl Ay F et Qg A )k By gk By ot b, A,)=
(”iz + hn.)'/iw + (”z'). * b').?.)-‘zlz?. it (\an? i f’nz)-An-z

Se ohserva que se obtiene un desarrollo idéntico al que resuita d
de la segunda columna , con lo cual queda demostrada la propiedad.
una linea que es combinacion lineal de las restantes

e resolver el segundo miembro por

los cofactores
8) Si una matriz de orden n, tiene

lineas paralelas a ella, su determinante es nulo.

Observacion @ En general se dice que una linea es combinacién lineal de otras cuando cada uno

de sus elementos se obtienen como la suma de los elementos correspondientes de las otras lineas,

previamente multiplicados por constantes.
Demostracion :

Sea

10 /9
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By By e o Oy
A=la, a, .. .. a,

\arrl ('Irri ann

Supongamos que la tercer fila es combinacion lineal de las restantes paralelas a ellas , es decir .
a,=ka, +ka+.. Ak a,
ay = ka, +ka,+  +ka

ol

a, 2ka +Rka, 4.+

n 11 272n hJ it
8
entonces :
%y iy a,
ay T2 wn e SBon
A kay +hay, +. tka,  kaytka, o ke,  ka, tha, v tka,
arl! {’T.'Il t e aml
Luego, si para calcular det.A aplicamos la propiedad (7) resulta
{I” n‘t}! aln all all aIJr (I” al?,
a,, a,; a,, i 5 B, a,, dy,
[Aj =\ka, ka, .. .. ka,l+ika, ka, .. .. kal+. +ka, ka,
a,, (X e a., a,, -+ U a,, a, a,,

ﬂnalmeﬁte , por la propiedad (6)

Al =0+0+ ... + 0 =
9) Dada una matriz cuadrada A de orden n, si a los elementos de una de sus lineas se le
suman correspondientemente los elementos de otra linea paréleia a ella previamente
multiplicados por una constanie se obtiene una nueva matriz A*, cuyo determinante es
igual al de Ja matriz A.
En otras palabras " £ determinante de una malyiz no altera si a los elementos de una de sus lineas
se le suman correspondientemente los elementos de otra linea paralela a ella , previamente

multiplicados por una constante”.

t

1RRRRRRERRRRRRNS
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Demostracion : Si

/n . [/
iy ¢ R © | a, s a,,
Ay Gy e e O, 1 ay +ka,  a,tka, o &t ka,,
. : P Z
A=\la, a, .. - Ay y Af=  ay 4 (9 d;,
(Jni ”n?_ 2t T an_ar_ : anl an'?. a’nn
entonces : det.A = det. A* S
) ) =0 por propiedad (6)
por propiedad (7)
. T s I
Ilfi‘ll'l alJ‘. ﬂ']"l aii ”l? o . am
a,, Ay alnl ka,,  kay, ka,,
f ! .- 29 % — =%
det. A¥ = la,, Q3 o o Gy t|G > a,, | = det.A-+0 = det.4
\an‘t ai‘l}. e £ ”m:‘ anl an?, = anrz ]

10) En toda matriz, la suma de los productos de los elementos de una cualquiera de sus lineas por

jos adjuntos de los elementos de otra linea paralela a ella, siempre es igual a cero

Es decir, si

N
@y By e ew B
ay, Gy e o Oy
Ad=la, G5 = o Gy | =POF ejemplo : a,,. Ay + Ay + o +a, A, =0
{Inl aﬂ)_' ¥ Faue ('Inn

Determinantes de matrices tria ngulares :

a, dy a,

Sea A=| 0 a, a,| entonces.
s “ 0 a'%‘_?l

\ar « i 0 a, lo {.'I?}l _ _
det.A = a,. B | B Mia, e @ )
g “nll 12 ‘LO a, i3 1{) 0 E 13-\

det A = 841.922.933
Este resultado puede ser generalizado, expresando

es igual al producto de los elantentas de su diagonal principal”.

g determinante de una matriz friangtlar

i/
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Otro resultado importante :
" El determinante de un producto de matrices es igual al producto de
sus determinantes”
det.(A.B) = (det.A) .(det.B)
Observacion :
"El determinante de una suma de matrices no es fgual a la suma de sus
determinantes”

det.(A+B) » (det.A) + (det.B)

Métodos para calcular determinantes de cualguier orden :

1) Dado un determinante de orden n, mediante la aplicacion sucesiva de la propiedad (9), se
pueden obtener determinantes iguales al dado, pero con (n-1) elementos nulos en una
cualquiera de sus lineas y luego al desarrollar el nuevo determinante por los adjuntos de los
elementos de esa linea solamente hard falta calcular un solo menor para obtener el valor del

determinante. Es decir, mediante la aplicacidon de este método, se consigue reducir el calculo de

4
e i v 30 o
5 o 2 _ [, Tis5 0 2 - 1’ B
4 3 -2 1] 43 -2 1|
10 -7 0 14 /[ 2pXIEF | 5 e g
—3 3 | <3 1 3
= | T/ = Desarrollando ahora por |
1 6 0 =7 —[I 6 0 7 e pRE
4 -2 ] ‘ ]8 -3 0 7

tercer columna, tenemos :

10 -7 14
Al=¢nj1 6 -7
!

8 -3 7|

Debe observarse que de un determinante de orden 4, hemos pasado a

uno de orden 3. N
Si todavia se quiere reduciilo a un determinante de orden inferior, se vuelve a aplicar el
procedimiento .

RRIRRRRRRN
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1) F2por
{-10)+F1

2y F2por
{-8)+F3

//

e

..'/-” N
ji 0~<7 14
|/ﬂ = —--I l [5) 7 o

L

10 67 #4
I [-51 63
18 -3 7| o -5 o3 |

|-67 84|
= | ERTIny

= 63

2} También , mediante la aplicacion sucesiva de la propiedad (9) puede llevarse el determinante ce

Ia matriz dada al determinante de una matriz triangular, el cual se sabe es igual al producto de

los elementos de su diagonal principal.

Eiemplo :

— | 1) Fix2+F2 - S
/ 2) Fix(-5/2)+F3 f [ Flx(- 1/12)+F3
S |

12./25
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MATRICES (Continuacion)

Matriz Adjunta — Definicion
Dada una matriz cuadrada A, se define como matriz ADJUNTA y

iz simbolizamos como Adi.A a la matrix transpuesta de la matriz que resulta de sustituir

ent Ia matriz dada cada elemento por sif adjunto correspondiente.

Ejemplo :

/an 2 a‘,\a\l Ay A, A Y (AH Ay, 4y, \
St A={ay dy Iy | = Adjd=|4, 4y Ay | =] A Ay Ay
L”m €y Gy ) L A, Ay Ay ) L/]u 4y Ay )

Propiedad : " Ef producto de una matriz por su Adjunta es conmutativo e igual al
producto del determinante de /a matrir dada por la matriz unidad”
Fs decir ¢ A.AdiA=AdiA.A=|AlI

Demostracion :

'!/“H a‘u? o ”’ln AII A"‘T ¢ Al \' {‘()Il 12 (!H

\ {.r'?_'l {'I_J'.'.F. ('E,‘.n At?. 4?’ /Txr.[ \ ‘ ("';1! C?. ¢ 2 1

| | 1

1\\_“:;1 a.rr?. xR ("!m ok "/llﬂ ’fl}tn /Inn /' c b ¢ ni (nn

A 5 Adj A =z C

Efectuando el producto, tendremos en C dos clases de elementos :

Nk s . i

Vi=j=>¢; = i/ﬂ por ejemplo @ €= 811.Autdy s Ak Fe g Ay = ml

fioacih

Coz = Az Ao+ Pt +3.Aon = 1Al

Por ser el desarrolfo del /A[ por los cofactores o adjuntos de los
elementos de una linea.
Vi# jo>e, =0 por gjemplo ;.  Cip= 81 An+tapAnt...... +8g0.A2 = U
Ciz= 811 PartAnPazt.....- +81n.Pan = 0
Por ser 2 suma de los productos de los elementos de una linea

Por los cofactores de Jos elementos de otra linea paralela a efla.

En consecuencia € es una matriz escatar de la forma .

12/956



W

| o

53
M.D.5, R&;d_agc:c&n Orig. :Ing. E.Pascual ~Madific. :Ing. A.Goncebatt-U.T.N. Fac.Reaq. Sta, Fe - Paq. 24 =
S
4 0o o o) e
o |4 o . o e
AAdIA=]| 0 0 [A 0= [41 / (dc, la misma forma se podria demostrar la :f
] o
0 0 0 iA[ J

{lel

conmutabilidad ).

|

Matriz Inversa . Definicién :

Se Hlama matriz inversa de una matriz dads A y la simbolizamos
con A7, a aquells matriz que pre — muftiplicando o post- muitiplicando a s matriz dada
nos da por resuitado la matriz unidad,

Es decir : - AMA=AA =]

TR

l? ‘__

No todas la matrices admiten matriz inversa para ello deben cumplir con una cierta condicidn
. f

|

A las matrices que admiten inversa, se les dice que son invertibles o inversibles.

Condicion de e-xistencia y Calculo :

? R

“La candmmn necesaria y suficiente para que una mateiz admita

ir mma s que sea une matriz cuadrada y su determinante distinto de cerg”

W

Como a las matrices cuadradas de determinante no nulo se las llama matrices no singulares, el
teorema anterior puede ser enunciacdo del siguiente modo :

"La condicion necesaria y suficiente Para que una malriz admita
inversa es que sea no singular”

R

Demostracion :

a)  Si3AT =|alzo0

g

Si3 A pordefinicién : AA =] y entonces
det.(A.A™) = det.(I) =
det.(A).det.(A") =1%0 - det(A)=0

et

taf

2R

b)s| |Al«0 = 3A*
Teniendo en cuenta que por propiedad de |a Adjunta :
A AdjA=AdiA. A= |A]I

Si por hipétesis | Al 0, podemos dividir ambos miembros de la anterior por |A|
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AAdj4 _ AdjAA
VIRY
expresion que al compararla con la definicion de inversa
AtA=AAL=1 seobserva que 1A*
y que ademas :
A
Rz

A

Ejemplo :
Dada la matriz A , calcular su inversa A

=920 34"

[¥8]

o 1 =3 0 | — 2
A=11 1 3 |, en primer lugar se calcula |A] =1 1
2 o 1 12 0

-

juego entonces :

g s T
1 3 It 3 I
0 1‘ lz 1 2 0
11 -7 lo 1) o ;1
o1 2 l;?. 0 ( L5 -2
| =2 0 -2 0 5\ | o A 2
oA | 3 1 L3 \l 1) s -2 -1}
% W _ : -
1 S 5 )
5 4 2 i : L1
- 9 9 ]
A 2 2 U | 4 2 i
9 9 9 2
2 2 1
v 9 o/

Se deja al lector la verificacion : AA™ = ATA =T

Regla practica para el calculo de la matriz inversa de una matriz de orden 2 @

Por aplicacion de la formula de calculo de la matriz inversa resulta , gue si A es la matriz

a b P B )
& = entonces : A = ] 1 =
d l £« ¢

A
: Tl iVerificart
G 1 |

i ‘_‘\

1412
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Unicidad de la inversa :
Teorema © " & una matriz cuadrada 4 es invertifle. entonces su
inversa es inica”

Demostracion : Supongamos que A y B son dos inversas de A entonces, por definicion :

AB=BA=1
y AC=CA=
luego : B(AC)=BiI=8B
y (BA).C=1C=C
como : B.(A.C) = (B.A).C  ( por propiedad asociativa del producto de matrices)
resulta que : B=C

Inversa de un producto de matrices :
Teorema : " S/ A y B son dos matrices invertibles de nxn, entonces !
1) A.B es invertible
2) (AB)? =847
Demostracion : Si se puede demostrar que :
| {A.BYL(B".A") = (BLA"). (A.B) = I = se habrd demostrado las dos
partes del teorema, .
(AB)'=B'A! o (ABLBLAY = (B AY).(AB) =1
por propiedad asociativa del producto de matrices :
(AB)L(BTAY) =A(BBHA'=ALA =1
(B*A").(AB)= BL(ALAMB=BLIB=1
Este resuitado puede generalizarse para el caso de 3 o mas factores " Un producto de de
cualquier mimero de matrices invertibles es invertible y Ia inversa del producto es el

producto de las inversas en orden invertido”

Ecuaciones matriciales :

Se llaman a aquellas relaciones entre varias matrices , en donde una o mas de
ellas se desconocen. A las matrices desconocidas, se las llama incdgnitas de la ecuacién.
Resolver una ecuacion matricial, es hallar la o las incognitas, es decir la o las matrices que

satisfacen la ecuacion.

D ® P
‘i"' 14t

v

D ®
15

|'.'|

|1|

b

T

W M W ﬁt‘} WM ® B

T
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Existen distintos tipos de ecuaciones matriciales, pero en razén de su importancia solo vamos a

tratar las siguientes .
a) AX=8 (DondeA y_-[% son matrices conocidas y X es la matiiz incognita)
Fsta ecuacion solo puede ser resuelta si A admite matriz inversa, es decir, si A es
una matriz no singular (cuadrada y con determinante distinto de cero).
Suponiendo que 3 A1 pre — multiplicamos ambos miembios de la anterior por A
ALAX=AYB '

Por propiedad asociativa :

(At A)X=AYB
por definicion de matriz inversa ©

IX=A'.B

tuego: X=A'B

b) Silaecuacion es del tipo .
XA =B
Razonando en forma andloga a la anterior,pero post-multiplicando por A, se tiene
ALY =B.A"
Entonces : X = B.A™
Ejemplo :
(0 P 2 [f T RN
PbE 1 3 L=
| i
2 o 1) L o)
ecuacion deltipo: AX=B =X=A".B

Como en un gjemplc anterior, va se calculd la inversa de A, se liene :

£ -1 5 \[['2 1 K
) 4 25 |'| 0 =D 7/ 3/
’ 9 =1 /G 9 que AX = B!
]\. c;/f) ) 69,

Propiedades de la inversa:
_Teﬂmm& 5 A es ung maiﬁ.?-imferﬁbfe, enionces ;
a) A es invertible y (A*)* = A

4 15128
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b) A" es invertible y (A")' =(A") paran=012,....

| ) ] )
b) Para cualquier escalar k = 0, la matriz k.A es invertible y (k.A)* = -}---.A '

.
Demostracidn : Las partes (a) v (b) se dejan para demostracion del lector
¢) Sik es cualquier escalar distinto de cero, entonces :

-
(lf,A_)(}l- AN = }I--_(k_;f;.,q V= h)AA =10 =]
(. 8

: k
Propiedades de la transpuesta :
En el siquiénte teorema se enuncian las propiedades mas importantes de la
operacion de transpesicion.
Teorema : Si el orden de las matrices son tales gue se pueden efectuar las operaciones
planteadas, entonces :
a) (A7) =4
b) (A+B) = A" +8
¢} (kA) = kA donde k es cualquier escalar
d) (A.B) = 8.4
Obser;v. 2 Bl resultado del Gltima inciso se puede generalizar para el caso de tres o mas matrices

" La transpuesta de un producto de cualguier nimero de matrices es igual al producto
de sus transpuestas en orden invertido”

Invertibilidad de una transpuesta :

Teorema : 57 A as invertible, entonces AT también s invertible y
(A7) =(Aa’)
Demostracion : Supongamos que B = A
Por definicion de inversa: AB=BA =1
Si efectuamos la operacion de transposicidn :
(AB) =(BA) =1"=1
luego, por el inciso (d) del teorema anten’or :
(AB)Y =B" A" =1
| (BA) =A"B =1
Lo cual , por definicidn dice que AT tiene inversay que (A")'=B", pero B = A'?
Por io tanto : (AY =A%

13RRRRRARE
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Matrices simétricas y antisimétricas — Definicion :
Una matriz cuadrada A se dice que es SIMETRICA, siA = A
Una matriz cuadrada B se dice que es ANTISIMETRICA , si B = -8’
puede demostrarse que si C es una matriz cuadrada cualguiera, entonces !
A=C+C esunamatriz SIMETRICA
y B=C-C esunamatiz ANTISIMETRICA |

Se deja al lector, su verificacion mediante ejemplos.

Rango de una matriz :
A asta altura de nuestio estudio vamos a decir, que: " Ef Ranga de una

matriz es igual al orden del determinante de mayor orden que se puede extraer de eﬂa %4
cuyo valor sea distinto de cero”,

Ohservacién : Mas adelante, vamos a definir el Rango de una matriz desde un punto de vista mas
rguroso.

En la préctica , para calcular el Rango de una matriz es necesario introducir ef concepto de

operaciones elementales,
Se dice que en una matriz , se efectta una operacion elernental cuando :

1) Se intercambian entre si, dos filas o dos columnas.
2} Se multiplica una fila o vna columna por un numerg real distinto de cero.

3) Se le suma a una linea olra paralela a ella, previamente multiplicada por una

constante.

puede demostrarse que el Rango de una matriz no se modifica , si en ella se efectdan operaciones

elementales.,
Basicamente, el procedimianto para catcular el Rango de una matriz consiste en lo siguiente :

Dada la matriz :

[ ay P s s o,

('?Zl a’?? {']7.."! """ a Tn

A=(a)=|a; @ @y e o
l\“m'l Um,’,_ am‘_! ______ ar:m

mediante el empleo de operaciones alementales (se hacen aparecer ceros por debaijo de la diagonal

principal) y se 1a lleva a su forma equivalente :

1626



( Wi e By e i
E & &y Wy e €y,
o 0 0o ... 0
Lo o0 0 .. 0

Luego, o Rango (r), es igual al nimero de filas que comienzan con valores distintos de
cero partir de la diagonal principal, cuando /as restantes filas que siguen a eflas, si

existen, son todas de cero.

Ejemplo : Calcular el Rango de la siguiente matriz :

— { 1) Fix(-2)+F2
2)

| e |

—_— [ Interc.F2 xi=3 ‘]
L

‘1 -2 3 (1 /-2 3y (v =2/ 37 (1 =2 3 )
a=l2 3 slslo’ 7 -1lsxlo 1 7 1~{0 1 =1, =3
-1 .3 4 J 0 1 7 J o 7 -1 l\o 0 —50
Ejemplo: Calcular el rango de la siguiente matriz :
--- S 1y Feer2 | [ Fxciyers
— | Interc. Fixf2 —I 2)  Fix14F3 | 2y Faw(-2)+F4
' / S B etvaues
! _
( =2 ¥ «=1 3IYrE 6 4 2) 1o 4 -2 P o 4 - z)
4] 4 =8 =2 I =31 3 0 1 7 -~ 0o 1 7 -1
B = > 2y 73 { = rp = 2
-1 1 3 I !'I I3 1pte 1 7 ~1| |0 0 0 o0
-3 2 2 4) -3 2 2 4J w 2 14 -2) o o o o

Observ. : A los efectos de que en lo posibife se trabaje con numeros enteros, es

acodsejab!a hacer aparecer 1 sobre la diagonal principal.
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E SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

-
I = 4
) ) : 4 . s .
I e Llamamos Sistema de ecuaciones lineales, a un conjunto de ecuaciones de primer grado del tipo
I . ax+by+cz+d=10

=9 endonde :a, b, ¢ @ sedenominan coeficientes de las incognitas
=

5

]

l = X,V ,2z @ incognitas de las ecuaciones

I @ d : termino independiente

Ifﬁ En general vamos a trabajar con los coeficientes de las incdgnitas como elementos de matrices por lo
tanto los colocaremos con sus subindices correspondientes.

Genéricamente entonces la expresion de un sistema de ecuaciones lineaies de m ecuacionesy n

incognitas, serd de la forma :

'8

>

Ly Xy F anrcens i a,, X, =M
@y Xy T WXy + eaes e 5 =il
£ I U S +fa,,x, =h,

Solucion de un sistema de scuaciones :
Uamamos solucion de un sistema de ecuaciones a todo conjunto de

valores o n-upla § = (ty,ty,.....5,) que satisface cimulianeamente a todas las ecuaciones del sistema.
Resolver un sistema de ecuaciones es encontrar la o las soluciones que el mismo posee.

Clasificaciéon de los sistemas de ecuaciones lineales !

a) De acuerdo a la relacién entre el namero de ecuaciones m y el nimero de incoégnitas n

 los sistemas se clasifican en : Norimales y No Normales

 gistemas Mormales : Son aquellos en los cuales el nimero de ecuaciones es igual al niimero de

incognitas, es decir m = n

e ddddddddddadeddadd

Sistemas No Normales : Son aquellos donde sucede lo contrario, m #n es decir el niimero de

(|
.

~ecuaciones es distinto del nimero de incognitas.

Vil

. b) De acuerdo al tipo de ecuaciones :

Teniendo en cuenta que toda ecuacion de primer grado con término independiente hulo se denomina

Vi

homogénea de primer grado, os sistemas se clasifican en : Homogéneos y No Homogéneos

<8

Sistemas Homogéneos : Se llaman aquellos en los cuales todas'las ecuaciones que forman el

sistema tienen término independiente nulo.

17/
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Sistema No Homogéneos : Se llaman cuando por lo menos una de las ecuaciones que integran el
sistema tiene término independiente distinto de cero.

c) De acuerdo con sus so!ucior;es -

Los sistemas se clasifican : Cbmpatibles e Incoinmpatibles

Sistemas COMPATIBLES son aquellos que tienen solucion e INCOMPATIBLES los gue no tienen
solucion.

A su vez, los sistemas COMPATIBLES pueden ser DETERMINADOS o INDETERMINADOS.
Sistemas Compatibles Determinados son aquellos que poseen una Unica solucién y los Sistemas
Compatibles Indeterminados son los que poseen infinitas soluciones.

Matrices asociadas al sistema :

Dadq el sistema
i

boanX, +a,x, 4, bk, = I
CETR AR TP A hery, X, =k,
(n P 00 o N, N SO e

Se definen como matrices asociadas al mismo, a las siguientes :

3 ™
(a, a, .. (.z“_\i Gy Gy e Oy }
a,, (., o By , (y sy ey, ,1-;;: |
A= y A =1
‘ .
I"\ ”m} ("I.'J. ' ‘(‘r.w_-r ,J \ ”.-;.-I “..-;_. 2 ”mrr hu.‘

Donde :
A : Malriz de los coeficientes de las incognitas
A’ : Malriz de los coeficientes de las incognitas ampliada con la columna de los términos
independientes, o simplemente Matriz ampliada.
Sistemas Equivalentes :
Dos sistemas se dicen que son equivalentes si ambos tienen las mismas soluciones.
Es decir, las soluciones del primer sistema son soluciones del segundo y reciprocamente, todas las
soluciones del sequndo son soluciones del primero.
Operaciones Elementales :
Se llaman operaciones elementales a aquellas que aplicadas a un sistema de ecuaciones
lineales nos permita obtener otro sistema equivalente al dado.
Las operaciones elementales son :
1) Intercambiar entre si , dos ecuaciones del sislema.

2) Multiplicar una ecuacion del sistema por un namero real distinto de cero.
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3) Sumarle a una ecuacion del sistema, otra ecuacién del sistema previamente muitiplicada por una
constante.

Por ejemplo

E :‘*_\'1‘ -+ _)\" = j’!_\'q =l [ Xy b 'ZX? = .-)-’-1"’-1 = |
~ - l'
”’1 S 2, el = - 2%, =1y + b, =2
‘I -\-; b E.X:, . '3 ,\».1 o 1 l| .}}.l'l =t 2\J Ty e /1
! T & ] = 7 0x 2 3 3 4
i ]W‘}w 2 Xy * B Xg 4
A ¥
2 X 3 =

(33,42, ~3x, =4
!I)‘} 2"‘('5 'Y:_,l -k 4.\_.:1 o _2

{ ?.YI 1O T 0 ¥ Q

Los cuatros sistemas son equivalentes
El (I1) se obtuvo intercambiando E; con E;
El (111) se obtuvo multiplicando E; por 2

El (1V) se obtuvo sustituyendo Es por 2E;+E;

Teorema de ROUCHE — FROBENIUS : _
Su enunciado consta de dos partes :
a) La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales sea
Compatible es que el rango de la matriz de los coeficientes sea igual al rango de fa
matriz ampliada con los términos independienies.
Sea r:rango de la matriz A
¢ 1 rango de la matriz A’
S r=¢ — Sistema Compatible
Gi r-t° -» Sistema Incompatible
el

. b) En un sistenta compatible (r = r’) si el rango es igual al nimero de incognitas,

sistemna es Determinado (solucion inica), y si
el sisterna es Indeterminado (infinitas soluciones) y la diferencia (1 - r) nos

el rango es menor que el mimero de

incognitas,

da el ngmero de incognitas auxiliares gue se deberdn tomar para resolver el sistema.

En resumen °

1812
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&
]

Si r =1 = Sistema Compatible - . : _
. [;‘ =1"' A= Indet erminaco

o=t n e Determinado
Siv=r" = Sistema Incompatibie

Método general para resolver sistemas de m ecuaciones lineales y n incognitas :

- Si comparamos las operaciones elementales que
hemos definido para un sistema de ecuaciones, con las operaciones que se aplican para calcular el
rango de una matriz, obsetvamos que son las mismas, es decir que podemos simultaneamente
calcular el rango de las dos matrices : A y A’ (para poder aplicar el teofema de Rouche - Frobenius) y
obtener sistemas equivalentes hasta flegar a un sistema facil de resolver.

Este es el método de escalonamiento (también llamado de GAUSS), andglogo al que utilizamos para el
calculo del rango de una matriz.

Lo explicaremos con varios ejemplos :

Ejemplo n° 1:

Sea el sistema :

[' 2x = y—z=2

dx+3yrdz=11 El sistema es Normal (m = n = 3) y No Homogéneo)

iL}..\' +y-2z=-1

Trabajamos con la matriz ampliada del sistema, utilizando el esquema siguiente, en el cual se separa

TRRARARARARABRAANAORORARAAR
B L R ———

con una linea la columna de los términos independientes, quedande a su izquierda la matriz de los

coeficientes. 9“'
-

irr ; 7 h_ Vrmnam e &“"l
Ei __"_J'"'_""""": = __E_]l Inlereambimmos F2opor I -i "l

2 -1 =i 2 i : j G

PN | .

i3 4 1 i ﬁ']

S T 1 g
i o ot 4 [ g a2 U —
3 & IR | epeesaivms : OBSERVACION | | ‘5]
I,] = =i 2 e :?éf;i(:a:'nm‘ﬂc el @‘.
: esealonuntiento,
i1 -2 1 stmplemente consisie en €= l
_i_?_ 4 L] f E2por (-1 3poi 7) hacer ceros {odos ‘[na &=
i clementos gue estan por P
0 -7 =9 -2 brp e debajo de la diagonal = l
4 34 i prineinal, mediante la &=
0 -8 —l4] —J34 aplicacion de lag _.
1 3 4 1] aperaciones efementales ‘5‘.
. | ;

0 -7 -9| -20 L R :]
0 0 -26 —78 oo
— WS - e E

~

%:

R |
h
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Finalizado el escalonamiento se aplica el Teorema de Rouche ~ Frobenius.

En nuestro case 1, = ry = 3 y como n = 3 el sistema es Compatible — Determinado (Unica solucion).

Para encontrar la solucion del sistema se plantea el sistema equivalente al sistema dado gue se
desprende de la Ultima matriz obtenida en el escalonamiento, que en nuestro caso es :

[
—20

[

A

X3y rdz=

{) y 7}; — (?Z :
‘ﬂ_\-' + 0y =202 =78

En donde, de la E; :

-267 = -78 —

rd

-t

Se sustituye ahora el valor de 7z hallado, en E; y se despeja v

Ty =27 =20 ; Iy =-7 =

y=-1

Finalmente, se sustituyen fos valores de z e v en E, para calcular x

Luego la solucion sera $(2,-1,3)

Ejemplo N° 2:

También puede llegarse a la conclusion anterior si se plantea el sistema equivalente al dado, a

X—3412 =11

2v+3z=10
2ye2z =73
v - Zl.p 0 |

o

e

pi

Sistema No Normal m#n
} it

m=d:

i

1 puon (=GRl
e {23003
I

| FE por {-5)114
F
b
I

TH2 noe (-1):84
2} Intere 13 x §4

e

L

partir de su matriz escalonada :

X=2

| i
L LRI

:

t No Homogéneo

Comora =3y ta=d s # I 55 ]

Incompatibte

B

1G f) ¢
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[ g 2y 3z=1
J 10y —16z=13
L 9z=1
| [{'}..\' FOp 0z =--1
en el cual queda planteado un absurdo en su Ultima ecuacién (dado que no existen valores de .y, 7
tales que multiplicados por cero y sumado no pueda dar por resultado (-1) ), constituyendo esto oliro

indicador de que el sistema dado noe tiene solucién (Incompatible).

Ejemplo N° 3:

TR RIRRRRRRRR

[ x4+ V+zdw=]
% X=2y43z+2u% = ~4 Sistema No Normal (m = n )

{ 21'_ Jom 2;, 271-' = ()

" iy = i A | S e
! SIS L1 [f 1) Flpor(-nre2

!
T ] 3 ‘ 2) Pl port-2)+F3 “

] 2 :.! :-_} . 4 ::/__,,--'- B R

ST T T I S
: ol [ T2 por )13 {
0 =3 2 - T
0 53 = =b|eb
T
|
0 0 -6 -5| 1]

fa=3;1py=23 = Sistema Compatible

N=d4 =r4=re<n Indeterminado

n—-r=4-3=1 incognita auxiliar

Su sistema equivalente obtenido & partir de su matriz escaionada es :
{ X+ p+z+w=3

=3y +2z4w=-T

‘ — 6z — 5w =]

ARARRARRARAAARAARAARAARRDR

Tomamos una de las incognitas como incognita auxiliar, por ejemplo w =t

T L —————

RRR

E ) - ) — 5/ -
Luego, de la E;) Dz=-5+l=z= sl
, o 6

28388080
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, | 5] L wsped 02
de F;) _?,‘5: 11 (. Sy g %] i R o T e Jroes (}_ J
) 5

3
e
et

reemplazando ahora w,y, z en &)

20-2t ~5t-1 17 41
Y= 3 : ey e — AT
9 6 _ 18
» > . 171 202t —51-1
Finalmente, la solucion general del sistema es @ S=( - gt = —:) :

18 9 6
Para encontrar soluciones particulares del sistema, basta con darle valores a (t)

Por ejemplo si t = 1, entonces una solucidn particular es S;= (1;2;1;1)

Observacién : De los ejemplos anteriores se observa que al obtener el sistema equiva%ente cie:_ un
sistema dado, pueden ocurrir tres alternativas : :
a) Que el valor de una de las incdgnitas, se pueda obtener directamente de una de las ecuaciones de
este sistema, la cual reemplazada en las demds ecuaciones nos permita obtener los valores de las
restantes, en este caso el sistema sera Compatible Determinado ( Ejemplo 1)

b) Que no se obtenga directamente el valor de una de las incognitas, pero que se pueda determinar
una en funcion de otra u otras, la cual reemplazada en las restantes ecuaciones permita hallar las
otras incégnitas, en este caso el sistema sefd Compatible Indeterminado (Ejemplo 3)

¢) Que no haya coherencia en el nuevo sistema, es decir que quede planteado un absurdo en una de

sus ecuaciones, en este caso el sistema serd Incompatibie (Ejemplo 2 ).

Sistemas normales de CRAMER:
Definimos como sistemas normales de CRAMER a aquelios sistemas donde

ef nimero de ecuaciones es igual al nimero de incognitas (i normal) y donde el

determinante de la matriz de los coeficientes de las incognitas es distinto de cero ( e

0)

Estos sistemas pueden resolverse mediante la Regla de CRAMER, cuya demostracion es la siguiente

Sea el sistema !

ay ¥y X, F X +a,,x, =h
1 A Xy + Ay Xy Ay3Xa e oty Xy =
Y ayX, +aynX, il N b sagoes o BT K, = 1, '
)
{“’-.-u-"-. fott 5 Xy b G Xy A +a,,.%, =,

e
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| - { Et determinante de los coeficientes de fas incognilas,
[y Gy Oy ”3;,1 debe ser disiinto de cerp ( J A !:rr 07y lo Mamamos :
| 1 ~ TR v P inr e nye s T uan
!/f| =l ay oan . ”m} Determinante Principal de CRAMEPR [
,Jr'-rni ('In;! C'Irn_"' B r’..r-'.’l'i
Demostracion :
Vamos a multiplicar a &, por A;(cofactor de ay), B por Ayieena.., En por A.,
Tendremos entonces :
[ ay-Ayxy Fay Ay x, + Ay Xy + ot ay, A x, = hy A,
| G- Ay Xy +ay, Ay x, +ay Ay xy 4 +a,, Ayx, =h,.4;,
|, 3. 44X, + Ay Ay Xy 4 Ay Ay Xy o) *ay Mg x, = h sumando miembro a miembro ¢
f_a”i Ay @ Mgy Tl Ry Fvcoiai. ot A gx, =0 A
gc';;,.xf“ by Ay F gy g A 0% +(a, A+ ay, A, + Uy Ay + b @y A )X, +
e e e e e ——— - e e e e it e e e e e e e T e e e et e £
f 2

ok (l, A+l Ay b an Ay, + L+ Doa A )X = Iy Wy Ay by Ay 4o 1h, A

e e Lk — o

e e S

£ e

Observando el | Al podemos notar que :

La expresion (1) es el desarrollo de | A| por los cofactores de los

elementos de la primer columna, (1) = Y

Las expresiones indicadas con (2), (3) ,.......... (n) son nulas por la propiedad de los determinantes ya

enunciada, que dice “Er todo determinante la suma de los productos de los elementos de

una linea por los cofactores de los elementos de otra linea paralela a ella es nula”
(2) = (3) =irnennnnee =(n)=0

En cuanto a la expresion ® , no es mas que el desarrollo del | A, | por los cofactores de los elementos

de la primer columna,

Siendo :

O

R R R R AR R R AR RRRRRRRRRRRARRRARRARRAARR
rrrre
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!f?: (¢ FPU ¢ ST R 1T A este determinante lo Hamaremos determinante de la
| incognita x; y es el que resulta de sustituir en el
|; 4 |y
thy lay ay : 8 : T RAMER | _
- : ' determinante principal de CRAMER | A | 1a columna de fos
‘.-4,! = ;'?} Ay gy o Ay, coefictenies de fa incognita x, por la correspondiente a los
ierminos independientes
Ihn ”n?ﬁ ﬂ.uﬁ o anrr

Es decir entonces que :

"/_Ii,_‘c{ i [/f,‘

de donde , por ser | Al 0 .
I

enemos que : X ekl :
' "4| ;

Repitiendo el razonamiento, podriamos obtener los valores de todas las incégnitas.

En ger|'1eral E?i".ljJOr?CéS S

. =\

R

En consecuencia puede enunciarse entonces ia Regla de CRAMER del siguiente modo :
"En todo sistema normal de CRAMER, cada incognita se obtiene dividiendo el
determinante de la incognita (que es el que resulta de sustituir en el determinante
principal de CRAMER, la columna de los coeficientes de fa incognita gue se guiere cafcular
por la columna de los términos independientes) por el determinante principal de
CRAMER( gue es el formado por fos coeficientes de las incégnitas y que debe ser no
nulo)”,

Ejemplio 4 :

[ 2x—y-z=2 o~ =1
i +3y+dz=1] A=l 3 4]=-26%0
(3x+y~2z=-1 31 =2
) =
]
It 3 4
|
I S N S
4| ~26 ~ 26

94/9,6
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[2 2 1‘
111 4
i I i
y = {A?[ 3 -l = 2[ _ 26
v -26 26
2 -1 2§
E 3 ]!
iA‘ir_F?' I ' !| - 78 & )
RO | O . o 5 = (2,-1;3)
K ~26 - 26

Discusion de los sistemas normales :

a) Si |4]#0

es decir: | 4| = x|

I . : o -
4] = 0= x, = 0= Solucién  nula k

-
‘Di | | ' .-
Al # 0= x, #0 = Solucion : no— nm’c;f

Compatible — Delerminado

En ambos casos solucion Unica, es decir "La condicidn necesaria y suficiente para gue un
sistema normal no homogénec sea Compatible Determinado, es que el determinante de la
matriz de los coeficientes de las incdgnitas sea distinto de cero”

Es decir que los sistemas normales de CRAMER, son siempre compatibiles y determinados.

by Si 14 =0 puede ocurrir que ;
/
4|20 |4 =x |4 =0%x,0 Imposible pues no existe valor de x; que satisfaga la ecuacion,
| i | . ¥ ha
por o tanto el sistema es Incompatible.
0O que :

kg : i . : . . :
i"fr’ = 0ss s x,.0 se satlstac_e para todo x; luego el sistema es Indeterminado, sin embardo puede

ser también Incompatible. Bastara con dar un ejemplo :
{ X+ yp+z=]

{2_1' +2y+2z =|
[;’u\’ +3y+3z=2

Se deja para el lector, el andlisis de este sistema.

Resumiendo :

i [Al# 0= Sistema Compatible Determinado

rp1RRas

\
1

RRRRREL

h 3

II] | | I| “'F 1
?ﬁi |~! ﬁ‘? lils '5‘:_ @

D mh R
1 1|
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1 !/ﬂ'\ + 0 => Sistema.: Incompatible
o ] Indeterminado
Sit bl =0 9, .

| A} = 0 = Sistema 4 0

Incompatible

sistemas Homogeneos :

Se habfan definido como sistemas homogéneos, a aquelios sistemas donde todos

<us términos independientes eran nulos. E n consecuencia, su expresion general es de ta forma :

[ @y %yt bade =0
l Ay X+ Xy b Fa,,x, =0
| 1,1 4 Gyig Xy Fovenees +a,x, =0

Para este tipo de sistemas, pueden demostrarse los siguientes leoremas .
Teorema : "Los sistemas homogéneos son siempre compatibiles”
Es evidente que al carecer cada acuacion de t&rmino independiente la n-upla nula, es decir

0= (0,0,0,...,0) catisface a cada ecuacion de! sistema.

:'I'__'_'r_: . ;::_rl

Fe Dy, =0 si % =0 tendrfamos [, = > a,0=0
jaed =1

A esta solucion que siempre existe (por lo tanto este sistema siempre sera compatible) la llamaremos

solucion trivial

Teorema @ "Si un sistema homogéneo admite una solucién no nula (no trivial), entonces
admite infinitas y por lo tanto el sistema serd indeterminado.”
Supongamos que S = {t;,t2t3,.....tn) 5B solucion del sistema homogéneo, donde § # 0, es decir no
todas nulas (solucion no trivial).
Trabajando en E, = %, QX b UKy 4a,x, =0
Debera cumplirse que:

B = at, + sl + Qaly T oo et d, =0
muitiplicando por I = 0 (arbitrario)

[ = a, (k) +a, (ki) + A (1) s +a, (ki) =0

‘como la ecuacion también se satisface, entonces también serd solucion :

L.’ = IH\'.'rl .,_flf."? "

9.2,/



MDS-Redac.Original ;Ing.Elio Pascual - Modific. Ing. Alberto R.GONCEBATT - U, T.N. Fac.Req.Sta.Fe — 1999 - 12

siendo, que k es arbitrario, habra tantas soluciones como valores demos a k, es decir el sistema

tendra infinitas soluciones y por lo tanto serd indeterminado.

Teorema : "Si el determinante de la matriz formada por los coeficientes de Jas incognitas
de un sistema normal homogéneo es nufo, el sistema es indeterminado” .

Por ser un sistema normal, se tendra en cuenta la discusion hecha anteriormente en relacidn a ellos.
En este caso, los | Al (determinantes de las incégnitas) son todos nulos, por tener una columna (la
correspondiente a los términos independientes) de ceros,

Luego tendremos los siguientes casos :

|A]= 0 ;1A= 0= Sistema compatible Determinado ( una Unica solucidn), la que siempre existe, es
decir la solucion nula o trivial.

[Al=0,[Al= 0= descartando la imcompatibilidad por ser un sistema homogéneo, entonces el

sistema sera Indeterminado (infinitas soluciones)

Ejemplo 5:
(x4 2p-3z=0
dx—y+52=0 Sistema Normal - Homogéneo

35+ 2y 43220
Una forma rapida de analizar las soluciones de este sistema, es teniendo en cuenta uno de los
teoremas anteriores.

Es decir, calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes de las incdgnitas

2 -3

o | w ) _ i _

Al = ’4 -1 51=8 por ser distinto de cero, el sistema dado es compatible determinado, siendo
3 2 3 1

su Unica solucion la trivial @ $(0,0,0).

Otra alternativa para su resolucién, es aplicar el método general de GAUSS (escalonamiento),

feRRRRRRRRRRORROROORRRRD
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) . - ', S ——,
A X 2 Hy | FIs{ayE2
__} ._T_.._.. _i'(_’ - /./_/ 7 ]-']\{_'H!'l'-.‘?
& 5 (! ) i E
B 2 310 i
I 2] 310 e it I2xf3 |
///" - S e e
6 -9 1710 Gl

(x+2p-3z=
n 1 =310 l; X 0 z =1
— Sistemna equivalente :{  y-3z=0 =5 =(0,00)

TR L L . .- S 1. “)Z o U

Por lo tanto este es un sistema @

Normal — Homogéneo - Compatible - Determinado ~Solucion Trivial (0,0,0)

Sisterna Normal - Homogéneo

1=0 Como Al =0, es Indeterminado {infinitas scluciones )
i

i
|

)
)

g
o
[

Para hallarlas se debe aplicar el método de escalonamiento :
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K P B W S
. , 1 FISEAPE2
b2 -3 10 D rint ‘n} I3
4 AT | [ pi ) ' 3N Fx(-2)H04
A -’ 4 b / i i iy L S
5 1 2 3 10
2 4 -6 2 {0 !
I =3 1 J0 / ‘ F2X( T3 ]
L / -
U _ (} ] l( " }’ (J // —— e s PR
0 -9 17 =2 10
0 0.0 0 0
2 -3 1 [0
0 -9 17 =210
O 0 0 0 J0
0 0 0 0 |0
Puede observarse que ry =1, =2, ycomon =4 iy r < n Indeterminado

Ademas n - = 2 incognitas auxiliares deberan tomarse para su resolucion.
Su sistema equivalente es :
(x+2)-3z+w=0
i Ov+17z-2w=10

Se toma por ejemplo, como incégnitas auxiliares : 7 =t JW=5

Luego

- - 17t -2s
De k) -9y =-17t+ 2s e I

: 9
R 171 -- 25 ) ~ 344 4 4s = Jl=08
De [-_I) ') ot o S il j; e oo TN N A S _'}{ S T
i} G ‘(.}

Finalmente, la solucidn general del sistema es

. ft=5% I?r 2

15 o !'"--——-——' B e }'.‘ _5‘:)

9 g

Para hallar una de sus soluciones particulares, hacemaos porejemplo:t=1;5=-5
= resulta y=3 ,x=2 = 5 =(2;3;1;-5}

Observaciones : E n los ejemplos puede notarse dos hechos importantes acerca de la resolucion de
sistemas lineales homogéneos. En primer lugar, ninguna de las tres operaciones elementales altera la
columna de los términos independientes, de modo que el sistema equivalente gue se obtiene es

también un sistema homogéneo.
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En ségundo lugar, si la forma escalonada de la matriz ampliada tiene alguna fila de ceros, el numero

de ecuaciones en el sistema equivalente es igual o menor que el nimero de ecuaciones del sistema

original. Por consiguiente, si el sistema homogéneo dado tiene m ecuaciones con n incognitas ( con m

Si hay mas incagnitas que ecuaciones, el sistema homogéneo siempre tendra un nimero infinito de

soluciones, pues si solamente existiera ia solucidn trivial el escalonamiento de la matriz por

operaciones elementales conduciria a un sistema de la forma :

% = ()
X5 = )

X e ow = @

= {

¥ 0

vy posiblemente, a ecuaciones adicionales de la forma 0 = 0. Pero este sistema tiene al menos tantas

ecuaciones como incognitas. E n consecuencia puede enunciarse el siguiente teorema :

i sietema de ecuaciones lineales homogéneo con més incognitas Gue ecuacionas tiene

siempre un namero infinito de soluciones”.

Expresion matricial de un sistema de un sistema de ecuaciones lineales :

Dado un sistema de ecuaciones lineales de m ecuacionesy n

incognitas ¢

Qy X, + QipXy b Fa X, =
.o 1 s
Oy %1 F AppXg b ey -a,,x, = h,
7 oxa A ¢ =/
”,,-.i'\| : “ml" 2 3 } (Ir'm' " hur

Si a cada polinomio del primer miembro de este sistema lo consideramos como un elemento de una

matriz, puede establecerse una igualdad entre dos matrices de orden mx1 :

24126
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AR S 2 PR Tt -y X, i ifhl !
Ay X) + Ay i +ay,%, |r _| P
2 R S B, L h,

Se observa también, que la matriz del primer miembro de esta igualdad puede expresarse como el
producto de dos matrices : la matriz de los coeficientes de las incognitas ( de orden mxn ) por la

matriz columna de las incognitas ( de orden nx1 ) - iVerificarlo! — nos queda :

ARARRAARAARARARAAAALS

i ; : {
Qi Ay e v h,
s My w0, ¥, e
-
My B s B J. L\\'H Jia A It )

que es fa expresion matricial de un sistema de ecuaciones fineales.

Siflamamos con

( gy ”lrr\§. (%)
| @y Gy Wy o e g .
Ae=] ' { ala matriz de los coeficientes de las incognitas, con X = ala
e |
i 1 | Lx
\G.r.lll i ( win L e )

l 3

matriz de las incégnitas y con 1 ’
|

I A
a la matriz de los terminos independientes, la

o 7
\

S ”.Irr J

anterior es de la forma : AX=H
Este modo de escribir un sisterma de ecuaciones fineales es particularmente Gtil, en el caso en que la
matriz A { matriz de los coeficientes ) admita matriz inversa, en cuyo ¢aso, segun se vio

anteriormente: X=A'YH

Ejemplo 7 : Expresar el sistema dado en el ejemplo 4 en la forma matricial y resolverio si es

posible por inversion matricial .

AAANRAAARARARARARAAARAARRARAAR

1Jx+3} Fdz =11 25
thl_p---ffif~ -1 P

B

D2




il
i
i
in 5
o
e
Ui
o
Le
5|
i
I
I
t
i
___
H i+
!
3 1
« :
i \1.1||_||I.; .
5 s |
e ~ e
)
° Il
gemTEE
A\ o I |
_ W e
iR ;
e /.J. et (@, - __
ot — | ;
I -G o {
I T £.|.\\._ [ ., ’ t
: i R ]
!
| i | oS
S| o
- = ~ ﬁ,\f
ik o A | e
M T -k I
] = e~ | — |
g < ! ~ P
) | [ e -
e i il
o) L »= -
¢ p M oamy =
e i -
,_.mw [t} — ™y _ .4,..“ I
ha 3 > "
= e o el I
b ]
L ~ :
i
i
1

i ..:.d__l»..um..cw:v w)v_...u.l»,lv &JJJJJJ&J.@»&I&-&;\_w.,.-_g.._ﬂw..__.ﬁ..ﬂ.\u._\v\w. %J.,U.Jq }..n..«.au.«.zw- ZJ;J\V.A«?.«»W-“_.__,.W

4 : v ki §



F ' il <) 3 ¥ T y
PEL R ‘h‘tﬂlﬁ_-'umm"lmuﬂu Lot [ mertiEian

U.T.N.
UNIVERSIDAD TECNOIOGICA
MACTONAL
Fac. Peg. Sta. Fe

Tt ‘__-' .
n ' )
wu

o iy e A
o

4

';.

?E- ;

i 0
il ;.t,
.'.'\ A
 EEEY
F, SRR |}

CE)

1 /.,
4 Catedra : :
g ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA
’ Cuaderno N° 3 E
'F ;
£ | e
.r'_fj-l
Temas : ' !;’:‘7'
Espacios vectoriales. . ui
4 Transformaciones lineales. 1=
¥ Matrices similares, e ! il
Muvovaloresy Autovectores — Diagonalizacion. | i o
' {
Carreras ) _ E
Ingenieria Macanica, Eléctrica, Civil & Industrial 3 [":f
| |
{1
i
r
Material elaborado por: j J
Ing. Alberto R. GONCEBATT L
r I.‘II-;
i
(Edicidn pretiminar)
Afic 1999 .
k
i.
Sl 1/ 56
— b




U.T.N.

UNIVERSIDAD TECNOLOGICA
NACTIONAL
Fac. Reg. Sta. Fe

Catedra ;

ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

Tema :

Espacios Vectoriales

Material elaborado por :

Ing. Alberto R. GONCEBATT

(Edicidn pretiminar)
Afio 1999

PERRRRRREERRRRRRE N

TER
h@hhhhhhhh

12

TAT,




|

X

b

b

b

BB BEGBHEBLHbLUY

R

!

Lot ominin e g g Goe o pag. N* 1
¢+ Apuntes de Algebra Lineal - Redacts @ Ing. Alberto B, GOMCEBATT -UTN Fac. Reg. Sta. fe g

INTRODUCCION.

Vamos a iniciar este tema . teniendo presente el concepto de vector de suma importancia en la geometria |,

segin lo hemos podido apreciar en los temas anteriores .

Los vectores pueden ser sumados entre si y.multiplicados por nimeros , su resultado en ambos casos es otro

vector .

Por otro lado , si Sy( titaeety )y S ( kikoyoo.... k, ) son soluciones de un sistema de ecuaciones lineales

homogéneas .

La suma de estas soluciones

St+ Sa= (ty+ky,tetka e tatk )

y el producto de cnalquiera de ellas diganios S, por un escalar o & R
OLS) = (0 ty, CLty e .ty )

también seran soluciones de este misino sistema.

Frecuentemente ©n Matematica nos encontramos con situaciones analogas cuando se tiene un conjunto de
elementos que pueden ser sumados entre si y multiplicados por numeros,obteniendose de esta forma
efementos dell mismo conjunto. %

Por ejemplo , los polinomios en x de coeficientes reales , pueden ser sumados entre si y multiplicados por
numeros reales obteniéndose polinomios del misimo tipo. [

Si por ejemplo el grado de los polinontios que se suman y se multiplican por nimeros , no sobrepasan un

numero dado w | los polinomios que se obtienen seran también en este caso de grado no mayor que n.
Finalmente , los propios himeros se pueden , por supuesto sumar entre si y multiplicar por nimeros , es mas .
en lugar de un niimero , se pueden considerar pares , ternas o n-uplas ordenadas de niimeros [ )5 Cere—— Xn )
Estas pueden sumarse entre si

( X1,X25-000e0en ----,Xn) +{ MY Y3 anesmunn ,}’.._) = (x]-{-y,,xz—l--yzj I )

y multiplicar por niimeros

CL{X 1, X e X )= ( OLX 00X O Xy )

3/5
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obteniéndose toda vez . una n-upla del mismo tipo. Todas estas situaciones , son distintos ejemplos de espacios j
vectoriales .

Con el fin de abarcar estos y todos los demds casos posibles , introduciremos la siguiente definicion.

ESPACIOS VECTORIALES. Definicion:

Un espacio vectorial real V , es un conjuntio de objetos denominados vectores , en el cual estin
definidas las operaciones de adicién y multiplicacién por un escalar y satisfacen los 10 axiomas que se
enuncian a continuacion: .
SixeV yeV =>x+ye V (ley de cierre p/ la swna)
2. Sixy,ze V => (xty)tz = x+{y+z) (asociativa)
3.3 1% Vixtx =x"tx=x .. x' =0 ( vector nulo)
4 3 1xe V/xix'=x+x=0 ~x"=-x (vector opuesto)
5. SixyeV => xty=ytx ( conmutativa)
6.SixeV y age R => axegV (ley de cierre p/ la multiplicacion por un escalar)
7) SIx,yeVaaeR => o (x Fy)= o .x+a.y (distributiva respecto a la suma de vectores )
) SixeVaape R => (atf)x= o .x+ B.x € distributiva respecto a la suma de escalares)
9NSixsV A a,BeR =>0 (B x)=(aB)x (asociativa de la multiplicacion por un escalar)

10V x eV | lx=x (alescalar! selo llama identidad multiplicativa)

°» EJEMPLOS

\.It-;‘i.

ok

L]
EI ejemplo mas conocido de un espacio vectorial es el conjunto de los segmentos orientados que: pa;ten de

un punto fijo O de nuestro espacio R2. p
Multiplicar un segmento por un numero real ;";os.itivo o significa aumentar su longitud o veces, sin alterar su
direccién. Si o es negativo Ja multiplicacién de un segmento por o significa que su longitud aumenta | o |
veces y que su direccion cambia por la contraria.

Analogamente, sumar dos segmentos significa tomar la diagonal del paralelopramo construido a partir de estos

segmentos |

El vector nulo, seré el segmento cuyo origen v extremo coinciden con el punto O .

2)Con un razonamiento analogo los vectores en R3 (puede demostrarse) que constituyen un espacio vectorial

3)Un ejemplo més general y ademas basico para toda la teoria de los mismos, es el conjunto de los vectores en

Ll

R1, es decir el conjunto de fos vectores filas (o columnas) de n componentes (Xi,Xz.......0..; X,)

| 4

-

n ' pu

En este caso, la suma y Ia multiplicacion por un numero real se definen del siguiente modo

g




¢a e

BB

dddddddddddddddddddedddadedada

dedddddd

L
ol

FETE TS TS S S T T E T T TR RS TP E R TS TR TR R TR

R

g

., Apuntes de Algebra Lineal - Redacto : Ing. Alberto R GONCEBATT -UTN Fae. Rep. Sia. Fe Piig. N 3
O (X, Kyeeerieeeny X = {00 X,00 X2 o, L Xy )
(X],Xg, """""" 9xll) ot (ylay?-'s """" -,_Yn) = (x]+y1ax?_1"y2a ----------- sxil-‘]":f]ltJ

En lugar de filas (o columnas) se pueden considerar matrices de un numero cualquiera, pero fijo

de filas y columnas. De acuerdo con las reglas de célculo de matrices, cualquier matriz de este tipo puede ser

multiplicada por un namero real y cualquiera sean dos matrices del mismo tipo pueden ser sumadas,
obteniéndose en ambos casos una matriz del mismo tipo.

Resulta facil demostrar, que ademas cumplen Icou todos los axiomas de la definicion de espacio vectorial.

Por lo tanto, las matrices de orden m x n constituyen, respecto a las operaciones de

adicion y multiplicacion por un nimero un espacio vectorial.

4)Espacio vectorial trivial: Sea V= {0}.Es decir V consiste (inicamente en el nimero cero.
Como:

0+0 =1.0 = 0+ ( 0+0 ) = ( 0+0 ) +0 se concluye en que V es un espacio vectorial.

5)Un conjunto que no es un espacio vectorial :

Sea V.= "{ | } . Es decir V contiene (inicamente al niimero uno. Este no es un espacio vectorial por que no
satisface por ejemplo el axioma 1° que es el de la ley de cierre para la suma. Esto se ve facilmente, va que:
I+1 =2 ¢a V. Hay otros axiomas que tampoco satisface.

Sin'embargo basta con demostrar que no cumple un axioma para probar que V no es espacio vectorial.

6)Verificar si el conjunto de puntos en R2 que se encuentran sobre una recta que pasa por el origen de
coordenadas, constituye un espacio vectorial:

Sea V={ (x,y)/y =m.x }

Es decir V consiste en todos los puntos situados sobre la recta ¥ = m.x

A fin de mostrar si V es un espacio vectorial debe comprobarse que satisface todos los axiomas
I)Supongamos que x = (x,.y,) ., y = (X2,¥2) estan en V

entonces y; = m.x;,y; =mx; A

Xty =(xy1 )+ x2,y2 )= (xy,mxy) + ( Ko, MK )= %+ X2, ML X +Hm.xp) =
[Xitxz, m (x+x,) ]

por lo tanto el axioma 1° se satisface.

2)Supongamos que z = (x1,y3) = ( X2,MX3) estd en V

entonces (x+y ) + 2 = [ (x1,y1 1+ (xa,y2)] H(xoys) =

= [ (xp,mxy yH(xg,mx;)] +(xz,mx;) =

= (x;+xz,mx;+:nx;)+(xs,rhx;{) =

= (X1hxatxa, mxytmxabmx,) = (x1,m%1) H (Xotxa, mxFmxa )] =
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={ Xy )+ X2,y )+ (xa,y3)] = xHy+tz)
3) Sea 0 = (0,0) =(0, mi) e V=>x+0 = (Xu.31)H0,0) = (x,+0, mix, +0) = (x1,mx;) = (xLy1) =x =
4) Seax = (x;mx;) => -x= (-x1,-mix;) =

X +(-X) = (X=X mx;-mx, ) = (0,0)=0 ==
5) x+y= {X1,IT!X|I)'|'(X3:J'HK2_} = (X+Xg, mxptmx,) = (X2,X2)H(xp,mx,) = y+x
6) o.x = o {x;,mx;) = (o x, oemxy) gV,

7)o {x+y) = (xy+xa,mx;Fx,) = (oxytax; . omxyHoimx,) = o

= (00X, o0 mxg )+ ox;, ahlx;j = X+ oy &=

8) (@t )x = (0ot ). na,m) = [(00kB ), + (o4 By | = x P x: oy +.mx, )= N (25

X.0mxq} + (B x%,B mxy) = a., (M) HB(xp,mxp) = a x +Px __
No(Bx) =[P, (x1,mxy) | = o (B.x,, B. mx;) = (& Bxy, o B.mxy) = aﬁ(xl,mxl) = (af3).x "

10) T.x = 1.(x;,mx,) = = (1x,L.mx;) = (xi,mx;) = x
En conclusion ,como se satisfacen los 10 axiomas

recta que pasa por el origen de coordenadas constituye un espacio vectorial,

Verificar los 10 axiomas suele resultar bastante tedioso, por lo tanto se sugiere v

inmediatamente obvios,

7)Verificar si el conjunto de puntos en R2 que se encuentran sobre una rec
coordenadas constituye un espacio vectorial-

Sea V={ty)/y=2x+1:xs R}

Puede observarse que V 1o es un espacio veetorial, dado que no se cumple la ley de cierre como ey ef

ejemplo
anterior.

A fin de ver €sto, supongamos que: (X1,y1) ¥ (x2,y2) estian en V

=2 (Xuy1) + (Xa,y2) = (XitX2, yity,)

Si este Gltimo vector estuviese en V, se tendria-

Yi+y: =2 (xptx) + | = 2%+ 2%+ 1

pero  yi=2x+1 A ._v;» =2x; +1

de tal modo que:  y; + y, = (2%, D+ 2xo+1) = 2%, 42x,+2 _
por tanto se lega a la conclusién de que (xitxa.y by} €a V: si {(xLyi) eV A (X2.y2) e V.
Una forma ficil de ver que Vnoesunev consiste en observar que-0(0,0) no esta en V.ya que 0 #2.0 +]

Teniendo en cuenta el axjoma 6 de Ia definicién de espacios vectoriales ( ley de cierre para ef producto de un
vector por un escalar) ,llegamos a través del siguiente teorema g otros resultados importantes de un espacio
vectorial .

ta que no pasa por el origen de @@=

» 8¢ ve que el conjunto de puntos que se hallan sobre una®=g

erificar aquellos que no sean

"
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TEOREMA: Sea V un espacio vectorial. Entonces:
NDa.0=0VaeR
2)0x=0 VxeV

C3)Siax=0=>a=0 v x=0(0ambos a la vez)

4) -x=-x ,VxeV

Por el axioma (3) ( 0+0) = 0
por (7) o (0+0) = o0 +¢t.0 = . .0
Sumando (- a0} en ambos miembros
o.0+a 0+(-0..0) = a .0+ (-cx.0)
a0+H{a - 0)] =0
al+0=0 = ald =0
2) 0x=0 V xeV

Similar a la anterior

0+0=0
(040).x = 0.x
0.x+0.x = 0.x

0.x+ [ 0.x +(-0x)] = 0.x +(-0x) "
0xH0=0=> 0.x=0
3 a.x =0
Si o # 0 multiplicamos por l/a
Vo .ox= /o 0=0
lx=x=0(
- 4) <lx=-x
I+-1)=0
por 3) 0=0x= I+(-1) x=lx+-1)x=
0= x+(-1).x
sumando (-x) a aﬁlbos _Iados
0+(-x) = x+(- I.-).x-P(--x) = XHXPH-1)x = OH-Dx = (-1 ).x
por tanto

x=(-1)x

T & S5¢
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B

SUBESPACIOS:

Sabemos que R2 = {(xy);xe R AyeR } esunev. Vimos ademas que V= {(xy) fy =mx } también es un
e.v..Siendo que Vo R2,es decir R2 tiene un subconjunto que es a su vez un e.v.
Osea, que todos los e.v. tienen subconjuntos que también son e.v, En esta oportunidad vamos a. analizar

estos importantes subconjuntos

SUBESPACIOS. Definicidn:

Sea H un subconjunto no vacio de un e.v. y supongamos que H es en si
mismo un e.v. ante las operaciones de adicion y multiplicacion por un escalar definidas en V. Entonces
se dice que H es un subespacio de V.,

Antes de verificar algunos ejemplos, vamos a demostrar un resultado que hace ,sea relativamente sencillo

determinar si un subconjunto de V es o no un subespacio de V.

TEOREMA

Un subconjunto no vacio H del e.v.V es un subespacio de V si se cumplen las dos leyes de cierre.
DSixeHAyeH= x+tyeH

Es decir si H contiene a los vectores x e y también contiene su suma.

2)SixeH= oaxe HV aeR

Es decir si H contiene un vector x, también contiene todos los multiplos ox donde o pertenece a los reales.
Ambas condiciones, equivalen a la siguiente: Si H contiene unos vectores x e y , también coutiene
cualquier combinacion lineal.:

ox+By con ag R ABs R; delos mismos.

DEMOSTRACION:

Es evidente que si H es un e.v. deben cumplirse las dos leyes de cierre.
Reciprocamente, para demostrar que H es un e.v., es necesario mostrar que secumplen los

axiomas del (1) al (10) de la definicion de e.v.ante las operaciones de adicion y multiplicacién por un escalar

definidas en V.

Las dos operaciones de cerradura (1) y (6) se cumplen por hipotesis.

Como los vectores en H también estan en V las leyes de asociatividad, conmutatividad, distribucioén e identidad
multiplicativa (axioma 2, 3, 7, 8, 9 y 10 )se cumplen.

Seax € H= 0.x g ' por la hipdtesis (2).pero por el teorema anterior (parte 1) 0.x=0.

Entonces 0 € H y el axioma (3) se satisface.

Por Gltimo,por la hipdtesis (2), (-1).x € para todo x & I1.Por el teorema anterior {parte 4) -x =

RRNARARAEREALLS
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(-1).x & H por lo que el axioma (4) también se cumple y con esto queda com pleta la demostracion
La demostracion anterior,contiene un hecho que es lo suficientemente importante para sefialarjo

de manera explicita:

Este resultado a menudo facilitara ver que un subconjunto particular de V no es un e.v. Dicho en otras

 palabras:Si un subconjunto,no contieng el cero, entonces no es un subespacio vectorial,

oy
X

Debe observarse que el vector 0 en H, el éﬁa__l_ es un subespacio de V,es ¢l mismo que el vector 0

de V.

Directamente de la definicion,puede deducirse que todo subespacio vectorial H contiene el vector nulo y todas

las combinaciones lineales de cualesquiera vectores suyos.

e EJEMPLOS:

1) §i V es cualquier e.v,el conjunto H = {0} compuesto solamente por e} vector nulo posee las propiedades
(Dy2) (0+0=0 y a.0 =0, ¥ a € R) por consiguiente es un subespacio de V y se lo llama subespacio nulo
o subespacio trivial.

2)Por otro lado el propio e.v V puede ser considerado como un subespacio de si mismo.

Estos dos ejemplos muestran que todo e.v V,contiene los dos subespacios {0}y V (los cuales coinciden si V =
{0h)

El subespacio nulo y V suelen llamarse subespacios triviales def e.v V.

Todos los demas subespacios se denominan no triviales o propios.

3)Analizar si S = {x € R3 / x;+x2-X3}= 0 es un subespacio vectorial de R3
Solucion:
1)S#@  pues por ejemplo (0,0,0) & S
2} S « V por definicion de S
3)SeanxeS;yeS;aeR; PeR: ax+ByeS
Six § = x=(X1,X,X1) = X;+X: = Xa
Siy S = y={yysys) = yrty2=y;
o xHBy = o (X, X2, X3 ) HP(y1,Y2,y3) = (ox1+By 0By oxsHPys ) =
= [oxHByis oxa+Byz; alxitxo)+Blyrtyz) ] =
= [ox+Byi; axa+Bya; (oxi+By (oo +By2)] = (21,22,2:) = z donde za = z,+z, es decir z€ S
Por cumplirse la condicion suficiente S es un subespacio vectorial de R3. 1

Geométricamente, S es un plano que pasa por el origen de coordenadas.
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4) Analizar si A= {xe R / x;=x+1} es un subespacio vectorial de R2.
Solucion:
En este caso,el vector nulo (0,0) ¢a A por fo tanto, A no es subespacio vectorial de R2.Geométricamente A es
una recta que no pasa por el origen de coordenadas.
Sea por ejemplo:
a=(12) ;aelS pues x;=x+l
y b=(1/2,1/2); beS pues x;=x+1
:al analizar si atb €8
a+b = (1,2)H-1/2,1/2) = (1/2.5/2)
Se observa que se obtiene un vector que no pertene_;ce a S,pués: !

5/2 # 1/2+1 (% # x+1)

5) Sea w un elemento nonulode R3 ysea A={ xeR3 /x.w=0 }< R3 analizar si es subespacio de R%

§
Solucion.

A+@D pues O0e A
1) Cualesquiera sean x; y x, pertenecientes a A.tenemos:
(Xytx2)ow = xwixaw= 040 = 0
2) Cualesquiera sean «s Ry :\ € A es:
(ox)w= a(xw)=wul=0
De (1) y (2) resuita que A es un subespacio de R3.El conjunto A desde el punto de vista geométrico es un

plano que pasa por el origen de coordenadas, perpendicular al vector w.

Con los subespacios de un e.v V se pueden efectuar determinadas operaciones,la mas importante de ellas es la
interseccion. .

Se llama interseccion de los subespacios H| HZ i de un e.v. V al conjunto H de los vectores que pertenecen
simultdneamente a todos estos espacios.

Osea H=HI ~H2

TEOREMA: La interseccion de dos subespacios H1 y H2 de un e.v V es un subespacio de este espacio

vecforial.
DEMOSTRACION: Podemos advertir en primer lugar que H1 ~ 2 es no vz;.cfo ya que contiene al 0. Por otro
lado:
Si x; e HINH2 = x, e HI A x; ¢ 12
X28 HINH2 = x, e HI Ax; &8 H2

como H1 y H2 son subespacios

|

L

PPR

SRRRE



i

EEEENERREREERRREE RN

CEEEEEC e ideddcddeddddds

dEdEdidddeedddae

F

Apuates de Algebra Lines! - Redacts : Ing. Alberto R GONCEBATT AUEN Fac. Reg. St Fe Pig. N* 9 !

w8 HL A x3+x; e H2  por lo tanto  xytx & HIMH2 5
De manera similar
Si xyeHl ~“H2 =2 xeHl Axye H2
como H1 y H2 son subespacios axy ¢ HI nox; e H2 g R
por lo tanto @ x, 8 Hi m H2Z
Por ejerplo la irterseccidn de dos planos que pasan por el origen de coordenadas (que son subespacios de R3)
es una recta que pasa tambisn por el origen,por tanto también es un subespacio de R3.
Puede demostrarse que en general no es cierto que si 1 y H2 son subespacios de V eatonces H1 « H2 sea

necesariamente un subespacio de V.

COMENTARIO.

Habitndose definido las estructuras de espacios y subespacios vectoriales y posteriormente analizado en

funcion de ellas- » fravés de ejemplos especificns - §f clerfog vectores de determinadas caracteristicas forman
parte de un espacic ¢ subespacio vectorial ,nos debemos interesar ahora por la relacién que en general guardan
aquellos vectores que forman parte de un espacio vectorial con otros del mism10 espaciojen como pueden ser
determinados y en que forma cuantos y cuales vectores del mismo espacio pueden generar a todos los vectores
que componen al mismo, es decir que vectores pueden engendrar ese espacio.
En razon de ello vamos a introducir las definiciones de Conjunto generador y Dependencia e Independencia
lineal. _ |
Previo a ello observemos que por r;:iemﬁlo.!a ecuacion x+2y-z = 0 tiene solucion general

(x,y,z) = (s-2r,1,8) donde r y s son dos nimeros cualesquiera. Toda solucion puede escribirse en término de
{os vectores (1,0,1) y {-2,1.0) de R3 como

s-2ry (1) (-2 !

7a o8 {}J bt o1
5 Ul 0

Es decir puede construirse un mimero infinito de soluciones en términos de solo dos vectores y el analisis de

las soluciones puede efectuarse estudiando Gnicamente estos dos vectores.Para poder aplicar métodos de
I
analisis similares en los espacios vectoriales.se necesitan los conceptos antes mencionados.En ambos

conceptos aparecen las combinaciones fineales de vectores.

COMBINACION LINEAL

Vimos que todo vector v(a,b,c) en R3 se puede escribir.en la forma :

v=a.itbh.jtck
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en tal caso se dice que v ¢s una combinacién lineal de los vectores i, j, k .En general se tiene la siguiente

definicion:

.

COMBINACION LINEAL . Definicion

Sean viv,.......v, vectores en un espacio vectorial V.Entonces
cualquier expresion de la forma: aqvitoavata...... oy, donde o 0s......0y  son escalares, se llama
combinacion lineal de vi,vy ceeovi-

Por lo tanto,para que un vector,sea combinacion lineal de otros,es necesario probar la existencia de
escalares,que satisfagan la ecuacidn anterior.

Se plantean dos problemas:

a) Se conocen los vectores v; y se quieren encoutrar vectores que sean combinacion linend de los vi. Es el

caso mas sencillo,pués basta dar valores arbitrarios a los escalares o

° EJEMPLQO: Dado los vectores vy = (1,2,-3): vy = (2,0,1); va = (4,1,2) hallar un ve:tor w que sea
coinbinacién lineal de v vy, vs.
Solucion: W= O vt vt aauva sdamos valores arbitrarios a los escalares,por sjemplo o= 1; oy
o
1L(1,2,3)+(-2)2,0.143.(4,1,2) = (9,5.1)

. o] 2 4
e EIEMPLO: Hallar una mairiz C que sea c.l. de las inatrices A = l PO [ b= i 3
P 1 %
Sorlucion.
1
o AtepB=C
tomamos por ejemplo -3y ;. 2
0 -2 4 ~1 8
3 +2 e
2 | i1 3] 14 9
* EIJEMPLQ: Combinacion lineal en Pn.
En Pu todo pelinomio,se puede expresar como una combinacion lineal.de los monomios - 538 Sy

b). Dados los vectores,averiguar si uno de elos es 0 no combinacion lineal de los restantes
“ntonces deberemos probar la existencia de nimeros reales que cumplan con la definicion.
*  BJEMPLO:Decir si el vector (4,3) ec o no combinacién fineal de los vectoraes (3.2)y (1,-1).

Solucién: Se plantea la ecuacion
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o .(3.2)+ B.(1,-1) = (4,3)
de donde surge el sistema:

{3.(1 +B=4

) =3 cuya solucién es o =7/5; B =1/5 por lo tanto es combinacion lineal
o-p=

* EJEMPLO: Verificar que el vector (1,1) no es combinacion lineal de los vectores (4,3) v (0,0)
Solucion: Se plantea la ecuacion
(4,3 B.0,0) = (1,1)

de donde surge el sistema:

{4.(1 +0.8=1

3 0p=1" como el sistema no tiene solucion,eso nos indica que no existe combinacion lineal
Ja+up=

CONJUNTO GENERADOR DE UN ESPACIO VECTORIAL. Definicién Se dice que los veciores

ViyVaessennnVy de un espacio vectorial V generan V ,si todo vector de V se puede expresar como una

combinacién lineal de ellos.

Dicho de otra manera,para todo vector v & V existen escalares Oy, 02 4, o, tales que

v al ‘.fl-f— C(_z V2+‘”_.,..+.an-vll
e EJEMPLOS:

1) Los vectores i=(1,0) y j=(0,1) generan R2.
2) Los vectores i=(1,0,0),j=(0,1,0) y k=(0,0,1) generan R3.
3) n+1 vectores que generan Pn : Los monomios FLo 50

[
........ X generan Pn.

4) Cuatro vectores que generan Maxy:

!‘a b 10 0 1 0 0
como = + 5. + e, +
le d 0 0 _0 0 o

»

{o O'J X
o ;
g 1

0 0

o genera My,

Lo offe ol 5

¢ /6
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P{2]}3
5) Analizar si los vectores | ~11{;| | k| 2| gencran R3.
2111114

Solucidn: Si los vectores dados:constituyen un conjunto generador de R3,cualquier vector x = (X 1,x; ,%3 ) de

R3 ,se puede expresar como una combinacion lineal de ellos.es decir deben existir escalares a, 3, 8, tal que:

X1 1 5 3
=l -T{+p[1]+8.|2
X3 2 ) |4

operando:
Ja+2ﬁ+35:x|
=0+ B+26 = 1
12a +8+46 = x3

escalonando:
| Z 3 4 X1
-] 1 2 : X2
2 | X3
| 2 3 : X1
l 0 5] 5 4 Xi+ xz2
0 -3 -2 1 =2xiEx;
1 2 X1
3 5 : Xt x2
0 Xtk X2k xa

como Este sistema es compatible,estamos en condiciones de afirmar que cualquier vector de R3 se puede

€xpresar como unaycombinacion lineal de los vectores dados.;esto es asi por que para cada vector de R3 van a

existir valores de o, B, y & que asi lo determinan.Por tanto esos vectores constituyen un conjunto generador de
R3.

Es mds ,como el sistema es compatible determinado,para cada vector de R3 existird una Gnica combinacion

lineal de los vectores dados que lo determinen,
L]f2]]3

6) Analizar si los vectores | 1| | ;] 01 constituyen un conjunto generador de R3.

21113

. r F
Solucion :

Procedemos en forma andloga a la anterior.Es decir si x (x5 ,%.%x3) € R3 =

tfaaRegRR808888
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[ x1 [ 1] ]2 3]
11 . .
‘x;;rr a.| -1 Hﬂ.! L{+8].0
! I -
Lol 2] | ‘J L3

operando:

o+ 28 1 38 = x

‘

4{ e+ =
!_Za +B+38 = X3

resolviendo este sisiema mediante su escalonamiento:

|1 2 3 X)
‘ = ! G X
2 i 3 Xa
1 =2 3 X1
0 3 3 X1+ X2
#] -3 -3 : —2xi+ x3
] 2 3 X
0 3 3 X1+ x2 p
0 ¢ 0 — X1+ X724 ,\“Jr

corto el sistema es incompatible Lello nos indica que 1o todos los vectores de R3 se pueden expresar como una

combinacion lineal de los vectores dados.En consecuencia,el conjunto de vectores dados no constituye un

conjunto generador de R 3.

Por otro lado .abservemos que para que este sistema sea compatible, es necesario que
“X) TXy+Xy =0

Bajo esta condicion ,ol sistema serd compatible indeterminado y sus infinitas soluciones permitiran expresar

como combinaciones lineales de los vectores dados,solamente a aquellos vectores de R3 Jtales que sus

componentes cumplan con la condicion sefialada anteriormente.Generando en consecuencia un conjunto de

vectores de R3 con tales caracteristcas,que desde el punto de vista geometrico representa la ecuacion de un

plano que pasa por el origen de cocdenadas,siend

R3.

0 este .de acuerdo a lo visto anteriormente an subespacio de
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7) Hallar un conjunto generador del plano:

S={xeR/2Xi~ X2+ X1=0 b={XeR/xi=-201tx }

Solucidn:
SEXE8 = x= (X1, Xa%s5) = (1 ,%2,-2X04%2) = (%1,0,-2%,) + (0,%2,%2) =
= %0.01,0,-2) + %2.0,1,1)

como resulta posible obtener cualquier vector de S mediante una combinacion lineal. de A = {(1,0,-2);,(0,1,1)

§ se dice que A es un conjunto generador de S.

ESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO DE VECTORES, Definicion

Sea w ={v,vy ,........ Vo } & vectores en un espacio vectorial V., El espacio generado por vy va,....vy es el

conjunto de combinaciones lineales de Vi vy

Es decir:  espacio ( ViVa,nVi ) = v v = oy vitoh vk e togvr Y donde o o L o SOt
escalares.

TEGREMA: Gen {v),vy,....v, } €s un subespacio de V .i

DEMOSTRACION:

Sean a = (oyviroovat.. .. +ogvi) y b = (BivitBovat o +Brvi) dos vectores cualesquiera del espacio

generadopor Wy as R,
ath = (y, B ViR vt ot ). vie
oL.a = (0200 ) vy Hook). v, Fovistiioronenn HOWOEY V.
luego atb y wa son combinaciones lineales. de VisV2,. .V Y por o tanto pertenecen al espacio generado por
W
Queda probado asi,que ¢l espacio generado por W es un subespacio de V.
®  EBJEMPLO:Analizar que representa el espacio generado por dos vectores vi ={L,2,1) y v; = (-1,0,1) en
R3.
Solucicn:
H = gen(v,,v,) = {viv=ca(1.2.1 HHL-1,0.1)
Siv=(xy,2) & H entonces se tiene
-~ =x
2= 3 o
Lo et
Si se considera que (%,y,2) esta fijo,entonces estas ecuaciones,se pueden imaginar como un sistema de tres

ecuaciones con dos incgnitas o v P .Resolviendo
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I -~ x 1 =1 X 1 = X

20 9 Pl Z p=du=0 2 y—2x

1z 0 2 z-x| [0 0 -—-y+2x+z-x
Por lo visto,se sabe que tiene solucion si -y+x+z = 0 es decir que
H=gen(vi,v2) = { veR3/ z=y-x}
Geométricamente representa un plano en R3 y cualquiera sean fos escalares que se elijan,al combinarlos
linealmente con v y v se obtendra otro vector al que le corresponde un punto del plano.

Este ejemplo se puede generalizar para demostrar el siguiente hecho de interés:

B s R s o o o e

]

TEOREMA: Sean vi,vs,....... VaVn Dl vectores que estan en un e.v. V, si vi,va,......va generan V, entonces

V1,250V Var1 también generan V. Es decir la adicion de uno o mas vectores a un conjunto generador da por

resultado otro conjunto generador.

ddeddeddsddcddddeddadadddddass

o LIEMPLO:
o]0 1 0
0L 11],]0fgeneranR3. = =x.| 0|+ v.| 1 |+2]0
0] o)1 0 0 !
1]{o]fo '1] . 1 0 0 ;
110} 1] también generan.R3 =1 y |=af 0|+ B.| | +-}/..0 +e.| 1
0flo][1 0“ z] |0 0 [ 0
. _ - w ={
oa-tm=x a 0 0 o x
B+w=y =10 B 0 @ y| = ot
B = it
y =z 00y 0 2| PV
Yy ==

Por ejemplo: sit =1

sEREEEREEREEEE R R

deEdddEddddddedaees

u

Jorse
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F4° l—‘ 0] 0 g il (0} 0 [ 3| 0] B -
[5 = (4 -0+ (5 1)1 ] +(3) o]+ (. |t|=3]0]+4 .ii+3. O+ 10| =10]+ 4 i
i 1 ] 0 0 =
[3 [o] fol T 1 &
='U+§4+0+Iv5
[0 o] i3] o 3 i
[11[o][o 9
Este ejemplo nos muestra que el espacio vectorial R3 que es generado por S =4 0[1],]0 también P
o] {of|1 .
11fol]fo]f1
puede ser generado por un conjunto mayor S'=<[ 0] 1],/0}]1]|}.Como veremos mas adelante R3 y
0110{|1]]0

funciones de R3 se pueden analizar usando conjuntos generadores;asi por razones de economia y simplicidad.

lo que se desea es hallar los conjuntos generadores mas pequefios posibles para los espacios vectoriales.Para

lograr esto, se requiere del concepto de independencia lineal

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Sea V un espacio vectorial real y {v, v, .....v, i < V. Como el vector nulo pertenece a V., entonces el vector
nulo se puede expresar como una combinacién lineal de Vi, V2.V Es decir

Cr Vit € v Foiimi tep vy =0 N
Puede obsevarse que esta ecuacion admite la solucién triviales decir : ¢; = ¢p= =ca=0(1).

DEFINICION 1 : Se dice que un conjunto de vectores {v ;v; ...v, JC V es lincalmente independicnte

{li) si y solo si la ecuacion (1) admite como tinica solucién la trivial

DEFINICION 2 : Un conjunto finito de vectores { v, vy ..., tc V se Hlama linealmente
dependiente(ld) si no es (1i). '

Dicho de otra forma { vy v,......v, } son ( Id) si existen escalares ¢, ¢, .....c, no todos nulos, tales que: ¢ vy+¢,
VitocinnntCavy = 0

Es decir si el vector 0 (cero)de V, se puede escribir u:dmo una combinacion lineal de vy, v,...v, sin que todos los
coeficientes sean iguales a cero.

OBSERVACION : Si a un conjunto de vectores (Id) vy vy ,....v, se agregan otros vectores by ,....b, el
conjunto ampliado seguira siendo (1d)

En los problemas relacionados con la dependencia lineal.el vector nulo ocupa una posicion especial’,debido a
que todo conjunto que contenga al vector nulo es (Id).

¢ Como se sabe si un conjunto de vectores dado es (Id)o(Iny ?

RRRRRAXRRARARAARIARAARARIARAFRARRZLD
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o il
En el caso de dos vectores ,la solucion es sencilla

TEOQOREMA: Dos vectores , en un espacio vectorial V son (Id) si y sole si,uno de ellos es un miltiplo
escalar del ofro. |

DEMOSTRACION: Supongamos primero que v, = c.v, para algin escalar ¢ # 0 = c.vi-v; = 0

y viy vz son (Id). .

Supongamos por otra parte que v y v2 son {Id) => existen constantes ¢; y c; no nulas ambas,tales que
crvit Covy= 0

Si#z0 entonces dividiendo por ¢; tenemos : v,+(c; /¢)) v.= 0 o lo que es lo mismo

vi=(-c/c v

Es decir, v; es un multiplo escalar de v;

Sig=0 = c;;r# 0 v por lo tanto v,- 0 = 0.vy:

s EJEMPLOa) (2,1,3) y (4,2,6) son (Id)

, { . 5 : -
b) 5|y 121} son(li),sinolofueran setendriaque | 5 |=c.|2|=]2¢
-3 ’_4 =3 4 {4c
=2=c; 5=2.c y -3 =4.clocual no se cumple para ningun valor de c.
o EJEMPLO :
11[-31[ 7
Determinar si los vectores | t ;1 4 | =1 | son (Id) o (ii)
&1 2] 3|
Solucién_: Supongamos que :
8 =3] 71 [0
¢l 1]+¢,| 4 |+ —1{=10] al efectuar las operaciones indicadas,obtenemos:
8 2 3] |0 :
a 3+ Tes=0
at+d4cz—ci=0 Asi , los vectores seran (Id) si y solo si,éste sistema tiene soluciones no triviales.

8ci+2¢:+3c3=0

Al resolverlo se observa que su solucién es Gnica (¢, = 0, ¢, = 0, ¢ = 0) por lo tanto los vectores dados son

(i)

¢dddddddddddddddddddaeddddddddddddddddddddddddddadde

on
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2 i ]
* EJEMPLO: Idemde [ -1 2 || —
4 61110
Solucion
i . 0 !
2 f 1 1
Cil-titc2z2i+c3 8|=]0]| operando
4| |6 -10]

K

2Zcitertei=0
~¢i+2¢2—8cz =0

+Como este sistema posee infinitas soluciones,los vectores dados son (Id)
4ci+ 6c2—-10c3 = 0

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DEPENDENCIA LINEAL EN R3

Supongamos que u v y w
tales que: c¢.u+ cpv + caw =0
Supongamos por ejemplo que ¢; # 0 entonces dividiendo por c;

W =-(ci/es)u- (cofca)v=A.u+ By donde A= -¢;/¢c:; B= - ¢yl ¢y

Haciendo ahora el producto mixto -

wo(uxv)= (Au+By)(uxv)= AJufuxv)HB. [v.(uxv N=A0+B.0=0

yaque u y v son L aq{uxv).Esto muestra que u.vy w son coplanares.

En consecuencia: Tres vectores en R3 son linealmente dependientes si Y solo si son coplanares.

De todo lo anterior puede deducirse que: 8§ un conjunto de vectores no nulos

Vi V2 oy ety es (Id)al
menas une de esos vectores puede ser expresado como una combinacion fineal de los restanies.

De la teorfa de los sistemas homogéneos, también se puede sacar algunas conclusiones con respecto a la

dependencia o independencia lineal de los vectores.

TEOREMA :Un conjunto de vectores

en Rm siermpre es linealmente dependiente si n > m

En otras palabras - l'gdp_:;_ogj_g,mg__cif;__}fgggm _que_posea un numero de vectores mayor que_el
componentes de

¢ cada uno de ellos,siempre es linealmente dependiente
DEMOSTRACION -

Sean Xy .Xz,.....x, ;N vectores en KRm..Para demostrar que son {ld) debemos hallar

constantes ¢y, ¢, ... Ca 1O todas nulas,tales que ¢, x, ey Xy

Sean:

son tres vectores (Id) en R3.Entonces existen escalares C1.€2,¢3 no todos nulos ,

v

i a e,

® |

PRRRR
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; €y a, a,,
I g?i ' U‘}‘Z a!u
X, = g = R
IL.(J”"I N _af"7- . __am:r B

e

entonces reemplazando en la ecuacidn anterior tenemos:

s

Byl Fillys i Fosvinimaves +a,,.c, =0
o S o T v T G TN, o 7 NI . = 4]

Siendo este sistema indeterminado y tiene infinitas soluciones si n > m. Por lo tanto,existen escalares ¢, ¢
........ ¢, no Wdos nulos,que verifican el sisteina y 108 veciores xXp ,X;: .......X, S0n en consecuencia fineaimenie

dependientes.

@@@@&@ﬁ@@ﬁﬁ@@@@@@ﬁﬁ%@&

Asi,por ejemplo cuatio vectores en R3 son (Id)
COROLARIO; Todo conjunto de vectores (li) en Rn,contiene a lo sumo n vectores.En otras palabras :Tedo

conjunto de vecioves (li),no puede contene mids vectores que el niimero de componenies de cada uno de

deddded

ellos.
TEOREMA: Sea: :
- a, a; a,
39 3 12 n
a a,y, (e LT
e A e
e
et __arr.rl i mi ' ' amn 2

Entonces las columnas de A consideradas como renglones son (Id).si y solo si, el sistema anterior que se
puede escribir en fa forma A.c = 0 es indeterminado. Siendo
&

5!

C

.
L

f

Los siguientes teoremas son consecuencia del anterior:

TEOREMA: Searnr vi .72 jovinenn Vo H vectores en Rn p sea A la matriz de orden n x n cuvas columinas
SO V1 V2 eV EERECHCES vy Vg vy Son (T 5T p solo st e iinica solucidr del sistema homogéneo

A.x =0 o5 la solucion trivial ~ = 0.

e e o o o o e o e

deésdddddeddddddd

y

F e FT=VR
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. o
Ay Gy e el @y, ¢
i
Ay Gy . oAy, &
7. [ oy y ¢=1..] pero |A l # O,ya que las columnas de A son
ar?] anZ o a;m 2 __Cn

(li).Entonces el sistema tiene una tnica solucién ¢ y ¢l teorema queda demostrado.

COMENTARIO: Este teorema no solo muestra que V se puede expresar como una combinacién lineal de los

vectores independientes v, vy ... v 81 N6 ,ademds que dicha combinacion lineal es Gnica (ya que el vector

solucion es tnico ).
* EJEMPLO: Tres vectores en R3 generan R3 si su determinante es distinto de cero.

Los vectores (1,1-1):(2.-1 ;0%.(-1,3,2) generan R3 porque :

O=—11+#0 es decir son linealmente independientes.
=1 3

La mayor parte de los ejemplos vistos hasta aqui estan referido al espacio Rn

simplicidad o v

.solo por una razon de
isualizacién geométrica no obstante es de destacar que otros espacios ,eh apariencia muy
dispares,tienen basicamente las mismas propiedades.

* EJEMPLO: Determinar en Moy, si:
»2 1- :ml - [“ i, B |
- 2“2’“[ ]"l_. _— son (1d) o (1i)
Sofucion:

Planteamos la ecuacion:

2 1 1~ -2 1] o o
o 3 2 + 3. . + ‘u.“ ’ O_J:r: 0 0 operando resulta:

20+F-24=0

o - ‘B -+ !IJ L 0
3da+B+u=0
2a+8=0 ' ‘

Resolviéndolo,observamos que éste sistema homogeneo,admite como unica solucion la trivial,esto es o = 3 =

= 0; lo cual nos indica que el conjunto de matrices dado es /inealmente independiente

¢ EIEMPLO: Determinar en P2 si los vectares py = x’-1 P2 = X +4 ;ps = x? +1 son (Id) o (1)

. s -
Solucién: Planteamos la ecuacion:
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.-.}\__‘E) \&;I

a (- 1)b. (1 H e k2 +H1) = 0.140.x+0.x7

(at+tb+e ).x2 4+ (-a +4b +e )= 0.1 +0.x +0.x*  de donde

e |

»

atb+c=0 R
Como n (0 de incog.) =3 y m (n* de ecuac.)=2 = n>mel
—a+4b+e=0

i B
iyl Ay

sistema es indeterminado,es decir existen escalares a b, ¢ no todos nulos tales que

" »

ap t+tbprtep =0

entonces P papa coﬁstiiuyen un conjunto linealmente dependiente de P2, A
« EJEMPLO: Determinar sien P3 los vectores pr=1; p2= 24X pa= % it pa= 14+x" son {Id) o (1D). :';
Solucign: Planteames la ecuacion
(D) + b0 + o) wd (et )= 01 40 ix +0.55 $0.° =

operando,resulta el sistema:

a+2b-2c+d=0 a
h=0 r__ -
] {" -— {) . ; |
% d=20 :

luego,como su unica solucion es la trivial a=b=c=d=0 ,entonces p;.p2.ps.pa constituyen un conjunto
de polinomios (1) de P3.
BASES DE ESPACIOS VECTORIALLES

< e
” Jl genera R2.Es decir

3l

cualquier vector de R2 se puede expresar como una combinacion lineal de ( 1,1 ) (1,-1). El conjunto de

i
vectores T,—;”I ;

l |
3 iJ; l;}” también genera R2, Los conjuntos S y T difieren en que S es linealmente

=

f
El conjunto de vectores S = {(

independiente, mientras que T es lincalmente dependiente Esto hace que halla una notable diferencia al
expresar un vector de R2 come una combinacion lineal de los vectores de cada conjunto.Por ejemplo al

expresar (2,4) en término de los vectores de S ,se tiene como tnica posibilidad

1 4 &« &
g ; | D 4
( 2 J Ufl N [ 1 J ' .
=0.. ﬁ B [ e . = = 31[5 o _i
47l P i i
0 -2 1 2

Sin embargo,en término de los vectores de T,hay varias posibilidades

4
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21 PR T at+P+d=2 _ _
f=a. |+ B ]%-- o, e resolviendo el sistema
4] A [—1] :

_ 0 o-B=4

1 1 I 2
{ <1 8 .: 4] . [e+B=2-% .
e T I ) = Sol gral. = (3-k/2 ; -1-k/2 ; k)
t ! 3 Z 6=k _
0 -z - 2 "

La conclusion es: si un conjunte S de vectores genera V y S es linealmente dependiente,entonces la
representacion de un vector v & V en término de los vectores de S no es tinica.Si se desea unicidad el conjunto

generador, también deberd ser linealmente independiente.Un conjunto con esas caracteristicas recibe el nombre

de base para V.

dn

g 4 ¢ ; S o I ; .
DEFINICION: Se dice que un espacio vectorial V estd generado finitamente, si existe un conjunto finito

de vectores § = (v; vy yevenvy } en V tal que gen § = V. 8i el conjunio 8 es ademds linealmente

independienie,entonces § es una base pura V.
Esta definicion afirma lo siguiente:
Un conjunto finitc de vectores {v; ,va,....... v, { €s una base para V | si y solo si:
1"y peneraa V
2%y s lineaimente independiente

En un teorema anterios Jiemos visto que © todo conjunto de n  vectores finealmente independiente en Rn

generaba Ra ”.Por lo tanto

veri;:rev linealmente ?ridép’imdieﬁa‘é en Rnes una'base de Rn

« Es decic,un conjunto de vectores {vy ,vy ,....... va } de un espacio vectorial V es una base de V.si todo
vector de V se puede expresar como una combinacion lineal (inica de los vectores Vi Va0V
BEJEMPLO: A ={ (1:2), (3;-1) § es una base de R2.
Solucidn: Hay que demostrar que el conjunto A es (1) y que genera R2.
Es decir que: cx.(_hi 2+ B.(3:-1) - (0:0) tiene Gnicamente Ia solucion o =0:p =0
yque:  o(1;2) + B.(3;-1) =(x:y) tiene una solucion para cualquier vector (x;y) & R2.

Por o tanrb tendremios que resolver los siguientes sistemas de ecuaciones :

aFI B0 3P =%

2ig-p=0 ) Za—-pEyp

que escrito en forma de matrices aumentadas son:
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o

L. 3 = 0] T 3 ¢
Y
2 =1 4 Ol ‘b =t § 3
En lugar de resolver los dos sistemas por separado,es posible resolver los dos al mismo tiempo,trabajando con
ia siguienie inat iz aurentada dobleinente:

T3 0 @ .x

‘ ¥ 3 0 x|
MBS | ]

G | 0 L RAX

L 7

L oo /

el espacio generado se comprueba con esta parie

Para la independencia lineal se halla que: oo = 0 ;B = 0 y para genA se obtiene que
2x -y £33y ” ,
g= —;;— 1o = ———= Entonces como A es (li) y ademds genera a R2,es una bhase de R2.
/ [

En este ejemplo,vemos que los coeficientes en la combivacion lineal son tnicos para cada vector (x,y)

_dado.Esto en general es cierto para todos los casos y pedemos confirmarlo a traves del siguiente teorema.

escalares ©r,Co ety fales quer v=cuvy rcavy ho. +C ¥y
Es decir existe una Gnica combinacion lineal de vy ,va ..ol v, que permite hallar v.
DEMOSTRACION: Si { vi,vz oo va } s una base de V.es en particular un sistema generador de V' y por

lo tanto cualquier vector de V puede expresarse como combinacion lineal de esos vectores.Falta probar,que
esta combinacion lineal es fmica. |
Supongaros que un vector cualguiera v puede ser expresado como:

vy V) e Vi Faiesa eV v

v=di vy +dy vt + oy vy

restando miembro a miembro ,se tiena:

{(co-dy )i+ {ca-dajve b A {cp-ds vy =0 Como |V LYz e vy | es linealmente independiente
(pues es una base ) todos los escalares deben ser cere y por consiguiente:cs - di = ¢z - d2 T, = gy =+ g
=0y por lotanto ¢, =di ;= dy joveinnnn. Co = dy o que demuestra el teorema.

¢ OTROS EJEMPLOS DE BASES:
1) El conjunto E = { (1;0) ((:1) } es (Ii) y genera 12 ,por lo tanio fambi€én es una base de R2 ¥y

particularmente recibe e! nombre de base estandar,
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ts 2) El conjunto { (1,0,0) (O,I,G) (0,0.1) } (li) y genesador de R3 es la base estandar de R3.

v i ; 1 - ; i = s 1 en de o,
t . 3) Generalizando los dos ejempios anteriores,puede decirse,que el conjunto E = { er ez ,....... ¢, } en donde ¢

9
.:g tiene todas sus componentes cero,excepto la i-ésima que es uno,g - (0,0,...0...1.....0 ) constituye la base
E @ GStandar de R3 I~E51IMA CONPIIETH € e ae ?
: : 4 i S 3 - i T
t b 4) Vimos que los polinomios 1.x,x” ,x son (li) y ademas que generan P3En consecuencia {1,x,x,"x" } es una
D ; :
t _ base de P3 y se la denomina base estandar.

t- En general los polinomios { 1 ,x ,x* ,.........x"} constituyen una base de Pn, A este conjunto se le llama base

t 4® estandar de Rn.

.:"9 1 0]f0 o , .
Gy A= 0 0 2 o es una base del espacio M, de las matrices diagonales de orden 2.

9
.; En efecto: El conjunto A es linealmente independiente pues

SRR
l:g [(x 0] 0 0]  a=0

= )
0B B=0

i Elconjunto A es un sistema generador pues

.:*" x 0] [t o] [oo0
': {Lo vIm %o 0 ”3['0 1
- | x 07-_ @ 0] a=x
=) lo J’J'_[U ﬁl’jﬁ:y

g . x 0
t 9 Para cualquier matriz 0 € Ma es
.,l',

T [x O Lo {0 0 |
= X, + 3. ' en consecuencia SE(A) =

9 » 10 0 0] "o
1 “’ DETERMINACION DE UNA BASE DE UN SUBESPACIO DE R3

[ » EJEMPLO : Determinar una base para el conjunto de los vectores que se encuentran en el plano

.g T=|y2x—-y+3z=0
=

t ol Solucién:Sabemos que 7 geométricamente es un pl = espaci Porlo ¢

— ; . plano, es un subespacio de R3.Por lo tanto una base del
t < Mismo debera estar formada por dos vectores de R3 que sean (1i) y que ademas generen dicho plano.

& )

b

I e
I .
n

T —

-3
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-
=
=4
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A fin de hallar una base,debemos advertir en primer legar que si “ x "y “ z ™ se eligen en forma arbitraria y si

v 9

X
* 3 o ot [T PTS E]
Y|gm =y=2x+3zpor lo tanto los vectores de 7 tienen fa forma | 2x+3z como “x”y “z” son

.

b

arbitrarios, les asignaremos algunos valores que den resultados sencillos.

o 0
Por gjemplo si x = | Az=0setiene vi=|2| seligiendo x =0 A z= | se obtiene vz =3
0 I

o 1 Ei v
Entonces | 2x +3z {=x.| 2 |+ y| .3 | por tanto {Viva} genera 7y son ademas (li) -ya que ninguno de ellos

Lz_ o 11

es multiplo del otro - en consecuencia forman una base de 7 .
Esto se puede ver de una més directa si se escribe

[ x ] [x] o i 0 110

2x+4+ 3z =1 2x --£-E32 =Xl 2 (+2 .3 lo que muestra que | 2 |y] 3 | generan .
z Loy =] o |1 Of [t

TEOREMA: §i H = { ViV vy } es una base de V, entonces :

a) Cualquier conjunto de n+l1 (o nuis) vectores es linealmente dependiente y por lo tanto no es una base
de V. :

b) Cualquier conjunto de n-1 (0 menos) vectores no puede generar Vy por lo tanto no es una base de V.
Este teorema simplemente dice que el nimero de vectores en una base es {nico.Lo cual da lugar al siguiente
teorema
TEOREMA: §i { u; ,u; ects mt VA Vi V2 ey, } son bases del espacio vectorial V, entonces m = n.
Es decir dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V contienen el mismo niimero de vectores
Este teorema permite definir uno de los conceptos centrales del Algebra Lineal.

DIMENSION. Definicion:

ot St el espacio vectorial V tiene una base definida,entonces la dimensién de V

es el nomero de vectores que tiene cualquiera de las bases de V y éste ltimo recibe el nombre de
espacio vectorial de dimension finita.En cualquier otro caso,se dice que V es un espacio vectorial de
dimension infinita.Si V = {0} se dice que V es de dimension cero.

Notacién : La dimension de V se denota : dim, V

* EJEMPLOS:

-a) Dimensién de Rn: Como n vectores (1) en Rnt conforman una base de este espacio,entonces :dim Rn=n

T 15 J # 2 r . . o
b) Dimension de P,: Como Jos polinomios 1, x. x*.......x" constituyen una base de P, entonces dim P, =

ki




Iy

i

¢

'l

¢ d

L1

/!

¢ e

deddeddddde

]

FIEFdddidddidddicdcededdd

D
"y

F'

Apuantes de Aigebrn Linval - Redaets ¢ Ing. Alberto B GONCEDATT -UTN Fac., Reg. Sta, Fe Pag. N* 27

En otras palabras podemos decir,que los espacios vectoriales finitos generados por un conjunto de vectores no
nulos,tienen base v son de dimension finita.
Es evidente entonces que los espacios vectoriales de dimension finita,son generados por una base finita.
En geseral un espacio vectorial { no nulo ) tiene un nursere infinite de baces.No obstante.el numero de
elementos en cada una de las bases es el mismo y a ese numero se lo llama :Iimes?ﬂién del espacio vectorial.
De todo lo anterior ,puede arribarse también a las siguientes conclusiones :

1}YSio vy vy i Vi €8 un conjunto de m vectores linealmente in%iepcndiente pertenecientes a un espacio
vectorial V de dimension n entonces m<n,
2} Si H es un subespacio del espacio vectorial V de dimension finita.Entonces H es de dimension finita y dim
H < dimV
A través de almunos gjemplos vamos a observar que 1 determinacidn de una base de un espacio vectorial en
general no se obtienc mediante una formula o la aplicacion de un procedimiento o regla fija Requiere
razonamientc, tiexibilidad y 1a aplicacidn adecuada de la mayor parte de fo visto hasta aqui.
s EJEMPLO: Sea V = { (0,1,2) (1,2,3) }.Hallar una base H de R3 que contenga al conjunto V.
Solucion 4
Como R3 tiene dimersién 3,sabemos que T debe contener tres vectores.
El conjunto dado V,podemos obscrvar que es linealmente independiente,por lo que solo basta agregar un
vector a V.pero né cualquier vector,sind aquél .que cumpla determinadas condiciones.
El nuevo vector que se agregue a V no debe hacer que H sea lincalmente dependiente. Esto quiere decir .que el
nuevo vector no debe estar en ef espacio generado por los dos vectores de V.
Se tiene que;

gen { (0.1,2)(1,.23) } ={ x/x=a (0! 2D +b(12.)N V) ={x/x=b,at2b,2a+3b}
por lo tante,debemos lograr que el nuevo vector no sea de. faforma(b,a+2b, 2a+ 3b).
Para ello suponerzos,que ef nuevo vector es (x1,X; .xx) entonces se hace que la ecuacion
{(bat2b.2a+3b)=(x .x2,%)

1o tenga soluciones para a y b.Resolviendo:

0 1 X1 | |'_1. Z 5 oy 1 2 ¥z 1 I @ %z ‘
1 2 @ x J:;>| O d W =0 F o Xi =14 I X1
2 3 .x:aJ i_2 X 2 e L_0 —1 : x3.2x21° _0 0O : xit+x1— 2x:_

Por lo tanto, si x; %,y Xa se eligen de tal modo que x5 +x3 -2x,# 0 se tendrd un vector gue no esta en  gen. {
(0,1,2)(1.2,3) } .
Por ejernplo x = (1,0,0) es una eleccién aceptable, luego

T={(G1L2)(1.23)(1.0,0} } es una base de R3

Solucion B




Apuuntes de Algeben Uineal - Redactd : Ing. Alberts B, GONCEBATT -UTN Yac. Reg. Sta. I'e Fag N* 28

Si el vector buscado (x1 ,x; ,xa ) hiciera que {(0,1,2) (1,2,3) (xi ,x2 ,x3 } } fuera lineaimente dependiente,
enfonces

0 1 z|
|
1 I 2 3|=0 yaqueuno de los renglones seria una combinacién tineal de los otros dos. Para que

X1 X2 .!t.aE

“sean linealmente independientes, debe ocurrir que

3

iozf
1 2 3

|
: ‘ Al § e (jx: + QX) - (4.%1 + ‘(a) # 0= ~x1+2x2—x3% 0 que es la misma condicién
X1 X2 ,‘.’_‘a!

obtenida mediante Ja sofucidn A.

Solucion C:

Simplemente consiste en probar con los vectares de la base estandar, hasta que un;} de ellos forme un conjunto
linealmente independiente con los anteriores.Por ejemplo probamos con (1,0,0} y verificamos la independencia
lineal

&) (0,1,2) +¢3 (1,2,3) +ca (1,0,0) = 0

0 1 1 oy {1 2 0 0 1 2 0 : 0 1 2 0 o]
1 2 0 : 0l=10 1 1 0l=|0 1 1t ; 0j={0 1| 1 : 0O}
2 At 0/ \Z2° 3 0O 0/ u —~t 0 (/ \0 0 1 0/1

Lo que muestra.que los vectores son linealmeente independientes y forman una base
H=1{(0,1.2)(1.2,3) {1.0,0) }
e BIEMPLO: Hallar unz base para el espacio solucion del sistema homogeneo:
X1+ x2-2x3-5%x4=0
X2—X3—2x4=0
2xi—=3x1+x:=0
Solucion: Resolvemos el sistema
1 1 =2 -5 :0] 1 1 2 -5 :0 [’l I -2 ~$§ 0
g 1 =t =2 % O}#zﬁ»’() 1 -1 -2 : 0=

2 3 1 0 :0] [0 55 10:0

0 0 0 0 0]
tomando x4 =t 3= kresulta  x= k42t ; x, = -3t lnego el conjunto solucion es
X={xixX3 x4 )=(-3t:k+2t:k:it)=t(3.2,0,1)+k{(0.1.,1,0)
Como H=1{(-3,2,0.1)(0,1,1,0) | genera el espacio solucion y es linealmente independiente, entonces H es
una base para el espacic solucion y ta dim. H =2

OBSERVACION: H = 1(-3,2,0,1) (0,1,1,0) } también se llama Nicleo de la matriz A , donde A es la

matriz de los coeficientes e las incognitas del sistema anterior.

Definiendose en general el nicleo de una matriz del modo siguiente;

b

b

13
X

v )

"t

iH 1B
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NUCLEO DE UNA MATRIZ. Definicién:
Sea A una matriz de orden m x n entonces
Nicleode A=N={xeRn/Ax=0}
Puede demostrarse que ¢l Nicleo de A de m x n es un subespacio de Rn
En efecto: Si suponemos que x3€ Ny x;& N entonces
Al xitx )= AxtAX = 0+40=0 y

A(oxy) = a(Axy) = a.0 =0 por lo tanto N es un subespacio de Rn y dim.N < n.

s EJEMPLO:; Hallar una base del espacio generado por S = {(1,3,-1)(2,1,0) (0,-10,4} (1,-2,1}}

Solucion: Por lo visto anteriormente, sabemos que si bien S formado por vectores de R3 |, puede generar R3 o

algunos de sus subespacios, no representa una base de ninguno de ellos.En razdén de que es un conjunto

linealmente dependiente dado que tiene mas vectores que el numero de componentes de cada uno de ellos (

recordar: “ Un conjunio de n veclores en Rm siempre es linealmente dependiente si n >m ")

Por lo tanto para encontrar una base del espacio generado, deben eliminarse los vectores que sean combinacion

lineal de los otros.
Para ello consideramos:
en(1,3,-1) 4 ¢ .(2,1,0) + ¢1 .(0,-10,4) + ¢4 .(1,-2,1) = (0,0,0)
- e ¥ 2eaFoa=

0 sea I+ ci—10ci—-2¢ce =0

—C1+4ci4ca =0
resolviendo:

1 2 0 1 0 i 2 0 1 : 0] 1 2 0 1
3 & =g <«

2 0 1 = 0

! 0| nos queda :

g & 0

haciendo ¢3 =

ci+2cr+ca=0
cr+2ci+ce =0

s_
(]
ok
=]

forma : ¢, =4t+k;c,= 2tkiei=t o=k

t ; cq=k las soluciones son de la

] 27 [ o
tomando t:];k:OISEtiE‘anE‘-:C[:4;C2$"2;C321:C4:0:33—4. 34211 =
e -1] o] |
LT Pan
tomando t=0;k=1setiene: ¢ =1:;=-1:ca=0:cs=1=> 10 3 {+1l.11l=
el | 0]

Por o tanto los vectores (0,-10,4) y(1,-2,1) dependen de (1,3,-1) y (2,1,0).

Entonces H = {(1,3,-1) (2,1,0)} es una base de gen.S y la dim.gen.S =2

@@@@&ﬂ@@@@@@@@@@@@@@@@@@@w@@(
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OBSERVACION: En el ejemplo anterior, la matriz ampliada que resulto, tiene como columnas a los vectores

de S.

Asi mismo., el niimero de renglones (2) distintos de cero en la forma reducida es igual a la dim. del gen.S

En general en problemas en Ra del tipo del anterior, su solucién se puede encarar en forma mucho mas
sencilla recurriendo al siguiente teorema..

Previo a su enunciacién, vamos a expresar la siguiente definicion :

ESPACIO DE LOS RENGLONES DE UNA MATRIZ: Dada una matriz A de orden mx n, si fos renglones

de A se consideran como vectores de Rn, el espacio generado por esos vectores se dencmina “espacio de los

renglones de A”.
TEOREMA: 8i 5= {¥;,v2 prinicres v ) es un conjunto de vectores de Rny A de orden mx n, es la matriz
cupos renglones son las componentes de los vectores Vi vz sueeee- v, y si B es la matriz escalonada por

renglones de A, entonces los renglones diferentes de cero de B forman una base para el espacio renglén
de A. En otras palabras, los renglones no nulos de B forman una base del gen. S .

DEMOSTRACION: Sea A la matriz

an 23} Eetee  Hems ia
an dy = e (7473
Amxn: PR 2l AT o e T

(4 0 [#1%] it o
an n Lmi
iz adn Cm2

. . .. . 1 -
donde vi={ — [va=| ~ [.iinne v»=| — | Sipor aplicacion en A de operaciones elementales, se obtiene

al.’r i a:’w (259

un renglén de ceros, eso significa que el vector que ocupaba ese renglon es una combinacion lineal de los
demas vectores del conjunto.

Todos los demas renglones 50151 en consecuencia combinacion lineal de los vectores independientes del conjunto
original,

Asi, que el espacio gencrado por los renglones no nulos es igual a gen.S y por ende los renglones no nulos,
siendo independientes, forman una base para gen.S y dim.(gen.S) = n" de renglones no nulos.

* EJEMPLO: Resolver e! ejemplo anterior aplicando el teorema precedente.

Solucién. Se forma la matriz A y se reduce por renglones

1 3 1] |t 3 -4 [t 3 =13-

I I B U L A T T 21& R
0 -10 4 0 10 4170 o ol ¢ acuerdo al teorema anterior
I <2 i 0 -5 2] o o OJ

L1}
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Ayd

d3 > di» f!_; ) ]l’; -jl")
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{(1,3,-1) (0,-5,2)} es una base de gen.8 y dim.(gen.S) = 2.
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.
CAMBIO DE BASE . COORDEMADAS
A partir de aqui , vamos a considerar a una base en un espacio vectorial V de dimension finita , ro ==
~~.80l0 como un conjunto de vectores del espacio , sino como un conjunto ordenadode vectores de e
V ( es decir un coniunto de vectores en el cual esta establecido un orden entre ellos , de-modo que '_
tenga sentido hablar de " primer vector ", "segundo vector ", etc.) 4
Bajo esta hipotesis , se tendra por ejemplo que la base estandar {e;,e, } de R2 es diferente de la

e WP
| l‘i"

1
)

base {ese }.

Consideremos un espacio vectorial 'V de dimensién finita .Sea B = {vi,va,...ecee. v, juna base de V

,entonces si v e V existe un conjunto unico de escalares o),02 ,.....ce... o, tal que ;.

!'
X

V= @V R0z Ve Foaascienen T Vi

Se puede establecer una identificacién entre los vectores v del espacio V y los vectores de Rn

cuya i-ésima coordenada es el escalar o;que mulliplica al vector wvi(el i-ésimo vector en la

expresién que define a v como una combinacion lineal de los elementos de la base B =

|

{ViVauineVi 1.

Es decir ;

V= oV Han.va oot G v, - identificacion - (00 &g o tnJ & Rn

".

En primer lugar debe obsevarse , que esta identificacion se estd haciendo a través de una base

concreta de V . Por tanto , si se cambia la base B ,el mismo vector v e V le corresponde un

vector distinto de Rn ( la identificacidén cambia ) .

Por otra parte , debe observarse que esta identificacion estd bien definida , pues se ha dado

\ln

previamente un orden a log vectores de la base de B , de modo que cada vector v & V tendra

asociado 4 través de la base B , un vector bien determinado en Rn .

Por ejemnplo si e espacio V fuera de dim. 2 y se toma B = { v, ,v,} una base de V, al vector

\

A T VA 65 TR V)

le corresponde , segin la identificacién mencionada , el vector (ci ¢y ) € R2.8in embargo, st se

aitera el orden de los vectores de B, se esta ,de acuerdo a lo dicho anteriormente , considerando

f
b\

PR R R RN AR RN

oira base distinta de V , és decir B = {vy,vq}respecto de ja cual el vector v se identifica con

(ca,ci) € R2 .

REARAR

2
&
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DEFINICION :Sea V un espacio vectorial de dim. ny sea B = {vi,va,cceenenne. vajuna base de V.
Definasé el vector de coordenadas de v respecto de la base B, el cual se denota por (v)s como el
vector 1 (v)g = (01, 02emmeeeinenes o) € Rn

en donde los escalares o), ..covveees o, son tales que v =0V + Q2.v2 T + Oln Vi

EJEMPLO

Sea V=P;,0seaV esde dim. 4. Dados los vectores v; =1 ;v;= [+x ; v3 = [+x +x° :

ve =1 +x +x° +x’ que forman .una base de V , que simbolizamos como B‘-*: {vi,v2,V3,Va} y dado €l
vector v =3 + 2x +4x’- X" obtener (V)s.. |

Solucion :

Lo que se tiene que hacer s encontrar escalares ¢,06,003,0.4 tales que :

V=0V« (aVe T O3V + OV

%,

O sea

3 +2% +4x° - x° = oy (1) + a1 + X) + (1 +x + xz) +os(l +x+ X'+ %)

3 42x Hx- X = (g + 0 + o3+ o) + (o oty o)X + (ot G.4)X2 + oax’
de donde :

it aitostas=3->ai=1
o2+Qitea=2>02=-2
gatos=4d->3=5

o4 =1 04=~1

por lo que entonces (3 +2x +H4x’-x’ )g=(1,-2,5,-1) ¢ R4

EJEMPLO

Consideremos en My, la base estandar By = { vi,v,va,v4} tal que

1 o 1 o o 0 0
W= sV = V== sV =
[0 0 0 0 1 0 0 1

Sea

: % w3
A% EM}‘}Q:.( V:{ }

resulta claro que

LA L

VLNV NCNNUVLNNLNTTTTL Ty Ty yrrrrrrrerrrrrvrey

IR IR R R R TCRCCRCHCRCCCR RCR R R R R
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pot lo tanto (v)m=(2,-3,7,4) € R4

En el mismo espacio M,,; , consideremos ahora la base By = { u,uz,u3,u4} tal que

12 (1 3 0 1 0 0
th = Jr = S = ZUe= -
00 b 0 2 2 -2 -3

2 -3 .
al tomar el mismo vector v = [7 i —l tendremos que (Vv)g
[’2 —3] 1 2 o] 3 . (o 11+ fo o #=
= 1. + Qa. G ok 0 La. T
7 4| 0 0 10 2 2] l__z -3 =
desarroilando | ‘
C+ =2 i —
2o+ 3a: +as = 3 ) j@‘
ar+20:—20,=17 ' L
2&3_3{16:4 . iﬁ'! :
resolviendo el sistema , resulta : oy =-25 ;0 = 27;03 = -34; oy = -24 ﬁ:
de modo qde : L s
2 31 el 2], o1 3]0 0 0 '
V= = + —_ — s
7 4 0 0 10 2 2 -2 -3 =
Yy entonces &=
(V)gz = (-25,27.-34,-24) & R4 e
ﬁn T
Es natural preguntarse, si existe alguna relacion entre los vectores : .
: =
(V)Bl = (2)'3:?94) b4 (V)B:’- = (.'259275"34)—24) _ &=
pues en realidad representan el mismo vector v € My, solo que en distintas bases. =
El tema siguiente resuelve esta cuestion, 1
Q? e
CAMBIQ DE BASE (- —
£
Sea V un espacio vectorial de dim. n y sean :
T
By = e wemineg Und Y Ba= v Voo ,va} dos bases distintas de V. R
St se considera un vector x € V , para este vector x existen dos representaciones distintas , de &=
acuerdo a cada una de las bases B, y B,. ﬁ"? ;s
%‘_. =
x=byuy + bouy toein by, (1} y ::; 3
XF VI CoVa v +Cv (2) .

RRRAR
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donde los b; y ¢; son numeros reales

es decir que :

-2‘71 o8]
bz Ca

(XXer=d g y {x): =
Lbnj Ca

Se quiere ver que relacion existe entre (X)) y (X)p2

Como B; es ura base , cada u; de B, se puede expresar como una combinacion lineal de los v; de
la base By,

Por tanto existe un Goico conjunto de escalares  a;j,8............. aq tal que 51 0= 1,2,... n
entonces

u; = a; vy + azva ‘*'.....,..........'1"ﬁnj‘\-'n

0 bién
o
ayy
=
I_af_
es decir ;
W= anVvy Fanva: ... vt Bp) Vi
Ua = apvy T anvy ., R v B Va .!
i = &1 Vi 83 Vet cmenns F 8y Va
0 sea
o sl o |
e i s ain
(u)pz= ¢ f y (Udna= | R A (uu)p: =
l
| an | | G ]
Sustituyendo en (1)~
X = bi{anvs + anvy toant anve) + b(avy +oanvy FlgVp) Fionslion + ba(amvi +

I s
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operando :

X = (a“b. o ﬂ:gb} . A o alnbn)v; #*= (3-21b1 + agzbz I, fiznbn)\’"z i o+ (anlbl
‘}'a;-.z [_}2-!'. ....... :'f' Iinnh,.‘)\/n

teniendo en cuenta Ja (2)
XK=V =Gy Fauantonv,

resuita :

C mﬂ'lrbl <+ a!zb:+. ..... '+'|‘.7m")n ]
Ca by + dubat-. ... + 230D
(X)BZ:: M B B oy N
i ]
T3 1
Cn an.hbl ‘|' {Iub:'f" ...... “i alwbﬂ 5 ¢
—an du — — Ou .bi
gy dn - = Gin b:
(x)B? = ——— o —- —— — :: —— -_— AI(X)BI
_aﬂ- Ay — — amu L.b"__.

Donde A de axa ; cuyas columnas son las cordenadas de los vectores u; de la base By escritos en

la base B, , es decir (u;)g: ; recibe el nombre de matriz de transicién de la base B, 2 la base B; .

au  dn = {wm

dn  n = =
A= - - e = -

[ 1] na - = o (™

(s T (u2)pa T (Unjm2 T
El siguiente teorema , es de mucha utilidad en los caleulos que siguen
TEOQREMA : Si A es la matriz de transicion de B, a B, , entonces la matriz inversa de A es la
matriz de transicién de B, a B,
Demostracion;
Sea C la matriz de transicion de B; a B; entonces , segun vimos :
X)r = C.(n:
pero (®)p2 = A (X)s1
sustituyendo en la anterior :
{x)m = C.A.(x)p, esta igualdad, resulta vélida para todo vector x ,en el

caso en que C.A = Les decir C = A" quedando el teorema demostrado . -
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COMENTARIO :

Este teorema hace que sea relativamente sencillo hallar la matriz de transfcion de la base standar
B: = {€1,82,.ccoueenn e.} en Rn a cualquier otra base en Rn.

Sea By = {vi,va,eernien. ,Va} oOtra base cualquiera.Sea C la matriz cuyas columnas son las
coordenadasde los vectores vi,Va,......... v,.Entonces C es la matriz de transicién de B, a By , por
que cada vector v; ya esté escrito en términos de la base standar.

1 1 1 0 0
Por ejemplo : 3 =3 |=10{+31]|-2/0
-21lp1 |=2) lo] [o) L1

En consecuencia , la matriz de transicion de By a By es C”.
PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LA MATRIZ DE TRANSICION DE LA BASE

STANDAR A LA BASE B, = {V4,Vp,.cccuceeee. V)

1) Se escribe la natriz C, cuyas columnas son vi,va..-.... »Va

2) Se calcula la C™' . Esta matriz, es la matriz de transicion requerida.

. 511 3
EJEMPLO En R2 sea B; = {i,j} yB,= {[,{Hi 4]}

X
Siow= { ]e R2 ; expresar w en términos de la base B,
Y

Solucion :
En primer lugar debe asegurarse que B, es una base . Esto es evidente dado que ningan vector de

B, es multiplo del otro , es decir son linealmente independientes

o o
Como B, es la base standar u, = LJ; up = :

5 3
dada por C= [ J
7 —4

J entonces la matriz de transicion C de B; a B, estd

por tanto , segun teorema anterior, la matriz de transicién A de B; a B, ES

A = C’I = ML__F“'4 M3
=4lg=7 5
_XJ ] {-4 -3 [x
R J
Vg —41[=7 5 LY. A1

Por ejemplo si (w)g; = L:!

0 sea que

[

22/8E



U.T.N.-Fac.Reg..Sta. Fe -Apuntes de Algebra Lincal Pag N*7

o [
1[4 3[2] |
\des —41{~7 5i}t3}"' =1

41

a manera de comprobacidén observemos que :

SR EHA]

finalmente :

x| _4x+3y|5| Tx-5y| 3 | |
yl, 4t 7 a1 |4 - ‘

EJEMPLO : Dado el conjunto de vectores, B = {(3,1,2);(-1,0,2);(4,3,5)}
a) Demostrar que B es una base de R3 |

b) Encontrar (1,1,1)s y (4,3,6)s

¢) Para un vector cualquiera (x,y,z) € R3 encontrar (x,y,2)s

Solucion

a) En este caso ,para saber si los vectores son base de R3 solo basta verificar que son linealmente

independientes , por ejemplo calculando el determinante formado por elios

T 12 |
—1 0 2/=-11%0- son linealmente independientes ; por lo tanto constituyen una
4 3 9

base de R3.

b) Matriz de transicion de la base B a la base standar

3 -1 4
Cc={1 0 3
2 2 3

luego la matriz de transicion de la base estandar a la base B es

1 6 13 -3
A=Cl=—1I]J1 7 -5

2 -8 1

Entonces

\
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por igualklad de matrices,tenemos

rf'n‘*‘l.l'uﬁ?

Gl+’7n—-3

|

—aun -+ de

—dn+ dn

}_

-1
{ resolviendo el sietema ,resulta A = [

‘eaqutan=3

l — A On ==

-
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S
= r e v ]
— ] 1 6 13 —3]] [1] TJ
R Pl e i 7 wEilit=l2
== L= =31 ? l J i
N 11§, 3 =g 111} |2
“—_—— L3
-.-___. )
= -6 |
= 3 1 6 13 -3][3 ;
= 4| =—|1 7 -5 =1 —
o ~11 1
= 164, 2 -8 1|6 0
= g1
S
= ) ]
<, H
4 § —(6x -~ 13y +3z)
—_ x 1 6 13 -3]|[=x 1}( 4
W ,-. , ,
’1, - o e 1 f --—-5 N } == i e 0 ? -+ 52)
= | 1 0l PR * 111( r
= f L = z
—{(-2x+8y~-z
=
=
EJEMPLO : S2a B = {v,,v;} una base de R2, suponga que
- g . -
[li ) (Zﬂ} [;l {3]
L i ’ g
thly 13 LY, ©°
Determine los vectores de la base B
Solucién @ |
Supongamos que A = ILGH aﬂ es la matriz de transicion de la base standar a la base B,
dn CI:.:J
entonces
r2 A rijl {_C.’n i 1*‘, _au + au-"
L,3 - ._iJ A _I‘_a:u. n ' IJ a _azx + anJ
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.\«E.yll y
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Entonces la A es la matriz de transicion de la base B a la base standar, es decir sus columnas son

jos veciores de ia base B.

[8 -5 L [~
A"l = ‘ —} T vl — |\ }.? vz . 5
2z 1] i !

s
-
)

=5
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TRANSFORMACIONES LINEALES

INTRODUCCION :

En diversas ramas de la mateméatica , es frecuente utilizar modelos que emplean funciones vectoriales

de variable vectorial, 'es decir funciones del tipo w = {(v) donde w y v son vectores , a tales

funciones comianmente se las denomina fransformaciones .

En este tema, nos vamos a ocupar de un caso especial de transformaciones, denominadas lineales

que son las més simples y las de mayor aplicacion.

TRANSFORMACION- DOMINIO-CODOMINIO
W recibe el nombre de

transformacion. Los espacios V y W se llaman respectivamente dominio y codominio de la

transformacion .
Asi por ejemplo, la funcion T: R3—R2 definida por :
T(x,y,2) = (%)
es una transformacion.Los espacios vectoriales R3 y R2 son respectivamente el dominio y el
codominio de T.
En la transformacion T definida anteriormente, se tiene, por ejemplo , que :
T(2,1,4) = (2,1)
Esto es, la imagen del vector (2,1,4) bajo la transformacion T , es el vector (2,1) , o en otras palabras
“ T transforma al vector (2,1,4) e;f! el vector ( 2,1)”

Otros ejemplos de imagenes de vectores de R3 bajo esta misma transformacion son
T(-1,3,5) = (-1,3)

T(0,0,6) = (0,0)
Su interpretacién geométrica es la siguiente : Si (x,y,z) representa un segmento dirigido cualquiera
de R3 ,T transforma dicho segmento en su proyeccion sobre el plano xy.
Consideremos ahora ,otra transformacion de R3 en R2, definida por :

S(x,y,2} = (X,3x)
Como se ve, Ja imagen de cualquier vector de R3 bajo esta transformacion ,es un par ordenado cuyh
segunda componente es el triple de la primera. En consecuencia no todos los vectores de R2 son

imagen de algin vector del dominio, sino (inicamente aquellos de la forma (a,3a).

1

25/%
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Al conjunto formado por todos estos vectores, se lo denomina Recorrido de la transformacion S .
En general se llama Recorrido de una transformacién, al conjunto de todos los vectores que son
imagen de algun vector del dominio
Otro conjunto importante definido por una transformacion es el Niicleo.
Se llama Niicleo de una transformacién al conjunto de vectores del dominio cuya imagen es el vector
cero del codomiinio .
Por ejempib, para la transformacion S , definida anteriormente, cualquier vector cuya primer
componente sea nula , tiene como imagen al vector cero de R2 , por lo que pertenece al Nucleo de S
S.
Resumiendo podemos definir el Recorrido y el Nucleo de una transformacion del siguiente modo :
Sea T:V-»>W una transformacion
» Se llama Recorrido de T al conjunto :

Recorrido T = {we W/ w=T(v) para algun ve V}
e Se llama Nucleo de T al cor_ljunto .

N{T)={veV /T(v)=0,}
Donde puede observarse, que el Recorrido es un subconjunto del codominio , mientras que el

Nucleo lo es ,del dominio

LINEALIDAD -TRANSFORMACIONES LINEALES
Para introducir Ja nocién de linealidad , consideremos nuevamente la transformacion S definida por
S(x,y,2) = (x,3x)
y elijamos un par de vectores cualquiera del dominio, por ejemplo
Vi = (XLYL20) Y V2 = (Xy2,22)

Si sumamos dichos vectores , y calculamos la imagen de la suma bajo la transformacién S ,
tendremos

Vit vy = (Xi,y121) + (X2,¥2,22) = (X+X0; yi+ya; 21+zo)
Y S (vi+va) = 8(xiHx; vty mitzn) = [ xitxg; 3(xi+x2)] = (o 3 x0+3 X3)
A este mismo resultado ,se llega sumando las imagenes de los vectores v, Yy V2 yaque

S(vi) = S{x1,y1,21) = (%1 ;3%1)

S(v2) = S(x2,y2,22) = (X2 ;3%2)

S(vit S(v2) = (xy 33%() + (%2 ;3%2) = (X1 +x235 3 x;+3 x3)

gpegpgtastaRRARRARSARRRRRANRIERANS
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|

Asf , encontramos que * la imagen de la suma de dos vectores , es igual a la suma de las

imdgenes”.
Esta ,es una de las condiciones que debe cumplir la transformacién S para ser considerada fineal .
La otta condicidn, es la siguiente :

S(ov)=a.S(vi) ;Vvi eR3 A aeR

Es decir :“la imagen del preducte de un escalar por un veclor, &5 ignal al preducto del escalar

por la imagen del vector ”

Veamos si esto se cumple para cualquier escalar y cualquier vector en el caso de la trangformacion S
del efempio.

Sean vi=(Xuny,Z1)eR3I A OE R

= S a.v;} = S{a.(x,y1,20] = S(axi,0y) ozy) = (oxg;30%1) (1)

por otra parte al aplicar S al vector v, se tiene :

S(v1) = S(xi,y1,21) = (%1 33%)

entonces , multiplicando o por la imagen de v,

—
3%
et

o S(vy) = a.(xy 133%) = (oxp3axy )
comparando (1} y (2) resulia :
S avy) = o.S(vy)

Asi , la transformacién S del ejemplo, cumple también con la segunda condicion mencionada, por lo

que se trata de una fransformacion lineal.

En general entonces, podemos enunciar la definicion de fransformacidn lineal del siguiente modo:

Sean V y W dos espacios vectoriaies reaies. Unad transfornacion 3.

T»Weslinealsi¥ vi,va €

V AV a & R se cumplen las dos condiciones siguientes :
o 1) T(vi+ vy = T(viy+ T(v2)
e 2) T(o.v)=a.T(vi)

—

Estas dos condiciones , pueden resumirse en una sola expresion para establecer las condiciones de
linealidad, en forma equivalente a la definicidn anterior

Tle (vi + vo)] = a. T(vy) + . T(v2) YV v,vaeVAVasR

Eijemplos:

1) Transformacién lineal de R2 en R3 ;

Supongamos que T:R2-»R3 esta defimida por

CEEEE PO dddteddeddieadeeddtecdadd

L o e e
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r e T+ Y 5 .1 t ]
1 l | x -y ;porejemplo T 2| = 5
= | l i - 2 J % "“9 "
 entonces, se deben verificar las dos condiciones de la definicion
1) VuyeR2 : T{utv) =?T(u) + T(v}
g I fuy e v 2k KB LG _l'x’:r“ §E" m { x4 _}J;'- . .
xJ xﬂ X1t X2 . J Xi l Xz
# = ] = X+ Xz pr Y | =X Wi FlXe—y2|= 13 +7
Vi yi+ ya .. . L}MJ ya
e - i_ 3pp+3yr | ¥ L KIS =

2) VveR2ZAVasR T (av) =7 o.T(v)

" I_o:.x-aL .y | x f-_yw -
m‘ f x
FO A e

=la.X— Q.Y
"y [ y
En consecuencia T es una transformacion lineal

3oy | A 3

Ejemplo : Verificar si la siguiente iransformacion es lineal

y‘ x+2
T:R3=R2Z /VveR3 Ty -—[
JEE

z

URgARE |

{ra. condic.

*_Jﬁi-i' x:al . :

I xi+x24 2 l
Im f,ni yi pa = ; por otro Jado
b

i

| 1+ y2t 2zt 22 |

X1 x2| .
i 1'\’( a—Zi 1r2+2] xi+x:+4
Ny |+T y2|=] ] &
! l)ﬂ*‘rluj yslz.:r{ i yrtzitz
21 2z | -

comp existen x e y para los cuales T(utv) = T(u) + T(v), T no es lineal

Ejempio : Transformacion cero

Sean los espacios vectoriales Vy W .Sila T:V—->W es 1a transformacion definida por

Tv=09veV

Entonces T{v;tvy) = 0 = 0 + 0 = Tv+Tvy, = 0 = a0 = a'Tv T

Transformacidn cero.

recibe el nombre de

!
Y

|

i
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Ejemplo : Transformacion Identidad
Sea V un espacio vectorial y T: V>V esla transformacion definida por Tv
T evidentemente es una transformacion lineal , se la llama transformacion identidad o bien operador

identidad .

Ejemplo : Analizar si la transformacién Rn —»Rm representada mediante la multiplicacion por una
matriz de m x o es lineal. |

Sea A una matriz de m x n y supongamos que T:Rn—>Rm esta dada por 'l‘)f = AX.

Como A(x +y) = Ax + Ay v A(ox)=a(Ax)sixey estan en Rn, se ve que T es una transformacion
lineal, Por tanto , toda matriz A de m x n da origen a una transformacion lineal de Rn en Rm.La
reciproca, también es cierta, es decir : foda transformacion lineal entre espacios vectoriales de

dimensién finita, se puede expresar mediante una matriz.

Ejemplo : Transformacion de rotacion
Supongamos que el vector v = (x,y) en el plano xy se rota un angulo 0 ( medido en grados o
radianes)en sentido antihorario
Sea v" = (x,y") el nuevo vector rotado.
Entonces si r es la longitud de v, la cual no cambia al rotarlo
X =r.cos 8 ; y=rsenb
= r.cos(o +0) ; y- = r.sen(o + 0)
stendo
cos(a +0) = cos a..cos O -sen a.sen O
sen(a + 0) = cos «. sen O + sen o cos O
resulta :
x- = r.( cos at.cos O -sen c.sen 0) = r. cos a.cos O - r. sen a.sen O
X =x.cos 0 - ysen0
y = r.( cos ot sen © + sen . cos @) = r.cos . sen O + r.sen o. cos 0
y=x.sen 8 +v.cos 0

? s [cosf) ---senﬁ]

senf@ cos@
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. X _ ' ) ) ;
x] :[ ;i La transformacion lineal T:R2—R2 definida por Tv = Aq.v , recibe el

entonces A, [
ye

Y

nombre de transtormacion de rotacion

Propiedades de las transformaciones lineales.Recorrido y Nucieo.
Vamos a deducir algunas de las propiedades basicas de las transformaciones lineales

TEOREMA : Sea T : VW una transformacion lineal . Entonces para todos los vectores : u , v

s V15 V2 e,V de V' y todos los escalares oy, @j yeereenes Oy
1) T(0,)=20,
2) T (u-v)=Tu-Tv
3) T+ aw; tn.. + vn ) = oy Tv+ ez Tv; Heneeen. ot a, Ty,
Demostracion
) T(0)=T(0+0)=T(0)+T(0) portanto Ly
0=T(0)-T(0)=T(0)+T(0)-T(0)=T(0)
2) T(uv)=Tlu+{(-v)]=Tu+T(-I)v=Tu+(-1).Tv=Tu-Tyv
3) Esta parte se demostrard mediante induccidon matematica
a)Si n=2 setiene T (ayvi+ auvy ) = T (ouvi )+T (apva) = ayTvy + aTv, por tanto la
ecuacion es valida para njm 2
Supongamos que es vilida si n =k, y para darle validez general debemos demostrar que es valida
también para n = k+1 |
T(oyvi+ oava +ooieiiennns + vk F O Vi) = T (v + oavy ., + Vi) + Tt s 1 Vi +1)
y haciendo uso de la ecuacién que aparece en la parte (3) para n =k, la anterior es igual a :

(o Tvi+ o Tvy +..e. + oy Tv) + ot 1 Tvie + 1 que es lo que se pretendia demostrar.

Como ya hemos visto, el Recorrido de una transformacion es un subconjunto del codominio y el
Niicleo es un subconjunto del dominio.

Si la transformacion es lineal dichos subconjuntos son ademds subespacios , como podemos ver en
siguiente teorema !

TEOREMA :

Si T :V->W es una transformacion lineal , entonces
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1) Niicleo T=nu T , es un subespacio de V
2) Recorride T' es un subespacio de W,
Demostrazion ;
1) Como nuT es un subcenjunto de V solo basta demostrar ( de acuerdo a lo visto anteriormente)
que nuT es cerrado para la adicion y la multiplicacion por un escalar :
Supongamos que uy vestdn en nuT , entonces

T(u+v)=Tu+Tv=0+0=0 vy

Tlawy=a.Tu=0.0=0 Va
porloque u+v y a.u estdn en nuT , en consecuencia nuT es un subespacio de V.
2) Supongamos que w; y w, estan en Recorrido T, entonces existen dos vectores v; y v; tales que
wy =Ty v wy = Tvy esto significa que :

T (vt vy ) =Ty +Tv=w, tw, y .

T (avy) =a.Tv; =o.wy portanto w,+ w, y o.w, estanen Recorrido T en

consecuencia es un subespacio de W,

Eiemplos :

Nicleo y Recorrido de la transformacion cero :
Supongamos que Tv=0 YvegV

= muT=V y RecorridoT={ 0}

Nicleo y Recorrido de la transformacion identidad :
Supongamos que Tv=v VvegV

=> muT={0}y RecorridoT=V

Las transformaciones cero e identidad representan los dos extremos . En la primera todo estd en el
nicleo . En la segunda , solo el vector cero esta en el nacleo . Los casos intermedios son mas

interesantes .

Ejempio : Sea la iransformacion T 1 K3-—»R2 defimda por
T (xy.z )= (y,3y)
Resulta facil deducir que :
~ Recorrido T = { (v.3y)/ yeR
pudiéndose observar que dicho conjunto es un subespacio de R2.

Por otro lado

ol
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nul = { (x,0,2)/ x,ze R } i

pudiéndose comprobar que este conjunto es un subespacio de R3.

31 bien en el ejemplo anterior, resulta féeil determinar el Recorrido y el Nacleo , no ocurre lo mismo

_en la generalidad de los casos . No obstante , para determinar el Recorrido de una transformacion

lineal especifica , puede tenerse en cuenta el siguiente teorema ;
TEOREMA ;
Sea T: V->W una transformacion lineal . Si B = (Vi VoV } 23 unta base de V', entonces el

conjunto G = {Tv,Tvyrcennn v, } 5 uin generador del Recorrido T.

Demostracion :

Sea B = {vyvz,...... Vo § una base de V .Si w es un vector cualquiera det RecorridoT , entonces,

existe algin vector v & V, tal que ;

w =Ty
corno B es una base de WV vV =ohvy b oava et OV
por Io.que Tv =T (ct;vi+ ctavsy +oeeen... + vy ) Z
vy, como T es lineal w=ol vy + o Tva +.n . Fieh, TN, g
En consecuencia , el conjunto G = { Tv,,Tv,,.......... Tva} es un generador del Recorrido T .

=" 8i el conjunto G del teorema anterior , es linealmente independienle, entonces ,es una base del

Recorrido T y si es linealmente dependiente , puede obtenerse una base del Recorrido T a partir de el

En otras palabras , este teorema nos esta indicando que “ Si se conoce el efecto de una

transformacién lineal , sobre los vectores de una base del dominic . se conoce el efecio de la

transformacion sobre cualquier otro vector del dominio, con lo cual la transformacion queda

determinada completamente .”

Ejemplo :
Sea T una transformacién lineal de R3 —»R2 y supongamos que :
| Litin | r‘- -
[ 1] ro o‘ ] [0 sl [ 31
7of=1"e111 _I Ti01=| Calcular 71 -4
3] 4 | - |
0 - O_ [ H| E - . i : 5

Solucién : Se tiene que :

d

3] ( 1} ""G'l 01},
[—41=30|-4/1 |+5 01 por tanto
s | L{}_JI [,O.j L]

IRRRARRAARRARARARARAAAAAIAAAZAAARAIARARAARRS
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MUHE

K] 1 0 0 . ;
_ 2 —~1 5 6

41 =310 -4 1|+5T10{=3 -4 45 = +
3 4 -3 Q
5 0 0 1 - - -

Ejemplo : Sea T una transformacion lineal de R2 en R3,

1) Hallar T, sabiendo que

B 1 )
1

w1
Tvi=12} Tv;=|0!;yque V= {vi :L-J;VZ —{ZJ}’ es base de R2
1 1 ' '

&
2) Hallar TL]

Solucién ;

b Ty B 8 = "a-b]
1)Sea veRZ> v=| :a.l +b = ]
¥ Ly |2 a+2b

ﬂ'—--b:—_-x . . 2-
"3{ de donde B T o 2N

1

a+2b=y 3 3

es decir

a8
{ 5 J aplicando T que es lineal

r;] :r{ T ” b L ‘} =) ;[:J wizt ,{ 5 J i

LTIy

~}
s
[

Ejemplo :

Sea la transformacion lineal T : R3 en R3 definida por
T(xy,2) = (3x +y; 6x -z 2y + z)
consideremos por sencillez , la base candnica de R3

U8 id

para la cual se tiene :

29/5¢
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T(1,0,0) = (3,6,0)
T(0,1,0) = (1,0,2)
T(0,0,1) = (0,-1,1)
entonces de acuerdo al teorema anterior , el conjunto :
G = {(3,6,0)5(1,0,2)(0,-1,1) }
es un generador del Recorrido T.
A partir de G , estamos en condiciones de determinar el espacio generado por este conjunto ¢
inclusive determinar una base de el y su dimension

Si w = ( wi,Wz,w3) € Recorrido T = w=0.(3,6,0) + B.(1,0,2) +7.(0,-1,1)

es decir
3a + f = w1
6a -y = w2
2B+y =ws

resolviendo por Gauss-Jordan , puede observarse que este sistema es compatible solo si
Wa - 2W[ +wy = 0
Es decir que el Recorrido T es ,geométricamente , un plano de la forma w; - 2w + w3 =0

O sea ,que el Recorrido T esta formado por todos los vectores del tipo

2l | 0 ][ i1 0
c2 =101 ¢e3] 1 % por lo tanto el conjunto <} 0 §;i 1 es una base de dicho espacio; es
2c1-c2 2 1] 2] -1

decir es una base del Recorrido T y , segun podemos apreciar su dim, = 2 .

Para este mismo ejemplo obtengamos el nlicleo de la transformacion . Se requiere entonces
determinar , bajo que condiciones un vector (x,y,z) € R3 es tal que :

T(x,y,2) = (0,0,0)

aplicando la ley de correspondencia

(3x+y; 6x-2z;2y+2)=(0,0,0)

lo cual, es equivalente al sistema homogéneo:

3x+y=0
6x ~z =0 cuya solucion generales x=x;y=-3x;z= 8x
2y+z=0

es decir que el nuT es un subespacio de R3 , siendo una base de nuT el conjunto :

PRRARRRRRRAAARRIARARRARARRIAARARRA
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313 ysudim. = 1 ; geométricamente es una recta de R3.

Le]

Nulidad y Rango de una transformacion lineal :
Como el nicleo y el recorrido de una transformacion lincal son espacios vectoriales . Si T es una
transformacién lineal de V en W , se define :
Nulidad de T = v(T) = dim. del nuT
Rango de T = ¢(T) = dinw. del Recorrido T
En ei ejemplo anterior puede apreciarse que
v(Ty=1 y p(T)=2
Si surﬁamos- dichas dimensiones , se obtiene un ntimero que coincide con la dimension del dominio.
£atu sucede sicrpre due s¢ trabaja con espacios vevtoriales de dimension finita , como se establece a
continuacion !
TEOREMA : 8i V es un espacio de dimension finita y T: VW ey una transformacion lineal ,

entonces ; dim, V= (T} + p(T) { teorema de las dimensiones)

Representacion matricial de una transformacién lineal
En el casc de espacios de dimension finita | las transformaciones lineales pueden ser representadas
por medio de matrices. !
Con el objetc de introducir , el concepto de matriz asociada a una transformacion lineal,
consideremus ccmo ejemplo la transformacién T: R3-3R2 definida por :

Ty,z) = (x-3y ; 2x + 2)
y tratemos de encontrar , una matriz A | tal que el producto de ésta por cualquier vecior del dominio
, 108 de por resultado | la fragen de dicho vector bajo 1a transformacion T | es decir una matriz A |
tal que :

Av=Tv VvegR3

como en este caso , v es un vector de R3 y Tv es un vector de R2 , la igualdad anterior solo puede
lograrse , si A es de orden 2x3 , considerando a vy Tv como vectores columna .

En consecuencia , la matriz A, debera ser de la forma :

R



Apurias e Algebra Lineal- Redzotd Iy Alberto R GONCERATT -~ WWEN, Fer,Reg 8te. Fa Pag. N*12

ar @i dn
A=

Li?ia G2 Jzaﬁ

y satisfacer la iguaidad :

V xy,z €R

X,
[an a1z ) % [rx—‘?yhi

an  d asz' 2+ 2z

b

L%
es decir :

anx+auy+aquz=x—3y

{anx +anytanz=2x+z2

la cual ,se cumple para los valores

an=liagrz=-3;a:=0

an=2:iaz = 0,g2 = |
por lo que la matriz;

1 -3 9]
20 4]
satisface las condiciones pedidas.
A esta matriz , se la conoce como “matriy; asociada a la transformacion T ' (definida
anteriormente) y se la representa con M(T) .
Veamos ahora , que relacion tienen los elementos de esta matriz , con los vectores de una base del
dominio. |
Si calculamos las imédgenes de los vectores de la base estandar (candnica)
E = {(1,0,0)0,1,00;(0,0,1)}

bajo la transformacion T, obtenenios :
T(1,0,0) = (1,2)
T(0,1,0) = (-3,6)
T(0,0,1) = (0,1)
Como puede apreciarse , estas imégenes ( consideradas como vectores columnas ) son precisainente
las columnas que integran la matriz asociadaa T . 1
Puede demosirarse , que este es un resultado de caracter general . Por ello para obtener la matriz
asociada & una transformacion lineal , solo basta calcular las imagenes de los vectores que integran la
base estéandar del dominio .

Por ejempio , para la transformacién T :R3-5R3 definida por :
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T(xy,z2)=(x-y;ytz;2x+2)

se tiene :

T(1,0,0) = (1,0,2)

T(0,1,0) = (-1,1,0)

T(0,0,1) = (0,1,1)

por lo que la matriz asociada es
] —1 0

f

M(T)=|0 1
2 0 1

En efecto , si multiplicamos esta matriz por un vector cualquiera de R3 ,tenemos :

1 -1 o0lfx x-y

0 1 1flyl=yy+z

2 0 1]z x4z

que es la imagen de dicho vector , bajo la transformacion T .

Matriz asociada , referida a dos bases cualesquiera :
En los ejemplos anteriores , las columnas de la matriz asociada a la transformacion , son las imdgenes
de los vectores de la base estandar del dominio , v al multiplicar dicha matriz por un vector , se
obtiene la imagen de este bajo la transformacién .
Esto es posible , debido a que tanto el dominio como el codominio son espacios del tipo Rn.
Sin embargo , las ideas anteriores pueden generalizarse al caso de espacios vectoriales cualesquiera ,
simplemente reemplazando los vectores , por sus respectivos vectores de coordenadas .
De esta manera , si T :V-—W es una transformacién lineal , A es una base de V y B es una base de W
; en Jugar del vector v ¢ V tendremos a su vector de coordenadas en la base A : (v)a ; en lugar de
T(v) eW tendremos a su vector de coordenadas en la base B: [Tv]g .
La matriz que al multiplicar al vector (v)a nos da por resultado [Tv]y , se llama matriz asociada a
T referida a las bases A y B y se representa como Map(T) es decir :
Mai(T) . (V)a - [Tv]

Las columnas de dicha matriz , son los vectores de coordenadas en la base B de las imdgenes de los
elementos que integran la base A , como lo establece el siguiente teorema :
Teorema :

Sean V y W, dos espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente p sean :

A=V, Vsenues Wt Y B = {wWhnnia.. W} bases de V' y W respectivamente .

3//e
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Si T :V W es una transformacion lineal , existe una y solo una matriz Mis(T) de orden mxn ,

tal que : Mup(T). (Wa=[Tvils VveV

las n columnas de dicha matriz , son los vectores : [Tv; s [T¥2]pcercerens [TV ][5

El principio basico que sirve de guia para la demostracion de este teorema es el siguiente :

Si ladimV=ny A= {v,vs...vn } es una base para V, entonces la imagen de T puede describir
completamente en términos de las imagenes T(vi) , T(v2),....... T(v») de los vectores de la base.

Para ver esto , sea x cualquier vector en V. Existen constantes ¢; , ¢z , ....C, tales que

X = gVt vy b + CpVn
ahora bién :
TE)=T(Civi tcava+ . h Gy ) =
=, T(v)) + T + oo + ¢ T(vy) por lalinealidad de T

Para cada k ( 1 <k <n) T(v) eastd en W y se puede representar mediante los elementos de la base para W

T(vy) =apw; tapw, + ... + Aok Wi
es decir
T(V;) =awj +. anwa+ + Q) Wi
T(vy) = ajzwy + apwa + ... + A2 W .
T(va) = 21aWy Fazmwa+ ... + B Win
por lo tanto :
T(x) = cp.(anw, tagwa +'.......... + 8miWi) F @ wy Fapwy o F Wi B b
+ e AWy Fanmwy +o + ArnWin)

agrupando términos :
T(x) = (cian + caaz + ... + Cottin)Wi F{Cray t Craz ot Cranm)Wa

(cramy + C8m2 + Colmm) Wi

Los coeficientes de w;, wy, ... w,, en esta Gltima expresidn son exdctamente los productos renglon
columna de ;

ay dy — — G ¢ |

dyy gy — =

i
|
-a??l'l am?. I (f”mJ [{’T -i [C"

s e
(TVI)B (TVz)n ('(Vn)u
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Por lo tanto la matriz Man(T) de mxn . cuyas columnas son los vectores de coordenadas de
Tvy, Tvy, Ty, es la matriz deseada.

Esta matriz es Gnica para cada par de bases, ya que los vectores de coordenadas son Unicos en una base dad:

De acuerdo a este teorema , la matriz Mas(T) , nos permite calcular la imagen de un vector
cualquiera v del dominio , mediante el siguiente procedimiento , que podemos considerar indirecto .
1) Detcrminaf las coordenadas de v en la base A .

2) Multiplicar ia matriz Man(T) por el vector (v)a

3) Obtener ¢f vector T(v) a partir de sus coordenadas enla base B

Este teorema es de importancia por diversas razones : En primer lugar , por que reduce el problema
de aplicar una transformacion , al de multiplicar una matriz por un vecior , lo cual permite
aprovechar las propiedades y procedimientos del algebra matricial , incluyendo las posibilidades de
su manejo por (:onupﬁtadoras .

Otra consecuencia importante de dicho enunciado , es que la matriz Mas(1) depende de las bases A
v B . Generalmente dichas bases se eligen de manera que el calculo de coordenadas , resulte lo mas

sencillo posible .

Ejempio : Secael espacio V= {ax? + bx + ¢/ ab,c € R} de todos los polinomios de coeficientes
1

bl

b Ja.b,e e R de todas las matrices

.
v N |
reales de grado menor que tres |, y el espacio W = i
S — ; - ~ vy . ~ Z

simétricas de 2x2 con clementos reales y sea T - VW la transformacion definida por T( ax” + bx

P a+c 35
F C =
| 36 2a+2c¢|

Con ¢l proposito de simplificar al maximo el caleulo de coordenadas , elegimos las siguientes bases
para Vy W,
A= {xx1}
- o
o Wr 0|F? iU ;
lLo oJit ofl
Para hallar la matriz asociadz a T referida a estas bases, procedemos de Ja siguiente manera.

-
0

Qo
12 0 L Y

; = | L

N
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% &__-Er' -
cuyas coordenadas en la base B son - S
[” . o] 1] o=
[T = {9 [Tx}y = I} : JJ [Ty =10 —
12 L0} 2] B
en consecuencia la matriz asociada a T , referida a las bases A y Bes: P
o o
Ma(T)=10 3 o =
2 0 2 .
Si queremos emiplear esta matriz para obtener , por ejemplo, la imagen del vector “
| v=3x"-2x+4 __
se hace lo siguiente | | &
1) Determinamos las cooidenadas de v en la base A En este caso, por ser A la base esténdar de P2 .
, resulta &=
3] =
va= | =2 P
4 e
" 2) Efectuamos el producto | Mau(T). (vja- [Tv]s =
Mt o AE r“ﬂf -
gn 3 0Y-2|=!-6! Z
12 0 2§| 4 __MJ ﬁ‘
3) Como el resultado es | Tv]s , entonces : &=
- 7F1 0""' w [o 1’ |0 0'] 7 6] e
Vo= i e — + 14 ot =
!0 0] )Ll 0] 0 1} |-6 'E4J e
B ) ' N &
Puede observarse , que al mismo resultado se llega aplicando a v la ley que define la transformacion . &=
v s Ik 4y ] g —«6“ 1 6\“'
j \ - i (-"X - vx. ’! T w _6 14 g_'
Como vimos al inicio de este tema » cuando los espacios Vy W del teorema anterior son del tipe Ra &=
¥y A, B, son las bases estindar de Vy W la matriz Mai(T) se denotia simplemeste con M(T) v se &

‘la Hama matriz asociada a 7.

Reiterande lo enunciado en el teorema anterior , puede decirse , que la imagen de cualquier vector

del primer espacio . es igual al producio de la matriz asociada a T ,referida a las bases A y B, por la

LRARRRRRR
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matriz de coordenadas de dicho vector , respecto de la base A . Tal imagen , resulta expresada en

términos de la base B del segundo espacio .

Ejemplo : Sea la transformacion lineal T: R* >R” definida por :

7 j [r -7

1) Determinar la matriz de T respecto de las bases :

SARERA

A= L?;j :Jl deR’ y B———{[?}@} de R’

2) Utilizando la matriz Mag(T) obtener la inmgeﬁ del vector v = {}
3

7
“

Solucion :

1} Se calculan las imagenes de los vectores de la base A , bajo la transformacion T y se expresan

dichas imagenes , en términos de los vectores de la base B .

B N
0o -0
N, |
-0-401-0
M 0 (2} (2
?m ) [2] ) ?"UJ 0'(0J ) (o)ﬁ
N

fp_\
2) Para calcular la imagen , bajo T , del vector v = lJ : en primer lugar , es necesario determinar

\3

las coordenadas de v ,respecto de la base A | es decir hallar ¢, ¢z, ¢3, tales que
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2} (1 f]\ 1 ct+c2+ca=2
I

v = (] =cl 0|+l L+l ] = c24+c3=1 resolviendo resulta
]
L?’J LD LD \lz C3 = _3
entonces (V)a= | ~2

su imagen es : [Tv]s = Mag(T). (v)a

| w:[g

=% o

7
0

0 1
[TV]B = t‘ 1

=

los escalares 4 y -1/2 son las componentes de [Tv] respecto de la base B.

Como el resultado es [Tv]s entonces
0 2 -1
Tv = 4, 4 f=ik} —[ ]
(J (-4) ((J 4
2 2)

~ Si aplicamos directamente T al vector v=| 1| tenemos : ] 1 é :( 4]
3 3)
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MATRICES SIMILARES Y CAMBIO DE BASE

El proposito de una representacion matricial M para una transformacion lineal T , €8 permitirnos
analizar T trabajando con M.

Si es facil trabajar con M, ya se ha ganado aigo, en caso contrario no hay ninguna ventaja.
Como bases diferentes dan por resultados matrices diferentes, la eleccién "correcta” de una base

para obtener una matriz M sencilla es importante. La eleccion adecuada de una base no es obvia
como se vera en el ejemplo siguiente
Ejemplo N° 1 : Hallar para

- Y 2 g 1h'r| . xi + 6x2
T R = RIT =
X, _3)r1 +4x,

* Su representacion matricial en
a) Labase estandar

D) La base

SOLUCION :

a) Con respecto a la base E :

| 6
%M ’{ - [ J
- 3 4

b) Conrespecto a la base B -

(ENERE AR




Por el Algebra matricial sabemos que en ciertas operaciones, los célculos son mas faciles si las
matrices son diagonales : inversion, multiplicacién y determinantes por ejemplo. AL crecer la
dimension de los espacios vectoriales ( y el tamafio de las matrices ) esta situacion se acentua. Es
necesario por tanto hallar una forma de obtener la matriz mas simple posible para representar una

transformacion T. _
Para resolver este problema, hay que descubrir como relacionar las diferentes representaciones

matriciales de una transformacion lineal dada.
Vamos a analizar la situacion en la cual V =W , con la misma base en V y en W. Este es el caso
que ocurre con mas frecuencia en las aplicaciones.

Para hallar la relacion , supongamos que :

Ma : Es la matriz que representa a T:V—V en la base A
Mg : Es la matriz que representa a T:V—»V en la base B

Sea P la matriz de transicion de la base B a la base A , de manera que V xe Vv
- Me(X)e = (Tx)s = P (TX)a = P (Ma(X)a)
= P"Ma.l.(X)a
= P '"Ma.(P.P).(X)a
= P"(Ma. P).(P".(x)a)
= (P '"Ma.P).()s
por o tanto ;

Ma(¥)s = (P"Ma.P).(X)s V¥V x&V
Por lo que :

Mg = (P"'Ma.P)

Esta ecuacién en realidad , constituye una demostracion del resultado basico.
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Teorema:
Sea TV —» V, una iransformacion lineat con matriz Ma con respecto a Ia base A y matriz My

con respecto ala base 8 . Si P es la matez de transicién de la base B a iz base A | enfonices :
Ma = (P"Ma.P)
Esta relacion resulta de sumo interés y merece un nombre,
Definicion : Dos matrices Ay B de nxn son similares si existe una matriz P, tal que :
B=PLAP
Notesé que la definicion de ninguna manera indica como hallar ia matriz de similaridad P.
En el caso de dos matiices de representacion para una transformacion lineal , P @s una matriz de
transicion de una base a otra, como se vio en el teorema anterior.
La siguiente es una reformulacion de aquel teorema !
“Sea T : V- Vuna transformacién lineal , entonces dos matrices cualesquiera que

representan a T, son similares”

Ejemplo N°® 2 : En el ejempio N° 1 sea E la base canénica . Mostrar la aplicacion del teorema para
T, E B come en &l gjemplo N° 1.
Solucion :

Matriz canonica

1 G—I
Mg =],
S 13 4]
Ahorz se calcula la mauiz de transicion de ia base B alabase &

REHEH HRHRH

Luego , la matriz de fransicidn P de la base B a |a base estandar E resulta

s (21
g SO »

Siendo , de acuerdo a lo visto anteriormente la matriz de transicion de la base E a labase B ia

inversa de P, es decir P

Lad

va
% |

-y
4
t sl
e ———y
ot N e
d d
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Finalmenie :

. [ -
o Juosl, (¥ K efz 1] [-2 o o
lir'fﬂ bl jf,) ‘jV{E-P —_ P . 3 4 j}‘ = /V 2 4 | l ] = 0 ? it
' i L/ 3 A o & g J "
=
Teorema : e
Las siguientes proposiciones relativas a la similaridad son verdaderas . En todos ios casos son =3
matrices de nxn. =
¢ Lamatriz A es similar a A z k
¢ SiA essimilara B, enlonces B es similar a A. ge;, :
¢ SiAessimilara By B es similara C , entonces A es similara C. é‘;
¢ SiA es similar a B, entonices det.A = det B ==
‘s SiAessimilaraB , entonces trA =t B ==
¢ SiAessimilara B, entonces A" es similar a B" para todo n entero positivo. ==
¢ SiA-es similar a B, entonces A es invertible | siy solo si , B es invertible En este caso A es F
simiiar a B, =
Ejemplo N° 3 ; Verificar que las matrices similares de! elemplo n° 2 1 Mz v Mg lienen igua! _
determinante e igual traza =
Solucid ; e
lucion :
Solucién B
ke 6 =5 D e
Mg =\ Mg = 5 r—
) 3 4_] O / —
@; -
.
1 6i b ™ 2 0 =g
1MF|:] |=4-18=-14 pol=) o =14 &=
T3 4 i
‘ ' =
trMa=1+4=6 trMp=-2+7=5 P
En razdn de su imporiandcia vamus a demostrar aigyunas de ia proposiciones del teorema anterior e
¢+ SiAes similar a B, entonces det. A = det.B =2
Si B=P'AP &=
det(B) = det(P"".A.P) = e
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CEEdIidIiEddididicdisenceas

= det(P"").det.(A).det.(P)
= det.(A).(1/det.(P)).det.(P)
= det.(A)

¢ SiAessimilaraB,entonces trA=tr.B
Si  B=P'AP ycomo tr(AB)=tr.(BA)
Sefiene tr.B=tr(PAP)=tr(P"A)P) = tr(P.(P"A)) = tr((P.P").A) = tr.A

¢ SiAessimilara B, entonces A" es similar a B" para todo n entero positivo.

Si B=P'AP
Si BZ= (P APP = (P AP). (P AP) = (P'A).(P.P").(AP)=P"(AA)P= p1ALP
Pudiendo a partir de aqui , demostrarse mediante el principio de induccion completa que A" es

similar a B" para todo n entero positivo.

¢ Si A es similar a B, entonces A es invertible , siy solo si, B es invertible.En este caso A™
es similar a B™.
Segun vimos , si A es similar a B entonces det. A = det.B luego

1) detA #0« detB=0 Recordar que la inversa de un producto de matrices es igual al
producto de sus inversas en orden nvertido J

2) Si A=P'BP “//
T=p'p'pP

At =P B.P)y =P B (P =

= A" es similara B

“9‘..\
Debe obsevarse que el problema de determinar si dos matrices son similares o no
generalmente no es de facil resolucion.
Pero para descartar la similaridad se puede recurrir a las siguientes proposiciones que se

deducen del teorema anterior :
Si tr.A = tr.B o bién det A # det.B , A no puede ser similar a B.
Ejemplo N° 4 :

En los siguientes pares de matrices determinar si A y B son similares:

1)

¥
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2) |
] -2 4 3 -2 -2
A=|3 2 5 B={1 5 4
5 -3 9 -1 1 -2
3)

Solucién :

1) Se observa que detA = det.B = A no es similara B

2) Como tr.A=tr.B = A no es similar B

3) Sibien detA=detB y trA=trB , @8t0 1o nos asegura que A sea similara B , en
consecuencia nuestro anélisis debe pasar por verificar la ecuacién

B=P'AP

PB=AP

para una matriz P no singular (es decir cuadrada y con determinante distinto de cero)
Sea:

De donde :

desarrollando los productos se tiene

3a  3b 3a 36
[30 3(.{] :L‘+3c b+ 3dJ
de donde por iguaidad de matrices ., resulta -
3c=a+3c ¥ 3d=b+3d Iocual signiﬁca que a=b={
perc entonces

siendo esta una matriz no invertible » 8N consecuencia : A no puede ser similar a B.

i
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VALORES Y VECTORES PROPIOS

Efectuemos un nuevo analisis del ejemplo n® 1 desarrollado en el tema anterior (Matrices Similares)

en el cual dada la transformacion lineal :

R R7] B = B0
x| 13X A

Obtuvimos su representacion matricial : i
<
6 i o
=, oo
|3
En la base estandaf y en la base
P —. 2
2o bl =7
© llori! | j

1) Destaguemos nuevamente la importancia que tiene (fundamentaimente para matrices de orden
superior a 2 ) shtenar una representacion matricial sencilla para T, como son las matrices
diagonales, de las cuales resulta practicamente inmediato por ejemplo conocer el valor de su
determinante, su invertibilidad y su rango que es a su vez el rango de T, lo que nos perinite
también determinar directamente la nulidad de T.

2} Resuita evidénte; tal como se dijo anteriormente gue |a eleccién de una base que nos de para T
una representacién matricial diagonal no resulta sencillo.

Hecho este que nos da a entender, que la eleccién de la base

h= {?IJ[EJ} ' |

Para la cual la representacion matricial de T @5 :

b
M!z:l

no fue srbitraria.

gl b



E n la busqueda de aquellas condiciones que permitan elegir una determinada base para T cuya
representacidn matricial sea diagonal , observemos que los vectores de ia base B, respecto de la
cual T tiene: una reprasentacion matricial sencilla tienen la siguiente particularidad.

h.j"

1 7 ]

Nkt

Es decir las imagenes de cada uno de los vectores de la base B, a través de T, resultan ser muitiplos
de ellos mismos.

A esta altura , podriamos cuestionarnos si en general es posible conseguir una base del espacio
vectorial V, tal gue ia representacion matricial del operador T:V—V sea una matriz diagonal.

Esta misma pregunta se puede plantear en términos “puramente matriciales” atento a la relacion de
similaridad que guardah todas las matrices cuadradas que en distintas bases representan a una
transformacion lineal T, expresadndola en la siguiente forma :

“EEn yeneral dada una matriz cuadrada A, existe una matriz diagonal B simifar a A?”
Uno de los objefivos principales de este tema es dar repuesta a esta pregunta (desde ya
adelantamos que la repuesta es : NO ).

El primer paso que vamos a dar para funda.mentar la repuesta anterior , es estudiar 10 relacionado
con vectores v e V cuyas imagenes bajo la transformacion lineal T:V—-V , sean muitiplos de elios
mismos { en el gjemplo analizado anteriormente |, esta es la caracteristica de los vectores de la base
B , respecto de fa cual la matriz que representa a T es diagonal ), a tal fin vamos a establecer la
siguiente definicion :

Definicion :

Sea T: V-»V un operador lineal @n el espacio vectorial V de dimensién n . Et nimero A es llamado
valor propio (valor caracteristico , autovalor o eigenvalor ) de T, si existe un vector v s V no nuio
; &l que T(v) = A.v . En tal caso, al vector v se lo llama vector propio ( vector caracteristico,
autovector o eigenvector ) de T, correspondiente al valor propio ?L.‘_

Teniendo en cuenta |, que por ser V de dimension finita , entonces T se puede representar por
medio de una malriz My (cuadrada ) llamada matriz asociada a T, es decir : T{v) = My .v
reemplazande en la anterior resulta :

Myv = AV




Debido a esta correspondenmay r razones de snmphcudad se anahzaran los valores y vectores
propios de las matrices de nxn .

En consecuencia la siguiente definicién es equivalente a la enunciada anteriormente.

Definicion :

Sea A una matriz cuadrada de orden n . . El nimero A es llamado valor propio (valor caracteristico
, autovalor o eigenvalor ) de A , si existe un vector x & R" no nulo , tal que A.x = L.x . En tal caso,
al vector x se lo llama vector propio ( vector caracteristico, autovector o eigenvector ) de A,

correspondiente al valor propio A.

Puede obsevarse que en R? 0 R® , A.x = A.x significa que a cada eigénvect_or (sl existen algunos )
io transforma en otro vector paralelo a x , dependiendo su direccion del signo del eigenvalor A.
Volviendo a nuestro ejemplo inicial :

El vector x = (2,-1) es un eigevector o vector propio de 1

1 6
M. =
B [3 4}

Correspondiente al eigenvalor o valor propio A = -2 ya que :

vl AR

De igual manera, el vector x = (1,1) es también un eigenvector o vector propio de Mg

- u&-«uq;

Wil

correspondiente al eigenvalor o valor propio A = 7 en razén de que :

. s
KT = [1. | 6}5 1] _ {ﬂ;_: ?H
T4l 7 T

Relacionando las definiciones anteriores podemos enunciar :

ey

4
¢

Sea T:V—V un operador lineal en el espacio vectorial V de dimensidn n. El nimero A es llamado
valor propio de T, si A es un valor propio de la matriz A asociada al operador T, respecto de alguna
{ (cualguiera) base de V.

Valores propios : _

Para encontrar los valores propios de una matriz A de nxn , la expresién ;
AX = A.X

se vuelve a escribir como :
A = A Lx

o bien de manera equivalente :

dedddddedddedddd

:

Uy e
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(A-AD)x=0 '

Para que ) sea un valor propio de A , debe existir (de acuerdo a la definicion) una solucidn distinta
de cero para esta ecuacion. . ‘
Siendo la ecuacion anterior , Ia‘expresién matricial de un sistema lineal homogéneo, sabemos que
para que tenga soiucioﬁ,as distintas de cero debe ocurrir que :

det.(A-AI)=0
Esta expresion se denomina ecuacion caracteristica de A.
Los escalares que satisfacen esta ecuacidn son precisamente los valores propios de A.
Al desarrollar det.(A - l:I) se obtiene un polinomic en A , denominado polinomio caracteristico
de Ay simbolizado comé p{2r).
Puede demostrarse que si A es una matriz de nxn , entonces el polinomio caracteristico de A es de
grado n y el coeficiente de A" es uno (1), es decir el polinomio caracteristico de una matriz nxn es

de la forma : P(A) =det.(A-AD) =A" + . A" 4o, + Cq
Por el Teorema Fundamental del Algebra , se sabe que la ecuacion caracteristica :
A" G A +C=0 (o)

tiene a lo sumo n raices distintas, por lo que una matriz de nxn tiene a lo sumo n valores propios
distintos.

Vamos a mostrar este proceso para la matriz Mg de nuestro ejemplo inicial :

A tal fin recordemos que

sl 8
T3 4
Planteamos ahora : det.(Mg - A1) = 0
{
1 6 1 0] 1 6] [2 o] -4 6 |
detf . — A = det. - = det, =0
3 4 0 1 {3 4 |0 4 3 41
(I-A)(410)-18=0=A2-50-14=0= Ay =7 y A, =-2 valores propios de [a matriz Mg
En el caso particular de que la ecuacidn (o) no tenga n raices distintas, con seguridad algunas de
ellas se repiten. Si A4,A;,....Am SON las raices distintas de (¢) con las multiplicidades ry,r,...rm
respectivamente, entonces la ecuacidn (=) se puede factorizar en la forma
P(A) = (A-A) (AA2) 2. (A Re)™ : dONde £y + 124 Iy = N
LOS NUMEros ry,rz,...Fm Se llaman multiplicidades algebraicas de los valores caracteristicos

Az, Am respectivamerite.

OBSERVACION : Puede ocurriv que malrices reales puedan tener vajores propios complejos , esto conduce 3 &a
posbifidad de considerar espacios vettarlales complejos, no obstante ello, vamos a restringir nuestro estudio Uricamente
al campa de los numeros reales.

toepsstreastents
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valores propios de matrices triangulares :
Si A es una matriz triangular (superior, inferior a diagonat) de nxn, entonces los valores propios de

A son los elementos de su diagonal principal.
En efecto : Si

1
B
=
.
=
T

B
1I
o o
HQ
i
o
b

Entonces :

'_a” - A &, Ay
det {4~ A)y=det] O @y, — A e |50
0 0 a; —A

‘Luego la ecuacion caracteristica es
(331 = )\-).(azz - A )~{|a33 = l) = (]
y los valores propios son : & = @y ; A = 8y ; A = 83 qUe son precisamente los elementos dela

diagonal principal de A.

Un ejemple muy particular de este tema lo constituyen los valores y vectores propios de la ratriz
identidad 1.
Sea A=1,entoncessi ve R’

Av=Lv =2V

Por tanto el Onice valor propio de A, es el nimero 1y tado vector distinto de cero perteneciente a

R" es uin vector propio de 1.

vacwores propios . Espacics propies ©

Se ha visto va como se pueden determinar 10s valores propios de una matriz cuadrada A de nxn.
Veamos ahora como determinar los vectores propios correspondientes.

Sea A un valor propio de A. Entorces det.(A - A1) = 0.

El vector X & R es un vector propio de A asociado al valor propio A &i x es no nulo y si Axx = A.X
En otras palabras , X es un vector propio asaciado al valor propio A si X s una solucién no trivial de
{A-AI)x=0

La existericia de solucionas no triviales de este sistema hornogéneo de ecuaciones lineales { esto es
ia existencia de vectores propios Asociados al valor propio A ) estd asegurada por el hecho de que

siendo ) un valor propio de A , la matriz (A - L.I) es no inversible (pues det.(A- A1) =0)

d e A e
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En resumen , para determinar vectores propios asociados al valor propio & , solo se tienen que

hallar soluciones no triviales del sisterna homogéneo de ecuaciones lineales (A - ADx=0
Ejemplo : Vimos en el ejemplo anterior que los valores propios de ia matiz :

Son A=7 ¥ A= 2
Para determinar los vectores propios correspondientes a cada uno de estos valores propios, se tiene

gue considerar € sistema lineal homogéneo (A - A.1).x = 0 es decir :

el

Para el valor propio Ay = 7 se tiene 2l sistema .

- T :
L —6 6 ix?_} ) E}

Desarrotiando @

cuyas soluciones son @ Xy =t ) =t,teR

Entonces los vectores propios de Mg asociados =l valor propin 2; = 7 son vectores de la forma (t;t)
conte R (t=0). =

Para el valor propio kp= -2 éi sistema por resolver es

MR

[3x, +6x,=0
{3x, 4 6x, =0
cuyas soludiones son : X = -2t e =t teR.

0O sea !

Entonces los vectores propios de Mg asociados al valor propio A, = -2 son de la forma (-2t;t); te R
(t=0).
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[

Puede obsevarse que el conjunto de vectores propios de una matriz A asociado
gue es a su vez el conjunto de soluciones no triviales del siste
en si mismo un subespacio de R" (pues carece del vector cero
unién de este conjunto con el conjunto formado por €l

precisamente el espacio solucion del sistema homogeneo (

s al valor propio A ,
ma homogeneo (A - L.I).x = 0 no es
} . Sin embargo si se considera la
vector cero , lo que se obtiene es
A-AI).x =0, el cual se sabe es un

subespacio de R”.

Definicion :

‘Sea A una matriz cuadrada de nxn y A un valor propio de A . Sea E, la unién del

conjunto de vectores propios de A asociados al valor propio A con el conjunto formado por el vector

cero , E, es entonces un subespacio de R” llamado espacio propio (espacio caracteristico 0

elgenespacic) de la matriz A correspondiente al valor propio A.

Ejemplo : Los espacios propios de la matriz

MW'1 6
B3 4

De acuerdo a la definicidn anterior son ©
E, ={to}t e R}
E, = {2011 € R}

Ejercicio :
Determinar los valores propios , espacios propios y vectores propios de la matriz .

Solucidén :
El polinomio caracteristico de A es:

Tl 3 0
p(A)=det.(A-Al)y=det} O ~2-A 0

0 6 1-A

Siendo su ecuacidn caracteristica :

.0 5
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p(A) = (1-A).(-2-3).(1-2) = (1-A)2(1-A) = 0
de donde Ia raices de la ecuacion caracteristica de A son:A, = 1(orden de multjplicidad 2} y A, = -2
siendo estos los valores pmfxios de A.
Para determinar los espacios propios correspondientes a cada uno de estos valores propios , se

tiene que considerar &l sistema homogéneo (A - A.I).x = 0

-2 3 G | x 0

O ':"‘2""'.2- 0 xz ::0
0 -6 1-Afjx | |0

Para iy =1

0 3 0fx 0

0 -3 O0fx|=|0

0 6 O0fx]| |0
Cuyas soluciones son .. xy =t; X, =0;X =5 conrssR
Entonces el espacio propio E,; es :

E, = {(r,O,s),r,s € R}

El cual tiene dimensién 2 y una base de el esta constituida por los vectores : (1,0,0)y (0,0, y
ademas cualquier vector que sea combinacién lineal de ellos es un vector propio de A asociado a su
valor propio A4 = 1.

Para A, = -2 se tiene el sistema :

3 3 0fx 0'{
0 0 O0flx|=|0
0 6 3jx] |0

Cuyas soluciones son : x; = rf2 ; X, = -rf2 JMz=rcon reR

Entonces el espacio propio E;; es :

E, = {[i;ii;r];r € R}
’ 2" 2

cuya dimensién es 1 y una de sus bases es {(1,-1,2)} . A su vez el vector (1,-1,2) es un vector
propio de A asociado a su valor propio A, = -2
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d algebraica :
Si 2, €S un valor propio de una matriz Ad
entonces la dimensién del aspacio propio correspondiente @ Ao S€ denomina sl iplicidad
del polinomio caracteristico de A, es declr el

y &} ndmero de veces que Ao €5 I3z
e se repite el factor (Ro - A) en la expresion factorizada del polinomio
orrespondiente a su valor

enomina multiplicidad algebraica de A, C

Multiplicidad geométrica y muitiplicida
e nxn

geométrica 0é ic
numero de veces qu
caracteristico de A, se d
propio Ae.

Puede demoslrarse que para todo valor propio de A , 12 multiplicidad geométrica es menor o igual
gue la muitiplicidad algebraica.

Esto puede ser observado en el ejemplo anterior do
correspondiente es jgual a 2.

2es i, ysu correspondiente espacic
4

nde se cumple que ia multipticidad algebraica de

Mm=1es2yla dimension de su espacio DIOPIo

Ocurriendo también que ia raultiplicidad algebraica de hy =

propio tiene dimensidn 1.

A esta aftura estamos en condiciones de enunciar otra propiedad importante de las matrices

similares :
v | as matrices similares tienen el mismo polinontio caracteristico, por lo tanto tienen las

mismas raices caracteristicas (multiplicidades inclusive)”

Demostracidn
Sean Ay B de nxn dos matrices. similares, es decir gque !
A =P BP

det( A - LIy = det. (P B.P-A.D
= et (PP B.P-APIP)
= det (P'.B.P-P"LLP)
= det.(P".(B. - A.1).P)
= det.(P").det.(B. - 2.1).det.(P}
= det (P™").det.(P). det.(B. - A1)
= det.(P' P).det.(B. - A1)
= det.(B. - A.I)

3% Entonces

Atenciém: e
jLa reciproca no se cumple, es decir que el hecho de que dos matrices tengan el mismo polinomio

as matrices sean similares.

Liaracteri'st‘aco , elio no indica que amb

et i T i S
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DIAGONALIZACION DE MATRICES

| "Def'inicianes: .
a) Se dice gue la matriz cuadrada A es diag'ona'iizabie_si existe una matriz inversible P; tal que :
PLAR o5 una matriz diagonal (es decir A es similar a una matriz diagonal).
b} Se dice que el pperador lineal T:V->V en el espacio vectorial V de di_mensidn finita es
diagonalizable si existe una base P de V , respecto de la cuai' la matriz que representa a T es

una matriz diagonal.

Es claro que un operador lineal T:V-»V es diagonalizable si, y solo si la matriz que to representa

respecto de aiguna (cualquiera) base de Vio es.
En efecto , supongamos que T es diagonatizable y sea B’ una base cualquiera de V. 5ea A = My

Segun la definicidn (b) existe una base B de V tal que B = My es una matriz diagonal.

Teniendo en cuenta que Ay B son matrices similares , entonces existe unia matriz inversible P tal

que B = PAP ( de hecho, F es la matriz de cambio de base de 8 a p).
Por lo tanto, seglin la definicién (a), A es diagonalizable.

Reviprocamente, supongamos que A es diagonalizable y que A es la matriz que representa al

operador T:V--»V respecto de alguna base pde V.

Existe entonces una matriz P invertible tal que p! AP es una matriz diagonal. En consecuencia de

acuerdo a lo visto anteriormente existe una base $ de V tal que P es la matriz de cambio de base de

pap. '
Sea B = Mg . Como PLAP = B, B es una matriz diagonai , iiego sé conciuye que T es
diagonalizable.

Corolario de las definiciones (a) y (b):
entonces el polinomio caracteristico de A (de T) se puede facto

Si la matriz A (el operador T} es diagonalizable,
rizar como producto de factores

lineales.
Demostracion

Si la matriz A de nxn es diagonalizable, A es similar a una matriz diaganal D.

Supongamos gue .
P 0

1
Y

m [—0 /1".

El polinomio caracteristico de D es &

D

AAARAADAAAAARRAARARA]

2
\B

ANAAAANAAN]
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p(x) = det (D) - x.1) = det| A% = (4 - x).(A, —x)....(4, — %)

0 A ~x

Siendo A similar a D, el polinomio caracter(stico de A es también p(x), ef cual estd formado como el
producto de n (= orden de A) factores lineales.

Intentaremos ahora determinar las condiciones para que una Transformacion lineal dada tenga una

_ representacion matricial diagonal o , lo que es equivalente para que una matriz dada sea

similar a una matriz diagonal.
Es decir vamos a plantear el siguiente problema :
Dada una matriz A de nxn, determinar si A es diagonalizable. Si A es diagonalizable calcular Py D
para la ecuacion :
A =P.D.P?

Para resolver el problema de la diagonalizacién, en primer lugar nos preguntamos 1o siguiente :
Si A es diagonalizable & gue condiciones deben cumplir Py D ?.
Si A es diagonalizable = A = P.D.P™*

lo cuat significa que AP =P.D
Entonces si :
Pu Pn p]n—‘ 2 O
P Pn Pn - P D= &2
_[)Hf pn'l iy p:m ! ,_0 cﬂn__
Y 2
Sustituyendo en la anterior :
p“ _plz P (o 0
‘A P Pn Pan s D Cy
_.{)n] pnl se pmt _O Cn

Y4456



e igualando 1as columnas

si lamamos con Py, Pz, veeeer p, a las columnas deP, observamos qu

de estas dos matrices (A.P = p.D) resulta que :

j-ésima columna de A.P = AP; = Cy
A.P.l= Cn.Pa
res caracteristicos de A. Los elementos

P, = j-ésima columna de P.D

es decir : APy = C.Py; AP = 5 = U
Por tanto P es la matriz cuyas columnas son ve
jos valores caracteristicos correspondientes.

diagonales de L soi
las columnas de P son linealmente independientes. Todo esto nos

Ademias como P es invertible,
conduce al siguiente teorema :

Teorema : _
si A de nxn es diagonalizable, entonces

linealmente independientes. Ademas en la ecuacion A = p.D.P-1,P esuna matriz cuyas

son vectores caracteristicos y los elementos diagonales de D son los valores
a sus vectores caracteristicos

A tiene n vectores caracteristicos

columnas
caracteris
respectivos.
Este teorema establece comb debenser PyDsiAes
Seria deseable fuese reversible. Es decir, serfa deseable que Si :
1. Se resolviese el problema caracteristico para A de rxn
KK hg Kgswinisenessy IE— AXn = An.Xn

2. Los vectores caracteristicos se pudiesen elegir linealmente indey

3. Al construir ‘P = D Kasssansrnesion)

ticos correspondientes columna pos columna

diagonaliza ble.

pendientes y Si

Entonces se tendria :

A=P| A P
0 i

de demostrar que este procedimiento es valido analicemos

Afortunadamente esto es posible . Antes

un ejemplo.

Ejemplo : Utilizando el procedimiento anterior diagonalice la matriz :
1 6
3 4

caracteristico de A se resolvié ya en ejemplos anteriores :

Solucion :
El problema
Sus pares caracteristicos generales son :

;ﬁ' I?@ :“ |_

g8

f 8
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(-] (.1
7 Wl
\ A I 1
Y
Y las elecciones especificas dan
i2] ()
l 2 | !
. !-—_.].-I,a L l.] )
Pero
- AT %
Es un conjunto linealmente independiente ,por 1o que formamos
5 3
P=
N i 1._
Entonces !
; L
Pl I{A 3 }
1/ 2
%
Finalmente hay que cornprobar si o [“\};;O'r" B = 1
a or ar
8 e= PJ}-P g caract (;?;I;C caract caract,
. para A=- y U3 =-2 =7
Es decir 2enla 19 Enla 18 l El la 20
columna columna cOlumna

/ ,
f2 1~z ¢ JA S ANEC N
A= | ] v, 5 =
oijlo WY % |
Lo oue confirma la diagonalizacion de la matriz A.

A continuacion vamos a demostrar ol teorema representado con este ejemplo .

Tegram:as &
G A de nxn tiene n veciores caracteristicos linealmente inde
X. ,entonces A es diagonalizable y

pendientas Xg,Xzy....Xn , €8 decir que

A.Xl == 7’*»1.)(1,.......: ......................... A.X“ = '}t."
A =pP.D.P?

Donde



MATRICES SIMILARES - Redactd : Ing. Aberto B, GONCERATY - TN, Fac. Reg. Sta, Fe =20

P = (X5,Xg,-.....%Xn) €6 UnA mariz de nxn , cuyas columnas son las componentes de Xy, Xy,.....X,
y

2 ()Ti

)= l

0"
Donde AsAze.o.. ehg 50N 08 valores propios correspondientes a Xg, Xz K
Demostracion : Si {Xy,Xz,ccccuenn. Xa} €5 un conjunto linealmente independiente , entonces

P (KXo coininsns ) es invertible,

pero
AP=[4x, &X; . Axl=lax, 1Lx, .. AX]=

rAF a

£
col.1 clol.2 Cﬂl col.i 50{2 o,

U 3

como AP = P.D se tiene A P.D.P?

0
=[x, X, . X} =D
y A ha sido diagonalizada.

Los dos teoremas anteriores juntos permiten enunciar un resultado impoitante en relacion al
problema de ia dizgonalizacién :
Teorema:

La matriz & de nxn es diagonalizable , si y solo si , A tiene n vectores caracteristicos

linealmente independientes. En tal caso , 81 Xy, Xz, Xn son los vectores lincalmente
independientes y st los pares caracterfsticos son (t yl,,(k;“(;), ........... (X} entonces haciendo
P = (K, Xap oo Xn) y

4, 0]

D= A,

0 A

Setendrd: A=BODP' v D=PLAP
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Q. 2@ "0

.--—..._v-—_....._-—-—_.__._._..—_._..._._d_-- —

El resultado de este teorema se puede enunciar de otras dos formas equivalentes :
s "La matriz A de i es diagonalizable, st Y solo si, existe una pase de R constituida por

vectores caracteristicos de A. En ese caso si { Xy Xgpossosnesss X} €s la base de los vectores
caracteristicos y §i los pares caracteristicos s0n (41 Xl (A2X2)peesvrenees (AaXs), €ntonces PyD se

construyen como Se indico antes”.

o "Supdngase que A de nxn tiene valores caracteristicos Az Az Am €0 m<n(mes
estrictamente menor que 11 si algunos de los vectores caracteristicos tiene multiplicidad 2 0

mayor).Entonces A €5 diagonalizable, si'y solo s

K=m
S dim E, =1
K=1
NOTA: Debe observarse gue a fin de resolver el problema de la diagonaiizacién para A,

primero se resuelve el problema caracteristico para A.

Ejemplo Diagonalizar si €s posible la matriz

i

La ecuacion caracteristica de A €s

Solucion:

det.(A - A =0
'IQ
det| A, 4 =0
0 1-A
a bien !
1= A =0

los valores caracteristicos son:i =1y d=1
para hallar sus vectores caracteristicos se resuelve
(A-A1)X=0
- gue para este £aso se reduce a

Ae=1
Ox, +x, =0
Ox, +0x, =0
por lo tanto : Xy = (k,0) % = (t0)

Obsevandase que no s posi ble obtener dos vectores caracteristicos linealmente independientes
para la matriz A de 2x2.

Yo/o8
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Entonces A no es diagonalizable .
Otra forma de expresar esto, es decir que los vectores caracteristicos de A no forman una base para
R% '

Ahora ya sabemos que una matriz A de nxn es diagonalizable , sl y solo si, A tiene n vectores
caracteristicos linealmenie independientes. Pero si n es grandg determinar la independencia lineal
puede resultar tedioso.

Fara evitar ello, en el siguiente teorema se expresa una condicion suficiente muy sencilla de la

diagonalizabilidad.

Teorema:

* Una matriz A de nxn que tiene n valores caracteristicos distintos es
diagonalizable”.
Demostracion :

Sea A de nxn una matriz con valores caracteristicos diferentes que denotaremos por A, Aysiiiint,

Seg(n el teorema que dice "Una matniz A de a1 €5 diagonalizable si y 50l0 si tiene n vectores
caracterfsticos linealmente independientes” sera suficiente demostrar que A tiene n vectores
caracteristicos linealmente independientes.

Supongamos que X, X,,.... &, sean vectores caracteristicos correspondientes a
Aoy Ay rESPECtivAamente.
Supongamos también que X,,X,,......X, sean linealmente dependientes.

Esta suposicién nos Hevard a una contradiccion.

Puesto que X, es vector caracteristico, es diferente de cero

Por lo tanto, existe un entero k (1 <k <n), tal que X,........ X, son linealmente indépendiente,
mientras que X,,.........X , X, son linealmente dependientes. Es decir se verifica que :

e, X, o, e, X+ Xga =0 (#)
para escalares c,........ cy ., Gue no sean todos cero

Entonces, multiplicando ambos miembros de |a anterior por A, y aplicando dlgebra matricial
CAX F o B AR g AK y 5 D

y puesto que X ,........ , X, son vectores caracteristicos de A, se verifica que
0 N e Xy FoihenXin =0 (¢9)

Si ahora multiplicamos ambos miembros de (¢ ) por 4, ., Y la restamos de (¢ ¢) se tiene :
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/(A — Apa) Xy oo Cp (A = A )X =0

ypuestoque : X, X,,. ... , X 50N lineaimente independientes, s& ha de tener en general

e(h—A =0 t=12,..K

(4 K-

PEIO: -Ayyccnss Ay, SON diferentes entre si, y por lo tanto (4, ~ 4,,;) = O para f= Lawk por

consiguiente ¢, = ... =¢, =0. También por (¢) ,c,,,= 0. Esto contradice nuestra suposicion de

QUE Cpovreeennd Cypy Y0 eran todos iguales a cero, es decir que D, ST X .., eran linealmente

dependientes.

Importancia de (a diagonalizacién para el calculo de potencia de matrices

En mateméaticas aplicadas se presentan & menudo problemas en los que se hace necesario calcular

potencias grandes de matrices cuadradas. Puede mostrarse que €l empleo de la diagonalizacion

pace que estus CAICUIoS sean sencitios.

A tal efecto , supongamaos que A es una matriz de nxn diagonalizable, 25 decir que existe una matriz

invertible £ y una matriz diagonal D, tal que :
A=PLD.P

La potencia cuadrada de A Sera
A2 =(PLD.PY = (PLDR)L(PLDP) = P 0P PY).D.P = PLDAP

De igual modo su potencia clbica serd

A =(PLD.pP = (PLD.PY pto Py PLD.P) = pt.D.(P.P).DP.PDP = pLDP

Generalizando , si k es cualguier entero positivo :
A¥ = pLD%P
ra que si A es similar a una matriz diagonal D, entonces el calculo de A* se

Lo que nos muest
, lo cual es sencillo , di de tiene en cuenta que si :

puede efectuar calculando D

{’ d 0 0 ( ¥ 0 0 )
0 4, .. 0 0 # s 0 |
I} e \ = ij T o= - >

lo o o 4, L o o 0 d)

MNota: £n las aplicaciones en &l campo de la ingenieria, los valores y vectores propios estan

o vibracién v 1a estabilidad de los sistemas mecanicos.Pero como

relacionados con las frecuencias d
ante facil de

ejemplos que se han seleccionados resulta relativam

@l lector podra apreciar en los
general esto no sucede asf, debiéndose recurtir para

estos Casos a diversos métodos numeéricos desarrollados con tal fin
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- DESARROLLO DE EJEMPLOS SUBRE TEMA
Seccion 1: Matrices asociadas a una transformacidn iineai
Ejemplo N® 1: Sea T:R*-»R*tal que :

AR

L X, |

X 4%

Xy 3%,

A) Hallar la matriz que representa a T, cuando :

v ]
v ]
o ne L o )

i

"
B) En cada caso calcular TiL‘;Z

j] directamente vy luego usando M
Solucién :

, - f1ifo
a-1) A) B la base estandar A = B = Jt ol

directamente tenemos que :

M. = (I

il 3J
My noonani 3

By 7 1=| —-L]i"‘[»]f
t2] |l :‘J 2] {_{J

)
a-2)AYEntas bases A=B= \ lJ; i {
x.—_ J

En primer lugar calculamos las imagenes de los vectores de la base B , bajo ia transformacion Ty .

expresamos dichas Imdgenes en términos de 3 base B.
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I:'AH M%@%%#ﬂ£%ﬂmwﬂw .
I’-‘:‘# 7_—1'—'0__‘9 0 ~ 1_'._1_‘3.2":? B ﬁm_y:}T 1]“%

~J el a .._.2__ o ﬁ' e \ a= 3?. =Y = ___1 B”’ ,%

T L

o 21 3] 13 17 2 2 %
~d ] - 5 = i e ot e T e h
= F AL Ao -l H
i =3 fuego : ‘
. % U

M - 3 3
F: =% 4
E 3 B) En primer lugar escribimos el vector {12] enlabaseB .
==‘a§ \}2\ :a{ 1J+ﬁ[ﬂ:>a:1;ﬂ:1-:>\; :{_ﬂ

=" e - g
= = luego : ,
- A g A% AT
E z: finalmente &;ﬂ - \j 1] +'% E\ = B}
.
j i
] : a-3) A) EnlasbasesA=B= {F;Hﬂ}
- el
i 3 procedemos de la misma forma que en el caso anterior :
- -

=
Iaﬂ 3--_8“ gﬁ“" 3 2 "::,a# A 3L"%
iy
| = r2] 74 _[4] _ -1 s) 2 1
i T[] e
Egg luego : | -
": M. (% 1]
E s \% %)

_ B) -

2
E Okl
l_@ 2 ke 3 2 i ’ P i %
t@

. |

p

L Pl



MATRICES SIMILARES ~ Redachs : Ing. Aberto R, GONCEBATT — U.T.N, Fac Reg. Sta, Fe -26
juego :

(2D, B i

R EREH]

finalmente

§oda )

L = < - —

com e 2= )1} ve- )

En este caso , si bien A= B se puede aplicar el mismo procedimiento

A i l*”’ 0 [“1 "5 0% . g 2:>,Ji' 0
i e = & 4 = i = , = i ==

AL A A= L

En consecuencia la matriz de T con respecto a las bases A y B resulta:

0 2
Mi=la -4

oy
B) Para calcular _TLJ hacemos:

] LAl oo L

L2, Lnl 12 -4lLAl

| f‘_:-;m 31 —7.0-*\“3
finalmente L ?J oy L}] +(~ )L*l = L’}j\

luego -

A

<t < <R R G

,{i‘ ".: "\ \-‘i‘ :‘q ‘I‘ -& -‘l -“' s ‘i' "l "\“ - ~ "!? ‘!? ‘. ‘l,ﬂ', ‘ "lD “ ‘

- |

LR AD

& & &

A &

L

TR

X &
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b)Enlas bases A=B= { 1 }—?J]} es M, :Pé
J
|

Seccion 2 : Matrices similares

Ejeraplio n® 1: £n el gjemplo n°1 de la seccién anterior se encontrd que la representacion matricial

del operador lineal T:R*»>R? tal que !

Tl _[aen

| x, | - [%+3x; |

dependia de las bases adoptadas y que @

-

_ ‘ 1][0] |
ayEnlasbases A=1B= ot es M=
Lof11]

I
I

c;Enlag bases A=B= ¢

+ 1 L
d}Enlas bases A= {}{r Hi

-1/
/QI:Mb
%

N _m

%)
es M, = 0

L )

Ahora a esas matrices las hemos lamados M. ; My ; Mc ¥ Mg respectivamente y con (a),(b) y (cia
las bases que permitieron determinar a M, ; My ; M. respectivamenie , se pide :

A} Demostrar gue My y M. son similares a M,

B) Demostrar que si se cumple que si My, €s similar a M; y M, es similar a M. , entonces

M, es simifar a M.

CJ Justificar por que My no es similar a ninguna de ellas

Solucion :
A} M, es simifar a M, < M, = PpiM,P

Donde P es la matriz de transicion de la base (b) a ia base (a)

1 pA
es decir P :( J __
-1 1

siendo P Ia matriz de transicion de la base (a) a la base (b)

P-—] - (% _}gw
KooK
A AT U
luego: ( ? % B )
S IS ICIE ) CO IR A SO

- Y .
[} 2):{’4 A}:Mb = M, es similar a M,

S 96
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Por otre fado © M, es similar a M, & M, = PLM,.P

Como en al caso anterior , primero calculamos 1a matriz P de transicion de la base (c) a la base (a)

()

posteriarmenta calculamos la matriz de transicion de la base (2) a la base (c), s decir pt

b (W K
% K
iuecgﬁ:
f -1 2) 3 1
\ % 33 2) %

. Los apaitados (B) y (€} s¢ dejan como ejercifac ion nara el lector.

Ejemplo N® 2: En los siguientes ejercicios se da una transformacion lineal T:V-aV y bases Ay B,

a) Hallar la ratriz de T con respecto a A

b) Haliar la matriz de T con respecto a B usando la matriz de transicion.

¢) Hallar directamente la matriz de T con respecto a B.

1) ' R - I, /?l I”‘j

A = Base canoica

[

Solucion:

b} Primero calcutamos la matriz de transicion deBa A @

Posteriormante calculamos la matriz de transicidn de Aa B :

Finatmente

| (v B oy 1) _ (%
Mﬁ M 2 l/ B ZJK{) O]Ll -1j 1}/ }/

)

182
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¢) Calculamos las imagenes bajo la transformacion T, de los vectores de la base B y ias expresamos

enla base B

LA sl
T oo eonoosefL

luego : MR~£% }4‘]
VA

F KR AOR kR AORIOCK

2) 7 R - R‘f’f'[x'}m{ % ]
X, 2%, — 3%,

A = Base canonica

[

Solucion !

' I 1
a) En la base candnica directamente @ M -( }

o -
b) Las matrices de transicion son iguales a las del ejercicio (1-b)

Luego:

Mﬂ:;,-_;_MW}):(% }é](l 1}[1 1]:[% %]
¥ ~BHE 3 -1 ¥ Y

_;I 1 T 21 %
R

LA A eoma el

—
——
Ry e
||
R
|
I
L
R ez
| e
T [
RS-l
=]
H

% ’/J
I My, =

she e e e e e o e ok e ke ke ke

5%,
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3) T8 - D/ T@ibxy=a+b+{(2a—-3b)x

A = Base canonica = {1;x}

B = {1+x;1-x} :

a) Hallamos los vectores; de coordenadas en la base A, de las imagenes de los vectores de la base
A baijo la transformacion T.

| x
T()=1+2x = (1+2x), = 2J

T(x)=1-3x=>(1-3x), = ]J

liego
1 1
M, =

b
b)

o . RN L ik N
wn] el = o e )
iuego :

Mﬂ{yg }4}(1 1]_[1 1]:[}4 /J
¥ uh2 31 1) % ¥
9

TA+x)=2—x=> (2—x)3 :a(l.f_x)q_ﬁ(lﬁ—x)-":lbam%;ﬂ:%ﬁ(zﬁx)s m':;é:i

2

I'(l-x)=5x=>(5x)y; =a(l+x)+ fl-x)=pa=¥%;8=-¥% = (5x), = [%]

%
MH e [% % J
nooHh

luego :

etk ok sk ok ok otk ok ok ok ok

-

2115 I 4
Ejemplo N° 2: En el espario R? considere la base A = {L][ IJ}Y sea P = [8 ,J .Determine
_ )
la base B de R?, tal que P es la matriz de cambio de base de la base B a la base A.
Solucion :

o= [

P

X

I 4
}} .Entonces sl P = [8 _J es la matriz de cambio de base de B a A, sus

columnas son los vectores de coordenadas de B escritos en la base A.

TRARERRRRRTARNS
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[ 2t is] T4
[ x, = ITE Y [ 43]
HEHEMEN

"N \
a)i ] LJ C}{ﬁ W}\
1\}. 3 \5 ’I’J

{1 b &
o 1 f)] a}i; ?J

N = X

Solucidn :
a) No tienen igual determinante.

b} No tienen igual determinante.

¢) No tienen igual iras.

=B = {[ﬂﬁ}ﬂ

d) No tienen igual determinante.

e) No tienen igua determinante.

£ No tenen igual determinante.

sl spe ke ok e skokokok ook R

2 3 "
( ) _Demuestre que las siguientes matrices no son similares a A.
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$ecci6n 1 ; Auctovalores y Autovectores (valores piopics y vectores propios)
Ejernpio N 1: Hallar los valores y vectores propios de 1a matriz:

3\
A = [3 0 J
0 3

Solucién : Menteamos la ecuacion caracteristica det.(A-Al) =

[(3 oy (2 0y 3-4 0 .,
deat | = det. =0=>3-4)" =0
Lo 3) \o )} 0 3-4 |

por lo tanto A = 3 es un vaicr propic de A de multiplicidad algebraica 2.
Debemos resoiver ahora (A-A)X=0para i =3

[ 96 AT

{Ox, +0x, =0

O 1\0.\*. +0x, =0

de modo gue el espacio propio correspondiente a A = 3 es todo R?, es decir
I}l

Lof11]]

r

o
Obsevese que | ”J y! } ]l son dos vectores progios linealmente independientes de A ,

Ex= gen. {

correspondiente & su Unico valor propio.

B B R S

) {3 1)
Ejempio N° 2: Idem de A = | 0 3J

Solucidn: |
'3 1Y (4 0)] T i

det.(A-AL) = det [I WI = det } =0= (3~4) =0
o 3, {0 1) L 0 3 -4

por lo tants A = 3 es un valor propio de A de multiplicidad algebraica 2.
Debemos resolver ahora (A-A)X = O para d = 3

IP !1‘_(3 0\\1‘|Ir-‘\‘-]1? ! 1'\"3]] [0] ) {Ox!*'xzzo..—_;»x; =0
o 3/ Lo 3/l 0 0)lx,]| 0] )le]—l—Ox:zz() '

v
]

A

por lo tanto ©

} = 1 X, '[U !} =5 Lé} es un vector propio de A
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Ejemplo N 3: Idem de :

4
A= 5
79 2 2
Solucidn @
(s 4 2Y (A 0 O G 4 2

o
il
o
@
o~
=
Ln
I
R
(S
I
o

det(AM) = det|l4 5 2|-|0 4
; 2 2 2 0 0 A 2 2 2-A
desarrollando se tiene : P-122+21A4-10=0

cidn puede utilizarse el teorema que expresa que las posibles rafces

luego para resolver esta ecua

racionales deben ser submultiplo del término independiente.

B nuestrocaso L £ 1T 2:+5,+10
para enconirar las restantes dividimos la anterior por (A-1)

Como se verifica que Ay =1€s raiz
te de la ecuacién de segundo grado

Quedandonos . A -114+10=0 ypor aplicacion de 1a resolven

resulta 1 Az = 1Y ha = 10

onsecuehcia la matriz dada tiene dos valores propios distintos Ay = 1(mult1‘plicidad algebraica 2)

EncC
y Az = 10
Para hallar sus espacios Y vectores propios debemos resolver:(A-Al).X= 0 para Az Ly para As= 10
Para A= 1 |
4 4 2Y(x) (O j4x,+4x2+23::0 | x,
4 4 2ilx|=10]|=44x 40 +2x, = 0= 22+ 2%, +3,=20=X = x,
2 2 \x) \0 l2x1+2x1+33z0 — 2%, — 2%,
%, ( 0 1 0
Y= 0 [+ % (=x{0 |t% 1
— 2%, L 2x, -2 -2
luego :
1 fo .
E, =gem| 0 § 1 es el espacio propio correspondiente al valor propio A = 1
|-2]1-2
1110
a dicho

siendo os de A linealmente independientes correspondiente

0 |y 1 | dos vectores propi
]
2] -2

valor propio.
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Para A = 10

-5 .4 2% I’o J 5x, +4x, +2%, =0 2x, 2
4 -5 2l l=10]=4 4% ~5x,+ 20, =0 DX =|2x|=X]2
2 - Bj Y. l\i‘} l 2x, +2x, ~8x, =0 X i
luego '
2 ' p
A =311 2 |t € R} es el espacio propio correspondiente a A = 10y | 2 | es un valor
1 . _ 1

propio correspondiente a dicho valor propio.
Obsérvese que en este ejemplo la matriz dada tiene dos valores propios y tres vectores ploplo_,

eatnenie ndependientes.

skl ok R R R R R XK

Ejemplo N© 4: Idem de

1 L 0

A=10 1 1

0 0 1

Solucion :
1-A 1 0
det.(A-Al) = det| O -4 I |=0=>(-A4)=0=1=1 (orden de mutltiplicidad 3)
0 0 1-A )

Debemos resolver ahora : ((A-Al).X= 0 para A= 1

[0 1 0 ’x]\i ('0' X, 1

o 0 iflx|=l0lmx=l0]=x]0
0 0 0jix J 0 0 0

luego :

(1 ' 1

A, =3¢} 0 1 & R es el espacio propio correspondiente a A = 1y | 0| esun vector propio
0 0

correspondiente a ese valor propio.

Obsevese gue en este ejemplo fa matriz A tiene un solo valor propio (orden de muitiplicidad 3) y un

solo vector propio. |
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Seccién 4 : Diagonalizacion de matrices

: -3 ‘W
-5 31| esdiagonalizable; en Cuyo Caso
J

-4

Ejemplo N° 1: Analizar si la matriz A =

S~ o

e

encontrar una matriz diagonal similar a A

- Solicidn : Recordemes que para resolver el problema de la diagonalizacion, en primer lugar

debemos caicular los valores y vectores propios{caracteristicos) de A.

Su ecuacion caracternistica es :

(2-4 -3 3 1

det(AAD) = det] 4  -5-4 3 |=0>pA)=A+A-141-4=0

| 4 -4 21 J

Sus posibles raices racionates son :+ 1,12, +4 i

Encontrandose que * A = 1,0 = 2 y A = -2 son ias raices de p(A) y por lo tanto son los valores
caracteristicos o propios de A.

A esta altura podemaos asegurar gue A es diagonalizable, teniendo en cuenta el teorema que
expresa @ " Una matriz A de nxn que tiene n valores propios distintos s diagonalizable”
Buscamos ahora los vectores propios de A , para lo cual debemos resolver el sistema : (A-A).X=0
para A= -1;A=2; A= -2 |
Para k= -1

.

‘/7: o] 5\1{ % (-() [31} - 3x, +3x, = 0 X, 1
4 <4 Fix |={0}= «i4x1 dx, +3x, = 0= X =[x |
L4 =4 3) Xy ) Lﬂj L4x, ~4x, +3x, =0 L0

I\

| {
i 1
r.l isz e E‘fet'_ el espacio propio correspondiente a A = -1y Li es uin vector propio
1_ } :
Ay

S
4

0

|
iy {
s

de A correspondiente a dicho valor propio.

0

Parg A = 2

E2ifog



MATRICES SIMILARES — Redacts - Ing. Albierto R, GONCEBATT - UL T.N, Fac, Req. Sta Fe-36
0 -1 3«x (0“ [ —-3x,+3x,=0 (x\

¢ |
P z‘ v, || 0= 45 - Tx +30, = 0= X =| x
4 -4 0 !L 4x, ~4x, =0 o

luego :

' t( N 1 (M
E, =4t} .1 E,( & R% gs el espacio propio correspondientea A = 2 ¥ | 1! es un vector propio de A

I‘t UJ ) _ | L‘fl

correspondients a diche vator propio.

Para A =~ 2
(4 -3 3“ X, if'o'\ 4x, —3x, +3x, =0 S [(ﬂ,
L4 -3 3 x| = l GJ =>{4x,-3%,+3x, =0 X = = X 'ij
4 -4 4)lx,) \0) |4x-4x,44x5=0 x|
luego :
f O‘\_ '] (’O

)
e et e
Ty
/..-——-—- —_——
—

} s el espacio propio correspondiente a A = -2y { es un vector propio
1

de A correspondiente a dicho valor propio.

Formamos ahora : '

(1 i 0 £ 0 S

i .

I 1 11 y caiculamos P == | 1 =1 3

Lo 1) 't

Finalmente para encontrar una matriz diagonal similar a la matriz A | hacemaos:
(0 Lo-nz -3 3'\(1 1 0) (-1 0 00

D=P'AP={1 -1 1[|i4 -5 3| 2 0
(»«1 ] o) 4 -4 2 Lo L1y Lo o -2

Pes

(3 ~1 @) 0 -3 - 3\
|
A=[¢ 3 0] y B=|-3 0 3|
l ) -3 -3 0)
a) Demostrar que tienen a 3 como valor propio de multiplicidad algebraica 2.

b) Demostrai que A no es diagonalizable, perc B 5 o es.
Solucion :
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& &

£
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MATRICES SIMILARES — . Redactd : Ing. Alberto R. GONCEBATY — U.T.N. Fac. Reg. Sta. Fe ~37
a) Calculo de los valores propios de A :

det.(A-AL) = 0

( 3-4 1 0 )
det,L 0 3-4 0 =0=>(3-A)(5-4)=0=>41= 3(mult.alg 2)yA = 5 SON los
0 0 MS—AJ

valores propios: de A

IdemdeB:

det.(B-A1) =0
-A =3 =3

det] =3 -4 =3|=0=22-27A+54=04= 3(mult alg2)yi = —6 son los valores
-3 -3 -4

propiosde B.

Conclusion : Las dos matrices A y B tienen 3 3 como valor propio de multplicidad

algebraica 2.

b) Calculo de los vectores propiosde Ay B

3 -1 0
Si A={0 3 0 | = debemos resolver (A-Al).X=0para =3y i =-5
o 0 -5
Parax =3
0 -1 0)(x) (© X,
—-x,=0
0 0 0 {fx [=|0 ‘ = X =y D
~8x, =0
0 0 -8)ix,) loO : )

; . ! 7
By = LLO 1e R esel eSpacid propio correspondiente a A = 3y | 0| es un vector
0 0

propio de A correspondiente a ese valor propio.

Para A = -5

8 ~1 0 (xl 0 0
. 8x. —x. =0

¢ 8 0 ,'x =il ) :}{ xé xzo' i X: :xg 0
6 0 0 an = %
Luego :



MATRICES SIMILARES — Redacté : Ing. Alberto R, GONCEBATT — U.T.N, Fac. Req. 5ta. Fe 38
0] 0
I =geni| 0| €S el espacio propio correspondientea A = -5y 0 J gs un vector
il 2

propio de A correspondiente a ese valor propio

0 -3 -3
Si B=]-3 0 -3 | = debemos resolver (A-AI).X= 0 para A = 3yr=-6
-3 -3 0 _ : :
Para A = 3
-3 -3 =3\(x 0) —x,=x] [=x%| [-% -1 ~1
3 -3 =3lx|=l0|x+n+x,=0X= X = x, {+| 0 |=x| 1 |+X 0
-3 =3 =3}ix) \0 Xy 0 | X 0 1
Luego:
(-1 (-1 _ ~1] [-1
E, =geni| 1 || 0 |reselespacio propio correspondiente a A =3y | 1 |y 0 | son dos vectores
0){ 1 lo| |1
propios de A correspondiente a ese valor propio.
Para A = -6
6 -3 =3)x) (0 6x,-3x, ~3x, =0 5 i
3 6 -3lx|=l0l=-3x+6x,-3x,=02>X =X = %
~3 =3 6 )\x 0 ~3x,-3x,+6x, =0 X, 1
Luego :

1 I
E_, =gen 3|1|; es el espacio propio cofrespondiente ar=-6y (1 es un vector propio de A
4 ' Ll -

correspondiente a ese valor propio.

Conclusioén :

1) La matriz A de 3x3 no es diagonalizable dado que no es posible hallar una base de R
formada por vectores propios de A.También dim.E; + dim.Es = i+1 3 ( orden de A)

2) La matriz B de 3x3 es diagonalizable dado que es posible encontrar una base de R3 formada

por vectores propios de B , es decir podemos encontrar en ella tres vectores propios linealmente

[

Lodir iy

independientes,por ejemplo :
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MATRICES SIMILARES ~ Redactt : Ing. Aberip R . GONCERATT - U.T.N. Fac, Req, Sta, Fe =39

Ejemplio N¢ 3¢ Diagonalizar la matriz B} del ejemplo anterior

( O _ -3 ~3
Bt —3 0 -3
‘\'_3 ""3!_ I :O )f

wicaicutamos anteriormente formamos ia matriz P.

i

(-1 =1 1) R ST 11

Solucion : Con los vectores propios deg

P il | 0 1E§uegc; hallamos !'-"""::%."1 -1 -1 2| .
0 11 o 1 1)
Finaimente :
(-1 2 =-1(0 30 -3) (-1 ] '\ (3 0"
=P AP —_--_1-.%—: -1 2‘ -3 0 —3\.’ } 0 1l=|0 G |
'51\1 1 Ije=3 =3 0)\0 11 Lo 0 -6

Ejemplo N© 4: Investigar si es posible diagonalizar las siguientes matrices :

* 3 '
ay A= L . ] (Ejemplo n© 2 -Secc. 3)
\O o
(s 4 23
by 4= J| T5 2] {Ejemplc N® 3 -Secc. 3)
\z 2. 2
5"; 1 0)
) A= If 0 1 ; (Ejemplo N° 4 —-Secc. 3)
o o 1

Solucion

g N
[z ] !

It

| no es diagonalizable
U L,

por QUE :

1) Fsde orden 2x2 y seguin calculamos en el Ejemplo n°2 ~ Secc.3 tiene un solo valor propio
(teorema [ag. 22

Z) Al ser de orden 2x2 y tener un solo vector prapio linealmente independiente, es imposible

determinar una base de R? formada por vectores propios de A (teorema bag. 21)

el
—

La dimension de su Unico espacio propio (1) es menor que el orden de A (2)



~ 2) Se puede determinar una base de R? formada por vectores propios linealmente independientes
- de A

. por que : Tiene un solo vaicr propio A = 1(muit.alg 3) v la dimensidon de su Unico espacio propio (1)

(A, con los siguientes resultados :

H
|
|
i
i
1

|
{
i
i

on los vectores propios lineatmente independientes de A , formamos ahora la matriz P

(1 o 2 f8 ~4 ~3
i 1
F=10 ] Z é y calculamos P o= ;f —~4 < w2 a
k2 -2 1) L2 2 1
nalmerite:

. correspondiente a esz vajor propio es menor que el orden de A(3) (teorema pagZ2).

. Solucidn : En el ejernplo N % - Secc. 3 se determinaron los valore y vectores propios de la matriz

“ara el valor propio. & = 1(mult.alg.2) son vectores propios de A, iinealmente independientes.

1 W{ 0 ”‘ i
¢ :
- 2_] L EJ _ .
- ‘ara el valor propio 2 = 10 es un vector propio lineaimente independiente de A & | 2 i efl -
[ Q"l

MATRICES SIMILARES - Redacté : Inq. Aberto R, GONGERA
(5 4 2\,

=LA f‘m.&ag_&ﬂ_ﬁe 40

¢) lamatriz 4=|4 5 2| es diagonalizable B .
2 2 2)

Por que: "
1) 5ibiér A tiene dos vaiores propios distintos A = 1(muit.aig.2) y 2 = 10, los espacios propios que
a ellos corresponden son de dimensidn 2 y Ij:l-*éspecti-vamente, por o tanto "
> dim.E, =2+1=3 siendo 3 ei ordﬁﬂdve la matriz A (teorema pag.22) fg :

bt )

&

11 0)

| .
c)lamatriz 4={0 1 1| ne esdiagonalizable
i

0 0 i

22222

RRRD

Ejemplo N° 5 ; Diagonalizar la matriz

(5 4 2 |
-“\!.

31

A :g 4 5 P
f
|? 2 2

RR2L
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VPV

. NE S5t 210 2) 1 0.0
D=P"’.A‘.P==§.-4 5 244 5 2 L zi=10 1 0
(2212 2 2 -2 1) (0 .0 10

~Observar que los elementos diagonaies de D, san los valores prop!os de ia matriz Ay quelas _
columnias de la. maulz P, que dfagananza a la. malr.z A son lo vectures proplus de esta matriz,

E;emp!o N° 6 : Para InVestigaclén del Iector | A de nxn as un matriz dlagonauzab e cualquiera

on n valores propios dlsﬁntos"

a) dExiste una tinica matriz P que diagonaliza a Iz matriz A?

b) EExiste una gica mawz diapanal D, que sea similar a la matiiz A7
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES,
MATRICES y DETERMINANTES

EJERCITACION PROPUESTA:

1).; Cuél de las siguientes afirmaciones sobre el conjunto solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas o es cierta 7. Justificar.
a) Bs un par ordenado que satisface ambas ecuaciones.
b) Su grifica consiste en el/los punto/s de interseccion de las graficas de las ecuaciones
¢) Si el sistema es indeterminado, hay una unica solucion.
d) Si el sistema es inconsistente, no existe una solucion.

2) ;Cuél de las afirmaciones es cierta para el siguiente sistema de ecuaciones ? {3:& 2 8. Justificar.
4x+y=7
a) El sisterma es inconsistente.
b) La solucidén es (-1, 2 ).
¢) La solucion se encuentra sobre la recta x = 2.
d) Las ecuaciones son equivalentes.

3) ;Cual de las siguientes es una segunda ecuacidn para el sistema cuya primera ecuacion es x - 2y = -5, si debe tener un
namero infinito de soluciones ?. Justificar.
[4) 6y =3x + 15 ~— Ib)6x-3y=-15 [)y=-12x+5/2 [d)3/2x=3y+15/2 |

~ 4) ;Cual de las graficas de los siguientes sistemas es un par de rectas paralelas 7. Justificar.

a) 3x-2y=T7 b) x-2y=T7 0) {2x+3y=7 d) {Sx-l—yxl
4y =6x-14 3x=4+6y 3x-2y=6 Ty=3x

5) Clasificar los sistemas dados. Utilizar el método de eliminacion de Gauss o Gauss-Jordan para resolverlos. Verificar
el resultado obtenido, en caso de ser posible.

[ 6x—12y=-22 x+y=4 'x—zy-i:Szmll X+z4+w=0
a) | 2x-3y+z=-8 b){2x—-3y=7 < dx+y-z=4" ! yaz=1
2%-6y~22=-56 (Bx+2y=8 (2x—y+3z=10 x—y+w=1
(=3x+y—-2z=14
(x+u+v=0 Ix+2y—4z=0 (X, +2X,+X,=0 h)
& yru=1 Di-x+3y-2z=0 8! 3X,-X,~X, =0 2x+y+z=-w=0
1x+v-ﬂy=41 2x+5y—62=0 12X1+3X2“4X3=0 X+ y+3z-w=0
x+2y+4z-w=0
'3x+y-z~——w#0
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6) Analizar los siguientes sistemas segiin los valores de los parametros t, p y q determinando cuando son compatibles
(determinados o indeterminados) y cuando incompatibles:

X +(t+Dy+tz=t+1 —
B Ix+{t+1)y+z=0 ; b) Sy +3z=1
x+y=1 2x+y+pz=q

7) Determinar ¢l valor de @ para que cada sistema dado admita infinitas soluciones. Escribir todas las soluciones
posibles para el valor de & hallado.

Jx+ay-z=0 (x +y+z=1
) {12x -3y —2z=0 b) {2x +2y +2z=1
§ x-2y+z=0 ;3x+3y+3z:a:

2x-y+z+w=1 (2x -y +2z=1

Q) x+2y—z+4w=2 d) ix+2y-z=2
x+7y—4z+1llw=a (X+7y-az=35

8) ;Cual de las siguientes es una operacion elemental con renglones 7.
a) Reemplazar un renglén con un multiplo diferente de cero de ese renglén .
b) Sumar una constante diferente de cero a cada elemento en un renglon,
¢} Intercambiar dos columnas.
d) Reemplazar un renglon con la suma de otros renglones.

1 0 0 3

9) ;Cuales de las siguientes afirmaciones es cierta sobre la matrizM=0 1 1 27
0 0 0 3
0 0 0O

a) Esta en la forma escalonada por renglén.

b) No esta en la forma escalonada por renglon porque el cuarto niimero en ¢l renglon 1 no es 1.

¢) No estd en la forma escalonada por renglon porque el primer elemento diferente de cero en el renglon 3 es 3.
d) No est4 en la forma escalonada por renglén porque la Gltima coluinna contiene un 0.

o o

¢) Estaria en forma escalonada reducida si la cuarta columna fuese

D e

x+y 3x+y -1
10) Dada la ecuacién: = 71 Plantear el sistema de ecuaciones lineales

x+z x+y-2z 9
correspondiente, resolverlo y clasificar segin el nimero de soluciones.

11) Escribir explicitamente las matrices cuadradas definidas a continuacion, clasificindolas segin su “forma” en
diagonal, triangular superior o inferior, simétrica, antisimétrica, etc:

a) A’mf ={(a£r')’!a£/ =0 si I'Zj} b) Bax:» s {(b:j)/bg' =i“j}
®) Cory = {(c'?')’chf z”f} d) D, ={d)id,=0sii#jvd =k si i=j}
€) Ew=={(ey.)feﬂ=0 si i#j v eﬁ::l si f=j}
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12) Dadas las matrices Ay Caya; Ds,g, determinar qué orden deberdn tener X e Y para que las ecuaciones siguientes
tengan sentido:

sdddddddddedd

J B B 8
S e & @

.

:

) (D+2-X)-Y-C=0 bpC-X+D-Y=0
)A-X=Y-C ) A-X=C-Y
g A-X=B+7Y NA-X=Y:D
S 13) Dadas: :
— 4=t 2] . oaf% 3. o]
= 3 8 =] 2 I N{o 0 0]
= 1 .
s D= 24;5:[42};1‘=]0 R
= ¥ 2 B [
-k
:; A) Efectuar, si es posible, las operaciones indicadas donde el punto “.” indica producto matricial:
- ) AE b) A.E' ; c) A2B*y B’ A’ d)N.B
= e) [(2A-BI).C]" HED g) [(A -21.D]" h)CE yEC
=§" B) Efectuar con los vectores E y C, si es posible, las siguientes operaciones donde el punto®.” indica producto punto o
== escalar (entre vectores columna o renglén):
o [)EC'y C'E_[b)(E-2C0)C [E'-C)(E+C) [d)EC)E [ CEyEC |DE.CyCE' ]
B .
= 14) Dadas las matrices 4 10 Bt 32 e 21 ; verificar:
~ 2 -3)° " |5 -4’ 1 3
=" a)(4-B) =B A’ b) (A—B)* # A% =2+ A- B+ B?. ;Cual seria el desarrollo correcto?
2 g (A+B)'=A"+B" ' d) (AB)* # A>.B% ;Cual seria el desarrollo correcto?
; 15) Determinar si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa. Justificar:
EC a) Si A y B son matrices tales que |A|= |B}, entonces A= B.
= 4 b) Si A es una matriz tal que A>= 0 (0: matriz nula), entonces A= 0.
=) ¢) Si A es una matriz que satisface A>=1 (I: matriz identidad), entonces A= L.
i d) Sea A, y a5=i+1, entonces |A|=0, Vn>1.
= e) Si A es una matriz antisimétrica (A'= -A), entonces |A'}= (-1)" |Al.
b f) Si A es una matriz antisimétrica (A= -A) y n es impar, entonces [Aj= 0.

g) Si A es una matriz ortogonal (A'= A™), entonces |A|= 1.

h) Si A es una matriz idempotente (A%= A), entonces JA!= 1,

i) Si Asy3 v |Al= -2, entonces: 1) |A.A'l=4; 2)|AA'=1; 3)|A.Adj.Al=8.

i) Si A y B son matrices tales que |A| # [B], entonces A o B no es cuadrada.

k) ) Si A es una matriz que satisface A?=1I (I matriz identidad), entonces A es cuadrada.
I) Si A es una matriz antisimétrica (A'= -A), entonces A es cuadrada.

16) Sea G la forma escalonada reducida de la matriz de coeficientes un sistema de ecuaciones lineales G.X= B:
0 1 =2 0 =5 0 2

oo 0o 1 4 0 3
oo 0 0 0 1 -2
00 0 0 0 0 0

a} ;Cuantas ecuaciones y cudntas incOgnitas tiene el sistema dado?.

b) Escribir al menos de dos maneras diferentes el conjunto solucion del sistema homogéneo G.X =0
¢) Proponer una matriz B, si existe, que satisfaga las siguientes condiciones;

c1) G.X =B incompatible.

¢2) G.X =B compatible determinado.

c3) G.X =B compatible indeterminado.

G
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17) Determinar la solucién del siguiente sistema, resolviéndolo mediante la ecuacién matricial A.x=b. Utilizar la forma
escalonada reducida (método del espejo) para obtener A™ .

&) {x+3y+22=1 B) { 2x-3y=1 c){2x~3y:0
2x+y—z=3 ~4x+5y=1 —4x+35y=0
 (x-3y+dz=0 - x-3p+az=1
d) 2x~-5y+7z=0 € 2x—5y+Tzr=1 2x—3y+7z=1
~y+z=0 ~y+z=1 -y+2z=]
18) Demostrar que si A es una matriz cuadrada y ademas: =

© 2) A’ =0, entonces (I-A)y' = A +A+1.
b) A’ —-3A +I=0, entonces A" =31 - A2

._'_h

|

19) Demostrar que si B es invertible, entonces AB”=B? A siysélosi AB=B.A.

| _
LR

20) Calcular los siguientes determinantes mediante distintos métodos:

2 0 3 1 ;
2 4 1 0 3 + 1 =
EDM!:‘ ‘ BB~ 1 4 '-‘HCI:O : dy p="" :
£ 4 2 1 0 6oL x_ o
1230 @-‘J
- o Sy =
) |E| = DiF=13 -4 8 Gl = B o
& ’3 0] d ;i G=ly o 2. B @f‘l
-6 -1 0] 5
3 1 0 -1 ,,-JI
&=
21) Aplicando propiedades de los determinantes, calcular: &=
13 2 5 -4 1 5 1 a 000 -
' = a+b a : "{.l
] . 0 0 50
a) |4]= ; b) [B]= ; 9 |Cl= ;) [Dl=l3 _5 o o |E]= -
=}z 6 4 ‘I[IIO e = -2 o HOOOC I
190 4 -5 1 4 5 0 «;
d 0 0 e
o
22) Resolver las siguientes ecuaciones: & f
_ 0 -5 -
x+2 x X 2—-x J_I
al x x+3 x |=0 by| 3 1 4(=0. &
X x x+4 1+x -2 2 &)rl
&"‘ls.
la ¢ e ‘
23)S8i p g £l =4 calcular los siguientes determinantes:
15 -2
—3a+2b —-3¢c+2d -3e+2f | 3e 3¢ 2
a) A= 5 2 [ DB 34

b d I =6 15 2
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a b
Msi |, = -2 ; calcular los siguientes determinantes:
g h i[
3¢ 36 3a I d e F
DV ig=8f 3¢ 3d° P iB<lgr2d heze ir2f
3i 3h 3g a b c

25) A partir de cada determinante, obtener otro del mismo valor al dado, haciendo nulos los elementos de una linea,
‘excepto una de ellas. Verificar:

3 2 4 5 -1 2 2 31 4
D, o 3 Bl 5 g 9l-3 2 -1 -3
01 4 “1 05 -3 4 1 3
5 1 3 2

26) Si A es una matriz que satisface A%= I (I= matriz identidad). ;Cudles son los valores posibles para el determinante de
A?,

27) Determinar la solucién del siguiente sistema, resolviéndolo mediante la ecuacién matricial A.x=b. Obtener A’
mediante la formula A™'=Adj (4) /| A |, donde Adj (A) es la matriz adjunta de A.

2) x+3y+2z=1 b){Zx—3y=1 x=3y+4z=1
2%+ y-z=3 —4x+5y=1 D d2x_5y+7z=1
~y+z=1
—x+y=-2 2x-2y+2z=0
) - e |_ o
dx+2y-5z=1 2x+3y+z=1
Ix-y-2z=2 3 2x+7z=6

28) ;, Para qué valores de x , no son invertibles las siguientes matrices?
- 0 x-11
0 2) P

4 1-x
0 x+1 2

29) 8i A y B son matrices 3x3 cuyos determinantes valen 1 y —2 respectivamente, calcular, si es posible, el valor de los
siguientes determinantes:

a) |AB[, b)|B’; c}[2A'; d)|B.adi(B)}; ) |3B'|, ]AB|

30)SiE= —OI f : es una forma escalonada para una matriz A, ; Sera cierto que | A | = 1? Justificar.
0 0 -1

anSiA={ 1 0 determinar el valor de | A®|.
/2 1/2

32) Demostrar que si A es una matriz nxny | A |= 2, entonces | adj(A) |=2""
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33) A) Resolver las siguientes ecuaciones matriciales:
[) AXB=C [b)AX+B=C [)AX-2X-B |O)X'=C |e(+2X)=B DXV =AD" |

B) Con las matrices A:F 0:[ : B:{_3 2} : C:{Z IJ; hallar la solucion particular de las ecuaciones
2 -3]° 5 —-4]° 1 3

matriciales resueltas en el inciso anterior.

4 -1 2 6
34)Dada A= -1 5 —1 -3 |- encontrar todas las matrices columnas b, de orden 3x1 para las que exista al menos &=,
3 4 1 3 &=
una solucién de A.x=b. &=
&=
=7 1 &=
35) Sea A= 3 1 -1
3 B =5

a) Resolver el sistema homogéneo A.X =0;
b) Demostrar que para cualquier matriz A de orden nxn, y B matriz invertible de orden nxn , el sistema
homogéneo (B.A). X =0 tiene las mismas soluciones que A.X = 0.

e

g R

36) Plantear un ejemplo de:
a) un sistema con menos ecuaciones que incdgnitas pero sin solucion;
b) un sistema con menos ecuaciones que incognitas pero con infinitas soluciones;
) un sistema homogéneo con infinitas soluciones;
d) un sistema homogéneo sin solucion,

L g8
LS EREAEA S BV E

G SR R R

37) a) Proponer un sistema de 3 ecuaciones con 2 incognitas cuya solucién sea (1; 1).
b) Cambiando una ecuacion haga que el sistema propuesto sea incompatible.
¢} Representar graficamente ambos sistemas.

RM

R
-, e

38.a) ;Como sera el valor del determinante de la matriz de los coeficientes de las incognitas para cada sistema segun su
_ conlunto SOIHC!O ? Tachar lo que no conesonda »

Sistema Normal

"
gy

1) Sistema Compatible Determinado = #0

ll1y HoMoGENEOD

2) Sistema Compatible Indeterminado #0

1) Sistema Compatible Determinado #0
12) INHOMOGENEO 2) Sistema Compatible Indeterminado

3) Slstema Incompanble

38.b) ,Como seré el valor del determinante de la matriz ampliada para cada sistema segin su conjunto solucion?. Tachar
) lo que 10 conesonda -

b SlStema Compatible Determinado } =0

ll1) HOMOGENEO
2) Sistema Compatible Indeterminado = £0

1) Sistema Compatible Determinado

§12) INHOMOGENEOQ 2) Sistema Compatible Indeterminado

S

geatesseerenns
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39) Modelo econdmico de Leontief:

39.a) Considerar dos industrias en las que se producen respectivamente dos articulos: vehiculos (automdviles y
camiones) y acero. Cada afio se da una demanda externa (proveniente de otras industrias, empresas privadas o de otros
paises) de 360 mil toneladas de acero y 110 mil vehiculos. Pero la demanda externa no es la Gnica que se da en las dos
industrias consideradas. Se requiere acero para producir vehiculos. También se requieren vehiculos para producir
vehiculos, porque estas plantas automotrices requieren autos y camiones para transportar los materiales y los empleados.
De igual manera, la industria del acero requiere acero (para su maquinaria) y vehiculos (para el transporte del producto y
de los trabajadores) en su operacion. Asi, cada una de las dos industrias impone demandas a si misma y a la otra
industria. Estas acciones se llaman demandas internas.

Suponer que la industria del acero requiere 1/4 de tonelada de acero y 1/12 de vehiculo para producir 1 tonelada de acero
(es decir, se usa 1 vehiculo en la produccion de 12 toneladas de acero). También la industria automotriz requiere de 1/2
tonelada de acero y de 1/9 de vehiculo para producir un vehiculo.

¢Cuantas toneladas de acero y cuantos vehiculos se deben producir cada afio para que la disponibilidad de cada uno sea
igual a la demanda total (externa + interna) ?.

39.b) Un sistema econdmico tiene dos industrias. Ef vector de demandas externas es (30, 40)". Se requieren 0,5 y 0,8
unidades de produccion de la industria 1 para producir una unidad de la industria 1 y de la industria 2 respectivamente.
Se requieren 0,2 y 0,3 unidades de produccion de la industria 2 para producir una unidad de la industria 1y 2
respeclivamente.

~ Sea (xy, x2)" el vector de producciones de la industria 1 y de la industria 2. Calcular las producciones de cada industria de
manera que la oferta sea igual a la demanda.

39.¢) Las demandas internas y externas de las industrias N1 y N2 estan dadas a continuacion; x € y son respectivamente
las producciones de cada industria: N1) 1/2x+1/4y ; 300; N2) 1/10x+1/5y ; 512

a) Escribir ¢l sistema de ecuaciones que modela la situacion: “demanda total = produccion”.

b) Expresar ¢l sistema en forma matricial haciendo uso del producto entre matrices.

¢) Mostrar que la matriz de coeficientes del sistema es invertible y usarla para determinar la produccion de cada
industria.

39.d) Una ciudad tiene una compafiia maderera A, una compafiia constructora B y una compaiiia ferroviaria C.

La compaiiia A utiliza 1/4 de su propia producmon (en unidades monetarias) para construir almacenes destinados a
guardar su madera.

La compafiia B necesita maderas de A equivalentes a 1/5 de la produccidn (en unidades monetarias) de B.

La compafiia C requiere maderas para durmientes equivalentes a 1/8 de la produccion (en unidades monetarias) de C.

La compafiia A vende $10000 a otras industrias, que no son la B, ni la C.

La compafiia B vende $8000 a otras industrias, que no son la A, nila C.

La compafifa C vende $12000 a otras industrias, que no sonla A, nila B.

Si se representa con %, y, z la produccidn total, en unidades monetarias, de A, B y C, respectivamente, las demandas
interindustriales totales sobre la B y la C estan dadas por:

0,1x+0,3y+0,04z (sobrelaB);  0,01x+0,21y+0,33z (sobre la C)

Determinar la produccion (en unidades monetarias) de 1a industrias A, B y C considerando que las ofertas sean iguales a
las demandas sobre cada empresa.

40) Cadenas de Markov:

40.a) Cada afio 2/10 de la gente que vive en la zona rural o suburbana de una ciudad, se rnuda a la zona urbana y 1/10 de
la gente que vive dentro de la zona urbana se muda fuera.

Escribir una ecuacién matricial que describa la distribucién de gente dentro 2 fuera de la zona urbana de la ciudad al
cabo de n afios en términos de una distribucién inicial conocida.

Utilizar la formula anterior para determinar ;Cual ser4 la poblacion dentro de la zona urbana a fines del afio 2005, si a
fines del 2002 habia 20000 dentro y 3000 fuera?.
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40,b) Dos negocios (A y B) surten de un producto a cierta poblacion. Con el tiempo algunos clientes cambian de
repartidor por diferentes razones (publicidad, costo, conveniencia, etc.). Se desea madelar y analizar el movimiento de
los clientes entre los dos negocios suponiendo, por simplicidad, que la misma fraccion de clientes cambiara de un
negocio a otro durante cada periodo de tiempo.

- Suponer que después de un mes el negocio A ha logrado mantener el 80% de sus propios clientes y ademas ha atraido el
30% de los clientes del negocio B.
Si originalmente el niimero total de clientes era de 100.000 , y el negocio A contaba con 30,000 clientes
i) Con qué cantidad de clientes contara cada negocio después de un mes?
ii) Y al cabo de dos meses?. Y a los 3 meses ?
iii) Cudl sera la formula que permite conocer la distribucion de clientes al cabo de n meses?
iv) Cémo podria determinar si en algin momento la distribucion del mercado se estabiliza?

41) Probabilisticos; :

41.a) En un dia determinado una persona estd sana o enferma. Si la persona estd sana hoy, la probabilidad de que esté
enferma mafiana se estima en un 98%. Si la persona estd enferma hoy, la probabilidad de que esté sana mafiana es de un
30%. :

Si la persona esta enferma hoy, jcudl es la probabilidad de que se recupere dentro de dos dias?.

41.b) Suponer que el clima de cierta region es bueno, regular o malo en cualquier dia dado.

Si el clima es bueno hoy, serd bueno, regular o malo mafiana con probabilidad de 0,6 , 0,2 y 0,2 respectivamente.
Si el clima es regular hoy, mafiana sera bueno, regular o malo con probabilidades respectivas de 0,25 , 0,5y 0,25.
Por dltimo, si hoy el clima es malo, las probabilidades son 0,25 , 0,25y 0,5 para bueno, regular y malo mafiana.
Se desea predecir el clima al cabo de dos dias, teniendo en cuenta que el estudio se inicia un dia de clima bueno, es decir

el vector de estado inicial es (I 0 0)'.

41.c) Suponer que en cierta actividad laboral, cada persona est4 categorizada en uno solo de los tres siguientes estados:
Estado 1: Trabajador Profesional

Estado 2: Trabajador No Calificado

Estado 3: Trabajador Calificado

Asumir que cada persona tiene un hijo y que las probabilidades de que la préxima generacidn pase de un estado a otro
son las siguientes: ‘

Profesional a No Calificado: 10% Profesional a Calificado: 30%

No Calificado a Profesional 20% No Calificado a Calificado: 20%

Calificado a Profesional 20% Calificado a No Calificado 30% :

Si el 20% de los trabajadores son Profesionales, el 50% No Calificados y los restantes son Calificados. Encontrar las
probabilidades respectivas de que el nieto de un trabajador sea Profesional, No Calificado o Calificado.

42) Redes;
42.a) Considerar el siguiente diagrama que reproduce una red de calles de una sola via con el flujo de trafico promedio
que entra o sale de cada calle en unidades de vehiculos por hora a la hora de maximo tréfico.

300 4 100
X3 -
200 | A B| 400
Xef 9}
550 IE D300
! X3
750 400 ¥

Asumiendo que la cantidad de automéviles que llegan a una interseccion es igual a la que sale de ella, construya un
modelo matemético para el estudio del transito de la zona diagramada.

Suporer que la calle que vade Ca A debe ser reparada, por lo cual interesa que el trafico en este tramo sea minimo sin
ocasionar congestionamientos en Ias otras calles.

Determinar cual seria el minimo trifico que se podria permitir en ese tramo a reparar y describa como obtendria ese
minimo.
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42.b) Dado el siguiente circuito eléctrico:
i) Determinar matricialmente la corriente que circula en cada conductor
if) Analizar que ocurre con el resto del circuito cuando alguna de las resistencias altera su valor. Considerar los

casos extremos, es decir cuando deja de funcionar o se pone en corto.
iy

Ap——aw—>—B

mi(_l

1 oV

Condiciones:

* En cada circuito, la suma algebraica del voltaje (FEM) es igual a la suma algebraica de las caidas de tension,
** En cada nodo la suma de las corrientes que entra es igual a la suma de las corrientes que sale.

43) Varios:

43.a) La Empresa Electrocalculadoras S.A. puede producir una calculadora con un costo de materiales de $12. Los
costos fijos diarios ascienden a $720 y planean vender cada calculadora en $20.

Elaborar las grificas de las ecuaciones de costos y de ingresos en el mismo sistema de coordenadas cartesianas

ortogonales y encontrar la cantidad de calculadoras por dia que deben vender para que las finanzas se encuentren en
equilibrio.

43.b) La Empresa Juguetes S.A. produce tres tipos de acromodelos. Los principales materiales necesarios son metal (m),
plastico (p) y tela (t). El esquema, que puede ser representado mediante una matriz Ms.s, indica la cantidad de material
necesario para cada modelos.

La Empresa vende directamente a una cadena de tiendas que le ha hecho un pedido de 700 unidades del modelo a, 800
del modelo b y 500 del c. Ei pedido estd representado mediante la matriz Py = (700 800 500).

Modelo a

Modelo b

RN
lonialanm

o | Ly e

Modelo ¢

i) Formar la matriz que exprese la cantidad total de cada material necesaria para satisfacer el pedido.

ii) La Empresa juguetera compra todos sus materiales en dos proveedores. Los precios unitarios del proveedor sl
son $1,50 el metal, 50,85 el plastico y $1,15 la tela. El proveedor s2 cobra $1,65 el metal, $0,80 el plastico y
$1,10 la tela. Formar la matriz de costo ( Csp ) cuyas columnas muestren los precios unitarios de cada
proveedor, y determinar la matriz que muestre el costo de los materiales para cada modelo basados en los dos
conjuntos de precios de proveedor.

iii) Determinar la matriz de 1x2 que muestra el costo total de materiales para completar el pedido, para cada
conjunto de precios de proveedor. S6lo con base en costos, ja qué proveedor debe comprar sus materiales la
Empresa? :

43.c) Supongamos que uno quiere comparar el costo de ciertos comestibles, La siguiente matriz Msys indica ¢l costo de
un kilogramo de cada uno de los productos en tres supermercados.

70 40 13 30 330
M=|85 38 10 28 310
75 42 12 30 325

Las primera fila indica el precio de cada producto en el supermercado 1, la segunda corresponde al supermercado 2 yla
tercera al 3. ' '
Las columnas indican los precios de carne, pan, papas, manzanas, y café, respectivamente.

Si se desea comprar 5 kg de carne, 3 kg de pan, 10 kg de papas, 4 kg de manzanas y 2 kg de café. ;Determinar
matricialmente en qué supermercado conviene comprar?.
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43.d) Un veterinario desea controlar la dieta de un animal de modo que, mensualmente, el animal consuma como
minimo 960 kg de avena, 1200 kg de maiz y 880 kg de soja. Tiene tres alimentos (A, B y C) disponibles con contenidos
segln se muestra en la siguiente tabla.

¢(Determinar matricialmente cuél es la menor cantidad de bolsas de cada alimento que debe comprar para obtener la dieta
deseada?

Avena Maiz Soja
1 bolsa de alimento A (15 kg) 6 partes 5 partes 5 partes
1 bolsa de alimento B {18 kg) 6 paries 6 partes 4 partes
1 bolsa de alimento C (19 kg) 4 partes 7 partes S partes

43.e) Una firma de transporte posee tres tipos de camiones AB y C, Los camiones estin equipados para transportar dos
clases de maquinaria pesada. El nimero de méquinas de cada clase que puede transportar cada camioén es:
MaguinalA B C

Clase1 (2 1 1
Clase 2 A 12

La firma consigue una orden para 32 maquinas de clase 1y 10 de clase 2. Si la operacion de cada tipo de camién tiene el
mismo costo para la firma, determine la solucién més econdmica para cumplir la orden asumiendo que cada camién
debe estar totalmente cargado.

43.f) Una inversionista le afirma a su corredor de bolsa que todas sus acciones son de tres compafifas, A, By C, y que
hace dos dias su valor baj6 $ 350,00 pero que ayer aumentd $ 600,00. El corredor recuerda que hace dos dias el precio
de las acciones de A bajo $ 1,00 por accién y el de las de B bajaron $ 1,50 , pero que el precio de las acciones de C
subi6 $ 0,50 . También recuerda que ayer el precic de las acciones de A subié $ 1,50 por accién, el de las de B bajo otros
$ 0,50 por accién y las de C subieron § I, 0.

Demostra que el corredor no tiene suficiente informacion para calcular el namero de acciones que posee la inversionista
en cada compaiiia, pero que si ella dice que tiene 200 acciones de C, el corredor puede calcular el niimero de acciones
que tiene en Ay B.

43.g) Un fabricante produce cuatro articulos diferentes, cada uno de los cuales requiere para su elaboracion de tres
materias primas. Los cuatro productos se denotan pro p;; pa; Py ¥ pa v las tres materias primas se denotan porry, f, y 3.
En la tabla se indica el nimero de unidades que se requiere de cada materia prima para elaborar una unidad de cada
producto.

P Pz Ps Ps
I 2 1 3 4
r; 4 2 2 1
I3 3 3 1 2
- - p] .y i‘l . - by . - L
) Sip= p, €5 el vector produccidn, y r=| . |es el vector de materia prima, escribir la ecuacién matricial que
1
P4 L J
Ps
permite determinar el vector de materia prima en funcién del vector de produccion.
10 '
if) Suponiendo que p=| 3¢ [, jcuantas unidades se requieren de cada materia prima?
20

50
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43.h) Un fabricente produce juguetes que tienen tres partes: ruedas, ejes v cuerpos que son hechos de acero y plastico.

Las partes y los materiales estin dados por las siguientes tablas:

: . ; Material '
juguete 1 | juguete 2 | Juguete3 (gramos) parte 1 parte 2 Parte 3
Parte 1 i
(ruedas) 4 3 - {acero) 2 . 4
Parte 2 s y) :
1
(eje) % 2 ! (pléstico) 50 8
Parie 3 1 1
{cuerpos)
i) Si la orden de venta pide 8 juguetes del tipo 1, 12 del tipo 2 y 10 def tipo 3. ;Cudntas ruedas, ejes y
cuerpos debe producir la compafiia para satisfacer la orden?
i) ;Qué cantidad de material se requiere para cumplir con la orden de venta?

43.i) Un empresario tiene tres maquinas {ml; m2; m3) que son empleadas en al fabricacion de cuatro productos
diferentes (p1; p2; p3; p4).

Para utilizar plenamente las méq

es usada en la produccién de una unidad de cada uno de los productos estd dada por:

pl p2 p3 p4
ml 1 2 2
m2 2 0 1
m3 2 0

uinas, éstas estaran en operacion 8 horas diarias. El nimero de horas que cada méquina

Encontrar matricialmente el niimero de unidades que se deben producir de cada uno de los cuatro productos en una
jornada de 8 horas bajo el supuesto que cada miquina se usa las 8 horas completas.
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RESPUESTAS A KJERCITACION PROPUESTA:

e, e, 3)a, 4)b;

5a) Sistema no normal, inhomogéneo, compatible determinado, § = {(x; y; 2)} = {(—43/9,-5/9,-1/9)};

5b) Sistema no normal, inhomogéneo, incompatible;

Se¢) Sistema normal, inhomogéneo, compatible determinade, § = {(x; ¥, z)}: {(2';—3;1)};

5d) Sistema no normal, inhomogéneo, incompatible;

Se) Sistema no normal, inhomogéneo, compatible indeterminado, S = {(x; ViU, v)} = {(Hu ~vl—u; u;v)};
5f) Sistema normal, homogéneo, compatible indeterminado, § = {(x; y; 2)}= {(8;101,0)};

5g) Sistema normal, homogéneo, compatible determinado, S = {(x; 1 ;xs)} e {(O;O;O)};
5h) Sistema normal, homogéneo, compatible indeterminado, S = {(x; v,z w)} o= {(2!;-z‘;t;4£ )}

H

6.b) Incompatible si p =9, q # 11; indeterminado si p =9, ¢=11;

v

Ta)Siog=1=> g - {(x;y;z)} - {(i;;gz;g)}; 7b) Sistema Incompatible Var => S = ¢ ;
3 i

R 1

73) Si a‘—_SjS:{(x;y;z;'w')}:{(i__l.z_éw;g_{_g.z_;lw;z;'w ., !!
3 A 5 5 5 5 ﬁ-’-ll
5 5’5 5 &= l
8)a; d; 9c e 10) Compatible determinado; ( 1, -2, 8); 11.a); Ll
_ ==
[0 a, a, ... a, :
; (1}2 13 1n 0wl w3 2 3 4 ; \:_I
11.a) 4-|" gy covess D2 |4 b)) g1 o -1l 1) C={3 4 5/{; &=
0 om ws s s i
2 1 0 4 5 6 =
o 0o o .. 0 g::‘l
[k 0 0 0 1 0 0 .. 0 g
_
iy [0 £ 0 0], ngpd 1 0 0 ﬁg
0 0k of T N u
0 0 0 & 0 0 0 .. 0 ‘%&u
12.a) ):’m; Yo, 12.b) Xaxm; Y 2s0m; 12.¢) Xo; Youa; 12.d) incompatibles para la operacién indicada;
12.€) Xox3; Yaus3; 12.0) Xo0; You ;
13.A.a) No compatibles para el producto indicado;  13.A.b) [SJ; 13.A.d) No compatibles para el producto indicado;,
2
13.A.) (-5 9); 13.A.h) C_E=[12 6}; E.C=(14);
4 2
13.B.a)EC=14=C'E; 13.Be) EC=CE=14; 13.B.f) CE=14 =E'.C;

ISa)f, 15b)f 15.¢) £ 15d)v, 15ev; 150y, 15g)f 15h)f 15il)v, 15i2)v; 15i3)f
15j)f 15k)v; 15)v;

16.a) 4 ecuaciones y 7 incognitas; 16.c.1) B=(by,by by bs) con b#0;  16.c.2) Nunca;  16.¢.3) B=(b;,b, bs,0)"
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA { CONTINUACION):

. . ‘ 4 (=512 =313
17.a) no es posible por ser sistema no normal; 17.b) 4 :[ - " ]; S {(x; y)}z {(_4;__3)} :
17.¢) 47 = (_5;2 %3 ;(2); S ={; »}= {00} 17.d) SCI; no es posible hallar 47/;
17.¢) no es posible hallar 4”; no se puede determinar a priori si es SCT o SI;
-3 2 -1 5
D 41=|-4 2 1} S={xp2}={-2-10)
~2 1 1
20.2)-26;  20.b)—10;  20.¢) 56; 20.d) X*-y* - 1; 20.¢) 3: 20.f) 59; 20.g) 10,
25.a) 0; 21.b) 0, 21.c) ab; 21.d) 0; 21.e) abed,; 22.a)-12/13 b) 11; 23.a) 12; 23.b)-72;
24.3) 54; 24b)-2; 25.2)-13;, 25b)-5; 25.)10; 26) S = {11}
; : ‘ N -5/2 =3/2
27.a) no es posible por ser sistema no normal;  27.b) 47 = . S= {( 5 y)}: {(“4._3)}
- 2 - .I k] )
27.¢) no es posible hallar 47; no se puede determinar a priori si es SCI o SI
-9/2 1 -5/2
27.d) At={=7/2 1 ~512F 8= {(x', ¥, z)}: {(5;3;5)}; 278) S= {(x;y; Z)}= {(_4;"3;2)};
-5 1 -3

28.a)4y-3; 28b)0y3; 29.a)-2; 28.b)-8; 28.c)8; 28.d)-8; 28.e)-27/2; 28.f) no se puede calcular;,

30) No. Se desconocen las operaciones elementales aplicadas; 31) (1/2)%
33.A.2) X=A".CBY,  33.A.b) X=AT(C-B); 33.A.0) X=(A-2])"B; 34) b= (by; by; b3)' /b= (by; by; bytby)'
38.2) L1) 20; 12)=0, 2.1) %0; 2.2)=0; 2.3)=0; 38.b) 1.1)=0; 1.2)=0; 2.1)=0; 2.2)=0; 2.3) %0;

39.2) 600000 t acero/afio; 180000 vehiculos/afio;  39.b) (xy; ;)= (278,95; 136,84);  39.¢) (x; y)=(981,33; 762,66);
39.d) x=$21414,40; y=$15812,70; z= $23186,30

40.a) 16934 personas; 40.b.i) X;= (A; B);= (45000, 55000);,
40.b.ii) Xy= (A; B)y= (52500, 47500);  X3= (A} B);= (56250, 43750)

40.b.iii) X, = M" Xo; 40.b.iv) X= (A; B)= (60000, 40000);
b

41.a) 50,4%,; 41.b) Si el clima es bueno hoy, pasado mafiana serd bueno, regular o malo con probabilidades
respectivas de 0,46 ; 0,27 y 0,27, 41.c) 31,2% 36,7% 32,1%;

42.a) 500 vehic /hora (400 en AB, 100 en BD , 0 en DC);  42.b) i 1Ayt 2A0 15 0 1%

12,15 12,00
12,20 1225¢
1420 1415
43.¢) supermercado 2; 43.d) A:15,B: 144,C. 19; 43.¢) (13,2, 4);
43.f) Sistema indeterminado. Pero, si C = 200, entonces A =300 y B = 100;
43.i) Soluciones posibles (4, 2, ¢, 0), (3, 1, 1, 1),(2, 0,2, 2).

43.2) (90, 1800);  43.b.i) (5300 9800 7900), 43.b.ii) 43.b.iii) (25,365 25,275);

B B A
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El contenido del presente tema ha sido recopilade o desarrollado por la Lic, Adriana Frausin y el Ing. Roberto Vignolo, y transcripto por éstos y por el
Sr. Fabio Dlugovitzky.

- Afio MMV -
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R N R R R R R R R R RN R R R AR R R R R R R NN R ER RN N

e e s Rt

F

YALORES Y VECTORES PROPIOS,
MATRICES SIMILARES,
DIAGONALIZACION.

EJERCITACION PROPUESTA:

1) Determinar los valores propios (o caracteristicos) de cada matriz, sus multiplicidades algebraicas y geométricas.
Decidir si la matriz es diagonalizable. En caso de serlo verificar que es semejante (similar) a la correspondiente matriz
diagonal.

2 -1 0
1 6 -3 5 -3 0
A.&021B= C= D=
0 0 3 3 4 L 0 -3
21 00
1 -1 0 5 4 2 0 0
02 10
E={-1 2 —1|] F=|4 5 2| G=|0 0 1| H=
0 0 2 0
0 -1 1 2 2 2 1 -3 3
0 0 0 2

2) Si A esun valor propio de 4, demostrar que:
a) A esun valor propio de A",
b} kA esun valor propio de 44, donde k es un real no nulo.
¢) A" esun valor propio de A".
d) Para =0, I/ es valor propio de A

: a 0 0
3) Verificar usando la definicion de valor y vector propio, que A = l: d:| tiene a {J como vector propio
c

correspondiente al valor propio d.

-2 a ny (2
4) Dada la matriz 4 = [ 5 l} que admite a v, = (J y Vv, z( 5 como autovectores. Hallar los autovalores
. -5 a,

correspondientes y los a; y a; de la matriz A.

5) Determinar, en cada caso, si los pares de matrices son similares. Justificar
Sugerencia: Usar los contrareciprocos de los resultados de los ejercicios 2.b) y 2.¢) cuando sea posible.

1 T =2 (100 0 1 0 1 0 0
a) B={-1 2 1 D=0 2 0| B A= 0 0 1 =0 1 0
6 I =1 Loo-l ~1 ~3 3 0 0 1

30 30
°)A:(1 3} d B:(O 3}
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{a b 0O
6) a) Sea A=|0 a O|con b#0. Determinar los valores propios y sus multiplicidades algebraicas y
0 0 a
geométricas. ;Es 4 diagonalizable?. Tustificar la respuesta.

a 1l a

b) Determinar el polinomio caracteristicode B=|1 @ 1 |. Determinar si B es semejante a 4.

0 0 «

7) Calcular A® y B®:

3 —d |
A= B=l-1 2 -1
I

~2

-2
i } la matriz de una transformacion lineal T: R*»R? respecto a la base canénica de R®.

8) Sea A=[

=301

b) ;La matriz 4 es diagonalizable? ; Qué nombre reciben los vectores de B; y los elementos
diagonales de la matriz B hallada? Justificar cada respuesta a partir de las definiciones correspondientes,
¢) Calcular 4%, -

7
a) Determinar la matriz 53, que representa a 7' respecto a las bases By= B,= {[ : .

1 -1 0
9) Sea T: R>—> R la transformacién lineal cuya matriz en la base canénicaes 4=|-1 2 —1|.
0 -1 1
a) Determinar, si es posible:
i) Una representacién matricial para T que sea diagonal;
if) Una matriz ortogonal (07 = () que diagonalice a A.
b) (Qué relacion existe entre la matriz diagonal asociada a 7'y la matriz en la base canénica, A? Verificar.

- A=}
10) Sea 7 R* —»R? la transformacion definida por T = , determinar:
Y Ay
a) la matriz de 7 respecto a la base candnica y explicar, usando algiin teorema, jpor qué el cero es un autovalor de
1,
b) los autovalores. Decidir si la matriz de T es diagonalizable. Si lo es, escribir la matriz diagonal asociada a T
¢) los vectores propios de 7. Mostrar que son ortogonales;
d) una base ortonormal de R’ formada por autovectores de 7. (Qué ventaja presenta tomar esta base como columnas
de P ala hora de verificar que ambas representaciones matriciales de T son similares, esto es D = P 4. P?,
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-
11) Sea H={th/te 9
a) Verificar que H es un subespacio de i’ y que dim H = I.

b) Determinar la transformacion lineal 7: 91° -9 que satisface las signientes condiciones:
i) Elsubespacio Heselnicleode 1" - - - S R 3

-+ = -

il El escalar A= 2 es un valor propio de I cuyo espacio propio es E,=gen{ i ; { + j}

¢} Describir la imagen de T. Hallar una base y el rango de T.
d) . Verificar que 7 es un operador diagonalizable.

12) Dada la matriz A= f1 2 a; 2 1 b; 2 2 ¢], calcular los valores de a, b, y ¢ para que A= sea un autovalor de 4
que tiene como autovector correspondiente al vector v=[{; I; I]. Para los valores de a, b, y ¢ obtenidos, calcular los
demés autovalores y espacios propios correspondientes.

13) Determinar para que valor o valores de @ la matriz 4 tiene entre sus valores propios, alguno de multiplicidad
algebraica mayora ! (uno). A=fa 2 2; 6 0 -2;0 1 3]

14) Responder verdadero o falso segtin corresponda, Justificar.

a) Si los vectores columna de una matriz Anxn forman una base de R” entonces  es un valor propio de 4.
b) Si 1 es valor propio de la matriz I de orden 4x4 entonces su multiplicidad geométrica es 4.

¢) Toda matriz simétrica es diagonalizable, N - .

a b 0

13) Determinar fas condiciones que deben cumplir a, b, ¢ para quelamatriz 4 _| g . (| no sea diagonalizable.

0 0 a

16) En cada caso determinar el / los valores de a, & (segn corresponda), los autovectores y espacios caracteristicos, si:

(1
a)lamatriz 4 _| 5

b) la matriz 4 _|

2
1

[ e T o T o

a
-2

b

2
=2
3

b

N

S

admite como autovalores a A= 1; magy=1 y Az=-1; mag;=2

admite como autovaloresa =1 y A,=2
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RESPULSTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

1) a) 2; 2, 3; B, =gen{i}; Es ﬂ'gen{-l; 1; 1}; Mo diagonalizable
b) -2; 7, B., =gen {(2; -1)}; E;=gen{(1; 1)}; Diagonalizable
c) -3; -3; E_3=gen {i}; No diagonalizable
d) -3; -3; E.3 =R%; Diagonalizable (D ya es diagonal)
e) 0; 1;3; By=gen {[1; 1; 1]}; E;=gen {[-1; 0; 1]}; Es=gen {[1; -2; 1}; Diagonalizable
) 1; 1:10; By=gen {[0; 1;-2}:[1; 0; -21}; E;¢= gen {[2; 2; 1]}; Diagonalizable
2) 1;1; 1; Ey=gen {[1,1;1]}; No diagonalizable
h) 2;2; 2; 2; By~ gen {[0;0,0;1],[1,0;0;0]}; No diagonalizable;

4y h=-4; Ap=3; a=-2; a=1,

AR

5Ya) 81, b)yNo; ¢)No;

|

BRI

6) a) A= a; magy=3; No, pues E, = gen {i, k}; mgg,~2; b) No, pues no tienen el mismo polinomio caracteristicc.

.

Tya) A¥ =1,

3 0
8) a) [0 4]; b) Si; vectores propios de A; valores propios de A, A,[

9) a) Mqy=diag(0; 1;3);  b) son semejantes, Q1.A.Q=D;

10) a) Ay no es invertible = 0 es valor propio de Ay} b} 0; 2. Diagonalizable. D = diag (2; 2) £
pie t
¢) (L, 1.(1;-1}=0 d) {ﬂ(l; 1), }f__:";(l_; -1)}. P seria ortogonal, P = P',
2 2

1) b)) T(x, y. 2)= (x5, 0); i) T(x y; 2)= (2%, 2y, 0, ¢) Im=gen= {i; j};
12) a=-2; b=-2; ¢= -3; A;=-1; Byy=gen {[-1; 1; 0]; [1; 0; 1]};
13)Sia=1=> A=1, ;sia=2 = A=2

dya)F, b))V, e} V

15y Para que A no sea diagonalizable a #¢ v b =10

16) a) a=-2; b= -3, By = gen {1; 1; 1}; B¢y = gen {[-1;1;01,[1;0;1]};
P)Siky=1 = a=1; ;sik3=2 = a=2;

Bibliografia Consultada:

v Algebra Lineal (S. Grossman)
v' Introduccion al Algebra Lineal (H. Anton)
¥ Teoria y Problemas de Algebra Lineal (S. Lipschutz — 8. Schaun)

El contenido del presente tema ha sido seleccionado por la Lic. Adriana Frausin y la Prof. Silvina Martinez. Edicion

original desarrollada o recopilada por la Lic. Gabriela Roldan y el Ing, Roberto Vignolo v transcripta por éstos, por lu
Srta. Carolina Robson (C.E.U.T.) y el Sr. Fabio Dlugavitzky.

- Afio MMV -
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TRANSFORMACIONES LINEALKES

EJERCITACION PROPUESTA:

1) Determinar si la transformacién de V en W dada es lineal:

X
3 2 O
a) I W =R, T y|=
2 ¥
1
b) 7:R> >N T(x]-;[ ]
X ¥

Xy

x
9 T:R" >R T 2 |=x+x+..+x,

X XV
@) T:R* >R, T J:[ "’J

X
+2Z
o T:R* >R i :(‘t )
b4

2) Siendo T una transformacion lineal,

1 2 .
0 2
a) B* - N’ tal que T(l]z 21 v T( ]: 0 |; hallar T( w y T[x),
0 1 5 4) y

3

R2 > R tal Tl 2 : Tl &= _&4"}.1allarf['(2 Tx
b) e 7| = | v T|ol=| | | DEE M.

@a'gE\ e e E\aEEEEEE e EEE e g EEE E g e e e g e e E e g ag e
AT IIIIEI T T VI I I I T I I I T I T T T T PN O T T T T T I T O E T &

m--
d&&d
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3) Encontrar una representacién matricial y determinar nicleo, imagen (o recorrido), nulidad y rango de cada una de las
transformacién lineales siguientes:

a) 7:R* > R; T[x):xﬁ-y
y

s | e
W7 R->R, 7|7 |=| x—y

A 2x+3y

()
oT:R* 5w 77 =[“2J

z y+w

&W

(x) (x-y+2z
TR >R T yl=|3x—y+4z

r’x1
X
e T: R > R: 7T X5 =[ 1}
‘x3
\ X3
@ 2
+ S
g T >mt gl gl 2T
2a-b+3c
\& :

g TR >R T|y|=|S5x-4y—4z

W TR >R T |=

4) Sea T: M’ — R’ definidapor I’ ¥ =[

2x+ y+ z]
Z

y=3z ')

a) ;Bs T una transformacién lineal?. Justificar,
b} Determinar Nu(T); Im(T) y una base y la dimensién de cada uno de ellos.

1Y(1Y[1
1 2
¢) Determinar la matriz de T respecto de las bases By=<[ 0 [;| 1 ;| 1 |}y B= {[ J; [3]} de * y M? respectivamente.
1/10)11

d) Determinar T(1; 2; 0) directamente y mediante la matriz asociada a la transformacion.




e
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5) Siendo 7":R* — R, donde A={v,;v,} B ={w,;w,;w,}son bases de Ry RN’ respectivamente, determinar T(va)s.

. k3 ; . S }
6) Siendo T :M? - R?, donde T[x]:[x‘i-y} A= (I} L (base del dominio), B = T o (base del
y) \x—y 1/{0 ¥ Fid

codominio), detcrmmarT( ) directamente y mediante la matriz de la transformacién.
3

7).La transformacién lineal 7 :M* — M?respecto de las bases 4 = {(0;1;1); (1;0;1);(1;1;0)}313 = {(1;2);(2;1)}del
0

dominio y codominio, respectivamente, esta representada mediante la matriz Mapy= [I 0 . Definir T respecto de las
1

bases estandar del dominio y del codominio.

8) Determinar;
a) La imagen y rango de cualquier transformacién lineal T:V - %%
b) El niicleo y nulidad de cualquier transformacién lineal T: R° — V.

9) Hallar una transformacion lineal T: ®° — R tal que nul = {(x,y,z) e R’ : x - 2y+3z=0}.

10) Hallar una transformacion lineal T: ®° — % tal que RecT = {(x,y,2) e R7:x ~ 2y + 32 = 0)
11) Encontrar todas las transformaciones lineales de %” en R* tales que larecta y = 0 se transforma en la recta x = 0,

12) Sea 1':¥ — W una transformacién lineal. Sea B ={v;v,;...;v, }una base de ¥ y suponiendo que 7(v,)=0 para
i=1;2; .., n. Mostrar que T es la transformacion cero.

13) Sean las transformaciones lineales S: ®" — R" y T: 9" — M", 8i §[T.] es la transformacion lineal cero, demostrar a
favor o en contra que T[8,] es la transformacion lineal cero.

14) Demostrar que si uy v son vectores paralelos en 0> y 7:R* - M’ es una transformacion lineal, entonces T(w) v
T(v) también son vectores paralelos en 9%
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15) En cada caso, describir verbalmente la transformacién lineal T: R? — N* que tiene [a representacion matricial Ag: =
0 1 1 0 1 0 5 0

a) A, = b) 4. = A= 4 4. =

o [1 0] )’(0 —1] c)}(O 1/3] )‘F[O J

16) Fl rectangulo de cada caso sufre una transformacion lineal dada. Determinar la representacion matricial de dicha

transformacidn y graficar la regién que se obtiene finalmente: &=
| &) Compresién a lo largo del eje x (¢= %) | b) Expansién a lo largo del eje y (¢=3). | e} Reflexion con respecto al eje v | B
y Y A i
A A :
28) X y A3 3
|
o (1)) — i
(21 ©-D (32) i
| o] 1 3
|
P T —— _,__>
0 ]
GEL = a3y G
.y . ) ca o X X = 2y =5 .
17) Sea la transformacion lineal 7 : B > M*; 7 = -
¥y 2x+y e
a) ;Cudl es la representacién matricial de T respecto de la base candnica de R? tanto para el dominio como el _;-_;,
codominio?. -
b) ¢Fs una matriz invertible? Justificar. A partir de esta respuesta, determinar: nulidad, rango, niicleo e imagen de T.

1

_ 3
¢) Hallar la matriz de transformacién respecto de la base B= [ 2], [2J tanto para el dominio como el codominio.

g

¥

§

: ¢

&

b

t @

R %

W

gt

@ g

.j—_.w.

W ¢

- &
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

1) a) ¢) y €) son transformaciones lineales, el resto no;

2.2) T(; y)=(x-dy; 2x; 3x+5y); T(2; 4)=(-14; 4; 26);

1 1
]; Nu(T)=gen {[ ]} Im(T)=R; v=1; p=1,
&]. =] '

3.8} M=

3-b) MT:'—

3.c) My=

S.d) MT=

3.b) My=

Si ad -

=
1 2 .-} o i
5 4 g ) u(T)=gen
1
1 <3 3 16

5 -4 -4, Nu(T)=gen<| 19
\7 -6 2 1

ab‘
Pk

O

-
4,

N

1 1 1 I
1 —=1}; Nu(M=(0; 0); Im(T)=gen<| 1 || -1 v=0; p=2;
2 3 2013 )
1 0
1OIUNT Ulhn(Tm"zz
: = : ; =R v=2; p=2;
0 1 0 1) BTN 1 H g ) d
0 /-1
1 =1 2 |
3 =1 4]; Nu(T)=gen {0}; Im(T)=R? v=0; p=3;
5 -1 8
]
(1 0 0 5
; Nu(Ty=gen4| 1 |p, Im(T=R v=1; p=2;
0 0 1 0

, Im(T)=R% v=1; p=2;
1\ (0

; Im(Ty=genqt O ;| 1 135 v=1; p=2;
21

N vry=0, Ree@y =4[} 8|\ oy =2
be # 0 = Nu(T') = gen [OJ.,V( )=.0; Rec(?)= erla s p(T) =

. b
Si ad—bc=0= Nu(l") = geﬂ{( a}}: =L Redl)= gen{{ L{J}; pT)=1
1 “

2.b) T(x; y)=(-4x+5y; x-3y); T(2; 4)=(12; -10);
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P 3 7/5 16/5
4.a) 81, T(x)=A.x; 4.b) Nu(T)=gen)| 3 |[|; Im(T)= K% v=1, p=2; 4.c) M(T)= [ ; / J; 4.d) T(1;2;0)=(3;2)
0 4/5 2/5

" G [ Gn tapc, . _
5) Siva= s T{va)s= sdonde Tvy)= (awiraz+wy) y Tvy) = (aw+az+ws)
Cy Ayl +dynt, B

) X
-2 =1 (1 4 -3 -
) M{T)= R ; 7Tyl (-3x+T7y~2z)/2
2 2 3 -2 (=3x+5y+2)/2
z
8.a) i) Rec1(T)= {0}; ii) Rec2(T)=gen{(1, m), meR}, iii) Rec3(T)= R% ,
8.b) i) Rec1(T)= {0}, ii) rectas que contienen al origen coordenado; iii) planos que contienen al origen coordenado;

9) T(x; y; 2=(x-2y+3z;, 0); T(x; y; 2)=(x-2y+3z; kx-2ky+3k2), 10) T(x; y; 2)=(2y-3z; y; 2z),
0 b
11) Ap= v b;c;d eR; 13) falso;
)
15.a) Reflexion respecto a la recta y=x; 15.b) Reflexion respecto al eje x;
15.¢) Comprension a lo largo del gje y; 15.d) Expansion a lo largo del gje x;
6ia) A 1/2 0 4 1 0 4 -1 0
i6.a) A, = i i6b) A, = I i6¢ = L
g0 Lo 3 4=l g 1
17.b) Si; M 0; v=0, p=2; 17.¢) (/4 —13/4)
5/4  3/4

Bibliografia Consultada:

v Algebra Lineal (S. Grossman)
¥v" Introduccion al Algebra Lineal (H. Anton)
v" Teoria y Problemas de Algebra Lineal (8. Lipschutz — 8. Schaum)

El contenido del presente tema ha sido seleccionado por la Lic. Adriana Frausin v la Prof. Silvina Martinez. Edicidn original
desarrollada o recopilada por fa Lic. Gabriela Roldan y el Ing. Roberto Vignoloe y transcripta por éstos, por la Srta. Carolina
Robson (C.EU.T.) y el Sr. Fabio Dlugovitzky. '

- Afio MMYV -
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ECUACIONES EN COORDENADAS CARTESIANAS EXPRESADAS
EN FORMA PARAMETRICA

HEEEEREEEEREENEEREEREREEEERNEE RN

Geeddedddee

EJERCITACION PROPUESTA:

1) Identificar el lugar geométrico que representan las siguientes ecuaciones en 1%, donde
& X5 Vo s b € R (G es el pardmetro y las demés son constantes). Graficar.

{x =7.c08 3
1.a)
y = r.send

T x =3.cos4
B y =3.5en8

X 3.cos£r—
1.c) 2

= 3.5¢en %
’ 2

x =3.c089
)
v =3.co8%

; X = X, +r.cos$
l.e
V=¥, +rsend

. {x+2= sen 9
! y=3=cosé

) x=3+5cos8
y=T+5.cos3

1.h) x=3+3.cos2
=3+ 2.5end

X = Xy +a.cosd [x = &.cos& x = 9.cos 8 x =8 cos m$
1.i) 1) 1.k L)
y =Y, tbsen$ ly = $send = $.senw$ v =ndsenrwd
x=28.cos9 xe 9 x =38 b=
1.m 1.1) 1.d) 1.0)
y =38.sen y= y =29 y =
xt =9 x8=1 X% e 25/19 1) x=9.5end
By V=38 “ y=_9 = " ly=8cosd

dddddddedded e e dsddeddeseedid
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2) Identificar el lugar geométrico que representan las siguientes ecuaciones en $1?, donde
o, G A % vk € R(a;, B,4; 1,3 son parametros y las demas (r; &) son constantes). Graficar.

2§) v = 2.sena

2.K) 3y = 2sena
i

(x = r.cosa x = 2.cosa x =3.cosx
2.8) { y = r.sena 2b)s y=p 2.c) ¢ ¥ =3.senc
| z=/ z = 2.5eny | z=0
x=3.cos3 (x =r.cosa x=a/10
2.d) < y=send 2.e) Y = r.sena 2.0y =2.cosx
Z=p z=ka L: = 2.5enq
(x =3.cosa x = 2.coSc Jx:3+co'sa
2.g) \y =3.sena 2.h) { ¥ = 3.senc 2.i) Sy =4+ senc
z=qln z=3 | z=(0,).a
x=2.cosa (x=2.cosa (x = 2.cosa K

20) ¥ = 2.sena

2.0) { y = @.senc

2.p) 3y = a.sena

Z = g? z=A-a | z=2°

x =2.cos (x = cosa (x = @.cosa

2m) {y = 2sena 2.n) Y = COSX 2.0) |V = a.sena
z=g 1 =0 Z=u

(x = a.cosa X = Q.cosx (x = a.cosa

2.9) |V = a.senc

2.0) 4y =3.sena
2=

2.v) 1 y = r.cosa.senfi

z =r.sena

zisior® z=\/c_z | z=0
x=hd [ x=0 x=1
2 sy =u 28)sy=A4+u 20¢y=4
z=0 Zef) =
(x=2.cosa x =r.cosa.cos x=—1+cosa.cos §

2.w) { y=2+cosa.senf
z=3+sena
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3) Identificar el lugar geométrico que representan las siguientes ecuaciones en M, donde & es el parametro.

Graficar.
{lemmB P x =3.c089
3.a X =3.cos~— 3.c) R
Ly =2.send 3.b) 2 v=23.cosd
s
=3.sen--
Y € 5

X =a.cosa

4) ;La ecuacion{ ¥ = q.sena  es equivalente a x+y?=z2?

Z=a

X =C0sx

5) Calcular la longitud de una espira de < ¥ = sena

Z=a

x=3.c05¢x

6) Determinar el valor de k para que una espira de { ¥ = 3.sena mida 10 7 unidades. ... . ..

z=ko
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

1.a) Circunferencia de centro

1.b) Circunferencia | 1.¢) Punte 1.d) Segmento de la recta
C(0;0) yradior de centro C (0; 0) vy |P(0; 3) r)y=xpara xe [— 3;3]__.
radior=3
1.e) Circunferencia de centro | 1.f) Circunferencia | 1.g) Segmento de la|1.h) Elipse
C (xg; yo) vradior de centro C (-2; 3) y |recta 1) y=x+4 para (x-3y (y-37
radio r= 1 v Lxel-2 18] s =1
i 9 4
1.i) Elipse de ecuaciéon|l.j) Espirales. Una|1l.k) Especie de|1.]) Espirales. Una para
(x~X%)  (y=2) | |pera 320 y otra|espirales. Una para| @ >0y otra para & <0
o2 * b2 = para 3 <0 F =0 y otra para
3 <0
1.m) Especie de espirales. Una | 1.n) Pardbola 1.ii) Parabola 1.0) Punto P(3; 2)
para @ >0y otra para & <0 |1g) y=x* 3
lg) x =—y*
4
L.p) Rectas Ig;) y=x v 1.q) Hipérbola L.r) Hipérbolas 1.s) Espirales. Una para
Iga) y=-x lg) y=1/x lg) y=5/x v d 20y otra para # <0,
1g;) y=-5/x
2.a) Superficie cilindrica recta!2.b) Superficie cilindrica recta|2.¢) Circunferencia contenida en

circular de directriz paralela al

circular de directriz paralela al

el plano xy, de centro C(0; 0; 0)

plano xy (como por ejemplo|plano xz (como por eemplo y radio r= '\/’3
X2 4y = pR x*4+z*=2
y generatriz v generatriz
z=0 y=0 .
paralela al eje z paralela al eje v
2.d) Superficie cilindrica recta | 2.e) Hélices: 2.1) Hélice:

eliptica de directriz paralela al

eje coincidente con el z; radio r;

eje coincidente con el x;

plano xy (como por ejemplo|cada vuelta avanza 27 k|radio = 2; cada vuelta avanza
x2 unidades /5 = 0,6 unidades
—+y*=1 .
9 y generatriz paralela .
v =0 Habrd una hélice para £20 y
“ otra para k<0
al eje z
2.¢) Hélice: 2.h) Especie de hélice. Curva | 2.i) Hélice:
eje coincidente con el z; radio r=3; | inscripta en una superficie x=3
cada vuelta avanza 2 unidades cilindrica recta eliptica de | el ¢je es la recta i
directriz paralela al plano xy y=4
(como por ejemplo | radio r=1;
X 3P cada vuelta avanza /5
49 y generatriz | Wnidades
z=0

paralela al eje z Cada wvuelta
avanza 6 77 unidades

2.j) BEspecie de hélice. Curva
inscripta en una  superficie
cilindrica recta circular de directriz

paralela al plano xy (como por

: {x2+ ¥ =4 :

gjemplo y generatriz
A

paralela al eje z

2.k) Especie de hélice. Curva
inscripta en una superficie
cilindrica recta circular de
directriz paralela al plano xy
(como por ejemplo

x24+)2=4 >
0 Y generatriz
zZ=

paralela al eje z

2.1) Especic de hélice. Curva

inscripta en una superficie

cilindrica recta circular de

directriz paralela al plano xy

(como por gjemplo
2 2

[+ _4y generatriz
z=0

paralela al eje z
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LA RECTA EN R?

EJERCITACION PROPUESTA:

. =1
1) Determinar la ecuacion de la recta con direccion U = [4 J y que pase por P (2; 0). Graficar.

2) Determinar la ecuacion de 1a recta que pasa por P (5; 9) y es paralela al eje de ordenadas. Graficar.

3) Determinar el angulo de inclinacion de 1a recta dada en cada caso:

a) y=x by y=~x c)xwﬁyz—z-ﬁ d)—»ﬁx‘+y—2=0

4) Determinar las coordenadas de tres puntos de cada recta. Verificar:

x ¥y x+3 y-2 {x=—1+2;
2x—-3y=6 by—+——=7 —_— d
a)2x-3y )3+“1 9 ) y=-3

wad] -3

5) En cada caso obtener (y graficar) la ecuacion de la recta que contiene al punto 4 (-1,-2) y cuya pendiente es:
a) 3/4 b) --4/5 c)2 d)0 ¢) infinita.

6) Expresar en forma paramétrica y cartesiana. Hallar intersecciones con ejes coordeniados. Hallar un ve_ctdr normal 7
y uno paralelo # . Graficar.
2 %
a)2x+4y=3 b)y=——3—x-2 c)—_l+—§-:1.

7) En cada uno de los siguientes casos, determinar la ecuacién de la recta que contiene Jos puntos dados y luego
expresarla en forma paramétrica, general, explicita, simétrica y segmentaria:

a) A1), B(-3;2) b) 4(-1,0); 8(0,-3)
8) Graficar las rectas t?a)--JE +—y— =7 b) {x =—1+2t
3 -1 y=-3

9) Hallar la ecuacion de la recta cuya abscisa al origen es 3 y cuya ordenada al origen es -2. Expresar en forma:
a) general, b) explicita y c¢) paramétrica. Graficar.

10) Demostrar que 7} )3x+4y~7=0y r,)9x+12y~8 =0 son paralelas.

11) Demostrar que 7 ) X +2y+5=0y r,)4x—2y—7 =0 son normales.
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12) Determinar analiticamente los puntos de interseccion. Verificar y graficar:

a) rl){;zgtgt y rp)x+y=7;

b) rs)_il-+-33°i:1 y r,)x+5y=3

) r)l=y-3x y r,)2y=6x+2;
d) rYy=3x+1ly r)2y—-6x-6=0

Xx==2+f Xy
13) Determinar si las rectas r) y I3) -§+ g =1 se interceptan o son paralelas. Hallar el punto de

y=3~t

interseccion o la distancia que las separa, segiin corresponda.

14) En cada inciso hallar la ecuacion de la recta que cumple las condiciones enunciadas. Graficar:

a) Contiene al origen y es paralela a 2x-3y =4,
b) Contiene a P, (3;0) y es perpendicular a 2x+y-5 = 0.
¢) Contiene a P (1/4; -1/2) y es paralela a la recta que pasa por A (-2; 1/4) y B (1/2; 3).

x=2+t
d) Es perpendicular a ) y=x-1, y que ademas pasa por el punto A(5; y) perteneciente a 7, ) y= _1_ p
3

¢) Pasa por el punto de interseccion de las rectas ) x =2y ~4 =0 y 1) 4x—y—4=0 y forma un éngulo
de 45° con la recta de ecuacién ;) 9x-5y-12=0,

15) Determinar el valor de £ para que la recta 1y) k2x+(k+1).y+3=0 sea perpendicular a la recta r;) 3x-2y-11=0.

16) En el tridngulo cuyos vértices son A(-3;2); B(5;6); C(1,—4), encontrar las ecuaciones de las rectas a las que
pertenecen:

a) Las medianas.

b) Las bisectrices.

¢} Las alturas.

Hallar 1a superficie del triangulo.

17) Determinar la ecuacién de la recta cuya pendiente es m =-4 y pasa por el punto de interseccibn de

1)2x+y-8=0 y 7,)3%x-2y+9=0, sin hailar el punto de interseccién. Verificar el resultado obtenido
hallando el punto de interseccidn entre r; v r».

18) En cada caso, determinar el/los valor/es de & para que la recta rl)"“;:2 + b =0:
: k -4

Sea perpendicular a la ry) kx-3y+7=0

Contenga al punto P (2; ¢)

Contenga al O (0, 0)

Contenga al puntc P (0; -4)
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sed ety

19) Calcular la distancia a) Desde P (1;0) a la rectar) %* % =2;b)Entre lasrectas ;) ¥ =-3x+1 y

) ¥+3x-4=0,; c¢)Desde el origen de coordenadas a larecta r;) Sx—y =10.

20) Calcular el angulo que forman entre si las rectas:
a) 3x-y+2=0  ; 2x+y~-2=0
b) y=2x+5 : 2x—-y=1
¢ y=-x ; x-y=0

21) Determinar la ecuacion de la recta que contiene a £ (—1;,—2) y forma 135° conlay =

22) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas r)) 6x—-2y+8=0
y r;) 4x—06y+3=0 y es perpendicular a 1)5x+2y+6=0, sin hallar el punto de interseccion.
Verificar el resultado obtenido hallando el punto de interseccion entre 7, y 72

23) Desde el punto P, (2;-3) se traza una perpendicular a la recta 3x—4 y+6 0. (A que distancia se
halla dicha perpendicular del punto P (0;8).

24) Sin hallar su punto de interseccion, demostrar que las tres rectas son concurrentes, Graficar.
n) 3x+4y+14=0;r) 2x-y-9=0;r) 7x+3y+1=0

Verificar el resultado obtenido hallando el punto de interseccién entre 7; ; #, v 3

25) Determinar el valor de la constante & para que las tres rectas sean concurrentes, Graficar.

n) 8x+3y-1=0;r) 3x+ky-3=0;n) x-5y+16=0

26) ;, Las ecuaciones:

a(2x+3y-2)+ BBx~y+1)=0 conaeR;feR y ~2x+3y-2+uBx~y+1)=0 conueN

representan graficamente los mismos lugares geométricos ?. Justificar.

27) Los lados del triangulo ABC estan contenidos en las rectas de ecuaciones 7) x+y—1=0,

n) X=y+k=0;n) kx-y+2=0.8i ABen;BCer;ACer y o vértice C esta dado

mediante su vector posicion € = (2] Determinar las écuaciones de las rectas r, y ri. Graficar,

28) Una recta pasa por el punto A(-2; 3) y por la interseccion de las rectas:
n) x+5y+2=0 y ) 3x+4y-5=0

Determinar su ecuacion sin hallar la interseccion de ry y r,. Graficar. Venﬁcar el resultado obtenido hallando el .
punto de interseccién entre r; y r.
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29) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos de interseccion de:
1g)) Xy 10x+7y+31=0;  Igy ) +y-6x-y+3=0.
Nota: El lugar geométrico a hallar también es conocido con el nombre de eje de potencia.

30) A una reunion asisten 20 personas y se recaudan $ 104.- Calcular 1a cantidad de hombres y mujeres, silos. .. .

hombres pagan $ 6 ¢/u y las mujeres $ 3 ¢/u. Graficar e interpretar el resultado obtenido.

31) A una reunién asisten 20 personas y se recaudan $ 105.- Calcular la cantidad de hombres y mujeres, si los
hombres pagan $ 6 c/u y las mujeres $ 3 ¢/u. Graficar e interpretar el resultado obtenido.

32) En una reciente competicion de precios, la compaiiia de alquiler de automéviles B elimina el cobro inicial
por alquilar un automévil, pero aumenta el costo por kilometraje a $0,30 el kilémetro. Para poder competir la
compafiia A reduce su tarifa inicial a § 15 y aumenta el costo por kilometraje a $0,20 el kilémetro. ;Cual
compaflia mas conveniente?.

Realizar grafica de analisis.

33) Dos lineas aéreas ofrecen las siguientes promociones

PROMOCION ANUAL
Ud. gana volando por A LINE

jEste afio B LINE premia A TODOS SUS
CLIENTES!

El costo de su pasaje le acreditari automaticamente el
75% de su valor en millas. Asi, si el 75% de su pasaje
es de $300, se le acreditaran 300 millas.

Cuando Ud. lo desee, podra canjear (total o

Al comprar su primer pasaje, usted gana 500 millas, y
ademas, le sumaremos una cantidad de millas igual a
la mitad del costo de todos los pasajes que compre
durante la promocion.

parcialmente) su puntaje actual por un pasaje cuyo
destino resulte, en millas, menor o igual que la cifra
acumulada.

El sefior RR es cliente de la compafiia A Line y MM es cliente de la B Line. RR le propone a MM que cambie
de compafiia, ya que ambos programan la realizacién de un viaje juntos. Pero MM le asegura que no le
conviene la promocion de la A Line. Interpretar el problema y obtener conclusiones.

34) La compafiia Zuco est4 planeando producir pizzas cuadradas. Los gastos fijos diarios son de $100. Para
hacer cada pizza le cuesta $2. Las vendera a $5 cada una,

a) ;Cuénto gana en un dia con la venta de 50 pizzas?
b) (Cuéntas pizzas deberan vender en un dia para tener una ganancia de $100?
¢) ;Qué cantidad minima de pizzas deberéan ser vendidas en un dia para no obtener pérdidas?
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

g
n{x T y=ax+3

2) x= 5

3.8) 459  3.b) 133% 3.c) 30% 3.d) 60°

8.a) 3x-4y-5=0, 5.b) 4x+5y+14=0;
5.¢) y=2x; S.d) y=-2; 5.¢) x= -1

XK= D5t
7.a) ; X+5y~-7=0 ;

y=1+¢
y:.._..]_‘x._l...z : £+__J{H:

5 5 7 17/5

= —] 2
75){ : 3x+y+3=0 ;

V=i
y=-3x-3 ; -~_+._y__=1

-1 -3

9.4)-2x+3y+6=0;
Xi= 3t

9.b)y:§~x—2; 9.0){ Y
)

12.8) Py(11/2; 3/2); 12.b) Py(-3/4; 3/4);
12.¢) rectas coincidentes;

12.d) ﬁ.a (rectas paralelas)

13) d(n;1) = \2

14.a) 2x-3y= 0, 14.b) x-2y-3= 0;
14.c) 44x-40y-31= 0; 14.d) x+p-4= 0,
14.e) 49y-1dx+-92= 0; [4y+49x-4= 0

1 1 1 1
15 k, = —+—~7  k, =———4l7
i 3 3J_ >3 34r

16.a) x+6y-9=0; x=1; 7x-6y+1=10,

16.b) 2x-+y+2= 0; 2x-3y+8= 0; 2x+5y-4= 0; $=132

17) y+4x-10= 0

18)a) £2+/3; b) ¢; ©)-8; d)-8/5

19.8) d= ; J5: 19b)d= _(‘%_HO)ﬁE

19.¢)d= 5 5z,
13 425

20 a) 45% 135%  20.b) 0%

20.c) 90°

21 73 x=—1+¢ ) gty
) 7, o
24 y==2+¢ Y ly=-2+41

31
22) 4x-10y+1=0; P(-—;——
) ¥ ( 2 2)

23)d=5

25) k=2

26) No, la segunda ecuacion nunca representard la
recta 3x-y+ =0

27) 1) x-y+1=0;r13) y-2=0

28) 4x+5y-7=0

29) 2y-x+7=0

30) &

31) 15:5

Bibliografia Consultada:

* Caleulo y Geometria Analitica —~ Tomo 1 — (R. Larson — R. Hostetler — B. Edwards)

* Geometria Analitica — (C. Lehmann)

El contenido del presente tema ha sido recopilado o desarrollado por el Ing. Roberto Vignolo, y transcripto por

éste y por el Sr. Walter Cusit.

-Afio MMV-
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LA RECTA EN %’

EJERCITACION PROPUESTA:

3

1) Determinar la ecuacion de la recta que pasa pot ¢l punto P (0; 1; 2) y es paralela al vector o= | ]

Ln

2) Determinar la ecuacion de la recta que contiene los puntos 4 (2;-3;1) y B (0;1;-1). Expresarla en forma a) Vectorial;
b) Paramétrica; ¢) simétrica; d) General. .

3) Determinar analiticamente la ecuacion de la recta que pasa por P (2;-1;3) y es paralela al eje x. Graficar.
Determinar ademas, las ecuaciones correspondientes a tres planos proyectantes.

4) Determinar la ecuacion de la recta que contiene al punto P (3; -3; 4) y ademas es perpendicular a las rectas

2x+4 ~3 : 2y-3
r,)-—~—-—=y—~—*:z y 5,)x—3 ..o -
4 -1 2

x=3—t

5) Determinar la ecuacion de la recta que contiene a P(0;1;-3)yes pﬁrale]a ansyy=2+ 3E.
z=1-2¢

. . . . - y+2
6) Determinar la ecuacion de la recta que contiene al origen y es paralelaa 1) ) =z-3= ——-«1—~ ,

7) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto 4 (1; -2; -3) y es perpendicular al plano m) x-3y+2z+4=0

8) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (1; 4; -2) y es paralela a los planos m;) 6x +2y +2z+3 =0 y
My)3x — 5y -2z -1 =0,

x+y-z=1

9) Dada larecta 7) { , determinar:

2%-y+3z+2=0

(a) Planos proyectantes.

(b) Puntos de penetracion.

(c) Ecuacion de la recta en forma canonica.

x=2+5¢

10) Dada la siguiente ecuacion rRy=-3
z=—4f

a) Expresarla en forma vectorial, simétrica, general.

b) Determinar las coordenadas de dos puntos pertenecientes a r).
¢) Hallar las componentes de dos vectores direccion.

d) Determinar las ecuaciones de los planos proyectantes.

¢) Hallar los puntos de penetracion.
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11) Hallar la ecuacion de la recta situada en el plano 7)) x +3y -z + 4 =0 y que es perpendicular a la recta

x-3z=3
) en el punto en que ésta corta al plano dado.
y = 22 )

x-1 Z
12) Calcular la distancia entre el punto P (1; 0; -1) y la rectar) 5 =y+l=—1.

X+y+2z-1=0
2x-y+3z+1=0

13) Calcular la distancia entre el origen de coordenadas y la recta r) {

~
— i

x=2 ¥y z-1 o= x~3 y+2 2z-2
6 ol — .

14) Calcular la distancia entre 7, ) =

x+y-z=0 x-y=1
y rz){

15) Determinar el angulo que forman las rectas 7, )
x+z=0 xX-3y+z=0

) _ X-y+z-1=0
16) Determinar el angulo que forman la recta  7) 5 conelplano m)z—x+3y=0
N o=

17) Determinar el 4ngulo agudo que forma la recta que pasa por los puntos 4 (3; 4; 2) y B (2; 3; -1) con la que une
C(1;-2;3) y D(-2;-3; 1).

18) Determinar el Angulo entre la recta interseccién de ) 3x +4y=12 y m)2x+2z=2 con la normal al plano
M) x+y+2z=2,

19) Determinar el angulo entre la recta interseccion de los planos my) 3x +y +3z=-5 con m)x-y+z=2 y la recta
intersecciénde m3) 8x—y+7z=3 con my)x-y+z=2

2 .15
20) Verifi 1 ) Ty dicular a 1 ) A-di-2eg =0
ta K L. €8 endicular a la recta . :
) Verificar que la recta 1 y:_é_z_-_ji s perp cu arecta 1, By 7] =0
7 7
_ x-1 z-5 x-2 y-8 z-11
21) Verificar que las rectas 7;) Tﬁ y—4= y IL) . === = son coplanares.

Determinar la ecuacion del plano al que pertenecen y el punto de interseccion entre ambas.
x=2y+2z-4=0 x+y+5z-5=0 .

' y I3 son paralelas. Determinar la
x+4y+82+8=0 x+8y+12z-12=0

ecuacién del plano al que pertenecen.

22) Verificar que las rectas ;) {
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5x~2y+3z=5
23) Demostrar que la recta 7) es paralela al plano 1) x+ ¥+ 2z = 4. Determinar la distancia

X+4y+5z=-15
entre estos Ig.

24) Demostrar que la recta ) { 5x~2y+3z=5

es perpendicular al plano 7t) X+ y—z =
x+4y+5z=-135 i 7

4X+3y +2z=4

25) Determinar la ecuacién del plano que contiene al punto P (0; 1; 0) y a la recta r) ;
2x-1ly-4z =12

X+y—-z+2=0

26) Calcular la longitud del segmento determinado por las intersecciones de la recta r) { con los planos

3y+x+z=1
Xy y XL,

i x+3 -1 —z42
27) Dada la recta r) 5 = y3 = T calcular la distancia de su punto de penetracion con el plano yz, al plano

) 3x+2y—-z~-1=0.

28) Determinar el punto de interseccién de la recta r) x¥2 Y3

e ui con el plano 7)3x+ y—z =—1. Resolverlo

mediante las formas general y paramétrica.

R X 4-y 4-; y+1 :
29) Determinar si las rectas 7 ) 7 = ~5— = —3~—«; nlx—-1l= P = Z se interceptan o no. Hallar el punto de

interseccion o la distancia que las separa, segin corresponda.

30) Determinar la ecuacion del plano que pasa por la recta interseccion de los planos  m)x-y+2z+4=0 y
M) 2x+y+32-9=0 y es paralelo a la recta cuyos niimeros directores son [1;3;-1].

x=2 3y+1 1-z

31) Dada la recta 1) 6 -3 y el plano =) 2x - 3y + 6z = -3, determinar, si existe, el punto de

interseccidn. Caso contrario, la distancia entre la recta y el plano.

S5x-2y+3z=5

32) Demostrar que la recta ¥
e ){x+4y+52=-45

estaen el plano n) 2x~3y—~2z=10.

33) Determinar la ecuacion del plano que pasa por la recta interseccién de los planos 7)) 2x—-y+3z=2 y
M) 2x+3y—z=2 yes perpendicular al plano m3) 3x - 4y -2z =9,

34) a) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3), es perpendicular al eje x, y ademas lo corta.
b) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P(1, 2, 3) y O(0, 0, 0).
c) Hallar la ecuacién del plano determinado por ambas rectas.
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35) Determinar la ecuacion de la recta de angulos directores: o= 60°; = 45° y contiene al punto P (1; 2; 3).
36) Determinar y describir el Ig mas amplio que representa xy = 0 en Rt°, Graficar

37) Determinar y describir el lg mas amplio que representa xyz= 0 “en RN’ Graficar

38) Determinar y describir el lg que representa 4z — 16 = 0 en R°. Graficar,

39) Determinar y describir el Ig mas amplio que representa xy-y? = 0 en R°. Graficar

40) Determinar y describir el Ig mas amplio que representa x - z2= 0 en %°. Graficar.

41) Determinar y describir el Ig mas amplio que representa {y 4 en R*, Graficar,
g

42) Obtener la ecuacion correspondiente al lugar geométrico de los puntos de |’ que cumplen simultineamente las
siguientes condiciones: a) El valor de la abscisa es opuesto al de la ordenada; b) La cota se mantiene constantemente
igual a 4. Graficar.

x+y+1=0

43) Obtener dos puntos pertenecientes a la recta 7)
~x+3y+2=0




'lﬂ.e) roplxy z=0)=>P(2;-3;0), rnplyz (x=0)=Q(0;-3;8/5), rnplxz (y=0)= i
11) 1) JC”:)”IS:,““”L?';4='ng; 12) d=~16/7 ; 13)d==a%-\/2—6; 14)d=§§-\/§§';

-5 4 - 7
15) 6,=60° 8,=120% 16) & =58°31'; 17) §=36°18'36,7", 18)6=130°28" 30" v 49°31" 307;
89
19) 8=7°35'20"; 21) ) 2x+10y-7z-7 = 0; 22) ) 3x-4y+8z-8=0; X)) d=g'\f6;

25) ) 9x+8y+52-8= 0; 6) I=~+/27/2 27) d= -;38— V14 o 28) P(-8/3;13/3;-8/3),

3 29) P(5/4; 1/4:1/4);  30) 1) Sxty+8z-14=0,  30) d(r;m)=2,  33)2xtyiz=2;

u_ i

x=] ¥ 3 y-2
34. ;i 3Mdbx===—; 34 3y-22=0; 35) x—-1=>—+—"=%4(2-3);
“’{3yuzz=o yx=T= 30w ) x-l==p=+(z-3)

36) x=0 U y=0; 37) plano xy v plano xz v plano yz;
38) Pl paralelo al xy que cortaal ejezenz=2 U pl. paralelo al xy que corta al eje zen z =-2;

)
z=4

. 18
W
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I 3 ™ RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:
= -3 1) X _ 1T 2
g’ 5
= X x=2-2t
] I y—1 2x4+y-1=0
. = I F=|yl=|-3 |+t ; 2.b) y=—3+4!;2.c)x=—2-=z+1;2.d) )
—_ X—Z—1=
l ? z -2 z=1-2f
§
l 13 3){}}& 3 4y =-3+1; 5 sy=1+3t ; 6)%=--Z_l—=z;
. -T'a 2=3 z=44¢ z=-3-2¢ -
Ij i g L8 2 g at=dot bl
i N 3 6
et 9.) 71, Sx+2y—1=0; 7, :3x+2z+1=0; 7z, :3y-52-4=0
i d'fa ........... 9O.0) Py(-1/3; 4/3; 0);  Py(1/5; 02 -4/5),  Py(0; 1/2;-1/2); 9 )x_l/5 y 2400
55 “ TS M M N s B~ ) s ey -liz), -C =k =
" i ’ ’ ~2/5 3/5
i 27 [5
I b 10.a.1) F =| =3 |+| O |.t(Ec. Vectorial); 10.a.2) No se puede expresar en forma simétrica;
B 0| |-4
I ) 2 2=0
i 10.0.3) 3T 47T (Ec. General), 10.d) my) y=-3; mg) x+5/42-2=0; 1,) y=-3

39) x=yvy=0; 40) x=zv x= -z 42)

_“L,Q -

u

A
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* Geometria Analitica — (C. Lehmann)
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CURVAS DE SEGUNDO GRADO

EJERCITACION PROPUESTA:

1) Determinar y graficar la ecuacién de la circunferencia que:

a) Tiene centro C (-3; 1/2) y radio =7,

b) Tiene centro C (7; -6) y contiene al punto A2; 2);

¢) Tiene centro en el eje x, y pasa por A(L; 3) y B(4; 6);

d) Tiene centro C (0; -2) y es tangente a larecta 5x~ 12y + 2 =0,

¢) Pasa por el punto A(1; 2) y en el origen de coordenadas es tangente al eje X.

2) Determinar la longitud del segmento tangente trazado desde el punto A (-3; 5) a la circunferencia x* + y* = 18. Verificar.

3) Determinar la posicion refativa entre las circunferencias: lg;) X2+ y2 - 8x - 10y + 16 = 0 y Igy) x*+y* - 6x- 12y +41=0.

Graficar.

4) Determinar el valor de k para que el punto A (-2; k) sea interior a la circunferencia; (x + 32+ (y - 1)* = 17. Verificar.
Graficar.

5) ;Qué valores deberd tomar x de los puntos A(x; y) pertenecientes a la recta y= -x+1, que sean extetiores a la
circunferencia (x+3)* + (y-1)* = 17 7. Graficar. Verificar.

6) Determinar los puntos de interseccion (si es que existen) de las circunferencias:
x24+y2-10x+7y+31 =0 y x*+y*-6x-y+3= 0. Verificar. Graficar.

7) Individualizar el Ig que representa en M2 2x*+2y2 - 10x+6y—15=0

8) Determinar la ecuacion de la pardbola, los elementos principales y graficar cada caso, si:
a) Est4 situada en el semiplano inferior, es simétrica respecto al eje y; Ir=1; V(0; 0);

b) Su vértice es V(4; -1); eje focal y+1=0; A(3;-3) € 1g;

¢) SufocoesF(3;4) y directriz: x-1=0;

d) Su vértice es V(2; 0); foco F(0;0);

e) Su vértice es V(0; 0); directriz d: y -3 =0.

9) De la ecuacion de la pardbola:  y +(1/3) x*= 0, determinar las coordenadas del vértice y foco; las ecuaciones del gje y
directriz; graficar. ’ .

10) ;, Para qué valores de m, habra contacto entre larecta y =mx +2y la pardbola y? = 4x ?. Graficar.

11) Dada la parabola y*=9x determinar las ecuaciones de las rectas paralelas.a y= 2xt4 que:
a) No corten a la parabola. Graficar
b) Sean tangentes a la parbola - Hallar puntos de tangencia. Graficar
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12} Hallar puntos de tangencia entre la recta y = mx + 2 y la parabola y? = 4x. Graficar.

13) Hallar:

a) Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(-3; 3) a la pardbola y? - 3x - 8y + 10=0,
b) Los puntos de tangencia, i

¢) El angulo formado por dichas tangentes,

d) Las ecuaciones de las rectas normales a la parabola en los puntos de tangencia hallados en b),

¢) Graficar.

&=
&

e
e
P
2
&

e
&=
&\\

14} Determinar la ecuacion de la elipse, los elementos principales y graficar cada caso, st:

a) Dos de sus vértices son V(0; 4/7) y V’(0; -/7); focos Fi(3; 0) y Fy(-3; 0);

b) Susfocos son Fi(2; 0) v Fa(-2; 0) v excentricidad e= 2/3;

¢) Un vértice secundario es V(3; -1) ; focos ubicadosen 1) y+6=0 y &= 2

d) La distancia entre focos es 2c= 4; excentricidad e= 2/5 y centro C(0; 0);

e) Sueje focal coincide con el eje x; pasa por los puntos A(2;3) y B(1;3 4/5/2); su centro es C(0;0);

f)  Su centro es C (0; 0); eje focal coincidente con el eje y; razon entre las longitudes de ejes menor y mayor 1:2 y pe: Yo
por el punto A (/7/2; 3); :

g) Uno de sus vértices es V (0; -7) ; centro C (0; 0) y pasa por el punto P (4/5; 14/3).

TR

L&
N 1

Y

RREREEN
el e

15) Si x> +4y" —4x — 8y + 9 =0 s la ecuacién representativa de una elipse, determinar sus principales elementos
caracteristicos.

16) La ecuacion representativa de una familia de elipses es: kx” + 4y® + 6x - 8y = 5. Hallar las ecuaciones de las elipses de
esa familia que tienen e= 1/2. Graficar.

|

17) Hallar la ecuacion de la familia de elipses que tiene: centro C(2; 3), gje focal paralelo al eje x ; e= 1/2. Graficar.

\

J

18) ;Para qué valores de h, la recta y= -x-+h:
a) No corta a la elipse x*/20 + y*/5 = 17
b) Es tangente a ella?. Determinar el o los puntos de tangencia.

20

19) Determinar la ecuacion de la hipérbola, los elementos principales y graficar cada caso, si:
W,

b) Sus focos estan ubicados en el eje de abscisas; centro C(0; 0) y pasa por los puntos A(6; -1) y B(-8; 24/2);

¢) Sus focos estin ubicados en el eje de abscisas; asintotas: y;=2/3x ; y,=-2/3x y pasa por el punto A(9/2; -1);

d} Sus vértices son V(-1 3); Va(3; 3) v excentricidad e= 3/2;

) Su centro es C(4; 5); excentricidad e= 2 y uno de sus focos es F(8; 5);

f)  Sucentro es C(0,0); eje transverso contenido en el eje y; longitud de lado recto Ir=2/3 y que pasa por el punto A(-1;2);
g) Sus focos se encuentran en el eje de abscisas; distancia interfocal= 20 y asintotas: y; =4/3 x; y, = - 4/3 x;

) Sus focos se encuentran en el eje de abscisas; centro C (0; 0); excentricidad e= +/2 y pasa por el punto A(-5; 3).

i) Sueje focal es paralelo al eje de abscisas; pasa por el punto A(4; 6) y asintotas: 2x+y-3=0 ; 2x- y—1=0.

J)  Sus vértices son V; (0; 3); V; (0; -3) y la longitud del lado recto es Ir= 6.

a) La distancia entre vértices =2 y asintotas: y,;=3x; y»~-3x;

e ) e |

® |
4N

20) jPara qué valores de h, la recta y= 5/2x+h;

a) cortaa la hipérbola x*/9 - y*/36 = 17

b) es tangente a ella?. Determinar los puntos de tangencia.
¢) Graficar.
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21) Analizar, determinar y graficar el lugar geométrico que representa cada ecuacion, en R”:
a) x2+y*+dx+2y+5=0

b) x*+2x+y*+3 =0;

¢) X¥*+2%x+1=0;

d) 42+ 12xy+9y2=0;

€) 36x*+36y*+48x - 108y +97=0;
f) =x*+y*-8x+10y+k=0,

g} xX*+y2-8x+06y+29=0;

h) x*-4y*-2x+1=0;

) 3yx2-10x-22=0;

D oxy=1

k) y2x*=25

) 4y*-48x-20y=71.

m) 3x°+4y’- 12x-24y +36 =0,

22) Una escalera de longitud L esta, en su estado inicial, apoyada totalmente a una pared vertical. Su extremo inferior esta
situado en el suelo. La pared y el suelo forman un angulo recto.

a) (Cuil es la figura que describe el extremo superior de la escalera, al resbalar y caer ésta?;

b} Y el punto medio de ésta?;

¢} Y un punto cualgquiera de la escalera?.

A
A
B B A B
B
Estado inicial Estado Intermedio  Estado Final

23) Un rifle, situado en (-c, 0) dispara sobre un blanco colocado en (¢,0). Una persona oye el sonido del disparo y el del
impacto simultineamente. Probar que esa persona esté situada en una rama de la hipérbola.

2 2

X b4
7 2
VIV PR —vh)vE

=1, donde v, es la velocidad de la bala y v, es la velocidad del sonido.

24) En el sistema de radionavegacion LORAN (LOng RAdio Navigation), dos estaciones de radio o radiobalizas situadas
en Ay en B, simultineamente emiten sendas sefiales. La computadora de a bordo de un barco situado en P recibe la sefial
de B 1000 microsegundos (us) antes que Ia de A. Supongamos que las estaciones estan situadas en los puntos de
coordenadas cartesianas A (-150, 0) y B (150, 0), y que el barco est4 recorriendo una trayectoria de coordenadas (x, 75).
Las sefiales viajan a la velocidad de la luz (186000 millas/s). Hallar la coordenada x de la posicidn del barco.

A v (millas)

A I i 0 -“"."‘jl B -

—

150  x (millas)
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25) Un guardabosque ( R ) se encuentra varado dentro de un camino boscoso que corre paralelo a una carretera, a 2 millas =g
de ella. Hay dos vehiculos de rescate (F; y F,) en la carretera, estacionados 3 millas de distancia entre si. El guardabosque @3
activa una sefial de explosion (sefial se emergencia) y el sonido llega al vehiculo de rescate A (que esta al norte) 3 segundos ’ i
antes que al B. Determinar la ubicacién del explorador respecto de los vehiculos de rescate. La velocidad del sonido es de == [
1100 pies por segundo (1 milla = 5280 pies). &

26). Dos micréfonos (A y B), separados 1 milla, graban una explosion E. El sonido llegé al microfono A 2 segundos antes @8
que al B. ;Dénde ocurri6 la explosion?. (Velocidad del sonido Vs= 1100 pies/seg.) _3

27) Los planetas se mueven alrededor del sol en 6rbitas elipticas, con el sol en uno de los focos. Las posiciones de un
planeta, cuando esta mas cerca y mas lejos del sol, se llaman perihelio y afelio, respectivamente. e
Sabiendo que el semieje mayor de Ia elipse que describe la tierra es de 1,485.10° km y que la excentricidad es &=,
aproximadamente 1/62, halla la maxima y la minima distancia de la tierra al Sol. ﬁ_,_;, ;

28) Un satélite describe una 6rbita eliptica alrededor de la tierra de tal modo que el centro de ésta es uno de de los focos. El ﬁﬁ*'; _
punto mas alejado del satélite a la superficie terrestre estd a 2500 millas, y el mas cercano estd a 1000 millas. Est' ) |
distancias se miden a lo largo del eje mayor, que se supone estd en el eje y. Suponiendo que el radio de la tierra es de 4000 [
millas, deducir la ecuacion de la orbita. 6‘5—“"":“ =

29) El ojo de un puente para paso inferior de una carretera de dos carriles tiene la forma de media elipse. EI arco eliptico @2
salva 50 m, que es la longitud del eje mayor, y la altura en el centro es de 20 m, i
Las orillas de los carriles estan a 10 m de las bases del puente. ;Cual es la altura salvada sobre estas lineas? "’f‘ ¥

30) El cable central de un puente colgante forma un arco parabdlico (catenaria). El cable estd colgado de los extremos &=
superiores de dos torres separadas 80 m entre si. Esos extremos estan a 17 m por sobre la carretera (tablero del puente) y el  @s=
punto inferior del cable esté a 1 m sobre la carretera. Calcular la longitud del cable paralelo a una de las toites, ubicadoa 10 _ .

m de ésta, .

31) Halla la altura de un punto de un arco pa}abélico de 18 m de altura y 24 m de base, siteado a 8 m del centro del arco. -

32) Se desea construir una elipse de 4 m de diametro menor. El constructor utiliza, para marcar su forma, una cuerda de #,
m de largo. ;Donde debe clavar los extremos de la cuerda?. v e

33) Un sefior tiene dos tortugas (A y B) en el punto de partida de una carrera. Se dispone a cronomelrar a sus animalitos ﬁ’.:
desde el mismo instante en que éstas comienzan a desplazarse. La siguiente tabla indica los valores obtenidos: P

Torruﬁa A Tortu&a B ~
Tiempo (min) Recorrida (m) Recorrido (m) : &= i
0 0 0 L
._1;.. oty 1 I6 AR — ' 0.
2 4 iz ' .
3 9 iz L
Al llegar a esta instancia (3 min) el sefior se ausentd del lugar porque tuvo gue atender una llamada telefonica. Al regresar, &i'
las dos tortugas habian llegado a la meta ubicada a 40 m de la largada. B
Suponiendo que las mascotas llevaron el mismo ritmo durante toda la carrera, ;Cuél de las dos habra sido la vencedora?. &
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

La) (x+32+(y-%)P=T, Lb)(x-7P+(y+62=89; L¢)(x-TP+y*=45 Ld)x*(y+2)*=4;
Le) x*(y - 5/4)*=25/16; 2)L-=4; 3)lg esinterioralg;; 4k € (-:3;5); §x<-4vx>1

6) Py (5; -1); P, (3; -2); 7) Circunferencia de C (5/2; -3/2) y radio = 4; 8.a) x*= -y,

8.b) (y+1)>= -4 (x-4); Ir=4; directriz (d ): x=35; 8.0) (y —4)*=4(x-2); gje: y=4, Ir=4;

8.d) y=-8(x-2); d) x=4; Ir=8; 8.e)x*=-12y; ef) x=0; Ir=12;

~ 9) V(0; 0); F(0; -3/4); directriz (d): y=3/4; eje: x=0; 10)-00 <m =< 1/2;

11.a)y=2x+b / b>9/8; 1Lb)y=2x+9/8;P (9/16; 5/4)

12) P (4;4); P,(0;0); 13.a)y;=3/2x+15/2; y;=-1/2x+3/2; 13.b)Py(1; 1), P2(-5/3;5);
13.¢) G, =82°53"; 6, =97"7; BB.d)ym=2x-1; ynz=-2/3 x+35/9;

14.2) x¥/16 + y¥7=1; V|, (4;0), V2 (-4 ; 0); e = 3/4;

14.) %39 + y45 =1, V1 (-3 0), V2 (3; 0%, V3 (0; +/5), Va(0; - J5):

14.¢) (x-3)/ 50 + (y+6)2/ 25 =1; C(3; -6); Vi(3; -1); Va(3; -11) ; V3(3+542; -6); V4(3-542; -6);

Fy(8; -6); Fy(-2; -6); Ir= 512

14.4.1) /25 + Y21 = 1, V3 (-5 0), Vi (55 0); V2 0 421), Ve (0 - ¥31)

14.4.2) x2/21 +y¥25 =1, V1 (0; -5), V2(0; 5); V3 (21, 0), V, (-4/21: 0)

14.¢) x¥16 + y¥12= 1; Vi(4 ; 0), Va(-4 ; 0); V3(0;2+/3), V4 (0 ; 23),F1 (2;0),F,(-2;0);

14.1) i:i+ ifs =1; Ir=2; V, (0; 4); V,.(0; -4); V5 (2; 0); Va(-2; 0); Fy (0; 243 ); F2 (0; 243 )

14.g) Opcidn 1 (considerando a V como vértice principal):  1g) %2 + i—g =1,
V1 (0; 7); V2 (0; =7); V3 (3; 0); Va(=3;0); Fy(0;24/10); F2(0;-2410); Ir=18/7;
14.h) (x=2)%4 + (y-3)43=1; C(2 ; 3); F1 (1,3), F3 (3;3); V1 (0;3), V> (4.3); V3 (2;3-4/3), V4 (2.3+43);
15) No representa lugar geométrico;
16 GHIE -1p . 97168 (-1
4 3 513/256  171/64
(x-2y

1) G=28 =3 cona>0;  18.a) S, 18b)h=5; Py(4; 1), Py(4; -1);
a? (3/4)a?

3 2 3
199) oo X 1 x2—d 1. R E_ Y v X Y.
y |
1/9 9 32 8 .18 8

19.0) - _O =37 10 196 -4 (-5P
5

4 4 12

15.6) y2 - _?_ =1; C(0; 0); ef: x=0; asintotas: y,= J3x; y5=-3%
1/3

19.) C (0; 0); Ir=64/3; Ig) ;‘_6 - §4 =1; V1 (-6; 0); V3 (6; 0); F (-10; 0; F; (10; 0)

Curvas de segundo grado - Pégina 5 de 6
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2 4
19.h) i 1; Fjefocal =ejex; Ejenormal =ejey, Asintotas: y=x; y=-X;
16 16

Vértices: Vi(-4;0); V,(4:0), Focos: Fy (-442;0); F,(442;0), Ladorecto Ir=8

19.0)1g) G0 O-D* - c@;1); Bjefocal: y=1; Eje normal: x=1; Ir=8
11/4 11 .

Vértices: Vy (1-+1174; 1); V, (1++/11/4; 1); Focos: Fy (1-+/5574; 1); Fa (1++/55/4; 1);

19.§) y:_x =1; Ejefocal =ejey, Ejenormal =ejex; Asintotas: y=x; y=-x; Focos: F (0; 342) Fu(0;-342);
g ¢

20.a) |h|>9/2; 20b) | h|=9/2,P,(5;17), P (5;8);P;(-5;-8), Py (-5;-17);
21.a) punto : P (-2 ;-1); 21.b) Norepresenta lg; 2L.c)recta:x+1=0;

21.d) recta 1y +(2/13)x=0;, 2Le)P (-2/3;3/2),

21.f) Sik > 41 = norepresenta ig; Sik=41 =P (4, -5);

RRARRARRARERZZRRR

3R

Si k <41 = circunferencia de centro C (4 ; -3) yradior= 41—k ;
2
21.g) No representa lg; 2L.h)rectas: x -2y—1 v x+ 2y - 1=0; 21.i) hipérbola: (‘1‘%—5)_ i

21.j) hipérbola: y= 1/x; 21.k) hipérbolas: y=5/x v y=-5/x; 21.1) Paribola d¢ vértice V.( -2; 5/2) ; foco F(1;5/72) @@= P
directriz d ): x = -5; Eje focal ¢ de simetria; y= 5/2 Ladorecto Ir=|4pl=12;  2X¥.m) elipse =
22.2) x=0; 22.b) Un cuarto de la circunferencia x*+y®= (L/2)% 22.¢) Siendo d, la distancia del punto P(x; y) al extremo @=

superior, describe un cuarto de la elipse x . - =1 '
& (L-dy e

24) 110,28 millas; 25) Considerando a F, (0; -1,5) y F, (0; 1,5), las coordenadas buscadas seran R (2; 0,53), es decir, a =3

2,85 millas de A y 2 2,22 millas de B; [ ——
. . — x2 »* . £

26) La explosién tuvo lugar en algln lugar de la rama de la hipérbola -~ —1 que se encuentra mas cerca :

1210000 5759600 e

de A;  27) 1,51.10° km; 1,46.10° km; 28) ) Haciendo coincidir el 0 del sistema coordenado con el centro de la elipse,

__fz__ i Y 2 =1; 29 16m; 30) 10m; 31) 8n; 32) A 1,5 m del centro; 33) La vencedoraesla A ;

5701* 57507

Bibliografia Congultada:

* Geometria Analitica — (C. Lehmann)
* Introduccion al Algebra Lineal — (H. Anton)

El contenido del presente tema ha sido recopilado o desarrollado por el Ing. Roberto Vignole, y transcripto por éste, por la
Sta. Claudia Arrieti y por la Sta. Carolina Robson (CEUT). '
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0 ] e s e e o e

:

VECTORES EN R?

EJERCITACION PROPUESTA:

¢ e
1) Los vértices de un tridngulo son A(1; 3); B(-1; 5) y C(6; -2). Hallar el vector 4B +BC +C4 . Verificar
grificamente. Interpretar el resultado.

2) Determinar grafica y analiticamente con Py (Q; 1); P2(6; -3); Ps(-2; -3) el vector resultante de

425 — B
OF, - 0P, #2 ()133 , sumodulo y direccion,
3

Co=> — — ~>
S CA=3T+2] y CB=~T + J, CA calcular 48 . Graficar.
-

4) Con los vectores AB =d, st A(-3;4) y B(-1-2) y ¢ = 27, determinar el versor de (& -C ).

= iy s - 1=1 .
S)Siendo d =~ +2] y €= [I }, determinar el angulo entre d y € .
6) Determinar Ias componentes del vector de modulo 6 y angulo director o= 60°.

- 1/3
7) Hallar las componentes del vector & de médulo 5 que tenga direccion contraria al d = [ 2/ 3] .

8) Dos de los vértices de un tridngulo equilatero son los puntos A(—1;1) y B(3;1). Hallar las vectorialmente
las coordenadas del tercer vértice y la superficie. Graficar,

— ey
9) El vector AB tiene médulo ]AB‘ =5 Sies A(3;-2)y B(6; y), hallar vectoriaimente el valor de y.
Graficar.

1 - |1
10) Dados los veciores @ :[ 1]; b= [ 5

que: x4 -y. 5 = ¢ y graficar. b) Calcular el vector proyescion de b sobre ¢ y graficar,

] . € =-31 +27, sepide: a) Hallar los escalares x e y tal

11} Un vector de médule 8 tiene sus dos componentes iguales. Hallarlas. Graficar.
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12) Los vectores @ y b forman entre si un angulo de 45° v el médulo de @ vale 3. ;Cual debe ser el médulo de b

para que @-b L d@? Verificar graficamente.

13) Dados dos vectores d y b , determinar la con_dicién necesaria y suficiente para que (d + f; yL{a- 5 ).

% o 4
14) Dado el vector b =—1 + b, , hallar b, detal manera que @ = [3} sea:

- - - g
a) perpendiculara b ; b) paralelo a b ; ¢) tal que, forme con b un &ngulo & = E Graficar cada caso.

15) Dado d de médulo 4 y angulo director @ = 30° . Hallar las compenentes del vector b de médulo 9 y direccion
contraria a la de d.

16) Si d.b=a.¢ = (;E = C 7. Interpretar la respuesta.

=]

-3

17) Hallar las componentes del versor que sea perpendiculara @ = [ il Graficar.

18) Hallar grafica y analiticamente la proyeccion de un vector @ paralelo al eje y sobre a)?; b)J.

11 = [3 -1
19) Dados los vectores d = [J; b= [O} e =]:1 ] ,hallas proygd y proygC . Graficar.

20) Sean @l =—7 +j y ¥ =1 +b.j . Determinar el valor de b de tal manera que el 4ngulo entre @ y ¥ sea

J
G = Z Graficar.

~

1] - |1 5
21) Dados los vectores @ = { }; b= i:] , hallar el vector multiplo de b que hay que sustraerle al @ para obtener
L2 :

un vector perpendicular al b Graficar.

22) Determinar si los siguientes puntos son colineales (estan en una misma recta). Graficar:
2) A(0;-4), B(2;0)y C(; 2) :
b) A(-2; 1), B(Z;-2) y C(-1; 0), .

23) Un auto de W =600 (N ) se sostiene sobre
una rampa a 30°. Determinar vectorialmente la
fuerza requerida para evitar que el auto ruede
por la rampa (supuesta sin rozamiento).

®

\

I
|

Lis
i‘i.

BB

R R

TRARARBRRRRRR,

L 3% %

R 2R

N

X —-\_! = &,- =¥ k‘

%* = _}“ &,\,- ";.‘
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v, %~
24} Un avién vuela a una velocidad V=500 (kmh) /
en direccién NO, hasta que se encuentra con un viento Ry,
de direccion NE V, =70 (km/h ), {Cuél es la direccién Wl '\\45@
en que vuela ahora y con qué velocidad? \120"
Y P K

25) Un peso W= 25 (N ) esta suspendido de una
cuerda de 5 m de largo. Calcular la fuerza horizontal
requerida para mantener ef peso a 1 m de Ia vertical

2

20° 307

s & £
26) Calcular las fuerzas [ y I, que ejercen dos :
hombres para sostener un peso de 100 N. Verificar.

100 N

« -

27) Un objeto de 100 N es arrastrado a velocidad
constante, mediante una soga, Al movimiento se le I R O
opone una fuerza de rozamiento de 173,21 N ;Cual

es la magnitud de la fuerza F aplicada en la soga? R %

Resolver utilizando proyeccion de vectores. v
W
i
- .:/:
28) Calcular el peso maximo W que puede soportar -1 60°
la estructura, si el puntal es capaz de resistir una o
compresion méaxima de 500 N. S
= il o
e 45 )
P B W
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

ey Tl - [Feg] i B
1) 0= ]:0} 2) ¥ z{ 4]; ]r} = 2\[13; o= 213° 41 24", angulos  directores:
|

ey : _4 N
a=146°18 36", f=123°4124";  3) AB:[ 1]; 4) %—Jﬁh%«/ﬁ;; 5)18°26° 67,

6 37 +3437; 7 -A5T+2457; 8) Ci(1, 1 +2-3); Cofl, 1-2-3); §= 443
43 [~ 442
9) yi= 2, yp= -6, 10.a) x=~13/4 ; y=-1/4; 11) 4 s 12)3+/2;
& ¥o= ) ¥= [:4’\[21| {__ 4‘\/‘211 )
13) |d] = lE‘; Mya) 43 by 34 15) b, = 2 JAT % 9 - _—-\fS: ~9—
2 2 2
16) Z:UYL;’Y;}’L(ZJ); 17) ;:——%«ﬁ? —;—j . ; 87« é"; 18.a) 3 18.b) ::;;

1 -1 2 .
19.8) { ] 19.b) [ ]; 20) ¢;  21) ( ); 2) a)si byno;  23) F:[’”O‘B];
9 0 2 ~150

24)112,6° 522,5km/h; 25)Fa35,1N; 26) Ty® 65,27N; T,~ 44,65N; 27)F~200N; 28) W~557,68N,

ibliografi 1511
% Algebra Lineal (S. Grossman)

* Algebra y Caleulo Numérico —(A. Segastume ~ V. Berra —G. F ernandez)
* Introduccion al Algebra Lineal — (H. Anton)

El contenido del presente tema ha sido desarrollado o recopilado por el Ing. Roberto Vignolo y transcripto por éste
y por el Sr. Walter Cusit. g
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VECTORES EN %’
EJERCITACION PROPUESTA:
3
nd — oy e -, = - —
1) Dados: d = AB con A(20,0) y B(21;3), b=2i+j+2k, =0 y d=k
-1

a) Representar grificamente.
b) Caleular —2b+d+c+d.
¢) Calcular médulos y cosenos directores de: d;d .

d) Calcular la proyeccion y el modulo de la proyeccion de d sobre (ﬂg +€).

-

— - - =5 =
2)Dado OF, =3i~2j y OF, = - j+ k , hallar vectorialmente la distancia entre P, y P, .
3) Hallar las componentes de un vector d de modulo igual a 5, que forma con los 3 ¢jes, angulos iguales.

4) Dado dtal que Iﬁl =4, y los 4ngulos directores @ =30° f=60° (en €n3 ); hallar las componentes de otro

b/ |bl =9y b/, pero de direccion contraria a @ .

5) Mostrar que no existe un vector unitario cuyos angulos directores sean n/6, /3 y n/4.

6) Un vector @ de médulo igual a 4 forma un 4ngulo @ =60° con el gje x y un angulo 3 =45° con el eje y.
a) Hallar el valor del angulo ¥ que forma con el gje z.
b) Determinar las componentes de ¢ .

- —¥
7) Sean AB ¥ AC dos vectores (pertenecientes a R’ ) que forman entre si un 4ngulo de 60° y tienen por
modulos 2 y 3 respectivamente. Hallar el médulo del vector que une los puntos medios de los segmentos

X

8) Hallar los vectores d = | y' | de m6dulo 2 y que forman un angulo de 30° con el eje x.

0

9) Comprobar analiticamente que cualquier vector paralelo al eje y es perpendicular a cualquier vector paralelo
al plano (x, z).

10) Hallar los cosenos directores de los vectores pertenecientes a R? situados en ef plano xy , donde el 4ngulo
director @ = /4 .
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11) Determinar si el siguiente enunciado es verdadero o falso: “la suma de los cuadrados de las diagonales de un
paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de sus lados”. Justificar vectorialmente.

12) Determinar si los siguientes vectores son paralelos ¢ perpendiculares:

3 -9 4 3
Wi =-2LE=6 [mE=|-1) L=\5 |94 =27 -3 -2k @I, =41 +2] +k
1 -3 2 -4

-

—_

lS)DadoE}'r—*'Z?-*:i}---E; Ex}'+4jm2£; 033?~}+2E,calcular:
a)\axz?]; m\z?xal; o @+B)x@-b), @ a-(Bxd); ¢@xb)s; nbxa)d

14) El modulo de & es ‘Ei‘—“\/ﬁﬂ. Determinar sus componentes, si C es perpendicular a

2 1
d=|-1{yb=|~1{.
3 0

15) Hallar b tal que d X b =&con:

2 10 2 4 2 3
150) d=|-3,C=|3 | 1sbd=|-3;C=|2} 15¢ &= ~3Le=|2
1 11 -2 1 2 2

16) Calcular vectorialmente el area del paralelogramo que tiene por vértices A (2;5;3); B (0;0;2); C (0;-3;0).

17) Verificar vectorialmente que los puntos P (1 -2:3); O (2:1;0); R (4;7;-6) estan alineados.

19) Un trigngulo de vértices A(x; 2; -5); B(6; 3; 5); C(2; 3, -3) tiene 6 unidades cuadradas de superficie.
Determinar el valor de x. ' .

20) Calcular el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los 3 vértices adyacentes son 4 (1;0;0);
B (3;2,9); C (5,2;-3).
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R L R R R s

Fﬁlh\

-1 2
21) Verificar que los vectores dados no son coplanares: %7 = {0 |, v ={1
2

|
rwel2
~1 -2

22) Decir si los puntos dados son coplanares: 4 (1;1;6), B (2:3;5);, C (8:4:6), D (2;1;3).

_ - = = - - —n
23) Dados u ; v, w (no coplanares), interpretar graficamente el producto (4 x v ) x w .

24) Un tripode, cuya cabeza estd situada en el punto P(0; 0; 4) soporta un pese de 120 N. Las patas del tripode
apoyan en (), (0;-10); ©, (1/2::1 4 }?: 0); O.(— —{i; % :0). Hallar la fuerza que gjerce cada pata en el suelo.
2

4 2 o
"
..
e . . L
25) Un tensor (de peso despreciable) tiene una N
i v i 5 .
tension de 300 N v estd sostenido, por uno de sus o’ '19, L
extremos, al suelo, y por el otro, a la punta de una O
torre de 5 m de altura. Expresar las componentes A
de la tension, T o
F K & .
10 y

26} Hallar vectorialmente el cuarto vértice de un rectangulo de vértices O (0;0;0); 4 (4;3.0); B (-6;8;0).
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA

cosa =0 Jcoso:r-()
Lh) —i—j—k 1 {cosB=(1/10010 ;4cosf=0; 1a)—3/11GF -7 -3k);
cosym(3/10)m l

;3 al':'g\gﬁ**f"’fg);ﬂz5“%”ﬁ(?+}"'+£); 4) =9/2(\37 +J);

cosy =1

p 2
- e T | S r e . j —
6 a=|22|; a,=|242|; 3, =60°%y, =120°; 7”M¢Q:§vh
p -2
8) @, =37+ 7,8, =37 —J;
o o - -
2 2
10) cosa, = 1/-22—; cos f3, = ——%; cosy, =0; cosa, = ;\/5-; cos fB, = yz—; cos 7, = 0;

11) Verdadero, 12.a) Paralelos; 12.b) No paralelos; no perpendiculares; 12.¢) Perpendiculares;
132)4/230 ; b)/230; ¢)-20i —6/ —22k ; d)49; €)49; f)-49;
14) ¢, = 2-/5/19.(37 +3] — k)¢, = -2+/5/19.37 +37 - K);

1 3
15a)b=4 |, 15b) 5 =|¢ teR; 15.¢)noexiste; 16) ~/101; 18) 9 ~31°43°3”;
-2 N 2-4
. &

-S> -

19) x=0; x=2; 20}4; 22) No, ; 23) vector perteneciente al plano determinado por Wy ¥ ;
24) 10-/17; 25) [-200, 200, 1001]; 26) (-2;11,0)

Bibliggrafia Consultada:

o  Algebra Lineal - (8. Grossman) .

e  Algebra y Calculo Nunérico - (A. Sagastume — V. Berra — G. Fernandez)
+ Introduccion al Algebra Lineal — (H. Anton)

El contenido del presente tema ha sido desarrollado o recopilado por el Ing. Roberto Vignolo y transcripto por

éste y por el Sr. Walter Cusit.
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ESPACIOS VECTORIALES

EJERCITACION PROPUESTA

X

1) Demostrar que el conjunto de los vectores de la forma | x | con x & R, es un espacio vectorial.

0

2) Comprobar que los siguientes subconjuntos de M 2 no son espacios vectoriales;
a)  Los vectores localizados en el primer cuadrante.

b {xy: Kty

0 {(Ly:yeR)

3} Demostrar que el comjunto H es un subespacio de V:

a)V=R" H=(X € R™/AX=0).

b) V= R 7 H= el plano xy.

) HyAH, sonSEVdeV; vy € HyAvy e Hy 3 H=H, +H, ={r=v, +v,)
AW sV el o M o= {v =V +..+a,v, con g EER}

V=R ; H={x , y) : %= )

4) En cada caso, describir geométricamente el co
justificando adecuadamente:

a)  Elconjunto de los vectores en R’ de la forma (x; x; x) con x€ 9N .

b)  Lospuntos(x;y;z) € M’ tales quex=t+1;y=2z=t-1 Vie R,

¢)  Elconjunto de puntos en N * que satisface la ecuacion x + z = L

d)  El conjunto de puntos en R ° que satisface la ecuacion x +z = 0.

e)  Los puntos de R~ que satisfacen las ecuaciones x +z=0 A x—z=0,

1§} El lugar geométrico determinado por la unién de dos subespacios cualesquiera.

g)  El conjunto formado por los vectores [0; 0; 0]: [1; 0; 0].

h)  El conjunto constituido por los vectores de la forma (0; y; z)

) H={xy,2)e R*/x2+y?-2=0)

D H={xyze R'/x=z2 A 2x+y=0)

k)  Ellugar geométrico determinado por la interseccion de dos planos coordenados cualesquiera
I)  Unsubespacio de 1 ? perpendicular al subespacio x=y=z es V=-(i + } ).

njunto dado y determinar si es o no un subespacio vectorial

5) Determinar en cada caso, si el conjunto solucién §; correspondiente a cada sistema de ecuaciones lineales dado, es un
subespacio de V. En caso afirmativo verificar el cumplimiento de los axiomas correspondientes;

_ - - oo X+y+z=0
V=R s (TIITER0 gy Y0 g [rey=l gy )BT
X+yv+z=0
B}V_‘;m4: Sj,' X y
3 -1
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6) Determinar (x; y) tal que el vector v;- (1; 1) no sea combinacion lineal de los vectores v;= 4;3) yvi= (X, ¥ e

1Y (2 (1 A

7y a) Determinar si los vectores y, _| o | 1 | generan el espacio vectorial W
=

;v2:3 Y ov, = ==

3./ LS \.2 -

b) Si la respuesta es negativa, describir geométricamente el espacio que generan y expresarlo algebraicamente pe
utilizando tres conjuntos generadores diferentes. -
P

8) Determinar en cada caso, el espacio que generan los vectores dados: =
e
a)vlr-- 2|y DZZIL3J; b) v=[0]; v= 1|y »=|0 5 el P~

5 1 1 2

|
\3)

1 2% {23 1
s oL G A (oo f() ()

il o) A2 4S8

W1

T

D O |

'\' -;‘.t "’"‘2

i '5"

®

!

9) Responder verdadero o falso segin corresponda. Justificar la respuesta.

1) 0
a) Los vectores 5, —| | y v, =|1 | Beneran el plano ) x +y ~z=0. o &= _

1 B o
b) El vector [6; 2] pertenece a gen {[2; 3]; [4, -51}
¢) Un conjunto de tres vectores de R 2 siempre generaa N 2 .

d) El espacio generado por un vector no nulo de R 3 es un plano perpendicular a ese vector y que pasa por el origen.

I

¢) El espacio que generan tres o mas vectores en 32, es todo IS
f) Sean los vectores u, v, w de R3/v+w, entonces gen {u; v} # gen {u; w}

14

®®®® )

14

10) Hallar u e ° /U AW = genfu} , siendo U= plano xy; W = gen{(1; 0; 0); (0; 1; 1)}.

A v I\
/] l“f@

11) Una compafiia aimacena tres mezclas basicas (A, By C) con cuatro compuestos diferentes: G
. B C =
I 20 18 12 =
i 10 10 10 -
111 20 10 8 | =
v 0 12 20
Las cantidades se miden en gramos y cada unidad de mezcla bsica pesa 50 gramos. -
Se pueden formular mezclas especiales combinando las tres mezclas basicas; entonces las mezclas especiales posibles &=
pertenecen al espacio generado por los tres vectores que representan las tres mezclas bésicas. ' :'
;Se puede hacer una mezcla que consiste en 210g de I, 130g de I, 150g de I y 160g de IV ? S
Si se puede, ;cuantas unidades de cada mezcla basica se necesitan para formular la mezcla especial? &=
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12) Determinar en cada caso, si el conjunto H es linealmente independiente:

a) fn N H={@ [j;]} {
b) n R* : H = {“ﬂ : [IIGJ ; Li}
¢) kn W* | ff:{[g '

D g w Hzl[z A ;Ll
&) En ®' . H={12-13) ; (710,4) ; (-8,0,82)}

1 21
D w? - H={2{:|3|

13) Determinar un conjunto generador de H={(x; y; z) € R/ x-z= 0} que contenga fres vectores. jEs k7. ;jPor qué?.

14) Responder verdadero o falso segun corresponda. Justificar la respuesta.
a) En un espacio vectorial, cualquier conjunto constituido por un solo vector es Li.

b) Sien R ?, un vector es combinacién lineal de otros dos, entonces el producto mixto es igual a cero.

¢) Si {u; v; w} es un conjunto Li incluido en R?, yseaz € M3/ 2z & gen {u, v, w} entonces {u; v; w; z} es Li.

d) Sabiendo que uy; uy; us; son Li, entonces el conjunto {w;; Wz, w3} donde wi= u,tug; wo= uy-uz, wy=u;-2ustus, es Ld.
¢) Sean u; v; w vectores de 2 linealmente independiente, entonces el conjunto {u, v, u+v+w} es Li.

f) Siu, vy w son vectores Li, entonces u+tv, utw y v-+w son también Li,

15) Determinar ¢l valor de o, para que los vectores dados sean linealmente dependientes. ;Cuéndo sersn base de R *?

1\ 2 1Y 2 -4 a
ﬂ} V= 21, m= ~=1] v, = : b) V= =3[ v,=| 6 o 1
3 4 4 1 -2 2

16) Determinar en cada caso, si el conjunto H es base del espacio vectorial V:
a) A = {01 L0} V =&y x+y-z=0};  b) H ={Lo1}OL);1L2)}; V = R

17) Determinar una base v la dimension del espacio dado en cada caso:

a) S= a=gr=y ;. DEn R?*; i) En R
—-2x+2y=0

by Ig) 2=2=Z; i)EnR®; i)En R
2 3 4

¢) Ig) x+y-z=0 en N

d) §= X+y+z=0 en N7,
x=y—z=0

e) gen = {(1,2,3),(4,5:6)}.
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18) ;De qué espacio vectorial es base H = {(1 ;2;0)', { 0;3;1)}?_

19) Determinar una base de 9 7 que contenga los vectores (-1;3; 4) y (2; 1; 2).
20) Determinar el valor que debe adoptar & de tal manera que H = {(k',O',:Z); (1;2;3%(01; })}cons’[ituya una base de N7

21) Sea B, la base estandar de N7y sea (v) B = (x; y) el vector de coordenadas de cualquier vector de 917 respecto

de B;. Usando la matriz de transicién correspondiente, expresar este vector v en términos de B, = {('1;1]; (1~ 1)}

2
22) a) [Bs A = [I “] la matriz de transicion de la base canonica de R * a la base Bﬁ{[l} [2}? Justificar.
1 3 113

b) Hallar la matriz de transicion de By a B, :{(O)[ ’ J} .
\3/1-1

¢) Determinar el vector de coordenadas (x)g; sabiendo que: ¢} (m= (2; -1);  ¢2) (Om= (a5 »1)

23) Sea B ={(1,0:0);(1;1;,0);(1,0;]) }una base de R °>. Verificar.

a) Encontrar la matriz de transicién de la base canonica de R > a la base B.
b} Utilizando la matriz hallada, escribir el vector (-1; 2; 1) como combinacion lineal de los vectores de B.

2 1 10
24) 8i (V)a, ~{.oy |- con By= glb=4l] ¢
4 1 0)1-1

((3Y( 1Y) (0}
a) Hallar la matriz de transicién de B, aBg=j oll 2

2t
Lo/ (-1)1s)

b) Hallar el vector de coordenadas (v) p, usando la matriz anterior.

¢) ;, Cuales son las coordenadas de v en la base candnica?

25) Determinar en cada caso una base ortonormal a partir de la base dada:

3 {m ; (—11}} b) (:} {i} _}J] } o {%} '_(1), :;) l

(Lo 0)\~1)]

4

26) Determinar una base ortonormal para cada uno de los siguientes subespacios:
a) H={(xy): x+y=0}
b) m={{x¥2): 2x—-y—z=0}

¢) L={(xy.2): x=y=2}
d) H={(xy): axtby=0}

-
27) Determinar una base ortonormal en R * que incluya los vectores U, = (_‘B_; Qﬂ;g) ), = (_l; l; l;_ _1_)
) 2 2
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28) Responder verdadero o falso segin corresponda. Justificar la respuesta:

a) Si Py Q son matrices ortogonales de nxn, entonces PQ es ortogonal.

b) SiP es ortogonal y simétrica, entonces PP=T,

¢) SiQ es ortogonal, entonces [Q =1,

d) Si el conjunto de vectores {u, v} es ortogonal en R 3, entonces {u, v, uxv}, es un conjunto Ld.

sentl  cost

e) Para cualquier niimero real t, la matriz 4 — ( ]es ortogonal.

cost —sent

29) Corroborar lo demostrado en 28¢) mediante ejemplos de matrices ortogonales de orden 2x2,

30) Encontrar la solucion dptima en (érmino de minimos cuadrados para los siguientes sistemas incompatibes y calcular

J3x +2y =~1 35=2
el error que se comete en cada caso:  a) y=5 b) Ix+y=0
=1 —Xx+5y=1

31) a) Si A es 4x7 ;, Cial es el orden de A™?
b) Demostrar que si A es invertible, entonces A" =A™
¢) Demostrar que ( AA) =A A"

32) a) Demostrar que para cualquier matriz A de tamafio mxn, A"A =1,
b) Determinar el valorde AAA" y A A'A,

33) Se ha medido la posicién y de un cuerpo en cinco momentos t diferentes de tiempo, obteniendo los siguientes
datos:

{(min) 0 3 5 8 10
Wkm) 2 5 6 9 11

a) Representar graficamente los datos en un sistema cartesiano de ejes t e y.
b) Proponer la ecuacion general méas apropiada para describir la relacion entre las variables t e y.
c) Obtener los parametros de la ecuacion propuesta que mejor ajusten dicha curva a los datos.
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RESPUESTAS A FJERCITACION PROPUESTA:

4) a); d); e); h); j); k) son subespacios vectoriales, el resto no; 5) ¢) no es subespacio vectorial, el resto si; 6) va= (0; 0);

1\ (0 1yl (1Y (oY (1Y)
7) Generan el plano ) x+y-z= 0; Por gjemplo: H =101 {nH, =011 1LH ={0[[1]]1
1)U I\1) (2 1) 12
a)myx+y-z=0;, b) N*; ex=y=z dnx=-y=z en)x+ty-22z=0, £ R
9) a); b) V; el resto: F; 10) (1;-1;0);, 11)3deA 5deB y SdeC;, 12) a); d); ), f) son 1i, los restantes son Id;
13) Por ejemplo: H={(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1)}; es Id;  14) b); e); f) son V, el restoes F;  15.2) a=-13/2; 15.b) aeR;
16.a) H es base de V; dimV=2; 16.b) H no es base de V;
17.a.0) {(1; 1)}, dimS=1;,  17.a.if) {(1; 1, 0); (0; 0; 1)}; dimS= 2;
17.b.1) {(2; 3; 4)}; dimS= 1; 17.b.ii) {(2; 3; 4; 0); (0; 0; 0; 1)}; dimS= 2;
17¢) S={(1; 0; 1); (0; 1; 1}}; dimS= 2; 17.d) {(0,-1,1)}, dim S =1, 17.e.) {(1; 2; 3); (4; 5; 6)}; dimS=2;

18) 1) 2x-y+32=0; 19) Por gjemplo B= {(-1, 3, 4); (2,1,2); (1; 4; 2)} con z#6; 20) k=2; 21) v -=£’“_y[1] " i‘“_y[ L ];
2

I} 2 k=1
q \ 2. .7
2aNo,es A 220, =27 TTIN meyy, [T mmeyy, 5T TSM
BT 1/5 215 : 0) B Ly 2
sh 5.)’1
1 =f =1 1 —11 -1
238)c-{o 1 o |5 23b)y =2l 0+2 1 |+| 0 |5
0 0 1 ) o) L1
_ __ 2| 3572 || 345
o o 3 ) o |
212\ V212 2 ?rm_’ 1 5
_ =33 H 2B
2 3\ 3\

26.2) 12(i+j); 26.b) IASG+2Kk); 1/V30(2i+55-k);  26.¢) 1/V3(1+j+k);

26.d.i) B:{[;}, [?}} 26.d.ii) B:{[é}}; 26.d.iii) BZ{[?}}; 26.d.iv) B:{(“""]” “} con a=0,;

[’ ( 1/2 0
27) Por ejemplo: [+ 172 | 2/2
T 12%2s >
-1/2 0
-1/12)\~2/2)
28.a)V; 28.b)V; 28.0)F, 28d)V;, 28.e)V;
30) a) x =-23/29 , y=45/29 | E = 4,64; 31) a) 7x4; 32)b) A", A;

33.b)y=a+ bt 33.¢) a=2,013; b=0,882

Bibliografia Consultada;

v Algebra Lineal (S. Grossman)
v Introduccion al Algebra Lineal (H. Anton)
v" Teoria y Problemas de Algebra Lineal (S. Lipschutz — S. Schaum)

El contenido del presente tema ha sido seleccionado por la Lic. Adriana Frausin y la Prof. Silvina Martinez. Edicidn
original desarrollada o recopilada por la Lic. Gabriela Roldan y el Ing. Roberto Vignolo y transcripta por éstos, por la
Srta. Carolina Robson (C.E.U.T.) y el Sr. Fabio Dlugovitzky.
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EL PLANO

EJERCITACION PROPUESTA:

1) Determinar las ecuaciones general y segmentaria del plano obtenido en cada caso:
a) Pasa por el punto 4 (3,-6,1) y es perpendicular al vector 7 = 2

1
b) Pasa por el punto 4 (3,-6,1) y es perpendicular al vector A=|-21;
0
1
¢) Contiene af punto 4 (3,-6,1) y es perpenﬂicular alvector A =1{—-2|;
3

d) Contiene al origen y es normal al vector 7 = ~2f 4—5}T +k.

2) Con los planos hallados en los ejercicios 1), determinar las trazas e intersecciones con los ejes coordenados.
Graficar ROCETE

3) Siendo ax-+by+cz+d=0 la ecuacién general del plano, escribir las ecuaciones de cada caso si:
a) Contiene al origen. Justificar,

b) Es perpendicular al plano coordenado XZ. Graficar. Justificar en base al vector normal;

¢) Es paralelo al eje Y y contiene al origen. Graficar. Justificar en base al vector normal

4) Determinar la ecuacion del plano obtenido en cada caso:
a) Pasapor P, (-1;2;4) y es paralelo a 7, )2x-3y-521+6=0;
b) Pasa por los puntos P; (2;3;5), P2 (6,4;3) y Ps (4,6:3);
¢) Pasapor P; (-2;-1;5) y es perpendicular a la recta determinada por P, (2;-1;2) y P; (3;1;-2);
d) Es perpendicular en el punto medio al segmento que une los puntos A4 (-2,2;-3) y B (6;4;5);
¢) Pasapord (3;-2;4) y es perpendiculara 77,) Tx-3y+z=5 y ;) dx-y-z+9 =0,
f) Contiene al eje z y al punto 4 (3;1;5);
g) Es perpendicular al plano xy y contiene a 4 (2;-2;1 1)y B (-7;-8;-3). Graficar.
h) Pasa por la interseccion de 7 )3x+y-2z+2=0 y 77, )x-3y-z+3=0 y es perpendicular al plano xz;
i) Esparalelo a 77, ) 4x-4y+7z-3 = 0 y dista 4 unidades de 4 (4;1;-2);

- o s o —¥ £ iz
i) Esparalelo a los vectores v, = 2i +5) +k y v, =—i +2] ypasapor P (2,5,6);
k) Pasapord (1;-1;1) y por la recta de interseccion de 77, ) x+2y-z =4 y o) 2x-3y+2=6;
1) Pasa por los puntos Py(2;3;5); P2(6;4;15); P4(0;0,0).

5) Hallar la ecuacion del plano cuya interseccion con el eje x es L(2;0;0) y con el eje ¥ es M(0;3;0) y dista del
origen 6/7.



Universidad Tecnolégica Nacional
Facultad Regional Santa Fe .
Cétedra: Algebra v Geometria Analltica ElPlano - Péagina 2 de 3

6) Hallar los valores £ si;

6.a) 7, ) 2et3y+z =1y 7,) 4ctky+koz = 8 son paralelos;

6.b) 7, ) 2x+3p+z =1y 7, ) x-4y+kz = 20 son perpendiculares;
6.c) La distancia del origen al 77 ) 3x-6y+kz+14 =0 es 2;

6.d) ) kx-3y-+kz = 22 pasa por 4 (3;-4,2);

6.e) 7, ) 2xthky-kz+7 = 0 es perpendicular a 77,) 3x+6y =12.

7) Hallar la distancia entre:
T7.a)yA(1;-2;3) y ) 2x-3y+22-14 = Q;

X Z
7.b) El plano 71,) r 4 “;—/ + - =1 y el punto de interseccion de 77, ) 2x-y+32-4 = 0 con el eje y

7.¢) 71,) 8x-dp+2+9 =0y 7, ) 8x-4y+2-36 = (.
8) Calcular el angulo que forman 77, ) x-y+z=1y &,) 2x+3p-z = 2.

9) Hallar la ecuacion del plano que pasa por 4 (1;3;0) y B (4;0,0) y forma un angulo de 30° con 7, ) x+p+z = 1

10) Determinar la ecuacion del plano que pasa por 4 (0;0;1) y es perpendicular al plano xz, y forma un éngulo
cuyo coseno es 1/3 con el plano x+2y+2z = 5.

11) Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta de interseccidon de 77,) 2x-y+3z =2y 7,) dxi+3p-z =1,y
es perpendicular a 77, ) 3x-4y-2z=9

12) Hallar la ecuacion del plano que sea paralelo al 7, ) 6x+3y-2z = 14 y equidistante de él y del origen.

13) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por 4 (3;1;-1), es perpendicular a
7ty ) 2x-2y+z+4 = 0 e intercecta al eje z en B(0;0;-3).

14) Demostrar que los planos 7 ) 3x+2y-2-3 = 0, 7,) 2x-3y-3z =4y 7, ) x+7y-2z+7 = 0 tienen s6lo un punto
comin. Hallarlo.
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

L. -3 ==1; 1Mx-2y-15-0, —+ T Ty T Fedifiy B Zy
SR sy 15 -15/2 pER 8 9%
X ¥ z
1ld)2x-35y-z=0; —————=1];
A T

2.a) ﬁnxy cx=3; z=0; 7w [1xz: x=3; y=0, ;rﬂyz: E', (Y x:Le3; 0; Q):ﬂ'ﬂy: Ef']; zz: A,
20) 2N xy:x—2v-15=0;z=0; w\xz:x= 15 y=0: w(\yz:y=-15/2;x=0;

aNx:Las; 0; 0); w\y : M; -15/2; 0); sz : A;
2.¢) frﬂxy i 2x-Sy=0,z=10; ANxz:26-2=0 y=0; irﬂyz Sy rz=0x=0

\x: Lo; 0; 0); 7wy : M0; 0; 0); () z : N(; 0; 0);

3.a) ax-by+cz=0;; 3.b) - ax+cz+d=0, 3.¢) - axtecz=0

4.2y 2x-3y-5z+28 =10, 4.b) 2x+2y+52-35=0; 4o)x + 2y-4dz+ 24 =0,

dd)ydx +y+4z-15=10, 4e)dx + Hy+ 5z=10, 4.0 x3yv=10,

4.g) 2x-3y-10=0; 4h) [0x-7z+9=0;, 4)4dx—44y+7z+38=0; dx-4y+7z-34=0;
4.5y 2x+y-9z+-45 = 0; 4.k) 2x-3y+z-6 = 0; 4.1) 2x+2y+52-35 = 0

5) ) 3xt2y+6z-6 = 0; ) 3x+2y-6z-6 =0

6.a) 2, 6; 6.b) 10, 6.c) 2, 6.d) 2; G.e) -1
7.2)0,  7.b) %Jl_? L 105

8) 107°59%: 72°1,  9) Sx+5y+(813:/6)z=20; 10)3x-4z+4=0, 11) 6x+7p-52= 0.

12) 6x+3y-2z-7=0; 13).5x+y-82-24= 0; 14) P (2; -1; 1),

Bibliografia Consultada:

* Geometria Analitica — (C. Lehmann)

El contenido del presente tema ha sido recopilado o desarrollado por el Ing. Roberto Vignolo, y transcripte por éste
y por el Sr. Walter Cusit.

-Afio MMV-
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COORDENADAS POLARES, ESFERICAS Y CILINDRICAS

-I) COORDENADAS POLARES ~ EJERCITACION PROPUESTA:

1. Expresar en coordenadas cartesianas cada una de las siguientes ecuaciones (dadas en ceordenadas polares), identifi
el lugar geométrico que representan y graficarlas:
a) r sen 0 =-2 b)r cos =3 or =10 cos &
d) » (cosﬁmg_ven 6'):2 ey r=>5 1)6’-:3%
2
=4 sen@ h) p=9 cosd ) p=—
B0 e 2—cosf

j) sen’@—-4p cos’@=0 k) p-pcosd=4

2. Dadas las siguientes ecuaciones (expresadas en coordenadas polares) r= 3 cos8; r= {+cos® determinar:
a. Interseccidn de los lugares geométricos;
b. Graficas.
3. Dadas las siguientes ecuaciones (expresadas en coordenadas polares) r = 4; r= 4(1-cos@) determinar;
a. Interseccion de los lugares geométricos;
b. Graficas.
4. Cada una de las siguientes ecuaciones (expresadas en coordenadas polares) expresarla en coordenadas cartesianas
graficaria:
a) p=4 (2—c0s6) (Paribola cubica) b) p =3-4cos@ (Espiral de Arquimedes)

a
¢) o= 5 (Espiral hiperbolica)

5 Colocar verdadero o falso:
a.  Por definicion, las coordenadas polares (p; 8) de un punto, exigen que p y 8 sean positivos.
b.  Un par ordenado de coordenadas polares (p; 8) determina uno y solamente un punto del plano coordenado.
¢.  Cada punto del plano coordenado tiene un tnico par de coordenadas polares {p; 8) que lo representa.
d.

El sistema polar establece una correspondencia biunivoca entre cada punto del plano y un par de nimeros reales.
A cada punto del sistema cartesiano’le corresponde uno y solo un punto del sistema polar,
El polo tiene un Gnico par de coordenadas polares que lo represente.

-

o
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6. Hallar el par principal de coordenadas polares del punto P cuyas coordenadas rectangulares son:
a) P(1; 1) b) P(0; 1) ¢) P(1; 0) d) P(-1; 1)
e) P(1; -2) ) P(-1;-1) 8) P(4; 3)
7. Para cada uno de los pares anteriores, escribir otro par de coordenadas polares del punto P distinto al principal.
8. Haltar la ecuacion rectangular del lugar geométrico cuya ecuacion polar es:
a) p=r siendo r una constante positiva. b) 8=k siendo k una constante.
a 3
¢) p= siendo @ una constante. dy p= siendo @ una constante.
cos 8 sen @
e) p=a sen @ siendo a una constante. f) p=a cosf siendo @ una constante.
) - b
g) p=—""" e
l—sen 6 : 1+cos@
9, Hallar la ecuacion polar [en la forma p= p(0)] del lugar geométrico cuya ecuacidn rectangular es:
a) x> +yr =1 b) 5x--4y+3=0 9% -y =4
d) xy =2 &% +y -2y=0 DG-1pty=1
10. Trazar las curvas correspondientes a cada ecuacion polar, considerando en lo posible:

¢ Intersecciones con el gje polar y con el eje normal,

o Simetria con el eje polar, con el gje normal y con el polo,
¢ Extension del lngar geométrico,

» Tabla de valores (para los 4ngulos 6 necesarios),

» FEcuacion rectangular.

2) p’ = 2 cos (20) c)p=send e)p=rcos0
b) p* = sen (20) d)p=-2sen0 p=-Y2co80
11, Encontrar los puntos de interseccion entre cada grupo de curvas, Verificarlo analfticamente.

a) O = sen (26') v =05

b) p=sen @y (9:%

¢ p=2.cosfy p=sect

d) p=43.sen 0y p= (1+ cos 8)

12. Deducir fa férmula en coordenadas polares para calcular la distancia entre dos puntos del plano. Graficar.
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II) COORDENADAS ESFERICAS - EJERCITACION PROPUESTA:

1) Dados los siguientes puntos en coordenadas esféricas,
p(1 T fr) Q@ w 2717)
"376 473
a) Hallar sus coordenadas cartesianas
b) Graficarlos y mostrar que la posicion de dichos puntos en 0* es la misma.

2) Hallar las coordenadas esféricas de los puntos P(3, -4, 0); Q(6, 3, 2), dados en coordenadas cartesianas.

3) Transformar las siguientes ecuaciones rectan%ulares en su equivalente en coordenadas esféricas:
a) x+4y=9 b) x*+y*422%= 4 ) xHy’=4 d) x*+y*-z"= 0

4) Hallar en cada caso la ecuacion rectangular de las siguientes ecuaciones, dadas en coordenadas esféricas. Identifique el lugar
Voo 3 -
geometrico en |-

i
a)r=3 b) OZZ ¢) 1-2c0s @ =0 d) rsen@senll=7

1il) COORDENADAS CILINDRICAS - EJERCITACION PROPUESTA:

1) Dados los siguientes puntos en coordenadas cilindricas,

T 27
P, = o2 % &
(1, 1 ) Q( 3 )

¢) Hallar sus coordenadas cartesianas
d) Graficarlos y mostrar que la posicion de dichos puntos en 3% es 1a misma.

2) Hallar en cada caso la ecuacién equivalente en coordenadas cilindricas,

a) 2x=y b) xz+-y2-2y== 0 c) x2+y1+zz= 4 d) x%z’= 4 e) y2= 4z

3) Transformar en ecuaciones cartesianas las siguientes ecuaciones en coordenadas cilindricas, Identifique el lugar geométrico
que representa la ecuacion en cada caso.

=2 b) r=z e)r=dcos & d) r(cos @ +sen @ )-z= 4 e) ' sen’ @= 4(1-2%)
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I) RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA COORDENADAS POLARES:

l. a) y+2=0 Recta paralela al eje x.
) (x—S)z +y? =25
e) X'+t =25

Circunferencia.
Circunferencia.

g) x° +(y~2)2 =4  Circunferencia.
i) 3x° +4y* —4x-4=0 Elipse.

k) > =8x+16  Parabola.

3 x 35
2) £ (0,0); -Pz(“i;“?:); P:;(:;;gfr) °

S5a)F, 3b)V, S.0F, 54)F, 5¢F. 5.0F,

S o l27) SA

e) l-\/g, 27+ arctg(w 2))% (\/g, 296,56") ) (\,’5’5%)

8. 2 ; 2
a) x> +y* =r% 1) ym[lg(k)]x Recta. ¢)x=a d)y=a e) [J)-—EJ o %2 :[3}
2 2
a)’ a\’ x° -4
X—— 1 4 - e o _ h 2 = 4—-4x
n [ 2] y (:J 2y 1 ) )
9, b)
ag . 3 9 9 £ 2) = 2cosd
= = :2# i26‘j = 2'\,‘ 3 = 2se) h
& 4send—Scosf 5 se¢ P cosec@gj Pt 2
10. Lemniscatas Circunferencias
= <42 gosh B P send
poscos
______ :p
P Z2sendl

b) x~3=0 Recta paralela al ¢je y.

d) x—y-2=0 Recta.

f) x+y=0 Recta que pasa por el origen.
h) x* + y2 ~9x=0  Circunferencia.

Dy =4x*

Via 3
3) P, (4;-5); P, (4;5%)

@ V2:37)

g)
[5; arctg %J A (5 : 36,86")

) (1;0)
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i

e

1 1 5 1 13 1 17z e

Bl— ZL Bz 22 Bl __Z?_]; 1)4(—; —=1 i,

25 12 2 12 2 12 2 2 E'-j-“-_-;’l.

Y 111 1 19 1 23 o
Rl AR —-ﬁj; P—;[—; —Z L B = —f—] i

2" 12 20 12 2 12 20 12 b

V2. oz y . , S

1L P = ({}_; 0); P, = _é"; T ;. O(0; ©) es solucién, y el valor de 0 seré determinado segin sea el caso. o

1Le) P, :[Ji; i"5]; P, :(\E; ZE] =
4 4
. 3 7
11.4d) £} = [,_ ]; P, = (0; ?r)

3" 3

i
;

o
1) RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA COORDENADAS ESFERICAS: e
| .' 4 4 T &
3.a) tgl=-—, @=165"57 3b)r=———s— 3.) r=— 3.d) p=— oF
4 1+cos” @ sen“6 4 e
4.2) XHH2=9  4b)yx=0 4 X4y z-1)Y=1  4d)y=7
e
1) RESPUESTAS A EIJERCITACION PROPUESTA COORDENADAS CILINDRICAS: o
: i 4 + 7? 4z F g
2.9) 8 = 63°26 2.b) = 2sen & 2.¢) r—"\/fr— z?  2<z<2 2.d)rh= : 2.6) r'= e b
, cos sen”f =
3.a) x™+y*=4 superficie cilindrica recta circular 3.b) x*+y*-z"=0 Superficie conica circular a8
3.¢) X*+y’-4x=0 Superficie cilindrica recta circular trasladada; 3.d) xty-z-4=0 Plano "
3.¢) y'+4z’=4 Superficie cilindrica recta eliptica g
3
& =
*

Bibliografia Consultada:
- Elementos de Calculo Diferencial e Integral - Tomo I (M. Sadosky — R. de Guber)
- Calculo y G. Analitica - Tomo I (R. Larson - R. Hostetler)

El presente ha sido recopilado o desarrollado por el Ing. Roberto Vignolo y la Prof. Silvina Martinez v transcripto por éstos, el
Ing. Carlos Toniolo y el Sr. Gustavo Sanchez.
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SUPERFICIES

EJERCITACION PROPUESTA:

1) Determinar la ecuacion de la superficie esférica tal que:
a) Sucentro es C(0,0,0) ysuradior=9;

b) Sucentroes C(5,-3,7) yradioesr= 'JE ;
¢) LospuntosA(2,-3,5)yB (4,1, -3} son extremos de un diametro;
d) Su centro es C (-4, -4, -2) y ademas pasa por el origen de coordenadas,

¢) Suradioesr=3,yenelpuntoP (1,1, -3) es tangente al plano 7,) x+ 2y +2z+3 =0;
f) Sucentro es C (-4, -2, 3) y ademas es tangente al plano yz,
g) Su centro es C (0, 0, 0) y ademas es tangente al plano 77 ) 16x - 15y~ 12z +75=0;

' x==2

h) Sea tangente a fos planos: 77 ) x - 2z — 8=0; 7,)2x—2z+5=0 ysucentro se halla en la recta r) { 0
y )

2) Hallar la ecuacién del plano que es tangente a la superficie (x-3)=Hy-1)*(z-2)?=24 en el punto P (-1;3;0).

3) Hallar las coordenadas del punto de contacto entre la superficie de ecuacion x2 + y? + z2 = 49 y su plano tangente
) 2%~ 6y +3z2=49.

4) Determinar y describir el lugar geomeétrico de los puntos cuya suma de cuadrados de sus distancias a los planos
) x+dy+2z2=0; 7,)2x~y+z=07my)2x+y-3z=0¢es 10.

5) Determinar, describir y graficar el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al eje y sea el triple de fa
correspondiente al eje z.

6) Determinar la ecuacion y graficar la superficie cilindrica circular recta con generatriz paralela al eje y; directriz
circunferencia ubicada en un plano paralelo al xz, con centro C (0; k; 1) con ke yradior= 1.

pertenecen a un lg. Determinar su

z=0

4x* +9y* =36 F+9272=9 V:+4zt =4
p=l

7y Las curvas planas: 4
x=0

ecuacion, Describir. Graficar.

2243202 =1 [£212+22/3=1 [y /2+2°/3=1 : ,
0 ; : pertenecen a un lg. Determinar
Z o=

su ecuacion. Describir. Graficar.

8) Las curvas planas: {

y=0 x=0

9) Determinar la ecuacién de la superficie cilindrica parablica recta con generatriz paralela al eje y ¥y directriz;
parabola de vértice V(0; 0; 0); eje de simetria coincidente con el z; Ir=6. Graficar.
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10) Determinar la ecuacion del plano tangente a la superficie cilindrica parabolica recta de ecuacion x* = 6z y que pasa &

por el punto P(0; 8; 0). Describir y graficar. &
&=
@&

11) Determinar la ecuacion del plano tangente a la superficie cilindrica parabolica recta de ecuacién 22 - 3x - 8z + 10=0
que pasa por el punto P(1; 1; 1). Describir y graficar.

12) Dada la superficie de ecuacion x%a? + y¥b? = cz (con ¢<0), determinar:
a) Intersecciones con ejes coordenados '
b) Trazas
¢} Intersecciones con planos z=k para: ¢) k=0, ¢) k>0; ¢3) k<0
d) Graficar

13) Analizar, determinar y describir el lugar geométrico de los puntos cuyas distancias al plano yz son el doble de la
distancia al punto Py (1, -2, 2).

RRRRARERS

14) Determinar, describir y graficar el Ig mas amplio que representa:
a) xX+zi-y=4;

b) 3x®+3y*+2z22+6x-6y=0,

c) 3x2+3y*+222+6x-6y+6=0;
d) 3x2+3y3+222+6x-6y+T7=0,
e) xy=0en R 5

f) =xy=0en R

g xyz=0;

h)y x2+2y2+322+5=0;

i) 4*+y*-4z=0;

i) x? - 4x =0 en N

k) x2-dx=0en R*

)  xy-y*=0en%’

m) xy-y*=0en R

n) 4z22+4y*-x*=0;

0) X+yr+zi-4x-2y+2z=18;
p) x+z2=25en®’;

qQ x+z7=25en%;

) x+z=2zen®;

§) x*=6zen 0

t) x*=6zenR*;

u) y2125+z2/16=len”]5{3;

v) y?/25+72/16=1en®’;

W) X +4y+4=0en R’ ;

X) x?-z2=0en R’ ;

¥) x2-z2=0en N,

z) 4z22-16=0en W,

aa) 4x2+9y?+362%=36,

bb) x*—y*-z2=1,

cc) 4x2+4y?-z2-16x+8y-62=17,
dd) 2x?-3y*-4z2- 12x-6y=21;
ee) 16z%-4x2- 16y=0.

|

\

AEREEEEE

AARRAN;

VBB,

15) Realizar la discusion completa, describir el lugar geométrico que representa y graficar cada una de las siguientes
ecuaciones:

a) (x-3P+ (y+1y-(z-1)* =-9;

b) 2x2+3y*+3z2-6y + 62+ 6=0;

¢) 2x%-3y*+ 472 - 8x - 6y + 122 =10,

d) 922 - 4y* - 36x2-36=0.

NAANNANANANARNAANNAD
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RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA

1.a) x* + y? + 22 = 81; Lb) x-5PHy +3) +(z~-TP=2; L)E-3PR+(y+1)32+(z-1P=21;
Ld) (x +4P+ (y +4)* + (z + 2)* = 36;

Le) Ig) W+ @+ IP+@E+5P=9;  lg)) (x-22Hy - 3)2+ (2 + 1)2=9;

LOX+y +22+8x+4y—62+13=0;  Lg)xthy2tz=9;

Lh1) (x + 22+ y2 + (2 + 3)2 = 16/5 ; Lh.2) (x + 20 + y2 + (2 + 11)2 = 144/5

)M 2x—y+z+5=0; )P (2;-6;3);

4) Superficie esférica con centro C(0; 0; 0) y radio r:«/l—O (x2+yi 4 2= 10,

5) Superficie conica eliptica de vértice V (0; 0, 0) y eje = con z : 9x? + 8y? - 22 = ()

6) x>+ z2 =2z, 7) Elipsoide con centro C(0; 0; 0) y eje mayor = x: 4x2 + 9y2 + 3622 = 36;
8) Elipsoide de revolucion: 3x*+ 3y*+ 222=6; 9) lg;) x*+6z2=0; lg;) x*-6z=0;

1M z=0 1) m)yx+2z-3=0;

12.a) O (0; 0, 0);

12.b) ig m con plano xy = O (0; 0; 0);

z = x*/ca’
lg ~ con plano xz = 0 (parabola de C (0; 0; 0) y ef = z);
y =

z = y¥/ch?
lg ™ con plano yz = 0 (parébola de C (0; 0; 0) y ef = z);

12.¢.1) Si k= 0= O (0, 0; 0), 12.¢.2) 81 k>0 => No intersecta;

x* +y? = kca®

Z=F '

12.¢.3.1) 5i k<0 A si a® = b® => circunferencias : {

‘ _ _ x?/cka® +vy* /ckb® =1
12.€.3.2) Si k<0 A si a® # b? = elipses : r :
L=

15 (x—4/3)? N (y+2)* i (227

=1 Elipsoide de Revolucién de centro C (4/3; -2; 2)
4/9 113 1/3
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14.a) Paraboloide de revolucién de vértice V (0; -4; Oyeje=y,;

2 I kv 24
14.b) Elipsoide de revolucion; eje paralelo al x; centro C(0; 1; -1); ecuacion : % + (qyi + _(z X Q =

2 2
14.c) P(-1; 1; 0);  14.d) No representa lg; 14.e) Plano xy U plano xz U plano yz: x=0v y=0 v z=0;

L;

l4f)EjexUejey: x=0vy=0; 14.g)Plano Xy v plano xz v plano yz;  14.h) No representa lg;

14.i) Paraboloide eliptico de vértice V (0;0,0) y eje = z;‘ 14.j) plano yz v plano paralelo al yz de abscisa x=4;

14.k) eje y v recta paralela al eje y de abscisa x= 4, 14.1) plano x =y v plano xz; 14.m) eje x v recta x = y;

14.,m) Superficie conica circular de vértice V(0;0;0);eje coincidente con el x; una directriz: (z2+y*=1; x=2)

14.0) Superficie esférica de centro C (2; 1; -1) y radio r = 2 \/g ;

14.p) Superficie cilindrica circular recta con eje = ¥, generatriz paralela al eje y; directriz : circunferencia ubicada en un
plano paralelo al xz; de radior = 5 y centro C (0; y; 0), donde y eR;

14.q) Circunferencia ubicada en el plano xz; con centro C (0; 0) y radio r = 5;

14.r) Superficie cilindrica recta circular con generatriz paralela al eje y; directriz paralela al plano xz [una directriz:
xH(z-1)%= 1; y= 0];

14.s) Superficie cilindrica parabolica recta con generatriz paralela al gje y; directriz : parabola ubicada en un plano
paralelo al xz y vértice ubicado en el gje y;

14.¢) Parabola ubicada en el plano xz; vértice V (0;0) y gje=z;

14.u) Superficie cilindrica eliptica recta con generatriz paralela al eje x; directriz : elipse ubicada en un plano paralelo al
¥z y centro ubicado en el eje x;  14.v) Elipse ubicada en el plano yz; centro C (0; 0); y ef = y; 14.w) No representa Ig;
14.x) planox =z v plano x =-z; 14.y) Rectax =2z v recta x = -z v punto P (0; 0);

14.z) Plano paralelo al xy que corta al eje z en z = 4 v plano paralelo al xy que corta al eje z en z = -4;

14.2a) Elipsoide con centro C (0; 0; 0) y eje mayor = x: y

14.bb) Hiperboloide de revolucion de dos hojas con centro C (0; 0; 0) y gje = x;

14.cc) Hiperboloide eliptico de una hoja con eje paralelo al #;

14.dd) Hiperboloide eliptico de dos hojas con eje eje=x;  14.ee) Paraboloide hiperbélico de eje = y;

15.a) Hiperboloide circular de dos hojas con eje paralelo al z; centro C(3;-1; 1) 15b)PO; 1; -1)

15.¢) Hiperboloide eliptico de una hoja con eje coincidente con el eje y

15.d) Hiperboloide eliptico de dos hojas con eje coincidente con el eje z

Bibliografia Consultada:

* Geometria Analitica ~ (C. Lehmann)
* Introduccién al Algebra Lineal — (H. Anton)

El contenido del presente tema ha sido recopilado o desarrollado por el Ing. Roberto Vignolo, y trasncripto por éste, por
la Sta. Claudia Arrieti y por la Sta. Carolina Robson (CEUT).
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COORDENADAS CARTESIANAS

EJERCITACION PROPUESTA

1) Representar graficamente los puiitos P(-1; 1) y Q(3; 2). Calcular la distancia entre ellos, y determinar el punto
medio del segmento PQ .

2) Dado dos puntos A(7; 8) y B(xs; ys), y el punto M(4; 3) que divide al segmento rectilineo AB en dos partes
iguales, determinar analiticamente las coordenadas del punto B. Graficar.

3) Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto Q(2; -1). Si la ordenada del otro extremo
es 3, hallar analiticamente su abscisa. Graficar.

-4) Dos de los vértices de un triangulo equilitero son los puntos A(-1; 1) y B(3; 1). Hallar analiticamente:

a- las coordenadas del tercer vértice
b- la superficie del triangulo.
Graficar,

5) Utilizando la férmula del punto medio, determinar los tres puntos que dividen en cuatro partes iguales al segmento
rectilineo que une Py(x;; y1) ¥ P20xw; v2).

6) Utilizando la formula para calcular la distancia entre dos puntos, determinar si los puntos:
a) A(0;-4), B(2;0) y C(3;2);  b) A(-2; 1), B(2;-2) y C(-1; 0) son o no colineales. Graficar.
(Sugerencia: Recordar las relaciones entre las longitudes de los lados de un tridngulo)

7) Verificar que todo angulo inscripto en un semicirculo es un angulo recto.

8) Hallar grafica y analiticamente el punto C(x,; y.) perteneciente al segmento rectilineo AB que dista de A(1; 1) la
tercera patte de lo que dista de B(3; 4).

9) Determinar el lugar geométrico (lg) representado mediante el punto genérico P(x; 2). Graficar,

10) Determinar la relacion que existe entre “x” e “y” de manera que P(x; y) equidiste de los puntos A(2; 1) y B(3; -2).
Describir el lugar geométrico (lg) que representa.

11) Determinar la ecuacion que represente al lugar geométrico de los puntos de 92 que satisfacen la propiedad comin
de situarse a una distancia 1 de un punto fijo C(h; kj. Interpretar geométricamente.

12) Determinar si a) A(2; 3) y/o b) B(-1; 4) pertenece/n a la circunferencia de centro C{-1; 0) y radio r=4
13) Representar graficamente los puntos P(1; 25 3) y Q(0; 15 2).

14) Graficar el tridngulo ABC, siendo A(1; ~4; 2), B(1; 15 2) y C(4; 7; -5).

15) Graficar el triangulo ABC, siendo A(2; 0; 0), B(0; 2; ﬂj v C(0; 0; 2).

16) ;Cual es el valor de: a) la cota; b) la abscisa; ¢) la ordenada del origen de coordenadas en R,

17) Graficar el plano que pasa por P(4; ~7; ~4) y que sea paralelo al plano yz.

18) Graficar la recta que pasa por P(-7; 25 3) y que sea paralela al eje x.

24/
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19) Determinar la formula para calcular la distancia entre dos puntos del espacio tridimensional, referidos a una terna

de coordenadas cartesianas.

20) Dado el punto P(3; -4; 5), hallar la distancia de P al: a) eje x; b) eje y; ¢) eje z; d) plano xz.

21) Un punto P dista del plano xy 3 unidades, del plano yz 2 unidades y del plano xz 6 unidades. Determinar la

distancia de P al origen de coordenadas,

22) Determinar la férmula para calcular las coordenadas del punto medio de un segmento rectilineo en R,

23) Dado los puntos A(-2; 13 4) v B(3; 23 -1), hallar los puntos que dividen al segmento rectilineo 4B en tres partes

iguales,

24) Describir el mas amplio lugar geométrico (lg) de los puntos de 9° que tienen cota = -5, Graficar.

25) ;Cual es el mas amplio lugar geométrico (lg) cuyos puntos responden a la forma Q(x; 25 z)?. Graficar.

RESPUESTAS A EJERCITACION PROPUESTA:

r 1) M(1;3/2); d=~/17

2) B(1;-2)

3) Dos soluciones: x;=-1; x,=5

4) Cy(1: 142413 ), Co(1; 1-24/3); 8= /3 M(1; 3/2); d=~/17

8) My((3x,+%2)/4; (3y1-+y2)/4)
My(Gar+3x0)/4; (y1+3y21/4)
MG +%2)02; (yitya)i2)

6) a) si; b) no

8) C(2;7/4)

9) y=2

10) y=1/3 x—4/3

11) (x-h)?* + (y-k)* = 1*; Ecuacion de la circunferencia de centro
Ci(h; k) y radio r.

12 a) A ¢ lg.
b)B € lg.

16) a) z=0;x=0;¢)y=0

19) d(Py; P = AP,

\/(xz “x1)2 +(¥, "y1)2 +(z, —Z})Z

20) a) d(P; x)= V41;  b)d®;y)= 34,
¢) d(P; z)=5; d) d(P; xz)=4

21) d=7

22) M[(x1tx0)/2; (yrty2)/2; (z1+2,)/2]

23) Pi(-1/3. 413, 7/3), Py(4/3; 5/3; 2/3)

24) z=-5

25 y=2

Bibliografia Consuliada;

* Caleulo y Geometria Analitica— Tomo 1 — (R. Larson — R. Hostetler — B. Edwards)

* Geometria Analitica — (C. Lehmann)

* Apuntes de la Catedra redactados por: Ing. A. Goncebatt e Ing. C. Toniolo

El contenido del presenie tema ha sido recopilado o desarrollado, y transcripto por el Ing. Roberto Vignolo.
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: ‘ ] t

; : : ! . §

,l e | - z |

: ) ] . i ;
.__Dwtnmm entrc-doa puntos del plano, referidos a lun_sistema de Coordenadas.
~ Cartésianas ormgmnal '

| : : :
&h y Datos: Py (x4, y1); P2 ﬁxz; ¥2)

.Yz_ !- . Py | Incfjgnita: d (P PZ)

yi| Redolucion:

‘:?5:*

i . ! b Aplicando el teorema de Pltagoras al trnngul P AP,
i' At l A2 2 | I ; ] :»-
b Ill | i) v ok | 14 F ik 2 ]
| a @y Poy= [BB|= {5 —5)" + (s - 31)*
- |
| i ! . a

i b

f
i

CLASE PRACTICA |

A
' | \‘ f[ I

1) Rmz escniar ;:,mﬂ" icamente los puntos P(-1 ,LD) Wit Q(3,. 2). Calcular la distancia entre
ellos,’ y (mtermnm'r ¢l punto medio del segmento PO, !

e 1 2) Da_;(lo dos punms A(7; 8) y B(xy; yB), y ¢l punto M(4 3) que dlvule al segmento

rectilineo 4B enidos ﬂmrtcs iguales, determmar anahtlcamentc las coordenadas del
puntq B. Gmﬁ"cmf. - : 1 !
I B : i : !
ke 1 3) Un no de log extr emios de un scgmcnto rectilineo de longitud 5 es el punto Q(2; -1). Si
Ia owﬁ enada dei ofro extremo es 3, haliar analiticamente su ahscnm.*Graficar |
]
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Coordmadﬂs ('.nrleﬂmnas de nn punto del espacio de treqﬁ!_mcnwmcs. Consldcrcmos _

' en el espacio de tres dimensiongs, tres planos
! (en particular per endiculares entre si) que s¢

| en octantes). i

' coordenados”, y los planos ¢ planos

coordenados (1y|, XZ; YZ).

|
i
|

pasan por un punto P del espacio
tridimensional, intersectaran a los cjes {

I determinando asi las absmsas

!
b

3. 91

i Las mterseccmne! de los planos determihan
una terna de ejes erpcudicularcs dos a dos
(x, y; z). Dichos _]CS se denominan “ejes

. Los planos paralelos a los coordenados que

' intersectan en un! punto O (dmdcn al cspacm "

§
|
i
§
i

B, e T

Kp > Yp i Zp -

i il ;
De csta manera s¢ hace corresponder a cada
punto del cspacm tridimensional una terma

ordenada de nimceros reales, (X5 Yps Zp) Y

viceversa (correspondencia biunivoca).
i

1

] i

Los nimeros reales ‘x,.‘ :

. ¥p:ordenada de P.
i zp:cotadeP.]

|

1

T, &%

yvsip

"

~ se denominan Loordcnadas Cartesiangs de P.
1 xp: abscisa de .

i
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n de lupar peométrico: Sc denomina lugar geométrico (Ig) a todo conjunto_de

puntos di;

l|
{

Z: i
Problenlas fundame mnles de 1a Geometria Analitica:

| espacio b1 0 tridimensional quc satisface una deterr?madq propiedad.

i ! |. .
!
i
| i : 3 !
| !
i i "

thlcma 1: I"Illll'l()l‘lda la propiedad comun del conjunto de jpuntos que dctermman un lg,
cnccmtra:]r la- ecuacion que exprese la relacion entie las cgordenadas dc €508 ptintm e

interpretir gt,ométm, mt,nte la solucion Obtemda

|
La ecuagi
(13 ?? ‘)!yﬁlﬁl

mgujcmqs condlclonc,s. : : :

- Las ﬂJ

10m del Ig e{q una ecuacién entre las variables “x“ e “y (espacno N ) o entre las

kbl "')

y (espacm N’) que rcprcsentan las coordcr adas tales que cump%en_]as

oordenadas (e todo punto del Ig, satxsfacc,n ala ccuacmn

b— Remj)rommcnte 'todo _punto cuyas coordenadas sa‘nsfaccn a la ecuacion del Ig,

pertqnu,e al mismo. : 1

l
L
|

3]

i

S : ' T
Es decir, ?m punto P(x; y) pertenece al lugar geometrico

si y solo $i sus coordenadas satisfacen su ecuacion.
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chi%lpin: Hallac el lugar geométrico (en M2) que rcpri:scnte al odnjunto de puntos que
satisfacen la propiedad comiin de equidistar una distancia 'r de un punto fijo C(h; k).
.ll ] S {

- Consideremos un puhto P(x; y) gcnén‘co J

~ (representante de todos los puntos del Ig a hallar), y
segin lo soligitado ep el enunciado: |

AP C) = [PCl= J(x—h)? +(y~k)?i= 1

i
I
|
i

= L GchP+ vk =1 |
Ecupcién de la circunferencia de
centro C(h; k) y;radio 1. |

Dcteiai'minaremos 1 A(2; 3) y/o B(~1; 4).pertenece/n a la ¢ r\cunfcrcncid de pemroéC(-]; Dy
radio'4, ] ' '

C(—l;:_t;))yr:-fl 5 1Y +y =16 (1)

_— ] : :
;‘; Un punto P(x; y) ﬂ)ertcnece al Ig si y solo si sus coordenadas satisfacen su ecuacién | =
=] CW)AZIelg? B Bn (1) © @+Y+32216 = Aglg
Al D)BEL ) elg?i= Bn (1) : (1H1)P+42=16 = Belg
=l : . !

a

- Probiema 2: Dada una =cuacion algebraica, determinar el Elg que representa. Esto no es'tan
@ - senciflo. Para resolver ¢f problema se efectdia lo que se denomina discucion de la ccuacion
AR : (detsi};minacién de“las interscceiones con cjes coordenados, planos coordenados (bi el Ig se
dcsaréﬁ‘ol!a en Eﬁj}i}i simetrias (respecto a ejes coordenadois, origen de coordenadas, ctc.),

- extengion, confecgion de tablas de valores, etc., finalizarido con el trazado de Ja grafica

3
d

RERILE

PR

~ correpondiente (on la medida de lo posible). - . |
' |I : li !
J- i . : :l

L3
Iﬂ“ i

kL

__7-
[ B P (J*

;
e | |
0| i ; i
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ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA
APLICACIONES 20/03/06
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

La formulacién mateméatica de un problema requiere la identificacion de las varables que
intervienen en su modelizacion asi como la descripcidn de las relaciones existente entre ellas,
Cuando estas relaciones vienen determinadas por ecuaciones de primer grado, es necesario plantear
un sistema de ecuaciones lineales para la resolucion del problema.

Por ejemplo, analicemos el siguiente problema:

Un espia sabe que en un acropuerto hay estacionado 60 aviones entre cazas y bombaderos. El
agente conoce ademds que en el aeropuerto se han introducido 200 cohetes para equipar a estos 60
aviones, de manera que cada caza lleva 6 de dichos cohetes y cada bombardero 2. jCudl es el
niimero de cazas y bombarderos que hay en el aeropuerto? '
Solucion:
Las incognitas o variables, son el nlimero de cazas y bombarderos estacionados en el
aeropuerto, que vamos allamarx ey respectivamente, entonces se tiene que:
x+y=060

Por otra parte, como cada caza va provisto de 6 cohetes y cada bombardero de 2, también ha de
verificarse:

, 6.x+2.y=200
Asi pues, los valores de x e y se obtienen a partir del sistemas de ecuaciones lineales:

x+y =060
6x+ 2y =200

Con un esquema de trabajo similar, encaremos la resolucion de los siguientes problemas:
PROBLEMA N 1: La suma de las tres cifras de un namero es igual 6. La cifra de la centena es
1gual a la suma de las cifras de las unidades y decenas. Si se invierte el orden de las cifras, el

nGmero disminuye en 198 unidades. Calcular dicho niimero.

PROBLEMA N° 2: Se tienen 3 lingotes de 100 gramos cuya composicion es la siguiente:

) _ Composicion T
Lingotes Oro Plata Cobre
1 |20 30 | 50
2 30 40 130
3 40 50 o

. ¢ Qué peso habra de tomarse de cada uno de los tres lingotes pai‘a_fd‘ﬂngr uno Nuevo qﬁ_é_ contenga:
12 grs. de oro, 57 grs. de platay 51 grs. de cobre.

PROBLEMA N’ 3: Una empresa de camiones posee tres tipos de camiones. A, By C. Los
camiones estan equipados para el transporte de dos tipos de maquinarias pesadas. El niimero de
maquinas que puede transportar cada camion es: ’




[CAMIONES

B

Clase 2

Clase |

A
2
0

1

=)

La firma consigue una orden para transpotar 32 maquinas de la clase 1 y 10 maquinas de la clase 2.
Se considera que la empresa exige que cada camion debe estar completamente cargado y el niimero
exacto de maquinas pedidas es el que se debe despachar. La operacion de cada tipo de camion tiene
el mismo costo para la firma. _

Determinar la solucion més econémica para cumplir la orden.

PROBLEMA N° 4: Un fabricante produce tres tipos de juguetes Iy ,J2, J5, donde cada uno estd
compuesto de tres partes principales: ruedas, ejes y cuerpo. Para elaborar un I; necesita 4 ruedas, 2
ejes y | cuerpo; para un J; requiere 3 ruedas, 2 ejes y 1 cuerpo; para un Js utiliza 2 ruedas, 1 eje y |
cuerpo. A su vez, los materiales (en gramos) insumido por cada pieza estan dados en la siguiente
tabla:

Rueda Eje Cuerpo
Acero 0 I 4
Pléstico 0,6 0 e
a) Sicuenta con 25 ruedas, 14 ejes y 10 cuerpos ; cuantas unidades de cada juguete podra
fabricar?.

b) ¢ Que cantidad de cada material necesitara?

PROBLEMA N°5: Un productor de un insumo bésico para jardineria, abastece a cuatro
mayoristas: A, B, Cy D, quienes han realizados sus pedidos guardando esta relaciones:
¢ A solicité tanto como C y D juntos.
e Laorden de B es de 100 unidades menos que las de A y C juntas.
e D solicité 200 unidades menos que C.

St la produccion total existente es de 2800 unidades ¢ como debera distribuirlas el productor entre
los cuatro mayoristas.

PROBLEMA N° 6: En un estadio cubierto se lleva a cabo un espectaculo deportivo. Las entradas
tienen ftres precios diferentes, segun las ubicaciones, y su venta anticipada.
En el primer dia de venta se recaudan los montos que describimos:
e Alamafiana $ 2075 por 100 entradas de primera clase, 50 de segunday 15 de tercera.
e Alatarde, $ 2250, por 50, 100 y 100 entradas de primera, segunda y tercera clase,
respectivamente.
* Alanoche, $5750 por la venta de 150, 100 y 500 entradas de pnmera seounday tercera
clase respectivamente.
Hallar el precio de las entradas de cada clase.
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ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA
APLICACIONES 06//04/06
Vectores, recta y plano

PROBLEMA N° 1: Un objeto que pesa 120 N. se encuentra sobre la cabeza de un tripode,
correspondiente al punto P(0;0;4). Las patas apoyan en Q.(0;-1;0) ;Q2(3/2;1/2;0);Qs(-3/2;3/2;0).
Hallar la fuerza que ejerce cada pata en el suelo.

PROBLEMA N° 2: Dos fuerzas F; y F; estan aplicadas a un punto. La magnitud de F; es 8 kg y su
direccién forma 60° con el gje X en el primer cuadrante. La magnitud de F, es 5 kg v su direccién
forma 53° con el eje X en el cuarto cuadrante. a) ;Cuales son las componentes hornizontal y vertical

de la fuerza resultante? b) ; Cual es la magnitud de esa resultante? c) ;Cudl es la magnitud del
vector diferencia F;-F,?

PROBLEMA N° 3: Hallese la resultante del siguiente sistema de fuerzas: 40 kg verticalmente
hacia abajo, 50 kg 53.13° por encima de la horizontal hacia la derecha, 30 kg horizontal y hacia la

1zquierda.
v
|
30 ko |
|
|
sy |
R ol e X
0 ke
¥

PROBLEMA N° 4: Sea el prisma triangular (triangulos iguales y paralelos) de la figura, con A (-
1,1,0),B(1,0,-1),C (0, 1,-1)y A’ (1,-1,). Calcula:

a) La ecuacion del plano 7 que pasa por los puntos A, By C.

I

vaua

b) Elvalor de a para que el plano 7, que contiene los puntos A’, B’ y C’, diste una unidad
del plano 7.

1

|

wa

|
{

¢) Para =1 el plano 7’ y el volumen del prisma.

[ M
) @
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PROBLEMA N° 5:Un nifio tira de una cuerda sujeta a un trinéo con una fuerza de 60N. La cuerda
traza un Angulo de 40° con la horizontal.
Calcular:

e El valor de la fuerza que tiende a mover al trineo a lo largo del suelo.

¢ La fuerza que tiende a levantar verticalmente al trineo.

PROBLEMA N° 6: (Determinacion de la direccién y velocidad real de un avidn)
Un avién Boeing 737 mantiene en el aire una velocidad constante de 500 millas por hora en
direccién sur. La velocidad de la corriente de chorro es de 80 millas por hora en direccidon
noreste. '
a) determinar un vector unitario con direccidn noreste.
b) Determinar un vector con magnitud de 80 unldddLS en la misma direcciéon que el vector
unitario de la parte a)
¢) Determinar la velocidad real del avion respecto de la tierra.
d) Determinar la direccion real del avién respecto del suelo.

PROBLEMA N° 7 (Célculo de trabajo)
Determinar el trabajo realizado por una fuerza de 5 libras que actia en la direceion i + j al
mover un objeto una distancia de 1 pie, de (0, 0) hasta (1,0).

PROBLEMA N° 8 : Determinar las ecuaciones de las rectas que representan los limites de un
terreno cuadrado por medio de los siguientes datos:
a) Dos postes que se conservan y constituyen los vértices puestos, estando determinados los
postes en el plano por las coordenadas A(2; 1) y C(4 ; 5).
b) Tres postes que se han conservado; uno en el centro y dos en los vértices de uno de sus
lados, estando determinados los postes en el plano por las signientes coordenadas: el del
centro N(1 ; 6) y los laterales A(S ; 9) y B(4 ; 2).

PROBLEMA N°9 : En la planimetria de un campo, se observa que la cafieria de un acueducto que
lo atraviesa, tiene por referencia dos puntos de paso del mismo, cuyas coordenadas son:
A(1200 , 5000) y B(-500 , 8000). Para llevar agua a un estanque, situado en el punto
C(9000 , 3000), se necesita conocer la menor longitud de cafieria a utilizar y las coordenadas del
punto del acueducto, en donde deber4 realizarse el enlace.




ALGEBRA y GEOMETRIA ANALITICA
APLICACIONES 30/04/06
CURVAS DE SEGUNDO GRADO (Cénicas)
PROPIEDADES FiSICAS :'

Antenas parabdlicas:

Al girar una parabola sobre su eje, se obfiene una superficie de revolucion llamada
paraboloide. Esta superficies tienen muchas aplicaciones, principalmente en optica y electronica, ya que si
un rayo de luz paralelo al eje choca contra el paraboloide, entonces se refleja hacia su foco, e inversamente,
si un rayo de luz sale del foco y choca contra el paraboloide éste se refleja en la direccion de su gje.

Esta propiedad, conocida como la propiedad de reflexion o propiedad éptica de la parabola, tiene muchas
aplicaciones, por ejemplo, en los faros de los automaviles, las antenas parabdlicas, los telescopios, los
micréfonos direccionales, etc.

Los puentes colgantes:

Si un cable sostiene un peso homogeéneo mucho mayor que el peso del propio
cable, éste toma la forma de una parabola. Esta propiedad se uliliza en los puentes colgantes, como elde la
Laguna Setibal de Santa Fe.

-

Tiro parabdlico: ’
La trayectoria de un proyectil lanzado desde el nivel del suelo, describe una
parabola abierta hacia abajo. Esta propiedad fue descubierta por Galileo en el siglo XVL.

Propiedad de reflexién de la elipse:

,dn rayo que emana de un foco de la elipse se refleja en ella hacia el ofro foco.
Una de las aplicaciones de ésta propiedad, es en ciertos homos de laboratorio para fabricar cristales .En un
recipiente en forma de elipsoide de revolucién, cuya pared interior sea de un material altamente reflejante,
se coloca una fuente de calor en uno de los focos de la elipse y ei ubjete nue se desea calentar en el ofro
foco. Como todos los rayos que emanan de un foco se reflejan hacia el otro foco, después de un tiemno. el
segundo foco estd extremadamernite valznte,

Movimiento Planetario - KEPLER:
L as nlanetas se mitteven en drbitas elipticas, uno de cuyos focos es el Sol.

Sistama de navegacion de largo alcance (LORAN)
En ei sistema de naveyacidn do farge alesiice (LORAN, por sus siglas en
inglés), una estacion principal de radio y una estacion secundana emiten sefales que pueden ser
recibidas por un barca en ei mar,

L



Aunque un barco recibe las dos sefales, por lo regular se halla mas cerca de una de las dos estaciones
y, por lo tanto, hay cierta diferencia en las distancias que recorren las dos sefiales, lo cudl se traduce en

una pequefa diferencia de tiempo entre las sefiales registradas. Mientras la diferencia de tiempo
permanezca constante, la diferencia de las dos distancias también sera canstante. Si el barco sigue una

ruta que mantenga fija la diferencia de tiempo, seguira la trayectoria de una hipérbola cuyos focos estan
localizados en las posiciones de las dos estaciones de radio. Asi que para cada diferencia de tiempo se
obtiene una trayectoria hiperbolica diferente, cada una llevando al barco a una posicion distinta de la
costa. Las cartas de navegacion muestran las diferentes rutas hiperbolicas comrespondientes a
diferencias de tiempo distintas.
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Problema N° 1: (Geometria Analitica — Oteyza- Lam..Problema n° 21— pag 241)

Un jugador de béisbol lariza una pelota desde una altura de 2 metros sobre
el nivel del suelo y ésta cae a una distancia de 50 metros de €l medida hatzontalmente.
Si el jugador se encuentra en el origen de coordenadas y la altura maxima que alcanza la
pelota es de 20 metros ¢, a que distancia del jugador, medida horizontaimente, alcanza
dicha altura?

Probiema N° 2: (Geometria Analitica — Oteyza- Lam..Problema n® 1 — pag 206)

Un puente tiene una longitud de 180 metros. El cable que lo soporta tiene
la forma de una parébola. Si el puntal en cada uno de los extremos tiene una altura de 25
metros 4, cual es la ecuacion de ia paraboia? '

Problema N° 3: (Geometria Analitica — Oteyza- Lam..Problema n° 8 — pag 206)
Un disefiador de automévics desed disefar un faro que tenga 16
centimetro de diametro. La lampara que va a utilizar en el, tiene el filamento a 2
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Problema N° 5: (

i

profundidad debe tener el faro para que el flamento quede

centimetros del cuello. ¢, Que
de la lampara se coloca a la altura del vértice del faro?

en el foco del faro, si el cuello

Geometria Analitica — Oteyza- l.am..Problema n° 9 — pag 206)
resulta demasiado profundo, el disenador

la profundidad sea de 8 centimetros.

Problema N° 4: (
Como el faro del problema anterior

decide recortarlo 2 centimetros, de manera que
. Cuél sera el diametro del nuevo diseno del faro?

Geometria Analitica — Oteyza- Lam..Problema n°® 22 - pag 242)

Un jugador de fatbal americano debe meter un gol de campo a una distancia
| balén pasd sobre el arco a und altura de 10

de 40 yardas del arco. Sabiendo, que €
maxima cuando habia recommido una distancia

yardas sobre el piso y que alcanzo su altura
horizontal de 25 yardas ccudl es la altura que alcanzo?

Problema N° 6: (Geometria Analftica — Oteyza- Lam..Problema n° 6 — pag 260)
Una puerta tiene la forma de un arco eliptico, es decir esta formada por

media elipse. En la base mide 2 metros de ancho y la altura en el centro es de 4 metros.
A través de ella deseamos pasar una caja dé 2 metros de altura.z Cual es la anchura

méaxima que puede tener a caja?

Problema N° 7: (Geometria Analitica — Oteyza- Lam..Problema n°7 —pag 242)

Una galeria tiene paredes verticales de 1.5 metros de altura 'y un techo
abovedado en forma de medio elipsoide. Los focos que estan a una altura de 1.5 metros
sabre el piso, estan segérados 4 metros. Sila altura de la construccion en el centro de la

boveda es de 3.5 metros, ¢Cuanto mide su eje mayor?

Problema N° 8: (Geometria Analitica — Oteyza- Lam..Problema n° 15 — pag 241)
Se desea construir un puente de piedra sobre un rio. de marera que el

claro debajo de él sea un arco eliptico, es decir media elipse. El claro debe medir en la

base 20 metras y s necesario que pueda pasar debajo del puente una barcaza de 6

metros de ancno y 3 metras de altura sobre el agua.;Cual es la altura minima sobre el
nivel del agua desde el centro del puente?

Problema N° 9 : Se encontrd parte de una rueda antigua. Fue una rueda sdlida sin

rayas. Para determinar su tamario el arquadlogo coloco el pedazo en un sistema de ejes
coordenados, con cuadricula de una pulgada de lados. Localizé 3 puntos del borde, &n
A(-3-3) B{-11%})Y C {5,13) (Cual fue la deduccian del arquedlogo acerca del radio

de la rueda original?

Problema N° 10 : Un guardabosques se encuentra varado en su vehiculo, en un camino
hoseos0 en uria montana en un camino de nieve. El caming corre paralelo a una carretera
de norte a sur, a dos millas de ella. Hay dos vehiculos de rescate en |a carretera
estacionados a tres millas de distancia entre si. El guardabosgue activa una sefal de

|
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explosion ( sefal de emergencia) y el sonido llega al vehiculo de rescate que esta al norte
3 segundos antes de llegar al otro vehiculo.

Determine la ubicacion del explorador en relacion con los vehiculos de rescate. La
velocidad del sonido €s 1100 pies /segundo. '

Problema N° 11 : LOS cables de un puente de suspension se encuentran a 50 pies por
encima del pavimento en |as torres del puente y @ 10 pies por encima de la misma al
centro del puente.El pavimento sobre €l puen'te tiene una longitud de 200 pies. A lo largo
del puente se encuentran espaciados cables verticales cada 20 pies.

a) Hallar una ecuacion que represente 1a trayectoria del cable suspendido.

b) Calcularla longitud del primer cable vertical con referencia a la primera torre.

Problema N° 12 : El arco de un puente de mamposteria es una semielipse de 27,43m. de
luz; cuya altura en el centro es de 9,14m. ; Cualesla altura del arco a 5,57m del centro?

Problema N° 13 : En un triangulo isosceles de base 12 y altura 10, s& inscribe un
rectangulo de tal manera que uno de sus lados este sobre labase del triangulo y dos de
sus vértices toquen cada uno de sus lados iguales. ¢ Cuales son las dimensiones del
rectangulo que tiene mayor area?

Problema N° 14: En 1957, los rusos lanzaron el primer satélite fabricado por el hombre, el
Sputnik. Su orbita alrededor de la Tierra fue eliptica con el centro de la Tierra en un foco.
La altura maxima sobre |a superficie terrestre fue, aproximadamente, 580 millas, y la
minima 130 millas. ’

a- Suponiendo que el radio de la Tierra es 4000 millas, deduzca la ecuacion de la
4rbita del Sputnik.(Deje sin simplificar el valor de 5.

h- Calcule el valor ¢e b con precision de una milla, y vuelva a escribir 1a ecuacion de
la elipse con este resultado.

problema N° 15: El cable central de un puente colgante forma un arco paratdlicc. El
cable esta colgado de los extremos superiores de las dos torres de soporte, separadas
800 pies entre si. Esos extremos estan a 170 pies sobre la carretera, y el punto del cable
cuya altura es minima esta a la mitad del claro entre las torres 'y 10 pies sobre la
carretera. Calcule la altura del cable sobre la carretera a 100 pies de una torre, medidos
sobre la carretera.

(400,170)

I , ﬂ
o 11\‘\ / /F s

carretera

T T
D R ST T T D R e iF ol

o

o T P A R




-
I&&eeeea&&&&&&&aea&a&a&&&&@&e&a&&&ae&ea&ﬂa&&&&&&ﬁi

SN I
' s

Problema N° 16: El disefio de un edreddn esta formado por dos figuras: son dos elipses
congruentes gue se intersecan. Determine la ubicacién de los puntos interseccion si las

acuaciones son > +4,/=4 ylaotra, es 4x +A=4,

Problema N° 17: Un vehiculo sigue determinada trayectoria y emite sefales sonoras que
viajan a 1100 pies por segundo; llegan a dos receptores colocados a una distancia de 3
millas entre si. Suponga que los receptores estan en el eje x en los puntos A(-1,5; 0) ¥
B(1,5; 0) y que las coordenadas del vehiculo son (x,y). Si las sefales llegan a A tres
segundos antes que a B, deduzca la ecuacion de la trayectoria del vehiculo.

Equivalencias: 1milla = 5280 pies

Problema N° 18: En el sistema de radionavegacion LORAN (LOng RAdio Navigation),
dos estaciones de radio, o radiobalizas, situadas en A y en B, simultaneamente emiten
sendas sefiales. La computadora de a bordo de un barco situado en P recibe la senal de
8 1000 microsegundos (us) antes que la de A. Supongamos que las estaciones estan
situadas en los puntos de caardenadas cartesianas (-150, 0) y (150, 0), y que el barco
esta recomendo una trayectoria de coordenadas (X, 79). Las sefiales viajan a la velocidad
de la luz (186000 millas / s). Hallar la coardenada x de la posicidn del barco.

1y (millas)

B | B
i . | x (millas)
-130 , 150

Problema N° 19: Un guardabosque ( R ) se encuentra varado dentro de un camino Dascoso
que corre paralelo a una carretera, a 2 millas de ella. Hay dos vehiculos de rescate (Fy v Folenla
carretera, esiacionados 3 millas de distancia entre si. El guardabosque activa una senal de
explosion (sefial se emergencia) y el sonido llega al vehiculo de rescate A (que estd al norte) 3
segundos antes que al B. Determinar la ubicacién del explorador respecto de los vehiculos de
rescate. La velocidad del sonido es de 110C pies por segundo (1 milla = 5280 pies)

Problema N° 20: Dos microéfonos (A y B), separados 1 milla, graban una explosion . El
sonido llegd al microfono (A) 2 segundos antes que al (B). ¢Dénde ocurrio la explosion?.
Velocidad del sonido Vs= 1100 pies/seg.

Problema N° 21: Los planetas se mueven alrededor del sol en drbitas elipticas, con el sol
en uno de los focos. Sabiendo que el semieje mayor de la elipse que describe la tierrd es

9
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de 1.485 X 10® km y que la excentricidad es aproximadamente 1/62. halla la maxima y la
minima distancia de la tierra al Sol.

Problema N° 22: Un satélite describe una orbita eliptica alrededor de la tierra de tal modo
que el centro de ésta es uno de los focos. El punto mas alejado del satélite a la superficie
terrestre esta a 2500 millas, y el mas cercano esta a 1000 millas. Estas distancias se
miden a lo largo del eje mayor, que S€ supone esta en el ejey. Suponiendo que el radio
de |a tierra es de 4000 millas, deducir la ecuacion de la orbita.

problema N° 23: El ojo de un puente para paso inferior de una carretera de dos carriles
tiene la forma de media elipse. E| arco eliptico salva 50 m, que &S la longitud del eje
mayor, y la altura en el centro es de 20 m.
Las orillas de los carriles estan a 10 m de las bases del puente. ;Cudl es la altura salvada
sobre estas lineas?

Problema N° 24: El cable central de un puente colgante forma un arco parabdlico
(catenaria). El cable esta colgado de los extremos superiores de’dos torres separadas 80
m entre si. Esos extremos estan a 17 m por sobre la carretera (tablero del puente) y el
punto inferior del cable esta a 1 m sobre la carretera. Calcular la longitud del cable
paralelo a una de las torres, ubicado a 10 m de ésta.

Problema N° 25: Se dgsea construir una elipse de 4 m de diametro menor. El constructor
utiliza, para marcar su forma, una cuerda de 5 m de largo. (Donde debe clavar 10s
extremos de la cuerda?.

Problema N° 26: (Sistema de navegacion de largo alcance: LORAN)
Dos estaciones LORAN estan separadas 250 millas a lo largo de una costa recta.

a) Un barco registra una diferencia de tiempo de 0, 00086 segundos entre las sefnales
LORAN. Establecer un sistema de coordenadas rectangulares aprapiado para
determinar donde el barco alcanzara la costa si continia sobre la trayectoria de la
hipérbola correspondiente a esta diferencia de tiempo.

b) Si el barco debe entrar a un puerto localizado entre las dos estaciones a 25 millas
de la estacion principal, ; qué diferencia de tiempo debe observar?

c) Si el barco esta a 80 millas de la costa cuando se obtiene la diferencia de tiempo
deseada, ¢ cual es su ubicacion exacta? (La velocidad de cada sefal de radio es
de 186.000 inilas por segundo) ‘ '

Problema N° 27: Una pieza de alambre de 8 pies de longitud sera cortada en dos partes

y cada parte se doblara para formar un cuadrado. ¢ En donde debe cortarse el alambre si
ia suma de las areas de los cuadrados dehe ser de 2 pies cuadrados?

10
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Problema N° 28: (satélite meteoroldgico). La tierra esta representada en un mapa de una
parte del sistema solar de modo gue su superficie es el circulo de ecuacion X2+ Y2 42X+
4y — 4091 = 0. Un satélite da vueltas alrededor de la tierra 0.6 unidades por arriba de ella
con el centro de su orbita circular en el centro del planeta. Encuentre |a ecuacion para la
arbita del satélite en ese mapa.

Problema N° 29: (navegacion). Un crucero sale del puerto de Miami rumbo al este a una
velocidad constante de 5 nudos (1 nudo = 1milla nautica). A las 5 de la tarde, el crucero
se encuentra a cinco millas nauticas al sur de un yate que se mueve hacia el sur a una
velocidad constante de 10 nudos. ,En qué momento estaran mas.cercanas las dos

embarcaciones?

Problema N° 30: El puente Golden Gate enmarca la entrada de la Bahia de San
Francisco. Sus torres de 746 pies de altura estan separadas por una distancia de 4200
pies. El puente esta suspendido de dos grandes cables que miden 3 pies de diametro. El
ancho de la calzada es de 90 pies y s€ encuentra aproximadamente a 220 pies del nivel
del agua. Los cables forman una parabola y tocan la calzada en el centro del puente.
Encuentre la altura de los cables a una distancia de 1000 pies del centro del puente.

Problema N° 31: (galera de murmullos). Un salén de 100 pies de longitud esta disefado
como galeria de murmullos. Si los focos estan ubicados a 25 pies del centro ¢ cual es la

aitura del techo en el centro?

Problema N° 32: Un bote pequefio se encuentra anclado en el intericr de un lago,
cuando la niebla es muy densa. El bote manda una fuerte sefal sonara con su bocina y
Ia reciben dos estaciones separadas dos millas entre si. en la orilla recta. El sonido, que
viaja a 1100 pies por segundo, tarda 2.7 segundos mas en llegar a und estacion que a la
otra. Use (0,0) y (2,0) como coordenadas de las estaciones y determirie los lugares
posibles, (x,y) del bote, en relacion con las estaciones.

11
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b) Suponga que la costa es recta y que el bote sigue una ruta paralela y a una milla
de distancia de ella. Por la niebla, el bote anclé después de haber viajado al este
méas de una milla después de pasar por la estacion en (0,0), y a continuacion
mando la sefal que se describid en la parte a). Calcule las coordenadas dej bote.

&

Y

Problema N° 33: Salen tres partidas en busca de un cazador perdido en una zona
boscosa. Dos de ellas toman posiciones de tal modo que quedan a una milla de distancia
entre si. El cazador dispara su rifle y el sonido llega a una de las partidas 3.6 segundos
antes de llegar a la otra. Suponga que las coordenadas de las dos partidas de busqueda
son (0, -0.5) y (0, 0.5) y deduzca la ecuacion de la hipérbola cuyos puntos sean
ubicaciones posibles del cazador.(Suponga que la velocidad del sonido es 1100 pies por
segundo.) / -

b) Ahora suponga que la tercera partida de busqueda esta en el punto (2, 0.5)
cuanda el rifle fue disparado, y el sonido llegd a ese punto al mismo tiempc que llzegaba a
(0, 0.5). Calcule las coordenadas del cazador si &l sonido llegd a los puntos(0, 0.5) y (2,
0.5) antes de llegar a (0, -0.5). '
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ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

APLICAC_IONES: CURVAS DE SEGUNDO GRADO (Cénicas)

FPROPIEDADES FISICAS

v Antenas parabdlicas:

Al girar una parabola sobre su eje, se obtiene una superficie de revolucién llamada paraboloide,
Esta superficies tienen muchas aplicaciones, principalmente en optica y electrénica, va que si
i rayo de luz paralelo al eje choca contra el paraboloide, entonces se refleja hacia su foco, e
mversamente si un rayo de luz sale del foco y choca contra el paraboloide éste se refleja en la
direccion de su eje. Esta propiedad, conocida como la propiedad de reflexion o propiedad optica
de la parabola, tiene muchas aplicaciones, por ejemplo, en los faros de los automdviles, las
antenas parabolicas, los telescopios, las micréfonos direccionales, etc,

Los puentes colgantes:

oy

>t un cable sostiene un peso homogeneo mucho mayor que el peso del propio cable, éste toma
I forma de una parabola. Esta propiedad se utiliza en los puentes colgantes, como el de la
Laguna Setubal dé Santa Fe

v Tiro parabolico:
La trayectoria de un proyectil lanzado desde el nivel del suelo, describe una parabola abierta
hacia abajo. Esta propiedad fue descubierta por Galileo en el siglo XVI.

* Propiedad de reflexion de la elipse:

Ln rayo que emana de un foco de la elipse se refleja en ella hacia el otro foco Una de las
aplicaciones de ésta propiedad, es en ciertos hornos de laboratorio para fabricar cristales. En un
recipiente en forma de elipsoide de revolucidn, cuya pared interior sea de un material altamente
reflejante se coloca una fuente de calor en uno de los focos de la elipse y el objeto que se desea
calentar en el otro foco. Como todos los rayos que emanan de un foco se reflejan hacia el olro
foco, después de un tiempo el sequndo foco esta extremadamente caliente.'

v Maovimiento Planetario - KEPLER:
Los planetas se mueven en orbitas elipticas, uno de cuyos focos es el Sol.

v Sistema_de navegacion de largo alcance (LORAN)

i el sistema de navegacion de largo alcance (LORAN, por sus siglas en inglés), una estacion
principal de radio y una estacion secundaria emiten sefales que pueden ser recibidas por un
barco en el mar. _

Aunque un barco recibe las dos seiiales, por lo regular se halla mas cerca de una d2 las dos
estaciones y, por lo tanto, hay cierta diferencia en las distancias que recorren las dos sefales,
lo cual se traduce en una pequena diferencia de tiempo entre las sefiales registradas. Mientras
le diferencia de tiempo permanezca constante, la diferencia de las dos distancias también sera
constante. Sioel barco sigue una ruta que mantenga fija la diferencia de tiempo, sequird la
trayectoria de una hiperbola cuyos focos estdn localizados en las posiciones de las dos
estaciones de radio. Asi que para cada diferencia de tiempo se obtiene una trayectoria
tiperbdlica diferente, cada una Hevando al barco a una posicién distinta de la costa. Las cartas
diz navegacion muestran las diferentes rutas hiperbdlicas correspondientes a diferencias de
tizmpo distintas.




rFropiema N L:

Un jugador de béisbol lanza una pelota desde una altura de 2 metros sobre el nivel del suelo y
outa cae a una distancia de 50 metros de él, medida horizontalmente. Si el jugador se
encuentra en el origen de coordenadas y la altura maxima que alcanza la pelota 2s de 20
metros da que distancia del jugador, medida horizontalmente, alcanza dicha altura?

Problema N© 2:
Un puente tiene una longitud de 160 metros. El cable que lo soporta tiene la forma de una
pardbola. Siel puntal en cada uno de los extremos tiene una altura de 25 metros dcual es la

ecuacion de la parabola?

Froblema NO 3:

L disefiador de automoviles desea disefiar un faro que tenga 16 centimetros de diametro. La
lampara que va a utilizar en el, tiene el filamento a 2 centimetros del cuello. ¢Que profundidad
debe tener el faro para que el filamento quede en el foco del faro, si el cuello de la lampara se
ciloca a la altura del vértice del faro?

Problema NO 4:

Camo el faro del problema anterior resulta demasiado profundo, el disefiador decide recortarlo
2 centimetros, de manera que la profundidad sea de 6 centimetros. ¢Cual sera el diametro del
nuevo diseno del faro? "

Probiema N° 5:

Lin jugador de fltbol americano debe meter un gol de campo a una distancia de 40 yardas del
arco. Sabiendo, que el balén paso sobre el arco a una altura de 10 yardas sobre el piso y que
alzanzo su altura maxima cuando habia recorrido una distancia horizontal de 25 yardas {cual es
io altura que alcanzd?

Problema N©° 6:

Una puerta tiene la forma de un arco eliptico, es decir esta formada por media elipse. En la

base mide 2 metros de ancho y la altura en el centro es de 4 metros. A través de ella deseamos
pasar una caja de 2 metros de altura. (Cudl es la anchura maxima que puede tener la caja?

Froblema N© 7:

I.na galeria tiene paredes verticales de 1,5 metros de altura y un techo abovedado en forma de
medio elipsoide. Los focos que estan a una altura de 1,5 metros sobre el piso, estan separados
4 metros. Si la altura de la construccion en el centro de la béoveda es de 3,5 metros, ¢Cuanto

inide su eje mayor?

FRet s

Froblema N° 8:
%e desea construir un puente de piadra sobre un rio, de manera que el claro debajo de el sea
un arco eliptico, es decir media elipse. El claro debe medir en la base 20 metros y es necesario
que pueda pasar debajo del puente una barcaza de 6 metros de ancho y 3 metros de altura

subre el agua. éCudl es fa altura minima sobre el nivel del agua desde el centro del puente?

Problema N© 9:

Se encontrd parte de una rueda antigua. Fue una rueda sélida sin rayos. Para determinar su
lamano el arqueologo coloco el pedazo en un sistema de ejes coordenados, con cuaclricula de
una pulgada de lados. Localizd 3 puntos del borde, en A(3,-3), B(-1,11) y C(5,13) ¢Cual fue la
deduccion de! arquedlogo acerca del radio de la rueda original?

LLn guardabosques se encuentra varado en su vehiculo, en un camino boscoso en una mantana
e un camino de nieve. El camino corre paralelo a una carretera de norte a sur, a dos millas de
ela. Hay dos vehiculos de rescate en la carretera estacionados a tres millas de distarcia entre
si. El guardabosque activa una senal.de explosion (sefial de emergencia) y el sonido flega al
vi:hiculo de rescate que estd al norte 3 segundos antes de llegar al otro vehiculo. é
Cetermine la ubicacion del explorador en relacién con los vehiculos de rescate. La velccidad del

sonido es 1100 ples/segundo.
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Problema N© 11:

Los cables de un puente de suspension se encuentran a 50 pies por encima del pavimento en
las torres del puente y a 10 pies por encima de la misma al centro del puente. El pavimento
subre el puente tiene una longitud deg, 200 pies. A lo largo del puente se encuentran espaciados
cibles verticales cada 20 pies.

a' Hallar una ecuacion gue represente |a trayectoria del cable suspendido.

b Calcular la longitud del primer cable vertical con referencia a la primera torre.

Froblema N° 12:
El arco de un puente de mamposteria es una semielipse de 27,43m. de luz, cuya altura en el
cenbro es de 9,14m. {Cual es la altura del arco a 5,57m del centro?

Problema N© 13:

Ern un triangulo isosceles de base 12 y altura 10, se inscribe un rectangulo de tal manera que
uno de sus lados este sobre la base del triangulo y dos de sus vértices toquen cada uno de sus
ladlos iguales. éCuales son las dimensiones del rectangulo que tiene mayor drea?

Plroblema NO 14:

£r 1957, los rusos lanzaron el primer satélite fabricado por el hambre, el Sputnik. Su orbita
dlrecdedor de la Tierra fue eliptica con el centro de la Tierra en un foco. La altura maxima sobre
la superficie terrestre fue, aproximadamente, 580 millas, v la minima, 130 millas,

a: Suponiendo que el radio de la Tierra es 4000 millas, deduzca la ecuacion de la orbita del
Sputnik. (Deje sin simplificar el valor. de b%.)

bi Calcule el valor de b con precisién de una milla, y vuelva a escribir la ecuacidn de la elipse
con este resultado.

Problema N° 15;:

il cable central de un puente colgante forma un arco parabolico. El cable esta colgado de los
extremos superiores de las dos torres de soporte, separadas 800 pies entre si. Esos a2xtremos
eztan a 170 pies sobre la carretera, y el punto del cable cuya altura es minima esta a la mitad
del claro entre las torres y 10 pies sobre la carretera. Calcule la altura del cable sobre la
carretera a 100 pies de una torre, medidos sobre la carretera.

Problema N° 16: .
i disefio de un edredon estd formado por dos figuras: son dos elipses congruentes que se
inrersecan. Determine la ubicacion de los puntos interseccién si las ecuaciones son x* — 4y’ = 4

y la otra, es 4x* + y* =4,

Problema N© 17:

Un vehiculo sigue determinada trayectoria y emite sefiales sonoras que viajan a 1100 pies por
segundo; llegan a dos receptores colocados a una distancia de 3 millas entre si. Supanga que
los receptores estan en el eje x en los puntos A(-1.5, 0) y B(1.5, 0) vy que las coordenadas del
viehiculo son (%, y). Silas sefales llegan a A tres segundos antes que a B, deduzca la ecuacion
Jde la trayectoria del vehiculo. Equivalencias: 1 milla = 5280 pies

Problema N 18:

Er el sistema de radionavegacion LORAN (LOng RAdio Navigation), dos estaciones de radio, o
radiobalizas, situadas en A y en B, simultaneamente emiten sendas sefales. La computadora de
a bordo de un barco situado en P recibe la sefial de B 1000 microsegundos antes que la de A.
Supongamos que las estaciones astan situadas en los puntos de coordenadas cartesianas (-150,
0' vy (150, 0), y que el barco esta recorriendo una trayectoria de coordenadas (x, 75). Las
sihales viajan a la velocidad de la luz (186000 millas/s). Hallar la coordenada x de la posicion

dal barco,

Problema N© 19:

Un guardabosque (R) se encuentra varado dentro de un camino boscoso que corre paralelo a
una carretera, a 2 millas de ella. Hay dos vehiculos de rescate (F1 y F2) en la carretera,
estacionados 3 millas de distancia entre si. El guardabosque activa una sefal de 2xplosion
(sefial de emergencia) y el sonido llega al vehiculo de rescate A (que esta al norte) 3 segundos
anles que al B. Determinar la ubicacion del explorador respecto de los vehiculos de rescate. La




velncidad del sonido es de 1100 pies por segundo (1 milla = 5280 pies)

FProblema N© 20:

Los microfonos (A y B), separados L milla, graban una explosion E. El sonido llegé al micréfono

{~) 2 segundos antes que al (B). tD__c')_nde ocurrio la explosion? Velocidad del sonido Vis= 1100 @

ples/seq.

Problema N©O 21:

ie planetas se mueven alredecar del sol en drbitas elipticas, con el sol en uno de los focos.
nbiendo que el semieje mayor de la elipse que describe la tierra es de 1.485 x 10% km y que la
ecentricidad es aproximadamente 1/62, halla la maxima y la minima distancia de la tierra al

i,

Problema N© 22;

Un satélite describe una orbita eliptica alrededor de la tierra de tal rnodo que el centro de ésta
es uno de los focos. El punto mas alejado del satélite a la superficie terrestre estd a 2500
millas, y el mas cercano esta a 1000 millas. Estas distancias se miden a lo largo del eje mayor,
(e se supone esta en el éje y. Suponiendo que el radio de la tierra es de 4000 millas, deducir
scuacién de la drbita.

Problema N9 23:

El ojo de un puente para paso inferior de una carretera de dos carriles tiene la forma de media
ei.pse. El arco eliptico salva 50m, que, es la longitud del eje mayor, y la altura en el certro es de
2um. Las orillas de los carriles estdn a 10m de las bases del puente. ¢Cudl es la altura salvada
si:bre estas lineas?

El cable central de un puente colgante forma un arco parabdlico (catenaria). El cable est3
colgado de los extremos superiores de daos torres separadas 80m entre si. Esos extremos estan
a 17m por sobre |a carretera (tablero del puente) y el punto inferior del cable estd a Lm sobre
la carretera. Calcular la longitud del cable paralelo a una de las torres, ubicado a 10m cde ésta.

Problema N° 25;
Se desea construir una elipse de 4m de diametro menor. El constructor utiliza, para marcar su
frrra, una cuerda de 5m de largo. «Dénde debe clavar los extremos de la cuerda?

Froblema N° 26:

o5 estaciones LORAN estdn separadas 250 millas a lo largo de una costa recta,

@) Un barco registra una diferercia de tiempo de 0,00086 sequndos entre las sefiales LORAN,
Establecer un sistema de coordenadas rectangulares apropiado para determinar donde el barco
alcanzara la costa si continla sobre.la trayectoria de la hipérbola correspondiente a esta
cdiferencia de tiempo.

b Si el barco debe entrar a un puerto localizado entre las dos estaciones a 25 millas de la
ectacion principal, équé diferencia de tiempo debe observar?

¢t Si el barco estad a 80 millas de la costa cudando se obtiene la diferencia de tiempo deseada,
crudl es su ubicacion exacta? (l.a velocidad de cada sefial de radio es de 186.000 rillas por
segundo),

Problema N© 27:

Lina pieza de alambre de 8 pies de longitud serd cortada en dos partes y cada parte se doblara
para formar un cuadrado. ¢En doncde debe cortarse el alambre si la suma de las areas de los
cl.adrados debe ser de 2 pies cuadrados?

Lé lierra estd representada en un "mapa de una parte del sistema solar” de modo que su
5 perficie es el circulo de ecuacién x> + y* + 2x + 4y - 4091 = 0. Un satélite da vueltas
alrededor de la tierra 0,6 unidades por arriba de ella con el centro de su 6rbita circular en el
cintro del planeta. Encuentre la ecuacion para la érbita del satélite en ese mapa.

S

Problema N© 29:




L' crucero sale del puerto de Miami rumbo al este a una velocidad constante de 5 nudos (1
nudo = 1 milla nautica). A las 5 de la tarde, el crucero se encuentra a cinco millas nauticas al
s.r de un yate que se mueve hacia el sur a una velocidad constante de 10 nudos. (En qué
nmomento estaran mas cercanas las dos embarcaciones?
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Problema N° 30:

El puente Golden Gate enmarca la entrada de la Bahia de San Francisco. Sus torres de 746 pies
e altura estan separadas por una distancia de 4200 pies. El puente esta suspendido de dos
grandes cables que miden 3 pies de diametro. El ancho de la calzada es de 90 pies y se
encuentra aproximadamente a 220 pies del nivel del agua. Los cables forman una parabola vy
tucan la calzada en el centro del puente. Encuentre la altura de los cables a una distancia de
1000 pies del centro del puente.
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froblema N°31.:
M saldn de 100 pies de longitud estd disefado como galeria de murmullos. Si los foros estan
ubicados a 25 pies del centro ¢cual es la altura del techo en el centro?
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Problema N© 32:

L'n bote pequefio se encuentra anclado en el interior de un lago, cuando la nieble es muy
densa. El bote manda una fuerte sefial sonora con su bocina vy la reciben dos estaciones
separadas, dos millas entre si, en |a orilla recta. El sonido, que viaja a 1100 pies por segundo,
tarcta 2.7 segundos mas en llegar a una estacién que a la otra. Use (0,0) y (2,0) como
ceordenadas de las estaciones y determine los lugares posibles (x,y) del bote, en relacion con
I estaciones.

b: Suponga que la costa es recta YV ¢ue el bote sigue una ruta paralela ¥y a una milta, de
distancia de ella. Por la niebla, el bote anclo después de haber viajado al este mas de una milla
daspués de pasar por la estacion en (0,0), y a continuacion mandd la sefial que se describio en
la parte a). Calcule las coordenadas del bote.
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Problema N° 33:
Salen tres partidas en busca de un cazador perdido en una zona boscosa. Dos de ellas toman
posiciones de tal modo que quedan a una milla de distancie entre si. El cazador dispara su rifle
y el sonido llega a una de las partidas 3.6 segundo: antes de llegar a la otra. Suponga que las
coordenadas de las dos partidas de blusqueda son (0, -0.5) y (0, 0.5) y deduzca la ecuacion de
la hipérbola cuyos puntos sean ubicaciones posibles del cazador. (Suponga que la velccidad del
sernido es 1100 pies por segundao).

b' Ahora suponga que la tercera partida dé busqueda estd en el punto (2, 0.5) cuando el rifle
fue disparado, y el sonido llegd a ese punto al mismo tiempo que llegaba a (0, 0.5). Calcule las
cuordenadas del cazador si el sonido llegd a los puntos (0, 0.5) vy (2, 0.5) antes de lleqar a (0, -
0
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ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA
APLICACIONES: VECTORES — RECTA — PLANO

lYin objeto que pesa 120 N. se encuentra sobre la cabeza de un tripode, correspondiente al &=
punto P(0;0;4). Las patas apoyan en Q1(0;-1;0); Q2(3/2;1/2;0) y Q3(-3/2:3/2;0). Hallar la ==
fierza que ejerce cada pata en el suelo.

PROBLEMA NO 1:

PROBLEMA N°©° 2:
Dos fuerzas F1 y F2 estan aplicadas a un punto. La magnitud de F1 es 8 kg. y su direccion

ferma 600 con el eje X en el primer cuadrante. La magnitud de F2 es 5 kq. y su direccién forma @
5t con el eje X en el cuarto cuadrante.

a. «Cuales son las componentes horizontal y vertical de la fuerza resultante? ﬁ?
Ivi ¢Cual es la magnitud de esa resultante? =
¢ LCudl es la magnitud del vector diferencia F1-F2? =g
F=
PROBLEMA N° 3: &=
Fiallese la resultante del siguiente sistema de fuerzas: 40 kg. verticalmente hacia abajo, 50 kg. =
55139 por encima de |la horizontal hacia la derecha, 30 kg. horizontal y hacia la izquierda. g

PRROBLEMA N° 4: :
Saa el prisma triangular (tridngulos iguales y paralelos) con les siguientes -wvértices: A{-1,1,0), o=
Bi1, 0,-1), C(0,1,-1) (en una cara triangular) y A' (1,-1,00) en la cara opuesta. Calcular:
al La ecuacion del plano [0 que pasa por los puntos A, By C. gty
by [zl valer de a para que el plano [, que contiene los puntos A', B' y (', diste una unidad e

det plano [J =g
Para [ =1 el plano [0 y el volumen del prisma. =
(=

FROBLEMA NO 5: P

-

Lin nifo tira de una cuerda sujeta a un trineo con una fuerza de 60N. La cuerda traza un Angulo =
da 409 con la horizontal. e
Calcular: =3

a)  El valor de la fuerza que tiende a mover al trineo a lo largo del suelo. e=
' La fuerza que tiende a levantar verticalmente al trineo, -

PROBLEMA_NO 6: &=

{Determinacion de la direccion y velocidad real de un avion) s

Un avion Boeing 737 mantiene en el-aire una velocidad constante de 500 millas por hora en @
direccion sur. La velocidad de la corriente de chorro es de 80 millas por hora en direccion

noreste. =
a1 Determinar un vector unitario con direcciéon noreste. &
L' Determinar un vector con magnitud de 80 unidades en la misma direcciéon que el vector 5""—"‘
uiiltario de la parte a) ' &=
¢ Determinar la velocidad real del avion respecto de la tierra. o
di Determinar la direccion (angulo) real del avion respecto del suelo. y ;
PROBLEMA N° 7: &=
( alculo de trabajo) = =
Ceterminar el trabajo realizado por una fuerza de 5 libras que actua en la direccion i + j al g
miover un objeto una distancia de 1 pie, de (0, 0) hasta (1, 0). _
‘?,.
PROBLEMA NO° 8: L

Determinar las ecuaciones de las rectas que representan los limites de un terreno cuadrado por
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medio de los siguientes datos:

a. Dos postes que se conservan y constituyen los vértices opuestos, estando determinados los
pustes en el plano por las coordenadas A(2; 1) y C(4; 5).

0. Tres postes que se han conservado; uno en el centro y dos en los vértices de uro de suc
I5dos, estando determinados los postes en el plano por las siguientes coordenadas: el del
cantro N(I ; 6) vy los laterales A(S; 9) v B(4; 2).

PROBLEMA N° 9:

En la planimetria de un campo, se observa que la caferia de un acueducto que lo atraviesa,
tiene por referencia dos puntos de paso del mismo cuyas coordenadas son: A(1200, 5000) vy
£:-500, 8000). Para llevar agua a un estanque, situado en el punto C(9000, 3000), se necesita

conocer la menor longitud de caferia a utilizar y las coordenadas del punto del acueducto, en
donde debera realizarse el enlace.
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