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R?2: EL PLANO REAL

Recordemos que en la prictica anterior definimos a R? como el producto cartesiano de R con-
sigo mismo; es decir,
RZ=RxR={(xy)|xeR e yeR}

y vimos una forma de representarlo graficamente,
A

b (a,b)

\J

(0,0) a

El punto (a, b) se puede pensar como un vector u con origen en (0, 0) y extremo en (a, b).

Norma

Dado (a, b) € R?, llamamos norma de (a, b) a la longitud de (a, b) mirado como vector desde el
(0,0)

o mide \(-a)’+b’
mide |b|=b — ]

a N\ >

mide |a|= - a

Este grafico ilustra el caso: a<0 y b>0

El tridangulo sombreado es rectingulo y sus catetos miden
lal y 1]

En el caso de la figura anterior, como tenemos una situacién particular donde a < 0y b > 0,
resulta que
lal=—-a 'y bl =0b

Por lo tanto, usando el Teorema de Pitdgoras podemos hallar la longitud del vector (a, b) que es

VlaP+1bP = Va? + b2

la hipotenusa del tridngulo
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A este valor lo llamamos rnorma de (a, b) y lo denotamos

Il (a,b) |l

Es decir,

I (a,b) |l = Va* + b?

Ejercicio 1
Calcule la norma de los siguientes vectores de R?
a) (1,3 , b) ©0,1) , ¢ (-1,2) , d) (0,00 , e) (cost,sent)
Para responder e), ;jnecesita tener mas informacion sobre ?
Ejercicio 2

Calcule la distancia al origen de los siguientes vectores de R>

a) (1,3 , b)) (-2,-1) , ¢ ({d,-4) , d) (3,4 , e) (sent,cosi)

Ejercicio 3
Al definir la norma de un vector calculamos la distancia de su extremo al origen

del sistema para una situacion particular: un punto del segundo cuadrante. Haga
eso mismo pero para un punto del tercer cuadrante.

Ejercicio 4

El vector v se obtuvo trasladando paralelamente al vector u hasta hacer coincidir

su origen —(a, b)— con el origen del sistema de coordenadas: (0, 0).
A

a) Utilizando argumentos geométricos calcule el valor de x e y en funcién de
a,b,c,d

b) Vuelva a analizar esta situacion cambiando la ubicacion de (a,b) y (c,d) en el
plano

c¢) ¢(Llego6 a los mismos resultados?
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d) Utilice las conclusiones obtenidas para hallar una férmula que permita hallar
la distancia entre dos puntos del plano a partir de conocer sus coordenadas.

Ejercicio 5

En cada caso calcule la distancia entre el par de puntos dados

a) (LL1) , (=3,5) b) (-2,-3) , (7.-1) ¢) (=2,3) , (2,-3)

Operaciones

Sabemos sumar vectores usando la ley del paralelogramo. Como ya dijimos que los puntos de
R? se pueden mirar también como vectores con origen (0,0), vamos a ver cémo calcular las
coordenadas del extremo del vector suma. Miremos la figura

»,q)
|9
(c.d) i
u
c p a

Los dos tridangulos sombreados son iguales por tener la hipotenusa y un 4dngulo agudo ! res-
pectivamente iguales. Luego, los catetos también son iguales; es decir,

a=a-0=p-c y b=b-0=qg-d

con lo cual

p=a+c y gq=b+d

y resulta entonces que al sumar dos vectores con origen (0, 0) y extremos (a, b) y (c, d), respec-
tivamente, se obtiene otro vector con origen (0, 0) y extremo (a + ¢, b + d).

Teniendo en cuenta esto y recordando que los puntos (x, y) del plano R? se pueden pensar como
vectores con origen (0, 0) es que definimos en R? la operacién

I — Suma

Dados (a, b), (c,d) € R? se define la suma de (a,b) con (c,d) como el punto del plano de
coordenadas (a + ¢, b + d)
(a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d)

!, por qué?



4 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 1

Ejercicio 6
Dibuje en un esquema grafico los ejes cartesianos y los vectores (1,7) y (-1, 1).
Stumelos

a) graficamente, aplicando la ley del paralelogramo
b) utilizando la definicién de suma de vectores

Compare los resultados obtenidos.

Ejercicio 7
Adapte la demostracion hecha en la pagina 3 para el caso en que (a, b) esta en el
tercer cuadrante y (c, d) en el cuarto.

En R? también es posible definir otra operacién que permite multiplicar un vector por un nimero
real. El resultado que esperamos obtener con esta operacion es otro vector que resulte paralelo
al dado.

Antes de dar su definicién formal, planteemos graficamente la situacion. Dado un vector u de
coordenadas (a, b), el resultado de multiplicarlo por un niimero debe ser un vector v, digamos
que sus coordenadas son (c, d), paralelo a u. Para que esto pase el dngulo «, entre ellos, debe
ser

a=0 0 a=n

En el primer caso, ambos tendran el mismo sentido y en el segundo, sentido opuesto. Analice-
mos la primer situacion y para ello hacemos un esquema grafico

En este grdfico se ilustra el caso: a, b, ¢, d <0

Mirando los tridgngulos sombreados vemos que podemos aplicar el Teorema de Thales > y en

consecuencia concluir que
vl _ 14l _lcl

lull ~|b]  |a

Si llamamos A a estas cantidades iguales, es decir,

vl _ 14l el

lall 6] al

2, por qué?
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resulta que
Ivil=Alluall , ldl=a41b] , l|cl=2lal

en nuestro planteo gréfico: ® a, b, c,d < 0, con lo cual las dos dltimas igualdades se escriben
d=1b , c=Aa
llegamos asi a que
(c,d) = (Aa, Ab)

Resumiendo, probamos que si v es paralelo a u, entonces las coordenadas de v se obtienen
multiplicando a las de u por el mismo multiplo.

Reciprocamente, si ahora suponemos que las coordenadas de v, (c, d), satisfacen
(¢,d) = (Aa, Ab)

para algun A € R, resulta que
d b b A
c da a

o sea, si llamamos S al angulo que forma u con el semieje x positivo y y al que forma v,
b d
tanf = — = — =tany
a c

pero como la tangente tiene periodo 7 y en cualquier intervalo de longitud 7 es inyectiva, esto
dice que

vy=B+knr

para algin k € Z, con lo cual u y v resultan paralelos.
Hemos probado entonces que

(a,b) y (c,d) son paralelos siysolosi existeund € Rtalque (c,d) = (da, Ab)

Esto nos sugiere la definicion de la nueva operacion

II — PRODUCTO POR ESCALAR

Dados un vector u = (a, b) y un nimero A € R, se define el producto de u por A como el vector
denotado Au cuyas coordenadas son

(Aa, Ab)

o0 sea,
Ala,b) = (Aa, Ab)

3es un buen ejercicio hacer lo mismo que aqui pero cambiando el cuadrante donde se encuentra (a, b) y también

la relacion entre las longitudes y el sentido de los vectores para comprobar que en todos los casos se llega a la misma
conclusién
“habria que analizar por separado los casos enque a = 0o c = 0
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Ejercicio 8
En cada uno de los siguientes casos calcule Au y represente a u y a Au en un
esquema grafico

au=23) , a2=3 b)u=2,3) , 1=-3

cu=@3,-2) , A=- du=@3,-2) , A=

1 1
2 2

Ejercicio 9
En el esquema grafico de la pagina 4 se considero el caso @ = 0. Adapte lo hecho
ahi para el caso @ = .

Observaciones

1. El caso 4 = 0 produce v = (0, 0) que, forzando la interpretacion geométrica, podriamos
decir que es paralelo a u.

2. El caso 4 > 0 dice que (a, b) y (Aa, Ab) son paralelos y estdn en el mismo cuadrante; con
lo cual, tienen el mismo sentido.

3. Elcaso A < 0 dice que (a, b) y (da, Ab) son paralelos pero estdn en cuadrantes opuestos;
con lo cual, tienen sentido opuesto.

4. Teniendo en cuenta la relacion entre las normas de (a, b) y (da, Ab)

I (Aa, ab) || = V(Aa)? + (Ab)* = NA2(@® + b?) = | A| Va> +b* = | | || (a,D) ||

también podemos interpretar geométricamente qué significaque |[A| < 1y|A|> 1
A A

Y

0<A<1 A1

/
N,
>

-1<A<0 A<—1

\
Y
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7

v

Y

Y

A=1 A=

Ejercicio 10

En cada uno los siguientes graficos se muestra un par de vectores uy v. En cada
caso determine si son o no paralelos. En caso de serlo, podemos escribir v = Au.
Indique en cudles de estos intervalos esta A

(=c0,-1) , [-1,0) , (O,1) , [I,4c0)

A A A
a) b) v C)
u v v
u
u
A A A
d) e f)
u
\Y u
\'
\'%
u
Propiedades

1. De las operaciones
(i) Estas operaciones definidas en R? comparten con sus homénimas en R: la asocia-
tividad, conmutatividad, distributividad del producto respecto de la suma.

(i1)) Elemento neutro de la suma: (0, 0)

pues (a, b) + (0,0) = (a, b) para todo (a, b) € R?
(iii)) Elemento neutro del producto: 1

pues 1(a, b) = (a, b) para todo (a, b) € R?

(iv) Inverso (para la suma): dado (a, b) € R?, su inverso respecto de la suma, es

—(a,b) = (=1)(a,b) = (-a,-D)
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2. De la norma y las operaciones

() Nl (a,b) I = a® + b*
(i) || ta,b) |l = |t (a,b) ||, para todo (a, b) € R? ytodot € R.
Lo vimos en la Observacion 4.

(iii)) DESIGUALDAD TRIANGULAR
I (@,D) + (c.d) [| <[ (a,b) | + || (c, D) |

para todo (a, b) , (c,d) € R?

La demostracién de esta afirmacion la haremos un poco mds adelante utilizando
nimeros complejos. De momento, la siguiente figura ilustra sobre la razén de su
nombre y por supuesto también da idea de su validez 3

A
@ 5))
‘OX&\\
xO
s N
%\c—)\
//(O, 6)//

(iv) DESIGUALDADES UTILES
lal, [bI<ll(ab)lI<[al+]b]

para todo (a, b) € R%.

En efecto,

| (a,b) || = Va2 + b? Va2 = a|

=
T
a*+b*>a?

v/x es creciente

y, por otro lado,

Il (@, b) |l = Il (a,0) + (0, ) || < Il (@, 0) |l + 11 (0,5) |l
desigualdad
triangular
= Va2 + 02+ VO? + 1?2 = Va2 + Vp?

lal+1b]

3, qué conocida propiedad de los tridngulos dice lo mismo que la desigualdad triangular?
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Aqui también la geometria ayuda a entender por qué son validas estas desigualdades.
A

i )

(v) Paratodo (a, b), (c,d) € R? es,
(@b =l .l < ll(ab)—(c,d)]l < |[(ab)|l+](cadll

La demostracion usa exactamente los mismos argumentos que su equivalente en el

caso de nameros reales.

Ejercicio 11

Seav=23)+r1,1)0<r<1).
a) dibuje v parat=0,3,1
b) iqué se puede decir de los vectores v — (2,3) y (1, 1)? Dibujelos para ¢t = 0, % 1
¢) dibuje el conjunto {#(1,1) |0 <7< 1}
d) dibuje el conjunto {#(—1,-1)| — 1 <t <0}
e) dibuje el conjunto {#(1,1)] —1 <t <0}

f) compruebe que 3 <||v] < VI3+ V2 (cualquiera sea tentre 0y 1)
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C: EL PLANO COMPLEJO

En realidad la diferencia entre el plano real y el complejo no esta en sus elementos si no en las
cosas que estamos habilitados para hacer con ellos. Es por eso que, aunque no suene razonable,
vamos a llamar

C={x,y)|xeR e yeR}

Es decir, el conjunto C tiene exactamente los mismos elementos que el conjunto R?. ;Por qué
le ponemos otro nombre entonces?

Cuando uno habla de R? se refiere al conjunto de todos los pares ordenados donde las dos
componentes son nimeros reales. En él hay definidas dos operaciones:

(1) suma
(i1) producto por escalar

que tienen las propiedades que acabamos de ver. Pero no sabemos, por ejemplo, multiplicar sus
elementos entre si, solo podemos multiplicarlos por un nimero real.

Pero resulta que se puede definir una nueva operacion entre estos elementos —que llamaremos
simplemente producto— que hard que las operaciones entre nimeros complejos obedezcan las
mismas leyes (conmutativas, asociativas y distributiva) que rigen las operaciones entre nimeros
reales.

Asi, al mismo conjunto pero dotado ahora de las operaciones
(i) suma: la misma de R? 'y
(i1) producto: definido asf,

(a,b) = (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

lo llamamos plano complejo y lo denotamos por C. A sus elementos dejamos de llamarlos
puntos o vectores como haciamos en R? y nos referimos a ellos como niimeros.

Ejercicio 12

Calcule
a) (0,1) % (0, —1) b) (a,0) * (0, b) ¢) (1.3) % (=2, 4) d) (x,y) * (x, y)
&) (x.y) * (x.~y) B (1.1 *(5.-75)

En cada caso ubique cada factor y el producto en el plano complejo.

NOTA: tome como valor aproximado de % = g el nimero: 0,7.
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Propiedades del producto

1. (a,b) = (c,d) = (c,d) = (a,b)
2. (a,b) = [(c,d) = (h, k)] = [(a,b) * (c,d)] = (h, k)
3. (a,b) = [(c,d) + (h,k)] = (a,b) % (c,d) + (a,b) = (h, k)

4. Elemento neutro: (1,0)
(a,b) % (1,0) = (al = b0,a0 + b1) = (a,b)

cualquiera sea (a,b) € C
5. Inverso del producto: para cada (a, b) # (0,0) existe un (¢, d) € C tal que

(a,b) * (c,d) = (1,0)

6. Si multiplicamos numeros complejos de la forma: (a, 0) entre si,
(a,0) = (c,0) = (ac — 0.0,a0 + Oc) = (ac,0)
nos da un numero de la misma forma. Lo mismo si los sumamos entre si,

(a,0)+(,0)=(a+c,0+0)=(a+c0)

7. Lo mismo ocurre con los nimeros de la forma: (0, b) pero solo respecto de la suma.
8. UN NUMERO COMPLEJO MUY ESPECIAL: (0, 1)
(0,1)%(0,1) =(0.0-1.1,01 + 1.0) = (-1,0)

O sea, al multiplicar al (0, 1) por él mismo no obtuvimos algo con la primera coordenada
cero, si no justo al revés.

Ejercicio 13

a) (Es cierto que si sumamos complejos de la forma (a, 0) obtenemos un complejo
de la misma forma? ;Pasa lo mismo si consideramos complejos de la forma
(0,b)?

b) (Cuales son las respuestas si reemplazamos suma por producto?

Una cuestion de notacion

Para resaltar atin més las diferencias con R? (aunque los elementos sigan siendo los mismos) es
tradicion escribir a los numeros complejos de manera mas parecida a los reales.
Concretamente, al neutro de la suma (0, 0) se lo denota simplemente con 0, al neutro del pro-
ducto (1,0) con 1 y al nimero especial (0, 1) lo denotamos con i y lo llamamos unidad imagi-
naria ; es decir,

0,0)0=0 , (1,0) =1 , 0,1) =i
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Y esta forma de expresarlos hace que un complejo (a, b) cualquiera se pueda escribir en la forma
a+ bi

En efecto,

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0,1) =a.l + b.i =a+ bi
De esta forma,

* (a,0) =a (seidentifican con los nimeros reales). En este sentido decimos que

RcC

* (0, b) = bi: se los llama imaginarios puros

Parte real e imaginaria — Conjugado — Modulo — Argumento

A

z=a;|rbi ™~

b eje imaginario

lei

a 1= \>

eje real

eje real = eje de abscisas
eje imaginario = eje de ordenadas

Dado el complejo z = a + bi (a, b € R), lamamos

*  PARTE REAL de z al nimero real: a y lo escribimos
Re(z) = a
*  PARTE IMAGINARIA de z al numero real: by lo escribimos

Im(z)=b ¢

Ejercicio 14
Sean a, b, c,d € R. Considere los nimeros z=a+bi y w = c+di.

a) siz =w, jqué se puede decir sobre los numeros reales a, b, ¢, d?
b) dé una condicién sobre los nimeros reales a, b, ¢, d que garantice que z = w
¢) complete de modo que la afirmacién sea verdadera

I=wW —

Sugerencia: piense en la definciéon de nimero complejo.

®Note que Re(z) e Im(z) son nimeros reales
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Ejercicio 15
Calcule Rez e Imz
a)z=1-2i b) z = -3i c)z=4

d)z=2-i-4i+3 e) z =i(4 - 5i) D) z=2-i+i(5+30)

Ejercicio 16

Sea z = A + iB. ;Le alcanza la informacion para responder cuanto vale Rez e Im z?

Sugerencia: no se apure para responder; mire sus respuestas del ejercicio anterior.

Comentario

Ahora que hemos visto que no hacer ciertas aclaraciones
puede llevar a error de interpretacion, diremos que de aqui

en mas convendremos que al escribir
z=x+iyeC 7

estaremos diciendo tdcitamente que x,y € R con lo cual

ahora si va a ser cierto que

Rez=x e Imz=y

*  ConjuGapo de z = a + bi al nimero complejo
z=a-bi
* Mopuro de z = a + bi al nimero real no negativo
|z] = Va2 + b?

ie., |z| =1 (a,b) |, la distancia de z al origen

Ejercicio 17

Sea z = x + iy € C. En cada caso complete con una proposicion que haga valida la
equivalencia

) ZE R i
b) 7 €S 1mMAaginario PUr0 <= ...ttt ittt
¢c) 7eR =

d) 22 eSIMAagInario PUL0 == ...iuiinintiitt et

"La razén de esta convencién es simplificar el lenguaje
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e) 2=z =

) z-72=0 =

g z+z=0

Ejercicio 18

Halle todos los z € C que satisfacen
a) z=Rez b) z=ilmz ¢c) z=iRez

d) z=Imz e) Imz=ilmz f) Rez=ilmz

Ejercicio 19

Calcule el médulo de los siguientes niimeros complejos

1+: , 4-3i , —-4+3i , -9 , 27 , cost+isent(teR) , i , -Ti
* ARGUMENTO de z = a + bi al angulo que forma z —mirado como vector desde el origen— con
el semieje x positivo

z=a+bi

0\

\

0 = argumento de z

Conviene hacer notar en este punto que el valor de 6, para cada z, no es unico. En efecto, si un
0 representa el angulo entre z y el semieje x positivo, el dngulo

0+ 2r

también, puesto que al dar un giro completo volvemos a estar exactamente en el mismo lugar.
Pero lo mismo sucede si damos varios giros completos e incluso si los damos en sentido horario.
Por lo cual, si 6 es argumento de z,

0 + 2kn (keZ)

también lo son. Vemos asi que el argumento de un complejo no estd univocamente determinado
8. Podemos decir entonces que

arg(z) = 0 + 2kn (ke

i.e., arg(z) toma infinitos valores que difieren entre si en giros completos.

8, podriamos considerar que arg es una funcién?
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Ahora bien, si fijamos un intervalo de longitud 27 sobre la recta, entonces si habrd un tnico
valor de 6 en ese intervalo que sea el argumento de un z dado.
Para entenderlo mejor, veamos un ejemplo

z=1+1

A

1 gz=1+

0)

\]

0 = argumento de 1+i

El punto z = 1 + i estd ubicado sobre la bisectriz del primer cuadrante, por lo tanto

T

4

es un valor del argumento de 1 + i, pero para representar a uno cualquiera de todos los posibles
debemos escribir
arg(1 + i) = ;—T+2k7r (k € Z)

Y si después nos piden encontrar el valor del argumento de z = 1 + i que estd entre 0 y 2x (i.e.,
nos dan un intervalo de longitud 2) si vamos a encontrar un Unico valor pues en esta situacion
tenemos dos condiciones: si llamamos « a ese valor que buscamos, debe ser

aunargumentode 1 +i y O0<a<2rx

pero entonces, por ser @ argumento de 1 + i tiene que diferir del muy especial que encontramos
Ve . .
— 3 —engiros completos; i.e.,

a=g+2k7r

y como ademds debe estar entre 0 y 27 el valor de k no puede ser cualquiera, ya que

0<§+2/m<2n )

|(— 2n \I' 2n 5

| + 4 s s s 4 + . . N . ’ -

t . g t t t t t t t + t t t t t T t N t

-2 -71/4 -3n/2 -5m/4 -1 -3m/4 “TU2 -m/4 @ 4 n/2 3n/4 m 514 32 7Ti/4 2m 91/4  5m/2
21
e——— —

En la figura anterior marcamos con un punto rojo la ubicacion de los distintos valores de arg(1 +

. e . 7r
i) y vemos que el tnico que se encuentra entre 0 y 27 es 1

Para llegar a la misma conclusién analiticamente, sumamos 7 miembro a miembro en ()

T T
- <2k < 7=
4SSy
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multiplicamos miembro a miembro por el nimero positivo —

<k<

0| —
e J RN

. 1 L
y resulta que el Unico entero k que estd entre —— y 3 es k = 0 Por lo tanto el unico valor del
argumento de 1 + i que se encuentra entre 0 y 27 es

V4
a=-

4

Y ;qué obtendriamos si nos pidieran encontrar un valor del argumento de 1 + i en el intervalo
[, 37)?
Mirando el gréfico anterior, si llamamos S a ese valor, es claro que deberiamos obtener
B = ol Comprobemos esto analiticamente siguiendo los pasos hechos antes: este valor 8
debe cumplir

ﬁzz+2k7r, para un cierto k € Z y n<P<3n

4
entonces,
< g + 2kn < 3m
T .
sumando —— miembro a miembro
3n 117
— < 2kn < —
4 ST
multiplicando miembro a miembro por el nimero positivo —
3 11 3
- <k<—=1+-
8 8

. 3 3
El tnico entero entre — y 1+ = es k = 1. Por lo tanto comprobamos que realmente hay un
tnico valor de 5 que cumple las condiciones establecidas y es

+2.1r = 9—7T

ﬂ_ﬂ'
T4 4

Ejercicio 20

Calcule todos los valores del argumento de los siguientes nimeros complejos

a) V3+i b) —10 ) -1+vV3i d)5 e) V2— V2i

Ejercicio 21

En cada caso halle el valor del argumento de z que se encuentra en el intervalo
indicado

a)z=V3+i , [-mn) b) z=-10 , [-m,n)



FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 1 17

C) Z:—1+ \/gl , I:_%T, %r) d) Z:—2 ’ (_ﬂ"ﬂ-]
e)z=5 , [n3n) He=V2-V2i , [-%%)
Ejercicio 22
De los nimeros complejos z , w , u se sabe que
21=3 . agw=T . lul=2 . agu=-%

Indique en cudles de las siguientes curvas ° estd cada uno de ellos

3n/4
Cs
G
C,
Snt/3

(A cuales de estos tres nimeros pudo ubicar con exactitud? ;Qué datos necesita
minimamente tener sobre un complejo para saber exactamente donde esta?

Ejercicio 23

Considere los nimeros complejos z = -2 +3i y w tal que |w| =1y argw = 57”
Ubique a cada uno de ellos en un sistema cartesiano mostrandolo como interseccion
de curvas.

NOTA: Si necesita hacer cuentas es que hay algo que no comprendié del todo bien. Haga un grafico

para cada numero.

Ejercicio 24

Consideres los nimeros complejos: z = |z|(cosa +isena y w = |w|(cosB + isenf.
(Qué relacion hay entre a y 3 si se sabe que, pensados como vectores desde el origen,

a) zy w son paralelos y tienen el mismo sentido?
b) z y w son paralelos pero tienen sentidos opuestos?

¢) zy w son perpendiculares?

9Las rectas se consideran casos especiales de curvas.
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Propiedades

Para los numeros complejos z=a+bi y w=x+yi vale

1. #=-1
2.0zl=1lzl 'y z=z
3.z+w=7+Ww
Z+z -2
4. Re(z) = —— e Im(z) = —
5. z=1zf
Z = (a + bi)(a — bi) = (a* — b(=b)) + (a(=b) + ab) = a* + b* = | |

6. zw =2zw

Usando la definicién de producto de complejos resulta que zw = (ax — by) + (ay + bx)i y

entonces

zw = (ax — by) — (ay + bx)i
Por otro lado,
7w = (a — bi)(x — yi) = (ax — by) + (—ay — bx)i = (ax — by) — (ay + bx)i = zw

T lzwl|=1zllwl]

Siendo dos nimeros positivos, que sean o no iguales equivale a que le pase lo mismo a

sus cuadrados. Por lo tanto, basta probar que

2 2
|zow P =1z |wl
Usando propiedades anteriores podemos decir que
2 ——  _—— = — 202
| zw | = zwzw = zwzw = zZww = | |7 | w |

como queriamos.

1 z
8. —=—5 (2#0)

T |z
9. Desigualdad triangular '

lz+w|<|z|+]|w]
Tal como prometimos, vamos a demostrar esta propiedad. Pero antes de comenzar a
hacerlo conviene recordar unas propiedades importantes de dos funciones conocidas
fiRsg— Ry , f()=x y g:Ryg— Ry , g0)=Vx

0Teniendo en cuenta que || (a,b) || = Va2 + b% = | a+ bi|, esta propiedad es exactamente la misma que se

mencioné al estudiar el plano real R?
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Son inversas, una de otra, y ademas, estrictamente crecientes. Recordemos sus gréficos,

A A

f(b) g(b) —
9(a)
f(a)
a b > a b >
a<b=> f(a)<f(b) a<b=> g(a)<g(b)

Este hecho nos dice que, siendo |z+w | >0y |z|+|w]| >0,
lz+w|<|z|+|w]| equivale a lz+wl <(z|+|w]?
Vamos entonces a demostrar la segunda. Tenemos

lz+wl=@+wW)ZTw=(+W)E+W) =22+ WW+ 7w+ 7w
=1zP+|wP+w+zw=|z]>+|w[ +2Re(zw)
<lzP+IwlP+2IRe@w) [ <|zP+wlP+2lzwl =z +|wl +2]z]|W]
=1zP+Ilwl+2]z]lw]

=(zl+|w)?

como queriamos.

Ejercicio 25

Seah:R — Ry, , h(x) = 12,
a) jesh= f? (feslamencionada en la propiedad 9.)
b) haga un grafico de 4 y compruebe que ahora saber que
a<b
NO nos habilita a afirmar que

h(a) < h(b)

c) (Era necesario entonces aclarar que |[z+w| > 0y |z|+|w]| > 0 para poder
asegurar que

lz+w|<|z|+]|w] equivale a lz+wlP<(z|+|w)? ?

10. [lz]=Iwll < [z=w[<[z|+]|w]
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1. [Rez|<|z| , [|Imz[<|z| , [z|<|Rez|[+|Imz|

12. Ley del Paralelogramo

lz+wlP+lz—wP =21z +2|w]

Forma binémica — Forma trigonométrica

La forma en la que hasta ahora hemos estado representando a los nimeros complejos se la llama
Jorma binomica
z=a+bi

Escrito de esta manera, es inmediato saber cudnto valen sus partes real e imaginaria
Re(z) = a , Im(z) = b 1

Vamos a ver ahora otra forma de representarlos utilizando, en lugar de sus partes real e imagi-
naria, su moédulo y argumento. A esta otra manera de escribir a un complejo se la denomina
Jorma trigonométrica o también forma polar

Antes recordemos que dado un z € C, hay un tinico r > 0 ' tal que z esta sobre la circunferencia
de centro 0y radio r. 13

Y, siempre que los valores de ¢ estén dentro de un intervalo de longitud 2, habra también un
Unico ¢ tal que

a=rcost y b =rsent

Y

rcost r

""Recuerde que la parte imaginaria de un complejo es un nimero real. La unidad imaginaria i no forma parte
de la parte imaginaria del complejo.

12a menos que z = 0, en cuyo caso r = 0

13, quién es este r?
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Entonces,

z=r(cost+senti)

peror =|z|yargz =t + 2kn (k € Z); luego,

z=|z|(cost+isent)

y dada la periodicidad del seno y del coseno podemos escribir

z=|z|(cosargz + isenargz)

A esta forma de escribir a z, a partir de su médulo y argumento se la llama la forma trigonométrica

o polar.

Ejercicio 26

Escriba al complejo z en su forma binémica sabiendo que

a) lz|=3 ,
b) |z|=3 ,
o lzl=2 ,
d [z]=2 ,

argz = g+ 2km
n
= —+ 2k
argz = n
argz = %+ 2k 14

arg z = arcsen(0, 99) + 2kn ¥

(keZ)

(keZ)

(keZ)

(keZ)

Ubique a cada uno de estos nimeros en un esquema grafico de dos formas distintas:

a partir de los datos dados y luego usando su forma binémica. Una vez hecho esto

indique en cada caso cual de las dos le resulté mas conveniente.

Ejercicio 27

Considere el nimero complejo z = r(cos@ + i sen6) y en cada uno de los siguientes

casos determine en qué parte del plano se encuentra z. La respuesta debe ser un

esquema grafico de la region correspondiente

a)0<r<2
T T
__<9\_
©) =3 2
T
e) >
S 3
g)r?l , _<9<7

'Cuidado: sen £ # 0,3826
Recuerde que |cost| = VI —sen?t

b) 0<é6<n

3
<O —
d) n 5

f) 0

N

r<2 , 0<6<

h)0o<r<2 , 0=
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Ejercicio 28

En cada uno de los siguientes casos determine en qué parte del plano se encuen-
tra z. La respuesta debe ser un esquema grafico de la region correspondiente

a) argz = arccos@ + 2kmr 'y b) argz = arccos@+2kn y c) argz =arccosf +2kn y
-1<6<1 0<o6<1 -1<6<0

d) argz = arcsenf +2knr 'y e) argz = arcsenf +2kn 'y f) argz = arcsenf +2kn y
-1<6<1 0<o<1 -1<6<0

Ejercicio 29

Averigiie si es posible hallar 6 tal que
a) argz = arcsen 6, sabiendo que z esta en el segundo cuadrante
b) argz = arcsen 6, sabiendo que z esta en el tercer cuadrante
c¢) argz = arccos 6, sabiendo que z esta en el tercer cuadrante

d) argz = arccos 6, sabiendo que 7 esta en el cuarto cuadrante.

Ejercicio 30

Seaz=a+bicCcona®*+b*=1
a) jen qué lugar del plano complejo esta ubicado z?

b) escriba a z en su forma trigonométrica

NOTA: desde luego que no se pretende que sepa de z mas de lo que se dice en el enunciado
c) supongamos que z esta en el

(1) primer cuadrante; jcuales de los siguientes valores represesenta a argz
b

a

b) , arctan(%) , arccosa , arcsenb ?

arctan (
(i1) segundo cuadrante; jcual de los siguientes valores representa a arg z
arctan (g) , arcsenb , arcsen (g) , arccosa ?
(iii) cuarto cuadrante; jcuales de los siguientes valores representa a argz
arccosa , arcsenb , arctan (S) ?
(iv) tercer cuadrante; jalguno de estos valores representa a argz
arccosa , arcsenb , arctan (g) ?

Explique claramente el por qué de cada respuesta. En caso que la respuesta
sea que ninguno lo representa piense en una idea geométrica que le permita
calcular arg z.
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Ejercicio 31

Escriba al complejo z en su forma trigonométrica
a) z=-2 b) z=-2i c) z=4i d) z=-2-2i e)z=2-3i

Ubiquelos en un esquema grafico sefialando la circunferencia y la semirrecta que
lo determinan.

Lema (argumento del producto)
Dados a,8 € R,

(cosa + isena)(cosB + isenf) = cos(a + ) + isen(a + )

DEMOSTRACION:

Es importante recordar las siguientes identidades trigonométricas

cos(x £y) =Ccosxcosy Fsenxseny

sen(x £y) = sen xcosy + Senycos x

Efectuamos entonces el producto de los nimeros complejos
Z=cosa +isena , w=cosf+isenf
Usando la definicion de este producto,

Zw =cosacosf —senasenf + i(senacosf + senScos @)

cos(a +B) + i sen(a + )

Observacion

Este resultado muestra que @ + 8 es un valor del argumento de zw. Y esto sigue valiendo atin
cuando z y w no tengan moédulo 1.
Hemos probado unas de las propiedades del argumento que mencionaremos a continuacion:

arg(zw) = argz + argw

con la unica restriccion z, w # 0 para que los argumentos estén definidos.

Propiedades del argumento

Sean z, w € C no nulos, entonces

(1) arg(zw) = argz +argw

(i1) arg (%) = —argz
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(ii1) arg (K) =argw —argz
Z
(iv) argz = —argz

(v) arg(—z) = argz+nm

DEMOSTRACION:

0]
Lo hicimos en la observacion previa.
(i1)

Tenemos

entonces, usando (i) resulta que

1
argz +arg — = arg 1
Z

0 sea
1
arg— = —argz+argl = —a + 2kn 4+ 2mn = —a + 2(k + m)r = —argz (k,m € 2)
Z
Basta notar que
w 1
— =W —
Z Z
y aplicar (i).
)
1 z I _
_:___Z
z zP JzfP

>0

I _ . . . .
por lo tanto, — y z estdn sobre la misma semirrecta; esto asegura que tienen el mismo argumento
<

1
argz = arg (—) =—argz
<

)

Basta notar que —z esta sobre la misma recta (por el origen) que z pero en la semirrecta opuesta
respecto del origen. De modo que sus argumentos difieren en 7

arg(—z) = argz+nm

La forma trigonométrica tiene una ventaja notable sobre la otra cuando se trata de calcular
potencias de z esencialmente gracias al resultado siguiente
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Teorema (De Moivre)

[cost + isent]" = cos(nt) + i sen(nt)

paratodote Ryn e Z.

DEMOSTRACION:

Lo vamos a hacer con detalle paran = 2y n = 3 y luego daremos una idea del caso general para
n € N. El caso n € Z¢, serd dejado como ejercicio.

* n=2

[cos? + isent]? = [cos® ¢ — sen’t] + i[cos fsenf + sen fcos f] = cos(2t) +i2sentcost

cos(2t) + i sen(2t)
donde hemos hecho uso de algunas importantes identidades trigonométricas:

sen(x £ y) = sen xcosy % Senycos x , cos(x £ y) = cosxcosy F senxseny
de las que se deducen (tomando x = y en el caso de la suma)

sen(2x) = 2sen xcos x , cos(2x) = cos® x — sen’x

* n=3

[cos? +isent]® = [cost+isent]? [cost +isent]

= [cos(2¢) + i sen(2t)][cost + i sen ]

[cos(2t) cos t — sen(2f) sen ] + i[cos(2f) sent + sen(2¢) cos t]

cos(2t +t) + isen(2t + 1)

cos(3¢) + i sen(3¢)
Para n € N mayor que 3, podriamos suponer que ya llegamos probando estas identidades hasta
n — 1; i.e., suponemos que ya sabemos que

[cost+isent]”' = cos((n— 1)f) +isen((n — 1)1)

y trabajando como en el caso n = 3 llegamos a que también es cierto para n. Como no estamos
condicionando n, podemos convencernos de que vale para cualquier natural.

Ejercicio 32

Pruebe el Teorema de De Moivre para el cason € Z, n < 0.

Sugerencia: si n es entero no positivo se puede escribir en la forma n = -m conm € Nom = 0.
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Aplicacion

Supongamos que nos dieron el complejo z = 1 — i y nos piden hallar z!°. No parece que resulte
ser un cdlculo breve hacer todos los productos.
Utilicemos lo visto recién.

1. Encontremos primero la forma trigonométrica de z

Necesitamos hallar el médulo y el argumento.
lzl=11-i|=Vi+1=1V2

Respecto del argumento, se debe cumplir

\/Ecosargz =1
V2senargz = —1
0 sea,
N2

cosargz = =
2
2

senargz = —

Por ser cosargz > 0y senargz < 0 sabemos que z estd en el cuarto cuadrante y mas
precisamente sobre su bisectriz pues | cosargz | = | senargz | con lo cual

7
argz:f+2/m (k € Z)

Si, entre los infinitos valores del argumento de z, nos quedamos con el que esta entre O y
27 resulta
zZ= \/E(cos(74—”) + isen(%”))

2. Calculemos ahora z'° usando De Moivre

20 =[ V2(cos(Z) + i sen(ZN]" = (V2)""[(cos(Z) + i sen(Zx))]"°
=2° [cos(?%) + isen(?%)] = 32[005(357”) + isen(357”)]
= 32[cos(Z + 167) + i sen(Z + 167)]
35=4.8+3
? 32[cos(37) + isen(37)]

167=8 giros
completos

= -32i

En uno de los pasos de esta cuenta usamos el algoritmo de division de niimeros enteros. Lo
recordamos para evitar posibles futuros errores.

Ejercicio 33

Escriba en forma binémica al nimero ( V2—i)'® y exhiba un valor de su argumento.
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Teorema (Algoritmo de Division de Enteros)

Sean a,b € Z, a # 0. Existen entonces unicos enteros g y r tales que
b=ag+r con 0<r<|al

El entero g se llama cociente y el entero r resto

Caso particular

Si tomamos a, b € N, el teorema anterior dice que hay unicos enteros q y r tales que
b=aqg+r con 0<r<a
En la cuenta anterior aplicamos este resultado con: a = 4 y b = 35 y result6 que

q=238 y r=3

Conjunto totalmente ordenado

Decimos que un conjunto es totalmente ordenado cuando dados dos cualesquiera de sus ele-
mentos podemos decir, en caso de no ser iguales, cudl de los dos es mayor.

Sabemos que R tiene esa propiedad. Pero ademas el orden de R es compatible con sus opera-
ciones. En el siguiente sentido:

* para todo a,b,c € R, si a < b entonces a + ¢ < b + ¢ (decimos que el orden respeta la
suma)

* paratodo a,b € Ry c > 0, sia < b entonces ac < bc (decimos que el orden respeta el
producto por nimeros positivos)

No es posible construir un orden asi en C.

Supongamos que pudiéramos encontrar una manera de ordenar a todos los complejos de forma
que ese orden respetara a la suma y al producto. Siendo que R C C, es razonable pedir ademas
que no desordene a los reales.
Consideremos dos de sus elementos:

0 e i

Como no son iguales, uno de los dos deberia ser el més grande

1. Supongamos primero que es i; es decir, vamos a suponer que i > 0. Como pretendemos
que este orden respete a las operaciones, deberia ser i.i > i.0. Pero i* = —1, llegariamos a
que los nimeros reales —1 y 0 satisfacen: —1 > 0. Esto es absurdo.

Conclusiéon: NO PUEDE SER i > 0
2. Supongamos por ultimo que i < 0; en tal caso, deberia ser —i > 0. Y entonces, como
antes, resulta (—i)> > 0. Pero (—i)? = (=1)?i* = —1. Llegamos otra vez al mismo absurdo.

Conclusién: NO PUEDE SER i < 0
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Conclusioén final: no hay forma de ordenar a C de manera analoga a R.

Consejo:

Antes de usar los simbolos “<” o “>”, si estd tratando con complejos, asegurése de que esos
complejos sean en verdad reales; no tiene sentido que aparezca uno de esos simbolos si los
nimeros son complejos no reales.

Usar orden entre nimeros complejos que no son reales o que no se sabe si lo son es un ERROR
MUY GRAVE.

Ejercicio 34

Considere las funciones
f:R—R , g:R—C , h:C—R
;tiene sentido preguntarse si
a) f es monotona?
b) g es mondétona?

¢) h es monéotona?

Raices de numeros complejos

En los niimeros reales cualquier nimero —positivo o negativo— admite raiz de indice impar. Si
el indice es par, solo podemos calcularla para nimeros no negativos.

En tal caso, si x > 0, v/x representa el inico niimero positivo que elevado al cuadrado da x.
Esto nos permite decir que la asignaciéon x — +/x es una funcién porque hay solo un nimero
positivo que cumple eso y por lo tanto no hay ambigiiedad.

En el caso de los numeros complejos — dado que C no admite ese tipo de orden — no vamos
a poder distinguir entre todos los valores que cumplen esa condicién. Por lo tanto no podremos
hablar de funcién. Pero si podemos calcular los valores, por ejemplo, cuyo cuadrado es un
complejo dado.

En este tema también resultard muy ttil la forma trigonométrica de los complejos y el algoritmo
de division de enteros.

Lo haremos con una serie de ejemplos que van a ir incrementando su complejidad.

En todos los casos se tratard de hallar todos los z € C que satisfacen la condicion dada

Escribimos z en su forma polar

z=|z| (cosargz + isenargz)
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Sabemos que 72 = 1, debe ser entonces
1=|2]=1zp
Por lo cual, | z| = 1. Entonces,
Z=cosargz +isenargz

de lo que obtenemos

1 =2> =cos(2 argz) + i sen(2 arg 7)
y de aqui se deduce que
cos(2argz) =1
sen(2argz) =0

o sea,
2argz = 2kn (keZ)
que es decir
argz = kn (keZ)
de forma que
) 1 kpar
z=coskm+isenknm = (keZ)
-1 kimpar
Conclusion
2Z=1 = 7==1 (%)
2. 72=-1

Trabajando como en el caso anterior
z=1|z| (cosargz + isenargz)
nos lleva de nuevo a que debe ser | z| = 1, por lo que

z=cosargz+isenargz

Pero ahora 7> = —1, entonces
cos(argz) = -1
sen(2argz) =0
o sea,
2argz = 2k + )m=2kn+n (keZ)

que es decir
argZ:7—2r+k7r (k € Z)
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de forma que

i kpar
z:cos(j—r+kﬂ)+isen(z+kﬂ):isen(z+k7r): P (keZ)
2 2 2 —i k impar

Conclusion

Notemos que esta ecuacion es equivalente a

y también a

y en consecuencia,

Esta ecuacion equivale a

y también a

pero esto es decir, en virtud de (s*<),

Conclusién,
Z=-5 == z=+V5i
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5. (z—a-ib)* = -7

Notando que esta ecuacién equivale a

obtenemos que

—a—ib
(z—a—ib)y? =T — LTATl (por (%))

V7
y por lo tanto, los valores de z que satisfacen la ecuacion son los que verifican

z—a—-ib . z—a-—ib
— _

= , —i
V7 V71
Conclusién

(z—a—-ib)?=-7 = z=a+ib+ Vi = z:a+i(bi\/7)

Ejercicio 35

Halle todos los z € C tales que z° = 8.
6. w*=16i

Escribimos a w en su forma trigonométrica
w =|w|(cosargw + isenargw)

calculamos su mdédulo
lw|*=1]16i] =16

de modo que | w | = 2 y entonces,
w = 2(cosargw + i senarg w)
Ahora, con la forma polar de w, volvemos a reconstruir la ecuacion dada
16i = w* = 2*(cos(4 argw) + isen(4argw)) = 16 cos(4 argw) + i16 sen(4 argw)
de forma que los w que buscamos son los que satisfacen

cos(4argw) =0
sen(4argw) = 1

esto es decir
M@w:g+%ﬂ (k € Z)
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equivalentemente
n 2knm
argw = — + — (keZ)
8 4
Teniendo en cuenta que tanto el coseno como el seno son 2r—periodicas, estos infinitos
valores de arg w producen en realidad una cantidad finita de nimeros complejos w que
satisfacen la ecuacion que estamos resolviendo. Para comprobarlo vamos a utilizar el

algoritmo de division
k=4g+r (geZyreZ:0<r<3)

de esta forma
2kmt = 4.2qm + 2rm

con lo cual
argw = 7—T+2—ﬂ+2qn
8 4
siendo 2gmr un multiplo de un giro completo,
cosargw = cos (E + Zir) , senargw = sen (7—T + Zﬂ)
8 4 8 4

Podemos entonces afirmar que los w que satisfacen w* = 16i son los que tienen la forma

2 2
2(cos(g+ %)+isen(g + %)) = 2(005(% +%)+isen(7§r +%)) (r=0,1,2,3)

y comprobamos entonces que hay exactamente cuatro:

wo:z<cos<g>+fsen<g>>
= 2(eos( 4 F)wisn(§ + )
SRR .
=25+ 5 e isen 4 5
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Comentario

Utilizando identidades trigonométricas y el hecho de ser cos(}) = g se puede ver que

V2-2

T P q—
cos g = y seng = ——

)
+
)

Con esto podriamos escribir

wo \/2+ \/§+i\/2— V2
Wi :—\/2— \/§+i\/z+ V2
W) —\/2+ x/i—i\/z— V2
ws = \/2— \/E—i\/2+ V2

7. (z—3-3i)* = 16i

Observemos que los z que satisfacen esta ecuacidn son los que hacen que z — 3 — 3i
satisfaga la ecuacion del ejemplo anterior. Luego, las soluciones son

Zo=wo+3+3i , z1=w;+3+3i , Z=w,+3+3i , zz=w3+3+3i
A
A
‘oZO
3L , .
We. 22&\"
) «z
o ?
| -
:’ I =
: 3
W'
g

Ejercicio 36

Halle todos los z € C tales que
a) 72 = -32i
b) (z+4)° = -32i

Ubique en un esquema grafico a las raices de cada ecuacion.
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8. 2-2iz=2-V3i

Lo primero que haremos es completar cuadrados '° en el primer miembro de esta ecuacién
para llevarla a una forma similar a otras que ya analizamos

2-2iz=2 = 2iz+ (=i = (=)} = z— i) = (=)’ = =i + 1
Por lo tanto, la ecuacion que debemos resolver es equivalente a
Z—i+1=2-V3i

0, lo que es lo mismo,
- =1-iV3
Con el objeto de simplificar la escritura, llamamos

w=2z-—1

y resolvemos primero
wr=1-iV3
Obtenemos en principio que
wP=|1-iV3|=Vi+3=2
i.e.,
lw|= V2

de forma que
w = V2(cos argw + isenargw)

reescribimos la ecuacién usando la forma polar de w
1 —iV3 = w? = 2(cos(2argw) + i sen(2 arg w))
luego, w va a satisfacer la ecuacion si y solo si

2cos(2argw) =1 cos(2argw) = 1
=

2sen(2argw) = — V3 sen(2argw) = —‘/75

deducimos de aqui que w? estd en cuarto cuadrante dado que el coseno es positivo y el

. 5w
seno negativo. Un valor del argumento es 3 entonces

5
2argw:?ﬂ+2k7r (keZ)
o0 sea,
Snm 2kn
=— 4+ — keZ
argw 6 2 ( )
dividimos a k por 2,
k=2g+r (gqeZ,r=0,1)

16Ver Apéndice
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de modo que 2k = 2rm + 2.2gn, con lo cual
Sn
argw:€+m+2qzr (r=0,1)

y entonces comprobamos que hay exactamente dos soluciones de la ecuacion que son
Wo = \/E(cos (%”) + isen(%”)) . owy = \/E(cos (%) +isen (HT”))

o0 sea,

— 3 V2 _ 3 .2
Wo=-—y2%l% Wi= N3 Tly

Volviendo a la variable z podemos decir que las soluciones de la ecuacién dada son
Z0 = Wo + 1y z1 = wy + I; es decir,

=-yBHi(Z+1) L n=\fiei(1-9)
La exponencial compleja

Dado el nimero complejo z = x + iy se define
e° =e*(cosy+iseny)
Consideremos dos casos muy especiales

@ zesreal;ie,y=0

En tal caso, como cos0 + isen0 =1,
=e
O sea, la exponencial compleja extiende a la exponencial real

€ 7 es imaginario puro; i.e., x =0

En tal caso, como ¢’ = 1,
e =¢eY=cosy+iseny

Ejercicio 37
Calcule parte real e imaginaria, médulo y argumento de los siguientes numeros
complejos

ein , ein/2 , eZ+i7r/2 , 62+3i , 62+(3+67r)i

Observaciones

1. MuY IMPORTANTE
Aunque la grafia de las exponenciales real y compleja es la misma, son funciones muy
distintas y es un error creer que las propiedades que tiene la exponencial real son com-

partidas por la exponencial compleja.
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2.

Una propiedad que si es comtn
tw an

paratodoz =x+iy,w=u+ivenC.

Siendo
Z+w=x+u)+i(y +v)

resulta, a partir de la definicidn,
e = e (cos(y + v) + isen(y +v))

y, teniendo en cuenta que e*** representa la exponencial real, si podemos decir que
e = e*e"; ademas, utilizando la definicion de producto de nimeros complejos e identi-

dades trigonométricas,
cos(y +v)+isen(y +v) = (cosy+iseny)(cosv+isenv)

por consiguiente,

et = ™ (cos(y + v) + isen(y + v))

e*e"(cosy + iseny)(cosv +isenv)

e*(cosy +iseny) e"(cosv +isenv)
— eZeW
Un caso particular de la propiedad anterior dice que

ei(a/+ﬁ) — ei(x+i,3 — eiaeiﬁ

Comentario: si bien esto es cierto para todo @, € R, no se puede usar para demostrar
que
(cosa +isena)(cosfB +isenf) = cos(a + B) + i sen(a + )

pues esta igualdad es la que nos permitié demostrar que ¢ = ee".

Ejercicio 38

Considere el complejo e (x,y € R)

a)
b)
c)

d)

e)

calcule | ety |

(como deben ser x e y para que | sty | =27

suponiendo que | e*? | = 2, escriba la forma trigonométrica de ¢~ e indique

cudl es su médulo y su argumento
;como tienen que ser x e y para que e = [ + V3 i?

halle todos los z € C tales que ¢ = 1 + V3 i.
NOTA: si para responder este item necesita hacer alguna cuenta es que algo no le quedé del

todo claro.
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4. Algunas importantes diferencias

(1) La exponencial real es inyectiva. La exponencial compleja no lo es. Es mds, e es
2mi—periddica,

ez+2km _ ez

paratodo k € Z

(i) La exponencial real es estrictamente creciente. No tiene sentido plantearse esto para
la exponencial compleja dado que no tenemos orden en C

(iii) Para la exponencial real vale que (e%)” = ¢*. Si planteamos esta situacién para la
exponencial compleja, ya en una de las situaciones mds simples —z = i (@ € R) y
w = V2— tenemos problemas; por un lado,

x e = V2 — cos V2a +i sen V2a
mientras que

*  (€°)" requiere ser definido porque w no es entero y e* es un numero complejo.
Esto se hace utilizando ramas del logaritmo complejo.

Conclusion: hay que tratar con mucho respeto a la exponencial compleja.
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APENDICE
Complecion de Cuadrados

Recibe este nombre el método que permite llevar la expresion ax? + bx + ¢ a la forma
2
ax—a)+p

Para entender mejor el procedimiento conviene recordar la expresion del cuadrado de un bi-
nomio:
2 _ 2 2
(a+b)y=a" +2ab+b

Veamoslo primero con un ejemplo y luego haremos la cuenta en el caso general.

3x% - 12x+13 = 3(x —4x)+13
= 3(x" - 2.2x)+ 13
3(x* —22x+4-4)+13
= 3((x-27-4)+13
= 3(x-2-12+13
= 3(x-27+1

Hemos logrado lo que nos propusimos. Para este caso particular comprobamos que la funcién
cuadréatica
f(x)=3x"—12x+ 13

se puede escribir en la forma
f)=3(x-27+1

y de esta manera asegurar que su grafico es una parabola de eje vertical y vértice (2, 1).
Los pasos principales que nos permitieron lograr esto fueron:

(1) sacar factor comin el coeficiente de x?

(2) escribir el coeficiente de x como * 2.algo ’ con el objeto de que esos dos primeros suman-
dos se puedan interpretar como parte de un trinomio cuadrado perfecto

(3) sumar y restar el cuadrado del ‘ algo ’, justamente para que ahora los tres primeros suman-
dos sean precisamente un trinomio cuadrado perfecto.

Sigamos estos pasos en el caso general,
fx) = ax* + bx + ¢

donde siempre suponemos a # 0 para que realmente haya un término cuadratico.
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ax’> + bx+c

=- ||
Q
=
o
+
QI
=
N—
+
o

S ||
Q
=
[\S)
+
[\

N
=

~——
+
o

5 2a 4a>  4q?
~ AN
- 4\ 2a 4q2 ¢
L b P N
= a|XxX+—| ——+¢
2a 4a
ML > dgc - b?
= alx+—
2a da
Entonces, si llamamos
b 8 4ac — b?
o = —— =
2a y 4q

f(x) toma la forma

fx) =a(x—a) +8

Notemos que el primer sumando tiene el signo de a, pues (x — @) > 0 siempre. Luego,
fx)=p sia>0 y fx)<p sia<0

Esto se ilustra en la siguiente figura

y : y a<0

a>0

De aqui también se concluye que esta funcion no es inyectiva y podemos calcular su imagen
Im(f) = [B, +0) sia>0 e Im(f) = (—o0,f] sia<0

Notemos finalmente que el coeficiente a también estd relacionado la amplitud de la pardbola:
cuanto mayor sea | a | mas cerrada serd la pardbola. Estudiaremos esto con mas detalle en la
proxima practica cuando nos ocupemos de las conicas, uno de cuyos ejemplos es la pardbola.
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Aplicacion al calculo de raices de una parabola

Consideremos la pardbola que es el grafico de la funcién
f:R—R , f(x) =ax* +bx+c (a#0)

Como se trata de buscar sus raices, i.e., los nimeros que hacen que se anule, es claro que
b c

f(x):ax2+bx+c y g(x):x2+—x+—

a a

tienen las mismas raices. Hallemos entonces las raices de g.
Aplicando la complecion de cuadrados resulta

2
p)2 p
=lx+%) ——+
g =[x+ L) =Ly
PV 4q-p’
=(x+%] + ———
(x 2) 4
De modo que x serd una raiz de g si y solo si
( p)2+4q_p2—0 1)
T2 T

Observemos que si 4g — p? > 0 esta ecuacién no tiene solucién en R. Analicemos entonces el
caso 4g — p> < 0. Ahora (1) es equivalente a

( p)2 P’ —4q
X
4
que a su vez equivale a
P ' _ NP’ -4q
2

y de aqui concluimos que g tiene dos raices !’

_NPP-4q9 p _ Np*-4q p
X1 = 3 +2 y Xy = +2

7no necesariamente distintas; si p> = 4¢ hay una rdiz doble: £

2
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PROBLEMAS

1. En cada caso se da un nimero complejo y dos multiplos. Ubiquelos en el plano complejo.

Compare sus médulos y argumentos. '

a) 1+i,2+2i, -3-3i b) 3—4i, 3+4i, 13 +4i)
) 1= V2i, =3+3V2i, (1+i)(1—-V2i)

Nora: para ubicar V2 sobre los ejes utilice un argumento geométrico y compds.
2. a) En cada uno de los siguientes casos, multiplique los pares de nimeros dados y cal-
cule el médulo y argumento del producto
1 -1+i, -1-1 (1) 3+2i , i () 2+i, 1—i
b) Encuentre un valor de cada argumento hallado en a) que se encuentre entre 0 y 2.
¢) Encuentre un valor de cada argumento hallado en a) que se encuentre entre —r y 7.

d) Encuentre un valor de cada argumento hallado en a) que se encuentre entre —67 y
—4.

e) Ubique cada uno los pares de nimeros dados en a) y de sus respectivos productos
en el plano complejo. Sefiale en dicho grafico médulo y argumento de cada numero.

f) Para cada par de nimeros dados en a), encuentre una relacion entre el argumento de

cada uno y el argumento del producto. Haga lo mismo con el médulo.

3. Muestre que para todo z, w € C vale

_ = _ 1 Z
a) |z] =]z b) z=z 0 zZ=1zI d)E:W
Z
e) 7w +zw = 2Rezw = 2Rezw f) [z+wl =]z +|w[*+2Rezw
4. Siendo z = x + iy € C, jcudnto vale
a) z+72? b) z—%? c) zz?
d) |z|? e) Re;?(ziO)
1
f) Imz? (z#0)
S5n 3r
5. Se sabe que arg z = 3 + 2k y que argw = Z+2m7r (k,m € Z)

a) (sobre qué semirrecta deberia ubicar al complejo zw?
b) (sobre qué semirrecta deberia ubicar al complejo %?

¢) ¢sobre qué semirrecta deberia ubicar al complejo £?

Brecuerde que cada complejo tiene infinitos argumentos; la expresién que escriba debe representar a uno

cualquiera de ellos, no uno en particular
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d) ¢(sobre qué semirrecta deberia ubicar al complejo —z?
e) (le alcanza la informacion para calcular: arg(zw) , arg (%) , arg (%) ?

f) halle el valor del argumento de % que esta en el intervalo (-, 7).

6. Siendoz =3 (cos %’r +isen 34—”), [cuanto vale
a) |z]? b) argz? c) argz? d) arg(%)?
e) arg(z*)? f) arg(3z)? g) arg(—3z)? h) arg(iz)?
D) arg(5)? i) arg(&)? k) ‘ = '?

7. Grafique el subconjunto del plano complejo definido por las condiciones

b4 Sr
=< <= P , -1<Rez<3
> argz 1 ez

8. Describa mediante ecuaciones o inecuaciones, segun corresponda, el subconjunto del

plano complejo que se muestra en la siguiente figura
A

/6

/4

9. Para cada nimero complejo dado, halle su forma trigonométrica

3.3V3. V31 .
a) §+Tl b) —T—Zl C) 4—‘1
d 5 e) -3 f) —4i

1+1
) 7i h)y ——
s 3+343i
1) —1—1

10. Para cada nimero complejo dado, halle su forma binémica

a) |z| =3, X es un argumento de 7 b) |z]| = % , —%” es un argumento de z
¢ |z|=5, 2(3)—” es un argumento de z d) |z| =2, % esun argumento de z
e) |z| =3, 9res un argumento de z f) |z| =1, 16 es un argumento de 7
1+ 5
g ——= h) -
31+3x/§z i
VT

19 AcLaRACION: hemos insistido en que cuando escribimos “ arg z ” nos referimos a un valor genérico del argu-
mento de z (uno de los infinitos que tiene). Hay que reconocer entonces que estas desigualdades no tienen mucho
sentido. Se trata solamente de una convecidn para no complicar la escritura. Al buscar todos los z € C que satis-
facen m < argz < 2z simplemente queremos decir que debemos encontrar a todos los complejos para los cuales

alguno de los valores de su argumento estd en ese intervalo.
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1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Para cada uno de los siguientes complejos z, halle la forma binémica de 7" para el valor
de n indicado en cada caso

a) z=cos(3}) +sen(3})i,n=8 b) z=1+i,n=2
¢c)z=i,n=1,2,3,4 d) z=i,neN
e) z=-i,neN

2

Dado z = 1 +iV3 halle el valor del argumento de: z , 7 , % -z que se

encuentra en el intervalo (’%, 57”)

Grafique los conjuntos del plano complejo dados por las siguientes condiciones

a) |z]=1 b) Re(z) =2 ¢) Im(z) = -3
d) 3z-2Z+1=0 e) z—-4=0 f) |z—-1]=3
g) |z—-1+3i|<2 h) |2z-3+i|<5 )1<|z—i|<3
i) Re(z) >4 K) [z—a—-ib|< 1 1) arg((1 —i)z) = %
m) 1<|z—-i|<4,Im(z)<2 n) —§<argz<3§” 0) —§<arg2<%”

En cada caso, primero analice si hay soluciones reales y luego halle todas las soluciones
complejas 2

a) 2+1=0 b) 22-4=0 c) 2+4=0

d (z-1*-4=0 e) (z—1)?*+4=0 f) (z—=i)?-1=0
g (z—i)+1=0 h) 4z+2°+9=0 i) 2%2+z=0

) 222+82+9=0 k) 22-2iz+9=0 ) 22-27=—i

Encuentre todas las soluciones de

a) 2 =1 b) 22 =38 ) Z2+1=0
d) z+2°-1=0 e) z+2°+1=0 f) z=30)°=1- V3i

En cada caso indique, y represente graficamente, qué subconjunto del plano complejo
determinan las condiciones dadas

a) Re(z) =3 b) Im(z) = -2 c) |z]=5
d) arg(z) =33 e) |z—=3+i|=2 f) arg(z-3) =%

Grafique los subconjuntos del plano complejo dados por las siguientes condiciones

a) arg(z) € (-m,7m),|z| <1 b) arg(z) € (-3,3%

c) arg(z) € [3%,7) d) arg(z—1) =3nr

e) arg(z—1)=3nm,|z-1|=4 f) 0<argx) <%,lzl<3
g)0<arg(z—l)<5,|z—l|>% h) g<arg(z+i)<ﬂ,|z+i|<i
1) |z]| =arg(z),0 < arg(z) < 27 J) f<argBz) <nm

k) § <arg(2iz) < % ) 0 <arg((1-1iz) < 3%

m) 0 <argx) <%,lzl=3 n) arg(zx) =%,|z| <3

0) arg(x) =% .|zl =3

20Recuerde que los reales son también complejos.



44

FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 1

18.

19.

20.

21.

22.

Calcule
a) ei;r/2+7m' b) el—i C) eln|z|+iargz (Z eC L7 F O)
Halle todos los z € C tales que

a) =1 b) & =¢ c) &€=0
d) e=i,—n<Imz<n e) ef=1—-i,-n<Imz<n

Lo hecho en este ejercicio, (le permite decidir si la funcion f : C — C, f(z) = €%, es
inyectiva?

(Qué relacion debe haber entre z y w para poder asegurar que e = " ?

Se definen el conjunto A = {z € C |0 < Im(z) < 2n} y la funcién g : A — C dada por
g(z) = ¢€°. Averigiie si es inyectiva.

Describa mediante ecuaciones o inecuaciones, segin corresponda, los siguientes subcon-
juntos del plano complejo

a)\ el b) A

Y
Y

d)

Y

f)

Y




