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EL Espacio EucLipeo: R3

Nos vamos a ocupar, entre otras cosas, de buscar formas de describir a algunos subconjuntos
especiales del espacio. Pero antes tendremos que dar algunas definiciones.

Definimos

R}P*=RxRxXR

extendiendo de manera natural la nocién de producto cartesiano entre dos conjuntos; es decir,
R? = {(a,b,¢) | a,b,c € R}
y entendiendo que
(a,b,c) = (d', b, ") si y s6lo si a=d ,b=b,c=c

Lo representamos geométricamente ubicando a los dos primeros factores en un plano horizontal
(que representara al plano R?) —llamado plano xy— y agregando una recta vertical —el eje z—
donde ubicaremos a la tercera componente de cada punto de R>.

Quedan asi determinadas tres rectas perpendiculares entre si que llamaremos ejes coordenados:
dos en el plano xy y la tercera el eje z, cada una de las cuales representa a R y por lo tanto sobre
ellas estan ubicados los nimeros reales de la manera habitual. Los tres origenes deben coincidir
y determinan el origen del nuevo sistema, el (0, 0, 0). La direccién positiva de cada eje se indica
en la siguiente figura

ZA
—+3
42
41 ,_2
2 -1 1
B R P e e MR
: y
1 1 2 3
2 -1
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Un punto de coordenadas (a, b, c) ! se ubica en este sistema de la siguiente manera
ZA

c4
. (abo)

El punto (a,b,c) se proyecta perpen-
dicularmente sobre el plano xy en
el punto (a,b,0)

Ejercicio 1
En un esquema grafico de R* ubique los siguientes puntos

-2,1,00 , @,-1,00 , 1,2,3) , 1,2,-3) , (-1,-3,2)

Ejercicio 2

Haga un esquema grafico a los siguientes subconjuntos de R?
a) A={(x2,0)| xeR}
b) B={3,y,0)|y€R}

c) C=1{12,3,2)|z€ R}

Operaciones

La suma y el producto por escalares se define de manera enteramente anédloga al caso del plano,
(a,b,c) + (@, b',cy=(a+d,b+b,c+)

t(a,b,c) = (ta, b, tc) (teR)

y también, como en R?, a (a, b, ¢) lo podemos pensar indistintamente como punto del espacio o

como vector con origen (0,0, 0) y extremo (a, b, ¢).

len el grifico estamos suponiendo que todas sus componentes son positivas
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Norma de un vector

Definimos la norma de un vector v de extremo (a, b, ¢) por
vl = Va? +b*+¢?

La siguiente figura muestra que, como en el caso del plano, || v || mide lo que dista (a, b, ¢) del
origen,
ZA

cl_

En este gréfico |c|=c porque c>0;
pero en general, ese segmento me-
dira |c|

Como el punto (a, b, 0) estd en el plano xy ya sabemos que
r=|l(a,b)ll = Va* + b*

y como, por otro lado, r es uno de los catetos del tridngulo rectdngulo de vértices (0,0,0) ,
(a,b,0)y (a,b,0),
IVIP=r+el

es decir,

Ivil= V2 +c2 = Va2 + b2 + 2

Ejercicio 3
Calcule la norma de los siguientes puntos de R?

(-0,1) , (0,0,z) , (a,b,0)0 , (3,0,2) , 1,2,3) , (-1,-2,-3)

Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos (x,y,2) y (a, b, c) en R3, 1a distancia entre ambos ser4 la longitud del segmento
de recta que los une. Pero teniendo en cuenta las operaciones resulta, otra vez como en el caso
del plano, que

la distancia entre (x,y,2) y (a,b,c) = || (x,y,2) = (a, b, c) ||
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es decir,

d((x,,2), (a,b,¢)) = V(x—a)* + (y = b + (z - ¢)?

AZ
e N
e (D
(x-a,y-b,Z (a:b,c)
‘b Y
; I Ir >y

Ejercicio 4
Ubique en un esquema grafico a los siguientes pares de puntos P y Q, a su dife-
rencia P — Q y calcule d(P, Q)

a) P=2,43),0=02,1,1)

b) P=(1,1,5),0=(3,-1,4)

Producto Escalar

Dados dos vectores u = (a;,a»,az) y v = (by, by, b3) de R? se define el producto escalar de u
con v como el nimero

u-v=ab;+ab,+ a3b3

Propiedades

. |lulfP=u-u
2.u-v=v-u

3.(u)-v=tu-v

Siu=(x;,x,x3) , V=0U1Y2,)3)

(ta) - v = (tx1, tx2,1x3) - (Y1, Y2, ¥3) = tX1y1 + 1X0y2 + 1X3y3 = H(X1y1 + X2y + X3y3) =10+ V
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4. u-(Vv+w)=u-v+u-w

Escribamos las coordenadas de estos vectores

u=(x;,x,x3) , v=0Q5,y2y3) , W=(21,22,23)
entonces,

u-(V+w) = (xg,x,x3) (1 +21,y2 +22,y3 + 23)
=x1(y1 +21) + 202 + 22) + x3(y3 + 23)
= X1Y1 t Xy2 + X3y3 + X121 + X222 + X373

=u-v+u-w

5. Siu-v =0 paratodo v € R?, entonces u = 0

Como u - v = 0 cualquiera sea v, podemos asegurar que —en particular— vale para v = u;
entonces,

u-u=0

pero eso dice que || u II> = 0. Y esto sélo ocurre cuando u = 0.

6. Enrealidad, para que sea vélida la propiedad anterior no hace falta pedir que u sea ortogo-
nal a todo vector v; basta con que se cumpla

u-(1,0,00=0 , w-(0,1,00=0 y u-(0,0,1)=0 (1)
para concluir que necesariamente es u = 0.
Basta notar que si u = (uy, Uy, u3)

0=u-(1,0,0) = u,
0=u-(0,1,0) = u
0=u-(0,0,1) = us

i.e.,

u=90
7. w+v)-@+v)=|ulP+||VIF+2u-v
W+v)-(u+v)=u-u+u-v+v-u+v-v=|lu|f+2u-v+||v|F = |ulP+||vI*+2u-v

2 2 2
8. [lu+v| =u|"+]|v|] +2u-v

Basta notar que

lu+v|>=@+vVv)-(u+v)

y usar el resultado anterior

2 2 2
O Nla=vi"=llu|F+[v|"-2u-v
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Estas observaciones y el teorema del coseno > nos van a permitir llegar a una interpretacion

geométrica del producto escalar, andloga a la del caso del plano.
A

>
Si aplicamos el teorema del coseno al tridngulo de lados || u ||, || V| y|[u— V]|,
lu=vIP=lulP+[vIF=2[lullllv]cosa
Pero la propiedad 9. nos dice que
flu=vIP=lul=(vI’=-2u-v
en consecuencia
u-v=|ullv]|cosa
tal como obtuvimos en R?. Hemos probado entonces,
Proposicion
Para todo par de vectores no nulos u, v € R? es
u-v=|ullv]cosa
siendo 0 < @ < & el dngulo entre ellos.
Ejercicio 5
Calcule el angulo entre los siguientes pares de vectores
a) u=(0,1,V3) ,v=(0,0,-2)
b) u=(1,2,3) , v=(-2,1,3)
Ejercicio 6
Calcule el angulo entre las rectas L, : (x,y,z) =m (t€R) , L, : (x,y,2) = tv

(r € R) y represente graficamente en cada uno de los siguientes casos
a)u=(1,2,3) ,v=(-2,1,3)

b) u=(0,1,V3) , v=(0,0,-2)

%si a, b, ¢ son los lados de un tridngulo y a es el dngulo opuesto al lado a, entonces a = b + ¢ — 2bc cos a
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Ejercicio 7

Halle un vector w que sea ortogonal a los vectores u = (1,-2,0) y v=(1,-1,2). ;Es
unico?

Ejercicio 8

Se sabe queu-v =1y que u-w=-2. Calcule

u-(3v-2w)

Ejercicio 9

Sean u y v dos vectores unitarios que forman un angulo a = 5. Calcule u - v.

Rectas en el Espacio

Sean P = (xo,Y0,20) » O = (x1,Y1,21) puntos de R3. Larecta L que pasa por Py Q se puede
expresar en la forma
L:(x,y,2)=P+1t(Q—-P) (teR)

El vector v—de origen 0 y extremo Q — P = (x; — xo, Y1 — Yo, 21 — Z0)— es la traslacién al origen
—
del vector PQ y da la direccién de la recta.

A
L
L
Q-P
\)
Q
7
RP.\ A B
R Y;
u=tv
R=P+t(Q-P)

Ecuaciones paramétricas de una recta

A partir de la ecuacion anterior obtenemos inmediatamente las ecuaciones paramétricas de una
recta en el espacio que pasa por los puntos P = (xg, ¥0,20) Y Q = (x1,¥1,21)

X = xg+ t(x; — xp)
L: Jy=yo+t(yi—yo) ; reR
7 =20+ Hz1 — 20)
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Ejercicio 10

Halle la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas de la recta L sabiendo
que

a) pasa por (2,-3,0)y (1,-2,1)
b) pasa por (-1,0,1) y es paralela au = (1,-1,0)
Haga un esquema grafico en cada caso.

Ejercicio 11

Dados los vectores uy vy los puntos Py Q
A

a) proyecte P paralelamente a v sobre la recta generada por u
b) proyecte P paralelamente a u sobre la recta generada por v

c) sume los vectores con origen (0,0) y extremo en las proyecciones halladas en
el item anterior.

d) Repita los incisos anteriores reemplazando a P por Q.

Planos en el Espacio
Consideremos primero un plano 7 que pasa por el origen.

Sean u y v no nulos y no alineados. Llamemos 7 al (inico) plano que pasa por (0,0, 0) y los
extremos de u y v. Los vectores u y v son paralelos al plano 7 pues tanto su origen como su
extremo estdn en 7.

Ahora tomamos un punto 7" cualquiera en 'y vamos a escribirlo en términos de u y de v. Para
ello, proyectamos a T sobre las rectas generadas por u y v paralelamente a v y u, respectiva-
mente.
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\4

T=tu+sv

L: interseccion det con el
plano xy

Se generan asi dos vectores, dibujados en rojo en la figura anterior, uno paralelo a u y otro
paralelo a v. Pero entonces, existen escalares #, s € R tales que estos vectores se escriben,
respectivamente, como

ra y sV

y claramente su sumaes 7’; i.e.,

T =m+sv
Hemos comprobado hasta aqui que © C {fru + sv | ¢, s € R}; es decir, todos los puntos de 7 se
escriben como suma de un multiplo de u mas un maltiplo de v.
Es intuitivamente claro que cuando s y ¢ recorren todos los nimeros reales, el extremo de ru+ sv

va a ir dando cada uno de los puntos de 7. Resulta asi que

n={m+sv|t,seR]}

Observaciones

1. A esta altura es oportuno analizar —como lo hicimos con las rectas— qué representa el
signo de los pardmetros. Consideremos, por ejemplo, la parte de & dada por

S={ra+sv|t=0, seR}

La recta generada por v estd incluida en S dado que s toma todos los valores reales, pero
respecto de u sélo hay multiplos positivos; luego,
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\4

2. Notemos que para describir a  necesitamos dos variables independientes: sy t.

Consideremos ahora un plano que no pasa por el origen.

Sean P = (x0,Y0,20) » Q = (x1,¥1,21) Y R = (x2,y2,22) tres puntos de R? no colineales. Sea n
el dnico plano que los contiene. Tal como hicimos con las rectas, vamos a utilizar lo que ya
sabemos para planos que pasan por el origen.

Sea ' el plano paralelo a  que pasa por el origen. Entonces, dado un punto X en 7, el extremo
de X — P esta en n’" y por lo tanto se puede escribir en términos de los vectores

O-P , R-P
1.e., existen escalares s,7 € R tales que

X-P=1Q-P)+s(R-P)

X =P +X-P
=P +t(Q-P) + S(R-P)

pero entonces,
X=P+1(Q-P)+s(R-P)

Concluimos de aqui que

n={P+1(Q-P)+s(R-P)|t,s eR}
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lo que también puede expresarse en la forma

n:(x,y,2)=P+s(Q—-P)+t(R-P) (s,t €R)

Ecuaciones paramétricas de un plano

Si en la ecuacidn anterior reemplazamos P, Q y R por su expresion en coordenadas

P = (XO,YO,ZO) B Q = (xla)’l,Zl) s R = (xZayZ’ZZ)

obtenemos las ecuaciones paramétricas del plano m que pasa por los puntos P, Qy R

X = x9 + s(x; — xg) + t(x2 — xg)
Ty =Yoo+ s —yo)+t(y2— yo) ; s,t€R

2=20+ 8(z1 — 20) + (22 — 20)

Ejercicio 12

Calcule la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas del plano 7 definido
por

a) pasa por (2,1,3),(0,2,0)y (1,0,3)

b) pasa por (1,1, 1) y es paralelo a los vectoresu = (1,0,1) y v=(0,1,1)

Ejercicio 13

En cada situacion planteada en el ejercicio anterior, halle un vector u que sea
ortogonal a 7.

Ecuacion implicita de un plano

Notemos que los vectoresu = Q — Py v = R — P son paralelos a 7. Tomemos una recta
perpendicular al plano 7; si N # 0 es un vector que da la direccién de L,

Nlinrn

y por consiguiente,
de donde

para todo X € .



12 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 4

Llegamos asi a otra forma de describir a 7, mediante su ecuacion implicita
N'(x_any_yO’Z_ZO) = O

siendo (xo, yo, Z0) las coordenadas de P.

Observacion

SiN = (A, B, C) la ecuacién anterior se escribe en la forma
0=Ax—x0)+B(y—-yy)+C(z—20) =Ax+ By + Cz+ [-Axy — Byy — Czo]

si llamamos D al nimero
D = —-Axy — Byy — Cz

resulta que la ecuacion implicita de r toma la forma

n: Ax+By+Cz+ D=0

y sabemos que el vector (A, B, C) es ortogonal a .
Ejemplo

Sean
m:i(x,y,2)=1t2,0,1)+s5(3,-2,1) (s,t€R) y
7 (xy,2)=(,1,00+ p2,0,1) + ¢(3,-2,1) (p,g<eR)

Vamos a encontrar sus respectivas ecuaciones implicitas.

Recordando lo hecho arriba necesitamos hallar un vector ortogonal a cada uno de ellos. Aqui
conviene observar que ambos planos son paralelos * con lo cual podemos tomar el mismo vector
ortogonal N para los dos que debera satisfacer

N-(2,0,1)=0 y N-3,-2,1)=0

Si denotamos N = (x, y, 7)

2x+z=0 7=-2x z=-4y
= =
3x-2y+2z=0 x—2y=0 x =2y
Luego, el vector
N=©,1,-4)

es ortogonal a ambos planos. De modo que ya podemos decir que

n:2x+y—4z+D=0 , o 2x+y—4z+D" =0

3 por qué?



FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 4 13

Respecto de 7 es claro que (0,0,0) € m pues (0,0,0) = 0(2,0,1) + 0(3,-2, 1); de modo que
(0,0,0) debe cumplir la ecuacion de 7

20+40-40+D=0

es decir, D = 0 y entonces

m:2x+y—-4z=0

También es muy claro que (1, 1,0) € n’; luego, debe cumplir su ecuacién

21+1-40+D" =0

es decir, D’ = -3 y entonces

a:2x+y—-4z-3=0

Ejercicio 14

Halle las ecuaciones implicitas de los planos del ejercicio ??.

Ejercicio 15

Halle la ecuacion implicita del plano 7 ortogonal al vector (a,b,c) # (0,0,0) que
pasa por el origen.
(Qué particularidad tienen las ecuaciones implicitas de los planos que pasan por el
origen?

Ejercicio 16

Dado el vector (5, -1, 3) halle dos vectores no paralelos entre si —u y v— tales que

ul(5,-1,3) y vli(5,-1,3)

;Son unicos?

Ejercicio 17

Encuentre dos vectores no nulos u; y u, ortogonales a (5,-1,3) y también ortogo-
nales entre si.
;Son unicos?
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Ejercicio 18

(Necesita hacer cuentas para saber si los siguientes planos son paralelos?
a)m: x—2y+3z=2 , n: x-2y+3z=-1
b) n: x-2y+3z=2 , n': x-5y+3z=-1

c)m: x—=2y+3z=2 , n':2x—4y+6z=-1

Ejercicio 19

Sea 7 el plano que pasa por
P=01,2,00 , 0=(,1,00 , R=(0,-1,2)
a) halle una direccién normal a 7
b) halle las ecuaciones paramétricas de n

¢) exhiba una ecuacion implicita de «

Ecuaciones implicitas de una recta en el espacio

Hemos visto recién que —en R>*— una ecuacién del tipo
Ax+By+Cz+D=0
donde (A, B, C) # (0,0,0), representa un plano que resulta ser ortogonal al vector
(A,B,C)

Esto nos va a proporcionar otra forma de describir una recta en el espacio mediante ecuaciones
implicitas. Desde luego no podrd ser solo una ecuacion implicita porque eso representa un
plano.

La idea serd pensar a cada recta como interseccion de dos planos lo que ya nos adelanta que
para representar a una recta mediante ecuaciones implicitas vamos a necesitar exactamente dos.

x  Caso 1: larecta L pasa por el origen.

El siguiente esquema nos ayudard a descubrir como tomar esos planos para que al intersecarlos
produzcan la recta en cuestion.

Tomemos u # 0 que dirija a L. Sabemos entonces que los puntos de L son los multiplos de u.
En un ejercicio anterior aprendimos cémo encontrar dos vectores v y w —ortogonales entre
si— y también ortogonales a u.
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Los vectores u y w generan un plano y lo propio ocurre con los vectores u 'y v. Ademas, los
puntos de L van a estar en ambos pues

fu = ra + Ow y ftua=r+0v

Esto es decir que L estd incluida en la interseccion de estos planos; pero al ser distintos no
pueden tener otra cosa en comun mas que esa recta. La siguiente figura ilustra este hecho

T

Llamemos
mo={m+sw|t,seR} , m={pu+gqgv|p,qgeR}

los argumentos anteriores aseguran que
L= T Ny

Tendremos entonces el problema resuelto si logramos encontrar las ecuaciones implicitas de
estos planos. La forma en que elegimos los vectores u , v’y w nos facilitan la tarea pues:

v.im y w L m
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por lo tanto los coeficientes de la ecuacion de m; van a ser las coordenadas de v y los de la
ecuacion de m, serdn las coordenadas de w. Digamos que

v=(A,B,0C) y w=(A",B,C)
tenemos entonces que
m: Ax+By+Cz=0 , M Ax+By+C'z=0 4

Siendo L la interseccion de mr; con 7, resulta que sus puntos son exactamente los que satisfacen
ambas ecuaciones y por eso escribimos

Ax+By+Cz=0
A'x+By+C'z=0

y las llamamos ecuaciones implicitas de L.
Ejemplo

Consideremos la recta L : (x,y,z) = t(1,—1,2) (¢ € R). Vamos a utilizar las ideas anteriores
para hallar sus ecuaciones implicitas.

€ Encontramos los vectores vy w

Digamos que v = (x,y, z). Debe cumplir, para ser ortogonal a (1, -1, 2), que
0=(xy2-0,-1,2)=x—-y+2z

Si tomamos v = (1,1,0) se cumple v L (1,-1,2). Ahora digamos que w = (x,y,2) y
deberd cumplir: w L (1,-1,2) y w L (1, 1,0); luego,

Il
|
=

x—y+2z=0 2x+2z=0 Z
= =
x+y=0 y=-x y=-x

es decir, w = (x, —x, —x). Tomamos uno en particular,
w=(1,-1,-1)
y resulta que los tres vectores
u=(1,-1,2) , v=(1,1,0)0 , w=(,-1,-1)
son ortogonales entre si.
€ Ecuaciones implicitas de L
x—-y—2z=0

L:
x+y=0

#Las ecuaciones son homogéneas porque estos planos pasan por el origen
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x  Caso 2: situacion general, la recta L no necesariamente pasa por el origen.

Llamemos L’ a la recta paralela a L que pasa por el origen. El caso anterior nos dice que L’ se
puede expresar como interseccion de dos planos 7} y 7. A cada uno de ellos se lo expresa por
su ecuacion implicita y estas dos ecuaciones juntas dan lugar a las ecuaciones implicitas de L’

Ax+By+Cz=0
Ax+By+C'z=0

L :
Notemos que si transladamos cada uno de estos planos hasta un punto P = (a, b, ¢) de L quedan
definidos otros dos planos 7y y 7, cuya interseccion es ahora L. Pero como
| 7T’1 y m || 7T'2

ya sabemos cudles serdn sus ecuaciones implicitas
. Ax+By+Cz+[-Aa—Bb-Cc] =0 y my: A x+By+C'z+[-A'a-=B'b—-C'c] =0
para simplificar la escritura denotamos

D =-Aa—-Bb-Cc , D' =-A'a-Bb-C'c
y llegamos finalmente a las ecuaciones implicitas de L

Ax+By+Cz+D=0
A'x+By+C'z+D' =0

Ejemplo

Consideremos larecta L : (x,y,z) = (1,2,3) + t(1,-1,2) (t € R). Aplicando las ideas desarro-
lladas arriba vamos a encontrar sus ecuaciones implicitas.

€& Seal’: (x,y,7) =t(1,—-1,2) (t € R). L’ pasa por el origen y es paralela a L. Pero ademas
es la recta que analizamos en el ejemplo anterior. Esto nos evita hacer algunas cuentas y
nos permite afirmar
x-y-z=0
L. Y
x+y=0

€ Ecuaciones implicitas de L

Como (1,2,3) € Ly sabemos que las ecuaciones impicitas de L deben ser de la forma

x-y—-z=d
L: Y
x+y=d
para hallar el valor de d y de d’ basta obligar a (1,2, 3) a satisfacer estas ecuaciones; por
lo cual

1-2-3=d y 1+2=d
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Llegamos asi a que las ecuaciones implicitas de L son

x—y—-z=-4
L: Y
x+y=3

Ejercicio 20

Halle las ecuaciones implicitas de la recta L que pasa por (-2,3,5) y (0,3, -1).

Ejercicio 21

Halle las ecuaciones implicitas de la recta L ortogonal al planox: x+y+z=2 que
pasa por (3,0, 1).

Ejercicio 22

Dé un argumento geométrico que justifique que

d es la menor de las distancias entre los puntos de Ly P.

Distancia de un punto a una recta

Definimos la distancia entre un punto P y una recta L y la denotamos
d(P,L)

como la menor de todas las distancias de P a cada uno de los puntos de L.

En principio podria no existir esa minima distancia, pero probaremos que si existe y ademas
tendremos una manera de encontrarla.

Dados Py L, se pueden presentar dos situaciones:

Caso1l: Pe L
Claramente en este caso, como P € L, la menor distancia se alcanza tomando la distancia entre
Py P;ie.,
d(P,L)=d(P,P)=0
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Caso2: P¢L
En este caso, P y L determinan un plano m que contiene a ambos. En este plano sabemos que
existe una Unica recta L’ tal que

Pell y L 1L

Y como estdn en un plano —y no son paralelas— se cortan en un punto Q. Veremos que este
punto Q es el que esta mds cerca de P entre todos los puntos de L.
Observemos la figura

Cualquiera sea el punto R que tomemos en L, distinto de Q, junto con Py Q genera un tridngulo
rectangulo en Q. Por lo tanto,

d(P, R) = longitud de la hipotenusa > longitud del cateto PQ = d(P, Q)
En consecuencia,

d(P, Q)

es la menor de las distancias de P a puntos de L. Luego, hemos probado que existe esa minima
distancia y que vale

d(P,L) = d(P, Q)
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Este procedimiento, si bien permite comprobar facilmente que hay un punto en L que es el que
estd mds cerca de P, no es muy eficiente al momento de calcular esa distancia.

Miremos esta misma situacion desde otro punto de vista que va a permitir calcular la distancia
mas facilmente,

A partir del punto P y la recta L construimos el plano 7 que es ortogonal a L y pasa por P. Este
plano y L se intersecan en un punto: Q. Como P, Q € «, la recta L’ que los une estd incluida en
n'y por lo tanto es perpendicular a L.

Si tomamos cualquier otro punto en L queda formado un tridngulo rectangulo que tiene por
cateto a al segmento PQ y por hipotenusa al segmento que une ese punto con P. Por lo tanto la
menor distancia de P a puntos de L se consigue cuando se toma Q en L. Luego,

d(P,L) = d(P,Q)
Ejemplo
Sea L la recta que pasa por A = (-1,0,3) y es paralela al vector u = (5,1,2). El punto

P=2,1,1) ¢ Lpues (2,1,1) —A = (3,1,-2) no es paralelo a u. Estamos entonces en la
situacion anterior.

* Construimos 7w
Como tiene que ser perpendicular a L podemos tomar como ecuacién de «

Sx+y+2z=d
para hallar d recordemos que P € r; luego,
52+1+21=d

o sea, d = 13. De modo que
m: Sx+y+2z=13

* Calculamos Q, la interseccién de L con
Los puntos de L son de la forma

(x,y,2) =(-1,0,3) +1(5,1,2) = (5t — 1,1,2t + 3)
El punto Q debe tener esta forma y ademads satisfacer la ecuacion de r; es decir,

SGt=1)+t+22t+3)=13
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para algun 7 € R. Resulta que

esto es decir que

4
0=(-1,0,3)+ E(S’ 1,2) = (%, 4 33

4 53
15° 15

y finalmente

1 /438

3V 5

d(P,L)=d(P,Q) = | P- Qll = V(2 - 1/3)> + (1 - 4/15)> + (1 - 53/15)? =

Distancia de un punto a un plano

Como en el caso anterior, se trata de encontrar la menor de las distancias de P a puntos del
plano 7.

También como en el caso de la recta, si el punto P estd en el plano 7,
d(P,mr)=0

Consideremos entonces un P ¢ 7y observemos la siguiente figura
P

Por P tomamos la recta L perpendicular a  que corta al plano en el punto Q. De manera aniloga
a como razonamos antes, vemos que en el tridngulo de vértices P, Q y R —que es rectingulo en
(O— la distancia de P a R es la longitud de la hipotenusa y la distancia de P a Q es la longitud
de un cateto. Por lo tanto, para cualquier R # Q en

d(P,R) > d(P, Q)
De modo que hemos probado que siempre existe la menor distancia de P a puntos de 7 y vale

d(P,m) = d(P, Q)
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Ejercicio 23

a) Sean L la recta paralela a (2,2,1) que pasa por (0,1,0) , 7 : 3x+2y—z =2
y P =(1,0,0). Calcule: d(P,L) y d(P, n).

b) Calcule la distancia entre Py L'y entre P y m para

x—y+z=0
P=(2,0,1), L: , e (x,y,2)=(1,0,-1)+#0,2,0)+s(0,3,4) t,se€R
y+2z=1

Producto Vectorial

Hemos definido un producto entre vectores que da como resultado un nimero, el producto
escalar. Ahora vamos a definir otro producto entre vectores cuyo resultado es un vector.
Partimos de dos vectores u y v no nulos que ademds no son paralelos > y buscamos otro, al que
llamaremos producto vectorial de u 'y v y que denotaremos u X v, que sea ortogonal a ambos.
Hacemos un esquema grafico para ir entendiendo la situacion,

Tt

\\

Los vectores u y v determinan el plano 7 que pasa por el origen; por lo tanto, si queremos que

u X v sea ortogonal a ambos, debera ser paralelo a la recta L, perpendicular a 7 y que pasa por
el origen.

Hasta ahora tenemos determinada la direccion de u X v pero nos queda pendiente decir cual
serd el sentido y cudl la longitud. Respecto de esta ultima, aunque en este momento parezca
caprichoso, diremos que sera

laxv| =[lalllv]|sena

siendo a el dngulo entreu y v .
Para decidir hacia qué lado del plano va a apuntar u X v, aplicamos lo que se conoce como regla

de la mano derecha y que consiste en

Sestas condiciones s6lo las vamos a imponer para motivar la definicién; luego de definido veremos que se aplica
a cualquier par de vectores.
%es importante notar que este niimero siempre serd no negativo dado que 0 < & < 7
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— ubicar el dedo indice de la mano derecha sobre el vector u de modo que se curve de u
hacia v recorriendo el dngulo «

— en la situacién anterior, el pulgar tendré direccion perpendicular al plano generado por u

yv
— daremos a u X v el sentido en el que apunta el pulgar

En el caso del grafico anterior, el pulgar va a apuntar hacia el lado del plano que no vemos; i.e.,

Tt

Es claro a partir de aqui que el orden de los factores de este producto es importante. Si

quisiéramos calcular, en la situacion del gréfico,
vXu

deberiamos apoyar el dedo indice de la mano derecha sobre v de modo que se curve hacia u
recorriendo el dngulo @. Ahora el pulgar va a apuntar hacia el lado del plano 7 que estamos

viendo; i.e.,

Propiedades

1. Como tanto la norma como la direccién de u X v y de v X u son iguales y su sentido es
opuesto resulta
vXu=-uxyv
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2. Mirando la siguiente figura es claro que

ux(-v)=-uxyv

ux(-v)

L: perpendicular al plano
generado por u yv

Tenga en cuenta que u y v generan el mismo plano que uy —vy que

laxv| =]lax(-v)|

3. Siendo que cuando uno multiplica a un vector por un nimero positivo se conserva la
direccion y el sentido resulta que el dngulo que forma u con v es el mismo que el que
forma u con Av, si 4 > 0. Por lo tanto tendremos que

ux(v) y uxv

son paralelos y tienen el mismo sentido. Pero ademas,
lux@v) [l =llullllaviisena’ = Allullllvlisena=Auxv| =] daxv]|
En consecuencia, cuando A > 0
ux(dv)=Aduxv
perosiAd < 0,4 =—uconu >0y entonces
uX(Av)=uX(—uv) = —u X (uv)=—uuXv=Auxyv

Conclusion: para cualquier ¢ € R vale que

ux@v)y=mxv

4. Se definen los vectores unitarios

i=(1,0,00 , j=(,1,0) , k=(0,0,1)

7a es el dngulo que forman tanto u con v como u con Av
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i T

Teniendo en cuenta que son ortogonales entre si y que son unitarios es facil comprobar
que
ixj=k , kxi=j , jxk=i

Y como consecuencia de esto,

ixj-k=kxi-j=jxk-i=1 8

5. Siuy v no son paralelos,

|luxv| = area del paralelogramo determinado poruy v

Ejercicio 24

Dados los vectores u = (1,0,0) y v = (0,-1,0)
a) calcule ||uxv||
b) determine la direccién de u x v; es decir, indique sobre qué recta esta u x v
c¢) averigiie cudl es el sentido de u x v
d) haga un esquema grafico

e) deduzca de los calculos anteriores el valor de las coordenadas del vector u x v.

Proposicion

Sean u, v, w tres vectores de R? que no estdn en el mismo plano. Entonces el paralelepipedo
P que determinan tiene volumen
volP = lu X v-w|

DEMOSTRACION:

Hacemos un esquema de la situacion

810 hace falta poner paréntesis porque no tendria sentido plantear: i x (j - k)
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-uxv

En principio sabemos que
volP = édrea de la base por altura

La ultima observacion nos dice que el drea de la base es
lax vl
En cuanto a la altura A, es el cateto adyacente al dangulo S8 con hipotenusa || w ||; luego,
h=|wllcosp
De modo que

volP =Jluxv]h=luxv]|w]|cosB=|-uxv]|||w]|cosB=(-uxv) - w=|-uxvVv)-w|

=luxv-w|

Ejercicio 25

Calcule el volumen del paralelepipedo generado por los vectores

1,1,00 , (0,1,00 , (=1,-2,3)

Observacion

Como los vectores u, vy w generan siempre el mismo paralelepipedo, no importa el orden en
que se los tome, se tiene
UxXv-w=|vxu-w=wxv-uy|

y también coincide este valor con el de cualquier otra permutaciéon deu, v, w.
Sin embargo, esto no es cierto si omitimos el médulo. Aunque en tal caso dos de estas permuta-
ciones sOlo pueden diferir en el signo.
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Orientacion de ternas de vectores

Consideremos tres vectores u , v, w de R* que no estén en el mismo plano.

Llamemos 7 al plano generado por u y v. Este plano determina dos semiespacios, de igual
forma que una recta en R? determina dos semiplanos. Y podriamos pensar en dos lados de 7: el
que veriamos si nos ubicamos en uno de los semiespacios y el que veriamos si lo hacemos en el
otro.

Como w no puede estar en 7, su extremo estard en uno de los dos semiespacios. Segun se dé
una u otra de estas situaciones diremos que la terna

{u, v, w}

esta orientada positivamente o negativamente.
Si en lugar de w tomamos u X v ya sabemos de qué lado del plano 7 se encuentra, dado que se
debe cumplir la regla de la mano derecha. Volviendo a w, hay sélo dos posibilidades: o esté del
mismo lado que u X v o estd del lado de v X u.
De esta forma, las ternas

{u,v,ux v} , {u,v,v X u}

representan a cada una de estas dos posibilidades.

Diremos que {u, v, w} estd orientada positivamente si w esta del mismo lado que uxv y diremos
que estd orientada negativamente si esta del mismo lado que v X u.

Si partimos de una terna {u, v, w} orientada positivamente y consideramos todas las permuta-
ciones posibles entre u, v, w, resulta que

Ternas orientadas positivamente

2 >

{u,v,w} {w,u,v}

mientras que

Ternas orientadas negativamente

v>\ V>x,
u v u v

{v,u,w} {w,v,u}
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Es importante hacer notar que en cada grupo el orden de los vectores es ciclico.

Ejercicio 26

Dados los vectores u y v que se muestran en el grafico, ubique en él un tercer vector
w de modo que

a) {u,v,w} tenga orientacion positiva
b) {u,v,w} tenga orientaciéon negativa

En ambos casos, senale en el grafico direccion y sentido de u x v.

[+ ¢

a) b)

Observacion

Miremos las ternas que estdn en cada uno de los grupos anteriores,

+ Las que estdn orientadas positivamente tienen la propiedad que el dngulo que forma el
ultimo vector con el producto vectorial de los dos primeros es menor o igual que un recto
y por lo tanto, su coseno es positivo. Esto implica que los nimeros

UXV-W , WXu-v , VXw-u
son todos positivos.

* Las que estdn orientadas negativamente tienen la propiedad que el dngulo que forma el
tltimo vector con el producto vectorial de los dos primeros esté entre 7 y 7, con lo cual
su coseno es negativo y eso hace que los nimeros

VXU-W , WXVvV-u , UXW-V
sean todos negativos.

* El médulo de todos ellos representa el volumen del mismo paralelepipedo, por lo tanto
los nimeros

uxv-w , wxXxu-v , vXw-u , vu-w , wXv-u , uxXw-v

tienen todos el mismo valor absoluto.
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Conclusién:

UXV-W = WwWXUu-V=VXw-u y VXU-W = WXV-u =uXw:-V

Este hecho nos va a permitir probar facilmente una propiedad del producto vectorial que a su
vez nos dard una forma de calcularlo a partir de las coordenadas de los vectores.

Proposicion
Sean u , vy w vectores de R? que no estdn en un mismo plano. Entonces,
UX(V+W)=uXv+uXxXw

DEMOSTRACION:

Se trata de ver que
uxX(v+w)—uxv—-uxw=1>0

Pero en las propiedades del producto escalar (pagina 5) vimos que para probar que un vector
es nulo alcanza con verificar que es ortogonal a cualquier vector del espacio. Hagamos eso,
tomemos un z € R? cualquiera y calculemos

[UuxX(v+w)—uXv-—uxw|-z

UX(V+W) Z—UXV - Z-UXW-Z

= ZXu-(V+W)—ZXu-v—ZXu-w
orden‘tr:fclico

=zXu-[v+w—-v-—w]|
0

y como z es cualquier vector del espacio, esto significa que
uxX(v+w)—uxv—uxw=190

es decir,
UX(V+W)=uXVvV+uxw

Observacion
Si bien hemos definido el producto vectorial para vectores u y v no paralelos, al pedir que
luxv|=[ualllv|sena
se ve que si u'y v fuesen paralelos, @ = 0, 7; con lo cual, se puede convenir que
uxv=_0

si uy v son paralelos.
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Proposicion

Seanu,v € R*, u = (uy, un, u3) y v = (vq, V2, v3). Entonces,

uXV=(Upvs —uzvy, UzVy — Ujvs , Ujvy — UsVvy)

DEMOSTRACION:

Vamos a escribir au y a v en términos de los vectoresi, j, k,
u= (l/tl, U, I/l3) = (u17 O’ 0) + (Oa U, 0) + (Oa 0’ M?,) = I/tli + uzj + u3k

Anélogamente,

vV=wi+ v2j + 3k
Por lo tanto,

u XV = [ui+ uyj + usk] X [vii + voj + vik]
= uvii X1+ uwmi X j+uviixk
+ Upvij X1+ upvaj X j + upv3j X k
+ uzvik X1+ uzvk X j + uzv3k X k

M1V2k + M1V3(—j) + uzvl(—k) + u2V3i + M3V1j + M3V2(—i)

= (upvz —uzvo)i + (uzvi —uv3)j + (uv2 —upvk

= (Uav3 — uU3vy , UzVy — U1V3 , UVy — UpVy)

Ejercicio 27

Dados los vectores u = (1,0,2) y v = (2,0, 1)
a) calcule la direcciéon y médulodeuxvy vxu
b) halle el sentido de u X v y de v X u y muéstrelo en un esquema grafico
c¢) escriba a uy a v en términos de los vectores canénicos: i, j, k

d) calcule las componentes de ux vy de v x u a partir de los resultados del inciso
anterior y usando propiedades del producto vectorial

e) calcule las componentes de u X v y de v X u usando la férmula probada en
la proposicién anterior y compare con los resultados obtenidos en el inciso
anterior.

NOTA: debe responder respetando estrictamente el orden de los incisos.
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Otros sistemas de coordenadas

Asi como en el plano utilizamos dos maneras de ubicar un punto:

Q las coordenadas cartesianas, donde el punto se piensa como interseccion de rectas parale-
las a los ejes y se le asocian dos numeros —sus coordenadas cartesianas— que corresponden
al lugar en que cada una de estas rectas corta al eje perpendicular a ella. A estas coorde-
nadas también se las suele llamar rectangulares pues el punto termina siendo uno de los
vértices de un rectangulo.

Q las coordenadas polares, donde un punto se piensa como interseccion de una circunferen-
cia centrada en el origen y una semirrecta cuyo origen también es el origen del sistema de
coordenadas. En este caso al punto también se le asocian dos nlimeros —sus coordenadas
polares— que corresponden a su distancia al origen (el radio de la circunferencia) y al
agulo que forma esta semirrecta con el semieje positivo de las abscisas. Asi como para
las coordenadas cartesianas el punto forma parte de un rectdngulo, podriamos pensar que
la curva asociada a las coordenadas polares es una circunferencia.

en el caso del espacio también se utilizan varias maneras de ubicar a sus puntos

Q las coordenadas cartesianas, donde el punto se piensa como uno de los vértices de un
paralelelpipedo de caras paralelas a los planos coordenados y se le asocian tres nimeros
—sus coordenadas cartesianas— que corresponden al lugar donde cada cara corta al eje
perpendicular a ella. En este caso podriamos decir que hay una superficie asociada a este
sistema de coordenadas: el paralelepipedo.

QO las coordenadas cilindricas, donde un punto se piensa formando parte de un cilindro y

Q las coordenadas esféricas, donde un punto se piensa ubicado sobre una esfera.

De estos dos ultimos sistemas nos ocuparemos a continuacion. Pero antes necesitaremos men-
cionar aspectos relacionados con las superficies que les dan nombre: el cilindro y la esfera.

Cilindro

Pensemos en un cilindro circular vertical cuyo eje sea el eje z y sus cortes con planos horizon-
tales produzcan circunferencias de radio r
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x2+y2 =2
z: puede tomar cualquier valor

Para que un punto P de coordenadas cartesianas (x, y, z) esté en este cilindro lo dnico que deben
cumplir los ndmeros x,y,z es que (x,y) esté en la circunferencia de centro (0,0) y radio r; es
decir, x* + y* = r* dado que z no estd condicionado y por lo tanto podria tomar cualquier valor.
Por lo tanto un punto (x, y, z) va a estar en este cilindro si y solo si

X2+y2:7‘2

y por lo tanto describimos al cilindro por esta ecuacion.

Esfera

Una esfera de centro (a, b, ¢) y radio r estd formada por todos los puntos que estdn a distancia r
de su centro. Siendo que la distancia entre (x,y,z) y (a, b, ¢) estadada por || (x —a,y — b,z —¢) ||
resulta que un punto de coordenadas cartesianas (x, y, z) esta en la esfera si y solo si

(x—al+@y-b}+@z-c’=r

y por eso decimos que esta ecuacion describe a la esfera.
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Coordenadas cilindricas

Dado el punto P de coordenadas cartesianas (a, b, ¢) podemos pensar que esta sobre un cilindro
circular cuyo eje es el eje z y que tendra entonces ecuacion

x2+y2:r2

parar = Va? +b%> > 0,

\4

—~
.

Al proyectar a P sobre el plano xy se genera un punto de este plano que, en lugar de expre-
sarlo en coordenadas cartesianas, lo hacemos en coordenadas polares. Esto motiva la siguiente
definicion,

Las coordenadas cilindricas (r,0,z) de un punto P, cuyas coordenadas cartesianas son
(x,y,2) # (0,0,0), estdn definidas por

x=rcosf , y=rsenf , z=2
donde
r>0 , 0<0<2r , zeR
z4
-~~\~'"-'(Xxyxz)
8 e (xy0)

Coordenadas esféricas

Dado el punto P de coordenadas cartesianas (a, b, c) podemos pensar que esta sobre una esfera
centrada en el origen que tendré entonces ecuacion

x2+y2+Z2=p2

parap = Va? + b*> + ¢ > 0,
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La idea en este caso serd pensar a P como la interseccion entre un paralelo y un meridiano de
esta esfera. El paralelo queda determinado si damos el dngulo ¢ que se muestra en la figura y
el meridiano se obtiene a partir del 4ngulo polar de la proyeccion de P sobre el plano xy.

Si llamamos 6 a este angulo y r = Va? + b? resulta que

a=rcosé , b =rsen0

Pero, por otro lado, r es cateto del tridngulo rectangulo de vértices
0,0,0) , (a,b,0) , P

y su dngulo opuesto mide lo mismo que ¢ por ser ambos alternos internos entre paralelas; luego,
siendo que la hipotenusa es el radio de la esfera,

r=psengy
con lo cual
a=psengcosb , b =psengpsend

y como c es el cateto adyacente a ¢ en el tridngulo rectdngulo de vértices
0,0,0) , ©0,0,0) , P

resulta que
c=pCcose
Esto motiva la siguiente definicion,
Las coordenadas esféricas (p,0,¢) de un punto P, cuyas coordenadas cartesianas son
(x,y,2) # (0,0, 0), se definen por

x=pcosfseny , y=psenfseny , Z=pPCOSyY
donde
p>0 , 0<0<2n , O<ep<xm
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S

Ejercicio 28

Ubique en un grafico al punto
a) (-1,2,-3) (coordenadas cartesianas)
b) (2,%,3) (coordenadas cilindricas)

¢) (1,7, %) (coordenadas esféricas)

NOTA: debe utilizar dnicamente la interpretacion geométrica de cada sistema de coordenadas. Si
halla primero las coordenadas cartesianas del punto (en los incisos b) y ¢)) la respuesta no se con-

siderara valida.

Ejercicio 29

Grafique
1. r = 2 (pensadola expresada en coordenadas cilindricas y luego en esféricas)
2. 6 = % (cilindricas y esféricas)
3. z =1 (cartesianas y cilindricas)

4. ¢ = 7 (esféricas)
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PROBLEMAS

. Para cada uno de los siguientes pares de puntos halle la distancia entre ambos y haga un

esquema grafico

(a) (l,oaO)Y(O,Z,O) (b) (1’2))/(—4,3)
(© (=3,0,49)y(,3,-2) (d (=3,3)y(5,-4

. En cada caso, ubique en un esquema gréfico las siguientes ternas de vectores y calcule la

norma de cada uno. Compare uno de estos resultados con el obtenido en el ejercicio 1.

(a) (1,0,0),(0,2,0), (1,0,0) - (0,2,0)
(b) (1,2),(=4,3),(1,2) - (-4,3)

(c) (-3,0,4),(1,3,-2),(-3,0,4) - (1,3,-2)
d (=3,3),6,-4,(3,3)-6G,-4

. En cada caso, halle una ecuacién que represente a todos los puntos Q que distan m del

punto P
(@ P=(1,3), m=2 b) P=(-2,-1), m=1
c) P=(-2,2,1), m=1 (d P=(a,b,c), m=4

Grafique el conjunto obtenido.

. Halle dos vectores ortogonales a (-2, 0, 5) que no sean paralelos entre si.

,Se pueden encontrar dos vectores ortogonales a (-2, 0) que no sean paralelos entre si?

. Halle los vectores normales de los siguientes planos e indique en un esquema grafico

hacia qué lado del plano apuntan

(@) x=2 (b) y=-2 € z=4
d x+y=2 e) x+z=2 ) y+z=2
(g) x+y+z=3 (h) x-2y+3z-1=0 (1) 4x-2y-10=0

. Dibuje la gréfica de los planos siguientes

(@ x+2y+3z2-6=0 (b) 5x + 4y + 10z = 20 ) x—y=0
d y-2z=1

Sugerencia: halle las intersecciones del plano con los ejes coordenados y dibuje el tridngulo incluido en el

plano

. Muestre que la ecuacion de un plano no vertical que pasa por el punto (a, b, ¢) es

z=Ax—-a)+ By—-b)+c

Sugerencia: por ser no vertical se puede suponer que es de la forma: z = Ax+ By + C
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8. Dados dos vectores no paralelos u y v determine si las siguientes ternas de R? tienen
orientacion positiva o negativa

(a) {u,v,uxvj} (b) {v,u,ux v} (©) {v,u,—uxv}

9. Represente graficamente los siguientes subconjuntos de R?

(@) A; ={(x,y,0) [ x,y € R} () Ay ={(x,y,-2) [ x,y € R}
(C) A3:{(X,y,2)|x,y>0} (d) A4:{(X’y,x)|x,y€R}
(e) As ={(x,y,0) |1 <x,y <2} (f) A = {(x, 3, X +y) | X +y* < 1)

10. Dado el vector u = (-3, 1, 5) encuentre un vector unitario v que haga que
u-v

tome el mayor valor posible. ;Hay s6lo uno?

Repita el ejercicio pero con el objetivo que el producto escalar tome el menor valor posi-
ble.

(Cuales serian las respuestas si se reemplazara a u por cualquier vector no nulo?
11. En cada caso, halle la ecuacién de un plano 7 que satisfaga las siguientes condiciones

a) es ortogonal al vector (2, -1, 3) y pasa por (0, 2, -3).

b) es ortogonal al vector (2, —1, 3).

¢) pasapor (0,1,3),(-1,3,0)y (4,0,-2)

d) pasa por (0,2, —1) y es paralelo al plano de ecuaciéon 2x — 3y + 4z =0
e) los vectores (—1,0, 1) y (0, 2,0) son paralelos a .

f) es ortogonal al plano de ecuacion 2x —y + 4z = —1 y es paralelo a la recta L que
pasa por los puntos (-=1,0,1) y (0,2,2).

g) es vertical y paralelo al vector u = (-2, 3,0)
Analice en cada caso si hay més de uno.
12. Halle la distancia entre los conjuntos dados
a) larectaL: (x,y)=(-1,1)+#4,3) (te€R)yel punto P = (3,—-1)

b) larecta L: (x,y) =(-1,1)+#4,3) (t € R)yel punto P = (—-13,-8)

x—3y=0

c) larecta L : y el punto P = (2,3, -3)
xX+y+z=1

d) el planon: 3x—-2y+z=4yel punto P = (0,0,4)

e) elplanonr: 3x—2y+z=4ylarectalL: (x,y,2) =(0,0,4)+¢(1,1,-1) (t € R)
13. En cada caso, halle todos los u € R? que satisfacen

a)u-(-1,2,1)=0yu-(3,0,00=0
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b) u-3,-2,1)=0

gu-3,-2,D=0yllull=1

du-3,-2,1)=0ylul <1

e) u forma un angulo de 7 radianes con el semieje z positivo

f) u forma un angulo de 7 radianes con el semieje z negativo
Interprete geométricamente cada resultado.
14. Muestre que |u - v| < || u|||| v || para todo u,v € R?.
15. En cada uno de los casos siguientes: halle la ecuacion correspondiente y grafique

a) esfera de centro en (—1,2,3) y radio 2
b) esfera de centro en (2, —1, 3) que pasa por el origen
c¢) circunferencia que tiene al segmento [(—1, 3), (2, 6)] por didmetro.
d) segmento de recta que une (4,—1,3) con (2,3,-1)
16. Las siguientes ecuaciones pueden representar subconjuntos tanto de R? como de R>.

Analice en cada caso qué se obtiene cuando se la considera en el plano y cuando se
lo hace en el espacio

(@ x=0 (b) y=0 (c) x=0ey=0
d x¥*+y*=1 (e) x2+y:3 ) ) x¥*-y*=1

(g Y¥-x*=1 (h)%+(‘/—42) =3 (i) x—4*=9

() y-4x=9

Para cada ecuacion haga un grafico para el caso del plano y otro para el caso del espacio.
17. Calcule
a) el area del paralelogramo determinado por los vectores
u=(-1,2,4) y v=1(0,2,2)
b) el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores
u=(-1,2,4) , v=(1,1,0) y w=(0,2,2)

18. a) Los siguientes puntos vienen dados en coordenadas cilindricas; exprese cada uno en
coordenadas cartesianas y esféricas

(20 - RE) (5 . (150 . @3

b) Exprese en coordenadas cilindricas y esféricas los siguientes puntos dados en coor-
denadas cartesianas

E£0) . (EE-H) L o0 . (VL)
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19. Describa el significado geométrico de las siguientes aplicaciones en coordenadas cilindricas
a) (r,6,2) — (r,6,-2)
b) (V,H,Z) B (r,9+7T,Z)

C) (F,G,Z)—>(r,0+3E,Z)
20. Describa el significado geométrico de las siguientes aplicaciones en coordenadas esféricas
a) (r,9’¢)_>(r,0+77a90)

b) (r,6,¢) — (0,1 - ¢)
¢) (r,6,9) — 2r,0+7%,¢)
21. a) Describa las superficies dadas en coordenadas cilindricas
(1) r = constante (i1) € = constante (ii1) z = constante
b) Describa las superficies dadas en coordenadas esféricas

(i) r = constante (i) 6 = constante (iii) ¢ = constante

22. a) Grafique la curvas dadas en coordenadas esféricas

i) r=2,0=4% (i) r=2,9=3% (i) 0=%,9=1%
b) Grafique las curvas dadas en coordenadas cilindricas
i r=2,0=7% (i) r=2,z=3 (i) #=75,z=1

23. Haga un esquema grafico de las siguientes regiones descriptas en coordenadas esféricas

p= p:2 g=12
(a) ﬂ (b) . (©) S d p<2
0=3 $=7 ¢=7
(e) 2<p<3 ) p=3 (g 0<6<3 (h) §<0<m
(1) n<O<2nm () 0<p<] k) ;<e<? D I<e<nm
p<2 p<2 p<2
m) {©~° ORI CR s
$=13 A =3
A p<2 p<2
4 2
(p) T T (q) n n (I') 3n
s SPs3 s<0<3 3 Sesr

En los casos que corresponda indique quiénes son las cuddricas que limitan a estas re-
giones.

24. Halle la ecuacion de una esfera con centro en (-1, 2, 3) y que pase por (0,0, 9).
25. Muestre que si
u-(1,0,00=0 , wu-(1,1,0O)=0 , wu-(1,1,1)=0
entonces, u = 0.

26. Se sabe que el extremo de u esta sobre la esfera de ecuacién x* + y*> + z2 = 9, que v es
. . _ 3
unitario y que Z(u,v) = 7.
(Le alcanza la informacion para calcular ||u — v ||?
Interprete geométricamente.



