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Espacios VECTORIALES

Espacio Vectorial
Pensemos en el conjunto R? donde tenemos definidas dos operaciones

O Suma
Dados (a, b), (c,d) € R?
(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)

con lo cual (a, b) + (¢, d) también estd en R>.
O PRODUCTO POR ESCALAR

Dados (a,b) e R?ya € R
ala, b) = (aa, ab)

con lo cual a(a, b) también estd en R2.
Hemos visto anteriormente que estas dos operaciones poseen las siguientes propiedades,
conmutatividad : (a,b) + (c,d) = (¢,d) + (a, b)
asociatividad :  [(a,b) + (c,d)] + (h, k) = (a,b) + [(c,d) + (h, k)]

(D
elemento neutro : (a,b) + (0,0) = (a, b)
inverso : (a,b) + (—a,—b) = (0,0)
asociatividad :  (af)(a,b) = a(B(a, b)) )
elemento neutro :  1(a,b) = (a, b)
distributividad respecto de la suma de vectores : «a[(a,b) + (c,d)] = a(a,b) + a(c,d) 3)

distributividad respecto de la suma de escalares : (a + )(a, b) = a(a,b) + B(a, b)

También sabemos que propiedades enteramente analogas a éstas las satisface el conjunto R?
con la suma y producto por escalar que definimos en €l.

En esta préctica nos vamos a ocupar de estudiar estos y otros conjuntos que satisfacen este tipo
de propiedades, a los que llamaremos espacios vectoriales.

Definicion
Supongamos que tenemos un conjunto V donde es posible definir dos operaciones:

(13

% suma “+7: u+veVcadavezqueu,veV y

% producto por un niimero real “”': «.u €V cada vez queu € V

de forma tal que se satisfagan las propiedades equivalentes a (1) — (3). Es decir,

'tal como sucede con el producto de nimeros reales, mientras no se preste a confusién, se omite el punto . y
se escribe simplemente au
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conmutatividad : u+v=v+u paratodou,veV
asociatividad : [a+v]+w=u+[Vv+ W] paratodou,v,w €V S)
elemento neutro : existe0 e Vtalque u+0=u paratodou eV
inverso : paratodou € Vexiste —ue Vtalque u+(-u)=0
asociatividad :  (af).u = a.(B.0) paratodoueV, o, € R ®)
elemento neutro: lu=u paratodou € V
distributividad (vectores) : a.(u+v)=a.u+a.v paratodou,veV, K6 aeR D)

distributividad (escalares) : (@ +pB)u=a.u+pLu paratodoueV, a,feR

Al conjunto V dotado de estas dos operaciones se lo llama espacio vectorial real > y a sus
elementos los llamaremos vectores.

Ejemplos

1. R? con la suma y producto por escalar usuales es un espacio vectorial real.
En realidad no tenemos nada que probar porque eso fue hecho cuando presentamos R? al
comienzo de la materia.

2. Lo mismo ocurre con R? con la suma y producto por escalar usuales.

3. Dado n € N, el conjunto

n

Rf=RX . v.XxR={(x1,...,x) | x1,...,x, €ER}
con la operacién suma definida por
(X1se ooy X)) + 1see s Yn) = (X + Y150 X+ V)
y la operacién producto por escalar definida por
a.(xq,...,x,) = (a@xy,...,ax,)

resulta ser un espacio vectorial real. La verificacion de las propiedades, (S), (P) y (D) es
—salvo el niimero de coordenadas— la misma que para n = 2 (i.e., para R?).

4. Consideremos el conjunto V dado por
V={(xy,2) eR|x=0)

Claramente V C R*. Entonces, usando la suma y producto por escalar de R* podemos
sumar 'y multiplicar por un escalar a los elementos de V.

La mayoria de las propiedades listadas en (S), (P) y (D) sabemos que se satisfacen porque
los elementos de V son, en particular, elementos de R3. Sélo tendriamos que verificar la
existencia de neutro e inverso para la suma y, por supuesto, que la suma de elementos de
V sigue estando en V y que lo mismo ocurre para el producto por escalar

%si en lugar de tomar los escalares en R los tomédsemos en C se llamaria espacio vectorial complejo.
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1) Suma

Sean u,v € V. Debemos probar queu +v € V. Perou = (0,y,2) y v = (0,y,7);

luego,
u+v=0,y+y,z+7)eV

por tener la primer coordenada nula.

(i1) Producto por escalar

Seanu € Vy a € R. Debemos probar que eu € V. Por estar u en V tenemos

u = (0,y,z) y entonces
au = (0,ay,az) €V

por tener la primer coordenada nula.

(iii) Neutro

Sabemos que existe 0 = (0,0,0) € R? que cumple

(x,,2) +(0,0,0) = (x,5,2)

para todo (x,y, z) € R?. Pero 0 estd en V pues su primera coordenada es cero; luego,

(x,,2) +(0,0,0) = (x,y,2)

para todo (x,y,z) € V.

@iv) Inverso
Tomemos un u = (x,y,z) € V, entonces x = 0. Es decir,

u=(0,y,z2)
pero como u estd también en R?, existe

-u=(0,-y,—2)

tal que u + (—u) = 0. Y podemos asegurar que —u € V puesto que su primera

coordenada es nula.

Concluimos entonces que V, con la suma y producto por escalar de R3, resulta ser un

espacio vectorial.

Ejercicio 1
Compruebe que el conjunto

V={(xy,eR|x=0 y z=0)

con la suma y producto por escalar usuales de R® es un espacio vectorial.

5. Sea ahora V el conjunto de todas las funciones de R en R; i.e.,

V={f1f:R—R]
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Definimos la suma de la manera habitual. Dadas f,g € V

(f + &) = f(x) + g(x)

Es claro que f + g vuelve a ser una funcién de R en R; por lo tanto, f + g € V. Veamos
en un esquema gréfico el resultado de sumar dos funciones

f+g 5
f+9)(t)
f ftt)

ot) §-----

Definimos el producto por escalar también de la manera habitual. Dada f € Vya e R,

(af)(x) = af(x)

También aqui es claro que af estd en V. La siguiente figura ilustra esta otra operaci6n °

459
4] af
3.5
31
i
2581
2 1 0 1 P,

b

Para poder asegurar que V es un espacio vectorial tenemos que verificar que se cumplen
(S), (P)y (D).

Como en casos anteriores, la mayoria de estas propiedades son inmediatas por reducirse a

las conocidas para los niimeros reales. Las que realmente requieren alguna argumentacion
son

3el valor de a que se tomé para graficar es a = V3
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(1) Neutro

Buscamos una funcién de R en R que al sumarla a cualquier otra no la modifique.

Si la llamamos n(x), debe cumplir

Jx) = (f +nm)(x) = f(x) + n(x)

para todo x € R. Pero entonces,

nx)=0

para todo x € Ry de esta forma concluimos que n debe ser la funcion idénticamente

nula. La siguiente figura la ilustra,
3_

T
L.
L -
—]
v

(i1) Inverso
Dada una funcién f : R — R, buscamos otra —Ilamémosla g— tal que

0=(+gx=f(x)+gkx)

para todo x € R. Pero entonces, para cada x en R debe ser

g(x) = —f(x)

De esta forma, la funcién g : R — R dada por g(x) = —f(x) es una funcién de R

en R (con lo cual estd en V) y satisface

f+g=0

Mostramos asi que existe —f y que pertenece a V. Un caso particular se ilustra en

la figura
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Ejercicio 2
En el espacio vectorial V anterior considere los elementos f,g € V
fo=x g(x) = —2x+3
a) haga un esquema de los graficos de f y de g
b) halle f + g y represente su grafico en el esquema anterior

¢) en otro esquema grafico represente a 2f y a —g.

Propiedades

Sea V un espacio vectorial real.
1. El elemento neutro de la suma es dnico.
2. Para cadau € V, su inverso —u es Unico.
3. Ou=0paratodou eV
En efecto,

Ou=0+0)u=0u+0u

es decir,
Ou = Ou + Ou

pero como sabemos que existe el inverso de Ou,
Ou + (—=Ou) = Ou + Ou + (—0u)

0 sea,
Ou=0

como afirmamos.
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4. a0 =0 paratodo @ € R
En efecto,

a0 =a(0+0)=0a0+ a0

es decir,
a0 = a0 + a0

razonando como en el caso anterior,
a0 + (—a0) = a0 + a0 + (-a0)

y por lo tanto,
a0 =0

como afirmamos.

5. Siau=0,entoncesa=0 o u=90

En efecto,
si @ = 0, se cumple la tesis. Supongamos entonces que a # 0. En tal caso existe C—ly eRy

tenemos 1 |

—au=-0=0

a a
pero, % ou = u, luego

u=20
Nora: Sia =0 o wu =0, yavimos que au = 0. De modo que en realidad hemos
probado
au=0 = a=0 o u=0
6. (—a)u=-au

Siendo —au el #inico inverso de au y teniendo en cuenta que
au+ (—au=(a+(—a)u=0u=0

resulta
(—a)u=-au

Ejercicio 3
Considere el conjunto V = {f : [0,1] — R | f(1) = 0}.
a) (Es cierto que la funcion 4 : [0, 1] — R, h(x) = sen(nx) pertenece a V?
b) ;{Se debe dar la misma respuesta para la funciéon g : [0,1] — R, g(x) = sen x?

c) Averigiie si V es un espacio vectorial considerando la suma y el producto por
escalar usuales.
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Ejercicio 4
a) Muestre que Ou = 0 para todou € V

b) ;(Puede serau=0siu#0ya # 0?

Subespacios

Un subconjunto S de un espacio vectorial V se denomina subespacio de V si se cumplen las
siguientes condiciones

® 0cS
@ siueSyaecR, entonces au € S

¢ siu,ve S, entoncesu+vesS

Ejemplos

1. S ={#(~1,3) | t € R} es un subespacio de R.

Comprobemos que S verifica las tres condiciones de la definicion
(1) (0,0) € S, pues
(0,0) =0.(-1,3) =0
(i) au € Sparacadaa € Ryu € S, pues
u=1-1,3) (para algun r € R)

entonces,
ou = at(-1,3) e S

dado que at € R.

(iii)) w+ v € S paracadau,v € S, pues
u=t-1,3) y v=r(-1,3)
para ciertos ¢, r € R. Luego,
u+v=1-1,3)+r(-1,3) =(t+r)(-1,3)eS

yaquet+reR.
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2. S ={(x,y,z) € R* | x = 0} es un subespacio de R*. *

Veamos que se cumplen las tres condiciones

(1) (0,0,0) € S, pues (0,0, 0) evidentemente cumple que su primera coordenada es 0.

(i) au € S paracadaa € Ryu € S, pues
u=(0,y,z) (porestarueny)
y au = (0, @y, @z) también tiene su primer coordenada nula; luego,

au €S

(ii1) uw+v € S para cada u, v € S pues, por estar en S,
u=(0,a,b) y v=(0,c,d)
por lo cual,
u+v=_00,a+cb+d)
1.e., también tiene su primer coordenada nula y en consecuencia estd en S.

3. S={f:R — R| fescontinua en R} es un subespacio de V, el espacio vectorial de las
funciones de R en R.

(1) f =0 € S, pues la funcién idénticamente nula en R es continua en R.

(i) af € Sparacadaa € Ry f € S, pues cualquier miltiplo de una funcién continua
es continua.

(iii)) f + g € S paracada f, g € S, pues la suma de funciones continuas es continua.

Ejercicio 5
Sea L: (x,y) =#(-2,3), (t € R). Analice si L es subespacio de R>.
Ejercicio 6
Sea L: (x,y) =#-2,3), (t > 0). Analice si L es subespacio de R?.
Ejercicio 7

(Es cierto que si S y T son subespacios de V también lo es S N T?

4cf. el ejemplo 4. de la pagina 2.
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Observaciones
Sea V un espacio vectorial.

1. El conjunto S = {0} —formado tinicamente por el elemento neutro del espacio vectorial—
es un subespacio de V.

2. V es claramente subespacio de si mismo.

3. Estos dos casos tan particulares de subespacios se llaman subespacios triviales del espa-
cio vectorial. Cualquier otro subespacio que no sea trivial se llama subespacio propio del
espacio vectorial V.

4. Es muy importante notar que cada vez que un vector no nulo ° u estd en un subespacio,
necesariamente todos sus multiplos también estdn. En particular, si el espacio es algitin
R" y siu # 0 estd en un subespacio S C R”, entonces la recta

L:(x,...,x,)=tu (teR)
esta incluida en S.

5. Consideremos nuevamente que el espacio vectorial es algin R" para poder hacer una
interpretacion geométrica. Teniendo en cuenta la observacion anterior y recordando que
cada vez que dos vectores u , v estdn un subespacio la suma también resulta

a) siuy vsonnonulosy S esun subespacio que los contiene, las dos rectas generadas,
respectivamente, por u 'y por v estdn en S

b) cualquier vector que sea suma de un vector en una de las rectas y otro vector en la
otra, estd en S. De modo que el plano generado por u y v esta totalmente incluido
en S. Esto se ilustra en la siguiente figura,

Todo vector de este plano es suma de
un multiplo deu  y un mdltiplo de

Spor supuesto esto también es valido para u = 0, pero sus miltiplos no generan una recta.
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Ejercicio 8

Sean L; : x=0y L, : y=0. Haga un esquema grafico y determine si es cierto que
a) (1,00 e LUL,
b) (0,1)e L, UL,
c) 41,00 e LU L,
d) (1,00+0,1)e L, UL,
(Puede responder sin hacer calculos adicionales si L, U L, es un subespacio de R>?

Ejercicio 9

Averigiie si el conjunto S = {(x,y,z) € R* | x =0, y > 0} es un subespacio de R>.

Suma de subespacios

Sea V un espacio vectorial y consideremos dos de sus subespacios: S y T. Llamamos
subespacio suma al conjunto

S+T={u+v|jueSyveT}

Proposicion ¢
Sea V un espacio vectorial y sean S y T dos subespacios de V. Entonces,
a) SN T es un subespacio de V

b) S + T es un subespacio de V.

DEMOSTRACION:

1) 0eSNT
Como ambos conjuntos son subespacios, 0 € Sy 0 € T. Luego, 0 € SN T.

i ueSNT,aeR = aueSNT

Teniendo en cuenta que S y T son subespacios,

ueS,aeR = aues
= aueSNT
ueT,aeR = aueT

SPricticamente la misma demostracién muestra que la interseccién de cualquier familia 7 de subespacios es
subespacio y que la suma de cualquier familia finifa de subespacios es también subespacio.
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(i) ,veSNT = wu+veSNT

Teniendo en cuenta que S y T son subespacios,

uveS = u+vesS
= u+veSNT
wveT = u+veT

Podemos asegurar entonces que S N T es un subespacio de V.

b)

i) 0eS+T
Como ambos conjuntos son subespacios, 0 € Sy 0 € T y entonces, dado que 0 = 0 + 0,
resulta que 0 es suma de un elemento de S y un elemento de T; i.e, 0 estien S + T.

i) ueS+T,aceR = aueS+T

Que u € S + T significa que existen dos vectores: u’ € Sy u” € T tales que u = u’ + u”.
Entonces, teniendo en cuenta que S y T son subespacios,

veS,aeR = au eSS , , , ,
, ., = au=a@+u)=au’"+au”" e€S+T
uweT,aeR = aoau”eT

(i) u,veS+T = u+veS+T

Como antes, que u € S + T significa que existen dos vectores: u’ € Sy u” € T tales que
u = u’ +u” y andlogamente existen dos vectores v € Sy v’ € T tales que v = v/ + v”.
Entonces, teniendo en cuenta que S y T son subespacios,

u,’V,ES = u,+V/€S ’ 7 ’ ” ’ ” ’ ”
Y ., ., = u+v=u+u'+v+v’' = W@+a")+(V'+v"’) € S+T
uw,v'elT = u"+v'eT

Podemos asegurar entonces que S + T es un subespacio de V.

Ejemplos
1. Consideremos las rectas

L: (xy=1t21) , L': (xy =s(-3,1) (s, €R)

que como vimos en un ejemplo anterior, son subespacios de R.

La interseccion de ambas es el subespacio nulo pues si unu = (x,y) € L N L’ tendriamos

(x,y) =12, 1) = s(=3, 1)
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para ciertos t, s € R. Pero en tal caso deberia ser

lo que es imposible a menos que t = s = 0.

Por otro lado, L + L’ también es un subespacio de R?. Mirando atentamente la siguiente
figura,

(0]
(31

\4

(3.1

es claro —ley del paralelogramo mediante— que todo vector de R? se puede escribir
como suma de un vector de L y uno de " y por lo tanto estd en L + L. Esto nos dice que

L+L =R?

Para comprobarlo analiticamente comencemos por notar que los vectores de L + L se
escriben en la forma,

a2, 1)+ p(-3,1) 4)

para ciertos @, 8 € R. Tomemos entonces un vector (x,y) cualquiera de R? y veamos que
se puede escribir asi. Que esto pase equivale a decir que existen nimeros « y S tales que

x=2a-36 , y=a+p

Resolviendo este sistema ® llegamos a que

_3y+x
== ,

_2y-x
-5

[0

B

0, dicho de otro modo, todo (x, y) de R? se puede escribir

3y+x
5

2y —x
(x,y) = @0+ —=— 3D
y en consecuencia hemos llegado a probar que todos los (x,y) € R? estdn en L + L.
Concluimos entonces que
L+L =R?

8pensando a @ y 8 como las incégnitas
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2. Sean
m: 2x+y+z=0 , m: x—-y+z=0

Estos dos planos del espacio vectorial R? son subespacios °.
El resultado anterior nos asegura que la recta de ecuaciones
2x+y+z=0
x—y+z=0
también lo es.

Notemos que L es la recta que pasa por el origen '° y est4 dirigida por el vector (2, -1, =3).

3. Consideremos ahorael planonr: z=0 ylarecta L: (x,y,z) =1(1,4,3) (t € R).

En la siguiente figura se ilustra un esquema de esta situacion.

\/

u=v+w

vV :end plano xy
w : sobrelarecta L

Alli tomamos un vector u de R? y lo escribimos como suma de un vector w € L y un
vector v que estd en la interseccion de & con el plano generado poruy (1,4, 3).

Esto sugiere que al sumar cada vector de L con cada vector de 7 podemos ir obteniendo

cada uno de los vectores del espacio.

Esto es realmente asi. Veamos cdmo justificarlo. Comencemos por notar que un elemento

genérico de m + L es de la forma
(@,,0) +v(1,4,3)

para ciertos numeros a,f3,y € R. Bastara entonces ver que todo (x,y,z) € R3 se escribe
de esa forma. Pero que esto pase equivale a decir que existen nimeros @, 5,y € R tales

que
x=a+2y
y=-B+4y
z=73y

9
10

serd uno de los ejercicios propuestos
si no, no seria subespacio
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Resolviendo este sistema vemos que los valores de a, 3,y deben ser

B 3x—z

a/—3,,8

_3y—4z z
-3 Y73

Dicho de otro modo, cualquier (x, y, z) de R3 se escribe

3x—z 3y-4z
37 3

(Lyx):( ,0)+§a¢L$

y por consiguiente estd en  + L. Concluimos entonces que

7+L =R

Observacion

Al haber considerado la interseccién de subespacios y haber obtenido que siempre resulta ser
un subespacio se nos podria ocurrir plantearnos la situacién andloga respecto de la unién.
Miremos la siguiente figura que representa dos subespacios (rectas) en R?

L

La suma no esta en la union de los subespacios;
luego, la union no es subespacio

La unién L U L estd formada unicamente por las dos rectas. En consecuencia, si bien
u,v € LUL’ no se cumple que u + v € L UL’. Esto muestra que la unién no es un sub-
espacio, al menos en este caso.

Este ejemplo basta para concluir que no se puede afirmar que la unién de subespacios es sub-
espacio. Sin embargo, hay situaciones particulares en las que la union si resulta ser un subespa-
cio, con lo cual tampoco podemos afirmar que la unidn de subespacios nunca da un subespacio.
La figura anterior puede darle una idea para construir un ejemplo donde la unién resulte ser un
subespacio.

Ejercicio 10
Dé un ejemplo de un par de subespacios S y T tales que
a) S UT no sea subespacio

b) S UT sea subespacio



16 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 6

Combinacion lineal de vectores

En los ejemplos de la pagina 13 trabajamos con expresiones del tipo
a(2,1)+B(-3,1)

que podriamos definir como una suma de multiplos de los vectores (2,1) y (-=3,1). Si reem-
plazamos a estos dos vectores de R? por otros dos cualesquiera, digamos u y v, esa expresion
tomara la forma

au + v

Pero esto también lo podemos hacer para un par de vectores en cualquier espacio vectorial V
e incluso también para mas de dos vectores. A expresiones de este tipo es que vamos a llamar
una combinacion lineal.

Por lo dicho, hablando informalmente, diremos que una combinacién lineal de un conjunto de

vectores u; , U, , ..., U es la suma de multiplos de todos ellos. Formalicemos ahora este
concepto.

Sea V un espacio vectorial, uy,...,u; vectores de V y A4y,..., 4, nimeros reales. Llamamos
combinacion lineal de u,, . . ., u; al vector v que se escribe en la forma

vV=A4u +- -+ A

Ejercicio 11

En un esquema grafico ubique a los vectores u = (3,1) , v=(2,-1) y w = (-2,3).
Muestre grdficamente que w es combinacion lineal de u y v.

Luego halle analiticamente los valores de @ y B que hacen cierta la igualdad
w = au + fv.

Subespacio generado — Conjunto de generadores

Sea A un subconjunto no vacio del espacio vectorial V. Consideremos el conjunto de combina-
ciones lineales de elementos de A,

ay + -+ ayu,

donde ay,...,a, € R y uy,...,u, € A.

Ejemplos

1. V=R*,A={(-2,3)}
Como A tiene un unico elemento, el conjunto anterior es simplemente

{a(=2,3) |a € R}

1.e., la recta que pasa por el origen y por (-2, 3). Es un subespacio de V.
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2- V = R3 ) A= {(2’ _193)’ (0’ 1’ _2)}
En este caso, el conjunto de combinaciones lineales de elementos de A es

{a(2,-1,3)+ b(0,1,-2) | a,b € R}
i.e., el plano de ecuacion
x—4y-2z=0
que también es un subespacio.
3. V=R3} A: x2+y2+z2:1

Cada recta por el origen pasa por un punto de A '!'. Luego, cualquier vector del espacio
se puede escribir en la forma

(x,y,2) = au

conu € Aj; i.e., estd en el conjunto de combinaciones lineales de elementos de A. Con-
cluimos asf que el conjunto de combinaciones lineales de elementos de A es R?.
Notemos que también obtuvimos un subespacio en este caso (todo el espacio, en reali-
dad). En este caso, el conjunto de combinaciones lineales de elementos de A coincide con
el conjunto '2

{au|ueA, aeR}

En todos los casos anteriores el resultado fue un subespacio de V. Esto pasa en general,

Proposicion (Subespacio generado)

Sea V un espacio vectorial y A € 'V no vacio. Entonces, el conjunto de combinaciones lineales
{faiq; +---+a,u,|ay,...,a, R, uy,...,u, €A, meN}

es un subespacio de V.
DEMOSTRACION:
Llamemos S al conjunto de combinaciones lineales de A

1) 0€S
Basta tomar todos los escalares nulos.

i) ueS , aeR = aues
Siu € S, debe ser de la forma

u=aqu +---+a,u,
para ciertos uy, ..., u, € Ay ciertos nimeros ay, .. .,d, € R. Entonces,

au = (aa)uy + - -+ + (aa,)u, € S

en realidad, por dos.

2piense un ejemplo donde esto no sea cierto
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@iii)) u,veS = wu+veSs
Sabemos que existen uy, ..., W,, Vy,...,V;y € Ayescalares ai,...,a,,by,...,b, € Rtales
que

u=aqu +---+a,u,
= u+v=aqu +---+a,0, +b;vi+---+ by
V:b1V1+"'+kak

esdecir,u+vesS.

Hemos probado que S es efectivamente un subespacio de V. Lo denotamos por,
Ay ={ayu; +---+a,u, |a,...,a, €R, uy,...,u,, €A, me N}

y lo llamamos subespacio generado por A. Pensandolo desde el lado del subespacio, decimos
que A es un conjunto de generadores de S.

Ejercicio 12
Sea A = {(1,0,2),(-3,0, 1)}. Halle (A).

Ejercicio 13

Dados los polinomios P = 1, Q = X y R = X*. Halle (P, Q,R).
Ejercicio 14
Considere el espacio vectorial V={f| f : R — R}
a) compruebe que las funciones o, € V siendo a(x) = senx , B(x) = cos x

b) halle una funcién g € (a,p) tal que g(0) = 3 y g(3) = -5.

Propiedades

Sea V un espacio vectorial y A € V no vacio.

1. Ac(A)
Todo u € A se puede escribir en la forma

u=1lu
que claramente estd en (A) 3.

2. (A) es el menor subespacio que contiene a A.
Se trata de ver que si S es un subespacio que contiene a A, entonces también contiene a
(A).
Sea w € (A). Entonces,
W=au + -+ a,l,

Bm=1,u=u,a =1)
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para ciertos uy,...,u, € Ay ciertos ai,...,a,, € R. Como A C S, uy,...,u, € S. Porlo
tanto,

auay,...,a,u, € S
y entonces,

au +---+a,u, €S

i.e., w € S. Esto muestra que (A) C S.

3. Si Sy T son subespacios de V, S + T es el menor subespacio de V que contiene a S U T.

Cualquier elemento w € S U T estd en alguno de los dos conjuntos,

—siestaenS,w=w+0eS+T

—siestaenT,w=0+weS+T

En consecuencia,
SUTcS+T

Supongamos ahora que W es un subespacio que contiene a S U T. Debemos probar que
entonces, S + T C W.

Tomemos w € S + T, se escribe en la forma
wW=u+v

para algin u € Sy v € T. Pero esto implica que u,v € W pues tanto S como T estdn
incluidos en W. Entonces, como W es subespacio y contiene a u'y a v debe contener a la
suma que es precisamente w.

Corolario

Sean S y T subespacios del espacio vectorial V. Entonces,

S+T=(SUT)

Ejercicio 15

Halle el menor subespacio que contiene a las rectas

Ly: (x,y,2)=1t(1,2,1) (t€R) , Ly: (x,y,2) =50,1,-3) (s€R)
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Dependencia e Independencia Lineal

Los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (1, 1, 0) pertenecen al subespacio
S: z=0
Ademas
a(1,0,0) + 5(0,1,0) + ¢(1,1,0) = (a+ ¢, b + ¢,0) = (a + ¢)(1,0,0) + (b + ¢)(0, 1,0)

con lo cual,
((1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)) =((1,0,0), (0, 1,0))

y ambos representan a S.

Independencia lineal de vectores

Sea V un espacio vectorial y uy,...,u, € V. Decimos que el conjunto {uy,...,u,} es lineal-
mente independiente si ninguno de los u; pertenece al subespacio generado por los demas.
Si esto no ocurre, es decir si alguno de los u; esta en el subespacio generado por los demas,

decimos que el conjunto {uy,...,u,} es linealmente dependiente.
Proposicion
Sea V un espacio vectorial y uy, ..., u, € V. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) El conjunto {uy,...,u,} es linealmente independiente

b) aqu;+---+a,un,=0 = aq=a=---=a,=0
DEMOSTRACION:

a) = b)

Supongamos que {uy,...,u,} es linealmente independiente y probemos que la tnica solucién

de la ecuacién “aju; + --- + a,u, = 07 es
ag :a2:"':am:0

Supongamos, razonando por el absurdo, que hay uno de los a; que no es cero. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que es a; # 0. En tal caso, es posible despejar u,

a ap
U =—-——1u == — Uy
ai aj
pero en tal caso u; € (uy,...,u,) y esto es absurdo pues estamos suponiendo que son lineal-

mente independientes.
Conclusion: es imposible que alguno de los g; no sea nulo; i.e.,

a=--=a,=0
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b) = a)

Ahora tenemos por hipétesis que la dnica solucién de “aju; + -+ + a,u,, = 0" es lanulay
debemos ver que ninguno de los u; estd en el subespacio generado por los demés. Otra vez
razonamos por el absurdo y suponemos que uno de ellos esta en el subespacio generado por los
demas. Digamos que se trata de u;. En tal caso,

U1:b2112+"'+bmllm

para ciertos b, ..., b,, € R. Pasamos todo al primer miembro,
u-bw—---—-b,u, =0
pero entonces (1,-b,,...,—b,) # (0,...,0) es una una solucién no nula de la ecuacién

“ajuy + - -+ + a,u, = 0”. Esto contradice la hipétesis.

Ejemplo

Los vectores u; = (1,3,-1,2) ,u, = (2,0,1,3), us = (-1, 1,0, 0) de R* son linealmente inde-
pendientes.

En efecto, la ecuacion
a(1,3,-1,2) + b(2,0,1,3) + ¢(-1,1,0,0) = (0,0,0, 0)

implica que

a+2b-c=0
3a +c=0
-a+b =0
2a + 3b =0

cuya Unica solucién es

(a,b,c,d) =(0,0,0,0)

En consecuencia, los tres vectores son linealmente independientes.

Ejercicio 16

Compruebe que el conjunto {(-2,0,1,1),(0,1,1,1),(1,-2,0,0)} es linealmente inde-
pendiente.

Ejercicio 17

Encuentre un elemento del conjunto {(-2,0,1,1),(0,1,1,1),(1,-2,0,0),(-1,-7,1,7)}
que sea combinacion lineal de los demas.
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Teorema

Sea V un espacio vectorial y A C V un subconjunto finito. Entonces existe un subconjunto B de
A que es linealmente independiente que genera el mismo subespacio (A).

DEMOSTRACION:

Sean uy,...,u, los elementos de A. Si son linealmente indepedientes, B = A.
Si no lo son, hay uno que es linealmente dependiente con los demas. Digamos que es u, !4,

u, =au + -+ a1,
entonces, cualquier elemento w de (A) se escribe
w=aqu +----+aq,u, =a1u; +---+a,10,-1 + an(a/]ul + -+ an_lun_l)
0 sea,
W= (a1 + a,a)ug + -+ + (@p-1 + @10,

por lo tanto,
<A> = <{ul’ ey un—l}>

Ahora nos preguntamos si
By ={uy,...,u,}

es linealmente independiente. Si lo es, B = B;. Si no, hay uno de sus elementos que es
dependiente con los demds. Digamos que se trata de u,_;. Razonamos como en la situacion
anterior y resulta que

Ay = (uy, ..., u,5})

Nos preguntamos si B, = {uy,...,u,,} es linealemente independiente. Si lo es, B = B,. Si
no, repetimos el proceso hasta lograr un B; = {uy,...,u,;} que genera (A) y es linealmente
indepediente. En tal caso serd B = B,_.

Base

Sea V un espacio vectorial. Un conjunto B C V se llama base de V si

B es linealmente independiente y (By =V

Ejemplo
El conjunto {(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)} es una base de R3.

Ejercicio 18

Halle una base del subespacio S = ((-2,0,1,1),(0,1,1,1),(1,-2,0,0)).

14

en caso contrario, los reordenamos
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Teorema

Un conjunto de vectores {vy, ..., V,} es una base del espacio vectorial V siy solo si todo vector
v de V se escribe de manera tiinica como combinacién lineal de vy, ..., V,.

DEMOSTRACION

=

Suponemos que {vy,...,V,} es una base de V y vamos a probar que todo vector v se escribe de
forma unica como combinacion de los v;. Sea entonces v un vector cualquiera de V.

Por ser base, sabemos que

(i) {vy,...,Vv,} es linealmente independiente 'y  (ii) {{vy,...,V,}) =V

La segunda nos dice que existen escalares ay, .. ., a, tales que

v=avy+---+a,v,

Lo tnico que resta ver es la unicidad; i.e., que para cada v los escalares ay, . .., a, son Unicos.
Supongamos que v también se puede escribir en la forma

v=bvi+---+b,v,

Entonces,
V=aVi+ - +a,v,
=byvi+---+b,v,

de donde,

(@ =b)vy+---+(a,—b,)v, =0

pero siendo linealmente independientes los v;, resulta

a—b;=0 (para todo i

Il

—
.

S
~

0 sea,

Il
Ju—
.
S
~

a;, = b; (para todo i

=

Suponemos ahora que cada v € V se escribe en forma tinica como combinacién lineal de los v;
y tenemos que probar que {vy, ..., V,} es una base de V.

Veamos primero que son linealmente independientes. Para eso hay que ver que la unica solucion
de la ecuacion

CL’1V1+"‘+G’"V”:O

es la trivial: (ay,...,a,) = (0,...,0). Pero esto es consecuencia de que al vector 0 también se
lo puede escribir
0=0.v{+---+0.v,
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y estamos suponiendo que la escritura es tnica; con lo cual,

a =0 (paratodoi=1,...,n)
Resta ver que ({vy,...,v,}) = V. Estamos suponiendo que para cada v € V existen unicos
ai,...,a, € R tales que

v=avy+---+a,Vv,
luego,
ve{vy..., V]

cualquiera seav € V.
Esto muestra que efectivamente ({vy,...,v,}) = V.

Ejercicio 19
Se sabe que el conjunto {u, v} es una base de R> y que

au + 3v = —2u — bv

(Le alcanza esta informacién para determinar cuanto valen a y b?

Base Canonica de R”

Los vectores
e; =(1,0,0,...,0)
e, =(0,1,0,...,0)

e, =(0,0,0,...,1)

forman una base de R” que se llama base candnica.
Tiene la ventaja, sobre las demds, que es inmediato hallar los coeficientes de la combinacién
lineal de estos vectores que expresa a un vector cualquiera de R". Simplemente,

(x1,0,...,0)+ (0, x,,0,...,00+...(0,...,0, x,)
x1(1,0,...,0) + x»(0,1,0,...,0) + - -+ + x,(0,...,0,1)

xr€e + ... + x,€,

(X150, Xn)

Componentes de un vector en una base

Sea V un espacio vectorial y {vy, ..., v,} una base de V. Entonces, dado un v € V sabemos que
existen Unicos escalares ay, ..., a, € R tales que

v=avy+---+a,v,

Como no hay ambigiiedad, debido a la unicidad de los escalares, les ponemos un nombre. A
estos escalares ay, .. .,a, los llamamos componentes de v en la base {vy,...,Vv,}.
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Consideremos a modo de ejemplo el vector v = (-2,3). Vamos a encontrar sus componentes
en dos bases distintas de R%: {(1,0), (0, 1)} y {(2, 1), (=3, 1)}.

€ En {(1,0),(0, 1)}

Como observamos mds arriba, en este caso es muy simple
v=(-2,3)=(=2)(1,0) + 3(0,1)

es decir, en la base candnica, las componentes de un vector coinciden con sus coorde-

nadas.
A
v RRREE A 3(0,1)
L (01)
< > >
-2(1,0) (1,0

v =(-2) (1,0) +3(0,2)

€ En{(2,1),(-3,1)}

Aqui no es tan inmediato descubrir el valor de los escalares. Debemos plantear lo que
necesitamos

v=(-2,3)=a2,1)+b(-3,1)

lo que produce un sistema de ecuaciones,

2a-3b=-2
a+b=3
que tiene por (Gnica) solucién

7 8
= — R b:—
473 5

Es decir, . o
=(-2,3)==2,1) +=(-3,1
v = ) 5( )+5( )
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7 8

y entonces las componentes de v = (-2, 3) en la base {(2, 1), (=3, 1)} son (3, 3

A

75 (2,1)
8/5 (-3,1)

(-3!1)

\ 4

v= 7521 + 85 (-31)

Ejercicio 20

Halle analitica y graficamente las componentes del vector (-3, -2) en la base
a) {(1, 1),(-1, 1)}
b) {(-1,1),(1, D}
) {(1,3),(4,-1)}

Dimension

Hasta ahora en los ejemplos considerados resulté que todas las bases del mismo espacio vecto-
rial tenfan el mismo nimero de elementos. Esto no es casual. Todos los espacios vectoriales que
admiten una base con una cantidad finita de elementos tienen esta propiedad. Vamos a probar
un resultado que tendra a este hecho como consecuencia.

Teorema

Sea V un espacio vectorial que tiene una base formada por n vectores. Entonces, cualquier
subconjunto de V que tenga por lo menos n + 1 vectores es linealmente dependiente.

DEMOSTRACION
Sea B = {vy,...,v,}labase de V que tiene n vectores y, razonando por el absurdo, supongamos
que hay m > n vectores

Wi,..., Wy,

que son linealmente independientes.
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Siendo B una base podemos escribir a cada w; como combinacion lineal de los v;,

Wi =anvy+---+auvy

Wyo =apvy+ -+ a,nv,

%)
Wy = A1Vi + 0+ Qup Vi

para ciertos escalares a;; (i =1,...,n, j=1,...,m).
Ahora bien, como los w; son independientes, ninguno de ellos puede ser cero '° luego, alguno de
los escalares debe ser no nulo. Reordenando los vectores, si fuese necesario, podemos suponer
que a;; # 0. Es posible entonces despejar v, de la primera ecuacion y reemplazarlo en el resto
de las ecuaciones. Esto produce el siguiente sistema

W, = b22V2 + -+ bnan + b12W1

W3 = b23V2 + -+ bn3Vn + b13W1

(6)
W, = by, Vo + -+ - + bV, + b1, W
Recordando que w; y w; son independientes, no puede ser que
Wy = b1ow)

luego, alguno de los coeficientes anteriores de la primera ecuacion debe ser no nulo. Suponga-
mos que es by # 0.
Repitiendo el procedimiento anterior llegamos ahora al sistema

W3 = C33V3 + -+ C3V, + C23W>

)

W, = C3,, V3 + -+ Cpyy Vi + C2 W2
Si seguimos con este procedimiento, al ser n < m, llegara un momento en el cual los w1, ...,
Ww,, quedaran escritos como combinacién de los wy, ..., W, y esto no es posible porque estamos

suponiendo que son independientes.
Luego, no es posible que haya més de n vectores independientes en un espacio que tiene una
base de n elementos.

Corolario 1

Si 'V tiene una base de n elementos y wy, ..., w,, son linealmente independientes, entonces

nzm

15, por qué?



28 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 6

Corolario 2

Si V tiene una base con n elementos, todas sus bases estdn formadas por n vectores.

DEMOSTRACION:
Supongamos que B = {vy,...,v,} y B’ = {wy,...,w,} son bases de V. El corolario anterior nos
dice

m<n: porser BbasedeVylosw,; independientes
pero también que

n<m: porser B basedeVylos v, independientes
Luego,

m=n

como afirmamos.

Este dltimo resultado nos permite asignar un nimero a cada espacio vectorial que admita una
base con una cantidad finita de elementos. Como todas las bases tienen la misma cantidad de
vectores, le asignamos ese niimero ' que llamaremos dimensién de V y denotaremos

dimV

A este tipo de espacios vectoriales se los llama de dimension finita.

Convencion

SiV = {0}, decimos que dimV = 0.

Caso particular
dimR" =n

pues ya vimos que tiene una base con n elementos, la base canonica.

Teorema

Si S es un subespacio de un espacio vectorial V de dimension n, entonces
dimS <n

DEMOSTRACION:

El caso S = 0 es trivialmente cierto. Lo mismo sucede si dimV = 0.

16]a cantidad de elementos que tiene una de sus bases (y por lo tanto todas las demds)
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Consideremos entonces que S # 0y que n > 1. Al estar S incluido en V, todo conjunto lineal-
mente independiente de vectores de S es, en particular, un conjunto linealmente independiente
de vectores de V. Por lo tanto, su niimero no puede superar a n. Por otro lado, todo subespacio
de un espacio vectorial puede ser considerado, él mismo, un espacio vectorial y por consiguien-
te tiene sentido hablar de bases de S que, por lo que acabamos de decir, no pueden tener mas de

n vectores. Luego,
dimS < dimV

Observacion

Si fuese
dimS =dimV

ambos tendrian bases de n elementos. Pero como S C V, la base de S terminaria siendo una
base de V y por consiguiente

si B denota una base de S.

Conclusion: el unico subespacio de que tiene la misma dimensién que el espacio es el mismo
espacio.

Lema

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea S un subespacio propio. Si {uy,...,u,} es una
base de Sy v ¢ S, entonces
{ula S | V}

es linealmente independiente.
DEMOSTRACION:

Para comprobarlo planteamos la ecuacién
auy +---+au, +av=_0
y debemos ver que todos los coeficientes son nulos. En principio, como v € S = ({uy,...,u,})

debe ser

pero entonces,
au +---+a,u, = 0

y esto, dado que los u; forman una base de S implica que
a=--=a,=0

Probamos asi lo afirmado.
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Teorema
Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea {vy,...,V,} una base de un subespacio propio
S de V. Entonces existen n — m vectores V,,;1,...,V, en V tales que

{Vl’~ c o Vs Vit 15 - - ~’Vn}

es una base de V.
DEMOSTRACION

El hecho de ser S un subespacio propio de V nos dice que m < n'y que los vectores
Vi,eooh Vi

no generan V. Existe entonces un vector en V que no es combinacion de ellos; llamémoslo u;.
El lema anterior nos asegura que el conjunto

Vi, ooy Vg }

es linealmente independiente.
Llegado este punto nos preguntamos si n = m + 1. Si es asi, entonces ya probamos el resultado.
Sim+1<n,

S ={vVisets Vi g })

es un subespacio propio de V. Repitiendo el argumento anterior encontramos un vector u, € V
que no estd en S’ y entonces el conjunto

{Vla .. ~avm9ul7u2}

es linealmente indepediente. Comprobamos si m + 2 = n. En caso de serlo, terminamos la
prueba. Si no es asi, repetimos el procedimiento. Como la dimensién de V es finita es claro que
luego de n — m pasos llegaremos a igualar la dimensién del espacio.

Luego, bastard llamar

Vit1 = W1, Vg = Uy

Dimension de la suma de subespacios

Ahora ya estamos en condiciones de calcular la dimension del subespacio S + T conociendo la
dimension de cada uno.
Supongamos que dim S = ny dim T = m. Vamos a considerar dos casos

® Casol: SNT=0
Tomemos una base {u,...,u,} de S y una base {vy,...,v,} de T. El hecho de no tener
elementos comunes, salvo el cero, hace que los vectores

LL I | P S A L
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sean linealmente independientes. En efecto, si
auy +---+au, +byvi+---+b,v,, =0

resulta que
au; +---+an, =-=byvi—---=b,v,

pero el primer miembro estd en S y el segundo estd en T, por lo cual ambos estin en la
interseccion y eso implica que sean cero; i.e.,

au; +---+au, =0 y byvi+--+byv, =0

pero entonces, como los u; forman una base de S y los v; una base de T, son independi-
entes y por lo tanto

aj=-=a,=0 , b=-=b,=0

Concluimos que la unién de las dos bases es un conjunto linealmente independiente.

Por otro lado, siw € S + T, existenu € S y v € T tales que
w=u+Vv
Por estaruen S y ser {uy,...,u,} una base
u=au +---+a,u,

Andalogamente con T,
V=061V 4+ + 6,V

de donde,
w=u+v=aqu +---+au, + B1vi+-+L,Vn

y de esta forma vemos que
we <{UI,. s Wy, Ve "Vm}>

Resulta entonces que la union de las bases genera S + T y estd formada por vectores
linealmente independientes. Podemos afirmar que es una base de S + T. Siendo que tiene
n + m elementos concluimos que

dm(S+T)=n+m=dimS +dimT

en este caso.

® Caso2: SNT=#0

Sabemos que S N T es un subespacio y que no es nulo, por lo tanto

dm(SNT)=k>1



32

FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 6

Comencemos por tomar una base {wy, ..., w;} de este subespacio. Al estar incluido tanto
en S como en T, los w; estdn en S y T y siguen siendo independientes.

Aplicamos entonces el teorema anterior y extedemos la base de la interseccion a sendas
basesde Sy de T

{Wl,...,Wk,llk+1,...,un} de S y {Wl,...,Wk,Vk+1,...,Vm} de T

Afirmamos que
B = {Wh'- .,Wk,].lk+1,...,un,Vk+1,...,Vm}

esuna basede S + T.

Argumentando como en el caso anterior se ve que son linealmente independientes, aqui
es fundamental el hecho que los vectores u;,1,...,u, no estdn en T y que los vectores
Viils- - -, Vp NO €stdn en S. Resta ver que

(By=S+T

Siue(B),u=a;w; +-+agWi + bWy + -+ + b0, + Cty1Vis1 + - + €V, y COMO,
por ejemplo

awy +"'+aka+bk+1llk+1 +---+b,,un eS y Ci+1Vk+1 +-"+Cme€T

resultaqueu € S + T.

Por otro lado, siu e S+ T,u=v+wconveSyw e T. Entonces,

u=aowWy + -+ QWi+ Q1041 + -+ a,u,

V=F1Wi+ -+ BiWi + Bir1Vier + - + BV

de modo que
u+v=_(a+B)W; + -+ (@ +Br)Wi + Qs 1Wjes1 + - + Wy + By 1 Vie1 + - + BV

y esto implica que u + v € (B). En consecuencia B genera el subespacio suma.

Ejercicio 21

Dados los subespacios

S =¢(1,0,1,0),(3,0,1, 1)) , T: x—4y+z-w=0

a) averigie qué relacion debe haber entre « y 8 para asegurar que «(1,0,1,0) +

B(3,0,1,1)eT

b) ¢le sirve la informacién obtenida para hallar S N T?

¢) halle la dimensién de S + T.
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Suma Directa

Con las notaciones del teorema anterior, llamemos

T= <{Vm+1’ s ,Vn}>

Es claro que
S+T=V ®)

Pero ademas estos dos subespacios satisfacen
SNT=0 )

A los subespacios que satisfacen (8) y (9) se los llama complementarios.
La suma de dos subespacios que cumplen la condicion (9) se llama suma directa y se denota

SeT
En el caso de subespacios complementarios es claro que

SeT=V

Ejercicio 22
Determine si los siguientes pares de subespacios estan en suma directa y halle una
base del subespacio suma

a) S=¢((1,1,-1,1),(0,2,3,0)) , T = (3,0, 1,0))

x—y+w=0
b) S: 7T:<(1a_1’051)3(071’190)>
y+z=0

Producto escalar en R”

En R? y R? ya tenemos definido el producto escalar entre vectores y sabemos que los vectores
cuyo producto escalar es nulo forman un dngulo recto.

Vamos a extender esas definiciones a R”. Llamaremos producto escalar o producto interno
entre los vectores u, v € R"” al nimero

u-v=uvy+---+u,v,

El nimero
lall= Va-u

se llama norma de u y generaliza a R" la nocion de distancia al origen.
Decimos que el vector u estd normalizado cuando es unitario. Cualquier vector no nulo u se
puede normalizar dividiéndolo por su norma,

lall
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Este vector tiene la misma direccion y sentido que u y tiene norma 1.
Definimos el dngulo entre u y v como el tnico valor « entre 0 y m que satisface

u-v
cosa = —m—mm
lall lIvl

Y esto sugiere decir que dos vectores u y v son ortogonales cuandou - v = 0.
Dado un conjunto {uy,...,u;} Cc R" decimos que es ortogonal si

ll,"llj:O

paratodoi# j(i,j=1,...,k)
Y decimos que es ortonormal si ademds todos sus vectores son unitarios.

Proposicion

Sea {uy, ..., u;} un conjunto ortogonal de vectores no nulos de R", entonces es linealmente in-
dependiente.

DEMOSTRACION:

Planteemos la ecuacion
au; +---+aqu =0

y veamos que todos los a; son cero.
Fijemos un i entre 1 y k y multipliquemos por u; la ecuacién anterior,

[aui+---+aqu]-w;=0-u;=0
distribuyendo,
au W+ +a W W +a; ;- digg ui+1-u,-+--~+akuk-u,-:O

pero la condicién de ortogonalidad nos dice que todos los sumandos son cero salvo a; u; - u;;

luego,
a;u-u = 0
ycomow; #0yu; -w; = || u; |* # 0 debe ser,
a; = 0

Siendo i arbitrario, probamos lo afirmado.

Subespacios ortogonales

Dos subespacios S y T de R” se dicen ortogonales si cada elemento de uno de ellos es ortogonal
a cada elemento del otro.
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Es decir,
u-v=90

paratodoue S,veT.
Notemos que en tal caso resulta

SNT=0
Y, en consecuencia, si valiera que

S+T=R"
obtendriamos

SeT=R"

En tal situacién se dice que S es el complemento ortogonal de T o, equivalentemente, que T es
el complemento ortogonal de S.

Ejemplo
Consideremos el subespacio de R?

S = ({(2,1,0),(=3,0, )}

Como el vector
W= (2’ 1’0) X (_3, 07 1) = (1’ _2, 3)

es ortogonal a S resulta que el subespacio

es el complemento ortogonal de S.

Nora: al tener S dimensién 2 ya sabiamos que T tenia que tener dimension 1.

Ejercicio 23

Considere los planos
m:2x—y+z=0 , m:y+z=0
a) halle una direccién normal a cada uno de ellos y calcule el angulo que forman

b) haga un esquema grafico de estos planos

NoOTA: No hace falta que los ubique en un sistema de ejes cartesianos
¢) /son m; y m, subespacios ortogonales?

d) ¢/le sorprende el resultado?
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Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

A partir de una base de R", {uy,...,u,}, se trata de encontrar otra, {vy, ..., V,}, que sea ortonor-
mal y que también satisfaga que

<{ul’~ .- ,Uk}> = <{V1’ .- ~’Vk}>

paratodok =1,...,n.

Teorema (Gram-Schmidt)

Sea {uy, ..., u,} un conjunto linealmente en R". Entonces, el conjunto de vectores
Wi Wi
Vi = o Vp =
Ilwell | W, |

donde los w; estan definidos por

Wi = Uy

Wr =Up — proywlllz (10)

Wy = Uy — PIOYy, Wy, — PrOyy, W, — -+ - — Proyy Wy,

es un conjunto ortonormal que satisface,

Qup,.coowe) = v, i)

paratodok =1,...,n.

No vamos a dar una demostracién formal de este resultado pero si daremos una idea del por qué
de esta construccion.

Recordemos que habiamos definido
u-w
proy,u = —— W
que resulta ser un vector paralelo a u cuya longitud estd determinada por la proyeccién ortogonal
del extremo de u sobre w,

u' es la proyeccion ortogonal
deu sobray
u-u es ortogonal a

w Yy u-u'" son ortogonalesy generan el mismo subespacio que Y
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Ejemplo

Dado el conjunto linealmente independiente {(2, 1,0), (=3, 0, 1)} de R? vamos a aplicar el pro-
ceso de Gram-Schmidt para conseguir un conjunto ortonormal tal que el primer vector conserve
la direccion y sentido de (2, 1,0) y que ambos generen el mismo plano.
Comenzamos definiendo

u=(2,1,0)

Calculamos ahora

2,1,0)-(=3,0,1)
2,1,00-(2,1,0)

proy,0(=3,0,1) = (2,1,0) = -%(2,1,0)

y ahora definimos
v=(=3,0,)-[-§2, 1,00 = (3.8 D
El conjunto

(21,0 (3.5 1))

es ortogonal pero no ortonormal. S6lo nos falta normalizarlos. Entonces, el conjunto

(%9 % ¥ )

cumple con las condiciones pedidas.

Ejercicio 24
Aplique el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a la siguiente base de
R3

B ={(1,0,0),(1,1,0), (1, 1, 1)}

En sendos esquemas graficos represente a la base B y a la obtenida mediante el
proceso anterior.
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PROBLEMAS

1. a) Considere el espacio vectorial R? y encuentre todos u € R? que satisfacen
(1) 2u+3(2,1) =(0,0)
(i) 4u-2(-1,3) =(0,1)
(i) 3+ Hu+5(;(3,4) = 1(2,-1)
b) Considere el espacio vectorial C[-1,1] = {f : [-1,1] — R | f es continua} y halle
todas las f € V que satisfacen
(1) 2f —1=g siendo g(x) = cosx
(i) Inf=1
(iii) e/ = g siendo g(x) = x + 2
(v) 2f + 1 =g siendo g(x) = e*
Nora: siend(;g J una funcién de [—1, 1] en R hallarla significa decir cudnto vale en cada x € [-1, 1].
2. Responda las siguientes preguntas
a) Si sumamos dos nimeros complejos, ¢es cierto que el resultado es un nimero com-
plejo?

b) Si multiplicamos a un niimero complejo por un nimero real, ;es cierto que el resul-
tado es un numero complejo?

c) El 0, ;es un nimero complejo?
d) Sumar nimeros complejos, ;s una operacion conmutativa?
e) (Esciertoque (z+v)+w=z+ @ +w)siz,v,weC?

Ahora analice si es cierto que C es un espacio vectorial real.

Sugerencia: consulte la pagina 1.
3. Responda las siguientes preguntas
a) Si sumamos dos funciones derivables, ;es cierto que el resultado es una funcién

derivable?

b) Si multiplicamos a una funcién derivable por un nimero real, ;es cierto que el re-
sultado es también una funcion derivable?

c) La funcién idénticamente nula, ;es derivable?
d) Sumar dos funciones, ;es una operaciéon conmutativa?
e) (Esciertoque (f +g)+h = f+(g+h)si f,g,hson funciones derivables?
Ahora analice si es cierto que V = {f : (a,b) — R | f es derivable en (a, b)} es un

espacio vectorial real.

Sugerencia: consulte la pagina 1.
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4. Estudie si los siguientes conjuntos, con las operaciones usuales, resultan ser espacios
vectoriales reales

a) C[X]

b) Q[X]

c) V es el conjunto de todas las sucesiones convergentes de nimeros reales.

5. En cada uno de los casos siguientes S es un subconjunto de un espacio vectorial real V.
Determine quién es V y si S es subespacio de V.

a) S ={(x,y,x+y) | x,y € R}

b) S=R3[X]={PeR[X]|P=0 o gr(P)<3}

c) S ={P e R[X] |0 esraiz de P}

d) S ={P e R[X]]|existe Q € R[X] tal que P = (X -1)0}

e) S={feC[-1,1]]f(0.5) =0}

f) S={zeC|z+7z=0}

g) S={zeC|Z+iz=0)

h) S={#(1,0,3) |t e R}

1) S={t0,1,0) + s(-1,0,2) | 5,1 € R}

) S=1{t0,1,0) + s(-1,0,2) + (1,1, 1) | s, € R}

k) S ={(x,y) e R? | x # y} U{(0,0)}

D) S ={u=(u,u)eRu=(,u)
m) S={xy2eR | ¥*+y+72=1)}

n) S={PeR[X]|P=0o0grP =3}

0) S ={f € C[-1,1]| f se anula en algin punto de [-1, 1]}

6. Muestre que los tinicos subespacios propios de R? son los planos y las rectas que pasan
por el origen.

7. Determine cudles de los siguientes vectores de R? pertenecen al subespacio generado por
(1,2,1)y (2,3,4)

a) (4,7,6)  b)(-3,-3,-3) ©) (5.3.3) d) (3.1, 1) e)(2,9,5)
8. Determine cudles de los siguientes polinomios pertenece al subespacio generado por
P=X+2X*+1 , 0=X*-2 y R=X*+X

a) X>-X+3 b) X*?-2X+1 )4X>-3X+5 d) X* +1 e) X -5
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0.

10.

11.

12.

13.

14.

Describa al subespacio generado por los siguientes vectores e indique cudl es el espacio
vectorial

a) 2,1,3)y(-1,2,1)

b) (1,0,2)y (2,-1,2)

c) 3,0,-1)y (=3,0,1)

d (-1,1,2),(0,1,0) y (2,4, 1)

e) X7y X(X+1)

) X+1,X*-1y2

g 1,X,X?

Sea C*(R) = {f : R — R | f admite segunda derivada continua}. Muestre que todos los
vectores del subespacio generado por

cos y sen

satisfacen la ecuacion diferencial
g// + g — 0

Pruebe que los siguientes conjuntos de vectores generan el mismo subespacio

a) {(15 _1’2) s (390’ l)} y {(_1’ _2’ 3) ’ (3,3’ _4)}
b) {f.g.h} y {F,G, H} siendo

f(x) = sen’ x, g(x) =cos®x, h(x) = senxcosx

en C(R)
F(x)=1, G(x) =sen2x, H(x) = cos2x
Muestre que el conjunto de soluciones del sistema
x—3y+2z=0
x+y=0
es un subespacio de R?. ; Vale lo mismo para el sistema
x—3y+2z=0
x+y=1
(Son linealmente independientes los vectores (0,2,—1), (0, %, —%) y (O, %, —%)? En caso

de no serlo, halle un subconjunto linealmente independiente que tenga el mayor nimero
de elementos.

Pruebe que los siguientes conjuntos son bases de R?
a) {(170) s (0’ _1)}
b) {(cos@,senf), (—sen8,cosb)} 0 € [0, 2n] fijo
c) {(1, D), O, D}
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Pruebe que los siguientes conjuntos de vectores son bases de R*

a) {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (1,1, 1, )}

b) {(1,1,0,0), (0,0,1,1), (-1,0,1,1), (0,-1,0, 1)}

C) {(29 _la 09 1) ) (la 39 29 0) ) (09 _17 _1’ O) ) (_2’ 1’ 2a 1)}
y exprese al vector (2, -2, 1, 3) como combinacion lineal de los elementos de estas bases.
Muestre que las funciones f, g y & dadas por

f(x)=1 , gx)=senx , h(x)=-cosx

son linealmente independientes en C[—, 7]

Considere las funciones

X2 six=0

0 st x<0

fo=x 'y g= {

Muestre que son

(i) linealmente dependientes en C(R)

(i1) linealmente independientes en C(R)

Muestre que las funciones f y g dadas por

f=e gl =xe

son linealmente independientes en C[O0, 1].

(Le sirve este resultado para saber, sin hacer célculos adicionales, si también lo son en
C[-1,11? ;Y en C[0, 11?

Halle las componentes de los siguientes vectores de R?

a) (0,1,0) b) (-2,1,1) ¢) (0,0, 1) d) 4,-2,2) e) (3,3,3)
en la base {(1,0,0), (1,1,0), (1,1, D}

Pruebe que los vectores (2,1,0) , (2,1,1) y (2,2, 1) forman una base de R3 y halle las
coordenadas cartesianas de los vectores cuyas componentes en esa base son

a) (1,0,0) b) (-1,2,1) c) (4,-5,0) d) (0,3,0) e)(2,2,1)

Este ejercicio le va a servir para saber si entendio bien lo que significan las componentes
de un vector en una base. Si plantea un sistema y lo resuelve bien significa que entendio
el procedimiento pero no el concepto en si. Si tiene claro el concepto no necesitard hacer
cuentas.

Halle una base de R* respecto de la cual el vector (-3,1,2,—1) tenga componentes
(1,1,1,1).

(Cuales son las componentes de (—3,0, 2,0) en esa base?
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22. Sean u,v,w € R>. Explique, en términos de dependencia e independencia lineal, qué
significa que

a) uy v sean paralelos
b) uy v no sean paralelos
c) u, v, w sean coplanares

d) u, v, wno sean coplanares
23. ;Cudl es la dimension del subespacio de R” generado por los vectores

a) (2,1,-1),(3,2,1)y (1,0,-3)?

b) (1,-1,2),(0,2,1) y (-=1,0,1)?

¢) (1,0,2,-1),(3,-1,-2,0),(1,-1,-6,2) y (0, 1,8, —3)?
d) (-1,1,6,-2),(3,0,1,-1) y (1,1,10,-4)?

24. Pruebe que cualquier subconjunto finito del conjunto
(X" |neNU{0}}
es linealmente independiente en R[X]. Deduzca que R[X] no tiene dimension finita.

25. ;Cudl es la dimension del subespacio de R” determinado por la ecuacion
a)x;+---+a,_1x,-1 +x,=07?
Exhiba una base.

26. Dados los vectores
u=(2,0,1,1) , v=(1,1,0,3)

encuentre dos vectores w y w’ tales que {u, v, w, w’} sea una base de R*.

¢Es posible hallar otra base de R* que tenga a u y a v como parte de ella? De ser asf,
héllela.

27. En cada caso encuentre un conjunto de ecuaciones cuyo conjunto de soluciones sea el
subespacio dado

a) S={t2,0,1)+ s(=1,1,0) | 5, € R}
b) S =((2,0,1),(-1,1,0))
c) S=¢(1,1,0,1)(1,0,0,1))

28. Para cada par de subespacios, halle la interseccion y la suma. Indique si estdn en suma
directa.

a)S: x-3y+z=0 , T={t«2,0,1)+s(-1,1,0) | s, € R}
b) S: x-3y+z=0 , T=<(2,0,1),(-1,1,0))
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¢) S={(xy,2) €R}3x-2y+2z=0} , T={(xy,2)|x+z=0}

d) S={(xy,20eR|3x-2y+z=0,x-y=0} , T=(1,1,0),(5,7,3))
e) S=(1,1,3),(1,3,5),(6,12,24)y , T=(1,1,0),3,2,1))

)S: x—-y+z-w=0 , T: 2x-z+3w=0 (en RY)

Calcule la dimension de cada subespacio.

29. Sean S y T dos subespacios de V tales que S ¢ T. Muestre que si tienen la misma
dimensién son iguales.

Sugerencia: en la primera parte de este trabajo practico hay algo que le puede ayudar.
30. Para cada uno de los siguientes subespacios, halle una base y extiéndala a una base de V

a) S={(x,y,2) €R}|3x-2y=0)}
b) S={(xy,zw)eER* | x+y=z-w=0, x+w =0}
c) S=¢1,1,0,1)(1,0,0, 1))

31. Para cada uno de los siguientes subespacios, halle un complemento. Analice si es tnico
o se podria haber encontrado otro.

a) S:{(x,y,z)€R3|3x—2y:0}
b) S={x,y,zw)eER* | x+y=z-w=0, x+w =0}
c) S=(1,1,0,1)(1,0,0, 1))

32. Analice si los siguientes pares de subespacios son ortogonales

a) S=((ab)) , T=((-b,a) (a,b) # (0,0)
b) S =((1,0,0),(-3,2,1)) , T=¢0,1,1),(3,-2,1))

©) S=((1,0,0),(-3,2,1)) , T=(0,1,0)

d)S: x-2y+3z=0 , T=(1,-2,3)

33. Halle un subespacio T de R’ que sea ortogonal a
S =((2,-1,3,5,4))

y calcule S + T. ;/Es una suma directa?
Encuentre S+.

34. Repita el ejercicio anterior con el subespacio

S =(1,0,-2,3,-1),(0,-7,4,5,8))
35. Considere los subespacios de R’

X|—2xX+5x3—x4+7x5 =0
S : s T:<(17_2’57_1’7)5(8’_47 1’_3’9)>

8x1 —4xy+x3—3x4 +9x5; =0

y averigiie si es cierto que T = S+.
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36. Halle el complemento ortogonal de los siguientes subespacios y exhiba una base ortogo-
nal del R” correspondiente
a) S: x—-2y+3z=0 (n=23)
b) S =((1,-2))
c) S=¢(1,0,1),(0,2,-1))
+y-2z=0
os: 078
x+2y-2z=0
37. Halle bases ortonormales de cada uno de los siguientes subespacios y del espacio vectorial
correspondiente
a) S: x—-2y+3z=0
b) S =K((1,-2))
c) S=¢(1,0,1),(0,2,-1))

+y-2z=0
ds: TV
x+2y-2z=0



