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TRANSFORMACIONES LLINEALES

Transformacion Lineal

Sean V y W espacios vectoriales, una transformacion lineal es una funcién
T: V—W

que satisface las siguientes propiedades
% T(au) = aT(u) y
S Ta+v)=Tw)+T(v)

paratodou,v € Vytodo a € R.

Propiedades basicas

Sea T : V — W una transformacion lineal, V, W espacios vectoriales.

1. T(Cl]ll] + e+ Clkllk) = alT(ll]) + -0+ ClkT(llk)
paratodouy,...,u, € Vytodoay,...,a, € R. Bastaaplicar reiteradamente las propiedades

que definen a una transformacion lineal.

2.T0)=0"
pues T(0) =T(0+0) = T(0) + T(0) y en consecuencia, 7(0) = 0.

Ejemplos

Las funciones que mencionamos a continuacion son transformaciones lineales.
1. T:V— W, T(u) =0paratodoueV.
2. Llamamos identidad a la transformacion que asocia cada vector a si mismo

d:V—oYVY , id(u) =u (para todo u € V)

3. T:R? — R3 T(x,y) = (x —2y,3x + y, x — 4y).

lel 0 del primer miembro es el elemento neutro de V y el 0 del segundo miembro es el elemento neutro de W;
podrian ser distintos. ;Se le ocurre un ejemplo donde efectivamente sean distintos?
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4. T :R> — R%, T(x,y) = (x,—y).

T manda cada punto (x,y) a su simétrico respecto del eje x, tal como se aprecia en la
siguiente figura

A

y T(.v)
>»
T(u) v

En consecuencia, si por ejemplo aplicamos 7T a cada uno de los puntos de la pardbola

y = x2, el resultado ser4 la pardbola y = —x°.

5. Dado 6 € [0, 27], consideremos la aplicacién T : R> — R? dada por

T(x,y) =(cosf x—senfy,senf x+ cosfdy)

Para interpretar mejor cudl es el efecto que produce T sobre cada (x,y) € R? serd conve-
niente recurrir a las coordenadas polares,

X =rcost , y=rsent (r>0y0<1<2n)

entonces

T(x,y) =T(rcost,rsent)
= (rcosfcost—rsenfsent,rsenfcost+ rcosdsent)

= (rcos(fd + t), rsen(6 + 1))

Esto nos dice que a un punto de coordenadas polares (r, f) lo transforma en el punto de
coordenadas polares (7, t + 6); es decir, T produce una rotacién en un dngulo 6 en sentido
antihorario  tal como se ilustra en el siguiente grafico,

2,c6mo habria que modificar T para lograr una rotacién de dngulo # pero en sentido horario?
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A

6. Dado 6 € [0, 27], consideremos la transformacién lineal 7 : R?> — R? dada por

T(x,y,z) = (cosf x—senf y,senf x + cosfy,z)

En este caso, para interpretar mejor como actda 7' nos conviene utilizar coordenadas
cilindricas

T(x,y,z) = T(rcost,rsent,z)
= (rcosfcost—rsenfsent,rsenfcost+ rcosésent,z)

= (rcos(t + 0), rsen(t + 6), z)

A

X,Y,2)

-

Queda claro que T no modifica la altura y respecto de las dos primeras variables, el
efecto es el mismo que produce la transformacion del ejemplo anterior; con lo cual, sobre
el plano horizontal de altura z se produce una rotaciéon de angulo 6 en sentido antihorario,
si observamos desde arriba del plano .

3:,c6mo se veria esta rotacion si observamos desde abajo?
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10.

11.

12.

Las proyecciones sobre cada componente

7Ti3R2—>R , mx,y) =x s ﬂ23R2—>R , m(x,y)=Yy

. Proyeccion sobre el plano xy

n: R — R?>x {0} , n(x,y,2) = (x,5,0)

Consideremos el espacio vectorial de las funciones continuas sobre el intervalo [a, b]:
Cla,b] ={f : la,b] — R | f es continua}

Definimos la transformacion [ : Cla, b] — R por

b
1) = f 00 dx

Las conocidas propiedades de la integral definida muestran que / es una transformacién
lineal.

Consideremos el espacio vectorial de las funciones con derivada primera continua en el
intervalo (a, b), denotado por

C'(a,b) = {f : (a,b) — R | f’ es continua} = {f : (a,b) — R | ' € C(a, b))
La transformacién D : C'(a, b) — C(a, b) dada por
D(f)=f

es una transformacion lineal, lo que se comprueba facilmente a partir de las propiedades
de la derivada.

El ejemplo anterior se puede generalizar. Consideremos el espacio vectorial de las fun-
ciones que tienen n derivadas continuas, denotado por

C'(a,b) ={f : (a,b) — R| f™ € C(a, b)}
La aplicacién D : C"(a, b) — C""'(a, b) definida por
D(f)=f
es una transformacioén lineal. ;Es cierto que D(f) € C"V(a, b)?

Volvamos al espacio vectorial C[a, b] y definamos ahora la transformaciéon P que a cada
funcién f, continua en [a, b], le asocia la primitiva dada por

F(x) = fxf(t) dt
Tenemos entonces que P : Cla,b] — Cla,b]y
P(f)=F
1.e.,

P(F)(x) = f o) di

Los resultados conocidos sobre integrales muestran que P es una transformacion lineal.
(Es cierto que P(f) € Cla, b]?
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Ejercicio 1
Analice si puede calcular T(2u — 3v + %W) sabiendo que 7 es una transformacion
lineal que satisface

T(w)=(,0,-1) , T(v)=(0,0,2) , T(w)=(3,0,1)

o necesita mas informacion.
Si U, V, W son otros tres vectores tales que

Tw)=(1,0,-1) , T(V)=(0,0,2) , T(W)=(@3,0,1)
;puede responder —sin hacer cuentas— cudnto vale T(2U — 3V + 1 W)?
Ejercicio 2
Compruebe que las siguientes funciones son transformaciones lineales
a) T:V—W,Tu)=0paratodoueV
b) id: V— V, la identidad
c) T:R*—R,T(x,y,2) =ax+by+cz (a,b, c € R fijos)

d) T: rotacion definida en el ejemplo 5.

Ejercicio 3

Averigiie si las siguientes funciones son transformaciones lineales
a) T:R— R, T(x)=x?
b) T:R— R, T(x) =senx
) T:R>—R, Tx,y)=(x+y,y,x—1)

DT:R—R,Txy)=x2-y—x+1)2+@y-1)7
Ejercicio 4
Se sabe que las funciones f, g : R® — R satisfacen
f+v) = f@+f(v) , flaw)=af(m) gu+v) =gu+g(v) , glau) = ag(u)
para cada u,v € R? y cada a € R. Analice si
T:R*—R* T(w = (f(w), g(w)

es una transformaciéon lineal.
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Ejercicio 5

Utilice resultados obtenidos en los ejercicios anteriores para averiguar —sin hacer
cuentas— si la funcién F : R* — R? |, F(x,y,2) = 2x -3y +z,x — 4y + 57) es una
transformacion lineal.

Ejercicio 6
Halle todas las transformaciones lineales 7 : R? — R tales que

7(1,0,0)0=2 , T(,1,00=-3 , T(@,0,1)=1

Ejercicio 7

Halle todas las transformaciones lineales 7 : R?* — R tales que
r©o,1,00=2 , T70©,0,1)=-3 , T(1,0,0)=1

NOTA: no tiene la misma respuesta que el ejercicio anterior.

Ejercicio 8

Halle la expresién general de cualquier transformacién lineal 7 : R* — R.

Ejercicio 9

Halle la expresién general de cualquier transformacién lineal T : R?* — R2,

Operaciones con transformaciones lineales

¢ Suma
Dadas las transformaciones lineales 7 : V. — Wy § : V — W se define la suma de
ambas como la funcion 7 + S : V — W dada por

T+S)w)=T)+ S(u)

el hecho de tener el mismo espacio vectorial V por dominio y el mismo espacio vectorial
W por codominio hace que esté bien definida esta operacion.
Ademas, T + S resulta ser también una transformacion lineal

€ PRODUCTO POR ESCALAR
Dada la transformacion lineal 7 : V — W y el ndmero « € R se define el producto por
escalar de T por @ como la funcién o7 : V — W dada por

(@T)(m) =a T(u)

que resulta ser también una transformacion lineal.
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€ CoMmPOSICION
Dadas las transformaciones lineales 7 : V — Wy S : W — U se define la composicion
de T con S como la funciéon S o 7 : V — U dada por

SoT()=S(T())

que resulta ser también una transformacion lineal.

Caso particular

Si partimos de una transformacion lineal 7 : V — V, tenemos definida la composicion
T oT:V—YV , T oT(u) =T(T(w))
Por similitud con la operacién producto de ntimeros se suele denotar en la forma
ToT=T"

y mas generalmente podriamos definir la potencia m—ésima de una transformacién lineal
en las condiciones de T por
T"=To...oT

m

Ejemplo

Esta ultima operacion nos permite dar otro ejemplo de transformacion lineal basado en uno
de los anteriores. Recordemos la transformacion del ejemplo 11.., pero ahora modificamos su
dominio y codominio reemplazdndolo por el conjunto de las funciones que son infinitamente
derivables, denotado por

C®(a,b) ={f : (a,b) — R | f es infinitamente derivable}
de esta forma la aplicacion
D :C”(a,b) — C%(a,b) , D(f) = f’

estd bien definida * y al tener dominio y codominio iguales se puede componer consigo misma.
Asi tenemos entonces, otra transformacion lineal

D*=D oD:C%a,b) — C(a,b) , D*f)=DD(f))=D()=f"

Es claro que esto se puede reiterar hasta lograr una transformacién lineal que asigne a cada f
su k—ésima derivada.

4, por qué?
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Monomorfismo — Epimorfismo — Isomorfismo

Cuando se trata de transformaciones lineales usamos otros nombres para indicar que son inyec-
tivas, suryectivas o biyectivas °>. M4s precisamente,

o Un monomorfismo es una transformacion lineal inyectiva.
¢ Un epimorfismo es una transformacion lineal suryectiva.

¢ Un isomorfismo es una transformacion lineal biyectiva.

Nucleo — Imagen

Sean V y W espacios vectoriales y 7 : V — W una transformacion lineal.
Llamamos niicleo de T al conjunto

NuT7 ={veV|T(v)=0} (NuT cV)
y llamamos imagen de T al conjunto

Im7 = {T(u)|ueV) (ImT c W)

Ejemplos

1. Consideremos la transformacién lineal  : R* — R? dada por n(x, v, z) = (y, z). Calcule-
mos su nucleo.

Se trata de encontrar todos los (x, y,z) € R? para los cuales 7(x, y, z) = (0, 0). Es decir,
Num ={(x,y,2) €R’ |y =0yz =0}

Por consiguiente,
Nurnr = eje x

Hallemos ahora su imagen

Imn = {m(x,y,2) | (x,y,2) € R’} = {(,2) | (x,3,2) € R’} = {(3,2) | x,y,z € R}
={2) 1y,z€R} ={(3,2) | (,2) € R?}
=R?

Podemos entonces decir que 7 es epimorfismo.

3a palabra homomorfismo, o simplemente morfismo, se aplica a las funciones entre dos estructuras algebraicas
que conservan las operaciones; como sucede con las transformaciones lineales entre espacios vectoriales.
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2. Consideremos el subespacio R;[X] de R[X]. Definimos
T : Rs[X] — R* , T(Q) = (ap,a1,az,a3)  (si Q = ap + a1 X + aX* + a3X?)

Se puede comprobar facilmente que 7 es una transformacion lineal. Calculemos su
nucleo:

QeNuT < T(Q)=(0,0,0,0) & 0=0+0X+0X>+0X° < 0=0

Es decir,
Nu7 =0

Respecto de la imagen,

Im7T ={T(Q)| Q € R3[X]} = {(ap, a1, az, a3) | ap, a1, a2, a3 € R} = R*

Esta transformacion también es epimorfismo.
3. Modifiquemos un poquito el ejemplo anterior. Sea T : R3[X] — R? dada por
T(Q) = (ao, a1, a2) (si Q = ap + a1 X + . X* + a3 X?)

De nuevo, es muy simple comprobar que es una transformacion lineal. Hallemos su
nucleo:

QeNuT & T(Q)=(0,0,0) &= 0=0+0.X+0.X>+a: X’ = &z X°

Conclusién,
NuT = {bX> | b € R} = (X?)

. Se le ocurre como modificar la definicion de 7 de modo que su nucleo sea el subespacio
de R3[X] generado por 1y X*?

Respecto de la imagen,
Im7 =R’

pues cualquier (a, b, ¢) € R? satisface

(a,b,¢) =T(a+bX +cX*)elmT

4. Niucleo de la transformacioén lineal del ejemplo 11. (pagina 4).
Recordemos que se trata de D : C'(a, b) — C(a,b) , D(f) = f’. Por lo tanto,

feNuD < D(f)=0 < f =0 < f'(x) =0paratodo x € (a, b)

Pero esta dltima condicién equivale a decir ©® que f es constante en el intervalo (a, b). En
conclusion,
NuD = {f : (a,b) — R| f es constante en (a, b)}

6, recuerda qué teorema garantiza esto?
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5. Sea T : R® — R? dada por

T(x,y,z) =(ax+by+cz,dx+by+c'z) (a,b,c,a’,b’,c" € R fijos)

El nicleo de esta transformacion lineal no es otra cosa que el conjunto de soluciones del
sistema
ax+by+cz=0

ax+by+cz=0

.SeaS: x—y+z=0,S cR> Sucomplemento ortogonal es S* = {(1,-1, 1)). Como,

en particular, R?> = S @ S* resulta que para cada u € R? existen zinicosu; € Sy u, € S*
tales que
u=u; +u

Esto nos permite definir la siguiente aplicacion
T:R*—R? , T(u) =u,
Esta aplicacion es una transformacion lineal. Veamos quién es su nucleo:
VENUT & T(V)=0 < v;=0 & v=v, & veSsS

es decir,
NuT =S*=({1,-1,1))

El siguiente gréfico ilustra la descomposicién (tnica) de cada vector de R* como suma de
uno en S y otro en su complemento ortogonal,

S

Ejercicio 10

Halle el nucleo de las siguientes transformaciones lineales

a) T:R—R?*, T(x) = (x,-3x)
b) T:R>— R, T(x,y)=3x-2y

¢) T:V—R,T()=f() (V={h|h:R— R}

Sea f(x) =e¢* — 1. (Es cierto que f € NuT?
Mencione otras tres funciones que estén en el ntcleo de T.

d) 7:R* — R, T(x,y,2) = (x+y—2,2x -y +32)
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Ejercicio 11

Calcule la imagen de las siguientes transformaciones lineales
a) T:R—R?, T(x) = (x,-3x)
b) T:R>— R, T(x,y)=3x-2y

©) T:V—R,T()=f(1) (V=1{h|h:R— R}

Proposicion
Sean V , W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal. Entonces,
(1) los conjuntos Nu7 e Im 7T son subespacios de sus respectivos espacios vectoriales
(i1) T es monomorfismo siy s6losi Nu7 = O
(ii1) T es epimorfismo siy sOlosilm7 =W
(iv) Si T es un isomorfismo, su inversa 7-! también lo es.

DEMOSTRACION:
o)

Veamos primero que Nu 7 es subespacio de V:

— 0eNuT
pues toda transformacion lineal satisface 7'(0) = 0

— siw,ve NuT7,entoncesu+veNuTl
Debemos ver que 7'(u + v) = 0. Pero como u y v estdn en el nicleo, 7 los manda al cero,

con lo cual
Tu+v)=T)+T(v)=0+0=0

— siueNuT yaeR,entoncesau € NuT
Debemos ver que 7T'(au) = 0 y sabemos que 7'(u) = 0; luego,

T(@au) =aT(u)=a0=0

Veamos ahora que Im 7" es subespacio de V:

— 0eImT
pues toda transformacion lineal satisface 7(0) = 0

— siv,welmT7T,entoncesv+weImT
Sabemos que existen u,u’ € V tales que v=T(u) y w = T(u’). Entonces,

viw=T+TW@)=Tm+u)eImT
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— siwelmT yae€R,entonces aw € Im T
Sabemos que existe u € V tal que w = T'(u), entonces,

aw =alT(a)=T(au) e ImT
(i)
— Supongamos que 7 es monomorfismo. Debemos ver que Nu7 = O. Tomemos un
u € NuT; luego, T(u) = 0. Pero también vale que 7(0) = 0; i.e.,
T'(w) =T7(0)

de donde, por ser T inyectiva, resulta que u = 0.

— Supongamos ahora que Nu7 = O y veamos que entonces T es inyectiva (i.e., monomor-
fismo). Si hubiesen dos vectores u, v € V tales que

T =T()

resultaria que
0=Tw)-T(v)=Tm-v)

con lo cual, u —v € NuT = O lo que implica que u = v. Concluimos asi que 7 es
monomorfismo.

Es simplemente la definicion de suryectividad.
)

Sabemos que por ser inversa de una funcién, 7-! es inversible y por consiguiente biyectiva.
Sélo nos resta probar que es transformacion lineal. Tomemos v,w € Wy a € R y veamos que

T'v+w)=T'W+T'w) vy T 'av)=aT '(v)

En efecto,

TT'V+w)=v+w y
TT'WM+T'w) =TT ')+ TT W) =v+w

con lo cual
T(T7'v+w)) = T(T'M+T7'(w))

y la inyectividad de 7 nos asegura que entonces

T'v+w) =T v)+ T (w)
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como afirmamos.

Por otro lado,

T(T"'(av)) = av y
T(aT '(v)) = aT(T7'(v)) = av

con lo cual
T(77'@av)) = T(aT™'(v) )

y de nuevo la inyectividad de 7" nos asegura que
T~ (av) = aT™'(v)

como afirmamos.

Imagen de un subespacio
Sean V , W espacios vectoriales y T : V — W una transformacion lineal. Dado un subespacio
S c V, llamamos imagen de S por T al conjunto
TE) ={T(w |ueS}
A partir de esta definicion es claro que
ImT =T(V) y T(NuT)=0
De manera andloga a lo hecho con Im 7" se muestra que 7'(S) es también un subespacio de W.

Ejercicio 12

En cada caso halle T(S)
a) T:R>— R*, T(x,y) = (cosx — senfy,senfx + cosfy) (0§ = %) , S=((-1,1))
b) T:R}*—R*, T(x,y,2)=(x,y-2) , S:y—-z=0
¢c)T:V—W,S=NuT (V, W: espacios vectoriales)

d) D:C'0,1) — C@,1),D(f)=f , S={fe€C0,1)]| f es constante}

Ejercicio 13

Sea S = ((1,0,1)) y T : R® — R* una transformacién lineal. ;Es cierto que
T(S)=«T(1,0,1))?
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Ejercicio 14

Sea S =((1,0,1),(2,1,0)) y T : R® — R* una transformacion lineal. ;Es cierto que
T(S)=(T(1,0,1),T(2,1,0))?

Ejercicio 15

Sean u , v dos vectores linealmente independientes en el espacio vectorial V. Si
T : V — W es monomorfismo, ;qué se puede decir sobre la independencia lineal
del conjunto {T'(u), T(v)}?

Si en lugar de dos vectores linealmente independientes tenemos tres vectores lineal-
mente independientes, jcual es la conclusion?

Ejercicio 16

Sea T : R?® — R’ un monomorfismo y S = {((1,1,0),(1,1,1)). ;Le alcanzan estos
datos para poder dar una base de

a) Im77? b) T(S)?
Cuando sea posible, exhibala.

Proposicion
Sean V y W espacios vectoriales y T : V — W una transformacién lineal. Entonces,

(1) siT es monomorfismoy {uy,...,u,}es linealmente independiente en V, {T'(u,), ..., T(u,)}
es linealmente independiente en W

(i1) si B C V genera al subespacio S de V, T(B) genera a T(S)
(ii1) si T es epimorfismo y B genera V, T(B) generaa W.
DEMOSTRACION:
0]

Debemos ver que

aT(a)+---+a,T7(w,) =0 = a =-=a,=0
En efecto,
sia;T(wy) +---+a,T(u,) =0, T(ayu; +--- +a,u,) = 0. Esto dice que
aa; +---+a,u, e NuT ? @)
T es mono
o0 sea,

a1u1+---+anun:0

pero como son independientes, se concluye que

a=--=a,=0
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con lo cual probamos que los vectores T (u,), ..., T(u,) son linealmente independientes.

Dicho de otra forma, los monomorfismos conservan la independencia lineal.
(i1)

Sabemos que (B) = S y queremos probar que (T(B)) = T(S).

Tomemos un w € T'(S) arbitrario. Por definicion de 7'(S), existe un u € S tal que w = T'(u).
Ahora bien, siendo que B genera S y que u € S podemos asegurar que existen u;,...,u; € By
escalares ay, ..., a; € R tales que

u=aqu +- -+ aqu
por lo tanto,
W = T(ll) = T(a1u1 + -0+ akuk) = alT(ul) + -+ akT(uk) (S <T(B)>

De modo que T'(S) € (T(B)) y como T'(S) es un subespacio que contiene a 7'(B), (T (B)) C T(S).
Por lo tanto,

(T'(B)) =T()
como queriamos mostrar.

Basta aplicar el resultado anterior al caso S = V y recordar que 7(S) = T(V) = W por ser T’
epimorfismo.

Ejercicio 17

Se sabe que T : R? — R? una transformacién lineal que satisface
r(,0,0)=(,1,0) , T7T(0,1,0)=(0,0,1) , T7(0,0,1)=(1,0,0)

(Necesita hacer alguna cuenta para responder si 7 es 0 no un isomorfismo?

Corolario

Sean V y W espacios vectoriales de dimension finitay 7" : V — W un isomorfismo. Entonces,
(1) T transforma bases de V en bases de W
(ii) 77! transforma bases de W en bases de V

(111) dimV = dim'W



16 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 7

DEMOSTRACION:
0]
Sea B = {uy,...,u,} una base de V. Debemos ver que el conjunto

T'(B)={T(w),...,T(u,)}

es una base de W, para lo cual habrd que comprobar que 7'(B) es linealmente independiente y
generaa W.

Lo primero es consecuencia del resultado anterior puesto que 7 es, en particular, monomorfismo
y B, por ser base, es linealmente independiente.

Lo segundo es consecuencia de la parte (iii) del mismo resultado puesto que 7 es, en particular,
epimorfismo y B genera a V por ser base.

(i)
Es consecuencia del item anterior dado que 7! también es isomorfismo.
A partir de la notacién introducida en (i), dimV = n. En ese inciso probamos que
{T(w),...,T(u,)}

es una base de W. Luego,
dmW =n=dimV

Ejercicio 18

La transformacién lineal 7 : R;[X] — R* satisface

TMH=u, , TX)=w, , TXH=u3 , TXH=uw

Dé una condicién sobre el conjunto B = {u;,u,,u3,u;} que garantice que 7 sea un
isomorfismo.

Ejercicio 19

Sea T : R? — R? una transformacioén lineal. Si se sabe que T es monomorfismo,
;se puede asegurar que {7(1,0),7(0, 1)} es una base de Im7?
(Alcanza la informacion para saber si T es epimorfismo?

Ejercicio 20

Sea T : R> — R? una transformacion lineal. Sabiendo que T es epimorfismo,
;alcanza la informacion para saber si también es monomorfismo?
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Ejercicio 21

Se sabe que T : R? — R3 es monomorfismo. jAlcanza la informacién para calcular
la dimension de la imagen de 77

Teorema (de la dimension)

Sean V y W espacios vectoriales, V de dimension finita, y 7 : V — W una transformacién
lineal. Entonces,
dimV =dimNuT +dimIm T

DEMOSTRACION:

(d Caso l: NuT =0

En tal situacion podemos decir que 7" es monomorfismo. Entonces, si B es una base
de V, T(B) es linealmente independiente. Pero como también B genera V, T(B) genera
ImT = T(V). De modo que T(B) es una base de Im 7 y como tiene el mismo nimero de
elementos que B,

dimV=dmIm7 =0+dimIm7 =dimNu7 +dimIm7T

d Caso2: NuT = O

Tenemos ahora que dimNu 7 = k > 1. Sea entonces,
(g, ..., w)
una base del nicleo de 7. Podemos completar a una base de V
B={uy,...,w, Vis1,..., V)

si designamos con n = dimV.

Resulta entonces que 7'(B) genera Im T'. Pero teniendo en cuenta que
Tw)=---=T) =0

el conjunto,
B = {T(Vis1), ..., T(Va)}
también generaIm 7 y tiene n — k = dim V — dim Nu 7" elementos.

Si pudiéramos probar que B’ es linealmente independiente, seria una base de Im7 y en
consecuencia quedaria probada la tesis de este teorema.

Supongamos que existen escalares a1, ...,a, € R tales que

a1 T (Vi) + - +a,T(v,) =0
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Esto es decir que
T(ags1Virr + -+ a,v,) = 0

que a su vez equivale a afirmar que
Ag41Vis1 + - +a,v, e NuT

pero como los subespacios Nu7 y (Vi, ..., V,) son complementarios su interseccion es
el subespacio nulo.

Entonces,
A1 Viel + o+ ayv, =0

y por ser independientes (ya que forman parte de una base) podemos afirmar que
Qgr1 =+ =0a, =0

En consecuencia hemos probado que el conjunto B’ efectivamente es linealmente inde-
pendiente.

Esto concluye la demostracion del teorema.

Ejercicio 22

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension ny T : V — W una transfor-
macion lineal. Muestre que

a) si T es monomorfismo, entonces también es epimorfismo.
b) si T es epimorfismo, entonces también es monomorfismo.

Deduzca que cuando dominio y codominio tienen la misma dimensién, monomor-
fismo, epimorfismo e isomorfismo son conceptos equivalentes.

Teorema

Sean V , W dos espacios vectoriales y sean B = {u,...,u,} unabasede Vy wy,...,w, € W.
Entonces, existe una unica transformacién lineal 7 : V. — W tal que

T(ui):wi (izl,...,l’l)

DEMOSTRACION:

Vamos a construir una transformacioén lineal que cumpla lo pedido, con lo cual estard probada
la existencia, y al hacerlo quedara claro que en realidad no hay més de una que lo haga.

Dado un u € V cualquiera tenemos que decir cuanto vale 7'(u). Siendo B una base de V sabemos
que existen tnicos escalares xi,..., x, € R’ tales que

u=xu+---+x,u,

"las componentes de u en la base B
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Entonces, como 7 tiene que ser transformacion lineal,
T()=xT()+ -+ x,T(uy)
y como debe cumplir que 7'(w;) = w; paratodoi=1,...,n
T(a) = x;wy + -+ X, W,

De esta forma no sélo hemos encontrado una T que cumple lo pedido si no que también com-
probamos que no puede haber otra.

Ejemplos

1.Sea V.= R2y W = R* Tomemos B = {(1,0),(0,D}y w;, = (2,1,-3,4) ,
w, = (-3,0,1,5).

Vamos a ver quién es la vnica T que cumple

T(1,0)=(2,1,-3,4) , T0,1)=(-3,0,1,5)

Dado (x,y) € R?,
(x,y) = x(1,0) + y(0, 1)

luego,
T(x,y)=xT(1,0)+yT(0,1) =x22,1,-3,4)+y(-3,0,1,5) = 2x—3y,x,-3x+y,4x+5y)

es decir,
T(x,y)=2x—-3y,x,-3x+y,4x + 5y)

2.SeaV = Ry W = R* Tomemos B = {2,-1),(1,3)}y w; = (1,0,-1,3) ,
w, = (-2,1,0,5).

Hallemos la férmula de la tdnica transformacién lineal T : R?> — R* tal que
T(2,-1) = w; y T(1,3) = wy. En el caso anterior no fue necesario hacer cuentas para
encontrar las componentes de un vector (x,y) € R? pues al ser B la base canénica, com-
ponentes y coordenadas coinciden. En esta nueva situacion si habra que hacer cuentas
para calcular las componentes de (x, y) en la base {(2, —1), (1, 3)}

(x,y) =a,-1)+b(1,3) = 2a + b,3b - a)
necesitamos encontrar a y b en términos de x e y. Resolviendo el sistema
2a+b=x
3b-a=y

obtenemos que

_x+2y
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y en consecuencia,

3x — x+2
(y) =2 @ -1+ 222 (1,3
7 7
Luego,
3x — +2
T(x,y) = T(% @.-1) + = - Y (1,3)
3x — 2
=2V 1021y + 2 13
7 7
3x— +2
_ x7 Y (1,0,-1,3) + = - Y (22,1,0,5)
_ 3x—y_2x+2y’ x+2y’ _3x—y’ 3)?))c—y_|_5x+2y
7 7 7 7 7 7
_[x—=5y x+2 3x—y l4x+ 7Ty
77 7 7

3. SiT : R" — R™ es una transformacion lineal y la aplicamos a los vectores de la base
candnica de R” tendremos

T(e)) = (a1, a1, ....am1)

T(ey) = (a2, a2, ...,am)
T(en) = (aln’ Aops v v v s amn)
Por otro lado,
Tx1,....,x)=T(1€1+---+x,e,) =x1T(e))+---+x,T(e,)

por ser T transformacion lineal. Luego,
T(xt,..., %) = x1(@, o155 A1) + oo+ X4(Q1ns Q2ns - - - > Qi)
= (Cl]]xl +ectayX,, oo, QX 0 +amnxn)
Se deduce inmediatamente de aqui que el ndcleo de una transformacién lineal de R” a
R™ es el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones y n
incognitas.

Y de aqui podemos concluir que el conjunto de soluciones de un sistema homogéneo de
ecuaciones lineales es siempre un subespacio.

Ejercicio 23
Halle todas las transformaciones lineales que satisfacen
a) T:R®—R* y
7(1,0,0)=(,1,2,0) , 7T(0,0,1)=(0,2,2,0) , T7(,1,0)=(0,-2,-1,3)
b) T : R} — R? y
7(1,0,0)=(1,2) , T(,1,0)=1(0,3)
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Calculo del isomortismo inverso

Lo vamos a hacer con ejemplos que daran la idea de como trabajar en situaciones similares.

1. Sea T : R?> — R? dada por
T(x,y)=QGx~=y,y—x)
En primer lugar analizaremos si es isomorfismo .

(i) Calculemos NuT

(x,y)eNuT < T(x,y)=(0,0) = (Bx-y,y—x)=(0,0) =

y=3x x=3x
= =
y=x y=x
— (x,y) =(0,0)

Luego,
Nu7 =0

y en consecuencia 7' es monomorfismo.
(i) Ahora deberiamos ver si es epimorfismo. Pero, usando el teorema de la dimension,
dimIm7 = dimR?> —dimNu 7T = 2 = a la dimensién del codominio

por lo tanto,
Im7T =R?

y T es epimorfismo

Ahora estamos seguros de que existe 7~! : R? — R?, inverso de T.

(iii) Célculo de T~'(u, v) para cada (u,v) € R?

Sabemos que para cada (1, v) € R? debe ser
T(T™'(,v)) = (u,v)

Como T7'(u,v) € R?, tendrd dos componentes; digamos que se llaman (x,y); o sea,
T~ (u,v) = (x,).

si no lo fuese, no tendria sentido buscar T~!. Pero también es cierto que si encontramos una transformacién

8

lineal cuyas composiciones con 7' dan la identidad, entonces concluimos que T es inversible y por lo tanto isomor-
fismo y ademds tenemos a su inverso
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Todo se reduce a expresar a (x, y) en términos de (u, v). Pero,

(u,v) = T(T™'(u,v)) = T(x,y) = Bx —y,y — x)

con lo cual,
3x-y=u

y—x=v

Resolviendo este sistema llegamos a que

(x,y) = (

u+v u+3v
27 2

y finalmente,

Nora: si simplemente hubiéramos hallado la transformacion

L(u,v) = (

u+v u+3v
27 2

y verificado que
T oL(u,v) = (u,v) y LoT(x,y)=(x,y)

para todo (u, ), (x,y) € R?, también hubiésemos probado que 7 es isomorfismo y que su
inversoen 77! = L.

. Entre los espacios vectoriales R? y R,[X] se puede definir la aplicacién

T:R*—>Ry[X] ,  T(ab,c)=a+bX+cX
que resulta ser transformacion lineal. Calculemos su nicleo:
(a,b,c) eNuT & T(a,b,c)=0 & a+bX+cX*=0 & a=b=c=0

es decir,
Nu7 =0

Esto nos dice que T es monomorfismo; pero como dimR?® = dimR,[X], también es
epimorfismo ya que

dimIm7 = dimR? — dimNu 7 = 3 = dimR,[X]

En consecuencia T es isomorfismo. Hallemos 7'. Dado P = a + bX + cX* € Ry[X],
llamemos (ay, a;, a;) = T(P); tenemos

a+bX +cX?*=P=T{TYP)) =T(ay,a1,a2) = ap + a; X + axX*>
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por lo tanto,

y entonces,
T a+bX +cX?) = (a,b,c)

Ejercicio 24

Halle 7! siendo T : R? — R? la transformacién lineal que satisface 7'(1,2) = (1,0)
yT(=3,1)=(0,1).

Averigiie en qué transforma 7 al paralelogramo determinado por los vectores (1,2)
y (_3’ l)

Transformaciones Ortogonales

Una transformacién lineal 7 : R” — R” se llama transformacion ortogonal si
Tw)-T(v)=u-v

para todo u, v € R".

Ejemplos

1. La transformacion lineal T'(x,y) = (x, —y) es ortogonal. En efecto,

T(x,y) - T(u,v) =(x,—-y) - (u,—v) =xy+ (=y)(—v) = xu +yv
= () - (u,v)

2. Larotacién alrededor del eje z, definida en la pagina 3, es una transformacién ortogonal.
En efecto,

T(x,y,2) - T(u,v,w) =
= (cosf x+senfy,—senf x+cos6y,z) - (cos@u+senfv,—senfu+costv,w)
= (cosfO x+senf y)(cosOu+senfv)+ (—senf x+cosfy)(—senfu+cosfv)+zw
= cos” 0 xu + sen’d yv + sen 6 cos O(xv + yu)
+ sen xu + cos® 6 yv — sen 6 cos O(xv + yu) + zw
=xu+yv+zw

=(x,y,2) - (u,v,w)
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3. Lo mismo ocurre con las rotaciones alrededor de los otros ejes:
T,:R*— R, T(x,v,2) = (x,cos y —senf z,senf y + cos 0 z) (alrededor del eje x)

T,: R} — R, T(x, v,7) = (cos@ x+senfz,y,—senf x+cosfz) (alrededor del eje y)

Ejercicio 25

Averigiie si la transformacién T'(x,y,z) = (x, -y, z) es ortogonal y explique qué efecto
geométrico tiene aplicar T sobre cada punto (x,y,z) del espacio.

Ejercicio 26
SeaT :R?> — R?, T(x,y) = (v, x). Determine si T es una transformacién ortogonal
e investigue cudl es el efecto geométrico de aplicar 7' a cada punto del plano.

Sugerencia: comience calculando, T(a,a) , T(-a,a) , T(1,2),T(-2,3),T(0,4), T(-2,0) y trate de llegar

a alguna conclusion.

Propiedades
Toda transformacién ortogonal 7 : R* — R”
1. conserva longitudes: | 7(u) || =||ul| para todo u € R"
pues,

I TP =T@) - -T@=u-u=|ul’

2. conserva dngulos: £(T(u), T(v)) = £(u,v) para todo u,v € R”
pues,
T -T(v) u-v
cos Z(T(m), T(v)) = = = cos Z(u, V)
IT@ T Tallff v
3. es isomorfismo.
En efecto, como|| T(u) || = ||u ||, NuT = Oy como dominio y codominio tienen la misma
dimension, este hecho garantiza que 7T es isomorfismo.
4. transforma bases ortonormales en bases ortonormales.
En efecto, sea B = {uy, ..., u,} una base ortonormal de R". Sabemos entonces que,
u-u; =0 sii#j , u-uw =1 (paratodoi,j=1,...,n)
Pero como T es ortogonal,
T(w) -T(;)=u;-u; (paratodoi,j=1,...,n)
luego,
T(w)) -T(w))=0 sii#j , T(u) -T(u) =1 (paratodoi,j=1,...,n)

lo que dice que la base
B ={T(),...,T(u,)}
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es ortonormal.

La siguiente figura ilustra algunas de estas propiedades

\ 4

conserva distancias

T(u)

T(v)

T(u)

\ 4

\

conserva angulos

\4
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PROBLEMAS

. Pruebe que las funciones dadas en los ejemplos de las paginas 1 a5, 9y 9 son efectiva-

mente transformaciones lineales.

. Muestre que suma, producto por escalar y composicion de transformaciones lineales re-

sultan ser transformaciones lineales.

. Compruebe que la transformacion lineal del ejemplo 4. de la pagina 2 transforma a la

curvaC: y=x*enlacurvaC’ : y = —x°.

(En qué transforma T alarecta L : (x,y) = #(1,-1) (t € R)?

. Verifique que las siguientes funciones son rotaciones y halle el angulo (y el eje, cuando

corresponda) de rotacién

(@) T(x,y) = (—x,~y) (b) T(x,y,2) = (=, —,2)

©) Tx,y,2) =(-x,y,-2) (d) T(x,y) =(=y,x)

© Ty = 2(x—y,x+y) 0 T(x,y,2) = (x,~2,y)

@ T(x,y) = P(-x-y,x-Y) (h) T(xy,2) = (-2 +), L -).2)

. Interprete geométricamente el efecto de aplicar T

(a) T(x7y’ Z) = 3()@)’, Z) (b) T(X,y, Z) = _(X’ya Z)
(©) T(xy) =(x—-y,x+y) (d) Tx,y)=(x+y,y=-x)

. En cada caso, halle el conjunto 7'(A)

a) T(x,y) = (=x,-y) , A={(x2)|xeR}

b) T(x,y) =(-x,-y) , A =rectapor el origen

o) Tx,y)=(=yx , A={xx|xeR}

d Ty =(=yx) ., A={x2)|xeR}

&) T(x,,2) = (R -y, Lx+y,z) . A=(1,1,V2)

D T(xy,9 = (Lr-y 2x+)z) ., A={xy3)|xyeR)

. Halle una transformacién lineal T : R> — R? que transforme el paralelogramo de

vértices (0,0) , (1,2), (2,1) y (3,3) en el cuadrado de vértices (0,0) , (0,1), (1,0) y
(1,1). (Es isomorfismo? ;Es cierto que manda los vértices del paralelogramo en los
vértices del cuadrado?

. Considere la transformacion lineal T'(x,y, z) = (x, cos § y + sen % Z,— sen § y + cos g )y

averigiie en qué transforma T a los siguientes subconjuntos de R?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(@) L =<(,1,1)) (b) S: x=0
y=0
) S:x=1 (d) L:
z=0
(e) L: Y ) C: )
Z:() Z=Yy

Determine si las siguientes funciones son transformaciones lineales

a) T:R[X] — R[X] , T(P)=P'-2P
b) T:R[X] — R[X] , T(P)=P-P®O)

Halle el nucleo, la imagen y, cuando sea posible, la inversa de cada una de las siguientes
transformaciones lineales

(@ T :R>— R, T(x,y) = 2(x,-y) b) T:R2—R,T(x,y) =x+y

() T:R*—R?*, T(x,y) = (y,0) d T:R?—R,T(x,y) =y

e T:RP—>R  Tx,v,20)=(O,y+zx) () T:R— R}, T(x)=(x,3x,—2x)
(@ T:RX]—RX], T(P)=X>*+1DP (h) T:C°R)— C°R),T(f)=f"

Sea T una transformacion lineal y u y v dos vectores tales que 7'(u) = T(v). ;Dénde esta
u-v?

Sea T(x,y) = (x — y, x +y). Compruebe que 7T transforma la circunferencia x> + y> = 1
en otra circunferencia.

Halle su radio y dé un argumento geométrico que explique —sin hacer cuentas— por qué
esto es cierto.

Sugerencia: esta transformacion fue estudiada en un ejercicio anterior.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita y W un espacio vectorial. Sea7 : V — W
un monomorfismo. ;Se puede asegurar que si B es una base de V, entonces 7'(B) es una
base de Im 7'? Si no pedimos que 7" sea monomorfismo, ;qué se puede afirmar?

Muestre que los espacios vectoriales R* y R3[X] ? son isomorfos.

Muestre que todo espacio vectorial V de dimension 4 es isomorfo a R*. ; Se puede genera-
lizar a espacios vectoriales de dimension n?

Sea {u;, u,, us, uy} una base ortonormal de R*. Si S = (u;, u,), halle S*.

(Alcanza con saber que el vector u es ortogonal a los elementos de una base de un sub-
espacio S para concluir que (u) y S son ortogonales?

Sea T una transformacion ortogonal y u y v dos vectores que forman un dngulo %. Halle
el angulo que forman los vectores 7'(w) y 7'(v).

Sea T una transformacién ortogonal de R* en R3 y sea S : x? +y? + z2 = 4. Halle T(S).

%los polinomios de coeficientes reales de grado menor o igual a 3
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

¢Es posible encontrar una transformacion lineal 7 : R?* — R3 tal que

a) T ({(a,b,c))) sea un plano?
b) T ({(1,0,2),(0,-1,3))) sea una recta?

Cuando sea posible, hallela y determine si es Unica.

Dados los sistemas de ecuaciones lineales
x—y+z=0 x-y+z=1
(1 : ) :
x+3y—-4z=0 x+3y—-4z=0

Analice si existen transformaciones lineales que tengan por nicleo a sus respectivos con-
juntos de soluciones. Cuando sea asi, halle

(1) una base del nticleo
(i1) la dimension de la imagen
Sea V el espacio vectorial formado por las sucesiones (a,) C R convergentes. Se define

T:V — Rpor
T((an) = lima,

a) Analice si es transformacion lineal
b) Seaa, =

c) Calcule lim(—r + %) ydecidasi —r e ImT

——, (es cierto que (a,) € NuT?

d) Halle su ndcleo y su imagen.

Halle todos los (a, b) € R? de modo que exista una transformacién lineal 7 : R? — R?

tal que
r1,n=2,3 , 7d,-1)=&,5 , T(,3)=(a,b)

SeanT :V— WyT' : W — U transformaciones lineales. Muestre que
(@ NuT cNu(T’oT) ®b) Im(T"oT) cImT’
SeaV={f:[a,bp] = R|feC”a,b] y f(a)=0}. Muestre que
a) V es un espacio vectorial y subespacio de C*[a, b]
b) las funciones
D:V—Y , Df)=f y P.V—YVY , P(f)(x):fxf(t)dt

son transformaciones lineales
c) Dy P son inversas una de otra

d) Dy P son isomorfismos
,Se llega al mismo resultado si se reemplanza V por C*[a, b]?

Muestre que todo isomorfismo 7 : R? — R? transforma paralelogramos en paralelo-
gramos. También transforma los vértices en los vértices.

Sugerencia: describa paramétricamente a un paralelogramo.



