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MATRICES Y DETERMINANTES

Matriz

Una matriz es una disposicion en forma rectangular de una cantidad finita de nimeros, cada
uno de los cuales se llama elemento de la matriz, ordenados en filas y columnas. Los siguientes
son ejemplos de matrices

1 -2 4 b=
(1 ) _2) (12410, |2 -2
2 4 310
-3 1 =2 4 =«
3 A (5)
=201 7 |-4 18 1 0] °
14 1 0 0 -2

El tamario u orden de la matriz estd dado por la cantidad de filas y columnas que tiene; se indica
en la forma
mxn

donde m —el primero— indica el nimero de filas y n el nimero de columnas. En los ejemplos
anteriores, el tamafio de esas matrices, segun el orden en que fueron escritas es

2x3 , 1x4 , 3x2 , 4x1 , 4x4 , 1x1

Al escribir una matriz genérica de orden m X n a sus elementos se los representa mediante dos
subindices: el primero indica en qué fila estd y el segundo en qué columna,

ay dyp ... dy; ... dyy

az dy ... dy; ... dy
A=

aj ap ... ajj ... Az,

ami Am2 ... Agj ... dpp

Asi, el elemento g;; estd en la interseccion de la fila i con la columna j.

El conjunto de todas las matrices de orden m X n, cuyos elementos son nimeros reales, se denota
Ran
Si, en cambio, los elementos son nimeros complejos, se denota

Can
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Por ejemplo,
1 -2

2 -3 e R¥? y
3 ¢

€ C4X4
-4 18 1 O

1 O 0 =2
De ahora en mads, salvo indicacién en contrario, trabajaremos con matrices de elementos reales.

Vamos a definir algunas operaciones entre matrices y entre matrices y escalares (reales).

Diremos que dos matrices A y B son iguales si son del mismo tamafio y para cada i, j

aij = bij
Ejercicio 1
Considere las matrices
1
1 2 3
1 2 3 45 3 4 5
A= . B=[5 10| ., C= . D=(1 3597 6
10 9 8 7 6 9
9 8
7 6 !
6

a) Indique el tamafio de cada una
b) Calcule ay, , b3, ce1 , di3 , ass
¢) Indique qué lugar ocupa

(1) 8 en la matriz A
(i1) 10 en la matriz B
(1i1) 9 en la matriz C

(iv) 9 en la matriz D

d) (Es cierto que C = D?

D1ag onal pr jHCipEll (de una matriz cuadrada)

Dada A € R™", se llama diagonal principal de A al lugar que ocupan los elementos
a;i (l: 1,...,71)
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apny ayp ... Ay ... QAip
ayy dyp ... Ay ... dyy
a dap aii Aip
ayl dp2 ... Ay ... dpy

Traza

Dada A € R™", se llama fraza de A al numero

trA =ay +---+a,,

Ejercicio 2

Cuando corresponda calcule la traza de la matriz

1 2 3 435 0 2 5 | s 1 3 5
A=(10 9 8 7 6 , B=|-2 0 -2 , C:(S O] , D=(3 9 7
0 -9 3735 -5 2 0 57 -1

Matriz Transpuesta

Dada A € R™" se define la transpuesta de A, que denotamos A’, como la matriz de orden n X m
que tiene en el lugar ij el elemento que A tiene en el lugar ji; i.e., si indicamos con a a los
elementos de A 'y con b a los de A’,

bij = aj; (paratodo 1 <i<n,l<j<m
0 sea, si
ap dp a3z ... 4y ... dyy
ay dxp dyx ... dy; ... dxy
das; dszxp dzz ... dz; ... A3y
A — N N c Rmxn
aj ap a;s aij din
Anl Am2 Am3 ... QAgj ... dgp
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entonces,
app dzy asy ... Ay ... Ay
dipp dy a4z ... dp ... Ay
aiz dxyy aAszz ... A ... A3
At — M N c Rnxm
ay; dz; az; ... djj ... dpj
ay, dy, Az, .. iy .. Ay

De modo que transponer una matriz A es crear otra matriz A’ cuyas columnas son las filas de A.

Ejemplo
Sean
1 2 d 1 2 3
A= 3 4 , B -1 d 4 5
5 6 -2 -4 d 6
7 8 -3 -5 -6 d
entonces,
d -1 -2 -3
woft 357 go|l 4 -4 -5
2 4 6 8 ’ 2 4 d -6
3 5 6 d

Es importante notar que cuando la matriz es cuadrada los elementos de la diagonal (principal)
no cambian de posicion al transponerla y los demas van al lugar simétrico del que tenian, res-
pecto de la diagonal (principal).

Desde luego que la inica forma en que una matriz y su transpuesta pueden ser iguales es cuando
es cuadrada. Cuando esto sucede le damos un nombre especial,

Matriz Simétrica

Una matriz cuadrada A € R™" se dice simétrica cuando
A=A

Esto significa que en los lugares simétricos respecto de la diagonal, la matriz tiene el mismo
valor; i.e.,

aij = dji
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paratodo 1 < i, j < n. De modo que una matriz simétrica tiene la forma

any ayp ... ay; ... Ay
ap dy ... dy ... dyp
ay; ady ... Qi ... Qj
Ay, Ay .. Qi .. Aupp

Matriz Antisimétrica

Una matriz cuadrada A € R™" se dice antisimétrica cuando

A=-A

Esto significa que en los lugares simétricos respecto de la diagonal, la matriz tiene el mismo
nimero pero con signo opuesto; i.e.,

Qij = —dji

para todo 1 < i, j < n. Esto dice que en particular para i = j

ajj = —di

de donde a; = O para todo i. O sea, una matriz antisimétrica tiene s6lo ceros en la diagonal.
Resulta entonces que una matriz antisimétrica tiene la forma

0 apn e ay; /AT
—aj 0 e ay; el Aoy
—ay;; —ay ... 0 N
-ay,, —ad, ... —ap, ... 0

Ejercicio 3

Calcule las transpuestas de las matrices de los ejercicios 1 y 2 e indique cuales son
simétricas y cuales antisimétricas, si las hubiere.
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Matriz Diagonal

Una matriz cuadrada se dice diagonal si todos sus elementos fuera de la diagonal (principal)
son nulos. Es decir, A € R es diagonal si

d 0 0
0 d O
A=|0 0 ds
0 0 O

Matriz Identidad de orden n

Un caso muy especial entre las matrices diagonales se da cuando todos los elementos de la

diagonal son ‘1’. Esa matriz, por razones que veremos enseguida, se llama identidad de orden

n'y se la denota por
1 0

01
I,=(0 0

0 0

0
0
1

0

0
0
0

1

c Rnxn

Cuando no hay lugar a confusion se la denota simplemente /.

Operaciones

< SuMa

Dadas dos matrices A, B € R™" ! se define la suma de A con B como otra matriz de orden

m X n, que denotaremos A + B, cuyos elementos estan dados por

Cij = ajj + b,‘j

Es decir,

ay + by

A+ B= Cli1+b,'1

'note que ambas deben tener el mismo tamafio

a1 + bml

ap; + blj ... Qapt bln
a,-j+b,~j Cl,'n'l‘bin
amj+bmj eer Qun + b

(paral <is<m,1<j<n)
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Claramente esta operacion es asociativa y conmutativa y tiene por elemento neutro a la
matriz nula

0O ... 0 ... 0
0 0 . 0
0 0 . 0

«» PRODUCTO POR ESCALAR

Dada la matriz A € R™" y el nimero a € R se define el producto de A por a como la
matriz, del mismo tamafio que A, dada por

aa;; ... a@dy; ... @dp
A =|aa; ... aaj ... aay
Ay .. Apj ... Qlgy

Como en el caso anterior, aqui también es evidente que esta operacion es asociativa y
conmutativa y tiene por elemento neutro al nimero 1.

Ademads, es simple comprobar que este producto es distributivo respecto de la suma de
matrices y de la suma de escalares.

Conclusion:

R™" —con estas operaciones— es un espacio vectorial

El conjunto de matrices
(EV|1<i<m, 1<j<n)

donde

J
0 0 ... 0
i |° 1 of i
0 ... 0..0

(todos los elementos de E” son nulos salvo en el lugar ij donde tiene un 1) constituye
una base de R™" llamada base canénica. En particular se obtiene que

dim(R™") = mn
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7
*o*

Es muy simple verificar que los espacios vectoriales R™" y R™ son isomorfos. Basta
considerar una transformacion lineal que transforme la base candnica de R”*" en la base
candnica de R para obtener un isomorfismo entre ambos espacios.

Ejercicio 4

Dadas las matrices

1 2 3
1 2 3 45 10 9 8 1 2
A=]10 9 8 7 6 , B=|{0 -9 3] , C=|7 6
0 -9 3 75 -3 0 2 -9 5
7 -1 0
Cuando sea posible calcule
(a) A+B (b) A+ B (c) (-3)C (d) B+C (e) 2A' - B

Ejercicio 5

Averigiie si la funcién tr : R”” — R es una transformacion lineal. En caso de
serlo, halle ntcleo e imagen.

PRODUCTO DE MATRICES

Dadas dos matrices A y B vamos a definir el producto entre ambas como otra matriz que
tiene en el lugar ij al producto escalar entre la fila i de la matriz A y la columna j de la
matriz B.

Es evidente que para que esto pueda hacerse es imprescindible que la cantidad de ele-
mentos que tiene la fila i de la matriz A coincida con la cantidad de elementos que tiene
la columna j de la matriz B.

Esto muestra que no vamos a poder multiplicar cualquier par de matrices.

Dadas A € R™" y B € R definimos el producto entre A y B como la matriz que
denotaremos AB 'y cuyos elementos son

A]'B] A1'32 A]'Bk
. A2:B1 A2:32 Aerk
A, B, A,-By ... A,-B

donde,
A; = ‘filaide A’ € R” , B; = ‘columna jde B € R"
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De modo que el elemento ij del producto AB resulta ser

n

(@it .oy in) - (blj,---,bnj) = Zai[bfj

t=1

Otra forma de verlo, dadas las matrices

ayr ... Ay
bll blj b]k
ai Ain . . .
A= : . B=i L : :
by o ... by ... by

Aml ... Auu

el lugar ij del producto AB tiene

apbyj+ -+ apby;

Es claro que

AB e R™*
Ejemplo
Dadas las matrices
1 0
5 -2 -3 01
A:(O 3 102) - B=12 3
4 2

vamos a hallar su producto. Recordemos que no siempre se pueden multiplicar dos ma-
trices: el nimero de columnas del primer factor debe ser igual al nimero de filas del
segundo factor.

En nuestro caso esto pasa solo si planteamos el producto BA; en el otro orden no se puede
realizar. Siendo B € R**?y A € R¥S, serd BA € R*®. Con la notacién que introdujimos
antes, las filas de B y las columnas de A son

B, =(1,00 , B,=(2,-3) , B3=42)
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Al = (5’ O) s A2 = (_2, 3) » A3 = (_3’_1) » A4 = (Oa 0) > AS = (172)

Entonces,

(1,0)- 5,00 (1,00-(-2,3) (1,0)-(=3,-1) (1,0)-(0,0) (1,0)-(1,2)
BA =1(2,-3)-(5,0) (2,-3)-(-2,3) (2,-3)-(-3,-1) (2,-3)-(0,0) (2,-3)-(1,2)
4,2)-(5,0)0 4,2)-(-2,3) &4,2)-(-3,-1) &4,2)-(0,00 4,2)-(1,2)
5 -2 -3 0 1

=(10 -7 -3 0 -4

20 -2 -14 0 8

Ejercicio 6

Dadas las siguientes matrices

4 0 5 -2
1 -2 -
A:(3(1) O) , B = 03 ; , c=10 -3 1 1
2 1 1 2
7 -1

Calcule todos los productos posibles entre dos de ellas.

Ejercicio 7

Dadas las matrices

-1

Determine si se pueden realizar los productos ABy BA, a qué espacio pertenece
cada uno de ellos y calculelos.

Caso particular: Al

Dada una matriz cualquiera A € R"™" si la multiplicamos por la matriz identidad de orden

n,
ayy aypp ... dip 1 0 ... 0
Al 2 _ ay dadyp ... dyy 0 1 . 0 — A
Al Ay -.. Quy) \O 0 ... 1

2, tendria sentido, suponiendo n # m, plantear JA? ;De qué orden deberiamos tomar la identidad para poder

calcular /A?
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pues el elemento de Al que estd en el lugar ij es

(ail,...,a,-j,...,am)-(0,...,0,1,0...,0) :aij.l :(l,'j

J

Producto de matrices cuadradas

Una situacion particular se da cuando consideramos matrices cuadradas. En este caso,
siendo iguales el nimero de filas y de columnas, dadas dos matrices A, B € R™" cua-
lesquiera si se puede plantear tanto AB como BA. Lo que no ocurre, en general, es que
sean iguales.

Veamos un ejemplo,
Ao 2 3 , B - 01
45 1 0
AB - 3 2 45 _ BA
5 4 23

El producto entre matrices no es conmutativo.

entonces,

Conclusion

Otra caracteristica que es conveniente tener presente es que, contrariamente a lo que
sucede con los numeros reales (y también complejos), el producto de dos matrices no
nulas puede ser cero. Veamos dos ejemplos.

Si bien

no son nulas, su producto

an=(i 3 (32460

Pero tal vez mas sorprendente atin es ver que el cuadrado de una matriz no nula puede ser

=l

Claramente A no es nula. Sin embargo, su cuadrado si lo es

O I A B

cero. Sea
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Ejercicio 8

0 1
Halle todas las matrices A € R> que conmutan con B = (1 0).

Proposicion
Sea A € R™™. Entonces la funcién T : R” — R™ definida por
T(u) = Au’ (ueR")
es una transformacion lineal.
Ejercicio 9
Demuestre la proposicion anterior.

Ejercicio 10

Halle el dominio, el codominio y la expresiéon de las transformaciones lineales
asociadas a las matrices

6
5 0 -1 3
2 -1 0 0 -3 6 1 A 00 N
40217, .o a4 o] . |3
31 -1 10 -2 0 O 0 0 4 5
-1 3 3 1 ’
4
Matriz inversible
Una matriz cuadrada A € R™" se dice inversible si existe una matriz B € R™" tal que
AB=BA =1,
Esta matriz B resulta ser znica y recibe el nombre de matriz inversa de A. Se la denota
B=A"
Ademas es inmediato verificar que
AhH'=4
Ejercicio 11
Para cada una de estas matrices
1 23 1 00
a=>"0 B=|! 2 c=(' ! D=[0 4 5 E=|2 3 0
24 T34 T 1) T T
0 06 4 5 6

halle su inversa o muestre que no es inversible.
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Ejercicio 12

Compruebe que siad — bc # 0* , entonces

-1

a by 1 d -b
c dl  ad-bc\l-c a

Ejercicio 13

Considere
2x+3y=0 f 3)
4x+5y=0 45

a) calcule A (x)
y

b) ¢(cuél es la relacion entre S y el conjunto

%Lwew

c¢) halle A™!

d) ¢(le sirve la informacion obtenida en el item anterior para averiguar quién es
S?

NOTA: la matriz A se llama matriz asociada al sistema de ecuaciones.

Ejercicio 14

Utilice las ideas presentadas en el ejercicio anterior para resolver el sistema

2x+3y=1
4x + 5y =-1
Ejercicio 15
Sean
23 6 * 2 2 3
A= , X=|y| . B= , C=
4 5 7 -3 45
z

a) compruebe que el sistema

2x+3y+6z=2
4x +5y+T7z=-3

se puede expresar en forma matricial como

S:AX =8B

3Luego veremos que esta condicién es necesaria y suficiente para la inversibilidad de esta matriz
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b) calcule C~'A e investigue si es cierto que S = S’ siendo

S’ C'AX=C"'B

c¢) utilce los resultados obtenidos para resolver S.

Ejercicio 16

Escriba en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y utilice

las ideas previas para resolverlos

NoTA:

x—z=1

x—z=1
z—w=-1
Sli s SQI Z—W:—l
—x+y+2z+w=0

—Xx+y+2z+w=0

y+z=-2

-1
1 0 -1 0 2 1 1 -1 =
0 0 1 -1 |-1 -1 -1 2 (1)8_11 —111(1)
—121"111—1y112"010
01 1 0 10 1 -1

Ejercicio 17

Imponga una condicién sobre la matriz A € R™" que asegure que el sistema

AX =B

tenga solucién dnica.

Proposicion

Si A, B € R™" son inversibles, entonces AB también lo es y vale

(AB)' = B'A™!

DEMOSTRACION:

ABB'AT' = ALLAT' = AAT = ], , B'A'AB=B'I,B=B'B=1,

Matriz ortogonal

Una matriz cuadrada A € R™" se dice ortogonal si

AA' =1,

Es decir, que toda matriz ortogonal es inversible y su inversa es su transpuesta.
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Ejemplos

6 —senf
1. La matriz (COS sen ] es ortogonal.

senf cosf

cosf® senf

En efecto, su transpuesta es ( ) y el producto de ambas

—senf cosd
cosd —sen@)( cosfd send 3 1 0
senf cosf J{—senfd cos@) |0 1

2. Las matrices

cosfd —send O cosd O send 1 0 0
send cos@ O , 0 1 0 , 0O cos@ —send
0 0 1 —senf® 0 cosd 0 senf@ cosé@

son ortogonales y el efecto de aplicarlas a un vector es efectuar una rotacion de dngulo 6
alrededor del eje z (la primera), del eje y (la segunda) y del eje x (la tercera).

Observacion

Sea A € R™" una matriz ortogonal. Sabemos entonces que AA’ = I. Llamemos A; a la fila i de
Ay Bjalacolumna j de A’, entonces

€ cuando i # j tenemos
Ai . B] = Iij = 0

pero como la columna j de A’ es la fila j de A esto dice que

Ai'AjZO

€ cuando i = j tenemos

o0 sea,

Conclusion: el conjunto de filas de una matriz ortogonal constituye una base ortonormal de
R". Lo mismo sucede con las columnas.

Matriz de una transformacion lineal

Sea T : R" — R™ una transformacion lineal. Consideremos las bases candnicas

{er,...,e,} de R" y {Ei,...,E,}de R"
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Sean

T(e)) = (air,....am)=anE; +---+a,E,

T(ej) = ((l]j, . ,Clmj) = (llel + -+ aijm

T(en) = (alna cees amn) = alnEl +-o-+ amnEm

Llamamos matriz de T en las bases canonicas de R" y R™ a la matriz cuyas columnas son los
vectores 7'(e;) (1 < j < m)y la denotamos

an apnp ... Ay
ajny an) e ary
MT = . (S Rmxn
anl Ay ... A
Esta matriz satisface
X1
_ . 4
T(xi,...,x,) = Mp]:
xl’l

NoOTA: esta definicion se puede extender a espacios vectoriales de dimension finita y a bases
cualesquiera del dominio y codominio.

Ejemplo

Sea T(x,y,z) = (3x — 2y + z, x — 7). Es una transformacién lineal. Calculemos

7(1,0,0)=(3,1)=3E,; + 1E,
7(0,1,0) =(-2,0) = -2E, + OE,
7(0,0,1)=(,-1) = IE, + (-DE,

o3 21
™1 o -1

y podemos escribir (omitiendo la transposicién)

por lo tanto,

X
T( ) 3 -2 1
X, ¥,2) =
Y 1o -1
Z
t
X1
4En realidad deberfamos escribir | My : dado que T'(xy,..., x,) es un vector fila

Xn
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Ejercicio 18
Para cada una de las siguientes transformaciones lineales halle
(i) dominio y codominio

(i1) la matriz asociada e indique a qué espacio de
matrices pertenece

a) T(x,y,2) =(x+3y—-2z,x+y+z,x—2y+47)
b) T(x,y,z,w)=(x+w,y—x+2z-3w,x+47)

c) T(xy,x2, X3, X4, X5) = 2x1 — 3x3 + 5x4 — X5

d) T(x) = (x,2x,-3x,0,—x, 5x, 7x)

e) T(x)=3x

f) T(x,y) =(cosi x—sen% y,sen x +cos % y)

Ejercicio 19

Sea T : R" — R™ una transformacion lineal. Si uy,...,u, son las columnas de My,
halle (uy,...,u,).

Ejercicio 20
Considere las siguientes transformaciones lineales
T(x,y,2)=(x+3y—-2z,x+y+z,x-2,y+42), R(x,y,z,w) =(x+w,y —x+2z—-3w,x +4z2)
a) halle la expresion de 7 o R
b) calcule M; , Mr y M7,

¢) compare My My con Mz.g

Proposicion (matriz de una composicién)

Sean T : R" — R™y S : R™ — R* transformaciones lineales. Entonces, la transformacién
lineal S o T : R" — R tiene por matriz

MSoT = MS MT
DEMOSTRACION:
Denotemos
ap, aip ... A, b]l b12 blm Ci1 Ci2 ... Cin
any ay ... aory bz] bzz . b2m Cry1 Cpp ... Con

MT = . > MS = . 5 MSOT

Am1 Am2 .. Qpn b b2 ... bim Cki Cm2 -+ Cin
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Tenemos, para cadau € R”,
Mg.pu' =S o T(u) = Mg(Mpu') = MgMpu'
Si lo aplicamos, en particular, a cadae; = (0,...,0,1,0...,0)
Msor€', = MsMre'

pero esto dice que ambas matrices — Mg,y y Mg M — tienen las mismas columnas; luego, son
iguales.

Proposicion

Sea T : R" — R" una transformacién lineal. Entonces,
T es isomorfismo si y s6lo si My es inversible
En tal caso,
My = (Mr)™!

DEMOSTRACION:
—  Supongamos que T es isomorfismo.

La proposicién anterior nos dice que la matriz de T o T~' es My M. Pero por otro lado, siendo
inversas, la matriz de T o T™! es I,; luego,

My My =1,

y lo mismo vale para
Mr My =1,

esto implica que My es inversible y que su inversa es la matriz de 7-".

— Supongamos que M7 es inversible.
Llamemos A a su inversa. Definamos la transformacion lineal,

S(u) = Ad’
Tenemos,
S oT(V) = AMV) =AMV =V (para todo v € R")
y
T o S(u) = My(Au’) = M;Au' =o' (para todo u € R")

lo que muestra que S es la inversa de 7' y en consecuencia 7' es un isomorfismo.

Ejercicio 21

Se sabe que las matrices

2 0 -4 -1 0 -1
A=|8 2 8 y B=[2 1 2
0 0 2 00 1
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son inversas una de otra. Halle M; para T : R® — R? dada por
T(x,y,7) = (—2x—4z,8x+ 2y + 8z,27)
Necesita hacer algun calculo para
a) responder si T es 0 no isomorfismo?

b) hallar la expresién de 7-'?

Ejercicio 22

21 1
Dada la matriz A = |1 0 -2|, considere su transformaciéon lineal asociada
01 1

T:R— R, T(x,y,2)=QRx+y+2,x—22y+2).
a) Halle la expresiéon de 7' (u, v, w) >
b) Encuentre M-

c¢) /Necesita hacer algun otro calculo para dar A~!?

Rango Fila — Rango Columna

Dada una matriz A € R™" llamamos

@ rango fila de A al nimero maximo de filas linealmente independientes que tiene la
matriz A

@ rango columna de A al nimero miximo de columnas linealmente independientes que
tiene la matriz A.

Ejemplos

1. SeaA =1, e R™"
Las filas de A son los vectores de la base candnica de R”, luego el rango fila de A es n. El
mismo valor toma el rango columna pues las columnas también estdn formadas por los
vectores de la base candnica de R”.

Sen la Practica 7 se mostré una forma de hallarlo
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2. Sea A :(

1 0 3 4) c R2x4

5 -1 03

Como los vectores (1,0,3,4) y (5,-1,0,3) son independientes, su rango fila es 2. Res-
pecto de las columnas es claro que las cuatro (siendo vectores de R?) no pueden ser
independientes. En realidad, por ejemplo las dos primeras (1,5) y (0, —1) son indepen-
dientes y en consecuencia forman una base de R? °. De modo que no puede haber mds de
dos linealmente independientes. Por lo tanto, el rango columna también es 2.

2 4 8

.SeaA=|1 2 4

1 00
Es claro que el rango fila es 2. Respecto del rango columna, tenemos que considerar los

vectores
(2,1,1),(4,2,0),(8,4,0)

también es fécil ver que el mdximo numero de vectores linealmente independientes entre
ellos es 2. De modo que el rango columna también es 2.

Observacion

En estos ejemplos obtuvimos que los rangos fila y columna coincidian. Esto pasa siempre. Se

puede probar el siguiente resultado,

Teorema

Para toda matriz A € R"™" los rangos fila y columna coinciden.

Rango de una matriz

Dado que los rangos fila y columna coinciden, podemos llamar simplemente rango de una

matriz A a cualquiera de esos dos valores y lo denotamos

rg(A)

Ejercicio 23

Sea T : R" — R” una transformacion lineal. j;Hay alguna relaciéon entre rg (M7) y
dimIm 77?

Sugerencia: Recuerde la definicién de matriz asociada a una transformacion lineal.

6, por qué?
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Proposicion

Sea T : R" — R™ una transformacion lineal, n > m. Entonces,
T es epimorfismo si y sélo si rigMy = m
DEMOSTRACION:

— Supongamos que T es epimorfismo.
En tal caso,
{T(ey),...,T(e,)} ({eq,...,e,} base canOnica de R")

generan R™ y por lo tanto hay exactamente m de ellos que son linealmente independientes. Por
lo tanto,
rgeMr = m

— Supongamos que rgMy = m.
Los vectores columna de My son
T(e),...,T(e,)

y como el rango es m sabemos que m de ellos son linealmente independientes y como estdn en
R™ son una base. Pero entonces,

R" =(T(ey),...,T(e,)) =ImT
i.e., T es epimorfismo.

Ejercicio 24

Conociendo —y habiendo justificado— la respuesta al Ejercicio 23, jse podria sim-
plificar la fundamentacion de la proposicion anterior?

Ap]icacién (Sistemas de Ecuaciones Lineales Homogéneas)

Dado el sistema de ecuaciones lineales homogéneas

anx;+---+ap,x, =0

am X1+ -+ aypx, =0

anr ... Qi

con m < n, llamemos S al subespacio de soluciones y A = : a la matriz del

aml ... Aun
sistema ’ ; es decir, el sistema dado se puede expresar en la forma

Al |=1: o simplemente AX =0
X, 0

7en los Ejercicios 12 a 17 introdujimos este tema
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Entonces,
dimS =n —rgA

Para comprobarlo basta aplicar el teorema de la dimensién a la transformacién lineal
T : R" — R™ dada por

T(x1,..., X)) = (@uxi+ -+ Xy -5 Qi X1 + 2+ + AnXy)
que escrita en forma matricial se expresa en la forma

T(X) =AX (A resulta ser M7)

cuyo nucleo es precisamente el subespacio S. En consecuencia, el teorema de la dimension nos
permite afirmar que

dimS =dimNu7 =dimR" —dimIm7 =n —rg (My) = n —rg(A)

Dicho de otra forma, un subespacio S de R” de dimension k < n se puede expresar como el
conjunto de soluciones de un sistema de n — k ecuaciones lineales homogéneas cuya matriz
asociada tiene rango n — k.

Ejemplo

Dado el subespacio S = ((1,0,0,-2),(2,1,—1, 1)) vamos a hallar un sistema de ecuaciones
cuyo conjunto de soluciones sea precisamente S.

Notemos que los generadores de S son linealmente independientes, luego dim S = 2; como el
espacio es R*, sabemos que S va a ser el conjunto de soluciones de un sistema de la forma

ax+by+cz+dw=0
ax+by+cz+dw=0

con coeficientes tales que el rango de la matriz

a b ¢ d
a b d

sea 2;1.e., (a,b,c,d)y (a’,b’,c’,d") deben ser independientes.
Solo tenemos que determinar cuédnto valen los coeficientes a, b, c,d,a’,b’,c’, d’.
Como los vectores (1,0,0,-2) y (2,1, -1, 1) deben satisfacer estas ecuaciones tenemos

(a,b,c,d)-(1,0,0,-2) =0 (@,b',c',d’)-(1,0,0,-2) =0

y (*)
(a,b,c,d)-(2,1,-1,1) =0 (@,b',c,d)-(2,1,-1,1) =0

Teniendo en cuenta que {(1,0,0,-2),(2,1,—-1,1)} es una base de S, (*) dice que los vectores
(a,b,c,d)y (a’,b’,c’,d") son ortogonales a todos los vectores de S; es decir,
(a,b,c,d),(d,b',c’,d") e St
Siendo dim S* = dimR* — dim S = 4 — 2 = 2 concluimos que
{(a,b,c,d),(d',b',c",d")}

tiene que ser una base de S+.
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Se trata entonces de buscar una base de S*+. Un (x,y,z, w) € S* si y sélo si

(x’y’z’w)_(l,o’o’_z)zo {x_2W:O {XZZW
— —

x,y,z,w)-(2,1,-1,1) =0 2x+y—-z+w=0 y=2z-3w
es decir, (x,y,z,w) € S* siy sélo si
(X,y, <y W) = (2W’Z - 3W9 <y W) = (Oa ayes 0) + (2W9 _3Wa 0’ W) = Z(O9 1a 190) + W(27 _39 07 1)

Obtenemos asf una base de S+
{(0’ 1, 1’ 0)9 (2’ _3’ O’ 1)}

y por lo tanto, S se puede expresar en la forma

0,1,1,0) - (x,y,2,w) = 0
(2’ _3’ O’ 1) : (x’y’ Z’ W) = O

es decir,

S - y+z=0
' 2x-3y+w=0



24 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 8

Determinantes

4 DETERMINANTES DE ORDEN 2

El determinante de orden 2 es la uinica funcion
det : R?xR*> — R

que satisface las siguientes propiedades

(1) det(au + Bv,w) = adet(u, w) + Sdet(v, w) wv,weR?, a,BeR
det(u, v + Sw) = a det(u, v) + Sdet(u, w) wv,weR?, a,BeR

(ii) det(u,u) =0 u e R?
(iii) det(e;,e;) =1 e =(1,0),e=(0,1)

Las propiedades enunciadas en (i) dicen que si miramos a det como funcién solo de la
primera variable (o solo de la segunda) es una transformacion lineal.

Ejercicio 25

A partir de la definicion de determinante de orden 2 calcule

a) det((3,0),(0,5))
b) det((1,0),(-2,7))

Propiedades del determinante de orden 2

1. ]det(o, u) = det(u, 0) = o\ u € R?

det(0, u) ? det(0.0,u) = 0det(0,u) =0

a=0
2. ’det(v, u) = — det(u, V)‘ u,veR?
0 =det(u+ v,u+v) =det(u,u+v)+det(v,u+v)
= det(u, u) + det(u, v) + det(v,u) + det(v, v)
= det(u, v) + det(v,u)
3. ’det(au + bv,au + Bv) = (af — ba) det(u, v)‘ w,veR? aba,BER

det(au + bv, au + Bv) = adet(u, au + Bv) + b det(v, au + Bv)
= ala det(u,u) + Sdet(u, v)] + b[a det(v,u) + Sdet(v, v)]
= af det(u, v) + ba det(v,u)
= (aB — ba) det(u, v)
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4. |uy v son linealmente dependientes si y solo si det(u, v) = 0‘

— Supongamos primero que u = av (i.e., son dependientes) y veamos que su
determinante es nulo,

det(u, v) = det(av,v) = adet(v,v) =0

— Ahora asumamos que det(u, v) = 0 y comprobemos que u y v son linealmente
dependientes. Llamemos

u=(a,b) , v=I(cd)
entonces,
0 = det(u,v) = ad — bc
lo que equivale a decir
ad = bc

Casol: a=0

Esto implica que bc =0,0seab=00c =0

—sib = 0: u = (a,b) = (0,0) que es dependiente con cualquier otro, en
particular v

—sib #0: c=0yentonces u = (0,b) y v = (0,d). Pero en tal caso

d

v=1(0,d) = g(O,b) = Eu

i.e. , uy v son linealmente dependientes.

Caso2: a+#0
En este caso, d = gc y por lo tanto,

v=(cd = (c, l—’c) = c(l, é) = $ap = Su
a a

a a

y también concluimos en este caso que son linealmente dependientes.

Ejercicio 26
Utilizando la definicion y las propiedades del determinante de orden 2 calcule

a) det((-2,3),(5,4))

b) det((-2,3),(-4,6))

c¢) det((0,0),(-7,12))

d) det(3u — 2v, 5u + 4v) sabiendo que det(u, v) = 2
e) det((a, D), (x,y))
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Observacion

Una consecuencia de la tltima propiedad es que
det((a, b), (o, B)) = det(a(1,0) + b(0, 1),a(1,0) + B(0, 1)) = aB — ba
lo que dice que para cualquier par de vectores u = (u1,u;) y v = (v1,,) en R?
det((u1, ua2), (vi,v2)) = u1va — upv, (%)

Esto muestra que no puede haber mas de una funcién que cumpla las propiedades que
definen a det. Sigue faltando probar que realmente existe det. Pero para ello bastaria
verificar que la funcion definida por (x) cumple con las condiciones (i) — (iii), lo que es
muy simple.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que

uy vson independientes <<=  det(u,v) #0

Determinante de una matriz 2 X 2

Dada una matriz A € R>?
A= (au 6112)
az; an
pensamos a cada una de sus filas como vectores de R? y asi definimos
detA = det((ai1, an), (@21, ax))
teniendo en cuenta que
(ai,ap) = an(1,0) + a0, 1), (aa1,a2) = ax(1,0) + ax(0, 1)
y usando propiedades de det obtenemos

detA = apdyy — ajpdsy

Teorema

Sean A, B € R¥?2, entonces
det(AB) = det Adet B

DEMOSTRACION:

Denotemos

A:[a“ 012) , B:(b“ blZ)
ary dx b21 b22
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con lo cual,

AB = [6111511 + apby anbp + alzbzz]

anibyy + axnby  an by + anbxn

y entonces,

det(AB) = (ay1b11 + ainbai)(axbia + axnby) — (anbiy + annbxn)(ax by + axbs)

ayibyiar by + aybyianby + aypbriaz by + apnbrianbs,
—aybas by — anbianby — anbnar by — anbiarnb;

anbiaxnby — ainbrpar by + anbyiaz by, — aybiaxnb:

biibylanax — anaxl + bixbylana — ananl
= bibyplanaxy — anax ] — biabylayan — apnas ]
= [anax — a12a211[b11b2 — b12by1 ]

=detA detB

Teorema

Sea A € R¥?, entonces
det(A") = detA

DEMOSTRACION:

) ay, a
Si denotamos A :( e

), entonces
Al = (6111 aZI)
dap adx

det(A’) =d|1dy —ardp = detA

azy ax

y por consiguiente

Teorema

Sea A € R¥2 inversible, entonces

1
det(A™!) = i

DEMOSTRACION:

1
Sabemos que AA™! = I, = (

0 1). Entonces, un resultado anterior nos dice que

1 =detl, = det(AA™") = detA det(A™")
de donde,

1
det(A_l ) = m
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Teorema

Sean A € R>? y T : R? — R? la transformacién lineal definida por

T(x,y) = A (x)
Yy

Entonces,
T es isomorfismo si y solo si detA # 0
DEMOSTRACION:
Tenemos
T(1,0) = (ai,a21) , T(0,1)=(an,an)
Entonces,

T(1,0)y T(0, 1) son linealmente independientes si y solo si

0 # det((a11, a21), (an, az)) = det(A’) = det A

DETERMINANTES DE ORDEN 3

El determinante de orden 3 es la tinica funcién
det: R°xR*x R’ — R
que satisface las siguientes propiedades para cada u;,uy,u3,v; € R3 'y a,f € R

(1) det(au; + Bvi,uy, u3) = adet(u;, up, u3) + Sdet(vy, uy, u3)
det(u;, auy + By, u3) = adet(u;, up, u3) + S det(u;, vo, u3)
det(u, u,, ausz + fv;) = adet(u;, uy, u3z) + Sdet(u;, uy, v3)

(i1) det(u;,up,u3) =0 siw; =u;paraalgini # j

(iii) det(e;, e>,€3) = 1 e; =(1,0,0),e;=(0,1,0), e3 = (0,0, 1)

Propiedades del determinante de orden 3

1. det(u;y,uy,u3) = 0 si alguno de los vectores u; = 0

2. det(uz,u;, u3) = —det(uy, uy, u3)
det(uz, uy,uy) = —det(u;, uyp, u3)
det(u;, us, up) = —det(u;, up, u3)
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Vedmoslo para det(us,up,u;) = det(u;,up,u3). Como en el caso de los determi-
nantes de orden 2,

0 = det(u; + uz, up, u; + u3) = det(u;, uy, uz) + det(us, u,, uy)

de donde se concluye lo afirmado.

3. det(ey, (a1, az,a3), (b1, by, b3)) = a,bsz — azb, e =(1,0,0)

det(ey, (a, az,as), (b1, by, b3)) = det(e;, a e, + a,e; + azes,bie; + be; + bse3)
= det(e;,a;e;, bie; + bye, + byes)
+ det(e;, are,, bie; + bre, + bzes)
+ det(e;, azes, bie; + bre, + bse;)
= det(e;, aye,, biey) + det(ey, aze,, bye;)
+ det(e;, aye,, bse;) + det(e;, aszes, b1e;)
+ det(e;, ases, boe,) + det(e;, ases, byes)

= abs det(ey, e, €3) + azb, det(e;, €3, €;)

= ar,b3 — a3b,
4. det(ey, (ai, az, a3), (b1, by, b3)) = —(a b — a3b;) e; =(0,1,0)
5. det(es, (ai, az, az), (b1, by, b3)) = a1by — axb, e; =(0,0,1)

Determinante de una matriz 3 X 3

Dada una matriz A € R¥3
ay dpp ags

A=lay axn ax
asz; dzp asz

tal como hicimos en el caso 2x2 pensamos a sus filas como vectores de R? y asf definimos
detA = det((ai1, an, ai3), (@21, Az, a3), (a1, Az, as3))

Las propiedades anteriores muestran que

1 0 O
det|ax; axn ax|=axras —axnax

az  dz;
det (
azy asjz
az;  apj
—det (
asp  asz

azy 6122)

asy as

as; dsp dass

det|ay; axn ax|=axnas —ayas

aszy dsp dszz

detlas; axn ax3|= axas —anas = det(

azp dzp asz
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Entonces,

app dip aps
det|ax; axn ass
asp dsx dsz
det (a11(1,0,0) + a12(0, 1,0) + a13(0,0, 1), (@21, az, ax), (as1, as, as))
ayy det((1,0,0), (@21, an, ax), (as1, az, ass))
+ajpdet((0,1,0), (aa1, an, ), (a1, a, as3))
+ay2det((0,0, 1), (az1, an, az), (a1, ax, ass))

1 0 O 0O 1 O 0 0 1

apdet|ay an axn|+apdet|ay ax axn|+apdet|ay an ax

asp dzp asz asz; dsp adsjz aszp dzp asz
day a3 az; A4z dzy ax

= ay; det + (—1)012 det + a3 det
azy asz as; ass as; as

Observacion

Esto provee una forma de calcular un determinante de orden 3 reduciéndolo a calcular
determinantes de orden 2

DETERMINANTES DE ORDEN 71

Vamos finalmente a enunciar los resultados correspondientes a un determinante de orden
n; las demostraciones hechas para el caso n = 2 dan una idea, en una situacién mucho
mas simple, del por qué de ciertas propiedades. Las demostraciones de estos resultados
en el caso general, si bien no son dificiles, si son considerablemente engorrosas.

Antes vamos a necesitar unas ultimas definiciones,

Menores y Cofactores — Matriz Adjunta

Dada la matriz

ap ... dij ... Qip
A= aj ajj dip
ap; .. dypj ... Qp

su determinante es de orden n. Si excluimos la fila i y la columna j nos queda una matriz
de R=Dx(=D " A su determinante
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an “e ayj-1 aijvl Cen aip

ai-11 ... Qi-1j-1 Qi-1j+1 --- Qi-ln
Mij = det / /

ait11 --- Qix1j-1 Qixljr1l -+ Qixln

anl e apj-1 apj+1 e Ann

que es de orden n — 1 se lo llama menor correspondiente al elemento g;; de la matriz A

y al nimero
Ajj = (D" M;;

se lo denomina cofactor del elemento a;;.
Se llama matriz adjunta de A a la matriz

All e Aln
adjA =
An .. A

i.e., la matriz que en el lugar i; tiene al cofactor del elemento a;; de A.

Esta notacidn nos serd ttil para enunciar un resultado que generaliza lo hecho para reducir
el calculo de determinantes de tercer orden al cdlculo de determinantes de segundo orden
y, en particular, la matriz adjunta para hallar la inversa de una matriz.

Definicion

El determinante de orden n es la tnica funcion

det:R"x---xR"— R

que satisface las siguientes propiedades

(i) det(uy,...,au; +Bv;,...,u,) = adet(uy,...,u;,...,u,) +Bdet(u;,...,v;,...,u,)
@i1) det(ay,...,u;,...,u;,...,u,)=0
(i11) det(eq,...,e,) =1 {ei,...,e,} base candnica de R”

Se define el determinante de una matriz A € R™" como

detA :det((all""’aln)’ AR (an]""’ann))
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Resultados (para orden n)

10.

1.

12.

. det(uy,...,0,...,u,)=0

cdet(uy, ..., 0.0, w,) = —det(uy, .., 0,0, 0y,)

{uy,...,u,} son linealmente independientes si y solo si det(uy,...,u,) # 0

SiA, B eR™, det(AB) = detAdetB

. det(A’) = detA

det(aA) = a" det A (x eR)
(03] 0o ... 0
. 0 ay ... 0 . .
SiA = . (matriz diagonal), entonces detA = a; @, ... @,
0 0 ... a
ayp dip ... 4y
. 0 axy ... dyy . . .
SiA= . (matriz triangular superior), entonces
o O ... a,,
detA = ajany ...y,
Si A es ortogonal, |detA| = 1

SiAesi ible, det(A™!) = ——
1 A es inversible, det(A™") IetA

Si T : R" — R”" es una transformacién lineal, 7 es isomorfismo si y solo si
det M. T ¥ 0

Reduccion del orden del determinante
Si A;j denota el cofactor del elemento a;; de la matriz A, para cualquier 1 < j < n
vale el desarrollo por fila

detA = Cllelj + Clszzlj +oeet anjAnj

= (=D"ay My + (1) ayMy; + - + (1) a, M,
y para cualquier 1 < i < n vale el desarrollo por columna

detA = ClilA,'] + a,-zA,-Q + .-+ a,-nA,-,l
= (_l)HlailMil + (_1)i+zai2Mi2 +---+ (_1)i+nainMin

donde M;; indica el menor asociado al elemento a;;.
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13. Relacionado con el resultado anterior se tiene que
ale1k+a2jA2k+---+anjAnk:O (k?&])

y también que

ainAn + apAp + -+ A = 0 (k # 1)

14. Matriz inversa
Supongamos que A es inversible. Entonces,

A“ Anl

1
= diAd) = ——
detA(a i4) detA

L

A ... Ap

Ejemplo (Cdlculo de un determinante de orden 4)

Sea
2 -1 0 3
2
A= 0 3 2
2 -1 4 3
0O 1 3 -4

Entonces, usando la propiedad que nos permite reducir el orden del determinante y eligiendo la
fila 4 resulta

-1 0 3 2.0 3 2 -1 3
detA = 0(=D)!"*det| 0 3 2|+ 1(=D*?det|2 3 2|+3(-D*3det|2 0 2
-1 4 3 2 4 3 2 -1 3
2 -1 0
+ (=4 (-D**det|2 0 3
2 -1 4
2.0 3 2 -1 3 2 -1 0
=det|2 3 2|—-3det]|]2 0 2|-—-4det|2 0 3
2 4 3 2 -1 3 2 -1 4
20 3 2 -1 0
=det|2 3 2|—4det|2 0 3
2 4 3 2 -1 4

pues el segundo determinante tiene dos filas iguales, con lo cual vale 0.
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Calculemos los dos determinantes de orden 3

2.0 3
3 2 2 2 2 3
det[2 3 2|=2(-1)"*"det +0(=D)'2 det +3(=D'3 det
4 3 2 3 2 4
2 4 3
2 2
= 2det 3 + 3 det 3 =2(9-8)+3(8-6)
4 3 2 4
=8
2 -0 0 3 2 3 2 0
:2 _1 1+1 _1 _1 1+2 _1 1+3
detz o1 i (-1) det(_l 4)+( )=1) det[z 4)+0( ) det(2 _1]

0 3 2 3
:2det( 4)+det(2 4):2(0—(—3))+(8—6)

Luego,

detA=8-48=-24

Esto nos dice, en particular, que A es inversible.

Ejemplos (Cdlculo de la inversa de una matriz)

1. Consideremos la matriz

2 -1 0
A=det|2 0 3
2 -1 4
En el ejemplo anterior comprobamos que
detA =8

por lo que podemos asegurar que existe su inversa. Para hallarla, comencemos por los
cofactores

An=(=D""det(%3) =3, An=(D"?det(33)=-2,Ai3 = (=D det(3 %) = -2
A= (=D det(Z19) =4, Ap=(-1)"7det(39) =8, Ay = (=17 det(32})=0
Asp = (1) det (1) = -3, A3 = (-1)**?det(}9) = -6, A3 = (-1)*3det (3} ) = 2

Por lo tanto,

3 -2 -2
adiA=|4 8 0
-3 -6 2

su transpuesta,
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3 4 -3
(adjA) =|-2 8 -6
-2 0 2
Finalmente, recordando que detA = 8
: 3 4 -3
A_l = g —2 8 —6
-2 0 2
es decir,
3 1L _3
A = —§ 1 —11
-3 0 g

2. Rotacion alrededor del eje 7

cosd —senf O
A=|senfd cosé O
0 0 1

Siendo A ortogonal, su inversa es simplemente su transpuesta

cosf senf O cos(—0) —sen(-6) O
Al =A"=|-sen6 cosf 0|=|sen(—=6) cos(-6) O
0 0 1 0 0 1

Esto nos confirma que la inversa de una rotacion alrededor del eje z de angulo 6 es otra
rotacion, alrededor del mismo eje, pero de dngulo —6.

Sistemas Lineales de n X n — Regla de Cramer

Anteriormente consideramos sistemas lineales con mayor nimero de incégnitas que de ecua-
ciones y llegamos a ver cdmo calcular su dimensién a partir de conocer el rango de la matriz
del sistema.

Ahora nos ocuparemos de estudiar el caso de sistemas con igual nimero de incégnitas y de
ecuaciones. Concretamente, se trata de estudiar las soluciones de

apxy + -+ apx, = b

|
S
v

ar Xy + -+ ayXx, =

(®)

Ap1X| + 0+ Qpp Xy = bn
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que se puede escribir en forma matricial (mds compacta) como

AX =B

X1 b]
donde A es la matriz del sistema (®) , X =| : |y B =

X, b,

Comencemos por notar que si el rango de A no es n necesariamente hay por lo menos una fila de
A que es linealmente dependiente con las demds y en tal caso, esa ecuacion no aporta ninguna
restriccion al sistema; por lo cual, en realidad se trata de un sistema con menor nimero de
ecuaciones que de incdgnitas que seguro no tendrd una tnica solucion.

Lo que vamos a hacer ahora es dar una manera de encontrar la tinica solucion para sistemas
lineales de orden n cuya matriz tiene rango n; i.e., es inversible 8,

Vamos a encontrar la tnica solucién del sistema (9) suponiendo entonces que A es inversible,
con lo cual detA # 0. Si con A;; denotamos el cofactor del elemento a;;, multiplicamos la
i—€ésima ecuacion por el cofactor A;; (1 < i < n) y nos queda el sistema

anAnx + - +apAnx, = biAn
ayi Ay xy + -+ axpAnx, = byAy
(©)
anlAnlxl +-et annAnlxn = bnAnl
esté claro que si (xy, ..., x,) satisface (®), entonces también es solucién de (<)

Ahora sumamos miembro a miembro, agrupamos y obtenemos que

n n n

n
Z aiAi | x1 + Z apAj |x2 + -+ + Z AinAi1 | Xy = Z biAj
P

i=1 i=1 i=1

Pero los resultados 12. y 13. de la pagina 32 nos dicen que el coeficiente de x; es

detA
y los coeficientes de x», ..., x, son nulos. Concluimos entonces que
n
Z biAj
o =
: detA

Si en lugar de multiplicar la i—ésima ecuaci6n del sistema (4) por A;; la multiplicamos por A;;
y procedemos como antes, llegamos a que

i biA;;
i=1

Xj=
7 detA
Vemos entonces que la zinica solucioén de (®) que esta dada por

8Claramente la tnica solucién serd: X = A~'B pero esto requiere hallar la inversa de A cosa que puede llevar
bastante tiempo.
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S b S b
i=1 i=1

detA ~ 77 detA

A este resultado se lo conoce como Regla de Cramer.
Por dltimo mencionamos que los numeradores

i=1

se pueden interpretar como el determinante de la matriz A en la que se reemplazé la columna j

alj
a,,j
por el vector B. Con lo cual queda,
ay ... dpj-1 bl aijyl ... dip
det :
ni oov Gujo1 by Gujpr ... G d<i<n
X; = K Jsn
/ detA

Ejercicio 27

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales

2x+z=2
—-x+y=3
y+z=4

a) en forma matricial

b) usando la regla de Cramer



38 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 8

PROBLEMAS
1. Dadas las matrices
1 -2 ) _ 2 3
4 = 3 0 dy = 3 0 Ay = 3 0 -3 6 A, -
0 2 -7 4 2 -7 4 -1 2 7 5 0 -7
1 2 3 0
0 2 -7 4 30 0 9
A5: A6: A7: -1 5 Ag:
3 0 -2 10 9 7
3 4
5 1 1 1
2 3 0 1o ¥
0 9
Ag=(1 -2 3 2) Ap=[2 -7 4| Ay=[0 1 0 AIZ:( )
V3 1 -9 0
0 -2 10 -$ 0 3

Indique el tamafio de cada una y calcule

a) A; +Aj, cuando sea posible

b) A; + A;., cuando sea posible

c) AjA;, AjA;, cuando sea posible

d) Al (1 <i<12)eindique si es simétrica o antisimétrica
e) aA,, @A, , aAs

f) trA;, cuando corresponda

g) la diagonal principal de las matrices que sean cuadradas
h) rgA; (1<i<12)

i) AL,

j) AjA!, cuando sea posible. Indique si es A; es ortogonal

1 -1
2. Halle todas las matrices de R?**?> que conmutan con (0 5 )

3. Calcule A" cuando

11
a) 11 d) A diagonal de orden n
1 1 . .y . 3
b) 00 d) A matriz de rotacién alrededor del eje z en R
0 1 ) .
c) L 0 d) A triangular superior de orden 3
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4.

10.

Halle todos los valores de a y S que hacen que la matriz

s 2)

sea inversible y para un par de estos valores, halle la inversa.

Nora: resuelva el ejercicio sin usar determinantes.

Considere la funcion tr : R™" — R que a cada matriz cuadrada de orden n le asigna su
traza.

a) ¢es transformacidn lineal?
b) (es monomorfismo?

c) (es epimorfismo?

Considere la funcién 7 : R™" — R™" que a cada matriz cuadrada de orden n le asigna
su transpuesta y realice un anélisis similar al del ejercicio anterior.

Encuentre la forma que tienen las matrices del subespacio

=((s M o)

Sean P, Q € R™" tales que P es inversible y Q es ortogonal. Dada A € R™", calcule

a) (P'APY  (k € N fijo)
b) (Q'AQ)*  (k € N fijo)

Halle todos los valores de a que hacen que la matriz

1 0 -2
a 1l -1
0 a 1
sea inversible.
a) Compruebe que las matrices de la forma
A=EV+E" (I<ij<n

son simétricas. ;Cudntas son?

b) Analice si sucede lo mismo con las matrices de la forma
A=EY-E" (I<i,j<n)

De no suceder, investigue si pertenecen a algun otro grupo de matrices mencionado
en la teoria.
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1.

12.

13.

14.

15.

Sea A € R™". Entonces la funcién T : R” — R™ definida por
T(u) = Au’ (ueR")
es una transformacion lineal.
Muestre que toda matriz A € R™” se puede escribir en la forma
A=A;+A,
siendo A una matriz simétrica y A, una matriz antisimétrica.

Analice si los siguientes subconjuntos de R son subespacios. En caso de serlo, halle
su dimension y exhiba una base

a) D ={A e R™" | A es diagonal}

b) 8§ = {A € R™" | A es simétrica}

c) T={AeR™|trA =0}

d) A ={A € R™"| A es antisimétrica}
Dado el sistema de ecuaciones

2x=3y+z=1
(%)
y—2z=2

a) Halle la matriz del sistema y el sistema homogéneo asociado

b) Calcule la dimensién del subespacio S formado por las soluciones del sistema ho-
mogéneo

c) Verifique que (1,0, —1) es solucion del sistema (x).

d) (Es cierto que si (xg, Yo, o) €s solucién del homogéneo, entonces (1, 0, —1)+(xo, Yo, 20)
es solucién de (x)?

e) Compruebe que si (x1,y1,21) Y (X2, Y2, 22) son soluciones del sistema dado, entonces
(x1,51,21) = (X2,2,22) €S
f) Concluya que el conjunto de soluciones de (%) estd dado por
S ={(1,0,-1) + (x,y,2) | (x,¥,2) € S}

g) (Diria que esta conclusion se puede generalizar o que es una particularidad del sis-
tema dado?

Siguiendo las ideas desarrolladas en el ejercicio 14. resuelva el sistema (en R*)

xX=-y+3z-w=4
2x+5z-4w =2
-3x+y+4z=2
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16. Interprete el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado al sistema del ejer-
cicio anterior como el nicleo de una transformacién lineal. Exhiba la expresion de dicha
funcion.

17. Considerando matrices 3 X 3, analice si es cierto que

a) el producto de matrices ortogonales es ortogonal
b) la suma de matrices ortogonales es ortogonal
c¢) el producto de una matriz ortogonal por un niimero es una matriz ortogonal
d) la matriz identidad es ortogonal
18. Se sabe que A es una matriz de rotacién en R?* alrededor del eje y que tiene traza nula.

(Le alcanza la informacion para saber cudl es el dngulo? De ser asi, haga un esquema
gréfico que ilustre en qué transforma a la recta dada por ((1, 0, 1)).

19. Halle los determinantes de las matrices cuadradas del ejercicio 1.

20. Calcule los determinantes de las siguientes matrices

2 01 1 20 -1 1 O
Ar=|-1 2 3 A, =10 1 1 Ay=|1 2 2
1 0 2 011 0 -1 0
2 0 0 1 01 1 0 1
As=|0 -1 O As=10 1 O A¢=10 2 0
1 0 1 1 01 1 0 -1
5 -6 -6 1 21 b0 -
A7: -1 4 2 Ag: 1 21 A9— 0 ! !
-1 1 2
3 -6 -4 01 2 0 0 1 -1
-1 2 1 3 -1 2 1 3 -1 0 0 O
Ay = 0 0 -2 1 A = 0 1 -2 1 A, = 2 1 0 0
0O 0 2 -3 0 2 -3 1 -2 2 0
0O 0 0 4 0O 0 0 4 3 1 -3 4

Au'.

21. Dada A € R™" consideremos la transformacion lineal 7 : R* — R", T(u)
Suponiendo que existe un v € R", v # 0, tal que

T(v)=2v

a) ¢jen qué transforma 7 a la recta generada por v?

b) halle la matriz de la transformacién 7'(u) = 7 (u) — 2u
¢) (puede ser T isomorfismo?

d) (puede ser My inversible?

e) calcule det(A — 21).
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22. Para cada una de las matrices del ejercicio 20. halle todos los valores de t € R que son

raices de la ecuacion
det(A;,—tl)=0

23. Con la notacion introducida en el ejercicio 8., calcule

a) det(P'AP)

b) det(Q'AQ)
¢) det[(P'AP)Y]  (k € N fijo)
d) det[(Q'AQY]  (k € N fijo)

24. Sea A € R™ y P una matriz inversible de orden n. Se define la matriz B = P'AP.
Compare las funciones polinémicas dadas por

f(#) = det(A —t]) , g(t) = det(B —tl)

25. Dado el sistema en R3,

2x—-y=1
2x+3z=-3
2x—-y+4z=2

(1) escriba el sistema en forma matricial indicando quién es la matriz del sistema y cual

es el vector con los términos independientes
(i1) determine si tiene solucién tnica
(iii) silarespuesta anterior fue afirmativa, halle la solucién utilizando la Regla de Cramer.
(iv) encuentre la matriz inversa del sistema dado

(v) aplique la matriz inversa al vector formado por los términos independientes y com-
pare el resultado con la solucién obtenida antes.

26. Dado el sistema en R*,
2x—z=-2

y+z=3
—X+y+2z+w=0

z—-w=4

(1) escriba el sistema en forma matricial indicando quién es la matriz del sistema y cual

es el vector con los términos independientes
(i1) determine si tiene solucidn tnica
(111) silarespuesta anterior fue afirmativa, halle la solucion utilizando la Regla de Cramer.
(iv) encuentre la matriz inversa del sistema dado

(v) aplique la matriz inversa al vector formado por los términos independientes y com-
pare el resultado con la solucién obtenida antes.



