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TEORIA

En lo que sigue, salvo que indiquemos expresamente lo contrario en alguna situacion particular,
cuando hablemos de vectores de R"” nos estaremos refiriendo a vectores columna. Con esta
convencion, cuando multiplicamos la matriz M por un vector v

Mv

no hace falta transponerlo, como habria que hacer si lo pensdramos como vector fila.

Autovalores y autovectores de una matriz '

Sea A € R™", decimos que un vector no nulo u € R" es autovector de A si existe un escalar
A € Rtal que
Au = Au

A este escalar A se lo llama autovalor asociado al autovector u.

Alternativamente, si sabemos que A es autovalor de A y u # 0 satisface
Au = Au

decimos que u es un autovector de A asociado al autovalor A.

Ejemplo
Consideremos la matriz
1 0 1
A=12 1 0
003
1
El vector u = | 1 | satisface
2
1 0 1)\(1 3 1
Au=12 1 O||1|=13|=3]|1]=3u
0 0 3)\2 6 2

Ise define exclusivamente para matrices cuadradas
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Luego, u es autovector de A y el autovalor asociado es A = 3.

0
Por otro lado, el vector v = | 1 | satisface
0
1 0 1)(0 0
Av=|(2 1 O||l|=|1l|=v=1yv
0 0 3)\0 0
0
De modo que v = | 1 [ también es autovector de A pero en este caso asociado al autovalor A = 1.
0

Interpretacion geométrica

Sea A € R?*2, Sabemos que la funcién T : R? — R? dada por

T(u) = Au

es una transformacion lineal cuya matriz asociada (en las bases candnicas) es precisamente A.

Supongamos que u es un autovector de A con autovalor asociado A4 # 0. En tal caso,

T(u) = Au

Esto nos dice que

T(u)) = () ?

o sea, T transformo a la recta generada por u en ella misma. Con esta informacidn tnicamente
no podemos decir qué pasé con los demads; pero lo que estaba sobre esa recta seguird estando
ahi,

2, serfa esto cierto si fuese A = 0?
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\
\ 4

Es importante notar que, si bien L se transformo en ella misma, sus puntos
no quedaron exactamente donde estaban.

En este ejemplo hemos considerado due es negativo y eso produjo que
u pasara del segundo al cuarto cuadrante aunque -desde luego- sin salirse
de L.

En una situacién como ésta suele decirse que L = (u) es un subespacio invariante de T.
Utilizando esta nomenclatura podemos decir los subespacios generados por autovectores de una
matriz A —correspondientes a autovalores no nulos— son subespacios invariantes de la trans-
formacién lineal determinada por A. 3

Observacion

Consideremos una transformacién ortogonal 7 : R — R". A pesar de que todavia no tenemos
muchas herramientas podemos sacar algunas conclusiones sobre cdmo son los autovalores de
una de estas transformaciones, asumiendo que los tiene.

Recordemos que las transformaciones ortogonales conservan dngulos y longitudes; luego,

I 7(u) [ = |lufl
es decir que, si 4 es un autovalor de 7" y u un autovector asociado a A
ATl = lall
lo que implica —dado que u # 0— que
A==l 4
Como ejemplo de una de estas transformaciones podemos tomar la rotacion de dngulo 7 en R?,
s

T(x,y) = (cos Jx—senZ y,sen’ x + cosJ y) = (-y, x)

3ie., T(V) = Av
“Estamos considerando valores reales tinicamente. Si A pudiese tomar valores complejos, ;seguiria siendo
valido que 1 y —1 son los tnicos valores posibles para A?
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a .
Supongamos que u = (b) es un autovector asociado a A = 1, entonces

al (0 —I\(a) (-b
b) \1 0)b) \a
lo que implica que tiene que ser u = 0 y esto es imposible.

Concluimos entonces que A = 1 no puede ser autovalor de T'.
Si ahora suponemos que A = —1 es autovalor de 7" llegamos a que

—a) (0 —I}(a) (-b
-b) 1 0Jb) \a
lo que también implica que u = 0.

De modo que los dos tnicos posibles valores de A no resultan ser autovalores.

Conclusion final

T no tiene autovectores °

Observemos que esto es muy razonable dado que 7' manda cada vector a uno ortogonal a él de
forma que ninguno puede quedar sobre la misma recta. Piense en qué dngulo deberia hacerse la
rotacion para que si tenga autovalores y autovectores reales.

Nos ocuparemos de ahora en mds de estudiar este tema con el objeto de encontrar resultados
que nos permitan calcular autovectores y autovalores de una matriz dada.

Subespacio de autovectores asociado al autovalor A

Dada A € R™", si A es un autovalor de A, llamamos
E,={ueR"|Au = u}

El conjunto E, estd formado por todos los autovectores de A asociados a A mads el 0.
Notemos que

UcE, &= Au=lu & Au-lu=0 = A-u=0 < veNuT
siendo 7 la transformacién lineal determinada por la matriz A — Al ; i.e.,
T(v) = Av — Av

En consecuencia,
E, es un subespacio

y se lo llama subespacio de autovectores asociado a 1y a veces también autoespacio asociado
aldl.

>Conviene aclarar que lo que no tiene son autovalores reales, que son los que nos interesan aqui.
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Ejemplo

Volvamos sobre el ejemplo de la pagina 1. Alli vimos que A = 3 y 4 = 1 son autovalores de

=

Il
S N =
S~ O
w O =

Calculemos los subespacios Ej3 y E;.

> E,

Buscamos los u € R? tales que Au = 3u. Si denotamos con x,y,z a las coordenadas de u, se
trata de hallar los (x, y, z) que satisfacen

1 0 1)(x X
2 1 0lly|=3]|y
0 0 3)\z Z

esto equivale a resolver el sistema

x+z=3x
5 3 2x—2z=0
X + = —

e 2x-2y=0

3z=3z
De modo que
(x,v,20 € B3 &= (x,y,2) =(x,x,2x) = x(1,1,2)

Por consiguiente,
Es =<((1,1,2))

» E,

Ahora buscamos los u € R? tales que Au = u. Entonces planteamos
1 0 1)(x X
21 0f|1yl=|y
0 0 3)\z Z
que equivale al sistema
X+z=Xx
2x + y=y —
3z=z

De modo que
(x,y,2) € B & (x,y,2) =(0,x,0) =x(0,1,0)
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Por consiguiente,
Ei =0, 1,0))

Obtuvimos de esta forma que E; y E3 son subespacios invariantes de 7'(x, y, z) = (x+z, 2x+y, 32).

Analicemos un ejemplo mds que mostrard que no siempre es cierto que los subespacios E,
tienen dimension 1, como ocurre en el ejemplo anterior. Lo que si sucede siempre es que
dimE, > 1 por el hecho que los autovectores son —por definicién— no nulos.

Sea T : R? — R? la simetria respecto del origen; i.e.,

T(x,y) = —(x,y)
Sin hacer una sola cuenta vemos que 4 = —1 es autovalor de M y que su espacio de autovec-
tores asociado
E, = R?

con lo cual, dimE; = 2.

Calculo de Autovalores

Consideremos una matriz A € R™" y la transformacion lineal 7 : R” — R”" asociada a A; es
decir, T(u) = Au.
Supongamos que A tiene un autovalor 4 € R y sea u € R” uno de sus autovectores, entonces

Au = Au

0, lo que es lo mismo,
Au—Au=0

recordando la notacién introducida en la pagina 4, esto nos dice que
ueNuT

y, siendo u # 0, significa que 7 : R" — R" no es isomorfismo. De modo entonces que su
matriz asociada
A=A-U

no es inversible y en consecuencia
det(A-Al)=0

Hemos probado entonces que

Si A es un autovalor de A, necesariamente debe ser raiz del polinomio
det(A—-AI) =0

al que se denomina polinomio caracteristico de la matriz A.
Esto nos da una manera de averiguar qui€nes son los autovalores de una matriz dada.
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Observacion

Conviene tener claro que este polinomio tiene siempre grado n, si la matriz correspondiente es
n X n. En consecuencia el polinomio caracteristico va a tener n raices complejas. Es razona-
ble entonces pensar que, aunque la matriz sea real, sus autovalores y autovectores pueden ser
complejos (no reales).

Consideremos por ejemplo la matriz

Su polinomio caracteristico es

0-1 -1 -1 -1
det = det =22 +1
1 0-21 1 -2

Es claro que A no va a tener autovalores reales. Las dos raices son

Busquemos los autovectores (muy probablemente complejos) asociados a i:

o)) ()

o sea,
—22 . iz1
21 i2)
de donde,
71 =i s 2 = —iz
y teniendo presente que i? = —1, las dos ecuaciones son en realidad la misma
21 =12
con lo cual,

E; = {(iz,2) | z € C}

Trabajando de igual manera con —i obtenemos

E,;={(ziz)]zeC} 7

Es la matriz de una de las transformaciones que estudiamos, ;cu4l? Confronte lo hecho antes con esto. ;Hay
contradiccién?
"Conviene notar que E; y E_; son subespacios del espacio vectorial complejo C?
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Ejemplos
1 01
1. SeaA=(2 1 0}
0 03

Cuando comenzamos a tratar este tema comprobamos que 4 = 1 y 4 = 3 son autovalores
de A. Ahora sabemos que falta uno, que tiene que ser real °.

Calculemos

I-4 0 1
1-24 2 1-2
det] 2 1-a2 0 [|={-A)det 0 +det = (1-D)(1-)(3-)
0 0 3-1 0 3-2 0 O

Luego, el polinomio caracteristico es

1-DA-HE -

que tiene una raiz doble (1 = 1) y una raiz simple (1 = 3). Llegamos asi a que A tiene
autovalores
A=1 y =3

Los correspondientes espacios de autovectores ya fueron calculados.

5 -6 -6
2. Consideremos la matrizA=|-1 4 2 |.
3 -6 -4

Hallamos primero el polinomio caracteristico

5-4 -6 -6

4-2 2 - -
det| -1 4-2 2 =(5—A)det —(=1)det 6 6
-6 —-4-2 -6 -4-2
3 -6 —-4-2

+ 3 det [4__% _26)
=G -D[A-4A+4)+12] +6(1+4) - 36

+3[-12 - 6(1—4)]
=5 - =16+ 12) + 61— 12+ 3(-61 + 12)
=G-DA-4)-121+424 =5 -DA=2)(1+2) - 12(1-2)
=A-D[G-DA+2)-12] = (A -2)(-2 +31-2)
=—(1-2%@-1)

Es claro ahora que las raices de este polinomio son: A4 = 1 (simple) y 4 = 2 (doble).

Veamos quiénes son E; y E, en este caso.

8 por qué?
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¢ E

Buscamos todos los (x,y, z) € R? tales que

5 -6 -6)(x X
-1 4 2||lyl=1|y
3 -6 —-4)\z Z

Resolviendo este sistema llegamos a que

(X, y,2) = (=3y,y,—-3y) = =y(3,-1,3)

por lo tanto,
E; =((3,-1,3)) y entonces dimE; =1

¢ E,

Buscamos todos los (x,y,z) € R3 tales que

5 -6 -6\(x X
-1 4 2 |[y[=2]y
3 -6 —4)\z Z

Resolviendo este sistema vemos que
(x,,2) = 2y +2z,y,2) = y(2,1,0) + 2(2,0, 1)

con lo cual,
E, =¢2,1,0),(2,0,1)) y entonces dimE, =2

En este caso las dimensiones de los subespacios E, coinciden con las respectivas multi-
plicidades de los autovalores.

3. Sea T : R? — R? una rotacién de 4dngulo 6. Su matriz asociada (en las bases candnicas)
es

cosf@ —senb
senf cosf

T

En la observacion de la pagina 3 analizamos el caso 6§ = —. Ahora vamos a analizar la

(S

situacion general de una rotacion en el plano.

Busquemos sus autovalores. Sabemos que, por ser una transformacién ortogonal, s6lo 1
0 —1 pueden llegar a ser autovalores reales de A.

Veamos si A = 1 es autovalor de 7. Para serlo es necesario que exista un u # 0 tal que
T(uw)=u

Se trata entonces de ver si existe un (x,y) # (0, 0) tal que

cosf —senf|(x] (x
senf cosf )\y B y



10 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 9

Tenemos que resolver el sistema

xcosf —ysenf = x (cosf—1)x—ysend =0
=

xsenf +ycosf =y xsenf+ (cosd—1)y =0

La dnica forma en que este sistema pueda tener una solucidon no nula (como necesitamos)
es que el determinante de la matriz asociada sea nulo, es decir

det cosd—1 —send _ 0
sen cosf—1

0 sea,
(cos—1)> +sen’0 =0

pero esto sélo puede ocurrir si
cosf =1 y senf =0
es decir,
6=0

Concluimos entonces que, entre todas las rotaciones 7" del plano, la inica que admite a
A =1 como autovalor es la que corresponde al dngulo 6 = 0. Esta rotacion es simplemente
la identidad,

T(x,y)=(x,y)

que evidentemente tiene a 1 como autovalor y E; = R?.

Consideremos finalmente 4 = —1. Trabajando como en la situacién anterior llegamos a
que la condicién para que sea autovalor es que

(cos@ + 1)* +sen’d =0
lo que solo puede ocurrir si
cosf =—1 y senf =0

es decir,

O=nm
Conclusion: la tnica rotacion T que tiene a 4 = —1 como autovalor es la que corresponde
a0 =m, con lo cual

T(x,y) = (=x,=y) = (=D(x,y)

Se deduce inmediatamente que E_; = R? para esta transformacion.

De ahora en mds nos vamos a ocupar de analizar, a partir de una matriz A € R™" dada, cuando
serd posible conseguir una base de R" formada exclusivamente por autovectores de A. Para
lograrlo tendremos que dar primero algunos resultados.
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Proposicion

Dada A € R™", sean Ay,..., A, autovalores distintos de A y sean vy,...,V, autovectores aso-
ciados, respectivamente, a los autovalores anteriores. Entonces,

{Vla s Vm}
es linealmente independiente.

DEMOSTRACION:
Casol:m=2

Supongamos que a;v; + a,v, = 0. Tenemos que probar que a; = a, = 0. Si multiplicamos por
A,
0=A.0= A(Cl]V] + Clsz) = a41Av] + a,Avy = a1A41V1 + ar AL Vo

Entonces,
avi +avo =0
a A\ vy + ar A, vy = 0

Si multiplicamos miembro a miembro la primera ecuacién por A,

Aavy + arvy = 0

arA1vy + arArvy = 0
restdndola de la segunda nos queda
ay(d; —A)vi =0

y esto implica que
a) = 0

dado que los autovalores son distintos y v; no puede valer cero por ser autovector. Si ahora
volvemos a la ecuacion
a|vy + apvy = 0

resulta que
ar,vy = 0

de donde a, = 0.
Esto muestra que v, y v, son linealmente independientes.

Caso 2: vamos a suponer que el resultado es valido para m — 1 autovalores y demostraremos
que entonces debe serlo también para m.

Tenemos entonces como hipoétesis que {vy, ..., V,_1} son linealmente independientes y vamos a
probar que también lo son {vy,...,V,_1, V,}.
Supongamos que

avy + -+ ayu-1Vp—1 + a4 Vi, = 0
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imitando lo hecho en el caso 1, multiplicamos por A

a|Avy + -+ a,_1AvV,_1 + a,Av,, = A0=0
siendo Av; = A;v;,

a v+t A1 A1 Vo1 + A Ay Vi = 0

tenemos entonces,
avi+ - +a,;-1Vi-1 + aViy = 0
ar Vi + -+ A A1 Vit + @A Vi = 0

multiplicamos la primera ecuacion por A,,

ﬂ,,lalvl + -+ /lmam_lvm_l + /lmclme =0

a1 v+ -+ a1 A1 V-1 + AV = 0
restdndola de la segunda nos queda
ay(Ay = AV + -+ A1 (Apoy — Ap) Vi1 = 0

y como estamos suponiendo que los m—1 primeros autovectores son linealmente independientes
resulta
ai(Ay — Ay) = 0 ce 1At — Ap) = 0

de donde necesariamente se deben anular los a; (i = 1,...,m — 1). De modo que, volviendo a
la primera ecuacion
avy + -+ a1 V-1 + a4, Vi, = 0
deducimos que
a,v, =0

y entonces también a,, = 0; de esta forma, todos los autovectores v; son linealmente indepen-
dientes.

Caso general:

Sabemos, por el caso 1, que v; y v, son linealmente independientes. Ahora consideramos
V1, V2, V3. Como los dos primeros son independientes, el caso 2 nos permite afirmar que también
los son

Vi, V2, V3

Sabiendo esto, consideramos ahora vy, v, v3, v4. Siendo los tres primeros independientes, de
nuevo por el caso 2, también lo son
Vi,V2,V3,Vy

Y esta argumentacién podemos reiterarla hasta completar los m autovectores. °

°El método empleado en esta demostracién se conoce como Induccion Matemdtica



FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 9 13

Teorema

Sea A € R™ y A € R un autovalor de A. Entonces, si denotamos
m, = multiplicidad de A como raiz del polinomio caracteristico

se tiene
1< dlmE,] < my

DEMOSTRACION:

Daremos tnicamente la demostracién de la primera desigualdad y mencionaremos una muy

breve idea de la demostracién de la otra. '°

Con respecto a la primera, basta recordar que para que A sea autovalor de A es necesario que
exista un autovector u que por definicion debe ser no nulo; por lo tanto,

(u) C E,;

y en Consecuencia,

Con respecto a la segunda desigualdad, se muestra que el polinomio caracteristico se puede
escribir en la forma
det(A — tI) = (t — DU™EP(r)

para un cierto polinomio P.
Y como esto dice que la multiplicidad de A debe ser mayor o igual que el exponente de ¢ — A,
queda probada la afirmacion.

Proposicion

Sea A € R™" tal que todas las raices de su polinomio caracteristico son reales. Sean A,..., A
todos autovalores distintos de A. Entonces, son equivalentes

(i) A tiene n autovectores linealmente independientes
(i1) dimE,, = m,, paratodoi=1,...,k

DEMOSTRACION:

) = @)

El teorema anterior nos asegura que
dim E,{i sm A
para todo i. Supongamos, razonando por el absurdo, que hay un j para el cual,

dimEAj < my;

10Una demostracién completa de este hecho se puede ver en el Apéndice 11
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Como todo autovector tiene que estar en alguno de los subespacios E,,

n ? dimE, +---+dimE,, ? my +---+my =n

EaﬁEﬂ=@ si B dim E/lj <m}j

lo que es absurdo y provino de suponer que una de las dimensiones era distinta de la multiplici-
dad correspondiente; luego,

dimE,, = m,, (paratodoi=1,...,k)

(i) = O

Basta tomar una base de cada E,, dado que dos de ellos sélo se intersecan en el cero debido a la
independencia lineal de los autovectores que corresponden a autovalores distintos.

Ejemplo

Consideremos la matriz del ejemplo 2 de la pagina 8. Ahi obtuvimos que A tenia dos autova-
lores: uno simple y otro doble; pero en ambos casos la dimension del espacio de autovectores
y la multiplicidad del autovalor correspondiente coincidian. Con lo cual A tiene 3 autovectores
linealmente independientes:

{(3,-1,3),(2,1,0),(2,0, 1)}

y constituyen en consecuencia una base de R* formada por autovectores de A.

Corolario
Si A € R™" tiene n autovalores reales distintos, tiene n autovectores linealmente independientes.
Basta notar que en tal caso se cumple

dmE; =1 =m,

para todo autovalor A.

Matrices Semejantes

Sean A, B € R™". Decimos que A y B son semejantes si existe una matriz inversible C € R™"
tal que
B=C"AC

0, equivalentemente,
CB=AC
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Observacion

Que A sea semejante a B es equivalente a que B sea semejante a A. Basta simplemente cambiar
C por C7!.

Proposicion

Dos matrices semejantes tienen los mismos autovalores.
DEMOSTRACION:

Sean A y B semejantes. Vamos a probar que tienen el mismo polinomio caracteristico; con lo
cual, en particular, tendrdn los mismos autovalores.
Sabemos que existe C inversible tal que B = C"'AC. Entonces,
det(B — tI) = det(C™'AC — tI) = det(C™'AC — tC™'C) = det(C™'AC — 1C™'IC)
= det(C'AC - C™'(t])C) = det(C™'(A — tI)C) = det(C™") det(A — tI) det C
= det(A —¢t])

Matriz diagonalizable

Una matriz A se dice diagonalizable si existe una matriz diagonal real semejante a ella. Es
decir, si existe

d 0 ... 0
0 44 ... 0

D= _ e R™"
0 0 ... d,

y una matriz inversible C € R™" tal que

A =CDC™!
Observacion
Supongamos que A € R™" tiene n autovectores linealmente independientes: u,,...,u, y de-
notemos por Ai, ..., A, a sus respectivos autovalores '!.
Sea C la matriz que tiene por columnas a los autovectores uy, ..., u, (en ese orden). Por consti-

tuir sus columnas una base de R”, esta matriz es inversible. Sea

A4 0 ... 0
D 0 4 ... O
0 0 ... 4,

Por supuesto, puede suceder que A; = A jaunque i # j
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Calculemos,
AC:A(ul u ... un):(Aul Auy, ... Au,,)z(/llul Auy ... /lnun)
A1 0 0
:(ll1 u ... lln) 0 /12 0
0 0 A,
=CD

Hemos probado entonces el siguiente resultado,

Proposicion

Si los autovalores de A € R™" son todos reales y tales que para cada uno de ellos su multiplici-
dad coincide con la dimension del correspondiente subespacio de autovectores. Entonces, A es
diagonalizable y ademds se tiene

A=cDC™!

siendo,

A4 0 ... 0

D = 0 4 0 , C:(uI u ... un)

0 0 ... 4,
donde Ai,...,4, son los autovalores de A (contados con su multiplicidad) y cada u; es un
autovector asociado al autovalor A;.
Observacion
Supongamos que A € R™" es una matriz diagonalizable. Sean A,,..., 4, sus autovalores y

supongamos que A, tiene multiplicidad k > 1. 2
Sabemos que existe una matriz inversible C tal que

4 0 ... 0 O ... 0

0 4 ... 0 0 ... 0
A=C|l0 0 A4 0 0|Cc!

0 0 0 Ay 0

0 0 0 0 A,

12ie., A4,..., 4, no son todos distintos
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Se tiene
A1 — A 0 0 0 0
0 A=A ... 0 0 0
A-1I=C| 0 0 U I 0 0o |c!
0 0 0 A1 — A1 ... 0
0 0 0 0 o A=A

Llamemos B a la matriz

00 0 0 0
0 0 0 0 0
B=10 0 ... O 0 0
00 ... 0 =4 ... 0
00 ... 0 0 )

que tiene sus k primeras filas nulas y el resto no nulas porque estamos suponiendo que k es la
multiplicidad de 4; con lo cual, ninguno de los otros A; puede ser igual a 4;. Entonces,

A—-A41=CBC!

Si buscamos el subespacio de autovectores asociado a A, se trata de resolver el sistema

A-4Du=0
es decir,
U 0
175 0
CBC'| u [=]0 (1)
Ugr1 0
u, 0

Llamemos v = C~'u. Obtenemos asi el sistema

Vi 0
1%) 0
Bl vi |=]0 (2)
Vi+1 0
v, 0
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La dimension del espacio de soluciones tanto de (1) como de (2) es la misma porque C es una
matriz inversible. Si en sistema (2) reemplazamos B obtenemos

00 ... 0 0 0 Vi 0
00 ... 0 0 0 123 0
00 ... 0 0 0 vi =10
00 ... 0 /lk+1 —/11 0 Vit 0
00 ... 0 0 R VAR 0

y entonces es claro que se puede expresar como el conjunto de soluciones de

(Agr1 = AV =0

(A= )y =0

Recordando que A; # A; paratodo i = k + 1,...,n llegamos a que la dimension de este sub-
espacio es
n—(n-k) =k

Y debido a la equivalencia entre (1) y (2), podemos afirmar que
diI'I'lE,A1 =k= nmy,

Lo que hicimos para A; vale para cualquier autovalor multiple. De modo que hemos probado el
siguiente resultado

Proposicion

Si A € R™" es diagonalizable y tiene un autovalor multiple A, entonces

dimE,; = m, = multiplicidad de 4

Las dos tltimas proposiciones se pueden resumir en el siguiente teorema

Teorema

Sea A € R™" tal que todos sus autovalores son nimeros reales. Entonces son equivalentes
(i) A es diagonalizable

(1) dimE, = m, para todo autovalor A
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Corolario

Si el polinomio caracteristico de A € R™" tiene n raices reales distintas, A es diagonalizable.

Ejemplos
1. Consideremos la matriz
1 -1 4
A=13 2 -1
2 1 -1

Calculemos los autovalores,

O=det(A-t)=det| 3 2-¢t -1 |=-D[E2)t+D+1]+[-3(+1)+2]+4[3+2(t-2)]
2 1 -1-—1¢

es decir, son las raices del polinomio

—(=-D)(E=-2)(t+ D)+ 1-t=-3(t+1)+2+4Q2t-1) = =(t-1)(t-2)(t+1)+1-1-3t-3+2+8¢—-4
que se puede escribir en la forma

-t-DE-2)+D+4t-4=-0-D)-2)+ 1) +4¢-1)=(¢-DM4-¢-2)¢+1] =0

por lo tanto las raices son
t=1,-2,3

Siendo todas las raices reales y simples sabemos que A es diagonalizable ya que seguro
se cumple

dim E/l =1= m)
para todos los autovalores.

Hallemos ahora los autovectores correspondientes.

Parad=1
X 0
A-D|y|l=10
Z 0
o sea,
0 -1 4)(x 0
31 -1 =0
2 1 -2)\z 0
que equivale a
-y+4z=0
3x+y—-2z=0
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resolviendo este sistema vemos que

El = <(1’ _47 _1)>

Para 1 = -2
X 0
A+2D)]y|=10
Z 0
0 sea,
3 -1 4)\(x 0
3 4 -1 =10
2 1 1)\z 0
que equivale a
3x—y+4z=0
3x+4y—-2z=0

2x+y+z=0

resolviendo este sistema vemos que

B, =((-1,1,1))
Para 1 =3
X 0
(A-3D|y|=|0
Z 0
o sea,
-2 -1 4)\(x 0
3 -1 —1}ly|=1|0
2 1 -4)\z 0
que equivale a
—2x—-y+4z=0
3x-y-z=0
2x+y—-4z=0

resolviendo este sistema vemos que

E; =((1,2,1))

Finalmente podemos afirmar que la matriz diagonal semejante a A es

1 0 O
D=|0 -2 0
0 0 3
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yentonces,
1 -1 4 1 0 O
A=|3 2 -1|=clo -2 ofc!
2 1 -1 0O 0 3
siendo C la matriz
1 -1 1
-4 1 2
-1 1 1
2. Sea
3 2 4
A=12 0 2
4 2 3

Los autovalores de esta matriz, es decir, las raices de la ecuacion
det(A—-1tl)=0
son —1 (doble) y 8 (simple). Los correspondientes espacios de autovectores son
E_1 =(0,2,-1),(-1,2,0)) Es =((2,1,2))

Como en ambos casos se cumple que la dimensién de E, coincide con la multiplicidad de
A podemos afirmar que A es diagonalizable, siendo la matriz diagonal semejante

-1 0 O
D=0 -1 0
0O 0 8
y por lo tanto,
3 2 4 -1 0 O
A=[2 0 2[{=cC|0 -1 ofC’!
4 2 3 0O 0 8
siendo C la matriz
1 0 2
c=12 2 1
0o -1 2

3. Sea

=)

Es claro que A tiene un dnico autovalor con multiplicidad 2. '

(4-2Du = (8 (3)] (;] i (g]

Calculemos E,,

13 por qué podemos asegurar esto sin hacer ninguna cuenta?



22 FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 9

es decir,
Ez . y= 0

Entonces,
dimE2:1<2:m2

Por los resultados vistos podemos asegurar que no es diagonalizable.
Pero también podriamos comprobarlo de la siguiente manera. Si A fuese diagonalizable
existiria una matriz inversible C tal que

03 =A=C 2 Oc—lzczlc-lzzcc-lzzlz 20
00 0 2 0 2

lo que claramente es falso.

Diagonalizacion Ortogonal de Matrices Simétricas

Acabamos de ver que, bajo ciertas circunstancias, una matriz A resulta semejante a una matriz
diagonal. Es decir, existe una matriz inversible C tal que

A=CDC™!

donde D es la matriz (diagonal) que tiene los autovalores de A en su diagonal.
Vamos a ver ahora que hay un conjunto de matrices que tienen una propiedad mas fuerte que

ésta: existe una matriz ortogonal P tal que
A = PDP'

siendo D como antes.
Antes tendremos que ver algunos resultados que nos permitirdn llegar a esa conclusion.

Lema:

Sean A € R™" y u,v € C". '* Entonces,
<Au,v>=<u,A'v >

DEMOSTRACION:

app ap ... A\l anpuy + -+ apl,

ay dxp ... axy||U: ax iy + -+ + axly
Au = ) =

a,1 Ay ... QAu)\U, aup + -+ a,u,

14ver Apéndice I
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y
aynn dady; ... ap (W apvy+---+a,v,
; ap Ay ... apllv apvy + -+ apvy,
Av = . =
Ay, Ay ... Quu)\Vp aivy + 0+ apVy
Entonces,
<Aw,v>=(apu + -+ apu,)vy + -+ (@i + 00+ gty
= apuvy + -+ auvy
+ aru vy + -+ ar,u Vo
+ a, v, + -+ ai,v,
= (6111\_/1 +-+ anl‘_"n)ul +-+ (aln‘_/l +-+ ann‘_)n)un
? up(@nvy + -+ apvy) + o Fug(a@vy + e+ apyvy)
a,'jGR

De modo que,

<Au,v >=<u,A'v >

Teorema

Sea A € R™" simétrica. Entonces todas las raices del polinomio caracteristico son reales.

DEMOSTRACION:

Sea A una raiz de la ecuacion caracteristica
det(A—-tl) =0
En principio, 4 € Cy en consecuencia si v es un autovector de A asociado a 4,
Av = v

s6lo podemos asegurar que v € C".
Si aplicamos el lema anterior con u = v tenemos que

<AV, V>=<V,A'V>=<v,Av >

por ser A simétrica. Calculemos cada miembro de esta igualdad

<AV, V>=< AV, v>= A< v,v>= 1| v|?
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< VAV >=< v, v >= A<y, v>= A v]|?

con lo cual,

AvIP=2alvIP

y siendo v # 0 esto implica que

A=2a

lo que dice que A € R como queriamos demostrar.

Antes vimos que los autovectores correspondientes a autovalores distintos eran linealmente
independientes. Para matrices simétricas tenemos un resultado mas fuerte

Teorema

Sea A € R™" simétrica. Entonces, si 4; # A, son autovalores de A y vy, v, son autovectores,
respectivamente, de 4; y A,

vi-v, =0
DEMOSTRACION:
Apelando de nuevo al lema tenemos
<AV, V, >=<V|,AV, >

que, por ser ahora vectores reales se escribe en la forma

AV] %) \ A AV2

Teniendo en cuenta que son autovectores

AV V2 = AV -V,

0 sea,

(A — AV -v2=0

lo que implica

V1'V2:O

dado que los autovalores son distintos.
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Diagonalizacion Ortogonal

Dada A € R™" decimos que es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal
P € R™" tal que
D = P'AP

es diagonal.
Los elementos de la diagonal de D son los autovalores de A.

Teorema

Sea A € R™", Entonces,
A es diagonalizable ortogonalmente  siy solosi A es simétrica

DEMOSTRACION:
=

Sea P ortogonal tal que

D = P'AP
es diagonal. Por ser ortogonal, P~! = P'; entonces,
A = PDP'

y en consecuencia,
A" = (PDP" = (P")'D'P' = PDP' = A

=
Sélo hace falta mostrar que para todo autovalor A de A
dim E,l =m,

Omitimos esta demostracion porque escapa al nivel del curso.

Observacion

Si A € R™" es simétrica y Ay, ..., 4, (no necesariamente todos distintos) son sus autovalores,
sabemos que existe una base ortonormal de R" formada por autovectores de A. Si llamamos
{uy,...,u,} aesta base y suponemos que estan ordenados de modo que

Au; = A, (paracadal <i<n)
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resulta
A = PDP'
siendo
A1 0 0
0 A 0
, P:(ul u ... u,,)
0 0 A,
Ejemplo
Dada la matriz simétrica
2 V2
A=
V2 3
vamos a encontrar D'y P.

Calculemos primero los autovalores de A:

det(A—1tI) =0
es decir,

(t-2)(t-3)-2=0 < £-5t+4=0
cuyas raices son: t = 1yt =4.

Ahora encontramos autovectores para cada uno de estos autovalores
Parar=1,

o) Y0

y 0

E; = {(- V2, 1))
Parar =4

y

G-

Es = ((V2,2)
norma 1.

Sabemos que estos generadores de E; y E, son ortogonales —por ser A simétrica— pero no tienen
Sean entonces,

u_(_ﬁi] u_(iﬁ)
U V)T B
Finalmente,
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[B%h

y la matriz A se escribe en la forma

P

3%

sk sl
Sl-
Sl

Slsl-

Aplicacion

Vamos a utilizar los cdlculos hechos en el ejemplo anterior para averiguar qué representa
geométricamente la ecuacion

2x2+3y2+2\/§xy:1

El primer término de la ecuacion es un polinomio (en dos variables) con la particularidad de
tener todos sus monomios de grado 2 '°. A este tipo de polinomios se los puede escribir en la

()

para alguna matriz simétrica A. En nuestro caso esa matriz es precisamente la del ejemplo
anterior. De modo que

26 +3)7 +2V2xy = (x y)(ji ‘f)(;)

y por lo tanto,

22 +3y* +2V2y =1 = (x y)(jE \35]@:1

Teniendo en cuenta lo hecho en el mencionado ejemplo podemos decir que

22 +3y+2V2y =1 & (x y)(jz ?](;):1

= (x y)PDP' (;C) -1

Lo que hicimos para lograr la transformacién de una ecuacion e otra fue aplicarle a los (x, y) la
transformacion lineal que tiene por matriz a P'; i.e.,

T(x,y) = (—£x+ L ! V2 )

NV SV RV

152 estos polinomios se los llama formas cuadrdticas
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que resulta ser una transformacién ortogonal y por las conocidas propiedades de estas trans-
formaciones sabemos que no va a modificar la forma de la curva que representa la ecuacién
dada.

Por lo tanto,

2x2+3y2+2\/§xy:1

tendrd la misma forma que

w+H?=1

s6lo que estard ubicada en otro lugar del plano.

Intentemos analizar cudl es el efecto que produce aplicar 7. Notemos en principio que 7 no es
una rotacion, dado que su determinante es —1 y las rotaciones tienen determinante 1. Pero si
estd relacionada con una rotacion. Veamos en qué forma

T(x,y) = —£x+L Lx+£)

SO WV ARV Y Ao
= ﬁ(—x)+i —L(—x)+£)
V3 V3B V3
B P N 0 N SR
=Y ( \/§)y’ v )+«/§y)

= (cosf(—x) —senfy, senf(—x) + cosOy)
= Re(_x’)’) ? RH OS(X’)’)

S(xy)=(=xy)

donde 6 = 7 + arccos ( \/g ) y Ry indica la rotacién de angulo 6 alrededor del origen en sentido

antihorario.

De modo entonces que la ecuacion

u* + 4 =1

representa la misma curva que

2x2+3y2+2\/§xy:1

sOlo que transformada por una simetria seguida de una rotacion alrededor del origen. Por lo
tanto podemos asegurar que

2x2+3y2+2\/§xy:1

es una elipse.

La siguiente figura ilustra este hecho
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(X’y) . (_va)

(uv)

) o O Uy

S: simetria respecto del eje y
Ry : rotacion
T=ReS

La elipse azul es la dada, la punteada representa su imagen luego de aplicarle la simetria S y
la elipse roja representa la rotacion de la punteada en el angulo 6 y es también la imagen de la
original por la transformacion 7.

Los dos segmentos celestes son los ejes de la elipse dada que tienen las direcciones de los au-
tovectores asociados a los autovalores 1y 4.

Por ultimo mencionemos que este trabajo nos da también una forma fécil de hallar una parametrizacion
de la elipse dada.
En efecto, es simple encontrar las ecuaciones paramétricas de u? + 4v* = 1

U =cost

O0O<t<2nm)

=1
v =3sent

y como sabemos que la relacion entre los puntos de una y otra elipse esta dada por

(u,v) =T(x,y)

deducimos que
(xy) =T (u,v)
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y siendo P la matriz asociada a T~! podemos asegurar que

t t
(x( )) = P(”( )) 0 <1<2m)
y(1) V(1)
lo que nos dice que
xX= —\/zcost+ —L_sent
3 2V3 (0<t<2m)
y = \/Lgcost+ \/Lésent

son las ecuaciones paramétricas de la elipse de ecuacion
2x% +3y° +2\/§xy =1

Nora: el gréfico anterior lo hicimos utilizando el programa Maple y para ello nos resulté muy
util contar con las ecuaciones paramétricas de esta elipse.
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APENDICE |

Un espacio vectorial complejo: C"

Cuando definimos la nocién de espacio vectorial dijimos que los escalares eran niimeros reales.
Si volvemos a repasar estos conceptos notaremos que no hay ningtn inconveniente en extender
estas ideas a los nimeros complejos. Claro estd que si a los elementos de R” los multiplicamos,
por ejemplo por el escalar i, la n—upla dejara de estar en R"; es decir, R” no es un espacio
vectorial complejo.

Pero C, que claramente es un espacio vectorial real (de dimension 2), se puede también conside-
rar un espacio vectorial complejo. So6lo que en este caso su dimension compleja ya no es 2; es
1 pues todo z € C se puede escribir en la forma

z=2z1
es decir,
C=(1)

donde las combinaciones lineales ahora se toman con escalares complejos.
Definimos
C"={(z1,..-»z) 1z, €C, 1< j<n}=Cx---xC

Se define la suma y el producto por escalar (con escalares complejos) de manera enteramente
andloga al caso R". Con estas operaciones C" se convierte en un espacio vectorial complejo con
dimension compleja n. El conjunto

{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}
es una base de este espacio
(21,22, 520) = 21(1,0,...,0) + 22(0,1,0,...,0) + - - - + 2,(0,..., 0, 1)

Se define un producto escalar (Ilamado producto interno) entre vectores de C" como el niimero
(complejo)
< (Zl,- .. ,Zn)’ (Wl’ .. -awn) >= lel +oee T+ ann

Notemos que, definido de esta forma, resulta
2 2
<@t e 20)s @1se s zZ0) >= Tl + o+ 2l

tal como sucede en el caso real. Si lo hubiéramos definido sin el conjugado en el segundo factor
el producto escalar de una n—upla con ella misma ni siquiera seria un nimero real. Ademads,
identificando a C" con R?" ' resulta que la nocién de distancia inducida por este producto
interno (o escalar) coincide con la definida en R*".

Tiene las mismas propiedades de linealidad (respecto de la suma) que el producto escalar en R"
pero en lo referido a escalares se tiene

</l(Zl?"-?Zn)’(Wh""Wn) >:/‘l< (Z]""’Zn)’(wl""’wn) >

1615 upla (x| + iyy, ..., X, + iy,) € C" se identifica con (X1, Y1, X2, V2, - - - s Xps V) € R
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< (Zl,--.,Zn),/l(Wl,--.,Wn) >= A< (Z],...,Zn),(W1,...,Wn) >

También hay una modificacion en la simetria. En R” el producto escalar es conmutativo; en C"
no, lo que vale es

< (Wl""’Wn)’(Zl""’Zn) >: < (Zl""’zn)’(wl""’wl’l) >

Se define la norma de (zy, .. ., z,) por

1@z 1= V< @l s Z0)s @l onZ0) > = N2ZL + o+ 2020 = VP A+ + |24

Es importante observar que cuando (zy,...,2,), Wi, ..., w,) € R"

< (Zl""’zn),(wl""’wn) >: (Zla"-7Zl’l)'(W1"'"wn)
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APENDICE 11

Multiplicidad de un autovalor — Dimension de su espacio de autovectores
Dada una matriz A € R y un autovalor A, vamos a probar que
m, > dimE,
Para simplificar la notacion llamaremos
k =dimE,

Teniendo presente la definicion de multiplicidad de una raiz de un polinomio, bastard probar
que el polinomio caracteristico se escribe en la forma

det(A —tI) = (t — DFP®)

para algin polinomio P.
Sea {uy,...,u;} una base de E,;. Completamos a una base de R" con n — k vectores vy, .., V,.
Entonces,

{u],...,Uk,Vk+],---,Vn}

es una base de R”". Esto asegura que la matriz B, cuyas columnas son
Up, .o, Wy, Vi1, ...,V

es inversible. Entonces,

det(A — tI) = det(B"'(A — tI)B)
=det(B' ((A—thw, ... A-thw (A—thve ... (A—tDv,))
=det(B (A-nw ... A-Dw A—thvey ... (A-tDv,))
=det((1-0B"wy,....(A= DB 'w, BN A = thvi,.... B~ (A = tDv,)
= (t- D det(B'wy,.... B we, B (A = tDVpar,.... B (A = t)v,)

en virtud de la linealidad del determinante en cada componente. Y como el segundo factor es
un polinomio en ¢, queda probada la afirmacion.

Norta: en la segunda y cuarta igualdad hemos hecho uso de la siguiente propiedad del producto
de matrices. Si C y D son dos matrices de R™" y denotamos por D , ..., D, alas columnas de
D, entonces las columnas del producto CD son

CD, ... CD,
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PROBLEMAS

1. Calcule los autovalores de las siguientes matrices

2 01 1 20 -1
Ar=|-1 2 3 Ay=10 1 l] Ay =1
I 0 2 011 0
1 01 1 0 1 5
As=10 1 O Ag=10 2 O A;=1-1
1 01 1 0 -1 3

I 0 -1 O -12 1 3

A = 1 1 0 Ay = 0 0 -2 1

-11 2 1 0 0 2 -3

0 0 1 -1 0 0 0 4

-1 2 1 3 -1 0 0 O

A = 0 1 -2 1 A, = 2 1 00

0O 0 2 -3 1 -2 2 0

0 0 0 4 31 -3 4

y luego halle los respectivos espacios de autovalores.

Norta: estas matrices son las mismas del ejercicio 20 de la practica 8.

1 0

2 2
-1 0
-6 -6

4 2

O = == o N

Ay

Agz

0 0
-1 0
0 1
2 1
2 1
1 2

2. A partir de los célculos hechos en el ejercicio 1. determine cudles de las matrices dadas

son diagonalizables y cudles no lo son y explique el por qué en cada caso. Para las A; que

sean diagonalizables, halle las matrices D; y C; que hacen que
A; = CiDC;!
y calcule det(A;).

3. a) Escriba la definicién de matriz diagonalizable

b) Escriba la definicion de matriz diagonalizable ortogonalmente

c) Exprese en sus propias palabras las definiciones anteriores tratando de conservar la

precision de los conceptos

d) Explique el significado de la afirmacion

La nocion de diagonalizacion ortogonal es mds fuerte que simplemente la nocion

de diagonalizacion



FAC. DE INGENIERIA — UCA — ALGEBRA Y GEOMETRIA — PriMER CUATRIMESTRE 2011 — TRABAJO PRACTICO 9 35

4. Sea A € R™. Se sabe que 4; # A, son autovalores de A y que u; € E,, (u; # 0) para
i = 1,2. En cada una de las siguientes afirmaciones falta una hipétesis para que sean
verdaderas, agréguela

) Si ... , entonces u; y u, son linealmente independientes.
b) Si ... , entonces u; y u son ortogonales.
C) Si oo , entonces A; y A, son reales.
d) Si.o , entonces sus autovalores pueden no ser reales.
€) ST AECS oo , entonces A es simétrica.

SiAE€S .o , entonces A es diagonalizable.

g

) STAES ... , entonces A es diagonalizable ortogonalmente.

5. Encuentre una matriz A € R™" que no sea diagonalizable.
Sugerencia: si busca bien en Teoria va a encontrar una manera de construirla que le evitara hacer cuentas

tediosas.

6. Dadas las siguientes matrices

-2 0 -4 1 0 -1 0 0 -1 20 0
A=18 2 8 , B={0 1 2 , C=12 1 2 , D=[0 2 O
0 0 2 -1 0 0 -1 0 -1 0 0 -2

a) Compruebe que BC =1y que A = BDC

b) Calcule los autovalores de A

c) Halle los respectivos espacios de autovectores

d) Calcule A*

e) Calcule A*

f) ¢Necesito usar quién era C para responder el item anterior?

g) (Es posible encontrar una base ortonormal de R formada por autovectores de A?

En caso de serlo, hallela.

7. Dadas las matrices A y la transformacién lineal 7 : R? — R3

1 -2 0 1 00
A=10 3 0 , D={0 2 O , T(u) = Au
1 2 2 0 0 3

a) halle una matriz inversible C tal que AC = CD y compruebe que A y D son seme-
jantes

b) calcule los autovalores de A, sin hacer cuentas
c) encuentre una recta L tal que 7T (L) = L. ;Es tnica?

d) averigiie si existe un plano S tal que 7(S) = S. En caso de serlo, podria haber mas
de uno?

e) (Es A diagonalizable?

f) (Es A ortogonalmente diagonalizable?
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8.

0.

10.

11.

12.

Dadas la matriz A y la transformacién lineal 7 : R® — R3

2 0 1
A=|-4 2 -4 , T(u) = Au
-2 0 1
1 00
a) Compruebe que A es semejantea D =0 2 0
0 0O

Sugerencia: encuentre una matriz inversible C tal que AC = CD
b) Calcule los autovalores de A
c) Encuentre una recta L tal que T(L) = L. ;Es unica?

d) Averigiie si existe un plano S tal que 7(S) = S. En caso de serlo, podria haber mas
de uno?

e) (Existe un plano T tal que 7'(T) sea una recta? ;Es tnico?

f) ¢(Es cierto que si u'y v son dos autovectores de A linealmente independientes en-
tonces 7({u, v)) = (u,v)? ;Y que T({u, v)) C (u,v)?

Sea D : C*(R) — C*(R) la derivacién. Muestre que la funcién f(x) = e¢** (o € R fijo)
es un autovector de D. ;Quién es su autovalor asociado?
Enuncie este resultado usando el lenguaje habitual de Calculo Elemental.

Procediendo como en la aplicacién de la pagina 27 muestre que la curva dada por la
ecuacion

xy=1
es una hipérbola. Haga un grafico aproximado y encuentre las ecuaciones paramétricas
de la rama que se encuentra en el primer cuadrante utilizando funciones hiperbdlicas.
Nora: desde luego, en este caso se pueden encontrar ecuaciones paramétricas de la hipérbola completa

simplemente a partir de su ecuacion, pero se pide que lo haga siguiendo el procedimiento presentado en la

aplicacién mencionada.

Halle una matriz ortogonal P y una diagonal D de modo que la matriz

-1 0 1
A=10 1 0
1 0 -1
se escriba en la forma
A = PDP'

Clasifique la cuadrica
S: Y -x*-2+2xz=0

haga un esquema grafico y exhiba las ecuaciones paramétricas de la misma.
(Qué tipo de transformacion le aplicé a S para llevarla a su forma candnica?

Sugerencia: la matriz A del ejercicio 11. le puede servir.



