Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 7 - Estudio de funciones

Practica 7 - Parte 1

Estudio de funciones

En lo que sigue vamos a usar todas las herramientas que desarrollamos hasta ahora (cdlculo
de dominio, limites y asintotas, derivadas y crecimiento, por ejemplo) para estudiar el com-
portamiento de una funcién f dada por una férmula. También introduciremos nuevas he-
rramientas con el objetivo de hacer un estudio detallado y un grafico aproximado de f. A
partir del grafico, como ya aclaramos en la Unidad 1, sera posible deducir informacién til

adicional sobre la funcién o sobre ecuaciones que la involucran.

1. Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

Como vimos al estudiar el teorema del valor medio y sus consecuencias, es posible anali-
zar el crecimiento y decrecimiento de una funcién a partir del signo de su derivada. Mas
precisamente,

Si f : [a;b] — R es una funcién continua en [a; b] y derivable en (a; b):

» Si f/(x) > 0 para todo x € (a;b), entonces f es estrictamente creciente en [a; b].

» Si f/(x) < 0 para todo x € (4;b), entonces f es estrictamente decreciente en [g; b].

Por otra parte, con respecto a los extremos relativos (también llamados extremos locales)
vimos la siguiente propiedad:

Si f tiene un extremo relativo o local en xg € Dom(f), por el teorema de Fermat,

deberd ocurrir alguna de las dos situaciones siguientes:
/
u f (xo) =0.

= f no es derivable en xy.

Por esta razon vamos a distinguir a estos puntos:
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Se llaman puntos criticos de f a todos los xg € Dom(f) que cumplen alguna de las

dos condiciones: f'(xp) = 0 o f no es derivable en x.

A Estos puntos criticos son los candidatos donde f puede alcanzar valores maximos o

minimos relativos pero, como ya vimos, no todo punto critico da un mdximo o minimo local de

f.

¢(Cémo podemos determinar si en un punto critico xp, la funcién f tiene un méximo o un
minimo local (o no tiene un extremo relativo)? La presencia de un extremo relativo en xg
estd determinada por un cambio en el crecimiento de la funcién a la izquierda y a la derecha

de xp, como ilustran los gréficos siguientes:

N NS

X0 / X0 X0

Miramos lo que ocurre cerca de xo:

&

= Si f es creciente a la izquierda de xp y decreciente a su derecha, entonces f tiene un

maximo local en x.

» Si f es decreciente a la izquierda de xg y creciente a su derecha, entonces f tiene un

minimo local en x.

= Si f es estrictamente creciente (o estrictamente decreciente), tanto a la derecha como a

la izquierda de x(, entonces f no tiene un extremo local en xy.

Si tenemos en cuenta la relacién entre crecimiento y decrecimiento de f y el signo de su

derivada f’, podemos dar el siguiente criterio:
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Criterio de la primera derivada. Sea f una funcién continua en xg y derivable a

izquierda y derecha de xy:

= Si, cerca de xp, f'(x) < 0 parax < xoy f'(x) > 0 para x > xp, entonces f tiene un

minimo relativo en x.

= Si, cerca de xo, f'(x) > 0 parax < xpy f'(x) < 0 para x > xp, entonces f tiene un

maximo relativo en x.

» Si, cerca de xg, f'(x) tiene el mismo signo para todo x # x(, entonces f no tiene un

maximo ni un minimo relativo en xy.

2x=6
2y Ejercicio 1. Sea f(x) = x?¢~*. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimien-
to de f y los extremos relativos de f. Estudiar el comportamiento de f en +coy en —ooy,

con la informacién obtenida, realizar un grafico aproximado de f.

Solucion

Como f estd definida y es derivable en todo R, para hallar sus intervalos de crecimiento y
de decrecimiento, estudiamos los conjuntos de positividad y negatividad de f'. Para esto, en
primer lugar, hallamos los ceros de f’. Estos valores son los puntos criticos de f, que seran

nuestros candidatos a extremos relativos.

Derivamos, usando la regla de la derivada del producto y la regla de la cadena, y obtenemos
que
fl(x) =2xe™* +x% ¥ (=1) = 2x — x?)e ™.

Como e™* > 0 para todo x € R, resulta que

2

flx) =0 <= 2x—x*=0 <= x=0 6 x=2.

A continuacién, determinamos los conjuntos de positividad y de negatividad de f’ por me-
dio del corolario del teorema de Bolzano: consideramos cada uno de los intervalos (—c0;0),
(0;2) y (2; +o0) determinados por los puntos criticos. En cada uno de estos intervalos, f’ es
continua y no se anula, por lo que tendré signo constante.

Finalmente, con la informacién del crecimiento y decrecimiento de f obtenida de este mo-
do, determinamos para cada uno de los puntos criticos, x = 0y x = 2, si son maximos o

minimos locales, o bien si f no tiene un extremo local en dicho punto.
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Paso a paso, vamos a construir una tabla que incluya la informacién necesaria. Primero

marcamos los puntos criticos y los intervalos que determinan:

x | (—00;0)|0](0;2) |2
f'(x) 0 0

(2 +00)

En un segundo paso, vemos el signo de la derivada en los intervalos determinados y dedu-

cimos el crecimiento de f a partir de dichos signos:

x (—00;0) |0 (0;2) 2| (2;400)
fi(=1)<0| |f(1)>0 f'(3) <0
f'(x) - o + 0] -
f(x) N\ /! N\

Finalmente, teniendo en cuenta el crecimiento, decidimos si los puntos criticos son extremos
o no y los clasificamos. Como f es decreciente a la izquierda de 0 y creciente a su derecha,
entonces tiene un minimo local en x = 0. Andlogamente, siendo creciente a la izquierda y

decreciente a la derecha de 2, f alcanza un maximo local en x = 2.

X (—o0;0) 0 (0;2) 2 (2; 40)
fi(=1) <0 f(1) >0 f(3) <0
f'(x) - 0 + 0 -
f(0)=0 f(2) =4e7?
f(x) N\ min Ve max ¢

En definitiva, concluimos que los intervalos de crecimiento (I'(f)) y de decrecimiento (I, (f))
de f son

() :10;2] y  L(f) : (=00, 00 [2, +o0)

y, en cuanto a los extremos locales, tenemos que:

Extremos locales de f: minimo local en x = 0 y maximo local en x = 2.

La informacién obtenida hasta ahora no es suficiente para hacer un gréfico aproximado de

f. Por ejemplo, sabemos que en el intervalo (—oo;0] la funcién es decreciente, pero, ;cémo
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es este decrecimiento? ;Serd que en —oo hay una asintota horizontal y entonces los valores
de f no superan el valor correspondiente a la asintota? ;Serd que f no estd acotada en —oo?

Analicemos el comportamiento de f en —co y en +oo, mediante el calculo de los limites

correspondientes:
. 2 —x __
Iim x“ e = +o0
x——00
—r+o00
2
) _ ) X ) 2x ; 2
im x%2 ¢ * = lim = = lim — = lim — =0.
x—+4oo SN~~~ x—+oo ¥ 1 x—>+oo ¥ 1l — o0 ¥
—+co —0 L'H: indet. % L’H: indet. %

Estos célculos nos dicen que el grafico de f no tiene asintota horizontal en —oo ya que

2

lim x“e ¥ = 4+

x—>—00
y que

la recta de ecuacién y = 0 es una asintota horizontal en +co.

A esta altura si estamos en condiciones de hacer un gréfico aproximado de f. Para esto,
leemos la informacién sobre crecimiento y decrecimiento en la tabla anterior y tenemos en
cuenta como se comporta la funcién en los infinitos. Puede ser ttil ir leyendo estos datos de
izquierda a derecha. Por ejemplo, la funcién en —co viene de +oo, decreciendo hasta llegar

al punto (0,0) donde hay un minimo local:

X (—o0;0) 0
Jim x?e™¥ = +o0 f(0)=0
@] N | min
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A partir del (0,0), la funcién crece hasta el punto (2,4e~2) donde alcanza un maximo:

x 0 (0;2) 2
f(0) = f(2) =4e7?
f(x) min v max

R

A partir de ese punto, la funcién decrece y, en +co, el eje x es una asintota horizontal:

x 2 (2; +00)
) : 2 ,—x __
f(2) =4e xl_l)l_lg@xB =0
()| max \
Y= x2e—X
e ‘
2\ r

con lo que completamos el grafico aproximado de la funcién.
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2:; Ejercicio 2. Sea f(x) = gl
] ’ —x2 4 2x

miento y de decrecimiento, los extremos relativos y las asintotas verticales y horizontales

. Hallar el dominio de f, los intervalos de creci-

de f. Usar la informacién obtenida para realizar un gréfico aproximado de f.

Solucion
El tinico inconveniente que puede surgir cuando evaluamos f es que su denominador valga
cero. Por lo tanto, su dominio es el conjunto de todos los x € R que no lo anulan. Ahora, los

valores de x tales que —x% + 2x = 0 son x = 0y x = 2; luego,

Dom(f) =R —{0,2}.

Como antes, para estudiar el crecimiento y los extremos relativos de f calculamos su deri-

vada, usando la regla de derivacién de una division:

gy A(=x®+2x) — (Ax+1)(—2x+2)  4x?42x—2
fix) = (—x2 +2x)? (=24 2x)%°

A continuacién, buscamos los puntos criticos de f. Como el denominador de f’ es el deno-
minador de f al cuadrado, resulta que no aparece ninguna nueva restriccién para evaluar
f'y, por lo tanto, Dom(f’) = Dom(f) = R — {0,2}. Por esta razon, f es derivable en todo
su dominio y los puntos criticos son los ceros de f, es decir, los x € R — {0,2} tales que se

anula el numerador de f”:

1
432 41 2x —2 =0 x:—1ox:§.

Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, buscamos los con-
juntos de positividad y negatividad de f’. Usando el corolario del teorema de Bolzano, los
extremos de los intervalos a considerar, en cada uno de los cuales f’ tendra signo constante,
son los x que no pertenecen al dominio de f (y que, por lo tanto, tampoco estdn en el dominio
de f') y los puntos criticos de f. Como antes, construimos la siguiente tabla paso a paso. El
resultado final es (recordar que el simbolo A se lee “no existe” y significa que la funcién no

estd definida en el punto en cuestion):

v | (ces-1) | -1 (—1,0) | 0| (01) % 52) | 2] @4
f(-2)>0 f'(=3) <0 f(3) <0 (1) >0 f(3) >0
f'(x) + 0 - Al - 0 + | Al +
f(=1)=1 f(3) =
f(x) S max N\ A N min a A a
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A partir de esta tabla, obtenemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f:

1 1
It (—o0; —1], [5;2), (2,+00), I, :[-1;0), (0; 5]
Observamos que, como x = 0 y x = 2 no pertenecen al dominio de f, no los incluimos en

los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién.

Obtenemos también de la tabla, los extremos locales de f:

: . : 1
f tiene un méximo local en x = —1 y un minimo local en x = >

Calculemos ahora las asintotas verticales y horizontales de f. Como f es continua en todo
su dominio, para determinar las asintotas verticales, hallamos el limite de f en los puntos
que no pertenecen al dominio. Como, ademds, vamos a usar esta informacién para hacer
un gréfico aproximado de f, calcularemos los limites laterales para determinar el signo del

limite:
—1

— =
. 4x 41 ) 4x +1
lim ————— T g lim X (—x12) = —
x—0 X x—0 -
-0~ —2

—1

—~
) 4x +1 4x +1
11m+_ 232« (—x+2) = e
x—0 X

N

—
) 4x +1 ) 4x +1
lim ———— = lim — oo,
x—2- —X2 42X xo2- X (;x+2)

—
. 4x +1 ) 4x +1
hm+ s v 11rr1+ X (—x+2) = -
x—2 X x—2 -

—2

—0~

Para determinar si tiene asintotas horizontales y sus ecuaciones, calculamos los limites en

los infinitos:

1 1
. 4x +1 _ /"(4+;) ‘ dx +1 ' x(4—|—;)
lim, oy M =0 i = i 7 =0
x— X x (—14—;) xZ(—1_|_;)

Concluimos, entonces, que las asintotas verticales y horizontales al grafico de f son las si-

guientes rectas:
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Asintotas verticales: x = 0y x = 2.  Asintota horizontal: y = 0.

Con toda la informacién anterior, podemos construir un gréfico aproximado de f. Como
antes, vamos a ir leyendo la informacién de izquierda a derecha, teniendo en cuenta el do-
minio, el crecimiento y las asintotas.

En —oo la funcién tiene una asintota horizontal en el eje x y crece hasta llegar al punto (—1,1)

donde tiene un maximo local:

, 4x +1 x | (—o0;—=1) | —1
lim T AL 0
x——c0 —Xx% 42X f(x) ya max
1
]
-1

A partir del punto (—1,1), la funcién comienza a decrecer hasta el valor x = 0 donde tiene
una asintota vertical:

X -1 (—1}0) 0 i 4x +1
f(x) max Ny A x—0- —x2 4+ 2x

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires 9



Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 7 - Estudio de funciones

N

1
Del otro lado de la recta x = 0 la funcién viene de +co y decrece hasta llegar al punto (E' 4),

donde alcanza un minimo local:

1 1
x—=0- —Xx=+2x f(x)| A| ¢ | min
4
1)
—/ﬁol
—1| 1

. 1 . . ) .
A partir del punto (E' 4) la funcioén crece hasta x = 2, donde tiene otra asintota vertical:
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x | 3 (%22
f(x) [min| 7~ | A
4<
)
~1

Finalmente, a la derecha de la recta x = 2, la funcién viene de —oo creciendo para acercarse

a su asintota horizontal x = 0:

) 4x +1 X 2 | (2;400) , 4x +1
Iim ———— = —o0 lim —— =0
x>t —x2 4 2x flx)| A P x-3too —x2 1 2
4ty
1
2\ !
-1 2
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con lo que concluimos el gréfico aproximado de f. O

2x=6
=3 oL L z . . .
B Ejercicio 3. Sea f(x) = x3. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento

de f y los extremos relativos de f.

Solucién
Como antes, vamos a analizar el dominio de f, sus puntos criticos y los signos de su derivada

para poder determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

La funcidn f esta definida para cualquier nimero real, por lo que Dom(f) = R.

2 1 2
La derivada de fes f'(x) = =x 3 = para x # 0y f no es derivable en x = 0, es decir

37 3Yx
Dom(f") =R — {0}.
Como f’(x) # 0 para todo x # 0, el inico punto critico de f es x = 0, por ser el tnico punto
del dominio de f donde no es derivable.

Analizamos la positividad y la negatividad de f’ en los dos intervalos (—c0;0) y (0; 4o0)
determinados por este punto critico (notemos que en cada uno de estos intervalos f’ es
continua y, por lo tanto, podemos utilizar el corolario del teorema de Bolzano) para obtener
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y determinar si en x = 0 hay un

extremo local:

x (—o0;0) 0 | (0;400)
fi(=1) <0 f'(1) >0
f'(x) - i +
f(x) pY min | A

En consecuencia,

I'(f) = [0;400), I;(f) = (—0,0] y f tiene un minimo local en x = 0.

I

[w]w]m]
ooo0
10
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2. Asintotas

Al introducir la nocién de limite de funciones, estudiamos también las nociones de asintota
horizontal y asintota vertical al gréfico de una funcién. Esencialmente, una asintota al gréfico

de f es una recta a la que dicho grafico se acerca arbitrariamente (ya sea tocandola o no).

Observemos el siguiente grafico:

En este caso, tenemos que lim f(x) = +o0. Sin embargo, podemos decir algo més sobre el
X—+00

comportamiento de f a medida que x crece hacia +oco: el grafico de f se aproxima cada vez

mas a la recta de ecuaciéon y = x — 1 (o sea, los valores de f(x) se parecen cada vez més a

x — 1). Esta recta no es horizontal ni vertical; decimos entonces que es oblicua.

Dada una funcién f, la recta de ecuacién y = mx + b con m # 0 es una asintota

oblicua en +oo para el grafico de f si 1_1):11 (f(x) — (mx+ b)) = 0. Andlogamente, la recta
X o0

y = mx + b es una asintota oblicua en —oo para el grafico de f si l_i>m (f(x) — (mx+b)) =0.
X —0

Veamos como determinar si existen y, en caso afirmativo, cémo hallar las ecuaciones de las

asintotas oblicuas al grafico de una funcién f.

De acuerdo a la definicion, si la recta y = mx + b es una asintota oblicua en +oo, se tiene que

1_1>rJrrl f(x) — (mx +b) = 0; entonces también vale que
X (e}

i ()= (mx+0)

X—>—+00 X

=0

0, equivalentemente,
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b
Teniendo en cuenta que lim — = 0, se deduce que

xX—-+o0o X
m= lim f_(x)

Xx—4+oco X

lim m

xX—+o0o X
es un nuimero m, este ntiimero es la posible pendiente de una asintota oblicua.
Una vez conocida esta posible pendiente m, podemos determinar la ordenada al origen a

Es decir, si

partir de la definicion:

lim (f(x) — (mx+b)) =0 <= lim (f(x)—mx—>b)=0

X—r—+00 X—r 400

— b= x1_1>rJrr100(f(x) — mx).

Entonces:

Para determinar si hay una asintota oblicua en +co, el primer paso consiste en ver

: : : 2 c X : P :
si hay un candidato m a pendiente, calculando el limite 1114{1 & Si este limite existe y
X—+o0 X

da un nimero m # 0, hay que ver si hay un candidato b a ordenada al origen, es decir,

si el limite lirf (f(x) — mx) existe y es finito. En caso afirmativo, la recta y = mx +b
X— 100

resulta ser una asintota oblicua en +o0. De manera andloga, pero considerando los limites

con x — —o9, se puede determinar, si existe, una asintota oblicua al gréfico de f en —co.

2x=6|

T o . .
-4 Ejercicio 4. Para cada una de las siguientes funciones f, hallar, si las hay, las ecua-

ciones de las asintotas oblicuas de f:

2
) flx) =312

x2

b) f(x) = —’x2—+1.
c) f(x) =3x+In(x).

Solucion
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2
Q) flx) =315

En primer lugar, veamos si hay algtin valor posible m para la pendiente de una asintota

oblicua. Por lo anterior, tenemos que calcular el siguiente limite:

x2+6 6

2 221+ =)
lim ]ﬂ: lim 2x+1 _ lim x2+6 = lim —xlz:l
x>t X x—+4o X x—+o0 2X4 + x )HJFOOXZ(2+P) 2

Notemos que, con la misma cuenta, se puede calcular el limite cuando x — —coy

también se obtiene como resultado 5 Por lo tanto, las posibles asintotas oblicuas tienen
1

pendiente m = 5 tanto en 00 como en —oo.

A continuacién, para decidir si existen asintotas oblicuas, calculamos el limite que nos

da la ordenada al origen (si este limite no existe o da infinito, no hay asintota oblicua):

lim f(x) —mx= lim £ +6 —lx— lim 2041220 —x
x—-+o0 Cxote2r 41 27 xow 4x +2 B
12
12— x -1
QLN R W Tt
— o0 —+o0
X X X X(4 + _)
x
. . : : 1
Nuevamente, el mismo célculo sirve para ver que 1_1>m f(x) —mx = vt Luego,
X—r—00

1 1 . . L
Larectay = SX—ges asintota oblicua de la funcién tanto en +-co como en —co.

x2

b) f(x) = NCE

Como antes, calculemos primero el limite que, de existir, nos da una posible pendiente

para la asintota oblicua en +-oo:

2
X . NEL ) X
lim f( ) = lim x——|—1: lim = lim =
x—+oo X x—+o0 X x—+00 \/x2 41 X—-+o0
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= lim — >~ = lim — > —1.

X—>+00 1 i) x—+00 1
|X| 1+ "l x>0 cuando x— 400 x4/ 1+ =
x b

En este caso, el limite en —oco da distinto: reproduciendo las cuentas del caso anterior,

la diferencia radica en que cuando x — —oo, tenemos que |x| = —x pues x < 0:
X2
. ke : x2+1 X
lim m = lim t1 - lim =
X——00 X X——00 X X— —00

- lim — ~ = Iim —M—M = —1.

X——00 1 { x——00 1
|X| 1+ - x<0 cuando x——o0 —x1/1+ —
X X

Entonces tenemos que la posible pendiente de una asintota oblicua en +cesm =1,

mientras que la posible pendiente de una asintota oblicua en —cc es m = —1.

En ambos casos, calculamos los limites que nos dan las posibles ordenadas al origen.

En +oco tenemos que

x2 X2 —xvVa2+1

lim f(x)—mx= lim ——— —x = lim
X—+00 x—+400 /2 +1 X—+00 2 +1
~ lim x(x —vVx2+1) lim x(x—vx2+1) x+vVx2+1
X——+00 A/ 2+1 X—>—+00 x2+1 x+./x2_|_1
lim A —x 1) = lim ! =0.

x—r+o0 1 X—r+00 1
x,/1+ﬁ-(x+\/x2+1) ,/1+P-(x+\/x2+1)

Por esto, resulta que:
La recta y = x es asintota oblicua al gréfico de la funcién en +-co.

En —co tenemos que

x2 o xX2Haxva2+1

x1—1>rzloof(x) = x1—1>r—&r—100 x2 +1 tx= x1_1>r£100 x2 +1 -
. ox(x+Vx2+1) . ox(x+VaZ4+1) x—Vx2+1

= lim = lim . =
X——00 x2+1 X——00 x2+1 x_ﬂ/x2_|_1
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= lim xe — 1) = lim L =0
xX— —00 1 X——00 1
(=) /1+ = (x = Va2 +1) I+ = (x—=Vx2+1)
Luego,
La recta y = —x es una asintota oblicua al grafico de la funcién en —co.

o) f(x) =3x+In(x).
En este caso, como Dom(f) = (0; +o0) (recordar que el logaritmo est4 definido tnica-
mente para argumentos positivos), s6lo hay que analizar posibles asintotas oblicuas en
—+o00:

1
lim fx) = lim 3 +In(x) = lim i x

x—+oo X x—r+00 X 1 X—-+00
indet.% ,LH

= 3.

De existir una asintota oblicua, su ordenada al origen seria:

lim f(x)—mx= xl_i)rfoo%—l— In(x) — 3% = +o0.

X—r 400

Como este limite no nos da como resultado un ntimero, podemos afirmar que, en este

caso,

No existe una asintota oblicua al gréfico de f.

][] |]
ooo0
10
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3. Concavidad y puntos de inflexion

Consideremos las siguientes funciones definidas en el intervalo [a; b]:

4 n

Ambas funciones son crecientes en el intervalo [a; b]. Sin embargo, los graficos son distintos
y a esta diferencia es a lo que llamamos concavidad.

Intuitivamente, una funcién en un intervalo se dira céncava hacia arriba (o céncava) si su
gréfico en dicho intervalo es similar al de la funcién f anterior, en el sentido que el dibu-
jo se parece a (parte de) una “sonrisa” (U), y se dird céncava hacia abajo (o convexa) si su
grafico en el intervalo es similar al de la funcién g anterior, en el sentido que el dibujo se
parece a (parte de) una “sonrisa invertida” (N).

Por ejemplo, en los siguientes gréficos, la funcién f es céncava hacia arriba, mientras que la

funcién g es concava hacia abajo en todo el intervalo [a; ].

2 h

Q|l------=
[

Las definiciones formales de las dos concavidades distintas son las que siguen:

Dada una funcién f continua en un intervalo (a; b) se dice que su grafico es céncavo

hacia arriba (o céncavo) en el intervalo (a; b) si para todo par de valores xy y x1 en (a;b) con
xo < x1, vale que la recta que une los puntos (xo, f(xp)) y (x1, f(x1)) queda por encima

del grafico de la funcién entre xq y x1, es decir,

f(xl) —f<X0> (x . xO)

flo) < L

+ f(x9) paratodo x € [xg; x1].
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De forma similar, dada una funcién g continua en un intervalo (a; b) se dice que su

grafico es concavo hacia abajo (o convexo) en el intervalo (a;b) si para todo par de valores
X0y X1 en (a;b) con xy < x1, vale que la recta que une los puntos (xg, g(x0)) v (x1,£(x1))

queda por debajo del grafico de la funcién entre xq y x1, es decir:

g(x) > W(x —x9) +g(x0) paratodo x € [xg; x1].

Consideremos la funcién f(x) = x°:

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires
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Notemos que, en el intervalo (—00;0), la funcién es concava hacia abajo (M) y en el intervalo
(0; +00) es concava hacia arriba (U). Entonces, en el valor xg = 0, la funcién f cambia la

concavidad.

A los valores xy € Dom(f) donde una funcién cambia de concavidad (es decir, el

gréfico tiene distinta concavidad a derecha y a izquierda de xp) los llamaremos puntos de

inflexion.

3

En el caso de f(x) = x°, resulta que xp = 0 es un punto de inflexién para f.

La siguiente es una idea intuitiva de cémo se relacionan los distintos tipos de concavidad
con el signo de la derivada segunda de una funcién. Consideremos una funcién f, céncava
hacia arriba en un intervalo y que, ademas, se pueda derivar dos veces. Veamos qué pasa

graficamente con las rectas tangentes al grafico:

A A A

Pendiente = 1 Pendiente =2 Pendiente = 3

A medida que x crece, las pendientes de las rectas tangentes crecen y, como esta pendiente
estd dada por la derivada de la funcién, podemos afirmar que la funcién derivada es cre-

ciente. El crecimiento de la derivada primera (f’) estd dado por el signo de su derivada, es
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decir, por el signo de la derivada segunda (f”'). Reciprocamente, si f” es positiva en un in-
tervalo, entonces f’ es creciente y estamos en la situacion anterior. Esta idea grafica motiva

el siguiente criterio:

Si f es una funcién dos veces derivable y f”(x) > 0 para todo x € (4;b), entonces

f es concava hacia arriba (U) en (a;b).

Se puede hacer un razonamiento similar en el caso en que una funcién sea céncava hacia

abajo en un intervalo, pero ahora las pendientes irdn decreciendo:

2 A n

f f f

Pendiente =2 Pendiente = 1 Pendiente = 0

En este caso, el criterio que vale es el siguiente:

Si f es una funcién dos veces derivable y f”(x) < 0 para todo x € (4;b), entonces

f es concava hacia abajo (M) en (a; b).

En la entrada “Criterio de concavidad” puede encontrarse una demostracién de la validez

de los criterios anteriores.

Si xp es un punto de inflexiéon de una funcién f con derivada segunda, la funcién tiene
distinta concavidad a la izquierda y a la derecha de x; por lo tanto, la derivada segunda f”

cambia de signo en xg. Si f” es continua, esto implica que f”(xg) debe valer 0:

Si f es una funcién dos veces derivable y f” es continua, para todo xyp punto de

inflexién debe valer f”(xp) = 0.
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Veamos en un ejemplo cémo podemos usar los criterios anteriores para determinar la con-

cavidad de una funcién f:

2x=6|
x=3)

-+ Ejercicio 5. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de

inflexion de la funcién f(x) = x° + 2x? — 3x — 2.

Solucién

La funcién f es polinédmica, por lo tanto es dos veces derivable en todo R. Los intervalos de
concavidad (U) estan dados por el conjunto de positivad de f” y los de convexidad (N) por
el conjunto de negatividad de f”.

En este caso, como f”(x) = 6x + 4 es lineal, podria hacerse facilmente la cuenta, pero en

general podemos usar el corolario del teorema de Bolzano. La derivada segunda es continua

2 . . :
y f"(x) = 0 & x = —=. Por lo tanto, podemos construir una tabla similar a las anteriores

pero usando la derivada segunda y tenemos que:

x| (—o0;—3) —£ (=5 +00)
f'(-1) <0 £7(0) >0
f'(x) — 0 +
f(x) N x = —% es punto de inflexién U

Entonces,

. . . . 2 . .
La funcién f es concava hacia abajo en el intervalo (—oo; _5)’ es concava hacia arriba en

2 2
(—5;4) y xg = — resulta ser un punto de inflexion (ya que en este punto cambia la

concavidad) y es el tinico.

En un grafico de f, podemos visualizar lo obtenido analiticamente:
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|
QN =

A Para afirmar que x( es punto de inflexién no alcanza con que " (xg) = 0.

Por ejemplo, si consideramos la funcién f(x) = x*, se tiene que f”'(x) = 12x?y, por lo tanto,
f”(0) = 0. Sin embargo, como puede verse en el siguiente grafico, en xy = 0 esta funcién no

cambia su concavidad y, entonces, xop = 0 no es punto de inflexién:

fx) = x*

A Para hallar todos los puntos de inflexién, no alcanza con analizar los puntos donde
la derivada segunda se anula. También hay que analizar el comportamiento de la funcién

en los puntos en que la funcién estd definida pero no es derivable dos veces.

Por ejemplo, si consideramos la funcion f(x) = v/x, esta funcion no es derivable en xy = 0

y, sin embargo, como puede verse en el siguiente gréfico, xop = 0 es un punto de inflexioén:
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(—]
|m]

|w]

4. Construccion de curvas

Para la construccion del gréfico de una funcién f, esencialmente nos valdremos de la si-

guiente informacion:
= Dominio de f.
= Intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y extremos locales.
= Intervalos de concavidad positiva y negativa, y puntos de inflexién.

= Existencia de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

2x=6|
x=al 2 : : .
B Ejercicio 6. Sea f(x) = 2x + x3. Construir un gréafico aproximado de f.

Solucién

La funcién f estd definida para todo los ntimeros reales, asi que Dom(f) = R.

Para estudiar su crecimiento y sus extremos relativos, consideramos su derivada. Tenemos

que

1 2
fllx) =24+2x"3 =24 —, para x # 0

vx
y que f no es derivable en x = 0. Asi, Dom(f’) = R — {0}.

Buscamos ahora los puntos criticos de f, es decir, los valores de x tales que f'(x) = 0o

donde f no es derivable. Como

1
flx) =0 < 24+2x 3=0 < x= -1,
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resulta que los puntos criticos de f son x = —1 (donde f’ se anula) y x = 0 (donde no existe
£

Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f estudiamos el signo
de f’: los puntos criticos de f parten al dominio de f’ en intervalos en cada uno de los
cuales f es continua y no se anula: (—co; —1), (=1;0), (0; +0); luego, en cada uno de estos

intervalos f’ tiene signo constante. La siguiente tabla sintetiza el analisis de los signos de f,

del crecimiento de f y de los extremos relativos de f:

X (—o0; —1) -1 (—=1,0) 0 (0; +00)
f[(=8)>0 fl(=§) <0 fi(1) >0
f'(x) + 0 - A +
f(=1) = f(0) =
f(x) / max ¢ min Va

Concluimos que los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f son
IM: (—o0;—1], [0;400) y I :[-1;0]
y, en cuanto a extremos locales,
f tiene un méximo local en x = —1 y un minimo local en x = 0.

Analicemos ahora la concavidad y los puntos de inflexién del grafico de f. Para esto, consi-
deremos su derivada segunda:

f(x) = (2+2x_%)'—2( 1)x_% -2 ara x # 0
- - 3 T T 3YA P

y no existe f/(0). Los candidatos a puntos de inflexién estan dados por los valores de x
donde f” se anula o donde no existe f”. En este caso, f”(x) # 0 para todo x # 0y no existe
f" para x = 0 (éste es nuestro tinico candidato). En los intervalos que quedan determinados,
f"" es continua y no se anula; luego, tiene signo constante, lo que nos permite determinar la

concavidad del gréfico de f. Resumiendo esta informacién, tenemos:

X (—o0;0) 0 (0; +00)
f'(-8) <0 f1(1) >0
f'(x) - A -
f(x) N no es pto. de infl. N
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En consecuencia,

f es concava hacia abajo en (—o0;0) y en (0; 4o0).

Finalmente, veamos si el gréfico de f tiene asintotas. Como Dom(f) = Ry f es continua, no

hay asintotas verticales.

Para determinar si hay asintotas horizontales, calculamos los limites en los infinitos:

2 2 1
i 3 = i 3 = “3) = —
xl_l)]f_’)f_loo 2x + 3x +o0, x1_1>r£100 2x +3x3 = x(2+ 3x 0 ) o0.
%

Como ambos son infinitos, concluimos que no hay asintotas horizontales.

Para concluir nuestro andlisis, vemos si hay asintotas oblicuas. Tenemos que

2
5 1
im L) pm 23 o ion

x—+oc0 X X—+o0 X xX—+o0

2
lim f(x) —2x = lim 3x3 = +oo.
X—r 400 X—r 400

Como este limite no es finito, resulta que no hay asintota oblicua en +oco. De la misma forma,

se ve que tampoco hay asintota oblicua en —co.

Con toda la informacién hallada sobre f, hagamos ahora un grafico aproximado, usando
como siempre la informacién de las tablas y los limites calculados:

2x=6| D)
x=3. 6
B Ejercicio 7. Hacer un gréafico aproximado de la funcién f(x) = ;xi T
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Solucion ) ,
Eldominio de f esDom(f) = R—{— 5 }, yaquex = — 5es el anico cero de su denominador.
1
Ma3s aln, la recta de ecuacién x = — 5 es asintota vertical:
2 2
lim f(x) = lim * +6:—|—oo y lim f(x)= lim X +6:_oo
x%f%+ x%f%+ 2x +1 x——31 xo—i 2x+1

Para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, calculamos su deri-

vada:
2x(2x+1) — (x> +6)2  2x>+2x—12

(2x +1)2  (2x+1)2

fllx) =

El dominio de f’ coincide con el de f; luego, los puntos criticos son los ceros de f’, que

obtenemos igualando a cero su numerador y resolviendo la ecuacion cuadrética que resulta:

202 4+2x—12=0 < x=-36x=2.

Analizamos el signo de f’ en cada uno de los intervalos en los que los puntos criticos parten
1
aDom(f) =R — {—E}:

x | (—o0;—3) -3 (=3,-2) | =3 | (=2:2) 2 (2; +o0)
0+ 0 S I 0 n
F(=3) = =3 f@2) =2
f(x) /‘ max ¢ A N min S

Entonces, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f son

1 1

IM: (—00;=3], [2;400) y I: [—3;—5); (—5;2]
y, en cuanto a sus extremos locales, podemos afirmar que
f tiene un maximo local en x = —3 y un minimo local en x = 2.

A continuacién, analizamos la concavidad del gréfico de f. Para esto, trabajamos con la
derivada segunda de f:

(4x +2)(2x +1)% — (2x% +2x — 12)4(2x + 1)

fix) = 2x +1)% -

(4x +2)(2x +1) —4(2x* +2x —12)
(2x +1)3
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_ 8x?4+8x+2—8x*—8x+48 50

(2x+1)3 (2x+1)3

1 1
Esta derivada segunda no tiene ceros, f”(x) < 0six < —5Y f"(x) >0six > ~3 (notemos
que el signo de f”(x) es el signo de su denominador). Entonces,

1 1
f es concava hacia abajo en (—oo, _E) y céncava hacia arriba en (— X +00).

Finalmente, estudiamos el comportamiento de f en 400 y en —co: como vimos mads arriba

en el primer item del ejercicio 4 sobre cdlculo de asintotas oblicuas, la recta de ecuacién

y=5x—ges asintota oblicua del gréfico de f, tanto en +oco como en —co.

Con toda la informacién obtenida, podemos hacer un grafico aproximado de f:

y=f(x)
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(—]|
|m]

|m]

5. Aplicacién: cantidad de soluciones de una ecuacién

Como vimos al introducir funciones, el grafico aproximado de una funcién f nos permite
hallar Im(f) y calcular la cantidad de soluciones que tiene la ecuacién f(x) = k para distin-
tos valores de k. En la entrada “Un ejemplo sobre cantidad de soluciones de una ecuacién”
se incluye un ejemplo analizado previamente que ilustra como puede hacerse esto.

A continuacién vamos a usar este hecho.

= 61In(4x) — 9 ,
-+ Ejercicio 8. Sea f(x) = ———5——. Hallar Im(f) y, para cada k € Im(f), determi-

nar la cantidad de soluciones de la ecuacion f(x) = k.

Solucion

Para resolver el problema, comenzaremos haciendo un estudio de la funcién f de manera
de construir un gréafico aproximado.

Como f involucra un logaritmo y una divisién, para calcular el dominio de f tenemos que

pedir que 4x > 0y x? # 0, con lo que resulta Dom(f) = (0; +o0).

Analizamos el crecimiento y los extremos locales de f a partir de su derivada:

4 2
6.5% —(6In(4x) =9)2x 1 1oyin(4x) +18x 24— 12In(4x)
e = e = 3

fi(x) =

El dominio de f’ es Dom(f’) = (0; +c0) = Dom(f). Entonces, los puntos criticos de f son

exactamente los ceros de f:

24 — 121In(4x)
x3

1
=0 < In(4x) =2 <= x:Zez.

f(x)=0 <

Para hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, basta determinar el signo

de f" en cada uno de los dos intervalos en que este punto critico parte al dominio:
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x (0; 3162) iez (}Iez; +00)
fl(1)>0 f(3) <0
f'(x) + 0 -
f(3€%) = 48e~*
f(x) /! max N\

: . : 1 : :
Concluimos entonces que f es estrictamente creciente en (0; Zez] y estrictamente decreciente

1 i 1
en [Zez; +00) y, por lo tanto, f alcanza un maximo local en x = 162' Observemos que, mas

aun, se trata de un maximo absoluto.

No haremos en este caso un estudio de la concavidad del grafico de f, ya que, como veremos,

esa informacién no serd necesaria a los efectos de resolver el problema planteado.

Pasamos entonces al calculo de asintotas, para lo cual estudiamos el comportamiento de f

en los "bordes” de su dominio. Dado que

——00

—TN—
6ln(4x) —12

5 —0o0

Iim f(x) = lim
x—>0+f( ) x—0t+ X
—0t

concluimos que la recta de ecuacién x = 0 es una asintota vertical del grafico de f.

Por otra parte,

—r+o00
e > 4
_ 6.
lim f(x) = lim w = lim —* = lim %:0
X—+00 X— 400 X 1 x——+oco 2x x——+oo X
:_'::o L'H: indet.%

con lo cual, la recta de ecuacién y = 0 es asintota horizontal del grafico de f en +-oco.

Con esta informacién podemos construir un grafico aproximado de la funcién:
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486_4<

Volvamos ahora al problema original. Tenemos que f alcanza un maximo absoluto M = 48¢~*

1 . .
enx = 4_182 y, ademads, hm+ f(x) = —co. Como f es continua, entonces toma todos los valo-
x—0

res intermedios; luego,
Im(f) = (—o0;48¢74].

Graficamente, vemos que las rectas horizontales que intersecan al grafico de f son aquéllas
que cortan al eje y en valores del intervalo (—oco; 48¢*].

Observando el grafico de f, podemos determinar también cudntas soluciones tiene la ecua-
cién f(x) = k para cada k € Im(f). Graficamente, una solucién de la ecuaciéon f(x) = k se

corresponde con un punto de interseccion de la recta y = k con el gréafico de f.
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Entonces, tenemos que:

» Para k € (—o0;0], la recta y = k interseca al grafico de f en un tnico punto; luego,

la ecuacién f(x) = k tiene una tnica solucion.

= Para k € (0;48¢7%), la recta y = k interseca al grafico de f en dos puntos; luego, la

ecuacion f(x) = k tiene dos soluciones.

= Para k = 48¢ *, la recta y = k interseca al grafico de f en un tnico punto (donde f

alcanza su maximo); luego, la ecuacién f(x) = k tiene una tnica solucion.

2x=6
er-i— 1

2y Ejercicio 9. Hallar todos los valores de k € R tales que la ecuaciéon 7 a4 k
tiene exactamente dos soluciones.

Solucion
62x+1

Si podemos estudiar la funcién f(x) = —Y hacer un grafico aproximado, podre-

5x2 — 8x
mos contestar la pregunta sobre la cantidad de soluciones como en el ejercicio anterior.

En primera instancia, calculamos el dominio de f. El tinico problema que surge es la impo-

sibilidad de dividir por 0, por lo cual,
x € Dom(f) <= 5x> —8x —4 #0.

Si usamos la férmula de la resolvente para ecuaciones cuadraticas tenemos que:

522 —8x—4=0 < x=2 o x=-Z

luego, )
Dom(f) =R — {—5,2}.

A continuacién, para estudiar el crecimiento de la funcién f, calculamos su derivada:

£(x) = e T12.(5x% — 8x — 4) — > 1(10x — 8) > *1(10x% — 26x)
B (5x2 — 8x — 4)2  (5x2—8x —4)2

El dominio de la derivada coincide con el de f (nuevamente, la tinica imposibilidad es divi-
dir por 0 y el denominador de la derivada es igual al de f al cuadrado). Entonces, los puntos
criticos de f son tinicamente los ceros de f”:

e¥ 1 (10x2 — 26x)

f) =0 = “ma—g—gz =0
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es decir, los elementos del dominio de f’ tales que

21 (1022 — 26x) = 0 = 1062 —26x =0 <= x =0 ong

e2x+150 vx

Para hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f, basta determinar el signo
de f’ en cada uno de los intervalos que quedan determinados por los valores fuera del

dominio de f y por los puntos criticos. Como f’ es continua en todo su dominio, podemos
utilizar el corolario del teorema de Bolzano:

x | (-e=3) | =3| (=%0) | 0 | (02) |2| (28) | B | (B+w)
F=D>0| A |f(=5)>0]| 0 |f)<0o| A|f(E)<0| 0 | f(2)>0
f'(x) + + - - +
31
f(x) / A / 7| N | A N 5 /

Ademads de esta informacién, necesitaremos conocer posibles asintotas verticales. Por esta
causa, calculamos los siguientes limites:

e2x+1 e2x+1
x—>—%_ bxf —8x —4 x—>—%_ 5(x—2)(x+g)
lim e2x+1 _ lim e2x+1 .
5¢2 _8x —4 2.
x—)—%+ 5x 8x—4 x%—%+ 5(x — 2) (x + 5)
i e2x+1 ~ lim e2x+1 .
" Ba2 _Qy — A4 - 2 = T
x—2- bx 8x —4 x—2 5(x . 2)(x + g)
p2x+1 p2x+1
lim ——————— = lim 5 = Foo,
x—2+ 5x* — 8x — 4 x%2+5(x_2)(x+g)
2
por lo que ya sabemos que las rectas x = — Syx= 2 son asintotas verticales al grafico de f

y cémo dicho gréfico se aproxima a cada recta por izquierda y por derecha.

Para determinar cémo se comporta la funcién en los infinitos para poder hacer el gréfico

aproximado, calculamos:

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires

33



Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 7 - Estudio de funciones

—0
~
2x+1
. e
lim ———— =0 y
x——005x —8x — 4
——
—r+o00
—+oo —+00 — 400
2x+1 2041 2041
, et . 2. . 4Pt
lim ———— = im —— = lim = +o0
x>+ B5xs — 8 —4 | x—=4010x—8 | x—=4e 10
NY——— LH ~—— LH
—+to0 — 00 —10

Entonces, sabemos que la recta y = 0 es una asintota horizontal al grafico de f en —oo y que
no hay asintota horizontal en +oco. Podriamos buscar asintotas oblicuas en +-co pero esta
informacién no es necesaria para poder contestar la pregunta sobre cantidad de soluciones
de la ecuacién. Igualmente, no es necesario calcular concavidad y convexidad porque con la

informacién de la que ya disponemos nos alcanza para hacer un gréfico aproximado.

A partir de la informacién de la tabla y los limites calculados, podemos deducir que la fun-
cién tiene un gréfico de la forma siguiente (sin respetar la escala, ya que los ntimeros invo-

lucrados son de distinta magnitud):

(63115}

62x+1

La ecuacion 7 _8r_4 - k tiene exactamente dos soluciones para los valores de k tales
x4 —8x —
que la recta horizontal de ecuacién iy = k corta al grafico de f en dos puntos. Analicemos en

el siguiente dibujo lo que ocurre para los distintos valores de k:
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e .
Observamos que para k € (—oo; _4_1)' la recta y = k corta al grafico de f en exactamente dos

e . . . . s €
puntos. Para k = Y la interseccién estd formada tinicamente por el punto (0, _Z_L)' Para

31
ke (—Z ;0], la recta y = k no corta al gréfico de f. Para k € (0; %-) hay un tinico punto en la

31
5

interseccién, para k = %~ encontramos nuevamente dos puntos, y, finalmente, para k > ¢

©| e

7

vemos que la interseccién consta de tres puntos.

Por lo tanto:

Todos los valores de k tales que la ecuacién tiene exactamente dos soluciones son todos

e ol

[—
|m]

|m]

(w]u]u]
[m]
10
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ANEXO

A. Criterio de concavidad

Daremos aqui una demostracion del criterio de la derivada segunda para determinar conca-
vidad.

| Teorema. Sea f : [a;b] — R una funcién continua en [a;b] y derivable dos veces en

(a;b) tal que la derivada segunda f” es positiva en el intervalo (a;b). Entonces, f resulta

coéncava hacia arriba en el intervalo (a;b).

Demostracion
Dados xg < x7 dos valores fijos en el intervalo (4;b), queremos mostrar que, para todo

x € [x0; x1],
o fla) = fon)

X1 — X0

flx) < + f(x0).

Consideremos la funcién auxiliar g : [xo, x1] — R definida por:

f(xl) —f(X()) (x o xO)

X1 — X0

g(x) = + f(x0) = f(x).

Vamos a hacer un andlisis de la funcién g en el intervalo [xo; x1].
Primero notemos que, evaluando g en xg y en x1, resulta que ¢(xg) =0y g(x1) = 0.
Si derivamos, tenemos que

fla) = f(x)

g =TT p(x),

Por el teorema del valor medio de Lagrange, existe un punto ¢ € (xo; x1) tal que

f(xl) —f(X()) _ f/(C)

X1 — X0

Luego, se tiene que

§'(x) = () - f(x).
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Nuevamente, usando el teorema de valor medio de Lagrange, pero ahora para f’ en el in-

tervalo [¢; x] (o [x; ¢], dependiendo de cudl valor sea més chico), resulta que

g'(x) = (& —x)
para algtn valor intermedio # entre ¢ y x.
Como por hipétesis sabemos que f(#) es positiva, resulta que ¢’ (x) serd negativa cada vez
que ¢ < xy ¢'(x) serd positiva cada vez que ¢ > x. Ademads, el inico punto donde vale cero
esen .

Luego, tenemos que nuestra funcién g satisface lo siguiente:

x x| (x;6)| & |(&x1) | x
§'(x) + 0 -
g(x) | 0 U max | N\ 0

Entonces, la funcién g es mayor o igual que cero en todo el intervalo en cuestién, con lo cual

f(xl) _f(xO) (x _ Xo)

g(x) = pe—— + f(x0) — f(x) >0 para todo x € [xg; x1]

o lo que es lo mismo,

f(xl) _f(xo) (X N xO)

X1 — X0

+ f(x0) > f(x) para todo x € [xg; x1]

que es lo que queriamos demostrar. O

Observacién. Una demostracion similar sirve para probar que si la derivada segunda de f

es negativa en un intervalo, entonces f es céncava hacia abajo en dicho intervalo.

Volver al texto principal
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B. Un ejemplo sobre cantidad de soluciones de una ecuacion

Recordemos el siguiente ejercicio de la unidad 1:

2x=6
B Ejercicio. Sea f : R — R la funcién

3x+5 six < -2
f(x) =< x2 si—2<x<2
—x+3 si2<x

Calcular la imagen de f y determinar la cantidad de soluciones de la ecuacién y = f(x)
dependiendo del valor de y.

Solucion

El gréfico de f es, aproximadamente, el siguiente:

A partir del grafico puede verse que la imagen de f es |Im(f) = (—o0;4) | (0 lo que es lo
mismo, los valores de y tales que la ecuacion y = f(x) tiene solucién son los y estrictamente
menores que 4).

Dependiendo de los valores de y, podemos ver la cantidad de soluciones x de la ecuacién

y = f(x) en el grafico siguiente:

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires 38



Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 7 - Estudio de funciones

Luego, la ecuacién y = f(x)
» no tiene solucién siy > 4;
s tiene solucién tnicasi —1 <y < 0;
» tiene dos solucionessiy < —1,y =001 <y < 4;

= tiene tres solucionessi0 <y < 1.

a

Volver al texto principal

Cintia Buxton, Lisi D’Alfonso, Flora Gutierrez, Gabriela Jeronimo, Gustavo Massaccesi, Juan Carlos Pedraza y

Juan Sabia (2015), Estudio de funciones, Teéricas de Andlisis Matemdtico (28).

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires 39



