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Presentacion

La presente Guia de Trabajos Practicos es una herramienta fundamental para
incorporar y fijar los contenidos de Analisis Matematico A (66), asignatura del Ciclo
Basico Comiun dirigida a estudiantes de casi todas las carreras de Ciencias Exactas
y Naturales y de Ingenieria.

Las dos primeras practicas son: Preliminares (Practica 0) y Funciones Reales
(Practica 1). Ellas constituyen un repaso y puesta al dia de conceptos y destrezas
algebraicas conocidos de la escuela media. Es importamte reforzar este aspecto para
encarar la cursada y la comprension de los nuevos conceptos.

A partir de la Practica 2 (Numeros Reales), cada parte de cada préctica tiene una
estructura similar que jerarquiza el tipo de ejercicios que se plantean de la siguiente
manera:

Ejercicios introductorios: Presentan los conceptos béasicos y elementales de la
practica.

Ejercicios de entrenamiento: Se incorpran y combinan las propiedades de los
conceptos introducidos y los resultados que los vinculan.

Ejercicios de evaluacion: Han formado parte de evaluaciones o son de nivel
equivalente. Se incluyen ejercicios tanto de exdmenes parciales como de finales con
estructura de opcion multiple.

Problemas y Complementos: Incluyen algunos problemas y temas que son
importantes pero que no suelen formar parte de las evaluaciones salvo indicacién en
contrario de la o el docente del curso.

Se recomienda usar esta Guia con intensidad, siguiendo las indicaciones y suge-
rencias que se realizan en el aula.

La consulta con el o la docente del curso asi como el trabajo grupal con compa-
neros y companeras es la forma 6ptima de aprovechar este material.



Practica 0: Preliminares

Ejercicio 1 Calcule

“)g+£ h) (—%>0+3—2§7
. o
)2 ' [© 0]
0303 () JON0)
() 0 (5+3) 3+1)

5 0 ()

29 G2 (-G

Ejercicio 2 Desarrolle
a) (z—5) b) (z+7)

¢) (x=3)(x+1) d) (x—y)(z+y)

Ejercicio 3 Escriba como producto de dos factores
a) z? — 81 b) 23 — 11z

c) - 16 d) 2% — 10z + 25
Ejercicio 4 Represente en el plano los siguientes puntos
(1;3), (3:1), (=1;2), (=1;=5), (0;1), (1;0), (3;3), (=1;—1)

Para cada uno de estos puntos represente los puntos simétricos respecto de

a) el eje x b) el eje y c) el origen de coordenadas.

Ejercicio 5 Represente en el plano los siguientes conjuntos de R?
a){(z,y) eR?/ z =1} o {(z,y) eR?/ 2 <0, y=2}

b){(z,y) eR*/ x <2} d){(z,y) eR?/ x <1, y <1}



Practica 1: Funciones Reales

Ejercicio 1 Haga un grafico que refleje la evolucion de la temperatura del
agua a lo largo del tiempo atendiendo a la siguiente descripcion:

“ Saqué del fuego una cacerola con agua hirviendo. Al principio, la
temperatura bajoé con rapidez, de modo que a los 5 minutos estaba en
60 grados. Luego, fue enfridndose con més lentitud. A los 20 minutos
de haberla sacado estaba en 30 grados y 20 minutos después seguia
teniendo algo més de 20 grados, temperatura de la cual no bajo,
pues era la temperatura que habia en la cocina.”

.Es el grafico que hizo el tinico que respeta las consignas anteriories?

Ejercicio 2 Dados los siguientes conjuntos del plano, determine, en cada caso,
si existe una funciéon cuyo grafico sea el dado.

V T
Al I

Ejercicio 3 Dibuje una funcion que sea creciente en los intervalos (—oo, —1) y
(2, +00), cuyo valor méximo sea 4 y se alcance en x = —1 y cuyo valor minimo
sea —3 y se alcance en x = 2.

Ejercicio 4 Dados los siguientes graficos de funciones, determine, en cada
caso, en qué intervalos es creciente, en qué intervalos es decreciente, en qué
punto alcanza su maximo, en que punto alcanza su minimo y cuél es el valor
minimo y/o el valor méaximo.
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1
—2-15 /% 15 2
\/0-5 0\/
Lo 0.7
____________ i_-_-_-_-_-. 2 - -

Ejercicio 5
a) Encuentre, en cada caso, una funcién lineal f que satisfaga
i) f1)=5y f(=3)=2 ii) f(0) =4y f(3)=0.
S =sy s =s O

b) Calcule en i) y en ii) f(0). Calcule en iii) f(—2)

¢) Encuentre la pendiente de las rectas que son graficas de las funciones
lineales dadas en a). Haga un grafico de tales rectas.

Ejercicio 6 Halle la ecuacion de la recta de pendiente m que pasa por el punto

P siendo
a)P=(2;3), m=1 c)P=(3;—-4), m=-2
b)P=(1;5), m=0 d)P=(0;b), m=1
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Ejercicio 7 Encuentre la funcién lineal g que da la temperatura en grados
Farenheit, conocida la misma en grados Celsius, sabiendo que 0 grados Celsius
son 32 grados Farenheit y que 100 grados Celsius son 212 grados Farenheit. Re-
ciprocamente, encuentra la funcion h que da la tamperatura en grados Celsius
conocida la misma en grados Farenheit.

Ejercicio 8 Trace el grafico de las siguientes funciones cuadraticas
Q) f(x) = o 0) f(x) =23
b) f(x) =—2a° d) f(z) = —(z —5)?
Determine en cada caso el conjunto imagen.

Ejercicio 9 Para cada una de las siguientes funciones cuadraticas determine
en qué intervalo crece, en qué intervalo decrece, donde es positiva, donde es
negativa, en qué puntos se anula y en qué puntos alcanza su extremo.

a) f(r) = —222 d) f(z)=2*+22x+1
) fa) = 20 3 &) f(2) = ~2(c +3)(z — 5)
c) f(z) = —22*+x

Ejercicio 10 Represente graficamente las siguientes funciones
a) f(z) =2’ ¢) f(z) = a*
b) fz)=(z—2) d) f(z)=a" -1

Ejercicio 11 Represente graficamente las siguientes funciones

4 4

W fr) = D) @) = 5+
4z +5

b)f(:v)z—% ©) 11) =35

) fla)= ) Sy =2

Indique en cada caso, el dominio de la funcién. Indique también en qué inter-
valos es creciente y en qué intervalos es decreciente.

Ejercicio 12 Considere las funciones f(z) = 2z% + 5z, g(x) =
h(z) = 2z — 6.

x+3

a) Calcule si es posible:

(fo =)  (Feh)@) (go =) (hog)2)
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b) Halle formulas para las composiciones que se indican a continuacion
(fog) (90 f) (fog)oh (foh) (folf)

¢) fogygo fiSonlamisma funcion?

Ejercicio 13 Halle la funcién inversa de

a) f(x) =3z-5 d) f(z)=2(x—1)?2 2 <1
b) f(z)=2% <0
¢) flz)=2(x—-1)% x>1 e) f(x) =3—+Vx+5, ©>-5

Ejercicio 14 Represente graficamente las siguientes funciones

a) fl@) =z b)) fla) ==z ¢ fla)=Va+3

Indique en cada caso, el dominio de la funcién. Analice monotonia.

Ejercicio 15 Halle el dominio de las siguientes funciones
Q) f@)=vT—8 b f1) =V =9 ) f(x) =V +4

1 1
Ejercicio 16 Dadas las funciones exponenciales f(z) = r* <7° =2, 5 3, §) ,
a) Haga el grafico de cada una de ellas.

b) Determine el dominio y la imagen.

¢) Analice la monotonia.

Ejercicio 17 Si notamos con log, (x) a la funcion inversa de 7%, r > 0, r # 1

1 1
a) Haga el grafico de y = log,(z) para r = 2, 2 3, 3
b) Determine el dominio y la imagen.

¢) Analice la monotonia.

Ejercicio 18 Encuentre el dominio de las siguientes funciones
a) f(x) =In(2z) b) g(x) = In(32? + 2z).

En cada caso determine los valores de x para los cuales la funcion vale 0.
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Ejercicio 19 Halle la funcién inversa de

a) f(z) =1In(2x) b) f(z) =In(a? +4), x >0 ) flx) =e""3 + 4.

Ejercicio 20 A partir de los graficos de g(z) = sen(x) y h(x) = cos(z) haga
el grafico de

) s —caern 9 ) —oen(es )

Ejercicio 21 Determine todos los valores de x € R tales que

a) sen(r) = 1 d) cos®(z) + sen?(z) =1

e) sen(2z) = 2sen(2z) cos(x)

b) cos(2z) = g

¢) cos*(z) — sen?(z) = 1 f) cos (m + %) = \/75 (cos(x) — sen(z))

Ejercicio 22 Haga el grafico de las funciones inversas de g(x) = sen(x) y
h(z) = cos(x). Determine los valores de x € R tales que

a) arcsen(x) = 1 b) arccos(z) =7
Ejercicio 23 Represente graficamente las siguientes funciones

a) f(z) =z ¢) f(z) = | sen(z)|

b) f(z) = |z —=5] d) f(z) =]e"|
Ejercicio 24
Dada la funciéon

T+ 2 siz < -—1
flx)=¢ —x si—1<z<1

3r—4 1<z
calcule f(—=3), f(1) v f(4). ;Para qué valores de y la ecuacion f(z) = y tiene
soluciéon? jCuando es tinica?
Ejercicio 25 Idem para la funcion
3r+1 siz < —4
/ (l’) = 1
T+ 2

six > —4




Practica 2: Numeros Reales

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Represente en la recta numérica

3 2 2
@) =15356; o3 125 1==5 =2 V2415 V2-1; =241 —V2-1.
T T 3m
~3:-9:--1:0:1:2:3: —r: ——- . . -314: —3.14.
b) 37 b 707 ’ 73’ 7-‘-7 27277-(_’ 2 737 Y 37

Ejercicio 2 Represente en la recta los siguientes conjuntos

a) [2,4N[3,6] b) [2,4]U[3,6] ¢) (—00,3)N (1, +00)
d) (~1,3)N[3,+00)  €) (=L,3)U[3,+00)  f) (=1,3)U(3,5)

Ejercicio 3 Represente en la recta los siguientes conjuntos. Escribalos como
intervalos o como unién de intervalos.

a) Todos los numeros reales mayores que —1.

)
b) Todos los nimeros reales mayores o iguales que 2.
)

c) Todos los nimeros reales que distan del cero menos que 3.
_ 1 4
d) {x eR/22z—3>5} i {xeR/_<_}
r

e) {reR/1<2x—-3<5}
J) {z € R/ || <3}

f) {xeR/z (22 —3) >0}
| k) {z € R/ |z —2| <3}

g) {reR/2?>—-36 <0}
) {reR/|z| >3}

2
h) {xeR/1+5<3} m) {z eR/|z+2| <3}

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 4 Considere los siguientes conjuntos
A:{l/neN} B:{L/neN} C = (0,7)
n n+1
D =N E:{n—ni/neN} F=1{1,2,3,4}
G ={5;5,9; 5,99;...} H={zeR/|z-2| <1} I={zeR/|x| >3}

En cada caso
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a) (Cuéles estan acotados superiormente?
b) (Cuéles estan acotados inferiormente?

¢) ;Cudles de ellos tienen a 0 como cota inferior y cudles a 7 como cota
superior?

d) Determine en los casos que exista, el infimo y el supremo.

Ejercicios de evaluacion

—1)"+2
Ejercicio 5 Sea A = {u, n>2ne€ N}. Entonces A
n

(Marque la tnica respuesta correcta)
[J no tiene ni infimo ni supremo.

[] tiene infimo y tiene supremo.
[J tiene infimo y no tiene supremo.

[J no tiene infimo y tiene supremo.

Ejercicio 6 Sea B={yeR: y=212>—-3x+2, x € R}. Entonces B
(Marque la tnica respuesta correcta)
[J no tiene ni infimo ni supremo.

[J tiene infimo y tiene supremo.
[J tiene infimo y no tiene supremo.

[J no tiene infimo y tiene supremo.

Ejercicio 7 Sea C' ={zr € R: |z — 3| < 2}. Entonces
(Marque la tnica respuesta correcta)
OinfC=-2,supC =2.

OinfC=1,supC =5.
OinfC=1,supC =2.
OinfC=-2,supC =5.
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Problemas y Complementos

Ejercicio 8 Dados los niimeros 3,14 y 7

a) Halle un ntimero racional comprendido entre ambos.

b) Halle un namero irracional comprendido entre ambos (Ayuda: escriba su
desarrollo decimal).

Ejercicio 9 Sean A y B dos conjuntos de niimeros reales no vacios y
acotados de modo que A C B. Ordene de menor a mayor los siguientes
nimeros:

sup A, sup B, inf A, inf B.

Exhiba un ejemplo donde sup A = sup B y otro donde la desigualdad sea
estricta.

Ejercicio 10

a) Demuestre que V6 es un numero irracional.

b) Demuestre que V3 + /2 es un namero irracional.

Ejercicio 11 Escriba el niimero racional 0,12424... como una fraccion.

10



Practica 3: Sucesiones

PRIMERA PARTE: NOCION DE LIMITE

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Dadas las sucesiones

Vn ; DA
an = n — T4 1.2
n+1 (2n —1)3
(—1)n*t cos (nm)
n— 5 dn =
c n! n

Calcule ag ; bs ; c3 ; dis.

Ejercicio 2 Para cada una de las siguientes sucesiones, proponga el término
general a,, y clasifique las mismas en convergentes o divergentes.

a)1, 2, 3, 4,.. no Lot l
b) | 1 1 1 2 3 4
20 3 4 91, -1, 1, —1,.
1 11 1
& —— T, —
T3 Ty By 3045
0 1 11 1 123
27 48 16 ‘ 1 1
6) —1, 2, 3 4, Z) 17 17 57 27 57 3...

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 3 Calcule, si existe, el limite de las siguientes sucesiones.

a) a, = 14— n_\’ e)e——n3+2
" \n n+l1 "op2—1
3n? +2 [4n? — 1
b) b, = ———— =4 —
) 2n2 + 5n 1) fn In2 +2
C) o = 3”2 + 2 ) _ —n
" 23 +5n 9= =0 tn
0) d, - —4n3 +2n? —3n — 1
" 5n? + 4
Ejercicio 4
Calcule, si existe, el limite de las siguientes sucesiones.
n?—>5+7 n?+5 n?—>5n+7 n?+5
a) ap, = + b) b, = —
n+3 n+1 n+3 n+1

11
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c) cpn=Vn*+n—2+n 9) gn = V/n(vn+2—+/n)
d)d,=+vVn2+n—2-n h) h, =n(vn+2—/n)

e) en=vVn2+1—+vn2—n-—3 i) in = n
vn+1l—-n

2n* —1 3n-—1
DI=\5e 2 o3 §) = Va(VZ +2 = Vi)

Ejercicio 5 Calcule, si existen, los siguientes limites

5 _1\n
2) lim cosn + &) lim (2+ (—1)")senn
n—00 n n—o0 n
b) lfm (=1)"(Vn+2—1+/n)

Ejercicios de evaluacion

Ejercicio 6 Calcule el siguiente limite

3 5
lim ( n +(_1)nn —|—cosn)

Ejercicio 7 Halle los valores de a y b para que

lim an® + 3bn* + 24/n _

4.
n—oco  bnt —3n+4

Ejercicio 8 Calcule el siguiente limite

<3+ n?

lim
n—oo

S —I—\/n2+6n—|—17—\/n2+17).

Ejercicio 9 ;Para qué valor de a € R vale que

lfm n? (\/n2+a—\/n2+3> —a—57

n—o0

Ejercicio 10 Sea a, = v9n? + bn — 3n.

a) Encuentre todos los b € R para los cuales 0 < lim a, <1
n—oo

b) Encuentre b € R para que lim a, = 2b— 11
n—oo

12
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Ejercicio 11 Encuentre p > 0 sabiendo que existe y es positivo el

lim n? <\/np +7—nP+ 2)

n—oo

Ejercicio 12 En cada caso, marque la tinica respuesta correcta

a) Si lim a, = +ooy b, es acotada, entonces lim (a,, + b,)
n—o0 n—o0

oscila

tiende a mas infinito
es una indeterminacion
esti acotada.

ooogono

7’L4

b) La sucesion 1 + cosn

n

oscila

tiende a mas infinito
es una indeterminacion
esti acotada.

ooogono

a
Si lima,=0y lim b, = 400, entonces lim —

n—oo n—oo n—oo n

(@)
~

es igual a 0

tiende a mas infinito
es una indeterminacion
no existe

oogno

Ejercicio 13 Marque la tnica respusta correcta

R
El lim 2 — —
0o
] —o0
L 400
1

Ejercicio 14 Marque la tinica respuesta correcta
2n3 4+ Tn? + cosn

El lim
n—oo Tn3 4+ 2n2 + cosn
: 7
U no existe 0= —
9 2
0= -
- O1

13
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SEGUNDA PARTE: SUCESIONES MONOTONAS

Ejercicios introductorios

Ejercicio 15 Calcule, si existen, los siguientes limites

2 n 3 n 2
0 () A
b) lim (1,5)"
. 2" 4+5 n—00 n?+ 2
¢) lim
n—oo 3"
d) lim (3 4 senn)(0,8)" N . alBn+1
n—00 7,) 11m
) n—o00 3n+1
e) lim (0,9)"(1,1)""
n—oo
1/n
) 30 pogntl 49 . ; n?+2

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 16 Calcule, si es posible, los siguientes limites

(
b) 1 (1+ 17)" n?+2
(

n—o0 3n2 -5
) 3n + 1)"
C 1m n
n—oo n2
dn 4+ 1\"
d) nh_{glo <3n — 5) / COST 2n2+43
i 1+ 22

Ejercicio 17 Calcule, si es posible, los siguientes limites

) 1 2\" ) 1\"
o Jin (55 7) ) i (2455

14
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n 2n+1

¢) lm = D) lim oot cosn

n—oo 2 >nl—>nc}o 2.97 +senn
3.2" +n

e 1m
) n—oo 2n+1 —+ n3

Ejercicio 18 Calcule, si existen, los siguientes limites

n2" nto
a) lim — c¢) lim —
3

onl . n’+nl

b) lim — d) im ———

Ejercicio 19 En cada caso, la sucesion a,, se encuentra sujeta a las condiciones
indicadas. Calcule, cuando sea posible, su limite.

3 2"n!
a)2—2—n<5—2an<1+(/ﬁ C>O<3an+2<n2n+1
1 1\" 1
by — > (14— d) 2a, +6 > ——
) n < n) ) vn+1-1

Ejercicios de evaluaciéon

Ejercicio 20 Sea a,, una sucesion que satisface

5 2
< — < VH 42

In oap

Calcular, si existe, el lim a,
n—oo

Ejercicio 21 Sean a, =n(0,95)" y b, = . Calcule

a) lim a,.
n—oo

b) lim b,.

n—o0

c) lim (a,)(by).

n—oQ

2

2 n
Ejercicio 22 Calcule lim a, sabiendo que 0 <5 — 3a, < 7" (1 — —)

n— 00 n

15
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Ejercicio 23 Calcule el siguiente limite

lim v3"n2 + n.

n—oo

Ejercicio 24 Halle todos los valores de = € R para los cuales la sucesiéon
2n+1
x

a, = ——— es convergente. Para los x hallados calcule el lim a,,.
n3 4n+1 n—o0

Ejercicio 25 Calcule, si existe, el siguiente limite

lim
n—oo

nt +2n2 \* | sen (n* + 2n?)
nt+n?+1 3n?

n3 + n23"

— 6n2.
n!

Ejercicio 26 Sea a, tal que 5n — 6n® — 7 < 4n’a, <

Calcule el lim a,,.
n—oo

5 3 4n
Ejercicio 27 Halle a € R para que el lim mta = e
n—o00 5n3 + 3

n 5 1 5 .
Ejercicio 28 Sea a, = (5n+8> . (" ki > Caleule ¢l 1 <350

on+ 3 n*+1 n—oo  ./a,
2 1\" 9
Ejercicio 29 Sea a,, tal que nt <2a,—6<e*+ cos n) Calcule
2n+3 4n
el lim a,.
n—oo

(n+1)"

Ejercicio 30 Sea a, =
kn.n!

JPara qué valores de k € N, resulta

lim a, = 07
n—00

Problemas y Complementos

n—oo

2
5  b\"
Ejercicio 31 Muestre que el valor del lim <1 + -+ —2> no depende de
n o n

la constante b.

Ejercicio 32 Usando subsucesiones, pruebe que cada una de las siguientes
sucesiones carece de limite:

a) 0, 1,20, 1, 2,...

b) sen (%)

16
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n si n es impar,

ap = 1
2+ — si n es par
n

Ejercicio 33 Se sabe que lim a, = L > 0. Calcule

n—o0

a) lim ag,y1.
n—oo

b) lim (ag, — as,).
n—oo

c¢) lim nit
n—o0 Ay

Ejercicio 34 Considere la sucesion definida recurrentemente como

ay =1, a1 =2a,, neN.

a) Calcule el cociente de D' Alembert. A partir del mismo, concluya que la
sucesion es creciente.

b) Muestre que a, =2""' n>1.

Ejercicio 35 Calcule, si existe, el limite de las siguientes sucesiones dadas en
forma recurrente:
any1 n+1
a) a; =5, = .
an 3n
n" + 3"
n!

b) ay = 1, Apt1 = Qp .

Lon —1
™+ 2

a) Pruebe por medio de subsucesiones que a, no tiene limite.

b) Calcule el lim b,.

n—oo

Ejercicio 36 Se definen a, = (—1) v by = (a,)>

Ejercicio 37 Sea (a,) la sucesion definida como a3 =1
An
Upi1 = ——
SVETE T

Calcular 1im (2,9)".a,,.
n—oo

Ejercicio 38 Sea a, una sucesién definida en forma recurrente como :
Ap41 2n +1

a1:5 =
"oa, 5n

Se define b, = n?a,. Calcule lim a, y lm b,.
n—oo n—oo

17



Practica 4: Limites y Continuidad

PRIMERA PARTE: LIMITE DE FUNCIONES

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Calcule los siguientes limites

a) lim (2* — 10z +1) B) lim 5—
Tr——+00 oo —1 + 4\/5
Dl 222
) m i) lim (o= Va2 1)
) 2 +3r+1 _ ) -
2 1 —
Q) lfm YT E) lim ST
T—+00 rT+5 r—+oo I
lim ~— -~ - +l-u ) lim :17
f) lim T +senx m) 1lim e 4

T—+00 T — COS X T—=+0o0

\/ 1
g) lim M n) lim In <—>

z—4o00 D — 1 x—+00 T

Ejercicio 2 Calcule, si es posible, los limites cuando = — 400 y cuando
xr — —oo de las siguientes funciones:

a) f(z) = —=32° +2% -1 f) fle)=va?2—-2x+3—x
b) f(x) =9+ a2 e"tt+4

q) f(ﬂf):m
c) flx)=+V1—x
o h) fz) = sen x
D) f) =5 g
L i) fz) =€V
&) fla) = =20
3 j) Fla) = —=

Ejercicio 3 Calcule, si se puede, los limites en el infinito, ademas de los
limites en los puntos que se indican:

18



Analisis- Exactas-Ingenieria

Practica 4

2 1
b) fla) = =, a = =30 = =3
2
c) f(x) = :E5ji3’ r=-3"1v=-3
x4+ 3
d) f(ﬂf):x?—H, r=-1"

e) f(z)=eY" o =0%2=0"

222 — 3z + 1

@) =" e == -1
1 —

B fla)= YL p =10 = 1"

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 4 Calcular los siguientes limites:

xt—2

a) lim

x?—2x—3

b) lim 1o
TS A h) lim
9 z—0
¢) lim —x2—2x—3 z-3
z—3+ 4r — 12 N o1/
i) lim x cos
z—0
d) lim Vi—rz—1+z
z—0 €T
. , 2
) lim x2—1_:1:2+:c—2 j)ilg[l)x sen
e=2 \ 1 — 2 x? — 2
f) lim rr8-3 k) lim sen x
a1t 12 —1 z—0

Ejercicio 5 Calcule los siguientes limites:

sen (3z) B T

a) lim

=0 21 z—0 sen 2x

lim ———
z—0t a3 9) ml—%,/gx+6_4

)

19
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., sen (hx) , 1 —cos (bz)
) I censa 1)
d) Tim sen (3x + 6) g) lim L sen x
50 z+2 z—0 1 — cosx
- 3r+4 2
&) lim 1 — cos (3z) B lim x2+ sen (2z)
=0 x e—=0 x4+ 5senx
Ejercicio 6 Calcule los siguientes limites:
2 +1 1
5) , 3r + 2 )
a) lim (1+-— r+1 f) lim v
222 + 1 22
. 3r+1Y\ z-3 3 \2r+1
b) 1 , r+1
) s> (3$+4) 9) xligl— <1+x+1>

¢) lim (1 + 3t)"/*

t—0

d) lim (1 +senz)"*

z—0
1
e) lim
z—2+ \ by — 2

Ejercicios de evaluacion

B 1im In(h+2)—1In2
h—0 h

Ejercicio 7 Sea f(x) una funcion tal que

sen (5x)

X

Calcular lim M.
x—0 x

4—-2 19
S Yridoz,

T 4

Ejercicio 8 Determine en cada caso el valor de la constante a:

a) lim

Var? +4z+1-1 B

r——+00 €T

b) If

V2 +ar —1—Vz3 +ar — 1
m =

r—1 x—l

—2




Analisis- Exactas-Ingenieria Practica 4

Ejercicio 9 Halle los limites en +00 y en —oo de las siguientes funciones.
Ademés calcule, si existe, el limite en los puntos indicados

2

10e*® 4e™®

W) () —

Ejercicio 10 Marque la tinica respuesta correcta:

1
a) El lim (senx + zsen (—))
z—0 i €T

O noexiste [ esiguala 1 [ esiguala 0 [ es infinito

Va? 1-1
b) El lim vrary = 2 para
z—0 xX

U ningtn valorde ¢ O a=4 0O a=0 0O todo a

Problemas y Complementos

Ejercicio 11 Calcule los siguientes limites:

In(1
a) lim sen (am) ¢) lim n(m—t&c)
z—1 sen (3z) =0 e? —1
b) lim sen (z)
x—1 r — 1

c e 274
Ejercicio 12 Sea f(z) = — 1
T

cuales el HIJP (f(x) — (az + b)) = 0.

Halle los valores de a y b para los

T 3 2

Ejercicio 13 Sea f(x) = HTxQ. Hallar las ecuaciones de las asintotas
e’ +x

de f.
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SEGUNDA PARTE: CONTINUIDAD

Ejercicios introductorios

Ejercicio 14 Determine los puntos de discontinuidad de las funciones dadas
a continuacion. Vea si en esos puntos la discontinuidad es evitable.

2 —3x—1

i 1
o) fl@) =4 w-1  ST7
1 siz=1.
Vi+2-3
—_— sizx>7
b) f(z) = =17
0 six <7.
ve-1
1
Of@) =4 z—1 "7
1 siz < 1.

Ejercicio 15 En cada caso determine el o los valores de la constante a para
los cuales las funciones resulten continuas.

v’ +tar siz>2 xsen(l) siz#0
a) f(x) = | o) f(z) = v 7

a—1z? siz<2. a siz=0.

e 1 stz > —1 sen (37) siz >0
b) f(z) = . d) f(x) = x

3r+a six<-—1. 5T + a sixz <0.

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 16 Muestre que las siguientes funciones tienen una discontinuidad
evitable en los puntos senalados

=5
27 sia#50>-4
a) flz) =< Vo +4-3 1o 752 ,enx =5
0

sl x = 5.

ve-3 .
_— 9,2z > —7
b) flx) =4 Vo +7—4 sie# 902 ,enz =9
0 stz =9.
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Ejercicio 17

a) Demuestre que la ecuacion z® — 3z + 1 =0 tiene al menos una soluciéon
en el intervalo (—1,1). Encuentre un intervalo de longitud 0,2 o menor que
contenga dicha solucion.

b) Demuestre que la ecuacion x? = /z +1 tiene al menos una solucion.
Encuentre un intervalo de longitud 1 o menor que la contenga.

Ejercicio 18 Pruebe que las siguientes ecuaciones tienen al menos una
solucion real. En cada caso encuentre un intervalo de longitud 1 o menor que
contenga a una de ellas.

T

a) 2x — 1 =cosz d) 4+1:
x

0,2

b) 2 + 22 +1=0
?+1 a2t 41

¢) lnx = -3z e)x—|—2+m—3 0

Ejercicio 19 Para cada una de las siguientes funciones determine ceros,
puntos de discontinuidad. A partir de ellos, halle el conjunto donde la funcién
es positiva.

a) f(z) = 2*(x + 3)(z — 2) ¢) fl(x) =xInzx
b fo) =T D J@)=

Ejercicios de evaluacion

1 —cos(az) .

—_— 0
Ejercicio 20 Sea f(x)= 4x2 ste 7 .
2 six = 0.

Halle a € R para que f sea continua en = = 0.

Ejercicio 21 Sea f: <—g, g) — R definida como

cos (ax) — 1

i 0
f(z) = 2senz sie 7
0 stz =0.

Pruebe que f es continua en z =0 cualquiera sea a € R.
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243-3
axr® + COoS T Sia:#()

Ejercicio 22 Sea f(z)= x?
4 siz=0

Halle a € R para que f sea continua en z =0

3z —
C e OV 6V six >4
Ejercicio 23 Sea f(x)= r—4

a siz <4

Halle a € R para que f sea continua en = = 4.

Ejercicio 24 Marque la tinica respuesta correcta
6—2vVa2+5 |
———— six #2
Sea f(x) = 2—x
k sixz =2

La funciéon f es continua en x =2 para
4 4
O k=2 Dk::§ Dk::—g O ningun k

Ejercicio 25 Marque la tinica respuesta correcta
sen (ax)

Sea f(x)= x
cos (ax)+3 sixz <0

+2 sixz>0

La funcion f es continua en x =0 para
[] ningtn valor de a Ua=2 U a=1 ] cualquier valor de a

Problemas y Complementos

N ) ) six #1
Ejercicio 26 Sea f:[—8;+00) — R definida como f(z) = r+8—3
k siz=1

a) Hallar k£ € R para que f resulte continua en z = 1.

b) ;Se puede afirmar que f(xy) =2 para algin xy > 17 ;Por qué?
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Ejercicio 27 FEncuentre una soluciéon aproximada de la ecuacion
5 —
°—6x+4=0

con un error menor a 0,01.

Ejercicio 28 Sea f una funcion continua tal que f(3) = 1. Probar que
existe un intervalo abierto I que contiene a 3y tal que 0 < f(x) <2 para
todo z € I.

1
Ejercicio 29 Sea f una funcién continua tal que f(0) = 5 Y f(2)=-1.

2
1
Sea g(x) = xf_—; Probar que existe xy € (0;2) donde g tiene una

discontinuidad. ;Es evitable?

Ejercicio 30 Determine los puntos de discontinuidad de las funciones dadas
a continuacion. Vea si en esos puntos la discontinuidad es evitable.

V) = s
b)f(z) = 1 —xcosx
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Practica 5: Derivada

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Justifique, por medio de los cocientes incrementales, las siguientes
igualdades

b) f(x) =3x+5= f(z) =3 , 1
¢) flz) = (z+1)2 = f'(4) = 10 e) () =Va+b= f(4) =

Ejercicio 2 Halle, usando el cociente incremental, el valor de la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indican. Escriba la ecuacion de la
recta tangente en esos mismos puntos,

a) f(z) =4x+7, enaz =3

2
x—1

¢) f(z) =+vx+12, en x = 13
d) f(z) =In(x), enx =1

enxr=2>5

b) f(x) =

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 3 {En qué punto de la grafica de la funcion f(z) = 2? — 6z + 8 la
recta tangente es paralela al eje z7

Ejercicio 4 Sean f(z) = 32% + z y g(z) = 5z + 2. Encuentre el punto en el
cual las rectas tangentes de f y g resultan paralelas. Halle las correspondientes
ecuaciones.

Ejercicio 5 Usando las reglas de derivacion, halle las derivadas de las siguien-
tes funciones en su dominio de definicion.

9) f(x) = xsen(z) + e* cos(x)

f(@)

b) () = o cos(x) W o) - 20)

¢) f(x) = 3sen(x) | (x)

d) f(z) = xIn(z) 0@ = @)

) Fla) =2+ §) £(2) = (e + 2@ + 1) In(a)
D) = e+ In(x) B fa) =2 1+<f”1>
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Ejercicio 6 Usando la regla de la cadena, halle las derivadas de las siguiente
funciones en su dominio de definicion

a) f(zr) = (1+ ) i) f(z) = In(2 + sen(z))

b) f('r) = (1 + $)3 ]) f(iL‘) _ e:n2+cos(z)

c) f(z) = (1 4 x)2001 Ca

Q) f(@) = 3 ? fe) —lln @+ 1)

) f(z) = (1 — ) M) =)

f) f(z) = cos (3x) (223 + 3)°
m) f(z) = 5%

g) f(z) = 3sen(z) In(z? +1)

h) f(z) = In(z + 1) n) f(z) = VA + 52?2

Ejercicio 7 Sean f y ¢ funciones tales que f(z) =1+ +z , ¢(z) =
cos’ (3z) +1 y ¢(0) =4. Calcule (fog)'(0) y (go f)(0).

Ejercicio 8 Calcule la derivada de la funcién en su dominio de definicion,
siendo f(z) =

a) x® b) 3% + 2°

¢) (sen?(z))"™ d) V7

Ejercicio 9 Pruebe que la funcién f(x) = 7ek* es solucion de la ecuacion

fx) = kf(z).

Ejercicio 10 Para cada una de las siguientes funciones estudie la continuidad
y, mediante el estudio del cociente incremental, la derivabilidad en el punto
indicado.

3+vVr+1 six>0
a) f(z) = en x=0
20+ 4 siz <0

341 six>1

b) f(z) = en r =1
3xr+1 siz <1

2% sen (l) siz#0
o) f(x)= * en r =0

0 siz=0
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Ejercicios de evaluacion

Ejercicio 11 Sea f(t) = te*. jExiste alguna recta tangente al grafico de f
que ademaés pase por el punto (0,0)7

Ejercicio 12 Pruebe que el grafico de la funcion f(z) = x + In(z) tiene una
recta tangente que pase por el punto (0,0).

Ejercicio 13 Halle, si existen, la o las ecuaciones de las rectas tangentes al

grafico de f(z) = x + — que pasen por el punto
x

a) (1,0) b) (0,0) c) (0,4).

Ejercicio 14 La recta tangente de la funciéon f en el punto de abscisa x = —1
tiene ecuacion y = —5x + 3. Calcule la ecuacion de la recta tangente al gréfico
de la funcion g(z) = f(—2? + sen(nz)) en el punto de abscisa z = 1.

Ejercicio 15 Se sabe que y = 2z +1 es la recta tangente al grafico de f en
F(x?+1)—5z
e

xo = 2. Halle la ecuacion de la recta tangente al grafico de g(z) = —————
cos (mz) + 3

en ;= 1.

Ejercicio 16 Sea

r+aln(z) siz>1

f(z)=
bxr +5 siz <1

Determine a y b para que f sea derivale en x = 1.

Ejercicio 17 Considere la funciéon

ze VT sixz >0

f(z) =

ar +b siz <0

Halle los valores de a y b para que f resulte derivable.

Ejercicio 18 Marque la tinica respuesta correcta: Sea f : R — R la funcién
Vi—1

. 'I -
definida como f (x) = . Entonces, en z =1

L ir<l1
= Sl @
5 S

six>1
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[J f es continua pero no derivable.
[ f es continua y derivable.
[J f no es continua pero si es derivable.

[J f no es ni continua ni derivable.

Ejercicio 19 Sea

Marque la tnica respuesta correcta

O f es continua y derivable en x = 0.
O f es continua pero no derivable en x = 0.
[J f no es continua ni derivable en x = 0.

O f no es continua pero si derivable en x = 0.

Problemas y Complementos

Ejercicio 20 Dados a y b € R muestre que f(x) = asen(z) + bcos(z) es
solucion de la siguiente ecuacion

@)+ flz)=0

Ejercicio 21 Considere la funcion f : [0; +o00) — R

vVr+5—3
fa)y=4 ve2

a six =4

six #4

Encuentre a € R para que f sea continua. Determine si resulta derivable en
o = 4.

Ejercicio 22 Pruebe que la funcién f(z) = z|z| es derivable para todo z, que
f'(x) es continua pero que no existe f (0).
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Ejercicio 23 La temperatura C' de un cuerpo que inicialmente estaba a
90 grados Celsius, se enfria de acuerdo a la ley C(t) = 20 + 70e~%! (se esta
suponiendo que la temperatura ambiente es de 20° Celsius) donde t es el tiempo
en minutos.

a) Calcule con qué velocidad se esta enfriando el cuerpo a los 5 minutos.

b) Muestre que la velocidad de enfriamiento es proporcional a la diferencia
entre la temperatura C'y la temperatura ambiente. Mas precisamente:

!

C (t) = —0,1(C(t) — 20)
¢) Muestre que la velocidad de enfriamiento va tendiendo a 0 conforme avan-
za el tiempo.
Ejercicio 24 Sea f : R — R, f(z) = 5e*’ 27
a) Muestre que f'(z) > 0 para todo x. Ademés, note que f(0) = 5.

b) Use el teorema de la funcién inversa para justificar la existencia de
(f~ ) (5) y calcule su valor.
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Practica 6: Teorema del Valor Medio

Ejercicios introductorios
Ejercicio 1

a) Considere la funcién f(z) = 2%? definida en el intervalo [—1, 1]. Esta
funcion es continua sobre este intervalo y f(—1) = f(1). Sin embargo, su
derivada no se anula nunca. ;Por qué esto no contradice el Teorema de

Rolle?

b) Sea f(x) = 2® + 32°, =1 < x < 1. Pruebe que en 7o = 0 f no tiene
extremo y que f (0) = 0. jPor qué esto no contradice el Teorema de
Fermat?

Ejercicio 2 Considere la funcién cuadrética f(z) = 22 — 2z y el intervalo
cerrado, [—1,3]. Compruebe que el valor ¢ € (—1,3) al que hace referencia el
Teorema del Valor Medio es calculable en este caso.

Ejercicio 3 Pruebe las siguientes identidades

a) sen*(x) + cos?(z) =1 b) In(z%) = aln(x)

(Ayuda: use que si dos funciones fyg tienen la misma funciéon derivada,
entonces f(z) = g(x) + ¢, dondec es una constante. )

Ejercicio 4 Pruebe que la tnica soluciéon de la ecuacion

/

fx)=2f(x),  f0)=1,
es f(z) = €. (Ayuda: si u(x) es solucién de la ecuacion estudie la derivada

de h(z) = u(x) )

e2x

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 5 Para las siguientes funciones, pruebe que el grafico corta al eje x
s6lo una vez.

a) f(x) = =3z +sen(z), zeR

b) f(z)=e* —In(zx), x>1

¢) f(z) =2+ In(z), x>0

d) f(z)=a2* +23+2+1, zeR, nelN.
e) f(z) = —>— —92 250

RV
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Ejercicio 6 Calcule los siguientes limites

esen(3mz) _ o 4dx — 14 cosx
m-— d
a) iﬁ% r—1 ) xlg(lJ 3r +senzx
r—1
e) h'n% c
2 T—> €T
_ In(x —
b) 1111}16(x 3) Z(“" 3) £ 1 &2
o L= :rlir(l) x2
In(z — 1 24 1)e”
o 1 n(z—1)+x g) lim (x+1)e
r—2 xr — 2 r——1 ;EQ —1
Ejercicio 7 Calcule los siguientes limites
a) lfm e’ + 3 d) lim ze™
z—+oo 22 + 7o — 1 pree
b lim 2@ e) lim (1 — 27)®
T—+00 \/5 z—0t
In’ ‘
c) lim v (z) f) lim 2@
r—+oo T z—07t

Ejercicio 8 Calcule los siguientes limites

, 1 1 Z. T
)y ) Jim o) " 1)
1
b) lim (sen(7x) + 22%Inx) d) lim ()
z—0t z—0t T

Ejercicios de evaluacién

Ejercicio 9 Mediante los cocientes incrementales correspondientes, decida si
las siguientes funciones son derivables en el punto indicado.

esen(Swz) -1

) f@)={ =1 STl ena=1
—3r six=1

sen(7z) + 22%Inx si x>0

b) f(x) = en z = 0.
Tx si <0
4r — 1+ cosx S
c) f(zx) = 3z +senz enz =0.
1 si =0
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Ejercicio 10 Para las siguientes funciones, encuentre a para que f resulte
continua. Para el valor de a hallado, decida si la funcién resulta derivable en
el punto indicado.

—1
4r — 10+ 6y/x Gzl
a) f:(0,400) =R, f(x) = r—1 enz=1.
a stz =1
( 6x) —
5cos(6z) — a S0
b) f(z) = z en r = 0.
L 0 stz =0
(ax + 3 — 3cos(x) S0
c) f(z) = x en z = 0.
L 6 stz =0
Ejercicio 11 Sea
((In (22 —5
—H<I3 ) sixz >3
x_
flx)y=4k stz =0 .
4—4 —
SR s

a) ;Para qué valor de k € R, f resulta continua en x = 37
b) Para el valor de k hallado, jexiste f/(3)7

Ejercicio 12 Sea f : [0, +00) — R definida por
f(x) = 3%0+eos(20) L g 4 In ((4:U + 1)_2) .

Pruebe que f(x) # 1 Va > 0.

8% + a (1 — cos(x))
e’ —1

six#0
Ejercicio 13 Considere la funcion f (z) =

0 siz=0

Encuentre el valor de a para que f resulte derivable en x = 0 y ademas sea

f(0) =3.
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Ejercicio 14 Sea h : [0, +00) — R una funcién estrictamente creciente. Pruebe
que 25 1 35 £ sen(x) Vo > 0.

Ejercicio 15 Pruebe la desigualdad 2% +a2* +224+3> 120 -6, v > 1

Ejercicio 16 Sea f : R — R la funcién definida como

232In(x)  siz >0

flx) =

0 siz <0

Entonces, en x =0
Marque la tnica respuesta correcta:

[J f es continua pero no derivable.
[J f es continua y derivable.
[J f no es continua pero si es derivable.

[J f no es ni continua ni derivable.

Ejercicio 17 Sea f : R — R la funcién definida como
In ()
fay=4 "1

ar —a+1 siz <1

six>1

Entonces f resulta derivable en x =1 para
Marque la tinica respuesta correcta:

1
Oa= -
2
Otodoa eR
1
Ua=—=
2
Ha=1

Problemas y Complementos

Ejercicio 18 Sea R(z) una funcién con 3 derivadas continuas en x = 0 y tal

que R(0) = R'(0) = R"(0) = 0. Pruebe que R(gx) = RB'(C)
x !
0 y z. (Ayuda: use el Teorema de Cauchy 3 veces.)

para algun c entre
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Ejercicio 19 Explique por qué no es correcta la siguiente aplicaciéon de la
Regla de L Hospital.

P4t —r—1 L 3?4221 . bxr+2
lim 5 =lim———— =1im
x—1 ¢ —1 z—1 21 z—1 2

Ejercicio 20 Muestre por qué no es posible utilizar la Regla de L/Hospital
para calcular el limite indicado en cada caso y encuentre el limite por otros

medios
, T +senx
) lim — "
T——+00 T
e ex
b) lim
z—+oo e¥ — e~ %
1
g € z
¢) im ——
z—0t I

Ejercicio 21 Calcule los siguientes limites donde la Regla de L’Hospital no

ayuda.
1
23 sen (—)
a) lim ——*2
z—0 sen xr

b lm LS
Tz—+00 L 4+ COST

Ejercicio 22 Considere f(z) = 4\/x 4 31In(x) — 2, V2 > 0. Pruebe que existe
la funcion inversa f~! y calcule (f~!) (2) ( Observe que f(1) =2.)

Ejercicio 23 Sea f una funcion continua y derivable tal que f(—2) = f(5) = 0.
Puebe que existe un ¢ € (—2,5) tal que f (c) = 200f(c)
Ayuda: considere g(z) = e2%7 f(z).

Ejercicio 24 Sea f : R — R una funcién con dos derivadas continuas tal que

f(0)=2, f(0) = g, f"(0) = 5. Se define h : R — R en la forma
-2
f62) =2 4o
h(z) = b
1 siz=0

’ !/
Calcule 31613% h(xz) y h'(0).
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Ejercicio 25 Considere la funcion f : R — R definida como f(z) = e**+x5+2.
Pruebe que es biyectiva y que f~1(3) = 0. Calcule

-1
i W)
y—3 2y )
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Practica 7: Estudio de Funciones

PRIMERA PARTE: CONSTRUCCION DE CURVAS

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de
las siguientes funciones:

a) f(x) =2+ 72° + 4x d) f(z) = e’

b) f(z) =2— 3 e) f(r) = xe”

0) f(x) = In(® +1)
Ejercicio 2 FEncuentre, si las hay, las ecuaciones de las asintotas verticales,
horizontales y oblicuas (tanto para x — +o0o0 como para z — —o0.) de las

siguientes funciones. Localice en un dibujo, la posicion del grafico de la funcién
con respecto a las asintotas halladas:

) fl) = T2 ) fla) = T2
) 1) = s ) fla) =
) fla) ===

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 3 Encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de
las siguientes funciones:

a) f(x) = 2% ) f@) = 5
b) f(z) =senz en [—m, 7|
¢) f(x) =xlnx g) flz) =z’
1—
d) f(z) = 52 +x3 h) f(x) = 22" — 422
e) fz) = xgi 1 i) flz) = '~
Ejercicio 4 Determine k € R para que la funcion f(z) = Z;:_ki alcance

un extremo local en x = 2. ;Es un méaximo o un minimo local?

Ejercicio 5 Encuentre, si las hay, las ecuaciones de las asintotas verticales,
horizontales y oblicuas (tanto para = — +oo como para x — —o0.) de las
siguientes funciones. Localice en un dibujo, la posicion del gréafico de la funcién
con respecto a las asintotas halladas:

37



Analisis- Exactas-Ingenieria Practica 7

a) f(r) =z +e*senz d) f(z) =22+ V14 22
b) f(z) = zex o 3e”

. ) Ie) = s
¢) f(z) =zIn (e—;)

Ejercicio 6 Determine los intervalos de concavidad y convexidad y localice
los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

a) flz) =2t + 323 + 22 — 1 d) f@):ﬁ
b) f(z)=e™ e) f(x) =ze™

¢) f(z) = V2% — a? f) f(z) =22Inz

Ejercicio 7 Para cada una de las siguientes funciones, halle el dominio, los
intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los extremos locales. Determine
cuéles de ellos son absolutos. Escriba la ecuacion de las asintotas. Determine,
si la cuenta lo permite, los intervalos de concavidad y de convexidad y los
puntos de inflexiéon. Con la informacién obtenida haga un grafico aproximado
de la funcion:

=
|
g
=
&
S~—
!
8
ot
|
Ot
&

Z))?(Z))Zeat_e_x o) f(x) =vzx —2—=>5In(z — 2)
e) f(x)=xnzx p) f(I):x—?)(x—E))%

) fa) =inta ) 0 -

9) f(l'):qﬂ_l r) f(I)—:Ee%

e x? six <1
o msa={ 1
RO s six <0
k) fx) =2*(2 - x)? t) fla) =4 x—1

3r—22 siz>0.
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Ejercicio 8 Determine la cantidad de soluciones que tienen las siguientes

ecuaciones:
7 5 _ 3
a) " +32° +2x4+1=0 o) x =2
b)e* =1—=x (z=1)

Ejercicio 9 Pruebe las siguientes desigualdades:

a)senx <z si x>0
b)e* > 1+

c) xlnx > —1

Ejercicios de evaluacion

24e*
3er +1°

Ejercicio 10 Sea f(x)= Halle la imagen de f.

Ejercicio 11 Sea f(z)=2*Inz.

L,

6

b) ;Para qué valores de k la ecuacion f(z) =k tiene una sola solucion?

a) ;Cuéntas soluciones tiene la ecuacion f(z) =

Ejercicio 12 Determine el mayor valor de k£ para que la desigualdad
22lnx > k,

sea verdadera para todo x > 0.
. . . —8$2+1 9 .
Ejercicio 13 Pruebe que xe < 20 si x> 0.

Ejercicio 14 Determine los valores de ¢ € (0,+00) para los cuales la
ecuacion
eﬁ —_= c’

tiene una tnica solucidn.

Ejercicio 15 Encuentre todos los valores de k € R para los cuales la
dx

ecuacion — = k tiene tres soluciones.
T
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Ejercicio 16 Encuentre todos los valores de k£ € R para los cuales la
. 3 ) .,
ecuacion — =k no tiene solucion.
x

Ejercicio 17 Sea f(z) = (z + 1)3%1*"~5 — 3. Demuestre que para todo
k € R laecuacion f(z) =k tiene exactamente una solucion.

Ejercicio 18 Determine la cantidad de soluciones de la ecuaciéon

/—91: 5 674(175)2+1 —1

2e~
Ejercicio 19 Sea f(x)= 26 1 Calcule la imagen de f.
:L' R

Ejercicio 20 Sea f(z) = 2 — 3z + 5. Pruebe que f(z) > 3 para todo
z > 0.

Ejercicio 21 Determine la cantidad de soluciones de la ecuacion

2
2? —1In (1 +92%) = ~3

6 e4z

Ejercicio 22 Sea f(ﬂ?) = 24——|—32
exr T

Calcule la imagen de f.

Ejercicio 23 Determine la cantidad de soluciones que tiene la ecuacion

2
— +486x = 225
T

Ejercicio 24 Determine todos los valores de a € R tales que la desigualdad

In (4 + 3) < 4z + a es verdadera para todo z > 7T

Ejercicio 25 Demuestre que = — 1 — zy/z no toma valores positivos.

Ejercicio 26 Marque la tnica respuesta correcta.

La cantidad de soluciones de la ecuacion —— = 27 es

0o 01 012 03
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Problemas y Complementos

Ejercicio 27 De la funciéon f : R — R derivable en todo su dominio, se
3

sabe que su derivada se anula en * = —1, r=-3, r=0vy r=3.

3
Ademas se tiene que {x € R: f'(x) > 0} = (—o0,—1)U { 0, y

2
1 1 3
{z e R: fl(x) < 0} = (—1,—5) U (—5,0) U (§,+oo). Encuentre los

maximos y los minimos locales de f.

Ejercicio 28 Sea f :[0,4] — R continua y derivable, tal que el grafico de
la funcion derivada y = f’(x) es el de la figura dada al final del enunciado de
este ejercicio. Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los
extremos locales y los puntos de inflexion de f. Si f(0) = 1 haga un gréfico
aproximado de f(x).

Gréfico de f'(x)

o~ N\
1 2 3 2

Ejercicio 29 Sean las funciones f(z) = ¢” y g(z) = Inz. Pruebe que
existe un tinico ¢ > 0 donde los graficos de ambas funciones tienen rectas
tangentes paralelas en el punto de abscisa = = c.
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SEGUNDA PARTE: OPTIMIZACION

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 30 Para cada una de las siguientes funciones, analice la existencia
de extremos absolutos donde se indica:

a)f(x) =3z+1 , [-1,3]
) fe)=a?~1 ., L1 ) fr) =" (0.2
1
W@ = ooy o B NI@) = 12 (00, +0)
d)f(f)zgv_l , [0,2], z#1 g) f(z) =sen(2z) , [0,7]
Ejercicios de evaluacion
Ejercicio 31 Sea f:[—4,7] - R definida como f(z) = ﬁ Halle

los valores maximo y minimo absolutos de f.

729
4(x — 2)

puntos en los que f alcanza su méximo y su minimo absolutos.

Ejercicio 32 Sea f(x) = + (z —2)? con =z € [3,11]. Halle los

4
Ejercicio 33 Sea f:[l,4] - R definida por f(z) =— — % + 7. Halle el
r oz

maximo y el minimo absolutos de f.
T+5

Ejercicio 34 S =
jercici ea f(x) g

en los que f alcanza su maximo y su minimo absolutos.

con zx € [—10,0]. Halle los valores de =z

o2 18
Ejercicio 35 Sea f(z)= (6—z)e® > con z € [0, E} Halle los valores

de z enlos que f alcanza su méximo y su minimo absolutos.

80
Ejercicio 36 Sea f(r)=15z+ — con x € [1,3]. Halle los puntos de ese
x

intervalo en los que f alcanza su maximo y su minimo absolutos.

1 V2r —4
Ejercicio 37 Sea f: [2,;1 — R definida por f(x) = VAT TR Halle
x

los valores méximo y minimo absolutos de f.
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-5
Ejercicio 38 Sea f:[10,18] — R definida por f(z) = ﬁ Halle
7 _

los valores méximo y minimo absolutos de f.

2
Ejercicio 39 ;Para qué valores de k la ecuacion +/x — 3e” 9 = k tiene
solucion en el intervalo [3,12]7

Ejercicio 40 Demostrar quesi 0 <z <9 vale que —128 < /z(2*>—80) < 3.
i Para qué valores de z € [0,9] vale la igualdad?.

Ejercicio 41 Sea f:[—3,1] = R dada por f(z)= z?¢®. El valor maximo
de f en ese intervalo se alcanza en x =

0 -3 -2 ao 01

Problemas y Complementos

Ejercicio 42 Se quiere ahorrar el maximo de material al hacer un tanque
recto de base cuadrada y sin tapa, de manera tal que el volumen sea de 32 m3.
Halle las dimensiones del tanque. Haga lo mismo pero ahora con tapa.

Ejercicio 43 Determine las dimensiones de un rectangulo de area 169 cm?
que tengan la diagonal de menor longitud.

Ejercicio 44 Por el punto (2;1) pasan rectas que determinan tridngulos al
cortarse con los semiejes positivos. Entre estas rectas, halle la que genera un
triangulo de &drea minima.

Ejercicio 45 Pruebe que entre todos los ntimeros positivos = e y que
satisfacen 2% + y? = 100, la suma es maxima cuando = =y.

Ejercicio 46 Considere el recinto delimitado por el grafico de f(z) = /z,
el eje de las = y la recta x = 4. Se inscribe alli un rectangulo de vértices
A= (z;0), B=(4;,0), C = (4f(z)) y D = (z;f(x)). Halle el de area

méxima. jHay alguno de area minima?

Ejercicio 47 Considere el grafico de la funcion f(z) =ze™ |, 0 <z < +00.
De entre todos los triangulos de vértices (0;0), (z;0) y (x; f(x)) encuentre
el de drea méxima.

1
Ejercicio 48 Sea f(z) = e2*'! <x2 —Tx + 3 ) Encuentre todos los puntos

para los cuales la pendiente de la recta tangente al grafico de f resulta
minima.
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Ejercicio 49 Para cada x € [0, 1], la recta tangente al grafico de
f(z) = v/4—2x forma, con los ejes coordenados una tridngulo rectangulo.
Halle el de menor area. ;Existe un triangulo de area maxima?

Ejercicio 50 La lata de una gaseosa tiene una capacidad de 354 cm3. Si
el costo del material de la tapa es el doble que el del resto de la lata, ;como
deben ser las dimensiones de la lata para que el costo del material sea minimo?
(Suponga que la lata es un cilindro).

Ejercicio 51 Sea f:[—1,8] — R definida por f(x)= gxg — 5. Pruebe

que f no es derivable en x =0 y halle todos los extremos absolutos y locales
de f.
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Practica 8: Teorema de Taylor

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Calcule las siguientes derivadas

a) f(x) = sen(z), FO @), [T (x)
b) flx) = e, FU @), fEO ()
¢) flx)=e", FeO(x)

d) f(z)=In(z+1), fY(x)

¢) flx)=5z"+8x, fO(x), [P (x)

Ejercicio 2 Sea f(x)=In(z+ 1). Encuentre un polinomio p(z) de grado
3 tal que p(0) = f(0), p'(0) = f'(0), p"(0) = f"(0) y p"(0) = f"(0).

Ejercicio 3 Calcule el polinomio de Taylor de las siguientes funciones hasta
el orden indicado en el punto dado.

a) f(x) = _— orden 5 zo=0
b) f(x) =senx orden 4 29g=0
c) f(x) =senx orden 5 g =0
d) f(x) =cosz orden 5 29=0
e) f(x) =lnzx orden 4 o =1
) f(z) = orden 3 ro =4
g) f(x)=¢€" orden 5 x9 =10
h) f(z)=(1+x)° orden 6 zo =0
Ejercicio 4 Compruebe que el polinomiio de Taylor de orden n de la
funcion f(z) =e* es p(x) = 14+ = —i—x—Q—i— z —|—...+£.
2 3l n!

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 5 Obtenga el polinomio de Taylor de orden n de las siguientes
funciones en x5 = 0.
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1
_ =In(1
e)f(:l:)—l_%_2 f) f(z) =In(1+x)
Ejercicio 6 Sea ¢(x) = x* — 823 — 42 + 3z — 2.

a) Halle los polinomios de Taylor de g en xy = 0 de orden 1 a 6.

b) Haga lo mismo, sin hacer las calculos, para

p(x) =2+ 2" + 2% +2° + 2+ 1.

Ejercicio 7 Si el polinomio de Taylor de f deorden 5 en z =2 es

p(z) = (v —2)° + 3(x — 2)* + 3(x — 2)* - 8

caleule f®(2) y f”(2). ({Se puede conocer el valor de f(6(2)? ;Cuanto vale
f©)(2) si el polinomio p es de orden 77

Ejercicios de evaluacién

Ejercicio 8 Los polinomios de Taylor de orden 4 en x = 2 de las funciones
f y g son, respectivamente

p(z) = —2+3(x—-2) -3z -2+ (2-2)%y q(z) =5+ 12(x —2)* = T(z —2)*

Halle el polinomio de Taylor de orden 2 de t(x) = f(z)g(x) y s(z) = J@)

g9()
en r = 2.

Ejercicio 9 Halle los valores de a y de b de modo que el polinomio de

3
Taylor de orden 2 de f(x)=aln(1+bx) en =0 sea p(x)=2z+ 53;2‘

Ejercicio 10 Determine los valores de a y b para que el polinomio de
Taylor de
f(z) =In(1+4z) + az® + bz

en xr =0 empiece con la potencia de x de exponente lo més grande posible.

Ejercicio 11 La funciéon f(z) = /ax + 1 tiene como polinomio de Taylor
deorden 2 en z=0 a
7 4

p(:p):1+5x—?x.

Halle los valores de a y de n.
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Ejercicio 12 La funcion f satisface la ecuacion (5z + 1)f'(x) + f(z) =1
y f(0) =2. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 5 en z = 0.

Ejercicio 13 Sea f(z) =+ar+1 y p(z) =1+ 2z + bx?. Determine los
valores de a y de b para que p(x) sea el polinomio de Taylor de f de orden
2 en zg=0.

Ejercicio 14 Se sabe que la funcion f(z) cumple f”(z) = /322 + bz + a+7

y que su polinomio de Taylor de orden 2 en zyg=1 es
p(x)=2—T7(x—1)+4(z — 1)

Halle el valor de a y calcule el polinomio de Taylor de f de orden 3 en
To = 1.

Ejercicio 15 Sea f(z) = 3+ (z + 2)e*. Halle a € R sabiendo que la
recta tangente en (0; f(0)) tiene ecuacion y = 54 10z. Calcule po(z) el
polinomio de Taylor de orden 2 en zy =0 de f.

Ejercicio 16 Sea g(z) =1 — 3z + y/f(x). Si el polinomio de Taylor de
orden 2 en o =0 de g es p(z) =2 — z+ 3z% halle el polinomio de
Taylor de orden 2 de f en zy=0.

Ejercicio 17 Sean f(z) =a2?lnz+azx+b yp(x) =3+5(x—1)+c(x—1)?
su polinomio de Taylor de orden 2 en zy = 1. Halle los valores de a, b y
c.

Ejercicio 18 El polinomio de Taylor de orden 3 en xy =0 de f es
p(xr) = =7+ 9z — 62% + 62°. Halle el polinomio de Taylor de orden 2 de

g(x) =V ['(x) + f(x) en xo=0.

Ejercicio 19 Sea g(z) = 2—5x+ 1/ f(x). Si el polinomio de Taylor de orden
2 en 29 = 0 de g es P(x) = 3 — 2z + 422, hallar el polinomio de Taylor de
orden 2 de f en o = 0.

Ejercicio 20 El polinomio de Taylor de orden 2 en xy =0 de f(z) =
cos (3z+m) es p(z) =

9 9 9 3
0 —1— =22 O —1-— Zx? O —1+4 =22 O — —x?
23: 3x+2x +2x x+2x

Ejercicio 21 Sea p(x) =1 —x + 222 el polinomio de Taylor de orden 2 en
zo=0 de f. Si g(z)= f*(z) entonces ¢"(0)=
L 20 L2 G ] 10
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Problemas y Complementos

Ejercicio 22 Sea f(z) =In(l+z) ysea p(x) su polinomio de Taylor de

orden 3 en xy = 0. Demuestre (usando el Teorema generalizado del Valor
— (4)

Medio (teorema de Cauchy)) que /(@) 4p(w) _J 4'(0) para algin valor de
T !

centre 0y x.

Ejercicio 23 Escriba la expresion del resto en cada caso:

A

a) ex:1+x+§+§+I+R4(x)
3 2P

b) senx:x—§+a+R5(:L‘)
3 ad

c) senx:x—a—i-a—l—]i’(j(x)

Ejercicio 24 Para la funcion f(x) = cosx

a) Obtenga el polinomio de Taylor de orden 4 py(x) en zy = 0.

1
b) Escriba la expresion de Ry (5) .
) Prueb R L < ! < 0,0003
¢) Pruebe que | Ry { 5 )| < o5y <0,

Ejercicio 25 Se quiere aproximar /e :

a) Pruebe que el polinomio de Taylor de orden 5 en =0 de f(z)=¢€" lo
1

consigue Ccon un error menor que

174960

b) ;De qué orden hay que tomar al polinomio de Taylor de la misma funciéon
para que el error sea menor que 1077 (use que e < 3).

Ejercicio 26 Utilice el polinomio de Taylor de orden 4 en zy = 0 de
f(x) = senx para aproximar el valor de sen (0,25) y dé una cota para el
error que se comete al tomar esta aproximacion.

Ejercicio 27 Sea f(z)=xInz.
a) Halle el polinomio de Taylor p de orden 3 de f en z = 1. Escriba la
expresion del resto.

b) Estime, acotando el resto, el error que se comete al calcular f(1,5) por
medio de p(1,5).
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Ejercicio 28 ;Cuéntos términos es suficiente tomar en el desarrollo de Taylor
en © =0 de f(x)=e" para obtener un polinomio que aproxime a dicha

funcion en todo el intervalo [—1,1] con un error menor que 107* ? Use el
polinomio hallado para encontrar las primeras tres cifras decimales del ntimero
e.

Ejercicio 29 Sea f(x) = In(1+4z). ;De qué orden hay que tomar el
polinomio de Taylor en z = 0 para poder calcular In(1,15) con un error
que no supere a 0,0017

Ejercicio 30 Halle un intervalo que contenga a = =0 tal que la diferencia
entre
2 at
a) cost y 1— o + 1 sea menor que 5,107°.
b) senx y x sea menor que 1073,

Ejercicio 31 Sea f(z) =1+ 3z +senz. Escriba p(z), el polinomio de

Taylor de f deorden 4 en x =0 y calcule, estimando el resto, el error que

1

1
se comete al calcular f (5) con p (5)

Ejercicio 32 Calcule el polinomio de Taylor de orden 2 en z = 0 de
f(z) = v/1+x. Estime el error que se comete al calcular los valores de la

1
funcion por medio del polinomio hallado cuando —3 <z <l
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Practica 9: Integrales

PRIMERA PARTE: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Halle, en cada caso, la funcion area bajo la curva entre 0 y .
Compruebe que A" (z) = f(z).

< R ---------------- - <
™ . ™
S E > o
- — : - —
o >~ o
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
X X
< -
o
> ~ T
— - .
° >~
T T T T

Ejercicio 2 Se sabe que las funciones f y ¢ son integrables y que

4

a) /_Z (3f(x) —4g(x)) dx = 23, / g(x)dx =7. Calcule /_43 f(z)dx

-3

b)/1 2 f(x) de =5, /1 g(x) de ="7. Calcule /1 (f(z)+29(x))dz

Ejercicio 3 Calcule las derivadas de las siguientes funciones

x 5 sen(x)
a) A(x :/ e Vdt D :/ Y
) A(z) 1 d) D(z) A dy
% senu NG
b) B(z) = /0 1+u du e) E(x) = /0 cos(t?) dt

Jz
c) C(x):/o V1t dt
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Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 4 Sabiendo que
a) la funcion continua f satisface / f(t) dt = 2*(1 + ), calcule f(2).
0

2

b) la funcion continua g satisface / g(t) dt = 2°(1+z), = > 0, calcule
0
9(2)-

Ejercicio 5 Calcule las siguientes integrales usando la Regla de Barrow y las
propiedades de linealidad de la integral.

a) /033@; ~9) da ) /:m (sena — cosz) da

b)/2 (2 + 2z) da d)/064 (2ve + V) dx

-2

Ejercicio 6 Usando el Teorema Fundamental del Célculo, compruebe las si-
guientes igualdades y calcule, en cada una de ellas, el valor de K.

Toodt 2
a =-V3r+5+ K
)/0 V3t+5 3

T cost 1
b —  dt=-In(|3+2 K
)/o 2sent + 3 2 n (|3 +2senzl) +

Ejercicio 7 Halle en cada caso, una funcion f(z) que satisfaga

) f(x) =2 ) fia) =
b @) = £ ) =

) f(z) = sen(z) 9) f'(a) =z +a°
d) f'(z) = cos() h) f(z) =3z + g

Ejercicio 8 Encuentre en cada caso, una funcion G(z) que satisface
a) G'(r)=6x+1, G(1)=3
b) G'(z) =6z, G'(1)=3,G0)=1

¢) G (x) = x +sen(z), G'(0) =G (0) =G(0) =5
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Ejercicio 9 Calcule las siguientes integrales

a) /4x6dx c) /01 VT (32 + V) d

b) / sen(z — 1) da d) / CZ‘fo

Ejercicios de evaluacién

Ejercicio 10 Encuentre el polinomio de Taylor de orden 3 en x = 0 de

fla) = /O (1+6)*In(1 +1) dt.

Ejercicio 11 Sea f : (0,+00) — R derivable tal que para cada z € (0, +00)
se verifica que

(22% + 32) f(x) = e * T + / o f(t) dt
1

Calcule el polinomio de Taylor de orden 2 de f en xzq = 1.

Ejercicio 12 Halle una funciéon f : (0,4+00) — R derivable que satisfaga la
ecuacion integral

v 1
of() =o'+ 1+ [ re)dt f1) =3
1
Ejercicio 13 Halle una funcién continua g tal que

Inz
1 ~|—/ g(e") dt = 2* +In(x), = > 0.
0

2x
Ejercicio 14 Si / f(t)dt = 2* +k con f continua, halle k& y f(z).
0

52



Analisis- Exactas-Ingenieria

Préactica 9

Problemas y Complementos

Ejercicio 15 Considere las funciones

1 si0<t<2

ft) =
3 si2<t<4

t si0<t<2

g(t)=

2 si2<t<A4

xT

a) La funcion f no es continua ;jlo es F'(x) = / f(t) dt?
0

b) La funciéon g no es derivable jlo es G(z) = / g(t) dt?
0

SEGUNDA PARTE: METODOS DE INTEGRACION

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 16 Usando el método de sustitucion, calcule las siguientes integrales

2) / (3 +1)? da
0 [ 55

B
0 [

e) / e dy

/) / e dr

9) / sen(x)cos? (z) da
0 [ e

w/2
) [y,
x/4 Sen (x)

. 621 d

k:)/ ° _dx
1+4e”
) /asxdx

m) / sen (cos(x)) sen(w) dx

n) /041fﬁdx

) /1 4z d
0 —dx
0 \4/ 5— 21’2
/2
P) / cos’t dt
0

q) /01de
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(1+1Inz)? (x4 1)
—d v ———dx
") / ’ ) 2 Vai+2x+3

X
s) | \/(3z+5) dz w) [ —I T g
)/ ( ) ) Va3 +3x+1

t) / (x — 1) Va? — 2z dx y) / 23”1 da

w) de z) /Oﬂ\/(l—l—cosa:)g’senx dx

Ejercicio 17 Aplique el método de integraciéon por partes para calcular las
siguientes integrales

a) /xlnxdz f) / 2% cos zdx
0

b) / In xdx

1 9) / rie*dx
c) / x sen xdx
d) / xe®dx

T w/2
e) [ —dx i) / cos’t dt
et 0

h) /exsenmd:ﬂ

Ejercicios de evaluacién

1
Ejercicio 18 Si llamamos [,, = / x"e” dx pruebe la formula de reduccion
0

I,=e—nl,_

Ejercicio 19 La funcién f tiene derivada continua y cumple

/2
/ f(z)sen(z)dr =4y f(—n)=3.

w/2
Calcule / f'(z) cos(x) da

—T
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2

Ejercicio 20 La funciéon f satisface f(z) = 5z f (z). Si / f(t) dt = 12,
0

calcule f(2).

3x
Ejercicio 21 Encuentre una primitiva F' de la funcion f(x) = 4i 5 que
e X
satisfaga F'(0) = —31n(4)
S . w37 : :
Ejercicio 22 Halle una funcion f : {Z, I} — R con derivada continua que

satisfaga la ecuacion integral

f(z) = 3sen’(x) + ﬁx £ (t) cos?(t) dt

8
Ejercicio 23 Si f es una funcién continua tal que / f(/x)dr =9, en-
1
2
tonces / 2 f(t)dt
1

Marque la tnica respuesta correcta.
0 =9 0 =27
U =3 [J no alcanzan los datos

Ejercicio 24 Marque con una cruz la tinica respuesta correcta. Dada la funcién

3 11
t—2
continua f, ponemos A = / f(x)dxy B = / f(T)dt7 entonces es cierto
2 8
que

OA=3B U3A=B

OA=18B [J Ninguna de las anteriores

Problemas y Complementos

Ejercicio 25 Calcule las siguientes integrales usando el método de fracciones
simples

2 / @-1)4(1;—2) a C) / $;2+—21$ e

20 + 1
b) /x2_4dx
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2lnz )
si0<z<1
Ejercicio 26 Considere la funcion f (z) = 3z
4 sixz > 1

a) Calcule /1 f(x)dx

k
b) Determine el valor de k& > 0 para el cual / f(z)dz = 35.
e—3

1
Ejercicio 27 Calcule / xvVx + ldxr de dos maneras :
0

a) Usando el método de integracion por partes.
b) Haciendo la sustitucion t = v/ + 1.
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Practica 10: Aplicaciones de la Integral

Ejercicios de evaluaciéon

Ejercicio 1 Calcule el area de la regiéon comprendida entre los graficos de
las siguientes curvas:

) f@) = (1 =), e, cjey,
g) f(x) =senz , ejex, x =0, x =2m.
h) f(z)=2*>—4, eje x.

(ZE):JZ?)? ejey , y=2T7.

f
j) f(x) =€, y=In5, ejey.
1
k) f(z) =lnz ,ejex, v=—, z=e.
e

Ejercicio 2 Determine ¢ > 1 de modo que el &rea de la region limitada por
el grafico de f(z) = 2@ y g(x) = e 25 y la recta de ecuacién y = ¢
sea igual a 1.

Ejercicio 3 El area de la region limitada por los rectas y = ax , y =a? y

el grafico de f(z) = 2? es igual a 5 Calcule el valor de a.

Ejercicio 4 Determine el area de la region limitada por el grafico de

f(z)=—, x>0 y las dos rectas que unen el origen de coordenadas con los

1 1 .
puntos del grafico 2;5 y 5;2 , respectivamente.

Ejercicio 5 Calcule el area de la region comprendida entre el eje x y el
grafico de f(z) =In(32 —5) para 11 <z < 16.

Ejercicio 6 Calcule el area de la region limitada por el eje de las z y por
los graficos de f(z) =1—2* | g(z) =1— 42
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Ejercicio 7 Halle el area de la region comprendida entre los gréficos de

fla) = v gle) = ——.

2+ 1
Ejercicio 8 Calcule el area de la region encerrada entre el grafico de

fl@) = 2(vo - 1)(Vr—4) yelee .

Ejercicio 9 Calcule el area de la region comprendida entre los graficos de
f(zr)=4x+5—¢e%* yde g(zr)=4xr—3 para 0 <z <Iné6.

Ejercicio 10 Calcule el area de la region comprendida entre los graficos de
flx) =ze* y g(a) = ze™*?.

Ejercicio 11 Calcule el area de la region comprendida entre el eje x y el
grafico de f(z) = (2?2 —5)Inx para e ! <z <e.

Ejercicio 12 Halle el area de la region comprendida entre el grafico de
9
flz) = -t

9
10—2 y la recta y = 10.

Ejercicio 13 Calcule el area de la region encerrada entre los graficos de
f(z) =3zInz y g(z)=(x+8)Inz.

Ejercicio 14 Encuentre las funciones que satisfacen las siguientes ecuaciones

diferenciales
@BM@WWMW@=%,MF1
b) f'(x) +22f(x) =0, f(0) =3
&) /() = (% —senx) f2(z) , £(0) =4
d) (1+22)f'(x) = 8 f(x) , f(0) =3
¢) f(x) = 773 + f(x) , (1) = —2
Fl)

Ejercicio 15 Halle f derivable que satisface
(3+ f'(2))e*™ = (z — 6)(3z + f(x))* con f(2) = 0.
Ejercicio 16 Sea f una funcion positiva con derivada continua que satisface

mhﬂﬂﬂm:2/3ﬂﬂw ) =5

0

Halle f(z) para x > 0.
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Ejercicio 17 Halle la funciéon f derivable tal que para = > 0 vale

@ = (3z+ e fa) v f(9) =
Ejercicio 18 Halle f verificando:

f"(x) = 9vx + cos (rx) v f(1) = f'(1) = 0.
sen (
Ejercicio 19 Halle f # 0 que satisfaga f2(z / f(t)
4 + cos )
Ejercicio 20 Encuentre una funciéon continua f tal que

x)—l—l—i/xf(t)dt

Ejercicio 21 Para cada n natural se define a,, :/ xsen (nz) dx.
0

NIE]

Calcule a,,.

Ejercicio 22 Halle una funcion f que satisfaga e 3% f'(z) = x+/f(2),

£(0) = 4.

Ejercicio 23 Marque la tnica respuesta correcta: el area de la region del
plano limitada por y =x—2 , =4 ,eleje = yeleje y se obtiene
calculando:

D/04(a:—2)dx D/04(2—x)dx
El/:(m—Q) d:p+/24(2—x) dz D/O2(2—x) d:p+/24(x—2) dz

Ejercicio 24 Marque la tnica respuesta correcta.
El area de la region comprendida entre la recta y = —2x + 6 y el gréafico de

fla) = —=

2

(f(z)+22—6)dx

1 se obtiene calculando

2

(—f(2) = 20+6)da

]
wm\

O

|
wm\

D/O(—2x+6—f(:c))d:c D/O(f(af)—i-Z:c—G)dx
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Problemas y Complementos

Ejercicio 25 La temperatura de un cuerpo que se enfria, cambia a una
tasa que es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la
temperatura ambiente. Asi, si C(t) es la temperatura del cuerpo en el tiempo
t y a eslatemperatura ambiente (a la que supondremos constante) se tiene

C'(t) = —k(C(t) — a)
en donde k > 0 es la constante de proporcionalidad.

a) Halle todas las soluciones de la ecuacion en términos de k, a y la
temperatura inicial C(0) = Cj.

b) Pruebe que C(t) — a cuando t — +oc.

¢) Siun cuerpo inicialmente estd a 26° y una hora después esta a 24°,
jcual es la constante de proporcionalidad si la temperatura ambiente es
de 22°7.

Formulas ttiles:

b
Volumen del solido de revolucion = / f(z) dx

b
Longitud de arco = / V1+(f(2))? dx

Ejercicio 26 Halle el volumen del sélido de revoluciéon obtenido al rotar
alrededor del eje z la parabola y = 322, con 0 <z < 3.

Ejercicio 27 Halle el volumen del s6lido de revoluciéon obtenido al rotar

1
alrededor del eje el grafico de la funcion f(z) = —, con 1 <z < 4.
T

Ejercicio 28 Calcule la longitud del arco de las siguientes curvas:

2
ay =215 , 0<z<11 b)yz%—%, 1<z<2
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Practica 11: Series

Ejercicios introductorios

Ejercicio 1 Escriba el término general de las siguientes series

I R gr1ee 1248
3 5 7T 9 39 21
b)1+1+l+i+i+... d)1+1+1+i+1+1+
37 15 31 2 6 12 20 30 42

En los casos que la serie sea geométrica o telescopica, escriba la expresion de
las sumas parciales y calcule la suma de la serie.

Ejercicio 2 Calcule la suma de las siguientes series, en caso de que sean
convergentes.

=1 > 2
) D g d>zm

n=1 n=1

> 3n_|_4n+1
b)Y €)

2
n=0 n=4
g R =3\
DY " %(6)

~1+2" 35

Ejercicio 3 Calcule el valor de a > 0 para que E te T
an

n=0

Ejercicios de entrenamiento

Ejercicio 4 Decida si cada una de las siguientes series es convergente o
divergente:

) 34 (=)
)3 Ny e

n=1

s | - ,
Q1D D Q)Zm

n=1 n=1
- n®+1 . 2+ sen® (n)
- h s

C);4n4+5n—1 ); 2" + n?

“n = n!
d — ' —_—
);Sn Z)Z(n+2)

> 1\" S~ Vn?+/n
6)2(1+E) ])z}n2+n+1

n=1 -

61



Analisis- Exactas-Ingenieria Practica 11

Ejercicio 5 Use el criterio integral de Cauchy para estudiar la convergencia
de las siguientes series:

Z lnn > 1
— d
@) n ) Z nlnn
n=2 n=2
b) 1 ) Inn
Inn — n?
n=2 n=
> 1 . n
2 Z n?lnn 1) en?
n=2 n=1

Ejercicio 6 Use el criterio de la raiz o del cociente, segiin convenga, para
determinar la convergencia o divergencia de las siguientes series:

)3 ) 3o

D501 D ()
c) nio ((;LB; 9) g:lln22
2 i 37::! n) i 2;:!

Ejercicio 7 Determine la convergencia o divergencia de las series que siguen.
En caso de convergencia, decida si ésta es absoluta o condicional.

) Zl cos (n+ 1) ) Z(_l)n (2;n++1(1)0>n

— nd+1 —
b) 2%(—1)"“F% e) S (-1)" 17”
) 24304 5n ; ( )
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Ejercicios de evaluacion

Ejercicio 8 Encuentre todos los valores de x € R para los cuales cada una
de las siguientes series es convergente. Indique para qué valores la convergencia
es absoluta y para qué valores la convergencia es condicional.

o0 " o0 n
— " - w1 (2 —1)"
b) Z% Y (-1 -
n=1 n=1
> 2t = on+1
-1 n 2n+1
) 20 92
e .. e 2nx3n+1
d) Zn x h) o
n=1 n=1

Ejercicio 9 Halle el radio de convergencia de las series
= 2"n! = (n!)?
a) ) e D) D G

n=1 =0

x2n+3

3

Ejercicio 10 En cada una de las siguientes series, encuentre todos los va-
lores de = € R para los cuales es convergente. Indique para qué valores la
convergencia es absoluta y para qué valores la convergencia es condicional.

a) i(_lnﬁ b) i%
0) 3 ";jn d) 3 (%%3)”
n=0 n=0
9) 2 (W — \/ﬁ) g h) i (1 + %)nQ (z—2)"
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(14 a)"

Ejercicio 11 ;Para qué valores de a € R la serie Z
n

(z —2)"
n=1
tiene radio de convergencia igual a 27

Ejercicio 12 Encuentre todos los valores de z € R para los cuales la serie
o0
Z 4"(3z — 1)" es convergente. Para los valores hallados, encuentre la suma

de la serie.

nP

Ejercicio 13 Halle los valores de p > 0 tales que la serie Z
. /n7

convergente.

Ejercicio 14 Encuentre todos los valores de x € R para los cuales las
siguientes series son convergentes.

0) (1 By gy IR
00 (TL+ 1)n+1 an n + 1 .
b) ; O Z W —7)

= n+2 n (x —5)
V2 Gar e a9 ) ;m

n=1 n=1
d) i?" n nm” -4l

= n+1 Zl
)i 32 (z — 5)" =\ n? :U—|—2"+1
e

—~ (n+1)(n+4) —

Ejercicio 15 Halle el radio de convergencia de la serie

2

2(1—%) (z—7)"

—4)"
\/ 2n+1
de convergencia sea igual a 2. Para el valor de a hallado, encuentre todos los
valores de z € R para los cuales la serie es convergente.

Ejercicio 16 Dada la serie Z hallar @ > 0 para que el radio
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o
.. . n!
Ejercicio 17 La serie E — con p > 0 converge para
n
n=0

Marque la tinica respuesta correcta

Utodop >0 0 <p<1ydivergesip>1

Uningtn p > 0

= [ n )
Ejercicio 18 S 1 ies A = —_ B = —_.
jercicio ean las series ; Tl y ; FUT

Entonces

Op>1ydivergesi0<p<1

[0 A diverge y Bceonverge
0 Ay B divergen

0 A y B convergen
[0 A converge y B diverge

Problemas y Complementos

- 1
Ejercicio 19 A partir de la identidad Zx” =1 || <1 , deduzca
-z

n=0
las siguientes formulas:
2 .4 2n 1
a) 1+ +2* + .+ + = ——, |z <1
1—2z
b) I+$3+$5+...+I2n+1+...:% , zl <1
11—z
2 3 4 n .1 1
c) l—x+x—a+a*+. 4 (-1)"2"+.. = ——, |z| <1
1+
d) 142z +42® + ...+ 2"2" + ! |\<1
x+4z°+ ... a4 .= x| < =
1—2x"’ 2
1 ) )
—  sin esimpar
Ejercicio 20 Sea a, = Ti . Pruebe que la serie alternada
3 si n es par

oo
Z(—l)”“an es absolutamente convergente.

n=1
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Programa

Analisis Matematico Ciencias Exactas e Ingenieria (66)

Unidad I: Numeros reales. Funciones

Numeros reales. Propiedades bésicas. Representacion sobre la
recta. Supremo e infimo. Funciones. Definicién. Funciones reales. Do-
minio e imagen. Grafico. Funciones elementales, algebraicas y tras-
cendentes. Composiciéon. Funcién inversa. Representacion de curvas
en forma paramétrica.

Unidad II: Sucesiones

Sucesiones. Nociéon de limite. Propiedades. Sucesiones monoto-
nas. El nimero e. Otros limites especiales. Introduccion a las series
numeéricas.

Unidad III: Limite y continuidad

Nocién de limite funcional. Célculo de limites. Algebra de limites.
Limites laterales. Limites infinitos y en infinito. Asintotas.

Continuidad. Propiedades. Funciones continuas en intervalos ce-
rrados. Aplicaciones al calculo de ceros de funciones. Ejemplos de
métodos numéricos elementales.

Unidad IV: Derivadas

Nocién de recta tangente a una curva. Velocidad. Definicion de
derivada. Derivada de funciones elementales. Reglas de derivacion.
Regla de la cadena. El Teorema del Valor Medio y sus aplicaciones.
Regla de L'Hospital. Aproximacion lineal. Diferencial.

Estudio de funciones: crecimiento, decrecimiento, extremos, con-
cavidad, convexidad, puntos de inflexién. Trazado de curvas. Pro-
blemas de maximos y minimos.

Polinomio de Taylor y de Mac Laurin. Aproximacion de funcio-
nes. Estudio del error.

Aplicaciones al calculo de ceros de funciones: método de Newton-
Raphson.

Unidad V: Integrales

Particiones. Integral superior e inferior. Integral definida. Pro-
piedades. Calculo aproximado de integrales.

El Teorema Fundamental del Calculo. Regla de Barrow. Célcu-
lo de primitivas. Los métodos de sustitucion y de integracion por
partes.

Aplicaciones al calculo de areas, volumenes de revoluciéon y lon-
gitud de curvas.
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