Introduccion

El objetiva de este libro es acercar al alumno del CicLo Basico CoMUN
(CBC) un extenso material de estudio hecho con seriedad y profesionalismao,
para que pueda servirle de guia para una mejor eomprension de las practicas.

Se ha tenido especial cnidado en no utilizar en la resolucian de los ejerci-
cios mas recursos tedricos que los disponibles por el alumno segin el crono-
grama de actividades. Asimismo se pretende ofrecer una presentacion del
trabajo que utiliza recursos de alta calidad de imprenta, a los efectos de con-
seguir transmitir las ideas con un maximo de claridad y precisién. Numerosas
notas, griaficas y referencias abundarin en el desarrollo.

En la medida de lo posible se ha buscado para cada ejercicio la solucion
mas simple. En aquellos ejercicios de complejidad superior a la media, que
pretenden introdueir de forma natural en el alumno ciertas ideas mateméticas
muy profundas, encanzandolo para que las descubra por si sélo, se han elegido
siempre soluciones validas gque no disfracen al mismo de sencillez, generando
en el alimno una falsa sensacidn de comprension. A veces es preferible que
este (ltimo se resigne a no comprender todo de momento a que abandone
la cuestion satisfecho con una falsa sensacién de entendimiento, que no es
tal. Generalmente esto iltimo deviene a posteriori en un mal rendimiento en
cuanto a calidad justificativa durante el examen, y con ello mayor probabili-
dad de fracasar.

Uno de los objetivos primordiales de la obra es conseguir que el alum-
no desarrolle su intnicion al maximo y aprenda a transformarla en ideas
matemiticas validas, bien jnstificadas, v atiles para resolver los problemas.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

Ejercicio 5

(a)

Agui se introduce un truco muy importante qie nos acompaiiard en el
futuro. Es truco de multiplicar y dividir per la expresion conjugada de una
suma de raices enadradas. En concreto, si consideramos la expresién ,/a —+/b,
entonces la expresién conjugada de la misma serd /a + +/b. Con respecto a
esta fltima, su expresién conjugada es la primera.

Veremos a continuacion como es que se le puede sacar provecho a multi-
plicar y dividir por el conjugado para limpiar los radicales de un numerador
o denominador, segin se prefiera.

(Va LT V) = (m-ﬁ)ggjg

(Vat+ 1)’ + Vardsyn -~ Vart—vn — (va)
[t 1+ vi)

H+1— f
[ﬁn-l—l—l—,/ﬁ]
1

(Va+ T 40/m)
(b)

Saco factor comiin “»” tanto en
el numerador como en el denomi-

49 a2 L2 -
R+ 3" +n A (n"+3n41) b ot

Pl A (et d)
n’ +3n+1
n+%
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EJERCICIO 7 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

Ejercicio 7

Agui hay que empezar a usar el ingenio, pues estarin de acuerdo conmigo
en qgue a nadie le gustarfa caleular (/2 + v‘ﬁ]d Si-aun no estin del todo de
acuerdo los invito a que hagan la prueba de hacer la cuenta. Probablemente
luego de un rato se deciden a usar el ingenio en lugar de la fuerza brufa'.

Notardn que si damos un poco de vueltas a la formula, la podemos opti-

mizar un poco:
2 10t 4 1 = 2 (2 - 10) 4+ 1 (1)

Teniendo en cuenta gue:
2
(VB+V3) =2+2v2V3 4886 +2\0 2)

Jpara == /2 4 +/3 se tiene que:
10t 1 = At - 10+ 1
_ (2v"ﬁ+s) (Ew’E+5—1u)+1
~ (zu’EH) (*N’E—E)H

2
A (w’ﬁ) _5¥5A
- 940 950 1
0

En la cuenta de mas arriba primero desarrollamoes la formula en virtud
de la ecuacién (1), luego reemplazamos en la formula el valor de +* por
lo que vale segiin la ecuacién (2), en el tercer paso notamos la presencia
de una diferencia de cuadrados®, por iltimo desarrollamos esa diferencia de
cuadrados e hicimos las cuentas.

Como el resultado final nos da cero, concluimos que = = +/2+ /3 es una
raiz de la ecnacién inieial.

'Es un _térming muy usado en la jerga computacional ¥ matemética para denotar a un
algoritmo o razonamiento gque explora todos los casos posibles. Generalmente son los mas
costosos en tiempo.

Recuerden que (a+5) - (o — b) = o — B,
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EJERCICIO 8 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

Ejercicio 8

Para hacer correctamente este ejercicio conviene refresear las reglas para
operar en I con desigualdades. Las reglas basicas a tener en cuenta para
hacer este ejercicio son:

Sean a, b, cen [t

l.a<b=a4+ec<b+tr
2achyec=l=g-a<bh:c

Jhashycsl=ac>hF

Nota: Hay que tener especial cuidado al pasar multiplicando o dividiendo
una expresion euando se trabaja con designaldades va que si fuera negativa
habria que dar vuelta el signo de la designaldad. Peor aun, si la designaldad
fuera estricta v la expresion que estoy pasando pudiera anularse, en el caso
de valer 0 no tendria sentido pasarla dividiendo. Recuerden que la divisidn
por cero s un sin sentido en matemAtica.

(a) (b)

2r <241 = 20<3 25224+ 1 = =2r >3
= I-Eg B pE ——

3 3

- T e | —D, = A [ i ——

T i E] T I: E]

(c)

1 1
2ot = 10= 1B —1 == —g'f—‘b.r (& (—§,+'x:>

*Woten como al multiplicar por un mimero negativo, la desizualdad se invierte.
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EJERCICIO 8 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

(d)

Agui el problema es mas delicado. No podemos pasar 2 — r alegremente
para el otro lado multiplicando porque de antemane no sabemos si el valor
que toma es positivo o negativo. Hay valores de & que haran tal expresidn
positiva v otros que la hardn negativa. Hay dos maneras estéindar de resolver
este tipo de problemas. Les presentaremos ambas para gue elijan la que mas
les guste.

1. Se basa en analizar los casos donde 2 — o = 0y 2 — & < () por separadao.

a) 8i2~ = 0: Hstooeurre = 2 > 0 4+ r < p< 2. De esta manera

> 4a2d(2 -
- (2= 1)

= 25 8 —dr
= i E— 2

= dr =06
6 3
- I - ==
4 2

Recordando gue dentro de este caso x < 2, concluimos gque

3 3
=.N§-i.r-i2¢}-.r (= (5'2)

b) 512 —r=0: Esto ocurre < 2 <0+ < x> 2. De esta manera

<l U =)

R
S T8 —dx
2 dr < 8-—12

— do = 6
o z<83
T 4—2

Recordando que dentro de este caso + = 2, coneluimos
5 3
=2 < pi—
2

Pero esto tltimo es un sin sentido, va que no puede ser a la vez =
mas grande que 2 v mas chico que 1.5, Por lo tanto se concluye
que este caso no aporta solueion algnna al resultado final.
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EJERCICIO 8 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

Luego de haber analizado los casos por separado la solucion global serd
la unién de las soluciones halladas en cada caso. De esta manera se

tiene que:
2 3
=4 =2
2z NS (2 )

2. Esta manera de resolver el problema tal vez agrada mas al piblico en
general, v se basa en una idea muy 1til, que conviene tener presente.
Tan 1til es gue haremos expresa cita de ella a continuacion:

“Un gociente de dos expresiones, digamos bl,—::% verifica:

a) .;E;j = (81 v silo si ocurre alguna de estas dos posibili=

dades:
1) Alr) =0y Blr) =0
2) Alz) =0y Blz) =0
b ﬁéﬂ- < (0 si y s6lo si ocurre alguna de estas dos posibili-
dades:
1) Ax) =0y Blx) < 0
2) Afr) @0y B(r) =0
La misma regla se aplica para el producto de dos expresiones
Alx) - B(r) haciendo la adaptacion del caso.”

Veamos come se aplican estos principios para resolver el problema que
Nos OCUPA.

En principio conviene darse cuenta que gue nuestra desigualdad no esta
comparada con 0 sino con 4. Tenemaos que adaptarla convenientemente
COMmMO primer paso.

2 2
P — 4 =0
A==z 2—x
2 —4(2 —x
P e Gl
2—x
dx — 2
= = 0]
Ty (3)

Ahora que ya tenemos la expresion comparada con 0, por una directa
aplicacion del principio de mas arriba se tiene que:
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dr—G6=0v2—ur
= do=0yr <2

aﬁﬁAAl

4&4

4&4

v
os que reacomodar la desigualdad original para que
esté comparada con () -\‘,‘-T‘E ar 1 y asi poder utilizar a continunacion las

1
S



—2yar=3
ijABS!
= fir en este caso.
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EJERCICIO 10 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

Ejercicio 10

Este es el primer ejercicio donde aparece la inguietante palabra demostrar.
En general los posibles caminos que se pueden tomar para hacer una de-
mostracion son diversos, v dependen de la imaginacién de cada uno. Las
reglas de oro para que una demostracion sea correcta pueden ser’:

1. Dividir el hilo de la argumentacién en pasos.

2. Asegurarse gue entre un paso v el que sigue no hayva errores en las
justificaciones que hagan para pasar del paso en gue estaban al que le

signe,

3. Lo gue se afirma en el primer paso debe ser verdadero.

4. El altimo paso — o por lo menes alguno de ellos — debe ser la con-
clusion a la que desean llegar.

Si siguen esta ldgica les garantizo por lo menos que sus argumentos van a ser
correctos. Y con un poco de imaginacidn: jSe llega a buen puerto!

Para ilustrar el método que proponemos haremos la demostracion que nos
pide este ejercicio.

2
B (v’_ L 1 v’r!_;) > 1« (pueselcuadradodetodentimeroespositivo)

Pyt'=la —23ab 46 > 0 — (desarrollo el cuadrado del paso anterior)
P = at b > 2ab — (despejo en la designaldad anterior)

+ )
T s Vab — Cue es lo que gueria demostrar.

=

s

U

s Sia=bh=1= % =+/1-1 v en este caso vale la ignaldad.
" Sia=1lyb="05= l—lg—‘r’ = %/'1 -5 = la desigualdad es estricta.

En realidad en la mayoria de los casos la desigualdad resulta estricta. jLos
desafio a gque descubran exactamente los casos donde vale la igualdad!

Por lo menos a mi criterio.
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EJERCICIO 11 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

Ejercicio 11

Aqui se presenta el problema de decidir cuando una relacién vale o no en
general. Para mostrar que no vale en general basta con exhibir lo que se llama
un contragjemplo, es decir un par de nimeros que no verifiquen la relacién.
Pero si uno intuye que la relacién si vale en general no basta con mostrar
alpunos nimeros donde la misma valga, hay que hacer una demostracitn. Si el
conjunto de nimeros sobre los que versa la relacion es infinito, no importa que
la hayan comprobado para miles y miles de ellos, siempre existe la posibilidad
de que en alguno falle. Por eso la importancia de hacer una demostracion.

(a)
En este caso no vale en general: x =1 ey =1 = (1+ 137 # 1%+ 1% pues
4 £ 2. Noten como mostrar un contraegjemplo suele ser facil.

(b)
Aquf tampoco vale en general r = ley = 1 = I+ 1 # v1+ 1 pues
V2 #£2,

(c)

Nuevamente es falso; =1 > —2 pero (—1)% < (=2%

(d)

Falso: 17 # { + 1 pues § #2.

(e)

Falso: 0% # 0 pues 0° =0,

()

Falso: Lo mismo que en el anterior, (7 # 0 pues 07 = (.

(g)

Aqui si vale en general pues ¥o & Bl = (.
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EJERCICIO 11 PRACTICA 0 - PRELIMINARES

(h)

Falso: (=17 = —1 < 0.

(i)
Falso: 2" # 1 pues 2" = 1.
§)

Esta es cierta. Para demostrarla hay que recordar dos cosas:

1.
10kt =

100t = (10"

log (.Ffj — Eltlg[.!?jl A, 1[]Ic>g[1-ﬂ:| — sl [-J_[]I-::n!{[::l)f =gt = 2

Noten como en esta demostracion usamos que la funcién 107 es inyectiva.
En general para esta prictica basta que recuerden las cosas del seeundario.

(k)

Esta es verdadera como consecuencia de como se construye-la funcion
exponencial de base » > 00, aunque para hacer una demostracion de este hecho
es necesario recorrer bastante teoria, ineluyendo una definicién razonable de
lo que es la funcién exponencial de base + = (.

Lo que se pretende aqui es que refresquen las propiedades del secundario.
Ya en la practica 1 estarin en condiciones de visualizar mejor esta funcitn
elemental.

0
Esta jamés puede valer en general va que por ejemplo la expresién log [ + 107}
tiene sentido para .- = (0 mientras que 2 + log(z) s6lolo tiene para o == [,
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\ Cara he cer este ejercicio hay que -
tonces la simetria con respecto al e,]
"‘\!‘ 3 la coordenada y de P; para la simet

%l signo de la coordenada = de P; v p 'd la si

Bm

o R

ER:
o &.4

T a= (0. 0) se deben invertir ambas. Es decir:
W
(S4(P) = (~2.9)

S.(P) = (. ~)
S(P) = (—z. —y)







