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Tenemos que analizar dos casos por separado.
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Lo que se hizo es
a, multiplicar ambos lados
por . Como ven aqui nos

< " queda un ;;ABS




EJERCICIO 3 PRACTICA 2 - NUMEROS REALES

Ejercicio 3

(a)

Para hacer este ejercicio hay varios caminos.

Camino 1: Pueden hacer un dibujo marcando los dos intervalos. 5i la op-
eracion es M entonces deben rayar lo gue se comparta. Si en cambio la
operacion es | deben gqunedarse con todo lo dibujado. Creo que el dibujo
que presentamos a continuacion habla mejor que las palabras:

Se aprecia claramente que

/ b RANB S1=134]

01 23 45 6 7 R

Camino 2: Pueden operar algebraicamente hasta llegar al resultado y luego
dibujar. Es lo que se ha hecho en (b) a continuacion.

(b)
g s OI<cs<6=2<c<0b

0 1.2 3 4 5 6 7 R

(c)
Si observan bien, r < 3 y + = 1 corresponde a 1 < r < 3 = (1.3).
Entonces (—oc.3)M(1, +20) = (1.3).

—+—— -
01 2.3 4 5 6 7 R

(d)
Observemos que de nuevo —1 < = < 3 yv_r = 3 es un imposihle. Entonces
[ 1.8) 1 Bad)= .
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0s conjuntos de este ejercicio son diseretos, es decir no se representan en

na continua en la recta real. Valgs mas especifica nte que nuestros
conjuntos estdn formados por puntitos aislados
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EJERCICIO 5 PRACTICA 2 - NUMEROS REALES

Ejercicio 5

Haremos la demostracién por el absurdo. Supongamos que +/3 fuera un
niimero racional. 3
=Jp c My dg€ I“’J,.’Vﬁ=r—

iq
«donde p y g se han elegido de modo que la fraccion £ quede expresada en su
forma irreducible'”.

=3= % v ademds 3 Jp 6 3 fq (por ser la fraccion irreducible) — (6)
i

Aclaremos gue el simbolo “|” significa “divide a” en matemAticas, mientras
que el simbolo * f* significa “no divide a”, de forma tal que la ecuacion 6
dice gque 3 puede expresar como cociente de los cuadrados de dos nimeros
naturales p y g coprimos, de modo que 3 no divide a p v a la vez 3 no divide
aq'l

Ahora p” = 3¢° = 3[p® = 3|p, pues es claro que si 3 divide al cuadrado de
p entonces tamhbién tiene que dividir a p sin haber sido elevado al cuadrado.
iCompruébenlol.

Como 3|p y sabemos gue alguno de los dos no puede ser divisible par 3:

=3 fq (7)

] |1'1'

Ahora; como:
3 p= p=3tparaalgint c M

= 3¢ = p’ = (3!:]2 = of?
= g" = 3t"  jABS! pues el iltimo paso
AN 3| i contradice ([ 77 en la
Aol Nar's
‘ABS! = 3q pagina ??).

Luego: /3 ¢ (, como se querfa probar.
|

0% dice que una fraccidn Emtﬁ expresada en su forma irreducible si p v g no comparten
ningin factor, lo que se suele expresar diciendo que p es coprimo con . Por gjemplo 1a
fracei6n § estd expresada en forma irreducible, mientras que 3 no. La forma de expresar
a la anterior para que quede irreducible es 1. Es claro que simplificando las veees que sea
necesario, cualguier fraccidon puede ser llevada a la forma irveducible.

1 A medida que s¢ acostumbren a la notacitn matematica van a empezar a notar las
ventajas de ntilizar la misma en lugar de eseribic sus significados con palabras. Por eso,
gerfa conveniente que se aprendan la TARLA DE SIMBOLOS que se encuentra 77 en la

pégina 77,
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‘r‘\l‘\ 4 ue el nlimero que se desea aproximar;
?‘an\“ grandes que el nimero que se desea ap!
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EJERCICIO 7 PRACTICA 2 - NUMEROS REALES

Ejercicio 7

(A)

Nota Este es uno de esos ejercicios que requieren poner a funcionar la
maguinaria del axioma del supremo. No se asusten al echar un vistazo a lo
que sigue, al principio cuesta trabajo acostumbrarse al tipo de argumentacian
que haremos a continuacidn, pero es fundamental para comprender hien es-
tas cuestiones. Traten que la intuicidn los guie hacia el camino de la de-
maostracidn. Bs absolutamente fundamental tener la vision sencilla de lo que
estd pasando, pero también es igualmente importante que sepan trasladar
esa intuicion al marco de las demostraciones, sino es lo mismo gque nada.

Observemos que > 1vn € I = 1 < 1¥n e W = 1 es cota superior de
A. Como 1 & A = automaticamente 1 =mdx( 4] = sup(A}): Notemos que el
sup( 1) coincide con el max(A) dehido a que 1 es un elemento de A.

Ademés ¥n € I, sin = 0 = rIT = [0 ya gue el inverso multiplicativo de
cualgquier niimero positivo es a su vez un nimero positivo. Pero entonces 0
es una cota inferior para A.

En realidad 0 = inf(4), pero establecer esto es un poco mas delicado. 5i
bien intuitivamente estoes algo muy visible ya que uno ve que a medida que
toma valores de n grandes, entonces % se va haciendo cada vez mas pequefio,
lo gue se pretende es que se haga una demostracion de este heeho, utilizando
las importantes nogiones que se introducen en esta practica.

Veamos como se hace esto

Tenemos que demostrar que 0 = inf(A4). Segiin la definicién de infimo que
segnramente habran visto en clase y sus equivalencias, esto se hace probando
gue 7 > 03a € A/0 < a <04 Como a es un elemento de A entonces
tiene que ser de la forma a = rIT para algin n € [ Yeamos un dibujo para
clarificar la idea, observen la figura ( 52).

Figura 52:
P wodn epsilon £ 30 s
| i un elemetir de A |
Hiaf i o L ¥
L L L 1
I | I_-' | L
!
0 a £ =0 1

L g
w0

Para £ > (0 por ARQUIMEDIANIDAD Jng€ N tal que ng =>4 =
Pero entonces basta tomar a = ﬁ £ A para que se verifigue [l <a < 04 <.
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EJERCICIO 7 PRACTICA 2 - NUMEROS REALES

(B)

Veamos primero que j' es cota inferior.

l{ n
2 n+1l

Snflo2nesan =1

Como esto altimo es cierto, entonces efectivamente L— es cota superior de
5. Como L— c B entoneces también es un minimo. Observemos que al ser
minimo también es un (nfimo. Lo que no vale en general es que ser infimo
implica ser minimo, como el alnimno podra comprobar pensando por ejemplo
en un intervalo abierto acotado.
Veamos ahora que 1 es cota superior de .
n

1= .

n

S H TR

Y esto altimo es trivialmente cierto — cualquier nimero natural es mas
chico del gue le signe.

Nos resta ver que 1 = sup( ).

(Quiero ver que ¥ = 03b e B /1 — == b < 1. Pueden consultar la figura
( 53) para ver la idea.

Pdl vl o\ Figura 53:
Para todo ¢ >0 se filtea un |
| elemento de B entre (1-c) y e/
_]_E_ LR R
L /.
L 1 § 1
r 1 LIy 1
0 £ b 1
] n n+1—1 41 1 ] 1
41 4+ 1 n+1 =41 n 4+ 1
= —r e — L
141
1
=] E
n+1
1
— e

Asi: Basta tomar ng > '— —1 gue existe por arquimedianidad de B—,

hacemos b = oy valdra autométicamente que 1 — = < b, con lo que
hemos probado que 1 = sup( [3).
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a,,.\“"ﬁi.ﬂ: dado M = 0 basta tomar n = [M]+

e
EBednelNjl=

I no resulta acotado

superiormente.
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s_% € (7, con lo que 5 = min((7).

4&4 4&4 4&4

4&4






EJERCICIO 9 PRACTICA 2 - NUMEROS REALES

Ejercicio 9
(a)

2n—1
n+2
Como la proposicion que estd al final de la cadena de si v s6lo si es

verdadera, entonces todas las proposiciones en la cadena resultan también
verdaderas. En particular la primera.

<2 —1=2nfd=s 1< -4

Asi: 2 es cota superior de P.

(b)

Tengamos presente que 1,99 =2 — £ gon e = (1,01,

2n—1 2n—1
1,09 < p= """ " s 2=«

n+2 n+2

= it d—=z(n+2)=< 201

£ —e(n +2) < -8

> sn+2) =5

B

= n}-g—ﬂ

Observen que el camino elegido a simple vista parece refiuscado, pero tiene
la ventaja de que no nos ata al 1,99, Para cualguier nimero ¢ < 2 que yo
escriba como ¢ = 2 — £, siempre teniendo en mente que para nosotros £ = ()
serd un nimero pegrenio, va sabemos que enalguier: n = — — 2 sirve para que
el nimero p = "’:I‘E' sea mayor que t.

Entonces una buena, por no decir dptima eleccion de “p” seria por ejem-

plo'%:
H
n=|-

Veamos como se usa esto para responder las preguntas del ejercicio.

5

1.£!EI=E—[].E[]1=,HI. =
_ _ N T

= 500

En este caso los corchetes significan “Parte entera de 1o que estd adentro™
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' esto estAn un paso
UPREMO e INFIMO.
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t ‘r‘q“&mﬂtﬁ este caso A es el conjunto de nege ;,P‘"” adéola. paribola. Como a =
1= 0 =la paribola es céncava hacia arriba y su conjunto de negatividad es

XV
L ETIJ TEL donde T ¥ e 50N lﬂf raices de llf‘ﬁ:liama. .

4&4
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&
T f (2} = —0,25; £(0) = 2. Remarcado en el eje esth
sefialado el conjunto B.
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