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EJERCICIO 2 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Ejercicio 2

(i)

= 1y appn = 1005 aggg = 200; Lim g, = +o0

00
(ii)
. = —1; ayg= <%=t agin'= —5=; lim a, =0
n? L 60 ML
(i)
QU | N E
i =" 48001 = —ns 0200 = — g r.lil:ﬂ'c fig =
(iv)
=y o, R\ B Gl
a,, =1 A = — gt G200 = —gaps dmoa, =0

T B

(v)

a, = (—1)" sngap = 1005 agyp = —200; lm e, = o (A SECAS).
n—3a0
Infinito- A SECAS es un término que se utiliza para referirse a aquellas
sucesiones que divergen a infinito, pero que lo hacen alternando entre niimeros

positives v negativos. Un ejemplo seria:

g =17 =10; 100; —1000; 10000, — 100000 1000000, « L vafe - - -

(vi)
El término general de esta sucesion es complicado de hallar, pero con

inventiva sale. Primero necesitamos algo que alterne entre 0 v 1. Eso no es
problema pues:

14+(-1)"

bn"ﬂ - 2

sirve. Observen gue inteligentemente hemos elegido una expresion que
alterne entre 1 ¥ -1; al sumarle 1 logramos que alterne entre 2 y 0, y por
ultime al dividir todo por 2 logramos lo que queriamos.

Ahora neeesitamos una sucesion -, que en los términos pares sea ignal a
i. Realmente lo que le ocurra a los términos impares de <, poco nos importa,
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EJERCICIO 2 PRACTICA 3 - SUCESIONES

va que para armar o, solo utilizaremos de «, sus términes pares. Bien puede
ser:

1 2
En = n E
241 w42
ST P PO T U N P R inos i |
. pues e, @ 5151 51 51 51 g o-cefe--- . Los términos impares claramente no

me importan.
Ahora simplemente armamos a,, como signe:
AW l+ [_1)n L ,-E B J-+ [_.l)rl
P B n+ 2 n+.2

De esta manera, la sucesion que buscamos v lo que nos pide el ejercicio
queda asi:

T S e S W \,
fr ST 2 0100 = Lo 02007 I}Ln;loa,, =1l
(vii
Ay =Ii—1:|“| I; aon = —13 agp = —1

A diferencia de las otras, esta sucesion no puede ser convergente va que
sus términos alternan entre -1 y 1.

(viii)
1, _dal, _ ool
@ =5 50100 =gt @200 =

La sucesion es convergente, quedando lim @, =0

(ix)

El término general de esta sucesion es complicado de hallar, pero con
inventiva sale. Primero necesitamos una sueesion que en los términos impares

nos de la secuencia: 1:%:%';“{#.{:“- . Los términos pares necesitaré que
valgan cero. Una posibilidad es:
(=™ 1 1 1
by=—————: LU -0, =0 — 0 eles
" ) PR S R

sirve. Observen que inteligentemente hemos elegido una expresion que
alterne entre 1 v -1: al sumarle 1 logramos que alterne entre 2 ¥ 0: v por
ultimo al dividir todo por n + 1 logramaes lo que querfamos.
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EJERCICIO 3 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Ejercicio 3

Nota importante Seria importante gque logren convencerse de que mostrar
simplemente un “n” donde la propiedad gue se les pide se verifica no da
garantia en lo absoluto de gue a partir de ese “n” vy en adelante la propiedad
se siga verificando. No solo hay que exhibir un “n” sino que hay que justificar
por gué a partir de ese “n” la propiedad se verificara.

Ademss, es bueno aclarar que el enfoque utilizado para resolver los items
de este ejercicio no es easual Pretende introducir al alumno dentro de lo que
es el cdleulode un limite por definicion. Familiarizarse con este método lo
llevara, a entender mejor la definicion de limite. Es altamente recomendable
que hagan un esfuerzo por internalizar las ideas involueradas a continuaeion.

(a)

No solamente tenemos que dar un » € [Mtal que a, > 10 6 o, = 1000 sino
que debemos dar certeza de que a partir de ese “n™ 'y para todo el que sigue,
a, = 106 a, = 1000. Esto requiere algin tipo de justificacion.

Conviene pensar mas en general y averiguar, dado M = 0 = E, a partir
de que mny - que dependerd de V- podemos asegurar que a,, = M%n = ny.

Completando cuadrados en la expresion de a, se comprueba gue

\) 5\ _ 57
A 2 1

Entonees
AL 5T
a, = M = (n ! E) = M+ JT
2 -
5 57
= Shahag SR Y i
(n E) —+ 1
Si suponemos n = 3 entonces n — E = [ de modo que el cuadrado en'la

ecuacion puede pasar como raiz cuadrada sin necesidad de agregar las harras

de madulo'®. Por lo tanto queda:
—
5 I||' 57
n = M= n—— > M¥F—
s T 2 Iv 4
o 23y Y
AL X W2 e

D bserven que en realidad el médulo 1o hemos tomado al hacer ol pasaje de términos,
solo-gque al ser lo de adentro positivo el resultado de aplicarle madulo es la misma expresidn.
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EJERCICIO 3 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Pero entonces hemos demostrado que si suponemos n = 3, vale:

b 5T
an > M & ni ; i ¢ d? (8)
Esto nos da un método muy sencillo para elegir el ny a partir del cunal

tengamos certeza de que vale lo que se nos pide. Por ejemplo:

St M =10 Tomong = [} + \/ 10 + TT +1=35.Y tendremos absoluta
|x}significa parte entera de x
garantia dado (8) de que si » > 8 entonces a,, > 10.

Si M = 1000: Tomo i = |3+ /1000 + |1 < 35 tendremos ab-
|x]significa parte entera de X
soluta garantia dado (8) de que sim = 35 entoneces'a, = 1000,

(b)

Esta sucesién es claramente creciente pues a,,| — a, = 2"t — 2" =
272 -1)=2" = 0= a1 > a,(¥n € M.

Observen que en este easo si es cierto que encontrar algin np tal que
a,, = M da garantia de que a partir de ese indice la sucesién se mantendra
por arriba de . Igual, como la cuenta hecha en general ne presenta ningiin
tipo de dificultad 1a haremos.

I M 100
a. = M =27 = M 4100 =n s PN (9)
lu( 2]
Si M =10 Tomo ny = [";i'(;?]] + 1= 7. Y tendremos absoluta
[x]significa parte entera de x
garantia dado (9) de que si » > 7 entonces a,, > 10.
Si M = 1000: Tomo ny = ['"fr[['j;” ] +1=11.Y tendremos ab-

|xjsignifica parte entera de x
soluta garantfa dado (9) de que si » > 11 entonces a,, > 1000.

(¢)

Observen. que 1.9 < a, < 2,1 < —0;1 < a,— 2 < (0.1. Pero esto es
equivalente a decir que |a, — 2| < ﬁ =1 ﬁ = % Cambiemos ﬁ por £ ya

que es obvio que el nimero ﬁ estd representando a un nimero peguefio, v

es mejor hacer las cuentas en general para cualguier nimero pequefio . La
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EJERCICIO 4 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Ejercicio 4

Aclaraciéon Antes de empezar hagamos una aclaracién acerca de la nomen-
clatura PCTN, que significa para casi tods n. Algunas propiedades no valen
para todo n £ ™ en una determinada sucesion. De hecho hay propiedades
que solo las verifican unos pocos “n”, ¥ otras que ninguno. Las propiedades
PCTN son aguellas que se verifican, no para todo » I, pero si para “casi
todos”, pues se verifican para todos salvo a lo suwmo en un nimero finito de
indices. Estas propiedades son de especial interés cnando se estudian limites
de sucesiones. De hecho, en lo que respecta a las cuestiones de limites, es
sumamente importante - v se recomienda hacerlo — recordar que el compor-
tamiento de dos sucesiones 2, ¥ b, es exactamente ¢l mismo si ambas difieren
en un nimero finito de indices solamente. Dicho de atro modo, aprovechan-
do la nomenclatura PCTN, si dos sucesiones son iguales PCTN entonces se
comportan igual en términos de limites.

Un ejemplo de propiedad PCTN es el siguiente: S5t @, = —10 4 n entonces
la propiedad de ser positiva es PCTN pues si bien no vale para todo “n”, es
claro que empieza a valer a partir de n=11. En este sentido uno simplemente
escribe: a, = 0 PCTN.

(a)

Es verdadera pues por definicion de limite, si lim a, =1 = para £ = %
T — o
!

vale que PCTN |a, <1< ¢, 0 sea que Iny/si n = vy == |a, — L = 7 =
_JT g, = 1 ‘;— En particular para todo n= ag vale que a,, =2

z.
(b)

Verdadera. De hecho en el punto anterior hemos probado algo que incluye
a esto.

(c)
Es falsa. Supongamos que n = 1000. Veremos que v = 1000, a, = 1. En
efecto si fuera a, < 1
ek 1
o — 1000, 2
iiABSURDO!!

Por lo tanto ¥n = 1000 = a, = 1.

1=+ 1< fo— 1000,2= 1 < —1000,2
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Es verdadera.
En (a) prob 8 — -
(a) p amos A% . rfi,.—l < %PCTN,mnluquﬂ
implica que a, es acotada.







EJERCICIO 5 PRACTICA 3 - SUCESIONES

(f)

- (=1 1

lim a, = hm =l

TL—=0 .r.l—*'x‘.}r.(\h.'l_#_Fl) 2
—1

(g)

Con un poeo de esfuerzo v buen ojo, trabajando como en los primeros
ejercicios de la guia en donde habia que deducir la férmula para el término
general de una sucesion, se puede establecer que:

. b
e,
24 2
il_lj
2
(F+)
F41
)

—

.51 n es impar.

[

i, = 4

51 n'es par.

S

A partir de esto podemos estudiar las dos férmulas por separado para ver
que ocurre en cada una de ellas.

2 n42 14 2
% R W 1:':112-{-{_ ’;] — 2
n—aa [“‘T] — :n‘-l—l e— w |[J_+ :]
[ |
alE+1) 9. 9%
him — =

.1

Hemos pues establecido en concreto que la sucesion b, = (i_Lf—], que evaluada

en valores de “n” impares nos da los términos impares de a,,; v la sucesion
ql B41

) .
O = 12# T que evaluada en valores de “n” pares nos da los términos pares
de a,, ambas tienden a 2.
Con esta informaecion va estamos tentados a concluir gue:

Jdlm a, =2

n—=3

pues si los términos pares de la sucesidon se acercan a 2 y los impares tam-
bién se acercan a 2, es razonable pensar que la sucesion original en conjunto
tiene el mismo comportamiento.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Esto en realidad es correcto v el alumno no tan deseonfiado podria con-
formarse con este tipo de justificacitn, pero no puedo dejar de mencionar sin
ser tildado de imprudente que esto todavia no es del todo una demostracidn,
es una intuicidn. Para llegar a demostrar el acierto hay que pulir algunos
detalles.

En concreto hay tres preguntas que nos podriamos hacer si fuéramos
desconfiados:

JaE
1. im,, e b, = 2= lim,, oo big,,_ | =2
(pues para armar n,so0lo 2¢ usan los términos impares de b, v o todos)
- L
2o lm, = 2= lim, . ra, = 2

(pues para armar =, solo se usan los térmings pares de o, ¥ no todos]

3. Que los términos pares e impares por separado de a, tiendan a 2:
;Implica necesariamente que o, también tienda a 27

Las tres afirmaciones son verdaderas. De hecho guardan estrecha relacion con
la nocidn de SUBSUCESION que serd estudiada mas adelante. Este ejercicio
sirve para motivar en forma natural el tema a partir de un ejemplo praetico.

Lo que viene a continuacion es una breve demostracion de cada une de los
tres interrogantes. Aungue es suficiente por el momento que el alomno haya
comprendido el por qué de la necesidad de cuestionarse estas tres cosas que
parecen tan naturales, aquellos que hagan el esfuerzo erira de intentar com-
prender la argumentacién que sigue, serin seguramente premiados con una
mayor comprension del asunto. No se asusten si aun no estin en condiciones
de comprender todos los detalles, lo importante es que a medida que pase el
tiempo puedan volver a releer este tipo de argumentaciones y las encuentren
mas familiares.

1. Veremos que si lim b, =2 = lim ba,_, = 2 también.
n—od o

Sabemos que por definicion de limite, dado = = 03ng € M/ sim
ng = |b =2|0<"c. Pero si n 2 my = 2n — 1 > n_también
|l‘?g,_._| — El < £ también.

=
=

Pero entonces, efectivamente:

3 lim b= 2

n—0

2. La demostracién es andloga que en 1.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Asi: Hemos visto que (Yn = ny) |a, =2/ <1 ==13 an;a x =2
Ahora si podemos decir que el ejercicio se encuentra completo.

En realidad el formalismo presentado mas arriba es muy probable que
nstedes solos no lo hubieran podido alcanzar. Lo importante sin embargo
serfa que solos si pudieran haber llegado por lo menos al marco intuitivo
que antecede a las tres demostraciones. De eso se frata esta materia, de
que formen ustedes su intuicidn. Claro que también durante el proceso es
necesario que se vayan acostumbrando a las demostraciones, las cuales les
auguro les van a empezar a salir pronto si ponen empeifio v dedicacion.

(h)

Si observan bien se darin cuenta gue el término n-ésimo de la sucesidn
se obtiene sumando las potencias de % desde “0" hasta n. En concreto a, =
l¥rdr?+2 44 4", donde'y = % Asi expresada a,, no nos sirve de
mucho para calcular su limite. Hagamos upa cuenta muy interesante, la cual
aparecerd nuevamente cuando estudien SERIES.

ap = dtr+rl+ et
= dn = B e N

T WA
De esta forma, podemos apreciar que a.(1 — ) = 1= "' 0 lo que es
lo mismo v nos da expresamente la férmula para a,, cosa que nos resultara
muy tilk:
1 — I,_J'.'-Il. -
——,cont =~
1—¢ 2
Reemplazando r por el valor que tiene en la férmula de o, y haciendo las
cuentas del caso, se obtiense que a, = 2 — 2'— Pero entonces

ity —

1
lima, = lim 2 — — =
r— T D
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EJERCICIO 7 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Ejercicio 7

Preambulo Este ejercicio trata sobre las INDETERMINACIONES en suce-
siones. Supongamos gue tenemos dos sucesiones a, v b,, v con ellas a partir
de alguna de las operaciones bésicas' eonstruimos . Por ejemplo podria
86T ¢, = a, — b,. Supongamos que contamos con la informacién sobre los
limites de las dos primeras, digamos que @ := lim,,__.a, ¥y b:=lim,__ .. 5.
La pregunta es: ;Bajo cudles eircunstancias se puede concluir cudl - si existe
serd e 1= lim,,_an et

La primera respuesta la hallamos en el ilgebra de limites, que nos pre-

senta un abanico de posibilidades donde se puede concluir con éxito sobre la

Bk i

existencia o no y eventual determinacién de “c”, Anicamente conocidos “a” v
iihﬂ
Las INDETERMINACIONES son situaciones donde a priori es imposible

[

tomar una decision sobre “¢”, contando inicamente coma datos los valores de
“a” v “b"."" Esto significa que para coneluir sobre las cualidades de “c” hay
que estudiar caracteristicas particulares de a, v #,. Hay situaciones donde
“c” puede valer una cosa v situaciones donde puede valer otra. Aun podria
ocurrir gue “a” v “b” existan pero no “e”.

Ante una de estas INDETERMINACIONES, es erroneo suponer que el gjer-
cicio debe concluirse con la afirmacién de que tal situacion constituye una
indeterminacién. Por el contrario, la idea serd estudiar métodos para salvar
las indeterminaciones ¥ poder concluir con éxito sobre la existencia o no de
“c” y en caso de existir calenlarlo.

Como se dijo, este ejercicio presenta las indeterminaciones de forma in-
tuitiva para que el alumno pueda formarse una correcta idea de las mismas.

En los gue siguen se estudiaran los métodos para salvarlas.

MSuma, resta, multiplicacién, division, cxponenciacitn, etc. .
Y Dhserven que jamds hicimos restricciones sobre si a,b'y e son finitos o no, pudiendo
ser los mismos infinitos.
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EJERCICIO 7 PRACTICA 3 - SUCESIONES

(a)
0

Consideremos por ejemplo a,, = b, = 7.

= lma, —b, =lmn—n=10
— o ey = ]

Ahora consideremos a,, = 2ny b, = n

= lma, b= lim2n—n=limn=4+m
e— 5 —-al n—=a

Como pueden apreciar, el slo hecho de saber que a, v &, tienden a +a
no nos diee nada sobre el resultado de hacer la resta de ambas.

Por lo_tanto, se concluye que: (+oc) — (+oc) constituye una INDETER-
MINACION.

(i)
Consideremos por ejemplo a,, = b, =
- L . . .
= lim —=lim1l=1
n—aa =
Ahora consideremos a, = n” v b, = n
l:’i'rI

= lim — = lIm n = +x

a0 e —od

Como pueden apreciar, el sdlo hecho de saber.que a, v b, tienden a 4 o¢
no nos dice nada sobre el resultado de hacer el cociente de ambas.
Por lo tanto, se concluye que: = constituye una INDETERMINACION.

(b)
)

Consideremos por ejemplo a, = b, =

%
R

. a .
= lim —=lim1l=1

n—ad R
Ahora consideremos a,, = ,IT yb, = f

L g .
= Iim — = lim — =4+
n—eoo b, n— 0T

Como pueden apreciar, el sélo hecho de saber que @, ¥ §, tienden a 0 no
nos dice nada sobre el resultado de hacer el cociente de ambas.
Por lo tanto, se concluye que: % constituye una INDETERMINACION.
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EJERCICIO 7 PRACTICA 3 - SUCESIONES

(ii)

Consideremos por ejemplo a, = ¢ "y b, = -

L 1
= lim fli" = lim [E_”j =
n—0 n—o [
Ah id ="y b =L
Ora consideremaos a,, = « :f Iy — =
1
- » —_ - —_— F
= lim aﬁ" = lim |[f ”JI = emw =l =1
i — — 0

Como pueden apreeiar, el sélo hecho de saber que a, v b, tienden a () no
nos dice nada sobre el resultado de hacer el cociente de ambas.
Por lo tanto, se concliye que: 0" constituye una INDETERMINACION.

(¢)
(i)

Consideremos por ejemplo a, = -~y b, = n.

(L

1
= lim a, b, = lim — fA=1
A n—al

Ahora consideremos a, = i— v b, =n’
1 .
= lim naby = lim —-n ¥ = 4
o w—a ll":l
Como pueden apreciar, el sélo hecho de saber que a,, tiendaa 0 y b, tienda

a oo no nos dice nada sobre el resultado de_hacer el producto de ambas.
Por lo tanto, se concluye que: (- oo constituye una INDETERMINACION.

(i)

Consideremos por ejemplo a, = rIT X
1
= lim b = hm (") = el =
— 3 — o

Ahora consideremos a,, = ;lg' v b, =e"
RN =t () = lim ev = e” 7]
—a T —a
Como pueden apreciar, el s6lo hecho de saber que a, tienda a 0 ¥ &,
tienda a 2 no nos dice nada sobre el resultado de hacer la segunda elevada
a la primera;
Por lo tanto, se concluye que: ~o” gonstituye una INDETERMINACION.
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Ejercicio 8
(a)
Tiende a +oc. Para demostrarlo procedemos como sigue: Puesto a que

lim a, =40

—=a
sabemos que P.CJILN @, = (0. Podemos suponer entonces s.p.g'® que
da,, = U%n.
| —0
/ 1
= hma,+b,) = lim a,| 1 + —= &, =420
— n—30 e acoiado

eata expreaiin —1

(b)

La respuesta correcta es [ > (0. La solucitn mas simple en este caso
requiere recordar alguna propiedad sobre el limite de las sucesiones, a saber:

s PROPIEDAD DE CONSERVACION DEL SIGNO: Es un teorema que segu-
ramente vieron en la tedrica que afirma que si una sucesién a,tiene un
limite [ < (0 entonces P.C.T.N debe ser a,, < 0.

Intuitivamente esto es muy claro va que si una sucesion se aglomera en las
cercanias de un nimero negativo, es de esperar que al no poder alejarse mucho
del mismo a partir de un momento queden todes sus términos negativos. De
todas formas en sus respectivas tedricas deben haber seguro trasladado esta
intuicion hacia una correcta demostracion.

Bueno, utilizando esto, si L fuera menor, entonces P.C.' TN, seria a, < (.
Y esto es absurdo por hipdtesis. Pero entonces como todo nimero — ineluso
I, — es 0 bien menor a cero o bien mayor o igual a cero, al no poder ser la
primera, debe entonces ser la segunda'’.

"En la jerga watemética esta famosa abreviacién significa sin perder generalidad Gen-
eralmente alude a que como va se ha explicado como proceder en caso de gque falle la
suposicitn, la demostracidn se hatd bajo tales hipdtesis.

EI alumno atento se habrd dado cuenta que jamds chegqueamos que las otras opcioties
fueran falsas.; Por qué? Es simple, porgque por defecfo suponemos gue log enunciados de
los ejercicios no nos mienten, y como en tal se afirma que hay solo una respuesta correcta,
la que hallemos verdadera, debe ser tal.
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EJERCICIO 9 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Ejercicio 9

A lo largo de este ejercicio, se utilizaran una serie de propiedades que con-
vendria tener aisladas para poder referirnos a ellas mas adelante. En concreto
son las signientes:

1. La propiedad que afirma:

Para cualguier constante real positiva M, vale que

lhim v M =1

R— o
Asumimos gue la misma ha sido demostrada o justificada
en la tedriea.

2. La propiedad que afirma que:

lim §n=1

— 3
Asumimos que la misma ha sido demostrada o justificada
en la tedrica.

3. Esta dice algo mas modesto, pero que en definitiva puede ser pensado
como consecuencia de lo anterior:

Supongamos gque o, s una sucesion de niimeros reales
acotada que verifica que existe un nimero real positivo = 0
tal que 0 < g < a,'®. Entonces:

3l Yan = 1

L=

DEM: Supongamos que existe o= 0y M = 0 tales que p <
. = M. La existencia de éste tiltimo estd garantizada por
ser a, acotada. Por una directa aplicacién de la PROPIEDAD
DEL SANDWICH se tiene que:
l'= lim ¢p < lm ¢a, < lim VM =1
o m—=30

o

il

Con lo gue inmediatamente nos queda:

I lim faqs =1

—ad

"EDhserven que es necesario gue nuestes, sicesién o, no pueda acercarse como se le de
la gana a 0. Serfa importante que piensen por qué. Si leen con atencidn la demostracién
de la propiedad, quedard clara la razin.
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EJERCICIO 9 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Con el primero estableceriamos que _:T es divergente. A partir del segundo,
concluiriamos que o, no puede tener limite va que aq, . = 0 v por lo tanto
o, o == O, pero ag, —,, ... 40

Y eso hubiera sido todo, dejamos como importante ejercicio para el lec-
tor escribir bien en detalle este argumento cuando haya llegado a ver los
resultados antes mencionados.

Pero desgraciadamente aun no contamos con tan importante material
tedrico. De hecho este ejereicio estd puesto en este lugar de la prictica a sa-
biendas de que el alumno carece por el momento de herramientas tan sofisti-
cadas, y pretende actuar como una interesante introduceifn intuitiva a la
nocion de subsueesidn de nna sucesién dada.

Para ser coherentes con el estado de la tedrica-al momento, hemos elegido
presentar una solueion al ejercicio que sea formalmente correcta, pero uti-
lizande solo piezas tedricas que estén a nuestra disposicion ahora. Seria muy
importante que el lector haga un gran esfuerzo por comprender las ideas in-
volueradas en lo que sigue, yva que las mismas son de vital importancia para
comprender realmente los teoremas que verin en la tedrica en muy poco
tiempo.

La informacién estd presentada de tal forma que las ideas se van des-
menuzando desde lo mas grueso hasta lo mas fino, de modo que para enten-
der el hilo argumentativo no es necesario una comprensitn global de todos
los detalles. Basta con que eomprendan las ideas principales, v poco a poco
iran comprendiendo los detalles a medida que se vayan acostumbrando a este
nuevo v tan distinto lenguaje que es el de la matemética.

Contamos con el signiente teorema:

Sia, tiene un limite finito £ = B entonees a,, debe ser acotada.

El camino propuesto para demostrar que a,carece de limite se basa en probar
los signientes items:

1. a, no tiende a infinito.
2. a, no es acotada.

Afirmamos que probar estas dos cosas implicarian autométicamente que a,,
no puede tener limite, va que si lo tuviera seria o bien finito o bien infinito.
Y si infinito no es, no quedaria otra que fuera finito, lo que tampoco podria
ser pues sing serfa acotada.

1. Veamos que a, no tiende a 420,
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Lo veremos por el absurdo utilizando la definicién de limite infinito.

Siohm a, = +oc = (VM= 083w € Mg =g = a, = M

n— 0

Pero para M = 1 que es uno de los posibles que podriamos elegir,
Hing € Mt.q. ¥n = np = a, = | vaque o bien seria a,, = 0 o bien seria
inp1 = 0, ya que alguno de estos dos tiene que ser impar, v a,, vale 0
en los términos impares.;;]ABSURDO!!
Asi:

lim a, # 4o

— 00

2. Veamos que n, no puede ser acotada.

Bastaria con probar que la sucesién b, = jr—:' — 400, pues entonces
los térmings pares de a, divergerian v por lo tanto la misma no podria

ser acotada.

Pero para ver esto, necesitamos de dos resultados tan simples como
importantes:

s El primero afirma que:

Sidlim b, = L= lim b,,, = L también.
n—= w— ol

Esto es mas que ereible, pues:

o B: by by, bis bys B, B, ... ete. .

o b, vl ba By, b, By, by, oL eteo
(Observen ¢ue ambas sucesiones solo difieren en el primer término,
de modo que si una de ellas es convergente a un cierto limite, la

otra debe no solo también converger, sino gue al mismo limite
también.

s El segundo afirma que toda sicesién creciente, o bien tienen un
limite finito “L” € B o bien diverge a +mc. Sobre este resultado
no ahondaremos mas, ya que lo tienen que haber visto con se-
guridad en la tedrica, probablemente como el TEOREMA DE LAS
SUCESIONES MONGTONAS.

Veamos pues que b, escreciente. Tenemos que ver que b, =6, (Vi<

H):
2:’:1-] e
E':'r.l 1 E I.F.:'_.-,. = E >
n—+1 i
1 1
AN e

n n



§0
13‘1
Nltimo es clerto ¥n
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Ejercicio 10

Aclaracién A lo largo de los items de este ejercicio, numerosas veces sera
necesario caleular el limite de la expresion b, que gueda como exponente una
vez que llevamos la original a la tipica forma de:

[ fh "
(1 + L\
\ ‘_.;-=é)

R

Como en general esta operacion es mny elemental ya que queda un limite
muy sencillo ahi arriba, omitiremos en la mayoria de los casos el caleulo por
separado de dicho limite, simplemente indicando mediante el correspondiente
diagrama de flechas hacia dénde tiende tal expresion. 5i el alumno lo desea
puede efectuar él mismo por separado el cdleulo de dicho limite.

Tengan en cuenta que si bien aqui no lo haremos, eso no quiere decir que
ustedes no deban hacerlo, va sea cuando practican o durante un examen.
Recuerden que tienen que justificar todas sus afirmaciones, inclusive aguella.

(a)
Agui tenemos una indeterminacion de la forma 1%, En general un truco

gue funciona la mayoria de las veces para salvarla es sumar y restar uno en
la expresion de adentro. Se procede como sigue:

3 l mn 1_ E n
lim (1+ n —1) — lim (1+‘M“L '%:J“’)

—r 3n—>5 —e 3 —5
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(b)

En este caso no se trata de una indeterminacion de la forma 1. Hay que
tener mucho cuidado con este tipo de trampas. ya que es comiin en medio
de tanto ejercicio de limites de la forma 1% que aparezca descolgado uno
que no lo es. Recuerden que el truco de sumar y restar uno requiere como
paso inicial comprobar que estamos en presencia de una indeterminacién de
la forma 1°°, caso contrario se encara de forma distinta. Por ejemplo-aguf:

Es un limite de la forma:
"\
(E) T p—ao + >

¥ la conclusion es inmediata, no requiere mas que mencionar lo de arriba.

(c)

Sumamos v restamos 1 como en (a) en la pagina anterior y queda:®®

/

——,
an+ 1
o)
A ( iy ) B
i % 8 - =l T
n]—H-s:I;:" + 3?.’-+ 1 ¢ HElslc‘ + (%!i_ljl
-}
= g
(d)
;I
—~—
1
Jhon
, ]. n 0 .
lim (1+ —,) = =1
B -
—_ —

—

*Ver ftem (a) en la pagina anterior que esti-resuelto con mas lujo-de detalles a modo
ejemplificador del método.



aﬁﬁAAl

e f=)
3 ‘4@ o .
e <5

4&4

. o
T Nuevamente sumamos y restamos 1 como en (a) en la pagina 154. Si
. . ® . B,
revisan el mencionado ftem podran ver el proceso menos abreviado, con lujo.

4&4

B
o
e 20 f*"“\ .
Recuerden que si a, s U= limy, e (1 +a, )5 = e 2

También obhserven g

4&4
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(d)

Anticipo a los lectores que este limite es mas trabajoso que los tres ante-
riores. Hay dos caminos para resolverlo. El primero utiliza una herramienta
tedrica bastante fuerte, pero a consecnencia de ello la resolucion queda muy
corta v elegante. El segundo en cambio utiliza una idea mucho mas elemental,
pero el desarrollo de la misma es mas complicado®'.

1. Como anticipamoes, en esta resolucion haremos uso del signiente teore-
ma:

D' ALEMBERT IMPLICA CAUCHY: Si

4 lim M =
n—=30 ||:’i'"|

[ =3 lim_f|a,| = myl =on
n—a

Utilizando este resultado, el ejercicio sale de la siguiente manera simple
v elegante:

|”r.l | || .

1
lim = lim (H + 1) =lmn+l=4oc =1

—o |':i[n| T— /H']/ n—a0
B 3 lim m= +oa

R—0
"Alembert=-C avcny

2. Para los que no vieron aquel resultado, la resolucion como anticipamaos
es un tanto mas elaborada. Veamos los pases que hay que seguir. Son
dos:

a). Ver que®
(Vr >0 € B), lim — = 0 (15)

e T

Lo veremos por D' ALEMBERT. Sea r = (:

it 1 ‘ el }.,’I"

= Im

n—se (n+ 1)
.

lim
Ta—+ 30

.

lim -
n—oe i+ 1

= <1

*'Los que vicron en la tetrica el teorema de DVALEMBERT IMPLICA CAUCHY, pueden
gquedarse con la primera demostracidn tranguiles. Los gque no han visto este resultado
tendrin gue resignarse v digerir la segunda idea.

*Los que en la tedrica tienen demostrado el resnltado de la eenacién 15 pueden omitir
cata parte.
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Ejercicio 14

La propiedad fundamental que se utiliza en este gjercicio como argumento
para determinar que una sucesion dada «,carece de limite es la que dice:

Si Alim, e, = L, va sea finito o infinito, entonces v subsuce-
sion (a,, )y cpde (2,),-yvale que Ilim, . a,, = L.

De esta forma, para determinar que 7 lim, .. a, basta con exhibir dos sub-
sucesiones de a, que tengan limites distintos®!. Sin esto, para hacerlo habria
que negar la definicion de. existencia de limite para e, que en términes
mateméticos implicaria la necesidad de probar gue:

(FL€RI(F:>0))/ (Yrg € N3 20t Jan, — L] >2)

Estamos de acuerdo que intentar probar lo de arriba resultard impracti-
cable en la mayoria de los casos.

(a)

gy = 0%n € M = lim s, =0
—+ o0

Mgl =1%n e M= HH;C”;;” =1
Ti—

Ambos limites resultan distintos.
AST Ao, (s

(b)

g, = sinfnT) = 0% M= lim az, =10

n—30
4 3 1 - T T
gy = BN (I:H+j) = sln (EFr =+ 5) = =sin (E) =1%n &M
= lim ay, =1
=0

Ambos limites resultan distintos.
Ash: Alimy, ag s

#El alumno oritico habrd observado que hablamos de exhibir un par de subsucesiones
con limites distintos para demostrar que una sucesion dada no tiene limite. Hay que recalcar
qué habria que justificar previamente la existencia de tal par de subsucesiones, pero esa
ez una cuestiton tedrica que suponemos demaostrada en clase.
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(¢)

=1 =i

a4, = cos(dnm) + sin(2n7) = 1% e M = Jim a,, = 1
R—o
1
Gyt = cos((dm + 1)) + sin (%)

= cos(dar 4 ?r:] + =1n (En?r + LET)

cosl pi) + sin (%) =-1+1=0(¥neM)

him ay, =10
n—=33

)

Ambos limites resultan distintos.
Asi: Alim, o a,

(d)

Aqui podemos usar la subsucesion de términos pares e impares, que valga
decirlo es la mas tipiea. Por alguna razén son las que mas facil vienen a la
mente, sin embargo es bueno tener en cuenta que no siempre serdn de ntilidad
para demostrar que la sueesion original no tiene limite. Muy frecuentemente
hay que considerar otras. Sobre como darse cuenta cual conviene considerar,
la mejor forma es ir escribiendo términos de la sucesitn original ¥ darse cnenta
a ojo cnal puede llegar a servir, yva que muy riapidamente el ojo defecta la
subsecuencia que tiene limite®s.

—1vn
:.:|||alr ’ )
da, = ([—]Jltml I) +4 = 3(‘-‘.‘"?1 =M = r}EI‘)1¢ da, = 3

I'f'e
S(2n— 1141
@an—1 = | (—1) imeee —4=3(vn<M = lm ay_| = —3

R—20

Ambos limites resultan distintos.
Asir Flim, s

2 ADVERTENCIA: Si pruchan sin seguir ninguna l6gica lo mas probable es que hagan una
infinidad de cuentas initiles. Recuerden que en matemética primero hay que tener ideas,
v lnego desarrollarlas, no a la inversa.
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Ejercicio 16

(a)
Como = = 2 > 1 = a,,| > a, Entonces a, resulta estrictamente
creciente.

(b)

Tenemos que probar que una determinada propiedad vale (7n € M). Un
principio- sumamente 1til para este tipo de cosas es el Hlamado Principio
DE INDUCCION MATEMATICA. Se se nos da una propiedad P(n) que versa
sobre los nimeros naturales, y se quiere saber si Pn) es verdadera (¥n & T1),
el PrRINCIPIO DE INDUCCION nos dice que si probamos:

s Que P(1) es verdadera.

» Toda vez que Pfn) es verdadera, entonces P{n-+1) es también ver-
dadera.

Entonces F{n) resulta-verdadera (¥n < ).

Hustraremos como funciona este PRINCIPIO DE INDUCCION utilizdndolo
para resolver este ejercicio.

Pin)sera: ay = 2% (W £ 7).

s (1) vale: Puesg gy =1=2""1 =2" =1,

= Paso Inductivo: Supongamos que o, = 2"~ ', Tenemos que probar que

también vale que a, ., = 2"
Pero

Eppl = 2a, = Q(E"‘lj —9ln=1)+1 _ gn
27

Asi: Por el PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA podemos asegurar que
P(n) es verdadera (¥n & M), 0 sea que: (vn € M)a, =271

¥ Obgerven que 1o estamos suponiendo que la propiedad P vale para todo n, sino que
gilo lo estamos haciendo para un determinado valor de n.

¥ En ¢l primer paso usamos la definicitin de la recursiin: En el segundo paso se ha usado
la Hipdtesis inductiva.
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Ejercicio 17

(a)

Nuevamente nos encontramos en situacion de tener gque probar que una
propiedad vale para todo nimero natural "n”. Como la propiedad versa sobre
los términos de una sucesién o, definida por recurrencia, a menudo este hecho
nos fuerza, de una w otra manera, a tener ¢ue usar un razonamiento inducti-
vo. Ya sea ir generando numerosos términos de a,, v ver que la propiedad se
va trasladande del término anterior al siguiente; o bien aplicando conscien-
temente el PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA®,

Para ilustrar un poco la idea:

1
[]{:’?|=§{1=ﬁ[]{:1| =1

1 Tl B
g = — 1 — = —- - = - 1= ; i
0 < ag Efi‘||:l e 5% g-:il—, 0= ag =<1
1 . - .
[]'-u..f?;;—EIIQ[l—:IEj—EE—]—ﬁ xlﬁ‘[]{fll-_; S |
ETC. ..

Y uno empieza a tener fe en que esto sigue pasando v la propiedad de
estar entre 0 v 1 se sigue trasladando entre los términos de a,,.

Lo que estd ocurriendo es comparable con lo que oeurre con las fichas
alineadas de un domino, en las que uno sabe que si empuja la primera, v
ademds tiene la certeza de que: Si cae una determinada ficha = también tiene
que caer la inmediata que le sigue; entonces puede eoncluirse razonablemente
que tienen que haber cafido todas la fichas.

De esto se trata justamente el PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA:

= Asegurar que la propiedad vale para n=1%.

= Probar que si la propiedad vale para n= debe valer para n-+1%.

B Wor pjercicio anteriokr.

Es decir en la analpgfa conel Domino, que la primera ficha cae

MEs decir en la analogfa con ol Doming, que si cae una determinada ficha, eritonces debe
caer la inmediata gue le sigue.
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Figura 56: Efecto Domind

S

ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ

Se aprecia en la figura el efecto doming. Su analogia con el PRINCIPIO DE INDUCCKIN
MATEMATICA es clara. Observen como es importante, ademds de haber empujado la
primera ficha, tener la certeza de que: “Si una ficha determinada cae, entonees la gue
signe también debe caer".

Figura 57: Efecto Dominé truncado
L

R
g

Observen agquigue si bien la primera ficha cae v empuja a la segunda, ¥ asl sucesivamente
hasta la sexta, el proceso se corta pues la sexta no puede empujar a la séptima debido a
que esta iltima no se encuentra én la misma recta que la anterior.

i,

-{.f“
.
e

-
'e'f

"\'r

‘-%

=
i

2
e

-

Comeo pueden apreciar en la figura 56, el hecho de saber que la primera
ficha cae, en conjuncién al de saber gue estan alineadas y por eso si cae
una cualquiera deben entonces caer las inmediatas sucesoras, hace que con-
cluyamos que todas las fichas del DoMING deben haber caido al terminar el
Proceso.

Quiero recalear la importancia en el procedimiento inductivo de saber que:
“Si cae una determinada ficha, entonces debe caer la inmediata sucesora”. Esto
parece trivial en pringipio, pues al imaginarnos el efecto dominé lo hacemos
pensando en que todas las fichas estin alineadas.

Variando nn poco el esquema presentado en la figura 57, ¥ comprueben
ustedes mismos lo que pasaria:

(Jueda claro que en el esquema presentado en la fignura 57 que alli si bien la
primera ficha eae y empuja a la segunda, v asi sucesivamente hasta la sexta,
el proceso se corta pues la sexta no puede empujar a la séptima debido a que
esta Gltima no se encuentra sobre la misma recta que la anterior. En este
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esquema de efecto domind, el primer paso de la induceién se verifica, pero
el salto induetivo falla para » = G, pues de suponer que la sexta ficha cae,
nos es imposible demostrar que entonces la séptima debe eaer, sencillamente
porque no cae.

Teniendo en cuenta todo lo mencionado anteriormente, observen que
aungue hubiéramos explorado 1000 términes de a, y comprobado gue estin
entre 0 v 1, nada obsta que en algiin momento eso pueda dejar de pasar. Por
es0 cuanto mas riapido comprendan la idea del PRINCIPIO DE INDUCCION,
mas rapido les van a empezar a salir los ejercicios de recurrencia.™

Probemos que U < a, < 1%n & M.

=0z o<1

s Veamos que la propiedad vale para n=1a, = é—

= Supongamos como Hipdtesis Inductiva que 0 < a, < 1, y tenemos que
probar que = 0 < a,; < 1.
Pero, a,,1 = %fi‘,,lil —ag).

s Como 00 < a, < 1,
1
< iy < 5 (16)

Como ademés —1 < —a, <=1=0<1—0n, <2,

=0<l—a, <2 (17)

Sumando las desigualdades 16 y 17, se obtiene:

1
= 5{1““ — E!-R]I =, =l

Pero entonces efectivamente pudimos probar que si 0 < a, < 1, en-
tonces 0 << a, | < L
Asi: (Vn e M) <@, <1,

¥ Aclaremos que en algunos casos se puede “zafar” de tener que usar razonamientos
inductivos: Cuando se puede lo evitaremos. Pero cuando no haya otra opeitn lo tendremos
que_usar: Recuerden que para comprender los aspectos sutiles de los razonamientos y
tan importantes para realizar justificaciones gue se les piden en ] examen es necesario
animarse a hacer las cosas de la manera correcta, gue por clerto, requiere un poco mas de

cafurrzo.
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(b)

Este sale ficil. Como 0 < a, < 1 = multiplicando por -1 v dando vuelta
las designaldades queda —1 < a,, < 0 =sumando 1 en todos los términos nos
daque 0 <1 —a, < 1% c [,

Pero:

it 1 1
o =§|:J.—:x,,] -ii—:-il;‘waﬂu < a,vn c M
Asi:a, es decreciente v acotada inferiormente por (. Entonces, por el
teorema de las sucesiones monétonas:

£

db=1lma, =Lyl =10

—a

(c)

Ahora que sabemos que 3L = im,_ . a, = y L. = 0, para calcular efec-
tivamente cudl es dicho limite “L” hay un método muy sencillo, que utiliza
el famoso e importante principio de que toda subsucesion de una que tiene
limite a su vez tiene limite v ambos limites coinciden. Se procede asi:

L e 1

. NBl . :
f.= :}Eﬂoﬂnl A ,_:].El;.l.c 5 (g (J. — iy = 5!.(1 — L]
450 . 7
= F.=£—:L[l—F..] = 2L =1L =L
e L4t =0
= (L4 =0

Pero entonces L=0 6 L=-1. El segundo lo descartamos pues [. > (0. En-
tonees debe ser:
=1

HATENCION!!: Hacer esto sin demostrar previamente que 3lim,, .. a, DO es
prueba alguna de gue “L" existe y es tal. A lo sumo prueba que de existir
tiene que ser uno de esos posibles valores. Resolver el ejercicio es hacer esto
pero ademés lo anterior. No lo olviden.

* Este ejercicio s¢ ha resuelto con lujo de detalles porque ilustra los 3 pasos caracterfs-
ticos para encarar un ejercicio de recurrencia: Acotarla; Analizar monotonia para concluir
la ewistencia de limite; y finalizar caleulando ¥ determinando tal limite en caso de que
exista.
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Ejercicio 18

(a)
Como siempre, un buen punto de partida es estudiar si o, es acotada.
Veamos sus términos:

—_—
ar = liaa = 3% 2 a3 = 1|_.-"\.-“'(§—|-E =2 1r2=441=2

A simple vista pareciera que 1 < a, < 2%n € . Ahora tenemos que jus-
tificar esta intuicién via una demostracién. Podemos hacerla por Induccion.

s 1< < 2 claramente pies a; = 1.

Supongamos como Hipotesis Inductiva que 1 < a, < 2.

:'H[su.m-::-fj 3 E fig +2=4 ;\(up'ﬁc\c:-v-"] 1= VIIE E W oy 42 < ﬁ: 2

Como a,,, = va, + 2 = /3 < a, < 2¥n € [. De esta manera hemos
probado que a.es acotada.

s Ahora podemos probar que a,, es creciente.

figt]l = ¥ + 2 ::'([:-u.-:*e-ﬂ}u") Y iy +a, =y 12”:” :.[[:-II.':"?-Q}HH:I W Ry = ﬂ'i = g

33

s Como ¢, e8 entonees creciente v acotada superiormente por 2, se con-
cluye que:
dlm a, =Leon]l = L <2
o
s Ahora resta deducir quién es “L", Como siempre hay que usar que toda
subsucesion de a, tiene el mismo limite “L™*, con lo que a1 —n—a [
L= lima,, = limVa, +2= VIL+2

T—EE n—0

= [Pl 4+2=[ [ -2=0=[L=21=-1

El iltimeo claramente no puede ser posible va que 1 =2 < 2,

= Ash:
3 lim a, =2

R—a

D hserven que usamos fuertemente ques 2 % .
#Por s no lo recuerdan, hay un conocido teorema de sucesiones que dice: “Si o, es una
sucesion acotada superiormente ¥ mondtona creciente =-tiene limite.
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= Por iltimo, veamos quién es dicho limite L.

L= lim a= hm y3a, =3
n— o0 n—o
= L=V3L=['=3L= LL=3=0= (L=0)1L =

El primero no puede ser pues 1 < [ < 3, asi:lim, _..a, =3

(d)

Lo primero que habria que observar es que la sugerencia que nos dan esta
relacionada con el ejercicio 10 de la prictica cero en la pagina 20, Ingar en
donde podran encontrar una demostracion de este hecho si desean observarla.

Comg todo ejercicio de recurrencia, los pases a seguir para resolverlo son
tipicos: Estudiar primero si la sucesion es o no acotada; analizar la monotonia
de la misma; v por iltimo con la informacifn anterior tomar una decisién
sobre la existencia de limite. En caso afirmative se debe proceder a caleularlo.

s Veamos que ("n =2 € M) (a, = 2], por lo que a, resultard acotada
inferiormente.
Lo demostraremos por induccidn en n.

* Veamos que la propiedad vale para n = 2 :

1 4 0
a=—=11 — == =2
o 2( +1) =

(L]

# Supongamos como hipbtesis induetiva que a, = 2. (Jueremos ver
que entonces también vale que a,, | = 2
Pero tengamos en cuenta que usando la sugerencia del ejercicio:

1 4 iy, + (E) lln—
f!-n||=—(fan+—)=—2 | o - ( ) Vi=2
[

2 e, 2

entonces o, = 2.
Luego: Para todo n = 2 vale efectivamente que a, > 2.

s Veamos ahora que a, es estrictamente decreciente a partir de n= 2.7

Antes que nada observemos que
1 4 4

— —=<l=14+4==2
s

2
”’ra o

Yn>2cMa,>2= <

u;.|n—=

WY R
N
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EJERCICIO 18 PRACTICA 3 - SUCESIONES

1 4

L E (ﬁ[” + E) 1 4 1 .

pals = == (l+—5 ]| ==-2=1
i i 2 '} 2 ) .-E )E

R n

(2%

Luego: Wn = 2  Ma,,; < a,,con lo gue a, resulta decreciente a
partir de » = 2.

Asi: Como a, es decreciente a partir de n = 2 y acotada inferiormente, por
el TEOREMA DE LAS SUCESIONES MONOTONAS:

Flima,=L=2

B

= Resta ahora para finalizar determinar el valor de (.. Para esto debemos
utilizar el TEOREMA DE LAS SUBSUCESIONES, que por§i no lo recuer-
dan deefa que toda subsucesidn de una subsucesion convergente es a
s vez convergente, y converge al mismo limite de la sucesion original.

Apelando a este resultado, vemos que también 3 lim a,,y = L. Pero
n— ol
entonces:
I - 4 1 4
L= NS lim 5 (G o= | =5 ("' - I)
L
, con la que
2 = L+ 1
o= L+g
L — 4
- @
I} = 4+« como L >0
L =2

Asi: Hemos determinado que:

4 lim a, =2

—a

Comentario al problema El alumno poeo eurioso v emprendedor puede
dar por terminado el ejercicio en el parrafo anterior. El alumno que desee
ineursionar un poco mas profundamente en el problema encontrard muy in-
teresante el comentario expuesto a continuacion.
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EJERCICIO 18 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Seria una picardia dar por terminado-este problema sin: mencionar un
hecho snumamente importante que tiene gue ver con el mismo. Se trata de
que en realidad la recurrencia planteada para a,, esta intimamente relacionada
eon un algoritmo para caleular la raiz enadrada positiva de un cierto niimero
r = 1 £ R. Les comentaremos como funciona este algoritmo.

Sea r > 1 € R y definamos por recurrencia la sucesién b, como sigue®:

By~ 1
bud <% (b +2) Ve

Lo gue se afirma es que la sueesion b, es acotada inferiormente por 1, que
ademas es estrictamente decreciente para todo = = 2¢ que por lo tanto tiene
limite k; y lo mas sorprendente de todo que-dicho limite es L= /7. Es un
hecho remareable que la velocidad de eanvergeneia a dicho limite de b, es
lo que se denomina cuadrdtica, que quiere decir que si b aproxima a /v con
una cantidad “d" de digitos, entonces &, || tendrd “24 digitos correctos. Si
lo piensan un instante se dardn cuenta de lo sorprendentemente bueno que
es este algoritmo. Y si lo piensan ofro rato se darin también cuenta de que
los pasos para demostrar esto son idénticos a los que hicimos arriba, solo
que cambiando las ocurrencias del niimero “4” por “r", y algunos pequeiios
detalles.

Realmente es un ejercicio muy ntil para el alumno que recién comienza
tratar de copiar la idea de una demostracién para hacer otra, siguiendo sus
pasos. Les encargo a ustedes el ejercicio de tomar la demostracién anterior y
adaptarla para prabar que b, tiene limite /7. Fs un ejercicio sumamente facil
va que consiste solo en ir levendo la demostracién v cambiar los detalles. No
obstante, como imagino que quien lo realice querrd corroborar si estd bien o
no, a continuacion les presento la solucion, la eual recomiendo fuertemente
solo lean una vez que hayan hecho el ejercicio por nstedes mismos.

= Veamos que (¥n =2 M) (b, = /7], por lo que b, resultari acotada
inferiormente.
Lo demostraremos por induceitn en n.

s Veamos que la propiedad vale para ¥n = 2:

1 1
(e 9) =

*E] algoritmo se llama Método de Newton para aproximar raices de funciones.
T Noten queen este paso estamos utilizando la sugerencia del problema para inferir que

G
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EJERCICIO 18 PRACTICA 3 - SUCESIONES

e Supongamos como hipotesis inductiva que b, = +/r. Queremos ver
que entonces también vale que b, | = /7
Pero tengamos en cuenta que usando la sugerencia del ejercicio:

—

by = % (-.F;,. -I—L) = w > V."M. (ﬁ%) — T

2
entonces fiyy = /7
Luego: Para todo n = 2 vale efectivamente que b, > 4/7.

s Veamos ahora gque b, es estrictamente decreciente o partir de n = 2.

Antes que nada observemos que

1 1 1 1
by, " ™ T : B
' r =1
lr--"nll E (b” + E) ]. . T T + J. 2 .
= = ==11 — | = = —=1
b B 2 +h§ =73 =3

Luego: ¥n = 2 € Ih,, 1 = b, con lo que &, resulta decreciente a
partir de = = 2.

Asi: Como b, es deereciente a partir de n = 2 y acotada inferiormente, por
el TEOREMA DE LAS SUCESIONES MONOTONAS:

3 litnby = L 24/

n—33

» Resta ahora para finalizar determinar el valor de L. Para esto debemos
utilizar el TEOREMA DE LAS SUBSUCESIONES, que por si no lo recuer-
dan decia que toda subsucesion de una subsucesion convergente es a
51 ver convergente, ¥ converge al mismo limite de la sucesion original,

Apelando 4 este resultado, vemos que también 3 lim b, = L. Pero
— O
entonces:
b T by = Tim = | b 22| =t (B4)
e " T T2 | 2RI N W\ AR

-
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PROBLEMA 1 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 1

(a)
Natese que como el numerador de la expresion de abajo es menor que su
denominador para cualquier » = [, entonces:

2n+1

)ik

< I¥ne M

Pero entonces, a,,,| < a, para todo n < .

(b)
Se puede asegurar entonces la existencia de limite para a1, pues la mis-
ma es decreciente y acotada inferiormente por eero. Lo primero ya lo vimos

en el punto anterior. Para justificar bien lo segundo habria que hacer una
demostracién por induecion, como sigue:

s p=1l:a =502=10
=
. S0x HIL g0
» Supongamos como H.I. que a, = 0. Entonces a, 1 = a, - (%{—lj =

i,

Habiendo justificado lo de arriba, por el Teorema de las sugesiones Mond-
tonas, se concluve que @, debe tener limite finito L = (.

(c)

En cuanto al valor de dicho limite hay gue usar el TEOREMA DE LAS
SUBSUCESIONES, como se vino haciendo en los ejercicios de recurrencia una
Vv otra vez.

L (2041 2
L= lma,, = lim fi': . ( n ) =1L

T—* —00 hn 5

Pero entonces no queda otra que L = (.
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PROBLEMA ? PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 2

Antes de empezar a hacer cuentas especificas, serfa conveniente recordar
un poco como se calculan porcentajes de clertas magnitudes. Si un capital
£ = 1000 ¥ queremos inerementarlo en un 1045, la cuenta que hay que hacer

es:
oy - MT 1 1 11
= == S 1 o —
2 =0+ 08 o1+ o= ( +l[]) ‘10

Pero esto nos muestra que si queremos incrementar una magnitud enalguiera
K en un 107 basta con multiplicarla por el factor {f. Este hecho no sélo
sirve para un ineremento-del 109%. Si quisiéramos incrementar ] en un o %
bastaria con multiplicarla por 1+ ;. 5i en lugar de incrementar la magnitud
se deseara decrementarla, el procedimiento QFI'IH. el mismo pero restando en
lugar de sumar, es decir multiplicar i por 1 - & nu

Hecha esta aclaracién podemos empezar a mirar un poco como guedan
los términos de .

0= 10010 — Capital inicial

£p = 1000 - {—,1:,} — Le agregamos al anterior un 10 %
e = 1000 (§5) « (55) ~ — Le quitamos al anterior un 10 %
cqg= 1000 H—D'J'Iz (%] — Le agregamos al anterior un 10 %
ey = 1000 - I:%]lz {%]2 — Le quitamos al anterior un 10 %
cp= 1000 {H)%. (2)" . Le agregamos al anterior un 10%
er= 1000 (1) (2)* _, Le quitamos al anterior nn 10%

ete etc ete

Se puede apreciar claramente en el desarrollo de mas arriba que segiin
sean pares o impares, los términos de a,, adquieren una forma caracteristica.
Podemos pues escribir la formunla para o, discriminando entre los indices
pares e impares.

n_1
oo () G si 0 es impar
1000 (2357 (1) §i nes par

(18)
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PROBLEMA ? PRACTICA 3 - SUCESIONES

(b)

De la formula 19 en la pagina siguiente que nos da el término general de
cs e deduce inmediatamente reemplazando » por 2n 0 bien n por 2n — 1

gue:
g,g H—l
ey = 1000 | ——
- 1000
n—1 g
a9 11
o, = 1000« [ — o
F (1[1[1) (1[1)
Como == = (.99 = 1 entonces podemos asegurar que las subsucesiones

100
de los términos pares e impares de ¢, a saber oo, ¥ €a,—1 ambas convergen a

cero. Apelamos ahora al teorema que dice:

“Sea ¢ una sucesion de nimercs reales. 8i 3 lim e, = L ¥
M—=aa
3 lim c9,_; = L, entonces tamhién 3 lim , = £.7%
T—=30 T3

Y por lo tanto se concluye que:

dlim e, =0

ra—=

(c)
Ohserven el punto anterior. No solo hemos probada la existencia del limite

de ¢, sino que ademds hemos concluido que dicho limite /. tiene gque wvaler (0,
razon por la cual este punto queda resuelto.

(d)

Utilizando el mismo procedimiento que en {a), podemaos caleular los primeros

términos de «,para el caso pertinente a este ftem. Como quitar un 9% al cap-

ital equivale a multiplicarlo por 1 — % = %, dichos términos quedarian asi:

¥ Pueden encontrar una demostracidn con todo detalle de esta proposician para el caso
de L finito en el gjercicio § fhem g de esta misma prictica. Consulten 3-en la pigina 133.
De todas formas el teorema sigue siendo vélido para L infinito. Un buen ejercicio para
ustedes serfa adaptar la demosteacion del caso finito para el easo infinito. Sugiero que la
intemten,
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~de los términos pares e impares de c,, &
+0c. Apelando al mismo teorema del punto (a) po

. ¥ c2._1 ambas divergen a

demos concluir que en este

4&4 4&4 -ﬁﬁAAl
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PROBLEMA 3 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 3
(a)

Para probar que una determinada sucesion a, es decreciente, hay que
mostrar que a, | < a, vn < M. Para realizar esto es muy conveniente analizar
el COCIENTE DE DALEMBERT ”Tl—' de la sucesion original. Pues si logramos
probar que dicho cociente es menor que 1, entonces el problema queda re-
suelto. Claro que un reguisito fundamental para plantear el mismo es poder
asegurar gue PCTN a, no se anula, ya que sino estariamos dividiendo por
cero. En el caso de nuestra sucesion no hay problema pues es elaro que no se
anula jamas.

Hagamos para simplificar la notacién » := .05 < 1. Entonces:

Aafl _ [r:-l—l]-r“"""'z (”4_1).;-: ('l-l—l) o
tn n. ¥ n n

¥ como

: 1
=l 4 — =< -
s r
=0 pues D<r<1
1 1 1—r
St ——1=
T r T
.
- -
1—r

-

- )l ;
. se concluye que{ﬁ;‘:da vez que = se podré asegurar que === < 1.
oo LA

Como — = 55 = 19, entonces se tendrd certeza de que:

—r

. 0 :
Sin>=20= “—H{l#ﬂ,", < a,
iy

Hemos probado pues que «, es decreciente a partir de n = 20. Con lo gue
a,, resulta decreciente PCTN.

(b)

Observen que probar que «,, tiene limite v especificar eudl es bien po-
dria hacerse con gl CRITERIO DE D'ALEMBERT 0 CAUCHY. Sin embargo
habiéndonos tomado tanto trabajo en el punto anterior para probar que a,,
es decreciente PCTN no es conveniente recurrir a dichos criterios. Usemos
mas vale el punto (a).
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a al de ‘punto anterior.

s impares, quedando:

T

4&4

“Si ¢, es una sucesion con U:'
cualguier subsucesion de o, es a su

4&4 4‘..4
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e M es mas grande que 2. Pe
justo 3, debe ser este 1

4&4 4&4 ﬁﬁ”f‘
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PROBLEMA 8 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 8

Este ejercicio es muy importante a nivel teérico porque les hard tomar
contacto en forma natural y casi sin darse cuenta con la nocién de Con-
TINUIDAD DE FUNCIONES. De hecho si es enearado correctamente llegarin
por si solos a dar con una pieza tedrica clave, o por lo menos con uno de los
hechos que la motiva u origina. Antes de comentarles dicha idea seria acon-
sejable hacer un grafico de la situacion, que dird méas que muchas palabras:

Figura 58: f(a,)

4
d a da ftx]
1412 1 -u@-oe-u.at-ozr(a 002 04
M) lp

& :-:'i'ia:} =3

La sucesitn (e, ] 5 la formada por las imdgenes de los puntos de o, via la funcidn f.
Hay que tener especial cuidado cuando se estéd trabajando con una funcidn partida ¥ una
gucesion que justo tiende al punto donde § se parte, pues para determinar en qué firmula
evaluar a, para obtener la imagen por £ de sus puntos es necesario saber de gué lado
caen los mismos. Como los puntos se acercan a —1 por la derecha en el gje de las abscisas,
entonces las imfgenes se acercardn a —4 en el gje de las ordenadas como se aprecia en el
grifico.

-J_I-1IZ|

Es claro viendo el grifico gue como lim a, = entonces los puntos

de la sucesion se acercan a —1 por la dpr;e{*ha Como la férmula que rige f(r)
en.este caso es la dada por 4r, entonces las imdgenes de los puntos de a, via
la funciém (=), a-saber f(a,) se acercarin a —41.

E] signo + como superindice indica que nos estamos acercande a:—1 por la derecha.
Un zigng — hubicra indicado acercamiento por la izguierda.
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PROBLEMA 8 PRACTICA 3 - SUCESIONES

El desarrollo de la solucién puede hacerse sin graficar nada, pues directa-
mente podriamos haber hecho:

—a0 e — a0

—1
lim f| a, = lim 4+ (—24— Y+ -L) = —4

——

Y esto habria terminado el ejercicio.

Sin embargo una solueion de este tipo nos negaria la posibilidad de hacer-
les un interesante comentario. Si observan la figura de mas arriba notardn que
el trazo de f[r) presenta un salto en . = —1. A las funciones que les sucede
esto-se las llama en andlisis funciones discontinuas. La idea en el mareo mas
intuitivo de funciém continua es aquella cuvo-trazo puede ser realizado sin
levantar el lipiz. Vemos que no es el caso de nuestra [. Lo sorprendente es
gue hay una vinculacion estrecha entre la nocién de Funcion CoONTINUA ¥
el hecho de poder asegurar lo signiente:

“No importa con qué sucesion a, yo me acergue a un deter-
minado punto x del Dominio de [ ni de que forma ésta lo haga,
la nueva sucesion b, = f(a,) —las imagenes de a, por [~ debe
acercarse al valer flir).”

Otra forma de escribir lo de arriba dicho con més simbologia:

Yr< Dom( /), %a,/ im a, =+ = lm [{a;]=Ff ( litn an) = f(r)
Wb Ao — n—
En esto dltimo se aprecia como la [ puede salir fuera del
limite.

Lo cierto es que la nocién de ser FUNCION CONTINUA es egquivalente a lo
que dice cualquiera de las afirmaciones precedentes. O sea que dichas afirma-
ciones constituven una de las posibles formas matematicas de decir: “No he
levantado el lapiz cuando realicé el trazo del grifico de ()" Y si observan

atentamente el dibnjo ocurre que lim [ (a,) = —4, pero f ( lim ﬂc,,) = —2,
— 30

=l

ambos distintos.

Pues la moraleja de este ejercicio debe ser que el lenguaje de las sucesiones
nos serd de suma utilidad cuando sea el momento de estudiar funciones,
pudiendo deseribir a partir de las primeras muchas cualidades importantes
de tales con todo rigor matematico.

198



PROBLEMA 9 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 9
Comencemos por estudiar los limites de las sucesiones de los extremos.
3
Im 4 — — =4
w— o s

—_——

lim J,(Uﬁ) +5. Q'Z-H”E:ﬂ] 1

R—+D0

Por la PROPIEDAD DEL SANDWICH, podemos garantizar gues

T
9 lim3—- —=4 (20)
n—a0 [r.
Ahora tenemos que analizar lo que-le ocurre a o, para locual tendremos
gue apelar al dlgebra de limites.

» Primero restando a (20) la sucesion constante b, = 3, via algebra de
limites se obtiene que:

L d

i

lim —— =1 (21)
—n ﬂ.n
» Luego multiplicando a (21) por la sucesion constante ¢, = —%, via

dlgebra de limites se obtiene que:

o1
Im — =1
R
s Como el limite para la sucesidén f = 1 # (0 podemos nuevamente
aplicar algebra de limites para concluir que:
1 1
4 lim ——=—-=1

SO

Pero esto iltime dice justamente que:

3 lma, =1

—=a0

. comeo se guerfa-demostrar.
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PROBLEMA 10 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 10

Este problema es muy similar al anterior. El extremo izquierdo del Sand-
wich es directamente la sucesién nula, por lo que fiende a cero en forma
inmediata. En cuanto al extremo derecho, podemos estudiar lo que le ocurre
utilizando el CRITERIO DE LA RAIZ N-ESIMA DE CAUCHY:

/ 2\ " 1\? 2 T
lim v et (1 - —) = lim T- (1 - —) =Te 2= = 0,04 < 1
rE—s T n—aa (%j €

R

Por lo tanto el criterio mencionado nos permite asegurar que el extremo
derecho también tiende a cero, con lo cual aplicande la Propiedad del Sand-
wich se deduce gue la sucesion del medio también. Hs decir:

4 lim 5 — 3a, =10

R—30

Restando a la sucesién anterior la sucesién constante b, = 5, via una
aplicacion de dlgebra de limites obtenemos que

3 lim —3a, = =0

n—30

Ahora multiplicamos a la anterior por la sucesidn constante -, = —% Y,
via una aplicacion de dlgebra de limites, obtenemos que:

. 3
=\
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PROBLEMA 12 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 12

Llamemos a la sucesién del problema a, vy veamos primero que a debe
ser ignal a cero. Lo haremos por el absurdo. Supongamos que fuera o # (.

Entonces:

e A (- 3+ )

Por lo tanto, de suponer a # 0 llegamos a que debe ser lim a,, = oo, cuyvo
n—o0
signo dependera del signo de @. En cualquier caso ya seria imposible que el
limite nos diera 4. Pero por hipétesis habiamos elegido a y & para que esto
ocurriera. jABSURDO!, gue proviene de suponer a # (0 = a = (.

La sucesion original nos queda entonces:

X 3n? 4+ 24n
C Bmd —3n 44

Pero entonees;

lim a, = lim
- - f] 1
TL—= " -:-cﬁt‘{‘[S_r_‘_mj
—0
364 (2
i i b
= lim, - = —
E R ER B
S n + nd =
— —0

Pero coma gueriamos que el valor del limite nos diera ignal a 4, se tiene
que: 2= = 3p =20 = b= 2

\ _ _m
Asf: Se concluye que s =0y b= 3.
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"‘::wae términos pares e impares de a, para
tener limite.




%,,,

a Ard .= ! H
,,.w‘*?fa que la formula de recurrencia de an%ilita recuperar la expresion

L1

del cociente de D’ Alembert para la misma de una manera, facil.

4&4 4&4 -ﬁ&AAl

N



PROBLEMA 15 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 15
(a)

Lo que debemos probar es que ¥n & Ma, ) & x,. Hay una forma de
llegar a esto que es bastante elegante. Como:

1 .
Lntl :2 T = 1 + -ri E i

= J?i—.l'"+ =1

1

4
2

(completamos cuadrados) = (.r.',., _§) =0

, ¥ dado_que la Gltima proposicion en-la cadena de equivalencias es trivial-
mente verdadera por ser el término de la izguierda un cuadrado se concluye
gue la afirmacién del principio debe ser también eierta. Pero la afirmacion
del principio es precisamente la que se queria probar.

Asi: Resulta », mondtona ereciente.

(b)
Al ser @, mondtona ereciente podemos concluir que debe tener un limite
L. que podri ser finito o infinito. Nos interesan los valores de a tales que L

resulte finito. Para uno de estos valores, por el TEOREMA DE LAS SUBSUCE-
SIONES tanto i, como a, tienden a [.. Entonces:

. O\ 22
L= Jom o= B o S+ L

Se deduee entonces que [ debe verificar la ecuacion:

Iy J.
2= L+==0
* 4
Jue tiene como 1inica raiz a '3
Pero entonces debe ser: )
f.’ = -
2

Para terminar el ejercicio veamos dos cosas importantes:

1. Veamos primero que si () < a < % = %n e M0 =w < % (Lo haremos
por induceion)
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PROBLEMA 15 PRACTICA 3 - SUCESIONES

a) o, =a==0< 1 <1 osea quepara el primer término vale.

= G
) Supongamos como hip6tesis induetiva gue /<, < % Tenemos
gque probar que entonces también vale que 0 < r ;| = % La
primera desigualdad es evidente. ln cuanto a la segunda observe-
mos que como por hipotesis induetiva r, < 2'— = 2 < IT! entonces:

1 .
Tl = — + 2
| K1 4 I o

S

!
: 4

e | =

Luego: Efectivamente vale que ¥n € M0 < r, < 5.

2. Veamos ahora que si @ > "E— =Ynec M, = % Esto es muy sencillo de
justificar pues al ser =, creciente, como el primer término oy > % luego

todos los que le siguen también.

La segunda afirmacién que acabamos de probar nos dice que sia > % entonces
L no podria jamés ser igual a % pues toda la sncesion -, quedaria por encima
de dicho nimero. Por lo tanto:

1

Yoz — = lm o, =+

e—od
La segunda afirmaciém por el contrario nos dice que si elegimos 0 < a < 7,
entonces-toda la sucesién z, se queda también acotada entre 0 y 1, por lo
tanto lo que no puede ser ahora es . = +oo.

Luego: Los valores de a = 0 para los enales =, resulta convergente son
exactamente (0 < a < ;— Y para cualguiera de estos valores se verifica:

h 1
lim &, = =
n—=ag :
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PROBLEMA 16 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 16

Este es un tipico problema donde el CRITERIO DE CAUCHY puede ser
de gran utilidad para poder decidir lo gue le ocurre a « en la mayoria de los

posibles valores de .
\ i — —1
f 2 ! i Ly r
lim |f!- | = lim |:| " .r| _ |.r|£ Rt |r| N ﬁ
n| — Y - = 3 =
— —a 1',:'53.1.-'51.'L5 (ﬁ)-j‘::‘ ”5 5
1

Observen que:

S R P
N e

E.,t =La |#|= V5
Entonces podemos dedueir que:

s Para |r| < N = I{—JE v’ﬁ] la sucesion debe tender a cero.

= Para || > V5 2 & € (—oc, —V5) U (W5, 400) la sucesion diverge.
Pero en éste punto debemos desdoblar el anélisis en dos partes pues
falta deeidir a qué infinito, positivo o negativo.

e Six s Ii—c:-:’.‘. —",-"{E}:
En este caso como r = — || por ser el mismo un nimero negativo
se tiene que la sucesiom a,, se puede escribir de forma conveniente
para deducir su signo de la signiente forma:

a . eate tf:rminl,a o8 poaltivo
[_llrlj_nl | _ [—ljlgnll |Ir|2n.|| = |£|J.'ra| I

:”H . _5"r| 1 ”_3 [ 5.-1-}] H_-'5 . EH| 1

i, —

Deducimos pues que a, queda negativa y por lo tanto que deberi
tender a —oa.

e Sirc [vﬁ +5¢) - Aqui no hay ningin tipo de duda sebre el signo
de a,, el cual resulta positivo. Por lo tanto en este caso la misma
tiende a oo,

Hasta ahora tenemos el comportamiento de a, bien caracterizado salvo para
los extremos del intervalo (—+/5.1/5), o sea para los puntos {—v/5.v/5},
donde el CRITERIO DE CAUCHY no aporta informacién alguna. Evidente-
mente estos dos puntos los tendremos gue estudiar por separado y utilizando
algln otro método.
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PROBLEMA 17 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Problema 17
(a)

En numerosas oportunidades se ha mencionado que para estudiar el crec-
imiento de una sucesién a, es de gran utilidad estudiar su COCIENTE DE
D' ALEMBERT". Para simplificar la escritura llamemos » := (1,95, Tengan
presente que 1 — v = (L

iy, pintl o2 et i )

Ty 1 rE[re|-1)1| (n_l_ljlﬂ Tﬁljl}" (”._‘_1)3 . (H--l—l)g
= - - e I

Un hecho interesante que conviene tener presenfe es que si o v b son
nlimeros reales pasitivos, entonces a® < K% < b Como a, es de términos
positivos y » == 0, entonces:

a n+1 . 41 X n+1
re = |- Ly <1
i 12 77

Estudiemos ahora la condicién que debe cumplir » para que esto ocurra.
MNos va a quedar dependiente de r.

i1 n
T <l v T
72 n4+1
n+1-—1
= T =
n +1
1
o ]
4+ 1
1 >0
— < l—
i+ 1 { rd
R
—r
o on> 1= —
" 1—r = 1—7r

Reemplazando » por el valor que tiene, nos gqueda que:

e T s n =10 n > 2

i,

*'No confundan al COCIENTE DE D’ ALEMBERT Con el CRITERIO DE D'ALEMBERT. El
primero se refiere a'la sucesitn que se forma al hacer =L mientras que el segundo es el
teorema que afirma que si dicho cociente en médulo tiende a un Hmite menor que 1, la
gueesion original tiende a cero, mientras que 8 lo hace a un Mmite mayor que uno la misma

diverge.
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PROBLEMA 17 PRACTICA 3 - SUCESIONES

Por lo tanto a, resulta decreciente a partir de n = 20, con lo que a, es
decreciente PCTN.

(b)

Como a,, es decreciente y acotada inferiormente por 0 podemos asegurar
que 3 lim a, = [ = 0. 5i el mismo fuera [ > (0 entonces por el TEOREMA

=00

DE LAS SUBSUCESIONES DE UNA CONVERGENTE, seria:

— =0 . 2 2
L w41 ; p 1 .
1= lim = lim 7~ =lm <1+ -1 =+ =1
n—ok [ . The=+ i =30 s
—I=0

Pero entonees seria 1 < 1 jjABSURDO!, que proviene de suponer [, = (.

Asi: Tiene que ser L = (.

Comentario para el alumno que resolvié el Problema 3 de esta
practica El alumno estudioso que haya resuelto con éxito el problema 3 de
esta practica podra ser recompenzado con una solucion a este problema muy
sencilla y elegante.

Llamemosé, a la sneesién de dicho Problema. Se puede-apreciar que a, =
(0,95 -2 . 8i observan bien' esto implica que a,, tiene que tener exactamente
el mismo comportamiento que b, en cuanto al crecimiento. Por lo tanto es
automitico que Yr = 20 a,, debe ser creciente:

Como el limite de b, nos habia dado (), entonees no queda otra que el de
i, también.

2 Las justificaciones se las dejo de tarea pues les aseguro gque en el desarrollo de este
problema tienen todas las herramientas desplegadas para poder hacerla solos.
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