


EJERCICIO 1 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD
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A partir de agui, donde quede muy elare el nimero al que tiende alguna
expresifin, para evitar recargar los diagramas se omitira la flecha correspondi-
ente. Por ejemplo expresiones constantes divididas por formulas que tienden
a infinito aparecerdan continnamente, e indicar con flechas en cada una de ellas
que las mismas tienden a cero puede llegar a volver engorrosas las formulas,
al punto que resulte incdmodo leerlas.

(e)

(6 +E,j
(1= 7)

lim flor)= lim
T T—o0

()

jAdvertencia! Fs una costumbre muy comiin del alumno del CBC el aso-
ciar automaticamente el siguiente limite con “17: 11111 @ = 1. El signo de

interrogacion alude al eurioso hecho de que no 1mpnrta, a dénde esté tendi-
endo “”, muchos alumnos del otro lado del igual inexorablemente escriben
al nﬁmem 1. Esto es un grave error, por ejemplo al ser sin(«) una funcién
acotada, si la dividimos per z, para valores de & grandes dicha expresion
tiene gque tender a 0, ¥ de ninguna manera a 1.

Hecha esta aclaracion, la cual se espera tengan bien en cuenta, podemos
proseguir con el ejercicio.
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EJERCICIO 3 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Ejercicio 3

Cuando se pretende buscar las asintotas horizontales y verticales de una
cierta funcién f(.r) los limites que hay que estudiar son: Los de r tendiendo a
# o™y "™ para las horizontales; v los de aquellos puntos donde la funcién
presente problemas: Denominadores o logaritmos que se hagan cero; ete. ..
para las verticales, gue deben ser estudiados por derecha v por izquierda
separadamente para poder determinar hacia cual infinito tiende la funeion
en la asintota vertical —en caso de haber concluido que tal existe -

Con la informacion obtenida a partir del cleulo de éstos limites, si bien
no nos seria posible hacer un grafico preciso para f(c) glebalmente, lo cierto
es que para valores de & grandes en méadulo asi eamo también para valores
de x en las cercanias de x = (0 hemos recavado suficiente informacitn para
realizar el mismo bastante fiel a la realidad. Para que lo comprueben en cada
item se adjuntard un grafico de la funeidn euyas asintotas se han estudiado,
¥ podrian comprobar que el mismo refleja fielmente lo gque hemos descubierto
a partir del caleulo de éstos limites.

(a)

En este item hay problemas en & = 0 ya que en éste el denominador se
hace nulo.
.:_.II_ o E‘_—:—-:f_w
1 1
S5 W 2 \ A\ X Sl
— 1k -

Podemos apreciar entonces que la funcién f{.r) tiene una asintota hori-
zontal en +00 ¥ —oc, ambas con ecuacion g = (1. En cuanto a las verticales,
tenemos una en . = (0, que por izquierda tiende a —2¢ y por derecha tiende
a o,

Pueden cotejar la informacién aqui obtenida con el grifico de f(x) para
comprobar como se reflejan en el mismo las asintotas que hemas descubierto:
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EJERCICIO 4 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Ejercicio 4

Este ejercicio esconde un contenido mateméatico importante. Llamemos
flz} ala curva del enunciado; las rectas cuyas pendientes se estd pidiendo
averiguar en los items (a)...(d) son rectas secantes al grifico de la curva
v todas pasan por el punto (1, f(1)). El lector atento podra observar que
sisteméticamente se estd haciendo acercar a .« = 1 la absecisa del segundo
punto por donde pasa la reeta en cuestion para los diferentes items. En
concreto las rectas se irdn aproximando cada vez més a la recta tangente a |
en el punto (1. f(1)) cuanto mas se acerque la abscisa del segundo punto a
x = 1. De hecho en el item (e} se pide justo llevar la situacién al limite. Este
limite nos dard un niimero que se corresponderd con la pendiente de dicha
recta tangente. Por eso la importancia de éste ejercicio, porque-intraduce de
manera natural al alumno hacia la nocién de RECTA TANGENTE A UN PUNTO
DEL GRAFICO DE UNA FUNCION, noeion gue serd explotada al méximo en
las practicas subsignientes.

(a)

TH:m 3
(b)
8_ 1) =
”,z%wzi
A 2
(c)
(-1 -0
=T =21
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EJERCICIO 5 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

41

lim f{x)= lim = —3
0 S |
|
lim f(z)= M s i
P P

El grafico que representa los limites caleulados es el siguiente:

Figura 82: f{r)— Sus asintotas

1.5

1.

0.5

(c)

Observacién  Antes de proseguir con la resolucitn de este item, es necesario
hacer un comentario acerca de lo que quiere decir en términos matematicos
precisos elevar una funcién g () a la otra funcion b ().

Sin precisar con exactitud qué guiere decir elevar una funcidn a la otra
funeidn, si trabajamos con la necidn intwitive de erponenciocidn, podemos
encontrarnos con numerosos problemas, Serfa interesante dedicar un pequeno
comentario para ejemplificar lo gque pasaria si trabajan sin tener en claro qué
quiere decir elevar una funcién a la otra funcién.

Teniendo en cuenta gue la formula para f(r) puede simplificarse de la
signiente forma obteniendo:

=

Y (B D) (Il)—

, podemos apreciar que si por ejemplo » = =5 entonces no tendria sentido
hacer f({-5)= (—1)= = (v —1)_| va que no existe tal rafz cuarta de —1
en [,
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EJERCICIO 5 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Mas generalmente, seria todo un desafio averignar con exactitud enil serfa
el dominio natural de una funcién come f(r) sin haber precisado primero
el significado de la exponenciacion de funciones. Por ejemplo, si tenemos la
mala suerte de pegarle a un valor de = tal que como exponente nos quede una
fraceién irreducible con denominador par ¥ como base un nimero negativo,
entonces la formula no podria evaluarse, eon lo que dicho valor de = no podria
estar en el dominio natural de la funcién.

Lo mas interesante es que podemos ver muy sencillamente que hay supe-
siones a, vy b, gue tienden a —osc verificando que:

“n =M a, ¢ Dom(f] — (pues su formula no tendria sentido)

YneM: b g D{]D]I:f:l

Ejemplos para éstas son a, = -2 +3 v b, = —2-3" + 3. Veamos como
gueda la cuenta cuando hacemos f(a,) v [ (6, )

—_— I.]- _ E”:]_-_:-Tll_l'

_4.9n g T
Flan) =t s=7F—

La cuenta anterior no tiene ningin sentido en los niimeros reales para
cualquier valor de » = If pues es una raiz par-ésima de un nimero negativo.
En cambio en:

L
) _~2L3r¢+4 = an
= (225

, 5ibien la base queda negativa ¥n € I, como en el exponente aparece un
denpminador impar no existe problema alguno para realizar dicha cuenta en
.

De més estd decir que la nocidén intuitiva de exponenciacién no parece
haher sido tan froctifera como pensibamos si pretendemos utilizarla para
elevar funciones a la otras funciones. Es por eso que a partir de la funecitn
exponencial ¢ que estd bien definida v cuvo dominio estd perfectamente
establecido; se puede definir la aperacion:

q [.rj“'m .= phie)Inia(=))

De esta manera no habria ningin tipo de problema para determinar el do-
minio natural de g [.r]m'r] como funcién ya que el mismo seria g, el conjunto
de positividad de g(r).
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EJERCICIO 5 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Volvamos ahora al ejercicio: Dom(f) = (3, +5¢), que es el conjunto de
positividad de ﬁ No tendra sentido pues ni siquiera hablar del Lm f(r).

n——
Para resolver este item hay que tener presente la signiente propiedad:

“Si lim f(r) =0 entonces lin 1+ f[H]ﬂIJ_ ="

r—T T—xh

No olviden gue cuando estén tratando con un limite de la forma 17 estin
en presencia de una indeterminacion; y como tal no es posible tomar una
decision hasta tanto no salvar dicha indeterminacién.

) = I w)*
M He) = 1_( e8]

. R =
= _rliI.!-:.ill (l—l- i —J.)

e | R

=

Veamos ahora gué pasa con el limite tendiendo a 4 >¢, que es claramente
una indeterminaciéon de la forma +ac". Para tesolver el limite en cuestion
negesitamos previamente demostrar un:

Lema: lim ™ —
o -

DEM: Lo que haremos es probar por definicion de limite para funciones que:

lafs
N 20 g
e ) T
Para sucesiones ya sabemos que 3 lim '“E:'j = (.
n— o
Sea ahora £ = 0:
1 5
=Jny e /¥ = ng= 1(7) % 3
' ) :
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EJERCICIO 5 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Para cada niimero real r definimos [r| como su parte entera, por t—“ijP]ﬂ
[3.15] = 3. Es ¢laro que si + > 1 entonees siempre vale que 1 + o =
Comprueben esto si no les queda claro haciendo algunas cuentas.

Como In () es una funcién estrictamente ereciente v teniendo en cuenta
gue cuanto mas chico es el denominador de una expresion més se agranda la

. . . | In( [+ 1
misma, entonces también es cierto que 15_51 < ‘—'Uﬁll'—]

Si r = ny Es ademés clarisimo que [#] + 1 = n; también, de donde comQ
I EIER ] _:: £

[r]+1 es un nimero natural mas grande que ng se sigue que BiE
Pero entonces:

lu () - In([z]+1)

T Ed
_ In ([z]+ 1) Y [€] + 1
E ]+l []
B In ( [.r]-l-l] . _EL
X ( (1 5)
< ;:~2=5

Asi: Para todo £ = 0, sl = ny entonces @ < £, Pero hemos pues probado
por definicion de limite para funciones que:
In |
3 LN

n— | 1]

WFTY LEMA

Habiendo probado el Lema, lo podemos utilizar para resolver el limite en
cuestion:

. - N 1Y s
hm f(z) = lm ( 1 )

T— a0 i r—-a0
=41
= lim e+ )
—a0
# n zl-]!—l'n-d |
= lim « ==
|-
’ Qinf=Ha] 1l
= ‘\im e ==
et
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EJERCICIO 5 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Podemos ahora hacer un cambio de variables w = s+ 1 = o= u — 1.
Teniendo en enenta que v —___, . +5¢, nos quedaria:

. ) . 2 el ]
hm flr) = Hm es=7 33
T— -0 u— &
—
2u —a —0
()
= lim eu—4 i
w—

Observacion: Aprenderin a idolatrar a la REGLA DE L'HOSPITAL cuan-
do comprueben que un limite tan complicado eomo el anterior mediante la
utilizacion de la misma puede ser resuelto con una simplicidad absoluta. Seria
un ejercicio muy recomendable volver a este item cuando la hayan aprendido
para comprobar por ustedes mismos cudnto mas faeil resultaba si lo resolvian
mediante la utilizacién de tal.

Para finalizar, veamos a continuaci‘in como queda el grafico de f(r) para
comprobar que nuestro analisis ha sido correcto.

Figura 83: f(x)— Sus asintotas

(d)

Come Dom( f) =71-1,0) U (0, 1] entonces en este caso no tienen sentido
los limites para &« — +oc.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Figura 90: f{x)— Sus asintotas

1-1-
0.2

D&
0.4

0.2

1 080504020 02 04x05 08 1

En el dibujo se pretendié reforzar la idea de que cerca de & = 0 la funcidn se acerca a %

No obstante no hay que confundirse, para valores de = grandes la curva se ird acercando
a [

(k)

Las funciones de la forma g(.r)"*’ presentan el inconveniente de que co-
mo se construyen -a partir de elevar una funcion a la otra funcién, habria
primero que precisar la noeién de erponenciacidn para niimeros en general.
Recuerden que la exponenciacion es muy clara cuando se trata de hacer 27.
5 Qué me dicen de hacer 7¥2? Habran notado que ya no nos queda tan claro
la cuenta que hay gue hacer. Por eso en general se suele definir de antemano
la exponenciacion de nimercs arbitrarios como sigue: a® := *'""}, Como se
supone gque hemos definido con precision la funcién exponencial ¢ y su inver-
sa Infr), yva no habra ningin tipo de dudas al respecto de gué cuenta hacer.
De esta manera, es altamente recomendable que euando vean una funcién
del tipo g()"* la asocien antoméaticamente con la funcién ") mal=)) Para
otro comentario sobre el problema de hacer este tipo de caleulos utilizando
la nocién intuitiva de exponenciacion ver el item (c) de este ejercicio que se
encientra en la pigina 238.

Hecha esta aclaracion, para nosotros:

o) =

En cuanto al dominio de esta funcion, debe ser el conjunto de positividad
de homografia dentro del logaritmo, la cual tiene una asintota horizontal de

ecnuaclon y = %, su asintota vertical en @ = —% v &l (nico cero en = = _TI
Se puede comprobar facilmente que la homografia es negativa en (—3. —{]

Por lo tanto: Dom(f) = (—o0, —3) U\(=3. +o¢).

iz

2t 1o )

2x41/)
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anteriormente cuando resolvimos el item (c), el cual pueden encontrarlo j n-
to con su respectiva demostracion en en la pagina 238. En concreto lo que
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Como las expresiones de las puntas, ambas tienden a 1, por la PROPIEDAI
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Ejercicio 8
En la mayoria de los ejercicios de ésta seecion se explotard al miximo el

resultado que afirma:

3 lim 5111[;:':]

r— T

=1

Como se ha recordade en varias oportunidades a lo largo del libro, nunca
hay que olvidar que este resultado solo vale cuando “r — 0" Hay una
gran poblacién de alumnos que al tomar contacto con esta proposicidn la
utilizan en forma indiseriminada sin siquiera fijarse primern hacia dénde
estd tendiendo “z". Traten de tener esta recomendacitn presente a lo largo
del curso, pues les va a evitar muchos inconvenientes.

Haciendo un cambio de variables apropiado este resultado se puede gen-
eralizar al siguiente:

“Sea a(r) una expresion tal que afz) —, ;0 donde I puede
ser pensado como un nimero real determinado o bien +0c. En-
tonces: i

3 1im 5200 _
x— L :il:l:.l"]

Utilizando estas herramientas los items del presente ejercicio deberdn salir
sin mayores complicaciones.

(a)

—1
sin(3a)

A= T 8

(b)

=1

].fn:DL fle) = lim

1
r—0 (r—irl[.r])

1
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EJERCICIO 8 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

La misma no es de ficil demostracitn, de hecho para poder hacerlo hay
gue apelar a propiedades bastante profundas sobre las funciones trigonométri-
cas, las cuales por ahora estan fuera de nuestro aleance. Recién cuando se
profundice sobre la nocion de DERIVADA podremos recién pensar en atacar
una posible demostracién para ella.

sin(f) cos (a) + cos (h) sin (a) — sin (a)

e = h
—1 ,._:n_.‘
. \A sin (/) ol L = cos (h)
= lim : cos (a) + sin (a) — 5
ver-punta (f)

= 05 (fl::l

El limite que acabamos de calcular estd intimamente relacionado con la
nocién de derivada. De hecho hemos probado con todo detalle que sin' (a) =
—cos (a), donde “sin’ (a)” alude a la funcion derivada del coseno evaluada en
el niimero real “a”. Aungue todavia no comprendan mucho de que estamos
hablando seria bueno que tengan presente el caleulo de este limite, pues al
momento de caleular las funeiones derivadas de las trigonométricas lo hardn

signiendo estas mismas ideas.
(h)

(1 =ecs (&) (1 +eos(n))

%]_I.I[l] (x) = 111_1.1[1] o2 (14 eos (x))
1 — cos? (.
= fim SN
=0 5% (1 4 cos ()
\ sin” ()
= lm

z=0r? (1 4 cos ()

gt sin ) ! 1 ~ 1
o T (14 cos{z)) 47
—i

(i)
En este item haremos uso de la importante identidad trigonométrica que
dice:
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cos(r + y) = cos(r)eos(y) — sinfo ) siny)

Esta identidad trigonométrica tampoco es de facil demostracion, por las
mismas razones gue la utilizada en el item (g). Habrid que esperar hasta
profundizar en el calculo de derivadas y sus propiedades para poder pensar
en hacer una demostracion de la misma.

cos (a)cos (h) —sin (a)sin (k) — cos (a)

lim f{) = lim

- Bi) h
ver ftemn (f) —I
: 1 — cos [/ =i (R
= limeos(a) - _L("] — 8in (E] —L’]nl: J]
f—0 : h h
———
—i
= —sin(a)

El resultado que acabamos de arribar esté intimamente relacionado con la
nocién de derivada. De hecho hemos probado con todo detalle que cos' (a) =
—sin (a), donde “cos’ (a)” alude a la funcion derivada del coseno evaluada en
el nimero real “a”. Aunque todavia no comprendan mucho de que estamos
hablando seria bueno gue tengan presente el cilculo de este limite, pues al
momento de caleular las funciones derivadas de las trigonométricas lo harin

signiendo estas mismas ideas.

()

o ) T2 sin (.r)
JhI—-Iill fle) = Jl-liI[l] I'— vos () w
—1
1 Bl [
_ Im _Eln I:.rjl — 9
r—i) —1 T
(l—n:::\.-i T )
ver ftemn (h)

(k)

. -
A ) = g
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1)

-

i N —1
A | 24 rsin () 4sin (r) %M)
HHE firy = lim = 4o

L ',t? . l-i\.i.Il2 [-l_-l'll

(m)
Aqui lo mas conveniente es hacer primero un-cambio de variables, pues
nosotros sabemoes manejar bien este tipo de limites cuando » — ) na cuando

el mismo tiende a 1. Podriamos hacer:y = o — 1 = ¢ = y+'1: ademas
y = .- . Entonces

. . sim{m(y+1))
_?}_If} ”I} I,:EE sIn [3'?F |:I’:I' +1J)
. sin(my+m)
= lim ————
y—0 =11 [33';9' + 3
= lim m
#—0 /i sin (3?":':".]

—i
sin (wy) Jy 1

= lim
p—0 sin (3wy) 3
=

1
3

(n)

Este es otro ejemplo que evidencia la necesidad de hacer un cambio de
variables, por la misma razén que en el item anterior, ya que sabemaos lidiar
con limites donde la expresion dentro del sin () tiende a cero ¥ no con
otras. Tengamos en cuenta que ademés, como estd presentado el ejercicio, no
pareee haber ningin sin(r) en la formula la funcién gne debemos estudiar
su limite, lo que en realidad es un engano yva gue si transformamos la misma
correctamente a partir del mencionado cambio de variables, ohservaremos
pronto como aparece por ahi la expresion del sin ().

El cambio de variables que conviene haceres y =r—%5 = o=y + 5. Es
claro que y —,_ - 0. Pero entonces:
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=—minly)
cosly= =
lim fr) = ];% —(J EI’II
r— T Y=+ i
= lim _5m|:y] =1
u— y

Ohbserven como a veces nun cambio de variables adecuado simplifiea mucho
las cosas. Ustedes se preguntaran tal vez: ;Como tomo la decision sobre qué
cambio de variables hacer? O peor aun: ;Cémo me doy cuenta que tengo que
hacer un eambio de variables? La respuesta a estas dos preguntas tiene un
eomin denominador: Se los dira la experiencia luego de practicar mucho v
hacer los ejereicios. Nada forma mejor la intuicion que trabajor duro con las
prdcticas, otro consejo mas para que tengan en cuenta y piedan mejorar su
rendimiento en la materia.

(o)

Lo primero tal vez sea hacer un cambio de variables adecuado. Hagamos
y=x—1=ur=y+1. Ademas y —,_ (.

Tendremos gue tener presente ademis para comprender los pasos gue
siguen que sin” () = 1 —cos” («); que por definicion tan (+) = %{[‘% ¥ COSAE
como. que cos(r+ x) = —cas(r), ete.. Las identidades en general de las
funciones trigonométricas, que deben tratar de recordar lo més posible.

) _ .1+ cos(@y 47
lm f(z) = lim _L(EI .
com= eyl
1 — cos'(wx
= lim J

y—1 sins (my
-.t:-e«'-f[.':y]

(1 —cestay]) cos? (7y)

Bl =

(p)

Otra vez conviene hacer el cambio de variables y =+ — 1 =+ =y + 1.
Ademas y —._ (.
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Ejercicio 9
Resultados Preliminares

En este ejercicio se utiliza una propiedad muy importante, que presenta
numerosas variantes de las cuales enunciaremos aquellas que vayamos a uti-
lizar. Seguramente las mismas no serin gran novedad para ustedes ya que las
debieran haber demostrado en la tedrica. No obstante al final del ejercicio
podrin encontrar la demostracion de las mismas suponiendo que ya se ha de-
mostrado para sucesiones que: 3 11111 (1+ L) =eyd 11111 (1 wh wte

La demostracion formal bien hécha [‘lF este flltlmn ref;ultadn:- [ mmphrm'la ¥
requiere el uso de algunas construcciones mateméticas elaboradas.

“Sea [ una letra que puede designar o hien +2c o hien —oc. Sea
M otra letra que puede designar @ bien un nimero real o bien
4+ 0 bien —o¢. Sia(r) y b(r) son expresiones que verifican:

—o
-HII"|1I alr) =4 +o (cnalguiera de estos valores)
' 5C A secas
¥
1111% blr)=0yb(r) # 0%
Entonces:

1lim (14 4)" =

r—1.

2. lim (1- 1) = ¢!

r— I

=

'l_'.."l

hm (1 4+ & ))e=T

6. an-lf (l=:b “—Dﬁ] =
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(d)

(e)

3z + 2 =—
PN W e 1
i, () _( T2 )
1
. 3r4+2_5reI\F=
- r.l].E}lll (l + 5.5 — 2 )
L
— 2=
= lim {1+
.rfilu( * 5.;-—2)

] fiz—3

- ; _Z _1
= lim 1+ —5 =g 8 =g 4
¢ gin Szr—02
i — N2

—_—

Observen que en el edlenlo de este limite no se ha hecho utilizacién en
ningin paso que nos estabamoes acercando por la derecha, razén por la cual no
solo existe el limite lateral por derecha sino que por izquierda también v vale
lo misme. Recuerden que cuando esto ocurre se dice que = :171'519 Flo) = e3,

(f)
Si observan bien en el item anterior podrén darse cuenta que en ningin
momento durante el cileulo del limite se ha hecho uso de la condicidn de acer-

carse por derecha. Sin impaortar de qué forma r se acercara a 2 demostramos
que 7 h'ni flr) = e~ con 1o que como caso particular 3 lim f(x)= "1,
T r—i-

(8)

Observen que eomo los valores de r son cercanes a cero, podemos suponer
que — 7 = r < F,con lo que ¥r cos () = 0. Hsto nos antoriza a hacer
cos(r] = y/eos? (), cosa que no seria cierta para x en general. Ademés hay
que observar que estamos autorizados a dividir por sin () pues si bien - — 0,

7 (0, razon por la cual al haber supuesto —5 < =< § = sin () # (.
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Demostracion de los resultados preliminares

Al principio del ejercicio se enunciaron una serie de propiedades, de las
cuales haremos aqui su demostracion. Para una mayvor claridad transeribamos
a continuacién dichas propiedades:

“Sea [ una letra que puede designar o bien +2c o bien —oa. Sea
M otra letra que puede designar o bien un nimero real o bien
+2¢ 0 bien —a0. Sia(r) ¥ b(r) son expresiones que verifican:

lim a (r) = ¢ o (cnalguiera de estos valores)

o0 A secas

lfnh bar) =0y b (o) 0¥

Entonces:

L lim (144)" =«

r—1.

2. Jim (1= 1) = !

z—F. -
afz)
3. lm (1 A il _]) — e
s al
el 1 | alx) _
gy ( B HIJ-J) =
a. anlf (1+54 (I}]E‘Lr] —

&

lim (1~ b ()7 = e

Como se anticipo, en la demostracitn de tales se utilizara que lim (14 ﬂ 2
—a0

ey que lim(1-+-1)% = &' Usaremos a lo largo de la_demostracién la

L i

funcién-[«] que significa parte entera de =. Por ejemplo: [2.758] = 2. No
confundan a la parte entera con la operacion redondear. La primera trunca
los decimales no-importa cuintos ni haciende ningin tipo de redondeo.

1. DEM:
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a) Caso o — +oc:i8

Sabemos que la expresidn cuvo limite queremos probar es ¢ se
encuentra acotada por:

Comao

(l+ﬁ)|.r|=m(l+ﬁ)[z|+|

— gk

- 1 W

() e e )"

.entonces bastard con probar que:

3 lim (1 i3 ﬁ)'rl —ey3 lim (1 + ﬁ) S
T— o Tt ’

para que en el Sandwich de la ecuacion 22 los extremos tiendan

amhos a ¢, ¥ por consiguiente habriamos probado que la parte del

medio también, siendo esto iltimo lo que se queria demostrar;

Veamos pues que efectivamente ambos limites dan como resultado

Ca

Sea = = (:
Como lim (1+ )" =e=3ng e W tg n = ny = ||[J- +5)" - e| <
n—=3C

Ca

Si x = ng+ 1, entonces [x] > ng y naturalmente [x] + 1 = nyg
también; pero al ser ambos nimeros naturales mayvores gue rng
tiene entonees que ocurrir gue:

_ NERS

(l+|.r|||) ~c

[
‘(1+ﬁ) = ¢

Hemos pues demostrado que dado = = [ existe un nimero real
positivo sy tal que si x> ng + 1 entonces:

1 | alz1] 1 i [ | 1
o) el

lrﬂ[z” -1
Y Es decir donde L vale —oc.

<2y <=

- b
i il
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.entonces bastard con probar que:

[x| [+
. . 1 1 g . r L —_
3 im (1-)" QRN () =

para que en el Sandwich de la eenacién 23 en la pAgina anterior
los extremos tiendan ambos a «™', y por consigniente habriamos
probado que la parte del medio también, siendo esto ltimo lo que
se queria demostrar.

Veamos pues que efectivamente ambos limites dan come resultado
e

Sea = =

Como lim (1~ 1)" = ¢! =3n; e M tiq. n = ng = |(l — 5

=t

L :'_I| <

Ca

Si# = np + 1, entonces-[x] = ng ¥ naturalmente [z] + 1 = g
también; pero al ser ambos mimeros naturales mayores que ny
tiene entonces gue OCUFTr gue:
) | |]+1 »
(J. - W) — < E

‘_ Ly 1= 4
(l—m) — < EY

Hemos pues demostrado que dado = = 0 existe un nimero real
positivo #; tal que si « = np + 1 entonces:

WA TaF : 1
(1 . |r4[.r']|) v =£y (1 T JeiE)AL

Asi: Por definicién de limite hemos comprobado gue:

-1

e

[tz g] 41
) )

(=] ] +1
3 hm (l—ﬁ) =& 'y 3 hm (14_'_) .

T s [&]+1
. con lo gque damos por finalizada esta parte de la demostracion.

Habiendo explorado los dos casos posibles, el de [ = 4200 y el de
L. = —scpodemos garantizar que en las hipotesis de la proposicion:

J_ T
3 lim (1 + —) =t
T— i I

Utilizaremos como si fuera un baluarte el resultado que probamos pre-
viamente, es decir ya sabemos ~— ¥ por ende lo podemos utilizar — que
T lim, . (1 + J—']II = ¢. Haremos un cambio de variables y = —r =

y—emp — 1

2. DEM:
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Ejercicio 10

Resultado Preliminares*’

“Sea f : R — R. Sean [ y M o bien niimeros reales o bien
+aco bien —oc, Ly M no necesariamente iguales. Entonces las
signientes dos proposiciones son equivalentes:

1. 4 lfn} flal="2T

2, I:IE:?"}"EH CR—{L}, 53 ”151:C a, = I entonces n]ﬂf:lc fla )=

Observacion: El anterior resultado es de extremada utilidad
para demostrar que una ciertafuncién f (x) carece de limite cuan-
do.r — L, pues si encontraramos (g, )y — LY (), ey — L
para las cuales 31_1}} flas) # I%1_‘11} f (b,) entonces 3 }51} flx).

(a)
El primer términe elaramente tiende a 1 mientras que el segundo como

r— Oyelsin [':] es una expresion acotada debe tender a (0. De esta manera
podemos apreciar que la respuesta correcta es 1.

(b)

La respuesta correcta es 1 pues:

e i
lim f(z)= lm S ()

F—-30 r—o- o0

=1

L
.1-

il

(c)

Aqui la respuesta correcta es que no existe dicho limite, sin embargo de-
mostrar este acierto requiere algan grado de sofisticacién. No podemos hablar
de subsucesiones de f{z) porser la misma una funcién, pero en realidad lo
cierto es que hay una estrecha vinculacion entre las funciones y las sucesiones
en cuestiones de limites. De hecho contamos eon un resultado que vincula la
nocién de limite de funciones con la de limite de sucesiones de manera tal

Y La demostracién del mismo se encuentra disponible al final del ejercicio.
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Demostracion de los resultados preliminares

Por una cuestion de claridad de exposicion copiemos el enunciado del
mencionado resultado:

Sea [ : B — I. Sean L y M o bien niimeros reales o bien +oco bien —oo,
L v M no necesariamente ignales. Entonces las signientes dos proposiciones
son equivalentes:

1. 3 HII} floy =M

2.V (an)gn SR - {L}, si3 T}E:!::}C‘fa” = [, entonces 3 ;}J_IH::‘IQII::’?,.,_J =M
DEM:

En la demostracién supondremos s.p.g" que L'y Al = R, dejando los
casos infinitos como muy 1til vy recomendahle ejercicio para el alumno.

Como toda demostracién en donde hay que probar la equivalencia entre
dos proposiciones, lo que suele hacerse es probar primero la implicacién hacia
un sentido, v luego la implicacién hacia el otro sentido.

1=-2: Supongamos que 3 11’11} fir) = M ¥ sea una [fa.,,]lHEH C R que tienda

a [.. Dado = = O sabemos que existe 4 = 0 tal que si 0 < s — £ = ¢
entonces |f(r)— M| < c. A la vez para el 4 = 0 de mas arriba y dada
la. convergencia de o, dehe existir ny = I tal que si-n > ng entonces
0« |a, — L] = 4. Pera entonces a,, € & es un nitmero como enalguier
otro que verifica distar de I a menos de 4, pero entonces debe ser
|filan) = M=z

Hemos pues probado que: Ve = 0dny & I tal que si n = 2 entonces
Hfla.)— M| < =, por lo que 37 hm f (2] = M.
. A

Clomo a,, era una sucesion elegida en forma arbitraria, la demostracion
de este lado de la implicacidn queda completa.

2=-1: Supongamos ahora que vale 2, es decir que cualquier sucesion a, que
tienda a I. evaluada en f{z) hace tender dicha expresion a M. Tenemos
que ver gue entonces efectivamente existe el limite para f{.r) cuando =
tiende a [ ¥ es igual a M. Lo haremos por el absurdo. Supongamos que
11'11-:1_ flz) # Moy veremos que existe una sucesién a, —, o I pero

flag) #—nza M, lo cual seria jABSURDOL
Como lfu} Fflr) # M sabemos que J& = 0 tal que ¥d-> 030 <

|r = L] < 4 verificando |f (z)= M| = £. Esto se abtiene negando la

W8ipmifica sin perder peneralidad.
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Ejercicio 11

(a)

La funcién f{r) no puede presentar ningin problema salvo a lo sumo
donde la férmula se parte, es decir » = 1. Tenemos que analizar lo que le
ocurre a [ en dicho punto. Para saber si [ es continua tenemos gue verificar
que 11’111I fle)= f(1)y=2.

—3
(c—AT(a? + 2 +1
e L
Por lo tanto f no puede ser continua en « = 1.
Para analizar si la discontinuidad es ewitable o esencial hay que determi-
nar st habrio forma de redefinir a f(z) en el punto = = 1 de modo que resulte
continua. Podemos observar gue al existir 11'11} flx) = 3 se puede concluir que

si definiéramos (1) = 3 la misma resnltaria continua. Por lo tanto hemos de
concluir que la discontinuidad es evitable.
Es interesante comprobar nuestras conclusiones con el grifico de f(r):

Figura 95: Gréafico de [ (x)

Las
| 4.
1
laE]
a
.5

.

QB 05 )‘! 1z 14

Podemos apreciar como f(r) presenta una discontinuidad evitable en o = 1. Se
nota que es evitable pues ung podria levantar el punto y completar el hueco del
grifico.

(b)
Aqui nuestra funcion resultara continua con claridad siempre que -r # =2

vor # 7. En éstos altimos habrd que estudiar los limites eorrespondientes
para poder deeidir lo que ocurre. Empecemos con = = Tt
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(Va+2-3) (V& +2+3)

lim f{z] = lim
=—T7 Ue =7 o~ T) (Vz+2+3)
= lim KoY
w7 (x — THVe +2+3)
T
= lim -

i=7 z=T(v/z + 2+ 3)

—h

&
G
Como f(7) =01 # & se concluye que [ presenta una discontinuidad en
r = 7. Como si bien [ es discontinua vale que 3 lim f(z) = ul_ la discon-
=1

tinuidad resulta evitable, pudienda redefinir f(7) = é— para que la misma
resulte continua.
Sigamos ahora con » = —2, en donde 11'11; : flx) = :—,; = —l claramente.

i aat

En cambio lim f(r) = 0 aun més claramente. La diferencia entre amhbos

limites laterales nos evidencia la presencia de una discontinuided de salto
para f{x) en & = —2, la gque por supuesto resultard inewvitable.

Asi: f(x) presenta una discontinuidad evitable en . =7 y otra inevitable
e r= =2

Es interesante comprobar nuestras conclusiones eon el grafico de f(.r):

Figura 96: Grafico de [ ()
gz
[T
M
[
hEx)
o |
oz
£.ie
18 -
S0 b 4 = 0 E w8 1D

Podemos apreciar como f(r) presenta una discontinuidad evitable en o = 7. Se
nota que es evitable pues uno podria levantar el punto v completar el hueco del
grafico. En contraste con esto, la discontinnidad de = = —2 resulea inevitable ya
que fz) pega un salto. No importa como vayamos a redefinic f en @ = —2 el salto
SEgIlird presente.
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(¢)

Aquf hay que tener presente que Dom(f) = R — {1}, razon por la cual
no podemos decir que f sea discontinua en & = 1 ya que en dicho punto no
estd definida. En cualquier otro punto f resulta continua.

Asi: f(r) es continua en todo su dominio.

Cabe preguntarse de tosa formas si seria posible definir [ en r = 1 para
que la funcién resultante guedara continua en dicho punto. Para estudiar
la respuesta & ésta pregunta serd necesario estudiar lin_} f (&) Para hacerlo

conviene hacer un cambio de variables y = /7 =+ =y". Como y —._1 1,
entonces:

1_1'11} flr) = lim = lim & i

1
w—ly® — 1 ar—'l_y.-—"ﬂy2+y+1:| 3
—3

Por lo tanto: Concluimos que si definiéramos f(1) = '; la funcidén resul-
tante si seria continua en el punto r = 1.

Es interesante comprobar nuestras conclusiones con el griafico de f(x):

Figura 97: Grafico de [ (ir)

[

Podemos apreciar como eg posible completar el hueco del trifico de f(o) simple-
mente definiendo la misma en & = 1 como f(l) = -I_:-

(d)
Volvemos a ebservar igualmente que en el item anterior que Dom{ f) =
R —40y7}.«Como [ se construye a partir de funciones qgue son continuas

en dicho dominio a partir de operaciones que preservan la continuidad, se
concluye que [ resultard continua en todo su dominio.
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Cabe igual preguntarse si existe una posible forma de definir fen 0y =
de forma tal que la funcién resultante guedara continua. Para responder a
ésta pregunta debemos primero analizar los Hmites de f en dichos puntos.

i
sin () 1 1

lim f{ir] = lim — =
:—u"ﬁ: S i fo —) oy

Para estudiar el otro conviene hacer un cambio de variables y = v = & =
r=y+m Comoy <. 0 setiene que:

—sinfgy)
T | 1
BB = Lim = y+m)
=T y—0 ] y + T
.
in [ 1 1
= lim € ) . e
y—0 iy W4T m
Por lo tanto: Concluimos que si definiéramos f(U) = L=y (7) la funcién

resultante seria continua en todos los nimeros reales.

Es interesante comprobar nuestras conclusiones con el grifico de f(r):

Figura 98: Gréfico de f ()

! 2 PR 3
| B H o

-1

.-.-”2'.

i

=24
Podemos apreciar como si definiéramos fix) en z = 0 vy en ¢ = 7 como f (0] =
film) = —% entonees la misma resultaria continna en todos los niimeros reales.

(e)
Aqui Dom( )= B~ {2kx: k € Z}. Como. f se construye & partir de
funciones que son continuas en dicho dominio ¥ teniendo en cuenta que las

operaciones para construir [ preservan la continuidad, entonces la misma
resulta continua en todo su dominio,
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Nos preguntamos de nuevo sobre la posibilidad de definir [ en el men-
cionado conjunto de tal forma que resulte continna. Tendremos que distinguir
dos casos especiales en el conjunto {2F% ¢ k£ 2 Z}.

Si k= 0: En este caso tanto numerador como denominador tienden amhbos
a Cero.

. . 2 (14 cos ()
1 = 1 .
:1—~m|:| ) :lil%l (1 —cos{x)])- l:l + cos [.r_]]

20 -
= lim T e - “ - ”,H [Ij]
r—0 1 — cos? (i)

T’ (14 cos [a])

= lim —
x—0 sin™ &
T : ot
= lim | = (T eos(o))
=—0 N sin (r)
—1
= 2

Si &k # (0: En este caso el denominador tiende a () por valores positivos mien-
tras que el numerador es un nimero real positivo fijo —dependiendo
de el k elegido—. Por lo que en este caso:

g ST = e

Asi: Conecluimos que si bien podriamos definie f(0) = 2 para lograr que en
dicho punto la funcién resultante sea continua, nos serd imposible en
cualguier otro punto de la forma & = 2kx & = &, k # 0 definir con
éxito f(r) para que la funcién resultante sea continua.

Es interesante comprobar nuestras conclusiones viendo el grafico de f(z), el
cual por cierto en este caso es bastante llamativo:

281



4&4 4&4 4&4

4&4



EJERCICIO 12 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Ejercicio 12

En este ejercicio la tnica idea gue hay que tener en mente para poder
resolverlo exitosamente es la de estudiar los limites laterales en los puntos
donde la definicidn de f se parte, los enales guedardn en funcion de la con-
stante a. Luego hay que averiguar para cudl o cudles valores de a los mismos
coinciden.

(a)

Como lim, s flar) = 44 2ay lm,_ f(r) = a —4, para gque [ resulte
continua en - = 2 serd necesario que ambos valores coincidan, lo cual ocurre
siysblosid4 2a=a~ 4= a=—8

Asi: Elunico'valor de a para que f resulte continua en » =72 es a = —&.
(b)
Como Y
.
i )= iy = b
v en cambio
lim f(r) = lim E_EM =1

Tt '
.entonces no hay posible valor para o que haga gue éstos limites puedan
coinecidir.

Asi: En este caso Aa € I tal que [ resulte continua en + = (.

(c)

En este caso lLim f(r) = a — 3 pues hay que usar la formula de abajo;

-

mientras que al acergarme por derecha tendremos gue utilizar la formula de
arriba. Como r + 1 —_ . 4 0" v dado que el numerador-en el exponente
es negativo, se deduce que dicho exponente debe tender a —mc, con lo gque

11'n-11 , flar) = 0 dado que la funcién < tiene una asintota horizontal 3 = 0
el St

Para que f(r) resulte continua debe ocurrir que a— 3 =0 =a= 3.

Asi: Debe ser a = 3.
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Ejercicio 13

Lo primero gue serfa bueno observar es que desafortunadamente parece
haber un peguerio problema conceptual en el planteo de éste ejercicio. En
concreto es gue como () ¢ Dom( ) no tiene sentido alguno preguntarse si f(.r)
es 0 no continua en dicho punto. Para reforzar la idea basta con consultar la
definicion de continuidad, donde se define una funcién f(r) como continua
en . si v solosi 3 lim f (o) = [ (#;). Mal puede ser un limite igual a f (a)

gl

51 no estd definida la funcidn [ en & = .

Sin embargo este desafortunado planteo no hace que el ejercicio carezca
por completo de sentido. Lo gue hay que hacer es interpretarlo correctamente.
Habria que entender que debemos estudiar si existe alguna definicién posible
para f en el punto r = 0 de tal forma que la misma resulte continua, v
concluir negativamente.

Les recomiendo ampliamente consultar la seccitn de Resultados Prelim-
inares del Ejercicio 10, los cuales los podran encontrar al principio del mismo
en la pagina 273, debido a que en este egjercicio las herramientas tedricas
necesarias para resolverlo son las mismas.

Bastari con mostrar dos sucesiones a,v b,, ambas con limite igual a
0, para las cuales f(a,) ¥ f(b,) tengan limites distintos. Podemaos tomar

simplemente:

1 1
iy = = F 'I;ra = = A
2nw g+ Inw

Como [ (a.) = &n(2nw) = 0 para todo nimero natural @ vy f(b,) =
Ein (% + 2nm) =1 para todo niimero natural n, se coneluye que:

].i-IIl _||r [ﬂ-.r.l.] ?é li"_m .IIr Eb“)

n—a0

Pero si esto es asi, entonces la funcién original no puede tener limite en
x = {0, v por lo tanto nos va a ser imposible definir f de alguna forma en
x = () para que la misma resulte continua.
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EJERCICIO 15 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Ejercicio 15

El resultado estrella que va a actuar en este ejercicio es el TEOREMA DE
Bovrzano, del cual una posible forma de enunciarlo seria la siguiente:

“Sea [ : [a, b)) — K una funcion continua tal que f(a)-f(b) <
0. Entonces Jc € (a.b) tal que f{c] = 07"

(a)

Coma f(—1) =3 ¥ f(1) = —1, al ser f(x) continna y por aplicacion
directa del Teorema de Bolzano, se concluye que 3¢ & (=1,1) tal que f (¢} =
(. ‘Esto es lo mismo gne afirmar que la ecuacion f(r) = 0 tiene alguna
solucion en el mencionado intervalo.

(b)

Para resolver esta parte del ejercicio debemos apelar al llamado METODO
DE BISECCION para aproximar rafces de funciones. Pueden encontrar una
deseripeidn detallada de éste método al final del ejercicio.

Partimos del [—1.1]. f(-1} =3y f(1) = -1

Como f(0)= 1, elegimos al intervalo [0, 1] para sustituir al [—1. 1] pues
como f(0)<f({1] = —L, el TEOREMA DE BOLZANO nos garantiza la presencia
de una rafz de f(r] en el mismo.

Como f g'—] = —2, nos damos cuente que debemos quedarnos con el
intervalo 0, jj pues (0 f (3) < 0y de nuevo el TEOREMA DE BOLZANO
nos garantiza una raiz de f(r) en éste altimo.

Ahora hacemos f [%] = ﬁ, como [ [%j - f G] < elegimos como nuevo
intervalo conteniendo una raiz de f(x) al [IT 1)

Con un paso més ya estaremos dentro de los lineamientos que nos pide el
ejercicio. Observemos que el punto medio del iiltimo intervalo elegido es ignal
aZyf (f] = — 2%, Como-f [f] - f ('le < () debemos elegir ahora al intervalo
[IT f] sabiendo que el mismo posee una raiz de f{r) como consecuencia de
una nueva aplicacién del TEOREMA DE BoLzaNo.

Elegimos pues: [ = . 2] que contiene una raiz de f(r) y su longitud es
de 00,125 < 2,
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EJERCICIO 15 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Método de Bisececion

El METODO DE BISECCION para aproximar raices de funciones es muy
sencillo ¥ consiste en un algoritmo gue parte de un intervalo del cual sabe
contiene alguna raiz de f{r) y nos da un método para subdividir el intervalo
original en subintervalos cada vez mas pequefios, conteniendo éstos fltimos
también alguna raiz de f(r). El algoritmo es como signe:

Sea f(x) una funcién de la cnal se sabe tiene que tener alguna raiz en
el intervalo [a.b] debido a que f(a) - f(b) < 0. Definiremos por recurrencia
una sucesion de intervalos [, = [a,.5,] que tendri la propiedad de gue su
longitud serd b, —a, = 22y dentro de cada uno de ellos habra seguridad

ran

de gue hay algnna raiz de ).

1. Prefijamos ap = a y by = b y hacemaos dy = [aq, by

2., Para elegir quién es I | = {a, 4 .b, 1], 81 2 € M. se procede como
sigue:

Se caleula ¢ = =t

a) Si f(a,)- flc)< 0: Entonces a,y1 = a, ¥ b1 = ¢, quedando
loy1 = [EI“ P, By |]‘

b} Si f{e) - f(ba) < 0. Entonces a,;1 = ¢ ¥ b1 = by, quedando
1u+1 - [En+|>bn+1]‘

Es elaro que en cada paso de la construceion, I,y tiene una longitud que
es la mitad de la que tenia I, v dada la forma de elegir [, | a partir del
anterior es evidente que el mismo se encuentra en exactamente las mismas
condiciones que el anterior para aplicarle el Teorema de Bolzano y concluir
que contiene una raiz de ().

La situacion es la siguiente:

hchclholhhclhhc-Cl,ClyppCee

b—a b—a b—~a
b—a = |Jil=t [h] = b {lhl{,z—f-:i---{lfnl= 2

'::“‘_"’TJ.—P‘_‘ED

Asi: Podemos aislar a la raiz tanto como se guiera.
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EJERCICIO 17 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Ejercicio 17

(a)

Seria equivalente probar que la funeitn f(&) = 2r—1—cos () tiene alguna
raiz en . Pero como f(0) = -2 <0y flg)=2r—-1—-(-1)=2r =0y
dado que ({r) es una funcién continua, el TEOREMA DE BOLZANO asegura
la existencia de una rafz para f(r) en el intervalo (0, 7). Dicha raiz sera
solucién de la ecuacion original.

(b)
Llamemos f(r) al lado izquierdo de la_ecuacion. Es elaro que ¥n
B f(0) =1 = 0. Como:

tomando n=1

Seapar . .
(=2 = (-2 4= 45 < 9P i5=_3<0

Dado que f(x) es una funcién continua y por aplicacion del TEOREMA
DE BoLzANO deducimos que la misma debe tener alguna raiz c € (—2,0).

(c)

Consideramos la funcion f(.r] = In(r) + 32 que es continua en todo su
0
dominio. Como.f (1}.=1u[1}+3 = 3y por ejemplof (¢7?) = In(e 2 )+3c=3=
~2 + % < 0, entonees por el Teorema de Bolzano concluimos que f («r)tiene
que tener una raiz ¢  (e=2, 1).

(d)

Llamemos [ () al miembro de la izquierda. Aqui serd suficiente con en-
contrar .y o tales que f () < 0.2y f(ry) = 0.2, pues si consiguiéramos
tales niimeros por una aplicacion del TEOREMA DE LOS VALORES INTERME-
DI10S sabriamos gue (.2 tiene que estar en la imagen de f(r). Y ésto altimo
es lo que se queria probar. Veamos que |y raexisten.

1
I =0<0,2y f(1) = 5 =0550.2

Por lo tanto basta con tomar @, =0 yioe = 1.
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EJERCICIO 18 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Ejercicio 18

Llamemos f () al miembro de la jzguierda. Como —2 ¥ 3 no pertenecen
al dominio de f (), no podemos intentar aplicar el TEOREMA DE BOLZANO
directamente utilizando los extremos del intervalo. Pero dicho teorema puede
ser adaptado para que nos sirva en este caso:

“TEOREMA DE BOLZANO ADAPTADO: Sean a v b no necesaria-
mente finitos. Sea f : (a.h) — I continua tal gue 11'111{_ Flrl'y

T—*ip

lim f{«) ya sean finitos o infinitos tienen signos distintos. En-
——

tonces Jc € (a.b) falque f(c)=0"

Utilizando esta adaptacion del TEOREMA DE BOLZANO el ejercicio tiene que
galir sin problemas:

—4 —=—I7

=241 Vet k1
Ii ”
.r—n—I%EI r+2 + P e
—t
2—~2 ri;f
41 41
Ir =—
rﬂ;lil— .r+‘2+.r—3 x
—0-

Se aprecia que ambos limites tienen signos opuestos, por lo que: 3¢ &
(—=2:3) tal que f [c)="10:

Demostracion del Teorema de Bolzano Adaptado
Supongamos s.p.g°' que 11’111I flxy =L <0y lim f(r) =M = 0. 5i
Tr—uq r—h

fuera Voo € (a.b) f(r) = 0 entonces deberia ser [. = (0, razon por la cual se
concluye que Ja' € (a.b) tal que f(a") < 0. Si fuera Vo € (a,b) f(r) <0
entonces serfa AJ < 0, razén por la cual concluimos que 35 £ (a b tal
que f(¥) = 0. Podemos suponer nuevamente s.p.g que o' < & con lo cual
podemos aplicar el Teorema de Bolzano Original al intervalo (a', %) para

concluir gque debe existir ¢ £ (a". i) C (a,b) tal que f(c).= 0.

M Sipmifica sin perder generalidad.
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Ejercicio 19
(EI.) a2

fley=0=2r=06c=-360r=2

Armamos ahora una tabla con los intervalos como sigue:

| [[(—o. =3y [ 5300 [ (0.2 T (2+4x) |
f(=4) =90 [ (=B =-6| f(1)=—4| f(3) =54
flr) + ¢ - +

(b)

Agui Dom(f) = ., ¥ en su dominio f () no presenta ningin problema
de continuidad. La tinica raiz de f(z)es . = 1, lugar donde el logaritmo se
amila. Nuestra tabla entonces queda:

L | (0.1) [ (Loa) ]

.jrli_'—,jl=_'—,111(_'—,jl{[] f[::]=f'.‘.=-[]
flr) - +

(c)
Ahora Dom ] = [, _ - Hay que tener muchisimo cuidado en casos como
éste donde la funeidn f (i) o bien presenta un dominiodisconexo o bien tiene
discontinuidades. ya que en la tabla que vamos a realizar ademas de tener en
cuenta los ceros de la funcién habra que incluir los puntes de discontinuidad
o aquellos que no estén en el dominio. La razdn de ésto es sencilla: Para
aplicar el Teorema de Bolzano necesitamos que (a.6) © Dom (f) ¥ que en
dicho intervalo f(x) sea continua.
Teniendo en cuenta que [(x) = 0= & =42, la tabla queda as:
L[l | 21 [(EL2) [ (24 |
J(3) == f{=3) =3 [ JO)=—4|FB) =5
flz) - + — +

(d)
Aqui Dom( f) = R pues el denominador jamas se padria anular y sus ceros

vienen dados por {kx :} k € Z. Como vemos hay infinitas raices que consid-
erar, razon por la cual la tabla se complicaria un poco. Afortunadamente

52 A1 final del ejercicio pueden consultar el método utilizado para resolverlo explicado en
detalle.

293



EJERCICIO 19 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

[} es periddica de periodo 27, y sabemos que si a una de éstas funciones la
estudiamas en el intervalo [0, 2], entonces ya la conoceremas en todos lados.
Basta hacer pues la tabla restringida al mencionado intervalo.

| | (0,7) | (=, 27) |
L 'E:'} - A _{2
(3 =T ” 0 f (%) = T < (0
[z} + -
Pero entonces: fi = |J (2kr. 7+ 2kw) y /- = U (7 + 2km, 274 2kr)
kel ' ke d '

Comentario al Ejercicio

El TEOREMA DE BOLZANO es una ftil herramienta que a pesar de su
simplicidad tiene consecuencias importantisimas. Una de ellas es la que nos
va & servir para resolver el presente ejercicio. La idea es la signiente: Si [ («) es
una funcién continua de la cual conocemos con exactitud sus ceros, digamos
que hicimos una lista ordenada de los mismos obteniendo que son:

Iy =g =T T Tyl e D,

Tengamos en cuenta que sil <i <n—1: Yo € (r;, ;) = f(z)F0,ya
que los ceros de &) son exactamente los de la lista de mas arriba. Teniendo
en cuenta ésto altimo, concluimos muy facilmente que Y1 < ¢ < n — 1, en
los intervalos (. r:51) flr) no puede cambiar de signo. En efecto, si esto
oeurriera entonces existiria por el Teorema de Bolzano « & (ryr; ) tal que
Slc) =1, pero esto es imposible dado que en el mencionado intervalo / no
poseia ceros. jABS!

De esta forma obtenemos un sencillo método para hallar los intervalos de
positividad vy negatividad de una funcién eontinua. f(r):

= Se buscan fodos sus ceros y se losordena r| < oo < 73 < 1y < -+ < 1,

» Paracada 1 <7 <n — 1 elegimos «; € [x;, 74 ) ¥ nos fijamos el signo

de f (). Dicho signo serd el que tenga f(r) en todo éste intervalo.
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PROBLEMA 1 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Problema 1

Nociones Preliminares

El presente problema esta relacionado con el calculo de las AsiNToOTAS
OBLICUAS de una cierta funcién f{r). En general diremos que la recta de
ecuacion y = mr + b es una Asintota Oblicua de () en +o0 si y sélo si:

A lim f{x) — (mr+5)
T—+ P30
La misma nocién se define para —oo, en cuyo caso se dird gque (.« tiene

una Asintota Oblicua en —o¢. Para averiguar la existencia de posibles asin-
totas ablicuas se debe proceder como sigue:

1. Se estudia segin corresponda 11’1:|1:-1 I3 g éste limite existe v nos da
r—toe T v

mc B, dicho valor m es el condidate para pendiente de la recta que
sea Asintota Oblicua de f(r). Si el limite anterior no existiera o bien
nos diera infinito ya descartamos la existencia de tal asintota.

2. Si tuvimos éxito en el paso anterior ¥ contamos con un candidato para
m, debemos ahora averiguar si existe b. Para ello estudiamos segun
corresponda lﬁi-l i) —mz. 5iéste limite existe y nos da un valor de

T

b € B, debemos eoncluir que f(r) tiene una Asintota Oblicua en +o¢
de eenacién y = mz 4. 5i el valor del limite anterior no existiera o
bien nos diera infinito descartamos la existencia de tal asintota.
Comao se dijo mas arriba, HI|H fle) =08 ysblosi y = ar+6es una asintota
T— -0

oblicna de f{r) en +oc, por lo cual la determinacién de oy & dependerd de
que la misma exista.

253 9

| T — | RN | - =
.r-l—l-Ilu*:-c r .r-ll-Iln':-c 41 J.EIIII')C;H []_ + LJ
Por lo tanto deberia ser o= 2. Veamos ahora si existe b estudiando:
) _ R T ) —2d
Sl e T T I RN

Por lo tanto eoneluimos que debe ser b = (L

Asi: Los valores para a y b existen y serdn a = 2y b= (.
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PROBLEMA 8 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Problema 8

Este problema es muy interesante y muestra en cierta forma la potencia
del TEOREMA DE BOLZANO, en su version andloga llamada TEOREMA DE
L0OS VALORES INTERMEDIOS™. Es maravilloso como con tan pocas hipotesis
se puede decir tanto. La primera vez que uno toma contacto con este tipo de
problemas es imposible sospechar: ; Alcanza con las hipdtesis que tenemos o
habran olvidado agregar alguna en el enunciado? Lo cierto es que en efecto
alcanzan las hip6tesis que nos han dado para resolver el problema. Claro, hay
que aceptar que la funcién f () que da la posicion del antomévil en funcién
del tiempo es una funecién continua, pero ésto parece ser bastante razonable
va que la teletransporfacion aun no se ha inventado.

Consideremos ‘pues la funcién g (¢) = f (#4 1) —f (¢). Observen que és-
ta funeion g ()mide la distancia recorrida en el lapso comprendido entre el
tiempo ¢ y el tiempo { + 1 medido en horas. El dominio de ; es claramente
[0:3] ya que el automévil viajo durante 4 horas, de modo que el instante {4+ 1
sélo tiene sentido fisico en el problema enando ¢ = [0, 3].

(Jueremos probar que 3¢ < [U. 3] tal que g () = 400. En términos mateméti-
cos esto querria decir que en el periodo de una hora comprendido entre § y
t + 1 nuestro automévil ha recorrido exactamente 100Km.

Ahora es cuando hay que detenerse un instante a pensar:

w Sipara i = 0,4 = 1, ¢ =2y i =23 los valores de g(#) fueran todos
menores que 100, entonces en cada una de las primera, segunda, tercera
v cuarta hora se habrian recorrido menos de 100Km. Pero entonees seria
imposible haber recorrido en total 400Km.jABUSRDO!

Luego: 3¢ € {0.1.2,.3} tal que g(f) = 100. Supongamos 5.p.g*' que
éste instante es & = 1.

m Siparaf = 0,¢ = 1,1 =2y t =3 los valores de g(¢) fueran todos
mayores que 100, entonces en cada una de las primera, segunda, tercera
v cuarta hora se habrian recorrido més que 100Km. Pero entonces se
habrian recorrido en total mas que 400Km jABUSRDO!

Luego: 3¢ < {0.1.2.3} tal que g(¢) < 100. Supongamos s p.g que éste
instante es & = 3.

"Por siono lo sabian estos dos teoremas son equivalentes. De hecho son dos formas
distintas de tecir lo mismao.

MGignifica supongamos sin perder generalidad. No hay nada de malo en suponer gue
# =1 ya que nos da lo mismo coalquier valor, va sea (), 1,2, 6 3y podemos elegir el gue
nos plazca para proseguir con ¢l hilo de la argumentacion.
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PROBLEMA 9 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Problema 9

El presente problema también es muy interesante, sin embargo es mas evi-

dente que el anterior. Al imaginar un cuadrilitero convexo .-H:E"IJEH factible
sospechar enseguida que si se toma como origen uno de sus vértices, por
ejemplo el A v se considera el segmento con origen en dicho vértice v que
termina en algin punto del lado BC o bien en algin punto del segmento
C'D, en algiin momento la figura quedari dividida en dos partes de igual
area. Hagamos un grafico para ilustrar la situacion:

Figura 100: Cuadrilatero convexa.
vV A
Al

Fuede ser iodo Jo feo que quicran | | B
ot cuadalfitern, mientas el mis-
i resule Convexd. 1
II
| D
ol % H -
b

En la figura se puede apreciar como siel angulo ABD = oy~ € [0.a], en-
tonces si llamamos A [+ a la funcién continua que nos da el drea de la figura
sombreada —que depende del valor de + obviamente—, entonces A (0) =10
v A (o) nos da el drea total del cuadrilatero, la cnal podemos denotar por S.
Como 5 € (1.9 se tiene que por aplicacion del TEOREMA DELOS VALORES
INTERMEDIQS, debe existir un eierto v £ (0, ) tal quesA (30) = %

Pero ésto dltimo es lo que se queria demostrar pues entonces el cuadrilatero
ariginal habrd quedado dividida en dos figuras de igual drea.
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PROBLEMA 11 PRACTICA 4 - LIMITES ¥ CONTINUIDAD

Problema 11
(a)

Probaremos que 3 lim a, = (. Por el absurdo, supongamos que no.
R—30
Por la definicifin de limite sabemos que 3 lim o, = 0 sl y s6lo si:

=30

(We =0 ([[nge M)/ (Sin=ng=|a,| < =2)) (24)

La negacién-de ésta afirmaciin es:

(J2=0)/((¥nrye M) (In = ny tal que-a,| ='5)) (25)

Al final del ejercicio hay una seccion dedicada a explicar como se hace para
negar correctamente la definicion de limite para pasar de (24) a (25). Seria
recomendable su lectura si tienen problemas para negar ciertas proposiciones.

Partimos de ny; = 1. Usando (25) sucesivas veces eonstruiremos una sub-
sucesion a,, de a, con ciertas propiedades:

Para ng, sabemos que JIny = np tal que |a,, | ==

Para ny, sabemos que Jny > ny tal que |a,.,| = =

Para n,; sabemos que In; | > n, tal gue

>

”ru‘“

Queda definida una subsucesion de (a2, )i = 7k € M |a,, | = =
Pero entonces debe ser:

. =
lim  ng -a,, =+
220 — o0

Pero ésto dltime es JABSURDO! pues ny.-a,, es una subsucesion de r-a,,
de la cual sabemos tiende a 3, razon por la cual deberia ser:

lim rnp - a,, =3
Pt 5 g
El absurdo proviene de suponer que lim a, # (0.
n—30

Asi: Debe ser im a, =100,

n—30
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(b)

Hay que tener bien presente que sabemos que lim,, .. o, = 0. Llamemos
b, a la sucesion que plantea el ejercicio. Entonees:

. . sin (e, ) 5 b
lim b, = lim = . = -
n—te h=re b, ey 3

La definicion de limite y su negacién

Para desenvolverse en el quehacer matematico se utiliza la LoGicA PRE-
DICATIVA PoLIADICA DE ORDEN SUPERIOR. Como toda légica con cuantifi-
cadores, descriptores, relaciones y predicados es bastante compleja de mane-
jar. En realidad uno se va acostumbrando a medida que la va utilizando. Sin
embargo el primer choque aparece cuando luego de enunciar una proposiciin
complicada — tal vez plagada de cuantificadores — la intentamos negar. Ahi
es donde uno se da cuenta que estd en problemas. Negar definiciones y/o
proposiciones complejas es toda una tarea, al principio difieil. Claro, hay re-
glas para hacerlo correctamente en forma més o menos mecanica. Se aclara
sin_embarga que esta ‘seecién no pretende en lo absoluto ingresar al alummno
de manera sistematica al mundo de la logica de predicados, ya que dicha
empresa requeriria la escritura de por lo menos otro libro para ser realizada
eon éxito. El alumno interesado en estudiar més en profundidad la misma
puede consultar [Logica Simbélica. Manuel Garrido.].

El objetivo de esta seccidn es mas humilde: que comprendan como se
niega la definicién de limite, para lo cual vamos a ver algunos ejemplos de
proposiciones v sus negaciones, empezando por algunas muy simples y subi-
endo de a poco el nivel de complejidad. Al final, en el dltimo ejemplo se hace
la negacion de la definicién de limite con todo detalle v paso a paso.

» “Hay jirafas sagradas.” se niega correctamente afirmando “Ninguna ji-
rafa es sagrada.”. En el lenguaje simbolico de la mateméatica podemos
repetir el ejemplo: “Ir jirafa /r es sagrada.”, quedando su negacion
“Yr jirafa, = es no sagrada” Si observan con atencién, al negar un cuan-
tificador eristencial el mismo pasa en la negacién a ser universal Y la
propiedad afirmada eristencialmente pasa a ser negada universalmente.
Por lo tanto podemos extraer de aqui una regla general:
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» En mna férmula, el cuantificador 3 se niega reemplazandaolo por ¥
v viceversa. Si denotamos /* como la propiedad de ser jirafa, ()
significa “r es jirafa”. Entonces la regla qnedaria asi: “Jr /P ()"
se niega por “Yr, —=F (r). Vean como no solo hay que cambiar el
J por ¥ sino que también hay que negar la propiedad P.

s Otro ejemplo: “Hay jirafas que todos los dias toman licor™. Se niega por
“Toda jirafa verifica gue algin dia no toma licor™.

= “Para todo nimere primo o existe otro nimero primo y mas grande
que el primero”, se niega por “Hay un nimero primo = para el cual
para todo primo y se verifica que y es mas chico que +”. En simbolos:
“% o primo. Iy primo /y > 2", se niega-por “Jr primo /vy primo es
y = " Como ven los cuantificadores se intercambian v las propiedades
afectadas se niegan.

s Veamos un ejemplo mas complicado:

® “Existe una jirafa tal que en todo dia lluvioso, si ve pasar a un
hombre con un perro que ladra entonces se pinta el pelo de verde®.

La negaremos de a poco:

» “Para toda jirafa no es cierto gue (en todo dia Huvioso, si ve pasar
a un hombre con un perro que ladra entonees se pinta el pelo de
verde)™.

s “Para toda jirafa existe algin dia lluvieso tal que no es cierto que
(si ve pasar a un hombre con un perro que ladra entonces se pinta
el pelo de verde)™.

# “Para toda jirafa existe algfin dia lluvioso tal que ve pasar a un
hombre con un perro que ladra v no se pinta el pelo de verde.

(Observen como de apoco vamos negando la expresion compleja para no
cometer errores.

= La negacitn de la definicion de limite. La misma afirma:
o (e = 0) [(Tnn € M) / (Sin = ng 2a, — L) <2)).

La negaremos de a poco:
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LA DEFINICION DE LIMITERASTIREGIAIIONTES ¥ CONTINUIDAD

o (=01 /~((Fng € M)/ (Sl n 2 ny=> |a, —L| <)) Observen co-
mo primero cambiamos el enantificador universal por un existen-
cial ¥y negamos la propiedad gue se afirmaba existencialmente.
Ahora tenemos que realizar el procedimiento de negarla, es decir
sacar el — y negarla de verdad adentro.

o (Fe=0)/((Vng e M) (Sin Z nyg = |a, — L| < £)). Nuevamente
primero cambiamos el cuantificador e inmediatamente negamaos la
propiedad afirmada existencialmente por el mismo. Pero lo hace-
mos formalmente anteponiendo un “—" para no cometer ercores.

Después en el proximo paso la desarrollamos.

o (de=0) /({¥ng €M) (In = ny/ (|a, = L] < =])). Para nepar és-
to 1iltimo hay que observar que si no es cierto gue todo nimero n
mas grande o igual que n, verifica la propiedad de que |a,| < =,
quiere decir que debe existir algiin mimero n mas grande o ignal
que np para el cual no se verifica tal propiedad. Para terminar:

o (Je=0)/((Vrg e M) (Tn Zngflo, —L| = <))

Por lo tanto, si la definicion de limite afirma que:

(Ve >0 ((Qn, &)/ (Sin > ny = |a, — L

<))

La negacién de ésta ltima afirmacion seri:

(e=0)/ (v no e M) (In = ng tal gue |a, — L] > &))
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4&4

¢ r- * 3 ﬁ

. mnecesitamos es elegir un cierto valor de b de
q“e"ﬂ“eﬁ”'ﬁ"&cmﬂ=4esf{% =L -6+5=2L-1<0, po
una aplicacion del Teoremsa

de Bolzano se concluye en forma inmedia )



