Practica 5 - Derivada

Ejercicio 1

El alumno observador v estudioso que hayva hecho las practicas prece-
dentes habra notado el parecido entre éste ejercicio v el Ejercicio 4 de la
practica 1. De hecho, los puntos (a)...(c) la finica diferencia es que adicional-
mente se nos pide la ecuacién de las rectas. En cuanto al (d) la diferencia es
que como a esta altura se supone conocida la nocién de Recta Tangente a un
punto del grafico de una cierta funcién f(.r), se pide directamente obtener la
misma.

Tengamos en cuenta que la ecuacién de la recta tangente a un punto
(g, f(xg)) del grafico. de una cierta funcién [ (r) es: y = f{aog) + 4 () -
(x — q), donde f! {@q) alude a la derivada de la funcion f en el punto & = z;.
Se recuerda asimismo que para calcular f' () hay que estudiar el eociente
incremental de f(r) en el punto aludido, siendo en concreto:

f ()= f(za)

Iy -
rp) = lim
{ l U) R—0 i — g

En este ejercicio en todos los items gy =1, y f [ap)= (1) =10,
(a)

Como m = ﬁ = 3y la recta pasa por el punto (1,0) entonces debe ser
y=3(r—1).

(b)

Como m = 5 = % vy la recta pasa por el punto (1, 0] entonces debe

=1

ser.y = 5<(r —1)_.
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EJERCICIO 2 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 2

El objetivo de este ejercicio es estudiar la derivada de las funciones mas
usuales. Si bien es cierto que contaremos en breve con numerosas reglas de
derivacion, las cuales simplificardn el cileulo de las mismas no haciendo nece-
sario el planteo del cociente incremental para obtenerlas, lo cierto es que
dichas reglas requieren como materia prima el conocimiento previo de como
son las derivadas de las funciones mas usuales, pues las mas complejas se con-
struyen como suma, producto, cociente, composicion, ete... de las primeras.
Como todo en la vida, hay un momento donde el trabajo duro no puede evi-
tarse, el momento de tomar coraje v hacer los cdlculos con las herramientas
mas primitivas. Sin embargo dicha tarea serd recompensada en un cercano fu-
turo ya gue a partir de las REGLAS DE DERIVACION y conociendo la derivada
de las funciones mas usunales, el procedimiento de derivar funciones guedari
reducido a un mero cileulo eapaz de ser realizado hasta por un ordenador no
pensante.

(a)

o M
lim vl ) <y () = lim 478 im0 =10
h—il h E—0 h—i
Observen que en el caleulo anterior se usd fuertemente que y = C71'E,

razon por la cual la funcién y () vale y para tode posible valer de .

Asi: Siy=CTE = 3 = 0%,

(b)
Ahora le toca a las funciones lineales, otro de los ladrillos con los que
construimos funciones mas complejas.

e o+ h) —y(x) — lim® (r +h) — ar
h—i) h h—0 h
. ox+ ah~ g
lim ———
il e

il

Asi: En este caso y' (2) = a¥x € R

B8 : Quiir les parece, valdré la reciproca? Asf como sabemes que si una cierta funcién £ ()
es constante = §' (r) =0, j8e podra afirmar que s f'{f)=0%r e B = f(z) = CTE?
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EJERCICIO 3

PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 3

Para realizar éste ejercicio correctamente hay que tener en cuenta un par
de cosas. Siy () es una cierta funcién y ryun punto del dominio de la misma,

entonces:

s La pendiente de la recta tangente a y () en el punto + = r; — =i la

misma existe

= La ecuacidn de la recta tangente a y (r) en dicho punto es:

o) = i
v (o) = lim

esté dada por:

ylog+h) —ylx)
h

L(z) = y(zaV ' (zn) (& =)

Es muy interesante cuando se empieza a trabajar con funciones y sus rectas
tangentes hacer un grifico de las mismas para convencerse del por qué dichas
rectas juegan un papel tan importante en analisis. Cuando uno hace éste gra-
fico puede apreciar como de entre todas las rectas posibles la recta tangente
es la que mejor aprorima a la funcién en un entorno (g — 4, g + 3)-del pun-
to rp. Es por eso gque en este ejercicio haremos los grificos meneionados para
que el alumne pueda familiarizarse con éstos nuevos conceptos.

(a)

Para hallar la derivada de () en-z = 3 usando el cociente incremental
hay gue estudiar el siguiente limite:

lim

y(3+4h)—y(3)
1

h—0

h

w3k
-~ 2 i .l U(H]

B+ R) —4B3+R)+T) — (4)
limm
h—10 h

04 6h+R 12— dh4 T4
limm
k—0 k

O hE 4+ 2h

1111
- h

. h(h4+2)

lim ——~
h—0 A
2
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EJERCICIO 4 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 4

(a)

Para describir el mencionado haz de rectas hay que determinar cudles
son todas las rectas que pasan por el punto mencionado. Como la condicién
para pertenecer a dicho haz de rectas es pasar por el punto (1, (1)) = (1.2},
entonces cualquier recta que pase por dicho punto pertenecerd al haz. Pero
éstas son exactamente las de la forma:

g=24+m(r—1)
Asi: Fl haz de rectases {y =2+ m(r—1):me R}
(b)

Para calcular ' (1) planteamos el cociente incremental correspondiente y
calculamos su limite para h tendiendo a cero.

y(L+h)=wyi(l) ((L+r)*+1) -2

R T
. 143k%+3h L1202
= lim
b0l h
A
= lim ————
h—0) A
= 3

Pero entonces y' (1) = 3. Y como la ecuacion de la recta tangente en dicho
punto es L(z) =y (1) + ' (1) (x — 1), podemos concluir que:

Liz)=243(r—-1)=3z-1

Observacién interesante Pueden apreciar como la recta tangente es una
del haz de reetas, la correspondiente a m = 3. Es un detalle digno de mencién
va que de las pertenecientes al mismo es la que mejor aproxima a y ().

Grifico del haz de rectas y de la tangente Ahora hacemos un grafico
representando el haz de rectas v también la recta tangente. Allf se podra
comprobar como es que la tangente es la que més se le pega al grafico de la
funcion en un entorno de o = 1.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 5

Hay muchas formas de pensar este problema. Por ejemplo teniendo en
cuenta que la funcién f (r) es cuadratica, sabemos gue la tinica recta tangente
a la misma que es paralela al eje .« tiene que ser la que pasa por el vértice
de la parabola. Como dicho vértice es (o, y,) = [—ﬁ [—;ﬁ]] = (3, —1),
entonces la ecunacion de la misma serd —teniendo en cuenta que las rectas
paralelas al eje r tienen pendiente m = (:

y=—1

Otra forma mas ortodoxa de llegar al mismo resultado es plantear f' (r) =
(1, ya que en diche caso sera la recta tangente de pendiente nula v por ende
paralela al eje’ . Pero:

Flr) =228 =0 =3

Ahora como la ecuacion de la recta tangente estd dada por y = f(3) +
0

f113) (x — 3), deducimos que debe ser:
y=-—1

Comentario: Aprovechamos para observar que cuando un problema se
resuelve por varios métodos distintos, aunque los métodos para resolverlo
sean distintos se imaginarin que el resultado arribado debe ser el mismo,
como en el caso del presente ejemplo.
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EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 6

Elobjeto del ejercicio es adquirir practica en el CALCULO DE DERIVADAS,
suponiendo perfectamente conocidas las derivadas de las funciones mas usuales
asi como también las REGLAS DE DERIVACION. Por una cuestion de prac-
ticidad se refrescardn a continuacion las reglas de derivacion a fin de que el
alumno pueda consultar las mismas con agilidad en caso de no recordar bien
alguna de ellas.

Regla para la suma: ([ +5r]I (r) = f" () + ¢ (x).
Producto por un escalar: Si A € B, entonces (Af) (x) = A« f/(r).

Regla para el producto: (f:g) (r) = f'{r)-g(a) + [ ()¢ [£). Nunca
vayan a cometer el tipico error de  pensar que la denmdﬂ, del producto

es el producto de las derivadas: f £ ﬁ‘_};—?:-‘#—i_ﬂ__’q [rj

Regla para el cociente: (u) (z) = iz gzz ,J‘:E’MIJ La misma recomen-
dacién que para el producto. Nunca vayan a pensar qup la derivada del

cociente es el cociente de las derivadas: (Ij:;l‘:ar-r;

Regla de la cadena: Fs laque permite determinar como se caleula la deriva-
da de una composicién enire dos funciones. (fog)'(x) = (g [z)) -

().

Teniendo bien presente las reglas anteriores y habiendo estudiado la tabla de
derivadas de las funciones més usuales, no tendran problemas para resolver
el presente ejercicio.

(a)
La inica regla de derivacion que utilizaremos en este ejercicio es la de la

suma, va que por lo demas se trata de funciones usuales contempladas en la
tabla. El procedimiento es muy sencillo:

fx) = I:.rzjr + [.ng; + (sin (2))" = 32" 4 24 cos (o)

(b)

Aqui s6lo tenemos que usar la regla del produeto:
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EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ii.rgjl; < onE (E] 4+ {cos [‘ﬂjj
= 2 cos(8) + o2 (—&m (o))

= 2rcos(r) — +° sin ()

By
=}
—
K

Aquf se utiliza la regla del producto por un escalar, que nos permite
sacar afuera del proceso de derivacion la constante A = 3. Es muy comin
que muchos alumnos traten a éste tipo de funcién ne como el producto por
el escalar 3 de la funcidn sin (), sino que la piensan como el producto entre
dos funciones g(r) =3 y h(x) = sin (x). Esto se traduce en una pérdida de
tiempo significativa durante el proceso de derivacion pues hacen:

fz)y=g"(z) - ki{z) + giz) b ()

51 miran fijo la férmula de mas arriba observarin que al ser g constante se
anulari cuando la deriven, v al final sobrevive sélo el segundo término. Si bien
el resultado al que arribarin serd correcto, no es la forma més econdmica de
llegar a él. Recomendamos fuertemente darse cuenta cuando hay un producto
por un escalar vy tratarlo como tal, no como el producto entre dos funciones,
una de las cuales es constante.

La forma correcta de proceder es la signiente — vean que fieil:

i (#] =(3% cos I:JT):]; =3 (sln (I)_]; =3 (cos (a)) =3=infir)

(d)

Agqui se usa solamente la regla de la derivada del producto de dos fun-
ciones.

1

S &) =" dnle) ok (lnfo) =1 -1n () + 4 - p:

= lnf{z)4 1

()
Aquf usamos la regla de la derivada de la suma que nos auntoriza a derivar

los dos miembros en forma independiente y lnego sumar las derivadas de los
mismos.

334



EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

fla) = (I;;]r 4 (i) =5 § f:::r.'_lj]'r = iz? < [—.1':_3] =5z — %

Observacion: Hay muchas formas de derivar la funcion () = %, pero lo
cierto es que el camino més intrincado v menos fructifero es pensarla como un
cociente entre la funcidn 1%

W 1

v la funcion “+”. Aplicar la regla de derivacion
para la division en el easo de que o bien numerador o bien denominador
sea una funeiin constante — un numerito es el peor de los errores en
términes de economia de cuentas. Comparen la diferencia entre las dos formas
de derivar dicha funcion y juzguen ustedes mismos enél de los métodos es
mejor:

s Forma econdmica de hacer la cuenta:

s Forma poco feliz de hacer la cuenta:

(1)‘_ e—1-a 0x—1-1 L

I a? -2 2

El desacierto se percibe aun mas cuando la funeion en el denominador no es
simplemente & sing es por ejemplo algo como v/r® + 1. Observen en este caso
las complicaciones que se acarrean en-el mal métado:

s Forma econdmica de hacer la cuenta:

i

(70) ~ () =ty t e

2y (1 +a%

Observen como la cuenta se hace en forma natural, eon el minimo
nivel de eomplejidad, no hay pasos redundantes ni recargamiento de
las férmulas.
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EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

s Forma poeo feliz de hacer la cuenta:

( | ) I — L (VT 7)

_E—JIL?T 2r
(VIta2)®
P

AT 2 (1 +a2)

Clomo ven, la cuenta es un desorden innecesario. Es tanto mas factible
equivocarse cuanto méas complicadas sean las cuentas que se realizan.
Tener presentes estas sugerencias les hara ahorrar tiempo pero ademés
salud, y como beneficio extra bajardn las probabilidades de cometer
errores debido al mareo que produce en la mente el tener que manejar
férmulas demasiado complicadas —innecesariamente y teniendo poca
experiencia afin en ello.

()

Usamaos la regla de derivacion de la suma y derivamos miembro a miembro.

1
f'(x) ==
£

(8)

Aquf derivamos cada sumando por separado utilizando en cada uno de
ellos la regla del producto.

I (r} = 1:snle)] +rcos(r)+ e cos () + " (—sin (£))
= s (e (1 =&+ cos (x) (x + &)

Observen que luego del proceso de derivacion de la férmula se puede
realizar al resultado lo que en la jerga matematica se llama eosmética de la
farmula, para llevarla a una expresion mas elegante v simplificar su lectura.
No obstante seria bueno aclarar que éste inltimo proceso no afecta en lo
absoluto la correccitn en la resolucion del ejercicio.
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EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

(h)
Aquf por fin aparece un cociente de verdad —no como el caso de L en el

cual explicamos seria un desacierto en euanto a economia de cuentas derivarlo
utilizando la regla del cociente.

. » sin' () - — sin () - &
Jlr LJ';I 3 .FE
cos () r — sin (&)
a2

(i)
Aqui solo es necesario recordar la definicion de la funeitn tan (o) =
v darse cuenta que para derivarla hay que usar la regla del coeiente.

sinlx)
coml ]!

sin’ () cos () — sin (#)cos’ ()

[y =

eos? ()
cos® (x) — [—HIII (E)
cos? ()
1

e

Cos® far) + sin® ()
cos? l:.r] T eos? [.r]

()

Aqui tenemos tres productos, pero no hay que desesperar. jPor qué no
pensar que los primeros dos productes son — en blogue— una tnica fun-
eitn? De esta forma habria solo dos pruducms Para ilustrar la idea, si ten-
emos que L(r) = f(z)-glz)- h(r)y tenemos que calcular L' (x), jpor
qué no pensar que [ix) - glr) = I ()7 De P":‘TH. forma tendriamos que
L) = F(a)h() +E (v (@) = (f (&) g (o)) h(x) + () g (o) b ()
Y como ven no necesitamos nunca lidiar con lnq tres productos a la Vez,
siempre trabajamos con ellos de a dos. En la formula de mas arriba hahria
que terminar el 0ltimo pase. pero creemos que con lo hecho la idea queda
bastante clara.

File) =" (x+2) [(«®+1) In(@)k (2 2) (&G D ()]

— [,,.2 + 1] In () + (x4 2) |22 1o (o) + (J_Q n 1] %
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EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

La cosmética de la formula resultante la pueden hacer a su propio gusto
v segiin las necesidades que tengan.

(k)

Este es uno bien completo con productos, sumas y cocientes. Tenemos
que utilizar todas ellas con eorreccidn.

(ol () (22 + 1) — ln () (2 + 1j|f

Fir) (2% + ”2
¢ [1 Infx)+ x- —JI_:] |:.1.'2 + 1)y =wln (o) (22)
3 (2419
B (In{x)+1) |:..F2—|-1]| = 2:%1n ()
B (x4 1)°

(1)

Aquf tenemos que eseribir al log, (r) en términos del neperiano, que es

aquel cuva derivada estudiamos por definicién y conocemos que da f Comao

log, () = :::E—';';, entonces:
1Mo usar regla
In{r)y 1 1
od = : = — ] ! —
L) (111 [:zj) In(a) AL o (a)
del encionte! eq ete.

(m)

Aquf obviamente hay que derivar cada sumando por separado como nos
autoriza la regla de derivacidn de la suma de funciones. Y en cada sumando,
el factor constante del numerador puede salir fuera del proceso de derivacion.
Seria muy ntil e ilustrativo que leveran la ohservacion a este respecto hecha
en el item (e) del presente ejercicio en la pagina 335.

'

fAlay = [,r—']“_;_g[lr_g]*_l_a(lr%)

. A 9
= —z? _4f2 ¥ EJ_LL'
1 il 3
= —— —— e —
2 wh 24%
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EJERCICIO 6 PRACTICA 5 - DERIVADA

Observen como pensado de esta manera el ejercicio sale elegante, econémi-
co en enentas y ahorrativo en aspirinas que no tendrin que tomar para el
dolor de cabeza que les hubiera producido el eamine equivocado.

(n)

Si uno se encontrara en uno de esos momentos en los que rehuye invertir
demasiada imaginacién en la resoluciéin de un problema. en éste en particnlar
habria gque hacer muchas cuentas:

==
_ iz [x) — eos I[_'r]ljlr “{sin (x) + cos (x)) — (sin{x) — cosix)) - (sin (z) + cos l,:.?'.]x_l'l
- |sin (x) 4 cos [r]}z
- ece(x) + =inix)) - (sin(x) + cosix) ] — [sin (5] —cos (=) (o () —siniz))
~ I:b'inf;r]l+cu:s|::r.}l]2
_lsinix) + EUHI:.T:I:IE + (sinix) — cos (x) ]2
B isin(x) + cos |:J'-]]2

_ sin” (1) + 2gin{e) @ (7] + coe” (2) +5in” (x) — 2in{aerE [T) + cos (z)

(sin (x) + co=(x) ]2
9

- (=n (=] + n:,r:ual::l:}I}I2

La abominacion de mas arriba puede evitarse. De hecho una solucion més
elegante puede darse si nos permitimos utilizar la Regla de la Cadena, cosa
que en este problema tenemos cuasi-vedada si nos atenemos al cronograma.
La presentamos de todas formas para que logren salir del estupor en el que
seguramente deben encontrarse.

Observen que si tanto en el numerador como en el denominador dividen
todo por cos(ir), la expresion gueda:

. tan(ol—1 2
tan () + 1 L + tan ()

Pero entonces:
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EJERCICIO 7 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 7

En el ejercicio anterior se han practicado las reglas de derivacién para la
sumd, producto por un escalar, producto de funeiones y cociente de funciones
hasta el cansancio. Sin embargo, a la REGLA DE LA CADENA se la releg lo
mas posible a un segundo plano, salvo en uno o dos items en los cuales se
hallaba presente. La razén de esto no es casual, la REGLA DE LA CADENA es
en general la mas costosa de comprender, motivo por el cual se le ha dedicado
un ejercicio completo aparte, con casi tantos subpuntos como letras tiene el
abecedario. Recordemos someramente lo que dice la mencionada regla:

Regla de la cadena: Eslaque permite determinar como se caleula la deriva-
da de una composicién entre dos funciones. (e g) (&) = /(g () -

g'(r).

Aprovechamos para aclarar que en el presente ejercieio nos concentraremos
exclusivamente en la regla anterior, asumiendo que el alumno yva ha practica-
do las de la suma, producto, etc... 5i no lo han hecho aiin seria recomendable
que hicieran v lnego consultaran —antes que a éste— al ejercicio anterior.

(a)
En el siguiente item, la composicion que hay que identificares la siguniente:
Si gle)=a+ Ly hiz)= % entonces f(x) = h ogls), razon por la cual

@) = K (g (o)) g ()
Fr)=2(c+ 1) Amkl) = 2(xF1)

(b)

Este es similar al anterior, salvo que en este caso b (x) = =7

Flef28(e+ 17 (z +1) =3 (x +1)°

(c)

Similarmente:

)= 2001 (2 4+ ™™ - (24 1)'=2000 (@ + 1)
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EJERCICIO 7 PRACTICA 5 - DERIVADA

(d)
Agui g(o)=e™ v h(x) = x + 3 armindose f () = goh|r), razén por la
cual flx) =g (h(x)) - (x).

JIrF (I1 — I:..rl-'ﬁ . (.C +3]-’ 5 t..rl ]

(e)
En este caso g(x) =1 — oy h(r) = 2%, quedando f(z)= heglz) =
1 (=) = {ol)) g

Flo) =310 (1—a) =3 (L=a) (=) = 31— &)

Ohbserven como el procedimiento general consiste en derivar la expresion
(1= .5')2 haciendo de cuenta que la misma es +*, con lo que su derivada
seria 2x, pero en F":'.P momento nos acordamos que en lugar de »? estdbamos
derivando (1 — r] con ln que debemos poner 2 (1 — r) pero ademés muln-
plicar al final por (1 — r)’, quedandonos como resultado final —3 (1 — :1 .

Cuesta algin trabajo acostumbrarse al procedimiento de derivar composi-
ciones de expresiones, pero en cuanto se le encuentra la vuelta se transforma
en algo muy facil ¥ mecanico de hacer.

(f)

Aqui se estd construyendo [ () a partir de g(r) = coslxz) vy hir) = 3z
haciendo f{#) = g o h(r). También se puede pensar como que estamos
derivando: cos(y) donde y = 3r. Cualquier forma de pensarlo estd bien,
elijan la que més les guste. Por ejemplo utilicemos la segunda:

flir)=—sin(y) -y = —&n(3r) - 3= —3sin (3r)

(g)

En este it-'Pm seria bueno recordar —para no hacer tantas cuentas— que
tan'{ w_tr Observen que f(x) = tan(y (r))cony(x) = —3r°. Porlo
tantn segin la,JREC'LA DE LA CADENA se procede asi:

. 1
i) = tant (o () - o )= gy« (15)
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(h)

En este caso [ () = 3 (y(r))', donde y(#) = sin [). Por lo tanto:

) =12 [y[.r]]s y' (o) =12 Sitl” (z)-cos(r)

(i)
Este es muy sencille pues f () = ln(y («)), con y () = & + 1, razén por

la cual:

-J. .J- 1
3 ! 3
I, =t — L g '|__J__
'ir( } y(r.:l Y (:' r+1 x4+ 1

Parecido al anterior, salvo que y(r) =2 + sin (). Entonces:

: o cos(r)
(cos (x])) = 2+ sin (i)

Y () =

Tl —
fiz) wlr) 2 4+ sin i)

(k)

Aqui f{z)= ¥, gan y (&)= sin (r). Por lo tanto:

f.f [J’] 3 t_Ir.r[_r-] . IEJfI I:,r:] — t_:i-|1l|:4'j . {”‘I

(D)
Agui hay que empezar a tener cnidade pues aparecen dos en lngar de
una sola composicion. Si observan bien, podemos pensar que: g(r) = z°
L

. ——
v hir)=In(r) l{r) = r* + 1, entonces f(r) = go | hol(r)|, razim

por la cual la aplicacién de la Regla de la Cadena habri que hacerla dos
veces, la primera para derivar go L, v la segunda vez cuando haya que hacer
L () =(ho ) (), con loque serd [ () = g’ (h (1 (x)))-h"(I{a)) I (x).

Otra forma de pensarlo tal vez mas comprensible es directamente hacer
lo signiente: Pensar que estamos derivando directamente (y (IJ]E, con yir) =
In (+* + 1}, con lo que nos queda que a la vez y () es una composicion entre
dos funciones, pero ésto no nos preoeupa hasta que llegue el momento de
derivar y. La idea seré:
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.fI [:.r:] = 2In [.:'2 + l}l - [ln (IE - I}I:Jf

¢ 1 a '
= () 1))

v . J.
= 21n [:.:'2 + l) : (J"’—-H . (2.:])
o Ll (? + 1)
- a1

Como ven, el procedimiento no es tan terriblemente complicado como
suele amenazar con ser. Si se le va encontrando-la vuelta y uno es ordenado
al trabajar resnlta ser bastante simple, pues hay que preocuparse de las
composiciones de a una por vez, no todas juntas, lo gue serfa un caos.

(m)

Aqui tenemos dos términos que se hayan restados, razon por la cual los
derivaremos por separado y luego los restaremos como nos autoriza la regla
de derivacion de la suma. En cada uno de estos términos la composicién mas
externa —que determina cual es la primer funcion a derivar— es elevar a la
—1. Se procede asi:

Azl = p— |[3 P (x)) . [3 cos” II.JT]]J — [— (cos (5]1_2 - cog’ (I]]
=i— [3 e [r]] . (6 cos (.rjl ~Cog (I]] — [— Iirus (.r]J_E ©|—sIn [.r]]]
= (oo () (O ()W) =

ﬁf-;in () cos (x) sin ()
3 B Ay
B‘t'nﬁ" () cos? ()

(n)
-1
Si tenemos en cuenta que [ (r) = .gf_@‘d?i—]r} = (1 = [i]i) . Pensando
a [ de esta manera tiene nna solucidn utilizando casi en forma exclusiva la
HEGLA DE LA CADENA.






EJERCICIO 7 PRACTICA 5 - DERIVADA

Una ver aqui hay cierta interesante cosmética que puede hacerse a la
formula de mas arriba. Por ejemplo:

R 2 % 0.r -
; . ) : T CO (I:I + s1n L:i?} L
Lt () — 1 S111 I:r..: _

+ tan” (x} + cos? I:.r.] e [:r] oS ()

Pero entonces

T " e a 052 (:
1“.’ 1+ tan® (.r_] coost (o) = [(E:H (l.rrzljl = |"='”‘5 (-f']l

Asi, nuestra cuenta final queda:

tan ()

|cos{ )]

I'() =

Comentario: Como habran podido apreciar mas arriba, el hecho de tener
a nuestra disposicién tantas identidades para las funciones trigonométricas
hace que sea muy factible que no haya una expresion fnica para el resultado
de nuestra cuenta. Por eso, es altamente probable que dos alumnos hayan
arribado a resultados en apariencia muy diferentes, pero que en realidad
sean la misma expresion via algunas identidades trigonométricas. Es bueno
tener en cuenta-esto a la hora de chequear si los resultados estdn bien o no.

(p)

) = %[fr—l—ﬁ:rﬂ)_é'[a—l-ﬁ.rg)f
! A
= —la+be " Bbr
3 (o T6e7) T (Ree)
_ b
[:x+:’;.r3:]fl'

(a)

Tengamos en cuenta que f () = In (;\f) =ln [%) es constante, razon por
la cual su derivada debe ser igual a cero.
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(r)
Agui tenemos que aplicar la regla de la derivada del cociente, pero en
cada miembro que haya que derivar habri gue usar REGLA DE LA CADENA.

o) = 2(2:%+3)- (207 +3) - In (224 1) — (2* +3)° et 1y
I In® (x2 +1)
122 (23 3) In (e + 1) — (207 +3)°- 25,
In® (2 +1)
25 (27 +3) Boln(c® + 1) — (227 + 3)]
Ins (2 + 1) (2 4+ 1)

()

Es elaro que aqui [ () = 1 es constante, por lo que su derivada serd nula.

(t)

En el PROBLEMA 2 DE LA PrAcCTICA 1 el cual pueden consultar en la
pagina 97, demostramos que ccsh® () —sinh® (i) = | es constante, razon por
la cual su derivada también resultard nula.

(1)
[y = [111 |[.r'4 -+ l}ljl_% . I:].n |[.r'1 -+ 1]).-
1 1 :

— b R .J".j + 1
2y/In (1 1) ' + 1 [ )

Z(xt+ 1) Izt + 1)

B =

(v)
Agui nuevamente los términos de la resta los derivamos por separado

usando la regla de la suma; y en cada uno de ellos habra que aplicar segiin
corresponda REGLA DE LA CADENA:
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Ejercicio 8

Comentario: En los dos ejercicios anteriores hemos practicado hasta el
cansancio las reglas de derivacion, de forma tal que de aqui en adelante no
seremos tan minuciosos en aclarar cada detalle en cada paso del caleulo
de las mismas, suponiendo al alumno ya familiarizado con las mencionadas
reglas, por lo menos a un nivel elemental. El alumno que encuentre no sentirse
cimodo ain con el cileulo de derivadas —por ejemplo si de un paso al que
signe no lograra pereibir que regla se aplico— deberia hacer en detalle los
dos ejercicios precedentes, va gue luego de haber derivado 42 funciones, con
seguridad sentird un mejor dominio del tema v podri-abordar este sjercicio
con més comodidad.

Este ejercicio trata sobre funciones raras y cfmo son sus derivadas. Las
funciones son de la forma f (). Siempre hay que tener muy presente como
se definieron en su momento dichas funciones, v para trabajar con ellas serd
fundamental estudiar su dominio antes de empezar a pensar en derivar algo.

Si tienen presente que

Jr [Ir:lﬂ[.?'] — l:yt.'r}]ﬂ[j(.r]]

no deberfan tener entonees demasiados problemas para poder resolver los
items del presente ejercicio con éxito.

(a)

Recordemos que f{r) = ¢*'"*), lo que pone en evidencia su dominio el
cnal es Dom (] = [E- ;. No tendria pues sentido siquiera pensar en caleular
f'(z) para valores de r < 0 ya que en ellos jni siguiera estd definida la
funcidon!

il

' . 1
i) o= e (r 7 —
fx) ( («)+ & ﬁ)
= a1+ In(x))

Observen eomo si sabemos lo que significa una operacién como =, no
presenta ningin problema el cileulo de su derivada. Muchos ¢hicos se en-
cuentran con no saber qué hacer con dicha funeidn debido a que en realidad
no tienen en elaro la naturaleza de dicha cuenta.

Un error muy comin es hacer:
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Por faver: (NO HAGAN ESTO! Significaria que no han comprendido en lo
absaluta las reglas de derivacitn ni las derivadas de las funciones el-
ementales. La regla que los autoriza a hacer (:;P]’ = pr”~! tiene la
importante hipotesis de que pes constante. En una funcién como o~
ni la base ni el exponente son constantes, razon por la cual equiparar
la situacion de ésta nltima funcién con la de la tabla =¥ constituye un
error garrafal.

(b)
Antes que nada estudiamos el dominio de f (). Como & Ly
a* = =™} entonces queda claro que Dom ( f) = E.q. En dicho dominio:

— pAelnt.

) . 1
Jrf [F] _ t-h In{x) (3 In {CJ 43 ﬁ- s ;) by L:J'lrll:ﬂj ‘ln (ﬂ}
= 3. (In{x)+ 1)+ a” -lnla)

(c)

Como
f I:r;] = ¢ Fn(z)In(=mz])

podemaos apreciar que el dominio de esta funcién seran los « positives donde
ala vez el sin(w) = 0. Como el conjunto de positividad del sin () es

| (2 m< 2k%)
=
entonces debemos concluir que:

Dom (f) = U (2pw, 7+ 2nm)
nelln

Sobre éste dominio f(r) es derivable por haber sido construidas a par-
tir de operaciones que preservan la derivabilidad aplicadas sobre funciones
derivables. Nos gqueda:

VW N\ 2o . 3 (£ <o (sin (z)) 4 dn (@) ( - 1( ) C cos [r]))
=3 (sin® ()" - (1“[5111 (), ) tn ()" con (;c})

T sin f)
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(d)

Aguf el dominio es claramente R.q.

fa) = (f v".;-_--lrl[.r])f — Vi) | (%—I— ?) oV (;I;(;] +2)

(e)

Aqui [ (@) = e=t=itntlt=nlal - Obgervemos que la expresién dentro del lo-
garitmo-—es decir la base de la exponencial— resulta siempre no negativa ya
que 1 +sin () = 0. No obstante en los puntos » & {37+ 2kn: k £ Z} vale
que L +sin(x) =0, razén por la cual carece de sentido evaluar el lagaritmo
en diches puntos.

Entonces:

3
Dom (f) = B — {§T+Ekf: EEE}

Sobre éste dominio f () es derivable por haber sido construidas a par-
tir de operaciones que preservan la derivabilidad aplicadas sobre funciones
derivables. Nos queda:

[1e) = AT i (2) (L s () + o) )
cos” ()

= 1 i F cesla] o
(1 sin (o)) (1 + sin ()

—sin (@)« In 1 +sin {::r'l]l)

()

Aquf la base queda mayor a cero si y solo si o = (—oo, —1) U (0, +0c),
razon por la cual el anterior serd el dominio de nuestra funcién. Sobre éste
dominio f (x) es derivable por haber sido construidas a partir de operaciones
que preservan la derivabilidad aplicadas a funciones derivables.

Como f (&) = 10" 2) q derivada resulta ser:

s el ) (ln (1+%) + - ﬂlif] - (—5))
(5 (m o+ s

Nuevamente la cosmética avanzada de la formula se deja a cargo del lector
para que éste la implemente a su gusto.
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Ejercicio 11

()

Basta con mirar el grafico de ésta funcién para darse cuenta en forma
inmediata que no puede ser jamés derivable en r = %; pero no se confunda el
lector ni se deje llevar por la fantasia: darse cuenta no es demostrar. Una mi-
rada a dicho grafico nos dejard tal vez mas convencidos que una demostracion,
sin embargo la demostracion o justificacion de nuestras intuiciones es un paso
que jamas vamos a poder obviar cuando hagamos matemdatica seriamente.

Como ven, el grafico es contundente:

Figura 111: f (x) ={2a - 1|

0
0E
04
o2

L UL
02 Y 0 1

Podemos apreciar como al tener un pico en r = % dicha funcién no puede
ser derivable.

Ahora, para poder justificar de una manera wilida que dicha funcion no es
derivable en r = 1'— debemos hacer una demostracion. Lo que haremos es ver
gque si planteamos el COCIENTE INCREMENTAL para el mencionado punto,
obtenemaos distintos limites laterales, con lo gue el mismo careceria de limite
|

v por consiguiente no podria la funcién ser derivable en » = 5.

Por un lado:

AR 2 (5+1) 10

hh—.ﬂrl-l:.;._ h \ - h]ﬁ[él_ h
2h
= lm u — h =<0 — |Eh.| =~2h
h—=l=h
LS
= lim A =2
h=0-
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Por otro lado:

| | 1
Lypy— (L 2 (1 Ry =1 -0
lim 'ir[- Il] 'ir[-] = lim | (3 ) |
B h AT h
21
= lim u —h=0—|2h =2k
h—i+  h
2
= lim —’ﬁ =2
it
Luego: Es imposible que f(.c) resulte derivable en o = IE'
Aunque no es derivable en r = % sf resnlta continua en dicho punto, lo que

es muy facil de comprobar, pues:

U \® D7)
}Elj;,f[.r:l—.lﬂrﬂﬂ.r—ﬂ—ﬂ—f(ﬁ)

(i)

Aqui hay que saber mirar el grafico para poder —a partir de él— llegar a la
conclusion de que g () no puede ser derivable en = = 0. 5i uno es descnidado
al contemplar el mismo puede llegar a caer en la trampa de pensar gue la
recta tangente al mismo existe y es la vertical que coincide justo con el eje y.
El problema con ésta es que ningunae recta vertical es una funcion, v si nos
atenemos a la definicién de derivabilidad:

“g resultaba derivable en g & Dom (g ) si y s0lo si 3 }ixx[l] glzathi—glro) ”Ia. s
g (rg) € BT

Y lo que veremos es que en el caso de g(x) el cociente incremental diverge,
razén por la cual dicha funeién no puede ser derivable en + = (I. Antes de
hacer la cuenta vean el grafico para que comprueben cuan tentadora es la
idea de pensar que la recta de ecuacion r = (0 es un buen candidato para ser
su recta tangente en dicho punto:
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(v)
El grifico de esta funciéon es muy pintoresco, como podrin apreciar a
continuacion:

DERIVADA

Figura 115: 5 (r)

0.04

'I‘_|||

[ |

Tclnd -n:l"u

'—uuz

|
A =

gﬁk *I‘"" .

] ¥
—0:04 4 i

Hay una cantidad infinita de oscilaciones en torno a ¢ = 0 las cuales aumentan
su frecuencia a medida que nos acercamos a dicho punto. Se puede apreciar que
el grafico se aplasta al 0 pero no lo suficientemente ripido como para conseguir
suavidad en el proceso.

Probaremos pues que s () es continua en .« = 0 para empezar:

acotado

()il

Por lo tanto s () resulta continua come se habia afirmado.
Veamos ahora que la misma no es derivable en dicho punto probando que:

s(0) _ ) Jesin(y) G)

h—0) A
Ohbservemos que en este caso los limites laterales no nos serdn de gran
ayuda debido a que los mismos no existen, por lo cual apelar a gue son
distintos no-tendria ninglin sentido.
Aguf nos serdn de gran ayuda las sucesiones pues seria suficiente con

encontrar o,y b, ambas tendiendo a cero tales que sin ( y ) ¥ sin ( ) tengan

I s (o) = lim rsin

r— x—i]

(04 R —
h

= lim smn
fa—si

A lim

h—0

(26)

limites distintos, pues ésto seria prueba de que no puede existir el lim sin (+),

con lo que quedaria demostrado en virtud de (26) que el Cociente Incremental
carece de limite.
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Perosia, = ———vh L___ es claro que ambas tienden a cero

W = — -
(% | ﬂ.rnr} v e |:.._—::rr | EHT.]
. 1 RN v 5 ~rt ol
Iim sin | — | = lim =sin (— -I—Emr) =lml=1
n—20 ity n—0 2 n—o0

! 3
lim sin (_) = lim sin (—E-I- EHE) = lim —1=-1
R— .f;” ot B 2 et

Asi: Queda demostrado que el Cociente Incremental no puede tener limite,
y con ello se descarta la existencia de s'(0).

(vi)

La funcién del presente item es muy parecida a la del anterior, con la
diferencia que la funcidn que aplasta al sin I[];} tiende a cero mas rdpido que
en el caso anterior. Este hecho se traducird en que ademds de ser continua
la funcién ¢ () como en el caso anterior resulté-ser s (r), ahora ¢ verificara
la propiedad extra de ser derivable en & = (0. 8i observan el grifico a contin-
uacion, verin que ahora el mismo presenta evidentes signos de suavidad al ir

apagindose a (.

Figura 116: ¢ ()

g
4 0.0004 ” Y
i il
| My
C gy, pooz I ’.'!:',n'
(| :.$|| ! |ﬁ||" ||':|! "
IMEERREIHNLIT 14, qﬂﬁ A PO
BT =R R | flifilid o2
| L W
[ " _g.ooz 1 '*i! !
| i |
] 1 ¢ ]
i —0.0004 i

Hay una cantidad infinita de oscilaciones en torno a ¢ = 0 las cuales aumentan
su frecuencia a medida que nosg acercamos a dicho punto. Se puede apreciar gque el
grifico se aplasta al 0 lo suficientemente rapido como para conseguir suavidad en
el procesn. El resultado serd que = (r) terminard siendo derivable en dicho punto.

Primero veamaos la continuidad:
acotada

. 1
lim s () = limr® & sin (—) =0=&(0)
X

a—l] a—l]
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Ejercicio 12

Observen que la tercera posibilidad jamas podria ser la respuesta, senci-
llamente porque es una proposicion falsa con independencia de como sea f (i)
va que es imposible que una funecién sea derivable pero no continua. Es un
teorema que seguramente deben conocer el que dice: [ () es derivable en
g = [ () es continua en .

Para descartar la iltima veamos que [ () es continua en » = 0. En efeeto:

_‘E' AL
) el ws cgin () .
Ll et e p AL

—32
Luego: f(r) debe ser continua en = = (i

Resta ahora decidir sobre la derivabilidad de f(z) en el mencionado punto.
Para estudiarlo tenemos que analizar el COCIENTE INCREMENTAL.

'J'-‘G-HI a
o LR~ [ (0) g
1 = lim
R h bl h
5 h-’l-f-iin[h:l
T o h(h+2)
—1 TD
__sinlh) Vh
= lim S
h—i h 42
-2
= 1
Asi: Hemos probado que 3 f' (0) =0, con lo que [ (r) resulta continua en y

derivable en o« = 0, razdn por la cual la respuesta correcta es la segunda.
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Ejercicio 13

El TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA es un resultado clave del andlisis
mateméatico, con consecuencias importantisimas. En el caso de la recta real su
demostracion sigue un hilo argumentativio muy intuitivo v natural, basindose
fuertemente en el importante hecho de gue las funciones [ : B — & que
son inyectivas son eractamente las estricfamente mondtonas. Utilizando este
hecho —muy fuerte— es facil probar que la continuidad de f implica la de
su funcién inversa; v si suponemos ademis que ['(z) # 0%z € Dom{f]
entonces se puede probar que [|™ " tiene que ser inversible, siendo f=!
también derivable. Este importante resultado no se detuvo en la recta real,
siendo posible generalizarlo a otros lugares —como R" por ejemplo--; sin
embargo la correspondiente version del mismo en éstos espacios requiere un
andlisis mucho mas delicado y la utilizacitn de herramientas més avanzadas.

Recordemos pues éste importante teorema;

“Sea [ : (a.b) — R derivable e inyectiva tal que Yo =
(a,b) f'{x) # 0. Entonces f[™S) debe ser inversible, y ¥ &

im ( f) resulta f~'derivable con (' ]r ()= ?

| t
Frif—ti=n

(a)

g 2 .
Es-¢claro que ['(z) = GL";"!’ - (3% +2) > 0¥z € B, razén por la cual
=0%r °
) = 0%n Y es trivial que f(0) =5-&" =5,

(b)
Por el Teorema de la Funcién Inversa, dade que f () se encuentra en las

hipéitesis del mismo, sabemos que la misma - -restringida a su imagen en el
codominio— tiene que ser inversible, y su inversa [~! () debe ser derivable,

siendo (/1) (x) = sz Como [ () = Be* 42 (322 + 2) = ' (0) =10,

Y como f~'(5) =0 por ser f () =5, se tiene que:
: 1 1 1
=1 w
=) (5= — =

FU5) (o) 10

*¥Lo anterior significa f(r) con el codominio restringido a'su imagen.
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Pero entonces estamos en las condiciones del TEOREMA DE LA FUNCION
INVERSA, el cual nos asegura que tan («) = inversible en [—*—,f, %) verificard
que s1-inversa serd derivable sobre B, siendo:

1

tan' (arctan ()

arctan’ I:.r:] =

Si o = 0: Es claro entonces que comao:
1 'y 1 1

tan' |:[]]| = = 1 i,FNI arctan’ () = = ; I[U] =
tan' (ﬂr::’mu [DJ) L 1

1
CoEs IIU]
=

Si o = (0 : En este caso podemos operar con garantia de poder pasar .- mul-
tiplicando v dividiendo.

1
tan’ (rlICfﬂIl [E]]
= cos® (arctan( )] (27)
1 | —-:'-::t-ﬂ[ur-:'Lml[.r]]

. a PR
= . «8n” (arctan [
tan® (arctan (r)) (s (=))

arctan’ ()

T

\ N2 ros’ {arctan [.r:ljl (23}

2
as

En este punto hay que recordar que segiin (27), arctan’ () = cos® (arctan (r)),
razon por la eual teniendo en cuenta que = # () én este caso, (28) nos brinda
una ecuacion cuya incdgnita es precisamente arctan’ (#). Dieha ecuacion es:

1— arctan’ (r
arctan' (r] = —H

£
= 12 arctan’ (r) =1~ arctan’ ()
= arctan’ () - [.rz +1) =1
1
arctan’ (r) = R
r+1

Y la formula obtenida para arctan’ (ir) en el paso anteriores vilida en prin-
cipio para todo = # 0, pero si observamos bien, cuando .z = (0, la mencionada
formula eoincide con el valor de arctan’ () = 1 que habfames averiguado por
separado.

Luego:
Yo £ B3 aretan’ (&) = -
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(d)

El dominio de la arceot () son todos los nimeras reales, pues cot ()
es sobreyectiva. Sabemos que la restrigeidm correeta de dominio que hay que
hacer a la funcién cot (r) para que resulte inversible es Dom (cot ()] = (0, 7),
siendo en éste dominio:

cot! (.r:] = =0%ar £ ([]. T

—1
sin (I]
Pero entonees estamos en las condiciones del TEOREMA DE LA FUNCION
INVERSA, ¢l énal nos asegura que arccot () serd derivable sobre R, siendo:
1
cot! (ﬂr(RTﬂt {I]J

arccot’' () =

Si o = (: Es ¢laro entonces que coma:
1 1

, _ - cot! (E] -
cot’ | arccot ()

7 —1
eat (%) = ﬂ — 1 BET arccot’ ()=
s |5

Si r+# 0 : En este caso podemos operar con garantia de poder pasar - mul-
tiplicando y dividiendo.

1
arceot” —
(7) cot’ (arceot (i)

= —sin® (arccot(z)) (29)

-1 1 —=in® (arccot (=]

= : - cos® (arceot {r])

cat? (arceot (x)) .

1 — sin” (Arecot (.r)
Hi
En este punto hay que recordar que segiin (29), arceot’ () = — sin” (areeot (r)),

razon por la cual teniendo en cuenta que . 7 0 en este caso, (30) nos brinda
una ecuacion cuya incégnita es precisamente arccot’ (). Dicha ecuacion es:

—1 — arceot! (i)

arccot’ (z) = -
' T
& r'arceot’ (r) = =1-— arccot! ()
s arccot’ () - («F +1) "= =1
=
arceot’ (=) = T
£
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Ejercicio 16

(a)

Sabemos que sinh’(r) = cosh (r) = == = 0 para todo r claramente.

(b)

Para usar el TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA primero debemos ver
que sinh (r).es inyectiva en R, Tenemos que demostrar que si r # y =
sinh () # sinh (y). Lo haremos por el absurdo, supongamos que = # y pero
que-sinh [.r) = sinh (y]

r.l il :'_? E:H — ¢ —u
= _,E = £
= — i = ¥ _ i
er et
#0 pues J""'."i" ] 1 o T oL Ty
- _I:_-:__'?_'_—-"f':ﬂ = ——== — _.[- . 7
[ ot ,:':J'|,'-|' f‘lH'
1
=
extu
e = ] «— jJABSURDO! pues & =10

Asi: sinh (=) debe ser una funcién inyectiva ¥ por lo tanto si restringimaos su
codominio a su imagen, una funcion inversible.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el TEOREMA DE LA FUNCION [N-
VERSA pues tenemos una funcién inversible cuya derivada no se anula jamés.
Por éste 1iltimo sera:

\ il
sinh ™! - =
|{=\111 ! ) (=) cosh [ti-iIlh_l ()

Si utilizamos la formula anterior con = = 0, se tendri que:

1 B 1
cosh (Hinh_ Lin ]) :-::5111[[])

]

(sinh— ) (0) = <

Asi: sinh~ " [) resulta derivable y en particular |';:;inh_l;'|r (0)=1.
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Ejercicio 18

(a)

La velocidad de crecimiento del radio estara dada por () = 3.

Luego: Se puede apreciar que la misma es constantemente igual a 3.

(b)

Uno podria pensar gue asi como la velocidad de crecimiento del radio
es constantemente ignal a3, lo mismo deberia ocurrir con la velocidad de
crecimiento del drea. {Nada més equivocado!, pues la velocidad de erecimiento
del radio es constante debido precisamente a gue la formula r () es lineal. 5i
observamos con cuidado, la formula para a () no serd en lo absoluto lineal,
va que viene dada por:

a(f)=m-r?(1)=x- (3t +2)° = (02412t +4) m = Omt? + 1278 4 dmr

Como pueden apreciar, la formula anterior estd lejos de ser lineal ya que
es una funcién cuadritica. Como tal, su derivada no serd constante. De hecho
seri.

a{t) = 187t + 12x

Luego: La velocidad de crecimiento del 4rea estard dada por:

a' (F] = 18xi 127
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Ejercicio 19

(a)
Para caleular la velocidad de enfriamiento, como conocemos con precision

la formula €' (f) que nos da la temperatura en funcién del tiempo sabemos
que la misma estara dada por:

) = 0. e . (—0,1) = —Te 0N

Ohbserven que el signo negativo nos indica que el objeto se estd enfriando.

(b)
Tenemos simplemente que corroborar gue se verifica la ecuacidn del enun-
ciado. Pera:

. 1 .
(1) = —Te MM = ST ((20 + T ™M) —20) = —0,1(C (1) — 20)
Pero ésto iltimo es lo que se queria probar.
(c)

Tenemos gue estudiar el limite para { — 4oc de la funcién " (#).

—

——
lim " IIF] = lim —'FE_U'- (L ]
t— o [ e

—0

Luego: La velocidad de enfriamiento tiende a cero a medida que el tiempo
tiende a +o0.

Comentario: El que la velocidad de enfriamiento tienda a cero es con-
sistente con el hecho fisico bastante intuitivo de que un objeto que se deja
enfriando en un ambiente determinado, conforme pasa el tiempo su temper-
atura se ird equiparando con la del medio en que se encnentra. Imaginen una
olla de agna hirviendo que se saca del fuego. Inicialmente la misma se en-
contrarfi a 100C%; al principio su temperatura descenderd rdpidamente, pero
conforme pasa el tiempo v la olla se va entibiando la velocidad de enfriamien-
to de la misma sera cada vez mas lenta.

37H



EJERCICIO 20 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 20

Si designamos por [ (f) al lado del enbo en funci6n del tiempo, segin la
descripeion del enunciado del problemas tendremos gue:
i z
[{t) =i+ — « { medido en segundos
seff
Observen que como medimos ¢ en segundos entonces I (1) queda en cen-
timetros.
Como el volumen del eubo estd dado por:

f'm'g

Vi) = 'IHU:] =" seqgh

se tiene que la variacion de dicho volumen con respecto al tiempo sera:

CH’!'{

i _ 2
Vi) =15t s
s

Como se puede apreciar en la formula de arriba, la variacion del volumen
nos queda en unidades ™ lo que era de esperar.

S

Tengamos en cuenta gue la arista del cubo tendrad 10cm cuando i (¢) =
10 = ¢ = 10. ¥ la variacion del volumen en dicho instante estard dada por:

a A
- T [
V' (10seg) = 300 - se® - —— = 300 -

se seg

Luege: Cuando I (1) = 10, se tiene que la variacion del volumen del cubo
seri de’ V' (10) = 300 - %

Procediendo en sentido inverso, si supiéramos que la razon de variacion del
volumen es de 1[]8%, la cuenta para determinar el instante de tiempo en el
que se produce tal variacidn seria:

A6 T
18 < v (1) =A% fm:_;, st = 3/ 36seg? = Gseyq
seq : seg

-~

Luego: A los Gseg se produeird una variacion del volumen de 1[]8%:.
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Ejercicio 21

En este tipo de problemas siempre es recomendable hacer un grafico de
la situacion planteada en el cual habri que elegir un sistema de coordenadas
conveniente v fijar apropiadamente los valores iniciales de las variables que se
manejardn durante el planteo del mismo. Una incorrecta eleccién de alguno
de estos factores puede llegar a ser nefasta al punto que las cuentas no salgan.

Figura 117: Diagrama del barco acercdndose al faro:

(x(1)4) 3.

Dispongamos un sistema de coordenadas con el gje .r sobre la linea de la
costa v el ejey perpendicular a la misma, fijando ¢ = (0 en el momento en
que el barco dista 5 millas del faro.

La curva que describe la trayectoria del barco sobre nuestro sistema de
coordenadas es (r(f),y(¢)). Dado gue la velocidad del barco es v(f) = 12
millas por hora en direccidn del eje + vy sentido positivo, podemos determinar
que .r({] = 12¢, mientras que y () = 4 permanece constante. Pero entonces
la posicion del bareo sobre nuestro sistema de coordenadas es (= (4], g (f]] =
(12¢.4). Y la posicién del faro en el mismo es (3.0).

El segmento que une [z (t).4) —posicién del barco— con el punto (3,0)

posicidn del faro— por el TEOREMA DE PITAGORAS mide:

! -
iy = /(3 — o (1) + L=/ (3 259 16

que es precisamente la distancia del barco al faro como funcion del tiempo.
Observen que en = 0 es d(0) = 5, lo que no es de sorprender ya que
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habfamos hecho las hipotesis del caso y elegido convenientemente el sistema
de referencia para que ésto altimo pasara.

Observemos que a medida que el barco se acerque al faro entonces la
distancia d (¢) se ird acortando, mientras que cuando ésta altima se agrande
seré indicio de que el barco se est4 alejando. Como o (#) mide la variacion de
la distancia al barco en funcién del tiempo, es claro ahora que la velocidad
de aprozimacion al faro en funcién del tiempo estard dada por®:

12(3 — 124)
! [y
V(3 —120° + 16

—d'I[f) =

Como se nos pide la misma en el instante en que el bareo dista del faro 5
millas, v dado que  (0) = 5, entonces dicho instante es ¢ = (0 y la velocidad
de aproximacitn al faro en el mismo estard dada por:

30
—d'(0) = — = 7,2 < naturalmente en millas por hora
o

Observen que como el barco se acerca al faro hasta el preciso instante
en que dista del mismo 4 millas, el cual es ¢ =% de hora —15 minutoss—,
entonces la velocidad de aprorimacidn al mismo ird disminuyendo desde 7.2
millas por hora en el instante inicial ¢ = 0 hasta anularse a los 15 minutos
de iniciado-el viaje, momento en que el barco comenzari a alejarse del faro
v por lo tanto su veloecidad de aprorimacion se hari negativa.

Es interesante comentar que si el barco siguiera alejindose indefinida-
mente en las mismas condiciones en las que emprendié el viaje, a medida que
se aleja del fara el segmento que une la posicién (124, 4} del barco con el punto
(3.0) donde se halla el faro se hard cada vez mas paralelo al eje r, razon por
la cual la velocidad de aprozimacidn al faro tenderd asintiticamente a —12
cuando ¢ — +oc. Pueden comprobar ésto iiltimo sencillamente verificando
que:

lim —d' (1) =12

t—+-aa

dejandose el desarrollo de la euenta como interesante ejercicio para el lector.

"Las cuentas intermedias para hallar &' (#) guedan de tarea.
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Ejercicio 22

Para el alumno que quiera profundizar sobre el significado de Ax, Ay dr,
v dy puede consultar la seccién dedicada a ellos al final de la resolucion del
presente ejercicio.

(a)

Sabemos por definicién gue:

Ay, = fle A5~ f (x)
1 1
< (ﬁ+l£+.r+ﬁ.r)_(ﬁ+;)

1 1 \
= Ax+4 =+ Aa O — a,—p U (l6gicamente)
Asi:
A\ 2!
gt T Ax T

(b)

Aclaracion: - Precisemos algunos conceptos. En este ejercicio « es un punto
fijo, no lo estamos pensando como una variable, es decir = estd guieto. Para
movernos en torno a o utilizaremos pegquerios incrementos del orden de dr =
A, En este sentido a cualgquier punto que no sea = lo designaremos por
x+ dac o bien por.r + Ax. En este contexto sabemos que la recta tangente a
i en el punto de abscisa r estard dada por:

L(r+dr)= fx)+ f () {ic+dr) — x)
= Lix+dr)= fla)4 " (z)dr
siendo también importante mencionar gue segin la férmula de mas arriba
ocurre que L (x) = f[r) ~tomando dr = Ar = 0— ya que en el punto de

tangencia tanto I gomo [ coinciden.
Por definieién sabemos gue:

dy = L{r+dr)— L(z)
= L)+ f (wyde's L)
= ['(z)dz

Por lo tanto, como f'{x) =1 — = = dy = (L= &) dr
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Observacitn: - lJna cosa interesante de estudiar que no est4 mencionada en
el gjercicio es la relacién que hay entre —ﬂ v .

dr

ﬂ — ‘l A S :{-_".r j_'
A Az
/ F=lr+Ax)
— ;l.?' + J'I:.r FAT)
Ar
1
r x4+ Ar)
De esta manera la comparacion entre ambos nos queda:
Ay ! oy p ok
Ar - x (o + Ar) ¥ de i

iLlegan a darse cuenta como tanto la teoria como la notacién cierran
perfectamente? Si alin no perciben nada interesante en las formulas de més
arriba, observen estas dos cosas:

ey . _ 1
dr =) x?
- A 1 1
e e L PO
) Sy (z+ Ar) < Ca\! ()

iQué son Axr, Ay, dr y dy?

Llamemos f (r) a la funcién del enunciado. En la figura 118 en la pagina
signiente se puede observar el grafico de [ (r) ¥ el de su recta tangente en
x = 1.2, El punto« = 4 representa a = + Ar lo que nos da un Ap = 2.8,
Se puede apreeiar que Ay = ((z+ Ar) — f(r) mide lo que varia la funcién
entre r yr + Ax, mientras que dy = L (xr + dr) — L ()= f{x)% mide lo
que varia la recta tangente a dicha funcién en (x.f (&)} entre o v x +dr.
Habrin notado que si-bien Ax y dr son iguales— y se los distingue por una

EEl hiecho de gque L (r + dr)— L (x) = £ {z)dz es muy ficil de ver. En efecto como L ()
g2 una recta cuva pendiente es £ (r) entonees su pendiente se ealoula haciendo la cuenta

M Pero esta pendiente no es otra cosa que [ {x), entonces efectivamente vale
Lix -|—r.f.r] Lir) = () dr.
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Figura 118: Significado de Az, Ay, dz y dy.

[ Midke 2 v.oiaciin de b foncken
- s v vl ke e, AL
i
4 Mk 2 vgaciin de b
1 mazz bgrnanbr T
ain o den - -
- Lintht 44} =
! Cagh
- L]
¥ | - )
o 0 1 T
= Ax=dx
L3 Tarocodr svans ol M T & 1gual s
I prr b fincion come o s i pnoas
1.2
T T
90 1 2 x 3 4 5
—1-

Grafico de f () v su recta tangente Lix) para = = 1,2,

cuestidn notacional — no ocurre en lo absoluto lo mismo con Ay v dy va
que f(x)y L{x) no son la misma funcidn, v es mas que evidente que cuanto
mas lejos nos hallemos del punfo de tangencia mis se acentuari la diferencia
entre la funeién y su recta tangente. Pero lo importante que deben aprender
es ue-€n un entorno muy pegueiio alrededor de =, digamos (= —d, r +4J)
con ) = ¢ = 1 sf resultan muy parecidos Ay y dy.

Este extreme parecido entre f () y L ()en im entorne (= —4,.r 44 con
< 4 « 1 -<ademéas de ser un hecho fundamental del anilisis con consecuen-
cias muy importantes— nos dard un método para aproximar funciones cerca
de un punto zy cuyo valor de f (zn) se conoee con exactitud, como veran en
el ejercicio siguiente.
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Ejercicio 23

Indicaciones

Este ejercicio es para que comprueben la utilidad de la recta tangente
como herramienta para aproximar funciones en las cercanias de un pun-
to conocido de la misma. Si x; es un punto donde se conocen los valores
de [(rg)y ['(xy), entonces es posible con un cierto grado de confiabilidad
aproximar valores de f(x) para r cercanos a ry mediante la recta tangente.
Supongamos.que f () es una funcion derivable y se nos pide aproximar f (i)
para un clerto = fijo. Los pasos a seguir son los siguientes:

» Encontrar un punto oo lo mas cercano posible a » donde conozeamos
los valores de [ (zq) y f' (z0) con erdetitud.

= Calcular la recta tangente a f (&) en el punto oy y(c) = () +
F () (2 — ).

s Evaluar y () v devolver éste nltimo resultado como valor aproximado

de f(x).

(a)

Segiin las indicaciones precedentes debemos buscar un punto cercano ay
a r= 25 donde conozeamos ro con exactitud. Podemos tomar entoneces
it '= 27, ya que 327 =3,

Caleulemos ahora la recta tangente a-f (&) en oy = 2T:

f = %)azi_%:‘- I‘Z?: . =l:N ;2? =i
)= (+5) =373 = P ODE gt = /D = 5
Con esta informacion:
E —
g(:'l=3+ﬁli.r—2'?]=>9(25]=3—§=2925

Luego:

2 —
V25 248 — — = 2,925 — Valor calculadora: 2, 9240177

-
i

i8]
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(b)

Agui el punto r; donde conocemos con exactitud el valor [(ry) y de
flmyeso=1yaqueln(l) =0y 'l = % = 1. Pero entonces la recta
tangente a ln () en . = 1 queda asi:

glo) =0+ 1(r—1)=c—1="¢(1,12) = 1,12 - 1= 0,12

Asi:
In(1,12) =~ 0,12 «— Valor caleuladora: 0, 1133286

(c)

Una logica eleccion de i, para esta funcion serfa = = (. 5235 ya que es un
valor bastante cercano a (0.5 v podemos esperar con cierto grado de confianza
que la aproximacion utilizando este punto sea bastante buena.

Tengamm' en cuenta que mal[h] =1 5’;—_ ¥ eomio cos' [r) = —win[r]
cog’ (Z) = —3. Pero entonces la recta tangente a cos () en = = T nos queda:
V3 1 T V3 o1 T

yla)=— = (r—Z)=y(05)=— -4+ =

v@) =3 —lr=5) 2 V05 ="F -1+ 5
Asi:

=0 K782
31
cos(0,5) & 1“;—(_ 1 + E «— Valor caleuladora: 0, 8775825

Comentario: Habrin notado que nuestra aproximacion para cos (0. 5) re-
quiere el caleulo de ciertos nimeros irracionales posiblemente mas extrafios
que el mismo cos (0, 5). No faltara el lector que piense para si mismo: “... Era
preferible que nos diga que tomemos ecs (0L 5] para aprorimar a él mismo a
que nos diera un nimero aun mas rebuseado...” Hasta cierto punto el anterior
pensamiento estd més que justificado v me recuerda a esos momentos en que
uno recurre al diccionario —posiblemente uno bueno— urgido de necesidad
de encontrar el significado de una cierta palabra como por ejemplo “ pantcu-
[a”, en cuya definieién encuentra, abismalmente sola, la palabra “panocha®

como si ésto nos aclarara also-—; al ir a la definicién de “panocha® encon-
tramos para nuestro completo asombro la trisilaba “panoja”; va desesperados
buseamos ésta iltima para silo decepeionarnos ain mas al encontrar * pangen-
la”, luego de lo cual naturalmente dejamos el diceionario donde lo hallamos
¥ proseguimos nuestra anterior actividad con el amargo sabor de no haber
satisfecho nuestra curiosidad. Y bueno, el alumno gue sienta que 1'— L :+ 15
es @ cos (0.5) como “panocha” es a “panieula”, le recomendamos un se qprpne-
v lo tome con una sonrisa.

384






EJERCICIO 24 PRACTICA 5 - DERIVADA

Ejercicio 24

Para el que le teme a las derivadas sueesivas de una funcién seria bueno
sugerirle que pierda el miedo ya que no hay nada nuevo en caleular (" (r)
si piensan mas vale que estan caleulando g'[r) con g(z) = f'(x). Si ya
comprendieron el procedimiento para derivar una funcion, encontrarin que
no hay nada nuevo en derivar dos, tres, diez o mil veces una funcion.

(a)

Aqui es bueno observar que [ (r) presenta novedades en sus derivadas
sOlo hasta el orden 3, ya que [/ (z) = r. Por ejemplo:

FER sin (o)
fr) = coslx)
fx) =\ =sinls)
() —ecos(r)
ey = sinfey= f(x)

Y en este punto todo vuelve a comenzar. Obviamente [ () = cos o) ¥
para calcular f™ () lo finico gue hay que observar es que si n es un nimero
miiltiplo de 4, digamos n = 4k, entonces [ () = f (). Como 70 = L1742,

entonces serd 7 () = l{f'id'ﬁj]” (x) = f"(x) = — sin{a).
Asi: [ (1) = cas(r)y [™ (x) = —sin ().
(b)

Este es muy facil ya que f' (x) = f (), razém por la cual las derivadas de
cualquier orden de dicha funcién coincidirdn con [ ().

(c)
Este es levemente distinto que el anterior habiendo que mirar unas cuen-

tas derivadas para poder darse cuenta lo gue estd pasando y formarse una
intuicidn de la situacion:

) = k== 1" () = K™ = fYr) Bk s Py =5 .

En este punto nos damos cuenta que seguramente [ () = k"¢". Para
dar una solucién formalmente correcta al problema habria que demostrar el
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acierto anterior mediante algin procedimiento mateméatico vilido —al mar-
gen de la observacion precedente que nos sirvio para formarnos la idea de
lo que oeurria. Podriamos hacer una demostracion utilizando el PRINCIPIO
pE Inpuccion®, el cual ya habiamos aprendido en la practica 3 v ahora
nuevamente acude en nuestra ayuda.

n = 1: Evidentemente /' ()} = k'¢" por lo cual este caso queda demostrade.

Paso Inductivo: Supengamos como HIPOTESIS INDUCTIVA que la propiedad
vale para n ¥ demostremos que entonces tiene que valer para n 4 1. Si
la_propiedad vale para n:

= If’(_.r.l'_l I:.T:] = k"l‘."fkr = Jrl:n 1 (.T:] — .F:' . I;l_.uﬁﬂ;-: . 8 |£.'” | IE'I“- ] iLlS-’FO!

Luego: Por el Principio de Induccién la propiedad tiene que valer ¥ n < I,
conlo que /™) () = K"c**.

Observacién: Lo anterior implica claramente que [P () = F2ebr,
(d)

Como el orden de la derivada que se nos pide calcular no es demasiado
grande, no se justifica como en el caso anterior un andlisis general de la

misma, siendo més practico ir calculando las derivadas sucesivas hasta dicho
arden.

1

ey = 12 =1+ )7 &= expresién mas til para derivar
T
[M(x) = =1+
fx) = 201 +2)7
(i) 3 o Py i —4 o G
r) = —6(1 4 = —
() N (1+a)
Asi: Resulta ser 6
G0 () = _
45 (14 )

S'El alumno queesté interesado en una explicacién detallada de éste prineipio puede
consultar el gjercicio 16 de la practica 3 en la pigina 172 v el gjercicio 17 de la misma
practica en la pdgina 173,
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(e)

Tratdndose de un polinomio estudiar sus derivadas es una cosa muy faeil.
En prineipio serfa bueno observar que si f (&) es un polinomio de grado n,
digamos:

Fiz) =ar”™ +a, v ayr + ag, con a, #1

entonees sus derivadas serdn no nulas hasta la de orden n, lnego de la cual se
puede comprobar facilmente se anularin todas, siendo [ (r) =09k = n4- 1.
El alumno que tenga deseos pnede incluso demostrar muy facilmente este
acierto _por induccién. Nosotros lo podremos comprobar en el ejemplo al
resolver el problema.

En efecto:

L) =152 + 8= /" («) =308 = () =30 = [ () =0

Teniendo en cuenta ésto nltimo es mas que claro que [ (z) = 0vr €
[E. Pero entonces con més razén debe ser f&09 (2 = (),

Comentario importante: Muchos alumnos ineurren en la comisién de un
muy grave error enando se trata de caleular derivadas de una cierta funcion
f(x) evaluadas en un eierte niimero oo fijo. Vamos a hacer un ejemplo de lo
que suelen hacer cuando se les pide calcular " (2). Primero caleulan /() y
la evalfian en & = 2 obieniendo el valor f'(2) € E: Luego afirman que como
dicho niimero es una contante entonces /" (2] = (0. jSe dan cuenta donde
est4 el error en este proceder? Pues si nolo haecen seria recomendable prestar
mucha atencidn: El error estd en evaluar f/'(r) en & = 2y luego derivar
el resultado de ésta operacitén afirmando que al hacer ello obtendran f"(2).
iNada mis equivocado! Si piensan en la operacion “derivar” v la operacion
“evaluar”, las mismas no son conmutativras. No es lo mismo primero derivar
v luego evaluar que primero evaluar y luego derivar. Lo correcto si quieren
calcular " (2) es primero abtener [’ (x), luego obtener f”(x) ¥ por nltimo
evaluar la anterior en & = 2.
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PROBLEMA 1 PRACTICA 5 - DERIVADA

Problema 1

Indicaciones

Como es requisito indispensable para una funcion derivable en un cier-
to punto rp ser continua en dicho punto, entonces siempre es conveniente
estudiar primero la continuidad en dicho punto y luego la derivabilidad. El
por qué es claro, es més facil en general estudiar continnidad, y si llegado
el caso determiniramos que { no resulta continua en g podremos coneluir
que tampoco puede ser derivable en dicho punto ahorrando una cantidad
considerable de cuentas ¥ tiempo —cosa que siempre es conveniente.

Otra cosa gue seria bueno recordar ya que se pide ealeular la recta tan-
gente a f(r] en @y en los casos que exista, es la firmula para dicha recta
tangente. La misma es:

y(x) = f(ao)+ F (o) o — o)
(i)

Estudiemos primero la continuidad de [ () en el punto indicado mediante
los limites laterales:

Im fle)= lim 1—-x=1
a0 X -

r—i]

11'111I flr) = 1i111I e T =1

r—0 x—0)
Por lo tanto f{xr) debe ser continua-en & = (.
Analicemos ahora la derivabilidad en dicho punto mediante el estudio del
Caociente Incremental, del cual habra que caleular su lfmite por derecha y por
izquierda debido a que la funcién [ (=) esta definida por partes.

lim M= lim (J'_'“—”_l =

f—li— 7] h—(1— h

-1

Para el limite por derecha habria que hacer algiin cambio de variables
pues sino terminariamos estancados en una indeterminacién [n‘] dando vueltas
sin poder salvarla. En efecta al plantear el Cociente Incremental por derecha
queda:

h)— f(0 e
lim —f( ) —f(0) = lim
h—0 h h—i h

Ahora hay que hacer el mencionado cambio de variables y = ™" — 1 =
h==In(y+1). Como y —4_p+ 07 entonces:

301



“\“\.,. CIE'NTE.: INCREM.ENTAL, del cual habr “.-_adfcular su limite por derecha
~ v por izquierda debido a que la funcion g é‘) estd definida por partes. ”
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PROBLEMA 1 PRACTICA 5 - DERIVADA

gl3+h)—g(3) (2(34+ A} +3}~0

lim = lm
— it h bt h
LA BE2h— B
= lim
(AT h
2
= lim L 2

h—it
Pero ésto iltimo implica que g () no puede ser derivable en &= 3.
(i
Es muy importante tener en cuenta que la funeién cos(r) es acotada,

giendo |cos (]| < 1¥.r £ I, pues teniendo en enenta la misma es muy facil
comprobar que h (ir) debe ser continua en = = 1. En efecto:

acotado

. & 1
lrf_ml hir) = Jl_H_I} (x :I:;l:lz ~EOS (.r — 1) =1

Asi: h (x) debe ser continua como se habia afirmado en = 1.

Resta ahora estudiar la derivabilidad de la misma en el punto mencionado
para-lo cual como de costumbre analizaremos el COCIENTE INGREMENTAL.
Observen que comao la definicién de b () responde a la misma férmula ¥ = 2 0
entonces no estamos forzados a distinguir entre los limites laterales

[
h(l4+8)—h(1) \ iﬁ+‘—}g'm(p”__u)
lim = lim
t—0 it E—1 i
=0 acotado
e L
= lim ceos | — ) =10
k=0 f f
Pero entonces: Existe h'(1) = 0y como h (1) = 0 la ecuacion de su recta

tangente en o = 1 serd:
ylr)=10
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PROBLEMA 1 PRACTICA 5 - DERIVADA

(iv)
Estudiemos primero la continuidad.de r () en el punto indicado mediante
los limites laterales:

lim r(r) = lim r{r)=0= f(0)
| r—-

Tengan en cuenta que los limites anteriores no presentan ningin tipo de
dificultad debido a que no hay presentes en ellos ninguna indeterminacién,
de modo que el edlenlo de los mismos es una mera evaluacion de las funciones
correspondientes en © = (0.

Por lo tanto: La funcién v (r) debe ser continua en & =M.

Analicemos ahora la derivabilidad en dicho punto mediante el estudio del
CoOCIENTE INCREMENTAL, del cual habra que ealeular su limite por derecha
v por izquierda debido a que la funcién r (ir) est4 definida por partes.

—0
or(h) = (0 AR (14 h)
lm ——————= lim —— =1
[ h b &
Al plantear el Cociente Ineremental por derecha queda:
o\ ¢ () — r(0) ~ m Foesin (B —
b= f h—i— 1
Pero entonces: ’ 0
3 lim L—r[] .\, |
) h
Pero ésto iltimo implica que r (] debe ser derivable en = = 0, siendo:
r(0) =10 PO =10 Y su recta tangente: y () =10

(v)

Analicemos primero la eontinuidad de s(x) en r = 1. Recuerden que
empezar por estndiar continnidad es una buena idea y un correcto punto de
partida ya que si la misma no fuera continua entonees no serfa derivable,
motivo por el cual no habria razén alguna para perder tiempo en analizar su
derivabilidad, puesto que si fuera derivable en tal punto entonces deberia ser
continua en el mismo, lo gue sabemos no ocnrre.

Recuerden gue este orden de proceder suele hacernos ahorrar muchas
cuentas en el caso de que finalmente s () no resulte derivable, ya que las

304



)8 ) iy

5

segin a&‘gl"quemus por derecha
en-una o bien otra formula:

o




PROBLEMA 2 PRACTICA 5 - DERIVADA

Problema 2

Indicaciones

Para hallar la recta tangente a un punto i de una cierta funcién f(x) es
necesario conocer los valores de [ () v ["(#] ya que la misma depende de
ellos. Naturalmente serd requisito indispensable que la funcién considerada
sea derivable en r; pues de lo contrario no tiene ningiin sentido hablar de
dicha recta. Una vez obtenida la informacitn precedente la formula de la
recta tangente quedard sencillamente:

y (o) =F{ro) + f (x0) - 1 (x —ag)

(a)

x=0: [(0) = sin” Ii%]l = (-"2:) = %= % Por otraparte ' (r) = 2sin Ii.:—l— 1) cos (.r + f]l

por lo que se deduce que ' (0) = 2sin (T} cos (3) =2 3;; . -‘{—F = 1. Pero
una vez obtenidos éstos valores ya podemos armar la recta tangente sin

problemas, de la siguiente forma:

il ' 1 ) 1
f[[]:]=§ LY=L s = y(.r]=§+l-|‘:—[].]=.r+§

x=—71 (=) =gn’(0) = 0. Por otrolado " {x)= 2sin (& +Z) aos {z + )
por lo_que se deduce que /' (—3) = 2sin (0)cos (0) = (1. Pero una vez
obtenidos éstos valores ya podemos armar la recta tangente sin prob-

lemas, de la siguiente forma:

L

r(-5)=0  s(-5)=0 = y@=0

(b)
Es claroque f(U) = (. Lo gue es un poco intrincado es calenlar la derivada
debido a la presencia de varias composiciones, pero con la practica que de-

berian va tener adquirida después de tanto trabajo previo ——que suponemos
deben haber hecho—— no deberia haber problema algnno:

fix)= \/£+VJ+1+.J'-;-(1+;)
PLEVA Y I i o | 2+ 1
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PROBLEMA 3 PRACTICA 5 - DERIVADA

Problema 3

El analisis del presente problema conviene dividirlo en tres partes, dos de
las cuales no presentaran dificultad alguna, siendo la tercera la que contiene
el meollo de la cuestion.

Si x = (: En este caso f(x) = +* —funcién mas buena que el pan— que
resulta claramente derivable ¥ = = 0 y como [’ (z) = 2 que es confinua
no hay mas nada que hacer.

Si r < (:En este easo f (z) = —r?, concluyendo como en el gaso anterior.y
siendo esta vez f' () =—2u.

Si = (: Tenemos que ver que aqui también f (z) resulta derivable con con-
tinuidad de la derivada, pero que #/" (0). Para la derivabilidad ten-
dremos que estudiar el COCIENTE [NCREMENTAL tanto por derecha
como por izquierda:

0
(h) — f(0 —h?
P ) B i () e L
el h h—i- A
0 .
B — f(0) ;
L) B ) TR
foa i h h—it+

Pero entonces efectivamente 3 ' {0} = 0."51 tenemos en cuenta toda
la informaecién anterior nos queda entonces nna formula partida para
f'lr), 1a cual podemos analizar para ver que la misma es continua en

= () pero no derivable en dicho punfo.
—Z2r mlao =0
Fir)=40 s =0 (31)
2r Slao =
Para ver que la misma es continua en r = ( analicemos los limites
laterales:

lim f'(r) = lim —2¢ = 0= [{0)

z—0- ==
- 1) g e o
;h_IEII flr)= Ihjélll 2r=0=1/_(0)
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PROBLEMA 3 PRACTICA 5 - DERIVADA

De esta forma podemos comprobar que la misma es continua en . = (.
Para ver que 7 " (0) habré que plantear el COCIENTE INCREMENTAL
v estudiar su limite para h tendiendo a cero por derecha v por izquierda
verificando que los mismos no eoinciden.

0
HOEFAON

e A R A
0
k) — f (0 2

Iim Mz lim —’ﬁ ="

i h h—ot
Al ser estos dos limites distintos se concluye gue # lim LOTD razén
pot la-cual 3 77 (0).

|

Comentario: Muchos alumnos cometen un tipico v muy serio error al
resolver problemas como éste. Es comin encontrar soluciones — equivocadas

como la siguiente: Primero llegan a la formula 31 en la pégina anterior
para f"(r). Derivan aguella formula término a término obteniendo:

b -2 siz<0
Fiix) {2

il

v eoncluyen que como 11’131_ fiz) ==2% Hrfﬁu /") =2 entonces no puede

existir ' (0). jjiINADA MAS EQUIVOCADON! La inica posible in-
ferencia coherente del hecho anterior seria a lo sumo: que de existir " (0)
con lo que . = 0 pasaria a ser un punto del Dom ( f")— entonces la funcién
f"(r) no podria ser continua en el mismo, presentando una discontinuidad
de salto —que por ende seria inevitable. Pero de ninguna forma de esto se
puede llegar al resultado gue nos interesa en el contexto de este ejercicio.

Una pregunta para que mediten: Con motivo del comentario anterior
surge una interesante pregunta, la que seria bueno investigaran por si mismos:
;Puede existir una funcién f : (a.b) — B derivable en todo punto del (a.b)
con f'(r) continua salvo en un fnico punto ry = (a.b)? Les puedo asegurar
que ya conocen una®, por ejemplo pensemos en la funcién [ () definida a

& Avuda: Busquen entre las funciones del Ejercicio 11 de esta practica
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PROBLEMA 4 (HAY UN ERROR EN EL ENUNTIAGWICA 5 - DERIVADA

Problema 4 [(Hay un error en el enunciado)

Comentario: Elenunciado de este problema tiene un error. Donde dice “no
tiene ninguna recta tangente” deberia decir “tiene una inica recta tangente”.

Este problema puede tener una resolucién muy sencilla si pensamos bien
sobre lo que guiere decir gque una recta tangente a una cierta funcion y ()
pase por el origen de coordenadas. En concreto como la ecuacion para dicha
recta tangente para un t arbitrario fijo sera:

L@ syt +3 () (- 1)

entonces la condicion de pasar por el origen se traduce en que L, (0} =10, 10
que quiere decir gue:
0=y(t) —y (i)

En nuestro problema, teniendo en cuenta que:

entonces deberia ocurrir que:

1
0 = .'1+111[#.:|—(1+F)'F
el =4 n(t)— -1

=0 = In(f) -1
= n(t) = 1
=1 = ¢

Luego: Si existe y es dinico un punto donde la recta tangente a y (1) pasa
por el origen de coordenadas y dicho punto es = ¢.

Comentario: Como verdn la gufa tampoco estd exenta de tener errores.
En este caso el enuneiado del problema deberia haber dicho “tiene una tinica”
en lugar de lo gue dice.
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PROBLEMA 5 PRACTICA 5 - DERIVADA

Problema 5

Lo primero que debemos hacer ‘es ealcular la derivada de y (¢) pues para
construir todas las posibles rectas tangentes a la misma necesitamos la infor-
macifin sobre sus pendientes.

) 1
.ffli"]:l—ﬁ

Pero entonces las rectas tangente a y (1) en el punto ¢ arbitrario serin:

Uiy w'it)

I, ()= (x+ %) s (1 - g) s

Observen que la familia de rectas £ ={&y:{ € Feo} depende de § pues
para cada punto (4. y (F :]] de la curva habrd una recta tangente que pasa por
dicho punto.

(a)
Buscamos rectas de £ que pasen por el punto (1, 0). Esto ocurre:

1

a:-ﬂ:f;,m:(;+%)+(1—F)(1—:.) (32)

Como verdn (32) nos da una ecuacitn en ¢ de la cual debemos hallar todas
sus soluciones para determinar los posibles valores de ¢ gue sirvan. Y para
cada valor de i la‘recta [, verificara lo pedido.

0 = (¢+%)+(1—%ﬂ)(1—f}

=0 = it (FE — 1) (1 —t) + Mult. la ecuacién por t?
a0 = PEitC—F—1+1
= 249 —1 = () — Cuadrética con ceros: { = —1 — V2 y #="14+2
Pero entonces los valores de ¢ buscados son: = —1—4/2 v i = —14+4/2,

de donde las rectas tangentes a la curva y (#) buscadas serdn exactamente las
de ecuaciones:

Lmz(—[1+ﬁj+m)+(1—m—'ﬂ)._.)a[.r+[1+v’§J]
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f‘ﬂ“\“ esté pidiendo que le misma tenga una determinada pendiente. Esto tiltimo
depende exclusivamente de




PROBLEMA 7 PRACTICA 5 - DERIVADA

Problema 7

Este es un tipico problema donde se nos da informacién sobre la recta
tangente a una cierta funcién [ (r) sin darnos sun férmula, y se nos pide
hallar la recta tangente a otra funcién g (r) de la cual se nos da su formula
pero dependiente de la formula de [ () = la cual no conocemos. Suele haber
cierto terror a este tipo de planteos, pero la realidad es que no necesitamos
demasiada infermacidn sobre f(r) para poder construir la recta tangente a
g(x). De hecho, todoe lo que necesitamos estd escondido en la formula de la
recta tangente a f.

En efecto, para ecalcular la recta tangente a  (r) en & = 1 negesitamos
tinicamente g (1) v g' (1). Les aseguro que dicha informaeion la vamos a poder
obtener sin problemas - aun cuando no conozeamos la formula de f{r).

Lo primeéro gue debemos observar es que la recta tangente a f(r) en
o = —1 es:

“Sr+3=y(x) = fl=1)+ =1 —(-1)
= =S +4+3 = [(=U4+f (-1 (x+1)

Podemaos evaluar en .w.= —1 para despejar el valor de [ (—1), el cual nos
quedara: f(—1) = —5+(—1)+ 3 = 8. Pero entonces nos gueda:

~Se+3=8+f(-1)(r+1)
Evaluemos en r = (0 para despejar el valor de f'[=1]. Nos quedara:
3=8+f (-1 = f(=1)=-5
Asi: Hemog hallado f (1) =8y f[=1)= —5.
Por una ‘aplicacion de la REGLA DE LA CADENA:
g (x) = f' (~a* +sin (=) (=20 + = cos (xx))
con lo que se tiene:
g (L)

g (=" f(21)- (=2 —x) = 10+ 5%

f(—1)=8

Pera con ésto iltimo ya nos serd posible determinar la ecuacion de la
recta tangente pedida, la cual serd:"'0

ylo) =8+ (1l0+bx) (m—1)
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PROBLEMA 11 PRACTICA 5 - DERIVADA

Problema 11

La condicion que afirma la constancia de la presion del gas sirve para
darse cuenta que entonces el volumen del gloho debe eambiar a medida que
introducimos el mismo — y por ende su famafio. Como se nos dice que la
forma del globo es esférica entonces no gueda otra que la magnitud que se
maodifica a medida que ingresa el gas sea el radio de la misma.

Debemos entonces determinar la funcién r (¢).

& 4 af f3

e = —
f o) I|||' dar
¥ nosotros sabemos que:

o [I:I = 50t «en em"

i 1

. 3 5 To e
() = ¢/ = 501 = \/—a‘ = —t
rit) 15" dar i 2 (‘2# )

De esta forma la rapidez con que aumenta el radio en funcién de 1 sera:
1 —§
rt) = < t
0=3(5)
10z

3

Pero entonces:

T

t\II| =1

Teniendo en-cnenta que:

entonces la rapidez en dicho instante debe ser:

(07 (T w0\ 1
"\ 3. /3\24 "3 T T

Asi: El instante es ¢ = m"se g ¥ la rapidez con que varia el radio 25 )

T
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