Practica 6 - Teorema del Valor
Medio

Ejercicio 1

Antes de poder hablar sobre la aplicabilidad del TEOREMA DE FERMAT
deberiamos precisar el enunciado del mismo:

“TEOREMA DE FERMAT: Sea [ :{ab) — Ry x; € (a.b) un
punto tal que 3 f' (o). 8i oo es un extremo local de f entonces

debe valer f'(x) =07

Graficamente seria:

Figura 119: TEOREMA DE FERMAT

4

3

Y2

Como ven la hipéitesis fundamental de este teorema es la existencia de [’ ()
« o0 equivalentemente la derivabilidad de [ en dicho punto. 51 no podemos
garantizar de alguna manera la verificacioén de tan importante hipotesis en-
tonees la aplicacion descuidada del TEOREMA DE FERMAT puede traer con-
secuencias desastrosas. Kl mas simple ejemplo nos lo da la funcién [ (r) = |x|
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EJERCICIO 2 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 2

Aqui tenemos que revisar el enunciado del TEOREMA DE ROLLE, el cual
diee:

“TEOREMA DE ROLLE: Sea f : [a.4] — R continua sobre el
[a. b v derivable sobre el (a.b). Si f(a) = f(b) entonces existe
un punto ¢ € (a.h) tal gue (' (¢) =07

El presente teorema tiene una clara interpretacion ge-
ométrica. Lo que estd afirmando es que si la recta se-
cante a los puntos del grafico de la funeidn (a. f(a))
v (b, f (b)) es de pendiente nula, entonces debe haber
algin punto a < ¢ < b en donde la recta tangente a f
también tenga pendiente nula.

Graficamente seria:

Figura 120: TEOREMA DE ROLLE

-

Como verdn es necesario que [ (r) sea derivable sobre todo el (—1.1), pero
sabemos que la misma no resulta derivable en » = 0 £ (-1, 1) como pudimos
comprobar en el gjercicio anterior. Pero entonces el Teorema de Rolle no es
de aplicaciéon para esta funeidn, razon por la cual el hecho de que [! no se
anule nunea sobre el (—1. 1] no contradice al mencionado teorema.



EJERCICIO 3 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 3

Ahora es buen momento para recordar el enunciado del TEOREMA DEL
VaLor MEDIO, el cual dice:

“TEOREMA DEL VALOR MEDIO: Sea f i [a.h] — Euna funcién
continua en [a.b] y derivable en (a.%). Entonces existe un ¢ £

(a.b) tal que flr—flad = 1)

b~

Hay una interpretacion geométrica muy linda de este
enunciado. Es posible que havan notado que w
es la pendiente de la recta secante que une-los puntos
(a, fla)) y (b f(b)) del grifico de f. Lo que esta afir-
mando el Teorema del Valor Medio es precisamente la
existencia de un punto @ < ¢ < b eon la propiedad de
que la recta tangente a f («) en dicho punto es paralela
a la secante antes mencionada.

Craficamente seria:

Figura 121: TEOREMA DEL VALOR MEDIO

49

k-

1

En la figura puede apreciarse la versidn grifica del importante TVM. Puede com-
probarse como la recta-tangente a f en el punto —1 < ¢ < 1 es paralela ala recta
secante a los puntos (=1, F(—10) ¥ (1, £ (1)),

Observemos que:
L Y ) S ) P
1—(=1) 2.
Por lo tanto estamos buscando un« € {—1.1) tal que (<} = —2, pero
f'(z)=25=12 por lo que:

—2=f{e) =2 -2 =10

-2
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EJERCICIO 4 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 4

En este ejercicio es importante recalear que hay una serie de hipdtesis que
deben hacerse sobre la fisica del problema para poder aplicar los teoremas
necesarios para demostrar el mismo. En prineipio supondremos que la funcién
g () que nos da la altura del proyectil en funcién del tiempo es una funcion
continua en [0, ¢ ¥ derivable en (0, ¢7) donde designamos por - al instante
de tiempo en el cual el proyectil vuelve al piso. Estas hipotesis no son en
lo absoluto pretenciosas ni ridienlas ya que es sabido que si la iiniea fuerza
que actia sobre un provectil que es lanzado hacia arriba en tiro vertical es
la de gravedad entonces la funcién y () tiene que ser una pardbola, la cual
sabemos es todo lo buena gue se requiere.

Hecha esta aclaracion, basta observar que y(0) = y (¢7) =0, razén por
la cual una aplicacién directa del Teorema de Rolle nos permite inferir que
30 <ty < tr tal que o' (in) = 0, pere ésto es lo mismo que decir que en el
instante /; la velocidad del provectil se debe haber anulado.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 5

Este problema es algo sutil y requiere el uso de la potencia de los teoremas
del valor medio. De hecho tal vez el nombre de dicho teorema tenga cierta
relevancia en una situacién como la planteada agui. Se preguntarin ustedes
jPor qué? La respuesta es interesante: Sencillamente porque a partir de la
velocidad media del vehiculo en cuestién entre las 12 : 00 y las 12 : 04 es
posible inferir que diche vehiculo debe haber violado la maxima de velocidad.

;Como se demmestra ésto?

Primero que nada fijemos un sistema de referencia adecuado. Fijemos
t =0 cuando el relaj marcaba las 12 : 00 horas; llamemos o (1) a la posicion
de nuestro vehiculo en funcidn del tiempo ¢ haciendo la asumeién de que dicha
funeion es derivable -~ lo cual no parece descabellado v es un hecho que los
fisicos suelen aceptar —; y fijemos la posicién inicial de nuestro vehiculo
x (0] = 0. Calculemos ahora la velocidad media del mismo entre los instantes
t =0yt =4, es decir entre los instantes en los cuales pasé por ambos
eontroles camineros. La misma se caleula de la signiente forma:

o = x(4) —x(0) _ E _ E "~ en .F.'r..r.'
d—10 4 2 i

Comao . (f) es una funcién continua en [0, 4] y derivable en (0, 4) segiin la
asumcion que habiamos hegho para o (1), por una aplicacion del TEOREMA
DEL VALOR MEDIO podemos asegurar que:

(4 =0
F0) ety 4 tal que i, = u: -r;['tﬂj
4 —10
5 okm

Pero teniendo en cuenta que v, = 5%, entonces en ¢t = fy € (0.4)

nuestro vehiculo habria marchado a dicha velocidad. Traducida la misma a
% nos da 3 - G[]% = 15[]%, hecho que demuestra con bastante holgadez
que nuestro amigo habia pisado el acelerador bastante mas de lo debido, v

por ende se hallaba en infraccion.
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EJERCICIO 6 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 6

Este ejercicio no parece facil a simple vista, pero sin embargo lo es y
mitcho. Claro que para el alumno que recién toma contacto con el andlisis
probablemente no sea capaz de darse cuenta en forma inmediata el camino
correcto para solucionarlo e incluso es posible que haya dado vueltas al mis-
mo durante un largo tiempo sin éxito alguno. La clave de la respuesta se
halla escondida en el Tearema del Valor Medio, una herramienta de valor
incaleulable.

Consideremos la funcién f (i) = sin(r). La misma es continna en [U..r]
v derivable en (0, z) para todo posible valor de = = 0. Pero una simple
aplicacién del Teorema del Valor Medio nos asegura la existencia de un (1<
B < tal que:

sin () _ sin () — sm (U} =lgin’ (&)=t0s (€)
- =0

Pero lo anterior es lo mismo que afirmar que:
sin ()] = o« cos (L)
Luego:

7 =038 = [0Lr) tal que sin(r) =7 -cos(f)
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EJERCICIO 7 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 7

Este ejercicio constituye un resultado importantisimo para el analisis. De
hecho en la practica anterior cuando hicimos una extensa tabla de derivadas
de las funciones mas usuales a partir de su estudio manual analizando el
COCIENTE INCREMENTAL, una de las cosas que pudimos comprobar es que
si f(r) = K = cfe entonces [/ () = 0. El presente ejercicio nos muestra
que la reciproca — si el dominio de [ es un intervalo — de dicha propiedad
también es cierta. En conereto lo que veremos es equivalente a mostrar gue si
f i {a,b) — R derivable verifica que ' (r) = 0%z £ (a,b) entonces debe ser
[ (x) =K = cfe. Pero como veran a continuacion, para-demostrar éste hecho
serdn necesarias herramientas del andlisis mas poderosas que las nsuales, a
saber: EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO™

Supongamos que . g : | — [ siendo J un intervalo cualquiera y que
las mismas son derivables para todo o en el interior de dicho intervalo®,
verificando ' (x) = g'(z). Sean a <= & & / de modo que si pensamos a
fog i |a.b) — [ las mismas resultardn continuas en el [a. 4] v derivables en
el (a. b).

Sea & £ (a.b], observen que si definimos b : [a,z] — R hir) =g(z) -
S (x), la misma resulta continua en el [a, x| ¥ derivable en el (a, ). Por el
TEOREMA DEL VALOR MEDIO v observando que por haber elegido = <
(a,r] = & —aF 0, debe existir un o < c < r tal que:

UG M) G = o () — f (0) =0 Sha) 2ila)
L=
Tenienda’ en euenta la definicion de h(x) = g(w) — f (] ¥ tomando
K = hia)=yg(a) — f(a) que es yna constante real. se tiene que debe ser
glrl= f{x)+ K. Pero si ustedes observan bien, .» fue elegido arbitrariamente
en (n.h) < I, habiendo sido a y b también elegidos en forma arbitraria. Pero
ésto fltimo implica que:

Yo el:glxz)= f(z]+ Ksiendo K = g(a) — f(a) para cualquier o € 1

Observacion:  Observen gue la constante K se puede identificar eligiendo
cualguier punto « de I y ecaleulando g(a) — f (). Esto es interesante pero
no muy snrprendente ya que si efectivamente g(a) = [ (r) + KYe e | =
i = g (x) — fir) para cualquier valor r & L

8 Hay un comentario importante al final del ejercicio que deberfan leer para comprender
mejor la esencia del mismo.
" e s por cierto el Anico lngar donde tiene sentido definir la derivada.
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EJERCICIO 7 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Figura 123: fic) y gl(x)
Y YA

|
I
v+

Si bien ambas funciones verifican f' ()= g' () = 0 para todo o en su dominio, no
es clerto que f () = g (z)+ K. El problema aparece pues el dominio de las mismas
no es un intervalo sino la unidn de dos intervalos disjuntos.

Sutilezas del Ejercicio

Es-sumamente importante hacer un comentario al presente ejereicio. En
el enunciado del mismo el dominio para las funciones f () ¥ g () fue dejado
tacito, sin hacerse ninguna mencidn sobre tal. Es posible que a raiz de ésto
el alumno eréa que no hay en principio ningin problema en gque tal dominio
sea elegido arbitrariamente a nuestro antojo. Esto no es asi; el dominio juega
un papel decisivo en la validez del ejercicio, siendo éste altimo falso si aquel
deja de ser un intervalo. Por ejemplo si elegimos como dominio todo E — gue
en si es el intervalo (—oc. +oc) —, el enunciado es verdadero. En realidad
el mismo sigue siendo vdlido si pensamos a f.g : | — B para cualgoier
intervalo posible no necesariamente finito. Pero el hecho de que el dominio sea
un intervalo es relevante. El resultado no es cierto en general si por ejemplo
/¥ g estuvieran definidas sobre un conjunto de la forma (1:2) U (3. 4), como
es facilmente comprobable si pensamos en las siguientes funciones:

ded bz | o Q\d b
“1siae(3,4) |\ S se 3 )

Observen los graficos de las mismas en esta pagina.
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EJERCICIO 7 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Si hacen un sencillo andlisis de éstas dos funciones podrin comprobar
gue son ambas derivables en todo su dominio ¥ eiertamente se verifica que
f ey =0=4¢"(r)¥xc (1.2)U(3, 4), sin ser en lo absoluto f () =g (z)+ K
~ eomo facilmente se puede comprobar.

El problema aqui es la desconezidn del dominio que permite la construe-
cion de f(r) v g(x) en forma partida ¥ presentando un abrupto salto sin
que éstas pierdan por ello la propiedad de ser derivables, pues en realidad no
existe un punto fijo sobre el gje . donde se produzca tal salto; primero hay
una especie de laguna que separa el dominio en dos trozos disjuntos v luego
se produce el salto.

Tengan muy presente que en el momento de apelar a este ejercicio y
utilizar que si f () tiene derivada nula entonces la misma debe ser constante,
es muy importante que el Dom (/) sea un intervalo, sino pasan cosas como
las deseriptas anteriormente.
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EJERCICIO 8 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 8
Indicaciones

En este ejercicio se utilizard fuertemente la propiedad demostrada en el
ejercicio anterior. Lo mas conveniente es proceder como signe:

s Hestar ambos miembros de la igualdad v al resultado lamarlo f(x).

» Luego probarque [ (r) =0 para todo r; ésto ltimo probaria que f ()
es constante.

= Dedueir que dicha constante debe ser igual a cero, pudiendo obtener la
misma a partir.de evaluar f en cualguier punto, ya que la misma era
una funcién constante.

(a)
Planteamos

1 — cos (2r)

=" gin? (z) —
.{("rJ - TN |: :I 2

=il ﬂa'j

= Jrf (I‘| = 2ain [:.r:] s [-F) — sin ':2"':] =0

En la cuenta anterior se ha utilizando la importante identidad trigonométri-
ca que afirma sin (o + ) = sin (r) cos (y) + cos{r] sin (g ) se puede ver que en
el caso « = y uno obtiene sin (2r) = 2 sin (x) cos ().

Pero entonces [ () = K = cte. Como f (0) = 0 entonces debe ser K =0
v finalmente nos queda que [ () = (. Pero ésto iltimo es lo gque queriamos
probar.

(b)
Hagamos [ (i) = arcsin (x] + arc cos () — 5. Como:
1 N 1

V1 Syl — ot

Y como f(0) =0 como bien pueden comprobar por si mismos; entonces
I =1 Pero ésto es precisamente lo que se gqueria demostrar.

fis) =

=0= fiz) =K =ci

424



EJERCICIO 8 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

(¢)

Comencemos aclarando que la identidad propuesta en este item sdlo es
cierta si restringimos «  (—1,1) — lag razones de ello se expondrin a con-
tinuacidn. Se trata de una sutileza, la eual no debe escapar a nuestro analisis.
En concreto consiste en la diferencia entre los dominios de las funciones:

. 2.
Dom |2 arctan ()] = £ Dom |:t1rc'tﬂn (1 - ,)} =R-{-11
— 2

El procedimiento de considerar f (r) como la resta entre-ambas funciones
v comprobar que ['(x) =0 no alcanza para asegurar que dichas funciones
difieren en una constante sobre todo E, pues f(z) no es continua ni en
r = —1nien = = 1. En cada intervalo de continuidad la misma, a saber [, =
[—oo,=1); fa={=1,1) e I3 = (1,+20) es posible asegurar que [ (r) = K.
Pern las constantes K; Wo v Ka — para Iy ; la;: e Iy vespectivamente no
necesariamente serdan las mismas. En efecto, si hacemos:

2,
flx) = Zarctan(r) — arctan (1 : 'J)

— 22
. . a o
e '
e (1" 2 () o 4
~CTET? T (1 - 22) 4 402 ( o—+ )
5 2 2(1 +z%)
T 1442 1282 % 2 4
2 2 (142
To14a? 142024 gt
2 2(1 4]
B
= 0
En el intervalo I, = [=oc,—1), f(xr) = K,. Para despejar el valor de
K| podriamos evaluar en = = —2, pero esto iltimo no constituye la idea

mas luminoesa, pues nos daria un resultado numéricamente incomprensible.
5i tenemos presente que f ()| _ ey = K1, podriamos determinar /) como



Aim Zarctan (&
-I':a+n'_\
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EJERCICIO 10 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 10

Indicaciones

El presente ejercicio utiliza otra notable ponsecuencia de los Teoremas del
Valor Medio, el importante hecho que diece:

“Sea f(a,b) :— E una funcién derivable. Entonces:

Si f'(r) = Wr & (a, b): Entonces [ (r) es estrictamente creciente
sobre el (. b).

Si-f'(r) = 0%z € (a.h): Entonces f (z) es creciente sobreel (a, b).

Si (o) < W €(a,b): Entonces f(r) es estrictamente decre-
ciente sobre el (a, b).

Si f'(z) = 0%r € (a.b): Entonces f () es decreciente sobre el
(@ )"

Este importante resultado es un pilar que nes servird de apoyo no solo a la
hora de resolver este ejercicio sino también a la hora de estudiar los intervalos
de crecimiento v decrecimiento de una cierta funcién suficientemente buena
de la cual conozcamos los ceros de su derivada.

Las indicaciones pues son muy sencillas:

» Derivar f () y estudiar el signo de ' (r) para concluir sobre la mono-
tonia de la anterior.

s Tener en cuenta que una funcitn estrictamente mondtona a lo sumo
corta una nica vez al eje .

» Tener presente que si la monotonia es en sentide amplio la indicacion
anterior no sigue siendo valida ya que incluso f(r) podria cortar al eje
de las r infinitas veces — por ejemplo una funcién constante.

(i)

<2
file) = =3 +2cos(22) < 0
Pero entonces resulta [ (-] estrictamente decreciente en todos los reales.
Como [ (1) <0y f(=1)= 0 por el Teorema de Belzano debe existir —1<
c <> 1tal que f (g] =0, y al ser estrictamente decregiente dicho cera debe ser
linica.

Asi: f(r) es estrictamente decreciente ¥ corta una nica vez al eje r en un
punto —1 < < 1.
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EJERCICIO 10 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

(ii)

. 1 1 T —
flla)=-Z+-="F
[ kA T

=0

=We =] & fF =0 =0 =1

Fijense que si lograramos probar que e* —r = (0%r > 1 entonces habriamos
probado que ¥r = 1 es (z) = 0 con lo que resultaria f () estrictamente
creciente. Concentrémonos pues en probar aguello.

Llamemos g («) = ¢ = m Como g' () = ¢* — 1 = (¥r > 1 entonees g (x)
es estrictamente creciente. Al ser g (1) = ¢ — 1 = 0 y dado su eardeter de
creciente podemos eoncluir gue g (r) = (Wr como se gueria probar.

Observemos ahora que [ (1) = L = 0. por lotanto al ser f () estricta-
mente creciente serd imposible que corte al eje de las .

Asi: Resulta [ (r) estrictamente creciente ¥ no corta jamés al eje .
(iii

1
£1(@) =1+~ >0z >0

Pero entonces resulta inmediato que [ () es estrictamente ereciente, y
como f (™) = }.— 1=0x% fi{l)=1= 0 entonces se cancluye que f dehe
cortar una tnica vez al eje z.

Asf: [ (&) esestrictamente creciente y corta nna tnica vez al eje r.
(iv)

flo=2n+ D> +308 F1=0vr e R

Pero entonces [ (x) resultard estrictamente creciente. Como [(—1) =
-2 < 0y fi(0) =1 = 0 entonces debe haber un finico punto < (—1.0)
donde f(c) =0.

Asf: [ (r) es estrictamente creciente v corta una (nica vez al eje - en algin
punto ¢ € (1.0},

429



EJERCICIO 10 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

(v)

1432

AW AW
2 [r+ In{x)
=]

=10

f'(x) =

Nuevamente f () resulta estrictamente creciente y al ser [ (1) = 1 jaméas
cortard al ejer.

Asf: [ (r) es estrictamente creclente y nunca cortari al eje r sobre B .

(vi)

=0

(VZH

Iy
r)=————=—=[0(%r =0
f | :' 9 \"'IF ( r ]'
>0
Pero entonces f () resulta en este caso estrictamente decreciente. Como
Sl = L— —-2= —jf < () se-concluye que la misma jamds cortara al eje .

Asi: f(r) serd estrictamente decreciente y jamas cortard al eje .

(vii)

Jr)=—2: (P42 <0
=00
Pero entonces [ () es estrictamente deereciente. Al ser f (1) = %— 3=0
concluimos que f(r) jamés podri cortar al eje .r.

Asi: En este caso f[.r) seré estrictamente decreciente ¥ nunca corta al eje .

Vi1l

reos(r) —sin (r)

=) = 2 = L, s |z cos(x) = sin (x))

£

El signo de ' () depende entonces exclusivamente de la expresion .« cos (r)—
sin (r]. Deberfamos ver que ésta iiltima mantiene su signo en [0, Z) v estudiar
cual es el mismo. _

Para ello podemos pensar en la funeioén g (i) = cos(r) — sin ().
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o Al ser ¢’ (r) < 0 para todo = € (0.5 -podemos concluir que g () debe
N ser estrictamente decreciente. Tengamos en cuenta que g () = 0, razon po
la cual debera ser g (z)< 0¥z € (0,3).

pado que [’ (x) < 0 para todo & en
[ [ir) estrictamente decreeien




EJERCICIO 11 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 11

En este ejercicio nuevamente estd presente la idea de elegir una funcién
[ e} conveniente y estudiar su crecimiento mirando el signo de la derivada.
La idea fundamental presente en todo momento es el resultado deseripto con
detalle al principio del ejercicio anterior en la pagina 428.

(a)

Agqui conviene considerar la funcién f(r) = sin(x) — o para © = (O y
probar que [ [x) < 0% = (0.

Fr)=rcos(z) —1<0V8ER

Pero entonces concluimos que la funeién [ () debe ser decreciente sobre
R-p. Tengamos en cuenta que f(0) = 0, ragén por la cual es claro que
en (0,+450) deberd ser [ (r) < 0. Pero nosotros queremos probar algo un
poco mas fuerte, el menor estricto. Pero sin(x] = r = cos(x) =1 = r £
12km : k£ Z}, y el inico de éstos nimeros que esti en la imagen del sin ()
es .« = (), por lo tanto f () = 0 fnicamente en = = (). Pero entonces es claro
que serd f (r) < 0 para todo & € B,

(b)

Consideremes ahora la funcién f (r) = ™ — (14 ). Como [’ (r)=¢* =1
£8 claro entonces que su inico cero se da en = (. Pero entonces como [ ()
£8 una funcién continua que sélo se anula en & = (0, por el Teorema de Bolzano
se tiene gue la misma debe mantener su signo en (—oc, 0) y en (0, +2¢). Es
conveniente en estos casos hacer una tabla y disponer la informacion en la
misma para extraer las conclusiones de una manera mas ordenada. Teniendo

en cuenta que [/ (—1) = r'— —1=0y f'{1)=¢ —1=0 se tiene:
| | (—ec.0) | 0 | (0. +00) |
LA +
fiz) R {minimo absoluto) e
Como f(r) tiene un-minimo absoluto en = = (1 es claro que en dicho
minimao la funcion valdri lo menos posible. ¥ como f (0] = (,-se tiene que

entonces [ (&) = [ para todo posible = & T,
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EJERCICIO 11 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

(¢)

Observen cuan sencillo se puede resolver este ejercicio si utilizamos las
conclusiones del ejercicio anterior. En dicho ejercicio habiamos arribado a la
conclusion siguiente:

1+x<eWreR —Y laigualdad vale sélo en = =10

Tengamos en cuenta gue la funcién ¢ es estrictamente creciente en B, de

T -

modo que r < _y = ¢ < % Teniendo en cuenta ésto tltimo legamos a la
signiente equivalencia:

(Y= =1y In(l4+z) <z l4ao=e®

iPero que maravilla! Nosotros sabemos que ésto iltimo es cierto para
cualquier niimero real distinto de O, el cual era el inico punto donde valia la
ignaldad. Pero entonces:

(Fre(—10)u (0. +ec)) s dnfl+r) <

Lo que es més de lo que se nos pedia probar.

(d)

Consideremos ahora f () =1In(x) + 1 — 1y tratemos de probar que la
misma es estrictamente positiva si » = 1.
o 1 1 x-1 -
I i

as

Pero entonces [ (r) es estrictamente creciente en (1. +oc) y como f (1) =
(1 se tiene que la misma debe ser estrictamente positiva en dicho intervalo,
como se guerfa demostrar.

(e)

Ahora consideremos f(r) = sin (r) — —r v tratemos de probar gue la
misma es estrictamente positiva en (0. %).

2 T
=0 r=arccos (:) — I = (ﬂ, %)

Tengamos en cuenta que ' (r) es una funcién continua en ([]. %]I v al
haber eomprobado que en dicho intervalo la misma posee un tinico cero
en el punto & = arcecs [f] , podemos conchiir por el Teorema de Bolzano

fx) = cosfa)—

"Ilt\‘J
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gue la misma debe mantener su signo en los intervales I[D are cos ["jj ¥
(arcces (2) . Z). Como en el punto (b) es recomendable la confeccion de
una tabla dﬂndt‘ disponer la informaeitn para extraer nuestras conclusiones
de manera ordenada. Tengamos en cuenta que arc cos (_] 0,88 v como
F10.8) =0y /(1)< 0 la tabla nos queda:

| | [[].HIELII]H(%}J | Arc cos (%:I | (HI[ iE]Hl{ —JI |
S T -
flr) o (maximo absoluto) Ny

Ahora que sabemos que el eomportamiento de f (] en cuanto & su crec-
imiento, es elaro gue los valores donde f(r) valdra lo menos posible son los
extremos del intervalo (0. Z). Pero f(0) = 0¥ /(%) = 0 con lo que ahora s
no quedan dudas sobre el hecho de que f (:z] = 0 para todor & ([]. Z)-

(f)
Sea f(r) = arctan () — r y tratemos de probar que la misma es estric-
tamente negativa en FE-n.

fx) = — 1< Wr € Bag

Y4 z2
=1
Pero entonces f (ir] tiene que ser estrictamente deereciente en dicho do-

minio. Tengamos en cuenta que f (0] = ), pero entonces no hay nada méas
gue probar.

(8)

Aqui nos conviene considerar f(x) = {1+ 2)" — (1 + ax) = M _
(14 ar) y tratar de probar gue la misma es estrictamente positiva. Tengamos
en cuenta antes que nada el hecho de ser [ (0} = 0, razdn por la cual si
logramos ver que f (x| es estrictamente creciente ya habriames probade lo
que se nos pide.
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Ejercicio 12 — Muy conceptual
(a)

acotado

_ h 4 h? sin [+ :
f(h) = f(0) lim — RS L (F‘j =1+ hsin (i) =1

Im —————— = lim
b h 1l h 1

Pero entonces 3. f7(0) = 1.

(b) Hay una perla en el enunciado.

Aclaracion: Es sumamente importante aclarar gue el enunciado asi como
estd planteado es falso. No es suficiente con pedir que el intervalo arbitrario
{ contenga al U, sino que es necesario ademas agregar que dicho intervalo
contenga elementos positivos y elementos negativos. Saben ustedes que hay
intervalos que contienen al cero sin contener valores estrictamente negativos
ni valores estrictamente positivos, por ejemplo [—1.0] v [0, 1]. Bueno, éstos
tltimos no verifican la propiedad enunciada en (b) ya que en el primero [ ()
es negativa en sentido amplio no conteniendo valores estrictamente
positivos: mientras que en el segundo f (r) es positiva — fambién en sentido
amplio no conteniendo valores estrictamente negativos, como veremos a
continuacidn.

Vamos a estudiar la posifividad y negatividad de f [ir). Antes de meter-
nos con la parte delicada, que es aquello que ocurre en el intervalo (—1,1)
estudiemos lo que pasa en (—oc, —1] v en [1. 450, ya que el analisis en ellos
es mucho mas sencillo.

Si.r = (—oo, —1]: Tengamos en cuenta que como .+ < —1 = —1 < J—' -
(), pero entonces sin I':'jj < (. Teniendo en cuenta ésto comprobamos
facilmente que:

=0

. 1
& + r’sin (—) < (]
falt] I

Si e [1.+2¢): Ocurre algo parecido a lo que ocurria en el caso anterior,
pero a la inversa. Como x > 1 =0 < J—' <1, pero entonces sin {';]l =1,
Tenienda en cuenta ésto comprobamos facilmente gue:

=0

o 1
r + r'sio (—) =
=0 T
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Tratemos ahora de estudiar lo que ocurre en el intervalo (—1.1). Obvi-
amente el caso facil es el valor de f(0) = 0. Ahora tratemos de averignar
lo que pasa para los valore positivos de diche intervalo v para los valores
negativos del mismo.

Tengamos en cuenta que:

1
flr)j=x- (1 + &+ =in (:))

Sire(0,1):

1 1 1
sin (—) = —1'= rsn (—) > —r = 14 rsmn (—) P e i ||
% T r

Utilizando ademas el hecho de que = = (I podemos comprobar entonces

que vale:
T (1 + rsin (l)) =0
£

Pero de esta manera nos queda que:

(Fae (0,1)) = f(x) =0

Si s e (—1.0):

1 1 1
£ln (—) <1 = rsin (—) 25 =1+ rsn (—) Zl4+ae=0
T T T

Utilizando ademas el hecho de que « < (0 eén este caso, podemos com-

probar que entonces:
) ) 1
¥ (l + r=in (—)) < (]
T

Pero de esta manera nos queda que:
(Fore(—10)) = fe) =0
Pero la ¢onelusion que acabamos de obtener es fanfdstica, va que determi-

namos algo muy pero muy importante a los fines de resolver este item. 5i
juntamos todo lo que vinimos haciendo, determinamos que:
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Si ¢ € (—o0,0)t Entonces [ (x) < 0.
Si r = (: Entonces [ (r) = 0.

Si r e (0,4+50): Entonces f(z) = 0.

Tomemos ahora un intervalo arbitrario I conteniendo al 0 v hagamos la su-
posicion adicional de que en dicho intervalo hay valores negativos v positivos

como antes se explicd ésto es necesario. Bueno pero con lo que acabamos
de ver es clarisimo gue:

#U i

f(! Fl (—.x.[])) <0y .f(f n [[],+o-:~]) =0

Comentario

Aunque no es para nada necesario hacer un grifico de [ () para resolver
el ejercicio hecho que recalcamos para no asustar innecesariamente al
alumno —, es interesante observar el mismo en el entorno de » = 0 dado por
el intervalo (—1.1) para poder comprobar visualmente nuestras conclusiones
precedentes. Habiamos dicha que en el (—1,0) f(r) era negativa mientras
que en el (0. 1) la misma era positiva. Todo ésto puede comprobarse en el
grifico, siendo ademds palpable que la recta tangente a [ en @ = (1 tiene que
ser y=.¢ — ¥ por lo tanto tener pendiente 1 tal como habiamos dicho en el
punto (a).
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Figura 124: Grafico de [ (r) en un entorno muy pequefio de .« = (.

15 ~
i by
1 -
051 e
-1 _08-0e-04-82"] 02 04x08 0B 1
/_/' 0.5

CObserven como la misma es negativa a la izguierda del cero vy positiva a la derecha
del mismeo, razén por la eual es clara la necesariedad de aclarar que el intervalo
conteniendo al cero debia contener valores negatives de o va que de lo contrario
la propiedad enunciada no tenia por qué ser verdadera. Tomemos por ejemplo al
intervalo [0, 1] que claramente contiene al cero pero mis claramente ain no contiene
valores negativos de f (@),

(c)
(1) — Contraejemplo facil.

La respuesta es un rotundo jNo! Consideremos la funcién:

, r+ 102 <sm (L i 0
gla) = () ' 5
(] , 8o =1

De igual forma que se hizo en el punto (a) es posible determinar sin
complicacion alguna que 35’ (0) = 1 = 0.

» g (r) es en realidad derivable sobre todo R, s6lo que su derivada no es
continua en r = (. Para verlo procedemos como sigue: g'(0) =1 se
puede ealcular a mano con el COCIENTE INCREMENTAL. En cualquier
otro lado no hay ningiin problema para derivar su formula. obtenién-
dose:

/()= {1 10 con (L) Bmain (1) 50 0

1 Ssir=10
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= Veremos que no hay la mas minima chance de que g () resulte creciente
en ningin intervalo abierto que contenga al cero:

Si existiera o = 0 tal que g (r) fuera creciente en [ -9, 4), sabemos que
deberia ser g’ (x) = 0 para todo = en dicho intervalo. Pero observen que
sik € Zp, en los nimeros de la, forma o) = ,i wr:iﬁrﬁ.n g (z) = —

(0. Pero para valores de |k| = d se tiene que —od < —_ < r’ﬁ ,AEEURDD'
Era imposible que un nimero r € (—4,49) erﬁrara g () < 0.

Luego: Tenemos un ejemplo de una funcién g (x) con g'(0) = 0 pero que no
resulta ereciente en ningin intervalo abierto que contenga al cero.

(1) — Contraejemplo del ejercicio: {Muy dificil!

Advertencia: La lectura de la presente seceitn es opeional, un mero di-
vertimento matemético tendiente a probar que la funcién presentada en el
ennneciado de este ejercicio es un contragjemplo para la propiedad enunciada
en este ftem. El alumno que lo desee puede saltearse esta seccion hasta (2)
en la pagina 446.

Lo gue ocurre en verdad, es que dicha funcién estd a un pasito de noser
un contragjemplo. En la gue propusimos anteriormente como contraejemplo,
era muy claro gue habia una sucesion obwia de puntos donde la derivada era
brutamente negativa, valiendo ni mas ni menos que —9. En este contragjemplo
no hay una sucesion tan ohwia donde la derivada sea negativa. De hecho el
grifico de la misma presenta un aspecto muy peculiar que por sf s6lo evidencia
la dificultad de dar con una sucesién como aguella. Véanlo ustedes mismos
en el dibujo a continnacion:

Figura 125: (&)
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Se puede apreciar que si bien la derivada toma valores negativos, los
mismos son ertremadamente cercanos al eero, es decir hay que afinar mucho
las cuentas para dar con ellos.

A diferencia del contraejemplo facil antes prapuesto donde se hizo una de-
mostracidn indirecta, aqui haremos una demostracion constructiva y explicita
de la familia de intervalos disjuntos que se acercan al cero donde f (ir) alterna
entre ser creciente y decreciente. Aungue un poco mas dificil que el camino
indirecto, lo bello de éste es que nos muestra en forma palpable aquella que
el otro camino séle afirmaria su existencia. Recuerden que esto lo estamos
haciendo por mera deporie, ¥ como tal, es mas elegante dar con el ohjeta
deseado gue mostrar s6lo que el mismo existe.

A continuaecitn veremos que la funcion:

F () = £+.1'2-5in(£] ,Sf.r?‘i[]
0 5la=1

es derivable en I, f'(0) = 1 = 0 pero A5 =~ 0/ {x) sea creciente en [—d,d).

» Pudimos ecomprobar en r =0y 3 f1(0) =1 = 0.

s () es en realidad derivable sobre todo [, s6lo que su derivada no es
continua en o« = 0. Para verlo procedemos como signe: f/[0) =1 va
la. habiamos caleulado a mano con el COCIENTE INCREMENTAL. En
cualguier otro lado no hay ningiin problema para derivar su formula,
obteniéndose:

1 — cos (L 2r=in (L [
o= {2
1 csior =1

La misma existe en todo punto pero tiene la desgracia de no ser con-
tinua en & = (0. Tomemos por ejemplo las sucesiones de niimeros reales

4y = 5oz — Oy b, = —4— — 0. Como ['(a,) = 0%n € Ny
I T om—ae
(b)) = 2% & M, entonces 5511'11:EI f'(r), razom por la cual la misma

no puede ser continna en .« = (.

= Veremos que no hay la mas minima chance de gque f[r) resulte ereciente
en ningin intervalo abierto que contenga al cero:

La idea para demostrar lo anterior he es trivial ¥ requiere un cierto
erado de sofisticacion en las acotaciones que hay gue hacer para de-
sarrollarla. Al alumno que afin no se encuentre familiarizado con el
procedimiento para acotar expresiones se le recomienda fuertemente
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volver a las practicas anteriores y entrar en calor con el mismo antes de
prosegnir la lectura — para evitar frustraciones innecesarias recuerden
que esto es mero deporte.

Descripcion de la idea: Toda demostracion deberia seguir un plan.
El nuestro es el que signe: Para poder probar que no puede haber
ningiin intervala abierto conteniendo al 0 — digamos (=43, 8 con
4 = (0 — donde [ (x) resulte creciente, lo que haremos es construir
dos familias de intervalos — todos ellos disjuntos entre 5t — I =
{ﬁ_. = ['r];_..f}k) : ke Efﬂ} y.J = {J,r\. = I:f?,r\._f'.;_.) ke E;{u} con las
signientes propiedades:

» Tanto :E;_.._b;_..:";_. —s (.
| ==

o [T, | o (0, es decir los intervalos de dichas familias
:[—ac

tienen didmetro cada vez més pequefio a medida que el valor
absoluto de & € Z se agranda.

e Si k > 0 los intervalos Iy J. estarin a la derecha del cero,
mientras ¢ue si tomamos valores de k < 0 los mismos se ha-
llaran a la izquierda.

e Sobre eada [, [{.r) resultard estrictamente creciente mientras
que sobre cada Ji. f () resultard estrictamente decreciente.

Aunque lo anterior pareciera complicado en realidad la idea geométrica

que hay en torno a nuestro provecto de demostracion es muy simple,
como pueden apreciar en el siguiente gréifico:

Figura 126: Idea grifica de la demostracion

J_j )'_‘. JJ I, F 1 e MO \GRI S0 Iz 7 f‘_ J}
OO OO PRTEETE OO O0)
-1 -5 06 I

En la figura se puede apréciar que no importa cuan pequeio sea d > () siempre
podremos elegir & suficientemente grande como para que el par de intervalos I, T,
se cuele dentro del (=4, 51 Como f () es creciente en [y decreciente en Jp, 'va
no habri chance de que la misma sea mondtona creciente en el (—d; ).

Lo tinico que resta ahora es dar explicitamente una definicién para los
intervalos I;. v J; que cumplan las propiedades enumeradas mas arriba.
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Tenemos que detectar ciertas regiones donde f'(.r) sea negativa y otras
donde f'(r) sea positiva. Teniendo en cuenta que [’ (&) salve en
r = (I — es continua, un muy buen lugar para ir buscando es en las
cercanias de los ceros de f'(r). 51 bien un estudio exhaustivo de todos
los ceros de f'(r) es una tarea muy complicada, lo cierto es que hay un
subeonjunto de los mismos que se ve o ojo muy ficilmente. En efecto,
si hacemos:

1 =1 ) a2 ]
f.r (m) =1 = cas (EA'FF_] B Ejil_If'iin (Z2km) =0 +— conk € Lz

Bueno pero ésto nos da un punto de partida donde empezar a buscar.
Tenemos gue tratar de movernos muy cerca de éstos ceros, a lo mejor
tenemos suerte y a un lado de los mismos /" (z) es positiva v al otro
lado de ellos ' (r) es negativa - o viceversa. En conereto nos estamos
jugando a que ocurra lo siguiente:

Figura 127: Lo que esperamos encontrar.

WIIE' 5 0irs

L P . [

BB e [T

LHE T I ’
NI CLER S RN o R TEH | Rt EH A | TS|

GAGE 00507 D03 URN M0GEE 0CHEE

A la dere¢ha ' (1) en un pequefio entornd alrededor de los ceros que le encontramos.
A lg izgquierda el aspecto de f (z) en dicho entorno. Comoe ven &l sipno de la derivada
setraslada inmediatamente al crecimiento de la funcion.

Sea ahora 0 < = < 1%, Para pensar en puntos cercanos a los de la
forma ﬁ, podemos pensar en puntos de la forma 'J!.L-;—s y puntos de la
forma —. —- Dependiendo del signo de & v de si sumo o resto el = nos

2w
estaremos moviendo a la derecha o a la izquierda de 5-. Analizaremos
los distintos casos —— gue §on cuatro — pero antes haremos las cuentas
hasta donde se pueda en general®:

" Siempre que trabajamos con = > 0 podemos siponer al mismo < 1 pues justamente
el interés de trabajar con © es que sea un nimero pequenio. A veces dejar abierta la posi-
bilidad de gue el mismo sea grande puede generar problemas en las cuentas, que se evitan
restringiendo adecuadamente su tamadio.

B8 Jearemos que cos [—r) = cos(r) que sin[—r) == sn{x)"
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=0 =0
p 1 B\ AN sin (=] - 2
' 2kmr — = =0 1+ cos{e) 2w —=
=0

=0 Y0 <z< 1+« sin problemas

Pero ésto nos indica que podemos mover = con mucha liber-
tad. Para gque nos quede un intervalo parecido al anterior ele-
giremos como cota para el mismo _+_r = ﬁ. Pero entonces

podemos hacer:

1 1 h
fi= (Ekrr’ Ve — ﬁ) &= Yore &, f5)>0% f () crece.

Sumando =:

Para k = (0: Partiendo desde la ecuacion 34 se tiene que:

=0 =1
f; 1 = sin(e)- sin (£ . 3
Derc) ap 0 | 14cese) 2kmbe
=0

=0 V0 <t< 1+ sin problemas

Pero ésto nos indica que podemos mover = con mucha libertad.
Para que nos quede un intervalo parecido a los anteriores ele-
giremos como cota para el mismo TL Pero entonces podemos
hacer:

1 1
he= - —%re I, ff(r) >0
’ (Ekﬂ-l-ﬁ'gﬂ'?r) r € I, f'{x) =0y [ (&) erece

Para I - (: Partiendo desde la ecuacifn 34 se tiene que:
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Pero ésto nos indica que podemos movernes con = hasta que el
mismo llegue a ﬁ manteniéndose la derivada negativa. Pero
entonces podemos hacer:

+ Tk

1 1
Jp = —Nac J. f ()< 0y f(r) decrece.
2kx e

Finalmente: Hemos construido los intervalos I y J;. con las propiedades
necesarias. Resumimos los mismos como sigue:

1 | | 1

Bkt 2k ; 51k =0 TR TR A1 S e
;;\. = My Jk — &=

1 | oL . \ L

m:'ﬂkr—l—kll: ; 81k <A EI‘T'FI_*II::E yei k=0
1 1

Il = F = .
7] 2|k w (2k3x2 + 1) [ 2 |k| (20272 — 1)
— |k|—oe U —|j—ce 0

De esta forma: Queda justificada la imposibilidad de que [ (] sea
creciente en algin posible entorno del cero, tal como se gueria
demostrar.

(2)

Por fortuna en éste caso la propiedad si es verdadera y por lo tanto no
tendremos gque construir un contraejemplo pavoreso como el anterior — el
eual habrd daniado la salud mental de mds de uno. La sutil diferencia entre
saber que 3 (' (0} = 0 con respecto a saber no s6lo ésto sino ademés el hecho
de que f'(r) es continua en o = () nos permitird inferir la existencia de un
intervalo en torno al cero (—4, ¢) con la propiedad de que en dicho intervalo
S (ir) sera estrictamente ereciente.

Como f'(0) = 0y dada la PROPIEDAD DE CONSERVACION DEL SIGNO
para funciones eontinuas podemos inferir la existencia de un 4 = 0 tal gue si
lx| < & =" (&) = 0. Pero entonces f'(x) = 0% € (—4,5), eon lo que f ()
resulta estrictamente creciente en dicho intervalo.
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Ejercicio 13

Aunque este ejercicio es muy simple no hay gue confiarse demasiado pues
hay ciertos casos que considerar, que de no hacerlo, podriamos llegar a ter-
minar diciendo una sarta de disparates. En principio tengamos en cuenta
que:

=) =324 g (x) = 2x
El Teorema de Cauechy afirma la existencia de un « £ [a, 8] tal que:

(f (B~ f(a))g' (c) = (g (b) — gla]) F{c])

En términos de " v g’ la ecuacién anterior gueda:

(I[-?JS + 'l]l — [:’?3 -+ J.D o= I[I:bf + 1:] - [Eii + l]j 37
= (b’* — fi':;jl 208 U}E - fi'E) 3¢
= (h—ay - [bi + ab + fi'ﬂjl Ze = (b=nT(a+h 3

Asi: La relacion del Teorema de Cauchy nos queda:

[:F;IE + b+ nﬂj 2e = (a+b) 37 (35)

Ahora es el punto en el que hay que ser cuidadoso, pues empezar a tachar
cosas a diestra v siniestra puede llegar a ser catastrifico. En prineipio, si
hien sabiamos con seguridad que o — b % 0, ya no estamos tan segnros de que
a + b # 0, por ejemplo si [a. 5] = [—1. 1] estariamos en problemas si pasamos
dividiendo o+ & Por eso tenemos que distinguir entre dos easos:

Si o< (< b: En este caso podemos tomar « = 0 y listo.

Si a-h> 05: En este caso tenemos seguridad de que a + b # 0. Podemos
suponer tranqguilamente que ¢ £ 0 pues la Gnica posibilidad para que
fuera cero serfa que fuera uno de los bordes del intervalo [a.b] en este
caso ya gue a y b estdn del mismo lado del cero. Podemos ahora
tachar en (35) ¢ @ ambos lados y despejar la misma como:

H (bg + ab + a?

A a-+h

3 ) +— en funcion de a v b

Pero lo anterior termina el problema ya que era lo que se pedia.
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Ejercicio 14

Este ejercicio es muy importante, de hecho cuando lleguemos a la Prictica
8 v estudiemos el TEOREMA DE TAYLOR — en relacién a aproximar fun-
ciones por polinomios —, veremos que la idea contenida en la demostracion
que sigue es de extrema relevancia en el mismo. Nos permitird demostrar la
acotacion para el RESTO DE TAYLOR, cosa de vital importancia va que de
nada sirve tener un método para aproximar funciones si dicho método no
nos da informacién acerca del error que comete. Por lo tanto seria bueno que
traten de comprender las ideas involucradas a fin de que mas adelante puedan
emplearlas para efectuar tal demostracion — o por lo menos comprenderla.

Utilizaremos el TEOREMA DE CAUCHY sucesivas veces.
Sea x £ By supongamos s5.p.g"" que o = 0. Como las funciones r () y
(x) = +* son continuas en [0, x| y derivable en (0, =), por el Teorema de
Cauchy podemos asegurar la existencia de un 0 < gy < « tal que:

(r(z) —r(0)-3y" = (a® =)' (v)
r(x) r' (J]

1
N 3 y?

Como ' () y.g(«¢) =’ son continuas en [0, y] v derivables en (0. y) por
el TEOREMA DE CAUCHY existe (0 < z < y < x tal que:

Lr'j (o) — r (0)) -2z = [yi - DEJI ot (z)
Ny A ‘ "(2)
PN +\ )\

Volvemos a aplicar el Teorema de Cauchy esta vez a " (r) vag(r) =«
en el [0, z| para concluir la existencia de un 0 < ¢ < 2 << y < = tal que:

(rfzy=2"(0))-1 = (z—=0)-+"()

i = (e

P N v S Lo Ll ) S sl 5]
Luego: — = 3 = .

et L z =1l

¥ deberian estar acostumbrados a esta abreviacion, que quiete decir sin perder gen-
eralidad.
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Ejercicio 15

Como este ejercicio se resuelve mediante la utilizacion de la Regla de
L’Hospital hemos dedicado al final del ejercicio en la pagina 452 una seccidn
donde se enuncia la misma en todas sus variadas posibilidades.

(a)

En este caso estamos en presencia de una indeterminacién % Como ln (i + 1)
es derivable en un entorno de « = (0 v lo mismo para la funcién identidad,
podemos aplicar la REGLA DE L'HOSPITAL sin inconvenientes.

; 1 )
Ilnir+1 ) 1
lim M = lim &5 111 _
=0 T =00 =—0 1

(L'Hosp.)

Como pueden apreciar la potencia de esta regla es muy interesante, per-
mitiendo resolver un limite que en circunstancias normales hubiera sido in-
trincado de manera muy simple.

(b)

Este es un tipico ejemplo donde hay que aplicar la REGLA DE L'HOSPITAL
més de ima vez — de hecho tres veces. La razon es gue lnego de haber aplica-
do la primera vez la misma sigue habiendo wna indeterminacion de la forma
%, y no hay razon para no poder aplicar a la misma otra vez la mencionada
regla. De todas formas siempre hay que detenerse unos instantes a observar
gue se verifiquen las hip6otesis de la misma.

—0
. tl.r _ I:_:—.r b E.r ) :.?' + ':”—r _ E
hm —— = hm —mm
x—0 _a — sin (w) (L'Hosp.) «—0 1 — cos(ax)
—0
—
gF _ g%
= lim ————
(L'Hosp.) x—0 =10 (:1-']
—l
—2
Ne Lar”
= LT =
(LHosp.) =—0 cos I:C:I

—1
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EJERCICIO 15 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

(f)
Es muy frecuente que el alumno imprudente trate de apliear L'HOSPITAL
a este tipo de limite.

L Qué les parece? Seria eso correcto? Claro gue'no, no hay ninguna inde-
terminacion en casos del tipo —oc - +2a. De hecho:

lim f (] = —o¢ « en forma inmediata

r— =

Tengan cuidade eon este tipo de errores, que son bastante freenentes.
No se dejen llevar por el impulso de aplicar L'HOSPITAL hasta tanto hayan
verificado que se encuentran en las hipotesis del mismo.

(8)

Para poder hacer la cuenta correctamente primero tenemos que estudiar
otro limite, que serd necesario cuando analicemos el que nos piden.

: !
. o - Inda) ) =
es indet. — lim Ili ' = lim (‘IJ
00 r=fto L (L'Hosp) x—04 [—?]
. x?
= lim —— =11
e—0F e
Ahora podemos proseguir con el que se nos pedia.
]_j_-I]i:::_ J|r ([) = HIH l:,:!l-|1'.|[J'_‘.|'|n'::.1'1.| « tenemos [-.I e
= o—1*
—_1 ==
=infr], (ILF:I_)
= lime ° £ l==1

Tl
Observacifin: Vean cuan importante es saber acomodar las expresiones

para llevarlas a la forma més conveniente. En andlisis muchas veces no im-
porta lo que uno escribe sino como lo escribe.

(h)

Estamos ahora en presencia de una indeterminacion del tipo 0 - oc.
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EJERCICIO 15 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

——e
. In (:n

lim f(r) = limn nl;d:’]
o il (I-,_-,)
—|"_"C

= lim

(L'Hoep.) =Dt (—'—r%)
1

= lim ——.r'é =1
[L'Hosp.) =—0+ 2

La Regla de L’Hospital

Este ejercicio es para introducirnos en el mundode la REGLA DE L'HOSPITAL
que sirve para salvar indeterminaciones del tipo % e . Enunciar bien dicha
regla es todo un trabajo, va que la misma ha demostrado ser tan versitil v
valer en tan variado abanico de posibilidades — con sutiles diferencias
que su enunciacion se torna dificultosa si uno pretende contemplar todas esas
posibilidades. Aungue en un eurso més avanzado de anélisis todos conocen
las distintas variantes de la misma, en el presente es conveniente detenerse
un instante v enunciarla correctamente.

Regla de L'Hospital:

Versién para «© — gt Sean fug @ (e,b) — R funciones derivables
en el (a.b) salvo a lo sumo en un punto r; de dicho interva-
lo. Supongamos que lim f(r) = hm g(r) = 06 lim f(r) =

y BT E—Tp

E—Tp

lim g (x) = oo el cual puede ser 50 0 afn también ~o a secas. Si

;_:].T]_EI?]; :::f—:; = [ ya sea finito o infinito, entonces IIEIJ;IJ ﬁ—j —3
Versién para & — «: Sean [, g : (o, b) — R funciones derivables
en el (zp.b). Supongamos que 11_121I fle) = Iliﬂj.+ gle). = 06

Il_i.Ifl flz)= ,.liI:-.ll glx) =o0el m?l-ﬂ.l Il;uﬁdﬂ 88r oo II; ain también

ot :L BECAs. S.i 3 ) 11'111I

p—

3 lim ﬁ—; = L.

i

fii=)

vty =1 ¥ya sea finito o infinito, entonces

I=—+I
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Versién para v — r;: Sean [, g : (a,0h) — I funciones derivables

en el (a..rqy). Supongamos que hm f(r) = lmyg(r) = 06
T Ty

lim fi{r)= lim g{r)= s el enal puede ser £~ o ain también

T—ry T—Tp

= a secas. 51 J 11111 {q[_r;. = [I. ya sea finito o infinito, entonces

T—T

3 11111_

J—"'

( ) =4

Versién para @ — +oo: Sean f.g : (a,+x) — R funciones deriv=

ables. Supongamosque lm f(r)= lim gix)=06 hm f(r)]=
r—fac x—t00 b - b

11111 g () = =o€l cual puede ser +00 0 afdintambién oo a secas. Si

—-a
EI lim ;f ; = I ya sea finito o infinito, entonces 3 lim fo)
et e 1] L0 -"[Jj

.Fr.’-

Versién para « — —oor Sean g : [—o20.6) — R funciones deriv-
ables. Supongamosque lim f{r)= lim gi{r)=06 lim f(r)=
T— o —0 T——a0

lim g [x) = oo el cual puede ser +£5¢ o afn también oo a secas. Si

= lnn [z) — va sea finito o infinito, entonces 3 lim £ =
T O () r—— gz |

L.

Version Michael Spivak: Para citar a MICHAEL SPIVAK, un gran
matematico contemporineo que ha escrito numerosos libros de
andlisis — todos ellos excelentes y recomendables —, el cual en
“CAarcurnus, Cdleulo Infinitesimal” dedicé una serie de ejercicios
a que el alumno pudiera formarse por si mismo una idea de las
variadas formas de la REGLA DE L'HoOSPITAL, luego de haber
enunciado unas cinco o seis posibles formas de la misma en sn
ejercicio 53 del capitulo 11, escribe:

“Para completar la orgia de variantes de la regla de L'Hospital,
aplicar el problema 52 para demostrar unos cuantos ca-

sos més de la siguiente proposicion general (existen tantas
posibilidades que el lector debe seleccionar aguellas, si las
hay, que sean de su interés:

Si limf(z) = h'nlll,f} (r) = {} ¥ ]-‘ SN g"[r} =0

entonces 1111|1I ‘ri—;"- = (.

Aqui [] puede ser @ o a” 06~ 0 oc 0 —20,y {}

puede ser 0 0 oa'0 —s0 ¥ () puede ser [ 0 20 o
_-\:-‘(..11



| Bl !ﬂlit‘

definicidn de la misma,
ispa e imaginacion literari.

<5 >
estilo de Spivak, no se deje llevar el

lector por la fantasia y no-se les ocurra aplicar la REGLA DE L'HOSPITAL en
psive 5o \oc — ervor muy comin — ya que las situ o

S
g
:
s
7O\



EJERCICIO 16 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 16

Seria recomendable que leyeran la seccion LA REGLA DE L'HOSPITAL en
la pagina 452 del gjercicio anterior, para familiarizarse con la misma ya que
la utilizaremos para resolver este ejercicio.

(a)

Agui la indeterminaeién de fondo es sc— oo por lo enal pareceria a primera
vista que L'Hospital no es muy aplicable que digamos. Pero seria un error
descartar aguel camino sin considerar bien la situacidn, va que acomodando
la expresion convenientemente se puede llevar la misma a una forma donde
si se puede aplicar dicha regla.

—i

. . B . oa=1=1In{r)
P—IH flx) o 111_1‘11 In (.1::] [17 -1
—(1
, =2 0
_ lim ——+—"—— + ofra vez —
{LHosp) =—1 (4] 4 In (ir) 0

K=

1
L 1
= hm —— = lim - = —
(WHosp) - o—1 = 4 = oI 1+ 2

T

(b)

Aqui no hay mucho L'HosPITAL gue aplicar como podrin apreciar a
confinuacidn.

I'n |

lim f{r)= lim %= = lhim e =¢

r—1- r—1- r—1-

(c)
Estudiemos por separado el siguiente limite que nos serd de utilidad para

resolver el problema:
In(r) :1

Iim = lim
s—1- 1 — 7 (I'Hospjs—1=0=1

==1

Aqui tenemos un caso de oc - (.



..-‘
é—ﬁaé
i In (r) - In(1 —ua) =

w1

- mismg ion que antes solo que 1
“\r‘ el exponente de la misma a (k — 1). Es de esperar
ar-‘\“‘aL’Hnapital este fendmeno segunird ocu 1i-,-r 0. La expresion de mas arriba
continiia como sigue: N )




7)) 70 7))

)\



L
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e
" Como pueden apreciar la REGLA \,'J HOSPITAL es una herramienta

més que util, sobre todo si se tiene en cuenta que podemos aplicar la misma

sucesivas veces — fanias como necesitemos y nos permita la bondad d

414 414 41_4

- Jo‘



a indeterminacion pues el
i ). Esto nos permite coneluir

7)) 70 7))

)\




EJERCICIO 19 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Ejercicio 19

El objetivo de este ejercicio es advertir al alumne para que no haga uso
indiscriminado de la REGLA DE L'"HOSPITAL. Siempre que se va a aplicar un
teorema o propiedad hay que tener el enidado de verificar que se esta dentro
de las hipotesis de dicha pieza tedrica. Por ejemplo aplicar el TEOREMA DE
PITAGORAS a un tridngulo que no es rectingulo seria absurdo, no se puede
esperar jamas llegar a algo coherente de hacer tal cosa. Lo mismo pasa con
cualquier teorema.

(a)

Si llamamos f(r] = & + sin(x) ¥y g(z) = = podremos abservar que
Fi 111:u. ::,E’; yaque g'(x) =1y ()= 1+ cos (z); v no hay limite para

éﬁtﬁ, ﬁltmm Como la REGLA DE L'HOSPITAL requiere la existencia de dicho
limite v esta hipdtesis falla, serd imposible aplicar la misma.

No obstante haber fallado con lo anterior no hay que desesperar yva que
siempre es posible encontrar algiin otro método para analizar el limite pedido.
Por ejemplo:

scotado U

g A AN LIC)
s—wted g [f) S et x

=1

(b)

En este caso el problema es que al aplicar por primera vez L'Hospital
segnimos teniendo una indeterminacién. Cuando intentamos aplicarla por
segunda vez ocurre tristemente que volvemos al punto de partida, razén por
la cual si seguimos el proceso ad-infinttum solo perderemos nuestra preciada
vida en algo que no vale la pena. Veamos lo que ocurre:

TP A1
lim lim —— = lm -
T— A 0 (Ijl [:I *I-]'mp} :—*-I el J g% m—a30 i I:i"]

Sin_embargo:
~.0
- T _ —J'-I —r ~T
lim fl:'L_] = lim (¢ ¢ )te = Jim 1+ f— =1
=0 g (.r_] Tt e —fr T T— fec o
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EJERCICIO 19 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

(¢)

Agui tenemos el feo inconveniente de que si derivamos el numerador y el
denominador, la expresién resultante es ann peor que la primera en términos
del caleulo del limites. Observemos lo que ocurre:

H =

. ‘
S, D — _rliIEII — < Nada agradable.

La imposibilidad de ealcular el limite gque nos pide L'HosPITAL hace
pensar a uno en utilizar otro método. Y es una sabia decisién. Por ejemplo
podemos pensar en hacer el cambio de variables y = '; e N = f;. Como

Yo~ i~ +00 105 quedaria:

xT
lim _{( j= lim T = hm —
a—0t glr) w0k gpez . ¥—teo el

Ahora si podemos aplicar la Regla de L'Haspital, pero al tltimo limite
no al primero. Nos quedaria:
[(z) lim 2

_ 1T — = Im — =1
r—0t g l_-f) g—toe ¥ (L'Hosp)) v—toc eV

Comentario: Hubiera podido aplicarse L'Hospital a la expresién inicial
haciendo un pequefio acomedamiento a la misma, como pueden comprobar
a continuacion:

b Sl ) ) ' Py
m = lim = = lim = lim ——=10
=0Lg (&) a0t e (LHosp) »=offE (L1 a0l e

En realidad si observan bien se dardn cuenta que no hay mucha diferencia
en haber hecho el cambio de variables de méas arriba v lo que hicimos a con-
tinunacion, que es operar de la misma manera que con el cambio de variables
pero sin haberlo hecho.

Es importante recalcar la variedad de caminos posible a la hora de encarar
un ejercicio para gue eomprueben que no hay una tinica forma eerrecta de
hacerlo. Cada uno tiene que usar su propia imaginaciony tener cuidado al
hacer los planteos vy justificaciones.

1
Ed
o
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Ejercicio 20

(a)

Es facil comprobar que no puede existir mediante sucesiones. En efecto
gl a, = ﬁ v b, = ﬂﬁ es claro que a, b, ——._.. 0 v comao:

0 1
2. ‘;7 csin (2nm) — cos (20

lim f(a, )= lim I
g W ] cos [2"7)

] —1
2. L .sin (7 + 2n7) = cos(m + 2nT)
lim f (b )= Hm ——2 =Y
n_“:':fl: rlj P el {FIIE‘HH-J

entonees resulta imposible que exista 11'rrE [ ir), eoma se nos pedia demostrar.

(b)
Observen que si usamos L'HOSPITAL obtendremos la desafortunada ex-
presion de més arriba, razén por la cual no podremos siguiera sofiar con

utilizarla. Pero a no desesperar, siempre es posible sacar el as de la manga
que tenemos reservado para estas ocasiones:

acotado
T« 8N (f]

lim f () = lim, —(si:.cx;.) L \

T

L)

(c)
Este limite es muy pero muy sencillo. Si no les ha salido lo que ocurre

es que en este punto deben estar tan deslumbrados con la potencia de tan
novedosos métodos que han olvidado los trucos de antafio:

ll’!l"’lﬁdll'l-
'.15? i (J. _I_ :-lr:.r'])
St = I, AN
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Ejercicio 21

En este tipo de ejercicios una muy buena recomendacion es ir descartando
una a nna las posibilidades falsas. Por ejemplo una que quedaria descartada
a como de lugar seria la tercera pues no puede ser una funcion derivable pero
no continua. Sobreviven pues hasta ahora la primera, la segunda v la cuarta.

Analicemos primero la continnidad de la funcién en = = (. Teniendo en
cuenta que () = (l.para que sea continua su limite tendria que darnos
cero. Por izquierda no hay dudas ya que es la funcién nula, veamos que pasa
por derecha:

it [ L 2 - 27y
lim f(x] = Lim - [I) = lm ——=lm-ca: ' = Hm ——z7 =10
0t rDF 375 (LHosp) x—0+ 2730 ek a0t 3
Pero entonces no hay dudas de que () resulta cantinua en - = 0, con

lo cual la primera queda descartada. Estamos entonces entre la segunda v la
cuarta. Analicemos el COCIENTE INCREMENTAL para ver si la misma es o
no derivable en = = (0. Nuevamente por izquierda no hay dudas de que da
cero va que es la funcién nula.

1
hi-‘(- o (k)

hi— f10
lIim M = lim
B0 h fe— 0+ ﬁ
ln(h
_ i )
=0+ L7
L
= lim L
(LHosp.) k=it cLlp—3

A\ im —2h% =0
(L'Hosp.) ke—i

Pero entonces resulta f () no solo continua sino también derivable.

Luego: La cuarta opeion era la correcta.
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Ejercicio 22

Para determinar el valor de a es suficiente con estudiar el limite cuando
nos ACercamos a cero para [ (o) ya que si existe el mismo v da 0 entonces la
misma resultaria continua. Es cuestion pues de elegir o tal que ésto iltimo
ocurra. Pero:

. . #on® + 3= Jecos (x) a4+ 3sin(r
lim f(r] = lim 5(z) = 1m g =a
z—(0 w0 ! (L'Hosp.) =—0 1

Entonces debemas elegir a = 6.
Nos resta estudiar si para éste valor f(r) resulta derivable en = = (.
Estudiemos el COCIENTE INCREMENTAL.

Ry — f(0 (G +3 —3ecosihl)y—06
lim —f () — 1 (0) = Iim O costh))
[N h il hi2
. 64+ Jsin(h) .3 3 s=n(h)
— ]_ —_— A — ]_ — —_ . — =
(L'Hoap.) et 2h bt F " 2 h

Por lo tanto f (#) no podra ser derivable en = = (.

La Regla de L'Hospital y el Cociente Incremental

Observen que la REGLA DE L'HOSPITAL es una herramienta fantéstica
para lidiar con COCIENTES INCREMENTALES de funciones cuya definicion en
un eierto punto es dudosa. De hecho a partir de la misma se puede construir
un criterio més que ntil para estudiar la derivada de funciones definidas en
forma partida — cuya utilizacidn sin embargo debe ser hecha cuidadosamente
va que en general no es un tema que se suela dar en los cursos de anéalisis del
ingreso a la universidad, razdn por la cual su uso puede ser cuestionada. El
criterio es como sigue:

Supongamos que tenemos [ (.r) definida en forma partida, digamos por:

_||r I:.rj = {5’ (Jll 3 8l < B

(x) sz oy

Hagamos la suposicion adicional de que tanto g (0] como v () son deriv-
ables en R., y R~ respectivamente y que lim (x| = lim r(x) = [ (ra),
T—rpn T—rr
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es decir se pegan con continuidad. Entonces si:

A Hm g (x)=Ly3 11’111I ' [#) = L — Las derivadas encajan.

ex r—z}
entonces [ (r) tiene que ser derivable en r = 2y y vale f' (i) = L

La demostracién de esta ntil herramienta es frivial si uno piensa en la
potencia de la Regla de L'HosprTaL, ya que sabemos que [ () resultard
derivable en v = 75 81 v s6lo si existe el limite para el COCIENTE INCRE-
MENTAL en dicho punto. Y ésto iltimo ocurrira si v sélo si existe el mismo
a derecha e izguierda. Pero:

glrathi = g(m)

AY (vo b ) = f{70)

= It
b—il= i Pl f
f
= limm M = lim g'(r) = L
(L'Hoap.)y, h—07 1 P
= lim g' (]
T,
¥
lim S (gt R = f ) - lim rzo+h) — o)
L h P h
! f
= lim M = hm ¥ @)=L
(L'Hosp.) h—it 1 »Y

Pero entonces ambos limites existen y coinciden con L, razén por la cual
se tiene que f () debe ser en efecto derivable siendo [ (r;) = L.

Comentario: No se si se habran percatado de lo importante e interesante
que es este criterio, ya que nos permite alejarnos ainn mas del COCIENTE
INCREMENTAL al momento de estudiar la derivabilidad de funciones. Hemos
visto que incluso si f (i) fuera definida en forma dudosa para algin en partic-
ular — eomao ocurre en el caso de las partidas —, basta con gue las funciones
de los extremos se peguen bien v sus derivadas encajen -en el punto de unién
para que entonces [ (r) resulte también derivable.
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Problema 1

Sabemos bien que antes de pensar en que una funcién resulte derivable en
x =11 la misma debe primero ser confinua en dicho punto, razén por la cual
es conveniente estudiar la continnidad de la misma v determinar la relacion
que deben cumplir a v b para que ésto ocurra en = = (1.

lim f(r) = lim zlr”-l_f—!ml:!} =1
<yl {L"Hosp.) =—0 e

Pero ésto ltimo nos dice gue [ () resultard continua con independencia
de los valores elegidos para a v 5.

Para estudiar la derivabilidad tenemos que plantear el COCIENTE 1NCRE-
MENTAL para f () en . = (0, el cnal obviamente dependera delos valores de
i ¥ b Nuestra tarea es determinar la relacion gue deben eumplir los mismos
para gue el mismo existe y sea ignal a —3.

i LD = F(0) W bh* +a (1 — cos ()
[y h i hieh —1)

2hh sin (7
Uso L'Hospital — = lim M
h—o (e — 1) + he"

— Mt

264+ acos Ua_‘_l

¥ = — 1
Nuevamente L'Hospital — = }fﬂ}] Dk fyeh
-
Wfoa il
2 2

Pero entonces:

il

IO =b4+ 2 =igipg=—_3_2
Fl)=b+g B

Luego: Basta elegir b = [ cualquiera y tomar @ = —3—% para que 3 /' (0] =
—3.
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Problema 2

Como tanto f, ' v /" son funciones derivables en todo | y teniendo en
cuenta como se construye g () . podemos inferir que la misma también sera
una funcion derivable en .. En r = (I tenemos cierta incertidumbre sobre
lo que ocurrird con esta nueva funcién debido que la hemos definido en forma
partida, razén por la cual habrid que estudiar su comportamiento en dicho
punto con el cuidado del easo.

(a)
Analicemos primero la continuidad de la misma, gque es andlogo a lo que
se nos pide:

1:|ﬁ.r:rm.'| que es;iunt. ﬁ \j,
o S (G G0y AR
PRI iy 2B 5 L B 0O

Concluimos pues que g (.r) es continna en » = (.

(b)
Resta ahora estudiar su derivabilidad. Como de costumbre apelaremos al
COCIENTE INCREMENTAL.

g lh) — gi0) L UL L RIGR]) - 2,0
lim —— lm—| —— — 1
h—0) h h—1 Sh

\ I F(6h)—2—5h
ANFD 5h
. Gff(6h)—5
= Im ———
(L'Hegp:) A—0 10k
36" (Gh)

- 1111
(L'Hosp.) h—0 11
367 (0) ~36- 5

= = 18
10 My

Usamos que [ es cont. en () =

Asiz 3 (0] =18.
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: ﬁﬂ;n cuenta que [ (0)
crecien e en (0, +oc) entonces habriamos
“que seria Vo > 0= [ (x) > f(0) =3%
ﬂm\“\ Teniendo en cuenta que:

“JQ-.

e

(S oos(2e1)- 03] | {5 ‘ "1
=07 0

ALA.‘

obha If"{:ﬂ) ::-Dpamtndu.-n::-ﬂent.an
' rictamente creciente en (), +oc). Y como f ||
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PROBLEMA 41 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Problema 4
(a)

Estudiar si una cierta funcién es mondtona a menudo es equivalente a
estudiar el signo de su derivada para comprobar que el mismo no varia en el

dominio indicado — claro que para ésto debe ser [ (r) derivable. En el caso
de la funcién del enunciado la misma lo es para todo « = (.

A3 2 3

'fr('zl=£ﬁ+;:ﬁ+;}[]

Pero entonees no hay duda que la misma debe ser estrictamente creciente
<y con ello mondtona.

(b)

Como f (r) es estrictamente mon6tona entonces es trivial que la misma
resulta inyectiva, pues si r # y entonees es claro que debe ser » < y o
x = y. En el primer caso deberd ser f () < f(y) con lo que en particular
Six) # f(y). En el segundo caso ocurre al revés [ (y) < f () pero es claro
que también [ () # f(y). Por lo tanto del hecho de suponer = # » pademos
concluir f (i) f[y), pero ésto iltimo guiere decir que la funcién debe ser
inyectiva - como gueriamos demostrar.

Habiendo probado la inyeetividad tenemos que determinar [ = Im ( f) va
que como bien sabemos [~ : | — E.;. Teniendo @n cuenta que:

lfxln flr) =4+ v lim' fln) = = - Im(f) =R
e =

r—ik
Asf: [:(0,4+20) — R es inversible con f~' i B — [0, +a¢).

Tengamos en cuenta que como [’ (r) = 0%r = 0 entonces en particular la
misma no se anula munea. (1) = 2 = j~'(2) = 1. Teniendo en cuenta
que (1) = 5 ¥ usando el TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA; debe ser
entonces f~' (x) derivable en todo R con:

SENROS ! s, -1y (97 = 1 O
=T ~ VAN 0

[y J QRS
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PROBLEMA 7 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Problema 7

En este problema hay que ser muy pere muy cuidadosos va que en ningiin
momento se nos ha dicho que la funcion £ () sea derivable. De la misma s6lo
se nos dijo que es continua, por ende no debemaos ponernos creativos y tratar
de derivar h(r) o alguna otra funcion que implique derivar la anterior. No
ohstante, sabemos de la misma que es estrictamente creciente.

Antes de continnar debemos ver unos resultados anxiliares con respecto
a funciones estrictamente crecientes. Probaremos una serie de lemitas™ que
serin de gran utilidad para resolver el ejercicio con la generalidad que el
mismo demanda:

1. LEMITA: Sif (r) es estrictamente creciente 'y & € [, entonces g () =
[ [®) + & es también estrictamente creciente.

Dem: Sea r < y, queremos ver que entonees g ()< g(y). Pero [ (x) <
flu)= filo)+ k< fy)+ k= glr)=gly), con lo que g (r)
resulta también estrictamente creciente.

2. LEMITA: 51 f (ir) es estrictamente creciente v h(r) es estrictamente
creciente, entonees f o fifr) es a su vez estrictamente creciente.

Dem: Sear<y=hlc)<h(y)= f(hix))< f(hiyg)) = fohlz)=
feh(y). Pero ésto viltimo quiere decir que foh (&) es estrictamente
creciente.

3. LEMITA: 5i f {r) ¥ g (r) son estrictamente erecientes entonees ([ + g) ()
también lo es.

Dem: Sear <y = f(z) < fly) ¥y glw) < gly) = flz)+g(r) <
flu)+ gly) =(f+g)(x) < Af+g)(y). Pero entonces resulta
(f 4+ g) () estrictamente creciente.

Bueno, ya estamos suficientemente armados como para atacar al problema
sin miedo de sucumbir ante &1,

Consideremos la funcién f (o) = 2"~ 4 3 —sin (ir). Noseoncentraremos
en probar el hecho de que () es estrictamente creciente. Para hacer ésto
pensaremos a f(x) = g{r)4r (x)siendo g (r) =27 y ()= 3¢—sin (i)
v probaremos por separado que ambas son estrictamente crecientes, con lo
gue en virfud del LEMITA 3 resultard-f (&) estrictamente creciente.

"Los lemas son proposiciones que por s mismas a lo mejor no tienen demasiado interés,
pero que servirdn como auxiliares para demostrar otros resultados méis importantes.
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S €5 rictamente creciente, po
ne que g(r) =27 o (hir) —

2 X 2
‘ap\“‘a\feamm que r () es estrictamente creciente: Para analizar ésta ilti-

ma utilizaremos métodos mas artu-f&xﬂs, ya que la misma es derivable.
os () = U¥.r entonces vale lo que afirmamos \
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PROBLEMA 8 PRACTICA 6 - TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Problema 8
(a)

Cuando se nos pide probar que una cierta funcion [ : B — R es biyectiva
lo que debemos probar es que la misma es inyectiva v sobreyectiva.

Veamos que [ (r) es inyectiva: Es suficiente con probar que la misma es
estrictamente monétona, va que esto implicard autométicamente su
inyectividad. Por ejemplo supongamos s.p.g que fuera estrictamente
creciente, si « # y entonces es claro que debe ser ¢ = y 0w = .
En el primer caso deberd ser f(r) < f{y) comlo que en particular
Flx) # [(y). Enel segundo caso ocurre al revés fly) < flz) pero
es elaro que también f (r) # [ (y). Por lo tanto del hecho de suponer
r # ypodemos concluir que [ (o) # f (y], pero ésto filtimo quiere decir
ue-la funcién sea inyectiva — eome querfamos demostrar.

Veamos entonces que la misma es estrictamente monétona:
[a)=4e¥ +5:' > Wr e R
Asi: [ () resulta estrictamente creciente — e inyectiva por ende.

Veamos que [ (.r] es sobreyectiva: Tenemos que probar que su_imagen
son todos los niimeros reales. Pero es trivial comprobar que:

hm  f(r)=—2¢ ¥ lim fiir) =4+ = im(f)]=R
T T '

Observen que hemos usado el TEQREMA DE LOS VALORES INTERME-
DIOS para concluir que la imagen de f{r) debe ser todos los nimeros
reales a partir del hecho de que lateralmente tiende a —ac v +oc.

Pero entonees: Hemos demostrado que [ (r) es sobreyectiva.
Asi: Resulta f () biyeetiva y como f(0) = 3 es trivial que f='(3) = 0.
(b)
Para resolver esta parte del ejercicio hay que apelar al TEOREMA DE LA

Funcion INVERsA. Como f' () # 0%r £ B, podemos aplicar el mismo para
concluir que f~' (y) debe ser derivable con:
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omo podrin comprobar por ustedes
B BOLZANO tiene que existir ¢ € (0.2
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