Practica 7 - Estudio de Funciones

Ejercicio 1

En la practica anterior se han estudiado los importantes teoremas lla-
mados globalmente TEOREMAS DEL VALOR MEDIO, que son los de ROLLE,
LAGRANGE v CAUCHY. A partir de diches teoremas se han extraido una
seguidilla de conclusiones fanfdsticas. La que explotaremos a continnacion
para resolver el presente ejercicio es en concreto la signiente:

“Sea [ (a,b) :— I una funcién derivable. Entonces:

Si f/(r) = Wz < (a,b): Entonces [ (r) es estrictamente creciente
sobre el (a, h).
Si f'{e)> Wr & (a.b): Entonces f () es ereciente sobre el (a.b).

Si f"(x) < Wr & (a b): Entonces f(x) es estrietamente decre-
riente sobre el (a, b).

Si f'(«) < 07r € (a,b): Entonces f (r) es deereciente sobre el
(. b)."

Estudiemos pues en todos los casos el signo de la derivada para concluir
acerca de la monotonia.

(a)

fie) =T+ 350" + 4> 0¥ € B

Como se puede apréeiar sin ningiin esfuerzo, al ser las potencias de « que
aparecen todas pares es imposible que la cuenta nos de negativa. Por lo tanto
[ (] debe ser estrictamente ereciente.
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EJERCICIO 1 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

(b)

Con la presente funcién hay que tener euidado pues hay un punto donde
la misma no resulta derivable: r = (0. Lo que habra que hacer es estudiar su
monotonfa en (—>0,0) y en (0. +oc), por separado, a partir del signo de la
derivada. Y si tenemos suerte es probable que se comporte igual en ambos
intervalos con lo que se podra inferir su monotonia en general.

1 s 1
MNap=2 L7 = :
£ @n=2 ol 7 < (Vx££ 10
il £
Peto entonces efectivamente /' () < 0 en los intervalos indicados, con
lo gue se puede concluir que [ (x) resulta estrictamente decreciente en'los

mismos ¥ por consiguiente en todo su dominio.

Idea muy interesante

Hay una idea muy interesante que puede ser explotada para resolver el
presente item sin necesidad de apelar al signo de la derivada ni a ningin
concepto sofisticado. Se trata de un muy sencillo teorema que pocos tienen
en cuenta a la hora de resolver problemas:

“Sea f : B —= [ inversible. Entonces tanto f (x) eomo 7! (]
tienen el mismo comportamiento en lo gue respecta al crecimien-
to.

Dem: Supengamos s.p.g que [ () es estrictamente creciente’™
ysea r < y. Queremos ver que entonces f ' [z} < ' ().
Como f(f'(r)) = « < y = {(f "(g]) entonces al ser
f () estrictamente crecienfe es necesario que se verifique

S = 7 ().
.”

Teniendo en cuenta esta interesante proposicién, como f (r) es la funcidn
inversa de y = (2 — ), la cual es trivial comprobar que s estrictamente
decreciente -~ pues.es un simple corrimiento de y = —&® —~, entonces se
tiene que [ (.r) debe ser también estrictamente decreciente.

T1Hs importante observar que una funcién inversible debe ser estrictamente mondtona.
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(¢)

_ 1
Ij'.l' I:.F_] —_ . t'_i o U\i’.f E ]R:‘-F

5]
£
Pero entoneces concluimos que [ (r) debe ser estrictamente creciente.

(d)

gy = 1+.r“£—§.r“*
= 14 S
Ay 3
B W’

Pero el signo de ' (ir) depende iinicamente del numerador de la expresion
de més arriba ya que el denominador es siempre positivo. Estudiemos el signo
del primero. Teniendo en cuenta que:

(AP 4T 3 =3 —dy+3—y=7
Como = +r tiene esencialmente el mismo signo que « podemaos inferir
que f"{r] = ' (y*) tendrs el mismo signo que 3y* — 4y + 3. Pero la anterior
cuadritica en y tiene discriminante™ b — dac = 16 — 433 =8 <1,
razim por la enal la misma no tiene raices reales. Pero entonces su signo
es constante y para averiguarlo podemos evaluarla en cualquier punto, por
ejempla.en ¢ = 0, donde la misma vale 3. Pero entonees " () = 0% € B

Luego: Debe ser [ (x) estrictamente creciente.

(e)

) = 2327 + 60 — 3= —3- (x — 1)°

Es evidente gue (' () <,0%z € R, razon por la cual { (] serd monétona
decreciente.

ME] discriminante de una evadritica no ¢s mis que la expresién dentro de la raiz coadra-
da en la conocida férmula para sus ralces: —_ﬁi:.%_ Es evidente que si ¢l discriminante
nos da negativoe entonces la misma no tendrd ninguna raiz real.
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EJERCICIO 2 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Ejercicio 2

Al final del ejercicio en la pAgina 486 cuentan con wna detallada expli-
cacion del método basico a segnir — wfilizando las herramientas colectadas
hasta ahora para determinar los intervalos de crecimiento de una fun-
cion f(r). Como dicho método se utilizard para resolver el presente, seria
recomendable a aquel alumno que no lo conozea ain la consulta de dicha
seccidn.

(a)
Tengamos en cuenta que Dom (f) = (—oo, 0) U{0.+5¢). Como:
fliz)=0s |z = lsa=4
y teniendo en cuenta f (r)es derivable con continnidad en todo su dominio™
el eonjunto de puntos criticos queda:

('j = { -1, 1}
Ahora confeccionamos la tabla teniendo en cuenta los dos intervalos del

dominio, lo que en la misma se reflejard agregando el punto adicional & = 0.
Se tiene que:

| el | (=) | (01 ] Al +ed) |
P L | A e | i I G | = ey |—|—
f il N < 4

(b)

En este caso [ (r) es derivable con continuidad en su dominio, el cual son
tados los niimeros reales.

Illr.l' [J'jl =9 [.!T _ J_] t,l:.r;:;)'-’ B (1_( — {J.}‘

Confeccionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de erec-
imiento.

[T L) [ (+x) |
.F f740] = —1 | — | iz ||-|—
! N, 7

" No debe olvidar el alumno que cuando ung hace este tipo de afirmaciones siempre se
refiere al dominio de la funcidn. Suena chocante decir gue f (=) sea continua en todos lados
pues se aprecia a simple vista que en = = 0 la funcién no estd definida, pero lo clerto es
que donde lo estd la funcidn se comporta muy bien.
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(¢)

Aquf el dominio de [ (r) son todos los reales v la misma es derivable con
continuidad en su dominio.

Flay=e 4o = (e + 1) =0 =—1= ;= {1}

Confeccionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de cree-
imiento.

| | (_:5(_,—1] | [_1-+jc:] |
] N Z

(d)

Aqui el dominio de [ (x) son todos los reales v la misma es derivable con
continuidad en su dominio.

) =2re™ 4+ e =f:::[']r.r[.r +)=0e2r=-2Vvr=10
=y ={-2.0}

Confeecionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de ecrec-
imiento.

1 ) I O M ) O (PR
IJ'-I Fri—a) = 2 | + | Fio1=tet | = T et | +
f a \ A

(e)
El dominio de f (x) se nos impone restringirlo al intervalo (—=, Gm) razén

por la cual los puntos criticos los buscaremos dentro del mismo v no consid-
eraremos ningan otro del dominio de definicién de la misma.

B
=

| G
o

(= dod Sl Tx3 5 T S
f{I)—CUb[.T};\‘{_rI—{ E.E:EH.EH.EJL.EJL.EJL

Como ven nos quedan unos cuantos intervalos, sin embargo dada la peri-
odicidad de la funeién sin (=) serd suficiente eon conocer su comportamiento
en los primeros hasta haber cubierto el (—mr, 7). En los restantes se repetira
todo, lo cual nos evitara la necesidad de evaluar la derivada en un punto
interior a los mismos. La tabla completa queda:
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L) LCen) T30 [ mae) | g ] ] (aeetd) [ en) |

£ 4 } - } L I * }

5 e - e - . - . -

(f)

Tengamos presente que Dom (/) = (0, +oc].

f'r[:r]l =ln(z)+l=0= r=e! = Oy = {f_l}

Confeecionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de erec-
imiento.

[ ] (0D Lie=, +na) |
A e N
f Sy o

(g)

En este caso el dominio de la funcion estd determinado por aquellos
nimeros reales para los euales el denominador de la funcién sea distinto
de cero. Por lo tanto Dom (] =R, 2. En su dominio la misma es derivable
con continuidad. o

= (2e4+3)~2(1—x) -5
C (2 + 3)°  (26443)

Confeccionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de crec-
imiento.

&) 7 < Ovnc R, ¢

[ [Coe. 3] (34 ]
7T - -
Ll N N

Advertencia: No vayan a creer que por el hecho de ser ambos intervalos
de decrecimiento la funcion resulta globalmente decreciente. Seria un error
muy grave tener aquella creencia va que por ejemplo en este ejemplo si hacen
la-cuenta verin que —2 < —1 y sin embargo f(-2)=—-3 < f(—-1)=21lo
cual contradice el hecho de que sea la misma globalmente decreciente. Lo que
ocurre es gque en - — — 2 la funcién presenta una asintota vertical donde a la
izquierda de dicha asintota la funcién tiende a —oc mientras que a la derecha
a +oc. 5 visualizan la situacién podran apreciar gue el salto producido por
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EJERCICIO 2 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

la funcién en dicho punto es la causa por la que oecurre diche fentmeno, va
gue de esta manera puede ser [ (r) deereciente en cada uno de los intervalos
sin serlo en forma global.

(h)

Ahora el dominio de la funcidn son todos los reales va que el denominadaor
jamas puede anularse. Su derivada existe en todo punto v es continna.

- (284 1) — 222 VLA x?

e+ 15 o2 4+ 1)°
=0%r

=0 re {1l Cp=4=11}

I )

Confeccionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de crec-
imiento.

L [ (-1 | LD (Ti4x) |
fil e -5%|_ r‘njt-]-t|+ Fin- -k | —
S/ Y yd S

(i)
Debemos excluir del dominio de f(r) al —1 y al 1 pues en ellos se anula

el denominador. Sin embargo en ® — {— ¥} la funeién resulta derivable
con continuidad.

i (2 — 1) — 2t L I[l-l—.rg]
T PR s

Confeccionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de crec-
imiento.

< 0%e e Dom ()

[ T, =D [(=L1 [ (145 |
I % — —
I N “ .

Advertencia: Un comentario similar al del punto (g) se aplica a contin-
nacién. No vayan a creer que la funcién [ () es globalmente decreciente por
el hecho se serlo en cada uno de los intervalos de més arriba. Los saltos pro-
dueidos en las asintotas producen este tipo de fendmenos que permiten a una
funcion ser decreciente en cada subintervalo de definicién de su dominio sin
serlo globalmente.
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Aguf el dominio de nuestra funcitn es el intervalo (0, 4 o).

I (i)
P

Observen como para identificar bien los ceros de f'(r) conviene tenerla
escrita factorizada como producto de expresiones sencillas, pues sabemos que
si una funcidn estd escrita de esta forma, entonces sus ceros estaran en los
ceros de cada factor por separado. En este tipo de célculos desarrollar las
expresiones al miximo es nefasto va que uno pierde por completo la visitn
de las raices. Por eso, se recomienda fuertemente al alumno que eontenga sus
impulsos naturales de desarrollar los paréntesis para dejar que las expresiones
tengan la forma descripta mas arriba.

De esta manera podemos observar facilmente que:

Sy =" (z)+2 # =n{ry- (In(r) +2)

fla)=0=r=1vr=c s 0= {0 1]

Confeccionemos ahora la tabla para determinar los intervalos de crec-
imiento.

(e @0 [ G ]
ol ") —a | o A G Rt | — | ricl=a | +
f A Sy 7

Método para determinar los Intervalos de Crecimiento

Dos magnificas herramientas unen sus fuerzas para ayndarnos a resolver
este ejercicio. Por un lado sabemos que si (' () = OV € (a, b) entonces f (i)
debe ser estrictamente creciente sobre el mismo; mientras que si es negativa
estrictamente decreciente. Sin embargo, determinar si [’ () es positiva o
negativa a los seres humanos nos es posible fisicamente para una cantidad
finita_de puntos. Nadie ird a esperar que para determinar la positividad de
(&) sobre el (a.b) evaluemos los infinitos puntes v cuando terminemos
coneluyamos que f{r) era efectivamente creciente. Tampoco seria correcto
evaluar una cantidad finita de puntos y concluir que ['(r) debe mantener
su signo pues ya nos hemos conveneido de que ésto es asi luego de evaluar
tantos puntos.

486



EJERCICIO 2 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Es decir lo primero es imposible a nivel fisico mientras gue lo segundo
es incorrecto. [ En qué condiciones se les ncurre podriamoes evaluar un inico
punto de f'(r) v a partir de su signo concluir sobre el crecimiento de f (r)
sobre fodo el intervalo? La respuesta es evidente: si ' (r) fuera continua en
el (a,b) y supiéramos que (' (r) # 0%r € (a.b) entonces por el TEOREMA DE
Borzawo la misma deberia mantener su signo constante en dicho intervalo.
Este iltimo teorema en eonjuncién con la primera idea van a ser el difo
dindmico de este ejercicio.

Teniendo en enenta gue para tener éxito en la aplicacion del eriterio antes
descripto necesitamos partir el dominio de f(r) en subintervalos consecu-
tivos gue verifique que en eada uno de ellos f(r) es derivable y su derivada
mantiene su signo, los pasos a seguir serian los siguientes:

1. Estudiar el dominio de f () v escribirlo como una unién de intervalos.
Realizar los pasos siguientes a eada uno de estos intervalos.

2. Digamos que (a,b) es uno de los intervalos del paso anterior. No tenemos
ain garantia de que f'(r) mantenga su signo en este intervalo ni
siquiera de que exista en todos sus puntos. Por eso debemos determinar
el conjunto de PunTos Criticos de [ (r) en dicho intervalo:

Cr =4z € (ab) s (&) =0vAf (z)v f («) no es continua.}

De esta forma, si fuera: €'y = {a =a) <as < g <+« <a, =b}. En-
tonces tendremos garantia de que en cada (a;, a; 1), ;. serd el signo
de /" () constante y por lo tanto [ (z) mondtena en cada subintervalo.

3. Elegir un punto arbitrario ;€ (4, @41 ) 1,2, ¥ computar el valor de
£'(;). Si el mismo fuera positive se tendrd que () es creciente en
(c2;. ;41 ) mientras que si el mismo fuera negativo la misma serd decre-
ciente. Para hacer este paso de una manera ordenada es recomendable

la confeccion de una tabla como esta:

| | (fi'l*ﬂ'l} | | e, fi'-'i-] | e | (‘In—l: 2y ) |
Jrf -+ — S +
_||r /' \& . /"
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Ejercicio 4

Sabemos que para que una funcién f () derivable en un entorno de r =0
pueda tener un extremo locas es condieién necesaria que [ (0) = 0. Por des-
gracia dicha condicién no es suficiente™, razén por la cual si llegara a ocurrir
que efectivamente ["{0) = 0 habra que hacer un estudio de crecimiento en
torno a dicho punto para poder determinar si el mismo es 0 no es un extremo
local.

Advertencia: Aquellos que aiin no tengan en claro el procedimiento para
hacer un estudio de los intervalos de crecimiento de una funcién pueden
consultar una explicacion del mismo en la resolueitn al EJERCICIO 2 de esta
practica en la pagina 486.

(a)

)= 3sin’ (r)eos(z) =02 s =krVer=—+kr: bk cZ

|

Pero entonces si consideramos el intervalo [—§ %) conteniendo a o = (
tenemos certeza de que el fimico punto critico de f () en dicho intervalo es
r = (. Podemos hacer una tabla ahora para estudiar el crecimiento de la
misma en dicho intervalo.

e <50 E

|
P g =5 [+ f'i%}l=¥|+|

1
l.—
e
k]

A=

F s No es un extremo local. A

La tabla nos muestra en forma contundente que f () tiene que ser estric-

tamente creciente en [—j’: ), razén por la cual debemos concluir que = =0

no es un extremo local de la funcidn.

(b)

FaY= 2sin [0) + o' cos (2) = o - (2sinle) + reos ()

" Como en ¢l casode f(r) = +° donde f'(0) =0 pero r =0 no €3 en lo absoluto un
extremo local:
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Claramente /(0] = 0. 5i suponemos z<£ (1 entonces:
fe)=0 = 2&n(z)+ zcos(z)=0
< 2sin(r)s= ~poes(r)
= 2tanfa) =~
= Ztan(x)+ o =10

Es conveniente observar en este punto que tan(x) = (vr [[J: ﬂ ¥ por
lo tanto si r estd en dicho intervalo serd 2 tan (r) + o > (. En contrapartida
como tan{r) =< 0%r & (—5.0) entonces si r estd en dicho intervalo serd
2tand{z)F o< L

Pero esto nos muestra que el inico cero de (' (i) en el intervalo [—%. 7l
debe ser « = 0. Teniendo en cuenta que ' [r) es eontinna, podemos hacer
una tabla para estudiar el crecimiento de f () en el mencionado intervalo.

Como f(~3) = -5 (-v2-5- F) 2 0w r(m=5(V2+5 %) >0,

enfonces nos queda:

L | (50 | x =0 [ (0.5 |
. 5o+ FE =0 +
I 7 No es un extremo local. e

Como podrén apreciar resulta imposible que f () tenga un extrema local
en o=1[.

(¢)

fl{z) = —2cos(x)sin(z) =0 = s=kr o= g +Er: BKHcE
Pero lo anterior impliea trivialmente que en el intervalo [—_1_,: %) el tnico
cero de la derivada es o = 0. Podemos ahora hacer una tabla para estudiar el
crecimiento de f {a) en dicheo intervalo y decidir sobre la posibilidad de que
r = sea o'no un extremo logal.

N T e T O (5
=1 [+ = L
f A MAxMO LOCAL
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Ejercicio 5

Indicaciones y advertencias: El procedimiento de este ejercicio no es
muy diferente de aquel utilizado en el EJERCICIO 2. Primero se hace un
estudio de los intervalos de crecimiento v deerecimiento de la funcion, para lo
cual se puede proceder como en el mencionado ejercicio, pudiendo consultar
si lo desean el método para ello al final de la resolucion del mismo en la
péigina 486. Los candidates a ser extremos locales serdn sin duda los extremos
de los intervalos de erecimiento v decrecimiento. Sin embargo, hay que tener
especial cuidado antes de arriesgar una conclusién pues por ejemplo en la
signiente sitnacidn:

| | (e, b | r=~h | (.} |
71+ \
17 V, )

Es muy comin concluir sin pensarlo que en r =5 [ (&) tiene un MANXIMO
Loca, pues el razonamiento obwio que se suele hacer es que si la funcion
crece hasta r = b para luego decrecer desde & hasta ¢, debe tener en b un
méaximo local.

Es Correcto: Si & fuera un punto de continuidad de /() han hecho una
correcta conelusién.

iCuidado!:

s La funcién puede no estar siquiera definida en = = 6. Por ejemplo
en el caso de que en dicho punto hubiera una asintota vertical. Un
ejemplo comin lo hallan en [ (z) = } qle es creciente en | —oao, ()
v decreciente en (1, +o¢) anngue ni siguiera tiene sentido en r = 0
v con menos razon tendrd en dicho punto un maximo local.

s La funcién puede estar definida en r = b sin ser continua en
dicho punto. La libertad para ubicar el valor de f(b) sin estar
atados a la eontinuidad puede hacer que la misma no presente en
lo absoluto un méximo local, razén por la cual antes de arribar
a una conclusion habra que hacer algin tipe de andlisis, el cual
dependera del easo particular en estudio.

(a)
Teniendo en cuenta que /' () = 4" ¥ la misma resulta negativa en los
=1y positiva en los = > 0 se concluye en forma inmediata que f (r) debe
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ser ereciente en' (—2c, 0} y creciente en (U, +50). Como la funcién en cuestion
es continua en # = 0 debe tener en dicho punto un MiniMO LOCAL — gue
serd también absoluto por cierto.

(b)

fla)=4a" “da=da (e — 1) (z+1) =02 x e {-1.0,1}

De lo anterior coneluimos que 'y = {—1.0.1}7. Podemos ahora confec-
cionar una tabla para estndiar los intervalos de crecimiento:

(0. 21 —1.0) 0.1) (190
f'r e | — [ -4 =1 | + N | — | Fath- za | +
f ™ s N 7

Como {—1,0,1} son puntos de continuidad de f (i) sencillamente por ser
J{x) continua en todos los nimeros reales, podemos concluir que la misma
presenta:

s Un Minimo Localens = —1y r = 1.

s Un Maximo Local en & = 0.

(c)

flr)=e* —re ™ = T (l=r)=0=0r=1

Podemos concluir entonces que €'y = {1} y teniendo en cuenta que la
misma tiene dominio B hacer la tabla correspondiente:

L [ (oc.l) r=1 | (1, +00) |
SO =1 P2 | -
! 1 MAxiMO LOCAL “
Por lo tanto, teniendo en cuenta que r = 1 es un punto donde f(r)

es eontinua, se concluye que la misma tiene un inico EXTREMO LOCAL en
= L el cual es un maximo.

¥ Obgerven la importancia de escribir la expresion de /' (<) én forma lo més factorizada
posible para poder detectar sin complicaciones sus ceros. La mayorfa de los principiantes
hagen justamente lo contrario, generfindose incontables complicaciones a la hora de calenlar
los PUNTOS CRITICOS.
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(d)

Tengamos en cuenta que Dom (f) = E.

. 1 .
F () =E.r_%—‘2=‘2~({?—,F—l) “heyr=1=r=1
Observen que f{r) no es derivable en » = 0, razon por la cual dicho
punto — gue = Dom (f] — habra que contarlo en 'y = {0, 1}.

| | (0] [ w=0.] (01) [ x=1 | (L4} |
P Ik TR R N
i Ny Min. Loc. Py Max. Loc. g

Asfi: f{r] tiene un MINIMO LocAL en » = (0 y nun MAXIMO LOCAL en
=P

(e)

En este caso Dom [ f) = R~ debido a la presencia del 1n (r).

f’l:.r:]z111(I]+1=D#.r=:_| = (’IZ{E_I}
Hacemos ahora la tabla como de costumbre:

| | ([].f:_l:l | T =g’ | |[r.'_l._+
et =—1]- Me=2
f N Min. Loc. 7

Asi: f(x) tiene un MINIMO LOCAL en @ = ¢,

()

En este caso Dom [ f) = F.y debido a la presencia del In (r).

r_'_'-JT = Oy = {: _%}

Observen que ni se nos debe ocurrir considerar = = 00 como raiz de [’ ()
va gue en dicho punto la funcién no tiene sentido. Hacemos ahora la tabla
como de costumbre:

flei=2z In(r)+s=ch(s)+ 1) =02z
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([].f:"—l') r =32 (r‘é.+:ﬁc)

M) =—1]— Fle =3+
7 ~ MiN. Loc. g

Asf: [(r) tiene un MiNmMO LOCAL en r = e s,

(g)

Aquf Dom ( f) = R.

[ (h="zcP 'L P = pe T (2 — .r:] =g =0 22
= ¢y =940.2}]

Podemos con esta informacion confeccionar la tabla:

T T (=00 | =0 | (0.2 ] =z=2 | (Z+x) |
JI!-,I' F i1} = —8e® | — Fr{1) = et | v FrE) = —3a—? —5
i S Min. Loc. e Max. Loc. S,

Asi: f(r) tiene un MINIMO LocAL en x = 0 y un MAXIMO LOCAL en
r =2

(h)

Como el denominador de [ (r) jamas se anula entonces Dom [ f) = .

fla) = (#?+1) — 22% _ Uy M (e =1 (e 4+1)

(2 +1)* (417 (a2 4+1)°
= ff(x)=0 & z=—-1ve=1
= Oy={-11}

Con estos datos podemos hacer ahora la tabla:

- Tal=oa-1) T x==1T ] (-1.1) [ a=1 [ [+
fr i fEae |+ 7o) = —1 | - il | 4
K o Max. Loc. - Min. Loc. v
Asit f(ir) tiene un MAXIMO LOCAL en & = —1 ¥ un MINIMO LOCAL en
r =1
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(i)
Es analogo a (e) pues debe haber nun error de impresion. Consulten el
mismo en la pagina 494.

@)
Aquf ocurre gque ni-—1 ni 1 estdn en el dominio de f(x), el coal es
Dom({f)=F — {=1,1}.

>0
5 k™ 27 (=1 +1)
)= (I(rf—]nfr :_(;_113{[]\3'.4-'51_]11“1“}
N

Asi: Al no tener puntos criticos f [ir) no puede tener extremos locales.

(k)

P (o) e G ln) _ oy, . {1— §_}
f:l ¥ sin” [.r:ljl 2 2

T 3
== — W, =T
Ao

Observacion: - Recuerden que los puntos eriticos deben mirarse en el inte-
rior del dominio de la funcién, razén por la enal si bien la formula de [ (0)
también se anula en r = 0y r = 7, dichos puntos no nos interesan. Claro que
ésto iltimo no quiere decir que [ (r) no pueda tener un EXTREMO LOCAL
en un borde si su dominio es un intervalo cerrado [a, #].

Hagamos ahora la tabla acostumbrada:

0157 [ (.30 [ (r.29) |
- + - +
i S s ™ A

Luego: De la informacion de la tabla podemos eoncluir gue:

r=0: Es un MAXIMO LocaL de [ ().

qTr—

e

: Es un Minmo Locar de [ ().
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r=g: Hsun MAxXIMO LocAL de f iz
r = smioEs un Minmvo Locar de flx).

2_
2”.
27: Es un MAXIMO LocALde f(x).

L=

0

Aquf Dom () = B =4 5.5},

2 (x? — 25) — 2 (27 + 100)

! T | .
£ () (22— 25)°
2% 26% — 50z — 247 — 2004
(2 —25)°
—250)
= — 0 =0
(z* —285)
= 5 ={0]

Con estos datos podemos hacer ahora la tabla:

| [(—oc.=5) ] s [ (500 [ ==0 J(0.5)] =-5 [(5,+0e]|
/! + + - -

f P & Do () by Min. Loc. | ™, | ¢ Dom(f) Wy

Asi:_f(«) tiene un MAXIMO LOCAL en & = (.

(m)
Aqut Dom ( ) = F<y va que sino la expresion dentro de la raiz cuadrada
se haria negativa.

_ : Zd—x)—7 8 —3r
! : = vd— g — r = - =
Fle) W 2i—r  2vi-u

= f'(r) = ﬂ':}-.r=§
== (= {%}
= ¥ = 3
Procedemos ahora a realizar la tabla:
Pioeel [ =f EiGd W=t |
..i” J:ﬂ.:[]]:2|—|- f'[3]=—%|—
f A MAX. Loe. 3 Min. Loc.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Observaci6n: - No debemos olvidar que-z = 4 '€ Dem (f)'a la hora de
catalogar los EXTREMOS LOCALES.

Luego:

r = 5t Es un MAxmMo LocaL de f ().
= 4: Es un Minmmo LocaL de f(x).

(n)

Recordemos— eoma tantas veces se ha hecho — la definicidn de g [::rj"(":' yr
ehlzinal=ll Teniendo en cuenta ésto 1ltimo nos queda:

flz) = ¢ Dom (F) =Ry
Fll) = e (1n2 () b2 ifﬁ)
= e ) (o) 4 2)
= fr) = Dec=cVr=1

=W = {f!_g. 1}

Podemos ahora haeer la tabla segin la informacitn recolectada:

| | (0.e=7) | L= e | (e72,1) | r=1 | (L 400 |
CAwER e + P | - M) S|
f e Max. Loc. Sy Min. Loc. ~

Luego:

r ="¢%: Es un MAxiMo LoCAL de fi.r).
r = 1: Es un MiNniMO LocAL de f ().

(0)

Agui Dom (f) =

fir) = 2e(2=a)" — 27" =22 (2 —)” < 22)
e [4 —2r+a? — E.r]l =2 5 {:TE — dr -+ 4}
S Ww(r-2P=0sc=20Vs=2
= =102}

Podemos ahora hacer la tabla segiin la informaeion recolectada:
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EJERCICIO 5 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

[ [t a=0 | (0.20.] n=2 | (2. 4+2) |
.||” L | - g e Fiay—6 | +
f ., Min. Loc. " No-es ExXT. Loc. A

Luego: El finico EXTREMO LoOCAL que tiene (r) es o = 0 el cual es un

minimo.

(p)

Aguilom ( f)] = F. Sin embargo Dom ( f') = B+ como se podra apreciar
a continnacion.

Flel—=

Podemos ahora haeer la tabla segiin la informacion obtenida:

[ o0 30 ] 00 [ L7 @i
.l'H FAl=1) — =% | - f'I:%}::-'J | + Ly =1 | -
/ S Z Dom (/) | Max. Loc. N

Luego: El finico EXTREMO LOCAL que tiene f(r) es ¢ = % el cual es un
mAximo.

(a)

Al tratarse de una funcién definida en forma partida, su derivada habra
que caleularla en cada intervalo del dominio separadamente utilizando la
formula que le corresponde a cada.

Tengamops en cuenta que:

H]:r;_ flx)=0 mientras que 11'15!14 f = 2

razon por la cual no puede resultar f(z) continua en & =2 — ni mucho
menos derivable. Como x = 2 € Dom(f) vy en dicho punto la misma no
es derivable, tendremos que incluir al mismo en el conjunto de PunTOS
CriTiCOS.
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EJERCICIO 5 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Sir % 2 f(r] es derivable obteniéndose:
de— 2, sla < 2

! T = 1
f {1 ) Sigh 2

Es claro que f'(r) = 0 4 r = i, razon por la cual C; = {L—E}
Procedemos ahora a hacer la tabla acostumbradas:

L | (oog) esg | (2 | r =12 [N 2hoe) |
| rior=ed | - Py -z | e R | 2|
f Ay Miw. Loc. A No es ExT. LOC. W

Asf: El punto = = 1 es el inico EXTREMO LocAL de f (1), el cual es un
minimo.

(r)
Nuevamente se trata de nuna funcion definida en forma partida. pero en

este caso la misma resulta continua en + = 1 como facilmente se puede
constatar, siendo elvalor f (1) = 1.

Observacion: A la hora de caleular los PunTos CRITICOS en una funecion
cuya definicion es partida en -y € Dom (f) gie €3 continua en xy -~
. aparece la necesidad de estudiar la existencia de ' (ry) ¥ la continnidad
de f'(z) en tal punto en caso de que erista. Todo este arduo trabajo
linicamente para decidir si .y € C'p 0 no, lo cnal tendrd sélo la repercusién
en nnestra tabla de si lo agregamos o no. La pregunta es obvia: ;Por gqué
no agregarlo y listo?; la respuesta es mas que obvia: jObuvie! No vale la
pena tomarse todas estas molestias para decidir si agregar o no un punto a
una tabla la cual nos dard igualmente la informacién que necesitamos si lo
agregamos de todas formas. Por eso la recomendacidn en estos casos es que
no pierdan tiempo vy agreguen .y a la tabla. Como dice el refran: “Lo que
abunda no dapia.”

v 2z L8l = 1
flar= A
2{r—2) ,sitz=1
Como |z (x) = 0 & o = 0 vz = 2 podemos eoncluir que 'y C

10,1, 2}. Observen que si adoptamos el eriterio de la observacion deberemos
ser coherentes con nuestra despreocupacion por 1o gue ocurre en o = 2 razén
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EJERCICIO 6 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Ejercicio 6

Comencemos por aclarar que Dom (/] = R. Coma sabemos que un punto
interior r;, ™ del dominio de una funeién derivable que sea un EXTREMO
LocAL de la misma debe verificar f'(.r] = (), entonces los candidatos para
k seran aquellos que hagan f'(2) = 0 < observen que esta cuenta depende
fuertemenie del valor de k.

£ () (3 —2z(c+ k) —2®—2kz 41
I = T == T
' (2 4+ 1)° (2 41
Pero entonces:
4k 4+ 3 3
.{’[E]=—w=[]¢‘aﬁ.'=——
a5 4

Para éste tltimo valor nos queda:

. —at+ 41 , 3
Fla) = =2 el -Ze-1=0
' (#2+1) 2
2 9
S S A W W L o
oS 172V e Talty

_ 1
= -1
=
{rg = 2 +— Es un punte eritico.

Coma ven, efectivamente nos queda que = = 2 € 'y, Nos resta deter-
minar si hay un extremo en dicho punto para lo enal estudiaremos la tabla
acostumbrada.

L [(oo—9)] o=—7 [(-52)] r=2 [ (2. 4] ]
T - + -
I S Mix. Loc. A MAximMo LocaL e

Luego: El valor de k para que la funcién tenga un EXTREMO LOCAL en
f=2es k= —%, pudiéndose determinar que en dicho extremo habra
un MAXIMO LOCAL.

" Recordemos gue r; es un punto interior de A € R =i ¥ sélo i3 = 0 tal que
[wn — s wg + &) © A Es decir existe un intervalo abierto contenidoen A que contiene
al pumto x.
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EJERCICIO 6 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Mos resta ahora analizar si + = 2 es un méximo absoluto o no, lo cual
podemos hacer utilizando la informacién de la tabla para figurarnos en que
region podria llegar a haber elementos del dominio cuyas imAgenes fueran méas
grandes que f(2). Por ejemplo como la funcién es decreciente en [—:x::. —%
es de esperar que en dicho intervalo los valores més grandes de la misma se
encuentren haciendo tender + — —oo . Por-otra parte dado que en [_IT 2) la
funcién es creciente y en (2, +o¢) la misma es decreciente no vamos a esperar
que en dichos intervalos haya valores de la misma mas grandes que (2). 5i
se piensa al grafico de la funeién como una region montafiosa con cumbres y
valles podriamos decir que en » = —:— hay un valle mientras que en o« = 2
hay una eumbre.

Por las razones anteriormente expuestas nos convencemos de gue si hay
posibilidad para f (x) de tomar valores estrictamente mas grandes que [ (2),
entonees debe hacerlo en direccitn hacia el —=c. Estudiemos entonces el
limite ecorrespondiente que nos dara la idea de cual es el mayor valor
asintdticamente hablando que podria llegar a tomar la misma en dicha
direccitn. Si el mismo supera a [ (2) tendremos que descartar al mismo como
méaximo absoluto; mientras que si es menor o igual que [ (2) éste altimo sera
absoluto.

Bueno pero L= 0 = f(2) razén por la cual habremos de deecidir que
r = 2 efectivamente es un méiximo absoluto.

Asi: En o+ =2 la funcién [ (x) presenta un MAXIMO ABSOLUTO.



EJERCICIO 7 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Ejercicio 7

Con la informacion del enunciado se puede construir la signiente tabla que
a partir de la informacion del signo de la derivada en los intervalos descriptos
puede inferir — win el correspondiente teorema acerca del crecimiento seqin
el signo de la derivada gque pueden consultar en la pigina 486— como serdn
los intervalos de crecimiento v de decrecimiento para la misma.

[ [ [CL-D L0 [ 0.0 [ Gt
IE T \* — n —
1] A X Y s oy

Como puede observarse en la tabla anterior, nos gqueda:

En = —1: Se tiene un MAXIMO LOCAL.

En x = —_'j: No puede haber un EXTREMO LOCAL ya que en el (—1,0)
la misma es decreciente.

En = = (I Se tiene un Minimvio LoOCAL.

En & = Z: Se tiene un MAXIMO LOCAL.



EJERCICIO 8

PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Ejercicio 8

Al final de la resolucién del ejercicio podrin encontrar una serie de indica-
ciones sobre como obtener las ecuaciones para los distintos tipos de asintotas
asi como también las advertencias para evitar los errores mis comunes en el

cdleulo de las mismas.

(a)

Asintotas Horizontales

Estudiamos los limites laterales:

lim f ()

lim f (&)

F—A0a

<
P s\ S8
R A=)
=1
(a5
i ﬁ'.r—l-g-l-;j,l
AT ALy ™
—1

Luego: La funcién f (r) no tiene asintotas horizontales.

Asintotas Verticales

El finico punto donde puede llegar a haber una asintota vertical es clara-
mente & = 1. Podemos estudiar los limites laterales en dicho punto para

poder diluecidar lo que ocurren en el mismao:

lim [ ()

r—1-

11’11'1I fix)

Por lo tanto debemos concluir que hay una asintota vertical en » = 1
donde la funcién tiende a —ocpor izquierda y a + o por derecha.

4 3..r +1
Ilm ——— =
r—1- I — J.
—i-

2, o0
T 341
11'111&:4—
a1 iy
Lo
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Asintotas Oblicuas

Veamaos primero lo que pasa en —o:

f () ik i Nl Vo 5 ) B

lim = lim — = lim I
T——2t @I P Tt —r T——p }/i(( _ _J

Pero entonces debemos concluir que m = 1. Tenemos que estudiar la
existencia de b para el valor de 7 hallado.

Kl 1
lim f (&) —mr = lim ﬂ =
r——0 T — B o= 1

) ,zf'!/+3.r+1—;g+.r
= lim

0 £ — J.

Pero entonces concluimos que 36 = 4. Como existen tanto e como b
entonces [ (&) presenta una asintota oblicua en —oe de ecuacién y =
T+ 4.

Veamos ahora lo que pasa en +oo:

Observe el lector que si en el paso anterior cambiamos en los limites
calenlados —oc por +o0c obtendriamos los mismos resultados, razon por
la cual se debe concluir que f(x] también tiene una asintota oblicua
en +no con ecuacion ignal a la anterior 4 = = + 4.

Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:

En —oc: No posee pues diverge a —oo.
En +oc: No posee pues diverge a +00

Asintotas Verticales:
En o =1: Que por izquierda tiende a —oc v por derecha a +0oc.
Asintotas Oblicuas:

En —oc: Una de ecuacién y = r 44,
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Asintotas Verticales

No hay ningiin punto donde exista la posibilidad de que f(r) presente
una asintota vertical, razon por la cual se concluye gue no debe haber de las
mismas.

Asintotas Oblicuas

Veamos primero lo que pasa en —no:

. iy . w4+ efsmir
lim f{z) S lim ()
T — S E— e
—0
et .
= lim 14+ — - sinfr) =1
T —i £ 0 acotado

Pero entonces debemos concluir que @ = 1. Tenemos que estudiar la
existencia de b para el valor de m hallado.

—0
lim fl(e) —me = lim g+ ¢ -sin(r)— &£=10

r——34 r——Dnd

Pero entonces eoncluimos que 36 = (0. Como existen tanto m como &
entonees f () presenta una asintota oblicua en — ¢ de eenacién y = .

Veamaos ahora lo que pasa en +oc:
Usando la Regla de L'Hospital pademos deducir ficilmente que:

x T
L Uy
d4 lim — = hm — =4+
r—ta0 T o J_

v a partir de ésto Gltimo:

) . T4 e smnix)
lim = llm ——=
T—=] x T— o r

—+ O
r

= lim 1+ o ~sinft}=:>0
T— | b /1

Pero entonces al no existir rn debemos eoneluir gque es imposible que
J () presente una asintota oblicna en oo,
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Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:

En —oo: No posee pues tiende a —ac.
En +20r No posee pues tiende a 5o oseilando entre 400 vy —no.

Asintotas Verticales: No posee.
Asintotas Oblicuas:
En <t Una de ecnacin y = .
En 40 No posee.

Grifico Ilustrativo: A continuacion presentamos un grifico en el cual
se podri a preciar las caracteristieas de la funcion [ (] segin las
conclusiones obtenidas.

Figura 129: Grifico lustrativo de las Asintotas de [ ()

jAdvertencial: No deben confundir las oscilaciones con asintotas verticales,

(c)
Asintotas Horizontales

Estudiamaos los limites laterales:

—1

A (1425
hmo f{r) = lim N
o ) e ),2’(1 \ %] (=)

Luego: La funcién f () tiene una asintota horizontal de ecuacién y = 1 en
+oo y en —oo .
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Asintotas Verticales

Ahora hay dos puntos donde podria llegar a haber asintotas verticales:
r= —1% r = 1. Tendremos que estudiar ambos por separado para decidir
lo que ocurre.

, L a1 -2)
I AENE I e T 2

Como ven la funcién no presenta una asintota vertical en este punto.

e
— a2
lim f(r) = lim w =0
p—1- r——L>Aga="TT(ar 4 1)
=
, S
.rEH]h Jlr [.r'] - J'EE}I _I:_-L-+_1-F('r — J-ll -
i
Vemos entonces que en v = —1 la funcién presenta una asinfota vertical

que tiende-a +oc por izquierda ¥ a —oc por derecha.

Asintotas Oblicuas

Observen que como hay una asintota horizontal en — = entonces no podra
haber jamds una asintota oblicua en él. Lo mismo para —o0.

Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:

En —oc: Tiene una de ecuacién y = 1.
En +ac: Tiene una de ecuacion y = 1.

Asintotas Verticales:
En « = —1: Que por izquierda tiende at20 v por derecha a — .
Asintotas Oblicuas: No posee.

Grifico Ilustrativo: A continuacion presentamos un grifico en el cual
se podri a preciar las caracteristicas de la funcion [ () segin las
conclusiones obtenidas.
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Asintotas Oblicuas

Veremos gqie el hecho de tender a 400 0 a — ¢ es indistinto en cuanto a los
calenlos, razon por la cual podemos analizar los dos casos simultdneamente™.

. ST S
lim = lm e= =1
e T r—tae

Pero entonces debemos concluir que m = 1. Tenemos que estudiar la
existencia de b para el valor de m hallado.

lim (ir) — T = im —
e 'Ilrl :I p—scbac l

L
1 - [z 3 2

= limn -
L'Aogp. zosae ,[:7#1;‘?
T

1

Pero entonces concluimos que 36 = 1. Como existen tanto m como b
entonces () presenta una asintota oblicua en +oc de ecuacidn y =a + 4.

Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:

En —50: No posee pues diverge a —nc.
En +o0: No posee pues diverge a +oc

Asintotas Verticales:

En .r = (: Tiene una curiosa asintota por derecha donde la fun-
cion tiende a +oc, mientras que por izquierda la funcion tiende
a Cero.

Asintotas Oblicuas:
En —oc: Una de ecuacion y = =+ 1.

En +{o0: Una de ecuacion y = = + 1.

""Cuando hagamos ésto generalmente quedaréd claro pues lo indicaremos en log limites
poniendo. oo en lugar de o0 o —oo.
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EJERCICIO 8 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Pero entonces concluimos que 36 = —1—. Como existen tanto e como b
entonees. (] presenta una asintota oblicua en Loc de ecuacion y = .r-l—.

Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:
En —oc: No posee pues diverge a —oo.
En +o0: No posee pues diverge a +0

Asintotas Verticales:

En .- = ¢': Donde la funcién tiende por derecha a —n~c.
Asintotas Oblicuas:

En —=¢: Una de ecuacin y = — &
En +oc: Una de ecuacién y = z—f‘

Griafico Iustrativo: A continuacion presentamos un grafico en el cual
se podri a preciar las caracteristicas de la funcién [ () segin las
conclusiones obtenidas.

Figura 132: Gréfico Hustrativo de las Asintotas de [ (o)

2
|
N\
P

(f)
Asintotas Horizontales
Estudiamos los imites laterales:

i |
iy
[l |
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Asintotas Verticales
El inico punto donde puede llegar a haber una asintota vertical es clara-

mente .o = (. Pero:
11’111IJ flx) = 1+« Esun viejo conocido este limite.

Por lo tanto debemos concluir que no hay asintotas verticales para f [.r).

Asintotas Oblicuas
No puede haber va que en 4+o0o ya tenemos el lugar ocupado por las

asintotas horizontales.
Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:
En —oc: Tenemos una de ecuacion y = 0.
En +oc: Tenemos una de ecuacion y = (.
Asintotas Verticales: No posee.

Asintotas Oblicuas: No posee.
Grafico Iustrativo: A continuacion presentamos un grafico en el cual
se podréi a preciar las caracteristicas de la funcidn f(r) segin las

conclusiones obtenidas.

Figura 134: Grafico lHustrativo de las Asintotas de [ (x)
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(h)

Asintotas Horizontales

Estudiamos los limites laterales:

Al-& -5
lim fiz) = lm adl = r]

r—taa — ”r/{

Luego: La funcién f (] no tiene asintotas horizontales.

= dm

Asintotas Verticales

El finico punto donde puede llegar a haber una asintota vertical es clara-
menter = [

—
B 1t -

lim f{x] = lm = 400

r—) - it
~0
Por lo tanto debemos concluir que hay una asintota vertical en r =10

donde la funcién tiende a +o5o tanto por izquierda como por derecha.

Asintotas Oblicuas

Como el hecha de tender a +oc 0 a —og-np afecta para nada la natu-
raleza de la cuenta que debemos hacer, podremos contemplar los dos casos
en paralelo.

] () LA 4
litm = lim £
r—ton T r—an

=1

kN

Pero entonces debemos concluir que m = 1. Tenemos que estudiar la
existencia de b para el valor de m hallado.

3 2
) _ 2 R o ¥ g e |
Wi ST = i — oY
. ,1:‘1 23411 —,.t‘z,
= lim
r—daa .,rE
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Pero entonces concluimos que 36 = —3. Como existen tanto m como b
entonees, f () presenta una asintota oblieua en +oc de ecuacion y = r — 3.

Asi: Las conclusiones generales son:

Asintotas Horizontales:
En —oc: No posee pues diverge a —oo.
En +o0: No posee pues diverge a +0
Asintotas Verticales:
En r = 0: Que tanto por izquierda como por derecha tiende a
+na
Asintotas Oblicuas:
En —oc: Una de ecuacibn gy =« — 3.
En +ac: Una de ecuacién y = ¢ — 3.

Grafico Iustrativo: A continuacion presentamos un grafico en el cual
se podréd a preciar las caracteristicas de la funcién f () segin las

conclusiones obtenidas.

Figura 135: Grafico Iustrativo de las Asintotas de [ ()

Obtencion de las Asintotas de una funcioén

Los distintos tipos de asintotas que puede presentar una cierta funcién
f{x) son basicamente tres:
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Horizontales: Las ASINTOTAS HORIZONTALES son aquellas de ecuacion
y =1F con k € B una cierta constante. Los tinicos lugares donde
puede haber este tipo de asintotas son en —>¢ y +00. Para de-
terminar la existencia de una de estas asintotas en realidad el
procedimiento es muy simple:

» Determinar la existenciade lim f(z) =K, € Ry HI|H fir) =
r——ma PR
Ky 2 R

= lin caso de existir el primer limite v ser un niimero real se
concluye que y = K| es una asintota horizontal para f ()
en —oc, En easo de no existir el primero o dar oo se concluye
que f () no presenta una asintota horizontal en —oe.

» En caso de existir el segundo limite y ser un nimero real se
concluye que y = /5 es una asintota horizontal para f(r)
en +oc. En caso de no existir el segundo o dar oc se concluye
que [ (r) no presenta una asintota horizontal en 4o,

Verticales: Las ASINTOTAS VERTICALES pueden presentarse inicamente
en.r — a < B, razon por la cual no tiene ningin sentido buscar
las mismas en los infinitos. Las razones mas comunes por las que
en torno a un punto puede haber una asintota vertical tiene que
VEr Com:

s Denominadores que se anulan.

= Presencia de logaritmos enyo argnmento tiende a cero.

m

s Conando & — Z + k7 eon b £ @ en funciones como tan (i),
hecho que si se desmenuza un poco evidencia relacion méas
vale con denominadores que se anulan ya que tan () = 1';[[1]]

v los puntos de la forma antes mencionada corresponden a
los ceros del cos ().

Supongamos gue ¢ es un punto donde ocurre tal cosa. Entonces
para decidir si en dicho punto hay una asintota vertical hay que
estudiar los limites laterales:

hm  f(z) = L_ ¥ im flr)=1q

Tl r—=ir h

8iAL_ v nos diera +nc deberemos coneluir que hay una asintota
vertical © = a que por izquierda tiende a +5¢. Lo mismo se hace
por derecha.
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Observacion: No es necesario gue forzosamente tanto por derecha
como por izquierda las asintotas verticales tengan el mismo com-
portamiento, habiendo muchos cases posibles incluso algunos raros
como el de [ (r) =« + que presenta por derecha una asntota ver-
tical en = = 0 que tiende a +o¢, mientras que por izquierda la
funcién tiende a (0.

Oblicuas: Las AsSINTOTAS OBLICUAS se producen cuando para valores de
x tendiendo a +0¢ la funcién f (ir) adguiere un comportamiento
muy peculiar y sé va pegando a una recta de ecuacion y = mx +6

~ la que diremos serd la ecuacidn de la asintota oblicua. Tenemos
claro que precisar lo que significa ir pegdndose a una funcidn, lo
que motiva la presente:

Definicién: Diremos gue f () presenta una Asintota Oblicua
en +oc si dm,b € B tales que la recta de ecnacién y = mr +

b verifica 3 lixln Flx) — (mz 4 b))y =. La misma definicién la
T— o

copiamos para —= haciendo las modificaciones pertinentes.
Tenemos ahora que obtener algiin método gue permita identificar
a la recta y = mx 4+ b con las caracteristicas de la definicidn, lo
que significa encontrar 5i es gque eristen m, b (€ con la
propiedad enuneiada en la definicidn. A continuacién presentamos
un método muy sencillo para poder decidir si en +o0 hay 0 no una
asintota ohlicua v en tal caso determinar su ecunacion. El mismo
método se aplica para estudiar lo gne ocurre en — ¢ haciendo las
adaptaciones obvias.

s Primero estudiamos si:

3 1 )

T—+tao I

=mcR

Si el mismo no existe o bien nos diera infinito debemos con-
cluir gue no puede haber una asintota oblicua para f () en
+ox.

Observacion: Observemos que como para que hava posi-
hilidad de que f(r) presente una asintota oblicua en +oc

con m #= 0 e5 requisito indispensable que la mis-
ma sea divergente, razén por la cnal si supiéramos que es
derivable y contaramos con la informacion adicional de que
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Ejercicio 11

(a)

Tenemos que averiguar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de
J'(r) para poder decidir sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD de f(x),
va que sabemos que un intervalo (a.b) donde ['(r) es creciente ¥r < (a,b)
es un intervalo de convexidad para f(z) ¥ uno donde f'(z) sea decreciente
serd uno de concavidad. Podriamos estudiar los puntos criticos de ' (a):

Cp =4r EDom (V) [y =0vAf" («) v /" no es continua en &}

v eonfeccionar nuestra tipica tabla para estudiar erecimiento, la cual ahora
nos darid informacién sobre la concavidad de la funcién eriginal § (o).

() = 4 + 92° 4 22 = 1 ey =12+ + 180 42

—1a £ 4/228 18 L2357 04+ a7

= =0 = =
) g 21 24 12
H = _I:J_IﬂjE
= ACEIOS Y — —0y P
2 2

Tratandose de f” una funcion cnadratica con eoeficiente principal positivo,
sabemos que la misma serd negativa en el intervalo (. ra ) formado por sus
dos raiges y positiva en el complemento de dicho intervalo. La tabla quedaria
asi:

| [ (=0 [ a | (epme) | oy | (2, +2¢) |
i + _ +
S A ™y pd
7 0 |PL| n  |PL 0

Conclusiones: [(r) es concava en (—oo,ar) ¥ (rg,+90), ¥ convexa en
{r,..r2) teniendo dos puntos de inflexién respectivamente en ry y s,

(b)

Procedemos como en el item anterior estudiando el erecimiento de ' ().
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Pl = (L4 —202 5 T ww® L (LA e )
- (14 x2)” (14 1:'1]2 (14 2)?
f”li.r'l _ —2r (14 :j'l Y L QI:L-I-J‘JT 2
' ' (L4227 (1 + x2)®
2z leat -2+ z.rf] 2w (z - 3)
P (1 22 (1422
b \% v3
=0 = Lr=0
N
Hacemos ahora la tabla usual para estudiar la coneavidad:

L[ Coe—v8) [ V3] (VB0 [0 [(0v8) [V3 ] (V3 +c) |
i — ¥ - T
f ™~ v Ny i
I r P.1 I Pl N P.I I

Conclusiones: f{r) es concava en (—+/3, 0) ¥ [v'ﬁ +0oc), ¥ convexa en
(—oc,=<V3) ¥ {D:-,,/'P_:}, teniendo tres puntos de inflexién respectiva-

mente en —x-"'i [y V3.
(e)

Procedemos como en el items anterior estudiando el crecimiento de /7 ().

—re
2 drPe = 207 (207 — 1)

flx)y =
JIrH' lJ_jI —

1
=lpag™ Ve
Igzﬁ

Hacemos ahora la tabla usual para estudiar la concavidad:

Cx5) -5 | (-Hahl @\
i + . +
T / N /
I U PI & Pl U




.'.l
s 1
ectivamente en —avy

w
ﬂﬁpartant.e observar
¢ 115] Wi oﬂ confeccionar la tabla.
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N2ar® — 5P 3, dar= 3" 2—|—£- Y —F, da — G
3

L=

§' tmo="=
. (200® — .r:;)_:-:: (—20% (da — 3.r]2 +3(da — 62) 2" (2a — 1))

. (Qf;'.r"! — .r'.sj,l_;;': et ([12{? —18z)-(2a — o) — 2+ (da — 3.1?]2)

O =3 =

22 (24.”9 19w — 3607 + 182 — 324 +,Lsfn-—i*aﬁ)

0. o5 [‘2:; — I:IL
“8q% °
e = Dnm(.f”]=R—{[],‘2a}
9. ra(Pa—u1)?

jObservacion Muy Importante!l: El lector que haya logrado superar
el trauma de seguir la cuenta anterior, podri percatarse de que la misma
85 sumamente engorrosa. La tnica razén por la que hemos tenido éxito en
realizarla es debido al suficiente cuidade en no desarvollar los paréntesis v
ertraer la mayor cantidad de factores eomunes. Es muy frecuente que el
alumno que recién comienza tienda a desarrollar los mismos, hecho que serd
nefasto para hallar los puntos criticos en ejemplos como el de més arriba. Por
es0 nuestra fuerfe recomendacion es que no lo hagan.

Podemos ahora confeccionar la tabla usual para extraer nuestras conelu-
siones. Es importante observar que:

=) = S
e— y—

,Jrﬂ(”') = — = =T < [

f” (Sﬂ'] = 1] .-, = []
0(3a)7 (—a)®
e

=0 <0

(=000 | 0 | (0,2a) ]| 2a [(2a.40c)]
il + . -

I s N i

i U PL| V0 [PE U
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Conclusiones: [ (.r]es concava en (—oc.0)y (2a. +oc), ¥ convexa en (0, 2a)
teniendo dos puntos de inflexion respectivamente en 0y 2a.

()

s 1
i) = 2rln(c)+ o == (2In(c) + 1)

g
i 2 &
[iz) = Eln[w]-l—?-l—l:‘.zln[.:]—kﬂ
= (& r =2
Pero entonces 'y = f‘ﬁ} v podemos eonfeccionar la tabla correspon-
diente para estudiar la concavidad:
([]. f__) Ky (f!_%. +:1c)
- ¥
f N 7
T N PL ¥

Conclusiones: [(r) es concava en (: ‘3-%: +-x) ¥ CONVEXA en (D,r—%) te-

- . . - a8
niendo un dnico punto de inflexion en x = ¢7=.

Concavidad y Convexidad

Tanto este ejercicio como el que le sigue tienen como objeto que el alum-
no practique los métodos para hallar los INTERVALOS DE CONCAVIDAD Y
CONVEXIDAD de una cierta funcién [ (r) a partir de criterios que involucran
generalmente el estudio del crecimiento de la derivada f' () — o lo gue es
lo mismo — el estudio del signo de f" () cuando la misma existe. Clara es
la importancia de mencionar gue la propiedad de ser concava o convexa en
un _cierto intervalo es independiente de la de ser derivable. Dichas nociones
pueden — y de hecho es asi como se hace — ser definidas en términos que
no involueren en lo absoluto la derivabilidad o continuidad.

La ventaja de hacer las definiciones ron independencia de la derivabili-
dad es que aumenta el alcance de la misma. Por ejemplo una funcién como
fix) = |r| que no es derivable en r = 0 cumple todos los requisitos para

53l
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Figura 136: f () CONVEXA ¥ g (x) CONCAVA.
A Y4

gla)

gib)
gix)

gix )

Se pueden apreciar los grificos de dos funciones, (@) v g(r) de las cuales la
primera se dice CONVEXA sobre el (a.b) mientras que la segunda se dice CoOncava
sobre el (a. b).

que gquisiéramos llamarla eéneava, pero nos seria imposible si la definicidon
aludiera a propiedades de f'(z), la cual no existe en r = (l.

Pueden consultar el grafico en esta pagina para que ilustre la propiedad
que nos gustaria aislar en nuestra definicién. Como se puede apreciar en el
mismo, hay en principio dos formas de interpretar lo que ocurre en el dibujo,
una més general ¥ la otra mas restrictiva:

Pensando en términos elementales: Se logra que el alcance de la defini-
cion exceda el Ambito de las funciones derivables, pues la misma tendria
sentido para funciones no derivables.

La Propiedad de ser Céncava: Es la de verificar que la cuerda que
une los puntos (aq. f () v (o, f (iry)) se encuentre por encima
del grafico de f (.r) para todo par de puntos xy < »{ & |a, b

La Propiedad de ser Convexa: Es la de verifiear que la cuerda gque
une los puntos (g, [ (xg)) ¥ (. f(r)) se encuentre por debajo
del grafico de f (.r) para todo par de puntos g <.y & {a, bl

En términos de la derivada: 5i nos permitimos hablar de derivada, po-
driamos enunciarlas como sigue, claro que esta definicion seria mucho
méas restrictiva.

532
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La Propiedad de ser Concava: Eslade verificar /' [ creciente so-
bre el (a,b). Si nos librames por completo de nuestras ataduras
permitiéndonos hablar de la derivada segunda entonces podriamos
enunciarla como la de ser [ (&) = 0¥z £ (a, b).

La Propiedad de ser Convexa: Es la de verificar f' () decreciente
sobre el (a,b). O bien la de ser [" (z) < 0¥z € (a,b).

Ya teniendo en claro las propiedades que gueremos aislar viene ahora la
disyuntiva: j Por euwdl definicion hemos de decidirnos?. Tal vez la primera sea
més general, pero se ve complicada a la hora de trabajar. Por otra parte si
bien la segunda es muy préactica a la hora de trabajar, dejaria sin posibilidad
alguna de contemplarcion a importantes funciones eomo ||, la enal quedaria
excluida desde ‘el vamos. Y ahora la mas importante pregunta de todas:
i Coinetden ambas definiciones en el caso de funciones derivables tantas veces
coima s& fecesite .

De las preguntas anteriores la més importante parece la 0ltima, pues en
caso de que la misma fuera cierta no habria duda alguna sobre la eleccidn
de la primer definicién. La misma es lo suficientemente general como para
abarcar una amplia familia de funciones, v seria muy facil de chequear su
verificacion en el caso de estar trabajando con funciones derivables — al
coincidir en dicho caso con la sequnda.

Y la feliz respuesta es que podemos adoptar con toda tranguilidad la
primer definicion y demostrar que si () fuera derivable las veces gque haga
falta, entonces la misma coincidiria con la segunda definicién. Sin hacer nna
demestracion formal de ésto altimo — hecho que ercede el marco de esta obra

~ presentamos a continuacion los enunciados de los resultados tipicos que
pueden probarse si hemos partido de adoptar la definicion més general de
CoNcavIDAD ¥ CONVEXIDAD, es decir la primera.

Teorema: Sea [ : (a.b) — B derivable. S5i [’ es creciente entonces [ es
Concava sobre el (a,b). 51 f' es decreciente entonces [ es CONVEXA sobre
el (a.b).

Observacion: Fs importante observar que si ' es continua en el (a.h)
entonces vale la reciproca del teorema anterior.

Teorema: Sea [ : (a,b) — I derivable eon /" continua sobre el (a.b).
Entonces valen las signientes equivalencias:

1. [’ es creciente si y sdlo si [ es CONCAVA sobre el (a.b).
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2. f"es decreciente si y sdlo si [ es CONVEXA sobre el (a;b).

Corolario: Sea f : (a.b) — R dos veces derivable. Si /" = 0 sobre el
(a.t) entonces [ CONCAVA en dicho intervalo. 5i 7 <2 0 en el (a.5) entonces
fes CONVEXA.

Puntos de Inflexion

Definicién: Dada [ : (a.b) — R y iy € (a,b), diremos que & es un
PUNTO DE INFLEXION de frsi 34 = 0 tal que ocurren-una de estas dos
posibilidades:

1. es CONVEXA sobre (g — d.orn) v CONCAVA sobre (rp.an + 4.

2. f es CONCAVA sobre (g — d,.25) ¥ CONVEXA sobre (aq, o + ).

Figura 137: PUNTOS DE INFLEXION

Se pueden apreciar el grafico de una funcion que tiene un punto de inflexion en
o=,

Evidentemente la idea geométrica de los PUNTOS DE INFLEXION es que
en ellos a vn lado v a otro de la funcién hay un cambio en la concavidad.
Contamos con una importante proposicion que nos da un eriterio muy 1til
pata determinar si un punto es de inflexion.

Proposicion: Sea [ :(a.b) — . 5i.ay es un punto de inflexion de f, [
es continua en un entorno de o y 3" (ira), entonces debe ser /" () = 0.
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jObservacidn! La reciproca del teorema anterior no es cierfa, tal como lo
pueden comprobar en el siguiente ejemplo:

» Clonsideremos f (x) = &', f es derivable con eontinuidad sobre todo

E; f"(0) = 0. Sin embargo, + = (| no es un PUNTO DE INFLEXION.
Pueden comprobarlo visnalmente:

Figura 138: PUNTOS DE INFLEXION

\ 00 ."I
".I 500 /
\ 400 /
H"n 3|m]i !
\'1,\ 2001 ,r/
kY i i
'\ 100 >
\‘H-__ ! /
- Faana:
f(x) = 2" no tiene un punto de inflexién en r = (0 pese a ser derivable con

continuidad y-existir f({0) = 0.

iCuidado con las Hipétesis! Un ejemplo del cuidado que hay gue tener
en verificar las hipotesis de los teoremas que vamos a aplicar lo presenta la
signiente situacion.

= En relacién a la proposicion de més arribas fx) = 3 es convexa en
(—oc, 0) y eoncava en (0, +-0c) - ver figura 139 en la pdgina siguiente
pero ni siquiera 37" (0) va que:

TRy —
lim M = o
R0l h

razon por la cual serfa ridiculo inferir que entonces debe ser " (1) = (.

Meétodo Practico

Pero la cierto es que los teoremas v proposiciones precedentes nos pro-
porcionaran un excelente método para determinar los INTERVALOS DE CON-
CAVIDAD ¥ CONVEXIDAD asi como también los PUNTOS DE INFLEXION.

R



EJERCICIO 11 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Figura 139: La funeién f{.r) = @d,

A AN

La misma s convexa en (—oc, 1] ¥ eoncava en (0, +oc) perosn derivada segunda
ni siguiera existe en o = (.

Vimos que hay una estrecha relacion entre el crecimiento de [’ () v la
concavidad de [ (r), siendo posible determinar ésta fltima a partir de lo
primero. Tengan en cuenta que determinar los intervalos de crecimiento de
una funcidn es algo que venimos haciendo hasta el cansancio, razén por la cual
va no deberia presentarnos ninguna dificultad. Lo que se ha hecho es reducir
el problema del estudio de la CoONCAVIDAD ¥ CONVEXIDAD al estudio del
crecimiento de f', tarea para la cual contamos con un arsenal de técnieas.

Por ejemplo supongamos que [ : B — R y que la misma fuera deri-
vable dos veces. Si por algin método hubiéramos determinado los PUNTOS
CriTicos de f' (ir) como:

E.r‘r.- = {.:'[] < ar o= .JT-_;_I}

entonees_a partir de la confeccién de una simple tabla come:

| [(—o0,ag) | o | (o) | oy [ Gryeera) ] Ty | (g, +2¢) |
JIrH _ + " N _
[ ™y i ™y ™
! l Pl I P.1 m Noes PLL i

A partir de esta informacion podemos determinar que:
» [ es CONVEXA en: (—5¢.a) ¥ (o, xa).
s [ es CONCAVA en: (irp, ) ¥y (2, +0¢).

s f tiene dos puntos de inflexion, asaber: o = my © =
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EjerCiCiﬂ 12— Hay un error en el enunciado

Observacion: El enunciado de este ejercicio tiene un error — como podrin
comprobar a continuacidn. Las abscisas de los cineco puntos correspondientes
a EXTREMOS LOCALES v PUNTOS DE INFLEXION no son equidistantes.

Como este ejercicio requiere el manejo de las nociones de Convexidad
v Concavidad seria recomendable que quien no haya ahondado en las mis-
mas consulte la seccidn “CoNcAvVIDAD ¥ CONVEXIDAD" en la resolucion al
ejercicio anterior - en la pagina 531.

En el presente ejercicio necesitamos estudiar el crecimiento y concavidad
de f, para lo cual tendremos que estudiar los PUNTOS CRITICOS tanto de
[ eomo de su derivada y hacer las tablas correspondientes, de las cuales
extraeremos nuestras conclusiones.

Observacion: No hay problemas de dominio para. f (] ya que por hipote-
sis gs a = (0, siendo Dom ( /) = .

P (-FE + a) — 22° a—
filz) = = ———=0 & ac{-vava
(= (22 + a)* (r? 4+ a)” { }
= O ={-vd.ya}

Con esta informacién presentemos la tabla usual para estudiar el erec-
imiento de . Tengamos en cuenta para esto que:

—3a

DL i
R = LD "0) = ———= 0 -2 -
o E Vo) (#Z4a)* <0y £ (2 + )t 2003, (~2va) (22 4 a)”
[ T[(=o0,—va) [-va [ (=vae) [§/a | (Va,+x) |
- B -
S/ ™ oy ™
Conclusiones Parciales: [ (.r) es decreciente en (—os0, —/a) v (e, +a0),

y creciente en {—4/z. /a), teniendo en —+/a un MINIMO LOCAL ¥ en
va un-MAXIMO LOCAL,

Ahora analicemos el crecimiento de la derivada.

<
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—2x I:r +f?- I:r_z—::. :] EI:_,;_rl-f"F"] D

s
S ) [REire= Ty
=i |:-4'2 +a+2a = Ezjj
— (.rf-l—ﬂt]:‘;
2 (2 — 3a)

E-r2+ﬂ]3 = %{ V3a,0, E}
=¥ =.{—v’§: 0, v’ﬁ}

Armamos ahora la tabla correspondiente para estudiar los intervalos de
concavidad:

[ G —v3a) [—v3a [ [-V3m0) [ 0 [{0:v/5a) [ V3a | (Ve +x] |
" — + — +
I Sy s ™ s
I & P.L U P.L r P.L U

Conclusiones Parciales: [ [r) es concava en |[—1.,-"3:z.[]]| ¥ [f?m,—l—:x:u:l, ¥
CONVEXa en [—-'}G, ~v3a)y [[]: v/3a), teniendo tres puntos de inflexion
respectivamente en —v'3a, 0 y v/ 3.

Conclusiones Finales:

Intervalos de Crecimiento: f (r) es decreciente en (—oc. —/a) v
(v/a.+oc), v creciente en [—y/a,4/a):

Extremos Locales: [ (ir) tiene un MINIMO LOCAL en —y/a y un
MAiximo LocaLen /o .

Intervalos de Coneavidad y Convexidad: f(r) es cincava en [:—‘V{S_fi' . []]
v (v/3a.40c), ¥ convexa en (—o0, —/3a) y (0,v/3a).

Puntos de Inflexitn: f () tiene tres puntos de inflexitn respectiva-

mente en —y' Ja, 'y v 3a.

Observacion: Podrin apreciar que los cinco puntos, entre EXTREMOS
LocALES y PUNTOS DE INFLEXION, no son eguidistantes.
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Ejercicio 13

Indicaciones

En este punto de la practica ya contamos con todos los recursos tedricos
para — dada una funcidn f — poder analizar todos los aspectos de la misma a
fin de poder realizar un grafico bastante aproximado de ella. Mas ain hemos
practicado en ejercicios anteriores el método para estudiar por separado:
ceros; positividad y negatividad; intervalos de crecimiento y de decrecimiento;
ertremos locales; asfntotas horizentales, verticales y oblicuas; intervalos de
concavidad y converidad; puntos de infleridn; ete...

Este ejercicio es para aprender a unir todos los ingredientes a fin de poder
volear toda la informacion obtenida en un gréfieo, el eual seguramente ser
muy fiel al aspecto de la funcion. Con el objeto de establecer un método
de trabajo sistematico y ordenado, los items del presente nos guiarin en el
proceso de obtencidn de dicha informacion.

Observacién: Si observan en el enunciado del ejercicio podrian comprobar
que primero se nos pide estudiar los extremos locales determinando si son o
no absolutos, v luego las ecuaciones de las asintotas. En opinion del eseritor
v sin que esto niegue la utilidad de seguir el orden propuesto por la guia, si
tenemos en cuenta que para determinar si un extremo local es absoluto o no
muchas veces necesitamos la informacion que nos proporeionan las asintotas,
encontraremos mas apropiado intercambiar el orden de ejecucitin entre los
puntos (c) ¥ (d). Un ejemplo del por qué de esta postura: si confamos con
la informacién de que f () tiene una asintota vertical en = = 1l en la cual la
funcion diverge a +o0, inmediatamente descartaremos a los miximos locales
como absolutos yva que jamas podrian serlo al tomar f () valores tan grandes
COmo e guiera.

Sobre las raices de f: Aunque el ejercicio no lo pida a veces — cuando
y sdlo ewando salten a la vista fdcilmente — es posible determinar los ceros
o rafces de f. En dicho easo serd muy recomendable tenerlos en cuenta a la
hora de dibujar va que es informacion relevante del grafico de la funcion. Por
lo tanto cuande sea posible y la cuenta lo permita haremos el estudio de los
meneionados.

Recomendaciones para graficar: Tengan en cuenta gue aungue conte-
mos con toda la informacién necesaria para realizar el prifico de la funcion
f () con una precision bastante buena, a veces es posible marearse v no
saber disponer la misma adecuadamente a la hora de hacer el dibujo. Es
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muy comiin encentrarse con ejemplos donde los alumnes han hecho un cor-
reeto anilisis de los distintos elementos del grafico, mientras que a la hora de
hacer el mismo los resultados son desastrosos. Esto iltima es una pena va que
la finalidad de colectar tanta informacién tiene como objeto precisamente la
confeccion de dicho grafico. La clave para haecer ésto adecuadamente es:

s Marcar en el plano todes los puntos de la forma (o, f (r)) si o es un pun=
to que ha sido tenide en cuenta en las distintas tablas gue realizamos,
tanto la de INTERVALOS DE CRECIMIENTO como la de INTERVALOS
DE CONCAVIDAD. La razdn de marcarlos es que los mismos son puntos
importantes del grafico de la funcitn, ya que en ellos suelen oeurrir los
cambios interesantes.

s Marear también en forma adecuada los puntos que correspondan a
raices de la funcidn, va que éstos también son relevantes para el griafico
de la misma.

= En las asintotas verticales no confundir el infinito al que tiende la
funcién por derecha y por izquierda. Recuerden que inclusive podria
tender a un nimero real por uno de los lados y a infinito por el otro
como en el casode ¢ en r = 0 donde la misma por izquierda. tiende a
cero mientras que por derecha a +oc.

s Dibujar en lo posible respetando los signientes prineipios:

s Empezar desde —oc v graficar sdle hasta el primer punto mar-
cade en el grafico al principio en el primer paso, respetando el
erecimiento y la concavidad.

» Dihujar desde el punto del grafico en gue se encuentran de corrido
hasta el inmediato siguienie también respetando el crecimiento v
la concavidad.

e Recuerden que-en un EXTREMO LOCAL f'(r) = 00 — si existe—
razén por-la cual la recta tangente a la funcidn en dicho punto
serd_horizontal. Seria bueno que el grafico refleje este hecho.

# En lo posible traten gue se note el cambio de inflexion en los
PUNTOS DE INFLEXION.

Advertencias

Para comprender el desarrollo del presente ejercicio es altamente re-
comendable que hayan leido — o si aiin no lo han hecho que lo hagan — una
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serie de secciones dedicadas a explicar propiedades gue se utilizarin todo el
tiempo en el desarrollo del mismo. Dichas herramientas van desde teoremas
elementales como los de BoLzano vy VALORES INTERMEDIOS, hasta otros
méis sofisticados como los teoremas que relacionan el crecimiento de [ con el
signo de su derivada (', teoremas para la determinacion de los intervalos de
concavidad y convexidad, ete... A continnacién enumeraremos las secciones
que deberian tener en cuenta para poder comprender lo que sigue:

s La seccidon “ASINTOTAS ¥ METODOS PARA HALLARLAS" en la pégi-
na H21.

= La seccibn “REGLA DE L'HOSPITAL" en la pigina 452.
= La seccién "DERIVADA ¥ CRECIMIENTO” en la pégina 428.

s La seceiim “CRECIMIENTO SEGUN EL SIGNO DE LA DERIVADA™ en la
pagina 479.

s Laseccion “DETERMINACION DE LOS INTERVALOS DE CRECIMIENTO"
en la pigina 486.

s La seccion “CONCAVIDAD ¥ CONVEXIDAD" en la pagina 531.

(1)
(a)

Observemos que Dom (/) = E. En cuanto a su derivada como:

_ 2 _1 . . SN2e ) 2 3 2 — B
'

. = — a J.—. — Ta'e= e
fla)=grt{l-a) s T 3-vx

entonces vemos que el dnico punto donde la misma tiene problemas es + = (.

Asi: Dom (f) =R y Dom (") = E_,.

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratdndose de f* una funcidén con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de erecimiento de f es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOs CRITICOS.
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Il
-
<1
]
[l o

4

)

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento
a partir del signo de la derivada. Recordemos que deberemos incluir en la
misma al punto = = [l por no pertenecer al dominio de la derivada.

| | (—ec.0) | E[]:%] | (?Tr‘l":":] |
Fleco s -[re)- 2 [ e [
[ N & h

Luego: [ (x) es creciente en [[]. é]I ¥ decreciente en (—o0,0) y (E’ +00).

(d)
Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar
los limites laterales para = tendiendo a +20 v —o0.

—ko
.-—__I"‘—-. 1
JEGHEr = I e (; 3 1) \ ¢
[

Pero esto descarta la posibilidad de que hayan asintotas horizontales.

Asintotas Verticales: Es claro que no posee.

Asintotas Oblicuas: Procedemos de la manera usual.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

Pero entonces no hay posibilidad de que nuestra funeién tenga asintotas

oblicuas.

Luego: [ (x) no posee ningin tipo de asintota.
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(¢)

5i abservamos la tabla es inmediato que en » = 0 f fiene un MINIMO
LOCAL mientras que en r = ; tiene un MAX™o LocAL. Observen que al
contar con la informacion de las asintotas sabemos que Im (f) = [, razén
por la cual ningin EXTREMO LocAL tendrd chance de ser absoluto.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde [ resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
gue en aguellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como™:
I _1_12_5"'_£ (g Eo =
.:_—3‘{??—3 o)
entoneces:
. 1
f'&) = =507t +(2-52) (‘5) )

2 .
L —E.c'% - (5o + 1)« Quedd muy sencilla.

2 (5 + 1)
9. Wt
——

A0

| o=

= ea=—

== (T = !
ﬁE‘r.'— —E

Observacion:  Es sumamente importante que se den cuenta lo 1til que
es dar la forma adecuada a las expresiones antes de comenzar a derivar -
parg-que las euentas queden sencillas — v luego del proceso de derivacion
saber extraer los factores comunes adecuados para que los ceros de [ salten
a lo vista fdeilmente. Recuerden que una de estas cuentas puede volverse
irrealizable si no observan estas recomendaciones.

B 0hserven como la expresion de la derivada la acomodamos de forma tal que gquede
préctica a la hora de volver a derivar, minimizando asi la cantidad de cuentas a realizar.
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Hacemos ahora la tabla usual a partir de la cual extraeremos la informa-
cifn sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD ¥y PUNTOS DE INFLEXION:

L (oo —a) [ -5 [ GRO [ 00 [(0.+) |
= N -
rl N ~
I L Pl i Noes P.L i

Luego: Debe ser f CONGAVA en (—oc, —1) y CONVEXA en [~ F.+o0).

(f)
A partir de la informacién de la tabla realizada para determinar los In-

TERVALOS DE CONCAVIDAD es claro gue f tiene un iinico PUNTO DE IN-
FLEXION en & = —1L.

Ceros o Raices

En el caso de la presente funcién no hay dificultad en calcular sus raices
siendo claro gue:

alia

i () =0er=0ve=1

(2)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccion “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahf encontrarin itiles consejos que servirdn para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacion colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:
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Figura 140: Grafico de [ (r) segin el estudio realizado.
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El punto de inflexién en o = —0.2 no es muy brusco como en otras fanciones.

(2)
(a)
Observemos que Dom ([} = E. En cuanto a su derivada como:
714}, = 2 sin () cos (2)
entonces vemos que que la misma no presenta ningin tipo de problemas.

Asfi: Dom ()= R y Dom( f") = R.

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratindose de ' una funcién con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de f es de
extrema utilidad la determinacién de sus PunTos CRITICOS.

fz) = 2sin(r)ecs(e)=0=rec{kr: k EE}I_I{%-I—E'W: .F:.EE}
= L =Jkm ik EE}LI{%-I—#H: .F.'EZ}

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento
a partir del signo de la derivada, teniendo en cuenta que como sin® (ir] es
una funcibn periddica de periodo = entonces serd suficiente eon analizar su
comportamiento en el intervalo (0, z). Deduciremas el eomportamiento de la
misma en cualquier otro intervalo a partir de la informacion colectada para
el anterior.

i |
s
[l |



EJERCICIO 13 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

1 ©F) [ (Ga) ]
(3) - [ e L
7 N

Luego: [ () escreciente en (0. 3) v decreciente en Ii% 7 |. Debido al cardcter
periodico del sin® (i), al ser dicho perfodo = podemos inferir que [ (i)
serd creciente en cualquier intervalo de la forma (2kr. %+ 2krm), e ¥

decreciente en cualguiera de la forma [5 + 2kmw, 4+ ‘E.hrjl: e

(d)

Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar
los limites laterales para r tendiendo-a + y —. Sin embargo es
claro gue:

# lim sin” () ¥ A lim 5i11£[.r:|
——0 R

Para ver esto podemos usar el CRITERIO DE LAS SUCESIONES — el eual
pueden consultar en la resolucidn del EJERCICIO 10 de la PRACTICA

4 en la pigina 273.

Consideremos:
T
B, = = s — O v b=l g — s
n—tac 2 n— s
Como:
0 =1
. — . \S o . PV
lim sin®(a,)]=0 y lim sin®(b =1 = # lim sin (z)
r—— 0 —— T :
Consideremos:
T
i, = maw —— ¥ b, = —+nm — 4+x
— o @ a3
Comao:
=i 1
2 2 2
lim s (a,) =0 ¥ lim sin” (b,) =1 = #-lim sin (x)
Ta—-| 3o re—=- o : e el .

Pero esto descarta la posibilidad de que hayan asintotas horizontales.
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Asintotas Vertiecales: Es claro que no posee.

Asintotas Oblicuas: 5i bien dadas las earacteristicas de esta funcién es
claro que jaméas podra poseer ASINTOTAS OBLICUAS, la misma consti-
tuye un interesante ejemplo de como puede existir m como candidato
a posible pendiente para dicha asintota sin existir # para la misma.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

acotado
. 2
il E——
w— e T
E—
Sin embargo como:
lim sin” () —0-x= EJ__:rb.lm sin” () — Y éste tltimo 7.

debemos concluir que no puede existir & & T tal que y = mao + b sea
una asintota oblicna para f.

Pero entonces no hay posibilidad de que nuestra funcién tenga asintotas
oblicuas.

Luego: [ («] no posee ningin tipo de asintota.

(e)
Si observamos la tabla, como f () es creciente en cualquier interva-
lo de la forma (2kr. T+ Ekrj:kex v decreciente en cpalguiera de la forma

[} LI, T + ‘E.irrr]l:kex, es inmediato gue la misma verifica:

res MAXIMO LOocaL = pc {% ‘hkw: ke E}
res MiNmo LocaL <= ce{kr: ke Z}

Como 0 < sin® (#] < 1 y justo en los maximos y minimos hallades vale la
igualdad, es evidente que los mismos son ABSOLUTOS.

(e)

Pasamos-ahora al estudio de la concavidad, para lo eual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde f' resulte creciente la funcién f serd CONCAVA, mientras
gue en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.
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Cnmo:

frf:-r:] = 2sin (x)eos(x)
= [M(z) = 2-(eos” () = sin” (1))

Usando la importante identidad trigonométrica que dice:
cos (a-+h) = cos(a)cos (a) — sin (a) sin (a)
aplicada al caso particular a = = = b, se llega facilmente a que:

) 3 (] = 2-cos(2r)=0

i

R E-I—.F.‘Ei—ﬁ.:EE
o il
=Sr = — s ol
T -l_-+ 2 =
e T
= {Tn=4= A:—:A—EE}
! N2

Hacemos ahora la tabla nsual a partir de la enal extraeremos la infor-
macién sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD y PUNTOS DE INFLEXION,
teniendo en cuenta que como " (r) es una funcion periddica de periodo =
serd suficiente con analizar la misma restringiéndose al intervalo (0. 7).

09T [0 gl
T+ — T
i Ve o o
71 U [PLl U [PL|. U

Luego se tiene gue:

Los INTERVALOS DE CONCAVIDAD de [ (r) son:

3
(kTr. h + .hr) —u + kv, w k%
4 et 4 -

£

Los INTERVALOS DE CONVEXIDAD de () son:

T

T 3
(— + k- Prr)
4 4 ke X
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(f)

A partir de la informacién de la tabla realizada para determinar los IN-
TERVALOS DE CONCAVIDAD es claro que f tiene sns PUNTOS DE INFLEXION
en el conjunto {% +hkw: ke E} o] {%rr + kgt L kS Z}.

Ceros o Raices

En el caso de la presente funcién no hay dificultad en calcular sus raices
siendo claro que:

sinﬂl':..r.] =0=rc {R'rr: ke E}

(g)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccidn “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahf encontraran ntiles consejos que serviran para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiose informaeion colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 141: Grafico de [ (r) segin el estudio realizado.

/
L PN
-3 -2 -1 1 x 2 3

Obviamente el grifico se repite hacia +oc v —oco.
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3)
(a)

Observemos que Dom ( f) = E ya que es un sencillo polinomio.

) = 5e' —5=5-(«" = 1)
= 5- (-Ff AL - (a* + 1) « Diferencia de Cuadrados.
Befo = 1o+ 1) - (2® 4+ 1)

Obviamente al ser la derivada de ésta funcién un polinomie su dominio es
también F.

Asf: Dom( f) =Ry Dom ( ) = R.

(b)
Como vimos en ejercicios anteriores, tratdndose de ' una funcitén con-

tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PunTOs CRITICOS.

Fle) = 5 —1)-(w+1)- («7+1)
= o e {-1.1}
(=11}
Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el ‘erecimiento a
partir del signo de la derivada.

(T [ By i ]
F| rim = | + | oo d | = V=) = s | +
S s 1 e

Luego: f(x) es creciente en (—oc. —1) v (1, +o¢), v decreciente en (—1.1).

(d)

Asintotas Horizontales: Claramente no posee ya que es trivial comprobar
que los limites laterales sin infinitos — hecho que ocurre para cualquier
polinomio. Observemos que:

hm fo) = 4o ¥ Iim (7] = —o0
T— e r— a0 )
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Asintotas Verticales: Es claro que no posee ya que los polinomios no las
tienen.

Asgintotas Oblicuas: Procedemos de la manera usual.

Para la pendiente m estudiamos la existenecia de:

— e
2
& ),

Lim = lim = +ad

r—+asa’ r—taa ,ﬁ"

Pero entonges no hay posibilidad de que nuestra funecion tenga asintotas
ablicuas.

Luego: f(x) no posee ningin tipo de asinfota.

(e)

Si observamos la tabla es inmediato que en » = 1 f tiene un MINIMO
LocAL mientras que en r = —1 tiene un MAXmMO LocAL. Observen que al
contar con la informacion de los LIMITES LATERALES sabemos que Im (/) =
[, razém por la cual ningtin EXTREMO LOCAL tendra chance de ser absoluto.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo eual determinaremos
los INTERVALOS-DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que 'en aquellos
intervalos donde f* resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aguellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como:

[z = 5‘(5‘—1]
ey = 208 =02 5=0
= = {0}

Hacemos ahora la tabla usual a partir de la cual extraeremos la informa-
cién sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD y PUNTOS DE INFLEXION:

Lo =0.0)] 0 {0 +oe)]
,f” _ +
I e . !
I ] P.1. i

Luego: Debe ser [ CONCAvA en (0, +oc) y CONVEXA en | —oc. 0).

[ ]
o
[
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(f)

A partir de la informacién de la tabla realizada para determinar los IN-
TERVALOS DE CONCAVIDAD es claro gque f tiene un nnico PUNTO DE IN-
FLEXION en = = (.

Ceros o Raices

En este caso la determinacion de las raices de [ no es para nada trivial.
Sabemos que cuando se trata de hallar los ceros de un polinomio de grado
mayor o igual ados, dificilmente tengamaos éxito en caleular sus raices a menos
que tengamos al mismo factorizado como producto de polinomios de grado
mas chico — y por ende mds manejables. Por lo tanto no determinaremaos los
ceros de f.

(g)

Un buen consejo en este momento es gue consulten en la seccion “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahf encontrarin ntiles consejos que servirn para no fracasar a la
hora de transformar la cwantiosa informacidon colectada en un lindo grifico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 142: Grafico de [ (r) segin el estudio realizado.

#
N It
-2 f - _ ‘H‘“‘h—}—*’ 2
'l 1
~10]
f :
"II -20

Observen que no es para nada evidente la localizacion de las raices. Sabemos gue
hay tres pero no podemos precisar con exactitud cuales son — s las podriamos
haber aprozimado por ejemplo con el método de Bolzane.

[ ]
o
(e
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(4)
(a)

Observemos que Dom [ ) = E. En ¢nanto a su derivada como:

Flz) = (14+4z) ¢ [1 + x4+ E.r2]| e
(2% + 5 4 2)

entonces su dominio deben ser todos los niimeros reales.

Asi: Dom(f) =Ey Dom () =L

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratindose de f*una funcién con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de erecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.

fx) = (207 4Br+2)¢

Pero entonces vemos que [’ tendri sus ceros tinicamente donde se anule
la pardbola ya que ¢* = 0¥z Y como:

245 2 =1 ()
4 54 4/F _1.2.3
r =
2.
—5.44/0 o =1t
ST = R -
4 e =

1
=5 = {—2?—5}

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada.

L | (zoe =20) (-2.—3) [ (-3 +oe]
_|||-I L | 4| it = 1 | — | F a2 | B
i d ™ e

Luego: [ () escreciente en (—oc, —2)y I[—%, +¢), ¥ decreciente en (2, —1).

[ ]
o
==
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(d)

Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar
los limites laterales para ¢ tendiendo a +>a v —o0.

2
2r4a+1
T — B et
— g

N To=ll
S lim
L'Hogp. r—foc —g™ 7+

=10

= limm
L'Hogp. " z—+4oc T
—

Luego:

En —na: [ tiene una ASiNTOTA HORIZONTAL de ecuacitn y = (0.
En +ocr No posee.

Asintotas Verticales: Es claro que no posee.

Asintotas Oblicuas: Procedemosde la manera usnal haciendo la aclaracion
de que no consideraremos el estudio de las mismas en — oo, pues al haber
una asintota horizontal no puede haber una oblicua.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

—a
—_—
1 1
¥ (—-I——-I—E) e
: 2
lim ! [T] = Hm ! - = 4o
o I e ,"d:

Pero entonces no hay posibilidad de que nuestra funeion tenga asintotas
oblicuas.

Luego: f(r) tienen una tnica asintota, que es horizontal, de ecuacién y =0
en —oc.
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(¢)

5i observamos la tabla es inmediato que en « = —% [ tiene un MiNiMO
LoCAL mientras que en + = —2 tiene un MAXDMO LOCAL.

Observemaos que como [ (x) — +-oc yaserd imposible que el el miximo
e

sea absoluto.

Tengamos en cuenta que f{r) tiene una ASINTOTA HORIZONTAL de
ecuaciom y = 0 en —pe y que f(0) = 1. Dado que [ es una funcién Con-
TINUA en B, por el TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS sabemos
que (0,1) CIm(f). Pero ésto iltimo prueba que hay valores tan cercanos
a cero ecomo se guiera en la imagen de nuestra funcién. Si observamos que

|

f (_E} = 7% = 0 resultard imposible que el minimo - = —_'3 sea absoluto.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aguellos
intervalos donde ' resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como:

I (r) = (EJTE + 5 + ‘2) e"
= "{x) = (do+5)e” + (20 + B + 2)e”
[EJTE + 9x + "r'jl e

Nuevamente los ceros de f" dependen con exclusividad de los de la parabo-
la ya gue % = (0¥r. Pero los ceros de la misma estin dados por:

. Lo ia/RI—56
22 404 T=0 & g= . -
" 0T {—3
= p—wat 0 —
1 1

T
= (Tp=q4—=.—1
d { 2 }

Hacemaos ahora la tabla usual a partir de la cual extraeremos la informa-
cion sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD y PUNTOS DE INFLEXION:

Lo —3) | —5 | (5. ~D =TT (50 dacy]
7T+ 8 +

f /s )y v

f W] P.1. M P W]
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Luego: Debe ser [ CONCAVA en [—x.—%] ¥ [—1.42a), ¥ CONVEXA en

5oy
(f)

A partir de la informacién de la tabla realizada para determinar los In-
TERVALOS DE CONCAVIDAD es claro que [ tiene dos PUNTOS DE INFLEX-
10N, uno en r = — % yotro en .r = —1.

Ceros o Raices

Ohservemos que las raices de esta funciin dependen exclusivamente de
las de la parabola-1 4 &+ 212 pues ¢ es siempre positiva. Pero la anterior
paribola tiene discriminante 1) = ¥ — dac = —7 = () razon por la cual la
misma no tiene raices, v por ende, [ tampoco.

(2)

Un buen consejo en este momento es gue consulten en la seccion “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahf encontraran itiles consejos que servirdn para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacion colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo coma:

Figura 143: Grafico de [ () segin el estudio realizado.
N
i
®

_--""-Fﬂf
R 1
-ia -8 -5 5 —4 -2 Q
L
Se observa en el grafico el maximo en ¢ = —2, el minimo en @« = — L 5 los puntos
&l 5 Pl

de inflexadn en .= —3.5 v # = —1 respectivamente. No deben confundir 1a rapidesz
con que la funcidn diverge con una asintota vertical, que ya vimos no posee.

[ ]
o
=]



o

k3
,sir<3nz#l

4&4 4&4 -ﬁﬁAAl
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f’[;j:ﬁ Slaw<3Ae#l
Jr)=4q3 Jsir=3
i) = _—'[i:—_l? (B3

Entonces vemos que hay problemas no s6lo en es » = 1 sino en & = 3.

Asi: Dom (f) =Ry Dom (") =& — {1.3}.

(b)

Como-vimos en ejercicios anteriores, tratéindose de ' una funcién con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de erecimiento de f es de
extrema utilidad la determinacién de sus PunTos CRITICOS.

) =0c=5 "= G = {335}

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento
a partir del signo de la derivada. Recordemos que deberemos incluir en la
misma al punto = = 1 por no pertenecer al dominio de la derivada ni de la
funcién.

| [ (oo (13 | (35 | (5.400) |
f,r o) =8 | - RO W Ll | - - | + i) = — o | -
! A A /s | .
Luego: [ (&) es creciente en (—oc,1) v (3.5)y y decreciente en (1.3) ¥

(5. +oc).

(d)
Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar
los limites laterales para x tendiendo a 420 v —oo.

p——,
-
J/]’. 1 - =
N > . T
i =t —— G
(e
e T
L
Luego: [ tiene dos asintotas horizontales de ecuacion y = OUen —oo v

+oa.
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Asintotas Verticales: Tenemos un candidato en & = 1. Comao:

g
lr =3
T 3
lim f(r) = Im — =4
- flz) a1 p < 1}2
o

entonces es claro que tiene una ASINTOTA VERTICAL en dicho punto que
por ambos lados tiende a +c.

Asintotas Oblicuas: No puede tener ya que en +o¢ ya tememos asintotas
horizontales.

Luego: Las conclusiones para las asintotas son:

En —a¢: Una AsiNTOTA HORIZONTAL de ecuacion y = 0.
En +oc: Una AsinTOTA HORIZONTAL de ecuacion y = (.

En r = 1: Una ASINTOTA VERTICAL que tiende por ambos lados a
+x.

(c)

Si observamos la tabla es inmediato que en + = 3 [ tiene un MINIMGO
LoCAL mientras que en x =5 tiene un MAXIMO LOCAL.

Ahora tengamos en cuenta que [ tiende a +oo cuando = tiende a1 y que
S(3) = 0. Como [ escontinua en (1,3) se sigue por el TEQREMA DE LOS
VALORES INTERMEDIOS que (0, 4+00)-C Im(f], lo gue nos muestra que el
maximn no puede ser absoluto.

Ahora tengamos en cuenta que en (—oc. 1) f escreciente. Como lLim f (i) =
T——0

U 'se deduce que Vir € (—o0.1) es (] = (. En el intervalo (1.5) el mini-
mo valor de f se alcanza en o« = 3 donde f(3) = 0. Como a partir de este
momento [ comienza a decrecer hasta +oc y contamos con la informacién
de que lixlnx [ (x) =10 deducimos que en (5, +o0c) debe ser f{r) = 0. Pero

T

entonces .© = 3-debe ser un MiNiMO ABSOLUTO.

Asi: En r =75 [ tiene un MAXIMO LOCAL que no es absoluto mientras que
en r =3 f tiene un MINIMO LOCAL que ademés es absoluto.

Observacion: Tengan en cuenta la importancia de contar eon la informa-

cion de las asintotas v limites laterales a la hora de deeidir si los EXTREMOS
LocALES son absolutos o no.
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(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo eual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde [’ resulte creciente la funeitn [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Ya habiamos estudiado la funcién derivada la cual era:

f’fr):ﬁ ysir<3nr#l
flEy=1¢3 J8lar =3
filry= -2 sir>3

[x—17"

Ahora tendriamos que estudiar la segunda derivada de [ . la.enal conviene
estudiarla a trozos.

Sir=3rs#1:

(r—1)" —(r —5)3z—=1]"

I (FJ = _(_J;_‘-ﬂ‘-’-‘ (z — 1:'1
fr — 1) — [3x — 15) =2+ 14
- (c—1" (=
o (x—T)
=7 _2 (e 1

Siac>3

"o =8 (x —T)
; — — R Wi — 2 a
=) ((.r—ljﬁ) (x —1)"
Concluimos entonces que:

A i £ ,8iar >3

_Q.@r Jslr = 3nar #F1
.f”(r-)={ Y
fx—11

Es inmediato que el fnico cero de f"(x) es =+ = 7, razén por la cual
(-TJ'-' — {3, T}

Hacemos ahora la tabla usual a partir de la cual extraeremos la informa-
cion sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD ¥ PUNTOS DE INFLEXION:
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[Tl =] 1 (L3 [ 3 B0 ][.0 J{t+x]]
L + + A +

‘e / % 5% s

f 1 NoesPL | U [RLJ} 7| PL L

Luego: Debe ser f CONcavA en [—oc, 1) {1, 7) ¥ (T.+oc), v CONVEXA en
(3.7).

(f)
A partir de la informaeion de la tabla realizada para determinar los 8-

TERVALOS DE CONCAVIDAD es claro que [ tiene un PUNTO DE INFLEXION
el & =4 y otroen's=7.

Ceros o Raices

En el caso de la presente funcidn no hay dificultad en caleular sus raices
siendo claro gue:

-3
%LT%=H@£=3
r— 1)

(=)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la secciton * Indi-
caciones” el pirrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina §39. Ahiencontrarin ttiles consejos que servirian para ne fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacion coleetada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:
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(6)
(a)

Observemos que Dom (f) = R-.» ya que el argumento del logaritmo y la
raiz cuadrada son mayores a cero en dicho dominio. En cuanto a su derivada
como:

o 1 5 Vr-2-10
I el = -2 z-2  2x-2)

entonces vemos que el dominio de la misma debe ser el mismo que el de f.

Asf: Dom (f) = R.e = Dom (/).

(b)
Como vimos en ejercicios anteriores, tratdndose de (' una funcién con-

timua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.

vao—2—10
hi e —
Y o)\ = e 7] 0

& Vi—2=10
= =102
=y = {102}

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento
a partir del signo de la derivada. Recordemos gue deberemos incluir en la

misma al punto r = () por no pertenecer al dominio de la derivada.+
| | (2.102) ] 102 | (102, 42¢)
f'r FE) o] | . iz - | + |
f £ Minimo Absoluto Vs |

Luego: [ () es creciente en (2. 102) y decreciente en {102, +oc).

(d)
Asintotas Horizontales: Tengamos en cuenta que la inica que tiene sen-
tido estudiar es la de +oc.
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1 Ll

e N T Sz — 2)

li o= I W W D il Gl
Jm (@) = lm e Fgee —

Si vemos que la expresién A () - (1 entonces el limite de arriba
T3
seria 4o

Pera:

=y
=]
f
i
T
H
B
=
=]
H

Pera esto descarta la posibilidad de que hayan asintotas horizontales.
Asintotas Verticales: Nuestro candidato es en v = 2 y por la derecha.

0 e

e
11'111+ v —2 —Eln I:.r — N =4
r—2
Luego: Hay wna tinica ASINTOTA VERTICAL en « = 2 gue por derecha
tiende & 400,

Asintotas Oblicuas: Veremos una interesante forma de descartar este tipo
de asintotas. La idea es probar que deberia ser v = (. Como sabemos
que ng hay una asintota horizontal entonees tampoeo podra haber una
oblicua pues en caso de haberlala misma al tener pendiente nula deberia
ser horizontal, cosa que no puede ser.

S
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Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

T -2 | — 2
lim f ( r) = lim al 5. M
B T r— s T I

Veremos que cada uno de los términos tiende a cero.

p——, —

W a2 ) Vi / 2
lim = lm [ — - ‘l" - —
T— o a T— -k T -

LI\ 15

Pero entonces por el razonamiento anterior no hay posibilidad de que
nuestra funcién tenga una asintota oblicuas en +oc.

Luego: La finica asintota de la funcién es vertical y ocurre en » = 2 donde
por derecha tiende a +oc.

(e)

Ein este caso particular es muy sencillo argumentar que el Minimo Local de
o = 2 es absoluto. Como la funcién es estrictamente decreciente en (2, 102)
v estrictamente ereciente en (102, +oc) entonees no hay otra posibilidad.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde [ resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.
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Comao:
' Vo —2 =10
f (=) 2 (- 2)
o 2z N2 F—2 - 10) -2
i) = = ey
dr —2)
= 2) — Ve —2.2(Vz—2-10)
A(r—2)F
Lz 222 ((x—2) — 10V —2)
Az —2)F
0 = —2) + 20y =2
a L(x—2]
- 1, S8y
B 1 v.r—E_

e M=o — 2o =402
Pero entonces hemos determinado:

I

1

Fr) = =i y Cp =402}
Observacion: Es sumamente importante que se den cuenta lo atil que es
dar la forma adecuada a las expresiones antes de comenzar a derivar v luego
de hacerlo - para que las cuentas queden gencillas. Al momento de estudiar
los PunTOs CRITICOS hay que hay que ser muy habil v aprender los trucos
necesarios para poder hacer las cuentas con éxita ~— los cuales a menudo
dependen de no desarrollar los paréntesis alocadamente.

Hacemos ahora la tabla usual a partir de la enal extraeremos la informa-
ci6n sobre los INTERVALOS DE CONCAVIDAD v PUNTOS DE INFLEXION:

[ ] (2.402) | 402 | (402, 400 |

.f” I o
A 7 ™
1 U | PL 7

Luego: Dehe ser [ CONCAvA en (2, 402) v CONVEXA en (402, +oc).
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(f)

A partir de la informacién de la tabla realizada para determinar los IN-
TERVALOS DE CONCAVIDAD es claro gque f tiene un nnico PUNTO DE IN-
FLEXION en x = 402,

Ceros o Raices

La determinacion de las raices en este caso no serd realizable simbdlica-
mente, razén por la cual ne las estudiaremos. Sin embargo come [ (2000) = 0
v (102} = 0, siendo éste nltimo un minimo absoluto de la funcion podremos
concluir que habra dos ceros | € (2,102) y ro € (1022000, cuya aproxi-
macitn podria hacerse a partir del método de bolzano.

(g)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccion “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahi encontraran ttiles consejos que servirdn para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacion colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 146: Grafico de [ (r) segin el estudio realizado.

107

—154

o1

En este grafico puede apreciarse tanto el minimo hallado en @ = 102 asicomo el
cambin de la concavidad en el punto @ = 402,
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Cigura 147: Grafico de [ (x) seg
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2
") = ¢l= =1
fl: e
1 1
e o
A A0
1 1
= ==
r—Aa L)
= r—H=28

i
()
s
Il
——
l_.'.?l:
—
=]
Sl

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento
a partir del signo de la derivada. Recordemos que deberemos incluir en la
misma al punto . = 5 por no pertenecer al dominio de la derivada.

| | (—oc.5) | (3.13) | (13, +oa] |
_,Ir'r Fo—g) =2 | 4+ | risi= =1 | = | Alagp= L | +
[ /- L 7

Luego: [(x) es decreciente en (5.13) y creciente en (—oc. 5] v (13, +oc).

(d)
Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar

lps limites laterales para & tendiendo a +50 v —oc.

Estudiemos de:manera auxiliar un limite gue sera de utilidad:

e-si@al A\ Lot
lim —— = lim ( L ]
r—en T T N

—keo
—
- "% -~
e
=5 &
lim f{zr) = lm @« | 1l-3- ([J ) ) +oa
r—doo e e a] e
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Pera esto ‘descarta la posibilidad de que hayan asintotas horizontales.
Asintotas Verticales: Es claro que no posee.

Asintotas Oblicuas: Procedemos de la manera usual.
Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

—i
———

lim f[.r_] = lim 1_:3‘(':;_‘:.]::) =1

z—tac  F r— oo T

Pero entonces debe ser v = 1. Ahora estudiemos se existe b.

!
fr=5)2
Ii N —r = lim -3 | —— | =1
_ﬁlil;cf (x) — mx im (
Luego: Tenemos asintotas oblicuas en cada uno de los infinitos de
ecuacion y =«

Luego: f(x) posee solamente asintotas oblicnas en £o¢ ambas de ecnacion
y =

(€)

Si ebservamos la tabla es inmediato que en & = 5 [ tiene un MAXIMO
LocAL mientras que en r = 13 tieng un MINmMO Locar. Observen que al
contar con la informacion de las asintotas sabemos que Im (f) = [, razon
porla cual ningin EXTREMO LocAL tendrd chance de ser absoluto.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad. para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos gue en aguellos
intervalos donde [’ resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXAL

Como:
fle) = 1—2(z &%)
) 2 .
[ = 5@ss)E =0
0% Do ey

a70
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(8)
(a)

Observemos que Dom ( f) = E~;. En cuanto asu derivada como:

o) = 370n(z) — T
£ ) , () ~
= I [Bln(r) —1]
entonces sidominio coineide con el de f ().

AsirDom (/) = R.o ¥y Dom{f") = RE.p.

(b)

Come vimos en ejercicios anteriores, tratandose de /' “una funcién con-
tinna en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.

ey o= *[3ln(r)—1]=0
“ 3ln(r)=1

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada.

EDERAED)

.IIH Fl) = -1 | — | Pl | +
T~ %

Luego: f(x) es decreciente en ([]: :-#) ¥ creciente en (..r 3, +:ac).

(d)
Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a +oc:

lim = 1n (£) =\ +o0
-

Pero esto descarta la posibilidad de que hayan asintotas horizontales.
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Asintotas Verticales: El iinico candidato a ser asintota vertical es + = (:

. In . -
lim «* ln(x) = lim n(:] — lim L .
a— s—0+ e [L’Hnsp] = =3~
ot
= lim ——r* =10
—0k 3

Pero entonees no hay una asintota vertical en = = 0.
Asintotas Oblicuas: Proeedemos de la manera usnal.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

) !
lim f (=) = lm =l ()=t
r—+4a0 T T— o

Luego: No hay asintotas oblicnas.

Luego: [ (x) no posee asintotas.

(c)

Si observamos la tabla es inmediato que en = = e f tiene un MiNIMO
LocAL — que obviamente es absoluto. Observen que como lm f(r] = 4+

— e

v .f (f:é) = ¢ entonces Im [ f) = [‘; -I—-x].

(e)

Pasamos ahora al estudio de la coneavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en agquellos
intervalos donde [ resulte creciente la funcion [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como:
Jila), = " [3ln(r) —1]
(M) = 20 3ln(x) — 1] + &7 [%]
= bGrln(sr)+x
= rl6ln(z)+1=0
- T = r_'_é

Si confeccionamos la tabla correspondiente:

aTd
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0.et et e_%,—km
0 | et )

JrJ'? _|_ -
f vl X
f W] Fl ]

Luego: Debe ser [ CONVEXA sobre ([].f_-!li) v CONCAVA sobre (: -z, +:ac,).

(f)

Obviamente el inico punto de inflexion serd r = ¢

L
g

Ceros o Rafces

Resulta ficil comprobar que el tnica cera de f[r) es r=1.

(g)

Un buen consejo en este momento e5 gue consulten en la seccién “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahf encontraran iitiles consejos que serviran para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacion colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 149: Grafico de [ (r) segiin el estudio realizado.

044
[y

14

El punto de inflexion es = =«

cern de fes =1
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(9)
(a)

Observemos que Dom ( f) = E~;. En cuanto asu derivada como:

. a 2rln ()
f(2) = In®(off =)
fiix) n” () ~

= Inir)[In(r)+ 2]
entonces su_dominio coincide con el de [ ().

Asfr Dom () = E-p ¥y Dom (") = R.p.

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, traténdose de [’ una funcién con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.

f o) = Infr)[ln(r)+2] =10
Bor=1Vr=e?

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada.

|0 ] (e=2.1]) | (1,400 [
I -o [+ | re@mat o[ e
f l - 7

Luego: [ (r) es decreciente en (¢~ 1)y ereciente en (0, ™) y (1, +oc).

(d)
Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a -oc:

lim «ln® |:.r]| =N
e

Pero esto descarta la posibilidad de gue hayvan asintotas horizontales.
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Asintotas Verticales: El iinico candidato a ser asintota vertical es + = (:

1 2 . 2niz)
lim = ln (I]I = lim a {;—:I = lim = 5
—l r—0+ TN I:L’Hﬂﬁp.] =+ — 3™
21 (r’ 2
= lim — 11|:r.] lim ——=

=]

x— 0 o] [L‘l-iasp] =0+ —

= lm o =10
r—{t

Pero entonces no hay una asintota vertical en o = (0.

Asintotas Oblicnas: Procedemos de la manera usnal.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

lim Jr[[) = lim lng(.r]=+:x:

T— o T E— B
Luego: No hay asintotas oblicuas.

Luego: [ (r) no posee asintotas.

(c)
Si abservamos la tabla es inmediato que en - =72 [ tiene un MAXIMO
LOCAL mientras que en . = 1 la misma tiene un MiNMo LocAL: Utilizando

la informacion de los limites laterales obtenemes Im (/) = [0; +oc¢), razon por
la enal el méximo no serd absoluto mientras el minimo si lo es.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde [’ resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Comao:
F{x) = In(z)[ln(x)+2]
wo o 2lm @) 1)
ffix) = — AN 0
= o p=g b

Si confeccionamos la tabla correspondiente:

8Ty
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| | (0.e7 ) | et [l 4na) |
S1- -
f N /-
f M P.I. 14

Luego: Debe ser f CONcava sobre (0, ¢7!] y CONVEXA sobre (¢!, +0c).

(f)

Obviamente el 1inico punto de inflexion serd r = =",

Ceros o Raices

Resulta facil comprobar que el inico eerade [ (x) es o ="1.

(=)

Un buen consejo en este momento es gque consulten en la seccién “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
péagina 539. Ahf encontrardn ntiles consejos que servirdn para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacién colectada en un lindo grafieo.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 150: Grafico de [ (r) segin el estudio realizado.

/

LK

r

|/

Lk
s 4

I

|
L4 |
L] -|
LT
L1 4

I (L 10 L5 oo

=

L
[l

El punto de inflexidn es @ — ¢7': el minimo absoluto se da-en'® = 1; tieme un
méximo local en & = ¢=7; ¥ el finico cero de f es o = 1.
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(10)
(a)

Observemos que Dom( f) = R. En cuanto a su derivada, tratindose de

una funcién partida:
ﬁ -
fa) = {‘m’ ysia <0

3(1—x?) ,siz=0

entonces su_dominio coincide con el de [ ().

AsizDom () =R y Dom( f) = E.

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratandose de ' -una funcién con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sns PUNTOS CRITICOS.

g "
— — siar =10
.{;[Ij oy f=—13" u ! L= = []
3(l—x") ,six=0

= a5 1

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada. Recordemos ineluir en la misma al punto
x = [l pues es el punto en donde la definicién de [ se parte.

[ [ =0 [T 0]
..ir! Fi-1) —2|— gkt Lol gt s | —
i ™ Vit ™

Luego: [(x) es decreciente en [—oc, 0 y (1, +2¢), ¥ creciente en (0, 1).

(d)
Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a +oc y —oc:

lim f(r) =lim 3r—a" = ~oc
Fetmo w0

; ) 8o
.r'l—];Ill':-C' 'Ilr (I] - IEIP‘-'F{" L=, J. - 8
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Pero entonces f tiene una asintota horizontal en —oc de ecuacion y = 8.

Asintotas Verticales: No pueden haber pues el inico lugar donde en
principio — podria haber problemas es en el denominador de la formula
de mas arriba, el cual se annla en » = 1, pero dicha férmula corresponde
al caso - < 0 razdn por la cual jamas pasamos por dicho punto.

Asintotas Oblicuas: Procedemos de la manera usual.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

o .
lim ! ( ) = lim 3—a'= -
T r—tfoa

Luego: No hay asintotas oblicuas.

Luego: [ {r) tiene una fnica asintota horizontal en —oc de ecuacion y = 8.

(c)

Si observamos la tabla es inmediato que en r = 1 f tiene un MAXIMO
LOCAL mientras que en o = 0 la misma tiene un MiNIMO LOCAL. Para
determinar en forma fehaciente la Im( ) debemos estudiar:

o v 1s A
Ilirlle_l flz)= lm 3r —x 0

x—0]
=
1 = I =1
JmOke) = tm ——

Utilizande la informacion de los limites laterales asi como también los limites
anteriores, ghtenemos Im ( f) = (—oo, 8),razén por la cual el minimo no sera
absoluto. En cuanto al maximo, como [ (1) = 2 tampoco resulta ser un
méaximo absoluto.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde ' resulte ereciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Coma:
i P’
fflr) = {_[.a-_n'-’ cELe =

3(1—a®) ysia=0

i y
'x) = {[I_li"' N\

—Gr Lslw =1
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entonces la segunda derivada no se anula jamés. No obstante, como = = 0
es un punto donde la definicién de [ se parte, debemos confeceionar la tabla

correspondiente incluyendo como tnice punte de particion del dominio a
& =1l

[ [0 [ 0 (0. +0) ]

J|'.I'!l _
£ ™ N
i rl Pl i

Luego: Debe ser f CONVEXA sobre E.

(f)

Obviamente no hay puntos de inflexion.

Ceros o Raices

Resulta facil comprobar gue el inico cero de [ () es x = (.

(2)

Un buen eonsejo en este momento es que consulten en la seceién “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pAgina 539. Ahi encontrardn ftiles consejos que servirdn para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacion colectada en un lindo grifico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 151: Grafico de f (x) segiin el estudio realizado.

—_—

Tiene un minimo local en v = 0 ¥ un méximo local en ¢ = 1, El (nico cero de f
es @=0.
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(11)
(a)

Observemos que Dom [ ) = E—{~3. —1}. En cuanto a su derivada como:

3(x+3)(r+1)=(3x+11)(2x+ 4)
(r+3)° (x4 1)°
327 +22r + 35
(&4 8) (z+ 1)

f'(x)

entonees s dominio coincide con el de [ ().

Asfy Domi( f) =B ={-3, -1} y Dom (f') =& = {=3,-1}.

(b)
Como vimos en ejercicios anteriores, tratindose de (' una funcién con-

tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PunTos CRITICOS.

3o + 222 + 35
Filw)=" - 3 — = U
(o +3)" [z +1)
B r=-5V =

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada.

[[ =5 [ (59 [ &0 [ (L1 [CLix]
Flreme-s | —| Ficayns |+ F{-g) - | + [ F{-g)-— | — | Fiope--%
f My P s Sy N

Luego: f (r)es decreciente en (—oc. —5); (—£.—1) v (—1, +50), ¥ creciente
en (=5.=3) y (=3.—1).

(d)

Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a +oc:
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1 - = 411 3 [_]
sk L DG D

claramente. Pero entonces hay una asintota horizontal en —oc y otra
en +noo, ambas de ecuacion y = (.

Asintotas Verticales: Los candidatos a ser asintotas verticales son o= —3
v .r = —1. Los limites laterales en dichos puntos son:

—3
——
. ar + 11
hm ———
r——3+ (x4 3){x $1]
L S "

it ——1

——
. 35+ 11
lim

r——3- (& + INa+1)
i —— —

O 2
—5
e,
" ar+11 -
smnlt(z +3)(x + 1)
L ——
—12 —(r
—5
e
3o +11

].]rIIl e %

r——1+ (3] o+ 1]
; .
—2 —=

4o

Pero entonces no hay una asintota vertical en r = —3 v otraen r = —1.

Asintotas Oblicuas: La presencia de asintotas horizontales en oo excluye
la posibilidad de estas ltimas®'.

Luego: [ (] posee dos asintotas verticales, unaen r = —3yotraen r — —1,
y asintotas horizontales de ecuacion y = 0 en Lac,

Bl na sutileza, las asintotas horizontales pueden ser pensadas como asintotas oblicuas
de pendiente nula, pero segiin la nomenclatura pautada en el curso, a estas dltimas las
llamamos asintotas horizontales.
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(¢)

5i observamos la tabla es inmediato que en & = —% f tiene un MAXIMO
LoCAL mientras que en © = —5 la misma tiene un MiNnmo Locar. Uti-
lizando la informacién de los limites laterales obtenemos Im ( f) = [, razdén
por la cual los extremos relativos no son absolutos.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos gue en agquellos
intervalos donde " resulte ereciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
gque en agquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Cnmu:
o) = — 3a? + %EI + 35
(z+ 3)" (o4 1)°
) = G + Gﬁffrzmﬁ_t 214
( + 3) (@ 1)°
L Oy — —J‘ﬁ-l_ E;"I-l— L a2 — G405

v por lo tanto tiene una finica raiz real®?. Si confeccionamos la tabla corre-
spondiente:

L TEA] r (63 (3D L%®)]

£8P + N +
f ™ 7 A A
i M P.1. L m L

Luego: Debe ser [ CONCAVA sobre (r,—3) y (—1.4+o¢), vy CONVEXA sobre
(—oc.r) ¥ (—3.-1).

(f)

Obviamente el finieo punto de inflexién serd » = r.

Ceros o Raices
11

Resulta facil comprobar que el tinico cero de [ (ir) esor = 5.

¥ La determinacién de dicha rafz no es trivial. Podriamos decir — seqiin las indicaciones
del enunciads — que en este item o cuenta no permite la determinacion de la concavidad.
No obstante estudiaremos la misma sin ahondar demasiado sobre como obtuvimos r.
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(g)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccidn “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pAgina 539. Ahi encontrardn ttiles consejos gue servirin para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacién colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 152: Gréafico de [ () segin el estudio realizado.
.T:
]

kﬁ_
.u; '_njl'-"é
(\a %

-

El punto de inflexién es = =3 "i; AL o) minimo absoluto se da en 2= —5:
tiene un maAximo local en = = —%; v el inico cero de f es r = —%

(12)
(a)
Observemos que Dom | ) = B. En cuanto a su derivada:
)y = e — e e |[1 - E.rﬂj
entonces su dominio coincide con el de f [ir].

Asi: Dom (f) =Ry Dom (") = E.

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratdndose de f*una funcién econ-
tinua en su dominio; para estudiar los intervalos de erecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.

) = = (1527 =0
V2

T :I:? s 0,707
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Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el ‘erecimiento a
partir del signo de la derivada.

DRI EINEED

2 2%
,,irF Fiml) = —e? | — | Fio =l | o Fil) = —e! -
[ ™ Vi ™
Luego: f(x) es decreciente en (—x.—%—'—-’) ¥ (5‘;—'_".+:re), ¥y creciente en

12,

(_

i
3 a9 i

(d)
Asintotas Horizontales: Para caleular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a +oc v —ec:

£

hm f () = lim
T3 r—toa T
1
= lim = =1
(L'Hosp.) =—+ee Zre”
limm  f1(0) = lim —
T——a F——r T
1
= lim = =1
(L'Hosp.) =—=o< 2™

Pero entonces f tiene una asintota horizontal en +5¢ de ecuacion y = 0.
Asintotas Verticales: Claramente no pueden haber.

Asintotas Oblicuas: La presencia de dos asintotas horizontales descarta la
posibilidad de haber asintotas oblicuas.

Luego: [ (x) presenta asintotas horizontales en £oco de ecuacidn y = (.

(c)
Siobservamos la tabla es inmediato que en o = J;é f tiene un MAXIMO
LOCAL mientras gue en @ = —5_",2 la misma tiene un MiNMO LocAL: Para

determinar Im () calculamos:

v2)_v2 V2O V2,
5 ) =5 N N
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¥ por lo tanto resulta:

)=
.

—Ta &

2
Im(f) = 3 %—:'—5]

[v’ﬁ_

Lo dltimo implica naturalmente que tanto el maximo como el minimo son
absolutos.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemaos que en aguellos
intervalos donde [’ resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como:

) = e (1=2s9
i) = Qe (1 - Q.ngl — e
= —2re ™ (3 — 2 :I

entonees la tabla correspondiente resulta:

G Ve (v30) [ o0 ) s L GE)
J all +
J‘" ., s
¥ M Pl I

ralea |

"
rH

N4

PI P.L

Luego: Debe ser f CONVEXA sobre (—sc.—\;%) y ([]. ’;fg)’ v CONCAVA
sobre (— VIEU) ¥ (\E-I—)c)

(f)
I.';

Los puntos de inflexién son » = :I:’L"'I sy =1

Ceros o Raices

Resulta facil comprobar que el inico cero de f{r) es = = (.
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(g)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccidn “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pAgina 539. Ahi encontrardn ttiles consejos gue servirin para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacién colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 153: Grafico de [ () segin el estudio realizade.

'.l.-lj II|I"'||I

A
.| Ill\

[ . a2 . 5
Tiene un minimo absoluto en o = —-"2—2 y un maximo absoluto en r = ¥2: sns

puntos de inflexiém son = = :I:ﬁ v 2 = . El tinico cero de f es x =1

(13)
(a)
Observemos que el dominio de f est4 dado por:
P —1>0=a">1exe (oo =1, 4oc)

lo cnal se expresa mejor indicando Dom (fy={r € E: |r| = 1}. En cuanto

a su derivada:

2r 2x

L™= .ri—].: (r—1)(xr+1)

entonces su deminio no coincide con el de (), siendo® Dom (') = R —
[—1.1)
Asf: Dom (f) ={zr R x| = 1} y Dom () =R - {-1.1}.

B1Si bien — comto funcidn — f' tiene un deminio distinte al de £, jamas debemos

confundir este hecho con que f sea derivable més alld de su propio dominio. La funcién
fix) es derivable en todo su dominio, pero la funcitn derivada tiene un dominio mds

amplio.
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(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratéindose de [ una funcién con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacion de sus PunTos CriTICOS.

2x N
(x—1)(z+1)
= r=0¢Dom(f)

fH4a) 0

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento-a
partir del signo de la derivada, sabiendo que la misma conservara su signo
en'(—oo. —1) v (1,420} respectivamente.

|| (—oo. -1y | (L3 |
.J” Fri—2) = -3 — f'(!‘.'-?‘,|+

f ™ bz

Luego: [(x) es decreciente en (—oc, —1] ¥ creciente en (1. +oc).

(d)

Asintotas Horizontales: Para calcular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a +oc y —oc:

lim In (JTE — 1?,1 ="t

T—toe
Pero entonces [ no tiene asintotas horizontales.

Asintotas Verticales: Los candidatos son » = —1 por izguierda — v
r=1-— por derecha.

lim In [.rg — 1] =—o¢= lim In [.rg — 1]

z——13 r—1
Luego: Hay dos asintotas verticales de ecnaciones + = —Lv @ = 1.

Asintotas Oblicunas: Procedemos de la manera usual.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

_ [=) L (2= 1)
lim = hm ————
r—+a0 T T—an i
2
Eet=c g

(L'Hosp. | #=soea? —1

589



EJERCICIO 13 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Pero entonces wm = (0, lo cual silo es posible si hubiera asintotas hori-
zontales, las cuales vimos que no habian.

Luego: No hay asintotas oblicuas.

Luego: f(r) presenta solo dos asintotas verticales, cuyas ecuaciones son
r=—-1lyr=1.

()

Si observamos la tabla es inmediato que no pueden haber extremos para
esta funcion, cuys imagen es Im (f) =R

(e)

Pasamos ahora al estudio de la coneavidad, para lo enal determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde f' resulte creciente la funcion f seri CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, f serd CONVEXA.

Comao:
2x
-llr.r {:T:] - .52 o J.
i) - == w1 L

(217 (2= 1)
< 0¥z € (—oc, 1) U {Lekeo)

entonces la segunda derivada es siempre negativa, y por lo tanto [ es Con-
VEXA en todo su dominio.

(f)

Obviamente no hay puntos de inflexion.

Ceros o Raices

Resulta facil comprobar que [ tiene dos ceros, respectivamente en . =

—+/2 ¥ =/2.
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(g)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccidn “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pAgina 539. Ahi encontrardn ttiles consejos gue servirin para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacién colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 154: Grafieo de [ () segin el estudio realizado.

-5

Es decreciente en (—oo. —1) v creciente en (1, +oc). Es siempre ConvEXAL Sus
=

raices son = 2

(14)
(a)

Observemos que Dom [ f) = E. En cuanto a su derivada:

fllr) = 4—4d71 =d (1 > ;.-E)

entonces su dominio no coincide con el de f(r), pues [ no es derivable en

x =
Asi: Dom (f) =Ty Dom (") = R_p.
(b)
Como vimos en ejercicios anteriores, tratdndose de f/ una funeién con-

tinna en su'dominio, para estudiar los intervalos de erecimiento de f es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.
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@) = A1) =0
= p="1
Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada, teniendo presente el hecho de incluir & =0
en la tabla pues es un punto del dominio de [ donde la misma no resulta
derivable:

e [ (01) [ (Litee) | A
jnf F=-1]=4 | + r [é] B —DO, 55 | — FF 2] raamGa —+
J/ P Sy A

Luego: [ (x] es creciente en (—oc, ) ¥ (Lo+ae), v decreciente en (0, 1).

(d)
Asintotas Horizontales: Para caleular estas asintotas debemos estudiar el
limite para r tendiendo a +0c ¥y —oo:

— o
A 1 1
S B — 1 B E_hK| =
I]jl]lix dw — Sa J-l—l~1|nx T (-Lr a) +oa
—y | ba i)
——
———
- 1
_,.l_l:Iilx"Ir (r) = JI—{I—Hx 't (-1.1:3 — 5) = —0d
— A
Pero entonces [ no tiene asintotas horizontales.
Asintotas Verticales: Claramente no pueden haber.
Asintotas Oblicuas: Procedemos de la manera usunal.
Para la pendiente m estudiamos la existencia de:
T 1
Iim {1z) = lm 44— —=4
r—tee @ r—te T
Para la ordenada al origen & debemos estudiar:
. 4
i 5) —mz = L et Ea% N
S () e = 3%

Luego: No hay asintotas oblicuas.

Luego: [ (r) no presenta asintotas de ningin tipo.
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(¢)

5i observamos la tabla es inmediato que en o = 0 f tiene un MAXIMO
LocAL mientras que en + = 1 la misma tiene un MiNmno LocaL. Utilizando
la informacion de los limites laterales obtenemos Im (/) = R, razén por la
cual ni el minimo ni el mAximo serdn absolutos.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos gue en agquellos
intervalos donde " resulte ereciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
gque en agquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Comap:
flz) =7 (1 A I-%)
. 4
fix) = jee
entonces la segunda derivada no se anula jamés. No obstante, como » = ( es

un punto donde [ no es derivable, debemos confeccionar la tabla correspon-
diente incluyendo como finico punto de particién del dominio a -~ = 0:

[ (=0 ] 0 [(0.400) |
e + +
I e e
i L P.1. 4

Luego: Debe ser [ CONCAVA sobre R.

(f)

Obviamente no hay puntos de inflexién.

Ceros o Raices

Como:
Ar— Bz = 0
ﬁ-ﬂ-.r = B¢t
47 .
= (E) P B
entonces las rafces de fson v =0y n= [%}5 F2 3,052,
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(g)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seccidn “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pAgina 539. Ahi encontrardn ttiles consejos gue servirin para no fracasar a la
hora de transformar la cuantiosa informacién colectada en un lindo grafico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

Figura 155: Grafieo de [ (r) segin el estudio realizado.

Tiene un miximo local en @ = 0 y un minimo local en & = 1. Sus raices son = =0

yr=(3) = 3,052

(15)
(a)
Observemos que Dom (/) = B En cuanto a su derivada:
3:2 (= 1:]2 0 [.r =1
(e =17
T2 (x —3)
(x — 1)

entonces su dominio coineide con el de [ (r).

f(@) =

Asf: Dom({f) =F 4 y Dom 1y =R,,.

(b)

Coma vimos en ejercicios anteriores, tratindose de [* una funcitén con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de erecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinacién de sus PUNTOS CRITICOS.
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e = =2 [z =8)
re =S

= =l rs23

Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a
partir del signo de la derivada, teniendo presente el hecho de incluir « =1
en la misma pues esun punto no perteneciente al dominio de f.

=0 00 [ 3 [Ba ]
_,Ir" T T o rfiLJ |+ £z = —4 | — Ffoay - =+
£ 7 / =~ D

Luego: [ (x) es decreciente en (1, 3), y creciente en [—oe, 0}, (0, 1) y (3, +0c).

(d)

Asintotas Horizontales: Para caleular estas asintotas debemos estudiar el
limite para = tendiendo a +oc y —oc:

. B . x?
lirn == 400 lim 5= —
T} {.T i 1}' .r'—*—".‘-C{J- al 1]

Pero entonces [ no tiene asintotas horizontales.

Asintotas Verticales: El finico candidato es » = 1.

.J"s

lim ot = oy
a—1(x — 1)*

y por lo tanto tenemos una asintota vertical de ecuacién » = 1, que
tanto por derecha como por izquierda tiende a +oc.
Asintotas Oblicuas: Procedemos de la manera usnal.

Para la pendiente m estudiamos la existencia de:

lim ) = hm I—j =
r—+aa T rediann, T2 D el

1
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Para la grdenada al origen b debemos estudiar:

3 2 ’
_ T — L
i f () = me S N S (fzr.ff j
. A5 ¢
= lm —— =
BBt — 2.?’ + J-

Luego: Tenemos asintotas oblicuas en £o¢ de ecuacién y = o + 2.

Luego: [ (x) presenta una asintota vertical en .- = 1 vy asintotas oblicuas en
4+ deecuacion y =& 2.

(c)

Si observamos la tabla es inmediato que en + = 3 f tiene un MiNmmo
LocAL. Utilizando la informacién de los imites laterales obtenemos Im (/) =
I, razdn por la cual los extremos no serin absolutos.

(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo cual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde 7 resulte creciente la funcién [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como:
S 3 2
b oot —3)  at—3x
f [I) [.r B le I:JT . l:l:"i
i Jr(r —2) (o= 1)3 307 (2 — 3 (= 1']2
(o)
o da [[.r — 2:] (.r ~1) =zl =~ 3:]]
(z 1)’
~ 3a|=3r+5  —Or(r—3)
= E:Ir_1:|1 - |:J'—J_'|1
entonces la segunda derivada se anulaen r =0y & = ; No obstante, como

r = 1 es un punto no perteneciente al dominio de [, debemos confeccionar
la tabla correspondiente incluyendo a éste tltimo:

L Ao 0 [ LG [ 5 [li4+x)]
> — + + -
I ™ a Y ™
r M PL [ U 0] P.I M
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Asfit Dom ([} =Ty Dom ') = R .

(b)

Como vimos en ejercicios anteriores, tratindose de [’ una funcion con-
tinua en su dominio, para estudiar los intervalos de crecimiento de [ es de
extrema utilidad la determinaciém de sus PunTos CriTicos.

1
' . ’
= Zr-1)=0
fMENE = (-1
= r=1
Ahora podemos realizar la tabla usual para determinar el crecimiento a

partir del signo de la derivada, teniendo presente el hecho de incluir + =0
en la misma pues es un punto no perteneciente al dominio de f.

[ [ (oc0) [ (@D T (L+x) |
[ ren-acr [+ e - [ra-yd [+

Luego: f(r) es decreciente en (0. 1), v creciente en [—oc, 0) y (1, +0¢ ).

(d)

Asintotas Horizontales: Para calenlar estas asintotas debemos estudiar el
limite para » tendiendo a +oc y —og:

. 1 . 1
lim e = 4o lim des = —x
T— o T——a0

Pero entonces [ no tiene asintotas horizontales.

Asintotas Verticales: El finico candidato es = = (0.



sintota vertical — por derecha

2
A i
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(e)

Pasamos ahora al estudio de la concavidad, para lo eual determinaremos
los INTERVALOS DE CRECIMIENTO de la derivada. Sabemos que en aquellos
intervalos donde [’ resulte creciente la funeitn [ serd CONCAVA, mientras
que en aquellos donde sea decreciente, [ serd CONVEXA.

Como:
AR & Hl.r_l]_f_iﬁ
fﬂ'(J_J — /7{/‘: /7{/1/ _L:
gt

entonees la segunda derivada no se anula jamas. No obstante, como r = 0
es un punto no perteneciente al dominio de f, debemos confeccionar la tabla
correspondiente incluyendo a éste altimo:

| | (=o0.0) [0 (0, +2¢) |
" - +
§ ™ il
f A L

Luego: Debe ser [ CONCAVA sobre (0, +5¢) v CONVEXA sobre (—oc. ().

(f)

Obviamente no hay puntos de inflexion.

Ceros o Raices

MNo tiene raices.

(2)

Un buen consejo en este momento es que consulten en la seceion “Indi-
caciones” el parrafo dedicado a “Recomendaciones para graficar” en la
pagina 539. Ahf encontraran itiles consejos que servirdn para no fracasar a la
hora de transformar la exantiosa informaeion colectada en un lindo grifico.

Si respetan las mismas deberia haber quedado algo como:

600






EJERCICIO 14 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Ejercicio 14

(a)

Como f' () = 0 para todo x € (0,2) y @ (3. 4) entonces dichos inter-
valos serdn los de crecimiento de f. Anélogamente, como [’ () < 0 sobre el
(2. 3) entonces sobre éste altimo [ serd decreciente.

(b)

A partir del punto anterior es ficil comprobar que f tendrd un méximo
local‘en v =2 ¥ un minimo local en = = 3. Come" f es creciente en (1. 2)
v (3, 4) también tendrd un minimo local en # = 00 ¥ un maximo local en
x = 4. En cuantg a los puntos de inflexién, es conveniente confeccionar la
tabla correspondiente para poder visualizar mejor la informaeion:

Lolon]o 0] 5 ME )RS 4G 5 [G4]

T /s A i N
I I'I Pl L Pl I P.L L P.IL I
Luego: Los puntos de inflexion de [ serdn r = 0; r = %, r= % ¥ o= %

(c)
En la figura signiente puede verse el grifico de f'{r) ~— gris — asi como
también el de f(r) = negro.

Figura 158: Gréfico de [ («) segin el grafico de ().

-1

Las caracteristicas de f' () determinan el comportamiente general de f(xz). Al
haber fijado f(0) = 1 la funcion f queda por completo determinads.

602



EJERCICIO 15 PRACTICA 7 - ESTUDIO DE FUNCIONES

Ejercicio 15

Consideremos la funcién definida por partes:

—é“"l-' 3Sii'i:2
Jl)=¢ -3 4 Lr o2 si2 <0 <3
22 8>3

Claramente fi{=2) = 5y f(2) = 3. Ademés [ (r) es decreciente en
(—o0, —2) como consecuencia trivial de que en dicho intervalo se trata de
una recta. Si estudiamos los limites laterales podemos comprobar facilmente
que:

lim [.r] = lim —é =L ="t
T —

T——a0
lim f(zr)= lim 2 Ly
Jm £ =) = NS,

La continuidad se deduce estudiando los limites laterales en los puntos
donde la definicion de [ se parte:

. B, 1
fi2y=3 J-lir-fqll "ir[':]__,.lf}gll_g': RS 2.:—2—3
3
3 =1 lm f({o)= lim 2——-=1
r—31 r—3 T

Luego: [ es continna sobre [R.
Para los r = 3 vale: 5
o
e =Y
e

Por iltimo, para ver gue [ no resulta derivable en r = 3 podemos estudiar
el cociente incremental por derecha v por izquierda para verificar que el valor
de los mismos no coincide. En efecto:

[@+h)=f3) _  (2-55) 1
= lhm ———
h— i1 h e—0 h
1 3+h—h)

= lm =
i R

1




4&4

Al no coincidir
no puede ser deriva
funﬂiﬂneﬂ iy simples 51 NOS

4&4

4&4
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