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PRACTICA 9
~ Integrales (_C.osnt'wa.C.!p.n)_

' :La. xdca. es que transforma.mos el problema. de mtegra.r au-vy en el de mte.grar vy
- Y. esperar que esta. mtegral sea. mé.s senc1lla. Ha.gamos el pnmer maso con t;odo

Claramente con el método de EUStaltUClOﬂ no va.moq a mnguna. parte. Probemos con

(2)

; Y Ia. mtegra,l queda.

. : & ;_p:l
f Iz, g dv = Inz 5 f & sd

/ L4 ___:_*f-.-r,:dx.a_ff%fc._. wen

R R G

- partes. Més adelante d1scut1remos como glegxr u y v, por ahora conformémonos -
‘con tomar u =Inz, v =z; tenemos que calcula.r o yv. Lo primero es fa.c:ll lo
:segundo mvolucra. en €l fondo mtegra.r ot En nuestro caso tenemos :
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) tenemos la integral que nos piden y ahi la parte delicada™ -
o darsé clenta de quiéh e u' y quien ¥, esos deben ser elegidos de-modo tal que.
f***L-*“’**'-'““fcuaﬁ’db“’za;pl'i(:‘_é;fﬁ"é's”'él"fﬁé’fb“f:i&"léwi'ﬁteg_rz_'a.l"'c_iue nos queda por calcular sea, al menos en

€5 que tenemos.que po er integrar-con -relativo poco :

Otro problema-que aparece s qt der - - -

esfuerzo a v’ si no estamos fritos, esto lo hicimos en el segundo renglén de (2).. -

... Por tltimo hay que poner bien el resultado. A veces algunos se marean y ponen

- como resultado sélo la integral que calculan al final y se olvidan-de uv (en nuestro
: ejemplo'_@2/2111'#:';1'_”_" e Sl g : i

_ "Ahora.'_yé'a.mo_s .c-_oiho':__elegir-__cmien es u. y quien es v, La regla que usaremos es -

' mnemotécnica, se llama ILPET y nos dice cual de las funciopies es ‘u, es decir la, que -

no esta derivada. El nombre de la régla significa - o

Hoae

Fan

b s
_logaritmica
potencial
= exponencial
T = trigonométrica | B
y nos da un orden de prioridad en l'a_'elep_cién'.__ En el ejemplo _:C.llie'-dimos antes, el
 integrando est4 formado por una funcién logaritmica y una potencial (z). Como en
ILPET la ‘L’ est4 antes que la ‘P’ elegimos la logaritmica como la funcién sin derivar;

0

o E e
!

(la u) y la otra como la derivada. Si nos hubiesen pedido

f senze®dx

I:II ;n+ﬂff1"ﬂ ol ?

En-el integrando-aparece una-exponencial y uma trigonometrica. Como el ILPET
la-‘E’ de exponencial estd antes que la ‘T de trigonométrica, elegimos como u a
u=e",y v =senz. . : ) D e U :
Todo lo anterior forma la parte basica del método; este ademss tiene varios trucos
que vamos a ver a medida que los necesitemos. Sigamos con los otros incisos

b) Tenemos que calcular una integral definida. El procedimiento es.igu.a.l al que
haciamos cuando aplicsbamos el método de sustitucién, primero hallamos las primi-
tivas y después usamos la regla de Barrow. : £
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Para. ca.lcular las prlmttwas a.phca.mos partes y vamos a utlhza.r un truco basta.nte
~.comin en-este metodo Si observamos el - lntegrando ‘notamos- que tenemos s6lo -
. una func16n (1111:) en vez de-‘.un : roduéto 0 sea que en prmc1p10 no tenemos entre’

\ k
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R =

—zcosz+senz +C

b d) Es parecido al anterior, tomamos como funcién sin derivar a z y como funcién
* . derivadaa e*,luego.. . Pef SR ST e R R S

- e) Como en el inciso b), acé también aparece sélo una funcién en el integrando, asf -
-~ gue usamos ol trico de nm?tipli_(_'n,r por 1, entonces R

G2 e, R

f’a.rctg'xdi:---#-f 1-'-".arctg zdz \i_ o
" Dado que arctgz es una funcién inversa (la dela tgz) y que i’ es la primera letra
- de ILPET, tomamos a arctgz como la funcién sin derivar y a 1 como la funcién
- derivadayBribonoes:. witii U e e Bl e 0 ki s i ey o4 T

N ' V' =1 = v =
Y la integral queda o "
arctgzrdz = zarctgz — [ z——dgy .
L f S / 13237 i )
Y el problema ahora es resolver la integral que est4 a la derecha. Sila miramos bien,
- vemos que la derivada del denominador es 2z y que en el numerador tenemos una

T .. asi que lo mas conveniente en este caso es, aplicar el método de sustitucién.”
Entonces " ® e

t.=. 1. _}._-xg-_.--::_} dt.—%— 2md$ ey —%—df e

Luego

_/__._ljl—_'.rzdx_ﬁ/.t-th_.Z/t f2-1.[_1|tl+c___2.h”1+$|'_"0
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Y si.'_'reempla,zamos--_en _.(;k) ",-:""ric'i-"s queda

ivar a z y com

'g) Nos plden que ca,lculemos una 1ntegra.l deﬁmda. anero calculamos la, mtegra.l
: mdeﬁmda.y despues usa.mos Ba.rrow- oy : 3

-.Pa.ra. calcula.r PR R ORERE L2 1
f—""’cosxd:c dpna e i

154

~ Tomaimos como funcién sin derivar a z* y como derivada a' cosz, entonces -
fu=g = ul=322

w68 g B g se N T P e e

e _co_s_:cd:z:-- T s_en:c— 31: -;ge_n:t: :r;_.f-_-__.'n_ sen:r:—.3 z’ _sen:c T (%)

Obwamente mhom nos. resh calcula,l f 1k sen rd:z: por ia. forma del mtegra.ndo Io -
mejor es volver a aplicar partes entonces . . s E
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| Reempla.zamos en (*%) y finalmente obtenemos

u=g? =3 wl=2z". -
v'—-senx => v—"__—cos:z:

/ z' cos zdz =z’ sen s — 3’(??? cos z + :2-f--'xc°.s -"?"@.“F) S s
' '_—__;1_:.3 senz + 3.:!:_2 cos z = 6 f T cOs zdx : "

Es triste 'pero; 10 108 queda mis femedio que volver a a,phcé,r pa:rtes por tercera. vez

. para ca.lcular la tltima mtegra,l Tomamos ey E

U=z = u' =1
v'=cosc => v=senz

~ Entonces

/.r cos zdx =rsenz — _/1 -senzdz = Tsenz — fsen zdr =

-*:L'senx—(—cosa:)+0_zsenx+cosx+0 "

fxacosmdx —:1:3sena:+35c cosx—ﬁ(zsenx+cos:c+0)

—sc3senz:+39: cosx—ﬁxsen:c-—ﬁcos:r+C

Y todavia nos falta calcular la in‘c;egra,l definida, por suerte esto es facil:

m

Nl - : )
' / 3 cos zdx =(23 senz + 3::2-.005 T — 6z sen z — 6cosz)
et o X

—7r3sen7r+37r cosw-ﬁvrsenw—f)cosvr—( 6c050) =

= — 3n? +6+6—- — 372 +12

"Ezelrengo pﬁ(ra T!



ki %

h) Este es parecido al d) y al f), y lamentablemente tamblen al g) vamos a vol'ver a
tener que hacer partes tres veces .

Empecemos : “ X ;
Tengo el producto de una potenc1a. y una. exponencw.l asn que tomamos como funcxon
sin dez wa.r a. :1: por lo ta.nto

% Lt.le_g.o |

=

et : = 2= 4
: gl 2 . './:$F :d?fd;j&
Reemplazamos 't_an‘ (*) y nos queda L R

L f e’ dr =T —

Y voli}emdls:._- a aplicar partes; -

/ 2z1:;!:1: e :z:2 5 /2:1: d:c =

__‘9

i f;(*;)“.

: =¥ = y=E
~ Por lo tanto, .. e e

i - .o 2r.fg$..ﬁzjﬂu_zf 2 i
-/’:cehd'n -—a:——e _/e. (
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~ Ahora memplazamo_s_én (**) y. ﬁnajment'e obtenemos

e 2: I."le?:: 3 5ol 3 1;32-'5 12:: o oty

e

g R et TR e Tl R R I L

"e)-y. Vamos a usar. el'mismo truco. Conside: ===

Y '-./._a.rccoslxd:_c_ -_——_/1 -arccoszdz

Y tomamios -

u=arccosz = u = — S
i Shy ;1—.1:2-
M T T : :
Entonces :

arccos xd:c = a:a.rccos T = / = g arccos z + f da; *)

8 & a.hora aphcamos el metodo de sust1tucxon para ca.lcula.r la ultlma mtegra,l dado
que (1-2% = -2z, tomamos

t=1-— :‘r?__ => dt = —2zdzx => «—%—dt =zdz

Luego _

_]_/

© recurrir a un truco clasmo Presten atencién por que requiere de c1erta, sutileza.

vt [ == [ ar==vivo==/i=ro

Reemplazamos en () y las primitivas son

fal_'cco_sxdx_ ”—‘l‘é-l‘CQbS.‘I?F 1/]__.__ x2+c .

i) Como siempre, primero calculamos la . mtegral indefinida y para esto vamos a
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_Prnnero por la regla ILPET tenemOS que. - 5K, _
'"F" G g => o M e

oY volvemos a obtener 1a. mtegra.l que tema.mos que ca.lcula.r orlgmalmente' 5
Para. ver exa.ctamente cual es la mtua.cxon escribamos como nos queda. todo.

i /‘sen-me?dm =—coszre® (se‘nj‘xe"‘ =, / se_ri’z:c"dx) —

':—cos:r:e +senxe /sen:re dz

 Como estén ]as cosas si presta.mos atencuin vemos que podemos pasar de mlembro
la 1ntegra.l del lado derecho dela Lgualda.d, ieste es el truco de este 1nC1so‘ obtenemos

_f’sen-zﬁ.zd:c_ + /SGB :r:e”d:c_:- —_cds ze® + sbn et ke

L9 f sen me"’-d_x = —cos ze” ¥ sen_ ze® =

/senxexdn: ' —cos;ce 2+.s.(.-:r.1:z: +C

R% ahafa,"'ca?.l';euimﬁ09=-za integral definida:

: (= % senz\
e e‘"'.se_n:c.d:c:_( et oe ) |
e RO i e Th o DM SRR eRID R

M

o w'e’.’.cdsfr-i—é.“-'sériar'_-'-_("-’#éO_-c'oé';U'.;'-i-' el sé'nl"ﬂ ) H_ e" +1]
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Ej. 19) Si’ ifamamos G

Este e3e1c1c1o es una generahza.cwn de Ios 1tems d) y h) del e_|erc1C1o antenor Segun

- vimos para calcular esas, ;_Jmtegrales hay que usar partes y.en.el segundo caso. ha.y

" Antes de’ empezar, veamos la notacién para comprender a qué debemos Illege.r. Nos

w3 mtegral que tiene Ia mlsma forma. la. dnica. d1ferenc1a. es que en cada paso. baJ

* que emplear este metodo Ies ‘veces (noten que ahora s6lo teneémos. e*; no; 62’) Si ";

~ prestamos a,tencmn ah .vemos que cad .vez que aphcamos pa.rtes nos queda una

A 'r_xtzdo ‘que’nos: habla.n de-una fon_nula
cidn, ra integral al del ciléulo de una mas. simple
donde la: s:mpleza. en. este .Caso es que el exponente de z sea uno menos que el de

la integral original, de este inodo 51 aphcamos la, formula. de reduccufm n veces

ha.bremos. calculado la integral.- feh e it d Ui, gadia

- Lo que tenemos que hacer para. resolver este eJerc1c1o es ver que pa.sa. cuando a,phca-
~mos el método de mtegra,c'.lén por pa,rtes ala mtegra.] : :

f | ne:dﬁ”. wpiLn

dicen que

'I,,=f no

Lo realmente 1mportante en este caso es que el submdlce de la I coincide con el
exponente de z. De esta manera, lo que tenemos que probar es que

/ z"e*dz -’:e-—nf - "‘ds*:' v
Jo 0

Como las 1ntegrales que nos proponen son integrales definidas, przmem caicula.mos
la indefinida y después aplicamos la férmula de Barrow.

__Emmegzaa_dadoqu&ehmegpand&eeté-cﬂmpﬁ%%e—peﬁmpoteuua (z*)yuna

. entonces -

exponencial ( e*), hacemos
u=g" = u' =ng"]
"f_)jl =ez :$ 'U = e'r'

/z"e"‘dx = z"e® — /n'x“‘le“’d:c —=phel nf:cf“le‘dx

jObs{efve.n que la integral de la derecha es exactamente Y -

Ezelrengo pa
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; f u.v)

' ahora a.phca.mos Barrow (0 sea, f uv = uv, ]

. --Esenudlmente 10 quc va.mos a hax:er es 10 mlsmo-qu: e
' _.Tque ya hzumos b) con =, 3 cn ; ‘__ejermcm 18) g)-

En reahda.d ach se desllza.ron unos errores el enunc1a,do correcto serfa:
Sean ; . . L A - :

Entohc_es valen las fér;nt_ilasz_ ‘ 5 Bowa Y S ARE e

. Iﬁ—’—x cosa:—}-nJ_ Loy b Jp=z"senz —nlyy

¥

: a) Tenemos que {
oo /?n-seimd:ﬂ e f-'c“'l'cbsxdi‘ 4

Aplicamos partes para In:

' =senz =>v—_:—cosa:

Entonces :

/‘m.’."sena:dx =z"(— cos:r).»ﬁ':ifm:“‘"l‘e(—'-‘_cdsx')d':c = —z" cos & +'nf:c""l coszdr

Por lo tan‘td..'x : v peghin B
= —z"cosx +ndny
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b) El procedimiento es exactamente el mismo que el del inciso anterior
© Y=cosz = ve=senz

T hSstsens—nl,
| Ei. 21) La funcién f . .. !
La clave de este éj_erci'cio es darSeICuenta_que en la ._int.egr_ail que tenemos que calcular
‘aparece f derivada y cosz mientras que en la que nos dan de dato ests f sin-
derivar y aparece senz que es, salvo el signo la derivada de senz. Esta situacién
es ideal para usar partes.- PR T R e SRR
Entonces
w=cosz => u' = —senz ;
. _Uf:',ff__-:p. v=f 'l.a'
Por lo tanto : :
”;}2 : .. ﬂ'f‘l. . .'“;2 . ; ? : . b &
- f(z) coszdz =f(z)cosz | - f(z)(—senz)dz =
i Zi e i 3 i _
o g b el R s /2 S Uk i , |
=f(z)cosz | + [ f(z)senzdz (%) l
A aps Ben it GI0 L . .
Por hipétesis, ; . : ]
: i -:rf?_ z
/ f(z)senzdz = 4 y f(=7)=3
Si reemplazamos en (x), nos queda

{
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f f(m )eoszdz = f (vr/z) cm/o - {onjeosr) 4 = g RL=lr]

: _ : ndo:; egran | ol SE
a na.l es decu‘ es eI coc1ente de dos po]momlos Come el método consta.'-ﬁde tres casos
. enesta 1ntroducc1on sena.la.remos_algunos hechos: genera.les Yy amedida. que va.ya.mos.'-e:.:-'
_"'j:"'-.'.'resolwendo los ejercicios haremos las aclaraciones que: corresponda. s = % Tsian
- Para aplicar este método, del grado del numerador- debe ser menor-que ¢l del de- - -
nominador; de modo que si esto no ocurre tenemos que d1v1d1r los polmomlos '-
Recordemos que tenemos 1o siguiente: =~ Sl
81 P 7 @ son dos polinomios, entonces existen polmomlos C\ y R tales que

P QC—!—R gra.doR( gradoQ

_f -Una. vez que consegu:mos esto nos queda L

/ f‘c'( 2)Q(z) + R(z) Cz)cz(z) R(x) g
e R e T Qeles

/C(mdm+/@x)d

De modo que nos: queda la mtegraJ ‘de un polmomm més la. mtegral de una funcmn
“donde a.phcaremos el método.: Ejemplos.de este tipos de cuentas son-los ‘incisos e AECES
~f) y h). Veremos que a. veces podemos mmphﬁcar en-vez de d1v1d1r pero esto ya

- depende mucho del 1ntegra.nd0 iy ' S
Bk ObjetIVO del mefodo es- escrlblr a. la funcmn ‘racional como suma. de funcmnes i h
més slmples por- esto ‘entenderemos ' funciones' racionales cuyos numeradores gog " - -l
polinomios de grado 0ol y cuyps denomiinadores tienen la forma (z—a) o z? +a.
Los casos se clasifican segtin- la factorzza.cmn del denommador ‘tenemos

Caso 1: El denommador tzene todas sus raices reales. y szmples it
En este caso, si Q(z) = = (2 —r1) > (:c - rg) al apllcar el método llega,mos a que

: Q('x) 'f'._l?!—.’”_l_ + T TR ARG
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- .donde r,..., g sonf:_las'-ra.;’cés__'-del denominador y Aj,. ..',_Ak 'son'consta.nte's que

debemos determinar; notemos que hay tantas cofistantes. como raices. (Ver por

ejemplo los incisos a), b) y ¢)) - -

)" .. Al aplicar el méfodo llegamos a qiie - .-

I

___ delaforma Q(z).

R 5

e (5.;".—_-?)."7

'.(Un':ejexﬁpid_ dé'_e_’ste' tipo es el inciso e)) -

~ Si hay mgs de una raiz mltiple (por ejemplo en ol inciso g) y en el h)), tenemos

una expresion de la forma. del miembro derecho de (%) por cada una de las raices
~miltiples ... Y también puede haber raices simples. Creo que lo mejor es dar un
: Q@) =(z-1)(z+5)(z-3)*z~6)

*  Entonces ;=1 y r, = —5 son raices simples, r3.=.3 es una rafz miltiple de

orden 2 (que es el exponente de z —'3 en la factorizacién de @)y r4 =06 es una .

‘rafz multiple de orden 3. Entonces tras ap

licar el método vamos a llegar a que

Ple}s- "4t p & N G
Q@ -1 545 23 G g i 6 g T ey
6 T

g
3 es raiz doble €5 raiz triple

Caso 3: El denominador tiene raices complejas y son todas simples .
Este caso es algo técnico, sobre todo por lo que hace a los nimeros complejos. Por

- suerte es posible explicar la mecanica del caso sin que sea necesario profundizar
demasiado en que son y como “funcionan” estos nimeros. a

. Casg. 2Bl d'e:r;om'i:iq:c__ibf:tie;'::gﬁ"c;}jﬁ_)dﬁs sus raices. re'g_l_é:s_.._y.:.'f_gl'.im.e_ﬁosI-"_ur_i_lti_'6_8;_7?%.6352';)26,..’_ '-':._'-._
. Supongamos primero que s6lo hay una raiz y que esta es maltiple, entonces Q(z) esi

Ay constantes. Notemos que la cantidad de constantes es igual al orden’

Primero, Q(z) va a tener raices complejas cuando al intentar factorizarlo nos en-

contramos con. un factor de la forma az? + bz + ¢ que no tiene raices reales (esto.

ocurria cuando:b? — 4ac < 0). Por ejemplo, si tomamds z4 — 1, tenemos que
2! — L= (2?)F D= (222 1)'-(1:2I_+ )= (z—1)(z+1)(z* + I
usamos diferencia de cuadrados M
Y 22 4+1=0 no tiene raices reales. " K .
La gran diferencia con los casos anteriores es que cuando tengamos raices complejas
los numeradores que van a aparecer después de aplicar el métode en vez de ser
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% _"_-consta,ntes van a ser po]momios de gra.do 1. Como e]emplo en eI caso a,nterlor vaa’
: B +C:c+D 1 :
:L' + 1 231
N, i

parte de la ra(z c.omplQ}a i

;_que exlstlr consta.ntes A y B ta.les que

(3:—1)(2:—2) _ o —1 % z—2
' P&ra hallar estas consta.ntes ‘primero sacamos en eI mlembro fﬂe la derecha denorm— ]
'~'_na,dor comin, y después 1gua.1amos los numeradores :
- '--’i'”°’ A@_2y+3@—1) (A+Bnu2A B
R R B R e BN CES IR

Entonces debe ser - |
' ' 1—(A+B):::—2A B

Para, no confundlrse hasta. que estén ca.ncheros conv1ene comp]eta.r los pohnomlos o
- paraque. tengan el mlsmo grado en este caso -

.-.\- *

0x+1—@$+Bh—2A B

; -Y ahora usamos qu,e pam que dos polmomlos sean 1gua,les txenen que ser 1gua,les sus
v coeﬁc1entes entonces s : G

e .'”'AQJB'”

Dot B_1:$'~&A Bm1=*3—1:¢AM—1yB_1
. Y yd" Consegulmos laS constan{;es entonces t X . eI . ; < . | i ¢
LA _1  o

(= = 2).(? %) = x_ 1+x_2

~ Entonces
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(y i estan empeza.nd
~ tienen razén )

b) Este es:similar al anterior." Ahora el denomma,dor tlene tres ra,lce.s sunples a.sf
que va.mos a. tener que busca1 tres constantes A B y C taJes que '

($+2)(-'€—2)(3:+3) :c+2 '.7:—2 x+3

Sacamos denommador comiin e igualamos los numeradores

. _Bso9 . Als— )<x+3)+B(x+2)(x+3)+c(z~2J(x+°)
(.r+2)(z—-_)(x+3) (z:+2)(x—- 2)(z +8): =5

(A+B+C’):c +,(A+5B)a:+( 6A+6B. 4C)
(7:+2)(.r—2)(:c+3)

Entonces tenemos que resolver el smtema. 2

(A+B+C=0 e cA—g L
'{A+5B=.3' i iR {45’-'—-*-.1/5

_ D e A O TR it ._

PAT L i SH AR T s 7
3z to i o Bl oy 5 iy
/}x~@@+&ﬂx+&¢yi/x+2+x—24_x+3ir i 5

=2 (92 1 [ dz 11 [ 4
:::+2_. 9 -2 % .?;+3

—21n1x+2]+—1n[z-2[~ ——lnfm+3 +C’

c) El.gra,do del numerador es menor que el del denommador asf

que podemos aplicar
fracciones simples directame

nte La factorizacién del denomma.dor es
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e entonces debe ser

m+4_4A+Bn44A 23;:

/5 1};' 2A |

Por 10 tanto

5

e s/4 3/t 5/4 3/4
- .fc2-~4-d _."/x—2+z+2 SET L) ot TE2e

f:mmp m+ mp+m+c__ 

_ d) En este caso tenemos que el grado del numerador es ma.yor que ei del denominador /
" asf que no podemos aplicar el método de fracc:lones simples dLrecta.mente Como
“dijimos en la mtroducc:lon primero tenemos que dividir, entonces o

i ___:1: +O:c +2:1: +0|x—1
7 +0:c '—x e
: el B +0

Por lo tanto e B R
e '3:?_'—|—‘2:3: _='I:r('."f;'2 - 1) +3z

g Entonces o symar i Ay :
b i + 2z .'5«".'( )"'33’(1 —'/.':_“’(."5-2.__' l)d f T g T
'-_/_.:t:—ld_['- :::—1-- i _',.1:2-—1_'_-'3:—'._ :1:2—'1?
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'Y ahora 18 primera 1f1‘f;egra.1 es fac11 de ca.Icula.r y en la seguﬁda. como el grado del
- numerador es menor que el del denommador podemos a,phca.r fra.ccuones simples.
Las pr1m1t1vas de la primera. mtegral son:. '- s

.sacamos denommador comun e 1gualamos los numeradores nos queda.

3=A%+B . [A=3/2
OLA_B_ B =3/2

3z, TS B aidr 3 de .
1dx-'-_'fx—1+ +1d$ 3 m-—-1+2 z+1

3z = A(r+1)+B(m 1) (A+B)a:+A B=>

Luego

31n!:z:-—1|+—-1n|:c-i—1|+C

'Y si juntamos todo- obtenemos lo que buscabamos

TS TN TR
f—xg_ldx__2_+21n|_x 1|+3inle +14+.C

e) El denominador es z? + 2z + 1 que se factoriza como

5f:2+2:r~!—1~~(:z:'-i—l)2

Por lo tanto en este caso tenemos que z = —-1 es una raiz doble. En este caso,
como vimos en la 1ntroducc1én buscamos constantes A'y B tales que

2 +2c+1  z+1 7 (z4+1)?
Y ahora procedemos como antes: Sa,ca.rnos denominador comin e igualamos los
numeradores, entonces
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S Az41) 5B Ay B O
i +22:+1 (:c+1)2 _'_..'.(-'f+1)
S e l_Az'+A+B = AiA.p =

?w——-+c—~i+c~;—l—+c

_ ol G Sy
_'Por 10 tanto ; e g

T 1 1

/x +2x+1 -'B+1+C'
Observacxon Si mxran lo que acabamos de hacer van ver que en rea.hda.d alcanzaba

con transformar z2+2z+1 en (z+1)2 en la 1ntegra,l original, es decir no hacia falta
aplicar fracciones simples. Esto es cierto, de todos modos optamos por el camino
més largo ya que este es el prlrner e_]erc1c1o donde aparecen raices mu1t1p1es en el
deﬂomln&dor ; : e R B SRRt o

£) En este inciso tenemos que' tra.tar con dos cosas: Prlmero el gra,do del numera,dor
~ es mayor que el del denominador y segundo, el denommador tiene raices complejas :
Para solucionar el primer mconvemente d1v1chmos como hicimos en el item d) Ob-
© tenemos - : : :
e Gd=a(rt 1) -z

[ 3 _fx(x2+1)—x - _/ z(z? +1) ' f p s
/.r +1d Bagr il 50 G d:c_.._.__ "._3;2_+ o= + z? +1d,_$-_
/ zdz + _/ BT o ' '

G ' e T BT ' ' Ezelrengo para T!
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- No hay nmgun problema para. calcula.r la pnmera mtegral

_Y para. la segunda usa.mos fra.ccmnes 31mp1es (nueva.mente esto es mnecesarlo ya
que la derlva.d_a de z?+ 1 €. 2:c y tenemos z en el numerador podemos a.phca.r el -
stltuc.xon 1 ‘frac .

1€, i enomma,dor no tlene Trafces reales. puesno: emste ningin. numero real

""_\__ga. la 1gua.lcla.d ¥+ 18="0.' Las' rafces son .z =iy z = —i, por lo’
tanto esta,mos en presenc1a de ralces comple_;a.s SJmples De a.cuerdo con lo v1sto en
la mtroduccmn tenemos que encontrar consta.ntes Ay B ta.les que

—:c “ A:c + B
B . 241yt _
_ En este caso lo dnico que tenemos hacer es igualar los nunﬁeradores y llegamos a

\

A —1
_ B=40
1Y llegamos a la misma mtegra.l‘ realmente este no es‘'un buen ejemplo de como
aplicar el método. : - R . :

Entonces

- —:é:A.r+B =ik {

N —z : —1z -i—U
it de = —-—d
- ,/ PO f 22+ 1
Y ya no nos queda més remedio que aplicar sustitucién. Tomamos.

u=z? +1 = du = 2zdr —> H—;-du; -—-zd;é-‘.-- :

Ltiego

e W B TN . ;
/ ———dz f = dy = —= /u —.—§1n|u[_—|—C=_§1n|$2+1|+0

241 -2'_

Por I_o tanto

. /%:__;’ldx——iln(ﬁ{l)-i-c

Y si juntamos todo lo que tenemos llegamos a que

Ezelrengo para T!
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Sacamos denommador comun e 1.g aJamos los numeradores entonces

_ '_,_,: _|_:B'_|_1 : Ar2($+1)2+3x(m+1) +C(.T+1)2+D.r3('c+l)+Ez:

3(:::-[—1)2" e ok S g8 le b0 5, g 3 :
(A+D)x +(2A+B+D+E)x +(A+QB+C)1: \+(B+20)x+C
: (3:+1)
oLl tanto . R e L
F AL s v o A=
A+2B+C=1 == (C= 1
e B A= | D=-2

Entonces

: x-+x+1 gv g BERR R o 1T
_Hnd g s R
/ s +1)° /$+ 2+ +$+1+(x+l) d:c

2 - 1 1
2[ d:c / d.’ﬂ-l-f d:z:+ 2—+1d

1
2:c

1

i 21n|m|+v— porrig|

—21n|:r:+1|+

+C

h) En este inciso, dado 'qﬁe'él "gra;d'o del"nurhefadéf es igual al dél denominador
- primero tenemos que dividir y despues aphcar fracciones sunples (y nuevamente las :

raices son multiples). Entonces, dmdlmos y llegamos %
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'Y ahord aphca.mos el método de fraccmnes sunples pa.ra. calcular Ia ultnna mtegra.l
| Las raices son z = 0 yz=1 y las dos son dobles entonces buscamos constantes
A, B _C y D tales que kL - :

22 Sl ) A CB O e D
- F ‘”:c+32+x--1+(;~5_1)2" ‘.

Ax(.z:—l)2+B(x—1)2+C:1: (a:—l)-{—Dm

. . Al 1)2 :
(A+C):c +( 24+ B — C+D):.': +(A ZB)z+B
_ - 2z~ 1)?
‘Entonces, 1gua.la.nclo el numerador llegamos a |

| A¥C =3 ks A=2

—2A+B C+D-—_—1 - B=1
Entonces  : _ DA _

223 — 22 4 1 '_/2 1 2 _ '
f Ha-1p o BBt :
..__2/1dx+f dx+2/
(xh 1)
—21nfrﬂf~———' +C'
' z z-—1.

'Y finalmente reemplazamos en’ (1) para obtener el resultado

Ezelrengo_p’é{ra T!
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322(::: —11)? 1

3 /J_tl—dm_z+21n|x|—l-———+0’_ =

Prob. 1: La funcién f satisface .

Dado que el Gnico dato de que dlsponemos es el va,!or de la 1ntegra.l (y a.fortunada.— _
mente una de los ]umtes de integracién es 2, en valor de z en el que nos piden que

. evaluemos'a 'f) integramos la igualdad (*) Ev1dentemente si 1ntegramos uno de
los miembros de la 1gualdad debemos mtegrar el otro, asi que '

[ f )dz —/ 5T f | | ..(;?)

- I mtegral de la lzqmerda sabemos que da 12 y pa:a. tra,ta.r de aclara.r un poco las
cosas en la de la‘derecha podemos intentar hacer pa.rtes ‘observen que tenemos en el -
integrando el producto de dos funciones y una de ellas es cla.lamente la derivada de

una funcwn ‘entonces

u,ma:r:ciz-r_:}u—S

. "u_f()_*(m}v—*f(x)

Entonces " | 3 :
fﬁxf( )dz-—-51:f fo dL-*5:1:f —S/f

: Y como tenemos que tra,bajar con: }a mtegral deﬁmda .
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f Szf (z:)dx = 5:1:]‘_'._(7:) ' —5/ f

1= / f(x)d”—f_:‘_.s_@?-*f'?i}f%%"wf('zi'?.ﬁb]'

iy deSpeJa;ndo f( ) Hegamos a

12+so T
f(z) A TR

| Prob. 2: E'thentre el Ipolino'mid. 3

Recordemos que el pohnormo de ’Ih,ylor de orden 3 de una funcxon f en z =0 esta
“dado por la fermula - )

f(0)+f(0):c+ U 2+ 'f"’(O) ;

De modo que en este ejercicio es solo tenemos que derlva.r y a.rmar el polmomm
La funcién que nos dan es-

f(@)= / 51 4 {)dt

Entonces:

£(0) =.‘/00(.I\+ t)3 In(1 ;}-t)dt = 0

fl(z) = ( /0 “a +1)°In(1 + t)dt)_’ =(1+2)’In(1 +2) = f{0)=2Inl =0

Ezelrengo paitra T!
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L (4aPGuiea ]

__f ()—3(1 +:r) ln(l+3:) (1—!—::) o

f”(U) = 1

Por 10 tanto’ el polmon:uo de 'Taylor;.d : __orden 3 en z = 0 es

s 1
21 3153
Prob. 3: Encuentre una primitiva A
Tenemos que encontrar una primitiva particular (la que verifica que g(0) = ~3In4.

‘Lo que podemos hacer entonces es encontrar todas y clespues ver de todas ellas cual
~es la que cumple con lo pedido, : nd
i Pa.ra, encontrar todas las pmmtwas 1o tinico’ que tenemos que ha.cer es 1ntegra.r

3z
-/_E_T_d_
4 4 e°*

Dado que ia. denva,da de 4-!—63“ es 363" podemos probar con:el metodo de sustltumén
O umtedt o d=d =l -

Por lo tan't_ol,- A i |
‘/‘4+63zd:::. sy 3 u =3 __1n|u|+C-—1n|4+e l+C g

Y ahora tenemos que ver cual de todas estas'es la que cumple con la condicién
pedida, es decir de ver cual cumple con ¢(0) = —3In4. Para esto, 51mp1emente
reemplazamos z por Oy despejaanos C ‘entonces, si
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%IHH +‘-1)+c_'_—; ;31n_4-

C'. ‘—__—31114 —_-3_1 5- o

.' _ __Por lo tanto _,Ja. funcxon.wbuscada, es:

'-P'rbb.' g Haile una :funciéﬁ 2

_ Tenemos que encontra.r Uina f que cumpla. con lo pedxdo Tal vez lo més convemente
_ sea, para empeza.r eliminar la integral; esto podemos hacerlo denva.ndo entonces
v

!

| (:c+3)f(3:) _x +1+/ f dt ap (('f:+3)f(a:)) —.(r +1+/ f(t)dt)

. | ‘-=>f()+($+3)f($)~2-’f+f()
Podemos cancelar f en ambos Imembros y Ilega.rnos a

(z+3)f (:c)'— 2
Como z € (O_, +o_o), z + 3 7‘: 0 y podemos pasarlo d1v1d1end0 nos queda,

f(x) 3:+3 :

Y ahora para hallar a f lo tdnico que tenemos que hacer es mtegrar Dado que
tenemos el cociente de dos polinomios que tlenen el mismo gra.clo3 asi que primero
dividimos. Tenemos que ; :

.':. e

. 23‘:2(.1:—1—3):—6

Por 1o thiite N
:c-i—3 z:+3 A T+3 z-: 3$h

/ da:*?/a’z: 6/ 61n(z:+3) C
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Asi que llega.mos aque fz)y= 23: -6 ln(m + 3) +Cy lo que nos queda por ha.cer
.8 determma.r la constante C para esto usamos el da.to & f ( ) = 1 /2» Entonces

61114 —-;3 + 61114  :

&

- l\?!f—l

ik '-_(1) =2 61114 + c = G

R ‘Prob. 5: Halle unafuncmncontmua

e Es pa.recado al anterior, -_pzi_-_r;ier-d_ : défiyafmos ‘para tratar de «despe]ar»a.g,entonces i

: : cplnz ' in:-: . ' I . = %
g el +/ g(e)dt =z 4 lnz = (1 +f g(e‘)dt) = (z? + Inz)" =*

."g(é’”)-%-_2m+~l~ = g(z)—x(9x+ 1) => (r)=2:52+1_

* recordemos que si tenemos una funmén de la forma F f ) f( t)dt entonces
~ por la regla de la cadena Fiy ) f(:r:) '(z)

Prob. 6: Pruéb._e. que ...

& Este e]erc1czo es una snnple aphcamén de la férmula, de camblo de vana.ble que vimos
en los ejercicios 16) 1), D) y 17). St
En este item tenemos que probar que

.fr-_#d.t. o '=-f1f”. de
21418 ) f 148

: Da.do que el integrando es el mismo es un poco dificil detecta.r por este lado cual es el
cambio de variable, en cambio si miramos las for mula.s y Ios extremos de mtegmcmn
tenemos que de alguna manera

PRE 3
g
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Entonces probemos: con. esto pa.ra. no confundir }as cosas 1n1:roduc1mos una nueva
variable u y consideramos.. ws i i i ool
- Tenemos que ¢ =1 [u. Notemos qua t es una funcmn dec:rec1ente y que e
_lSI‘U.—l—-—}t-—l sxu=:r:~—>t—1/9:. _ - . :
el SiY ="—1/u%y g s, 1] < [1,1/z) (Como t es decreciente, si 7 < 1 =
ST ot l < 1 /.'c) Con la notacién del_:la* formula del cambw de va.nable tenemos que :

e R i -
l+I/u2 _u [ -_'_u'2-|-'1.du_"

Prob. 7: Consiﬁiere la funcién . . . I ; ".‘ :

a) Tenemos que ca,lcular f f (.r)d:z: Dado que f ests dada por una funcién partida,

- tenemos que decidir que parte o partes son las que tenemos que utilizar para calcular

la integral. Como los extrémos de mtegraczon son e i y 1 , tenemos que e-_? sz<1

~y por lo tanto f (.:c) = 2 é‘;x Entonces

. 5 i 2.111.3: |
: z)dz = L DE
e—3 f( ) ' /e"*s. 3z
Primero buscamos las primitivas: =~ _

fZln:c 2z , : Inxd.’f REsile 1 |
& : :

Hacemos SUStltUClOIl con u=Inz, entonces L -i

| u=Ilnz = du=ldi =

lnxdx—*flnxﬁdz —..»—-/udu—%%*+0=%ln2x+0 :

Y ahora calculamos la mtegral deﬁmda,

1 ; 1
2lnz , 1,9 s
.[_3———33: dx-h31nxr-

%(Eng(l) —In*(e™)) = 2(0 - (-3)?) =|-3

i
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b) Evzdentemente k tiene que ser mayor que 1 pues la mtegral entre e y 1 da_ T
—3 y en ese intervalo la funcién tiene siempre el mismo signo; entonces

PfobBSiIn—_- B O R

Este ejercicio es 81m11a1 al 19) Lo que queremos probar es lé. Lgua.lda,d

5
ST

tﬂ— :
f \/t2 \/_ (n' ) Verl G
‘Para probar esta 1gualdad como h1c1mos a.ntes vamos a usar partes A81 como estan’
las cosas, no queda claro que tomar como-derivada y que como sin denvar lo que
nos conviene es reescrlblr el mtegrando

0o VE2+1 B Vf2+1 L " ‘o
Bl Y ahora tiene meJor aspecto como: t/ \/ t2 + 1 es la derlva,da. de \/t? +1 nos conviene
. e hacer 3 :

:fn_l ::::.} u’ = (n_l)tﬂ—g 0
vv t _=.> Y= -t2 +1

v = ) ' :

'Entonées j

dt = 1\/1:2 ‘ —(n—-I t“*‘%/ﬁ dt
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. Todavia no tenemos 10 que queremos, Io que: podemos hacer es multlplxcar y dividir -
dentlo de Ia mtegr&l por \/t2 entonces : :

i n—2(42
FAT t"2\/t2 dt ft“2\/t2+ "t"'ldtu_- ——_t (t +1)_t

0. Vi2+ 1.

_ ;_'_ Y el .n'—'2;} = .
A s o dt +/ i SRZor

.1. i

TeE——l] =
-

f\/_dt+(n—1f\/_._dt n—l)f\/i:i
Luego

=Y

dt—x/_ (n—l

o[ e /«ae—

como querla.mos proba.r

- Prob. 9: La funcién f es continua . . .

Basta ver que la derivada de G es positiva. Tenemos que

_.-;3+z \ . ¢
() = :c-l— [ 1+ f2{t )dt ——+1/1 + f2(23 +q~} (322 +1)

ilinadas

Como 1/5, /1 +f2(1:3 +z)y 3z2+1>.0 entonces G’(z:) >0y i funcién es
estrictamente creciente. :

Prob. 10: La funcién f tiene
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B : 'Por pxopleda.des bészcas de la mtegral

_ =32 -
Sea P el pohnomlo de Ta.yior de f de segundo orden Tenemos que estlmar el error -
~ que comentemos al aproximar Ia mtegra.l de fentre 0 y O 5 por la. integral de P
en el mismo intervalo. - S : : ot : :
P01 la formula. de Ta.ylor sabemos que

i _ e W G _ 0’5._:.:__ o
As1 que pa.ra esttma.r el error basta, con estlma,r

oo sl

< /D Eielleg by o 40k

Es hora de recordar cual es la exp'resiéln'dé R(z:) Tenemos que

0‘5 ¢ ——
- R(z)dz

0

3L

' Pcn lo tanto si 1eemplazamos en (*) nos queda. que :

ff;r(U) : /05 1/8 e by /05
d < r*dz z' d:x: =

1 VSRS 05
/0 |R(_x)|d;: =-/o P T
' 1% 10,58

: _ 48 4 48 o
Por lo ta.nto el error que comentemos es menor que 0, 00033

R =y

~0, 0003‘3

Prob. 11: Pruebe qué I,

~ Ya hicimos varios ejercicios de este txpo Este en partlcular me parece que tlene un
error, veamos que sucede cuando aphcamoq par’res s iR
Si tomamos ' !
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u—ln 'z = u "”lnnﬁlr'% '
IR LR "".""'z:n+1 : e
wap bl s nania iy

| I_ Por lo tanto”

' Y vemos. que 12 ltima mtegral no es I e AP e R s, 4
- . Por otra parte, si_ calculamos la denva.da de ( __“"‘1 In"z)/(n+1) ='n/(n +1) Loy -
- Vemos no-1os dax In"z; astque Eett B e S R T L

Prob. 12: i__Paré. qué valores de t, R U TR o

“Primero calculemos la infe_'gralz. Tene_nﬁds.dos varios casos
A sl 1 '
-‘ii:/:::“’dx: Pr it _ | .

P

o jzf=. e p'= 1

Entonces

Pt 5 : 1 o
[Tl E)
1 ' :

In|z| ’1 =Inn S sip ::1

Luego, 6L psk 1

sip—1>0

’ : 1 ' R
iy =¢r-1

00 sip—1<0
0,si p=1, LI

lmlnn=0c0 .
n—oo t

ara T!
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Por lo tanto el hmlte es ﬁnlto y cla 1 / ( ) sip>1.

| P_rolb.,.l_13:_'-Sé ﬁe_ﬁne:l_a fun_c_i_t"J_{'i o DA D

: Por lo tanto,

) —fizzg-e +:1 = e
Y lo m1smo para. caicula.r I‘( ) pero ahora la mtegrai es un poco mas cornphcada. |
. :

r(z) \ thgp | a:?-"e*d'z o
.-'—1000'

- Asi que hay que ca,lcular f xe”*d’s Ha.cemos pa1 rtes:

—::: = u' -1
o =e” = U-—-"é__

: / zd:r; .—x(-— ) /( -é—x)d:c —~xe” +fe-2d$ 2

=—ze "4 () +C=—zeT —eF§C

z -

~ Entonces

Por lo t_a,nto,' _ :
' / ze fds = (—ze™* —e7F) [ =—tet -t — (=1) = —tet ~et+1

0. .
Luego :

- lim / zedr='lim —tet—el+1= o
t=+o0 J S IR R L e

‘Ezelrengo para T!



(limg_;.,,we ~t = 11m5_++°° 1/6 = D y, por L Hosp1tal hmx->+m te 0) .

b) Veamos que I‘(n + 1) nI"( ), esto es pa.re(udo a io que h1c1mos en otros

~ ejercicios al buscar férmulas -de- reduccmn Busquemos pnmero que rela.c1on ha.y
... entré las’ pumltlva,s y despues pasemos al hrmte PR R ;
-__._;v_Tenemos que. calcular jl'J
sean

t Lo : . o t :
—]—n/ " e T de = —ret n/ z" e~y
0 0 3 _ '\_ § 0 ’ i

Y pasa.ndo al h’mite' ‘tenemos que

t : pt
3‘9 : (n+1) = lim [ z"e*dz = lim (-—t"e“—i—n/_ x“‘le"’d:c) =
" hia? _

' ' t—}ooo t—+o0

] i . -
/ e *dr = —z"e™"
5 ;

: § ;
=n lim [ z"le 2¢7 = nI'(n)
i—4-00 0

~ Por lo tanto, I'(n + 1) = nl'(n). . -

- A partir de esto, sale que ['(n) = (n—1)! (hay un pequefio error en la préctlca) En
efecto, recordemos que n!l=n-(n-1)-(n- 2)---2-1 y veamos como obtenemos
esto a partir de la func1én i
Tenemos que

I(2) =I(1+1) = IP(1) =1 =
B =ICFI =@ =2=
I'(4) =0(3+1) = 30(3) = 3.

;;p'g ;

23’

Si continuamos, es facil convencerse de la validez de la formula (limy o —t"e t =0
después de hacer n-veces L’Hospital)

FIN DE LA PRACTICA 9

S5-9 |
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