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Prólogo
La presente obra está dirigida a los estudiantes de ciencias e ingeniería, 

que con seguridad les servirá como libro de texto así como de referencia 
suplementaria.

En esta primera edición, cada uno de los capítulos aquí considerados, 
han sido abordados de modo eficaz y claro; además de incluir una buena 
dosis de problemas resueltos y propuestos. Entre otros, temas como el de 
funciones reales, sucesiones, límites, continuidad y derivadas han sido enfo­
cados con un gran rigor analítico y al mismo tiempo con la simplicidad y 
claridad al alcance de los estudiantes de ingeniería, así como de otras disci­
plinas afines.

En la obra se da una particular y especial importancia a la formulación y 
solución de los problemas, lo que conduce a que el lector corrobore y disfrute 
de lo que teóricamente se postula. De este modo la presente obra establece 
marcadas diferencias en relación a la literatura existente en la materia.

Creo que la Universidad Nacional de Ingeniería tiene un gran potencial 
para lograr una nutrida gama en publicaciones, con este convencimiento no 
escatimé esfuerzos en persuadir al profesor Manuel Toribio Cangana para 
que se decidiera a terminar y publicar esta obra, que estoy seguro, será 
de gran utilidad y provecho a los estudiantes universitarios en cursos de 
matemática de los primeros semestres.

La actividad académica universitaria do un docente, debe pasar por su 
dedicación a la producción intelectual, y en el caso del profesor M. Toribio, 
no me queda más que felicitarlo y agradecerle por esta obra que prestigia a 
la Facultad de Ciencias y la UNI.

Debo también felicitar a la profesora Ruth Medina Aparcana por su 
aporte y contribución en la realización del presente libro.
Finalmente, invocar a los docentes de Ciencias e Ingeniería de nuestra Uni­
versidad, continuar este ejemplo en bien de nuestra institución. Estoy con­
vencido que toda iniciativa de esta naturaleza debe sér apoyada de modo que 
publicar nuestra producción intelectual, se haga entre nosotros un hábito.

Dr. P edro Canales García 
Decano FC- UNI





Capítulo 1

Lógica Básica

El hombre ha cuestionado su existencia y su circunstancia desde el mo­
mento en que emergió la llamada condene, a del yo.
A partir de ese día, estuvo consciente de que en su mente permanecían 
imágenes representativas de las cosas, aunque éstas hubiesen dejado de es­
timular sus sentidos.
Lo anterior debió haber provocado una inmensa alegría a nuestros antepasar 
dos, al darse cuenta de que podían pensar en el ser querido sin estar presente 
éste, comunicar por medio de signos lingüísticos sus experiencias a las gene­
raciones venideras; pero quizá también sintieron temor, duda y vacilación 
frente a preguntas tales como: ¿Es completa la idea que tengo de este
fenómeno?, ¿ es verdadero el juicio que hago de estas personas?, ¿es válido 
el orden en que he desarrollado mis ideas?. Éstas son algunas preguntas que 
a todos nos inquietan, especialmente a aquel que intenta arrancar y hacer 
suyo el orden o lógica bajo el cual se expresan los fenómenos de nuestro 
entorno.
A pesar de lo difícil que es lograr una respuesta satisfactoria a las preguntas 
anteriormente formuladas, el hombre se ha entregado a la tarea de estudiar 
las reglas que lo lleven a proceder con orden, con facilidad y sin error en 
el trabajo de la razón, surgiendo, a partir de Aristóteles, el estudio de la 
lógica como una inmensa esperanza capaz de desentrañar el misterio de la 
perspectiva humana.
En este capítulo se pretende que el estudiante se familiarice con los métodos 
de razonamiento matemático, utilizando las reglas más elementales de infe­
rencia. La tarea principal de la lógica es la formalización y sistematización
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2 1.1, Conceptos Básicos

de los métodos válidos de razonamiento; a la lógica no le compete pronun­
ciarse sobre la verdad o falsedad de los enunciados, sólo le interesa establecer 
en qué casos la verdad de las premisas implica la verdad de las conclusiones.

1.1 Conceptos Básicos
Definición 1.1.1 Se llama proposición  lógica a toda expresión que tiene 
la cualidad de ser o bien verdadera o bien falsa, pero no ambas a la vez.

Veamos algunos ejemplos:

1. 151 es un número primo, es una proposición verdadera.

2. \/2 es un número racional, es una proposición falsa.

3. Buenos Aires es la capital de Argentina, es una proposición verdadera.

4. Plutón es un planeta, es una proposición falsa.

5. Carlos Marx escribió La Iliada, es una proposición falsa.

6. La luna no es un satélite, es una proposición falsa.

7. Hoy es lunes y mañana es jueves, es una proposición falsa.

La expresión “2 divide a x" no es una proposición, pues no sabemos qué 
valor toma x. Por ejemplo, si x es un número par, será una proposición ver­
dadera; en cambio, si x es un número impar, ésta será una proposición falsa.

Las proposiciones se denotan con las letras p,q,r,s,t, etc. Dada una 
o más proposiciones, se pueden construir otras utilizando los términos de 
enlace y, no y o, llamados conectivos lógicos y denotados por A, ~  y V, 
respectivamente. La negación de la proposición p, denotada por ~  p, es 
una proposición ( que se lee no p), mientras que p A <7 (que se lee p y q) y 
p V q (que se lee p o q) son llamados la conjunción y la disyunción de las 
proposiciones p y q. Los valores de verdad de estas proposiciones se dan en 
las siguientes tablas:

P q pAq pVq
p cvj P V V V V
V F V F F V
F V F V F V

F F F F
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Observaciones: ,
1. - Los conectivos A y V no establecen ninguna relación (en el sentido 
matemático) entre las proposiciones p y q, sino que tanto p A q como p V q 
son nuevas proposiciones obtenidas a partir de las proposiciones p y q.
2. - Existen otros conectivos que se derivan de los anteriores, que por 
su importancia tienen nombres propios. Éstos son el condicional y el 
bicondicional, que en seguida pasamos a explicar.

Definición 1.1.2 El condicional de las proposiciones p y q (denotada 
por p —> q) se define como la proposición compuesta ~  p V q, es decir

p -+ q -  (~ p) v q

y se lee “si p, entonces q” .

A la proposición p se le llama antecedente y a la proposición q se le llama 
consecuente. Su tabla de verdad es:

p q p q
V V V
V F F
F Y V
F F V

Al igual que en la conjunción y en la disyunción, el conectivo —> no estable­
ce ninguna relación (en el sentido matemático) entre las proposiciones p 
y q, sino que p —> q es una nueva propcsición obtenida a partir de las 
proposiciones p y q. Por ejemplo,

Si 1 es primo entone e;s 2 es par

es una proposición verdadera. ¿Por qué?
Existen otras maneras de leer la condicioi al p —> q. Por ejemplo, se puede 
decir que

p es una condición suficiente para q, o que 
q es una condición necesaria pera p

Definición 1.1.3 El bicondicional de las proposiciones p y q (denotada 
por p «-> q) se define como la proposición compuesta (p —*► q) A (q —» p) , es 
decir

P <Z
d e f
=  (P q) A (q -> p)
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y se lee “p si y sólo si q” . Su tabla de verdad es

p q p ^ q
V V V
V F F
F V F
F F V

Al igual que en los casos anteriores, el conectivo no establece ninguna 
relación entre p y q, sino que p <-> q es una nueva proposición, obtenida a 
partir de las proposiciones p y q. Otra forma de leer la bicondicional p +-> q 
es

p es una condición  necesaria y  suficiente para q.

Una fórm ula lógica es una expresión que contiene un número finito 
de variables proposicionales: p,q,r, etc., y un número finito de operaciones 
lógicas: V, A, ~ , —>, etc., en una correcta combinación.
El valor de verdad de una fórmula lógica dependerá de los valores de verdad 
de las variables proposicionales que intervienen en la misma y el número de 
combinaciones que tengamos en una tabla de verdad dependerá del número 
de variables proposicionales que lo determinan, siendo en general igual a 
2n, donde n es el número de proposiciones que intervienen. Por ejemplo la 
tabla de verdad de la fórmula lógica

(p A /*vj ---->co y

tiene 23 =  8 combinaciones posibles.

Definición 1.1.4 Una tautología (contradicción) es una fórmula lógica 
que siempre es verdadera (falsa), es decir, su valor de verdad es independi­
ente de los valores de verdad de las proposiciones simples que lo determinan. 
Si una fórmula lógica no es ni una tautología ni una contradicción se llamará 
una contingencia.

Ejem plos de Tautologías:

1. p V ~ p

2. ~  (~  p) <-> p

3. [(p -»  q) A p] -> q

4. |(p —» q) A ~  q\ — p

5. ~  (p A q) «-> (~  p V ~  q)

6. ~  (p V q) <-» (~  p A ~  q)
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7. [p -*■ (<?A ~  g)] p

8. [(p -»  g) A (g -> r)] -»  (p -> r)

9. [(p A ~  r) —> (g A ~  g)] —> (p -+ r)

10. [(p —> r) A (g —+ s) A (p V g)] —> (r V a)

Verificar que cada una de estas 10 fórmulas lógicas son efectivamente tau­
tologías (vea el ejercicio 3 en la sección de ejercicios resueltos). El lector 
principiante debe verificar la mayoría de éstas .
Damos ahora un concepto que sí relaciona proposiciones, llamado equiva­
lencia lógica, que de inmediato pasamos a estudiar.

1.2 Equivalencia Lógica
D efinición 1.2.1 Se dice que dos proposiciones p y q son lógicamente 
equivalentes (lo que denotamos por p =  g) si la bicondicional p <-> g es 
una tautología, es decir

p =  g si y sólo si p <-> g es una tautología

Observación.- La relación de equivalencia (lógica) satisface tres 
propiedades que caracterizan la definición general de relación de equiva­
lencia. Estas son:

1. Propiedad Reflexiva

p =  p para toda proposición p.

2. Propiedad Simétrica

Si p =  g, entonces g s  p.

3. Propiedad Transitiva

Si p =  g y g =  r, entonces p =  r.

A continuación se da una lista de equivalencias importantes que muchas 
veces son conocidas como leyes lógicas.
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Leyes Lógicas

Dadas las proposiciones lógicas p, q y r, se tienen las siguientes leyes lógicas:

1. Ley de Idempotencia

p V p =  p , p A p =  p.

2. Ley Asociativa

(p V q) V r =  p V (<? V r) , (p A q) A r =  p A (q A r).

3. Ley Conmutativa

pV q =  qV p , p Aq =  q Ap.

4. Ley Distributiva

p V (q A r) =  (p V q) A (p V r) 
pA(qVr)  =  (pAq)V(pAr)

5. Leyes de D ’Morgan:

~  (P A q) =  (~  p V ~  q)
~(p V g) =  (~ p A ~ g ).

6. Ley del Contrarrecíproco

\ p ^ q ) =  (~ q

7. Leyes del Complemento

p V ~  p 
p A ~  p
~  (~  p)

Tautología
Contradicción
P

8. Leyes de la Identidad

p V Contradicción
p V Tautología
p A Contradicción
p A Tautología

P
Tautología
Contradicción
P
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9. Leyes del Condicional

- (~  p) V g
=  p A ~ g

10. Leyes de Absorsión

(i) p A (p V q) =  p (ii) p V (p A q) =  p

(m ) ~  p A (p V g) = ~  pAg y (iv) ~ p  V (pAg) = ~ p  V gr

La relación de equivalencia lógica =  permite simplificar algunas fórmulas 
lógicas, ya que toda proposición puede sustituirse por otra equivalente; para 
ilustrar esta idea vea los ejercicios resueltos 4, 5 y 6.

1.3 Cuantificadores

1.3.1 Cuantificadores Universal y Existencial
La expresión

x >  0
no siempre es una proposición, puesto que no sabemos qué valor toma x. 
Por ejemplo, para x =  “Manzana” , la expresión no tiene ningún sentido, 
pero sí lo tiene si tomamos valores numé ■: eos adecuados para la variable x\ 
si x — 2, la expresión es una proposición verdadera; si x =  —5, la expresión 
es una proposición falsa.

Definición 1.3.1 Sea A  un conjunto no vacío. Una función lógica sobre 
el conjunto A es una expresión p que uepende de x (lo que denotamos 
por p =  p(x)) tal que a cada elemento a dei conjunto A asigna un único 
calificativo a la expresión p(a), que puede ser verdadero o falso (pero no 
ambos a la vez). Esto es, p{a) es una proposición lógica para todo a £ A.

Por ejemplo, la expresión inicial “x > 0” , es una función lógica sobre el 
conjunto de los números reales.

Sea p =  p(x) una funcióñ lógica sobre un conjunto A y V el conjunto de 
todos los valores x  para los cuales p[x) es verdadero, es decir

V =  { x  G A j  p{x) }
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El conjunto V es el conjunto de validez de la función lógica p. Evidentemente

(j> c  V ç  A.

Cuantificador Universal.- Si V =  A, es decir,

{  x é A /  p(x) }  =  A,

el enunciado p(x) es verdadero para todo elemento de A. Escribimos en este 
caso

(V x  € A) p(x) ó V r €  A,p(x)
y decimos

“para todo x G 4̂ se cumple p{x).”

El símbolo V se llama cuantificador universal.

Cuantificador Existencial.- Si V ^  <f>, entonces V posee por lo 
menos un elemento. Escribimos en este caso

(3 x  € A) p(x) ó 3 x € A/p(x)

y decimos:
“existe un x € A tal que p(x)” o 
“para algún x € A, p(x)” o 
“para al menos un x £ A, p(x)” .

El símbolo 3 se llama cuantificador existencial.

1.3.2 Negación de Cuantificadores
Si V ^ Á, entonces Vc =  { x e A /  ~  p(x) }  (el complemento de V) es 

un conjunto no vacío; así

~  (V =  A) =  (Vc ^  t).

Simbólicamente,

~  (Vx G A, p(x) ) =  3x e A /  ~  p(x).

Análogamente se concluye que

(3x e A /  p(x) ) =  Vx e A, ~  p(x).
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El lector está obligado a llegar a esta conclusión.

E jem plo.-
Negar la siguiente proposición:
Todos los alumnos de Cálculo Diferencial tendrán una nota > 10.
Solución:
Denotando por A  al conjunto de todos los alumnos del curso, y considerando 
la función lógica

p(x) : “x tendrá una nota > 10” 

el enunciado es de la forma

V i s  A,p[x)

así que la negación es
3 x 6 A ¡  ~  p(x)

esto es, “al menos un alumno del curso Cálculo Diferencial tendrá una nota 
< 10” (¡será desaprobado!).

N ota.- Aclaramos que las proposiciones

Vx e A, 3y e  A / p(x,y),

3y 6 3  /  V r  6 á , p(z,y)

son distintas.
( la expresión p(x, y) es una función lógica definida en A x A  ).
En efecto: la primera proposición Vx € A, 3y 6 A /  p(x, y) se lee

“para todo x en A, existe un y en A (que depende de x) tal que p(x, y).”

Esta proposición será verdadera si para cada x elemento del conjunto A que 
se tome, sea posible encontrar algún elemento y del conjunto A  (en general 
variando de acuerdo a x) de manera que p(x, y) sea verdadera.
Como ejemplo, tomemos í f  =  { ( x , y ) e R x E / x > 0 y y > 0 } , y l a  función 
lógica definida sobre H  por

p(x, y) : “y < x” .

Dado x >  0, tomando y =  | > 0, vemos que y <  x, esto es p(x,y) es 
verdadera. Por lo tanto la primera proposición

Vx 6 M+, 3y € R+ /  p{x,y),
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es verdadera.
Consideremos ahora la segunda proposición 3y € A /  V x  G .4, p(x, y) que 
se lee como

“existe algún y en A tal que para todo x  en A, p (x , y) ” .

Para que esta proposición sea verdadera basta encontrar algún elemento y 
del conjunto A de tal forma que tomando todos y cada uno de los elementos 
a;-de A (independientemente de y) la expresión p (x,y) sea una proposición 
verdadera; en particular para la función lógica definida sobre H — R+ x R +

p(x,y) ■ “y < x"

la proposición 3y G R+/V:r € R+ , p(x, y) es falsa, puesto que si suponemos 
que existe un yo 6 A  (dado) tal que

Vx > 0, y0 <  x

tomando Xq =  |yo >  0, concluimos que

X q <  yo <  X q

lo cual obviamente es un absurdo.
Para concluir esta sección vea leu ejercicios resueltos 7, 8, 9 y 10.

Damos ahora un segundo concepto que también relaciona proposi­
ciones, la implicación lógica. Este es un concepto muy importamte a la 
hora de hacer las demostraciones en matemática.

1.4 Implicación Lógica
Definición 1.4.1 Se dice que la proposición p im plica lógicam ente la
proposición q (lo que denotamos por p = >  q) si la condicional p —> q es una 
tautología, es decir

p = >  q si .y sólo si p —> q es una tautología

Observación 1.- Las propiedades que satisfacen la implicación lógica son 
las siguientes:

1. Propiedad Reflexiva
p = > p
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2. Propiedad Transitiva

Si p =$■ q y q = >  r, entonces p = >  r

3. Propiedad Antisimétrica

Si p = >  q y q = >  p, entonces p =  q

O bservación 2.- Si T denota una tautología y p es cualquier proposición 
(verdadera o falsa), entonces p —> T es una tautología. Así, tenemos que

p = >  T.

Es decir, un enunciado tautológico se deduce de cualquier enunciado 
(verdadero o falso). Por ejemplo: si 1 =  0, por simetría 0 =  1 y, por 
transitividad, se concluye que 1 =  1; por lo tanto, 1 = 0  = >  1 =  1.

O bservación 3.- Si F denota una contradicción y p es cualquier 
proposición (verdadera o falsa), entonces F —> p es una tautología. Así, 
tenemos que

F = >  p.

Es decir, de un enunciado contradictorio se puede deducir cualquier enun­
ciado. Por esta razón, una teoría que contiene axiomas contradictorios 
conducen necesariamente a paradojas (¿Qué es una paradoja?). Por ejem­
plo, si en Z (conjunto de los Números Enteros) admitimos como “axioma” 
a

si ab =  ac entonces b =  c

se tiene por ejemplo que 1 =  2, pues como 1 x 0 =  2 x 0, aplicando el 
“axioma” en mención, se concluye que 1 =  2.

Observación 4.- Para efectos de una demostración, la relación p ==> q se 
llama argumento válido, en cambio si p — » q no es una tautología, se dice 
que es una falacia.

1.5 Reglas de Inferencia y Demostraciones
Sabemos que si el antecedente en una implicación lógica es verdadero, 

el consecuente también lo es. Este hecho se usa en las demostraciones de­
ductivas; así



12 1.5. Reglas de Inferencia y Demostraciones

“Se empieza con la conjunción de un conjunto de proposiciones que se lla­
man premisas o hipótesis, luego haciendo uso de las reglas de inferencia 
(que a continuación se dan) se logra obtener otras proposiciones llamadas 
conclusiones o tesis
El paso lógico de las premisas a la conclusión se llama deducción o 
dem ostración. Así, de premisas verdaderas se obtienen conclusiones ver­
daderas, siempre que se utilicen correctamente las reglas de inferencia que 
pasamos a enumerar.

Reglas de Inferencia

1. Modus Ponens (MP) / 7. Adición (Ad)

P — »7
P___
<7

2. Modus Tollens (MT)

p — ♦ q 
~  q
~  p

3. Doble Negación (DN)

P___
p

4. Simplificación Conjuntiva

p A g
P

5. Adjunción (Adj)

P
9_____
pAq

6. Silogismo Hipotético (SH)

P — ♦ q

P___
pVg

8. Simplificación Disyuntiva

p V p 
P

9. Silogismo Disyuntivo (SD)

p — > r 
q — *s
p v q
r V s

10. Conmutativas

P A g 
Q Ap

11. Modus Tollendo Ponens (MTP)

P Vg
~  p
q

12. Bicondicionales
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Ejem plo.- Dadas las proposiciones p, q, r y s, demostrar r A ¿¡ si se tienen 
las siguientes hipótesis:

1)
■ 2)

3)

Solución:
4) ~  (~  q)
5) ~ p
6) r A s

Teorema 1.5.1 Dadas las proposiciones p, q y r, se tiene que

(i) p = »  q

(ii) (p A ~  q) =4> (rA

son lógicamente equivalentes.

Demostración:
(pA ~  q) =¿- (rA ~  r) =  ~  (pA ~  q) V (rA ~  r) = ~  pV gV F

=  ~ p V q  =  p  = >  g. □

Cuando se prueba la validez de (i) utilizando directamente las reglas 
de inferencia, como en el ejemplo anterior, se dice que estamos frente a una 
demostración directa; pero cuando probamos la validez de (i) probando 
la validez de (ii), estamos frente a una demostración indirecta o por 
el absurdo. A continuación damos dos ejemplos sobre demostraciones 
indirectas.

Ejemplo 1.- Si a2 +  b2 =  0 pruebe que a =  b =  0.
Solución:
Supongamos que a2 +  b2 =  0 y (a ^  0 o b ^  0), entonces 
(a2 +  b2 =  0 A a ^  0) o (a2 +  b2 =  0 A b ^  0), luego
0 =  a2+b2 >  0 V 0 — a2+b2 > 0, lo cual obviamente es una contradicción, 
y esto concluye la demostración.

Ejem plo 2.- Si |a| < e para todo e > 0, probar que a =  0.
Solución:
Si suponemos que a 0, tomando e  == |a| >  0 tenemos que |a| < |a|

p — q 
q
~  p — * r A s.

de 2, por doble negación 
de 1 y 4(M.T) 
de 3 y 5 (M.P)
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(contradicción). Por lo tanto el valor de a debe ser cero.

Para finalizar este capítulo dejamos al lector una lista de ejercicios 
desarrollados y una lista de ejercicios propuestos ( a desarrollar ) para 
consolidar su aprendizaje.

1.6 Ejercicios Resueltos
1. Sean p y r dos proposiciones falsas y q una proposición verdadera. 

Determine el valor de verdad de la proposición

(~p  A ~ g ) — > ( ~ r V p).

(~ r V p)
V F  

V

Respuesta: Verdadera.

2. Deducir el valor de verdad de las proposiciones p y q, si r es una
proposición falsa y [p — > (~  q V r)] A [qV(p *— r)] es verdadera.
Solución:
De la segunda hipótesis es fácil ver que la proposición [q V (p *— r)] 
es falsa, luego q y (p <— r ) son ambas falsas; como r es falsa (y por 
tanto ~  r verdadera) se concluye que la proposición p debe ser falsa. 
Respuesta: p y q son falsas.

3. Pruebe que la proposición

[ P -> (?A ~  q)} p

Solución:
(~ p A 

V
F

<?)

V

es una tautología. 
Solución:

p q [P -» (q a ~  q)] -»• rw p
V V V F F V F
V F V F F V F
F V F V F V V
F F F V F V V
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Esta es una de las 10 tautologías que se pide demostrar lineas atrás.

4. Demuestre la verdad de las siguientes equivalencias lógicas, conocidas 
como Leyes de A bsorción :

(i) p A (p V q) =  p (iii) ~  p A (p V q) = ~  p A q

(ii) pV (pAg) =  p (iv) ~  p V (p A q) = ~  pVq

Solución de (i):

p q P A (PV q) 4-» p
V V V V ■ V V V
V F V V V V V
F V F F Y V F
F F F F F V F

La solución de (ii), (iii) y (iv) son completamente análogas (¡no 
necesita hacerlo!).

5. Usando las leyes lógicas, simplificar la siguiente proposición:

[(~ q — p)A ~  (~ p — 9)] V (p — q'j
i

Solución:

[(~ q — p) A ~  (~ p — q)] V (p — q) =
\(P ?)A ~  (q ->• p)] V (p 9) =
[(~ p V q) A qA p\ V ( ~  pV ~  q) =

(~ p A  g)V ~  pV ~  q =
~  pV ^  q =
~ ( p A g ) .

6. Usando las leyes lógicas, simplificar la siguiente proposición:

Solución:
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~  ÍP -»  ?) (? — P) =
(pA ~  q) V (gA p)] A [~ (qA ~  p) V (pA ~  g)] =

- [~ p V 5 V (qA ?)] A [ rvi q V p V (pA 4 ) ]s
(~ p V g) A (~ y V p) =

{p <l) A (q —> p) =
(P «-»«)•

7. Negar la siguiente proposición:

V i £  A ,p(x) A 3 y £ B / q(x).

Solución.-

~  ( V i  S i ,  p(x) A 3 y £ B / q(x) ) =
~  ( V x £ A, p(x)) V ~  (3 y £ B ¡  q(x) ) =  
(3 x £ A / ~  p(x)) V (Vy € B, rsj q(x) ).

8. Negar la siguiente proposición:

Va:, 3y/Vz p(x, y, z).

Solución.-

~  [Va;3y/Vz p(x, y, z)] =  3a:/Vy 3 z / ~  p(a;, y, z)

9. Hallar ~  p si

p =  Ve > 0 3á > O/Vx € £>/ (0 < \x — a| < 5 — + |/(a;) — L\ < e). 

Solución:

~  p =  3eo > 0 /  V5 > 0 ,3x¿ £ D f /  0 < \x — a| <  ¿ A \f(x) — L\ >  £o-

10. Negar la siguiente proposición:

Vs > 0, 3no £ N /  Vn e  N (n >  no — > |an| < e).

Solución:

~  [Ve > 0 ,3n0 £ N /  Vn £ N (n > n0 — > |an| < e)] £E 
3e > 0 /  V no G N 3n £ N /  ~  (n > no — * |on| <  é) =
3e >  0 /  V n0 G N 3n G N /  n >  n0 A |a„| >  e).
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11. Dadas las proposiciones / ,  g y h, demostrar /  si se tienen las siguientes 
hipótesis:

1) g — ► h
2) g — f
3) ~  h.

Solución:
4) ~  g de 1 y 3 (M.T)
5) ~ ~  /  de 2 y 4 (M.P)
6) /  de 5 (D.N)

12. Dadas las proposiciones p ,q ,r ,s  y í, demostrar s A t si se tienen las 
siguientes hipótesis:

~ (p V
qVp

1)
2)
3) r — ► s
4) (q As) -

• r)

(t A s).

Solución:

Solución:

5) ~  p A r de 1 (Morgan)
6) ~  p de 5 (Simplificación)
7) r de 5 (Simplificación)
8) q de 2 y 6 (M.T.P)
9) s de 3 y 7 (M.P)
10) q A s de 8 y 9 (Adjunción)
11) t As de 4 y 10 (M.P)
12) s A t de 11 (conmutativa)

)siciones p, q, r. 
esis:

,s,t y u, demostrar ~  j

1) r — p
2) (r A s) V t
3) t — y (q V u)
4) ~  qA ~  u.

5) ~  (qV u) de 4 (Morgan)
6) ~  t de 3 y 5 (M.T)
7) r A s de 2 y 6 (M.T.P)
8) r de 7 (Simplificación)
9) ~  p de 1 y 8 (M.P)

p si se tienen las
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14. Demostrar que x — y ^  2 si:

1) ~-(x > y A x  +  y > 7 )
2) x ^ y — > x <  4
3) x +  y ^ 7 — > x <  4
4) x — y =  2 — » x 4.

Solución:

5)
6) x < 4 V i < 4
7) x <  4
8) x -  y 2

de 1 (Morgan) 
de 2,3 y 5 (S.D)
de 6 (Simplificación) 
de 4 y 7 (M.T).

15. Si n es un entero positivo y n2 es par, pruebe que n es par.
Solución:
Supongamos que n2 es par y n es impar, es decir n2 es par y n =  2k — 1 
para algún A: £ Z + .
Por lo tanto n2 =  4/c2 — 4A: +  1 =  2k\ +  1, donde fci =  (4A:2 — 4k) £ Z, 
es decir n2 es impar (¡absurdo!). Así n debe ser par.

16. Pruebe que \¡2 es un número irracional.
Solución:
Supongamos que \/2 es un número racional, entonces podemos 
suponer, sin pérdida de generalidad, que y/2 =  | para a, 6 £ Z primos 
entre sí; luego, a2 =  2b2, de donde tenemos que a es par, puesto que 
a2 lo es.
Si suponemos que a =  2k con k £ Z, de la igualdad a2 =  2ó2 podemos 
concluir que b2 — 2fc2, es decir, b2 es par, y por lo tanto b es par. 
Así, a y 6 no serían primos entre sí(evidentemente una contradicción). 
Esto concluye nuestra prueba.

1.7 Ejercicios Propuestos
1. Sean p y q dos proposiciones lógicas. Si p Aq =  p y p V ~  5 es una 

tautología, pruebe que p =  q.

2. Si p, q, r, s, t y w son proposiciones lógicas tales que (p — r) <-* (s —* 
tu) es verdadera y ~  tu — s es falsa, determine el valor de verdad de

(tu —> q) <-> (pV ~  í).
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3. Demuestre que { }  C A para cualquier conjunto A.

4. Sean A, B conjuntos dados. Si A  C B, pruebe que Bc C Ac. (X c es 
el complemento del conjunto X  respecto a un conjunto universal).

5. Sea A  =  { (x ,y ) € M x R /  x < 0, y >  0 }  y la función lógica en A 
definida por

Hallar el valor de verdad de:

(a) Para todo x < 0, existe y >  0 tal que p(x,y).
(b) Existe un x <  0 tal que, para todo y >  0, p(x, y).
(c) Para todo x  < 0, para todo y >  0, p(x,y).
(d) Existe i < 0 y  existe y > 0 tal que p(x,y).

6. Verificar que para probar la equivalencia de las proposiciones p, q, r y 
s es suficiente demostrar las siguientes implicaciones lógicas:

7. Escribir formalmente la negación de la siguiente proposición, “para 
todo número racional r existe un número entero n tal que n < r < 
n +  1” . (La respuesta no es, 3r 6 Q Vn e Z /  n > r >  n +  1).

8. Justificar los siguientes razonamientos lógicos:

p => q, q => r, r =$■ s, s =$■ p

p V ~  q V A (p V q)
(P V q) -* r

p v  ~  r r  —> s
. .p .

9. Dadas las proposiciones P,Q  y R, pruebe que

(1) R ^ ~ Q
(2) Q V P
(3) RA ~  P.

no pueden ser axiomas de ninguna teoría.
(Sugerencia: usando las reglas de inferencia debe llegar a una con­
tradicción.)
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10. Dadas las proposiciones p y q, definimos p A  q (p <-> q). Pruebe 
que

p A  (q A  r) =  (p A q )  A  r

11. Completar con “suficiente o necesario” según corresponda:

(a) Para que el polinomio x 2 — 1 sea igual a cero e s ....................que
x  sea 1.

(b) Para que el polinomio x 2 — 1 sea igual a cero e s ....................que
x  sea 1 ó -1.

(c) Para que el valor absoluto de x  sea 5 e s ....................que x  sea
-5 .

12. Simplificar la siguiente fórmula lógica:

[(?Ag)v (pA ~ g)] -» q.

13. Si P  =  { 1, 2,3,4, 5}, halle el valor de verdad de las siguientes proposi­
ciones:

(a) 3x  £ P  / (3x - 5 )  6 P
(b) Vx e P  3y € P  /  x  +  y  =  7.
(c) 3x € P  /  V y e  P, x  — y >  0.
(d) Vx e P, Vy e  P, x -f y <  10

14. Determine los siguientes conjuntos:

(a) M  =  {x  e R /  x >  3 — ► x <  5 }
(b) IV =  {x  € R /  x >  0 <— ► x =  0 }
(c) P  =  { x €  IR / x 2 +  4 =  0 <— + (x +  2)2 =  0 }

15. Simplificar las siguientes fórmulas lógicas:

(a) [( r>sj p A q) —> (r A r)]A
(b) t(~ g p) -*• ( p —> 9)1a rs; ( ?A?) .
(c) [~ p A (gV r ) ]~  [(~ p A g)V (p V r)]

16. De la falsedad de (p — 9) V (~  r  —> s), deducir el valor de verdad 
de las siguientes proposiciones:
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(a) (~ pA ~  q)V rs_i q'

(b) [(~ r V 5) A g] h  [(~ gVr) As],
(c) (p -* r) -> [(pVg)A ~  <7].

17. Dadas las proposiciones p y q, se define p y  <7 =  pA ~  q. ¿A cuál de 
las siguientes proposiciones es equivalente p — <7?

(a) ~ ( p v ? )  (c) ~  [p V  (~  9)] (e) P V (~  9)
(b) (~ p) V (~  9) (d) (~ p) V 9

18. Utilizando el método de demostración por el absurdo, comprobar la 
validez de los siguientes argumentos:

(a) (b) (c)

9 -* P 
<7 V s P A <7 p
~  S rsj p —> q pV s) —* (~ pA ~
•'.p .•/v* q s

19. Verificar la validez del siguiente razonamiento:

Si 6 es impar entonces 4 no divide a 7 
9 no es primo o 4 divide a 7
pero 9 es primo________
Por lo tanto 6 es par

20. Cuál de las siguientes proposiciones

p: No ingresar al estadio o pagar 100 soles, y ser socio, 
q: Pagar 100 soles o ser socio, y no ingresar al estadio, 
r: Pagar 100 soles y ser socio, o no ingresar al estadio.

es equivalente a

“Es necesario pagar 100 soles y ser socio para ingresar al estadio” ?
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1. Concluir que x =  1 si se tienen las siguientes premisas

1) ~ ( z < 3 V x > p ) A y  =  2
2) x y V x =  1
3) x > z  —* x > y
4 x ^  z —* x < y.

22. (a) Si C  7̂  (j>. Pruebe que A x C  — B x C e  s condición necesaria
para que A =  B.

(b) Sea n G N. Si n2 es múltiplo de 7, pruebe que n también lo es.
(c) Negar la siguiente proposición:

“Para todo numero real x existe un número entero k tal que 
k +  1 > x > k" .

23. Sea X  =  {aq, X2 , 2:3, ,  xn, xn+1, . . . }  un subconjunto de los números 
reales y sea a G E. Negar la siguiente proposición

Vx G R+ 3no G N /  \xn — a\ < x  Vn >  no.

24. ¿Cuál(es) de los esquemas formales siguientes son reglas de inferencia? 
¡Justifique su respuesta!

(a) (b) (c)

p V r

~  p V q 
r  V s

pVq  
~  q
p — r 

r  A s

p q 
t — r 
~  <7 —» t 

p —♦ (~ r V s)

25. Sean A =  {1,2,3, ■ • • , 20} y B  =  { x £ A / x < b  <=> x > 7 }, Indique 
el valor de verdad de:

(a) WX C A  — ► B n X  =  <f>.

(b) 3X  c  A A 3Y  C B /  X  n Y  = <t>.
(c) 3D  c  A t BU  D =  A.

26. Dados los conjuntos A — { —2,0,1}  y B  =  {x  G R /  (x — 1) G A }, 
determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
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(a) Vi e A 3y e B  /  x +  y 6 B.
(b) 3x € A /  V  y 6  B x  +  y €  A.
(c) 3X  e V(A)  3Y e V{B) / X  ¿  (j>, Y  ¿  <j> y X X Y  =  { 1, 2}.

27. Para una proposición cualquiera p se define: V(p) =  1 si p es ver­
dadero, y V(p) =  0 si p es falso.

(a) Pruebe que V( p) =  1 -  V{p).
(b) Pruebe que V(jp V q) =  V(p) +  V(q) — V(p)V(q).
(c) Encuentre una fórmula para V(p — > q).

28. Indicar cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas, 
justificando su respuesta:

(a) V(A) - A  =  ( { > ^ A  =  ct>.
(b) V(A) -  {A }  ±  </>.
(c}' Se A =  {a } y B =  { 6}  entonces V{A — B) =  V(A).

29. Sean A y  B subconjuntos de U. Pruebe que Cu (A U B)  =  CuAnCuB  
( CuX indica el complemento del conjunto X  respecto al conjunto 
universal ¡7).

30. Expresar en términos de cuantificadores:

(a) Sea X  un subconjunto de R tal que cualquiera que sea b en X  
tenemos que para los i  en R cuya distancia a b es menor que 
algún £b >  0 tenemos que x  está en X .

(b) Sea X  un subconjunto de R tal que para algún b en X  y  para 
cualquier e > 0 tenemos que existe x  en R con distancia a b 
menor que e y  que no está en X.

(c) ¿Qué relación hay entre a y  6?.
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Capítulo 2

Los Números Reales

El sistema de los números reales es un conjunto no vacío denotado por 
R, provisto de las operaciones de adición y multiplicación, de una relación 
de orden, y de una propiedad de completitud; así, R es axiomáticamente 
definido como un cuerpo ordenado y  com pleto.
El método axiomático de introducción a los números reales proporciona una 
base breve y adecuada para el estudio del cálculo diferencial e integral.
A continuación se estudian sistemáticamente los axiomas de cuerpo, el axio­
ma de orden y el axioma de completitud.

2.1 Axiomas de Cuerpo
A l) Propiedad asociativa.

V a, b, c € R : a +  (b +  c) =  (a +  b) +  c y a ■ (b ■ c) =  (a ■ b) ■ c

A2) Existencia del neutro aditivo y neutro multiplicativo.

3 0 £ R /  V a £ R : ud-O — O-f-n — a

31 € R \ {0}  /  V a € R : a ■ 1 =  1 • a =  a 

El elemento 0 se llama cero, y el elemento 1 se llama uno.

A3) Existencia del inverso aditivo e inverso multiplicativo.

Va G R, 3 (—a) £ R /  á +  (—a) =  0 =  (—a) +  a

25
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Va G M — {0}, 3 a-1 G ¡R /  a • a-1 =  1 =  a-1 • a 

A4) Propiedad conmutativa.

Va, 6 G R : a +  b =  b +  a y a -b  =  b-a

A5) Propiedad distributiva.

Va, 6, c GM:  a -(6 +  c ) = a -6 +  a - c

Por satisfacer estas cinco propiedades, se dice que el conjunto de 
los números reales con la adición y multiplicación es un cuerpo. En 
general, cualquier conjunto con dos operaciones que satisfaga estas cinco 
propiedades se llama cuerpo. Por ejemplo, el conjunto Q de los números 
racionales y el conjunto C de los números complejos también son cuerpos 
(en este texto no estudiaremos a los números complejos). Anotamos 
aquí, sin justificación alguna, que existen infinitos conjuntos que tienen la 
categoría de cuerpo. Mas aún, existen muchos cuerpos finitos.

Existen otras dos operaciones sobre el conjunto de los números reales 
que no se incluyen explícitamente en los axiomas (pues son consecuencias 
de éstos), a saber, la sustracción y la división. Éstas se definen como sigue.

Definición 2.1.1 Para todo a y b en E

a — b — a +  (—6) y ~ — a ■ b~l (si b 0).

Debe quedar claro que todas las demás propiedades algebraicas (es de­
cir, donde no intervienen desigualdades) son consecuencias de estos cinco 
axiomas y de las definiciones que acabamos de dar. A  modo de ejemplo se 
enuncian y demuestran las siguientes proposiciones:

P roposición  2.1.1

1. El cero es único.

2. El opuesto de todo número real es único.

3. a — —(—a), para todo a £ R.

4. Ley de cancelación de la suma,
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Si a +  c =  b +  c, entonces a =  b

Prueba.

1. Supongamos que 0 y 0' son “dos” ceros de R, entonces

0' =  0' +  0 
=  0 +  0' 
=  o

(definición del 0) 
(conmutatividad) 
(definición del 0')

2. Sea a € R y sean x, y “dos” opuestos de a en R, entonces

x x  +  0
x  +  (a +  y) 
(x +  a) +  y 
0 +  y
y

(definición del 0) 
(a +  y =  0) 
(asociatividad)
(x +  a =  0) 
(definición del 0)

3. Como (—a) 4- a =  0 y el opuesto de (—a) es único, entonces

—(—a) =  a.

4. Supongamos que a +  c =  b +  c, entonces:

o = d 0
a +  (c +  - c )  
(a +  c) +  ( - c )  
(6 +  c) +  (—c) 
b +  ( c +  - c)
6 + 0 
6

(definición del 0) 
(A2)
(asociatividad)
(hipótesis)
(asociatividad)
(A2)
(definición del 0)

Proposición 2.1.2

1. El uno es único.

2. El inverso de todo número real no nulo, es único.

3. Si a 0, entonces a =  (a-1 ) -1 .

4. Ley de cancelación del producto,
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Si a -b  — c -b  y  6 ^ 0 , entonces a — c 

Prueba. Ejercicio para el lector, es análogo a la proposición 2.1.1 

Proposición 2.1.3

1. Para todo a e R ,  a • 0 =  0

2. Para todo a £ R, —a — (—1) • a.

3. Para todo a,b G R, a(—b) =  (—a)b =  —(ab).

4. Si a, b G R, entonces

ab =  0 si y sólo si a =  0 ó 6 =  0.

5. Si a, 6, x £ R con a ^ O , entonces

ax +  6 =  0 si y sólo si x  =  —a~1b.

Prueba.

1. a -0 =  a-0+0 =  a-0+ [a + (—a)] =  [a-0+a-l] +  (—a) =  a-[0+ l]  +  (—a) =  
a • 1 +  (—a) =  a +  (—a) =  0.

2. (—1) • a +  a.= (—1) • a +  1 • a =  [(—1) +  1] • a =  0 • a =  0.
Por lo tanto, —a =  (—1) ■ a.

3. Como a-b+a- (—b) =  a - [ó + (—6)] — a-0 =  0, entonces —(ab) =  a(—6). 
Análogamente, como a ■ b +  (—a) ■ b =  0, se tiene que —(ab) =  (—a)b. 
Por lo tanto, a(—b) =  (—a)6 =  —(ab).

4. Sean a y 6 dos números reales tales que a • b =  0. Si a — 0, no hay
nada que probar. Si a ^  0 debemos probar que 6 =  0; en efecto:

6 = 1-6 =  (a~1a)b =  a~: (ab) =  a-10 =  0

El recíproco es consecuencia inmediata de 1.

5. Supongamos que x =  - a - b ~ 1, entonces

=  a (—a_ 16) +  6 =  —a(a_ 16) +  6
=  —(aa-1 )6 +  6 =  - 1-6  +  6
=  -6  +  6 = 0.

ax +  6
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Recíprocamente, supongamos que ax +  b =  0, entonces

ax +  b =  (—b) +  b
ax =  —b.

Así, x  =  1 • x — (a~1a)x =  a- 1(ax) =  (a-1 ) (—b) =  —a~1b. □

El ítem 4 y el item 5 de la proposición que acabamos de demostrar se usan en 
el desarrollo de las ecuaciones cuadráticas y las ecuaciones de primer grado.

Subconjuntos notables de los números reales:
• El axioma A2 asegura la existencia del número 1, y como en R se tiene 

la operación de adición, tenemos que:

1 € R, 1 +  1 =  2 € R, 2 +  l =  3 6 R .....  ( n - l )  +  l = n e R , . . .

Este conjunto así determinado, es denotado por

N =  {1 ,2 ,3 ,- . . } ,

y se llama conjunto de los números naturales, note además que N C R .

• El axioma A3 asegura que para cada n <E N existe un único(prop
2.1.1) elemento — n € R, y el axioma A2 asegura la existencia del 
0 € R, luego el conjunto

Z =  { . . .  — 2, —1, 0, 1, 2, . . . }

es llamado el conjunto de los números enteros, además N C Z C R.

• El axioma A3 asegura que para cada k € Z, k ^  0 existe un único(prop
2.1.2) elemento /c-1 =  | e  R, luego el número denotado por ^  y 
definido por & =  mn~l € R. Así el conjunto

Q =  /  m ,n  e  Z, n 0 j

es llamado el conjunto de los números racionales, y se satisfacen las 
siguientes relaciones N C Z C Q C R. •

• Al final de la seción 1.6 del capítulo 1 hemos demostrado que y/2 no 
es racional, esto nos permite afirmar que el conjuto R —Q es no vacío, 
este conjunto se llama conjunto de los números irracionales y se le 
denota por I, es decir
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Otros ejemplos de números irracionales son %/3, V5, n , - - ,
/̂2 +  ̂ /5, • • • , y'p (si p es un primo positivo), ir, e, etc. Si bien conocemos mas 

números racionales que irracionales, la verdad es que existen muchos mas 
irracionales que racionales, estas justificaciones le corresponden al análisis 
matemático(después de cálculo integral). Más precisamente el conjunto 
de los números irracionales es un conjunto no enumerable, mientras que 
el conjunto de los números racionales si es un conjunto enumerable(este 
concepto será brevemente explicado en el siguiente capítulo ).

2.2 El Axioma de Orden
En esta sección caracterizaremos a E como un cuerpo ordenado, para 

lo cual admitimos como axioma la existencia de un subconjunto de los 
números reales, que llamaremos el conjunto de los reales positivos. Esto 
nos permitirá ordenar a los números reales.

A xiom a de Orden
Existe un subconjunto no vacío P del conjunto de los números reales tal 
que: 3  ' S

i) Si a,b G P, entonces a -f- b G P y ab G P.(#

ii) 0 g  P.

iii) Si a € E — {0 } entonces a G P o —a G P.

En el item iii) de este axioma la disyunción es excluyente, pues si a es un 
número real no nulo y se tiene que a G P y —o G P, 0 =  a +  (—a) G P por 
el item i), lo que contradice el item ii) de la definición de P.

Definición 2.2.1 (La relación de orden m enor)
Si a y b son números reales cualesquiera, decimos que a es menor que b, y 
lo denotamos por a < b, si (6 — a) G P, es decir

a <  b si y sólo si (b — a) G P

o  L j
Observación.- Note que

0 < a si y sólo si a =  (a — 0) G P
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ni* decir,
P =  { o e R / 0 < o }

1 oí esta razón, el conjunto P es llamado conjunto de los números reales 
positivos. En adelante, este conjunto será denotado por R+.

Definición 2.2.2 Si a,b y c son números reales cualesquiera, decimos que:

1. a es mayor que 6, y escribimos a > b si y sólo si b <  a.

2. a es menor o igual que 6, y escribimos a < b si y sólo si

a <  b o a — b.

3. a < b  < c si y sólo si a < b y b <  c

En el último item de esta definición, se pueden reemplazar las desigual­
dades estrictas por <; asi, de manera análoga se tienen definidas a < b < c, 
a < b < c y a < b < c .  ~

Teorem a 2.2.1

1. Ley de tricotomía. Si a y b son números reales cualesquiera, una y 
sólo una de las siguientes relaciones se cumple:

a < b, o o =  6. o o >  6.

2. Ley transitiva.

Si a < 6 y 6 < c, entonces a < c.

3. Si a <  6, entonces a +  c < b +  c para todo c 6 R.

4. Si a < b y c >  O, entonces a ■ c < b  ■ e.

Prueba.

1. Si o, 6 e R, entonces 6 - o  =  0 ó b — a ^ O , luego

6 - o  =  0 ó 6 - o e P ó  - ( 6 - o ) e P .  

Así, a =  6 o a < 6  o 6 < o .
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2. Por la hipótesis tenemos que fe—a € P y c—b G P, luego (fe—a)+ (e—fe) G 
P, es decir c — a G P. Por lo tanto a < c.

3. Como (fe +  c) — (a +  c) =  b — a G P para cualquier c G R, entonces 
a +  c < b +  c para todo c G R.

4. Por la hipótesis tenemos que fe — a G P y c G P, luego be — ac =
(b — a)c G P, es decir ac < be. □

En la siguiente proposición se demuestran las propiedades más impor­
tantes de las desigualdades. Muchas de ellas se conocen y usan antes de 
ingresar a la universidad, sin embargo muy pocas veces se ha meditadla 
sobre por qué funcionan perfectamente.

Proposición 2.2.2 Para a, b y c en R se cumplen las siguientes 
propiedades:

1. Si a < b y c <  0, entonces a • c >  b ■c.

2. Si a < b y c <  d, entonces a +  c < b +  (i.

3. Si a 0, entonces a? >  0 (••. 1 > 0).

4. a = 0 si y sólo si a2 =  0.

5. Si 0 < a < b , entonces a2 < fe2.

6. Si a < b <  0, entonces a2 > fe2.

7. a > 0 si y sólo si a-1 >  0.

8. a < 0 si y sólo si a-1 <  0.

9. 0 < a < b  si y sólo si a-1 > fe“ 1. > K

10. a < b <  0 si y sólo si a-1 > fe'1.

11. ab >  0 si y sólo si (a >  0 y fe > 0) Ó (a <  0 y fe < 0)

12. ab <  0 si y sólo si (a > 0 y fe < 0) /O (a <  0 y fe > 0)

Prueba. Es este caso daremos la prueba de algunas de ellas. Las demás 
se dejan como ejercicio para el lector.

1. Tenemos que fe — a G P y (—c) G P, entonces ac — bc =  (6 — a)(—c) G P, 
luego a ■ c >  b • c.
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2. Como (b — a) G P y (d — c) 6 P, entonces (b +  d) — (a +  c) =  [(b — a) +  
(d — c)] £ P, por lo tanto a +  c <  b +  d.

3. Si a 0, entonces a >  0 ó —a > 0 . Si a >  0, entonces a2 =  a ■ a >
0 ■ a =  0. Si — a > 0, entonces o2 =  (—o) ■ (—a) > 0 • (—a) =  0. Por lo 
tanto a2 > 0.

5. Por la hipótesis tenemos que (b — a) > 0 y (ó +  o) > 0, y como 
b2 — a2 =  (b — a)(b +  a), concluimos que a2 < b2.

7. Supongamos que a >  0 y a-1 < 0 ,  entonces a • a-1 < a • 0, es decir
1 < 0, lo cual es obviamente un absurdo (pues 1 =  1 -1  =  I2 > 0  por 
el Ítem (3) ).
Recíprocamente, si a-1 >  0, entonces a =  (a-1 ) -1- > 0.

9. Si 0 < a < b, entonces a~1 ■b~1 >  0. luego multiplicando a la primera 
desigualdad por este número positivo tenemos que (a- 16-1 ) • 0 < 
(a- 16- 1 )-a < (a~1b~1) ■ b, es decir 0 < 6-1 <  a-1 , o equivalentemente

a-1 >  6“ 1 > 0

Recíprocamente, si a 1 >  b 1 > 0, entonces 0 <  (a J) 1 < (b x, 
es decir 0 < a < b.

11. Supongamos que ab > 0, luego a ^ O y ó ^ O .  S i a > 0  (,\ a-1 > 0), 
entonces b =  a-1 • (ab) >  a-1 -0 =  0. Si a < 0 (,\ a-1 < 0), entonces 
b =  a-1 • (ab) <  a-1 -0 =  0.
Recíprocamente, si a >  0 y b >  0, entonces ab >  0. Pero si a <  0 y 
b <  0, entonces ab =  (—a)(—b) >  0.

□

Definición 2.2.3 Valor Absoluto
Se llamará valor absoluto del número real a al número denotado por lal y
definido por

Ejemplos: | — 7r| = n ,

, . f a, a >  o a =  < — „1 ( —a, a < U

:2 | =  X2, \x2 +  X +  1 = x 2 +  x +  1 (¿Por qué?),

senx, x G [0,7r] 
—senx, x £ (7r, 27t)y se n x
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Proposición 2.2.3 Propiedades del valor absoluto:

1. Para todo número real a, |a| > 0.

2. |a| =  0 si y sólo si a =  0.

3. Para todo número real a, -|a| < a < |a

4. \ab\ =  |a||6|.

a jal
5- kl = U slM0 v

6. Desigualdad triangular. /
|a +  b\ < |a| +  |¿>|, Para todo a, b £ R.

7. |x| =  a si y sólo si a > 0 y ( x  — a o x — -a ).

8. |a| =  |6| si y sólo si ( a =  b o a =  - b ).

9. |x| < a si y sólo si a >  0 y — a < x < a.

10. |x| > a si y sólo si x < - a  o x > a.

11. Para todo a, b e  R, | |a| -  !&| | < \a -  6|.

12. |a| < |b| si y sólo si (b -  a)(a +  b) > 0.

Prueba. Los Ítems 1, 2 y 3 son consecuencias inmediatas de la definición 
de valor absoluto.

4. Si a > 0 y b > 0, claramente se tiene que |a¿>| =  ab=  |a||6|. Si a < 0 
y b < 0, tenemos que |a6| =  ab =  ( -a ) ( -b )  =  |a||6|. Si a < 0 y b > 0, 
entonces |a6| =  — ab =  (—a)b =  |a||i>|. Análogamente, si a > 0 y b < 0, 
|af>| =  —ab =  a(—b) — |a||f>|.

6. Dados los números reales a y b, se tiene que a +  b > 0 ó 
a + b  <  0, luego aplicando el Ítem 3 tenemos que

|a +  b\ =  a 4- b < |a| +  |b| o |a +  í>| =  — (a +  b) =  (—a) +  (—b) < |a| +  |6|.

11. Como |a| =  |a — b +  6| < |a — 6| +  |6|, entonces |a| -  |6| < |a — b\. 
Análogamente, |6|-|a| < |6-a| =  |a-í>|. Luego -| a -6| < |a|-|6| < \a-b\, 
y aplicando la propiedad 9. se concluye que I

I M -  \b\ | < \a-b\.
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La prueba de los Ítems 5, 7, 8, 9, 10 y 12 son buenos ejercicios para el lector 
serio y responsable(como usted). □

La Recta Real
Los números reales se pueden representar por medio de puntos de una recta, 
como se muestra en la figura.

_________ Q_________O U_________ P _________  ̂ ^

— y 0 1 x

la recta real

La dirección positiva (hacia la derecha) se indica mediante una flecha. 
Elegimos un punto de referencia arbitrario O, llamado origen que correspon 
de al número real 0. Elegida una unidad de medida, cada número positivo 
x se representa por el punto P , que se encuentra a x unidades a la derecha 
del origen, y cada número negativo —y (y > 0) se representa mediante 
el punto Q, que se localiza a y unidades a la izquierda del origen. De 
esta manera, todo número real se representa por medio de un punto de 
la recta, y todo punto de la recta corresponde exactamente a un número real.

La correspondencia establecida permite interpretar geométricamente 
la relación de orden menor quex a saber:

a < b significa que a está a la izquierda de b.

Definimos a continuación los subconjunto 3 de la recta real conocidos como 
intervalos.

Definición 2.2.4 Los Intervalos Finitos
Si a y b son dos números reales tales que a < b, llamaremos:

1. Intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto denotado y definido 
por

[a, 6] =  {x  £ 1  /  a < x < 6}

2. Intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto denotado y definido 
por

(a, b) =  {x  e R /  a < x < b}
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3. Intervalo abierto por la izquierda de extremos a y b, al conjunto deno­
tado y definido por

(a, í>] == [x  £ R /  a < x < 6}

4. Intervalo abierto por la derecha de extremos a y b, al conjunto deno­
tado y definido por

[a, b) ■= {x  £ IR /  a < x < b}

Definición 2.2.5 Los Interva los Infinitos
Si a es un número real cualquiera, denotamos y definimos los siguientes 
intervalos infinitos:

1. [a, +oo) =  {x  £ R /  x > a}.

2. (a, +oo) =  {a; £ IR /  x > a}.

3. (—oo, a] =  {x  £ R /  x < a}.

4. (—oo, a) =  {x  £ R /  x  < a}.

Observación.- Muchas veces necesitamos escribir a R como un “intervalo” , 
esto es:

E =  (—oo, -t-oo).

— oo 0 + o o

El conjunto de los números racionales Q cumple todos los axiomas de 
un cuerpo ordenado, entonces surge la siguiente interrogante: ¿ Cuál es la 
diferencia entre los números racionales y los números reales? La respuesta 
a esta interrogante se da en la siguiente sección.

2.3 El Axioma del Supremo
Precisamente en esta sección haremos notar la diferencia entre Q y R, 

y estudiaremos tres resultados importantes, a saber: el principio Arqui- 
mediano, la existencia del máximo entero y la propiedad de densidad de 
los racionales e-irracionales sobrj los reales, como consecuencia natural del 
axioma del supremo.
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por lo tanto
a < — < a H----< b.n nn

De donde r =  — £ Q es el número racional buscado, n □

Corolario 2.3.4 Si a: € IR, entonces V e > 0 3 r£ £ <Q /  |x — re| < e. 

Prueba. Dado e > 0 existe re £ Q tal que

de donde —e < re -  x < e, por tanto \x — re¡ < e.

Corolario 2.3.5 Si x 6 IR, entonces Vn € N 3rn € Q /  jx — rn| < 

Prueba. Basta aplicar el corolario anterior para s =  £ con n € N.

Teorema 2.3.6 Existencia de \/2
Existe un único número real positivo x tal que x2 =  2.

Prueba. El conjunto S — { y e 1R+ / y2 < 2 } es no vacío (pues 1 £ 5) 
y está acotado superiormente por 2 (en caso contrario existe s £ S tal que 
2 < s, pero esto implicaría que 4 < s2 < 2, lo cual es un absurdo), luego por 
el axioma del supremo existe el supremo de este conjunto S que denotaremos 
por x x > 1).
La propiedad de tricotomía nos dice que

x2 < 2 ó x2 > 2 ó x2 =  2.

Probaremos que x2 =  2, en efecto:

x — e < r€ < x -f- £

>0
Luego

< x2 +  (2 -  x2) =  2,

lo cual implica que x +  i  £ S (¡contradicción!).
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D e f in i c i ó n  2 .3 .3  Sea  X  un .subcon ju nto  no vacío  de K. Un n ú m ero real ¡3 
se llam a ínfimo de X  si ¡3 es la m ayor de tod a s  las co tas  in feriores de  X .
Si d en ota m os  p or inf X  al ín fim o d e  X ,  ten em os que:

(i) ft < x V x €  X
tí =  in f X  | ^  Si m  <  x V x €  X , en ton ces  rn <  (3. 

P r o p o s i c i ó n  2 .3 .2  Si X  es un su b co n ju n to  no vacío  de R , se cu m p le  que: 

( t ) ' / ? < x V z e X
¡3 =  in f X  « = »  |  ü y  V £  >  o  3 x 0 e  X  /  P < x 0 < P  +  £.

P r u e b a .  L a  p ru eba  de  esta  p rop os ic ión  la en ca rga m os  al le ctor , puesto 
que es id én tica  a la  d em ostra ción  de la p rop os ic ión  anterior.

E j e m p l o  1 .-  Si X  =  \a,b), es fácil ver que

in f X  =  a y s u p X  =  b.

En este e je m p lo  ob serv a m os  que s u p X  £  X ,  m ientras que i n f X  €  X .  
Es decir, el su p rem o y / o  el ín fim o de un co n ju n to  p u ed e  n o perten ecer al 

co n ju n to  en m en ción .

E j e m p l o  2 . -  M uestre que sup  A  5 , si

A = { t t s 5 ' 11 6 N}  ■

En e fecto: P ara  to d o  n €  N , n 2 >  1 , en ton ces  n 2 3 - l  >  2. L u ego -  I -
y  así 5 es co ta  su p erior  del co n ju n to  A. P or o tr o  lad o , d a d o  e > 0, existe 
aro =  \ €  A  tal que \ -  e <  £ <  i  P or lo tan to

sup A =  i.

El ín fim o de este c o n ju n to  es cero. Sin em b a rg o , en este m om en to  no es 
p o s ib le  dar u na  p ru eb a  rigu rosa  de esta  a firm ación  (vea  el e je r c ic io  resuelto 
4 j e este  ca p ítu lo  ) y a  que requ iere el uso del p r in c ip io  A rq u im ed ia n o , que 
a  su vez es u na  con secu en cia  del a x iom a  del su p rem o que pasam os estudiar.
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A -I , , , , , . .  <Iel S u p r e m o  “Todo subconjunto no vacío de E  acotado 
oi/ici toimente posee un supremo."

I 'i "  a x iom a  ca ra cteriza  a R  c o m o  un cu e rp o  ord en a d o  y com p leto . En 
" T " " la  -lem ostrarem os tres resu ltados trascen den tes que son  con secuen cias
........... <le este ax iom a . E stos son  el p r in cip io  A rq u im ed ia n o , la exis-
■' m ,lrl n iáx im o en tero  y  la  den sidad  de los racionales.

........ .. 2.3.3 Principio Arquimediano
M,m" "  y h d os  n úm eros reales. Si a >  0, ex iste  un n ú m ero natural n  tal
ipil' 0

a ■ n0 > b

l 't  u i-lia . S u p on g a m os  q u e  n ■ a <  b para  to d o  ti g  N, luego el con ju n to  
A ( mi /  n  G M} está  a c o ta d o  su p eriorm en te p or  b, en ton ces  p or el ax iom a 
d"l m iprcino, existe a  =  su p /1 . P or la p rop os ic ión  an terior, tom a n d o  
' o ■ 0 , ex iste  u q £ N tal que n  — a <  7io • a <  q , en ton ces

a  <  (u 0 +  l ) a  y  (n 0 +  l ) a  €  A

I" ' nal im plica  que «  <  (7i () +  l ) a  <  a ,  ev id en tem en te  una con tra d icción . 
I'"i I" tanto 3 Ti0 G N / u • 7i0 > b. □

‘ ' .......     2 .3 .1  Si x £ R , existe  tiu £ N tal que x < na.

I i H elia . Si x <  0, ba sta  tom ar n 0 =  1 . Si x >  U, a p lica n d o  la propiedad
A iqu m icd ian a , E3tí0 g  N tal q u e  x <  1 • nL =  n0

1 ' .......l!"  io  2 .3 .2  Si y £ R + , existe n 0 G N tal que ~  <  y.

.......... . Es in m ed ia to  del co ro la r io  2 .3 .1 , tom a n d o  x =
.V '

' '" H i la r io  2 .3 .3  Si x c  R , existen  m , n  £ Z  tales que m  <  x <  n .

I'i Helia. P or el co ro la r io  2 .3 .1 , existen  p , q  £ N tales que x <  p y
' y, luego y <  x <  p. El resultado se con clu y e  tom a n d o  tn — -q  y 

"  /'

3 -- -s ¡ X  —  {  ¿  /  n G N } ,  dem uestre que: 

in f X  =  0 y sup X  —  1 .
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En efecto: Como 0 <  i  para (.ocio n S N, (1 os una nota inferior de X . Ahora 
para £ > 0, por el corolario 2.3.2 existo xq =  ^  £ X tal que 0 < x-o < 0-i-e. 
Así, inf X  — 0.
Por otro lado, como < 1 para todo n G N, 1 es una cota superior de 
X .  Además, dado e > 0 existe xo =  1 G X  tal que 1 — £ <  xq < 1. Así, 
sup X  = 1.

Teorema 2.3.4 Existencia del máximo entero
Para cada x número real, existe un único entero k tal que k <  x <  k 4- 1. 

Prueba.
Existencia. Por el corolario 2.3.3, existen 7-, s G  Z tales que r < x  <  s, 
luego si í =  (s -  7-) e N, entonces r  <  x <  r  +  í. Sea to el menor número 
natural tal que r < x <  r + t0 (la existencia de tal íq queda garantizada por 
el principio del buen orden).
Si ío =  1, entonces r < r  < r +  1 y la prueba termina; pero si to > 1, 
definiendo k =  ( r  |- to -  1) tenemos que k G Z y 7- + t0 =  k 4- 1. Por otro 
lado, como to es el menor número natural tal que x < 7- + to, tenernos que 
~  (x < r  + to -  1), o equivalentemente x > (r -t- to -  1) — k.  Por lo tanto

k ^ x <t k *P 1.

Unicidad. Supongamos que existen i n , n  6 Z tales que 

m  <  x <  m  +  1 y n  <  x <  n -t- 1.

Si in < ti (sin pérdida de generalidad), entonces r/i <  n  <  x <  m 4- 1, luego 
rn < n < 7íi4- 1, y por lo tanto 0 < (n-rn) < 1 con (n  — m) G  Z (¡Absurdo!). 
□

Teorema 2.3.5 Densidad de Q en R
Sean a , b  G  K. Si n < 6, existe r £ Q  tal que a < 7- < b.

Prueba. Por la propiedad Arquimediana, existe un número natural n  tal 
que X < b -  a ,  luego

a 4---<  bn
y por el teorema 2.3.4 existe m. C 2̂  tal que 7 7 1  — 1 < n n  <  m ,  o bien 

< a <  —, de donde
771 1

a <  — < a 4-71 71
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I>• • i l< ■ i .mi,' i
m  1

a  <  —  v. a  -|------ <  b.n n
m

I '"  '••mili' r — —  e  Q  es e l n ú m e r o  racion a l, b u s c a d o . on

i ni n im  io  2 .3 .4  Si x  G IR, e n to n c e s  V e >  0 3 r c g  Q /  |x -  r e | <  e.

I'i m iia. D a d o  e >  0 existe r e G Q tal que

x  -  e <  rc <  x +  £

■I*’ 11' indi: — e <  rc — x <  e, p o r  ta n to  |x — r £ | <  e.

'  '....... la r io  2.3.5 Si x  G R , e n to n c e s  V n  G N El r It 6  Q  /  |x — 7-u | <

l*i n«’ l»a . B a s ta  a p lic a r  el c o r o la r io  a n te r io r  p a r a  e =  £  c o n  n  G N.

I'i'in i ' in a  2.3.G Existencia de \/2
K mmI.)* un ú n ic o  n ú m e r o  rea l p o s it iv o  x  ta l q u e  i 2 =  2 .

I 'i  H e lia . DI c o n ju n t o  5  =  {  y G K + /  y2 <  2 }  es  n o  v a c ío  (p u e s  1 G S) 
V '" l ia  a c o ta d o  s u p e r io r m e n te  p o r  2 (e n  c a s o  c o n tr a r io  e x is te  s G S  ta l q u e  
«• p e r o  e s to  im p lic a r ía  q u e  4 <  s 2 <  2 , lo  cu a l es u n  a b s u r d o ),  lu e g o  p or  
11 a x io m a  d e l s u p r e m o  e x is te  el s u p r e m o  d e  e s te  c o n ju n t o  S  q u e  d e n o ta re m o s  
|'"l i; x  >  1 ).
l a p r o p ie d a d  d e  t r ic o t o m ía  n os d ic e  q u e

x 2 <  2  ó  x 2 >  2  ó  x 2 =  2 .

I'ioliaremos que x2 =  2, en efecto:

11 ) b¡ :i, < 2, entonces 3n G N / — < -1 2  -  x 2

71 2 x  +  1

> 0

(Prop. Arquimed.).

aiego

( x  I- - )  =  x 2 - f  —  -P <  x 2 +  — — -  <  x 2 -P (2  -  x 2 ) =  2, 
\ n / n nl -

2 x  -P 1 

n

cu a l implica que x  -P i  G S  (¡contradicción!).
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(ii) Si x2 > 2, por la propiedad Arquimediana

1 x2 -  3 m e N / - <  í —  
m 2x

2 1— < x m

lo cual implica que

_ 2 2x 12 < x ---- y 0 < x ---------- .m m

Por otro lado, siendo x =  sup S, existe s o S S / x - ^ < s o < x  
entonces

2 < *2 _  ^  -  ~2
m < x*

2x
----- hm m\  = i*  -  — )  <

luego 2 < Sq y s0 € 5, evidentemente una contradicción. 

Por lo tanto
x2 =  2.

Para la unicidad, supongamos que a y  b son números reales positivos tales 
que a2 =  2 y b2 =  2, entonces (a — 6) (a +  b) =  0, lo cual implica que a =  b. 
□

En general, si a > 0 existe un único b > 0 tal que fe2 =  a. Este 
único b será llamado raíz cuadrada de a, y lo denotaremos por b =  yfa. En 
particular x =  y/2 y debe estar claro que 1 < \/2 < 2.

Proposición 2.3.7 Densidad de I en R
Sean x, y G R. Si x < y, existe a £ R — Q tal que x < a < y.

Prueba. Como x < y tenemos que 
^  luego existe r £ Q tal que ^  < r < -fy.
Por lo tanto

x < ry/ 2 < y.

donde ry/ 2 es irracional (¡Justifique!). □

Más sobre la densidad.
Sean A y  B dos subconjuntos de M. Decimos que A es denso en B si A C B 
y entre dos elementos del conjunto B existe por lo menos un elemento del 
conjunto A. Por ejemplo, ya hemos visto que los números racionales y
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los números irracionales son densos en R. Por otro lado, es fácil ver que 
Q es denso en Q, que R es denso en R (basta ver que si a < b, entonces 
a < < b) y que Q — R es denso en Q — R, sin embargo Z no es denso
en Z (diga usted porqué).
Podemos afirmar también que entre dos números racionales existe un 
número irracional, y que entre dos números irracionales existe un número 
racional ( ¡ claramente!).

El axioma del supremo también es conocido como el axioma de 
completitud. Precisamente en los dos siguientes resultados usamos, 
este nombre para el axioma del supremo. Estos resultados nos permiten 
entender porqué R es un cuerpo ordenado y completo.
Teorema 2.3.8 Q no es completo.
Prueba. Supongamos que Q es completo, luego como el conjunto

A = { r € Q / r <  V2)

es no vacío y acotado superiormente por 2 (¿Porqué?), existe
a =  sup A G Q.

a a/ 2, puesto que \/2 Q. Si a < \/2, entonces existe r0 € Q tal que 
a < ro < V2, luego r0 G A, y así a < r0 < a (¡contradicción!). Si \/2 < a, 
entonces existe rq G Q tal que \/2 < rq < a, luego r < rq para todo r £ A, 
por tanto a < rq < a (¡absurdo!). Por lo tanto, el conjunto de los números 
racionales Q no es completo. □

Proposición 2.3.9 El conjunto R -  {a } no es completo.
Prueba. Supongamos que R -  {a} es completo (hipótesis auxiliar), 
entonces el conjunto C  =  {y  € R — {a } /  y < a) es no vacío y está acotado 
superiormente por (a +  1) € R — {a}, luego por la hipótesis auxiliar existe 
a G R — {a} tal que a =  sup C.
Si a < a, entonces a < < a, luego a no es cota superior de C
(¡contradicción!). Si a < a, entonces como a < í—S < a , lo cual implica 
que y < para todo y G C, es decir es cota superior de C, entonces 
a < < a (¡contradicción!). Por lo tanto R — {a} no es completo. □

Para finalizar este capítulo presentamos una herramienta importante 
para demostrar muchos teoremas, proposiciones o fórmulas matemáticas, 
esta es el ■ ■ •
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2.4 Principio de Inducción Matemática
Una de las propiedades más importantes de los números naturales N es 

el principio de inducción matemática. Este principio se usa para demostrar 
proposiciones que dependen de n (n £ N).

Principio de Inducción M atemática PIM
Si X  es un subconjunto de N tal que:
i) l e X
n) (n +  l ) £ l ,  si n £ X  

Entonces X  =  N.

Este principio es una verdad evidente, puesto que por (i) 1 £ X
y aplicando sucesivamente (ii) se concluye que 2 =  (1 +  1) £ X, 
3 =  (2 +  1) £ X, 4 =  (3 +  1) € X , . . y así se tiene que N C X  por tanto 
X  =  N. Sin embargo, ésto no pretende ser una demostración del principio 
de inducción matemática, más bien una manera coloquial (no matemática) 
de entender este principio.

2
Solución.-

I t í  2 i '
Supongamos ahora que n € X , es decir

(hipótesis inductiva)
k=1

Debemos probar que (n +  1) £ X . En efecto:
n +1 nn +1

Y l k = X!fc+(n+1)
n(n +  1)1 , (n +  l)[(n +  l) +  l]----------- +  (n +  1) =  --------------------------

Por lo tanto, X  =  N; es decir,

2
para todo n £ N. □
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Esta prueba ha sido desarrollada con todo detalle con la finalidad de enten­
der e ilustrar el uso correcto del principio ie inducción matemática, pero 
en la práctica la forma de utilizarlo es mucho mas dinámica, como veremos 
en los primeros ejercicios resueltos que a continuación se dan.

2.5 Ejercicios Resueltos
1. Pruebe que

Solución. Probaremos que n < 2n, Vn € N. En efecto: si n =  1, 
entonces 1 < 21. Supongamos que el resultado se cumple para n € N, 
es decir n < 2n (Hipótesis Inductiva), entonces 2n+1 =  2 - 2" > 2 n = 
r» + n > n  +  l =4- 2n+1 > n 4-1. Por lo tanto n < 2n Vn € N.

2. Desigualdad de Bernoulli. Si a > — 1 pruebe que

Solución. Si n =  1, entonces (14- a)1 > 1 +  1 -a. Supongamos que la 
desigualdad de Bernoulli se cumpla para n e N, es decir

veamos que esta desigualdad se cumple para n +  l. En efecto
(1 4- a)n+1 =  (1 +  a)(l 4- a)n > (1 +  a)(l +  na) — 1 +  na +  a +  na2 >
1 +  no 4- a — 1 +  (n 4- l)a.
Por lo tanto

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si a j , . . . , an y b\,... ,bn son
números reáles cualesquiera, pruebe que

Solución. Como (akX 4- b/t)2 > 0  / i € l y V l < K n ,  entonces

J_ 1.
2"  < ñ V n e  N.

(1 4- a)n > 1 4- na, V n € N.

(1 4- a)n > 1 4- no (Hipótesis Inductiva)

(1 4- a)n > 1 4- naV n í N ,

n

^2(a*:X 4- 6fc)2 > 0, Vx G K. Luego
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( E  - l j  * 2 +   ̂ x +  ^  b i j  >  0 , V x G R.

Así, tenemos que Ax1 + 2Dx +  C > 0, para todo x € R.
Se desea probar que B '1 < AC. En efecto:
Si A =  £jn2 =  entonces ü * =  0 V A: £ {l,...,n}. Luego /? = 
]C aĴJt ~ 0> así el resultado se cumple trivialmente.
Si A  ^ 0, como Ax2 +  2Ri +  C  > 0 para todo x G R, tomando en 
particular x — — -q. tenemos que

0 < A -
7?

+ 2B  I - -  ) + C  =

De donde se concluye que

B- 2 B- „  B '1 _
-- --------- --  +  C  -  — -  -I- C.
A A A

R 2 < AC.

4. Encontrar el supremo y el ínfimo del conjunto

-1 = { r b / " 6N}
S o lu c ió n .

» Como 7¡2 > 1, n2 -f 1 > 2, luego  ̂ Vn € N,
Por lo tanto | es cota superior de A.
Por otro lado, si e > 0, 3.r0 =  | £ A tal que \ - e < i < .’.

.'. sup A =  i.

« Como 0 < ^  V n  6 N, 0 es cota inferior de A.
Ahora sea e > 0 arbitrario, debemos demostrar que 3xo € A tal 
que 0 < io < £• En efecto:
si e > 1, entonces 3 xu =  q tal que 0 < i < e. Si e < 1, por 
la propiedad Arquimediana 3n0 G N  tal que — l < n0, de

donde se concluye que 0 < q^Eq < e

inf A =  0.
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' iiMii ,4 , #  C ¡R n o v a cíos  y  A  4- B  —  {o . +  b j  a  £ A , b £  # } .  Si A y  
/i .son a co ta d o s  su p eriorm en te , p ru eb e  qu e  existe  su p (A  4- B )  y

s u p (A  4- B)  — su p  A  |- su p  B

S o lu c ió n .  Si x  £  A  +  B , ex isten  a £  A  y  /; £  B  tal que x =  a +  b < 
Mip A  4- sup  B, lu eg o  el c o n ju n to  A  A  B  e stá  a co ta d o  sup eriorm en te  
por su p  A  +  s u p # ,  p or lo  ta n to  ex iste  s u p (A  4- B). M ás aún

su p ( A  4- B)  <  sup  A  +  su p  B. 

l ’or o tr o  la d o , d a d o  e >  0, 3 u o  £  A  y  3  6o £  B  tales que

. £sup A  -  -  <  a<)

su p  B  - ~ <  bu

L u ego su p  A  +  su p  B  — e <  «u +  b0 <  s u p (A  +  B ) .  P or
lo ta n to  su p  A  -(- su p  B  <  s u p (A  +  B ) +  £ ,V í  >  0. A sí,
sup A  +  s u p #  <  suj>(A  +  B), con  lo  qu e  se sigue el resu ltado.

ti Si x < y 4- £ para  to d o  e >  0, p ru eb e  qu e  x  <  y.
S o lu c i ó n .
S u p on g a m os  que x  >  y. L u eg o  to m a n d o  e --  x —  y >  0 ten em os que 
:/■ <  y 4- ( x  — y), es d ec ir  x  <  x  ( ¡ A b s u rd o  ! ). P or lo  tan to  x  <  y.

7 Sean A , B  su b co n ju n to s  n o v acíos  de  R , B  a co ta d o  su p eriorm en te . Si 
a < b p a ra  t o d o  a £  A  y  para  to d o  b €  B, p ru eb e  que A  está  a co ta d o  
su p eriorm en te  y su p  A  <  s u p # .

S o lu c i ó n .  C o m o  a < b para  to d o  a £  A  y  para  to d o  b £ # ,  en ton ces  
a <  s u p # ,  V a  £  A . L u eg o  el co n ju n to  A  es tá  a co ta d o  su p eriorm en te  
(p o r  s u p # ) .  C o m o  su p  A  es la  m en or  de tod a s  las co ta s  sup eriores, 
con c lu im o s  (pie

su p  A  <  su p  #

S. Sea A  un s u b c o n ju n to  de R 1 con  in f A  > 0.
Si #  =  {  ¿  /  a  £  A } ,  p ru eb e  qu e  #  está  a c o ta d o  su p eriorm en te  y

su p  B
1

in f A
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Solución. Sea a =  inf A.

• Como a < a  Va e Á, ¿  ± Va 6 A, luego ¿  > b V6.e B. Así
¿  es una cota superior para B.

• Suponga que fc < M Vb e B, entonces \ < M  Va e A, luego 
jj < a V a € A, y como inf A = a concluimos que j j  < a, por 
lo tanto M  > A. Luego hemos probado:
(i) 6 < A V h e £ .

(ii) Si b < M  Vb £ B entonces ¿  < M. 
es decir sup B  =  —.

9. S i t ® - * o | < m i n | ^ ~ —

\xy - xoi/o| < £

Solución. Tenemos que
er

\y -  yol <  

y

2(|*o| +  l)
, pruebe que

2(|x0| + 1)

¡x -  x01 < min

luego se tiene que
|x -  Xq| <

{  2(|j/0| -i-1) ’ 1}

£

2(|yo| + 1)

. |x -  x0| < 1
De esta última desigualdad, usando que ||x| — |xo|| < |x — xo| se sigue 
que

|x| < |x0| +  1
Ahora

\xy -  x0j/o I =  \xy -  xy0 +  xy0 -  x0yo |
< |xy -  xi/o| +  \xyo -  x0yo|
=  N|l/-yo| +  |3/o||a;-a:o|
<  (|®o| +  1) ■ | , +  |yo|

e e
< 2 + 2 = £

2(|x0| + 1) 2(|í/o| + 1 )
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10. Pruebe que \/2 +  \/3 es un número irracional.
Solución.
Supongamos que existe r e Q tal que \/2 +  \/3 =  r. Elevando al 
cuadrado y despejando a/6  tenemos que

-s/6 =  ^(r2 -  5) e Q

entonces existen n,m £ Z primos entre sí tales que -v/6  =  luego

6 m2 =  n2.

Así, n2 es par, por tanto n también es par, es decir n =  2u, u £ Z. 
Reemplazando en 6m2 =  n2 y simplificando, 3m2 =  2u2, luego m2 es 
par, por tanto m es par, es decir m =  2v, v £ Z. De esto concluimos 
que m y n n o  son primos entre sí (¡Contradicción!).

2.6 Ejercicios Propuestos
1. Si a es un número irracional y r es número racional no nulo, pruebe 

que r +  a y r a. son números irracionales.

2. Si x e y son números irracionales, ¿se puede concluir que x + y y xy 
son irracionales? ¡Justifique su respuesta!

3. Pruebe que -\/3 y i/5 son dos números irracionales.

4. Sean a, b, c y d, números racionales tales que ad — be ^  o. Si x es
irracional, pruebe que también es irracional.ex +  d

5. Sean a y b dos enteros positivos. Pruebe que \J2 está entre las dos
. a a +  2bfracciones 7- y ------ — .

b a +  b
6. Resolver cada una de las inecuaciones siguientes:

(a) \]2x — 3 — \J2 — x  > 0 (c) \¡x2 — 2a: — 15 > x +  1

(b) t/3x  +  1 <  x — 1 (d) \Jx — \f2x +  3 <  1

7. Hallar el conjunto solución de cada una de las inecuaciones siguientes:

I ■
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(a) \x2 +  2x — 3| < 2(1 — x.)
(b) x2 — 3x + 1 > |x +  3|.

(c) |3x — 1| +  \x +  4| > \4x +  3|.
(d) \2x — 5| + 3 > |x| +  2\x — 1|.

8. Si a, b y r son números reales fijos tales que a < b y r > 0, demostrar
a + brque a < ------- < b.1 + r

2x 29. Si x G (0,1), pruebe que------- < -
X O • o

10. Si \x — 2\ < pruebe que
2

2x — 3 

311. Si |x +  31 < —. pruebe que ,' 2 lx +  4

< 3

< 6

12. Si |x| < —, pruebe que
x +  1 < 1

13. Usando la desigualdad de Bernoulli, demuestre que 
si c >  1, entonces cn > c para todo n € N.

CL C
14. Si a,b,c,d € R donde b, d son positivos, pruebe que 7— está entre

b +  da c
b y I '

a — x a15. Si x > 0, o > 0 y a b, demostrar que -------está entre 1 y -  .o +  x b

16. Dada la inecuación cuadrática ax2 +  bx +  c < 0 con a > 0, demostrar 
que:

(a) Si b2 -  4ac < 0, enton:es CS — tp.
(b) Si b2 — 4ac =  0, entonces CS =  { - ¿ } .
(c) Si b2 — 4ac > 0, entonces CS =  [r, s].

donde r = —b — \/¿2 — 4qc —b +  \/í>2 — 4acy s =2a 2a
17. Dada la inecuación cuadrática ax2 +  bx +  c > 0 con a > 0, demostrar 

que:
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(a) Si b2 — 4ac < 0, entonces CS =  R.
(b) Si b2 — 4ac =  0, entonces CS =  R.
(c) Si b2 — 4ac > 0, entonces CS = (—oo,.r] U [s,+oo).

donde r y s son los definidos en el problema 16.

18. Dada la inecuación cuadrática ax2 +  bx +  c < 0 con a > 0, demostrar 
que:

(a) Si b2 — 4ac < 0, entonces CS =  $.
(b) Si b2 — 4ac =  0, entonces CS — i¡>.
(c) Si b2 — 4ac > 0, entonces CS =  (r, s).

donde r y s son los definidos en el problema 16.

19. Dada la inecuación cuadrática ax2 +  bx +  c > 0 con a > 0, demostrar 
que:

(a) Si b2 -  4ac < 0, entonces CS =  R.
(b) Si b2 -  4ac =  0, entonces CS =  R -  í ^ } -
(c) Si b2 -  4ac >  0, entonces CS =  (—oo,r) U (s, +oo). 

donde r y s son los definidos en el problema 16.

20. Si — | < a < 1, resolver la inecuación

(1 — a2)x2 +  (1 — a)x2 +  2 > 0 

€ £21. Si \x -  a| < -  y \y -  6| < pruebe que

|(x +  y) -  (a +  6)| < e y |(x -  y) -  (a -  b)\ < e

22. Si 0 < a < b, demuestre que a < \/ab < < b

23. Si a: e y son dos números reales no ambos nulos, demuestre qué:

(a) x2 +  xy +  y2 > 0
(b) x4 +  x3y +  x2y2 +  xy3 +  y4 > 0

24. Si a > 0 y b < 0, demuestre que ^ —o o — a
25. Si a y í> son números reales positivos tales que a +  b =  1, demostrar 

que ab < j.
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26. Si R < r < 0, determinar la condición que debe cumplir el número d 
para que sea válida la desigualdad

0 < d2 +  R2 +  r2 
2 dR

< 1

27. Sea X  =  {aq, x2, .... xn, ...} un conjunto en el cual x, yí xj siempre 
que i yt- j.  Si existe o G K tal que \xk — a\ < para todo k £ N, 
demuestre que X  es un conjunto acotado.

28. Dados los números reales ai, a2,... ,an, 0i, ■ ,Pn, demuestre que
existen a, a', 0 y ¡3' £ { a 1( a2, ..., an, 0U 02, - ,P n }  tales que

a +  0 < ah +  0k < a ' +  0 ' para todo 1 < A: < n.

29. Si A y B son dos subconjuntos acotados de IR y c es un número real 
fijo, pruebe que A +  B =  {x  +  y / x e A, y & B}  y cA =  {ex / x £ A}  
son también acotados.

30. Hallar el mayor número m tal que:

(a) m < x2 +  2x +  4 para todo x real.
(b) m < 4x2 +  12x +  11 para todo x real.

31. Hallar el menor número M  tal que:

(a) 1 +  4x — x2 < M  para todo x real.
(b) 3 — 8x2 — 8x < M  para todo x real.

32. Sea A un subconjunto de R no vacío y acotado inferiormente. Si 
- A  =  { - x  /  x G á  }, pruebe que —A está acotado superiormente y 
que sup(—A) — — inf A.

33. Sea A un subconjunto no vacío y acotado de R. Para c £ R definimos 
cA =  {ex /  x £ A }. Si c > 0, pruebe que:

(a) sup(cA) =  csupA
(b) inf(c.A) =  cinf A.

¿Qué ocurre si c < 0? ¡Justifique su respuesta!

34. Hallar el supremo e ínfimo de cada uno de los siguientes conjuntos:
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(a) A =  {2 ,-1 , —10,4}
(b) B =  {1 -  4r /  n € N }

(c) C =  {sen (= f) /  n =  0 ,1, 2, • • • }
(d) Da =  {sen"(a) /  n S N} donde a € [0,7r] -  { 0, n, | }.

35. Sean A y  B subconjuntos no vacíos de 1  y definamos A ■ B =  { x ■ 
y /  x G A, y € B }. Si A y B son acotados, pruebe que A ■ B es 
acotado y

36. Si X  es un subconjunto de R no vacío y acotado inferiormente, pruebe 
que X  posee un ínfimo y que inf(X) =  — sup(-X ), donde —X  =  
{ - x / x  6 X ).

37. Sea X  un subconjunto no vacío de R y a € R. Si a es cota superior 
de X  y a G X,  pruebe que a =  SupX

38. Sea X  un subconjunto no vacío de R y a € R. Si a es cota inferior de 
X  y a 6 X , pruebe que a =  In f  X .

39. Sean X  e Y  subconjuntos no vacíos de R. Si X  C Y  e Y  está acotado 
superiormente, pruebe que existe sup X  y

40. Sean X  e Y  subconjuntos no vacíos de R. Si X  C Y y Y  está acotado 
inferiormente, pruebe que existe inf X  e

inf X  > inf Y.

41. Hallar el supremo e ínfimo (si existen) de cada uno de los siguientes 
conjuntos:

sup(^4 • B) =  sup A ■ sup B.

sup X  <  sup Y.

(a) I  =  { j € R / 0 < i < 5 }

(b) X  =
1 +  x2
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42. Sea A un subconjunto no vacío de R -  (-1 ,1 ) acotado inferiormente. 
Si B =  {d j / x € A), pruebe que B está acotado superiormente y

sup B =  (inf A) -2 .

43. Sean X y Y  subconjuntos de números reales. Si definimos

Z =  {z /  z =  x -  y ,x  e  X ,y  e Y }

Demuestre que sup Z =  sup X  — inf Y. ■

44. Sea A un subconjunto acotado del intervalo {—oo,0). Si
. 2x — 3B =  i ------ -- /  x G A pruebe que inf B =

2 sup A — 3
x - 2  ' --------j sup A -  2

45. Demostrar la verdad de las siguientes proposiciones:

(a) 4n — 1 es divisible por 3 para todo n > 1.
(b) n3 +  2n es divisible por 3 para todo n >  1.

(c) ^ /c ( /d )  =  (n +  l ) ! - l  para todo n € N.
k=i

46. Demostrar por inducción:

i n + 2
21 =M  E i  =  2 - (b) ¿ 3 *  =  - ( 3 " - l ) .

i=li=l

47. Demuestre que
1 3 5 2n—1 /2 n  +  3\
2 +  22 23 2" V 2"  J

48. Si A C (-oo , 0) y B =  {-5x '/ x G A }, pruebe que existe inf B y que 
inf B =  - 5  sup A.

49. Sea A =  {x € R /  3 < x <  127 }. Si B =  { - 2 x  /  x  € A }, pruebe que 
sup B =  - 2  inf A.

 ̂ , Maol elaolM
50. Sean o,ao € R y e € R+ . Si ao ^  0 y |a — ao| < min < —— , —-— >,

1 1pruebe que a j ¿ 0 y (X O-o < e.



Capítulo 3

Funciones Reales

Uno de los conceptos de mayor trascendencia en matemática es el de 
función. En este capítulo exponemos los hechos elementales sobre funciones 
reales y ésto constituirá la base apropiada para estudiar las funciones en un 
contexto más general.

3.1 Definición y Ejemplos
Sean A y B conjuntos no vacíos, que llamaremos dominio y codominio 

respectivammente, entenderemos por función de A en B a toda regla que 
hace corresponder a cada elemento del dominio un único elemento del codo- 
minio. Más precisamente, una función es un conjunto de pares ordenados 
tales que la primera componente pertenece al conjunto A y la segunda al 
conjunto B , es decir un subconjunto de A x B, de modo que todo elemento 
de A sea primera componente de un solo par ordenado y sólo uno. 
Usualmente, los signos que indican funciones son / ,  g, h, etcétera. Así, para 
denotar que /  es una función de A en B , se escribe

/  : A —► i?

y se lee “/  es una función o aplicación de A en B” , o bien “/  es una función 
con dominio A y codominio B” .
En particular, si A =  {-1 ,0 ,1 ,2 }, B =  {0,1,2,3,4} y /  es la regla de corres 
pondencia definida por

f {x)  =  x2 V x G A

55
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se tiene que
/ = {  (-1 ,1 ); (0,0); (1,1); (2,4) }.

Observamos aquí las siguientes situaciones: elementos distintos de A pueden 
tener la misma imagen en B, como ocurre con 1 y - 1, cuyas imágenes son 1; 
además, puede darse que algunos elementos de B no tengan un antecedente 
( o preimágen) en A, es decir que pueden existir en B elementos que no sean 
correspondientes de ningún elemento de A, como ocurre con 2 y 3.

Definición 3.1.1 Dados los conjuntos no vacíos A y B, se dice que /  es 
una función o aplicación de A en B si /  es un subconjunto de A x B que 
satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad:

(i) Para todo a € A existe b £ B tal que (a, b) € / .

(ii) Si (a, b) G /  y (a, c) £ / ,  entonces b =  c.

Definición 3.1.2 Si /  es una función de A en B, el dominio (rango) de /  
denotado por D¡  (Rj ) es el conjunto de las primeras (segundas) coordenadas 
de los elementos de / ,  esto es:

Df =  A

Rj  =  {y £ B /  (lo, y) e /  para algún x0 £ A}

La condición (ii) nos dice que a todo elemento del dominio de /  le “corres 
ponde” un único elemento de su rango. Si (x, y) £ / ,  se dice que y es la 
imagen de x a través de / ,  lo cual se acostumbra escribir y =  /(x ), es decir

(z,y) £ /  <=► y =  f{x)

Por ser /  un conjunto, puede estar determinado por extensión, es decir, 
como un conjunto de pares ordenados, o bien por comprensión, dando su 
dominio y la ley de correspondencia y =  /(x )  que permita asignar a cada 
elemento del dominio su respectiva imagen.

Notación.- Si /  es una función de A en B con regla de correspon­
dencia y =  /  (x) será denotado así

f : A  — ♦
x

B
y =  /(x )



f

Ejemplo 1.- Sea A =  { -2 ,-1 ,1 ,2 ,3 } ,  B =  R conjunto de los números 
reales y /  : A —* B definida por f{a) =  -r-? +  1 V a £ A, entonces:

M

/  =  { ( —2, | ) ;  (-1 ,2 ); (1,2); (2, | ) ;  (3, | ) |  9  A x B  

Df  =  { - 2 ,- 1 ,1 ,2 ,3 }  =  A

Capítulo 3. Funciones Reales 57

Ejemplo 2.- Sea H el conjunto de todos los hombres del planeta.

(i) Si Ed : H —♦ Z es definida por Ed(x) =  “edad de a:” , entonces Ed 
es una función, con dominio H y rango R¡  (¡acotado!, superiormente 
por 150 e inferiormente por 0).

(ii) h : H —► H definida por h(x) = “hermano de x" no es una función, 
por cuanto x puede tener más de un hermano o no tenerlo.

(iii) Si p : H —* H es definida por p(x) =  “padre de x ” , entonces p sí es 
una función.

Algunas veces, al conjunto A se le llama conjunto dé partida y al conjunto 
B conjunto de llegada. Si A C R y B =  IR, es decir, si /  es una función de 
A en R, se dice que /  es una función real de variable real. Ahora daremos 
más ejemplos de

Funciones Reales de Variable Real

Ejm 3. La función Identidad en A C R denotada por Id a , es la 
función definida por I d^ x )  -■ x para todo x £ A, es decir

Id a '■ A — * R
x i— ► y — Id¿(x) —x  V x  6 A

Ejm 4. La función Constante k en A C R es la función /  definida por 
f (x)  =  k para todo x £ A, es decir

/  : A — > R
x i— > y =  f(x)  =  k V x € A

En particular: cuando k =  0, es decir f (x)  =  0 V x € A, se llama función  
nula en A.
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Ejm 5. La función A fín  es la función /  definida por /(x ) =  mx +  k 
para todo x en. R ( con m y k constantes fijas), es decir

/  : R — + R
x i— ► y =  /(x )  =  mx +  k V x € R 

En particular cuando k =  0, es decir

f (x)  =  mx  V x £ R

se llama función lineal. Obseramos que para a,P,x ,y  £ R arbitrarios 
f (ax  +  ¡3y) =  m{ax +  fiy) =  amx +  (3my — af(x)  +  ¡3f(y), así

f {ax + ¡3y) =  af{x)  + 0f(y) V a, (3, x, y £ R
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Ahora es fácil comprobar que: /(O) =  0, / ( —x) =  - / ( x )  V x G E y
f ( x  - y )  =  f (x)  -  f ( y ) V x, y G R.

Ejm 6. La función Valor Absoluto es-la función /  definida por f ( x ) =  
\x\ para todo x  € R, es decir

x > 0 
x < 0

Figura 3.4: donde Df = R y Rf =  [0,+oo).

Ejm 7. La función de Dirichlet es la función /  definida por f (x)  =  1 
cuando x es racional y /(x )  =  0 cuando x es irracional, es decir

/ : R — » R

y =  f (x)  =
{

i
o

x G Q 
x G E

y su gráfico se muestra en la Figura3.5
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Ejm 8. La función Característica de A, donde A es un subconjunto pro­
pio y no vacío de R, es la función denotada por Xa y definida por Xa (x) =  1 
cuando x  G A y  Xa (x) =  0 cuando x £ A, es decir

Xa • 1  — ► R
V , 1 í 1 x £ A 

1 M  » = * » < * )  =  { „  x i A

Para entender mejor a este tipo de funciones, dejamos aquí dos ejercicios 
no complicados al lector responsable.
Ejercicios.-

1. Sean A,B  subconjuntos no vacíos de R. Si Xa =  Xg,  pruebe que 
A =  B.

2. Pruebe que para toda función /  : R —► {0,1} con rango {0,1}, existe 
un subconjunto no vacío A de R tal que /  =  Xa -

Ejm 9. La función “p i” de Euler es la función denotada y definida por 
7r(x) =número de primos positivos < x para todo x  > 0, es decir

7T: R+ — i- R
x i— > y =  x(x) — “número de primos positivos < x”

Este ejemplo nos muestra una función cuya regla de correspondencia no tiene 
una fórmula conocida hasta nuestros días (usando funciones elementales). El 
comportamiento de tv(x) ha sido objeto de un intenso estudio por muchos 
matemáticos ilustres a partir del siglo dieciocho. La inspección de tablas
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de los números primos condujeron a Gauss (1792) y a Legendre (1798) a 
conjeturar que la función 7r(x) es asintotico a la función - , esto es

lim
X —KX>

7r(x)
X

log  X
= 1.

Tal conjetura fue demostrada en 1896 por Hadamard y se conoce como 
el teorema del número primo', la demostración de Hadamard usa 
la teoría de funciones de variable compleja y propiedades de la función 
zeta de Riemann. Una demostración elemental (para los entendidos) fue 
hallada recién en 1949 por A. Selberg y P. Erdós ( estas son notas del libro 
Introducción a la Teoría Analítica de Números de T.M APASTOL ).

Ejm 10 La función M áximo Entero, cuya existencia y buena definición 
están probadas en el capítulo anterior, es la función denota por [ ] y definida 
por [x] =  n cuando n < i < n  +  l, es decir

/  : R — * R
x i— > y =  / ( x) --- |a;| — n s i n < x < n  +  l

y su gráfico es

Usando esta función es posible definir otras funciones, por ejemplo si f(x)  — 
x -  {x¡ V x S R y g{x) =  yjx -  [xj V a; 6 IR, el lector debe comprobar 
que sus gráficos son los mostrados en las dos siguientes figuras:
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Figura 3.7: f (x)  = x — [x|.

Definición 3.1.3 Sea /  una función real de variable real con dominio 
Df.  Se dice que /  está acotada si su rango está acotado, o equivalentemente

/  está acotada si y sólo si 9M > 0 /  |/(x)| < M  V x 6 Df.
X

Ejemplo 1. La función /  : M —> R definida por f (x)  — ----- r— está acotada,1 +  |x|
puesto que

l/(*)l = 1 +  Ixl 1 +  Ixl < 1  v x  e

Ejemplo 2. Las funciones seno y coseno son acotadas, puesto que
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Definición 3.1.4 Sea /  una función real de variable real con dominio Df. 
Se dice que la función /  es par si y sólo si

1. x £ D j y - x  £ Df

2. / ( —x) =  /(x )  Vx £ Df

Definición 3.1.5 Sea /  una función real de variable real con dominio D 
Se dice que la función /  es impar si y sólo si

1. x £ D¡ y —x £ Df

2. f { - x )  =  - / ( x )V i 6 Df

Ejemplos:

1. La función f (x)  =  x2n V i  <5 IR es par, y la función f{x)  
a.2n+i V x £ IR es impar.

2. La función f (x)  =  (xM +  I )  senx2 V * € R -  {0} es impar. 
En efecto:
Df  = R -  {0} =  (-oo ,0 ) U <0,+oo) y 

f ( - x )  =  (~x\ -x\  +  sen ( - x )2 =  - f { x ) .—X

3. Sea /  una función con dominio Df =  [-L,  L]. Pruebe que:
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Figura 3.10: /  es una función Impar.

a) F : D f  —+ IR definida por F(x ) = ^ —— V x G D ¡  es
par. 2

b) G : D f  —* R definida por G(x) =  1^1— —— V i  £ D f  es 
impar.

Solución: Para ambos casos, D p  =  [ - L ,  L ]  =  D q  y

F ( —x) =  —— = análogamente G ( - x ) =  -G(x )

Este ejemplo nos permite demostrar que toda aplicación de [—L ,  L ]  en 
R se puede expresar como la suma de una función par con una función 
impar (vea la lista de ejercicios propuestos al final de este capítulo).

3.2 Tipos de Funciones

Para una función f  : A —* B. Si ocurre que, elementos distintos 
del dominio tienen imágenes distintas en el codominio, la función se lla­
mará función inyectiva o uno a uno. Por otra parte, si todo elemento 
del codominio es imágen de algún elemento del dominio, la función se lla­
mará sobreyectiva o suryectiva. Y cuando ocurran ambas situaciones si­
multáneamente, la función se llamará función biyectiva o correspondencia 
biunívoca.
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Definición 3.2.1 Si el rango de la función /  : A —> B es igual al conjunto 
de llegada(es decir R¡  =  B), se dice que /  es sobreyectiva. Equivalente­

/  : A —<► B es sobreyectiva [V y € B, 3 x S. A / y — f ( x )] |

Definición 3.2.2 Una función /  : A —> E? es inyectiva si elementos dis­
tintos del domino tienen imágenes distintas, es decir

f  ■. A —> B e  s inyectiva •$=** [V x, y € A : x ^  2/ —-> /(z )  7̂  /(y)l

o equivalentemente

/  :; A —► B es inyectiva «$=» [V x,y  € A : /(x )  =  /(y ) 1 =  vi

Definición 3.2.3 Una función f  : A —> B se llama biyectiva si es inyectiva 
y sobreyectiva.

Ahora veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1.- Pruebe que la función afín /  : IR —> R cuya regla de 
correspondencia es / ( x ) =  m i + k con m 0 es sobreyectiva.
Solución:
Sea y € R (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que existe x0 <E M tal

mente

Figura 3.11: /  no es inyectiva.

que /(:r„) =  y. En efecto: si tomamos x0 =  i ^ f )  G K’ se tiene que
j  +  k =  y, es decir la función /  es sobreyectiva.
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/

c

7 x

Figura 3.12: /  si es inyectiva.

Ejemplo 2.- Sea /  una función real de variable real definida por 
f ( x ) =  2x4- %/x2 — 9 para todo x > 3. Pruebe que /  es inyectiva. 
Solución:
Sean x,y > 3 tales que /(x )  =  f(y).  •

• Si x =  3, entonces 6 =  2y 4- \/y2 -  9, luego

y como y > 3, tenemos que y =  3.

• Si x > 3, entonces 2x 4- \/x2 -  9 =  2y 4- \Jy2 — 9, luego

y como y > 3 tenemos que x =  y.

Así, concluimos que /  es inyectiva.

Ejemplo 3.- Pruebe que la función /  : N —► Z definida por

—— si n impar

si n par
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Es biyectiva.
Solución:
Aclaramos que N =  {1,2,3,4, ■ • • } y Z =  {0, ± 1, ±2, ±3, ■ • •

(i) /  es sobreyectiva:
Si A; > 0, existe n =  (2k +  1)

Si k < 0, existe n =  ( -2 k) G

. (ii) /  es inyectiva:
Sean m, n G N con la misma paridad, tales que /(m ) =  /(n )
c . . , m -  1 n - 1o i m y n  son impares, tenemos que — -—  =  —-— , luego m — n.

¿i ¿i—m —n ,b i m y n  son pares, tenemos que — luego m =  n.

Por lo tanto, de (í) y (ii), la función /  es biyectiva.

Observación.- El último ejemplo muestra que N y Z son conjuntos 
equipotentes, es decir, tienen la misma “cantidad” de elementos. Todos los 
conjuntos con los que N es equipotente son llamados conjuntos enumerables. 
No es difícil probar que Q es un conjunto enumerable. Anotamos también 
sin justificación alguna, que el conjunto de los números irracionales I no 
es enumerable; esto nos dice que existen más números irracionales que 
racionales, aún cuando se conozcan mas racionales que irracionales (esto 
será estudiado en el curso de análisis I).

3.3 Imagen y Preimagen
Definición 3.3.1 Sea /  una función real de variable real con dominio D¡ 
y sea AC. Df. El conjunto

f {A)  =  { / ( * )  /  x G A }

G N tal que /(n ) =  — -  =  k.

N tal que f(n)  =  — í—rife). =  k.

se llama Imagen de A.

Observamos que la imagen del dominio de una función es igual a su rango, 
es decir f (Df )  — Rf.  Observe también que

y G f (A)  3x G A /  y =  f (x)
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Proposición 3.3.1 Sea f  una función real de variable real con dominio 
Df y sean A, B C D j:

1. Si A C B entonces f (A)  C f (B).

2. f ( A u B )  =  f ( A) Uf ( B) .

3. f ( A  n fí) c  f (A)  n f{B).

Prueba. Ejercicio para el lector. □

Observación .- En 3. no siempre se da la igualdad, es decir exis­
ten A, B C Df  para alguna función /  tal que f ( A  n B) f (A)  n f(B).
Por ejemplo s i /(x )  =  x2, A =  { -2 ,  —1,0,1} y B =  {0,1,2,3} 
tenemos que f ( A  n B) =  {0, 1} y f (Á)  n f  (B) =  {0,1,4} fl { 0,1,4,9} = 
{0,1,4}. Por lo tanto

f ( A n B ) $ f ( A ) n f ( B ) .

Definición 3.3.2 Sea /  una función real de variable real con dominio Df  
y sea B C R. El conjunto

r H B )  =  { x e D f / f ( x ) e B }

se llama Preimagen de B.

Observación.-
x € f ~ l {B) <=*> /(x )  € B

Ejemplo 1. Dada la función /(x )  =  x2 V x € R, hallar 

/ _ 1 ( ( - o o , - l ] )  y / _1 (<—1,1])-

Veamos:

x € / _ 1((-oo , - 1]) «=► /(x )  € (-oo , - 1] ■<=*> /(x )  < -1  «=> x2 < -1  

Por lo tanto
/ _1« - o o , -1  ]) =  </>•

Análogamente

X e / _1( ( -1 ,1]) <=► / ( x) € (-1 , -1] -1  < X2 < 1 4=^ -1  < x < 1
Por lo tanto

r l ( ( - i , i ] )  =  [ - i , i ] .
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Proposición 3.3.2 Sea f  una función real de variable real con dominio 
Dj v sean A , B C IR;

I. Si A C B entonces f ~ 1(A) C f ~ 1(B).

S. f ~ l (A U B) = f~ : (A) U / _1(B).

J. f - ' (AnB )  = f~1( A )n f -1(B).

4- f - l (Cx A) =  CY( f - 1(A)).

Prueba. Ejercicio obligatorio para el lector □

Esta proposición nos dice que la imagen inversa de una función tiene 
un buen comportamiento respecto al álgebra de la teoría de conjuntos; 
este hecho será usado en cursos avanzados para definir y /o  generalizar 
muchos conceptos matemáticos, como por ejemplo los conceptos de función 
continua, función medible y muchos otros más.

Ejemplo 2.- Si consideramos la función /  : R —* IR dada por 
f(x)  =  3a:2 4-2 V a; £ IR tenemos que:

r 1(/([o ,i])) =  r 1([2,5]) =  [ - i , i ]  y

/ ( / - 1 ([0,5])) =  / ( [ - l ,  11) =  [2,5].
En este ejemplo vemos que

y n r \ [ o ,5 ]))s [o ,5 ]

Precisamente la siguiente proposición nos da las condiciones necesarias y 
suficientes para que se cumplan las igualdades.

Proposición 3.3.3 Sea f  una función real de variable real con dominio 
D j, entonces:

1. A C f - ' i f f A ) )  W A C D f

2. A =  f ~ l {f {A))  V A C D j si y sólo si f  es inyectiva.

3. f { f ~ l (B)) C B  V R C IR.

4- / ( / _1(-®)) =  B V B C R s i y  sólo si f  es sobreyectiva.

Prueba. (Vea la lista de ejercicios resueltos.) □
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3.4 Funciones Monótonas
Definición 3.4.1 Sea /  una función real de variable real con dominio D f 
y sea I C. Df.  Diremos que:

1. La función /  es creciente en I  si y Sólo si para todo x,y £ I tales 
que x <  y se tiene que f ( x ) < f{y).

2. La función /  es decreciente en I  si y sólo si para todo x,y € I  tales 
que x < y se tiene que f {x)  > f(y).

3. La función /  es no creciente en I  si y sólo si para todo x, y e /  tales 
que x < y se tiene que f (x)  > f(y).

4. La función /  es no decreciente en I  si y sólo si para todo x,y & I 
tales que x < y se tiene que f  \x) < f(y).

5. La función /  es monótona en I  si /  cumple alguna de las condiciones 
anteriores.

Ejemplo 1. La función afín f (x)  =  m x  +  k  es creciente si m  > 0, y 
decreciente si m < 0.
En efecto:
Veamos el caso m < 0. Sean x\,X2 6 R tales que x\ < x2. Como m < 0, se 
tiene que mx\ > m x por tanto mxi +k  > mx^ +  k, es decir f ( x  1) > f ( x 2). 
Así, la función f  es decreciente en R.
De manera similar se ve que la función /  es creciente en R si m > 0.

Ejemplo 2. Verificar que la función f (x)  =  x2 — 5x +  6 es creciente 
en [|,+oo) y decreciente en ( - 00, |],
En efecto:

f {x)  =  x2 — 5x +  6 =

y
|  < a < b  ==> 0 <  a — |  <  6 -  |

= *  ( « - f ) 2 <  ( 6 - § ) 2

= *  (a -  i ) 2 -  i  < (6 -  I ) 2 -  i-
Por lo tanto /(a ) < /(ó ) siempre que | < a < 6, es decir la función /  es 
creciente en [|,+oo). De manera análoga se verifica que la función /  es
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decreciente en (—00, |]

Ejemplo 3. La función /  : E —>■ R definida por

/(z )
—x , x < — 1

x , — 1 < x < 2
1 , x > 2

es decreciente en ( - 00, - 1), creciente en [ - 1, 2} y no decreciente en [2,+ 00). 
Pero no podemos afirmar que la función /  es no decreciente en [—l,+oo) 
(¿por qué?).

Proposición 3.4.1 Sea f  una función real de variable real con dominio D¡ 
y sea I C D ¡ un intervalo. Si f  es creciente o decrediente en I, entonces f  
es inyectiva en I .

Prueba. Supongamos que /  es decreciente en I y sean a ,i £ 1 tales que 
a ¡jé b. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a < b, entonces 
/(a ) > /(&), es decir /(a ) ±  f(b). n

3.5 Operaciones con Funciones
Sean /  y g funciones reales de variable real y sea A € R. Si existen 

los números f (x)  y g(x), entonces están bien definidos los números /(x ) +  
g(x), f(x)  -  g{x), f {x)  ■ g{x), A /(x) y ¿g } (si g{x) £  0). Así, tiene sentido 
dar la siguiente

Definición 3.5.1 Sean f , g  funciones reales de variable real con dominios 
Df  y Dg respectivamente y sea A G IR. Definimos las funciones:

f  +  g, f  -  g, fg, Af, ^

de la siguiente manera:

1. ( /  +  g){x) =  /(x ) +  g{x) V x G Df+g =  Df  D Dg

2. ( / - c / ) ( x )  = f { x ) - g { x )  V x G Df-g =  D¡ r D g

3. ( /  • fl)(x) =  f(x)g(x)  V x G Dj.g =  Df  n Dg
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4. (A/)(x) =  A/(x) V x € D x t  =  D

5. L)  (x) = M
9 )  j g{x) '1x € Di  =  Df  n D g \ {x : g(x) ^  0}

Ejemplo.- Dadas las funciones f  y g definidas por

f (x)  =  Sig a;2 — 4 
x +  3 V x yé -3 , y g(x) =  \x\ V x €

Determine el rango y la gráfica de las funciones/ ,  f g y (fg)2. 
Solución.-

(i) Como

{1 , x >  0
0 , x =  0

-1  , x < 0
es claro que el rango de /  es el conjunto Rf  =  {-1 ,0 ,1 }. Además, 
tenemos que x 6 (-3 , -2 )  u (2, +oo)

x € { 2 , - 2 }
x € { - o o ,-3 )  u (-2 ,2 )

(ii) Como

(Í9){x) =  /(x )  • |x
!x|
O

x € ( -3 , -2 )  U (2,-t-oo)
x € { 2 , - 2 }
x € ( -o o ,-3 )  U (-2 ,2)
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el rango de f g  es el conjunto

Rfg =  ( - 00, -3 ) U (-2,0] U (2, +oo).

(iii) Usando la parte (ii), vemos que

x —2, 2, —3
x e { - 2 , 2 }

así el rango de esta función es el conjunto R(fg)i — ®>o ~ {4}-

S e a l C R y  sea T  el conjunto de todas las aplicaciones de X  en R, es decir 

j :  _  R) =  Rx =  { /  : X  -> R / f  es una aplicación }.

En este conjunto se tienen las siguientes propiedades: V f ,g ,h  € T  y 
V a, j8 g R,

1. /  +  g € T.  5. (a +  ¡3)f =  a f  +  (3g

2. ( /  +  g) +  h  = /  +  {g + h )  6. a { f  +  g) =  a f  +  ag

3. f  +  g = g + f  7- (“ 0 ) /  =  a (Af)
4. a /  € T. 8. f j  e T.
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1- {fg)h =  f{gh) 3. ( f  +  g)h =  fh +  gh

2. fg =  gf  4. (a /)g  =  /(a g ) =  a{fg)

Estas propiedades serán utilizadas en cursos avanzados para caracterizar 
al conjunto T  según las operaciones que se le adjunte, por ejemplo T  puede 
ser visto como un grupo abeliano, como un espacio vectorial, como un anillo 
conmutativo con unidad, como un R-algebra, o como un R-módulo.

3.6 Composición de Funciones
Bajo ciertas condiciones es posible definir, a partir de dos funciones 

conocidas /  y g, una nueva función, llamada la compuesta de /  con g, de 
la siguiente manera. Dada las funciones

f  \ A —* 3  y g : B ^ C

donde coinciden el codominio de la primera función con el dominio de la 
segunda función (en general, es suficiente que el codominio de la primera 
función este contenido en el dominio de la segunda función).
Nuestro proposito es asignar a cada elemento x de A un único elemento de 
C, y el camino natural consiste en determinar la imagen de tal elemento x 
por / ,  y a continuación obtener la imagen de f (x)  € B, por g.

Definición 3.6.1 Dada las funciones /  : A —» B y g : B —> C, La com­
posición de f  con g es la función denotada por g o /  y definida así

g o /  : A —> C
x \— > (g o f ) (x)  =  g(f(x))  para todo x € A

La función g o f  puede leerse así: “/  compuesta con g” , o “g cerito / ” , 
o bien “g o /” . Evidentemente, para comprender este nuevo concepto 
necesitamos dar una cantidad razonable de ejemplos.

Ejemplo 1.- Sean A =  {1,2,3}, B =  {a,b,c,d}, C — {5,6} y las 
funciones f : A —+ B y g : B ^ > C  definidas así

/= { ( l ;a ) , (2 ;6 ) , (3 ;d ) }  

g =  {(u;5),(6; 5) , (c; 5),(d; 6)}
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Resulta entonces que

9°  f  — {(1 ;5)> (2,5), (3;6)}.

El lector debe notar que no existe /  o g, ya que en este caso el codominio 
de g es C y el domonio de /  es A.

Ejemplo 2." Dcidcis las funciones.

/  ; E -> R tal que f (x)  =  2x V x 6 R 

g : R —► IR tal que g{x) =  3x2 -  1 V x e IR,

halle f  o g y g o f  (sabiendo que ellos existen).
Solución:

• g o /  : R -> R está definida por

( f  o g)(x) =  /(3x2 -  1) =  2(3x2 -  1) -  6x2 -  2

• /  o g : R -> R está definida por

(S O /) (* )  -  9(2*) =  2(2*)2 -  1 =  12*2 -  1

Note que ( /  o 3) W  ^  (9 o / )  (*) P*™ todo * 6 R. así de este ejemplo vemos 
que

f  og ^  g °  f

aún cuando ambos tienen el mismo dominio y el mismo codominio.

Observación- Sean /  : A -  R y 9 : B -  R dos [unciones reales 
dadas. Si el conjunto

D  =  { x  /  x  £ A A  f { x )

entonces /  ■ D -  B y g : B -  R, luego existe la función g o /  : D —» R que 
por abuso de lenguaje llamaremos también /a compuesta de /  con 5, dond 
el conjunto D es su dominio que algunas veces se denota por Ugof.

Ejemplo 3.- Dada las funciones g{x) =  3x2 -  1 V x 6 K y 
u x\ _  y'j. _  1 V x > 1, hallar g o h y h ° g (si existen).
Solución: Observamos que Dg =  R y Dh =  [1, + °°)
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Dgoh =  {x  € R /  x > 1 A 1 e R } =  [1, +oo).
(g o h)(x) =  g(\/x -  1) =  3(^/x^■1)2 -  1 =  3x -  4

Como Dhog =  { i e R / i e K  A 3x2 -  1 > 1} 
tenemos que

(h o g)(x) - h(3x2 -  1) =  y/Sx2 - 2.

Ejemplo 4.- Dadas las funciones f (x)  — f̂x V i  > 0 y g(x) =  
—x2 — 1 V i g l ,  hallar f o g y g o f s i  existen. .
Solución.- Notamos que

x 6 Df0g si y sólo si a: € R A { - x 2 -  1) > 0

Esto nos indica que
D fog =  4>.

Por lo tanto, no existe la función f  ° g. Por otro lado, es ya fácil ver que 

(g ° f ) (x)  = - x  -  l V x G [0, +oo)

En este ejemplo vemos que Dgo/  y= M, es decir, para indicar el dominio de la 
composición no debe analizarse solamente la regla de correspondencia de la 
composición, mas bien es necesario primero determinar el dominio y luego 
la regla de correspondencia. □

Sea X C l y  sea B el conjunto de todas las biyecciones de X  en X,  es 
decir

B — B(X) =  { /  : X  —* X  / f  es una biyección }.
En este conjunto se tienen las siguientes propiedades: V / ,  g,h € B

1 .  f o g G B .

2. /  o (g o h) =  ( /  o g) o h

3. Idx o f  =  /  o Idx  =  /

4. Para todo f  £ B existe g £ B tal que , fog =  g o f  =  Idx
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El conjunto B con la operación composición “o” por satisfacer estas cuatro 
propiedades se dice que tiene la categoría de grupo (no conmutativo 
cuando X  tiene mas de dos elementos). En particular, si X  =  {1,2,3}, 
es fácil ver que B(X)  tiene 6 elementos (vea la lista de ejercicios de esta 
sección).

Nota.- Sea /  : A —► E una función. Si / ( x ) =¡¿ 0 para todo ac G A, 
podemos definir la función g : A —> R por

9{x) =  W )  W x e A

entonces f(x)g(x)  =  g(x)f{x)  =  1 V x G A. En este caso se dice que g es 
la inversa multiplicativa de /  y viceversa.

3.7 La Inversa de una Función
En esta sección estudiaremos la inversa de una función respecto a la 

operación composición y daremos la condición necesaria y suficiente para 
que una función sea inversible.
Definición 3.7.1 Dada la función /  : A -> B. Se dice que la función 
f * : B —* Ae s  la inversa de f  si

fo r  =  IdB y / : /  =  IdA-

Ejemplos:
1. La función /  : R —> R definida por /(x ) =  mx + k con m / 0 ,  posee 

como inversa a la función /*  : R - * R  definida por f*{x) =  X x -  
puesto que:

( fof ' ) (x)  =  /( /• (* )) =  m + k =  * =  y

(fo f ) i x ) =  f * ( f ( x)) =  ^~(mX +  k) -  ^  X =  Id^ X)Til I il
es decir

U r d i d a  Y f t f  =  IdR.
En particular, si f {x)  =  3x -  2 V x 6 R, entonces /*(x) =  \x +  | 
V x € K y como (0, -2 ), (1,1) G / ,  entonces (—2,0), (1,1) G /*
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Figura 3.15: /  y /*  son simétricos con respecto a la diagonal

2. La función /  : R —> (—1,1) definida por /(x )  =  ---- —- Va; £ R,
1 4- |x|

posee como inversa a la función /*  : (-1 ,1 ) -> R definida por f*(x) =  
'i x £ (-1 ,1 ), ya que:

1 -  Ixl

(/» /* )(* )
1 -  Ixl 1 — Ixl

1 +
X 11 1x11 -  |x| 1 1 -  |x

X X

1 +  |x| __ 1 +  |x|

: x =  Id{_ 1,1) (x)

1 - 1 +  |x| 1 -
1 +  |x|

Los gráficos de /  y /*  se ven en la Figura(3.16).
XObservación.- Si g es la función definida por g(x) =  ----- — Vx ± 1,

1 — |x|
entonces /*  es la restricción de la función g al intervalo (—1, 1) ( vea la 
Figura 3.17).

Proposición 3.Y.1 Si f  : A —> B es inversible (es decir, posee inversa), 
entonces f  es biyectiva
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A

X

Figura 3.16: /  y /*  tienen un único punto común

Prueba: Como /  es inversible, existe f* . B —■ A tal que

u r  =  idB y / : /  =  idA.

f  es inyectiva: Sean ai, 02 6 A tales que f (a i) =  /(a 2), entonces

ai =  (/*  o / ) ( Ql) =  / * (/(a  1)) =P f \ f { a 2)) =  ( / '  o /) (a 2) =  a2.

/  es sobreyectiva: Si 6 £ B, tomando a =  J*(b) £ A tenemos que

/(a) =  /(/*(&)) =  ( /  o /*)(&) =  =  6-

Por lo tanto /  es sobreyectiva, y por ende f es biyectiva. □

Teorema 3.7.2 Una condición necesaria y suficiente para que una 
función f  : A —► B sea inversible es que la función f  sea biyectiva.

Prueba: Por la proposición anterior, si /  es inversible, entonces es biyectiva. 
Recíprocamente, supongamos que /  sea biyectiva, luego para cada b £ B 
el conjunto f ~ 1(b) es unitario; en efecto: como /  es sobreyectiva existe 
a £ además si a,a' £ f ~ l (6) entonces f(a) =  b =  f{a'), luego
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Figura 3.17: g(x) =  ■ X V i ^ i l  
1 — Fl

a — a' (pues /  inyectiva), así / _1(6) es unitario; luego podemos definir 
g : B —» A por g(b) =  a si f(a)  =  b. Claramente g está bien definida, 
además

9 o f  =  ldA y f o g = I d B
es decir, /  es inversible con /*  =  g. □

Observación 1.- Si /  : A —> B es biyectiva y f* : B —» A es su
inversa, entonces ______________________ _

D} . =  Rf  y Rf . =  Df

Observación 2.- Si /  : A —>■ IR es una función inyectiva, entonces 
/  : A —> R f  es biyectiva, así por la proposición anterior /  es inversible. 
Por lo tanto

“Una condición suficiente para que la función f  : A —> R sea in­
versible es que f  sea inyectiva". '

3.8 Ejercicios Resueltos
1. Sea /  : X  —> Y  una función. Si A,B  son subconjuntos de X,  pruebe 

que f (A  fl B) C f (A)  n f (B)  y muestre un ejemplo donde la inclusión 
sea propia.
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Solución:
Si- y € /(A n R) existe x S A D B tal que y = f ( x ) ,  es decir existe 
x  6 A y x  e B tal que y = f ( x ) ,  luego y — f { x )  6 /(A) n /(R). Por

/ (AnR )C /(A )n /(R ) .
Ahora si f (x)  =  x2 V x € R, A =  [-1,0] y B =  [0,1] tenemos que 
f ( A  nfl) = /({O }) =  {0} .y /(A ) n f (B)  =  [0,1] n [0,1] =  [0,1], es

Así la función /*  dada en (3.1), es efectivamente la inversa de / .

3. Si /  : A —► B es una aplicación inyectiva, pruebe que existe una 
función g : B —> A sobreyectiva, tal que

f(g(y)) =  y, v y e / (  A).

Solución:
Como /  : A —*■ B es una aplicación inyectiva, entonces f  : A —* f  (A) es

lo tanto

decir
/(A n R) =  {0} g  [0, i] =  /(A ) n f{B).  

2. Sea /  una función real de variable real definida por

/ (  x) =  axJr  ̂ —- ,  donde ad — bc^  0.
ca: + d c

Sabiendo que /  es inversible, determine su inversa. 
Solución: Como /  es inversible, existe /*  tal que

/  o /*  =  Id Af*  o f  =  Id,

, , . af (x) +  b ,de f  o f* =  Id, se tiene que . ---- - — x , luego a / (x) + o =c/*(x) +  a
cx/*(x) +  dx, o bien (-ex  +  o)/*(x) =  dx -  6. Por lo tanto

(3.1)

y como

-d=  x V x —c
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una aplicación biyectiva, por tanto existe la aplicación /*  : f (A)  
tal que

f e  r  =  Idf[A) y /*  o /  = IdA.
Luego definiendo g : B —♦ A por

V G  f (A)  
y e B \ f ( A )

donde xq es un elemento de A fijado, tenemos que

/(5(y)) =  /(/*(y)) = i/, v y e / ( ¿ ) .
Si B =  f (A)  basta tomar g =  f* ■

4. Sea /  una función real definida por f (x)  =
2 x - 3  
x — 2

V ^ 2 .

(a) Pruebe que /  es inyectiva.
(b) Determine la función /* .
(c) ¿Cuál es la relación entre /  y /*?

Solución:
Observe que f (x)  =  2 +  — V x , ¿ 2 y i 2 / = R  — {2}.i  — 2

i4

(a) f (xi )  =  / ( x 2) implica que 2 H--------- - =  2 H--------- - ,  lo que
muestra que x\ =  x 2. Luego /  es inyectiva.

(b) Como /( /* (x ) )  =  x para todo x ^ 2  implica que

=  * V i ? í 2  
2x — 3

de donde concluimos que /* (x ) = ------ — V i / 2 .x — 2
(c) Obviamente, tendremos que /  =  /*

5. Pruebe que la función /(x )  =  4^/x — x V x S [0,1] es inyectiva, luego 
determine la función f*.
Solución:
Observe que

/(x )  =  4 a/ x  — x == 4 — (i/x  — 2)2.
Como 0 < x < 1, se tiene que —2 < ^/x — 2 < —1, luego 0 < 
4 — {s/x -  2)2 < 3, es decir, el rango de /  es el intervalo [0,3].
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(a) /  es inyectiva: Si / (x i )  =  / ( x2), es decir, 4 — (-y /x i-2)2 =  4 —
(y/X2 -  2)2, entonces (-y/57- 2)2 =  (^ /x j- 2)2, de donde xi =  x2 
o bien ,/xi +  y'xj =  4, así xi =  X2 (puesto que xi, X2 G [0,1]). .

(b) Cálculo de /* : Por otro lado, siendo /  inyectiva, existe la 
función /*  : [0 ,3| —> [0,1] tal que /( /* (x ))  =  x V x € [0,3], 
es decir 4 -  (v//* (x ) -  2)2 =  x, de donde /*(x ) =  (2 ±  V4 -  x)2, 
y como /*(0) =  0 (puesto que /(O) =  0) concluimos que

/*  (x) =  (2 -  \/4~—"x)2 V x 6 [0,3].

6. Sea /  una función real de variable real tal que

/(Áx) =  A/(x) V A,x S E.

Pruebe que /  es una función lineal, es decir pruebe que existe a 6 R 
tal que

f (x)  =  ax y f { x  +  y) =  /(x )  +  /(y ) V x , y € K .

Solución:
Para cada i é E (fijo, arbitrario) tenemos que /(x )  =  x /( l ) ,  luego 
existe a =  /(1 ) € R tal que

/(x ) =  ax V x GR.

Por otro lado si x, y € R

/(x  + y) =  a(x +  y) =  ax +  ay =  f(x)  +  /(y).

7. Dada la función /  : D —► R, pruebe que:

(a) A C 'i AC.D
(b) A =  f ~ 1(f{A))  V A C D si y sólo si /  es inyectiva.

Solución:

(a) Si x € A entonces /(x ) G f(A),  equivalentemente x G f ~ l {f{A)).
(b) (= » )  Si /(a i)  =  /(a 2), aplicando la hipótesis tenemos que

{a i} =  / - ‘ ( /({a r })) -  f ~ \ { f { a 0 »  =  / “ 1 ( { /(a 2)}) =  / - x( /( {a 2» )

por tanto ai =  a2, es decir, /  es inyectiva.
(-*=) Sólo falta ver que f ~ 1(f(A))  C d. En efecto: si x G 
/ _1(/(.4)), entonces /(x ) G f(A),  luego existe a G A tal que 
/(x )  =  /(a ), y como /  es inyectiva tendremos que x =  a G A
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8. Si /  : X  -* Y  es una función con dominio X , pruebe que:

(a) )) C B V B c y
(b) f ( f ~ 1{B)) =  B V B C 7  si y sólo si /  es sobreyectiva.

Solución:

(a) Si y G  f [ f ~ 1(B)), existe x G  f ~ 1{B) tal que y =  f(x).  Por lo 
tanto y — f(x)  G B.

(b) Como Y  =  f ( f - H Y ) )  (por la hipótesis) y f ( f ~ l (Y)) C / (X ) ,  
entonces 7  C /(X ) ,  es decir / (X )  =  Y. Así /  es sobreyectiva. 
Recíprocamente, solo falta ver que B C f ( f ~ l {B)). En efecto: 
si y G £?, siendo /  sobreyectiva, existe x G X  tal que y =  f{x),  
luego existe x G f ~ 1(B) tal que y =  /(x ). Por lo tanto y —
f ( x ) & f ( f - l (B)).

9. Sean /  y g las funciones reales definidas por

Determine la función f  ° g. 
Solución:

X  G Dfog <Í=S><í=̂ > x G  Dg A g(x) G  Df
<í=> (i < 0 V i >1)  A g(x) < 3
-£=>- ( i < 0 A  g(x) < 3) V  (x > 1 A g(x) < 3)
«=> (x < 0 A —x < 3) V  (x > 1 A 2x < 3)

3

■<==/■ X  G  Dg 
<í=> (x < 0 V x > 1)

«=> —3 < x < 0 V  1 < x < -

Por otro lado:
Si x G (-3 ,0 ), f(g(x))  =  / ( - x )  =  3 (-x ) +  7 =  -3 x  +  7. 
Si x G [1, |), /(£?(*)) =  / ( 2x) =  3(2x) +  7 =  6x +  7

—3x +  7 
6x + 7

-3  < x < 0 
3

1 ”  x < 2
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10. Si /  es una función real de variable real tal que

f { x  +  y) =  f ( x )  +  /(y )  y f ( xy )  =  f ( x ) f { y )  para todo x, y £ R,

pruebe que /  =  0 o que f  — Iu- 
Solución:
De /(0 + 0 ) =  /(0 ) +  /(0 ) tenemos que /(O) =  0, y de 0 =  f ( x  +  —x) — 
f ( x )  +  f { —x) tenemos que f ( —x) =  —f (x )  V i e R .
Por otro lado, como / ( I  • 1) =  /(1 ) /(1 ) , entonces /(1 )[/(1 ) — 1] — 0, 
por lo tanto /(1 ) =  0 ó /(1 ) =  1. Si /(1 ) =  0 entonces f (x)  =  
f ( x  • 1) =  f ( x )  f (  1) =  0; así /  =  0.
Si / ( l )  — 1:
se prueba por inducción que

/(n ) =  n V n £ N

y como / ( —n) =  —/(n )  =  —n V n £ N tenemos que

/(fc) =  fe V k e Z

Ahora como 1 =  / ( l )  =  / (n  • ¿ )  =  / ( ¿ )  =  con lo cual se
concluye que

f ( r )  =  r V r £ Q.

Por otro lado si a >  0, existe b >  0 tal que a =  b2, entonces f(a) =  
f {b2) =  [f{b)]2 >  0 (si f(b)  =  0 implicaría que 1 =  /(1 )  =  /(66-1 ) =  
/(b ) /(6 _1) =  0 ¡absurdo!). Por lo tanto

Si a >  0 entonces /(a ) > 0. (3.2)

Ahora si x < y entonces y — x >  0, luego f (y)  — f ( x )  =  / ( y  — x) > 0 . 
Por tanto

Si x < y entonces f ( x )  < f(y)-  (3.3)
Finalmente si z £ I, por la propiedad de tricotomía

vi o , ; , j

f { z ) < Z  Ó f ( z ) > z  Ó f ( z )  =  z. C  f

Si / (z )  < z existe r £ Q tal que / (z )  < r <  z, luego / (z )  < r y 
r — f ( r ) < / (z ) ,  lo cual es un absurdo.
Análogamente si / ( z )  > z por el mismo procedimiento anterior e llega 
a una cotradicción. De todo esto se concluye que / ( z )  =  z para todo 
z £ I. Por lo tanto hemos demostrado que /  =  Ir . □
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3.9 Ejercicios Propuestos
1. Trace el gráfico de la función /  definida por f (x)  =  xn para n par 

y para n impar. Halle el máximo y /o  mínimo(si a > 0 y a < 0) 
de la función cuadrática f (x)  =  ax2 + bx + c V i  £ i .  Estudie el 
comportamiento de f (x)  =  xn V x G [0,1] y n =  1,2,3, • • •

2. Trace el gráfico de las siguientes funciones: 
f (x)  =  \/]x\ V i £ l ,  / ( x) =  y/^x V i  < 0,

/(a
Vx x > 0 

a: < 0 y /(x) = — y/x , I  > 0
■J—x , x < 0

2 -13. Trace la gráfica de f (x)  =  — V i  /  0, g(x) =  —  V i  /  0 y
x x3^—7

= V x ^ - i .
X  +  i

¿Puede trazar un gráfico para f (x)  =  x ^  — ?
ex +  d’

4. Dada la función

/(x )  =
2a: +  4

—a/4 — a;2 
-2a;2 +  16a: — 24 si

si x < —2 
si -2  < x < 2

x > 2

Hallar el rango de esta función y esbozar su gráfica.

5. Sea /  la función definida por

/ (x )  =
3x — 2 si -1  < x < 3
x — 4| +  x si 3 < x < 5

[f] si 6 < x < 9

(a) Exprese /  sin que aparezca el valor absoluto ni el máximo entero.
(b) Graficar /  e indicar su rango.

6. Sea /  : E —► R una función (con dominio R). Si existe a £ R tal que
f(a) í  0 y

f ( ax  +  Py) =  af (x )  +  pf(y)  V a, p,x, y G R,

pruebe que /(x ) =  mx Vx £ R con m ^  0; luego concluya que el 
rango de /  es R.
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7. Sea /  la función definida por

(a) Graficar /  e indicar su rango.
(b) Resolver la ecuación f ( x )  =  0.

8. Dadas las funciones f ( x )  = y/[2x] +  5 y g{x)  =  W x  +  1 -  1| expresar 
/  y g como la composición de tres funciones.

3 i9. Dada la aplicación /  : D —* [-9, -1 ) definida por f { x )  =  —------ .
3 — x

(a) Determine el conjunto D.
(b) Pruebe que /  es inyectiva.
(c) ¿Es la función /  sobreyectiva?(Rpta ¡NO!)

10. Averiguar si las siguientes aplicaciones son: sólo inyectivas, sólo so- 
breyectivas o biyectivas:

11. Dadas las funciones f  : A —* B y g : B —> A, probar que si /  y g son 
inyectivas (sobreyectivas o biyectivas), entonces /  o  g también lo es.

12. Dadas las funciones f  : A —> B y g : B -> C, probar que:

(a) Si g o f  es inyectiva, /  es inyectiva.
(b) Si g o  /  es sobreyectiva, g es sobreyectiva.
(c) Si g o /  es inyectiva y /  es sobreyectiva, g es inyectiva.

13. Dada una aplicación /  : A —> B, probar que si existe una aplicación 
g : B —> A tal que g o f  =  IAj entonces /  es inyectiva y g es sobreyec­
tiva.

(a) /  : K — {1} —> R /  /(* )  =  V x ¿  1.
(b) /  : {—oo, 0] —> M / f(x)  =  x2 -  1 .
(c) / ( - 1 ,  +oo) ->• { oo, 1) /  f (x)  =
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14. Sea /  : R —> IR la función definida por f (x)  =  x2 + l. Determinar las 
preimagenes de los siguientes conjuntos:

- 1, 1], - ° ° ' 2
, [0,3], [0,3) y [1,10],

15. Dada la función f (x )  =  x\x +  1| — 2 V i é R.

(a) Graficar /  y hallar su rango.
(b) Determinar en qué parte de su dominio /  es creciente o decre­

ciente.
(c) Determinar el conjunto A =  {a; £ R /  f (x)  < 0 }.

16. Dada la función
x2 +  4x + 3 si

f {x )  = m si
2 — \x — 2| si

-5 < x < -2  
-2  < x < 1 
1 < x < 5

(a) Determine el rango de / .
(b) Determine el conjunto donde /  es creciente.
(c) Determine el conjunto A =  {x  € Dj  /  f (x)  =  0}.

17. Si /  es una función decreciente en R+ y definimos la función F  medi­
ante la relación F(x) =  / x +  1

para todo x < — 1, probar que F

es inyectiva y calcular F  1(x) en función de /  1.
X18. Si /  : R —* (—1,1) es tal que f (x)  =   ---- ¡—r para todo x real, probar

que /  es biyectiva, luego halle su inversa.

19. Demuestre que la función /  definida por

f ( x ) =
VT+: para todo x G [—2; —1]

posee inversa, luego halle dicha inversa.

20. Una función es llamada homográfica si es de la forma

ax +  b
f{x)  == ex +  d con ad — bc^  0.
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(a) Probar que la inversa de una función homográfica también es 
homográfica.

(b) ¿Cuál es la condición para que una función homográfica sea igual 
a su inversa?

21. Determine si las funciones que a continuación se dan, son pares o 
impares:

(a) f {x)

(b) f (x)

x2 — 2x +  2 , 1 < z < 2
—x2 — 2x — 2 , — 2 < x < — 1

5 , |x| > 3
—2x — 2 , — 3 < x < — 1
2x — 2 , 1 < x < 3

22. Muestre que la regla de correspondencia

f {x)  =  \Jx 4- [-a;] +  x\x]

define una función par en algún subconjunto D de los reales.

23. Demostrar que:

(a) Si /  y g son pares, entonces /  +  g y fg  lo son.
(b) Si /  y g son impares, entonces /  4- g es impar y fg  es par.

24. Demostrar que cualquier función /  : [—1,1] —> R. puede ser expresada 
de manera única como la suma de una función par y otra impar

25. Pruebe que la función / ( x) =  x2 — 6x +  10 V x > 0 es inyectiva y
determine su inversa. Rpta. f* (x ) =  3 +  \Jx -  1 V x > 1

26. Sean A y B subconjuntos no vacíos y propios de R. Respecto a las 
funciones características, pruebe que:

X a d b  =  A  a  ■ A b  , X a a b  =  X a  +  % b

27. Determine la función afín / , sabiendo que: /*(2) =  4 y /*(1) +
/* (—!) =  2.

( x2 — 4 si x < -  2
28. Sea f (x )  =  < -  \¡x — 2 si 2 < x < 6

— 2x +  10 si x > 6
Determine si /  es invertible o no, es caso afirmativo halle /*.
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29. Pruebe que la función

4 -  V i2 +  12a: +  27 
x2 +  6x +  6

si x < —11 
si x > 0

es inversible, luego determine esta inversa.

30. Dada la función

x +  3 
\Jx — 1

xr — 6x — 8 sisi x < —3 
si —3 < x < 0 
si X  >  1

Determinar si /  es inyectiva. Si no lo es, restringir su dominio para 
que la nueva función tenga inversa y que su rango sea igual al de / .

31. Dada la función

(a) Justifique analíticamente que fes inyectiva.
(b) Halle la función f* 'especificando su dominio y regla de corre­

spondencia).

32. Sea /  una función real de variable real tal que

Pruebe que existe a G M tal que /(x ) =  ax V x e Q .

33. Dar ejemplos de dos funciones no nulas / ,  g : [0,1] —> R tales que fg  
sí sea la función nula.

34. Si X  =  {1,2,3}, pruebe que el número de biyecciones que se pueden 
construir de X  en X  es seis. Encuentre dos biyecciones / ,  g de X  en 
X  tales que B(X)  =  {Id, / ,  f 2,g, fg, f 2g).

35. Pruebe que ( f  +  g )o h  =  f o h  +  goh.  ¿Es verdad que /  o (g +  h) = 
f  o g +  /  ° hl ¡Justifique su respuesta! (En este ejercicio suponga que 
todas las composiciones tstán bien definidas).

í —x2 +  4x — 1 si x < 0

/ (x  +  y) =  f (x)  +  f(y) V x , y e U .
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36. La función /  : X  —> Y  induce la función F  : V(X)  —> V(Y)  definida 
por F(A) — f ( A ) para todo A C X.  Pruebe que:

(a) /  es invectiva •$=$• F  es inyectiva.
(b) /  es suryectiva ■£=>• F  es suryectiva.

37. Sea /  : X  —* Y  una función. Si n(X ) =  n(Y) pruebe que:
/  es biyectiva <=> f  es inyectiva <=> f  es suryectiva.

38. Sea f  : X  - * Y  una función. Pruebe que:

(a) /  es inyectiva <*=> 3g : Y  -+ X¡g  o /  =  .
(b) /  es suryectiva 3/i : Y —* X/ f  o h =  Iy.
(c) /  es biyectiva 3!g : Y  —<► X/g o f  =  Jx y f o g  =  IY.

39. Dada las funciones h : X - + Z y g : Y - * Z  pruebe que; para que 
exista por lo menos una función /  : X  —* Y  tal que h =  g o f  es 
necesario y suficiente que /i(X) C g(Y). Pruebe además para que /  
sea única es necesario y suficiente que g sea inyectiva.

40. Dada las funciones f  : X  —>Y yh\ Y —*Z  pruebe que; para que ex­
ista por lo menos una función g : Y  —► Z tal que h =  g o /  es necesario 
y suficiente que f ( x ) =  /(x ')  =>■ /i(x) =  /i(x'). Pruebe además para 
que g sea única es necesario y suficiente que /  sea suryectiva.

cc
41. Sea /  : R —> R la función definida por f ( x ) = —̂----------- para todox¿ +  x +  1

i £ l .  Indique los valores de verdad de las siguientes proposiciones:

(a) El rango de /  es (—1, |],
(b) /  es decreciente en (—1,1).
(c) /  es creciente en [-1,1], Rpta. V W .

42. Sea /  : R —* R la función definida por /(x ) =  ^/x+ \/d> — x. Determine 
la veracidad o falcedad de las siguientes proposiciones:

(a) El dominio de /  es [0,6],
(b) la función /  es creciente en su dominio.
(c) El rango de /  es [v^6,2\/2]. Rpta. VFF.
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43. Dada las funciones/ = {  (-2 ; 0), (-1 ; 3), (2; 1), (3; 2), (4,2). (5,0) }
y g{x) =  x2 + 2 para todo x e  Z. Demuestre que la suma de los 
elementos del rango de /  o g es —3.

44. Dada las funciones 
/(x )  = 4| x| -x2, V x € (-8 ,1 ) y g(x) =  V i — x V x 6 (—4,0) 

Demuestre que el rango d e g o /  es el intervalo (1, V^)-
45. Dada la función/ = { ( 1 ; 0 ) ,  (2; 5), (3; 6), (7; 7)}, demuestre que

o /  =  {(7;7)}.
46. Sea /  la función definida por /(x ) =  V i +  x -  x2 -  VI z ^  P®|ra 

todo x € [-a , a] donde a es el máximo valor posible. Indique el valor 
de verdad de cada uno de los siguientes proposiciones:

(a) o2 +  a — 1 =  0.
(b) f(a) +  f ( - a ) > 0 .
(c) La función f  es par. Rpta. V I 1.

47. Sea f  : [a, b] -* R definida por /(x )  =  V1 “  °  + V b - x  para todo 
x € [o, b], pruebe que el rango de /  es \/b -  o, \/2(t> — o ) j .

48. Sea /  una función definida por
1

/(x )  = 2 +  Vx2 +  4x +  20 
Determine el valor de 24 máx(/)+14 mín(/).

X
49. Sea /  la función definida por /(x ) =  ^ 2 ¿

y 6 > 0. Halle el menor valor de fc tal que

V x € [—3,1].

V x S E, donde a >  0 

1
|/(x)| < k V x € Rpta.

2 VÜ5
16

50. Sea /  la función definida por /(x ) =  ^  _  6x +13 Pam t0d° X 6 R'

(a) Verifique que esta función esta acotada.
(b) Determine el ínfimo y el supremo del rango de / .
(c) ¿Tiene máximo y/o mínimo el conjunto Im(f).
(d) Conociendo el gráfico de la función cuadrática h{x) =  x2-6x+13, 

bozquejar el gráfico de la función / .



Capítulo 4

Sucesiones de Números 
Reales

En este capítulo estudiaremos un tipo especial de funciones, aquellas que 
tienen como dominio al conjunto de los números naturales; tales funciones 
se conocen como sucesiones. Daremos también el concepto de convergencia 
y límite de sucesiones de números reales convencidos que es la manera más 
intuitiva y comprensible de introducir la idea de límite, para estudiantes 
que recién inician su carrera universitaria. Estudiaremos también la con­
vergencia de una suma y de un producto de sucesiones, así como también 
el comportamiento de los límites frente a la relación de orden. El resultado 
más importante de este capítulo es que toda sucesión creciente y acotada su­
periormente es convergente, y converge al supremo del rango de la sucesión.

4.1 Definición y Ejemplos

Definición 4.1.1 Se llama sucesión de números reales a toda aplicación X 
de N en R, es decir

X : N — + R
n i— > X (n ) — xn.

El término xn es llamado término n-ésimo de la sucesión.

93



94 4.1. Definición y Ejemplos

Observación.- Si X  es una sucesión de números reales, entonces el dominio 
es siempre N, mientras que el rango es el conjunto

2. Si y  =  (y„)„6N =  (-1 ,1 , -1 ,1 , -1 , ■ ■ •) . entonces yn =  (-1 )" .

3. Si 2 =  ( z r . ) n € N  =  (2,4,6,8, • • •), entonces zn =  2n.

4. Si X =  ( in)n£n es la sucesión definida por

Este tipo de sucesiones son conocidas como sucesiones definidas 
por recurrencia.

5. Una sucesión cuyos valores exactos no es muy fácil de calcular es

6. La Sucesión de Fibonacci
Supongamos que cada pareja de conejos procrea otra pareja de conejos 
una vez al mes a partir de su segundo mes de vida. Si se adquiere una 
pareja de conejos recién nacidos en el mes 0 y nunca ninguno muere, 
¿cuántas parejas de conejos habrá en el mes n?
Sea an la cantidad de parejas de conejos que hay en el mes n . Entonces 
a0 =  1, ai =  1, ü2 =  2 (la pareja que había en el mes 1, que ahora

• K x  =  {*n /  n e N }

Notación.-
Una sucesión X  de números reales será denotado por (2n)n6N, Por (xn)i?=i 
o por (xi ,x2,X3, • • • , xn, • ■ ■); esto es

X  — ( x n ) n gN — ( x n ) — ( 2 1 , 2 2 , 2 3 , - • •  i x n i  ' ' ' )

Ejemplos:

{ 2i =  1
2„  =  \ (22n_i +3 ) ,  n >  2

entonces sus términos son:
5 11

2 l  =  1 , 2 2  =  - ,  2 3  =  y

x  = (Á/̂ )neN = (1, V2, ̂ 3, ̂ 4, \/5, • • ■ )■
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tiene 2 meses de vida, más sus hijos) ,03 =  2+1  =  3 (las dos parejas 
que había en el mes 2 más los hijos de las parejas que en el mes 3 
tienen al menos 2 meses de vida, que son los conejos que había en el 
mes 1), 04 =  3 + 2 = 5 (las 3 parejas que había el mes 3 más los hijos 
de las parejas que en el mes 4 tienen al menos 2 meses de vida, que 
son los conejos que había en el mes 2). En general, en el mes n +  1 la 
cantidad de conejos será an+1 =  an + an- i  (las an parejas que había 
en el mes n más los hijos de las parejas que en el mes n +  1 tienen al 
menos 2 meses de vida, que son los conejos que había en el mes n — 1). 
Luego la sucesión (a„) queda definido así

Definición 4.1.2 Operaciones con Sucesiones.
Dadas las sucesiones de números reales X  =  (xn), Y  =  (yn) y Z =  (zn) 
con zn O para todo n £ N, y dado A € R, definimos las sucesiones

4.2 Límite de Sucesiones
Definición 4.2.1 Sea X  =  (xn) una sucesión en K. Se dice que el número 
real L es el límite de la sucesión X  y lo denotamos por lim xn =  L (o
xn —> L) si para todo e >  O existe un número natural n0 tal que la distancia 
entre xn y L es menor que e siempre que n > no, es decir

(1q 1, cZ| — 1, — an +

es decir
A =  (on)„6N =  (1,1,2,3,5,8,13, 21,34,

X  + y, X -Y ,  XX y |

de la siguiente manera:

X  +  Y =  {xn +  yn) X  ■ Y =  {xnyn)

Ejemplo. Si X  =  (2n) y Y =  ( ¿ ) ,  entonces:

x - Y  =  (2,2,• • - x  +  y  =
2n2 +  l , 5X =  (lOn) y y  =  (2n2).

TI
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lim xn =  L <í=*> [V s > 0 3no £ N /  V n > n0 \xn — L\ < si.
n —> o o

Nota.- Si una sucesión X  =  (xn) posee límite L y éste es un número real, 
se dice que la sucesión es convergente, en caso contraído se dirá que la 
sucesión es divergente.

Ejemplos:

1. Pruebe que lim — =  0.
n —*oo n

en efecto:
Sea e > 0 (fijo, arbitrario).
Debemos demostrar que 3 no 6 N /  si n > no, |~ — 0| < s.
Por la propiedad Arquimediana, existe no € N tal que X  < £
Ahora, si n > n0 = >  |¿ -  0| =  ¿  ^  < e
Por lo tanto V s >  0 3 no € N /  si n > no =>• — 0| < s;
es decir

1 „ lim — =  0.
n —» o o  TI

2. Pruebe que lim —=■ =  0.
n —>oo

en efecto:
Sea £ >  0 (fijo, arbitrario).
Debemos demostrar que 3 no £ N /  V n > no |¿- — 0| < s.
Por la propiedad Arquimediana existe no £ N tal que ^  < \fe. 
Ahora si n > n0 = »  -  0| =  ^  < s.
Por lo tanto V e > 0 3 no £ N /  si n > no =>■ -  0| < e;
es decir

.. 1 lim —̂  =  0.
71—K X ) T l ¿

3. Pruebe que la sucesión X  — (0,2,0,2, ■ ) no es convergente.
En efecto:
Supongamos que existe L £ E tal que lim xn =  L, entonces

n —»oo
V e > 0 3 n o £ N / s i n > n o  = >  \xn — L\< £.
En particular si e =  \ > 0, 3n0 £ N /si n > n0 =S* \xn -  L\ < \ _
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Ahora si 2m > no 2m +  1 > no), implica que

2 =  \x2 m  2-2771+11 — l2;2Tn ~  L\ \ % 2 m + l  -Í7I <  ^  A-  ^

evidentemente una contradicción. Por lo tanto esta sucesión es diver­
gente.

Teorema 4.2.1 Sean X  — (xn) una sucesión de números reales y sea L € 
R. Si existen M  > 0 y una sucesión de números reales positivos Y  =  (yn) 
tales que:

\xn -  L\ < Myn V n > t i !  y yn -> 0

entonces xn — L.

Prueba.
Sea s > 0. Debemos demostrar que 3 no € N /  si n > no =*■ \xn — L\< e. 
Como lim yn =  0, 3 na 6 N /  si n > = 4  \yn — 01 < —71—*00 M
luego elegimos no — max{n\, na}.
Ahora, si n > no (.'. n > ni A n > na), entonces

Así V £ > 0 3 no € N /  si n > no = >  \xn — L\ < e □

Aplicaciones del Teorema

1. Pruebe que lim
71—* 0 0

En efecto: Basta observar que

1 +  na 1 -f- na n
1

y n

2. Pruebe que lim bn =  0 (si 0 < 6 < 1).
En efecto: Como 0 < b < 1, existe a > 0 tal que b =  
Pero por la desigualdad de Bernoulli

(1 +  a)n > 1 + na V n > 1
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luego
\bn -0\ =  bn 

Por lo tanto bn —* 0

1
(1 +  a)n ~

1
1 + na

0

3. Pruebe que lim y/c =  1.
n —» o o

En efecto:

• Si c =  1 es obvio (¿ o no?)
• Si c > 1 > 1), 3 dn > 0 tal que yfc. =  1 +  dn, luego 

c =  (1 +  dn)n > 1 + ndn, de lo cual se tiene que 0 < dn < 
(c — 1)¿ donde (c -  1) > 0, y como

\y/c — \\ =  dn < (c — 1) — n

se concluye que lim y/c =  1.
n —* o o

Si 0 < c < 1 y/c < 1), 3 hn > 0 tal que y/c =  , luego 1

11 ^ 1  1Q — -------------  <[ ----------- < ----
(1 +  hn)n ~ 1 + nhn ~ nhn

0 < h n <

Ahora

¡ y/c — 11 — 1 — y/c =  1 — 

Por lo tanto lim y/c =  1

i k  m i
1 +  hn \ +  hn ~ \  c J n

Definición 4.2.2 Una sucesión X  =  (xn) está acotada si su rango es un 
conjunto acotado. Equivalentemente

(xn) esta acotada si y sólo si existe M  > 0 tal que \xn\ < M  V n £  N

Proposición 4.2.2 Toda sucesión convergente es acotada

Prueba. Sea (an) una sucesión convergente, es decir existe L G K tal que 
an —> L. Luego para e =  1 > 0 existe no € N tal que \an — L\ < 1 siempre 
que n > n0. Por tanto ||an| — |L|| < 1 para n > no- Se desprende entonces 
que

|an| < 1 +  \L\ para n > no
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Luego tomando M =  marr-dail, |a2!, • • • , |a„0_i|,l + |L|} tenemos que 
|an| < M  para todo n G N □

Frecuentemente se usa el contrarrecíproco lógico de la proposición 
precedente. Así,

si (an) no está acotada, entonces (an) no es convergente

Por ejemplo, la sucesión (n2 +  l ) „ €N no es convergente pues no está acotada. 
Observe también que el recíproco de esta proposición en general es falso, 
basta con hacer notar que la sucesión (( — l )n)neN está acotada y sin embargo 
no es convergente.

Teorema 4.2.3 Sean (an) y (6n) sucesiones de números reales y sea A s i .  
Si an —+ L y bn —> M, se tiene que:

1. (an +  bn) es convergente y an +  bn —> L + M.

2. (Aan) es convergente y Xan —> AL.

3. (anbn) es convergente y anbn —> LM.

4- (jp-) es convergente V ^  ^  j {   ̂ si M  0 y bn 0 V n G N. 

Prueba.

1. Dado e > 0, por la hipótesis existen n i,n 2 G N tales que

n ni )' L| ^ 2
n > n2 =4- |6n — M\ < |

Sea no =  max{n\, n2). Si n > no,

| ( a n  + 6 n )  -  (L +  M)| < |a„ -L \  +  \bn -  M\ < | | =  é.

Por lo tanto lim (an +  bn) =  L + M.
n —* o o

2. Sea £ > 0. Si A =  0 el resultado es trivial. Supongamos A^O. Como 
an —> L, existirá n0 G N tal que |an -  L\ < jjj- para n > n0; luego 
|Aan -  AL| < £ para n > n0. Así lim Aan =  AL.
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3. Sea e > 0. De la convergencia de (on) y (bn) tenemos que:

3 C > 0 : |6n| < C Vn € N 
3 ni e N/n > ni =$■ |dn -  L\ < ^

3 n2 £ N/n > n2 = >  |6n -  M| < 2(\É\+vj

Sea no =  max{ni, n2}. Si n > no, entonces

\anbn -LM\ < \anbn -  Lbn\ +  \Lbn -  LM\
< \an -L\\bn\ +  \L\\bn -M \
< \an -L\C+\L\\bn -M \

< 2 C ' C + ^2(\L\ +  l)
<  f + l = e

Por lo tanto lim anbn — LM.
n —+ o o

4. Sea £ > 0. En primer lugar observamos que
1 1 bn -  M

bn M bnM

Como bn —> M, existe nj S N tal que

n > ni = >  \bn -  M\ < -\M\

de ésto, no es difícil concluir que

IM > \\M\
1 2 

•' \bn\ < \M\ para n > ni.

Por otro lado, para eM2
2

71 > 77-2

> 0 existe ri2 € N tal que 

eM 2
K  - M  | <

Sea no =  m ax{ni,n2}. Si n > no, entonces 

1 1
bn M

\bn - M | 2
Ibn\ \M\ \M\ \M\

1 IL . . .  2 eM 2
\bn - M | < M 2 2

Por lo tanto
1 1
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Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos que

siempre que las sucesiones involucradas sean convergentes y tanto bn como 
M  sean siempre no nulos. Así mismo, el item 1. y el item 3. de este 
teorema, se cumplen para un número finito de sucesiones convergentes. 
Ahora, veamos algunos

Ejemplos:

y como bn —> 0 implica que lim Sn =  ----- -.

5. Hallar el área de la región determinada por las gráficas de: y =  x2, 
x — b (b > 0) y y =  0 (el eje X ) .
Solución.
Subdividimos el intervalo [0, b] en n subintervalos congruentes, se cons 
truyen así n rectángulos cuyas bases miden — unidades y sus alturas

a n - b n — > L - M  y L_
M

4. Sea b un número real tal que 0 < 6 < 1. Pruebe que

lim (1 +  b +  b2 +  í>3 + -----\-bn) =  —̂—7
n —.-co 1 — 0

Solución. Si Sn — 1 +  b + b2 -f b3 H------ 1- bn entonces

1

n
ib unidades para 1 < i < n. El área del i-ésimo rectángulo es

2
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b í  ib
n \ n  
dado por (vea la figura adjunta)

Í = 1

Ahora, la intuición geométrica nos hace ver que el área A de esta 
región es A =  lim An, luego

n —»00

A =  lim An =  lim i2
n —»00 n —*00 n ó 'i=l

Proposición 4.2.4 Dadas las sucesiones reales (an), (bn) y (cn), se cumple 
que:

1. Si an —+ L, entonces |On| -  \L\-

2. Si an —> L y L < M, entonces 3 n0 € N /  an < M  V n > no-

3. Si an < bn Vn > no, an —> L y bn —> M, entonces L < M .

lim 4n—»00 Tló

n(n + l)(2n +  1)
6

63 .(  1\ (  1\hm — 1 + - 2 + -n—*00 6 l n i V n )
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4- Si an < bn < Cn Vn > no, an —> L y cn —* L, entonces bn —* L.

[El itera 4 es conocido como el Lema de Cauchy)

Prueba.
1. Basta ver que | |an| — \L\ | < |an — L| para todo n G N.

2. Como an —> L, para e =  M  -  L >  0 existe no G N tal que n >  no 
\an — L\ < M  — L, de esto concluimos que

3. Sea e > 0. Como an -* L y bn —v M, existen ni ,n2 G N tales que:

lo que implica que L < M  + £ para todo e > 0. Así

L < M.

4. Sea £ >  0. Como an —* L y —> L, existen n\,U2 G N tales que:

Hasta ahora, todos los problemas de convergencia de sucesiones que hemos 
analizado, han tenido una respuesta intuitivamente clara, sin embargo esto 
no siempre es así, por ejemplo, ¿qué podemos intuir de la sucesión cuyo 
término n-ésimo es an =  2n/n! ?..., dando valores a n observamos que la 
sucesión se acerca a cero, pero ¿cómo puedo justificar formalmente esto?. 
La respuesta nos da la siguiente

an < M  V n > no-

£
y

£

Si n3 =  ma:r{no,ni,n2}, tenemos que

n > ni =4> L — £ < an < L +  £ y 

n > n-2 ==*• L — £ < Cn < L +  £.
Sea n3 = maa:{no,ni,n2}. Ahora si n > n3 tenemos que 

L ~ £ < a n < b n < c n < L  +  £.

Por lo tanto lim bn =  L. □
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Proposición 4.2.5 Criterio de la Razón
Sea (an) una sucesión de términos no nulos tales que

lim71—»OO
Qn-f-l

CLn
— L.

Si 0 < L < 1, entonces an —> 0.

Prueba. Sea M e  R (fijo) tal que L < M  < 1. Por el item 2 de la 
proposición anterior, existe N  € N tal que

Q>n
< M V n >  N.

Por tanto
|an+i| < M|an| V n > iV,

luego
|ajv+i| < M\a^\
|ajv+2¡ < M\a?j+i\ < M 2\a¡v\
|a¿v+3| < M\au+2\ < M 3|ajv|

|ajv+n| < M n|ajv| V n e N.

Como 0 < M <  1 podemos asegurar que M n —+ 0, luego lim M n\â \ =  0
n —*oo

y por tanto lim a^+n =  0- De donde se concluye que lim an =  0. □
n —* o o  n —>oo

knEjemplo. Sea an — —  con k € R fijo. Como 
n!

lim
n - K » CLn

concluimos que

limn—*oo
kn+l/(n +  1)! 

kn/n\
lim ------- =  0

n —t o o  n +  1

v kn n lim —  =  0
t i —* o o  ni

4.3 Sucesiones Monótonas
Definición 4.3.1 Sea X  =  (xn) una sucesión de números reales. Se dice 
que:
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1. X  es creciente si xn <  xn+i V n € N.

2. X  es decreciente si xn > xn+i V n € N.

3. X  es no-creciente si xn > xn+i V n € N.

4. X  es no-decreciente si xn < xn+1 V n £ N.

5. X  es monótona si se cumple alguna de las condiciones anteriores. 

Ejemplos

a) Las sucesiones X n
y y  =  (fen) para 0 < b < 1 son decrecientes.

b) Las sucesiones X  =  (2n) y Y =  (cn) para c > 1 son crecientes.
/  (—l)n

c) Las sucesiones X  =  ( ( - l ) n) y Y = n
no son monótonas.

Teorema 4.3.1 Si (xn) es una sucesión monótona creciente o no decre­
ciente y acotada superiormente (es decir 3M £ R: x\ < x% < < • • • <
M ), entonces (xn) es convergente; más aún

lim xn =  sup{xn /  n G N }.

Prueba. Sea a =  sup{xn /  n 6 N }  y sea £ > 0. Por la caracterización del 
supremo, existe no G N tal que

a — e < xn<¡ < a.

Ahora, n > no implica que

a  —  s <  x no < x n < a < O í  +  £.

Por lo tanto

V £ > 0 3no G N /  n > no ==> a — £ < x n < a  + £

Así lim xn =  a □n—>oo
Corolario 4.3.1 Si (xn) es una sucesión monótona decreciente o no cre­
ciente y acotada inferiormente (es decir3m G M.‘ xj > X2 > X3 > • • • > m), 
entonces (xn) es convergente; más aún

lim xn =  inf{xn /  n G N }.
n —+00
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Prueba.- Ejercicio para el lector.

Ejemplos de Aplicación

Ejemplo 1.- Sea X  =  (xn) la sucesión definida de la siguiente manera:

j  x 1 =  1 _____
\  X n  = y/'2xn- 1 V n > 2

Afirmación 1
1 < xn < xn+\ < 2  V n £ N.

En efecto: Si n =  1, 1 =  x\ < x2 =  V? < 2. Supongamos que las 
desigualdades se cumplen para n =  h, es decir 1 < x/, < x/i+i < 2 
(hipótesis inductiva). Veamos que la afirmación se cumple para n =  h +  1. 
En efecto, de la hipótesis inductiva se tiene que 1 < \f2x~h < \/r2xh+i <  2, 
es decir 1 < Xh+i < xh+2 < 2.

Afirmación 2
lim xn =  2.

n —*4-00

Como ( in) es Y acotada superiormente, entonces
lim xn — L para algún L e R. De 1 <  i „  y =  y^xn_i,n—*+oo

tomando límite tenemos que 1 < L y L = V2L> de donde concluimos que
L — 2.

Ejemplo 2.- Sea X  =  (xn) la sucesión definida de la siguiente 
manera:

í x\ =  1
\ in =  |(2xn_i +  3) V n > 2

Afirmación 1
xn < xn+i < 2  V n S N.

En efecto, si n — 1, 1 =  xi < x2 =  f  < 2. Supongamos ahora que la 
afirmación se cumple para n =  h, es decir, xh < %h+i < 2 (hipótesis 
inductiva). Veamos que la afirmación se cumple para n =  h +  1. En efecto, 
de la hipótesis inductiva se tiene que |(2x^ +  3) < |(2x/,+i +  3) < 2, es 
decir Xh+ 1 < Xh+2 < 2.

Afirmación 2
lim x„ =n—>-foo

3
2'
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Como (xn) es no decreciente y acotada superiormente, entonces 
lim xn =  L para algún L e  R. Como xn =  i(2xn_i +3 ), tomando límite

71-++CO ’
tenemos que L =  \ (2L +  3), de donde concluimos que L =  |.

Ejemplo 3.- El número e de Euler
Para cada n £ N definimos la sucesión (Sn)neM de la siguiente manera:

c , 1 1 1  1
5 n _ 1 + l! +  2! +  3 ! + ' "  +  !̂

Claramente, (Sn) es una sucesión creciente. Además tenemos que

o , l i l i  1
^  -  1 +  Ii +  2Í+3 !  + i T "  +  !̂

^ , 1 1 1 1 
-  1 +  1 + 2 +  22+ 23+ " ' + 2 ^

1
=  1 +  -  

1

Es decir, Sn < 3 para todo n e  N. Luego estamos ante una sucesión 
creciente y acotada superiormente y aplicando el teorema precedente esta 
sucesión es convergente y su límite es por definición el número de Euler e, 
es decir

e =  lim Sn
n —+ o o

Notamos además que
2,5 < e < 3

T  = 1 + 2(i - ¿ ) <3- 
2

El número e tiene un destacado rol en la matemática, de hecho éste y el 
número 7r constituyen los dos mas famosos números trascendentes, es decir, 
no son raíces de ninguna ecuación polinomial del siguiente tipo

a0xn + a\xn~l H-----+  an_ix  +  an =  0 con a¿ £ Q.

Por otro lado no es difícil probar que

e =  lim (1 +  —
n —►oo y  ri

n
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vea la lista de ejercicios propuestos, luego si /  : N —+ N es cualquier función 
estrictamente creciente y a es cualquier número real positivo, podemos con­
cluir que

limn—+oo
o \ f{n)

/(n)J e .

4.4 Ejercicios Resueltos
1. Halle la suma de las cifras del centesimo término de la siguiente 

sucesión
X  =  (6, 13, 26, 45, 70, • • •)

Solución:
Observe que

t n  = 5 + (1 + 7 + 13 + • ■ ■ + Ctn ) 

donde an — 6n — 5. Por tanto aioo =  595 y

/ 1 _l_ 595 \
iioo =  5 +  (l +  7 +  1 3 + - +  595) =  5 +  f —  J 100 =  29805 

Así la suma de las cifras de íioo es 24. □

2. Halle el valor de S, si

„ ,  1 3 7 15 31S ^  1 “i- — ~t“ — -f"---- -i*-------{- —“ ~—5 25 125 625 3125 +  •

Solución:

S
1 3 7 15 31

+  5 +  25 +  125 +  625 +  3125 +

, 2 -  1 22 -  1 23 -  1 24 -  1 25 -  1 
1 +  -—T - +  +•■52

1 + T +  r  +

53
3

54

+

55

1 jl
5 +  52 +  53 +

1 1/5 5 1 17
1 - 1  W 3  4 - 1 2
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3. Halle el número de términos de una sucesión aritmética finita, 
sabiendo que su primer término es 3 y el número de términos entre 
23 y 59 es el doble de los comprendidos entre 3 y 23 (59 último término)

Solución:
Tenemos que la sucesión aritmética finita empieza en 3 y termina en 
59, además se cumlpe que:

• Entre 3 y 23 hay k términos
• Entre 23 y 59 hay 2k términos,

luego

lo que implica que k — 4 y r =  5. Por lo tanto el número de términos

Pruebe que:

(a) an € [4/5,1) para todo n e N.
(b) (an) es estrictamente decreciente.
(c) ¿A partir de qué término se cumple que |an — 4/5| < 0,01?

-j- \
Solución: Observe que an =  —----- .

23 — 3 +  [(fc +  2) — l]r A 59 =  23 +  [(2Jb +  2) -  l]r

de donde
20 36

k +  1 2k +  1 ’

de esta sucesión es 3(k +  1) =  15. □

5 n

todo n € N.
(b) Basta con observar las siguientes equivalencias:

5n +  5 5n
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(c) Como

&Tt ro
4 4rc +  1 4 _  1
5 5 n 5 5 n

se tiene que

4
O i j i

i 5 <
100

JL _L
5n 100

20 < n.

Por lo tanto la desigualdad se cumple apartir del término 21. □

5. Pruebe que la sucesión

V2, + \J2+ \¡2 +  V2,---

es convergente, luego calcular su límite.
Solución: Note que

zi =  V 2 y
xn = \J‘l  +  i „ _ i  V n > 2

Afirmación 1.- (xn) es creciente:
Como 0 < \/2 =$■ %/2 < y/2 +  y/2 = >  x\ < X2.
Supongamos que Xh < x/i+i (Hipótesis Inductiva), entonces

X h + i  =  \/2 +  x/i <  \ / 2  +  X h + i  — Xh+2-

Por lo tanto xn < xn+i- para todo n e N 
Afirmación 2.- (xn) esta acotada:
Como \¡2 < 2 =>• xi < 2. Supongamos ahora que Xh < 2  (Hipótesis 
Inductiva), entonces

X* = \/2 +  X h  < a/4  =  2.

Por lo tanto xn < 2 para todo n € N
Ahora aplicando el teorema 4.3.1 concluimos que (x„) es convergente.

Por otro lado de xn =  y/2 +  Xn- i ,  tomando límite cuando n 
tiende al infinito tenemos que L =  \J2 +  L, entonces L — 2 ó L =  1 , 
y como 1 < xn < 2 para todo n e N concluimos que 1 < L < 2 .  Así
L =  2. □
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6. Pruebe que no existe lim cos(n7r).71—»OO
Solución:
Si existe L £ M tal que lim cos(n7r) =  L, para e =  4 existe rin € 
N / n >  no = 4  |cosn7r — L\ < 1.
Por otro lado como 2n0 + 1 > n0 A 2n0 > n0 tenemos que

2 =  |1 — (-1)| =  |cos2n07r — eos (2n0 4- l)7r)

< |cos2n07r -  L\ 4- |cos (2n0 4- l)7r — L\ <  ̂4- -  =  1.
2 2

es decir, 2 < 1 (¡evidentemente esto es un absurdo!), esto prueba que 
no existe lim cos(n7r). □

71 —* OO

7. Si Pn es el perímetro de un polígono regular de n lados inscrito en una 
circunferencia de radio r, halle lim Pn.

n —»oo
Solución:
Observe que

ja
( 5 )

y como lim

n „ /7r\ . sen (
Pn - n2rsen ( — ) =  2tvi----\n )  (-

' ü ü i a

tud de la circunferencia de radio r).

8. Sea X  =  (xn) la sucesión definida por

=  1, concluimos que lim Pn =  27rr ( longi-
71—» OO

□

1 • 3 ■ 5 • • ■ (2n -  1)x = -------------- 1--------- -
2n ■ n !

Muestre que la sucesión X  es monótona y acotada. 
Solución:
Note que

_ l - 3 - 5 - - - ( 2 n - l )  ■Pr f 2 k - 1 \
Xn~  2 • 4 - 6 • • • (2n) ”  _  “  \ 2 k ) ’

luego xn+1 =  xn • ó bien =  1 -  1 < 1, lo que
'  '  X jt, ¿T í  - j -  ¿

implica que
cc„+1 < xn V n e N,
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Así
0  <  • • • <  X nH 1 <  X n  <  ■ ■ • <  X 2  <  X i

1
2'

es decir la sucesión (xn) es monótona decreciente y acotada. □
9. Sea (xn) la sucesión definida por xn — \jn +  1 -  %/ñ. Demostrar que 

las sucesiones (xn) y (y/ñ ::n) son ambas convergentes.
Solución:
Como

Xn =  V ñ + 1  -  Vn =  —F= Á ------— (4.1)
V n + 1  +  y/ñ

concluimos que lim xn =  0. De (4.1), también tenemos que

\fñ xn — \/ñ
'Jn +  1 +  f̂ñ íA+í+i

Por tanto lim y/ñ xn =  1.
71-400

□

10. Sea (xn) la sucesión definida por xn =  y/an +  bn con O < a < b. 
Demostrar que lim xn =  b.

TL — > OG

Solución:
Como

Zyx --

y teniendo en cuenta que f  < 1, concluimos que

lim zn =  b
71—400

4.5 Ejercicios Propuestos
1. Usando la definición de límite, pruebe que

/  2n2 +  5 \ _  2
n-.oo y3n2 +  4/ 3

2. Calcular el valor de L, si L =  lim
n —>oo
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3. Sea (xn) una sucesión de números reales.

(a) Si xn —» L y xn > 0, pruebe que L > 0 y y/xZ —> 'JL.
(b) Si xn —■» L, pruebe que x2 —> L2.

4. (a) ¿La sucesión (senn|) es convergente? ¡Justifique su respuesta!
(b) Si X  =  (xn) es una sucesión convergente tal que xn —► 0, pruebe 

que la sucesión ( —  | es divergente.

5. Sea X  =  (x„) la sucesión definida por

x\ =  \/6
xn =  ^6 +  xn- i  para todo n > 2

(a) Muestre que la sucesión X  es creciente y acotada superiormente.
(b) Halle lim xn.

n —» o o

6. Sea (zn) una sucesión tal que:

x\ — 2, £23 =  156 y xn =  2xn_i -  xn_2 para todo n > 3. 

Determine el lugar que ocupa el término 702.

7. Sea (xn) una sucesión definida por

i i  =  m e N  y Xn — xn-\ +  2(n -  1) para todo n > 2. 

Determine el valor de y/xZi-

8. Usando la definición demuestre que:

(a) lim 1

(b) lim

n-too n2 +  1
3n 4-1

- » o o  2n +  5

=  0

-  ^ 
“  2

, s .. 2n(c) lim ------- =  2 *n-*oo n +  1 
r n2 -  1 1

(d) =  2

9. Probar que lim xn =  0 si y sólo si lim ¡xn| =  0. Con un contrae-
n —v o o  n —» o o

jemplo demuestre que la convergencia de la sucesión (|xn|) no implica 
la convergencia de (xn).
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10. Dadas las sucesiones (an) y (bn) tales que

CLn 0 <C ¿n y (bn Un) d.

¿Qué podemos afirmar sobre la convergencia de estas sucesiones?

11. Encontrar dos parejas de sucesiones (i„ ), (yn) divergentes tales que 
su producto sí sea convergente.

12. Sean (xn) y (yn) dos sucesiones de números reales. Si la sucesión (xn) 
converge a un número no nulo y (xnyn) también converge, pruebe que 
la sucesión (yn) es convergente.

13. Si lim xn =  L y L < 0, pruebe que existe un número natural no taln—+oo
que xn < 0 para todo n > no-

14. Si 0 < b < 1, demuestre que:

(a) lim (2n)1/n = 1 (c) iim ? 1 = 0
n- ‘°° • w  n-+oo n!

(b) lim —r =  0 (d) lim (nbn) =  0n—*oo 71! tx—*oo

15. Sean xi =  1 y xn+i =  1 +  V n > 1. Pruebe que la sucesión es 
convergente y determine su límite.

16. Pruebe que lim \[ñ — 1.
n —» o o

17. Calcular los siguientes límites:

(a) lim
n  —» o o

(b) lim
n —>oo

( í i i  i \
V4 +  8 +  16 +  ‘ "  +  2n" 2 )
( 1 1 1 1 1  1 1 \
(2 +  3 +  4 +  9 +  8 +  "'+ 3^ +  2^j

18. (xn) es una sucesión tal que lim v/|xn| < 1, pruebe que lim xn =  0.
N n —>oo n —+oo

19. Sea (xn) una sucesión de números reales positivos. Si lim ------ =  L,
n —*oo xn

pruebe que lim t/x^" =  L.
n —*oo

20. Si lim xn =  L, pruebe que lim xi +  X2 4 ------h xn = L.
n
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21. Si lim xn =  L donde xn > 0, pruebe que lim t/xiX2 ■ • ■ xn =  L.
n —* c o  n —* o o

22. Sea b un número real con b > 1. Estudiar la convergencia de las 
siguientes sucesiones:

bn(a) lim —
n —* c o  2 n

(b) lim —
n —r o e  o

o 3 n

(c) lim —5—
V '  n - . c c  3 2 n

23. Sea (xn) la sucesión definida así xi > 1 (fijo, arbitrario) y

xn =  2 -------— para todo n > 2.
*En — 1

Demostrar que (xn) es convergente, luego encontrar su límite.

24. Sea (x„) la sucesión definida por

1 1 1xn = - 2 + ^ 2 + -----1— o V n S Nl2 22 n2
Probar que esta sucesión es convergente.

(  1V25. Demuestre que lim 1 4—  — en—>oc y n )

26. En cada caso, establecer la convergencia de las sucesión (xn) y encon­
trar los límites respectivos, si:

(a) x „ = ( l  +  i )

(b) * n = ( l + i )

n + 1

(c) x„ =  ( 1 +  .■n + 1
2  n

(d) xn — ( 1 ^

27. Sea (xn) una sucesión de términos no nulos. Si lim ( - l ) " x n existe,
n —»00

pruebe que (xn) también es convergente.

28. Sean X  =  (xn) y Y  =  (yn) sucesiones de números reales tales que

Xn =  2n2 +  1 y Y =  (0,3,10,21,36,55,78, • • •)

y tí d" 2X,,Determine lim
n —»00 .2yn %n _
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29. Los números de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...  son 
definidos recursivamente por la fórmula xn+i =  xn +  xn-i ,  con 
x\ =  X2 =  1. Pruebe que xn y xn+i son primos entre sí. Pruebe

para todo n 6 N.

31. Sea (an) la sucesión definida recursivamente por

ai =  5, an+1 =  3an — 2n, s i n e N

Probar que an =  2n +  3n.

32. Sea (an) la sucesión definida recursivamente por

ai =  2, an+i =  2nan 4- 2n+1n!, si n € N 

Probar que an =  2” n!.

33. Sea (an) la sucesión definida recursivamente por

ai =  0, an+i =  a„ +  n(3n +  1), si n € N 

Probar que an =  n2(n — 1).

34. Dada la sucesión (sn) definida por

35. Para a € R. fijo, muestre que existe el siguiente limite

- Q11 4 f
además que xn =  ------- — , donde a y b son las raíces de la ecuación

a — b
cuadrática x2 — x — 1 =  0.

30. Sea (an) la sucesión de Fibonacci. Probar que

1 1 1
S n = 3 + 8 +  TE +  ' “  +

1
n2 +  2n

Muestre que (sn) es convergente y converge a |.
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36. Sean (an) y (bn) dos sucesiones de números reales. Si lim t— =  0 yn—too bn
(bn) es acotada, pruebe que lim an =  0.

n—>oo

37. Si /  : N —* N es una aplicación estrictamente creciente, pruebe que 
n < /(n ).

38. Sea (an) una sucesión de números reales. Probar que
si lim an =  L entonces lim =  L, para cualquier /  : N —♦ N

n —*oo  n —* o o  J v '
aplicación estrictamente creciente.

39. Usar el resultado de la pregunta anterior, para probar que las suce­
siones

((-l)")neN , ( ( - 1 ) "  +  -^) y (sen(n7r))nsN
\  n . / n € N

no son convergentes.

’ Jn = ( 0,n)’ = (n>+o°) y x > °-
Pruebe que:

40. Para n € N, sea In = <Vn

+oo
(a) x & p| In.

7 1 = 1

+oo

n = l .

+ o o

(b) f| W  (c) C ) K n =  <j>.
7 1 = 1
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Capítulo 5

Límites de funciones

5.1 El Concepto de Límite
Definición 5.1.1 Punto de acumulación
Sea D un subconjunto no vacio de los números reales. Un punto a € IR se 
llama punto de acumulación “p.a.” del conjunto D si cada vecindad de a 
de radio S (ó > 0)

Vj (a) =  (a — 5, a +  5) =  ( i  £ E /  a — 6 < x < a +  <5 }

contiene por lo menos un punto del conjunto D diferente de a, 
es decir,

a £ M es “p.a. ” de D -£=>• (V<s(a) — {a}) O D ^  <¡) V <5 > 0 

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1.- Si D =  (—1,0) U (0,1), entonces 0 es un punto de acumulación 
del conjunto D.

Ejemplo 2.- Si D =  (1,3), cualquier punto del intervalo [1,3] es 
punto de acumulación del conjunto D.

Ejemplo 3.- Si D =  [0,1] U {2}, el punto 2 no es un punto de acu­
mulación de este conjunto (¡grafique!). En este caso se dice que 2 es un 
punto aislado del conjunto D.

1 1 9
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/ n € N }, entonces 0 es un punto de acu-Ejemplo 4.- Si D —
mulación del conjunto D.
En efecto: si <5 > 0, por la propiedad Arquimediana existe n0 £ N tal que

< 5. Así, -E £ (V¿(0) -  {0}) n D, es decir< nQ, luego

(Ví (0) -  {C}) r \ D ^ ( ¡ >  V 5 > 0

lo que significa que 0 es un punto de acumulación del conjunto D.

Definición 5.1.2 L í m i t e  d e  u n a  f u n c i ó n

Dada la función f  : D R., L £ M y a un punto de acumulación del 
dominio D de f . Se dice que L es el límite de la función f  en el punto a, 
y se escribe lim f (x)  =  L, si y ¿ ólo si para cualquier e > 0 existe ó > 0 tal

x —*a
que si x £ D A 0 < |x — a| < ó, se tiene que \ f (x)  — L| < s; es decir

lim f (x)  — L <t=*> Ve > 0 3 Ô =  <5(e) > 0 /  
x £ D A 0 < |x — a| < (5 ==> |/(a;) — L\ <  e

Ilustramos esta definición en el siguiente gráfico:

Figura 5.] : Definición de límite

En el lenguaje de la teoría de conjuntos

lim f (x)  =  L Ve > 0 36 > 0
x —*a

f [ ( V s( a ) - { a } ) n D ) c V £(L)
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Ejemplos:

3x2 — 5a: — 2
1. Pruebe que l im --------------------  =  7.X—»2 x  — 2

En efecto:
Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 
3 5 > 0 / x e  Df  A 0 < |x — 2| < 5 ==* |/(x) -  L\<e.
Observe que si x  2, f (x)  =  +  1)(^— 2) _  ^

x — 2
Luego

\f(x ) — ?| = |(3x +  1) — 7| =  3|x — 2\.

Por lo tanto elegimos 5 =
£

3'
Ahora, si 0 < 
es decir

|x -  2| < <5 ==4> |/(x) -  7\ =  3|x -  2| < 3

lim
x —*2

3x2 — 5x — 2 
x — 2 = 7.

=  £

2. Pruebe que l im ------- =
*—*i x  +  1 2

En efecto:
Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 
3 < 5 > 0 /x = ¿ - l  A 0 < |x — 1| < <5 =$> |/(x) -  || < e .  
Observe que si x ^  -1 :

m  -  5 2|x +  l|
|x -  1|

|x — 11 < 1 =£• 0 < x < 2 =*- 2 < 2|x +  1| ==4> —------— < -
Z\X +  1| ¿

Por lo tanto, elegimos S =  min{l, 2s} (.'. 5 < 1 y 6 < 2e)
Ahora, si x ^  -1  y 0 < |x -  1| < 5 = >

m  -  2 — - — i2|x + 1| 1I< 2|X'
l | < - ( 2£) =  £

lim
i x  +  1

1
2 '

es decir
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3. Pruebe-que lim ^/x =  \ía ( si a > 0 ).
En efecto:
Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 
3 5 > 0 /0 < | a r  — a|<J =*■ \f(x) -  §fa\ < e. 
Observe que si 2; > 0:

Por lo tanto, elegimos 5 =  min{a, (.'. ¿ <  a y  í  < y/cfle)
Ahora, si 0 < \x -  a| < <5 ==>

(Note que s i£ < a y O < | a : — a|<<5 entonces 0 < x < a +  5)

3 5 >  0 / x ^=2 A 0 < \x -  || < 5 =¿> \f(x) +  4| < e.

f (x)  -  f i f i  <

es decir
lim \/x =  $a.

4. Pruebe que l i m -------- =  —4
*— f x — 2

En efecto:
Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que

Observe que si x  ^  2:

Por lo tí

Ahora, s\ x ^ 2  A 0 < |x -  §| < 5 ==*>

es decir
=  -4 .
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5. Pruebe que lim — =  — (a ^  0) 
as—»a x a

En efecto:
Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 
3 ¿ > 0 / x = ^ 0  A 0 < |x — a| < <5 =*> |/(x) -  £| < s. 
Observe que si x ^  0:

/(* )  - o a:
-r| x - a |  y

a: — a <
a . . . , a

- y  < 1*1 -  M < y
J _  2 _

Irci <  lai

. í |a| a2s "I
Por lo tanto, elegimos ó — min < y ,  - y  > 

Ahora, s ix ^ O  A 0 < |x — a| < ¿ =4-

/(*) -  i

es decir

1 . . 1 2 . 2 ( a ¿e
m 1 -  a < |—ÍTTF _  a < ~2 \ ~ñT a x 1 a a a¿ \ 2

lim i  =  - .
x —+a X  d

=  e.

Por otro lado, al observar el siguiente gráfico

Figura 5.2: Límites laterales
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podemos afirmar intuitivamente que:

í  lim /(x ), $ limi/(x) y $ lim /(x ),
x —*1 x —>2 x —>4

sin embargo es posible analizar el comportamiento de esta función cuando:

• x tiende a 1 por la izquierda.

• x tiende a 1 por la derecha.

• x  tiende a 2 por la izquierda..

• x  tiende a 2 por la derecha.

• x tiende a 4 por la izquierda.

• x tiende a 4 por la derecha.

Los tres primeros comportamientos serán estudiados ahora (los otros tres 
serán vistos en la sección 5.3). El estudio de este tipo de límites lleva por 
nombre los límites laterales .

Definición 5.1.3 Sean f  : D —► R una función, L £ IR y c un punto de 
acumulación del dominio D de f . Se dice que L es el límite de la función 
f  cuando x tiende a c por la izquierda, lo que denotamos lim /(x ) =  L,

X — * C ~

si para cualquier e > 0 existe 5 > 0 tal que |/(x) — L\ < e, siempre que 
x £ D n (c — 5, c). Es decir

lim /(x )  =  L <=>
X —* C ~

Vs > 0 3 5 =  S(e) > 0 /  
x € D A c — 5 < x < c ==> |/(x) — L\< e

Definición 5.1.4 Sean f  \ D —* R una función, L € R y c un punto de 
acumulación del dominio D de f .  Se dice que L es el límite de la función f  
cuando x tiende al punto c por la derecha, lo que denotamos lim /(x ) =  L,

X —

si para cualquier e > 0 existe 5 > 0 tal que |/(x) — L\ < e, siempre que 
x G D fi (c,c +  5). Es decir

lim /(x )  =  L
X — » C +

Ve > 0 3 ó =  5{e) > 0 /  
x £ D A c < x < c + 6 ==>■ |/(x) — L\ < e
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Ejemplo: Sea /  : E —► K la función definida por

x2 +  1 , x > 0
f ( x ) =  { 3 , x = 0

-2x — 1 . x < 0.

Pruebe que lim /(x ) = 1 y lim f ( x )  — -1.
x —+ 0 +  x —►0'"

Solución.- Sea s > 0. Debemos demostrar que 
35 > 0 / -  5 < x < 0 ==¿> |/(x) +  1| < e.
En efecto: si x < 0, entonces |/(x) +  1| =  |(-2x -  1) +  1| =  2|x| =  -2x. 
Luego elegimos <5 =  - .
Ahora si - 6  < x < 0 (:. 0 < - x  < ó) = >  |/(x) + 1| =  -2 x  < 25 =  e, 
es decir

lim /(x )  = - 1.
x —+ Q -

De manera análoga el lector debe verificar que lim /(x ) =  1. □
x —> 0 +

En este ejemplo observamos que ambos límites laterales existen y son 
diferentes. También es posible que ninguno de estos límites laterales exista, 
aunque la función esté definida a la derech i y a la izquierda del punto donde 
se están tomando los límites. Asimismo, uno de ellos puede existir sin que 
el otro exista. Precisamente en el siguiente resultado se relaciona la noción 
de límite de una función con la noción de los límites laterales.

Proposición 5.1.1 Sean f  : D —> IR una función, L £ M y c un punto de 
acumulación del dominio D de f . Entonces

lim f {x)  =  L si y sólo si lim } {x)  ■— L =  lim f{x).
^ — *C x —*C~ X—*c+

Prueba Para la prueba de este resultado, vea la lista de ejercicios 
propuestos al final de este capítulo

5.2 Propiedades del Límite
Teorema 5.2.1 Sean f,g  : D —* IR, a,/? :R j /a  punto de acumulación del 
dominio común D. Si lim /(x )  =  L y lim g(x) =  M, entonces
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(i) lim (ia f  +  ¡3g)(x) = aL +  ¡3M.
x —*a

(ii) lim (fg)(x) = LM.
x—*a

(ni) hm (J^j (i) =  (Sl M  í  °)- 

Prueba.

(i) Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 3 <5 > 0 /  
x  € D A 0 < |rr — a| < <5 = >  |(af 4- fig)(x) — (aL +  /3M)| < £. 
En efecto:
por la hipótesis, existen ¿i > 0, <5o > 0 tales que

£
x € D A 0 < \x — üj < <5j =4- |/(x) — L | <

2(H +  1)

i £ D  A 0 < \x — a| < Si =$■ | g(x) — M\ <
2(|/3| +  1)

Por lo tanto, elegimos 5 =  min { <5i, <52 }
Ahora, si x £ D A 0 < |x — a| < 5 = >

I(a f  +  Pg){x) ~ (<*L +  (3M)\ < H | /(i)  -L\ +  \/3\\g(x) -  M\■f

< H 2(H  +  1) + ^2(|/3| +  1) 

£ £
< 2 +  2 = e ’

Así
lim (a f  4- ¡3g)(x) =  aL +  (3M.
x —*a »

(ii) Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
3 ¿ > 0 / i e f i  A 0 < |x -  a| < ¿ ==> \(fg)(x) — (LM) | < e. 
Observemos primero que

\(fg)(x) -  (LM)| < \g(x)\\f(x) -L\ +  \L\\g(x) -  M\ 

y como lim g(x) =  M, existen > 0, ¿2 > 0 tales que:
x —► a

x € D A 0 < \x — a| < <5i = >  |<7(x) — M | <
2(|L| +  1)
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x € D A 0 < |x — a| < ¿2 = >  \g(x) — M | < 1. 
De la última proposición se concluye que

|g(x)| < (\M\ +  1) V x 6 D A 0 < |x — a| < ¿2- 

Por otro lado, como lim f (x)  =  L, existe ¿3 > 0 tal que
x —>a

£
x € D A 0 < |x — a| < ¿3 =4- |/(x) — L\ < 

Por lo tanto, elegimos 5 =  min {<5j, ¿2, ¿3}

2(|M| +  1) '

Ahora, si x £ D A 0 < |x -  a| < J =4-

I(fg){x) ~ LM\ < |ff(x)||/(x) -  L\ +  \L\\g{x) -  M\

s , ,  £
< m + i ) + \L\-,2(|M| +  1) 1 2(|L| +  1) <

es decir
lim (/g)(x) =  LM.

f(x )  I(iii) Como lim =  lim /(x ) • lim —- r , basta demostrar que 
'  *—>a g[X)  1 —>0 x—ta g(x)

1 1
lim , . —

X r - * a  g(x) M

y aplicar el Ítem (ii) (ya demostrado) del presente teorema.
En efecto, sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que

3 5 >  0 /  x e Di  A 0 < |x — a| < <5
9

Observe que

1 1

1
g(x) M < £.

g[x) M IM< |g(x)|
|g(x) -  Ai|

Como lim g(x) — M  ^  0, para > 0, existe ¿i > 0 tal que
x —*a ¿

x £ Dg A  0 < |x -  a| < Ú2 => |ff(z) -  M\ < L i
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0 < ^  < |p(x)| < ^iy-1 ), de donde se concluye que 

1 2
]g(x)i < \M\ siemPre x <= D A 0 < |x -  a| < ¿i. 

Por otro lado, considerando > 0, existe ¿2 > 0 tal que

0 < |x -  a| < 52 ==> |g(x) — M | < ■ .

Luego elegimos 5 =  min{¿i,<52}.
Ahora, si x G D¿ A  0 < |x -  a| < S =$•

3

_1_____ 1_
3(z) M

1 1
|M| |5(x)| |s(x) -  M |

es decir

< ¿ - I s M  -  M| < ¿ 3 =  £,

_1_
M

□

El siguiente resultado es parte de la demostración del item (ii) del teorema 
precedente, y nos dice que toda función que posee límite en un punto fijo es 
localmente acotada, esto es

Corolario 5.2.1 Sea g : D  —> R una función y a  un punto de acumulación 
del dominio D  de esta función. Si lim g(x) — M, entonces existe 5 > 0 tal

x —►aque
|p(x)| < (14- \M\) V X  € D  A 0 < |x — a| < J 

Prueba. Ejercicio para el lector.

Como consecuencia inmediata de este teorema y sabiendo que 

lim x =  a y lim A =  A (¡Verifique!),
x —*a x —>a

podemos concluir que dada una función polinomio.I p : R —> R definida 
por p(x) =  anxn +  an_ ixn_1 + -----b aix -f ao para todo x G R se tiene que
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Además, si r(x) es una función racional, ss decir, r(x) — donde p(x) 
y q(x) son dos funciones polinomiales, utilizando los Ítems (ii) y (iii) del 
teorema 5.2.1 tenemos que

lim r(x) =  r(a) si q(a) ^  0 .

En los cinco ejemplos de la sección anterior se conocen los límites de las 
funciones. Ahora, usando el teorema que acabamos de demostrar vamos 
precisamente a calcular esos límites.

Ejemplos de Cálculo de Límites:

y / x  — y fá1. Si a > 0 y f (x )  =  
Como

/O )

halle lim f(x).X — a x—*a

y f x  -  y/ a  y / x  +  y / á  _  ______1

se concluye que lim f (x)x—+a

T n  —  r
2. Si a e IR y f {x)  =

x  — a y f x  4- y/a. y f x  4- y fa

1

Como
x — a

2 y / á '

halle lim f{x).

f (x)  =  1----- i -  =  xn-l +  xn -2a +  . . . + xan-2 +  a» - l
' x — a

se concluye que lim f ( x ) = naTI—  1

3. Si f (x)  
Como

V F + T - 2  —.3JV '

f {x)  =
(x -  3)(x 4- 3) ( s - 3 )

3 H- y/x ~f* 6

x +  3 •

(^ —3) 
f x  4- 1 +  2

1
O +  y/x -f 6

y/x -f- í  -f- 2
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concluimos que lini f ( x  ) =

a e  a  i v̂ x2 +  4 -  \/x2 -f 6a;4. Si /(x )  = ----------------- ----------- , halle lim f(x).
X 2 — 4 x -* 2

Como
f (x)  = (Vx2 +  4 -  2) +  (2 -  f/x2 +  6x) 

x2 — 4

donde

y

( x - 2)(x +  2) - ( x - 2)(x +  8)
P-Ri +  FR2

(x -  2)(x +  2)

o _ _ _ _ _ _ _
FRi =  \/x2 +  4 +  2y/x2 +  4 +  4

PÍ22 =  8 +  4 \/x2 +  6x +  2 \/x2 +  6x +  \/x2 +  6x .

Concluimos que

lim f(x) =  lim
X -.2  x—*2

(x +  2) - ( x  +  8)
F fli +  FR2

(x +  2)

4 -10
=  12 +  32 =  J_  

4 192'

Teorema 5.2.2 Teorema del Sandwich
Sean f ,g,h  : D —* R funciones con dominio común D y a un punto de 
acumulación del dominio D. Si

f(x)  < g{x) < h(x) V x £ D  \ {a}

y lim /(x ) =  lim h(x) =  L, entonces lim g(x) =  L
x —*a x —+a x —*a

Prueba.
Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 
3 6 > 0 / x € D A 0 < |x -  a| < 5 =+• |g(x) — L) \ < e.
Por la hipótesis, existen cq > 0 y ó2 > 0 tales que

x € D A 0 < |x -  a| < <5i = >  L — s < /(x )

x s D A  0 < |x — a| < ¿2 =+• h(x) < L + £■
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Luego, si tomamos 5 =  mtn{5i,¿2} tenemos que

x € . D a \x — a \ < 5  = >  L — s <  f (x)  <  g(x) < h(x) <  L +  e.

Es decir

V r > 0 3 í > 0  / r S f l  A 0 < |x — a| < 5 = »  | g(x) — L)\ < e. 

lo que concluye nuestra demostración. □

Veamos ahora algunas aplicaciones de este teorema:

1. lim x2sen
x —*Q

=  0, ya que

0 < < x2 V i

y como lim x2 =  0, aplicando el teorema del sandwich se
x —+0

confirma el resultado.

2. Sean las funciones / ,  g : D —► R y a un punto de acumulación del 
dominio común D. Si /  es acotado en D y lim g(x) =  0, entonces
lim (fg)(x) =  0.
x — *a.

En efecto: sea e > 0. Por la hipótesis, existe M  > 0 tal que |/(x)| < M  
para todo x £ D, y lim g(x) — 0; luego, teniendo en cuenta que

x— >a

0 < \f(x )9(x)\ < M|5(x)| V x G D 

y usando el teorema del Sandwich, concluimos que

lim (fg)(x) = 0.
x —*a

3. En este ejemplo y en el siguiente se demuestran los límites 
trigonométricos más importantes. En primer lugar probaremos que:

lim sen x =  0 y lim eos x =  1x—+0 x—+0

En efecto:
Si 0 < x < ^ se tiene que 0 < senx < x. Por otro lado,



132 5.2. Propiedades del Límite

si - §  < x < 0 tenemos que x < senx < 0. De todo esto concluimos 
que

0 < \senx\ < |x| V x € (—— ,0) U  (0, —) 

luego, usando el teorema del sandwich inferimos que 

lim Isenxl =  0 lim senx =  0).
x —>0 x —*0

Por otro lado, como cosx  =  \/l — sen2 x V x G (— §>§)> se tiene 
también que

lim eos x =  1.i —+0
4. Demuestre que

, sen x lim -------- =  1
x —»0 X

En efecto:

Figura 5.3: Círculo trigométrico

Si 0 < x < 5 se tiene que 0 < senx < x < tg x ,  luego
senx

cosx < -------< 1.x
Si < x < 0 0 < - x  <  |) tenemos que

. . sen(-x)
cos(—x ) < —;---- r— < 1.

( -* )
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De todo esto concluimos que 
sen x

c o s x < — - < 1  V x € < - | , 0 ) U < 0 , | )

luego, usando el teorema del sandwich se logra demostrar que
s e n  xh m -------=  1

x —*0 X

5. Este es un ejemplo de un límite trigonométrico y algebraico a la vez

lim ---- rx-*\ cos( )
lim 1 ~ ( /t +  1)2 =  lim h(h +  2) 
/i-*o cos(f/i +  f ) h-*o sen(|h)

=  lim /»-> o
2

7r

s e n ( ^ h )
(h +  2) 4

7T

Proposición 5.2.3 L o s  l í m i t e s  r e s p e t a n  l a  r e l a c i ó n  d e  o r d e n

Sean f, g : D —> R funciones con dominio común D, tales que

f { x ) < g(x ) para todo x £ D \ {a}

donde a es un punto de acumulación del dominio común D. Si lim f (x)  =  L
x —*a

y lim g(x) =  M  entonces L < M.
X — K2

Prueba.
Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Por la hipótesis, existe S >  0 tal que

L ~ \ <  f ( x ) y 9ÍX) < M  +  |

siempre qu e x  G D  y 0 < |x -  a| < <5. Esto implica que 
L < M  +  e V r > 0 ,  por Jo tanto L < M. □

Ahora planteamos la siguiente interrogante.

¿ Existe lim sen — ?
x —*0 x

La respuesta a esta interrogante se da en el siguiente teorema que relaciona 
la teoría de sucesiones con la teoría de los límites.



134 5.2. Propiedades del Límite

Teorema 5.2.4 Sucesiones y Limites
Sea /  : P  -> R una función con dominio D y sea a un punto de acumulación 
del conjunto D. Son equivalentes:

1. lim f (x )  — L
x —*a

2. Para toda sucesión (xn) en D\  {a }: xn -*■  a =3- f { x n) —► L

r i  u«ua. f — \ r i 4. i
Supongamos que lim /(x )  =  L y sea (¡c„) una sucesión en D \  {a} tal que
xn - >  a. Luego, para e > 0 (fijo, arbitrario) existe <5 > 0 tal que

x £ D a O<|x — a|<<5 =$■  \f{x) — L\ < £  (5-1)

Como xn —> a, para el 5 > 0 encontrado existe n0 € N tal que |x„ -  a| < 5, 
xn a, xn €  D  siempre que n > n0. Es decir

0 < \xn -  a| < S A xn £  D.

Luego, de (5.1) se concluye que \f(xn) -  L\ <  e siempre que n > n 0 . Así 
hemos probado que

f ( x n) -> L.
Recíprocamente, supongamos que para toda sucesión (xn) en D \  {a}. 
f ( xn) - >  L siempre que xn —► a, y que h_m/(x )  ^  L, es decir

~  (V e > 0 3<5 > 0 /  x £ D A 0 < |x -  a| < ó = »  |/(x) -  L\ < e)

o equivalentemente

3 e0 > 0 /  V ó > 0 3xá e D : 0 < \xs -  a\ < 6 A |/(xá) - L \ > e 0 

por lo tanto

3 £0 > 0 /  V n e N 3x„ G D : 0 < |xn -  a| < i  A \f(xn) - L \ > e 0

Así, existe una sucesión (xn) en D \ {a } tal que xn -»  a y \f{xn) ~ L\ >  £o, 
pero por la hipótesis, f { x n) -»  lo que implica que 0 > £q (¡ evidentemente
una contradicción !). Esto completa nuestra demostración.

Ahora, damos respuesta a nuestra interrogante.

No existe lim sen—,
x—*0 X
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puesto que si consideramos las sucesiones:

2
Xn — y X-n

tenemos que 

Sin embargo

(4n + l) -7r J ~Tl (4n — 1)tt 

xn — ♦ 0 y xn — ♦ 0.

sen (¿)““n(2mr+í)“1

(  1 \i /rvsen 1 zr- =  sen ( 2n7T — ~
\xn) V 2 /

Por lo tanto, en concordancia con el teorema precedente no existe el límite 
indicado.

5.3 Los Infinitos y el Límite

5.3.1 Límites Infinitos
2

Consideremos la función f (x )  =  -------— V i  /  2 y observemos su compor-
\x — 2|

tamiento en una vecindad de 2 mediante un cuadro de valores.
X 1 3/2 5/3 19/10 199/100 1999/1000

/(* ) 2 4 6 20 200 2000
X 3 5/2 7/3 21 /10 201/100 2001/1000

Esta variación de valores indica que cuando x toma valores muy próximos 
al número 2, el valor de la función aumenta indefinidamente. Este hecho lo 
podemos simbolizar de la siguiente manera

f (x)  —» +oo cuando x —» 2

De acuerdo con el concepto de límite en un punto, tenemos una función que 
no posee límite en el punto 2, pues cuando x se aproxima a 2, la función /  
no se aproxima a ningún número real (fijo). Podemos denotar este caso de 
no existencia de límite como
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que se lee “f (x )  crece indefinidamente cuando x tiende a 2-’ ó por abuso de 
lenguaje

f (x)  tiende a +  oo cuando x tiende a 2.
_2

Análogamente, si consideramos la función g(x) =  ^  _-^j V a; 2, tenemos 

que lim g(x) =  -oo . Hacemos notar que en este-caso la función g tampoco
tiene límite en 2 y la notación previa indica que g{x) decrece indefinidamente 
cuando x se aproxima al número 2. Formalizamos estas notaciones en la 
siguiente definición.

Definición 5.3.1 L í m i t e s  I n f i n i t o s

Sea /  : D —*• R una función y sea c un punto de acumulación del dominio 
D de / .  Se dice que:

1. /  tiene límite +oo cuando x' tiende a c,- lo que denotamos por 
lim / ( x) =  +oo, si
X — >C

\/M > 0 35 > 0 /  f {x )  > M  siempre que x € Df /\Q < \x -  c\ < ó

2. /  tiene límite -o o  cuando x tiende a c, lo que denotamos por 
lim f {x)  — —oo, si

X — >C

VM > 0 35 > 0 /  f {x )  < - M  siempre que x € Df A 0 < \x -  c| < 5

Veamos algunos ejemplos ilustrativos:

Ejemplo 1.- Pruebe que lim . ■■■■— — — +°°-
x -> 5  |y/X  — 1 — ¿\

-, observamos que 5 es punto de acumulación de
En efecto:

si f ( x ) =  i ^ = r - 2r
Df  =  R -  {5}. Ahora sea M  > 0 (fijo, arbitrario). Vemos que

Ü f ' í / M  =  V * ¿ 5 .J K ' |x — 5|

Si |x — 5| < 1, es decir, si 4 < x < 6, entonces

3 < v /3 +  2 < V z - Í  +  2 < V /5 +  2 '
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que a su vez implica que x(Vx -  1 +  2) > 12. Así, f (x )  > 

Por lo tanto, elegimos 5 =  rmn{l, j ¿ }  y  tenemos que

12
\x-5\

si

Es decir «
lim ------
x~*s \y/x^l-2\

1 ccEjemplo 2.- Pruebe que lim --------— =
*----3 (x +  3)2

En efecto:
Sea M  > 0. Si \x +  3| < 1, se tiene que

-3  x +  1 -1
< t— —  <

, 12 
: ) > ¡ * - 5 ! >12 ( I ) = M.

r ;> n  'y -.y m . 1''
=  + 00. V;

<>-1 *-\ •f, \ vt J n  \
: —OO. .)

(x +  3)2 '  (x +  3)2 (x 4- 3)2 ’
luego

1
S W  < ^  7 -7 -m  > M  ^  lx +  3í < ,___(x +  3 y  (x +  3)2 1 1  y/M

Por lo tanto, elegimos 5 — min{l, - ^ }  y tenemos que

x e R \ { - 3 }  A 0 < |x +  3| < <5 ==> /(x )  < -1
(x +  3): < -M .

Es decir
1 +  xnm 7----- —r =  —00.

* —* — 3 (X  +  3)2

Proposición 5.3.1 Sean / ,  g funciones reales de variable real con dominios 
D f y Dg respectivamente y sea a G R un punto de acumulación de la 
intersección de estos dominios Df  D Dg. Si lim f (x)  =  L, lim g(x) =  0 y o

x —*a x —*a
es positivo en una vecindad del punto a, entonces: 

f  (x\
1. lim ——  =  +00 cuando L > 0.

x—a g{x)

jf (x*)
2. lim ——- =  —00 cuando L < 0.g[X)
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Prueba:

1. Sea M  > 0.
Como lim g(x) =  0, para e =  jfa > 0 35i > 0 tal que, si
x  G Dg A 0 < |x -  o| < ¿1 implica que 0 < g{x) =  |s(x)| < , equiva
lentemente > 2M.
Análogamente como lim f (x )  — L , para e =  j  > 0 3¿2 > 0 tal que,

x —*a

si x  6 Df  A 0 < \x -  a| < 52 entonces 0 < |/(x) -  L\ < \ , equivalen­
temente \ < f (x )  < \L.
Por lo tanto, elegimos 5 =  mw{(5i,¿2} y tenemos que

.. L 1 2M 
si x  e  Df C\ Dg A  0 < \x -  a\ < 5 entonces f {x)  > — y > —p-

Así, > M  siempre que x € L>/ fl Dg A 0 < \x — a| < <5 .

2. ¡Ejercicio para el lector responsable!

Proposición 5.3.2 Sean / ,  g funciones reales de variable real con dominios 
Df y Dg respectivamente y sea o £ R un punto de acumulación de la 
intersección de estos dominios Df C\Dg. Si lim f (x )  =  L, lim g(x) =  0 y g 
es negativo en una vecindad del punto a, entonces: 

f ( x )1. lim Dy-I- =  -00  cuando L >  0.
*—o g(x)

f
2. lim ) : =  +00 cuando L < 0. 

x — a  g(x )

Prueba: Análoga a la anterior.

Nota.- En la práctica para hacer los cálculos, éstas dos proposiciones serán 
usadas de la siguiente forma:

lim
X —+ C

f ( x )
g{x)

+

—00

lim
X — *C

f i x )
g{x)

+

0- y lim / ( » )
9ÍX)

= +00

íl
-¡
í
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Ejemplo 3.
lim
x —*3

1 — X

V\x ~ 3|
-2
0+ —°°,

Ejemplo 4.-
x3 — 5x+  7 7lim —;---------1— =  —

x -> o  \xsenx\ 0+
Ejemplo 5.- Halle el siguiente límite

=  +oo.

lim 3a; — 8
x— *2 a;3 — 5a;2 +  8a; — 4

Solución.-
Si /(x ) =  3x — 8 y g(x) — x3 -  5x2 + 8x -  4 =  (x — 2)2(x -  1), tenemos que 
lina /(x )  =  —2 y lim g(x) =  0. Además, para todo x > 1 próximo al punto
2 se tiene que ^(x) =  (x -  2)2(x -  1) > 0, luego

lim 3x — 8 -2
0+■>2 x3 — 5x2 +  8x — 4 

Ejemplo 6.- Análogamente al ejemplo anterior, el lector debe verificar que

7x -  11 -4um •x—1 a;3 — 4x2 4- 5x — 2 o - =  +oo.

5.3.2 Límites en el Infinito
Consideremos la función /  : R -* R definida por

2x2/(x )  =
x 2 +  1

V x € R.

La gráfica de esta función (par) se muestra en la figura adjunta. 
Consideremos ahora que x toma los valores: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, 1000, 
y así sucesivamente, permitiendo que x crezca indefinidamente. Los valores 
de la función correspondientes se dan en la siguiente tabla

X 0 i 2 3 4 5 10 100 1000

f ( x ) 0 i 8 18 32 50 200 20000 2000000
_fi_ „ 10... 17 ..26. 101 10001 1000001
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Observamos que cuando x crece a través de valores positivos, los valores de 
la función f (x)  se acercan cada vez más a 2. En particular:

2 -  /(4 ) =  2 -  — =  Í -  
) 17 17

2 -2 - / (10)

2 -  / ( 100) = 2 -

200 2
101101 

20000 2
10001 10001

Continuando así vemos que podemos acercar el valor de /(x ) a 2 tanto 
como queramos, tomando x suficientemente grande. En otras palabras, 
podemos hacer la diferencia entre 2 y f (x)  tan pequeña como se desee 
tomando x  como cualquier número mayor que algún número positivo 
suficientemente grande.

Dando un paso más, podemos decir que dado £ > 0, independientemente 
de qué tan pequeño sea, podemos encontrar un número N > 0 tal que 
|/(x) — 2| < £ siempre que x > IV, lo que denotamos por ^fim ^/(x) =  2,
y lo formalizamos en la siguiente definición.

Definición 5.3.2 Sea /  : D  —► R una función.
1. Supongamos que (m, 4-oo)flD /  á V m > 0. Se dice que /  tiene límite 

L g R  cuando x tiende a +oo, lo cual se denota por lim /(x ) =  L,
x — ►4-oo

si
V e > 0 3 IV > 0 /  x £ D x > N  =4« |/(x) -  L\ < £  2

2. Supongamos que (—oo; —m) fl D ^  <¡) V m > 0. Se dice que /  
tiene límite L e í  cuando x tiende a -o o , lo cual se denota por
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lim f ( x ) =  L, si
x —* — oo

V e > 0  3 N  > 0 /  x € D A i  < —N  = 4> |/(x) -  L\ < e

2xEjemplo 1.-Demuestre que lim —----- =  0
X - .+ 0 0  X a +  1

Solución:
2x

Sea e > 0. Si f ( x ) =  —— -, Df =  R — { — 1} y para x > 0 2/ 1

2x
l / ( * ) - 0| =  |/(x)| = 

Por otro lado

2

x3 +  1
2x 2x 2

c3 + 1 < x3 x1 2 ’

—z < £  — < x \ — < x x > W —.

Por lo tanto, eligiendo N =  > 0 tenemos que

V x e D / A x > i V
- é

|/(x) - L \ < - r  <£,

es decir
.. 2x lim - 5— -  =  0. 

X- . + 0 0  xá 4- 1

3x  ̂ -1 x i ]_
Ejemplo 2.-Demuestre que lim ----- -— -—  =  3
Solución:

* + ° °  X 2 +  2
. . 3x2 + X +  1Si /(x ) =  — —— , vemos que Df —R y

| /( i )~ 3| = f c !  v x e D >-

Notamos que si x > 5, |/(x) -  3| = 
Por otro lado, para x > 0,

x — 5
<x2 4- 2 x2 +  2

1 1-  < e •$=*> -  < x.
X  £
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Por lo tanto, eligiendo N  =  m ax{5, tenemos que

es decir
.. 3x2 4- x +  1lira ----- » —x—*+oo x ¿ +  2

Teorema 5.3.3 Dada las funciones f ,g  con dominios D¡ y Dg respectiva-

en sucesiones, por lo tanto se deja para el lector responsable y estudioso. 
Ahora damos algunas aplicaciones inmediatas del mismo:

Solución:
Una forma de hallar este tipo de límites es dividir tanto el numerador 
como el denominador por xn, donde n es la mayor potencia que tiene x en 
toda la expresión, para luego aplicar las propiedades dadas en el teorema 
precedente, así:

mente y c € R. Si lim f {x )  =  L y lim g(x) =  M, entonces los límites

aún

1. lim c /(x ) =  cL
X — » - f  OO

2. lim ( /  +  g)(x) =  L +  M

3. lim (fg ) {x ) =  LM

4■ lim
x —>+oo

Prueba: La demostración de este teorema es análoga a la prueba hecha
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Ejemplo 4.- Hallar lim  ̂x ~ +  8
, x — + o o  1  +  5

Solución:
Como x toma valores positivos “grandes” , x =  Vx2, luego dividiendo el 
numerador y denominador por x tenemos

lim fx '2 +  8
s/x2 +  8

six2
x —* + o o  x  +  5. X—K X >  X  -f* 5 -  =  lim

8X2
x —* + o o  1  +  a

= 1.

Nota.- El teorema anterior también se cumple cuando x  —+ —oo.

Ejemplo 5.- Hallar lim +  8 
x * o o . x +  5

Solución. Teniendo en cuenta que x toma valores negativos, —x =  sfx2

lim
X —*  — CO

Vx2 +  8 
x +  5

Vx2 +  8

=  lim
X — ► — o o

sfx2 
x +  5
—x

lim
X  — ►  — OO

\/1 +  ?
!  +  f

Ejemplo 6-  Hallar lim (y a z 2 +  6z +  c -  v'Sx)
Solución:
Como

(s/ax2 +  bx +  c — y/ax)(s/ax2 +  bx +  c +  y/ax) — bx +  c, 

para x > 0 se tiene que

Vax^ +  bx +  c -  VSi =  fee +  c =  b + i
Sax'+bx + c+JSx J a +  b +  1i +  v s '

Por lo tanto

lim (s/ax2 +  bx +  c -  y/Ex) =
x — ► - ( - o o  '

Ejemplo 7.- Hallar lim
x —►4~oo

número real fijo (arbitrario).
s¡ x2 +  Xx +  1 — s/ x2 — Xx +  1 si A es un
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Solución:
Para x > 0 tenemos que

y/x2 +  Xx +  1 —  y j x 2 —  \x +  1 =
2Xx

(y/x2 +  Xx +  1 +  yjx2 — Xx +  1) 

2Xx

1 + i  +  ? r +  V 1 _  ̂+ ^r

Por lo tanto

lim [\/x2 +  Xx 4-1 — y/x2 — Xx +  l\ =  A V A sR . 
i —♦-fe» L J

Ejemplo 8.- De manera análoga (al ejemplo 7) tenemos que

lim [\/x2 +  1 — y/x2 — 1] =  lim
(\/1 + Á' +

= 0

5.3.3 Límites Infinitos en el Infinito
Así como es conveniente poder decir que f (x)  —► ±oo cuando i - * c  (para 
c G IR), también lo es, contar con la noción correspondiente cuando x —> 
±oo.
Definición 5.3.3 Sea /  : D -> R una función. Supongamos que (a, +oo) C 
D para algún a 6 IR ( o que (-oo , b) C D para algún b £ 1  ).

1. Se dice que /  tiende a +oo cuando x —> +oo, y lo denotamos por
lim f (x)  =  +oo, si

X — v + O O

V M  > 0 3iV > 0 / x e  D Ax  > N f(x)  > M

2. Se dice que /  tiende a —oo cuando x —> +oo, y lo denotamos por
lim /(x )  =  -o o , sii-*+oo

V M > 0 3JV > 0  /  x G D A x  > N = >  f(x)  < —M

3. Se dice que /  tiende a +oo cuando x —> —oo, y lo denotamos por
lim /(x ) =  +oo, si

x —+ — OO

V M  > 0 3iV > 0 / x g D A x < —JV = »  /(x ) > M
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4. Se dice que /  tiende a — oo cuando x —* — oo, y lo denotamos por 
lim f (x)  =  -oo , si

x —♦ — co

V M  > 0 3 N  > 0  /  i  € D A r  < — N  =4> f ( x ) < —M

Ejemplo 1.- Para n € N, pruebe que:

lim xn =  +oo , lim x2n =  +oo y lim x2n+1 =  -oo .
i —♦-foo X—+ — CO x —*—co

En efecto:
Sea M > 0. Eligiendo Ni — 1 +  M  y N? =  VT+~M, tenemos que: 

si x > Ni = >  xn > (1 +  M )n > 1 +  nM  > M.

si x < -N í = »  x2n > (1 +  M )n > 1  +  nM > M.

Por lo tanto hemos probado que

lim xn =  +oo y lim x2n =  +oo
x —»4-00 x —►—oo

Análogamente, tomando N  =  5n+\/M (cuya existencia se garantiza en el 
siguiente capítulo) se prueba que lim x2n+1 =  —oo.

X — ►  — OO

Ejemplo 2.- Pruebe que

.. 5cc2 +  3x 4- 2lim — -------------=  +oo.1-.+00 2a; +  1

En efecto: Sea M > 0. Eligiendo N =  |M, tenemos que:

. .  5x2 4- 3a; +  2 5 1 3/4 5x > N  =S>---- ------ ----- =  -a; +  -  +  ' > - x >  M
2x +  1 2 4 2a:+  1 2

n i * *  i- 5x2 +  3x +  2 Por lo tanto lim — -— —-----=  +oo.*+<» 2a; +1

Ejemplo 3.- lim = lim
X—*4-00 X  +  1 x —*+00 V t  4----- ly =  0+ =  +0°-

Ejemplo 4.- lim
x —>+oo

2a: — a;2 
3x +  5 =  lim

x—»4-00

- i
0+ = —oo.
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Ejemplo 5.-Pruebe que

lim
x —* — oc

X3
(x + l )2

—oo.

En efecto:

lim
x —►—oo

x3
(x +  1)2

—oo.

Proposición 5.3.4 Sea p(x) =  anxn 4- • ■ ■ 4- aix 4- oo con an ^  0 una 
función polinomial.

1. Si an > 0 entonces lim p(x) =  + 00.
x —>+ OO

2. Si an < 0 entonces lim p(x) =  - 00.
X — > +  0 3

' Prueba de 1 : Observamos que
a  ti _  1 clq

p(x) =  xn[an +g{x)},  donde g{x) =  — -  +••• +  — •

Como an >  O y teniendo en cuenta que lim g(x) =  O sabemos que

3N > O /  |g(x)| < y  V x > N

de donde
- f x "  < xn[an 4- g(x)} =  p(x) V x > TV.
A

Finalmente, teniendo en cuenta que lim + x n =  4-oo, se concluye que 
lim p(x) =  4-oo.X—> + 00

La prueba de la segunda parte se deja como ejercicio para el lector. □ 

Teorema 5.3.5 Sean f ,g  : (a ,4-oo) —> R funciones tales que

f(x)
g(x) > 0  V x > a y lim , =  L € R*.

X - . + T O  g{x)

1. Si L > 0. lim f ( x )  =  4-00 si y sólo si lim g(x) =  4-00.
x —.-1-oo x —>+oo
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2. Si L < 0, lim / ( x) - —oo si y sólo si lim g(x) =  —oo.
X  r - f - O O  x — * 4 - 0 0

Prueba : Probaremos solo el ítem 1.
Como L > O, por la hipótesis existe N  > 'O (N > a) tal que

O < — < < 2L para todo x > N.
2 g(x)

Luego ^g(x) < f (x )  < (2L)g(x) para todo x > N, de donde se infiere de 
inmediato la conclusión. El ítem 2 se prueba de manera análoga. O

5.4 Asíntotas
Definición 5.4.1 La recta £  : y =  k es una asíntota horizontal de la 
función /  si se cumple alguna de las tres condiciones siguientes:

lim f (x)  =  k o lim f (x)  =  k o lim f (x)  =  k.
x ~-*4 *oo x —* — oo  ;c—*co

Ejemplo 1.- Sea /  : R -+ R la función definida por

=  V i e R -! +  p|
Como

tenemos que:

/ (* )  =
x

1 +  |m¡ 1*1
si x O

lim / ( x) lim t------
x —*4-oo — 4 - 1

X  1

=  1 y lim f (x)  =  lim
X  — ► —  OO X — * —  oo

- 1 .

Es decir, la recta L\ : y — 1 es una asíntota horizontal a derecha y la 
recta £2 : y = -1  es una asíntota horizontal a izquierda. Note además que

\x \

/(O) =  O y |/(x)| =  ----- —  < 1. Con toda esta información se tiene el
1 +  14

siguiente gráfico para esta función

Definición 5.4.2 La recta £ : x =  a es una asíntota vertical de la 
función /  si se cumple alguna de las seis condiciones siguientes:

lim f (x)  =  +00 o lim f (x )  =  +  00 o lim f (x)  =  +00 o
x —*a x —*a+ x —

lim / ( x) =  —oc o lim f (x)  =  —00 o -lim f (x)  =  —00. 
x *a x —*a+ x —
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Ejemplo 2.- Sea g : R \ {± 1 } —► R la función definida por

9{x) =  T^W\ . Va^ - 1 ’ L

Como

tenemos que:

ff(*)
X  1 si X  0

lim g{x) =
x —*4-oo

limi —*1+

lim

lim
x —*+ oo

=  - i

9(x) =  qT =  - ° °  

fl(*) = 0 7  =  - ° °

y

y

y

lim g(x) =  lim —  =  1 ,
x —* —oo x —^—oo — 4 -  |

X

lim g{x) =  ¿ r  =  +oo ,
x —*1“  U

lim g(x) =  —— =  +oo. 
*-*(-!)- ' 0-

Además, teniendo en cuenta que g(0) =  0 se concluye que las rectas 
£ j  : i  =  1 y £ 2  : x  =  —  1 son las asíntotas verticales, la recta £ 3  : y — 1 

es la asíntota horizontal a izquierda y la recta £ 4  : y =  — 1 es asíntota 
horizontal a derecha, como se ve en la siguiente figura.

Definición 5.4.3 La recta £  : y =  m i +  6 es una asíntota oblicua de la 
función /  si se cumple alguna de las condiciones siguientes:

lim ¡f(x) -  (m i +  6)] =  0 ó lim [f{x) -  (m i +  6)] =  0.
x —*4-oo x —* — 00
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Es decir, la distancia entre /(x )  y mx +  6 tiende a cero cuando x tiende a 
+oo o a — oo como se ilustra en la figura adjunta.
Ejemplo 3.- Sea /  : R* —> R la función definida por

a;2 +  1
/ (* )  =  — —  V x 0.

X

Como lim f/(x) — xl =  lim
x —» i o o  X—>zt oo

1.(x 4- - )  -  xX
la recta £ : y =  x es la única asíntota oblicua de esta función. Verificando 
además que la recta £' : x — 0 es la única asíntota vertical para esta 
función, se tiene el siguiente dibujo para / .

v(x)En general.- Si f (x )  =  ■ -. ■ ( es una función racional tal que 

grado(jp(x)) =  grado(q(x)) 4-1, entonces

/ ( x) =  (mx +  6) +  g(x) donde lim g(x) =  0.
X —+ ± 0 0

Así, la recta £ : y =  mx +  b será una asíntota oblicua de esta función.



150 5.4. Asíntotas

Figura 5.6: Asíntota oblicua

Ejemplo 4.- Sea /  : R \ {1} —> R la función definida por

f i x ) =  x _ l "

Como f (x )  =  x  +  2 H-----y lim ( —■̂-r ) =  0, concluimos que la
'  X  — 1 s - * ± o o  \  X  — 1 /

recta C : y =  x +  2 es la única asíntota oblicua de esta función. Además, 
ya es fácil verificar que la recta CJ : x =  1 es su única asíntota vertical (vea 
la figura 5.8).

El siguiente teorema nos da una condición necesaria y suficiente para 
que una recta sea asíntota a una función.
Teorema 5.4.1 La veda C* : y =  mx b es una asíntota oblicua de la 
función f  si y sólo si

m =  lim y b =  lim [/(x ) -  mx].
x  —*oo X  x —>oo

Prueba.- Supongamos que la recta C : y =  mx +  b es una asíntota oblicua 
de la función / ,  es decir se cumple que

lim [/(x ) -  (mx + b)} =  0 .
x—+oo

Luego, si |x| > 1 (V. < 1 ), tenemos que

f ( x ) — m
|/(x) -  (m x+  6)1 |6| . . . , ,N. 1̂1

< 1 - n -------- + n  -  _ (mx + 6) l+ m\x\ X Fl
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Figura 5.7: f (x )  =

y de esto concluimos que m = para el otro límite es suficiente
X — +oo X

observar que f (x)  -  mx — [ /(x) -  (mx +  6)] +  b. 
El recíproco es inmediato observando que

f (x )  — (mx +  b) =  [f(x) — mx] — b. □

Ejemplo 5.- Sea /  : R \ { — 1} —> R la función definida por

f (x )  = 2(x +  l)2 V i j í -1 .

Sabemos que esta función tiene una asíntota. Supongamos que la recta 
C : y =  mx 4* b es dicha asíntota, entonces:

771 = lim M
X — >oo X

lim
x —>oo 2(x +  l )2 lim

X — tO O

1
2(1 +  Ì )2 y

b =  lim [f(x) — mx]
x—>oo *- ôo \2(x2 +  2x +  1) 2 ,̂

Por lo tanto, £ : y =  ^ x - 1 es la asíntota oblicua de / .  Además £' : x =  — 1 
es la única asíntota vertical de esta función. Todo esto justifica el siguiente 
dibujo para la función /



152 5.5. Ejercicios Resueltos

Ejemplo 6.- Sea /  : M —> R la función definida por

/(* ) x2 + 1 V i e l .

Observamos que esta función no posee asíntota horizontal ni vertical, pero 
sí tiene asíntota oblicua, a saber, la recta £ : y =  x, puesto que

/(* )
x(x2 +  1 — 1)

X 1 +  1
—  X  —

X 2 +  1
lim —x— -

: -> ± o o  X 2 +  1
= 0.

5.5 Ejercicios Resueltos

i.
/ x3 — 4

Demuestre por definición que lim ¿ -t
x —*2 X ¿  +  1

4
5'

Solución:
Sea /(x )  =  V x e I  y sea e > 0 (fijo, arbitrario).
demostrar que 3<5 > 0 /  0 < |x -  2| < S = >  l /W  _  |l < £- 
En efecto; observe que para todo x G R

Debemos

|5x3 — 4x — 241 
5(x2 +  1)

5x2 +  6x + 12
|x — 2|.
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Figura 5.9: / (x )  5(¡¿ 1)a

Pero si 0 < \x -  2| < 1 entonces 23 < 5x2 +  6x +  12 < 75. 
Por lo tanto elegimos 5 — mín{l,
Ahora, 0 < \x — 2| < 5 implica que

<
<
<

Así,

(  5x2 +  6x +12

15|x
15

2|

\x -  2|

(É)

Vx e R
si |x — 2| < 1 

esi x — 2 < — .1 l i e

2. Sea /  : R —► R la función definida por f (x)  =  x si x es racional, 
y /(x )  =  0 si x es irracional. Prcbar que lim /(x )  =  0. Usar un

x -+ 0
razonamiento en términos de sucesiones para probar que si c ^  0, 
entonces /  no tiene límite en c.
Solución: Sea e > 0.
Debemos demostrar que 3<5 > 0 /  0 < |x| < ó ==> |/(x)| < e.
En efecto:
si X  S Q, |/(x)| =  |x|; y si X  € I, |/(x)¡ =  |0| < |x|.
Luego

|/(x)| < |x| V x e R.
Por lo tanto eligiendo 5 =  e tenemos que

0 < |x| < <5 =í> | f (x)| < |x| < S,
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así
lim f lx )  =  0.
x —>0

Por otro lado sea c ^ O y  supongamos que 3 lim / ( x) =  L s R .
X — ►C

Sabemos que existen sucesiones (rn) C Q y (an) C I tales que rn —> c 
y an —> c, entonces

c =  lim f ( rn) =  L =  lim /(a „ )  =  0
n —»00 n —*oo

3. Demuestre que no existe el límite de sen (4j-) cuando a: tiende a cero. 
Solución:
Supongamos que existe L G M tal que lim sen

x —*0
= L.

Sea f (x )  = sen Como xn =  -* 0  y

¡rn =  \/'(4ñ-i)ir' ~+ 0, aplicando el teorema de límites y sucesiones se 
tiene que

lim f ( x n) =  L y lim /(£ „ )  =  L.

Pero como
lim f ( x n) =  lim sen [2mr +  ^ ) =  1

y
lim / ( í „ )  =  lim sen (2n7r— — ) =  -1  

tendríamos que 1 =  — 1 (¡Absurdo!). Esto completa la solución.
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4. Sea /  : (a, +oc) —> R una función creciente y acotada superiormente. 
Demuestre que existe lim f{x).

X — VCO

Solución:
Como /  es acotada, existe L S M tal que

L =  sup{/(x) /  x > a }.

Afirmo que lim f (x)  =  L. En efecto:
X  — » o o

sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Por la caracterización del supremo 3N > a 
tal que L — £ < /(A r) < L.
Ahora si x > N, por ser /  creciente

L -  e < f ( N ) < f {x)

entonces
L — s < f (x )  < L < L + s V x > N

Así V £ > 0 3iV s R /  x > N =$• | f (x)  — L\<e.  
Esto demuestra que lim f (x)  =  L.

5. Calcular el límite dé f (x)  =
sen x +  eos x — 1
eos x — sen x

cuando x tiende a cero.
Solución:
Observe que

sen x +  eos x — 1 sen x +  eos x +  1 eos xf(x)  =

es decir

entonces

senx +  1
cos x — sen x — 1 cos x — sen x +  1 sen x +  cos x +  1 

[{senx +  cos i )2 — 1] cos x —senx +  1 
[(cosx -  senx)2 — 1] senx +  cosx +  1

cos x — sen x +  1
/ (* )  =

lim /(x )
x —»0

sen x +  eos x +  1 

1 - 0+1
0+ 1  + 1 =  - 1 .

6. Encuentre el siguiente límite lim x(\/x2 + 3  —x).
X — ► —  OO

Solución:
Si /(x )  =  x(\/x^ + 3 — x) entonces

3x
/(* ) Vx2 +  3 + E;  1*1 /

3x

1 +  ár + x
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Ahora para x < 0

/(* )
-  i / l  +  Jr

Por lo tanto lim f (x)  =  —  =  —oo.
X—> — oo  0

_ TT „  .. \/4x +  1 +  1 -  x27. Hallar limi — *2 a:2 — 4
Solución:
Si f (x)  — — —-~í~ — —- entoncesi 2 -  4

/(* )  

es decir

(V 4z+ T  -  3) +  (4 -  a;2) 
x2 - 4

4(x — 2)
(\/4x +  1 + 3)(x2 — 4)

f {x)  = (\J 4a: +  1 + 3)(x +  2)
-  1.

Luego lim /(x ) =
se—+2

_____ é________i =
(3 +  3)(2 +  2) 6

8. Sea /  la función definida por
sen(2x) — cos(2x) — 1

f ( x ) =  <

Halle lim /(x ).
X — f

Solución:
Si x < | ==> /(x )  =

Si x > \ ==> /(x ) =

eos x — sen x

2\j2i:x — 2x — 7r 
2x — 7T

2sen xcos x — 2cos2 x

— <T T <T — j 4 \ \ 2

, |  <  X  <  7T

= —2cosx.

Así,

eos x — sen x
{•Jlx — ^/7r)2 v^r — \/2x

2x 7T v ^ + v /^ x ’

lim /(x ) =  — 2cos (5) =  0 y fon /(x ) =
V2 /  x ^ (f )+ V *

0.

Por lo tanto lim /(x ) -- 0.
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9, Sea /  la función definida por

=  V l5 Í 0 ' ±2 -
Determinar las asíntotas horizontales, verticales y oblicuas de / ,  
luego bosqueje su gráfica.

Solución:
„  x 1 1 — 4x2C o m o / W - - - x + 2(x3 _ ,S j lim

1 — 4x2 = 0,x-*±oo 2(x3 — 4x)
la recta de ecuación y — — \x es la única asíntota oblicua (a derecha 
e izquierda). Por otro lado, teniendo en cuenta que:

lim f ix)  =  —ooi —*2+
lim f ix)  =  +oo

lim f (x)  =  -o o  
x—*0+

lim f (x)  — +oo
x—»0~

lim f ix)  =  -o o  
’-» (-2) +

lim f ix)  =  +oo

concluimos que las rectas de ecuaciones x =  2, x =  0 y x — — 2 son 
asíntotas verticales de / ,  y su gráfico es
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10. Halle dos números reales a y 6 tales que

lim
x—* — oo

x2 +  3 ̂ x3 +  l +  5 
x +  3

ax — b = 0.

Solución:
o- tí \ *» +  3 ^ r + I  +  5 tSi /(a:) = ---------------------------- ax — b entoncesx +  3

f { x)
(1 — a)x2 — (3a +  6)1 + 3 v x̂3 +  1 +  (5 — 3 b) 

x +  3

Como lim f (x)  =  0 implica que a = 1, entonces

/(x )  =
- ( H - 3 ) + 3 { / l  +  i  + ^ t  

1 +  1 1

y como lim /(x ) =  -(6  4- 3) +  3 concluimos que
X  —►  — OO

a =  1 y 6 =  0.

5.6 Ejercicios Propuestos
1. Usando la definición, demuestre que:

(a) lim x2 =  4
v '  x -+ 2

(c) lim (x3 +  3x +  2x +  1) =  7 £—►1

(b) lim
x2 — x +  1 

X  +  1
(d) lim - V 2

2x +  -\/3

2. Sea /  una función definida por /(x )  = 1
Vx +1

para todo x > — 1.

Halle un <5 > 0 tal que si 0 < |x-3| < 5 entonces |/(x) -  || < 0,0025.

3. Probar que lim x3 =  a3 para cualquier a € R.
x —*a

4. Probar que lim yfx =  \fa para cualquier a > 0.
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5. Sea /  : R —> R una función definida por f (x)  =  3x +  1 si x £ Q, y 
f (x)  =  - 2 x  +  6 si x es irracional. Pruebe que lim /(x ) =  4.X—► 1

6. Calcular los siguientes límites:

(a) limi —*0
(x + l )2 -  1 

x 0>) lim
X  — ►  1

y/x -  1 
X  — 1

7. Sea a un punto de acumulación del dominio de una función real de 
variable real /  tal que lim / 2(x) =  L. Si L =  0, pruebe que lim f (x)  =

x —»a x —H2
0 e indicar mediante un ejemplo que si L ^  0, entonces /  puede no 
tener un límite en el punto a.

8. Encontrar los siguientes límites:

(b) lim
x —► 3

v T T  2x — v T T  Sx
s¿ +  2x2 

x2 — 6 — \/x +  6 
+  1 -  2

x—+2

(d) limx—»0

<Jx2 +  4 — í/x2 +  6x 
x2 — 4

^1 +  x3 —

9. Demuestre que lim eos
x —*0

no existe, pero que lim xcos
x —*0

10. Demostrar que los límites siguientes no existen en R

(a) lim (x + sgn(x))
x —>0 (b) limo

11. Calcular, si es posible, los siguientes límites:

(a) lim ^/(x +  l )2(a: — 4)
X — *  — 1

(b) lim \j(x — 2)2(x — 4)
x —*2

(c) lim \/(x — 2)2(x — 4)
x—>4

(d) lim y/(x +  l )2(x +  5)
x— ►— 5

12. Encontrar dos funciones /  y g que no tengan límite en un punto a, 
pero tanto f  + g como fg  sí tengan límite en a (simultáneamente).

13. Sea /  : R —> R una función tal que f ( x  +  y) =  /(x )  +  f(y)  para todo 
x, y en R. Si lim /(x ) =  L existe, demuestre que L == 0. Probar

x—»0
después que /  tiene límite en cualquier punto a G R.



160 5.6. Ejercicios Propuestos

14. ¿Para qué valores de a la función /  : : definida por

f {x)  =_ f x €
\ —2x +  3 , x e I

posee límite real? (¡Existen dos valores de a!)

15. Dada la función /  : R —> R definida por

Í- x  , x e Q n (—oo, o) 
x3 , x € l n ( - c o , 0)

sfx , X > 0

Pruebe usando la definición que lim /  (x) =  0.x—►O
16. Sean / ,  g funciones reales de variable real definidas como 

0 ,

J2 _  -L  1

/ (* )  = 9ÍX)
X2 ,

(a) ¿Existe lini/(x )?

1
x — 1

x — 0
X 0

(b) ¿Existe lim g(x)?

(c) ¿Existe lim (g o / ) (x )?
x—>0

En cada uno de los casos anteriores justifique su respuesta.

17. Sea /  la función definida por /(x )
x +  2 para todo x ,¿  1. Calcular
x — 1

lim /(x ), luego demuéstrelo usando la definición.
x —>-foo

18. Supóngase que /  y g son dos funciones que tienen límite (en R) cuando 
x —> +oo, y que /(x ) < g(x) para x € (a,+oo). Demostrar que

lim /(x ) < lim g(x).
x—>-f-oo X—*■+00

19. Dada la función /  : (a, -bao) -> R, demuestre que

lim f (x)  — L si y sólo si lim / ( - )  = L.
X ^ + 0 0 J  v  '  X - . 0 +  x

20. Sea /  : (a, +oo) X una función. Si lim x /(x ) =  L con L e  R,
x — OO

pruebe que lim /(x ) =  0.
x—* -f-oo
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21. (a) Si existen los límites lim /(x ) y lim (/ + g)(x), pruebe que existe 
lim g{x).
X  — ► C

(b) Si lim /(x ) y lim (fg)(x) exisren, ¿se infiere la existencia de
x—*c x —*c

lim g(x)l
x—>c

22. Sea /  : (-oo , 6} —> R una función decreciente y acotada inferiormente. 
Demuestre que existe lim f(x).

x —►—oo

23. Evaluar los siguientes límites o probar su inexistencia:

(a) lim
x —»00

Vz +  1
X

(b) lim
X — ►OO

y z  -  5 
y/x +  3 (c )

\ fx  — Xlim ~ = ----- .i-*oo y x  +  x

X 2 -í- SG.TÍ X
24. Estudie la función f (x)  — ------------- para todo x ±  0.

X
(Este problema muestra una función cuya asíntota la intercepta 
infinitas veces. ¿Es esto una contradicción?)

25. Sea /  la función definida por f ( x ) =  \/6x̂  — x3. Determinar las 
asíntotas horizontales, verticales y oblicuas, luego bozquejar el gráfico 
de esta función.

26. Hallar los valores de a y 6 si se sabe que

lim
x —*2b

x3 -  x2 +  ax +  12 
x2 — 4i>x +  462 e R.

27. Encuentre una función /  tal que lim /(x )  no exista en ningún punto
x —»a

a de R, pero que lim |/(x.)| exista para todo o real.
x —>a

28. Sean f , g  funciones definidas en un dominio común D y sea a un 
punto de acumulación del conjunto D. Si /(x )  < g(x) para todo 
x € D \ {a} y lirn f (x)  , lim g(x) existen, ¿ se puede concluir que
lim /(x )  < lim g(x)l ¡Justifique su .espuesta!
x — >0 x — >a

29. Sea /  : D —► R una función, L £ R y c un punto de acumulación del 
dominio D de / .  Pruebe que 1

i
lim /(x ) =  L si y sólo si lim f (x )  — L =  lim /(x ).
x~~*c x— *c~~ X — *0^
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30. Si lim   ̂ =  L  y  6 jí 0, pru ebe  que lim  =  6L. ¿Q u é
x—*0 X  I - . 0  X

si 6 =  0 ?.
ocurre

31. Hallar lim  J x  +  \fx -  J x  -  y/x, si exi
i-4 - fo o  ” V existe.

32. H allar ^ lim _  y  x +  y  x +  *\Jx +  \fx — V x , si existe.

33. H allar lim  /(*), si f(x) = j2.+ X1 ~JXI ~ 2_
x —>0 x

34. Si f(x) —  [sen (a;)], en contrar los siguientes lím ites:

(a ) lim  f[x) (b ) lim  / ( x )  (c )  lim  f(x)
x— *0“  x—>%-  s -*0

\x  + 31 _ [31
35. Si f{x) =  --------- —------=^=-, halle lim  / ( x ) .

X x —>0

36. Sea /  : IR —► R. una fun ción  tal que / ( t i ) =  t / ( i )  para to d o  í , i  e  R . 
D em uestre que lim  f(x) —  f(a) para to d o  a E l .

x—*a

37. Sea /  la  fun ción  defin ida p or  / ( x )  =  x n +  a n_ i x n _ 1  + ------ h ao para
to d o  x €  R . Si c  es una raíz de / ,  p ruebe que

|e| <  1 +  |<ln-l| +  ■ • • +  |a0|.

38. Sea /  : R  —* E  la  función  defin ida  p or / ( i )  =  x + a x s e n  (x ) .  Si |a| <  1 , 
halle lim  / ( x )  y  lim  / ( x ) .

x —*-foo x —►—oo

39. Sean a , i ) € R y 4  =  { x 6 l  /  ax + b  >  x 2 } .  Si lim  axsen ( - )  =  6 - 1  

y  s u p (A ) =  o  +  6 , halle a 2 +  62.

40. Halle la (s) asín tota (s) de la fun ción  /  defin ida p or

OX“

f(x) =
V x 2 — 4

4 — x 2

, |x| >  2

, W <2

k
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41. Halle la (s) asíntota(s) de la  fun ción  /  defin ida por

x 2 +  2x  — 3

/(*) =

(x  +  2)y/x2 +  1

1 — X 

1 X

X3 — 1

X <  —1

- 1  <  x  <  0

x  >  0

x 2 +  ax c
(a  +  fe2)x  +  c  X a +  tí2 

E n contrar los valores de a, b y  c  de m od o  que / ( l )  =  | y y =  i  +  2 
sea su asín tota  oblicua.

42. Sea /  la función  defin ida p or f(x) =

43. Sea c  un pu nto de acum ulación  de A  C  E  y  sea /  : A  - *  i .  D em ostrar 
que lim  f(x) =  L  si y sólo  si lim  | /(x )  -  L\ =  0.

x —*c x —>0

44. Si /  : (o , b) — * R  es una fun ción  creciente y  acotad a , dem uestre que 
para ca d a  xo S (a, b) existe lim  f(x)X— ^

45. Sea í  C  1  un intervalo, sea f \ I —* IR una función  y  sea c  e  / .  
S upóngase la  existencia  de los núm eros K  y  L  tales que | /(x )  — L\ <  
K|x -  c| para  to d o  i 6 Í .  P roba r que lim  / ( x )  =  L .

46. S upóngase que la función  /  : R  —» R  tiene lím ite L  cu ando x  tiende a 
0 , y  sea a >  0. Si g : R  —♦ IR está  defin ida p or  g(x) =  / ( a x )  para to d o  
i £ R ,  pruebe que lim  g (x )  =  L.

x —»0

47. E n  cad a  uno de los siguientes casos, halle el lím ite indicado:

(a )

(b )

(c)

lim
x-+0+

lim

lim

(d) lim  f -2— \------
\X  X2 / x—►(—4)“  +  3Í —■

[x] — X
(e) lim X _ 1

3 — x x->l+ y/2x — X2 — 1

[x2] -  1
( 0

,. x —  2 
lim  „  _ ----------

i -  x2 —  1

3
t +  4
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48. E n  ca d a  u no de  los sigu ientes casos, halle el lim ite  in d icado :

49. U n ca m p o  rectan gu lar que tiene un área  d e  2700 m etros cu a d ra d os va 
a ser lim ita d o  p o r  u n a  ce rca. A d em á s, o tra  cerca  d iv id irá  el terreno 
p or  la m itad . E l c o s to  d e  la  ce rca  que d iv id irá  el terren o  es de 4 dólares 
p o r  m etro  y  el c o s to  de la d e  los lados es d e  6  dólares p or  m etro . Sea 
x m etros  la lon g itu d  de  la ce rca  d iv isoria  y  C(x) el co s to  de  la  cerca .

(a ) E scr ib a  u n a  e cu a ción  que defina  C(x ) y  esta b lezca  el d om in io  de

(b )  E n cu en tre  lim  C(x) y  lim  C ( x )  y  ex p liq u e  sus resu ltados enE_-+0+ *-+-1-00
térm in os del prob lem a .

50. U n  ta n q u e  a b ie rto  d e  fo rm a  rectan gu lar ten d rá  u na  base cu a d ra d a  y  
su ca p a cid a d  será  de 125 m etros  cú b icos . E l co s to  p o r  m etro  cu a d ra d o  
para  el fo n d o  será  d e  8  dólares y  para  los la d os  será  de 4 dólares. Sea 
x  m etros  la  lon g itu d  de  un la d o  d e  la  base cu a d ra d a  y  C ( x )  el co s to  
del m aterial:

(a ) E sta b lezca  u n a  ecu a ción  que defin a  C(x) y  d eterm ine el d om in io  
d e  la  fu n ción  C.

(b )  H alle lim  C{x) y  lim  C(x) y  ex p liq u e  sus resu ltados en
x—*0+ * —++oo

térm in os del prob lem a .

(c )  T race  la  g rá fica  de  C.

la  fu n ción  C.

(c )  T race  la  g rá fica  d e  C.

L
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Continuidad

6.1 Continuidad y Discontinuidad
D e f in i c i ó n  6 .1 .1  Sea / : £ ) - +  R  una función real, con dominio D  y sea 
a € D. Se dice que f es continua en a si

V e > 0  3  <5 >  0 : x  €  D  A |x -  a! <  5 ==► | /(x )  -  / (a )|  <  e

O b s e r v a c i ó n  6 .1 .1  Si ex iste  5 >  0 ta l que D n ( s - { , a  +  ¿ )  =  { a } ,  se 
d ice  que a es un punto aislado del d om in io  d e  / .  E n  este ca so  /  siem pre es 
con tin u a  en a. P or e jem p lo , si /  es la  fu n ción  defin ida  p o r

f(x) =  y/(x +  2)2(x +  l ) 2 ( i  -  4 ) V z  6  [ 4 ,+ o o )  U { - 2 , - 1 }

s ien d o  - 2  y  -1  pu n tos  a islados del d om in io  de / ,  ten em os  que /  es con tin ua  
en - 2  y  en  —1 .

« T -_______ Y777.727./ZZẐ :
-2 -1 4

F ig u ra  6 .1 : D o m in o  de  f

O b s e r v a c i ó n  6 .1 .2  Si a n o  es un p u n to  a is lado  del d om in io  d e  f, en ton ces 
a es un p u n to  d e  a cu m u lac ión  d e l d om in io  de  esta  fu n ción . E n  este  caso, 
ten em os que

/  es con tin u a  en  a ■$=$■ lim  / ( x) =  f (a).a—»a

165
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Equivalentem ente

/  es con tin ua  en a -£=>•

( i )  3 f(a).
( i i )  3  lim  f(x).

(iii) lim  f(x) =  f{a).x—+a

N ote adem ás que (i) quiere decir que a G D  , y (ii) quiere decir que los 
lím ites laterales en a lim  f(x) y lim  / ( x )  son iguales (si am bos existen).

x-+a~ x—*a+

D e f in i c i ó n  6 .1 .2  Sea f : D  —* K  una función real con dominio D  y sea 
A  C D. Se dice que f es continua en A, y lo denotamos por f €  C(A), si f 
es continua en x para todo x € A.

E je m p lo s  d e  fu n c io n e s  c o n t in u a s :

1. Si f(x) =  i/x V x  >  0, en tonces /  6  C ([0 ,H -oo)) pu esto  que:
lim  yfx =  J x o (si xo  >  0 ) y lim  y 'x  =  0 . x— x—*0

F igura  6.2: Función  / ( x )  =  y/x

2. C o n t in u id a d  d e  la  F u n c ió n  P o l in o m ia l
Sean ao, o í ,  • • • , an é R . L a fun ción  p : R  —> R  defin ida por

p(x) —  anxn +  an _ i x n _ 1  +  . . .  +  a j x  +  ao V x  G IR

es llam ada función polinomial (con  coeficientes reales), y  si xq es un 
núm ero real fijo y  arbitrario, sabem os que

lim  p (x )  - p(x0)
X — » X o

P or lo  tan to , /  G C(M ).
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3. S i / ( x )  —  |x| V x  G R , e n to n ce s  /  G C (R )  p u e s to  que: 
p a ra  cu a lq u ie r  xq  G R , se cu m p le  q u e  lim  |x| =  |xo|.

X — ¥XQ

4. S e a  x o S R  (f i jo , a r b itr a r io ). C o m o

lim  s e n ( x )  =  lim  sen(xn +  h)
x — * * o  v / i— O '

=  lim  [sen(xo)cos(h) +  cos(xo)sen(h)]

=  sen(x o ) ,

c o n c lu im o s  q u e  la  fu n c ió n  s e n o  es con tin u a  en  to d a  la  recta  real. 
A n á lo g a m e n te  se v e r ifica  q u e  la  fu n c ión  c o s e n o  ta m b ién  es con tin u a  
en  t o d a  la  r e c ta  rea l, es d e c ir

sen <G C (1R) y  eos G C (R ).

5. S ea  A  =  { x  G R / ( x  — l ) 2 (x  — 4 ) >  0 }  y  sea  /  : A  —> R  la  fu n ción
d e fin id a  p o r __________________

/ ( x )  =  \/(x —  l ) 2( x  -  4 ) ,  V x  G A .

E n to n c e s  /  es co n t in u a  en 1, p u e s to  q u e^ l es u n  p u n to  a is lad o  del 
d o m in io  A  d e  e s ta  fu n ción .

t 1
¡ZZZZZZZZZZZz
1 + o o
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6 . Sea  /  : IR —► R  la  fu n ción  defin ida  p or  

f{x) =

O b serva m os  que:

X 2 — 1 , X >

- 1 , X -

y/—X  -f* 1 , X <

• 1 es un p u n to  de a cu m u lac ión  del d om in io  de / .

• lim  f(x) =  0 .
I — +1

• P ero  / ( 1 )  =  —1 .

P or  lo  ta n to , /  n o  es con tin u a  en 1.

7. Sea /  : [ - 3 , 3 )  —► R. la  fu n ción  defin ida  p or

\ _  /  x ~  2  , —3 <  x <  1
2  \ x2 — 2x 4- 3 , 1 <  x <  3

¿E s la  fu n ción  /  con tin u a  en 1?.

S o lú c i ó n . -  V em os  que 1 G D ¡  =  [—3 ,3 )  y  es un  p u n to  de 
a cu m u lación  del m ism o, lu ego d eb em os  averiguar si lim  f{x) =  / ( 1 ).

2i— *1
E n  e fe cto : c o m o  los lím ites laterales son

lim  f(x) =  lim  (x — 2 ) =  — 1 y
a:—+1 ”  x — »1 “

lim  / ( x) =  lim  (x2 —  2x +  3 ) =  2
X —* 1 +  X —>1 +

in ferim os que n o  ex iste  lim  f(x). P or  lo  tan to , /  n o  es con tin u a  en  1 .
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3 x  — 5
8 . Si f(x) = ------— V x  ¿  2, en ton ces  f  G C (E  \ { 2 } )  pu esto  que

x  — 2

lim  / ( x )  =  / ( x 0) si x 0 7̂  2 .S—*Sq

F ig u ra  6.5 : /  n o  es con tin u a  en  2
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Si una función  no es con tin ua  en un determ inado punto, se dice que esta 
fun ción  es d iscon tinu a en d ich o  punto. M ás aún, es posib le  clasificar esta 
d iscontinu idad  en d iscon tinu idad  elim inable o  no elim inable, y si no es elim i 
nable pu ede ser finita o  infinita  com o  pasam os a definir.

D e f in i c i ó n  6 .1 .3  Sea f : D  —+ IR una función real y a un número real
fijo. Se dice que f tiene una d i s c o n t in u id a d  e l im in a b le  en a si existe
lim  f{x), pero f(a) no existe o no coincide con este límite. 
x—*a

E l e jem plo  6 nos m uestra  una función  con  d iscontinu idad  elim inable en el 
pu nto 1 .

N o t a :  U na función  con  discon tinu idad  elim inable en a puede “convertir­
se” en con tin ua  redefin iéndola  en a com o  fia) =  lim  f(x). es decir

X — +CL

( f{x) , x € D \  { a }

/(*) = {
I lim  f(x) , x  =  a\  t —► n

D e f in i c i ó n  6 .1 .4  Sea f : D  —> K  una función y a un número real fijo. Se 
dice que f tiene una d i s c o n t in u id a d  f in it a  en a si existen lim  f(x) y

x —*a+
lim  f(x) pero no son iguales.

L a  fu n ción  dada  en el e jem p lo  7 m uestra una discon tinu idad  finita en el 
pu n to  1
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D e f in i c i ó n  6 .1 .5  Sea f : M —» R  una función y a un número real fijo. Se 
dice que f tiene una d is c o n t in u id a d  in f in ita  en a si uno de los Imites 
laterales, o ambos, son infinitos.

El e jem plo  8  nos da una fun ción  con  discontinu idad in fin ita en 2

N o t a :  C u an do  la fun ción  f  tiene d iscontinu idad  infinita en el punto 
a, la  recta  £  : x =  a, es una asín tota  vertica l de esta  función .

F igura  6 .8 : D iscontin uidad  infinita
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6.2 Propiedades Básicas

T e o r e m a  6 .2 .1  A l g e b r a  d e  la s  f u n c i o n e s  c o n t in u a s
Sean f y g funciones reales con dominios D ¡  y D g respectivamente, xq  G
D f  O D g y A G M. Si f y g son continuas en x q entonces

f +  9 > /  -  9 . A / , fg y -  (si g(x0) 0)
9

son continuas en xq .

P r u e b a :  (E s con secu en cia  in m ed ia ta  de  la  teo r ía  de  lím ites .) □

V eam os a lgu nos e jem p los  d e  a p lica c ión  d e  este teorem a :

E j e m p l o  6 .2 .1  Sea  /  : R  —► R  una fu n ción  d e fin id á  por

senx

f(x) =
X 0

x —  0

C o m o  la  fu n ción  x  i— ♦ --------- para  x  ^  0 es con tin u a  en R \  { 0 }  (a l ser
S6T13C

co c ie n te  d e  d os  fu n cion es con tin u a s), y  c o m o  l i m --------  =  1 =  / ( O ) ,  se
x —*0 x

con clu y e  que /  G C (M ).

E j e m p l o  6 .2 .2  C o m o  to d a  fu n ción  p o lin om ia ! es con tin u a  en  R , a p lican d o  
el teo rem a  anterior se tiene que to d a  fu n ción  racion a l

r(x) =
p(x)
q(x)

es con tin u a  en to d o  su d om in io , es decir

r G C(R\{ri,r2, . .. ,rk /  ?(r¿) = 0, 1 < i < k ) )

E j e m p l o  6 .2 .3  T en ien d o  en cu en ta  que:

sen x  eos  x 1 1
t a n x = -------- , c o t x = --------- , s e c x = ---------  y  c s c x = --------

eos x  sen x  eos x  sen x

a p lica n d o  el teo rem a  anterior, con clu im os  que tod a s  las fu n cion es 
tr ig on om étr ica s  son  con tin u as en sus resp ectivos  d om in ios.
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Si la  fu n ción  /  o  la  fu n ción  g ( o  am bas ) son  d iscon tinu as en el pu nto
a, el teo rem a  anterior n o  a firm a n ad a  sob re  la con tin u id a d  de  /  +  g, f —  
g, fg , f¡g. P o r  e jem p lo , si f,g : R  —> R  son  fu n cion es  reales defin idas p or

es fácil ver que ni /  ni g son  con tin u as en  1 ; sin  em barg o , la  fun ción  sum a 
/  +  g, que está  d a d a  p o r

sí es con tin u a  en  1 .

T e o r e m a  6 .2 .2  C o n t in u id a d  y  S u c e s io n e s
Sea f : D  — > R  una función y sea a G D  un punto de acumulación de este 
dominio, son equivalentes:

i) f es continua en a.

ii) Para toda sucesión (xn ) en D  \ { a } .  f(xn) —+ f(a), si xn —> a. 

P r u e b a :
B asta  record a r  que /  es con tin u a  en  a  si y  só lo  si lim  f(x) =  / ( a )  y  aplicar

el teorem a  corresp on d ien te  d e  límites y sucesiones del ca p ítu lo  anterior. □  

E j e m p l o  6 .2 .4  Sea /  : M —> R  la fu n ción  real d e fin id a  p or

x  G Q
* e l .

P ru eb e  que f es con tin u a  en  0.

E n  e fecto : Sea  e >  0. D e b e m o s  d em ostra r que 
3<5 >  0 : 0 <  |m| <  <5 ==> |/(x)|  <  e. 
O b servem os  que

si x €  Q  : |/(x)|  =  |x| <  2 |x

si x € I : |/(x)| =  | — 2 x| =  2 |x
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E n ton ces |/(x)|  <  2|a;| V r G l .  

P or  lo  tan to , e leg im os 6 =  -.

A h ora , si 0 <  |x| <  5 =$■ | /(x )|  <  2|x| < 2 5 =  e.
A sí, /  es con tin u a  en  0.

E j e m p l o  6 .2 .5  P r u e b e  que el ú n ico  p u n to  de con tin u id a d  de la  fu n ción  /  
del e jem p lo  6 .2 .4  es el 0.
E n  e fe c to :
Sea o  £  R , o  j í  0. 'S a b e m o s  que ex isten  su cesion es (rn) y  ( a n ) tales que 
r «  €  Q , o „  £  I  p a ra  t o d o  n  €  N , y  que adem ás

a =  lim  rn =  f(a)—  lim  ( —2 a n ) =  - 2 a  , a ±  0 ( ¡A b s u rd o !) .
n—++oo n —*+oo

P or lo  ta n to  /  n o  es con tin u a  en a p a ra  o  ^  0, y  ten ien d o  en cu en ta  el 
e jem p lo  an terior con c lu im os  q u e  ce ro  es el ú n ico  p u n to  de  con tin u id a d  d e  / .

E j e m p l o  6 .2 .6  S ea  /  : R  —» R  la  fu n ción  real de fin id a  p or

¿E s la fu n ción  /  con tin u a  en  0 ?

R espu esta :
C om o  D f  =  R  y  0 es un  p u n to  de a cu m u lac ión  de  M, a p licarem os  el 
teorem a  p récéd en te . T o m a n d o  la  su cesión  :

rn —» a y  a n ->  a.

Si f  fuese con tin u a  en  a:

lim  f(rn) =  / ( a )  =  lim  f{an)

es dec ir

2
a'n — 71 i i \ i(4 n  +  1)7T

v em os que xn —> 0, y  c o m o  f{xn) =  1 V n e  N , se infiere qúe

/(*.n) ^  / ( 0) = 0.
P or  lo  ta n to  esta  fu n ción  n o  es con tin u a  en el 0.
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T e o r e m a  6 .2 .3  C o n t in u id a d  d e  la  C o m p o s i c i ó n  
Sean f y g funciones reales con dominios D ¡  y D g respectivamente. Si f es 
continua en c 6  D f  y g es continua en f (c )  G D g, entonces go f es continua 
en c.

Prueba: S ea  (x n ) u n a  su cesión  en  D gof  ta l <lu e Tn — * c, es decir 

G D f , /(* „ ) G D g y

S ien do /  con tin u a  en  c, f{xn) —+ / ( c ) .  Y. c o m o  g es con tin u a  en 
/ ( c ) ,  g(f(x„)) -* g(f(c)). P o r  lo  ta n to  p a ra  to d a  sucesión  (x n ) en  D go¡ 
tal que xn —► c, se tiene que (g o f)(xn ) - *  ( j o  / ) ( c ) .  A sí, go f es con tin u a  
en c. P
E je m p l o s . -

1. C o m o  la  fu n ción  g(x) =  x2- 3 x + 2 es con tin u a  en  0  y  la  fu n ción  f(x) =  
■\/x es con tin u a  en 2 =  g ( 0 ) , con c lu im o s  que la  fu n ción  com p u esta  
( /  0 g)(x) =  V x 2 -  3x +  2 es con tin u a  en el 0.

2. S i / ( x )  =  sen  (e o s  en ton ces  /  €  C (R )  ( ¿  p o r  qué? ).

3. S i / ( x )  =  eos ( ¿ 1 )  > en ton ces  /  e  C (R  \ { 1 } ) .

P r o p o s i c i ó n  6 .2 .4  C o r t e s í a  d e  la  C o n t in u id a d
Sean f, g dos funciones reales y a un punto de acumulación del dominio de 
f. Si lim  f(x) =  L y g es continua en L entonces lim  g{f{x)) —  g(L), es

x —+a x —*a
decir ,

lim  g(f(x)) =  g ( lim  f(xj)
1 —*a \x—»a /

P r u e b a :  S ea  e >  0.
C om o  g es con tin u a  en  L , 3r¡ >  0 ta l que

y G Dg A \y -  L\ <  Tj =*> Is (y ) -  g{L)\ <  e. (6 .1 )

C o m o  lim  / ( x )  =  L , p a ra  77 >  0 3  <5 >  0 ta l que

x £ D f A 0 < |x — a| < ó = >  | /(x )  — L\ < rj (6 .2 )
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lu ego, si

0 < |x — a| < 5 A x G D gof = 3* x G D j  A 0 .<  |x — a| < J A /(x) G D g

|/(x) -  L\ <  T) A /(x) G D g 

{̂ \ g ( f ( x ) ) - 9(L)\<s.

P or lo  ta n to  lim  g{f{x)) —  g{L).

E je m p lo s :

1. lim  s e n (c o s x )  =  sen  ( lim  c o s x  ) =  sen 1.
x - ,0  \ x—o /

/  \  10
2. lim  ( c o s x ) 10 — ( lim  c o s x )  =  ( - 1 ) 10 =  1.

X — *TT \ X —+1T /

3. lim  y/\x — 3| =  t /  lim  (x  — 3)
x—+—5 \/ x —»—5

= 2V2.

□

6.3 El Teorema del Valor Intermedio

T e o r e m a  6 .3 .1  T e o r e m a  d e l  V a lo r  I n t e r m e d i o  ( T . V . I )
Sea /  : [a, 6] —> R  una aplicación continua tal que / ( a )  ^  f(b) ( digamos 
f(a) <  f(b) ) .  Sik  G E  es tal que f(a) < k < f(b), entonces existe c G (a, b) 
tal que f{c) — k.

P r u e b a :  Si C  =  {  x  G [a, 6] /  / ( x )  <  k } ,  v em os q u e  p o r  cu a n to
a G C\ adem ás, b es u n a  c o ta  su p erior  de  C , p o r  lo  ta n to  3 c  =  s u p C . 
O b serve  q u e  a <  c <b.
A firm a m os que f(c) =  k

1. /(c) < A:
S ien d o  c  =  su p  C , V n  G N ] x „  G C  /  c - £ < x n < c ,  p o r  lo  
ta n to  xn —► c, y  c o m o  /  es con tin u a  en  c, / ( x „ )  -+  / ( c ) .  P or  o tr o  
lad o , / ( x „ )  <  A: pu es x n G C. L u ego , to m a n d o  lím ite  se con clu y e  que 
/ ( c )  <  fc.
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2. /(c) > fe
C o m o  f(c) <  k <  f(b) im p lica  que c <  b b -  c >  0), en ton ces

ex iste  N  €  N  /  —  < b  —  c, es dec ir  c +  —  <  b.
N  N

A h o ra , si n >  N  ten em os  que — <  — así
n  N

c +  —  <  b V n >  N. 
n

L u ego , defin ien d o
1Vm = C + — ----

N  +  m
v em os  que ym  — * c y  a <  c <  ym  <  b, y s ien d o  /  con tin u a  en  c, 
con clu im os  que f(ym) —* / ( c)- P°r o tr o  lad o , c o m o  ym & C (pues 
c  <  ym ), se d e b e  cu m p lir  f(ym) >  k. A sí, to m a n d o  lím ite  cu a n d o  
tien d e  al in fin ito  se ob tie n e  que / ( c )  >  k.

C o r o l a r i o  6 .3 .1  T e o r e m a  d e l  C e r o
Sea f : [a, 6] —> R  una aplicación continua. Si f(a)f(b) <  0 entonces 
3c e (a,b) j  f(c) =  0.

P r u e b a :  E ste  es un  caso  p a rticu la r d e l teorem a  del va lor  in term edio  
to m a n d o  A: =  0. □

□ 
3
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C o r o l a r i o  6 .3 .2  E x i s t e n c ia  d e  la  r a íz  n -é s im a
Si a >  0 y n  =  2 , 3 , 4 , . . entonces existe un único b >  0 tal que bn =  a.

P r u e b a :
Existencia
Si /  : [0, a +  1] —> R  es la  fu n ción  defin id a  p o r  f{x) =  xn p a ra  to d o  
i £ [ 0 ,  a +  1], ten em os  que /  6  C ([0 , a +  1 ]), / (O )  =  0 y

f{a +  1) =  (1 4- a )n ^  1 -f- na. >  1 +  a >  a

es d ec ir  / (O )  <  a <  f(a +  1 ). L u ego , p o r  el teorem a  del cero
3  b €  (0, a +  1) /  / (& )  =  a, es d ec ir

36 >  0 /  bn =  a.

U n icid ad
Si adem ás de 6 ex iste  c  >  0 /  c n =  a ( 6n =  c n ) ten em os que

(6 -  c) [6n_1 + 6n-2c + ... + c " -1] = 0 
6 = c

D e f i n i c i ó n  6 .3 .1  Dado a >  0 , denotamos por ^/a al único número real 
positivo tal que ( -\/a)n =  a

E n particu lar ten em os  b ien  d efin id o  a

\ /2 , #2, VZ, V7,  etc .
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D e f in i c i ó n  6 .3 .2  Sean a >  0 y r =  €  Q . '

Si r >  0 , definimos ar =  (

Si r <  0 . definimos ar =  —  
a~r

Si r =  0 , definimos a° =  1

N o t a :  E n  el cu rso  cá lcu lo  in tegral o  análisis m a te m á tico  se p o d rá  definir 
ax V x €  IR \ Q , u sa n d o  la  fu n ción  ex p on en cia l q u e  a  su vez se define 
usando la  teor ía  de  in tegrales o  la teor ía  de e cu a cion es  diferencia les ord i­
narias (so lu c ión  de  un  p ro b le m a  d e  C a u ch y ).

C o r o l a r i o  6 .3 .3  T e o r e m a  d e l  P u n t o  F i j o
Si f  : [a, b] —> [a, b\ es una aplicación continua, existe x o  G [a, b] tal que 
f(xo) =  xq ( x o  es un punto fijo de f  ).

P r u e b a :  D efin im os  F : [a, b] —*■ IR p o r  F(x) =  f(x) — x V x  €  [a, b] y  com o  
a < /(a) y /(b) < b, ten em os  que

F<=C([a,b\) y  F(b) < 0 < F ( a ) .

Si F(a) =  0 ó  Fi(b) =  0, la  p ru eb a  term in a , pu es en  este  caso  f(a) =  a o  
f(b) =  b. E n  ca so  con tra rio , F(b) <  0 <  F(a), lu eg o  p o r  el teorem a  del 
cero, ex iste  xq G (a, b) ta l q u e  F(xo) =  0

3 x 0 G [a, b] /• f  ( x 0) =  x Q.

□
C o r o l a r i o  6 .3 .4  ¡ U n  p r o b l e m a  c l á s i c o  !
Toda función polinomial de grado impar tiene por lo menos una raíz real.

P r u e b a :  Sea  p(x) =  anxn +  a n_ i x n_1 +  . . .  4- a i x  +  ao con  n  im par. Sin 
pérd ida  d e  gen era lidad , p o d e m o s  asum ir que an >  0. E n ton ces

p(x) =  xn [a „  +  +  . . .  +  +  ¿ ]  >' P  G C (R ) '

C om o  lim  p(x) —  + o o  y  lim  p(x) =  —o o , con c lu im os  que ex isten  b >  0
2T -+  +  0 0  X — * — OO

y a >  0 tales que p(a) <  0 <  p (b ), lu eg o  p o r  el teo rem a  del cero , existe 
Xo G (a, b) ta l q u e  p (x o )  =  0. □
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6.4 El Teorema de los Valores Extremos 
(T .V .E )

En esta sección probaremos el T.V.E. usando el teorema de Bolzano- 
Weierstrass, y aquí presentamos una de las demostraciones más bellas de 
este último (entendible a este nivel) y para este fin necesitamos el concepto 
de subsucesión.
Definición 6.4.1 Sea (i„) una sucesión en R y sea (kn) una sucesión es­
trictamente creciente en N ( i.e. ki 6 N y k\ < ¿2 < k¡ < ■ ■ ■ ). La 
sucesión (xkn) es llamada subsucesión de (xn), es decir

x o k : N — > N — » R 
n i — ► kn 1—♦ xk„

Ejemplos de Subsucesiones.
1. A partir de la sucesión (xn) : 1, |, A,... tenemos las siguientes sub­

sucesiones:

Si kn = 2n — 1 —> (xkn) : ’̂ 3 ’ 5 '7 ’ ’

o- • . , » l i l i

2. Si xn = (—1)" es el término n-ésimo de la sucesión (xn), tomando 
k„ = 2n y jn = 2n + 1 obtenemos las siguientes subsucesiones:

(**J :• 1,1,1,...
(Xjn ) ■ I» 1> !,,•••

Note aquí que la sucesión (xn) no es convergente, pero ambas sub­
sucesiones (xkjt), (xjn) sí son convergentes.

Lema 6.4.1 Si k : N —♦ N es una sucesión estrictamente creciente en N, 
entonces

kn > n.
Prueba: Como ki e N inferimos que ki > 1. Ahora supongamos que 
kh > h (hipótesis auxiliar), veamos que kk+1 > h + 1. En efecto, siendo k 
estrictamente creciente tenemos que

kh+i kk • y- kk̂ .\ > kk ^ h - ■ y fc/i-fi > h 
de donde kh+1 > h 4- 1 □
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Proposición 6.4.1 Sea [xk,n) una subsucesión de (xn). Si xn —> L en­
tonces xkn —* L.

Prueba: Sea e > 0.

Como i n - » I , 3 n 0 eN / n > no => |xn — L\ <  e (6.3)

(6 3)Ahora, si n > no =$■ kn >  kno >  no = £  |ifc„ — L\ <  e.

Ve > 0, 3n0 € N / n > n0 =*> |xfc„ -  ¿| < e

□

Teorema 6.4.2 Teorema de Bolzano-Weierstrass
Toda sucesión acotada de números reales tiene una subsucesión
convergente.

Prueba: Sea (an) una sucesión acotada, es decir

3M > 0 / -  M <  an <  M  Vn € N.
c<

Si bn = sup{an,an+i,an+2 , . . .} entonces í>i > b2 > 6 3  > • • • > —M, por lo 
tanto 3 b £ R tal que bn —► 6.

1. Sea ki € N (arbitrario). Como bkl = supía^.a^+i,...}

3n > kx /  bkl -  1 < ari < bkl -1  < an -  bkl < 0 < 1)

2. Si elegimos k2 6 N / fc2 >  r\ y teniendo en cuenta que
= sup{afc2, afca+i ,. •.}

3r2 > fc2 /  bk3 -  i  < aT3 < bka - -  < ar3 -  bk, < 0 < - )

3. Si elegimos k3 e N /  k3 > r2 y teniendo en cuenta que 
^ ^ 3  =  sup{cifc3, nfc3 +i, •..}

3r3 > k 3 / bk3 -  i  < ar3 < bk3 (:. < ar3 -  h 3 < 0 < i )
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O b serve  que
r3 >  k3 >  r 2 >  k3 >  r i  >  fci.

P or  lo  ta n to , ex isten  d os  su b su cesion es  (6*n ) y  (<+ „) de (6n ) y  (a n ) resp ec­
tivam en te , ta les q,ue

|ar„  -  h n \ <  -  > V n  e  N. 
n

F in a lm en te , ten ien d o  en  cu en ta  que 6n —> 6 y  a p lica n d o  la  p rop os ic ión  
an terior, 6fc„ —> b, d e  d on d e  con c lu im os  que

a r „  =  ( a r „  — bkn ) +  bk„  —> 0  +  6 = 6

A h o ra  ten ien d o  a  la  m a n o  el T eorem a  de B o lz a n o  W eierstrass, estam os 
y a  en co n d ic ion es  de  d em ostra r  el T eorem a  del los V a lores  E x trem os , y  co m o  
con secu en cia  de  este  ú ltim o  resu lta d o  gen era lizam os el T .V .I .

Teorema 6.4.3 Teorema de los Valores Extremos (T .V .E)
Si f : [a, 6] —> R  es una aplicación continua, entonces

1. f está acotada.

2. Existen c, d £  [a, 6] tales que f(d) <  f(x) < f(c) , V z  e  [a, 6].

Prueba:
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1. S u p on g a m os  que /  n o  es a co ta d a , es dec ir

~ ( 3 M >  0  /  V * e [ a , 6], | / ( x ) [ < M )

lu eg o

E n  particu lar

V M > 0  3 i€ [a ,l]  /  | /(x )|  >  M. 

V n  6  N  3 x n e  [a, 6] /  | /(x n )| >  n (6 .4 )

C o m o  a <  xn <  b, p o r  el teo rem a  d e  B olzan o-W eierstrass  existe  una 
su bsu cesión  (xjtn ) de (x n ) ta l que Xkn - *  i o  £  [a, 6]. L u eg o , la  con ­
tin u id ad  de  /  en  x q  p e rm ite  con clu ir  que f{xkn) —► / ( x o ) ;  en  pa rticu  
lar 3 L  €  R +  ta l que

| / ( * O I < ¿ , V n € N  • (6 .5 )

A h ora , si e leg im os n o 6  N  ta l q u e  n o >  L  (P ro p ie d a d . A rq u im ed ia n a ), 
ten em os  que fc„ 0 >  n o >  L, así

(6.5) (6.4)
L  >  \f(xkno)\ >  kn o > L ,

lo  que cla ram en te  es a b su rd o . P o r  lo  ta n to  /  e stá  a co ta d a .

2. S ien d o  /  a co ta d a  en  [a, 6], p o d e m o s  asegurar q u e  existe 

en  p a rticu la r V  n  6  N 3  xn 6  [a, b] ta l que

sup  / ( x ) ,
x€[a,b]

sup  f(x) -  -  <  / ( x „ )  <  sup  f{x)
i6 [a ,t ] , n  x€[a,f>]

lu ego
f(Xn) - »  SUp f{x)x€[a,b]

( 6 .6)

P o r  o tr o  la d o , c o m o  x n e  [a, 6], p o r  el teorem a  d e  B o lz a n o  W eierstrass 
ex iste  (xfcn ) su bsu cesión  de  (x n ) ta l que xk„ — * d e  [a, 6], lu eg o  d e  la  
con tin u id a d  de  /  en  d con clu im os  que

f(x k j  -* f(d).
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A d em á s, s ien d o  (f{%kn ) )  u na  su b su cesión  dé ( / ( z „ ) ) ,  la  e cu a ción  (6 .6 ) 
n os  p erm ite  in ferir que

/ ( z f c j  —  su p  f(x).
x€[atb¡

F in a lm en te , p o r  la  u n icid a d  de l lím ite  (d e  su ces ion es), ten em os  que 

su p  f(x) =  f(d).
x£[a,b\

A n á log a m en te , ex iste  c  G [a, 6] ta l q u e  in f / ( z )  =  / ( c ) .  A sí, ex isten
x & [ a ,b \

c,d G [a, 6] ta les que / ( c )  <  f(x) <  f(d) , V z  G [a, 6]. □

N o t a c i ó n . -

m = : f ( c ) =  m in  / ( z )  y M  =: f(d) =  m a x / ( z ) .
ie[o,i>] x6[a,6]

C o r o l a r i o  6 .4 .1  G e n e r a l i z a c i ó n  d e l  T . V . I
Sea / : [ a , ¿ ] - > E  una aplicación continua y no constante.

Si m in  / ( z )  <  k <  m a x  / ( z )  entonces 3 x x €  (a , 6) /  f{x\) =  k.
x£[a,í>] *£[a,b]

P r u e b a :  P or  e l T .V .E . ,  ex isten  c, d  G [a, 6] ta les que m  = :  / ( c )  =  
m in  f(x) y M  =: f(d) =  m a x  / ( z ) ,  es dec ir  f(c) <  k <  f(d). L u ego , p o r

i€ [a ,6] x€(a,b]
el T .V .I .  a p lica d o  a  [c, d ] o a  [d, c] (segú n  sea el ca so ), ex iste  z i  en tre  c y  d 
ta l que / ( z j )  =  k. P o r  lo  ta n to , ex iste  Z j  en (a , b) ta l que / ( z i )  =  k. □

C o r o l a r i o  6 .4 .2  Si f  : [a, 6] —► R  es una función continua, entonces 
Rf =  [m , M ]. E n  particular, f : [a, 6] —+ [m, AI] es una función sobreyec- 
tiva.

P r u e b a :  (L a  p ru eb a  es o b v ia  ¿ o  n o ?  ) .

C o r o l a r i o  6 .4 .3  Sea I un intervalo. Si f : I —> R  es una aplicación con­
tinua, entonces f{I) es un intervalo.

P r u e b a :  Si 61 ,62  G / ( / ) ,  ex isten  0 1 ,0 2  G I ta les que 61 =  f(a\) y 62 =  
f(a2). D eb em os  d em ostra r  que [61 , 62] C / ( / ) .
E n  e fe c to : Sea  6 G [ / ( o í ) ,  / ( o 2)]. Si 6 =  f{ax) o  6 =  / ( o 2), 6 G / ( / ) .  
S u p on g a m os a h ora  que / ( a  1) <  6 <  f(a2), lu ego  p o r  el T .V .I .  ex iste  c  en 
(a i ,  a2) C I o en  (0 2 , a i )  C I ta l q u e  6 =  f(c) G / ( / ) .  P o r  lo  ta n to , / ( / )  es 
un in terva lo . □



Capítulo 6. Continuidad 185

6.5 Continuidad de la Función Inversa
L a  con tin u id a d  d e  la  inversa d e  una fu n ción  con tin u a  es un resu ltado 

p rop io  de las fu n cion es reales de variab le  real, es decir, si f  es una  fun ción  
de A  en B ( A  f l  C  1 )  con tin u a  y  b iyectiva , en ton ces  la  fu n ción  inversa / *  
de B en  A ta m b ién  es con tin ua . Sin em b a rg o , es to  n o  es c ie rto  en general. 
P recisam en te  en  esta  se cc ión  p roba rem os  este  resu ltado  u tilizan d o  para  esto  
nuevam ente las sucesion es d e  n úm eros reales. A n tes  a lgu nos resultados 
previos.

L e m a  6 .5 .1  Sea (a n ) una sucesión acotada. Si toda subsucesión conver­
gente de (an) converge a un mismo límite L, entonces an —» L.

P r u e b a :  P ro ce d a m o s  p o r  con tra d icc ión . S u p on g a m os  que an -** L, es decir

~  [V e  >  0 3 iV G N /  V n  G N  : n  >  JV =$• |an — L\ <  e]

o  equ iva lentem en te

3  £q >. 0 /  V  N  G N 3  n  G N  : n  >  N  A |an — L\ >  eq 

C on stru im os  ahora  u na  su bsu cesión  d e  (a n ) , de la  s igu iente m anera:

P a ra  N =  1 3 fc i G N / f c i  > 1 A Iakl ~ L\ > £ 0
P a ra  N =  ki 3  G N  / > k\ A ¡ata -  L\ > £ 0
P ara  N =  k% 3  &3 G N  / A:3 > A |a*3 -  L\ > e0

P a ra  N =  fcn_i 3  kn G N / kn > fcn_: A 1 afcn -  L\ > e0
O b via m en te  (a t n ) es u n a  subsu cesión  a co ta d a  d e  (an ), lu ego  p o r  el teorem a  
de B olzano^W eierstrass, ex iste  una  su b su cesión  (a¡kn) d e  (ak„ ) d e  ta l m anera  
que (a ¡kn) es con vergen te , y  p o r  la h ipótesis , a¡kn — * L, lo  que está  en 
co n tra d icc ión  con  |a;tn —  L\ >  £o V n  €  N . □

T e o r e m a  6 .5 .1  Si f  : [a, 6] —> IR es continua e inyectiva, entonces su in­
versa f*  : [m, M] —* [a, i>] también es continua e inyectiva.

P r u e b a :  Sea  y0 G [m ,M ]  y  sea (yn) en [m,M] \ {y0} ta l q u e  yn -* y0- 
O bservam os q u e  yn =  f ( x n) y  y0 =  f ( x 0) d on d e  x 0,x n G [a, fe], lu ego

/ ( * n )  ->  / ( i o ) (6.7)
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D eb em os  d em ostra r  q u e  xn =  f*{f{xn)) —» f*{f(xo)) =  %o- 
E n e fe cto : sea  ( x kn) u n a  su b su cesión  de (xn) ta l que xkn —> r. C o m o  
r € [a,b], de la  con tin u id a d  d e  /  se infiere que f{xkn) -* f{r). P or  o tr o  
lad o , d e  6 .7  ten em os  que f{xkn) -* f(x0), lu ego  p o r  la  u n ic id a d  de l lím ite 
d e  su cesion es con c lu im os  q u e  / ( r )  =  f(xo ), p o r  ta n to  r =  xo (p u es /  
es in y ectiv a ). A s í, x kri —» eco- F in a lm en te , u sa n d o  el lem a  p receden te , 
xn —► x0: n

P r o p o s i c i ó n  6 .5 .2  Si f  : I —► R  es continua e inyectiva, entonces la , 
función inversa f* : f{I) —» R  es continua e inyectiva.

P r u e b a :  (V ea  la  lis ta  d e  e je r c ic io s ).

E je m p lo s  .-

1. L a  fu n ción  sen : [— f ]  —> M es con tin u a  e in yectiva , lu ego su inversa 
arcsen  : [ - 1 , 1 ]  —► [— f , f  ] ta m b ién  es con tin u a  e inyectiva .

2. L a  fu n ción  eos  : [0 ,7r] -=-► R  es con tin u a  e in yectiva , lu ego  su  inversa 
árceos : [—1 ,1 ] —► [0, tt] ta m b ién  es con tin u a  e  inyectiva .

3. L a  fu n ción  ta n  : ( —§ ,  \ ) -* R  es con tin u a  e in yectiva , lu ego  su inversa 
a rctan  : R  — * ( —f , f ) ta m b ién  es con tin u a  e  in yectiva .

6.6 Ejercicios Resueltos

1. Sea  /  : R  —+ R  la  fu n ción  defin id a  p or

S o lu c ió n :
(a )  S ea  e >  0. O b serv a m os  que:
P ara  x 6  Q , \f(x) —  /(1 )|  =  \x +  1| • \x — 1| <  3|a: — 1| (siem p re  que 
\x -  1| <  1 ), y  para  x  e  I, \f(x) -  /(1 )|  =  \x-  1|.

x G Q  
x e í

(a ) P ru eb e  que /  es con tin u a  en  1.

(b )  ¿E s  la  fu n ción  f con tin u a  en  -2 ?

(c ) P r u e b e  que /  es d iscon tin u a  en a  si a ^  1 y  —2.
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A sí | /(x )  -  /(1 )|  =  | /(x)|  <  3|x — 1|V x  €  IR ta l que |x — 1| <  1. 
L u eg o  e leg im os 5 =  min{  1, | }  y  ten em os  que

Si |x — 1| <  <5 = >  | /(x )  -  /(1 )|  <  3|x -  1| <  3<5 <  e.

E s d ec ir , /  es con tin u a  en  1.

( b )  E n  este  ca so  la  respu esta  es a firm ativa , es decir, la  fu n ción  /  sí 
es con tin u a  en -2 . L a  p ru eb a  es a n á log a  al item  anterior, tom a n d o  
5 —  min{  1, | } .

( c )  S ea  a ^  1 y  —2. S u p on g a m os  adem ás que /  sea  con tin ua
en  a. S a b em os  que ex isten  rn €  Q  y  ex isten  a „  S i  ta les que: -1

rn a y  a n -* a

lu ego  p o r  la  h ip ótesis  f(rn) —> f(a) y  f(an) —► / ( a ) ,  es decir 
lim  f(rn) =  lim  / ( a n ) o  b ien  lim  (r£  -  1) =  lim  ( a „  — 1 ), lo

n — >oo n — ►<» n — »00 n — *oo

que im p lica  que a =  1 ó  a =  —2 (¡C o n tra d ic c ió n !) . A s í, los ú n icos 
p u n tos  d e  con tin u id a d  d e  esta  fu n ción  son  -2  y  1. □

2. S ea  /  : ( - o o ,  3] —> K  la  fu n ción  defin ida  p or

/(*)

x 3 +  a x 2 +  x  — 1

—2 x 2 +  x +  b 
x 2 + 1

a 2x 2 — lO x  — 4

, x  <  —1 

, - 1  <  x  <  1

, 1 <  x  <  3

H allar los valores d e  a y  b de  m o d o  q u e  /  sea con tin u a  en  to d o  su 
d om in io .
S o lu c ió n :
E s fác il n otar que /  es con tin u a  en ( - o o ,  - 1 )  U ( - 1 , 1 )  U (1 ,3 ] ; luego, 
p a ra  que /  sea con tin u a  en  t o d o  su d om in io  s ó lo  fa lta  ver su  con ­
tin u id a d  cu a n d o  x  =  1 y  cu a n d o  x  =  — 1.
E n  e fecto :
/  es con tin u a  en —1 si y  s ó lo  si lim  f(x) =  / ( —1 ), equ iva lentem en te

X — * —  1

lim  / ( x )  =  / ( - 1 )  o  b ien  a -  3 =  de d on d e

b =  2a  — 3.
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/  es con tin ua  en 1 si y  só lo  si lim  / ( x )  =  / ( l ) ,  equivalentem ente
X — ti

lim  / ( x ) =  / ( 1 )  o  bien  =  a2 — 14, de don de 

2a2 =  b +  27.

P or lo tan to  a =  4 y  6 = 5 ó  bien  a =  — 3 y  b =  —9. □

3. Sean / ,  g  las fun ciones definidas p or

/(*]

9(x)

-  { f -

_  /  x + 1 
“  \ y/x +

-  2| -  x 2 — 1 <  a: <  4 
x  >  4

, x  <  0 
+  16 , x  >  0

(a) P ru ebe  q u e /  y  g  son  discontinuas en 4 y  0 respectivam ente.

(b ) ¿Q u é  puede afirm ar sobre la con tin u idad  de /  o g en 0?

S o lu c ió n :  C om o

lim  g (x )  — lim  (x  +  1) =  1 y  lim  g(x) =  lim  y/x +  16 =  4,
x—>0”  x—+0“  x —»0+ x —̂ 0+

g es d iscon tinu a en 0. A n álogam en te, com o

lim  / ( x )  =  lim  3|x—2 | -x 2 =  - 1 0  y  lim  f(x) =  lim  ( x - 2 )  =  2,
x —*4” *4+

/  es d iscontinua en 4. 
P or o tro  lado, co m o

(.f°g )(x) = {
3|x — 1| — (x  +  l ) 2

y/x +  16 -  2

■*4+

-2  <  x  <  0

x  >  0

entonces lim ( /  o g)[x) —  2. A sí f o g es con tin ua  en el cero.
x —*0

4. Sea /  la  fun ción  real defin ida  por

c

7(*) = 9 — x 2

x  =  - 3

1*1 <  3
4 -  y/x2 +  7

d , x =  3
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E ncuentre los valores de c y  d para que la  fu n ción  sea continua en 
[ -3 ,3 ] .

S o lu c ió n :  N ote  que

/(x) = — ^ L = = 4 + V í iT7.
4 -  v r  +  7 .

Es claro  que /  e  C ( (—3 ,3 ) ) .  Para  que esta  fu n ción  sea continua en 3 
y  -3 , se d eb e  cum plir que:

■ c  =  / ( - 3 )  =  lim  f(x) =  lim  (4  +  \fx2 +7) =  8
x —»(—3)+ J ' x —»{—3 )+ V '

d =  / ( 3 )  =  lim  / ( x) =  lim  (4 +  \/x2 +  7) =  8
x —*3“  x -» 3 ”

P or tan to  c =  d =  8.

5. P ru ebe  que existe i o 6 l  ta l que e o s xq  =  xo .

S o lu c ió n :  C onsidere la  fun ción  /  defin ida  p o r  f{x) =  eos x —  x  para 
to d o  x  e  R . C om o  / ( —f ) =  -  f  y  / (O )  =  1 ten em os que

/ € C ( R )  y  / ( - | ) < 0 < / ( 0 ) ,

luego ap lican do el teorem a de los ceros, existe x o  6  K  tal que / ( x o )  =  
x o , es decir existe xo €  K  tal que c o s x o  =  xo .

6. M uestre que la ecu ación  x 5 — 3 x 2 +  1 =  0 tiene p o r  lo  m enos 3 raíces 
reales diferentes.

S o lu c ió n :  C om o

/ ( —1) =  —3, / (O )  =  1, / ( 1) =  - 1  y  / ( 2 )  =  21 

p or  el teorem a de los ceros

3 n e ( - i , o ) ,  3  r a e  (0 ,1 )  y  3 r 3 e ( l , 2 )

tales que
fin) =  fin) =  fin) = o.

P or lo  ta n to  /  tiene p or  lo m enos 3 raices reales.
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7. Sea p  u n a  fu n ción  p o lin om ia l de fin id a  p or

p (x )  =  (x  — l ) ( x  -  3 ) ( x  -  5 ) ( x  -  7) +  (x  -  2 ) ( x  -  4 ) ( x  -  6 ) ( x  -  8 )

¿C u á n tas  ra íces reales tiene esta  fu n ción ?
Justifiqu e su  respu esta .
S o lu c ió n :  Se tien e  q u e  /  es con tin u a  en to d a  la  recta  real. E n  prin ­
c ip io , s ien d o  /  u n a  fu n ción  p o lin om ia l d e  cu a rto  gra d o , el n ú m ero  de 
sus ralees p u ed e  ser 0 ,1 ,2 ,3  ó  4 ( ¡a p rior i n o  sa b em os  n ad a !); pero  
a p lica n d o  n uevam en te  el T V I  en  los in terva los [1 ,2 ], [3 ,4 ], [5 ,6 ] y  
[7 ,8 ] ten em os  que:

C o m o  f{2) <  0 <  / ( 1 ) ,  3 x í  6  (1 ,2 )  : / ( x í ) =  0
C o m o  / ( 3 )  <  0 <  / ( 4 ) ,  3 x 2 €  (3 ,4 )  : / ( x 2) =  0
C o m o  / ( 6 ) <  0 <  / ( 5 ) ,  3 x 3 6  ( 5 ,6 ) : / ( X 3 ) =  0
C o m o  / ( 7 )  <  0 <  / ( 8 ) , 3 x 4 £  ( 7 , 8 ) : / ( x 4) =  0

A sí, e sta  fu n ción  tien e  4 ra íces reales.

8 . Sea f u na  fu n ción  d e  [0 ,1 ] en  R  con tin u a  ta l que / (O )  =  / ( 1 ) .  P ru eb e  
que ex iste  c  £  [0 , 5 ] ta l que / ( c )  =  f(c+  5 ).
S o lu c ió n :  S i / (O )  =  f{j), ex iste  c  =  0 q u e  satisface  la  tesis. 
S u p on g a m os  a h ora  q u e  / (O )  ^  / ( l ) .  Si defin im os g : [0, \\ - »  R  p or

g(x) =  / ( x )  -  / ( x  +  i ) V x  £

ob serv a m os  que:

a e c([o, i]),

5 (0 ) = /(0) -  / ( i )  ^ 0 y

9 $ )  =  fti) - / ( ! )  =  / ( I )  -  / ( ° )  =

lu ego  fl(0 )5 ( i )  =  —5 (0 ) 2 <  0. Y  p o r  el T .V .I  ex iste  c  £  (0 , | ) ta l que 
g{c) =  0

.-. 3 c  £ /  /(c) = / ( c + i ) .

□
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9. Sea  /  : [— 1,1] —>■ M u na  fu n ción  con tin u a  ta l que

x 2 +  f(x)2 =  1 para  t o d o  x 6  [—1 ,1 ],

P r u e b e  qu e o  bien  f(x) —  V i  -  x2 , V i g  [—1 ,1 ] o  bien  
/ ( x )  =  - V i  -  z 2 , V x  e  [ - 1 ,1 ]  (só lo  u no de e llos).
Solución:
S u p on g a m os que ex isten  X ! , x 2 €  [ - 1 ,1 ]  tales que x\ <  x 2 y  
/ ( z i ) / ( x 2) <  0. Sin  p érd id a  de gen era lidad  su p on g a m os  que f (xi )  <  
0 <  / ( x 2). C o m o  /  es con tin u a  en [x 1 ;x 2], a p lica n d o  el teorem a  del 
cero  en este in terva lo , ex iste  c  £  ( x i , x 2) ta l que / ( c )  =  0 en ton ces

lu ego  <? +  / ( c ) 2 =  1, es dec ir  c  =  ± 1  ¡ ev id en tem en te  una 
con tra d icc ión !
P or  lo  ta n to  f(x) >  0 V x  G [ - 1 ,1 ]  ó  / ( x )  <  0 V x  e  [ - 1 ,1 ]  
lo  que im p lica  que / ( x )  =  V i  -  z 2 , V x  6  [ - 1 , 1 ]  o  bien

10. A n a liza r la con tin u id a d  de la  a p lica c ión  /  : R - * R  defin ida  p o r

ce  ( - 1, 1)

/ ( x )  =  - V i  -  z 2 , V x  €  [ - 1 ,1 ] □

/ ( x )  =  1 — x  +  fx ]  — [1 — x ]  V i ë R .

Solución:
E n p rim er lugar ob serv a m os  que

p a ra  to d o  n £ Z . C o m o

lim  / ( x )  =  lim  ( —x  +  2n  — 1) =  n  — 1

lim  / ( x )  =  lim  ( - x  +  2n +  1) =  n +  1

con clu im os  que /  es con tin u a  en  K  \ Z , y  es d iscon tin u a  en ca d a  pu n to  
de Z . □
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6.7 Ejercicios Propuestos
1. D eterm inar los puntos de discon tinu idad  de las siguientes funciones, 

con stru ir su gráfica  e indicar el t ip o  de discontinuidad:

x2 — 9(a)
M x ) - ^ - 2 x - 3

( X2 + x —6 • / o
(b) f{x) -  < X + 3 — si x — 3

l  1 si x = — 3
r x + 2  ,, si — 3 < x < — 1

(c) f{x) = l -X , si —1 < X < 1
1 X2 -  1 ,, si 1 < x < 3.

2. R edefin ir las siguientes funciones de m anera que resulten continuas en 
el pu n to que se indica.

(a) f(x) =  ■ —  , en  x =  1.w  K ' V ^ + 3 -2

(b )  f(x) =   -------- -— -  , en  i  =  0.
X
X

(c ) g(x) =  ------ , en  x =  0.

3. D eterm inar la  con tin u id ad  de  la  función  g : R  —* M defin ida p or

g(x) =  y/\x\ — [x] Va; £  R  

en los intervalos [—2 ,0 )  y  [1,2 ].

4. Sea /  : IR —+ R  la  función  defin ida  por

2:8611 ( i ) -  x yá 0
J W )  \  0 ,  a; =  0

P ru ebe que /  es con tin ua  en 0.

5. E n  las siguientes funciones hallar los intervalos de con tin u id ad  y  de 
d iscontinu idad
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(a) f{x) =  [  V x + T  ]  (b )  f{x) =  y/\x\ +  [x]

6. Sea /  : R  —► R  la función  defin ida  p or 

' x -  [x] | si [x] es par

x — [x +  1] | si [x] es im par 

Hallar los intervalos de con tin u idad  y  de d iscontinu idad  de f.

7. Si / ( x )

f{x) =

—x  si x  <  0 , . í  1
x  >  0 y  9{x) =  {  X

si x  <  0
si x  >  0

(a) ¿S on  /  y  g continuas en x  =  0?

(b ) ¿Serán  f +  g y fg continuas en x  =  0?

8. Si / ( x )J  ¿ ( v f f i -1) ” tií0

9{(x )  =  |

si .r =  0

a/ 2 +  x  — \/2 si X t¿ 0  

475 si 1 = 0
(a ) ¿S on  f y  g continuas en x  =  0?

(b )  ¿Serán  f —  g y  —  continuas en x  =  0?
9

9. Si / ( x )  =
v /x r + T  — \Jx2 +  1

si x  0

si x  =  0

s ( x ) = | é  si * í 0
2 si x  =  0

(a) ¿S on  f y g continuas en x  =  0?

(b )  ¿Serán  f +  g continua en x  =  0?

10. P ru eb e  que si f es continua en a, tam bién  lo  es |/|.

11. Sea /  : R  —> R  una función  ta l que para to d o  x , y £  R ,
| /(x )  -  f{y)\ <  K\x -  y\ para  algún K  >  0. P ru ebe  que /  es continua 
en cualquier c  6  R .
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12. Sean f,g : IR —► IR fu n cion es  con tin uas tales que f(x) <  g(x), para  
t o d o  i g R .  P ru eb e  que ex iste  una fu n ción  h : R  —► IR con tin u a  tal 
que f(x) <  2h(x) <  g(x), V i g R .

13, D efínase g : R  —> R  p o r  g(x) =  2x para  x  ra cion a l y, g(x) =  x  +  3 para  
x  irracion al. E n con tra r  to d o s  los pu n tos  en  los que g es continua.

la  fu n ción  defin ida  co m o  sigu e 

I 3x +  2 , i g Q

14. Sea /  : M

f(x) =  |  _2or , i g l - Q  

H allar to d o s  los p u n tos  de con tin u id a d  y  de  d iscon tin u id ad  .

15. Sea /  : IR —> IR la  fu n ción  defin ida  p o r

/(*)
J — x2 +  16 x g l  

2x +  1 x  €

D em u estre  q u e  /  tien e  d os  ú n icos  pu n tos  d e  con tin u id ad .
Justifiqu e t o d o  su p roced im ien to .

16. D ar un  e je m p lo  de  u n a  fu n ción  /  : [0 ,1 ] —> IR que sea d iscon tin u a  en 
cu a lqu ier p u n to  d e  [0 ,1 ] p e ro  ta l que |/| sea con tin u a  en [0 ,1 ].

17. C on stru y a  u n a  fu n ción , d iscon tin u a  en  t o d o  su d om in io , cu y o  
cu a d ra d o  sea u n a  fu n ción  con tin ua .

18. Sean f,g d os  fu n cion es  reales de  variab le  real defin idas p or :

f (x\ -  I  x2sen (í) si x ¿ °
0 si x  =  0

, , f  2 x sen  — eos x  si x ^ O  
0  si x  =  0

M u estre  que /  es con tin u a  en el c e r o .  ¿L a  fu n ción  g será con tin u a  en 
el c e r o ?  ¡Ju stifique su respu esta ! (L a  re la ción  entre /  y  g es que g es 
la  “der ivad a” d e  /  )

19. S u pón gase que /  : IR —> E  es con tin u a  en R  y  que / ( r )  =  r para  
cu a lqu ier n ú m ero  racion a l r. D em u estre  que f(x) =  x  para  t o d o  
x  €  IR.
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20. Sean  /  y  g con tin u as de IR en  ¡R, y  su p ón gase  que / ( r )  =  g(r) para 
to d o s  los n úm eros racion a les r . ¿  Es v erd a d  que f{x) =  g(x) para 
t o d o  i e R ?

21. Se d ice  que una fu n ción  /  : R  -+  R e s  a d i t iv a  si f(x+y ) —  f{x)+f(y) 
p a ra  to d o  x, y €  IR. D em ostra r  que si /  es a d itiv a  y  con tin u a  en algún 
p u n to  zo i en ton ces  es con tin u a  en  cu a lqu ier p u n to  de IR.

22. S u p on g a  que u n a  fu n ción  /  es ad itiva  en  IR y  con tin u a  en  el cero . Si 
a =  / ( l ) ,  p ru eb e  que f(x) =  ax  para  t o d o  x  €  IR.

23. Sea  /  u na  fu n ción  real d e  va ria b le  real ta l q u e  |/(x)|  <  |x| p a ra  to d o  
x £  IR. P ru eb e  q u e  /  es con tin u a  en  i  =  0.

24. M u estre  que para  ca d a  d en  (3 ,5 )  existe  c  en  (0 ,1 )  ta l que

c 8 +  c 5 — c 4 +  c  +  3 =  d.

25. S ea  I un in terva lo  en  IR. Si la  fu n ción  /  : I — * R  es con tin u a  e 
in yectiva , p ru eb e  que f es estricta m en te  m on óton a .

26. Sean  a y  b d os  n úm eros reales fijos . ¿P a ra  q u é  va lores d e  a la  fu n ción
/  : R  —» R , de fin ida  c o m o  sigue, es con tin u a ?  '3

2 eos x x <  c 
ax2 +  b x >  c.

27. S ean  / ,  g : R  —> R  d os  fu n cion es defin idas p o r

A n a lice  la con tin u id a d  de las fu n cion es /  o g y  g o / .

28. D eterm in ar  los valores d e  a  y  6, ta l que la  fu n ción

x <  - f

- !  < * <  f
x >  f

es con tin u a  en to d a  la re cta  real.
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2Q. E studie la con tin u id ad  de la función  g, cuya regla de correspondencia

es g(x) —  en el intervalo (0 ,2 ) .
x — 2

30. Sea /  : R +  —+ R  la fu n ción  defin ida por

{ o , i e R + nI
'

„  1 x  =  TT ^  ^  Q  don de  m  y  n  son PES1*

P ruebe que:

(a) f es con tin ua  en R +  O I  

(b ) /  es d iscon tinu a en R + O Q

* P E SI : prim os entre sí.



Capítulo T

Derivadas

7.1 Nociones Básicas sobre Derivación
E l p r o b le m a  d e  la s  ta n g e n t e s .  M u ch os problem as im portan tes en cá lcu lo 
dependen del prob lem a  de encontrar la  recta  tangente a una cu rva  dada, 
en un pu nto específico  de la  m ism a. E n  geom etría  plana, si la  curva es una 
circunferencia, la recta  tangente en un pu n to P  d e  la circun ferencia  se define 
com o  la recta  que corta  a la  circun ferencia  únicam ente en el pu nto P. Esta 
defin ición  n o es suficiente para  una curva en general.

F igura  7.1: R ecta  tangente en P

Por ejem plo , en la figura 7.1 , la recta  que debería  ser la recta  tangente a la . 
curva en el pu nto P  corta  a la curva en otro  pu nto Q  de la curva.

197
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E n esta  secc ión  da m os  u na  d e fin ición  ad ecu a d a  para  , la  recta  tan gen te  a 
la  g rá fica  de  u n a  fu n ción  en  un p u n to  de d ich a  gráfica . E l prim er p a so  es 
defin ir la  p en d ien te  d e  la  re cta  tan gen te , y a  que si co n o ce m o s  la  pen d ien te  
y  un  p u n to  d e  ella , la  re cta  está  determ in ada .

F ig u ra  7.2: R e cta s  secantes en P

Sea /  u na  fu n ción  con tin u a  en  a. D eseam os defin ir la pen d ien te  d e  la 
recta  ta n gen te  a  la  g rá fica  d e  /  en  el p u n to  P(a, f(a)). Sea  I un  in terva lo  
a b ierto  que con tien e  al p u n to  a y  en el cu a l está  defin ida  / .  Sea Q(x, f(x)) 
o tr o  p u n to  sob re  la grá fica  d e  / ,  ta l que x tam bién  está  sob re  I. T racem os  
u na  recta  secante  a través d e  P  y  Q\ en  la  figura  7.2 se m u estra  la  recta  
secante  para  diversos va lores de x. L a  figura  7.1 m u estra  u na  recta  secante 
particu lar; en  esta  figura, Q  se h alla  a la  izq u ierd a  de  P, sin em b a rg o  Q  
pu ede  estar y a  sea  a  la  derecha o  a  la  izqu ierda  d e  P  c o m o  se observa  en  la 
figura  7.2.

A h ora  rep resen tem os la d iferen cia  d e  las abscisas de  Q  y  P  p o r  h, es 
decir

h  =  x —  a.

N ota m os  q u e  h p u ed e  ser p os it iv o  o  n ega tivo . L a  p en d ien te  d e  la recta
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secante PQ  está definida entonces por

/ O )  -  / ( “ )m pQ = -------- - --------

C om o x  =  o  +  h podem os reescribir la ecuación anterior com o

_  /(« + h) ~ f (a)
m PQ  =  -------------£ ---------------

Figura 7.3: Pendiente de la recta secante

Ahora, im aginem os el punto P  com o un punto fijo  y  desplacem os al 
punto Q a lo largo de la curva en dirección hacia P\ es decir, Q se aproxim a a 
P. Esto equivale a decir que h tiende a cero. Conform e esto sucede, la recta 
secante gira sobre el punto fijo P. Si esta recta secante tiene una “posición 
límite” , es esta posición  lím ite la que deseam os sea la recta tangente a la 
gráfica en P, es decir la pendiente buscada debe ser el lím ite de mpQ cuando 
h tiene a cero, si este límite existe. Si lim mpn =  + o o  ó  —oo, entonces

cuando h tiende a cero, la recta PQ  se aproxim a a la recta que pasa por 
P  y  es paralela al eje Y. En este caso querem os que la recta tangente a la 
gráfica en P  sea la recta vertical de ecuación x =  a. T od o  este análisis nos 
condu jo  a la siguiente definición.
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D e f in i c i ó n  7 .1 .1  Sea /  una  fu n ción  con tin u a  en a. L a  r e c t a  t a n g e n t e  a 
la  grá fica  de /  en el p u n to  (a, f(a)) es:

1. la recta  a través de P ,  cu y a  pen d ien te  m(a) se define com o

, , f(a +  h) -  }{a)
mía) -- lim  — -------- r--------------•

, h-*o h

si el lím ite  existe.

2. la  re cta  x =  a si

f(a h) — f(a)
lim -------------------------=  +oo o — oo. ■
h-*0 h

Si ni (1 ) ni (2 ) d e  esta  defin ición  se cu m p len , en ton ces  n o existe  recta  tan ­
gen te  a la  g rá fica  d e  /  en  el p u n to  P (a ,  / ( a ) ) .

D e f in i c i ó n  7 .1 .2  L a  r e c t a  n o r m a l  a una  cu rva  en un  p u n to  d a d o  es la 
recta  p erp en d icu la r  a  la recta  tan gen te  en  ese pu nto.

A l tratar de resolver el p rob lem a  d e  las tan gen tes  vem os la n ecesidad  
de ca lcu lar un lím ite  (n o ta b le ) ; este lím ite ta m b ién  se presenta  en m u ch os 
o tros  prob lem a s reales y  tien e  un  n om bre  p ro p io  que pasam os a  defin ir y 
estudiar.

*

D e f in i c i ó n  7 .1 .3  Sea  /  : I —* R  una  fu n ción  y  a € I d on d e  I es un 
in tervalo. Se d ice  que /  es d fr iv a b le  en  el p u n to  a si ex iste  el sigu iente 
lím ite:

,¡m Hi t L  BmM
h-*0 h \ X~>a x — a

A  este lím ite  se le  d en o ta  p o r  f'{a) y  se llam a la  d e r iv a d a  d e  /  e n  a .

D e f in i c i ó n  7 .1 .4  Sea  /  : 7 —>-R una fu n ción  derivab le  en  p o r  lo  m en os un 
p u n to  de I d on d e  I es un  in terva lo  y  sea J —  { a  G I /  /  es derivab le  en a } .  
L a  fu n ción  : J  —* R  defin ida p or

/ ' M - l i r n  + V z e J
J '  h - 0  h

se llam a la  d e r iv a d a  d e  f.
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O b s e r v a c i ó n .  Si /  es u na  fu n ción  derivab le  en  el p u n to  a en ton ces  la  
recta  tan gen te  C t  y  la re cta  n orm a l £ jv  ( si f'(a) ±  0) en el p u n to  (o , / ( a ) )  
son:

¿ T - V -  f(a) =  f'(a)(x -  a)

y I
CN : y -  f (a)  =  ~  a)-

Si / ' ( a )  =  0 la  recta  tan gen te  y  recta  n orm al en ( a , / ( a ) )  tienen  p or 
ecu a cion es  y =  / ( a )  y  x =  a respectivam en te . A h o ra  d a rem os  u n a  can tidad  
su ficien te  de e jem p los  p a ra  ilu strar estas defin iciones.

E j e m p l o  1 . -  Sea  /  : M —> IR la  fu n ción  defin ida  p o r  / ( x )  =  k para  
t o d o  x  e  K  y  sea  a €  R  (fijo , a rb itra r io ). L u ego

/ ' ( a )  - lim
A — »O

/ ( a  +  h) -  / ( a )  
h

k - k
lim  — - —  =  0.
h—*a ■ Al

P or lo  ta n to
/ ' :  R  — » R

x  i— > / 7( z )  =  0

F ig u ra  7.4: D eriv a d a  de la con sta n te

E j e m p l o  2 . -  Sea /  : R  —► E  la  fu n ción  defin ida  p o r  / ( x )  =  x  p a ra  to d o  
x  €  K  y  sea  a £ IR (fijo , a rb itrar io ). L u ego

/ ' ( a )  =  lim
h—*a

f{a +  h ) ~  f(a)
-- lim  (Q +  y ~  =  1.

h—*a n
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Por lo tanto
/': R — » R

x  i—> f '( a •) =  1

Figura 7.5: Derivada de la identidad

Ejemplo 3.- Sea /  : R —> R la función definida por f ( x ) = x n para todo 
x  £ R, n 6 {2,3,4,...} y'sea a g R  (fijo, arbitrario). Luego

f '{ a )  — limx —*a
f ( x )  -  /(a) 

x  — a limx—*a
x n — an

x  — a
n~i= n a

Por lo tanto
/' : R —> R

x  i—* f ' ( x )  =  n x n_1

Ejemplo 4.- Sea /  : [0, +oo) -+ M la función definida por f ( x )  = ^fx para 
todo x  > 0, y sea a € R+ (fijo, arbitrario). Luego

f ' ( a ) = lim f ( x )  -  f ( a ) II f % l ti II i
x—*a x  — a x—*a x  — a 2 Va

Por lo tanto .
(0, + od) -

i 
i

(h
) II £1
-

X  H-

Ahora damos una observación que usaremos en los dos siguientes ejemplos.
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O b s e r v a c ió n .  C om o

1 — eos h (1 — cosh)(l +  eos h) senh senh

entonces

h(l +  cosh) (l +  cosh) h

1 —  eos h'

V h ¿  0,

lim
h—>0

E je m p lo  5 .-  C om o

sen ( i  +  h) — sen x
limh—0 =  limh-.0

=  lim  h—*0

=  0 .

sen x ■ eos h +  sen h ■ eos x — sen x

( senh\
— ) +SenX

eos h —  1

c o s í  • 1 +  senx ■ 0  =  c o s í ,

con clu im os que

sen'(x) =  c o s ( i )

E je m p lo  6 . -  A n álogam en te, com o

lim h—o
eos ( i  4- h) —  eos x

O
.§r
—
Jt

II eos i  • eos h  --  sen h ■ sen x — eos x
h h

=  lim/i—0 ( cosh —  1 
~ h ~ (

senh\

=  c o s í  ■ 0 — senx ■ 1 =  — sen x ,

con clu im os que

cos'(x) —  — sen{x)

E je m p lo  7 . -  Sea /  : E  —► R  la función  defin ida p or  / ( i )  =  — para tod oi
i  0, y  sea a 0 (fijo , arb itrario). L u ego

/'(a)=lim
_J___l
a + h  a

h
- ím -1
h—*o a{a +  h) a 2
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Por lo tanto
R -{0 )

/'(*) = - 3
Ejemplo 8.- Sea /  : R —* R la función definida por /(x) = |x| para todo 
x 6 R, y sea a e R:

. „  . . .  , |a +  /i| — lal .. (a +  h ) —a• Si a > 0, f i a )  = lim —---- --------= lim------- -------= 1.h-*o h h—o h
 ̂ |aJ-/i| — lal ~(a + h) +  a• Si a < 0, f i a )  = lim  ------=-------= lim-------- r------- = —1.v fc—o h /1-.0  h

• Si a = 0, como = — , no existe /'(O).x — 0 x
Observe que esta función tiene un cambio brusco (cúspide, punta o esquina) 
en el origen de coordenadas. Note también que esta función es continua en 
el cero, sin embargo no es derivable en este punto.

i) -  5x , x 0 
, x — 0.

Ejemplo 9.- Sea /  : R —> R la función definida por

.. . í x7cos(^
/(*) = | o

Halle /'(0).
Solución.- Como

/i-.o h  /i—*o [
tenemos que /'(0) = —5-

Ejemplo 10.- Sea /  : R —> R la función definida por 

f (x)  =  -—y/\x\ +  1 V x e R.

Observe que:

=  - 5 ,

• si x > 0, f (x)  =  - s f x -  1 y / ' ( x )  = -1
2y/x

si X < 0, f{x) = -  V-x  + 1 y f'{x) = 2V—z
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• ¿E x iste  la  derivada  de f cu a n d o  x  =  0? 
R esp u esta : com o

-1
/ ( * ) - / (  0) - V R  j ^

x  — 0 x  • i

[ 7 ^  '
n o  ex iste  la  derivada  de  esta  fu n ción  en el cero .

x  >  0

x  <  0

F ig u ra  7.6: f(x) —  -^/\x\ +  1 V x  e R .

L a  sigu iente  p rop os ic ión  nos h ab la  sob re  la  con tin u id a d  (p u n tu a l) d e  una 
fu n ción  derivab le .

P r o p o s i c i ó n  7 .1 .1  Si una función f es derivable cuando x =  a, entonces 
f es continua en x —  a.

P r u e b a :  Si x  ^  a 

luego
lim  f(x) =  f(a) ■ 0 +  / ( a )  =  f{a). 
x—*a

A sí, /  es con tin u a  en el p u n to  a. □

E l re c íp ro co  de esta  p rop o s ic ió n  es en general falso. L os  con tra e jem ­
p los  están  en  los e jem p los  8 y  10.
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*
7.2 Algebra de las derivadas

H asta  ahora  hem os hallado la  derivada de una función  en un pu nto 
usando solam ente la defin ición ; sin em bargo, para funciones más sofisti­
cadas, esto  se torn a  m u y engorroso. Es p or  ello que necesitam os de algunas 
propiedades que faciliten  su c á lc u lo .

T e o r e m a  7 .2 .1  Si / ,  g : R  —* IR son funciones derivables en a y A £  R , 
entonces:

1. f  +  g es derivable en a y

(.f +  9),(a) =  f,(a)+g,(a).

2. Xf es derivable en a y

( A / ) ' ( a )  =  A / '( a ) .

S. fg es derivable en a y

(f9) ' ( a ) =  f'{a)g{o) +  f(a)9'{o)- “R e g la  d e  L e i b n i t z ”

A. — es derivable en a y 
9

í ) <a> = - ifwF
P r u e b a :

1. C om o

( /  + g){x) -  ( /  + g)(a) _  (  f(x) -  f(a) \ + ( g(x) -  g(a)
x  — a \ x —  a

tom a n d o  lím ite cu a n d o  x —* a, se con cluye la  prueba. 

2. B asta  observar que

(Af){x) -  ;A / ) ( a )  =  A ( f{x) -  f(a)

y  tom ar el lím ite re sp e cth o .
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3. C om o

( / g ) ( s )  -  (fg){g ) =  f(x)g(x) -  /{a)g{x) +  / ( a ) g ( x )  -  f(a)g(a) 
x —  a x —  a

-  ( M ^ j m g{x) + f {a)( É b W )
\ x —  a J \ x —  a J

y  ten ien do en cu enta  que g es con tin ua  en a (p u esto  que es derivable 
en a), tom a n d o  el lím ite cu an d o  x tiende hacia  a, con clu im os que

(/y)'(a) = f'ia)g(a) + fHg'{a)-

4. C om o  lim  g(x) =  g(a) y*—►a

( 0 ^ )  ( g ) (a)  =  =  _ ( 9(x)-g(a)\ 1
x  — o  x  — a \ x —  a ) g(x)g(a)

tom a n d o  el lím ite cu an d o  x  tiende hacia a se com p le ta  la de­
m ostración . • □

C o r o la r i o  7 .2 .1  Si f, g : R  —> IR son funciones derivables en a, entonces:

1. f — g es derivable en a y ( /  — g ) '( a )  =  f'(a) —  g'(a). 

f
2. — es derivable en a y 

9

( L \  <n\ _  f(a)9(a) ~  f(a)g'(a)
V g)  ( j [9(a)?

si g(a) 0.

P r u e b a :

1. B asta  usar los ítem s 1 y  2 del teorem a anterior.

2. E n  este caso usam os los Ítem s 3 y  4 del teorem a precedente.

E je m p lo  1 1 .-  D e r iv a d a  d e  la s  F u n c io n e s  T r ig o n o m é t r i c a s  
Y a sabem os que:

D(senx)  =  eos x D ( eos x )  =  — senx
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A h ora, si / ( x )  =  tanx =:
senx
--------- . entonces:
eos x

. sen' x eos x  — sen x eos' x eos2 x  +  sen2 x  2
/ (x) = -------7----rñ------- = ------ ñ----- =  sec i(eos x)¿ cosJ x

D  (tan x) =  sec2 x

A n álogam ente se prueba  que:

D(ctgx ) =  — esc2 x

D( sec x )  =  sec x ■ tan  x

D(cscx) —  — esex ■ ctgx

E je m p lo  1 2 .-  Sea f(x) =  xk ¿ o n d e  fc G Z  \ {0 } .
Si k >  0 ya  sabem os que f(x) =  fcxfe_1. S u pon gam os ahora  que fc <  0, es 

decir fc =  - n  con  n  G N, luego f(x) =  —  y

/'(*) (xn)2
n x ”  1 
x2n

=  — nx~n~1 =  kxk~ l

D(xk). -  fcx*“1 V x G Z  \ {0}.

E je m p lo  1 3 .-  D e r iv a d a  d e  la  r a íz  m -é s im a
Sea / ( x )  =  don de, m  G N y  m  >  2, y  sea a G R  (para  el cual existe 
\/a). Luego

/'(«) limx—► a x —  a

l i m ------------- r --------- -— ---------------------------------rr
x^ a (x  -  a) [ ^  +  ■ • ■ +  ]

_____________ 1_____________
V5m-1+ +

1 = i a± -l
m ŷ/a m 1 m
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D{x~) =  — x - - 1 
m

Interrogante .-
¿C óm o hallar la  derivada de la  función  / ( x) =  xr con  r S Q ?

La respuesta a  esta  in terrogante requiere el uso de la regla de la cadena, 
que pasam os a estudiar.

7.3 Regla de la cadena

L a regla de  la caden a  es un resultado m uy interesante que nos enseña a 
derivar la  com p osic ión  de dos o  m ás funciones. Presentam os aquí una de­
m ostración  bastante accesib le a  un estudiante (¡respon sable !) que recién 
inicia su carrera universitaria.

Teorema 7.3.1 Regla de la Cadena
Sean I, J dos intervalos y sean f : I —> R , g : J  —+ R  aplicaciones tales 
que f(I) C  J. Si f es derivable en c £ I y g es derivable en f(c), entonces 
g o /  : I —* R  es derivable en c y

{9°f)'(c) =  g'{f(c))-nc)

F igura  7.7: R egla  de la  C aden a
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P r u e b a :  Sea d =  f(c) y  sea G  : J  —► R  defin ida por 

g(y) -  g(d)

G(y) =

Siendo g derivable en d,

y -  d 

l 9'(d)

, y € J\{d}

, y =  d.

lim  G{y) =  lim  9ÍV) 9}$-  =  g'(d) =  G(d ), 
v— y— y —  a

es decir, la fun ción  G  es con tin ua  en d. L u ego

lim  G ( / ( x ) )  =  G ( / ( c ) )  =  G(d) =  g'(d) =  g'(f(c))
X —*C

P or o tro  lado, de  la  defin ición  de G ,

9(y) - 9(d) =  G{y) (y -  d) Vy 6 J.

E n particu lar

g(f(x)) -  f l ( / ( c ) )  =  G(f(x))(f(x) -  f(c)) Vx €  i. 

Así, para x ̂  c en I ten em os que

(3 ° /)(i) -  (fl° /)(c) =  G ( / ( x ) )
f(x) -  f{c)

(7 .1 )

P or lo  tan to, tom a n d o  lím ite cu an do  x — > c  y  u sando la ecu ación  (7 .1 ) 
con clu im os que (g o  f)'(c) =  g'(f(c))f'(c). □

E je m p lo  1 4 ,-S i / ( x )  =  x ^  con  m , n  €  Z  (n  >  0 ), ten em os que

/'(*) D [C-)1
= mjx*)™ 1- D( x^

A sí
£>(xr ) =  r-x7- 1 V r  G Q  \ { 0 }
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E je m p lo  1 5 .-  Si /  : IR —> R  es la fu n ción  defin ida por

( x2sen j  ; x  ^  0
f{x) =

0 ; x  =  0

tenem os que

y  com o

f'(x) =  2xsen ^  +  x 2 eos ^

f ( ° ) = l i m w ( i ) = ° ;

para x ^ O ,

con clu im os que

f'(x) =  |
2 x s e n (^ )  -  c o s ( i )  ; x ^ O  
0 ; x  =  0

N ote que en este e jem plo  la fun ción  / '  n o es con tin ua  cu a n d o  x  =  0 
(¿p o rq u é ? ), aun cu ando la  fun ción  /  si lo  es. Si den otam os p o r  C 1(7) al 
con ju n to  de tod as las funciones reales con  prim era derivada con tin ua  en el 
intervalo 7, con clu im os que

c ' w z c i l ) .
En general si den otam os p or  C ^  (7 ) al con ju n to  de tod a s  las funciones reales 
cuyas k prim eras derivadas sean continuas en el intervalo 7, se dem uestra 
que

E je m p lo  1 6 .-  Si 7 es un intervalo y  /  : 7 —> M es derivable en x  €  7, 
entonces

D(fn(x)) =  nfn~l(x)f{x)

E je m p lo  1 7 .-  Si 7  es un intervalo, /  : 7 —> R  es derivable en x  € 
/ ( x )  >  0, entonces

i y

E je m p lo  1 8  .-  Si /  es la  fun ción  defin ida  por

/ ( x )  = -------- .—  - .  para  to d o  x  €  [—1 ,1 ],
x  +  V i  — x 2
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1 + —2 x

entonces f i x )  = ------ —x—. Por lo tanto
V ' (x + vT=l?)2

} '{ x )  = x  — V I —: V x e ( - l , l ) \ { V2 / 2 } .
Vi — x2(l +  2xVl -  x 2)

7.4 Derivada de la Función Inversa
Teorema 7.4.1 Derivada de la función inversa
Sea f  : I  —► R continua e inyectiva y sea c £ /(/). S i f  es derivable en f * ( c ) 
y V 0) entonces la fu n ció n  inversa de f ,  f *  es derivable en c y

Prueba:

g =  r

Denotemos por g a la inversa de la función /, es decir g =: /* : /(/) —> I .  
Luego debemos demostrar que

lim »to  ~ = ...1___
*— C X  -  c /'(3(c))

(7.2)

Como x V c si y sólo si g (x ) V g{c) ( ya que /  y g son inyectivas ), demostrar 
la ecuación (7.2) es equivalente a demostrar

um ,  f (g(c))
x~*c 3W  -  fl(c) .

En efecto: sea e >  0.
Como /  es derivable en g (c ), 3r¡ >  0 tal que

y  £  I A 0  < \ y  -  g(c)| < 17 =>• f{y) ~ /(ff(c)) 
y -  ff(c)

/ ' ( 3 ( c ) ) < e (7.3)
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y  s ien d o  g con tin u a  en c, p a ra  r¡ >  0, 3  <5 >  0 ta l que

x  e  / ( / )  A \x — c| <  <5 = *>  \g(x) -  g(c)| <  77 (7 .4 )

A h o ra  si

x €  f(I) A 0 <  \x —  c\ <  5
(7.4)

g(x) G / A 0 <  |s(x) - g ( c ) |  < 7 7

( M ) Z(g(»)) -  /(g(c))
5 (x )  -  g (c )

-/'(g (c )) < e,

es decir
t o  A 8W) - /b ( c ) )  ,

3 (x )  -  p (c )

E s to  c o m p le ta  la  d em ostra ción . □

E j e m p l o s  1 9  C o m o  la  fu n ción  sen : [—§ , § ]  —► R  es con tin u a  e  in yectiva  
y  su ra n go  es el in terva lo  [—1 , 1], su  inversa  arcsen : [—1 , 1] —► [— \ , f  ] es 
b iy ectiv a  y

arcsen(senx) =  x  V x  €  [— j , § ]  ,-j
sen(arcsenx) =  x  V x  €  [—1 ,1 ].

F ig u ra  7.8 : F u n ción  S en o  y  su In versa
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P or o tro  lado, para x  S [— 1.1] tenem os que

sen' (arcsenx) —  cos(arcsenx) =  y/l — sen2 (arcsenx) =  \/l —  x2. 

Luego, sen' (arcsen x) ^  0 si y  s ó lo  si x 6  (—1 ,1 )

D(arcsen ( x ) )  =  ■ . Va; € ( —1,1)
V i  — x 2

E je m p lo  2 0 .-  C om o  la fu n ción  eos : [0 ,7r] —» R  es continua e inyectiva  y  su 
rango es el intervalo [—1 ,1 ], su inversa árceos : [—1,1] —> [0 ,7r] es b iyectiva
y

arccos(cosx) — x  V x  €  [0,7r] 
cos(arccosx) =  x  V x  £ '[ —1 ,1].

P or o tr o  lado, para  x e  [ - 1 ,1 ]  ten em os que

eos' (arccosx) =  — sen(arccosx) —  — y/l — cos2(arccosx) =  — yj 1 — x 2 . 

L uego, eos'(árceos x) 0 si y  só lo  si x  e  ( - 1 , 1 )

D(arccos (x ) )  = ----- - -*=r-y V x  6  ( - 1 , 1 )
V i  — x 2

F ig u ra  7.9: F u nción  cosen o  y  su Inversa
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E je m p lo  2 1 .-  C o m o  la función  tan : ( -■ § , f ) —► R  es continua e inyectiva 
y  su rango es R , su inversa ardan  : R  —> ( ~ f , f )  es b iyectiva  y

a rc ta n (ta n x ) =  x  V x  €  ( - £ ,  | ) 
tan (arctan  x )  =  x  V x  G R .

P or o tro  lado, para  x  G R  tenem os que

ta n '(a r c ta n x )  =  sec2(a r c ta n x ) =  1 - f  ta n 2 (arctan  x )  =  1 +  x 2.

Luego, ta n '(arctan  x j  0 V x  G R

D (a r c t a n (x ) )  =   ̂ V x  G R1 + x¿

F igura  7.10: F u nción  tan gen te y  su Inversa

Problema.- D em uestre que:

i) D(arcdg  ( x ) )  =  — ■ ■ * V x  G R .
1 -|- x¿

ii) D(arcsec(x)) =
|x|\/x2 -  1 

1
|x|Vx2 — 1

si |x| >  1. 

si Ixl >  1.iii) D(arccsc(x)) =  —
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7.5 Derivación Implícita
C onsiderem os la expresión

F ( x , y )  =  0
que indica  que la  relación  F  entre los núm eros x  e y es igual a cero. E jem plos 
de esto  son:

3 x - 5 y  +  4 ^ 0  (7.5)
x 2 +  y 2 * -  1 = 0 (7.6)
x 2 + y 2 + 1 = 0 (7.7)

2y5-3y3 +  5y2+ x  = 0 (7.8)
V olv ien do  a la  expresión  F ( x , y )  = 0, p roced am os de la  siguiente
m anera: D a do  un x 0 £  R , si existe al menos un y £  R  tal que F ( x 0 , y) =  0, 
elegimos uno de ellos al que denotamos por y0 y lo denominamos “imagen” 
de x 0; es decir, a cada x 0 de un subconjunto A  C  R  le asignamos un elemen 
to y £  R  usando la relación F .  Podemos denotar a la imagen por y =  f ( x ) ,  
donde “f ” indica la manera de cómo le asignamos el correspondiente y  de 
x  (teniendo en cuenta que debe satisfacer F ( x , y )  =  0 ). A s í, definimos la 
función f : A  —* R  tal que

F ( x , f ( x ) )  =  0.

V eam os a lgu nos..........
Ejemplos:

1. Si F ( x , y )  = :  3x -  5y +  4 =  0; d a d o  x  =  1, F ( í , y )  = 3 - 5 y  +  
4 =  0 im plica  que y  —  lu ego / ( 1 )  =  |. A n álogam en te, para 
x  =  0, F ( Q , y ) =  —5y +  4 =  0 im plica  que y =  luego / ( 0 )  =  
O bservam os que si F ( x , y) =  3 x — 5y +  4 =  0, pod em os  defin ir la 
ap licación  /  : R  —* R  p or

que es una ley  de corresp on d en cia  (d ed u cid a  de  F ( x , y )  =  0) que 
asigna a  ca d a  x  £  R  u no y  só lo  un elem ento y  =  f ( x )  £  R .

2. Sea ahora  F ( x ,  y) = :  x 2 +  y 2 —  1 =  0. U sando el m ism o p roced ­
im iento anterior vem os que, para  x  =  0, F ( 0 , y) =  y 2 —  1 =  0 im plica
que y =  ± 1 ;  escogem os u n o  de ellos, p or e jem p lo  y  =  —1, es decir



Capítulo 7. Derivadas 217

/ (O )  =  —1. Para x  =  2, F ( 2 ,y )  =  4 4- y 2 -  1 =  0, m uestra que no 
existe ningún y  £ R  tal que F ( 2 ,  y) =  0, es decir x  =  2 n o tendría 
“ im agen ” m ediante / .  P a r a x  =  - í = , / ( - í = , y )  =  | + y 2 - l  =  0 im plica 

que y  =  E lijam os y =  o  sea / ( - ^ )  =
P roced ien d o  de esta m anera y  e l ig ie n d o  el valor n egativo de los val­
ores de y (cu an do  los tu v iera ), observam os que nuestra función  /  puede 
ser d ed u cida  de F ( x , y )  =  x 2 +  y 2 —  1 =  0 de la  siguiente m anera:

y2 = 1 -  x2
y  =  ± V l  — x 2 V i S [ —1,1 ].

• L u ego, de acu erdo a nuestra e lección , la  función  /  sería

/  : [ - 1 ,1 ]  —► R  defin ida  p o r  f ( x )  =  -y/l -  x 2 , ta l que 

F ( x , y )  =  F { x , f ( x ) )  = x2 +  [/(x)]2 -  1 =  0.

• C on  el m ism o argu m en to p od ría m os  ob ten er o tra  función

g : [ - 1 ,1 ]  —► R  defin ida  p or  g (x ) =  a/ 1 -  x 2,' tal que 

F ( x ,  y) =  F ( x ,  g (x )) =  x 2 +  [y (x )]2 - 1  =  0.

• P od em os  ob ten er tam bién  la función

A : [—1 ,1 ] —* R  defin ida  p or  h (x ) =  /  ; ̂ —vi — x ¿ x € I

tal que F ( x , y )  =  F ( x ,h ( x ) )  =  x 2 +  [ /i(x )]2 — 1 =  0.

3. Sea F ( x ,  y) =: x 2 +  y 2 + 1  =  0. Para  x o  €  R , F ( x 0, y) =  x 2 +  y2 + 1  es 
siem pre un num ero p ositivo , lo  que indica  que no p od em os  designar 
una im agen a ningún xo €  R . E n  otras palabras, n o p od em os  obten er 
una fu n ción  /  con  la ayuda de

F ( x ,  y) =  0.

Este ejemplo nos muestra que de la ecuación F { x ,y )  =  0 no siempre 
se puede obtener una función f .
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4. Sea ahora
F(x, y) = :  2y5 -  3 y 3 +  5y2 -  y +  x =  0.

Para x Q =  0, Fifi, y) =  2ys -  3y3 +  5y2 -  y =  0 im plica  que existe 
al m enos un va lor y €  R  tal que F(0, y) =  0. En general, para un 
x 0 £ R  cualquiera,

F{xo, y )  =  2y5 -  3 j/3 +  5y2 -  y +  x0 =  0

es un p o lin om io  en y de  q u in to  gra d o  (grado  im par) y  d ebe  tener al 
m enos una raíz real, lo  que quiere decir que p od em os  asignar a xo  un 
yo tal que F(xo , yo) =  0. E n  este caso, n o es fácil ded ucir la ley de 
corresp on d en cia  y0 =  /(a ro ) a partir de F{x0 , y) =  0. P or  lo  tan to , a 
pesar de haber d e te cta d o  la ex isten cia  de  p or  lo  m enos una función  /  
que satisfaga

F{  x , / ( x ) )  =  0,

encontrar de  form a  ex p líc ita  esta  fun ción  pu ede  ser una tarea  m uy 
laboriosa , d ifícil o  desalen tadora; ( ¡Felizm ente esto  n o  será necesario!).

D e f in ic ió n  7 .5 .1  Si d eterm inam os que es posib le  definir una función  a  par­
tir de F ( x , y) =  0, d irem os qu e  esta  fun ción  está  d e f in id a  e x p l í c i t a m e n t e  
si pod em os  expresarla de  la  form a

y =  f(x) con  F ( x , / ( x ) )  =  0.

Así, en el e jem plo  1 de F(x,y) =  3 x  — 5y +  4 =  0 p od em os  definir 
exp lícitam ente la  función

/ : M —> R  p o r  /(a r ) =  ^ x + ^ .O O
Igualm ente de F(x, y) =  x 2 +  y2 -  1 =  0 del e jem p lo  2 p od em os  definir 
exp lícitam ente las funciones:

/  : [ - 1 ,1 ]  —  R  /  / ( x )  =  - ^ / ^ ^  

g : [ - 1 ,1 ]  - »  R  /  g(x) =  Vi -  x2

* : [ - U l - R  / * ( . ) - {  ^ = 5  .
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D e f in ic ió n  7 .5 .2  Si de F(x,y) =  0 determ inam os la  existencia  de una 
función que n o pod em os  expresar en la  form a y =  f{x), direm os que en 
F ( x , y) =  0 hay una fun ción  im p l í c i t a m e n t e  d e f in id a .

El e jem plo  4 nos m uestra que en la relación

F(x, y) =  2y5 -  3y3 +  5y2 -  y +  x  =  0

hay una función  im plícitam en te defin ida

D e to d o  lo  exp u esto  previam ente surgen las siguientes in te r r o ­
g a n te s .  D ad a  la  relación  F ( x , y) =  0,

(i) ¿C u á n d o  esta  relación  define p or  lo  m enos una fun ción?

(ii) ¿S on  éstas funciones derivables?

(iii) Si hay una función  im plícitam en te defin ida y  adem ás es deri- 
vable, ¿ có m o  se halla  su derivada?

La respuesta la ob ten drem os de un teorem a d en om in a d o  “Teorema de la 
Función Implícita” que da  las con d icion es necesarias para  la existencia  de 
una función  im plícita  derivable d ad a  p or F(x,y) =  0. L a  dem ostración  
de este teorem a es com p eten cia  del cá lcu lo  avanzado, p o r  lo  que es m ejor 
ded icarn os,a  ilustrar las ap licaciones de (iii).

C onsiderem os nuevam ente:

F(x, y) =  x2 +  y2 —  1 =  0

don de  /(x ) =  —V 1 — x 2 y  g (x ) =  vOL — x 2 son  las funciones explícitam ente 
definidas de F ( x , y ) — 0. Sabem os que f  y  g son  derivables para to d o  
x  €  ( - 1 , 1 )  y

(7 .9 )

(7.10)

Sin em bargo, si en  la ecu ación

æ2 +  y 2 — 1 =  0 (7.11)
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asum im os que y  depende de x  (o  sea y =  y(x)) y  derivam os la ecu ación
(7 .1 1 ) , obten em os:

2a: +  2 y (x )y '( x )  =  0 (7 .12)

don de  hem os u sado le regla de la caden a  para derivar [y(m)]2. L uego, de

(7.12) tenem os y'ix) =  — , es decir, si hay alguna función  y —  y (x )  definida
y

en F(x, y) =  x2 +  y2 —  1 =  0 su derivada d ebe  ser:

y'(x) =  — — (7.13)y
Es fácil com p rob a r  que cu a n d o  y =  f{x) o y =  g(x) de (7 .13 ) ob ten em os 
las fórm ulas de (7 .9 ) y  (7 .10 ). A dem ás, n otem os que x2 4- y2 —  1 =  0 es 
la ecu ación  de la circun feren cia  de radio  1 y  de  cen tro  en el origen  de 
coordenadas. Las funciones y =  f{x) y  y =  g(x) tienen p or gráfica  la 
sem icircun ferencia  in ferior y  superior respectivam ente. L a  igualdad (7 .13) 
nos da  la pendiente de la tangente en cad a  pu nto (x , y) de la circunferencia, 
m ientras que y' =  f'(x) es la p en d ien te  de la  tangente en el pu n to  (x , y) 
de la sem icircun ferencia  in ferior y  y1 =  g'{x) nos d a  la pen dien te  de la 
tangente en (x , y) de la sem icircun ferencia  superior.

V eam os o tros  ejem plos:

1. Sea F ( x , y ) =  y 5 4- 4y 3 — 3x y 2 +  x y  +  7 =  0. S abem os que hay al 
m enos una función  y =  y (x )  defin ida im plícitam ente en F ( x ,  y) =  0. 
C a lcu lem os y '{ x ) :

5y  V  +  12y2y ' -  6xyy' -  3y2 +  x y ' +  y =  0.

2.

L u ego
/ /  x _  3 y 2 -

^ 5 y4 +  12y2 — 6 x y  +  x '

Sea F(x, y) =  x 3 +  2x y 2 +  y 3 — 1 =  0. Si existe una función  y  =  y (x )  
defin ida  im plícitam en te, su derivada d ebe  sa tis facer:,

3 x 2 +  2 y 2 +  4 x y y ' +  3 y 2y ' =  0,

o  sea

y1 = - 3 x 2 +  y 2
4 x y  +  3y2 ’
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N otar que este m éto d o  de derivación  está  con d ic ion a d o  a la existencia  de 
una función  defin ida  im p l í c i t a  o  e x p l í c i t a m e n t e  en F(x,y) =  0. Es 
decir, si existe la  función, su derivada se ca lcu la  de la m anera expuesta.
El hecho de “ ob ten er” la derivada n o  im p lica  la existencia  de la función. P or
ejem plo , de x 2 +  y2 +  1 =  0 ob ten em os 2x +  2yy’ =  0, luego y' = ----- . P ero

V
sabem os que n o  hay n inguna función  y =  y(x) defin ida en x2 +  y2 +  1 =  0.

E ste m étod o  tam bién  puede tener ven ta jas  para calcu lar la derivada 
de algunas fun ciones del t ip o  y =  / ( x ) .  P or  e jem plo , si

V =
x2 +  5 
x  — 1

para  to d o  x >  1

entonces y 2{x — 1) =  x 2 +  5, y  derivando, 2y y '{ x  — 1) +  y 2 =  2 x , es decir

2x -  y2
y' = 2y(x -  1) ‘

Luego, reem plazan do el valor de y , 

x2 +  5
2x —

V = x —  1 x2 -  2x -  5

A sí

2(x -  1)

y' =

x2 +  5
2 (x  -  l ) 2

x —  1

x2 —  2x —  5 
2(x — 1)3/2 ( l2  -I- 5 )1/ 2

x 2 +  5 
x  — 1

7.6 Ejercicios Resueltos
1. Sea /  : R  —> R  la  fun ción  defin ida  p or

(a ) ¿ E s  /  con tin ua  en [ - 1 ,1 ]  ?

(b )  ¿ E s f  con tin ua  en [—1,1] ?



b n  cada caso justm que su respuesta. 
S o lu c ió n .-

(a) Si x ^  0, por la teoría de funciones continuas, /  es continua en

x, y como lim f (x ) = lim x5sen ( ) = 0 = /(O), se tiene x—>o x—»o V x4 /
tam bién que /  es continua en 0 , es decir esta función es continua 
en [ - 1, 1].

(b ) C om o / '(O )  =  lim x 4sen ( —r ] =  0, se tiene que
x —>0 V x 4 )

f ' (x )  =
5x4sen (^ r )  -  4cos ( ¿ t )  , i ^ 0

0 , x =  0

Luego /  es continua en x , para i  0. Por otro  lado, com o 

x n =  —r=3 —* 0 y  f ( x n) — - 4 ( - l ) n =  ± 4 ,  no se tiene que
y / n  n

f' {xn) —> / ' ( 0) =  0 , es decir /  no es continua en el cero, ni en el 
intervalo [—1, 1],

2. Hallar la derivada de la función /  definida por f { x )  
S o lu c ió n .-
Basta con  aplicar la regla para derivar un cociente, así:

a +  bx 
c +  dx

/'(*)
b(c +  dx) — d(a +  bx) 

(c 4- dx)2
be +  bdx — ad — bdx 

( c +  dx)2

Por tanto
be — ad c

(.c +  dx)2 V x ^ ~ d '

3. Sean /  y  g dos funciones definidas en tod o  K tales que:

(a) g(x) =  xf(x) +  1
(b) g{x +  y) =  g(x) • g{y) y

(c) lina/(x) =  1
s -+0
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P robar que g'(x) =  g{x).
S o lu c ió n .-

g'{x) =  lim (9 iim  3{x)g(h) -  g(x)
h-*0 /j h _0  h

=  $ (* )  i™  £ Í ^ I z i  (= } 5 (x ) lim
h—0 h 'h —o h

=  í W l i m / W  =  S(*)

Así g'(x) = £r(:r).

4. Sea /  : [—1,1] —+ K una función definida por

f ( x ) _  |  *  +  2 i 2se n  ( i )  , x € [ - l , l ] \ { 0 }

(a) Halle / '(O ).

(b ) M uestre que } '  no es continua en x  — 0.

(c ) ¿Es la función / '  m onótona en [ - 1 ,1 ] ?  '

S o lu c ió n .-

h-* O 1 +  2hsen ( — = 1 .

(b ) f ( x )  =
1 4- 4 xsen  ( i )  — 2cos (^ )  , i  ^  0

 ̂ 1 , x =  0
Observam os que xn =  —* 0. Si f  fuese continua en el 0 se
tendría que f ( x n) — > / '(O )  =  1. Pero

f ' ( x n) =  14- —— sen(2nir) — 2cos(2n7r) =  —2 
2n7r

que naturalm ente no converge a 1. Por lo tanto f  n o  es continua 
en el 0.

(c) Respuesta, f  no es m onótona en [—1,1], puesto que f { ~ )  =  3 
(positivo) y / ( ¿ r )  =  - 1  (negativo).
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5. (a) Dar un ejem plo de una función /  : (a, 6] —» R, diferenciable en 
(a, b), con /(a) =  f{b), tal que / ' ( x) 0, para todo x  €  (a, b)

(b ) Dar un ejem plo de una función /  : R  —*■ R  derivable en un único 
punto de su dom inio (D¡ — R ).

Solución.-

Í x  , x  €  (a, 6)

,

, x  €  {a , b}
y notar que f ' (x )  =  1 V x  6 (a, b).

(b ) Sabemos que la función
f ( x )

x  €  Q  
x  e  I

no es continua en x  para x  jí 0, luego no es derivable en x  para 
x  0. Por otro lado, afirmamos que /  es derivable en el 0 y 
que / '(O ) =  0. En efecto: sea e >  0. Debem os demostrar que 

> 0 /  0 < |/i| < á ==> < s.
Note que

m h2
h h = 1*1, si h 6  Q

y
m 0

h h
Por lo tanto elegimos 5 =  e y  tenemos que

0< \ h \ < 5

o
'1 m

h - 0 h
< |/i| < 5 = e.

6. Sea L : R + —* R  una función derivable tal que L'(x) =  — para todo 

x  >  0, y  sea g : R  —* R + la inversa de L:

(a) Muestre que g'(x) =  g{x).
(b) Si / ( x )  =  ag(3x) +  bg(2x) (a, b e  R ), halle

/ " ( x ) - 5 / ' ( x )  +  6 / (x ) .
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S o lu c ió n . -

(a) S abem os que (Log)(x) =  x  V i e R ,  luego derivando y  aplicando 
la regla de  la caden a  se tiene que

L'{g{x)).g'(x) =  1 

es decir — ■ g'(x) =  1, así

g'(x) =  g{x) V x  €  R

/ ( x )  =  a g (3 x ) +  6 g(2x)
/ ' ( x )  =  3 a g (3 x ) +  26^(2x)
/ " ( x )  =  9 a g (3 x ) +  46 g (2x )
—5 / ( x )  =  — 1 5 a g (3 x ) — 106p(2x)
6 / ( x )  =  6ag( 3 x ) +  6 6 g (2x ).

/ " ( x ) - 5 / ' ( x )  +  6 / ( x ) = 0 .

7. Sea /  : M —> M la fun ción  defin ida p or

/ ( x )  =  ^ s e n (3 x )  \ / s e n (3 x ) — ^ s e n 3(3 x ) \ /s e ñ (3 x )

M uestre que / ' ( x )  =  c o s 3(3 x ) y/señ{3 x ) V x  €  K .
S o lu c ió n .-
C om o

/(x ) =  isen4/3(3x) -  sen 10/3(3x)

entonces

=  T ‘ o ' 3 s e n 1/,3(3 x )c o s (3 x )  — ^  • 3 sen 7^3(3 x )co s (3 x )
4 o  IU o

=  se n 1,/3( 3 x )c o s ( 3 x ) { l  — sen 2( 3 x ) }  =  sen1/3 (3 x )c o s 3 (3x ) 

P or lo  tan to

(b )
C om o

y
P or lo  tan to

f(x) =  cos3(3x) y/sen(3 x ) V x e R .
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8. Sea /  la  fun ción  real de variable real defin ida p or  / ( x ) =  para  to d o  

x  6  ( —1 ,1 ) . H alle un p o lin om io  p  de grad o 5 ta l que p (* l(0 ) =  / ( * ) ( o )  
para k =  1 ,2 ,3 ,4 ,5 .
( p W  den ota  la fc-ésim a derivada de p. )
S o lu c ió n .-  En prim er lugar observe que

/ (fc)( z )  =  ■ _ ^ fc+1 para  A: =  0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 .

P or  o tro  lado , si

p (x )  =  ao +  a j í  +  a^x2 +  (Z3X3 +  a 4x 4 4 - a 5x 5

entonces
p (* )(0 )  =  klaic para  k =  0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 .

A sí de la  con d ic ión  im puesta  ten em os que p (fc)(0 )  =  / ^ ( 0 ) ,  es decir 
¿ la *  =  k\, de  d on d e  se con clu y e  que

p (x )  = =  1 +  x  +  x 2 +  x 3 +  x 4 +  x 5

9. Sea /  : E  - * K  una  fu n ción  derivable en a, p ruebe que

w  /i—+0 2/i

S o lu c ió n .-  C om o

f(a +  h) —  f(a —  h) _  1 f(a +  h) -  f(a) 1 f{a-h)~f(a)

2h 2 ’ /i +  2 ‘ - / i

/ ( a  —  h) —  f(a) ...
y  l i m -------------- :------------=  /  (a ) , con clu im os queh—o ' w  m 10

10. H allar la ecu a ción  de la recta  tan gen te y  de la recta  norm al a la  curva 

C : x2 +  2y2 — 19 =  0

en sus pu n tos  de abscisa  1.
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Solución.-
L os pu n tos  de abscisa 1 son (1 ,3 )  y  ( 1 , - 3 ) .  A h ora  derivando 
im plícitam en te la ecu ación  se tiene que 2x  4- 4y ■ y' =  0, de don de

A sí

^ ( 1 , 3 ) ------ 1  y  y ' ( l , - 3 )  =  g .

P or lo  ta n to  en (1 ,3 )

C t  : x +  6y =  19 y  £ jv  : 6 x  — y =  3

y  en ( 1 , - 3 )

C t  : x  — 6y =  19 y  : 6 x  +  y  =  3.

7.7 Ejercicios Propuestos
1. Sean c  €  R  y  /  una fun ción  derivable sobre R . Si g(x) =  f(x +  c), 

dem uestre partiend o d e  la defin ición  que g'(x) =  f'(x +  c). A dem ás, 
si h(x) — J(cx) , dem uestre que h'(x) =  cf(cx).

2. Sea /  : R  —► R  una función  defin ida  p or  f(x) =  x2 para  x  racional, 
y  f(x) =  0 para  x  irracional. P ru eb e  que /  es derivable en x =  0 y 
en con trar / '(O ) .

3. (a) P ru eb e  que f(x) =  x 1/3 V x  G R  n o  es derivable en x  =  0.

(b )  ¿E s la  fun ción  f(x) =  y/\x\ V x  €  R  derivable en x  =  0? 
Justifique su respuesta.

4. H alle la  derivada  de la función  f(x) =  |x2 -  1| V x  £ R .

5. Sea / ( x )  =  |x|3 para to d o  x  e  R . D eterm in ar / ' ( x ) ,  f"(x) para  i j ¿ 0 .  
P ru eb e  adem ás que n o existe /  (0).

6. D eterm in ar to d o s  los puntos en los que las siguientes funciones reales 
son  derivables, luego encontrar las respectivas derivadas:
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(a ) / ( x )  =  |xr¡ +  \x +  1| (c )  f(x) =  x\x\

(b )  / ( x )  =  2 x + | x |  (d ) / ( x )  =  |senx|

7. S u p on g a  que /  : R  —> IR es d erivab le  en  t o d o  p u n to  de R . Si /  es una 
fu n ción  par, p ru eb e  que / '  es u na  fu n ción  im par.

8. S u p on g a  que /  : R  —► R  es d erivab le  en  t o d o  p u n to  d e  R . S i /  es una 
fu n ción  im p ar, p ru eb e  q u e  / '  es u na  fu n ción  par.

9. Sea  L  : R +  —+ R  u na  fu n c ión  derivab le  ta l q u e  L'(x) =  —  para  t o d oX
x  >  0. C a lcu la r la  d er iv a d a  d e  las sigu ientes fun ciones:
/ ( x )  =  L(2x  +  3 ), g(x) =  ( L ( x 2) ) 3 , h(x) =  L ( L ( x 5)) .

10. S u p on g a  que /  : R  —» R  es d erivab le  en c y  que / ( c )  =  0. P ru eb e  que 
g(x) =  | /(x )|  es d er iv a b le  en  c  si y  s ó lo  si / ' ( c )  =  0.

11. D em u estre  que D (a r c  c tg  x ) = —-— — p a ra  to d o  x  €  R .
1 +  x¿

12. (a ) D em u estre  q u e  are sec  x = a r c  e o s — siem p re  q u e  |x| >  1.
x

(b )  D em u estre  q u e  D (a r c  sec x ) = -------\  s iem p re que |x| >  1.
|x|vx2 -  1

13. D em u estre  q u e  D (a r c  esc x ) = — — p L = =  siem p re  q u e  |x| >  1.
|xI \ x — 1

14. Sea  /  : R  —* R  la  fu n ción  d e fin id a  p o r  / ( x )  =  x 2sen  (^ y ) para  x  ^  0, 
y  / ( 0 )  =  0. P r o b a r  q u e  /  es d er ivab le  en R . P r o b a r  asim ism o que la 
der ivad a  f  n o  e stá  a co ta d a  en  [—1 ,1 ].

15. Si /  : R  —» R  está  d e fin id a  p o r  f(x) —  2x4 +  x 4sen  ( ^ )  p a ra  x  =£■ 0 
y / ( 0 )  =  0, p ru e b e  q u e  su  der ivada  / '  t ien e  va lores estrictam en te  
p os it iv os  y  e str icta m en te  n eg a tiv os  en  cu a lqu ier  v e c in d a d  de  0.

16. S ea  /  u n a  fu n ción  real ta l que | /(x)|  <  |x|“  V x €  R , a >  1. ¿E s 
la  fu n ción  f d ife ren cia b le  en  0? ¡Justifique su respuesta !

17. Sea  /  u n a  fu n ción  real ta l que: f(a) =  g(a) =  h(a), f(x) <  g(x) <  
h(x) V x e  R  y  f'(a) =  h'{a). P ru eb e  que g es d iferen cia b le  en  x  =  a 
Y / ' ( a )  =  s'(a) =  fi'(a).
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18. D a d a  la  fu n ción  f(x) =  

d e fin ición  / ' ( 0 )  (si ex iste ).

19. H allar, si ex iste , / ' ( 3 ) ,  d on d e

x2 +  1
para  to d o  x €  R , halle p or

f{x) =  \x-  3|3(x -  3) +  x3
3

1 2

20. H allar, si es p os ib le , va lores p a ra  a y  6 d e  m o d o  que la fu n ción :

/(*)
27

ax2 +  bx +  c

, W > 3  

> M  <  3

sea  con tin u a  en  x =  3 y  d iferen cia b le  en x =  - 3 .

21. H allar / '( O )  si la  fu n ción  /  es de fin id a  p o r

_  /  9(x) s e n i  si x ±  0 
0 si x  =  0

¿f
d o n d e  la  fu n ción  g sa tis face  q u e  g'(0) =  g (0 )  =  0.

22. Si /  : I — * R  es con tin u a  e in yectiva , p ru eb e  que /  es estrictam en te  
m o n óton a .

23. S a b ien d o  que a es un n ú m ero  real fijo , ¿  p a ra  qué va lores  d e  a  y  /3 la  
fu n ción  /  de fin ida  p or :

i
H

a +  ¡3x

|i| >  a 
|x| <  a

es d iferen cia b le?

24. Si la der ivad a  d e  u na  fu n ción  es ce ro  en t o d o  su d o m in io , ¿se  pu ede 
con clu ir  q u e  la fu n ción  es con sta n te?  ¡Justifique su respuesta !

25. D a d o  que la  fu n ción  f(x) =  x3 +  2x +  1 Vx €  E  p osee  inversa  / *  en 
R , en con tra r el valor de  ( / * ) - 1 (y )  en los p u n tos  corresp on d ien tes  a 
x = 0,1 y - 1 .

26. Sean / ( x )  =  |x| +  3 x  y  g(x) =  | x  -  ¿|x|.
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(a) Verificar que no existe /'(O) ni g'(0).
(b) ¿Existirá (/ o g)'(0)?

27. Hallar la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la 
curva C : x2 +  y2 — lOx + 16 = 0 en sus puntos de abscisa 6.

28. Muestre que:

29.

(a) Si y =  f(x ) x2 +  2x +  2 , se verifica que 1 + (y1)2 =  2yy"

(b) Si y = a H-------- -,'se verifica que y — xy' = a(l + x2y').
ax +  1

(c) Si y =  yj4x +  4, se verifica que [1 + {y')2\y2 — 4yy' — 4x = 0. 
Calcular la segunda derivada y" en las siguientes ecuaciones:

(a) y/x +  y/y — y/á (c) x2y — xy2 =  16 
x — 1(d) y 2  = x2 + 5

30. Sea /  : IR —* R una función derivable dos veces en a, es decir existe 
/"(a). Pruebe que

/"(a) =  lim / ( °  +  '0 - W 0  +  / (» - '» )  
v ' h->o h2

31. Sea /  : [a, b] —> E derivable en (a, b) salvo en xo € (a, b), además
lim /(x) = L. Demostrar que f '(x o) = L.

X — + X o

32. Sea /  : [0,1] —> R continua en [0,1], /(0) = 0 y /  derivable en (0,1).
Demuestre que si /  es creciente en (0,1) entonces la función g(x) =
/(x) . . . .----- es también creciente.x

33. Sea a € R+. Demostrar que no existe ninguna función /  : R —> R que 
satisfaga simultáneamente las tres condiciones siguientes:

(a) /  es derivable en [0, oo)
(b) /'(0) = 0
(c) f { x )  > a para todo x > 0.



Capítulo 8

Aplicaciones de lá 
Derivada

8.1 El Teorema del Valor Medio T V M

D e f i n i c i ó n  8 .1 .1  E x t r e m o s  L o c a l e s  y  A b s o l u t o s
Sean I un  in terva lo  en  R , /  : I —► R  une. fu n ción  y c £ I. Se d ice  que

(i) /  tiene un m í n im o  l o c a l  en  c  si ex iste  5 >  0  ta l que

/(c) <  f(x) V x  G Is{c) n I.

E n  este  ca so  f(c) se llam a  m ínim c 'o c a l d e  / .

(ii) /  tien e un m ín im o  a b so lu to  en  c  si

/ ( c )  <  f{x, V x  G / -

E n  este  ca so  / ( c )  se llam a  m ín im o  t .ls o lu to  d e  / .

(iii) f tien e  un  m á x i m o  l o c a l  en  c si ex isV  d >  0 ta l que

/(c) > f(x) V x  G /¿(c) n I.

E n  este  ca so  / ( c )  se llam a m á x im a  lo ca l d e  / .

231
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(iv) /  tiene un máximo absoluto en c si

f'c) > f(x) Vx<=I.

En este caso /(c) se llama máximo absoluto de /.

(v) /  tiene un extremo loca: (absoluto) en c, si se tiene alguno de los 
casos anteriores y el valor /(c) se llama extremo local (absoluto) de 
la función f.

Si /(c) es un extremo absoluto de / ,  entonces /(c) es un extremo local de /,  
mas el recíproco en general es falso. Esta definición se ilustra en el siguiente' 
gráfico.

Figura 8.1: /(ci) máximo absoluto, /(C3) y /(c5) son máximos relativos; 
/(C2) mínimo relativo y / ( 04) mínimo absoluto.

Si /  : [o, b] —> M es una función continua, por el teorema de los valores 
extremos TVE, existen c,d z [a, 6] tales que /(c) < f(x) < f(d) para todo 
x G [a, 6], es decir, en este aso  se garantiza la existencia del máximo y 
mínimo absoluto de la funde r. f. Luego surge la siguiente interrogante, 
¿cómo hallarlos?. Para responder a esta interrogante demostraremos los 
teoremas de: Fermat, Rolle y v üor Medio; antes recordamos que el interior 
de un intervalo I, denotado poi :nt(I), es el mismo conjunto I sin considerar 
los extremos (si los tiene). Por ejemplo:

int[a,b) = (a,b) , int(—co,b\ = (—0 0 , 6 ) , int(a, + 0 0 ) = (a, +co)
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Teorema 8.1.1 Teorema de Fermat
Sea f  : I —> IR una función, c £ int(I). Si f  ¿s derivable en c y tiene un 
extremo relativo en c, entonces

f'(c) =  0.

Prueba. Suponiendo que /  tiene un máximo relativo en c, existe 5 > 0 tal 
que

f(x) < f{c) Wx £ {c -d, c  + 5).
Si c — 5 < x < c, entonces

(8.1)
x — c

Si c < x < c + 5, entonces

(8.2)
X — C

Y como /  es derivable en c

tim M x M  =  Bm M z M  = Um =
x -> c +  X  —  C X -* C - X  —  C X-*C X  — <

luego de (8.1) y (8.2) tenemos que

/'(c) > 0 y /'(c) < 0,

de donde concluimos que /'(c) = 0. □

La interpretación geométrica del teo :ema de Fermat es que si /  tiene un 
extremo relativo en c y existe la derivada de /  en este punto, entonces la 
gráfica de /  debe tener una recta tangente horizontal en el punto (c, /(c)).

Definición 8.1.2 Punto Crítico
Sea f  : I —* R una función y c £ I. Se dice que c es un punto crítico de /  
si /'(c) = 0 ó flf'(c) ó c es un extremo del intervalo I.

Nota.- Como consecuencia del TVE y iel teorema de Fermat tenemos que 
si una función /  : [a, b\ —> R tiene un ex .remo relativo en c, entonces c es un 
punto crítico de /.  El recíproco de este resultado es en general falso, como 
se ilustra ahora:
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F ig u ra  8.2 : c< p u n to  c r ít ico  de f (i =  1 , 2 , ,  7)

• D a d a  la  fu n ción  / ( x )  =  x 3 V i e [ —1 ,1 ], ten em os  que / '( O )  =  0, sin 
em b a rg o  c o m o  / ( x )  <  0 V x  <E [ - 1 , 0 )  y  / ( x )  > 0  V x  6  (0 ,1 ]  esta  
fu n ción  n o  tien e  un e x trem o  re la tivo  en el p u n to  0.

• Sea /  la fu n ción  d e fin id a  p o r

S ien d o  esta  fu n ción  d iscon tin u a  en  el 0 sa b em os  q u e  JBf'(0 ), y  c o m o  
/ ( x )  <  —1 V x  <  0 y  f(x) > 1  V  x  >  0 esta  fu n ción  n o  tien e  un 
e x trem o  re la tiv o  en  el p u n to  0.

• Si d e fin im os la  fu n ción  /  p o r : / ( x )  =  x  V  x  €  ( —1 ,1 )  y
/ ( —1) =  / ( 1 )  =  0, v em os  q u e  los  p u n tos  —1 y  1 son  los ex trem os  del 
d om in io  de  / ,  sin  em b a rg o  n in g u n o  d e  estos  es p u n to  e x trem o  de  esta  
fu n ción .

E s decir, q u e  c  sea  un p u n to  c r ít ico  d e  /  es u n a  co n d ic ió n  n ecesaria, m as 
n o  su ficien te , p a ra  que la  fu n ción  /  ten g a  u n  ex trem o  re la tivo  en c.

A h o ra  en u n cia m os  y  d em ostra m os  el teorem a  d e b id o  al m a tem á tico  
francés M ich el R o lle  (1652 - 1719).

Teorema 8.1.2 Teorema de llolle
Sea /  : [a, 6] —+ R  una función continua en [a, 6] y derivable en (a, b). Si 
f(a) =  f{b) entonces existe d €  (a , b) tal que f'(d) =  0.
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P r u e b a  Si f(x) =  f(a) V  x £  [a, 6] en ton ces  f'(x) =  0 V x £  (a , 6); 
en ca so  con tra r io  existe  xq  €  (a,b) ta l que f(xo) ^  / ( a ) -  S in  p érd id a  de 
gen era lidad  ( “ spg” ), su p on g a m os  que f(xo) >  f{a).
C o m o  /  es con tin u a  en  [o, 6], p o r  el T V E  existe  d €  [a, 6] ta l que f(x) <  /  (d ) 
V X £  [a, 6], es dec ir  /  tiene un  e x trem o  re la tivo  en  d. P u esto  que

se tiene que d ^  a y  d ±  b, es d ec ir  /  tiene un  ex trem o  re la tiv o  en  d £  
(a, 6) =  ¿nt[a , 6] y  es d ife r e n c ia r e  en  este  p u n to . L u ego , u san d o  el teorem a  
de F erm at con clu im os  que

O b s e r v a c i ó n . -  P ara  que se cu m p la  la  tesis del teorem a  de  R o lle  existen  
tres h ip ótes is  m ín im as (es decir, n o  e lim in a b les ). Ilu strem os es to  en  los 
sigu ientes e jem p los :

• Si /  : [0 ,1 ] —> R  es defin ida  p o r  / ( x )  =  x  ten em os q u e  /  es con ­
tin u a  en  [0 ,1 ] y  d erivab le  en  (0 ,1 ) ,  p e ro  n o  existe  d £  (0 ,1 )  ta l que 
f'(d) =  0. (A q u í fa lta  la  h ip ótes is  / ( 0 )  =  / ( 1 ) . )

• S i /  : [ - 2 ,2 ]  —> R  es de fin id a  p o r  f(x) =  |x| ten em os que /  es con ­
tin u a  en  [ - 2 ,2 ]  y  / ( - 2 )  =  / ( 2 ) ,  p e ro  n o  ex iste  d £  ( - 2 , 2 )  ta l que 
f(d) =  0. (A q u í fa lta  la  h ip ótesis  que /  sea  d erivab le  en  ( - 2 , 2 ) . )

• S i /  : [0 ,2 ] —► R  es defin ida  p o r  f(x) =  x  V x  £  (0 ,2 )  y  / ( 0 )  =  
/ ( 2 )  =  1, ten em os que /  es d er iva b le  en  (0 ,2 )  y  / ( 0 )  =  / ( 2 ) ,  p e ro  no 
ex iste  d £  (0 ,2 )  ta l que f'(d) =  0. (A q u í fa lta  la  h ip ótes is  que /  sea 
co n tin u a  en  [ - 2 ,2 ] . )

Teorema 8.1.3 Teorema del Valor Medio
Si f : [a, 6] —> R  es una función continua en [a, 6] y derivable en (a , 6), 
existe c £  (a , b) tal que

m  > /o»*) > /(>) = /(&),

f'{d) =  0. □

m  = f f l x M .
o - -  a

Prueba.-
Sea (p : [a, 6] —► R  la a p licac ión  defin id a  p or

¥»(*) = / ( * ) -  (
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(x -  a) + f ( a )

F ig u ra  8.3 : T eorem a  del V a lor  M ed io  T V M .

O bservam os que <p es con tin u a  en  [a, b] y  derivab le  en  (a, b) con

<P'{X) =  f'(x) ~  y V(a) =  VÍh) =  °»

lu ego  p o r  el teorem a  de R o lle  ex iste  c  €  (a, b) ta l que <p'(c) =  0, es decir

o . / h - M ,
o — a

E sto  con clu y e  la  prueba . □

L a  in terp reta ción  g eom étr ica  de éste teorem a  es que en  la  grá fica  de 

la  fu n ción  / ,  el n ú m ero  es Ia pen d ien te  del segm en to  rectilín eo

que u ne los p u n tos  A(a, f(a)) y  É(b,f(b)). E l T V M  garan tiza  que ex iste  
a lgún  p u n to  sob re  la cu rv a  en tre  A  y  B  en el cu a l la  recta  ta n gen te  es 
para lela  a la recta  secan te  q u e  pasa  p o r  los p u n tos  A y  B.

E j e m p l o  1 .-  L a  fu n ción  /  : [0 ,1 ] —* K  defin ida  p o r  f(x) =  es con tin u a  
en  [0 ,1 ] y  derivab le  en  (0 ,1 ) ,  lu eg o  p o r  el T V M  ex iste  c  €  (0 ,1 )  ta l que

f(c) =  — q ^ ’ es d ec ir  =  1. P o r  lo  ta n to  c =

E j e m p l o  2 .-  L a  fu n ción  /  : [ - 1 ,1 ]  -+  R  defin ida  p o r  / ( x) =  x3 es con tin u a  
en  [—1,1 ] y  d erivab le  en (—1 ,1 ) ,  lu ego  p o r  el T V M  ex iste  c  6  ( —1 ,1 )  ta l que

/ ' ( c )  =  , es d ec ir  3 c2 =  1. P or  lo  ta n to  c  =  ^  ó c =  —
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E n segu ida  se d em uestran  las con secu en cia s  m ás im portan tan tes  del 
teorem a del va lor m ed io . L a  p o te n c ia  de estos resu ltad os se v e  d e  in m ediato  
al in tentar graficar fu n cion es n o  elem entales.

Corolario 8.1.1 Consecuencias del TVM
Sea f : I — * R  una función continua en el intervalo I y derivable en el 
interior de dicho intervalo.

1. Si f'(x) =  0 V x £ int(I), entonces f es costante en I.

2. Si f'{x) >  0 V x €  int(I), entonces f es creciente en I.

3. Si f(x)  <  0 V  x £ int(I), entonces f es decreciente en I.

4. Si f'{x) >  0 V x £ int(I), entonces f es no decreciente en I.

5. Si f'{x) <  0 V x £ int(I), entonces f es no creciente en I.

Prueba.-
Sea a £ I ( fijo , a rb itrar io ) y  sea  x £ I ( i ^ a ) .  Si x >  a, f  es con tin ua  en 
[o ,x ]  y  d erivab le  en (a, x), lu ego  p o r  el T V M  e x is te 'c x £ (a,x) ta l que

}(x) -  / ( a )  =  f'{cx){x -  a). ^

Y  c o m o  p o r  h ip ótes is  f'(cx) =  0, se tien e  q u e  f(x) =  f(a) V  x  >  a. 
A n á log a m en te  se p ru eb a  que f(x) —  f{a) V x  <  a. E s to  com p le ta  la 
p ru eb a  del item 1.
P ara  p roba r  la parte  2, 3, 4 y  5 tom em os  a <  b en I, en ton ces  /  es con tin ua  
en  [a ,6 ] y  d erivab le  en (a , 6), lu ego  p o r  el T V M  existe  c £ (a,b) ta l que

f{b)~ f{a) =  f'(c){b-a).

A h ora , según f'{c) sea p o s it iv o , n egativo , n o  n ega tivo  o  n o  p os it iv o , se 
ten drá  que / ( a )  <  /(& ), / ( a )  >  /(£>), / ( a )  <  f{b) o f(a).> f(b) respecti­
vam ente, lo  que co m p le ta  la  d em osta ción . □

Proposición 8.1.4 Si las derivadas de dos funciones coinciden en el inte­
rior de un intervalo, ellas difieren en ur.a constante (en dicho intervalo).

Prueba.- Sea I un  in terva lo  y  sean  / ,  g : I -+  R  las fu n cion es tales que

f'{x) —  g'(x) V x  G int(I),
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en ton ces  ( /  — g)'(x) =  0 V i  e  int(I). L u eg o  p o r  la  parte  1. del coro la r io  
anterior ex iste  k G R  ta l que

/ ( - )  =  g(x) +  k V x S / .  □

Ejemplos :
Sx — 1 2

1. Sea /  la  fu n ción  real de fin id a  p o r  / ( x )  =  --------- -- V x  ^  — .ox ¿ 3
Como

(3x +  2)2 “ (3x +  2 )2 °  3 ’

/  es crecien te  en  ( - o o , - | )  y  en  ( - | , + o o ) .  A d em á s, ten ien d o  en 
cu en ta  que

lim  f{x) =  2, lim  f(x) =  + o o ,  y  lim  / ( * )  =  - oo ,

ten em os  el sigu iente  d ib u jo  p a ra  esta  fun ción .

2. Sea  /  la  fu n ción  real d e fin id a  p or

f(x) —  2x3 +  3 x 2 — 3 6 x  +  9 V x g R .

C o m o  f'(x) =  6 x 2 +  6 x  — 36 =  6 (x  +  3 ) ( x  — 2 ) V x g R,  v em os  que 
f(x) >  0 en  ( - o o ,  - 3 ]  U [2, + o o )  y  f'(x) <  0  en  [ - 3 ,2 ] ,  P o r  lo  
tan to :

/  es crecien te  en ( —o o , —3],
/  es d ecrec ien te  en  [—3 ,2 ] y  
/  es crecien te  en  [2 ,+ o o ) .
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N o  está  d em ás aclarar que esta  fu n c ión  n o  es crecien te  en 
( —c o ,  - 3 ]  U [2, + c o )  ¡O bviam en te !

3. Sea  /  la  fu n ción  real de fin ida  p o r

/(*) = 1^7.2 V i e K '

C o m o  f'{x) =
—2 x

V x  €  E , / e s  crecien te  en ( —o o , 0] y  es
(1 +  x 2) 2

d ecrecien te  en  [0, + o o ) ,  c o m o  se ilu stra  en  la  sigu iente grá fica

8.2 Criterio de la Ira y 2da Derivada
Teorema 8.2.1 Criterio de la primera derivada
Sean I un intervalo, f : I - * R  una función continua y c €  int(I). Si existe
5 >  0 tal que:
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1. f'(x) > 0 V i €  ( c - í , c )  y f'(x) <  0 V x  £  (c , c +  5), entonces f tiene 
un máximo relativo en c.

2. f{x) <  0 V x  €  (c  — S, c) y f{x)  >  0 V x  €  (c, c +  5), entonces f tiene 
un mínimo relativo en c.

P r u e b a . -
1. P or  la h ip ótesis  f  es crecien te  en (c  — 5, c] y  d ecrecien te  en  [c, c  +  5 ), esto  
es

/ ( x )  <  / ( c )  s iem pre que c —  ó <  x <  c y

/ ( c )  >  / ( x )  s iem p re que c <  x <  c —  5.

P or lo  ta n to  / ( x )  <  f(c) p a ra  t o d o  x  £ (c —  5, c +  5), así / ( c )  es el m á x im o  
rela tivo  de / .
L a  p ru eb a  d e  2. es an á log a , se d e ja  para  el le ctor  resp on sab le  (¡u sted !). □  

E je m p lo s :

1. D a d a  la fu n ción  f(x) =  - 2 , / f x i  + 1  V x  £ R , ten em os que

E n ton ces  f'(x) > 0  V i f  ( - o o , 0 )  y  / ' ( x )  <  0 V x  €  ( 0 ,+ o o ) ,  
lu ego  a p lica n d o  el cr iter io  de  la p rim era  derivada , p o d e m o s  afirm ar 
que: / (O )  =  1 es el ú n ico  m á x im o  rela tivo  (m ás aún  m á x im o  ab so ­
lu to ). A d em á s  c o m o  /  es crecien te  en ( - o o ,  0 ), d ecrecien te  en (0, + o o )  
y  ten ien d o  en  cu en ta  que lim  / ( x )  =  - o o ,  ten em os el s igu iente

b o z q u e jo  p a ra  la grá fica  d e  esta  fun ción .
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2. D a d a  la  fu n ción  / ( x ) =  {x +  2 )2 (x  — 3) V i £ l ,  ten em os  que

f'{x) =  2 ( x + 2 ) ( x - 3 ) + ( x + 2 ) 2 =  (x f  2 )[2 x —6 + x + 2 ]  =  ( x + 2 ) ( 3 x - 4 ) .  

E n ton ces
f(x) >  0 Va: 6  { —o o , 2) U (3 , + o o )  y  

f'{x)< 0 ( —2 ,3 ) ,

lu eg o  a p lica n d o  el cr iterio  d e  la  prim era  derivada , p o d e m o s  afirm ar 
que: / ( —2) =  0 es el ú n ico  m á x im o  re la tivo  y  / ( | )  =  —^  es el 
ú n ico  m ín im o  re la tivo  la fu n ción  / .  A d em á s c o m o  f es creciente  en 
( —o o ,2 ) ,  decrecien te  en ( —2 ,3 ) ,  creciente  en (3, + o o )  y  ten ien d o  en 
cu en ta  que lim  f(x) =  ± o o ,  ten em os el sigu iente  b o z q u e jo  para  la

x—>±oo
g rá fica  d e  esta  fu n ción .

3. D a d a  la  fu n ción  / ( x) =  j^x3 4 —  ¿ x 2 V i  £  R , ten em os  que 

f{x)  =  - x a -  x  =  | x ( x  -  \ /3 )(x  +  V 3 ) .

E n ton ces
f'{x) > 0  V x  €  ( —v /3 ,0 )  U ( \ /3 ,+ o o )  y

/ ' ( * )  < O V x £  ( - o o ,  - V 3 )  U (O, >/3)

lu eg o  a p lican d o  el cr iterio  de  la  p rim era  derivada , p o d e m o s  afirm ar 
que: / ( —\/3) =  —| =  / ( V 3 ) son  los m ín im os re la tivos  y  / (O )  =  O es 
el ú n ico  m á x im o  rela tivo  la  fu n ción  / .  A d em á s c o m o  /  es d ecreciente  
en ( —o o , - \ / 3 ) ,  crecien te  en  ( - \ / 3 , 0 ), d ecrecien te  en  (O, \ /3 ), creciente  
en (-\/3, + o o )  y  ten ien d o  en  cu en ta  que lim  / ( x )  =  + o o ,  ten em os el

x—>±oo
sigu iente b o z q u e jo  para  la grá fica  de esta  fun ción .
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F ig u ra  8 .4 : f[x) =  j^x* -  ^x2

4. D a d a  la  fu n ción  f(x) =
x

E2 + 1 V x £  IR, ten em os  que

f'(x) =
1 — X2

( T + W
{x -  l ) ( l  +  1 )

(1+ x2)2 V x €  R .

E n ton ces
f'(x) > 0  V i e  ( - 1 , 1 )  y  

f'(x) <  0 V  i  £  { - o o ,  - l )  U ( l , + o o )

lu ego  a p lica n d o  e l c r ite r io  d e  la  pr im era  derivada , p o d e m o s  afirm ar 
que: / ( 1) =  ^ es el ú n ico  m á x im o  re la tivo  y  / ( —1 ) =  — 5  es el ú n ico  
m ín im o  re la tiv o  de  la  fu n ción  / .  A d em á s c o m o  /  es d ecrecien te  en 
( —o o , - l ) ,  crecien te  en  ( —1 , 1 ) ,  d ecrecien te  en  ( 1 , + 0 0 ) y  ten ien d o  en 
cu enta  que lim  f(x) —  O, ten em os  el s igu iente b o z q u e jo  p a ra  la

grá fica  de e sta  fu n ción .
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T e o r e m a  8 .2 .2  C r i t e r i o  d e  la  s e g u n d a  d e r iv a d a
Sea f una función real, derivable en una vecindad (c —  <5o, c +  5o) del punto
c tal que f'(c) =  0 y f"(c) existe.

1. Si f" (c) >  0, entonces f(c) es un mínimo relativo de f.

2. Si f"(c) <  0, entonces f(c) es un, máximo relativo de f .

3. Si / " ( 0 )  =  0 no se afirma nada.

f'(x\ _  f'(c)
P r u e b a  d e  2 .-  C o m o  f"(c) <  0, es dec ir  l i m ----------------------- =  f"{c) <  0,

x —+c X  — C
to m a n d o  e =  — f"(c) >  0 35 >  0 ta l que

<  — f"{c) s iem pre que x G (c  — 5, c  +  5) \ { c }

en ton ces

V (c  — 5, c  +  5) \ { c } .  (8 .3 )

Si c  -  5 <  x <  c, d e  (8 .3 ) se con clu y e  que f'{x) >  0 en  (c  -  5 ,c ) ,  y  si
c  <  x <  c +  5, de (8 .3 ) se con clu y e  que f'(x) <  0 en  (c, c  +  5 ). P or  lo
ta n to , p o r  e l cr iterio  d e  la  Ira  derivada , /  tien e  un  m á x im o  re la tiv o  en c. 
L a  p ru eb a  de  (1 ) es an á log a . P a ra  ver la  parte  (3 ) b a sta  con  analizar 
la fu n ción  f(x) =  xs d o n d e  v em os  que / " ( 0 )  =  0 y  que / ( 0 )  =  0 n o  es 
m á x im o  ni m ín im o re la tiv o  de esta  fu n ción . □

f'{x) -  f'{c) _  y, 
X —  c

E j e m p l o  1 . -  Si /  es la  fu n ción  ya  estu d iad a  f{x) =  -  \x2 Wx  e  R ,
ten em os que

f'{x) =  ^ x 3 -  x =  0 ■*=> x =  0, x  =  \ / 3 y x  =  - 7 3 .

T a m b ién  se tiene que f"{x) =  x2 -  1, y  com o :

/ " ( 0 )  =  - l < 0 ,  f"{V3)  =  2 > 0 ,  / " ( - V 3 )  =  2 > 0

con clu im os  que
/ ( 0 )  =  0 es un  m á x im o  lo ca l, / ( V 3) — — | es un  m ín im o  loca l y  
f ( - V 3) =  ta m b ién  es un  m ín im o  lo c a l d e  / .
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E j e m p l o  2.-. Si /  es la  fu n ción  defin ida  p o r  / ( x )  =  

ten em os que
1 +  x2

V x G

f(x) =
1 - X 2

(1 +  x 2)2
=  0 <==> x  =  ± 1  (p u n tos  cr ít ico s ),

2rr3 _firr 1 1
y  c o m o  f"(x) =  (1 +  x2ji> im p lica  q u e  / " ( 1 )  =  - -  <  0 y  / " ( - 1 )  =  -  >  ° ,

d e  d on d e  se con c lu y e  que

/ ( 1 )  =  ^  es un m á x im o  lo ca l y  / ( —1) =  — i  es un m ín im o loca l de  / .

(P or  o tr o  la d o  s ien d o  (|x| — i ) 2 >  0 para  to d o  x real , im p lica  que

l/(z )|  =  Y ^ 2  ^  \' lueS °  / ( _ 1 ) =  ^  f(x ) ^  \ =  / i 1)- A s í e l ran go

de esta  fu n ción  es 7Zf =  \ ¡V ea el g rá fico  anterior!)

E j e m p l o  3 . -  Si f(x) =  ^ /x 2 (6 -  x) para  to d o  x  €  R , se tien e  que

4 — x
f ( x)  =

s/x(Q -  x ) 2

f"(x) =
-8

{ / x 4 ( 6 - x ) 5
s i x y ^ O  A x ^ 6

y  c o m o  / " ( 4 )  <  0, p o r  el c r ite r io  d e  la  segu n da  derivada , con c lu im os  que 
/ ( 4 )  es un  m á x im o  re la tivo  p a ra  / .

8.3 Convexidad y Concavidad
P ara  a, b e  R  d istin tos  la  fu n ción  A : [0 ,1 ] —> [a, 6] de fin id a  p or  

A (t) =  (1 -t)a +  tb V t €  [0,1]

es in yectiva . P o r  o tr o  la d o  si u <  x  <  b, en ton ces  0 <  x —  a < b  —  a, lu ego

0 <  í — °  <  i .  P or  lo  ta n to  
b —  a

V x  €  [a, 6] 3  t =  ^ — -  €  [0 ,1 ] /  x =  (b — a)t +  a =  A (t) 
o — a

A
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lo que d em u estra  que A esta b lece  una  b iy ecc ión  entre los in tervalos [0,1] 
y  [a, 6], E s d ec ir , si t varia  entre 0 y  1 en ton ces  A (í)  varía  en tre  a y  6; 
p recisam ente u sarem os esto  en la  sigu iente  defin ición .

D e f in i c i ó n  8 .3 .1  Sea  /  C R u n  in terva lo . Se d ice  que:

1. L a  fu n ción  /  : I —► E  es c o n v e x a  si

/ [ ( 1  -  t)a +  tb] <  (1 -  t ) / ( a )  +  tf(b) V a , 6 €  I V t €  [0,1]

2. L a  fu n ción  /  : I —» IR es c ó n c a v a  si — /  es con vexa .

Ilu stram os e sta  d efin ición  en el sigu iente  grá fico

F ig u ra  8 .5 : /  es con v ex a

O tros  grá ficos  q u e  ilu stran  la  d e fin ición  an terior son  los siguientes:
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D e f i n i c i ó n  8 .3 .2  U n su b co n ju n to  C  del p la n o  es c o n v e x o  si para  t o d o  
P , Q  €  C  el segm en to  d e  ex trem os  P  y Q  d e n o ta d o  p o r  [P, Q\ está  con ten id o  
en  C, es dec ir

S  es co n v e x o  < = »  [P, Q] c  C  V P , Q  eC.

C\ y  C-2. son  con v ex os , p ero  C3 n o  es con v ex o .

A h o ra  a  ca d a  fu n ción  le a soc ia m os  un  c o n ju n to  y  an a lizan d o  la con v ex i 
d a d  d e  este  co n ju n to  sa b rem os  si la  fu n ción  b a jo  es tu d io  es o  n o  con vexa .

D e f in i c i ó n  8 .3 .3  S ea  A  C  R  . D a d a  la  fu n ción  /  : A  —> M, el c on ju n to

Epi(f) =  { ( * , 2/ )  6  A  x  R  /  / ( x )  <  y }

se llam a el E p í g r a f o  d e  /

T e o r e m a  8 .3 .1  Sea 7 C  IR un intervalo. La función f : I —> R  es convexa 
si y sólo si Epi(f) es un conjunto convexo del plano.
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P r u e b a . -  S u p on g a m os  que /  es con v ex a , y  sean  (x\,y\) , (1 2 , 1/2 ) 6  Epi(f) 
y  t €  [0 ,1 ], E n ton ces  / ( x x) <  yx, f{x2) <  y2, x ltx2 €  / ,  lu ego

t f { x1) < t y 1, (1 -í ) /(x 2) < (1 - t ) y 2, d on d e  txi + (1 -  í)x2 € /

así í / ( x i )  +  ( l  — t ) / ( x 2) <  tyi +  (í-t)y2. P or  o tr o  lad o , c o m o  /  es con vexa , 
. f(txi +  (1 -  í ) x 2) <  í / ( x i )  +  (1 -  í ) / ( x 2) ;  de d on d e  p o r  la tran sitiv id ad  de 
la re la ción  d e  ord en  usual ten em os  q u e  f(txi +  (1  — t)x2) <  tyx +  (1 — t)y2. 
P or  lo  ta n to

¿(*i, V i) +  (1 -  t ) ( x 2, y 2) =  ( t x i  +  (1 -  t ) x 2 ,y i  + (1 -  t ) y 2) € E p i ( f )  

esto  p ru eb a  que E p i ( f )  es un co n ju n to  con v ex o .
R ec íp roca m en te , su p on g a m os  que E p i ( f )  es un  c o n ju n to  con v ex o , lu ego si 
x i , x 2 e I  y t  £ [0 ,1 ] í x ! + ( l - í ) x 2 G / i , y c o m o ( x 1, / ( x i ) ) , ( x 2 , / ( x 2) )  e
E p i ( f ) ,  u san d o  la  h ip ótesis  t ( x i , f ( x 1)) +  (1 -  t ) ( x 2 , / ( x 2) )  e  E p i ( f ) .  P or 
lo  ta n to

f ( t x i  +  (1 -  t ) x 2) < t f ( x  1 ) +  (1 -  í ) / ( x 2)

lo  que dem u estra  que /  es una  fu n ción  con vexa . □

N ota m os  que u n a  fu n ción  f : I — * IR es con v ex a  cu a n d o  su  g rá fico  está  
s itu a d o  d e b a jo  de “ cu a lqu ier” secan te , es decir, si a  <  x  b en  I en ton ces

/ ( * ) <  ( - ¿ l a - ) ix ~  a) +  f  (a )

Í[X) ~ ( ~ b ^ “a")  { x~ b) + m

o b ien

U sa n d o  es to  se ve  d e  in m ed ia to  que la  fu n ción  f : I — * R  es con v ex a  si y  
s ó lo  si, V x  6  (a , b) C  I

f{x) -  f(a) <  f(b) -  f(a) <  f(x) -  f(b)
x —  a b —  a x  — b

(8 .4 )
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fi es con v ex a  y  der ivab le  />  es con v ex a  n o  d erivab le

O b serva m os que la  d e fin ic ión  d e  fu n ción  con v ex a  es in d ep en d ien te  de 
la  d iferen cia b ilid a d , es to  qu iere  d ec ir  que existen  fu n cion es  con v ex a s  no 
derivab les. E n  el ca so  que si lo  sea, se tien e  el sigu iente  resu ltado.

T e o r e m a  8 .3 .2  Sea f : I — * E  una función derivable en el intervalo I, son 
equivalentes:

1. f es convexa.

2. f  es monótona creciente . *

3. f(x) >  T a(x) V  a, x £ I,
donde Ta(x) =  f'(a)(x —  a) +  f(a) es la recta tangente a f en (a, / ( a ) ) .

P r u e b a .  -
(1 ==> 2) Sean a <  b en  I, d e  (8 .4 )

f(x) -  / ( a )  <  fjb)-fja)  <  fjx) -  fjb)
siem pre que a <  x <  b,

lu ego to m a n d o  lím ite  cu a n d o  x  —> a+  en  la p r im era  d esigu a ldad , cu a n d o  
x —> b~ en  la  segu n d a  des igu a ld a d  y  ten ien d o  en cu en ta  que /  es d erivab le  
en t o d o  el in terva lo  I, c on c lu im os  que

f { a )  =  f + (a) <  f^ y fa {a) < fL(b) =  f ( b ) ,

es dec ir  f ( a )  <  f'(b)  siem p re que a <  b, lo  que d ice  que f  es m o n ó to n a  
creciente.
(2  ==> 3 ) Sean  a,x £ I. Si a <  x  p o r  el T V M  3 cx £ (a,x)  tá l que

f(x) =  fia) +  f'icx)ix -  a).

i

fett
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C o m o  / '  es m o n ó to n a  crecien te  / ' ( c )  >  /'(a), lo  que im p lica  que 

f(x) >  / ( o )  +  f'{a)(x -  a) =  T a(x).

Si x <  a la  p ru eb a  es análoga .
(3 = >  1) Sean xo, a, b €  I ta l que a <  xq <  b. D e b e m o s  dem ostrar que

j  (xq -a ) +  f(a)

E n e fecto : sea
U  =  {(x,y) e R2 /  y >  T Xq ( x )  }

d on d e  T Xq{x ) =  f  (x0)(x-x0)+f(x  0) es la  recta  ta n g en te  a / e n  {xo,f(x0)), 
lu ego d e  la  h ipótesis  se tien e  que }{a) >  T Xo(a ) y  f(b) >  T Xo(b), es decir

S ien do  Ti un  c o n ju n to  con v ex o , el segm en to  d e  ex trem os  A y  B  esta  con ­
ten id o  en Ti, en  p a rticu la r

P or e je m p lo  para  la  fu n ción  /  de fin ida  p o r  f(x) =  x2 V x  6  R , 
sien d o  f[x) =  2x V i  e  R  (m o n ó to n a  crec ien te ), con clu im os  que esta  
fu n ción  es con v ex a  en t o d o  R .
O b serv a n d o  este  e jem p lo  es natural dar el s igu iente

C o r o l a r i o  8 .3 .1  Sea I un intervalo y f : /  —> R  una función dos veces 
derivable, entonces

1. f es convexa en I si y sólo si f"(x) >0 V i £ l ,

2. f es cóncava en I si y sólo si f"{x) <0 V i g l .

P r u e b a . -
1.- /  es con v ex a  si y  s ó lo  si g =  / '  es crecien te  en I, o  equ ivalentem ente si 
g'(x) >  0 en  I. E s  d ec ir , /  es con v ex a  si y  só lo  si f"{x) > 0  V i £ / .

A(a,f{a))eH  y  B{b,f(b)) €  Ti.

es decir f(x0) =  T Xo{x0) <  (*o  -  a ) +  / ( a ) . □
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g
:¿

2.- /  es cón ca v a  si y  s ó lo  si — /  es con v ex a  en  / ,  de d on d e  se con clu y e  que 
/  es cón ca v a  si y  só lo  si / " ( z )  <  0 i x  €  I. □

P ara  la fu n ción  f(x) =  x3 V x <= R , co m o  / " ( z )  =  6a; vem os que /  
es cón ca v a  en ( —o o ,0 )  y  con v ex a  en  (0, o o ) .  E n  este ca so  se d ice  que la 
fu n ción  ca m b ia  d e  co n ca v id a d  (o  le  con v ex id a d ) cu a n d o  r  =  0 ó  en  el 
pu n to  (0 ,0 ) .  E stos  p u n tos  de ca m o io  de con ca v id a d  son  llam ad os pu ntos 
de in flexión.

D e f in i c i ó n  8 .3 .4  Sea  I un in terva lo  y  sea  /  : I —> R  u na  fu n ción  derivab le  
en c  6  int(I). Se d ice  que c  es un  p u n t o  d e  in f l e x ió n  de  /  si existe  5 >  0 
tal que /  es con v ex a  (cón ca v a ) en  (c  — 5, c) y  /  es cón ca v a  (con v ex a ) en 
(c,c +  5).

N ote  que, si c es un  p u n to  de in flex ión  en ton ces  f"{c) =  0 (¡verifiqu e !), sin 
em bargo el re c íp ro co  d e  este resu lta d o  es en  gen eral falso. P or  e jem p lo , si 
con sid eram os la fu n ción  f(x) =  z 4 V z  €  IR, v em os que / " ( O )  =  0 y  (0,0) 
n o es un p u n to  d e  in flex ión  (c la ra m en te ). A h o ra  veam os las ap licac ion es 
m ás in m ediatas  de t o d o  lo  desarro llad o .

A p l i c a c i ó n  1 .-  G ra ficar la fu n ción  /  de fin ida  p or  

/ ( z )  =  x4 —  4 z 3 V z  G IR

S o lu c i ó n . -

¡
ii

f

\

i

!
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f(x) =  x4 -  4x3 =  x 3 (x  -  4.) =  x 4 ^1 -  ^  (8 .5 )

/ ' ( x )  =  4 x 3 — 12x2 =  4 x 2(x  — 3) (8 .6 )

/" (a ? ) =  1 2 x 2 -  2 4 x  =  1 2 x (x  -  2) (8 .7 )

D e  (8 .5 ) v em os  que las ra íces de /  son  G y  4 (ie. f ( 0 ) = f ( 4 )= 0 ) ,  y  
que lim  f{x) —  + o o ;  d e  (8 .6 ) v em os  que /  es d ecrecien te  en  ( - o o , 3 ]

a;—►ioo
y  crecien te  en [3, + o o ) ,  lu ego  / ( 3 )  =  —27 es el m ín im o  a b so lu to  d e  / .  
A d em á s de (8 .7 ) se tiene que f es con v ex a  en  (—o o ,0 )  y  en  ( 3 ,+ o o ) ,  y  es 
cón ca v a  en  (0, 2 ). P or lo ta n to  (0 ,0 )  y  ( 2 , - 1 6 )  son  los ú n icos  pu ntos de 
in flex ión  de esta  fun ción . C on  to d a  esta  in form a ción  se h a  con tru id o  el 
g rá fico  de e sta  fu n ción .

A p l i c a c i ó n  2 .-  G ra ficar la  fu n ción  / ,  si f(x) 

S o lu c i ó n . -

x 2 4- 7x  +  3 
x2

V i  ¿  0 .

/ ( x) =  1 +  7 i -1  +  3 i - 2  =  1 +  (8 -8)

} - { x )  =  —7 i -2  — 6 i ~ 3 =  -  — ( 8. 9)
xá .

/ " ( * )  =  1 4 x “ 3 +  1 8 i - 4  =  2 ^ 4 ^  (8 -10)

D e (8 .8 ) lim  f(x) =  1, lo  que im p lica  que £ i  : y =  1 es una asín tota
x - * ± o o

3
h orizon ta l a  izq u ierd a  y  a  derecha , y  c o m o  lim  f(x) =  1 +  —  =  + o o  la 

re cta  C? : x =  0 es u n a  asín tota  v ertica l (a  izqu ierda  y  derech a  del 0 ). D e



252 8.3. Convexidad y  Concavidad

(8 .9 ) vem os que /  es d ecrecien te  en (  — o o , — =] y  en  ( 0 ,+ c o ) ,  es creciente  
en [—1 ,0 ) ,  lu ego  / ( —f )  es el m ín im o a b so lu to  de / .  A d em á s de (8 .10 ) 
se tiene que /  es cón ca v a  en  y  es con v ex a  en los in tervalos (0, 4 -co)
y  ( —1 ,0 ) .  P o r  lo  ta n to  ( —| , / ( - | ) )  es el ú n ico  p u n to  d e  in flex ión  de esta  
fun ción . C on  to d a  esta  in form a ción  se h a  con stru id o  el g rá fico  de / .  
A p l i c a c i ó n  3 . -  G ra ficar la fu n ción  /  defin ida  p or

f(x) =  \/x2(6 - x) V x €  R

S o lu c i ó n . -

f(x) = y/x2(6 —x) = [x 2 (6  — x)]1/ 3 — x\j— — 1 (8 -1 1 )

■í'{x) =  I [ x 2 ( 6 - x ) ] - 2/ 3 { 2 x ( 6 - x )  +  x 2 ( - l ) }  =  (8 .12 )
o  yx(6 —  x)¿

/ " ( x )  =  . ' (8 .13 )
^ /x 4 (6 -  x ) 5

D e (8 .1 1 ), v em os que las ra íces d e  /  son  0 y  6. P o r  o tr o  la d o  c o m o

r /fo) i- s/6" . ,m  =  lim  —  ̂ =  lim  1/  — — 1 =  —1 y
* —*±00 x  x—+±00 y x

lim  [ / ( x ) - m x ] =  lim  [ - y x 2 (6 — x )  +  x] =  lim  [x — ^/x2(x —  6)1
x —»dhoo x —+ ± 0 0  x —+±oo
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x — x- — o; + y/x l̂x — 6) •2

la recta  L\ : y =  —x  +  2 es una asín tota  ob licu a  a izqu ierda  y  a derecha. D e 
(8 .12 ) v em os  q u e  /  es crecien te  en  [0 ,4 ], y  es d ecrecien te  en los intervalos 
( —o o , 0] y  [4, + c o ) ,  lu ego  / (O )  =  0 es el m ín im o re la tivo  y  / ( 4 )  es el m áx im o 
re lativo  de / .  ■ A d em á s de  (8 .1 3 ) se tiene que /  es con v ex a  en  ( 6 ,+ o o )
y  es cón ca v a  en los in tervalos ( —o o ,0 )  y  (0 ,6 ) .  P or lo  ta n to  (6 ,0 )  es el 
ú n ico  p u n to  de in flex ión  d e  esta  fu n ción . C on  to d a  esta  in form a ción  se ha 
con stru id o  el g rá fico  d e  / .

n om ios  de T a y lor  p rop orc ion a n  u na  a p rox im a ción  razon ab le  d e  la fun ción  
“ lo ca lm en te” . E l teorem a  de  T a y lo r  que aquí p roba rem os  p u ed e  ser con ­
s id era d o  c o m o  u na  a m p lia ción  d e l teorem a  del va lor  m ed io  p a ra  derivadas

valores d e  la  fu n ción  con  su der ivada , el teorem a  de T a y lor  p ro p o rc io n a  una 
relación  entre los valores de  la  fu n ción  y  sus derivadas d e  ord en  sup erior. 
S i u na  fu n ción  /  tiene u na  d er iv a d a  n -ésim a  en  un  p u n to  c, n o  es difícil 
con stru ir  un p o lin o m io  pn de g ra d o  n -és im o  ta l que

p(c) =  / ( c )  y  p ! fc)(c )  =  / (fc)(c )  para  A; =  1 ,2 ,3 ,  ,n .  (8 .14 )

E ste  p o lin o m io  es lla m a d o  n - é n e s i m o  P o l i n o m i o  d e  T a y l o r  d e  /  
a l r e d e d o r  d e  c. V eam os a lgu nos e jem p los

8.4 Los Polinomios de Taylor

U n a té cn ica  d e  gran  u tilid a d  en el estu d io  de las fu n ciones reales es 
la  a p rox im a ción  d e  éstas p o r  m e d io  d e  p o lin om ios. P recisam en te  los po li-

de ord en  su p erior. M ien tras que el teorem a  d el va lor m ed io  relacion a  los

D e h ech o  ta l p o lin o m io  es

E j e m p l o  1 .-  H alle los p o lin om ios  d e  T a y lor  de  la fu n ción  seno a lrededor 
del 0.
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S o l u c i ó n . -  C o m o

/(x) =  serix 
f'(x) =  cosx 

f"(x) =  —senx 
/(3) (x) =  —cosx 
/(4-(x) =  senx

m  = o
/'(O) = i 
/"(O) = o 

/<3>( 0) = -1 
/ (4) (0) =  0

se tien e  que

P4(*) =  /(O) +  /'(0 )x  +  +  ^ p . x 3 + / (4) (0 ) . 
4! X ’

es dec ir

E n  general

x3
p3{x) =  x -  —  = p 4 (x ) .

2j3 2*5 2*7 ^ ,2/e+l

P2fc+i(x) = x “  37 + 5f “  J\ + "  ■ + (_1)fc(2A: + 1)! =P2k+2^ ’

E j e m p l o  2 . -  H alle  los p o lin o m io s  de T a y lor  de la  fu n ción  cose n o  a lreded or 
del 0.
S o l u c i ó n . -  C o m o

f(x) =  cosx 
f'(x) =  — senx 
f"(x) —  — cosx 
/ ( 3) ( i )  =  senx 
/ ( 4) ( i )  =  c o s x

/(O) = 1 
/'(O) = 0 

= *  f" { 0) = - l  
/ (3)(0) = o 
/ (4) (0) =  1

se tiene que

Pi(x) / ( 0 )  +  / ' ( 0 ) x  +
2!

x  + M 0 ) x3
3!

+ / (4)(0) 4
- i r * ’

p 4(x )  =  l -  —  +  ^ - = p s ( x ) .

es dec ir
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E n general

Pik{x) = 1- |r + ̂ r-|r + '‘' + (lb)T=

E j e m p l o  3 .-  Si / ( x )  =  — -—  V x  G ( - 1 , 1 ) ,  los p o lin om ios  de T a y lor  de /  
1 — x

a lreded or del c e r o  son  (¡verifiqu e !):

P i ( x )  =  1 +  x , Pí (x ) =  1 + x  + a :2 , p 3 (x )  =  1 +  x  4- x 2 +  x 3,

Pi(x) =  1 4- x  +  x 2 4- x 3 +  x 4 , P 5 (x )  =  1 4- x  4- x2 +  x3 +  x 4 4- x 5, etc. 

G ra fica n d o

E n esta  g rá fica  v em os  que cu a n to  m ayor sea el g ra d o  del p o lin om io  de T a y lor  
m e jor  es la  a p rox im a ción  a  f a lreded or del cero .
A  fin, d e  m ed ir la  ca lid a d  de la  a p rox im a ción , es n ecesario  con ta r  con  la 
in form a ción  acerca  d e l r e s id u o

J2n (x )  :=  f( x ) - p n {x).

E l sigu iente  resu lta d o  fu n dam en ta l p r o p o rc io n a  d ich a  in form ación .
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T e o r e m a  8 .4 .1  F ó r m u la  d e  T a y lo r
Sea f  : [a, 6] —* R  una función derivable en [a, 6] hasta el orden n tal que 
f (n + \ )  exi3ia en (a,b). Si c es un punto cualquiera fijado en [a, b], entonces 
para cada x  €  [a, b] existe £ entre c y x tal que

J W  =  2^  ~ T i— (x ~ c )  +

k=0

/ (n+1)(e)
(n + 1)! ( i - c ) (n+1). (8 .16 )

P r u e b a :  C on sid erem os  el ca so  x >  c; p o r  un ra zon a m ien to  a n á log o  se
p ru eb a  el ca so  x <  c. E l p u n to  x qu ed a rá  fijo  du rante to d a  la  d em ostra ción .

Si defin im os la  fu n ción  F  : [c, x] —*■ R  p o r

F(t) =  f ( x ) - j 2 ^ r - ( x - t ) k Vt£[c ,x]
k=o

v em os  que F(x) =  0 y

F(c) =  f(x) -  ̂  ̂  J ‘C" (X ~  c)k ( / ( x ) =  P n í1 ) +  F (c))- 
k=0

A h o ra  c o m o  F(t) =  f(x) —  f(t) —  V '  ? -, y ~ (x — t)k,
k= i

f / (fe+1)(í)
k\k=1 '•

= -/'(O  -  { / ( " ^ )(t)(* -  í)n -  / ' « }

(fc-1)! : -

es decir,

F'(Í) = _ L ^! (x_í)r
(8 .1 7 )

P or  o tr o  la d o  si d e fin im os  la  fu n ción  G  : [c, x ] - * R  p o r

G(t) =  F(t) -
x —  t n + l

■ F(c) V  t e  [c, x\
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n ota m os  que Q  es con tin u a  en [c ,x ] ,  d erivab le  en (c,x) y  G (c )  =  G(x) =  0, 
lu ego p o r  el teorem a  de R o lle , ex iste  £ €  (c , x) ta l que G '(£ )  =  0 , es decir

F ' ( f l  +  (n  +  l ) ¿ * _ e ^ > ( c ) - 0 .

L u ego  u sa n d o  (8 .1 8 ), se con clu y e  que F(c) = / (n+1)(0
(n  +  1)!

(x  -  c ) (n+1) . □

E l térm in o  corresp on d ien te  al res id u o  en (8 .16 ) se p u ed e  usar para  
estim ar el error al a p rox im a r u na  fu n ción  m ed iante  su p o lin o m io  d e  T aylor 
Pn (x). Si el n ú m ero  n  es fija d o  se p lan tea  la cu estión  de  la  p recis ión  de 
la a p rox im a ción ; si se esp ecífica  c ierta  p recisión  en ton ces  la  cu estión  es 
en con tra r un va lor a d ecu a d o  para  n . E n  los sigu ientes e jem p los  se ilustra 
lo  m en cion a d o .

E j e m p l o  1 . -  C o m o

cosx =  1 —
X2 X 4

T  +  24

Xs

12ÓSení
d on d e  f  esta  en tre  0 y  x , p a ra  |x| <  1

1
<  120’

es dec ir  el p o lin o m io  de  T a y lor  a lred ed or d e l origen  y  con  n  =  4 difiere de 
la fu n ción  cose n o  en m en os de 1 /1 2 0 , para  va lores de x  g  [—1, 1].
Si n  =  6 el p o lin o m o  de T a y lor  es

x 2 x 4 x 6 
~  T +  24 “  7 2 0 ’

luego
(  X2 X4 X 6 \ x 7 ,COSX — 1 1 ------------ 1---------------------
V 2 24 7 2 0 /

— 7 j-sen£

A sí tr a b a ja n d o  en  el m ism o in terva lo  al aum entar el g ra d o  del corresp on ­
d ien te  p o lin o m io  de T a y lo r  se m e jo ra  la  a p rox im a ción .

E j e m p l o  2 . -  P a ra  cu a lqu ier  x  €  R  se cu m p le  que

x 2
1 — —  <  eos x .
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En efecto: Fijado x £ R, para algún £ entre-0 y x se tiene que
x2 sen£ 3cosx = 1  — — H---- -—x .
2 6

Por otro lado si 0 < x < ir tanto £ como x3 son positivas, luego sen£ • x3 > 0, 
y si —7r < x < 0 tanto £ como x3 son negativas, luego sen£ • x3 > 0. Por 
consiguiente 1 — < eos x para |x| < ir. Si |x| > n es fácil ver que

x21 — — < —3 < cosx.

Por lo tanto la desigualdad es válida para todo x real. □

Existen funciones reales /  tales que f'(c) — 0, f"{c) = 0 y /(c) es un 
máximo o un mínimo local. Por ejemplo si f(x) = x4 V x £ R el punto 
i  = 0 es un punto crítico de / ,  pues /'(O) = 0 y apesar de que /"(O) = 0. 
0 = /(O) es un mínimo local de / ;  análogamente si /(x ) = - x 4 V x £ R, 
/'(O) = /"(O) = 0 y 0 =  /(O) es un máximo local de esta función. Sentimos 
pues que hay necesidad de tener un criterio más poderoso para decidir si 
un punto crítico es un máximo o un mínimo. Gracias al teorema de Taylor 
demostraremos el resultado deseado en el siguiente teorema, que genareliza 
los criterios de la primera y segunda derivada.I
Teorema 8.4.2 Sea f  : (a, b) —> R una función de clase Cn en (a, b) tal 
que para algún c £ (a, b)

f\c) = /"(c) =  • ■ • / (n-1)(c) = 0 y fW(c)  ¿  0.
1. Si n es par y f ^ ( c )  > 0 entonces f  tiene un mínimo relativo en c.

2. Si n es par y f  ̂  (c) > 0 entonces f  tiene un máximo relativo en c.

3. Si n es impar, f  no tiene máximo ni mínimo relativo en c.

Prueba .- Puesto que las (n — 1) primeras derivadas de /  en c son ceros, 
por la fórmula de Taylor (8.16)

f C*0 (£)
/(x ) =  /(c) + - n| -(z -  c)n

donde £ es algún número entre c y x. Siendo / W continua y /(") (c) ^  0, 
existe un intervalo I C (a, b) que contiene a c tal que

/ (n)(x) y / (c) tengan el mismo signo V x £ I. (8 .18 )



Aplicaciones de la Derivada 259

1. Si n es par y (c) > 0, siendo I un intervalo, para cada x £ I,
£ £ I (recordando que c € I), luego de (8.18) /'(£) > 0 y (x — c)n > 0,
lo que implica que

f(x) = f(c) + ^ P - ( x - c ) n > /(c ) .  ni
Así /(c) < f(x) V x £ I, es decir /  tiene un mínimo relativo en c.

2. Si n es par y /(") (c) < 0, siendo I un intervalo, para cada x £ I,
£ G I (recordando que c € I), luego de (8.18) /'(£) < 0 y (x - c )n > 0,
lo que implica que

f(x)  = f(c) + f  (x -  c)n < /(c). ni
Así /(c) > / ( i )  V x 6 /, es decir /  tiene un máximo relativo en c.

3. Si n es impar, entonces (x — c)n es estrictamente positiva si x > c
/(")(£)

y estrictamente negativa si x < c. Por consiguiente -----(x — c)nTi!
tendrá signos contrarios a la izquierda y a la derecha de c. Por lo 
tanto /  no tiene ni máximo ni mínimo relativo en c. □

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1.- Si /  es la función definida por /(x ) =  senx — x V x e R ,  
tenemos que

f'(x) =  cosx — 1, f"(x) =  —senx, f"'(x) =  —cosx

luego
/(O) =  0, /"(0) = 0 y /"(0 ) = -1 .

Por lo tanto esta función no tiene extremo relativo en el origen.

Ejemplo 2.- Si /  es la función definida por /(x ) = 2cosx + x2 + x5 V x £ R, 
tenemos que

/'(x ) =  -2senx + 2x + 5x4, /"(x ) = -2 cosx +  2 +  20x3,

}"'{x) =  2sen(x) + 60x2 y f^\x) = 2cosx +  120,
luego /'(0) = /"(0) = /"'(O) = 0 y /^(O) =  2 > 0. Por lo tanto /  tiene un 
mínimo relativo en el origen.
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8.5 Ejercicios Resueltos
1. D a d a  la  fu n ción

/(*) =
X3 — X2 + x

' X

2 — x

0  <  x  <  1

K * <  §

A n alizar si es a p lica b le  el T V M  en  el in terva lo  [0, | ] , si n o  es ap licab le , 
d ig a  p o r  qué. S i se cu m p le  to d a s  las h ipótesis  d e  T V M , hallar el va lor 
de c  £  (0, | ) que sa tis faga  la tesis de l T V M .
Solución.-
C o m o  lim  / ( x )  =  1, /  es con tin u a  en  [0 ,3 /2 ] .  D erivan d o

ft, s /  3x2 -  2x +  1
/  (*) = i 2

0  <  x  <  1

P a ra  0 <  x <  1

/ ( * )  “  / ( ! )  (x  -  l ) ( x 2 +  1) 2 i i
— 7 = 1 ------------ (JTT)—  = x +1

y  p a ra  1 <  x <  |

/ ( g ) - / ( l )  ( ~ 2 ) ( x ~ l )  _  - 2
i  — 1 (x —  l)(x —  2) x  — 2 ’

lu ego

Um lim M x m ,I-+1- X — 1 x-»l+ X — 1
es dec ir  / ' ( l )  =  2, así /  es derivab le  en  (0, | ). P o r  lo  ta n to  /  
sa tis face  las h ip ótes is  d e l T V M . L u eg o  ex iste  c  €  (0 , | ) ta l que 

f(3 /2 j  _  /(o ')
/ ; (c )  =  — ——— - —  =  2, m ás aún  ta l va lor  de c  es 1..0/«  — u

2. Sean  /  : I —> J  c on v ex a  y  g : J  —► K  con v ex a  y  crecien te . P ru eb e  que 
g o / : /  —► R  es con v ex a .
Solución.-
Sean x , y  e  /  y  A e  [0 ,1 ] arb itrar ios. S ien d o  /  c on v ex a  ten em os  que

/ [ A x  +  (1 -  A)y] <  A / ( x )  +  (1 -  A ) / ( y ) ,
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y  p u esto  q u e  la  fu n ción  g es crecien te  y  con v ex a  im p lica  que 

g ( / [ A x + ( l - A ) y ] )  <  f f [ A / ( x ) + ( l - A ) / ( y ) ]  <  A p ( / ( x ) ) + ( l - A ) s r ( / ( y ) ) ,  

es dec ir

(g o / ) [Xx  +  (1  -  A )y ]  <  A (g o / ) ( x )  +  ( 1  -  A){g o / ) ( y ) .

P or  lo  ta n to  g o f es con vexa . □

3. U n  p e d a z o  d e  a lam bre de  2 0 cm  de la rgo  se co r ta  en  d os  partes, una 
parte  p a ra  form ar un cu a d ra d o  y  co n  la  o tr a  se fo rm a  una circun fe­
rencia .

(a ) ¿D ó n d e  se d eb e  hacer el co rte  p a ra  q u e  la  su m a  de las áreas sea 
m ín im a ?

(b )  R ea lizar lo  an terior para  el ca so  d e  un m á x im o . D iscu tir  ese caso.

Solución.-
(a ) C on  el p rim er segm en to  se con stru irá  el cu a d ra d o  cu y o  la d o  m ed irá  
x/4 cm  , c o n  el resto  se con stru irá  la  c ircu n feren cia  cu ya  lon g itu d  será 
2ttt =  20 -  x,  en ton ces  r  =  lu ego  el área  to ta l será

^ ( x ) = g  + (20  -  x )2 
4n

x  €  [0; 20] ¿i

V em os  q u e  el á rea  to ta l A t (x ) (c o m o  fu n c ión  de  x)  es u n a  p a rá b o la  
con v ex a . D eriv á n d o la  resp ecto  a  x  ten em os

A't {x ) =  |  +
x  — 20

2 7T
Ig u a la n d o  a  cero  y  d esp e ja n d o  x  ten em os  x  =  L a  segu n da
derivada  resp ecto  a  x  es A'^{x) =  g +  ¿  >  0, lo  que c o rro b o ra  la 
ob serv a ción  que A t (x ) es u n a  fu n ción  con v ex a ; p o r  lo  ta n to  para  
lograr el área  m ín im a  d eb em os  efectu a r el co r te  del a lam bre en el

80
p u n to  ta l que su  lon g itu d  desd e un  e x trem o  s e a --------- «  11 .2cm .

7T +  4

(b )  E l va lor m á x im o  de la fu n ción  área, c o m o  se p u ed e  ver en la  figura 
a d ju n ta , o cu rre  en x  =  0. D e b e r ía  en ton ces  con stru irse  solam en te una 
circu n feren cia  de ra d io  R  =  ^ c m .  S i se ex ig iera  n ecesariam ente corta r 
el a lam bre, es dec ir  con stru ir  a lgú n  cu a d ra d o , el p rob lem a  d el m á x im o  
ca rece  de so lu ción .
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4. Sea /  : [a, oo) —* M tal que /  es derivable y además lim /(x) y
' x—+oo

lim /'(x) existen. Demostrar que necesariamente lim f'(x) — 0.
x —+oo x—+oo
Solución.-
Por hipótesis /  es derivable en [a,oo) y existen L,M € R tales que 
lim f(x) — L, lim f'{x) = M.

x —+oo X — ►oo
Probaremos que M =  0. En efecto:
para e > 0 (fijo arbitrario) existe p > 0 tal que si x > p

| /(x )-L | < ! y | /'(* )-M |<| 

luego si xo > p, por el TVM existe 6 € (xq, xq + 1) tal que

/(xp + 1) -  /(so) 
(xq +  1) -  Xq m

así

|/'(0)| = |/(x0 + 1) -  /(*o)l < \íixo + 1)-L\ + \L- f{x0)| < y .  

Por lo tanto

\m \ < \m  - r  m + \ f  w i < |  + | = e-

de donde concluimos que M — 0.
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5. Sean  f,g : [a, 6] —> IR fu n cion es  con tin uas en [a,b\ y  derivables en el 
in terva lo  (a, b). P r u e b e  que ex iste  c  €  (a, b) ta l que

[fib) ~  f(a)]g'(c) =  [g(b) -  g(a)]f'(c).

S o l u c i ó n . -
Si g(b) =  g{a), p o r  el teorem a  de  R o lle  existe  c e (a, b) ta l que g '( c )  =  
0, y  la  tesis se cu m p le  tr iv ia lm en te .

S u p on g a m os  ahora  que g(b) ̂  g(a). Sean A =  y
g{b) -  g{a)

h{x) =  / ( x )  —  Xg(x) V x  €  [a, 6],

O b serva m os  que h es con tin u a  en  [a, 6] y  derivab le  en (a, b), adem ás 
c o m o  h(a) =  h(b), p o r  el teorem a  de R o lle  ex iste  c  6  (a, b) ta l que 
h'(c) =  0, es dec ir  h'(c) =  f(c) —  Xg’(c) —  0, d e  d on d e  se con clu y e  
que

[m-f(a)}g'(c) =  [g(b)-g(a)}f(c) 

p a ra  a lgún  c  €  (a , b).

6. Sea  f(x) =  x 4sen ( £ )  p a ra  x  ^  0 y  / (O )  =  0. M u estre  que 0 es un 
p u n to  c r ít ico  de / ,  sin  em b a rg o  /  n o  tiene m á x im o  ni m ín im o  relativo 
cu a n d o  x  =  0, n i ( 0 , / ( 0 ) )  es p u n to  de  in flex ión  d e  esta  fun ción . 
S o l u c i ó n . -

C o m o  / ' ( 0 )  =  lim  x 3sen  ( — ] =  0, 0 es un p u n to  cr ít ico  de f . 
*-*o  y x )

A d em á s

Í 4 x 3sen ( - )  — x 2 eos ( £ )  , x  ^  0

0 , x  =  0 '

y  con sid era n d o  las su cesion es i „  =  j b  y  ^  ten em os  que 
x „  ->  0, x n - *  0 y

__1_. _  ( —l ) n+1 _  J  p os it iv o  , si n  es im par
'  m r  n 27r2 n egativo  , si n  es par

lo  que p erm ite  con clu ir  q u e  /  n o  tiene m á x im o  ni m ín im o  en  el 0. 
A n á log a m en te

=  |  l 2a:2s e n ( i )  - 6 x c o s ( i )  + s e n ( ¿ )  , x ^ 0



264 8.5. Ejercicios Resueltos

y  co m o

TVK \ 7J7T J

con clu im os  ta m b ién  que (0 ,0 )  n o  es un p u n to  de in flex ión  de esta 
fun ción .

7. E stu d ie  la fu n ción  /  de fin id a  p o r

/ ( * )  =  2x +  \  V x y ¿ 0 ,

es decir hallar sus m á x im os  y  m ín im os relativos y  a b so lu tos , sus con ­
cav id ad es y  sus p u n tos  d e  in flex ión , lu ego  trace  su gráfica .
S o lu c i ó n . -  
T en em os  que

/ ( * )  =  2 x  +  ¿ ,  Z?/ = R - { 0 }  y  feC(Df).

S ien d o  lim  f(x) =  + o o  y  lim  / ( x )  =  -l-oo, la  re cta  x  =  0 es la
* —>0+ x —>0”

ú n ica  asín tota  v ertica l d e  / .  C o m o

lim  í / ( x )  — 2x] =  lim  ( ) =  0
v ' 1 x->±oo \ x 2 /

la  recta  y =  2 x  es su  a s ín to ta  o b licu a  a  izqu ierda  y  derecha . D eriv a n d o  

o  2 2 (x  — 1) ( x 2 +  x  +  l )
/ W  = 2 - ^  = — -------------¿í------ '

lu ego  p o r  el cr iter io  de  la  pr im era  derivada  /  es: crecien te  en ( - o o ,  0 ), 
d ecrecien te  en  (0 ,1 ]  y  crecien te  en  [ l , + o o )  co n  m ín im o  re la tivo  3 =  
/ ( 1 ) ;  y  co m o

0
f"{x) =  — r p a ra  t o d o  x ^ 0  

x 4

p o d e m o s  afirm ar que f es con v ex a  en  ( —o o ,0 )  y  en  ( 0 ,+ o o ) .  C on  
to d a  esta  in form a ción  ten em os el s igu iente grá fico .
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8. Sea  L  : R + —> R  u na  fu n ción  real ta l que

L ’(x) =  -  V i  >  0 y  L ( l )  =  0.
X

D em u estre  que L(xy) =  L(x) +  L(y) V x,y £  R + .
. Solución.-
P a ra  y £  R +  ( fijo  ) ,  d e fin im os la  fu n ción  /  : R +  —> R  ta l que 

f(x) =  yx  para  t o d o  x £  R + .

C o m o  (L  o f)'(x) =  L'(f(x) )  • f'(x) se tiene que

(Lof)\x) =  j ^ - y = ± = L '(x),

p o r  lo  ta n to  ex iste  c  £  R  ta l que (L  o / )  (x )  =  L(x) +  C  p a ra  to d o  
x,y 6  R + . E n  p a rticu la r si x =  1, L (y) =  L ( / ( l ) )  =  L ( l )  +  C  =  C  
A sí

L(xy) =  L{x) +  L(y) 'i x, y £  R +

9. D em u estre  que, p a ra  t o d o  a, b £  R

|a + bl < M , \b\
1 +  |o +  6| 1 +  |a| 1 +  |b|
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S o l u c i ó n . -  Sean  o , b g  R . 
C on sid erem os  la  fu n ción  /  : [0, + c o )

x
f(x) =

1 +  x

i de fin id a  p or  

p a ra  to d o  x >  0. t

C o m o  f'(x) =
1

>  0 p a ra  t o d o  x >  0, esta  fu n ción  es m o n ó to n a
(1 +  x)2

crecien te  en [ 0 ,+ o o ) .  C on secu en tem en te , sa b ien d o  que

im p lica  que 

A s í
|a +  6|

|a + i>| < |a| + |6|

/(|a + 6|)</(|a| + |6|). 

|a| 4- |í>|
1 + |a + 6| 1 + |a| + |6|

+ \ b \

1 + |o| + |b| 1 + |a| + |i>|

< _H_ , JM_
1 + |a| . 1 + |¿|

10. L a  resisten cia  d e  u n a  v ig a  d e  se cc ión  tran sversa l rectan gu lar es d irec­
ta m en te  p r o p o rc io n a l a  su a n ch o  y  al cu a d ra d o  d e  su altura.

(a ) C a lcu la r las d im en sion es d e  la  v ig a  d e  m á x im a  resisten cia  que 
p u ed e  aserrarse d e  un  tr o n c o  d e  m ad era  de  form a  cilin d rica  de 
d iá m etro  d, d a d o .

(b )  Si el t r o n c o  tien e  la rg o  l, ¿Q u é  p orcen ta g e  de l to ta l d e l tr o n co  
de  m a d era  se h a  u tiliz a d o  en  la  con stru cc ió n  d e  esta  v ig a ?

Solución.-
(a ) L la m a n d o  R  a  la  resisten cia  d e  la  v ig a  y  k a  la  con sta n te  p os it iv a  
d e  p r o p o rc io n a lid a d , p o d re m o s  escrib ir

R  =  kxy2. (8 .19 )

S ob re  un co r te  tran sversa l, lla m a n d o  x al a n ch o  y  y  a  la  a ltu ra  d e  la  
v ig a  con stru im os  un  tr iá n g u lo  re ctá n g u lo  d e  ca te to s  x,y e h ip oten u sa  
d, lu eg o  ten em os

y 2 —  d2 —  x 2 (8.20)
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S u stitu y en d o  (8 :20 ) en  (8 .19 ) ob te n e m o s  la  ex p res ión  an a lítica  de la 
fu n ción  R

R(x) =  fcx (d2 3 — x 2) , 0 < x < d  (8-21)

d eriva n d o  e igu a la n d o  a  cero  en  (8 .2 1 ), ob ten em os

R'{x) =  k[d? —  3 x 2) =  0 ==> x  — — =̂.

S ien d o  R"(x) =  - 6 kx y  R"  Por  cr iterio  de la

segu n da  der ivada  R  tiene un  m á x im o  re la tivo  cu a n d o  x  =  — =, luego
v 3

p o r  (8 .20 )

2 — d2 — — — —d2 ■- _
V 3 ~  3 V ~  V 3

P or  lo  ta n to  y =  \ /2x.

(b )  Sean  Vc el v o lú m en  del “ c ilin d ro ”  y  Vv el v o lu m en  de la 
v iga , d e  lon g itu d  l, en ton ces

Vc = n { í ) 2l = A * 1 Y Vv = Xyl =
4\ /2

en ton ces  K , =  —— Vc w  60 % V C.
3 ít

A sí el p o rce n ta je  d e  m ad era  u tiliz a d o  en  la  v ig a  es 60%  d e  la  m ad era  
to ta l. □

8.6 Ejercicios Propuestos
1. Sea  I un in tervalo. D a d a  las fu n cion es con vexa s  f,g : I — * R, de­

m u estre  que /  +  g y  A /  (si A >  0 ) son  ta m b ién  con vexas.

2. S ea  I un  in tervalo. D a d a  las fu n cion es con v ex a s  f , g : I - * R ,  de­
m u estre  q u e  la  fu n ción  defiriida p o r  h(x) =  m a x { / ( x ) ,  g ( x ) }
ta m b ién  es con vexa .

3. Si /  : I -* R  es cón ca v a  y  J  =  { x  G I /  / ( i )  >  0 } ,  p ru eb e  q u e  la 

■ fu n ción  — : J  —> R  es con vexa .
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4. E n cu en tre  d os  fu n cion es  con v ex a s  cu y a  c o m p o s ic ió n  ex ista  p e ro  que 
n o  sea  con v ex a .

5. U n a  fu n ción  /  : R  -+  R  se llam a  a f ín  si 3 m  e  R *  y  3k €  IR ta l que
f(x) =  m x  +  k V i e R .  P r u e b e  que /  : R  —> R  es u na  fu n ción  afín,
si y  só lo  si

/[Aa+(l-A)6] = A/(a) + (l-A)/(&) Va,6eR V A € R.

6. Si h : R  —» R  es u n a  fu n ción  afín  y  g : R  —► R  es u n a  fu n ción  con v ex a , 
p ru eb e  que j o / i : R - * R e s  con vexa .

7. Sea  /  : /  —♦ R  u n a  fu n ción  con vexa . D a d os  0 1 , 0 2 , •••o„ €  I y  
t i , <2 ) • • • ¿n G [0 ,1 ] ta les que t i  +  Í2 +  • • • +  tn =  1, p ru eb e  que

í{t 1O1 +  ¿202  4- • • ■ +  tnan) <  tif{a{) +  ¿2 / ( 0 2 ) +  • • • +  tnf(an)

8. Pruebe que una función /  : /  —► R es convexa si y sólo si, 
V x £ { a , b ) C l

f(x) ~  f(a) ^  f(b) -  / ( o )  <  f{x) -  f(b)
x — a ~  b —  a ~  x — b

¿C u á l es la  in te rp re ta c ión  g e om étr ica  d e  este  resu lta d o?

9. Sean  p, q e R . P r o b a r  q u e  si p >  0 en ton ces  la  ecu a ción

X 3 + p X  +  g =  0

tien e  una  so la  ra íz real.

10. U n a  fá b rica  d e  m u eb les  ca lcu la  q u e  el c o s to  sem an al d e  p r o d u c ir  
x  rep rod u ccion es  term in a d a s  a  m a n o  d e  un  e s cr ito r io  co lon ia l, e stá  
d a d o  p o r  c(x) =  x3 —  3 x 2 — 8 0 x  +  500. C a d a  e s cr ito r io  p r o d u c id o  
se ven de a  2800 soles ¿Q u é  p r o d u c c ió n  m en su a l ren d irá  la m á x im a  
u tilid a d ? ¿C u á l es la  m ay or ga n an cia  p o s ib le  p o r  sem an a?.

11. E l co s to  o p e r a c ió n  p a ra  c ie r to  ca m ión  se estim a  en  ( 3 0 + v /2 )  cén tim os  
p o r  k ilóm etro , cu a n d o  se co n d u ce  a  u n a  v e lo c id a d  d e  v K m / h .  E l 
sa lario del co n d u c to r  es d e  18 soles p o r  hora . ¿C u á l es la  v e lo c id a d  
que m in im izará  el c o s to  d e  realizar un  en v ío  a  u n a  c iu d a d  q u e  está  
a  k K m ? .  S u p o n g a  que las leyes restringen  la  v e lo c id a d  a  50 <  v <  
9 0 K m / h
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12. U n h om b re  cam in a  a lo  largo de  u n a  sen d a  recta  a  u na  v e lo c id a d  de 
4 m /s .  U n re flector  está  en  el p iso  a  20m  de la sen d a  y  se m antiene 
en fo ca n d o  sob re  el h om b re . ¿  C o n  qué rapidez g ira  el re flector  cu an d o  
el h om b re  está  a 15m  del p u n to  de la sen d a  m ás cerca n o  al re flector?.

13. U n o b je t o  con  p eso  W  es a rra stra d o  a  lo  largo de un  p la n o  h orizon ta l 
p or  u na  fuerza  que a ctú a  a lo  la rg o  d e  u n a  cu erd a  su je ta  al o b je to . Si 
la  cu erd a  form a  un án g u lo  8 c o n  el p la n o , en ton ces  la  m a g n itu d  de la 
fuerza  es

F = ^
¿¿sen 8 +  eos 8

d o n d e  ¿¿ es u na  con sta n te  p os it iv a  llam ad a  coe fic ien te  de  fr icción  y  
0 <  8 <  | . D em u estre  que F  se m in im iza  cu a n d o  ta n  8 =  ¡i.

14. Sea f  : ( —1 ,1 )  —► R u n a  fu n ción  derivab le . Si lim  f'(x) =  L, p ru ebe  

que L  =  / '( O ) .  (S ugerencia : U se el T V M ).

15. A las 13 : 00 horas el b a rco  A se en cu en tra  a  25 m illas al sur del b a rco  
B. S u p on ien d o  que A n avega  h a c ia  el oeste  a  razón  de 16 m illas p o r  
h ora , y  que B  n avega  h ac ia  el sur a  20 m illas p o r  hora .

(a ) D eterm in e  si a  las 13:30 los b a rcos  se están  a le ja n d o  o  a cercan do .

(b )  D eterm in e  el in stante  en el que u n o  se en cu en tre  m as cerca  del 
o tro .

16. S ea  f  : (a, b) —> R  u n a  fu n ción  d iferen ciab le , ta l que existen  
lim  f(x)  =  A y  lim  f(x)  =  B. Si A =  B, p ru eb e  que existe
a:— *a s —*6

B  —  A
c €  (a, b) ta l que f'(c) =  — -------- .o — a

17. Sean  / ,  g d os  fu n cion es con tin u as en el in terva lo  [a,b] y  derivab les en 
(a, b). Si / ( a )  =  g(a) y  f(b) =  g{b), dem uestre  que ex iste  c  €  (a, b) 
ta l que f'\c) =  g'(c).

18. Si f(x) =  ax2 +  bx2, d eterm in e  los  valores de a y  b para  q u e  la  fu n ción  
/  ten g a  un  p u n to  de  in flex ión  en (2 ,6 ) .

19. Si x >  0, p ru eb e  que

X X 2 ,-----  X
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20. Si x  >  0, p r u e b e  q u e

21. P r u e b e  q u e  el re c tá n g u lo  de á rea  m á x im a  q u e  se p u e d e  con stru ir  con  
un  p e r ím e tr o  f ija d o , es e l cu a d ra d o .

22. H allar las d im e n s io n e s  del re ctá n g u lo  de m a y or  á rea  q u e  p u ed e  
in scr ib irse  en  un  s e m ic ír cu lo  d e  ra d io  r.

23. H allar el á rea  d e l m a y or  re c tá n g u lo  co n  base  en m e n o r  en  el e je  X  y  
v é rt ice s  su p erio res  en  la  cu rv a  y =  12 — x2

24. Sean  a i ,  a.2 , • ■ • , a „  £  R  y  sea  /  la  fu n ción  real de v a ria b le  real d e fin id a

el T V M , p r u e b e  q u e  x q  =  \(p +  q).

(b )  S ea  f{x) =  ax3 +  bx2 +  ex +  d en  [p; q]. S i x o  es e l v a lo r  que 
sa tis fa ce  el T V M , p r u e b e  q u e  xq =  ± (p 2 +  p q  +  q2).

2 7 .. U n o b s e r v a to r io  d e b e  ten er  la  fo rm a  d e  un  c ilin d ro  c ircu la r  re cto , 
r e m a ta d o  p o r  u n a  b ó v e d a  sem iesférica , c o n  u n  v o lu m e n  to ta l d a d o . Si 
la b ó v e d a  sem ies fé r ica  cu e sta  el d o b le  p o r  p ie  c u a d r a d o  q u e  el m u ro  
c ilin d r ico  ¿cu a le s  son  las d im en s ion es  m ás e co n ó m ic a s ?

28. H a g a  un  b o s q u e jo  del g rá fico  d e  la fu n c ió n  /  : ¡R —> IR d e fin id a  p o r

n
E n co n tra r  el ú n ico  p u n to  d o n d e  /  a lca n za

¿= 1
su m á x im o  re la tiv o .

25. (a ) S ea  f(x) =  ax2 +  bx +  c en  [p; <jj. Si xq  es el v a lo r  q u e  sa tis fa ce

26. D e te rm in a r  los in te rv a los  d e  c re c im ie n to  y  los in terva los  d e  d e c re c i­
m ien to  d e  las s ig u ien tes  fu n cion es :

(a ) / ( x) =  x 4 +  2x2 -  4 V i £ l  (c ) f{x) =  X-~ Wx  6  R

/(* ) =
3a;5 — 2 0 a 3

p a ra  t o d o  x  G M.
32
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"« D eterm in ar los p u n tos  d e  in flex ión , a s ín to ta s , in terva los  d e  co n ca v i- 
' l i d ,  in terva los  d e  c o n v e x id a d  y  g rá fica  de la fu n c ió n  /  : R  —» R

'lo lin i 'la  p o r  j(x) =  

in 1 );u la la fu n ción

--------- p a ra  t o d o  x £  .4 + i 2

f ( x )  = l)2
(a ) H allar las a s ín to ta s  y  los  p u n tos  cr ít ico s .

(1>) A n a liza r los in terva los  d e  c re c im ie n to  y  d ecre c im ie n to .

(o) D eterm in a r  los in terva los  de co n ca v id a d .

(d ) H allar los va lores  ex tre m o s  y  p u n to s  de in flex ión , si ex isten  

(o ) T r a c e  su  g rá fica

:il D a d a  u na  lá m in a  cu a d ra d a  d e  o ro  d e  la d o  a, se requ iere  con stru ir  
una c a ja  d e  b a se  cu a d ra d a  c o n  ta p a  q u e  ten g a  un  v o lu m en  d e  4 d m 3 
(d e c ím e tro s  c ú b ic o s ) . E n cu e n tre  las d im en s ion es  que m in im icen  la  
ca n tid a d  d e  m a ter ia l n ecesa rio  (d esp rec ie  el e sp e so r  del m a ter ia l y  lo 
q u e  se d e s p e rd ic ia  en  la  c o n s t r u c c ió n ) .

,T.>. S ea  /  u n a  fu n c ió n  d er iv a b le  en  [ a ,b\. Si f'(a) <  0  <  f'(b) p ru e b e  que 
ex is te  c  £  (a , 6) ta l q u e  f'(c) =  0.

:t.'t S ea  /  u n a  fu n c ió n  d er iv a b le  en  [a, b}. Si k es u n  n ú m ero  en tre  / ' ( a )  y 
/ '( /> ) ,  p r u eb e  q u e  ex is te  c  €  (a , b) ta l q u e  f(c) =  k.

:i l. S ea  /  : [0 ;2 ] —> R  u n a  fu n c ión  con tin u a , y  d er iv a b le  en  (0 ;2 ) .  Si 
/ (O )  =  0 , / ( l )  =  1 y  / ( 2 )  =  1, p r u eb e  que:

(a ) E x is te  ex £  (0 ,1 )  ta l q u e  f'(c\) =  1.

(b )  E x is te  c 2 €  (1 ,2 )  ta l q u e  / ' ( c 2) =  0.

( c )  E x is te  c  £  ( 0 ,2 )  ta l q u e  f'(c) =

:tá. Sea  a >  b >  0 y  sea  n  €  N  (n  >  2 ). P r u e b e  que

l / a  — y/b <  \/a —  b.

(S ug . P r u e b e  q u e  f(x) =  y/x -  \/x -  1 es d e c re c ie n te  p a ra  x >  1, y  
eva lu ar /  en 1 así c o m o  en  a/b).

/
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36. Sea /  : [a, 6] —> R  u n a  fu n ción  con tin u a , y  derivab le  en (a, 6). Si 
lim  f'(x) =  A, p ru eb e  que /  es d erivab le  en a y  f(a) =  A.

(S ugerencia : U se la d e fin ición  de / ' ( a )  y  el T V M ).

37. E n ca d a  caso  d eterm in ar si en el p u n to  x  —  0 la fu n ción  /  tiene un 
ex trem o  relativo :

(a ) f [ x )  =  x 3 +  2 (c )  f ( x )  =  s e n x  +  | x 3

(b )  f ( x )  =  s e m  -  x  (d ) f ( x )  =  c o s í  -  1 +  \ x 2

38. Sea /  una fu n ción  con tin u a  en [a, b] y  ta l que existe  la segu n da  der ivad a  
f" en (a, b) . Si la g rá fica  de  /  y  el segm en to  de recta  que une los p u n tos  
(o , / ( a ) )  y  (6, /(£>)) se in tersectan  (x o , f{xo ))  d on d e  a <  xq  <  b, p ru eb e  
que ex iste  c  G (a, b) ta l que f"{c) =  0.

39. Sea /  u na  fu n ción  real ta l que / (O )  =  1 y  2 <  f ' ( x )  <  5 p a ra  to d o  
x G [0; 4]. D em u estre  que 9 <  / ( 4 )  <  21.

40. D os tan qu es A  y  B  s itu a d os  en­
tre si a una  d ista n cia  de  d K m  se 
en cuen tran  u b ica d os  a  un m ism o 

• la d o  de la  orilla  rectilín ea  d e  un 
rio y  a una  d ista n cia  de éste 
de a K m  y  b K m  resp ectiva m en te  
(vea  la  figura  a d ju n ta ). Se desea 
co lo ca r  sob re  la orilla  del rio  u na  
b o m b a  p a ra  a lim entar d e  agu a  a 
los tan ques m ed ian te  tu b eria s  rec- 
tilineas P A  y  PB.

(b )  C a lcu le  la  d ista n cia  x que 
p erm ite  u b icar la p os ic ió n  de 
la  b o m b a  en  fu n ción  de  a, b y  
d para  las con d ic ion es  de la 
parte  (a ).

A' ~W
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