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Prologo

La presente obra esta dirigida a los estudiantes de ciencias e ingenieria,
gue con seguridad les servira como libro de texto asi como de referencia
suplementaria.

En esta primera edicién, cada uno de los capitulos aqui considerados,
han sido abordados de modo eficaz y claro; ademas de incluir una buena
dosis de problemas resueltos y propuestos. Entre otros, temas como el de
funciones reales, sucesiones, limites, continuidad y derivadas han sido enfo-
cados con un gran rigor analitico y al mismo tiempo con la simplicidad y
claridad al alcance de los estudiantes de ingenieria, asi como de otras disci-
plinas afines.

En la obra se da una particular y especial importancia a la formulacion y
solucion de los problemas, lo que conduce a que el lector corrobore y disfrute
de lo que tedricamente se postula. De este modo la presente obra establece
marcadas diferencias en relacidn a la literatura existente en la materia.

Creo que la Universidad Nacional de Ingenieria tiene un gran potencial
para lograr una nutrida gama en publicaciones, con este convencimiento no
escatimé esfuerzos en persuadir al profesor Manuel Toribio Cangana para
gue se decidiera a terminar y publicar esta obra, que estoy seguro, sera
de gran utilidad y provecho a los estudiantes universitarios en cursos de
matematica de los primeros semestres.

La actividad académica universitaria do un docente, debe pasar por su
dedicacion a la produccion intelectual, y en el caso del profesor M. Toribio,
no me queda mas que felicitarlo y agradecerle por esta obra que prestigia a
la Facultad de Ciencias y la UNI.

Debo también felicitar a la profesora Ruth Medina Aparcana por su

aporte y contribucion en la realizacion del presente libro.
Finalmente, invocar a los docentes de Ciencias e Ingenieria de nuestra Uni-
versidad, continuar este ejemplo en bien de nuestra institucion. Estoy con-
vencido que toda iniciativa de esta naturaleza debe sér apoyada de modo que
publicar nuestra produccion intelectual, se haga entre nosotros un hébito.

Dr. Pedro Canales Garcia
Decano FC- UNI






Capitulo 1
Logica Basica

El hombre ha cuestionado su existencia y su circunstancia desde el mo-
mento en que emergi6 la llamada condene, a del yo.
A partir de ese dia, estuvo consciente de que en su mente permanecian
imagenes representativas de las cosas, aunque éstas hubiesen dejado de es-
timular sus sentidos.
Lo anterior debi6 haber provocado una inmensa alegria a nuestros antepasar
dos, al darse cuenta de que podian pensar en el ser querido sin estar presente
éste, comunicar por medio de signos lingiisticos sus experiencias a las gene-
raciones venideras; pero quiza también sintieron temor, duda y vacilacion
frente a preguntas tales como: (Es completa la idea que tengo de este
fendbmeno?, ¢ es verdadero el juicio que hago de estas personas?, ;es valido
el orden en que he desarrollado mis ideas?. Estas son algunas preguntas que
a todos nos inquietan, especialmente a aquel que intenta arrancar y hacer
suyo el orden o ldgica bajo el cual se expresan los fenbmenos de nuestro
entorno.
A pesar de lo dificil que es lograr una respuesta satisfactoria a las preguntas
anteriormente formuladas, el hombre se ha entregado a la tarea de estudiar
las reglas que lo lleven a proceder con orden, con facilidad y sin error en
el trabajo de la razén, surgiendo, a partir de Aristoteles, el estudio de la
l6gica como una inmensa esperanza capaz de desentrafiar el misterio de la
perspectiva humana.
En este capitulo se pretende que el estudiante se familiarice con los métodos
de razonamiento matematico, utilizando las reglas mas elementales de infe-
rencia. La tarea principal de la l6gica es la formalizacion y sistematizacion
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2 1.1, Conceptos Basicos

de los métodos validos de razonamiento; a la légica no le compete pronun-
ciarse sobre la verdad o falsedad de los enunciados, sélo le interesa establecer
en qué casos la verdad de las premisas implica la verdad de las conclusiones.

1.1 Conceptos Basicos

Definicion 1.1.1 Sellamaproposicién légica atoda expresion que tiene
la cualidad de ser o bien verdadera o bien falsa, pero no ambas a la vez.

Veamos algunos ejemplos:
1. 151 es un ndmero primo, es una proposicion verdadera.
2. V2 es un numero racional, es una proposicion falsa.
3. Buenos Aires es la capital de Argentina, es una proposicion verdadera.
4. Pluton es un planeta, es una proposicion falsa.
5. Carlos Marx escribi6 La lliada, es una proposicion falsa.
6. La luna no es un satélite, es una proposicién falsa.
7. Hoy es lunes y mafiana es jueves, es una proposicion falsa.

La expresion “2 divide a X" no es una proposicion, pues no sabemos qué
valor toma x. Por ejemplo, si X es un nimero par, sera una proposicién ver-
dadera; en cambio, si X es un nimero impar, ésta sera una proposicion falsa.

Las proposiciones se denotan con las letras p,q,r,s,t, etc. Dada una
0 mas proposiciones, se pueden construir otras utilizando los términos de
enlace y, no y o, llamados conectivos logicos y denotados por A, ~ vy V,
respectivamente. La negacidon de la proposicién p, denotada por ~ p, es
una proposicion ( que se lee no p), mientras que p A< (que se leepy Q) y
pVq (que se lee p o ) son llamados la conjuncion y la disyuncién de las
proposiciones p y g Los valores de verdad de estas proposiciones se dan en
las siguientes tablas:

P q PAgQ pVqg
p GiP vV V. V \VJ
V F vV F F Vv
F V F Vv F \Y,

F F F F
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Observaciones:

1. - Los conectivos A y V no establecen ninguna relacién (en el sentido
matematico) entre las proposiciones p y ¢, sino que tanto p Aq como p V¢
son nuevas proposiciones obtenidas a partir de las proposiciones p y q.

2. - Existen otros conectivos que se derivan de los anteriores, que por
su importancia tienen nombres propios. Estos son el condicional y el
bicondicional, que en seguida pasamos a explicar.

Definicion 1.1.2 EIl condicional de las proposiciones p y q (denotada
por p —>q) se define como la proposiciéon compuesta ~ p V q, es decir

p-+q - (~pPVvq
y se lee “si p, entonces .

A la proposicién p se le llama antecedente y a la proposicion g se le llama
consecuente. Su tabla de verdad es:

P g p ¢
V V. oV
V F F
FY V
F F V

Al igual que en la conjuncién y en la disyuncidn, el conectivo —no estable-
ce ninguna relacion (en el sentido matematico) entre las proposiciones p
y (@, Sino que p —> g €S una nueva propcsicion obtenida a partir de las
proposiciones p y g. Por ejemplo,

Si 1 es primo entone gs 2 es par

es una proposicién verdadera. ;Por qué?
Existen otras maneras de leer la condicioi al p —qg. Por ejemplo, se puede
decir que

p es una condiciéon suficiente para q, o0 que
ges una condicién necesaria pera p

Definicion 1.1.3 El bicondicional de las proposiciones p y q (denotada
por p «>(q) se define como la proposicién compuesta (p —%q) A (q —» p), €s
decir

def

P Z P 9DA@->p
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y se lee “p si y sélo si q”. Su tabla de verdad es

p g P"d
V VoV
V F F
F VvV F
F F V

Al igual que en los casos anteriores, el conectivo no establece ninguna
relacién entre p y @, sino que p <>Q es una nueva proposicién, obtenida a
partir de las proposiciones p y g. Otra forma de leer la bicondicional p +>q
es

p es una condicién necesaria y suficiente para q.

Una formula légica es una expresion que contiene un numero finito

de variables proposicionales: p,q,r, etc., y un namero finito de operaciones
légicas: V, A, ~, — etc., en una correcta combinacion.
El valor de verdad de una formula l6gica dependera de los valores de verdad
de las variables proposicionales que intervienen en la misma y el nimero de
combinaciones que tengamos en una tabla de verdad dependera del niamero
de variables proposicionales que lo determinan, siendo en general igual a
2n, donde n es el nUmero de proposiciones que intervienen. Por ejemplo la
tabla de verdad de la férmula légica

(P Ak -—>0y
tiene 23 = 8 combinaciones posibles.

Definicién 1.1.4 Una tautologia (contradiccion) es una formula logica
gue siempre es verdadera (falsa), es decir, su valor de verdad es independi-
ente de los valores de verdad de las proposiciones simples que lo determinan.
Si una férmula légica no es ni una tautologia ni una contradiccion se llamara
una contingencia.

Ejemplos de Tautologias:
1L.pV-~p 4 |p—>gA~d— p
2.~ (~p)=p 5 ~ (pPAQ) «>(~pV~a)
3 [p-»a)Apl->q 6. ~(pVa) = (~pA~0
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7. [p = (A~ 9)] p

8. [P-»9 A@->n]-» (p->T)

9 [PA~T1)—=@A~ Q9] —=(p-+Tr)

10. [(p—r) A(@—=+s)A(p V9] —(r V a)

Verificar que cada una de estas 10 formulas ldgicas son efectivamente tau-
tologias (vea el ejercicio 3 en la seccion de ejercicios resueltos). EI lector
principiante debe verificar la mayoria de éstas .

Damos ahora un concepto que si relaciona proposiciones, llamado equiva-
lencia légica, que de inmediato pasamos a estudiar.

1.2 Equivalencia Logica
Definicién 1.2.1 Se dice que dos proposiciones p y g son légicamente

equivalentes (lo que denotamos por p = g) si la bicondicional p <> g es
una tautologia, es decir

p = gsiy soélosi p<>ges una tautologia
Observacion.- La relacion de equivalencia (logica) satisface tres

propiedades que caracterizan la definicion general de relacién de equiva-
lencia. Estas son:

1. Propiedad Reflexiva
p = p para toda proposicion p.
2. Propiedad Simétrica
Si p = g, entonces g s p.
3. Propiedad Transitiva
Sip=gyg=r,entonces p=r.

A continuacion se da una lista de equivalencias importantes que muchas
veces son conocidas como leyes logicas.
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Leyes Ldgicas
Dadas las proposiciones légicas p, qy r, se tienen las siguientes leyes logicas:

1. Ley de Idempotencia
pVp=p , pAp=p
2. Ley Asociativa
PV Vr=pVERVrn , (PAgQAr=pA(@QAr).
3. Ley Conmutativa
pVa=aqVp , pAq= qAp.
4. Ley Distributiva

pV@Ar) = (EVQA(MPVD
pPA(qVr) = (pAQ)V(pAr)

5. Leyes de D’Morgan:

~(PAQ = (~pV~0
~(pVg) = (-pA-Q).
6. Ley del Contrarreciproco
\p~a) = (~q
7. Leyes del Complemento
pV~p Tautologia
PA~p Contradiccion
~ (~p) P
8. Leyes de la Identidad
p V Contradiccion =}
p V Tautologia Tautologia
p A Contradiccion Contradiccion
p A Tautologia p
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9. Leyes del Condicional

- (=P Vg
= pA-~g
10. Leyes de Absorsion
(i pA(PVa=p (ii) pV(pAQ=p

(m) ~pA(VY =~ pAg y (iv) ~p V(pAg) =~p Vg

La relacidn de equivalencia ldgica = permite simplificar algunas férmulas
légicas, ya que toda proposicion puede sustituirse por otra equivalente; para
ilustrar esta idea vea los ejercicios resueltos 4, 5y 6.

1.3 Cuantificadores

1.3.1 Cuantificadores Universal y Existencial

La expresion
x>0

no siempre es una proposicion, puesto que no sabemos qué valor toma x.
Por ejemplo, para x =“Manzana”’, la expresion no tiene ningun sentido,
pero si lo tiene si tomamos valores numé meos adecuados para la variable X\
si x —2, la expresion es una proposicion verdadera; si x = —5, la expresion
es una proposicién falsa.

Definicion 1.3.1 Sea A un conjunto no vacio. Una funcion ldgica sobre
el conjunto A es una expresion p que uepende de x (lo que denotamos
por p = p(x)) tal que a cada elemento a dei conjunto A asigna un Unico
calificativo a la expresion p(a), que puede ser verdadero o falso (pero no
ambos a la vez). Esto es, p{a) es una proposicién ldgica para todo a £ A.

Por ejemplo, la expresion inicial “x > 0”7, es una funcioén légica sobre el
conjunto de los nameros reales.

Sea p = p(x) una funcion légica sobre un conjunto A y V el conjunto de
todos los valores x para los cuales p[x) es verdadero, es decir

V={xGA]jp{x)}
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El conjunto V es el conjunto de validez de la funcién légica p. Evidentemente

(c V¢ A

Cuantificador Universal.- Si V = A, es decir,
{xé A/ px)}=A,

el enunciado p(x) es verdadero para todo elemento de A. Escribimos en este
caso

Vx€A)PX) 6 Vr€ Apx)
y decimos

“para todo x G se cumple p{x).”

El simbolo V se llama cuantificador universal.

Cuantificador Existencial.- Si V ~ < entonces V posee por lo
menos un elemento. Escribimos en este caso

BxE€A)pPKX) 6 3x€A/pK

y decimos:
“existe un x € A tal que p(x)” o
“para algin x € A, p(x)” o
“para al menos un x £ A, p(x)”.

El simbolo 3 se llama cuantificador existencial.

1.3.2 Negaciéon de Cuantificadores

SiV~ A entonces Ve= {xe A/ ~ p(x)} (el complemento de V) es
un conjunto no vacio; asi

~ (V=A)= (Vc™t).
Simbdlicamente,
~ (VX GA, p(x) )=3xe A/ ~ pX).
Anéalogamente se concluye que

Bxe A/l px))=Vxe A ~ pX).
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El lector esta obligado a llegar a esta conclusidn.

Ejemplo.-

Negar la siguiente proposicion:

Todos los alumnos de Célculo Diferencial tendran una nota > 10.
Solucién:

Denotando por A al conjunto de todos los alumnos del curso, y considerando
la funcién légica

p(x) : “x tendra una nota > 10"

el enunciado es de la forma
Vis A,p[x)

asi que la negacion es

3 x6A;~npx)
esto es, “al menos un alumno del curso Calculo Diferencial tendra una nota
< 10" (jsera desaprobado!).

Nota.- Aclaramos que las proposiciones
Vxe A, 3ye A /Zp(xy),

3y63/Vr6a, p(z,y)

son distintas.
( la expresion p(x, y) es una funcién logica definida en A x A ).
En efecto: la primera proposicion Vx € A, 3y 6 A / p(x,y) se lee

“para todo x en A, existe uny en A (que depende de x) tal que p(x, y).”

Esta proposicién sera verdadera si para cada x elemento del conjunto A que
se tome, sea posible encontrar algun elemento y del conjunto A (en general
variando de acuerdo a x) de manera que p(X, y) sea verdadera.

Como ejemplo, tomemos if = {(x,y)eRXE/x>0yy>0},yla funcién
logica definida sobre H por

p(x,y) : “y < x”.

Dado x > 0, tomandoy = | > 0, vemos que y < X, esto es p(x,y) es
verdadera. Por lo tanto la primera proposicién

Vx 6 M+, 3y € R+ / p{x,y),
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es verdadera.

Consideremos ahora la segunda proposicion 3y € A / V x G .4, p(x,y) que
se lee como

“existe algun y en A tal que para todo x en A, p(x,y) .

Para que esta proposicion sea verdadera basta encontrar algin elemento y
del conjunto A de tal forma que tomando todos y cada uno de los elementos
a;-de A (independientemente de y) la expresion p(x,y) sea una proposicién
verdadera; en particular para la funcidn logica definida sobre H —R+ x R+

p(x,y) m*y < x"

la proposicion 3y GR+/V:r € R+, p(x,y) es falsa, puesto que si suponemos
gue existe un yo 6 A (dado) tal que

Vx>0, yO< x
tomando Xg= |]yo > 0, concluimos que
Xq < yo < Xgq

lo cual obviamente es un absurdo.
Para concluir esta seccion vea leu ejercicios resueltos 7, 8, 9y 10.

Damos ahora un segundo concepto que también relaciona proposi-
ciones, la implicacidon légica. Este es un concepto muy importamte a la
hora de hacer las demostraciones en matematica.

1.4 Implicacion Logica

Definicion 1.4.1 Se dice que la proposiciéon p implica légicamente la
proposicién g (lo que denotamos por p => q) si la condicional p —q es una
tautologia, es decir

p => qgsi.ysolo si p—>q es una tautologia

Observacion 1.- Las propiedades que satisfacen la implicacion légica son
las siguientes:

1. Propiedad Reflexiva
p=>p
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2. Propiedad Transitiva

Sip=$mqgyqg=>r, entoncesp=>r
3. Propiedad Antisimétrica

Sip=>qyqg=> p, entonces p = q

Observacion 2.- Si T denota una tautologia y p es cualquier proposicion
(verdadera o falsa), entonces p —T es una tautologia. Asi, tenemos que

p=>T.

Es decir, un enunciado tautoldgico se deduce de cualquier enunciado
(verdadero o falso). Por ejemplo: si 1 = 0, por simetria 0 = 1y, por
transitividad, se concluye que 1= 1; por lo tanto, 1=0 => 1= 1.

Observacion 3.- Si F denota una contradiccion y p es cualquier
proposicion (verdadera o falsa), entonces F — p es una tautologia. Asi,
tenemos que

F=>np.

Es decir, de un enunciado contradictorio se puede deducir cualquier enun-
ciado. Por esta razon, una teoria que contiene axiomas contradictorios
conducen necesariamente a paradojas (;Qué es una paradoja?). Por ejem-
plo, si en Z (conjunto de los NUmeros Enteros) admitimos como “axioma”
a

si ab= ac entonces b= ¢

se tiene por ejemplo que 1 = 2, pues como 1 x 0 = 2 x 0, aplicando el
“axioma” en mencion, se concluye que 1= 2.

Observacion 4.- Para efectos de una demostracién, la relacién p ==> q se
llama argumento valido, en cambio si p — » g no es una tautologia, se dice
gue es una falacia.

1.5 Reglas de Inferencia y Demostraciones
Sabemos que si el antecedente en una implicacion ldgica es verdadero,

el consecuente también lo es. Este hecho se usa en las demostraciones de-
ductivas; asi
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“Se empieza con la conjuncidon de un conjunto de proposiciones que se lla-
man premisas o hipdétesis, luego haciendo uso de las reglas de inferencia
(que a continuacion se dan) se logra obtener otras proposiciones llamadas
conclusiones o tesis
El paso logico de las premisas a la conclusion se llama deduccion o
demostracion. Asi, de premisas verdaderas se obtienen conclusiones ver-
daderas, siempre que se utilicen correctamente las reglas de inferencia que
pasamos a enumerar.
Reglas de Inferencia

1. Modus Ponens (MP) / 7. Adiciéon (Ad)
P — »7 P
P__ pVg
g

8. Simplificacion Disyuntiva
2. Modus Tollens (MT)

5 eq pVp
P
~q
- P 9. Silogismo Disyuntivo (SD)
3. Doble Negacion (DN) p—>r
P ="
p pvq
rvs

4. Simplificacion Conjuntiva
10. Conmutativas

PAg
Q Ap

PAg
P

5. Adjuncion (Adj)
11. Modus Tollendo Ponens (MTP)

P
9 P Vg
PAQ ~-p

6. Silogismo Hipotético (SH) a

12. Bicondicionales
P — q
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Ejemplo.- Dadas las proposiciones p,q,r y s, demostrar r A ¢ si se tienen
las siguientes hipotesis:

) p— ¢
1 2) q
3) ~p—*rAs

Solucioén:

4) ~ (~ q) de 2, por doble negacién
5 ~p de 1y 4(M.T)
6) rAs de 3y 5 (M.P)

Teorema 1.5.1 Dadas las proposiciones p,qy r, se tiene que
() p=»q
(i) (p A~ g =4> (rA

son légicamente equivalentes.

Demostracion:
PA~ g =¢-(rA~)

~PA~QVA~r1)=~pVgVF
~pVvVgq = p=>g O

Cuando se prueba la validez de (i) utilizando directamente las reglas
de inferencia, como en el ejemplo anterior, se dice que estamos frente a una
demostracién directa; pero cuando probamos la validez de (i) probando
la validez de (ii), estamos frente a una demostracién indirecta o por

el absurdo. A continuacién damos dos ejemplos sobre demostraciones
indirectas.

Ejemplo 1.- Si a2+ b2 = 0 pruebe que a= b= 0.

Solucion:

Supongamos que a2+ b2=0y (a”™ 00 b~ 0), entonces

@2+ b2=0Aa”~0) o (a2+ b2= 0A b~ 0), luego

0 = a2+bh2>0 V 0—a2+b2> 0, lo cual obviamente es una contradiccion,
y esto concluye la demostracion.

Ejemplo 2.- Si |g < e para todo e > 0, probar que a = 0.
Solucion:

Si suponemos que a 0, tomando e = Jag] > 0 tenemos que || < H
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(contradiccion). Por lo tanto el valor de a debe ser cero.

Para finalizar este capitulo dejamos al lector una lista de ejercicios
desarrollados y una lista de ejercicios propuestos ( a desarrollar ) para
consolidar su aprendizaje.

1.6 Ejercicios Resueltos

1. Sean p y r dos proposiciones falsas y q una proposiciéon verdadera.
Determine el valor de verdad de la proposicidn

(=p A~g) —>(~rVp).

Solucién:
-p A 9 (~r V. p
\4 \Y F
F \%

Respuesta: Verdadera.

2. Deducir el valor de verdad de las proposiciones py @ si r es una

proposicién falsay [p— >(~ qVn]A [gV(p * r)] es verdadera.
Solucién:
De la segunda hipotesis es facil ver que la proposicion [qV (p *— nN]
es falsa, luego qy (p < r) son ambas falsas; como r es falsa (y por
tanto ~ r verdadera) se concluye que la proposicion p debe ser falsa.
Respuesta: p y g son falsas.

3. Pruebe que la proposicion

[P-> (A ~ o)} p

es una tautologia.

Solucion:
P g [P > @a ~qg] » P
vV V. V F F vV F
vV F V F F Vv F
F V F V F vV V
F F F V F vV V
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Esta es una de las 10 tautologias que se pide demostrar lineas atras.

4. Demuestre la verdad de las siguientes equivalencias l6gicas, conocidas
como Leyes de Absorcidn:

(i) pPAPVO =p (iii) ~pA@PEVY=~pAqg
(ii) pV (pAg) = p (iv) ~pV(PAQ =~ pVq

Solucion de (i):

p g P A (PVg * p
VVV V sV V V
VF VV V V V
FVFF Y V F
F FFF F V F

La solucion de (ii), (iii) y (iv) son completamente analogas (jno
necesita hacerlo!).

5. Usando las leyes ldgicas, simplificar la siguiente proposicion:

[(Fa— PA~(~p— 9VE— d

Solucién:

[(Fa— PA~(~p— JIVEP— 9=
\P ?)A~ (q=>=p)]V(p 9 =
[PV AGA AV(pV~0Q=

(~PAQV~pV-~-qg=
~pV" q=
~(pAg).

6. Usando las leyes logicas, simplificar la siguiente proposicion:

Solucién:
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7.

8.

10.

1.6. Ejercicios Resueltos

~ P-»?) ?—P) =
PA~dDV@A PIA[- (@A~ p)V(PA~ Q] =
- [~pV5V (@A ?]A[NgVPV (PA 4)]s
(~PVQA(-yVp) =
{p DA@—p) =

(P 9=
Negar la siguiente proposicion:
ViE Ap(x) A 3y£B /qx).
Solucion.-
~ (Vi Si, pxX) AByEB /7q(x)) =
~(VXEA p(x)) V ~@BYy£BiqX))=
BxEA/Z ~pKx) V (WE€B, rgqgx) ).
Negar la siguiente proposicién:
Va;, 3y/Vz p(x, Y, z).
Solucion.-
~ [Va;3y/Vz p(x,y, z)] = 3a:/Vy 3z/ ~ p(a;,y, z)
Hallar ~ p si
p=Ve>03a>0/NVx€£> (0<X—a <5—+]/(a;)) —\ < e).
Solucidn:
~p=3e0>0/V5>0,3x;, £ Df / 0 < \x—a] < ¢ A \f(x) —L\ > £o-
Negar la siguiente proposicién:
Vs> 0,3n0 £E N/ Vne N(n>no—>]n|<e).
Solucién:

~VMe>0,3n0EN/VNnEN((M>n0—>n]<e)] &£
3>0/VnoGN 3n£N/ ~(n>n0o—*|Jon|< é) =
3>0/VnOGN 3nGN/ n > n0A Ja,| > e).
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11. Dadas las proposiciones /, gy h, demostrar / si se tienen las siguientes

hipdtesis:
1) g— »h
2) g— f
3) ~h
Solucién:
4 ~g de 1y 3 (M.T)
5) ~~/ de2y4 (M.P)
6) |/ de 5 (D.N)

12. Dadas las proposiciones p,q,r,s y i, demostrar s At si se tienen las
siguientes hipotesis:

) ~(pV =)

2) avp
3) r—ors
4) (qAs) - (tAs).
Solucioén;
5) ~ pAr de 1 (Morgan)
6) ~ P de 5 (Simplificacion)
7) r de 5 (Simplificacion)
8) ¢ de2y 6 (M.T.P)
9) S de 3y 7 (M.P)
10) gAs de 8y 9 (Adjuncién)
11) tAs de 4y 10 (M.P)
12) sAt de 11 (conmutativa)
)siciones p, g, r,,s,t y u, demostrar ~ p si se tienen las
esis:
) r— p
2) (rAs)Vt
3) t—y(@Vu
4 ~O0A~u
Solucion:
50 ~ (@Vu) de 4 (Morgan)
6) ~t de 3y 5 (M.T)
7) TrAs de 2y 6 (M.T.P)
8 r de 7 (Simplificacion)

9 ~ P de 1y 8 (M.P)
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14.

15.

16.

1.7

1.7. Ejercicios Propuestos

Demostrar que x —y ™ 2 si;

1) ~-(x>yAx +y>7)
2) x~Ny—>x<4

3) XxX+y~N7—>x<4
4H X—y=2—»x 4

Solucién:
5) de 1 (Morgan)
6) x<4Vi<4 de 2,3y 5 (S.D)
7) x<4 de 6 (Simplificacidon)
8 x-y 2 dedy 7 (M.T).

Si n es un entero positivo y n2es par, pruebe que n es par.
Solucidn:

Supongamos que n2 es par y n es impar, es decir n2espary n = 2k—1
para algin A£ Z+.

Por lo tanto n2= 4/c2—4A + 1 = 2k\ + 1, donde fci = (4A2—4Kk) £ Z,
es decir n2 es impar (jabsurdo!). Asi n debe ser par.

Pruebe que \j2 es un nimero irracional.

Solucioén;:

Supongamos que V2 es un numero racional, entonces podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que y/2 = | para a, 6 £ Z primos
entre si; luego, a2 = 2b2, de donde tenemos que a es par, puesto que
a2 lo es.

Si suponemos que a = 2k con k £ Z, de la igualdad a2 = 262 podemos
concluir que b2 — 2fc2, es decir, b2 es par, y por lo tanto b es par.
Asi, ay 6 no serian primos entre si(evidentemente una contradiccion).
Esto concluye nuestra prueba.

Ejercicios Propuestos

Sean p y q dos proposiciones ldgicas. SipAg=p v pV ~ 5es una
tautologia, pruebe que p = q.

Sip,qr,s,ty wson proposiciones légicas tales que (p — r) <* (s —=*
tu) es verdaderay ~ tu— s es falsa, determine el valor de verdad de

(tu —q) <> (pV ~ ).



Capitulo 1. Ldgica Bésica 19

3. Demuestre que {} C A para cualquier conjunto A.

4. Sean A, B conjuntos dados. Si A C B, pruebe que Bc C Ac. (Xc es
el complemento del conjunto X respecto a un conjunto universal).

5. Sea A = {(x,y) € MxR / x<0,y>01}ylafuncién légica en A
definida por

Hallar el valor de verdad de:

(a) Para todo x < 0, existe y > 0 tal que p(x,y).

(b) Existe un x < 0 tal que, para todo y > 0, p(X, y).
(c) Paratodo x < 0, paratodo y > 0, p(x,y).

(d) Existei <0y existey > 0 tal que p(x,y).

6. Verificar que para probar la equivalencia de las proposiciones p,q,r y
s es suficiente demostrar las siguientes implicaciones logicas:

p=>q, q=r r$ms s$mp

7. Escribir formalmente la negacion de la siguiente proposicion, “para
todo numero racional r existe un nimero entero n tal que n < r <
n+ 1". (Larespuestanoes, 3r6 QVneZ/ n>r>n+ 1)

8. Justificar los siguientes razonamientos l6gicos:

pVvV~q VA (V)
PVag) -*r

pv-~r r —s

..p.

9. Dadas las proposiciones P,Q y R, pruebe que

(H)R™N~-Q
(2 QVP
(3) RA ~ P.

no pueden ser axiomas de ninguna teoria.
(Sugerencia: usando las reglas de inferencia debe llegar a una con-
tradiccion.)
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10. Dadas las proposiciones p y g, definimos p A q (p <>q). Pruebe
que
PA@ATN)=(PAQq)AT

11. Completar con “suficiente o necesario” segln corresponda:

(@) Para que el polinomio x2—1 sea igual a cero €s...........cuuee... que
x sea 1.

(b) Para que el polinomio x2—1 sea igual a cero es............c....... que
x seal6 -1.

(c) Para que el valor absoluto de x sea 5 esS....ccccceeeneen. gue X sea
-5.

12. Simplificar la siguiente formula ldgica:
[(?Ag)v  (PA~ 9] -» q.

13. Si P = {1,2,3,4, 5}, halle el valor de verdad de las siguientes proposi-
ciones:

(@ 3xE£EP /(3x-5) 6P

(b) Vxe P3y€P/ x+y=T7.
(c) 3x€P/Vye P, x—y>0.
(d) Vxe P,VWe P, x-fy <10

14. Determine los siguientes conjuntos:

@ M={xeR/x>3—pm»w<51}

b)) V={x€R/ x>0<»w=0}

(c) P={x€ IR/Ix2+4=0<-+(x+2)2=0}
15. Simplificar las siguientes formulas ldgicas:

(@ [(MpAQ —=(FA DA

(b) t(~g p) *=( p— 9lars (?A?).

© [FpA@Y 1]~ [(-pAgV (pVI)]

16. De la falsedad de (p — 9) V (~ r —s), deducir el valor de verdad
de las siguientes proposiciones:
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@ (-pA~qVsig
© [(~=rV5Adh [(~gVr)As],
© (@-*r ->[(pVoA -~ 4

17. Dadas las proposiciones py q, se define py <= pA ~ qg. ¢A cuél de
las siguientes proposiciones es equivalente p —

@ ~(pv?) © ~ [PV (- 9] () PV (-9
b PV (9 d (-pV?9

18. Utilizando el método de demostraciéon por el absurdo, comprobar la
validez de los siguientes argumentos:

(@ (o)) ©
9-*P
IVs PASZ p
~S 19p—q pv s) (-~ pA-~
-'_p ‘/V\'q S

19. Verificar la validez del siguiente razonamiento:

Si 6 es impar entonces 4 no divide a 7
9 no es primo o 4 divide a 7

pero 9 es primo

Por lo tanto 6 es par

20. Cual de las siguientes proposiciones

p: No ingresar al estadio o pagar 100 soles, y ser socio,
g: Pagar 100 soles o ser socio, y no ingresar al estadio,

r: Pagar 100 soles y ser socio, 0 no ingresar al estadio.

es equivalente a

“Es necesario pagar 100 soles y ser socio para ingresar al estadio”?
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1. Concluir que x = 1 si se tienen las siguientes premisas

1) ~(z<3Vx>p)Ay =2
2) X yvVx=1
3 X>z—FX>y
4 x"Nz-FX<y.

22. (@) Si C ™= Pruebe que AxC —B x C e s condicion necesaria
para que A = B.

(b) Sean GN. Si n2 es multiplo de 7, pruebe que n también lo es.

(c) Negar la siguiente proposicion:
“Para todo numero real x existe un numero entero k tal que
k+ 1> x> k".

23. Sea X = {aq, X2,23, , xn,xn+1,...} un subconjunto de los nimeros
reales y sea a GE. Negar la siguiente proposicion

VX GR+ 3no GN/ Wn—a\ < x Vn > no.

24, ;Cual(es) de los esquemas formales siguientes son reglas de inferencia?
jJustifique su respuesta!

@ (b) ©
pVvr pVq p q
~q t— r
~pVvq p— r ~ >t
rvs rAs p—-(~rVs)

25. Sean A = {1,2,3, me= 20} yB = {X£EA/Xx<b <=>x > 7}, Indique
el valor de verdad de:
@ WXCA—»PBnX =%
(b) 3X c A A3YCB/XnY =<«
(c) 3Dc At BUD=A.

26. Dados los conjuntos A —{—2,0,1} yB = {x GR / (x —1) GA },
determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
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27.

28.

29.

30.

(@ VieA3yeB/ x+y6B.
(b) 3Xx€A/vyes Bx+yeA
(c) 3X eV(A) 3YeV{B) /X ¢ (Y ¢ Py XXY = {1,2}.

Para una proposicion cualquiera p se define: V(p) = 1 si p es ver-
dadero, y V(p) = Osi p es falso.

(@) Pruebe que V( p) = 1- V{p).

(b) Pruebe que V(jpVa) = V(p) + V(a) —V(p)V(q).

(c) Encuentre una férmula para V(p — >q).

Indicar cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas,
justificando su respuesta:

@ V(A)-A = ({>"A =&

(b) V(A) - {A} £ &

(c}'Se A ={a} y B = {6 entonces V{A —B) = V(A).

Sean Ay B subconjuntos de U. Pruebe que Cu(A UB) = CuAnCuB

( CuX indica el complemento del conjunto X respecto al conjunto
universal 7).

Expresar en términos de cuantificadores:

(@) Sea X un subconjunto de R tal que cualquiera que sea b en X
tenemos que para los i en R cuya distancia a b es menor que
algun £b > 0 tenemos que x esta en X.

(b) Sea X un subconjunto de R tal que para algin b en X y para
cualquier e > 0 tenemos que existe x en R con distancia a b
menor que e y que no esta en X.

(c) ¢Qué relacion hay entre ay 6.
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1.7. Ejercicios Propuestos



Capitulo 2

Los NUmeros Reales

El sistema de los niumeros reales es un conjunto no vacio denotado por
R, provisto de las operaciones de adicion y multiplicacién, de una relacion
de orden, y de una propiedad de completitud; asi, R es axiomaticamente
definido como un cuerpo ordenado y completo.
El método axiomatico de introduccion a los nUmeros reales proporciona una
base breve y adecuada para el estudio del calculo diferencial e integral.
A continuacion se estudian sistematicamente los axiomas de cuerpo, el axio-
ma de orden y el axioma de completitud.

2.1 Axiomas de Cuerpo
Al) Propiedad asociativa.
Va,bbc€R: a+ (b+c)=(a+h+cy ambmc) = (amb) m
A2) Existencia del neutro aditivo y neutro multiplicativo.
B30ER/VatR: ud-O—0O-f-n—a
31 €R\{0}/Va€R: aml=1lea=a
El elemento O se llama cero, y el elemento 1 se llama uno.

A3) Existencia del inverso aditivo e inverso multiplicativo.

VaGR,3(—)£R/ a4+ (—a)=0= (—a) + a

25
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Va GM—{0}, 3a-1 GiR/ a<a-1 = 1= a-1 «a
A4) Propiedad conmutativa.

Va,6GR: a+b=b+a y a-b=b-a

A5) Propiedad distributiva.

Va,6,cGM: a-(6+c)=a-6+ a-c

Por satisfacer estas cinco propiedades, se dice que el conjunto de
los nimeros reales con la adicion y multiplicacion es un cuerpo. En
general, cualquier conjunto con dos operaciones que satisfaga estas cinco
propiedades se llama cuerpo. Por ejemplo, el conjunto Q de los nimeros
racionales y el conjunto C de los niameros complejos también son cuerpos
(en este texto no estudiaremos a los nameros complejos). Anotamos
aqui, sin justificacion alguna, que existen infinitos conjuntos que tienen la
categoria de cuerpo. Mas aun, existen muchos cuerpos finitos.

Existen otras dos operaciones sobre el conjunto de los nimeros reales
gue no se incluyen explicitamente en los axiomas (pues son consecuencias
de éstos), a saber, la sustraccion y la division. Estas se definen como sigue.

Definicion 2.1.1 Paratodo ay ben E
a—b—a+ (—6) y ~ —amb~l (sib 0).

Debe quedar claro que todas las demas propiedades algebraicas (es de-
cir, donde no intervienen desigualdades) son consecuencias de estos cinco
axiomas y de las definiciones que acabamos de dar. A modo de ejemplo se
enuncian y demuestran las siguientes proposiciones:

Proposicién 2.1.1
1. El cero es Unico.
2. El opuesto de todo numero real es Unico.
3. a———a), para todo a £ R.

4. Ley de cancelacidon de la suma,
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Sia+c= b+ c entoncesa=>b
Prueba.

1. Supongamos que 0y 0' son “dos” ceros de R, entonces

00 = 0+ 0 (definicion del 0)
= 0+ 0 (conmutatividad)
= o0 (definicion del 0")

2. Seaa € Ry sean x,y “dos” opuestos de a en R, entonces

X x+ 0 (definicion del 0)
x+(@a+y) (@+y=0
(x + a) +y (asociatividad)
O+y (x+a=0)
y (definicion del 0)

3. Como (—a) 4-a = 0y el opuesto de (—a) es Unico, entonces
—(—a) = a.

4. Supongamos que a+ ¢ = b+ ¢, entonces:
o = d 0 (definicion del 0)
a+ (c+ -c) (A2)
(a+ c)+ (-c) (asociatividad)
6+ c) + (—€) (hipdtesis)

b+ (c+ -c¢) (asociatividad)
6+0 (A2)
6 (definicién del 0)

Proposiciéon 2.1.2
1. El uno es Unico.
2. El inverso de todo numero real no nulo, es Unico.
3. Sia 0, entonces a= (a-1)-1.

4. Ley de cancelacion del producto,

27
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2.1. Axiomas de Cuerpo

Si a-b —c-b y 670, entonces a —c

Prueba. Ejercicio para el lector, es analogo a la proposicion 2.1.1

Proposicion 2.1.3

1.
2.

Para todo aeR, a<0= 10
Para todo a£ R, —a —(—1) «a.
Para todo a,b GR, a(—bh) = (—a)b = —(ab).
Si a, b GR, entonces
ab=0siysolosia=0 6 6=0.
Sia,6,x £ R con a0, entonces

ax + 6= 0Osiy solosi x = —a~1h

Prueba.

1.

a-0 = a-0+0 = a-0O+[a+(—a)] = [a-O+a-I]+ (—a) = a-[0+I] + (—a) =
ael+ (—a)=a+ (—a) = 0.

. (D ea+a=(—1) ea+ lea= [(—1) + 1I]ea = 0=a = 0.

Por lo tanto, —a = (—1) ma.

Como a-b+a-(—b) = a-[6+(—6)] —a-0 = 0, entonces —ab) = a(—¥b).
Analogamente, como a mb+ (—a) mb = 0, se tiene que —(ab) = (—a)b.
Por lo tanto, a(—bh) = (—a)6 = —(ab).

Sean a 'y 6 dos numeros reales tales que a<b = 0. Si a —0, no hay
nada que probar. Si a ™ 0 debemos probarque 6 = 0; en efecto:

6= 1-6 = (a~la)b = a~:(ab) = a-10= 0

El reciproco es consecuencia inmediata de 1.

Supongamos que X = -a-b ~ 1, entonces
ax+6 = a(—a_16)+6 = —a(a_16)+ 6
= —aa-1)6+6 = -1-6+6

-6 + 6 = 0.
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Reciprocamente, supongamos que ax + b= 0, entonces

ax+b = (—b+b
ax = —h
Asi, x = 1ex —(a~1a)x = a- L(ax) = (a-1)(—h) = —a~1hb. 0O

El item 4y el item 5 de la proposicién que acabamos de demostrar se usan en
el desarrollo de las ecuaciones cuadréticas y las ecuaciones de primer grado.
Subconjuntos notables de los numeros reales:

= El axioma A2 asegura la existencia del numero 1, y como en R se tiene
la operacion de adicion, tenemos que:

1 €R, 1+1=2€R, 2+ 1= 36R ... (n-1) +1=neR,...

Este conjunto asi determinado, es denotado por
N={1,2,3,-..},
y se llama conjunto de los nUmeros naturales, note ademas que NCR.

< El axioma A3 asegura que para cada n <€ N existe un Unico(prop
2.1.1) elemento — € R, y el axioma A2 asegura la existencia del
0 € R, luego el conjunto

zZ={. —2,-1,012,...}
es llamado el conjunto de los nimeros enteros, ademas N C Z C R.

= El axioma A3 asegura que para cada k € Z, k™ 0existe un anico(prop
2.1.2) elemento /c-1 = | e R, luego el numero denotado por ™ y
definido por & = mn~Il € R. Asi el conjunto

Q= I mneZ n 0]

es llamado el conjunto de los niumeros racionales, y se satisfacen las
siguientes relaciones NC Z CQ C R.»

« Al final de la secién 1.6 del capitulo 1 hemos demostrado que y/2 no
es racional, esto nos permite afirmar que el conjuto R —Q es no vacio,

este conjunto se llama conjunto de los nameros irracionales y se le
denota por 1, es decir
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Otros ejemplos de nameros irracionales son %3, V5, n , - -,
N2+ /5, === y'p (si p es un primo positivo), ir, e, etc. Si bien conocemos mas
numeros racionales que irracionales, la verdad es que existen muchos mas
irracionales que racionales, estas justificaciones le corresponden al analisis
matematico(después de calculo integral). Mas precisamente el conjunto
de los nimeros irracionales es un conjunto no enumerable, mientras que
el conjunto de los nimeros racionales si es un conjunto enumerable(este

concepto sera brevemente explicado en el siguiente capitulo ).

2.2 El Axioma de Orden

En esta seccion caracterizaremos a E como un cuerpo ordenado, para
lo cual admitimos como axioma la existencia de un subconjunto de los
numeros reales, que llamaremos el conjunto de los reales positivos. Esto
nos permitira ordenar a los nimeros reales.

Axioma de Orden
Existe un subconjunto no vacio P del conjunto de los numeros reales tal
que: 3 'S

i) Si a,b GP, entonces a-FbGP yab GP.(#
ii) 0g P.
iii) Si a€ E —{0} entonces a GP o —a GP.

En el item iii) de este axioma la disyuncion es excluyente, pues si a es un
numero real no nulo y se tiene que a GPy —0 GP, 0= a+ (—a) GP por
el item i), lo que contradice el item ii) de la definicién de P.

Definicion 2.2.1 (La relacién de orden menor)
Si a y b son nameros reales cualesquiera, decimos que a es menor que b, y
lo denotamos por a < b, si (6 —a) GP, es decir

a<bsiysélosi (b—a) GP

o Lj
Observacion.- Note que

0 <asiysblosi a= (a—0) GP
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n* decir,
P={oeR/0<o0}

1 of esta razén, el conjunto P es llamado conjunto de los nimeros reales
positivos. En adelante, este conjunto sera denotado por R+.

Definicion 2.2.2 Si a,b y ¢ son nimeros reales cualesquiera, decimos que:
1. a es mayor que 6,y escribimos a> b siy s6losi b< a
2. a es menor o igual que 6, y escribimos a < b si y sélo si
a<bo a—b

3. a<b<c siysflosi a<by b<c

En el dltimo item de esta definicion, se pueden reemplazar las desigual-
dades estrictas por <; asi, de manera analoga se tienen definidas a < b < ¢,
a<b<cya<b<ec. ~

Teorema 2.2.1

1. Ley de tricotomia. Si a y b son nuameros reales cualesquiera, una y
s6lo una de las siguientes relaciones se cumple:

a<h oo=6 0 0>6

2. Ley transitiva.

Si a<6y6<c, entonces a< c.
3. Si a< 6, entonces a+ ¢ < b+ ¢ para todo ¢c 6 R.
4. Si a<byc> Q0 entonces amc <b me.

Prueba.
1 Sio 6e R, entonces 6-0 =0 6 b—an0, luego
6-0 =0 6 6-0ePd6 -(6-0)eP.

Asi, a=60 a<6 0o 6<o.
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2. Por la hipétesis tenemos que e—a € Py c—b G P, luego (fe—a)+(e—e) G

P, es decir c —a G P. Por lo tanto a < c.

3. Como (fe+ ¢c) —(a + ¢c) = b—a GP para cualquier ¢ G R, entonces

a+ c< b+ c paratodo c GR.

4. Por la hipoétesis tenemos que f—a GP y c GP, luego be —ac =

(b —a)c GP, es decir ac < be.

O

En la siguiente proposicion se demuestran las propiedades mas impor-
tantes de las desigualdades. Muchas de ellas
ingresar a la universidad, sin embargo muy pocas veces se ha meditadla
sobre por qué funcionan perfectamente.

Proposicion 2.2.2 Para a,b y ¢ en R
propiedades:

1.
2.

w

o o &

10.
11.
12.

Sia< byc<0,entonces a=c> b
Sia<byc<d entonces a+ c<b + (B
Sia 0, entonces a? > 0 (== 1> 0).
a= 0siy solosia2= 0.
Si 0 < a<b, entonces a2 < .
Sia< b< 0, entonces a2 > .
a> 0siysolosia-1>0.
a<O0siysolosia-1l<0.

K

O<a<b siysélosia-1 > &1 >

a< b< Osiysélosia-1l > fe'l

se conocen y usan antes de

se cumplen las siguientes

ab>0siysolosi(@>0y £>0) O (a<0y £<0)

ab< Osiysélosi (@a>0 y fe<0) O (a< 0y £>0)

Prueba. Es este caso daremos la prueba de
se dejan como ejercicio para el lector.

algunas de ellas. Las demas

1. Tenemos que —a GP y (—€) GP, entonces ac—bc = (6—a)(—€) GP,

luego a mc > b =c.
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2.

11.

Como (b—a) GPy (d—c) 6 P, entonces (b+ d) —(a+ c) = [(b—a) +
(d—c)] £ P, por lo tanto a+ c < b+ d.

Sia 0, entoncesa> 06 —a >0. Sia> 0, entonces a2= ama >
Oma=0. Si—a > 0, entonces 02= (—o) m(—a) > 0=(—a) = 0. Por lo
tanto a2 > 0.

Por la hipédtesis tenemos que (b —a) > Oy (6 + o) > 0, y como
b2 —a2= (b —a)(b + a), concluimos que a2 < b2.

Supongamos que a > 0y a-1 <0, entonces a =a-1 < a =0, es decir
1< 0, lo cual es obviamente un absurdo (pues 1= 1-1 = 12>0 por
el ftem (3) ).

Reciprocamente, si a-1 > 0, entonces a = (a-1)-1-> 0.

Si 0 < a < b, entonces a~1mb~1> 0. luego multiplicando a la primera
desigualdad por este nuamero positivo tenemos que (a- 16-1) =0 <
(a- 16-1)-a < (a~1b~1) mb, es decir 0 < 6-1 < a-1, o equivalentemente

a-1 >61>0

Reciprocamente, sia 1> b 1> 0, entonces0< (a J 1< (b X,
esdecirO< a< b

Supongamos que ab > 0, luego a~Oyo6”~0O. Sia>0 (\ a-1 > 0),
entonces b= a-1 =(ab) > a-1 -0 = 0. Sia< 0 (,(\ a-1 < 0), entonces
b= a-1 <(ab) < a-1 -0 = 0.

Reciprocamente, sia > 0y b> 0, entonces ab > 0. Perosia< 0y
b < 0, entonces ab = (—a)(—h) > 0.

O

Definicion 2.2.3 Valor Absoluto
Se llamara valor absoluto del namero real a al nimero denotado por lal y

definido por
,.._f a a>o
£ ? —a, a<U
Ejemplos: |—H = .. 21= X2, W2+ X+ 1 =X2+ x+ 1 (,Por qué?),

senx, x G[0,#

y senx —senx, X £ (mr, 27Y)
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Proposicién 2.2.3 Propiedades del valor absoluto:
1. Para todo numero real a, f] > 0.
2. Bl=0siysoélosia= 0.

3. Para todo numero real a, -Ja] <a< |a

4. \= HIE)
a jal v
5 kl =U sIMO

6. Desigualdad triangular.

la+ A< K+ [ Paratodo a,bf R.

7. Kl=asiysdlosia>0y (x —a o x —-a).
8. K= Plsiysolosi(a=b o a=-b).

9. Ml <asiysolosia>0y —a<x<a

10. | >asiysolosix<-a o x>a

11. Para todo a,be R, |H- ¥ I< \a- 6}

12. Hl < Hsiysoélosi (b- a)(a+ b) > 0.

Prueba. Los Items 1, 2y 3 son consecuencias inmediatas de la definicion
de valor absoluto.

4, Sia> 0y b> 0, claramente se tiene que = ab= K6} Sia< 0
y b < 0, tenemos que |&6]= ab = (-a)(-b) = KB} Sia< 0y b> 0,
entonces Jeb]= —ab = (—a)b = HK||P} Analogamente, sia > 0y b < 0O,
B = —ab= a(—h) —HIH

6. Dados los numeros reales a y b se tiene que a+ b > 06
a+b < 0, luego aplicando el Ttem 3 tenemos que
la+ A= a4b< H+ H o plh+H=—a+b=(—a)+ (b < H+ Bl

11. Como K = la—b+ 6]< Ja—6]+ P} entonces H - PBl< Ja—b\
Analogamente, Bl-lal] < p-a] = |ai>|. Luego -] a-6]< |a]-16]< \a-b\,
y aplicando la propiedad 9. se concluye quel

IM - W\ |< \a-b\.



Capitulo 2. Los Numeros Reales 35

La prueba de los items 5, 7, 8, 9, 10y 12 son buenos ejercicios para el lector
serio y responsable(como usted). O

La Recta Real

Los numeros reales se pueden representar por medio de puntos de una recta,
como se muestra en la figura.

Q O u P An
—y 0 1 X
la recta real

La direccion positiva (hacia la derecha) se indica mediante una flecha.
Elegimos un punto de referencia arbitrario O, llamado origen que correspon
de al nimero real 0. Elegida una unidad de medida, cada ndmero positivo
X se representa por el punto P, que se encuentra a x unidades a la derecha
del origen, y cada namero negativo —y (y > 0) se representa mediante
el punto Q, que se localiza a y unidades a la izquierda del origen. De
esta manera, todo ndmero real se representa por medio de un punto de
larecta, y todo punto de la recta corresponde exactamente a un nimero real.

La correspondencia establecida permite interpretar geométricamente
la relacion de orden menor quexa saber:

a < bsignifica que a esta a la izquierda de b.

Definimos a continuacion los subconjunto 3de la recta real conocidos como
intervalos.

Definicion 2.2.4 Los Intervalos Finitos
Si a 'y bson dos nimeros reales tales que a < b, llamaremos:

1. Intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto denotado y definido
por

[ag={x£1/a<x<g

2. Intervalo abierto de extremos a y b, al conjunto denotado y definido
por

(a/b)={xeR/a<x<b}
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3. Intervalo abierto por la izquierda de extremos a y b, al conjunto deno-
tado y definido por

@ =[x ER/a<x<6}

4. Intervalo abierto por la derecha de extremos a y b, al conjunto deno-
tado y definido por

[a,b) ={x £ IR/ a<x < b}

Definicion 2.2.5 Los Interva los Infinitos

Si a es un namero real cualquiera, denotamos y definimos los siguientes
intervalos infinitos:

. [a,+00) = {x £ R/ x > a}.

{&; £ IR/ x > a}.

1

2. (a, +00)
3 (—o00,a = {x £ R/ x < a}.
4

(—00,a) = {x £R/ x < a}.

Observacion.- Muchas veces necesitamos escribir aR como un “intervalo”,
esto es:

E = (—00, -t-00).

El conjunto de los numeros racionales Q cumple todos los axiomas de
un cuerpo ordenado, entonces surge la siguiente interrogante: ¢ Cual es la
diferencia entre los nimeros racionales y los nimeros reales? La respuesta
a esta interrogante se da en la siguiente seccion.

2.3 EI Axioma del Supremo

Precisamente en esta seccion haremos notar la diferencia entre Q y R,
y estudiaremos tres resultados importantes, a saber: el principio Arqui-
mediano, la existencia del maximo entero y la propiedad de densidad de
los racionales e-irracionales sobrj los reales, como consecuencia natural del
axioma del supremo.
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por lo tanto

a< —<aH-<h
n n
De donde r = Y £ Q es el numero racional buscado, O

Corolario 2.3.4 Sia€ IR entoncesVe > 0 3rE££ Q/ [x—re|<e
Prueba. Dadoe > 0 existe re £ Q tal que

X—e<r€<x-f£
de donde —e < re- x < e, por tanto \x—rej < e.
Corolario 2.3.5 Six 6 IR entoncesVn € N 3rn€ Q/ jx —rn|<
Prueba. Basta aplicar el corolario anterior paras = £ con n € N.

Teorema 2.3.6 Existencia de \/2
Existe un unico namero real positivo x tal que x2= 2.

Prueba. El conjunto S —{ye IR+ /y2< 2} es no vacio (pues 1£ 5)
y esta acotado superiormente por 2 (en caso contrario existe s £ S tal que
2 < s, pero esto implicaria que 4 < s2 < 2, lo cual es un absurdo), luego por
el axioma del supremo existe el supremo de este conjunto S que denotaremos
por x x > 1).

La propiedad de tricotomia nos dice que

X2<2 6 x2>2 6 x2=2.

Probaremos que x2= 2, en efecto:

Luego

< x2+ (2- x2) = 2,

lo cual implica que x + i £ S (jcontradiccion!).
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Definicion 2.3.3 Sea X un .subconjunto no vacio de K. Un namero real j3
se llama infimo de X si j3es la mayor de todas las cotas inferiores de X.
Si denotamos por Iinf X al infimo de X, tenemos que:

(i) ft< x VXE€X
ti= inf X | A Sim < X VXE€ X, entonces ImM< @

Proposicién 2.3.2 Si X es un subconjunto no vacio de R, se cumple que:

(t)'/?2<xVzelX

3= inf X «=» | Uy VE>o0 3x0e X / P<xO<P + £

Prueba. La prueba de esta proposiciéon la encargamos al lector, puesto

que es idéntica a la demostraciéon de la proposicién anterior.
Ejemplo 1.- Si X = \a,b), es facil ver que

infX = a y supX = h

En este ejemplo observamos que supX £ X, mientras que infX € X.

Es decir, el supremo y/o el infimo de un conjunto puede no pertenecer al
conjunto en mencion.

Ejemplo 2.- Muestre que sup A 5, si

A={tts5' 116N} m

En efecto: Paratodon € N,n2> 1,entonces n23-1 > 2. Luego - 0-
y asi 5 es cota superior del conjunto A Por otro lado, dado € > 0, existe

ao= \ € A tal que \ - e< £ < i Por lo tanto

El infimo de este conjunto es cero. Sin embargo, en este momento no es
posible dar una prueba rigurosa de esta afirmacién (vea el ejercicio resuelto
4 je este capitulo ) ya que requiere el uso del principio Arquimediano, que

a su vez es una consecuencia del axioma del supremo que pasamos estudiar.
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A-l,,,,,.. <lel Supremo “Todo subconjunto no vacio de E acotado
oi/ici toimente posee un supremo.’

I 'i" axioma caracteriza a R como un cuerpo ordenado y completo. En
"T""la -lemostraremos tres resultados trascendentes que son consecuencias

........... <le este axioma. Estos son el principio Arquimediano, la exis-
® m Irl nidximo entero y la densidad de los racionales.

.......... 2.3.3 Principio Arquimediano

Mm* "y h dos nimeros reales. Si a > 0, existe un namero natural n _ tal
ipil

amn0> b
I't ui-lia. Supongamos que n ma < b para todo ti g N, luego el conjunto

A (mi/ n G M} esta acotado superiormente por b, entonces por el axioma
d"l miprcino, existe a = sup/l1. Por la proposicién anterior, tomando

o mO0,existe ug £ N tal que n —a < 7io =a < g, entonces
a< (uo+ la y (no+ l)a € A

i nal implica que « < (7i) + l)a < a, evidentemente una contradiccion.

I"i 1+ tanto 3TO0c N/ u*70> b. O
e 2.3.1 Si X £ R, existe tiuf N tal que X < na.

I iHelia. Si X <0, basta tomar n0 = 1. Si X > U, aplicando la propiedad
Aigqumicdiana, B30 g N tal que X < 1 enL= n0

1. I'"ijo 2.3.2 Siy £ R+, existe n0 G N tal que ~ < y.

.......... . Es inmediato del corolario 2.3.1, tomando X =
'"Hilario 2.3.3 Si X ¢ R, existen m,n £ Z tales que m < X < n.

Il Helia.  Por elcorolario 2.3.1, existen p.q £ N tales que X< py

y, luego y < X < p. EI resultado se concluye tomando th — -q y

3--8i X — {¢/ n GN}, demuestre que:

inf X =0 y sup X — 1.
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Enefecto: Como0O < i para(odon S N, (Los una nota inferior de x . Ahora
para £ > 0, por el corolario 2.3.2 existo xg= ~ £ X tal que 0 < x0< 0O-i-e.
Asi, infx —O0.

Por otro lado, como < 1 para todo n ¢ N, 1es una cota superior de
Xx. Ademas, dadoe > Oexiste xo = 1c x tal que 1—£ < xg< 1 Asi,
supx =1

Teorema 2.3.4 Existencia del maximo entero
Para cada x numero real, existe un Unico entero k tal que k < x < k 4 1

Prueba.
Existencia. Por el corolario 2.3.3, existen %s ¢ Z tales que r < x < S,
luegosii= (s- Ae N entoncesr < x < r + i. Sea to el menor nlmero

natural tal que r < x < r+ t0 (la existencia de tal ig queda garantizada por
el principio del buen orden).

Sifo= 1 entoncesr < r < r+ 1y la prueba termina; pero si to > 1,
definiendo k = (r }to - 1) tenemos que k ¢ Zy #+ t0= k 4 1 Por otro
lado, como to es el menor ndmero natural tal que x < 7+ to, tenernos que
~ (x<r +to- 1), oequivalentemente x > (r +to- 1) —k. Por lo tanto

kM x<gkPLl

Unicidad. Supongamos que existen in,n 6 Z tales que
m<x<m+lyn<x<nel

Si in < 4 (sin pérdida de generalidad), entonces rfi < n < x < m 4 1, luego

m< n< %i4 1y porlotanto 0 < (n-rn) < 1con (n —m) ¢ Z (jAbsurdo!).
O

Teorema 2.3.5 Densidad de Qen R
Sean ab ¢ K Sin< 6 existerEQ talquea < #< b

Prueba. Por la propiedad Arquimediana, existe un ndmero natural n tal
que X< b- a, luego

a4"r—]< b
y por el teorema 2.3.4 existe m. ¢ 2*tal que ... —1 < nn < m, 0 bien
< a < — de donde
T 1
a< —<aé4

n il
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I>«4 kmi.mi, i

m
' 'eemili' r — ﬁ e Q es el numero racional, buscado. ¢}

i ninimio 2.3.4 Si X G IR, entonces Ve>03rcgQ/ |x- re|]< e.
I'imiia. padoe> 0 existe re GQ tal que
X- e<rc< x+ £
m* 1Tindi: —e < rc—Xx < e, por tanto |[x —rf]< e.
....... lario 2.3.5 Si x G R, entonces Vn G N Hrlt 6 Q/ Ix—7ru]<

I*i n<’'I»a. Basta aplicar el corolario anterior para € = £ con n G N.

I'fini'ina 2.3.G Existencia de \/2

Kmml)* un Gnico nimero real positivo x tal que i 2= 2.

I'i Helia. DI conjunto 5 = { y G K+ / y2 < 2 } es no vacio (pues 1G S)
V "lia acotado superiormente por 2 (en caso contrario existe S G S tal que
- pero esto implicaria que 4 < s2 < 2, lo cual es un absurdo), luego por
1laxioma del supremo existe el supremo de este conjunto S que denotaremos
| R X > 1).

| a propiedad de tricotomia nos dice que

X2< 2 6 x2>2 6 x2= 2.

I'ioliaremos que x2 = 2, en efecto:

1) bj 4, < 2 entonces 3n GN/ =< E " *? (Prop. Arquimed.).
71 X + 1
>0
aiego
] 2x P 1
- = -f — - < —_ — - | - =
&x | n)/ X 2 n P nl X2 + A < x2 -P (2 x2) 2,

cual implicaquex -p i &S (jcontradiccion!).
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(if) Si x2> 2, por la propiedad Arquimediana

-2
3meN /%< %<2_ _1 < X
m 2x m
lo cual implica que
2 < )2( ——%—(y O0< x _______EI'___
m m

Por otro lado, siendo x = sup S, existe s0SS/x-"<so0<Xx
entonces

2X
2<*2_/r\n<X‘2 _r_ﬁ“hr% _i*'—) <

luego 2< g y sO0€ 5, evidentemente una contradiccion.

Por lo tanto
X2= 2.

Para la unicidad, supongamos que ay b son ndmeros reales positivos tales
que a2= 2y b2= 2, entonces (a—6)(a + b) = 0, lo cual implica que a = h.
O

En general, si a > 0 existe un Unico b > 0 tal que 8 = a. Este
Unico b sera llamado raiz cuadrada de a, y lo denotaremos por b= yfa. En
particular x = y/2 'y debe estar claro que 1< V2 < 2.

Proposicion 2.3.7 Densidad de | en R
Sean X,y GR. Six <y, existea £ R—Q tal quex < a <y.

Prueba. Como x <y tenemos que
n luego existe r £ Q tal que » < r < -fy.
Por lo tanto

x<ryl2<y.

donde ry/ 2 es irracional (jJustifique!). O

Més sobre la densidad.

Sean Ay B dos subconjuntos de M Decimos que A es densoen B si A C B
y entre dos elementos del conjunto B existe por lo menos un elemento del
conjunto A. Por ejemplo, ya hemos visto que los nimeros racionales y
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los nmeros irracionales son densos en R. Por otro lado, es facil ver que
Q es denso en Q, que R es denso en R (basta ver que si a < b, entonces
a< < b) y que Q —R es denso en Q —R, sin embargo Z no es denso
en Z (diga usted porqué).

Podemos afirmar también que entre dos nUmeros racionales existe un

ndmero irracional, y que entre dos nimeros irracionales existe un namero
racional ( j claramente!).

El axioma del supremo también es conocido como el axioma de
completitud. Precisamente en los dos siguientes resultados usamos,
este nombre para el axioma del supremo. Estos resultados nos permiten
entender porqué R es un cuerpo ordenado y completo.

Teorema 2.3.8 Q no es completo.

Prueba. Supongamos que Q es completo, luego como el conjunto
A={r€Q/r< V2)
€s no vacio y acotado superiormente por 2 (;Porqué?), existe
a =supA GQ.

a d2, puesto que V2 Q. Sia < V2, entonces existe rO € Q tal que
a<ro< V2, luego rOGA, y asi a < rO < a (jcontradiccién!). Si V2 < a,
entonces existe rq GQ tal que V2< g < a, luego r < rq para todo r £ A,
por tanto a < rq < a (jabsurdo!). Por lo tanto, el conjunto de los nimeros
racionales Q no es completo. O

Proposicién 2.3.9 El conjunto R - {a} no es completo.

Prueba. Supongamos que R - {a} es completo (hipotesis auxiliar),
entonces el conjunto C = {y € R —{a}/ y < a) es no vacio y esta acotado
superiormente por (a+ 1) € R —{a}, luego por la hipotesis auxiliar existe
a GR —{a} tal que a = sup C.

Si a < a entonces a < < @, luego a no es cota superior de C
(jcontradiccion!). Si a < a, entonces como a < —S < a, lo cual implica
quey < para todo y G C, es decir es cota superior de C, entonces
a< < a (jcontradiccién!). Por lo tanto R —{a} no es completo. O

Para finalizar este capitulo presentamos una herramienta importante

para demostrar muchos teoremas, proposiciones o formulas matematicas,
esta es el me
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2.4 Principio de Inducciéon Matematica

Una de las propiedades mas importantes de los nimeros naturales N es
el principio de induccion matematica. Este principio se usa para demostrar
proposiciones que dependen de n (n £ N).

Principio de Induccion Matematica PIM
Si X es un subconjunto de N tal que:

i) leX

nN n+1)£Il, sinfX

Entonces X = N.

Este principio es una verdad evidente, puesto que por (i) 1 £ X
y aplicando sucesivamente (ii) se concluye que 2 = (1 + 1) £ X,
3= 2+ DEX, 4= 3+ 1) € X,. .y asisetiene que N C X por tanto
X = N. Sin embargo, ésto no pretende ser una demostracion del principio
de induccion matematica, mas bien una manera coloquial (no matematica)
de entender este principio.

Solucioén.-

| ti 2 i’
Supongamos ahora que n € X, es decir

(hipotesisinductiva)
k=1

Debemos probar que (n + 1) £ X. En efecto:

n+1 n
Yk = X!fC'l'(n'l'])
N+ ey = QDI+

Por lo tanto, X = N; es decir,

paratodon £ N. O
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Esta prueba ha sido desarrollada con todo detalle con la finalidad de enten-
der e ilustrar el uso correcto del principio ie induccion mateméatica, pero
en la practica la forma de utilizarlo es mucho mas dinamica, como veremos
en los primeros ejercicios resueltos que a continuacién se dan.

2.5 Ejercicios Resueltos

1 Pruebe que

J 1
- Vne N

2" <ni

Solucion. Probaremos que n < 2n,Vn € N. En efecto: sin = 1,
entonces 1 < 21. Supongamos que el resultado se cumple paran € N,
es decir n < 2n (Hipotesis Inductiva), entonces 2n+l = 2-2" >2n =
m+n>n + | =4- 2+l > n4-1. Por lo tanto n < 2nVn € N.

2. Desigualdad de Bernoulli. Si a> —I1 pruebe que

14an>14na, V n€N

Solucién. Sin = 1, entonces (14-a)1> 1+ 1-a. Supongamos que la
desigualdad de Bernoulli se cumpla para n e N, es decir

(14 an > 14 no (Hipotesis Inductiva)

veamos que esta desigualdad se cumple para n + |. En efecto
14-a)ntl= (1+ a)(l 4-a)n> (1 + a)(l + na) —1+ na+ a+ na2>
1+ nod4a—1+ (n4-la.
Por lo tanto

(14a)n> 1l4naVniN,

3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si aj,...,any b\,... ,bn son
nUumeros redles cualesquiera, pruebe que

Solucién. Como (akX4-bt)2>0 /i€ 1ly V I < K n, entonces
N2(a*:X 4- 62 > 0, Vx GK. Luego
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(E -1j *2+~ X+ N bij >0, VXGR.

Asi, tenemos que Ax1+ 2Dx + C > O, para todo x € R.

Se desea probar que B1< AC. En efecto:

Si A= £jn2= entonces u* = 0 V A£ {l,...,n}. Luego /? =
JCaJJt ~ O>asi el resultado se cumple trivialmente.

Si A~ 0,como Ax2+ 2Ri + C > 0O para todo X G R, tomando en
particular x ——q. tenemos que

7 - -
0<A - +2B 1-- )+C = EZB—+(‘: —B-l-l-c.
A A A
De donde se concluye que
R2< AC.

. Encontrar el supremo y el infimo del conjunto

1={r b /" 6N}
Solucién.

» Como 72> 1, n2-F1> 2, luego N Vn €N,
Por lo tanto | es cota superior de A.
Por otro lado, sie> 0,310= | £A t@lque \ -e< i< .

. SUPA = 1.

&

R

Como O0< ”~ Vn 6N, O escota inferior de A.

Ahora sea e > O arbitrario, debemos demostrar que 3xo € A tl
que O < 10 < £ En efecto:
ge> l,entonces 3xu= qalque 0< i <e Sie< 1,por

la propiedad Arquimediana 3n0 G N tal que — 1< n0,de
donde se concluye que 0 < gEq < e

infA = O.
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iiMii 4,# C iR no vaciosy A 4B — {o.+ bj a£ A, be #}. SiAy
/i .son acotados superiormente, pruebe que existe sup(A 4-B) y

Sup(A 4-B) —sup A }sup B

Solucion. Six £ A+ B,existen @£ Ay /£ B tal que x = a+ b<
Mip A 4- sup B, luego el conjunto A A B estad acotado superiormente
por sup A + sup#, por lo tanto existe sup(A 4- B). Mas aun

sup(A 4-B) < sup A + sup B.

I'or otro lado, dado e > 0, 3uo £ A y 360 £ B tales que

. £
sup A - - < x)
supB - ~ < hu
Luego sup A + supB —e < «w + b0 < sup(A + B). Por

lo tanto supA -(- supB < sup(A + B) + £Vi > 0. Asi,
sup A + sup# < suj>(A + B), con lo que se sigue el resultado.

Si X < y 4 £ para todo e > 0, pruebe que x < y.

Solucién.

Supongamos que x > y. Luego tomando e -- X — Yy > 0 tenemos que
m< y 4 (x —Y), es decir x < x ( { Absurdo ! ). Por lo tanto x < Yy.

Sean A, B subconjuntos no vacios de R, B acotado superiormente. Si
a < bpara todo a£ A y para todo b€ B, pruebe que A esta acotado
superiormente y sup A < sup#.

Solucion. Como a < b para todo a £ A y para todo b £ #, entonces
a< sup#,Va £ A. Luego el conjunto A estd acotado superiormente

(por sup#). Como sup A es la menor de todas las cotas superiores,
concluimos (pie

sup A < sup #

Sea A un subconjunto de R 1 con infA > 0.

Si # = {¢(/ af£ A}, pruebe que # estd acotado superiormente y

1

inf A

sup B
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Solucién. Sea a = infA.

- Comoa<a VaeA,; + Vab6A, luego, > b V6.e B. Asi
¢ es una cota superior para B.

e Suponga que t< M Vb e B, entonces \ < M Va e A, luego
jj <a Va€ A, y como infA = a concluimos que jj < a, por
lo tanto M > A. Luego hemos probado:

(i) 6< A Vhet.
(ii) Sib< M Vb £ B entonces ¢ < M.
es decir supB = —

9 Sit®-*o ] <min|~— , pruebe que
oo + 1y D A

\Xxy-xailo] < £

Solucion. Tenemos que

er

\y - yol < 2101+ 1)

X - x01< min o
{ 2(i01-i-1)" 1}

luego se tiene que

£
IX- Xq|<
2(lyol + 1)
Ix- x0]< 1
De esta Gltima desigualdad, usando que |pd—bo]]l < Ix—xo| se sigue
que
K< PO+ 1
Ahora

\xy - xQjl \xy - xyO+ xy0- xOyo |

Al

Ixy - xilo] + \xyo - xOyo]
= NJ|]l/-yo] + |30]]a-ao]
< (®+ 1)

e e 2(I><0|I+’ y°* vl /o] +1)

< 2+ 2=f£



Capitulo 2. Los Numeros Reales 49

10.

2.6

Pruebe que W2+ \/3 es un namero irracional.
Solucioén.

Supongamos que existe r e Q tal que VV2+ V3 = r. Elevando al
cuadrado y despejando 46 tenemos que

46 = ~Mr2- 5 eQ

entonces existen n,m £ Z primos entre si tales que ¥6 = luego
6m2 = n2.

Asi, n2 es par, por tanto n también es par, es decirn = 2u, u £ Z.
Reemplazando en 6m2 = n2y simplificando, 3m2 = 2u2, luego m2 es
par, por tanto m es par, es decir m = 2v, v £ Z. De esto concluimos
gue mynno son primos entre si (jContradiccion!).

Ejercicios Propuestos

Si a es un numero irracional y r es numero racional no nulo, pruebe
gquer+ a y r a son nimeros irracionales.

Si x e y son nUmeros irracionales, ;se puede concluir que x + y y xy
son irracionales? jJustifique su respuestal

Pruebe que -N3y i/5 son dos ndmeros irracionales.

Sean a, b,c y d nameros racionales tales que ad —be ™ 0. Si x es

irracional, pruebe que o también es irracional.

+d

Sean a y b dos enteros positivos. Pruebe que \I2 esta entre las dos

fracci Z ------ .
racciones Yy 2t b

. Resolver cada una de las inecuaciones siguientes:

(@ \]2x—3 —\R2—x >0 () \jx2—2a —15>x + 1
(b) ¥3x+ 1< x-1 (d) \Ux —\f2x+ 3< 1

Hallar el conjunto solucién de cada una de las inecuaciones siguientes:



10.

11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

2.6. Ejercicios Propuestos

(@ W2+ 2x —3] < 2(1 —x.) © Ix—U+ X+ 4] > Mx+ 3|
(b) x2—3x + 1> [x+ 3] (d) \Xx—5]+ 3> M+ 2x—1.

. Si a, by r son nimeros reales fijos tales que a < by r > 0, demostrar

gue a < 9-1-?-r< b.
1+r

2X 2
Si x G (0,1), pruebe que------- < -
0.1).p a X O =

2
Si X—A< b
i pruebe que ox —3 <3

Si x+ 3 < T pruebe que <6

Ix + 4

Si < — pruebe que <1
M P g x+ 1

Usando la desigualdad de Bernoulli, demuestre que
si ¢ > 1, entonces cn > ¢ para todo n € N.

¢ C
Si a,b,c,d € R donde b, d son positivos, pruebe que ET d esta entre
a c
by I

. a—x a
Six>0,0>0ya b demostrar que b—---;—()e(sta entre 1y b

Dada la inecuacion cuadratica ax2 + bx + ¢ < 0 con a > 0, demostrar
que:

(@ Sib2- 4ac <0, enton:esCS —tp

(b) Si b2—4ac =0, entoncesCS= {-¢}.

(c) Si b2 —4ac >0, entonces CS = [r, s].

—\/; + \Vi2—
donde r = —b—\/i2—4qc y s= —b+ \Vi2—4ac

2a 2a

Dada la inecuacion cuadratica ax2+ bx + ¢ > 0 con a > 0, demostrar
que:
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(@) Si b2—4ac < 0, entonces CS = R.

(b) Si b2—4ac = 0, entonces CS = R.

(c) Si b2—4ac > 0, entonces CS = (—o0,.r] U[s,+00).
donde r y s son los definidos en el problema 16.

18. Dada la inecuaciéon cuadréatica ax2+ bx + ¢ < 0 con a > 0, demostrar
que:

(a) Si b2—4ac < 0, entonces CS = $.
(b) Si b2 —4ac = 0, entonces CS —i

(c) Si b2—4ac > 0, entonces CS = (r, s).
donde r y s son los definidos en el problema 16.

19. Dada la inecuacion cuadratica ax2+ bx+ ¢ > 0 con a > 0, demostrar
que:

(@ Sib2- 4ac < 0, entonces CS = R.
(b) Sib2- 4ac= 0, entonces CS = R - in}-

(c) Si b2- 4dac > 0, entonces CS = (—o0,r) U (s, +00).
donde r y s son los definidos en el problema 16.

20. Si —] < a < 1, resolver la inecuacion
1—a2x2+ 1 —a)x2+ 2> 0
21, Si - g < € y VY- 6]< £ pruebe que
Ix+y)- @+ 6l<e y |Jx-y)- (a- b\<e
22. Si 0 < a< b demuestre que a < Vab < <b
23. Si a e y son dos nimeros reales no ambos nulos, demuestre qué:

(@ x2+ xy+y2>0
(b) x4+ x3y + x2y2+ xy3+y4>0
24. Sia> 0y b< 0, demuestre que » —
o o0—a
25. Si a'y Pson nameros reales positivos tales que a+ b = 1, demostrar
que ab < j.
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26.

27.

28.

29.

30.

3L

32.

33.

2.6. Ejercicios Propuestos
Si R < r < 0, determinar la condicion que debe cumplir el nimero d
para que sea valida la desigualdad

d2+ R2+ r2
< <1
2dR

0

Sea X = {aq, x2,...xn,...} un conjunto en el cual x, yi xj siempre
que i y=j. Siexiste 0 GK tal que W2k —a\ < para todo k £ N,
demuestre que X es un conjunto acotado.

Dados los nimeros reales ai, a2,... ,an, Oi, m Pn, demuestre que
existen a, a', 0 y i3 £ {al(a2,..,an,0U02,-,Pn} tales que

a+t+0<ah+0k<a'+0" paratodol< A<n.
Si A 'y B son dos subconjuntos acotados de IRy ¢ es un nimero real

fijo, pruebe que A+ B = {x+y/xe A y&B}ycA={ex/x £ A}
son también acotados.

Hallar el mayor nimero m tal que:

(@ m < x2+ 2x + 4 para todo x real.

(b) m < 4x2+ 12x + 11 para todo x real.
Hallar el menor nimero M tal que:

(@ 1+ 4x —x2 < M para todo x real.
(b) 3—8x2—8x < M para todo x real.

Sea A un subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente. Si
-A = {-x | x Ga }, pruebe que —A esta acotado superiormente y
que sup(—A) ——infA.

Sea A un subconjunto no vacio y acotado de R. Para ¢ £ R definimos
cA={ex/ x£ A} Sic> 0, pruebe que:

(@) sup(cA) = csupA
(b) inf(c.A) = cinfA.
¢Qué ocurre si ¢ < 0? jJustifique su respuesta!

Hallar el supremo e infimo de cada uno de los siguientes conjuntos:
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

@ A= {2,-1,—10,4}

(b)) B={1-4r/n€N}

(c) C={sen(=f)/ n=0,1,2, ===}

(d) Da= {sen"(a) / n SN} donde a€ [0,dq- {On, | }.

Sean Ay B subconjuntos no vacios de 1 y definamos A mB = { x m

y/ xGA, y€B }. Si AyB son acotados, pruebe que A mB es
acotado y

sup(™4 =B) = sup A msup B.
Si X es un subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente, pruebe
que X posee un infimo y que inf(X) = —sup(-X), donde —X =
{-x/x 6 X).

Sea X un subconjunto no vacio de R y a € R. Si a es cota superior
de X y a GX, pruebe que a= SupX

Sea X un subconjunto no vacio de Ry a € R. Si a es cota inferior de
X y a6 X, pruebe que a= Inf X.

Sean X e Y subconjuntos no vacios de R. Si X C Y e Y esta acotado
superiormente, pruebe que existe sup X y

sup X < sup .

Sean X e Y subconjuntos no vacios de R. Si X CY y Y est4 acotado
inferiormente, pruebe que existe inf X e

inf X > infY.

Hallar el supremo e infimo (si existen) de cada uno de los siguientes
conjuntos:

@ I ={ €ER/0<i <5}

b) X =
(5) 1+ x2



42.

43.

45,

46.

47.

48.

49.

50.

2.6. Ejercicios Propuestos

Sea A un subconjunto no vacio de R - (-1,1) acotado inferiormente.
Si B = {dj /x € A), pruebe que B esta acotado superiormente y

sup B = (inf A)-2.
Sean X y Y subconjuntos de nimeros reales. Si definimos
Z={z/lz=x-y,xe X,yeY}
Demuestre que sup Z = sup X —infY. m
Sea A un subconjunto acotado del intervalo {—0,0). Si

. 2x —3 . 2 sup A—3
= j = fB =
B= T [ xGAJ pruebe que in sup A - 2

Demostrar la verdad de las siguientes proposiciones:
(&) 4n —1 es divisible por 3 para todo n > 1.

(b) N3+ 2n es divisible por 3 para todon > 1

(c) ~c(/d)y=(n+1)!-1 paratodon€ N.
k=i

Demostrar por induccion:

i n+ 2
M E pi=2- () ¢3% = -(3"-1).
i= =
Demuestre que
1 3 5 2n—1 /2n + 3\
2+ 22 23 2" v 2t J

Si AC (-00,0)y B = {-5x'"/ x GA }, pruebe que existe infB y que
infB = -5 supA.

SeaA={Xx€R/3<x<127}. SiB= {-2x / x € A}, pruebe que
supB = -2 infA.

A \ . Maol elaolM
Sean 0,a0 € Rye € R+. Siao 0y Ja—a| < min<— , —— >,

1 1
pruebe que a j; 0y X OD<e.



Capitulo 3

Funciones Reales

Uno de los conceptos de mayor trascendencia en matematica es el de
funcién. En este capitulo exponemos los hechos elementales sobre funciones
reales y ésto constituira la base apropiada para estudiar las funciones en un
contexto mas general.

3.1 Definicién y Ejemplos

Sean A y B conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y codominio
respectivammente, entenderemos por funcién de A en B a toda regla que
hace corresponder a cada elemento del dominio un Gnico elemento del codo-
minio. Mas precisamente, una funcién es un conjunto de pares ordenados
tales que la primera componente pertenece al conjunto A y la segunda al
conjunto B, es decir un subconjunto de A x B, de modo que todo elemento
de A sea primera componente de un solo par ordenado y s6lo uno.
Usualmente, los signos que indican funciones son /, g, h, etcétera. Asi, para
denotar que / es una funcién de A en B, se escribe

[ A —»i?

y se lee “/ es una funcién o aplicacion de A en B”, o bien “/ es una funcion
con dominio A y codominio B”.

En particular, si A = {-1,0,1,2}, B = {0,1,2,3,4} y/ es laregla de corres
pondencia definida por

f{x) = x2 Vx GA

%
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se tiene que
/= { (-1,1); (0,0); (1,2); (2,4) }.

Observamos aqui las siguientes situaciones: elementos distintos de A pueden
tener la misma imagen en B, como ocurre con 1y - 1, cuyas imégenes son 1;
ademas, puede darse que algunos elementos de B no tengan un antecedente
(o preimagen) en A, es decir que pueden existir en B elementos que no sean
correspondientes de ningun elemento de A, como ocurre con 2y 3.

Definicion 3.1.1 Dados los conjuntos no vacios A y B, se dice que / es
una funcién o aplicacion de A en B si / es un subconjunto de A x B que
satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad:

(i) Para todo a € A existe b£ B tal que (a,b) € /.

(i) Si (a,b) G/ y (a,c) £/, entonces b= c.

Definicién 3.1.2 Si/ es una funcion de A en B, el dominio (rango) de/
denotado por Dj (Rj) es el conjunto de las primeras (segundas) coordenadas
de los elementos de /, esto es:

Df = A
Rj={y £B/ (lo,y) e/ paraalgin x0 £ A}

La condicidén (ii) nos dice que a todo elemento del dominio de / le “corres
ponde” un unico elemento de su rango. Si (X,y) £ /, se dice que y es la
imagen de x a través de /, lo cual se acostumbra escribir y = /(x), es decir

(z,y) £/ <=»y = f{x)

Por ser / un conjunto, puede estar determinado por extension, es decir,
como un conjunto de pares ordenados, o bien por comprension, dando su
dominio y la ley de correspondencia 'y = /(x) que permita asignar a cada
elemento del dominio su respectiva imagen.

Notacion.- Si / es una funcion de A en B con regla de correspon-
denciay = / (x) sera denotado asi

f:A —e B
X y = /(x)
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Ejemplo 1.- Sea A = {-2,-1,1,2,3}, B = R conjunto de los nimeros
realesy / : A —*B definida por f{a) = -rr?+ 1 Va£ A, entonces:
M

F={(=21:(-12);12);2]); Gl 9AxB
Df = {-2,-1,1,2,3} = A

Ejemplo 2.- Sea H el conjunto de todos los hombres del planeta.

(i) Si Ed : H — Z es definida por Ed(x) = “edad de a”, entonces Ed

es una funcion, con dominio H y rango Rj (jacotado!, superiormente
por 150 e inferiormente por 0).

(i) h : H —»H definida por h(x) =“hermano de x" no es una funcién,
por cuanto x puede tener mas de un hermano o no tenerlo.

@iii) Si p : H —*H es definida por p(x) = “padre de x ”, entonces p si es
una funcion.

Algunas veces, al conjunto A se le llama conjunto dé partida y al conjunto
B conjunto de llegada. Si AC Ry B = IR es decir, si / es una funcion de

A en R, se dice que / es una funcion real de variable real. Ahora daremos
mas ejemplos de

Funciones Reales de Variable Real

Ejm 3. La funcién Ildentidad en A C R denotada por lda, es la
funcion definida por 1d~x) -mx para todo x £ A, es decir

Idawm A —* R
X —r»y—Ildi(xX) —x VX6 A

Ejm 4. Lafuncién Constante k en A C R es la funcién / definida por
f(x) = k para todo x £ A, es decir

/: A —>R
X FH—>y=f(x) =k VX€A

En particular: cuando k = 0, es decir f(x) = 0V x € A, se llama funcién
nula en A.
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Ejm 5. La funcién Afin es la funcién / definida por /(x) = mx + k
para todo x en.R ( con m y k constantes fijas), es decir

/T R —+ R

X H—r»y=/(x)=mx+k VX€R

En particular cuando k = 0, es decir

f(x) =mx VXx£ER

se llama funcion lineal.

Obseramos que para a,P,x,y £ R arbitrarios
f(ax + j3y) = m{ax + fiy) = amx + 3my —af(x) + j3f(y), asi

flax + i3y) = af{x) + 0f(y) Va,Bx,y £R
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Ahora es facil comprobar que: /(O) = 0, /(—x) = -/(x) VX ¢ Ey
f(x-y) =f(x) - f(y)VXx,ye R

Ejm 6. La funcidon Valor Absoluto es-la funcién / definida por f(x) =
M\ para todo x € R, es decir

x>0
x<0

Figura 3.4: donde Df = Ry Rf = [0,+00).

Ejm 7. La funcion de Dirichlet es la funcion / definida por f(x) = 1
cuando x es racional y /(x) = 0 cuando x es irracional, es decir

/- R —» R
X G
R

y su gréafico se muestra en la Figura3.5
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Ejm 8. Lafuncidn Caracteristica de A, donde A es un subconjunto pro-
pioy no vacio de R, es la funcidon denotada por Xa y definida por Xa(x) = 1
cuando x GAy Xa(x) = 0 cuando x £ A, es decir

Xa=1l —»R

V,1 i1l x£A
1 M »=Fp<*) = {, XiA

Para entender mejor a este tipo de funciones, dejamos aqui dos ejercicios
no complicados al lector responsable.
Ejercicios.-

1. Sean A,B subconjuntos no vacios de R. Si Xa = Xg, pruebe que
A = B.

2. Pruebe que para toda funcion / : R —»{0,1} con rango {0,1}, existe
un subconjunto no vacio A de R tal que / = Xa-

Ejm 9. Lafuncién “pi” de Euler es la funcién denotada y definida por
7r(xX) =numero de primos positivos < x para todo x > 0O, es decir

m R+ —i R
X > y=Xx(x) —"“ntmero de primos positivos < x”

Este ejemplo nos muestra una funcién cuya regla de correspondencia no tiene
una férmula conocida hasta nuestros dias (usando funciones elementales). El
comportamiento de «(x) ha sido objeto de un intenso estudio por muchos
matematicos ilustres a partir del siglo dieciocho. La inspeccion de tablas
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de los nimeros primos condujeron a Gauss (1792) y a Legendre (1798) a

conjeturar que la funcion #(x) es asintotico a la funcion -, esto es

lim
X

02

log X

Tal conjetura fue demostrada en 1896 por Hadamard y se conoce como
el teorema del ndmero primo', la demostracion de Hadamard usa
la teoria de funciones de variable compleja y propiedades de la funcién
zeta de Riemann. Una demostracion elemental (para los entendidos) fue
hallada recién en 1949 por A. Selbergy P. Erdos ( estas son notas del libro
Introduccién a la Teoria Analitica de NUmeros de T.M APASTOL ).

Ejm 10 La funcion Maximo Entero, cuya existenciay buena definicién
estan probadas en el capitulo anterior, es la funcion denota por [] y definida

por [X] = ncuandon <i<n + I, es decir
/T R —* R

X —>y=/(x)— gl —n sin<x<n + 1

y su grafico es

Usando esta funcidn es posible definir otras funciones, por ejemplo si f(x) —

X-{Xji VXxSR y og{x) = yjx- [xj Vab IR el lector debe comprobar
gue sus graficos son los mostrados en las dos siguientes figuras:
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Figura 3.7: f(x) = x —[x].

Definicion 3.1.3 Sea / una funcion real de variable real con dominio
Df. Sedice que/ esta acotada si su rango esta acotado, o equivalentemente

/ estd acotada siy s6losi 9M >0 / |/(X)] <M Vx 6 Df.

X
Ejemplo 1. Lafuncion/ : M—=R definida por f(x) ——1————+r—esté acotada,
puesto que

|/(*)| - 1+ 1M 1+ I <1 V X e

Ejemplo 2. Las funciones seno y coseno son acotadas, puesto que
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Definicién 3.1.4 Sea/ una funcién real de variable real con dominio Df.
Se dice que la funcién / es par siy sélo si

1. x£Djy-x £Df

2. [(—x) = I(x) Vx £ Df

Definicion 3.1.5 Sea/ una funcion real de variable real con dominio D
Se dice que la funcién / es impar siy sélo si

1. xX£Djy—x £ Df
2. f{-x) = -/(x)Vi 6 Df

Ejemplos:
1 La funciéon f(x) = x2n V i b IRes par, y la funcion f{x)
ah+i VX £ IRes impar.

2. La funcion f(x) = (xM + 1) senx2V * € R- {0} es impar.

En efecto:
Df =R - {0} = (-00,0) U <0,+00) vy

f(-x) = (=x\ -x\ + X sen (-x)2= -f{x).

3. Sea/ una funcion con dominio Df = [-L, L]. Pruebe que:
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Figura 3.10: / es una funcién Impar.

a) F : Df —+ IRdefinida por F(x) = N— VX GDj es
par. 2
b) G :Df —*R definida por G(x) = 1"1— —— Vi £Df es

impar.

Solucion: Para ambos casos, Dp = [-L,L] = Dq y

F(—) = — = anélogamente G (-x) = -G(x)

Este ejemplo nos permite demostrar que toda aplicacion de [+, L] en
R se puede expresar como la suma de una funcién par con una funcion
impar (vea la lista de ejercicios propuestos al final de este capitulo).

3.2 Tipos de Funciones

Para una funcion f : A — B.  Si ocurre que, elementos distintos
del dominio tienen imagenes distintas en el codominio, la funcion se lla-
mara funcion inyectiva o uno a uno. Por otra parte, si todo elemento
del codominio es imagen de algun elemento del dominio, la funcién se lla-
mard sobreyectiva o suryectiva. Y cuando ocurran ambas situaciones si-
multaneamente, la funcién se llamara funcidn biyectiva o correspondencia
biunivoca.



Capitulo 3. Funciones Reales 65

Definicion 3.2.1 Si el rango de la funcién / : A —B es igual al conjunto

de llegada(es decir Rj = B), se dice que / es sobreyectiva. Equivalente-
mente
/ : A —B es sobreyectiva [Vy€B 3xSA/Zy—f(x)]1]

Definicion 3.2.2 Una funcién / : A — B es inyectiva si elementos dis-
tintos del domino tienen imagenes distintas, es decir

f mA —Besinyectiva <= [Vx,y € A:x"™2—/(z) ™I(y)l

0 equivalentemente

/ ;A —»B es inyectiva «$=» [Vx,y € A :/(x) = /(y) 1=vi

Figura 3.11: / no es inyectiva.

Definicién 3.2.3 Una funcién f : A —B se llama biyectiva si es inyectiva
y sobreyectiva.

Ahora veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.- Pruebe que la funcién afin /
correspondencia es /(x) = mi + k con m
Solucion:

Seay € R (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que existe xO0 €M tal

: IR — R cuya regla de
0 es sobreyectiva.

que /(:r,) = y. En efecto: si tomamos x0 = i~f) G K’ se tiene que

j + k=, es decir la funcién / es sobreyectiva.
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7 X
Figura 3.12: / si es inyectiva.

Ejemplo 2.- Sea / una funcion real de variable real definida por
f(x) = 2x4- %/x2—9 para todo x > 3. Pruebe que / es inyectiva.
Solucién:

Sean x,y > 3 tales que /(x) = f(y).=

e Si x = 3, entonces 6 = 2y 4- \/y2- 9, luego

y como y > 3, tenemos que y = 3.

e Si x > 3, entonces 2x 4-\/x2- 9= 2y 4 \Jy2 —9, luego

y como y > 3 tenemos que X = .

Asi, concluimos que / es inyectiva.
Ejemplo 3.- Pruebe que la funcion / : N —»Z definida por

si n par

— si nimpar
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Es biyectiva.
Solucién:

Aclaramos que N= {1,2,3,4, mee} y Z = {0,+ 1,£2, 3, mee

(i) / es sobreyectiva:

Si A> 0, existe n = (2k+ 1) GN tal que /(n) = — - =k

Si k < 0, existe n

(-2K) GN tal que f(n) = —i—ife). = k

(ii) / es inyectiva:
Sean m, n GN con la misma paridad, tales que /(m) = /(n)

C. . m-1 n-1
oimyn son impares, tenemos que —-— = —-—, luego m —n.

. —m )
bimyn son pares, tenemos que — luego m = n.
Por lo tanto, de (i) y (ii), la funcién / es biyectiva.

Observacion.- El ultimo ejemplo muestra que N y Z son conjuntos
equipotentes, es decir, tienen la misma “cantidad” de elementos. Todos los
conjuntos con los que N es equipotente son llamados conjuntos enumerables.
No es dificil probar que Q es un conjunto enumerable. Anotamos también
sin justificacion alguna, que el conjunto de los nUmeros irracionales | no
es enumerable; esto nos dice que existen mas numeros irracionales que
racionales, aiin cuando se conozcan mas racionales que irracionales (esto
sera estudiado en el curso de analisis I).

3.3 Imagen y Preimagen

Definicion 3.3.1 Sea/ una funcion real de variable real con dominio Dj
y sea AC. Df. El conjunto

f{A) = {/(*) | x GA}
se llama Imagen de A.

Observamos que la imagen del dominio de una funcién es igual a su rango,
es decir f(Df) —Rf. Observe también que

y Gf(A) IXGA/y=f(x)
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Proposicion 3.3.1 Sea f una funcion real de variable real con dominio
Df ysean A, B C Dj:

1. Si A c B entonces f(A) c f(B).

2. f(AuB) = f(A)Uf(B).

3. f(Anfi) ¢ f(A) n f{B).
Prueba. Ejercicio para el lector. O
Observacion .- En 3. no siempre se da la igualdad, es decir exis-
ten A, B ¢ Df para alguna funcion / tal que f(A n B) f(A) n f(B).
Por ejemplo si/(x) = x2, A= {-2,—1,0,1} yB={0,1,2,3}

tenemos que f(A n B) = {0,1} y f(A) n f(B) = {0,1,4} fl {0,1,4,9} =
{0,1,4}. Por lo tanto

f(AnB)$f(A)nf(B).

Definiciéon 3.3.2 Sea / una funcién real de variable real con dominio Df
y sea B ¢ R. EIl conjunto

rHB) = {xeDf /f(x)eB}
se llama Preimagen de B.

Observacion.-
x € f~1{B) <*>/(x) €B

Ejemplo 1. Dada la funcién /(x) = x2 V x € R, hallar

/_1((-00,-1]) 'y [ _1(=—11])-
Veamos:
x €/ _1((-00, - 1) «<=» /(X) € (-00, - ] m,>/(X) < -1 «=>x2< -1
Por lo tanto
/| 1«-00,-1]) = &=
Analogamente

Xe/l _1((-1,1) <=» /(x) € (-1, -1] -1 < X2<14="-1 <x<1
Por lo tanto

ro1((-i,i]) = [-i,i].
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Proposicion 3.3.2 Sea f una funcién real de variable real con dominio
Dj vsean A, B C IR

l. Si A C B entonces f~1(A) C f~1(B).
S f~I(AUB) = f~: (A) U/ _1(B).

Jd f-'(AnB) = f~1(A)nf-1(B).

4 f-1(CxA) = CY(f-1(A)).

Prueba. Ejercicio obligatorio para el lector O

Esta proposicion nos dice que la imagen inversa de una funcion tiene
un buen comportamiento respecto al algebra de la teoria de conjuntos;
este hecho sera usado en cursos avanzados para definir y/o generalizar
muchos conceptos matematicos, como por ejemplo los conceptos de funcion
continua, funcién medible y muchos otros mas.

Ejemplo 2.- Si consideramos la funcién / : R —* IR dada por
f(x) = 3a24-2 V g £ IRtenemos que:

r 1(/([o,iD)) = r N[255]) = [-i,i] ¥
[(1-4[0,5]) = /([-1, 1) = [2,5].
En este ejemplo vemos que
y nr\ [o0,5]))s[0,5]

Precisamente la siguiente proposicion nos da las condiciones necesarias y
suficientes para que se cumplan las igualdades.

Proposicién 3.3.3 Sea f una funcién real de variable real con dominio
Dj, entonces:

1 ACf-'iffA)) WACDfT
2 A=f~I{f{A)) VACDj siysolosi f es inyectiva.
3 f{f~I(B)) CB VR CIR

4 /(/_1(-®) =B VBCRsiy solo sif es sobreyectiva.

Prueba. (Vea la lista de ejercicios resueltos.) O
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3.4 Funciones Monotonas

Definicién 3.4.1 Sea/ una funcion real de variable real con dominio Df
y sea | C Df. Diremos que:

1 La funcién / es creciente en | siy Solo si para todo x,y £ | tales
gue x < y se tiene que f(x) < f{y).

2. La funcion / es decreciente en | siy sélo si para todo x,y € | tales
gue x < y se tiene que f{x) > f(y).

3. Lafuncién / es no creciente en | siy solo si para todo x,y e / tales
gue x < y se tiene que f(x) > f(y).

4. La funcion / es no decreciente en | si y solo si para todo x,y &I
tales que x < y se tiene que f\x) < f(y).

5. La funcion / es monotonaen | si/ cumple alguna de las condiciones
anteriores.

Ejemplo 1. La funcién afin f(x) - « « . « es creciente si » > 0, y
decreciente si m < 0.

En efecto:

Veamos el caso m < 0. Sean x\,X2 6 R tales que X\ < x2. Como m < 0, se
tiene que mx\ > m x por tanto mxi+k > mx”™+ k, es decir f(x 1) > f(x2).
Asi, la funcion f es decreciente en R.

De manera similar se ve que la funciéon / es creciente en R si m > 0.

Ejemplo 2. Verificar que la funcién f(x) = x2 —5x + 6 es creciente
en [].,+00) y decreciente en (- 00, |],
En efecto:

f{x) = x2—5x+ 6=

| <a<b ==> 0<a—| <6-|

* («-f)2< (6-8)2

* (a-i)2- i< (6- 1)2- i-
Por lo tanto /(a) < /(8) siempre que | < a < 6, es decir la funcion / es
creciente en [],+00). De manera analoga se verifica que la funciéon / es
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decreciente en (—00, |]

Ejemplo 3. La funcién / : E —=R definida por

—x , x<—1
1(2) X , A<x <2
1 , x>2

es decreciente en (- 00, - 1), creciente en [ - 1, 2} y no decreciente en [2,+ 00).
Pero no podemos afirmar que la funcion / es no decreciente en [,+00)
(¢por qué?).

Proposicion 3.4.1 Seaf unafuncion real de variable real con dominio Dj

yseal CDj un intervalo. Sif es creciente o decrediente en I, entonces f
es inyectiva en |.

Prueba. Supongamos que / es decreciente en | y sean a,i £ 1 tales que

a jj¢ b. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a < b, entonces

/(a) > /(&), es decir /(a) £ f(b). n

3.5 Operaciones con Funciones

Sean / y g funciones reales de variable real y sea A € R. Si existen
los nimeros f(x) y g(x), entonces estan bien definidos los nimeros /(x) +
g(x), f(x) - g{x), f{x) mg{x), A/(X) y ¢g} (si g{x) £ 0). Asi, tiene sentido
dar la siguiente

Definicion 3.5.1 Sean f,g funciones reales de variable real con dominios
Df y Dg respectivamente y sea A G IR Definimos las funciones:

f+g, f-g9, fg, Af, ~

de la siguiente manera:

L (/+9){x)

/(x) + g{x) V x GDf+g

Df DDg
2. (/I-c/)(x)

f{x)-g{x) VxGDf-g=DjrDg

3. (] =fhH(x) = f(x)g(x) \ X GDj.g= Df n Dg
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4. (AN(x) = Al(x) Vx€EDxt = D

5. L) =M ‘Ix € Di = Df n Dg\{x :g(x) ~ 0}
9) 1 9{x
Ejemplo.- Dadas las funciones f y g definidas por
. a2—4
f(x) = Sig Vxy-3, ygx) = N\ Vx €

+ 3

Determine el rango y la gréfica de las funciones/, fg y (fg)2.
Solucién.-

(i) Como
1, x>0
0, x=0
- , x<0
es claro que el rango de / es el conjunto Rf = {-1,0,1}. Ademas,
tenemos que x 6 (-3, -2) u (2, +00)
x €{2,-2}

x € {-00,-3) u (-2,2)

(ii) Como

] x € (-3,-2) U (2,-t-00)
(19){x) = /(x) =[x O x€{2,-2}
x € (-00,-3) U(-2,2)



Capitulo 3. Funciones Reales 73

el rango de fg es el conjunto
Rfg = (-00,-3) U (-2,0] U (2, +00).
(iii) Usando la parte (ii), vemos que

x —2,2,-3
xe{-2,2}

asi el rango de esta funcién es el conjunto R(fg)i —®>0 ~ {4}-

SealCRy seaT el conjunto de todas las aplicaciones de X en R, es decir
jr_ R)=Rx = {/ : X ->R /f esuna aplicaciéon }.

En este conjunto se tienen las siguientes propiedades: V f,g,h € T y
Va, BgR,

1./ +g€T. B (a+ i3)f=af+ (I
2. (/l+g+h=/+{g+h) 6.a{f + g)= af + ag
3 f+g=g+f 7-(*0)/ = a(Af)

4. al €T. 8.fjeT.
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1- {fg)h = f{gh) 3. (f+gh=fh+gh
2. fg = ¢f 4. (al)g = /(ag) = a{fg)

Estas propiedades seran utilizadas en cursos avanzados para caracterizar
al conjunto T segun las operaciones que se le adjunte, por ejemplo T puede
ser visto como un grupo abeliano, como un espacio vectorial, como un anillo
conmutativo con unidad, como un R-algebra, o como un R-mddulo.

3.6 Composicion de Funciones

Bajo ciertas condiciones es posible definir, a partir de dos funciones
conocidas / y g, una nueva funcion, llamada la compuesta de / con g, de
la siguiente manera. Dada las funciones

f\A—=*3 y g:B~C

donde coinciden el codominio de la primera funcién con el dominio de la
segunda funcién (en general, es suficiente que el codominio de la primera
funcion este contenido en el dominio de la segunda funcidn).

Nuestro proposito es asignar a cada elemento x de A un Unico elemento de
C, y el camino natural consiste en determinar la imagen de tal elemento x
por /, y a continuacion obtener la imagen de f(x) € B, por g.

Definicion 3.6.1 Dada las funciones / : A—»B y g: B —C, La com-
posicion de f con g es la funcion denotada por go/ y definida asi

go/ : A — C
X N> (gof)(x) = g(f(x)) paratodox € A

La funcion g o f puede leerse asi:“/ compuesta con ¢g”, o “g cerito /",
0 bien “go/”. Evidentemente, para comprender este nuevo concepto
necesitamos dar una cantidad razonable de ejemplos.

Ejemplo 1.- Sean A = {1,2,3}, B = {a,b,c,d}, C — {5,6} y las
funciones f : A —+Byg:B”>C definidas asi

I={(1;a),(2;6),(3;d)}

g = {(u;5),(6; 5),(c;5),(d; 6)}
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Resulta entonces que

9° f —{(1:5~>(2.,5). (3;:6)}.
El lector debe notar que no existe / 0g, ya que en este caso el codominio
de g es C y el domonio de / es A
Ejemplo 2." Dcidcis las funciones.

/| ;E->R tal que f(x) =2x VX6R

g:R —»Rtal que g{x) = 3x2- 1 Vxe IR
halle f ogy gof (sabiendo que ellos existen).
Solucion:

e go/ :R -> R esta definida por

(fog)(x) = /(3x2- 1) = 2(3x2- 1)- 6X2- 2
< / 09 :R -> R esta definida por
(SON(*) - 9(2*) = 2(2%)2- 1= 12*2- 1
Note que (/ 03)W ~ (90/) (*) P*™ todo * 6 R. asi de este ejemplo vemos
que
fog~ng°ef

aun cuando ambos tienen el mismo dominio y el mismo codominio.

Observacion- Sean/ : A - Ry 9 : B - R dos [unciones reales
dadas. Si el conjunto

D = {x/x £AA f{x)

entonces / mD - By g:B- R, luego existe la funcion go/ : D —»R que

por abuso de lenguaje llamaremos también /a compuesta de / con 5, dond
el conjunto D es su dominio que algunas veces se denota por Ugof.
Ejemplo 3.- Dada las funciones g{x) = 3x2 -
ux\_VYj._1Vx>1hallargohy h° g (si existen).
Solucion: Observamos que Dg= Ry Dh= [1,+°°)

1 Vx 6 Ky
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Dpoh={x€R/x>1A le R} = [1 +00).
(goh)(x) = g(\/x- 1) = 3("/x"ml1)2- 1= 3x- 4

Como Dhog={ieR/ieK A 3x2- 1> 1}
tenemos que

(hog)(x) -h(3x2- 1) =y/Sx2- 2

Ejemplo 4.- Dadas las funciones f(x) —~x Vi >0 y g(x) =
—x2—1 Vigl, hallar fogygofsi existen. .
Solucién.- Notamos que

x 6 DfQgsiys6losia€ RA {-x2- 1)>0

Esto nos indica que
Dfog = &

Por lo tanto, no existe la funciéon f ° g. Por otro lado, es ya facil ver que
g°fH)(x) = -x - 1 Vx GJ0, +00)

En este ejemplo vemos que Dgo/ y=M, es decir, para indicar el dominio de la
composicion no debe analizarse solamente la regla de correspondencia de la
composicion, mas bien es necesario primero determinar el dominio y luego
la regla de correspondencia. O

Sea X C |y sea B el conjunto de todas las biyecciones de X en X, es
decir

B —B(X) = {/ : X ==X /f esuna biyeccién }.
En este conjunto se tienen las siguientes propiedades: V/, g,h € B
1. fogGB.
2./ o(goh)y=(/og)oh
3 ldxof =/ oldx =/

4. Para todo f £ B existe g £ B tal que ,fog = gof = Idx
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El conjunto B con la operacién composicion “0” por satisfacer estas cuatro
propiedades se dice que tiene la categoria de grupo (no conmutativo
cuando X tiene mas de dos elementos). En particular, si X = {1,2,3},

es facil ver que B(X) tiene 6 elementos (vea la lista de ejercicios de esta
seccion).

Nota.- Sea/ : A —E una funcién. Si /(x) 5 0 para todo & G A,
podemos definir la funciéon g : A —R por

9{x) = W) WxeA

entonces f(x)g(x) = g(x)f{x) = 1 Vx GA. En este caso se dice que g es
la inversa multiplicativa de / y viceversa.

3.7 La Inversa de una Funcion

En esta seccion estudiaremos la inversa de una funcién respecto a la
operacion composicion y daremos la condicién necesaria y suficiente para
gue una funcion sea inversible.

Definicion 3.7.1 Dada la funcién /

: A -> B. Se dice que la funcién
f*:B—*Aes lainversa de f si

for = 1dB y [/:/ = IdA-
Ejemplos:
1. La funcién / : R —R definida por /(x) = mx+ kcon m /0, posee

como inversa a la funcion /* : R-*R definida por f*{x) = Xx -
puesto que:

(fof)(x) = /(/=(*)) = m bk =

(fof)ix) = f*(f(x)) = qp(mX+ k) - f) X= 1d™ X)
es decir
Urdida Y ftf = IdR.

En particular, si f{x) = 3x- 2V x 6 R, entonces /*(x) = \x + |
Vx € Ky como (0,-2), (1,1) G/, entonces (—2,0), (1,1) G/*
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Figura 3.15: / y /* son simétricos con respecto a la diagonal

2. La funcién / : R — (—1,1) definida por /(x) = iZﬁ Va £ R,
posee como inversa a la funcion /* : (-1,1) -> R definida por f*(x) =

'ix £ (-1,1), ya que:

1- 1M
(I>1%)(*) 1 ';d 1= a1k
o B
I+ M _ 1+ K

1-
1+ M 1+ [x]|
Los graficos de / y /* se ven en la Figura(3.16).

Observacion.- Si g es la funcion definida por g(x) = —1———)5— Vx £1,

entonces /* es la restriccion de la funcion g al intervalo (—1,1) ( vea la
Figura 3.17).

Proposicion 3.Y.1 Si f : A —B es inversible (es decir, posee inversa),
entonces f es biyectiva
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Figura 3.16: / y /* tienen un Unico punto comun

Prueba: Como / es inversible, existe f* . B —aA tal que

ur =idB y [/:/ = idA.

f es inyectiva: Sean ai, 02 6 A tales que f(ai) = /(a2), entonces

ai = (/*o/)(Ql)= /*(/(ad) =Pf\f{a2) = (/'0/)(a?2) = a2.
/ es sobreyectiva: Si 6 £ B, tomando a = J*(b) £ A tenemos que
I(a) = I(I*(&)) = (1 o/*)(&) = =6
Por lo tanto / es sobreyectiva, y por ende f es biyectiva. O

Teorema 3.7.2 Una condicién necesaria y suficiente para que una
funcion f : A —»B sea inversible es que lafuncién f sea biyectiva.

Prueba: Por la proposicion anterior, si / es inversible, entonces es biyectiva.
Reciprocamente, supongamos que / sea biyectiva, luego para cada b £ B
el conjunto f~1(b) es unitario; en efecto: como / es sobreyectiva existe
at ademas si a,a" £ f~1(6) entonces f(a) = b = f{a"'), luego
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Figura 3.17: g(x) = m X Vinil
1—FlI

a — a (pues / inyectiva), asi / _1(6) es unitario; luego podemos definir
g:B —» A porgb) = asi f(a) = b Claramente g estd bien definida,
ademés

9of =IdA y fog=1dB
es decir, / es inversible con /* = g. O

Observacion 1.- Si/ : A — B es biyectivay f* : B —» A es su
inversa, entonces

D}. = Rf y Rf.=Df

Observacion 2.- Si / : A —a IR es una funcion inyectiva, entonces

/ : A —Rf es biyectiva, asi por la proposicion anterior / es inversible.
Por lo tanto

“Una condicion suficiente para que la funcion f : A —R sea in-
versible es que f sea inyectiva". '

3.8 Ejercicios Resueltos

1 Sea/ : X —Y una funcion. Si A,B son subconjuntos de X, pruebe

que f(AfIB) C f(A) nf(B) y muestre un ejemplo donde la inclusion
sea propia.
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Solucioén:
S-y € /(ANnR) existe x S ADB tal que y = f(x), es decir existe

x 6 Ayx e B tal quey = f(x), luego y —f{x) 6 /(A) n/(R). Por
lo tanto

I(AnR)C/(A)n/(R).

Ahora si f(x) = x2 Vx €R, A= [-1,0] y B = [0,1] tenemos que

f(A nfl) = /({O}) = {0}.y /(A) nf(B) = [0,1] n [0,1] = [0,1], es
decir

/(AnR)={0}g [0i] =/(A) nf{B).

2. Sea/ una funcioén real de variable real definida por
/(x) = axJr® —, donde ad —bc” 0.
ca+d c
Sabiendo que / es inversible, determine su inversa.
Solucién: Como / es inversible, existe /* tal que
[ o/*=1d Af*of = 1Id,
af (X)__'i_'_k_) .
c/*(x) + a
cx/*(x) + dx, o bien (-ex + 0)/*(x) = dx - 6. Por lo tanto

de f of* = [Id, se tiene que X , luego a/ (x) + o =

(3.1)

y como

=X VX

Asi la funcién /* dada en (3.1), es efectivamente la inversa de /.

3. Si/ : A —»B es una aplicacion inyectiva, pruebe que existe una
funcion g : B —A sobreyectiva, tal que
flay)) =y, vyel(A.

Solucién:
Como/ : A —B es una aplicacion inyectiva, entonces f : A —=*f (A) es
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una aplicacién biyectiva, por tanto existe la aplicacion /* : f(A) i4
tal que
fer = Idf[A) y /* o/ = IdA.
Luego definiendo g : B —A por
v e f(A)
y e B\f(A)
donde xq es un elemento de A fijado, tenemos que
I5(y)) = 1(I*(y)) =i, vyel(s).
Si B = f(A) basta tomar g = f*m
x-3

2
. Sea / una funcidén real definida por f(x) = N VN2,

—2
(2) Pruebe que / es inyectiva.
(b) Determine la funcion /*.
(c) ¢Cual es la relacion entre / y /*?

Solucioén:
Observe que f(x) = 2+ i VXx,,2yi2/=R —{2}.
(@) f(xi) = /(x2) implica que 2 H--—-—-- - = 2 H——-- -, lo que

muestra que X\ = x2. Luego / es inyectiva.
(b) Como /(/*(x)) = x para todo x~ 2 implica que

=* Vi?i2
. XxX—3
de donde concluimos que /*(x) = gy Vil2.
(c) Obviamente, tendremos que / = /*

Pruebe que la funcion /(x) = 4~x—x V x S [0,1] es inyectiva, luego
determine la funcion f*,
Solucidn:
Observe que

/[(X) = 4d x —x =4 —(i/x —2)2.
Como 0 < x < 1, se tiene que —2 < X —2 < —1, luego 0 <
4 —{s/x - 2)2< 3, es decir, el rango de / es el intervalo [0,3].
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(@) / es inyectiva: Si/(xi) = /(x2), es decir, 4—(-y/xi-2)2= 4—
(y/X2- 2)2, entonces (-y/57- 2)2= ("/x]j- 2)2, de donde xi = x2
o bien ,/xi + y'xj = 4, asi xi = X2 (puesto que xi, X2 G [0,1]).

(b) Calculo de /*: Por otro lado, siendo / inyectiva, existe la
funcion /* : [0,3] — [0,1] tal que /(/*(x)) = x Vx € [0,3],
es decir 4 - (v//*(x) - 2)2 = x, de donde /*(x) = (21 V4 - X)2,
y como /*(0) = 0 (puesto que /(O) = 0) concluimos que

/*(x) = (2- V4~—x)2 V x 6 [0,3].
6. Sea/ una funcion real de variable real tal que
/(Ax) = AI(xX) VAXSE.

Pruebe que / es una funcidn lineal, es decir pruebe que existe a 6 R
tal que

f(x) =ax y f{x+vy)=/(x)+/(y) VX,y€K.
Solucién:

Para cada i ¢ E (fijo, arbitrario) tenemos que /(x) = x/(l), luego
existe a= /(1) € R tal que

/(x) = ax Vx GR.
Por otro lado si x,y € R

I(x +y) =a(x+y)=ax+ay= f(x) + /(y).
7. Dada la funcion / : D —»R, pruebe que:

(@ AC 'i AC.D
(b) A= f~1(f{A)) VA C D siysélosi/ esinyectiva.
Solucidn:

(@) Six € Aentonces /(x) Gf(A), equivalentemente x Gf~I{f{A)).
(b) (=») Si/(ai) = /(a?2), aplicando la hipdtesis tenemos que

{ai} = /- “(/({ar})) - f~\{f{a0» = /“1({/(a2}) = /- x(/({a2»)

por tanto ai = a2, es decir, / es inyectiva.

(-*=) Sdélo falta ver que f~1(f(A)) C d. En efecto: si x G
! _1(/(.4)), entonces /(x) G f(A), luego existe a G A tal que
/(x) = /(a), y como / es inyectiva tendremos que x = a GA
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8. Si/ :X -*Y es una funcion con dominio X, pruebe que:

(a) N)CB VBcy
(b) f(f~1{B)) = B VB C 7 siysolosi/ es sobreyectiva.

Solucion:

(@ Siyoc f[f~1B)), existe x ¢ f~1{B) tal que y = f(x). Por lo
tanto y —f(x) ¢ B.

(b) Como Y = f(f-HY)) (por la hipdtesis) y f(f~1(Y)) C /(X),
entonces 7 C /(X), esdecir /(X) = Y. Asi/ es sobreyectiva.
Reciprocamente, solo falta ver que B C f(f~1{B)). En efecto:
si y ¢ £?, siendo / sobreyectiva, existe x ¢ X tal que y = f{x),
luego existe x ¢ f~1(B) tal que y = /(x). Por lo tanto y —
f(x)&f(f-1(B)).

9. Sean/ y g las funciones reales definidas por

Determine la funcion f ° g.
Solucién:

x ¢ Dfog %% x e Dg A g(x) ¢ Df
<= (x <@Wix>1)) A g(x) <3
£=> (i<0A g(x) <3 v (x>1Ag(kx <23
«=> (X< 0A—x <3 v (x> 1A%x<3)

«=> —3<x<0 v 1< x< -

Por otro lado:
Six e (-3,0), f(g(x)) =/(-x) =3(-x)+7=-3x + 7.
Sixe [L]), (E?2(*) = /(2x) = 3(2X) + 7T=6Xx+ 7

—3x+ 7 -3 <x<0

6x + 7 8
1 " x< 2
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10. Si/ es una funcién real de variable real tal que

f{x +y)=f(x) +/(y) y f(xy) = f(x)f{y) paratodox,y£R,

pruebe que / = 00 que f —Iu-

Solucion:

De /(0+0) = /(0) +/(0) tenemos que /(O) = 0, yde 0 = f(x + —Xx) —
f(x) + f{—x) tenemos que f(—x) = —f(x) VieR.

Por otro lado, como /(1 <1) = /(1)/(1), entonces /(1)[/(1) —1] —O,
por lo tanto /(1) = 0¢6 /(1) = 1. Si /(1) = 0 entonces f(x) =
f(x «1) = f(x)f(1) =0; asi/ = 0.

Si/(l) —1:

se prueba por induccioén que

/(n)=n VnNnEN
y como /(—) = —4(n) = — V n £ N tenemos que
/(fc) =fe VkeZ

Ahoracomo 1= /(1) = /(n =) = I(¢) = con lo cual se
concluye que
f(r)y=r Vr £Q.

Por otro lado si a > 0, existe b > 0 tal que a = b2, entonces f(a) =
f{b2) = [f{b)]2 > 0 (si f(b) = O implicaria que 1= /(1) = /(66-1) =
/(b)/(6_1) = 0 jabsurdo!). Por lo tanto

Si a> 0 entonces /(a) > 0. 3.2)

Ahora si x <y entonces y —x > 0, luego f(y) —f(x) = /(y —x) >0.
Por tanto

Si x <y entonces f(x) < f(y)- (3.3)

Finalmente si z £ I, por la propiedad de tricotomia

vi 0,

f{z)<zZ o6 f(z)>z o f(z) = z c f

Si /(z) < z exister £ Q tal que /(z) < r < z luego /(z) < ry
r —f(r) < /(z), lo cual es un absurdo.

Anélogamente si /(z) > z por el mismo procedimiento anterior e llega
a una cotradiccion. De todo esto se concluye que /(z) = z para todo
z £ 1. Por lo tanto hemos demostrado que / = Ir. O
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Ejercicios Propuestos

Trace el gréafico de la funcién / definida por f(x) = xn para n par
y para n impar. Halle el maximo y/o minimo(si a > Oy a < 0)
de la funcion cuadratica f(x) = ax2+ bx+ ¢ Vi £ i. Estudie el
comportamiento de f(x) = xn VX G[0,1] y n = 1,2,3, e

Trace el gréfico de las siguientes funciones:
f(x) = VA VIiEl, [(xX)=y/™ Vi<(

VX x>0 —vy/x , 1 >0
I(a a<o y 1(x) = m—x , x<0

2 -1
Trace la gréafica de f(x) = e Vil 0 g :X— Vi/l Oy

3IN—7
= VXN -,

X + i
;Puede trazar un grafico para f(x) = XN —?
‘ g P (x) ox + d’
Dada la funcion

2a+ 4 si X< —2
/(x) = —a/4 —a2 si -2 <x<2

-23;2+ 162 —24 i X> 2
Hallar el rango de esta funcion y esbozar su grafica.
Sea / la funcién definida por

3x —2 si -1 <x<3
/(x) = X—4+x si 3<x<5

[f] si 6<x<9

(@) Exprese / sin que aparezca el valor absoluto ni el maximo entero.
(b) Graficar / e indicar su rango.

Sea / : E —»R una funciéon (con dominio R). Si existe a £ R tal que
f(a) i Oy

f(ax + Py) = af(x) + pf(y) Va,p,x,y GR,

pruebe que /(x) = mx Vx £ R con m © 0; luego concluya que el
rango de / es R.
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7. Sea/ la funcion definida por

(@) Graficar / e indicar su rango.
(b) Resolver la ecuacion f(x) = 0.

8. Dadas las funciones f(x) = y/[2x] + 5y g{x) = Wx + 1- 1] expresar
/ 'y g como la composicion de tres funciones.

9. Dada la aplicacion / : D —*[-9, -1) definida por f{x) = %——I———.
—X
(@) Determine el conjunto D.
(b) Pruebe que / es inyectiva.
(c) ¢Es la funcién / sobreyectiva?(Rpta jNO!)

10. Averiguar si las siguientes aplicaciones son: sélo inyectivas, solo so-
breyectivas o biyectivas:

@ / :K—{1} =R [ I(*) = Vx¢ 1l
() / :{—60,00 =M /f(x) =x2- 1.
(c) /(-1, +00) >={ o00,1) / f(x) =

11. Dadas las funciones f : A—=*B y g: B —A, probar que si / y g son
inyectivas (sobreyectivas o biyectivas), entonces / o g también lo es.

12. Dadas las funciones f : A—B y g : B -> C, probar que:

(@ Sigof esinyectiva, / es inyectiva.
(b) Sigo/ es sobreyectiva, g es sobreyectiva.
(c) Sigo/ esinyectivay / es sobreyectiva, g es inyectiva.

13. Dada una aplicacion / : A —B, probar que si existe una aplicacion

g:B —Atal quegof = IAj entonces / es inyectivay g es sobreyec-
tiva.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

3.9. Ejercicios Propuestos

Sea/ :R —IRla funcion definida por f(x) = x2+ |. Determinar las
preimagenes de los siguientes conjuntos:

oo

LI e, [03], [0,3) y [1,10],

Dada la funcién f(x) = xX\x+ ] —2 V i é R.

(@) Graficar / y hallar su rango.

(b) Determinar en qué parte de su dominio / es creciente o decre-
ciente.

(c) Determinar el conjunto A= {& £R / f(x) <0}.
Dada la funcion

X2+ 4X+ 3 sSi. 5<x<-2

f{x) = m g 2<x<1

2—\X—2] si 1<x<5

(a) Determine el rango de /.
(b) Determine el conjunto donde / es creciente.
(c) Determine el conjunto A = {x € Dj / f(x) = 0}.

Si / es una funcion decreciente en R+ y definimos la funcion F medi-
ante la relacion F(x) = / w1 para todo x < —I1, probar que F
es inyectiva y calcular F 1(x) en funcion de / 1.

Si/ :R —*(—1,1) es tal que f(x) = = i— para todo x real, probar
qgue / es biyectiva, luego halle su inversa.

Demuestre que la funcion / definida por

f(x) = VT para todo x G [—2;, —]

posee inversa, luego halle dicha inversa.

Una funcidn es llamada homografica si es de la forma

+
f{x) :j:+ 3 con ad —bc”™ 0.
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21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(@) Probar que la inversa de una funcion homografica también es
homografica.

(b) ¢Cuél es la condicion para que una funcion homografica sea igual
a su inversa?

Determine si las funciones que a continuacién se dan, son pares o
impares:

£ X2 —2x+ 2 1<z<?2
@) {x) —X2—2x—2 , —2<x< -
5 , K>3
(b) f(x) —2Xx—2 , —3<x< -
2X —2 1<x<3

Muestre que la regla de correspondencia

f{x) = \Ix 4 [-a;]] + X\
define una funcion par en algun subconjunto D de los reales.
Demostrar que:

(@) Si/ y g son pares, entonces / + gy fg lo son.
(b) Si/ y g son impares, entonces / 4-g es impar y fg es par.

Demostrar que cualquier funcion / : [1,1] —R puede ser expresada
de manera Unica como la suma de una funcién par y otra impar

Pruebe que la funcién /(x) = x2—6x + 10 V x > 0 es inyectiva y
determine su inversa. Rpta. f*(x) =3+ \X- 1 Vx>1

Sean A y B subconjuntos no vacios y propios de R. Respecto a las
funciones caracteristicas, pruebe que:

Xadb = A a mAb , Xaab = Xa + %b
Determine la funcién afin /, sabiendo que: /*(2) = 4y /*(1) +
[*() = 2

( x2—4 si x<-2
Seaf(x) = < - \jx—2 si 2<x<6

—2x+ 10 si x>6
Determine si / es invertible o no, es caso afirmativo halle /*.
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29. Pruebe que la funcién

4- Vi2+ 12a+ 27 si x< -1
X2+ 6X + 6 si x>0

es inversible, luego determine esta inversa.
30. Dada la funcion

Xr —6x —8 si x < -3
X+ 3 si —3<x<0
\Ix —1 si x> 1

Determinar si / es inyectiva. Si no lo es, restringir su dominio para
gue la nueva funcién tenga inversa y que su rango sea igual al de /.

31. Dada la funcion

, —X2+4x—1 si x<0

() Justifique analiticamente que fes inyectiva.

(b) Halle la funcién f* ‘especificando su dominio y regla de corre-
spondencia).

32. Sea/ una funcion real de variable real tal que
I(x +y)=f(x)+fly) Vx,yeU.
Pruebe que existe a GMtal que /(x) = ax VxeQ.

33. Dar ejemplos de dos funciones no nulas /, g : [0,1] —R tales que fg
si sea la funcién nula.

34. Si X = {1,2,3}, pruebe que el nimero de biyecciones que se pueden
construir de X en X es seis. Encuentre dos biyecciones /, g de X en

X tales que B(X) = {lId, /, f2,q, fg, f 29).

35. Pruebe que (f + g)oh = foh + goh. ¢(Esverdad que/ o(g+ h) =
f og+ / ° hl jJustifique su respuesta!l (En este ejercicio suponga que
todas las composiciones tstdn bien definidas).
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

La funcién / : X —Y induce la funcion F : V(X) —V(Y) definida
por F(A) —f(A) para todo A C X. Pruebe que:

(@) / esinvectiva % F es inyectiva.

(b) / es suryectiva ®E=>=F es suryectiva.

Sea/ : X —*Y una funcion. Si n(X) = n(Y) pruebe que:
/ es biyectiva <=> f es inyectiva <=> f es suryectiva.

Sea f : X -*Y una funcion. Pruebe que:

(a) / esinyectiva <*=>3g:Y -+ Xjg o/

(b) / es suryectiva 3li:Y =X/f oh=ly.
(c) / es biyectiva 3lg:Y —X/gof =X yfog =1Y.

Dada las funciones h : X -+ Zyg:Y -*Z pruebe que; para que
exista por lo menos una funcién / : X —Y tal que h = gof es
necesario y suficiente que /i(X) C g(Y). Pruebe ademas para que /
sea Unica es necesario y suficiente que g sea inyectiva.

Dada las funciones f : X —Y yh\ Y —=*Z pruebe que; para que ex-
ista por lo menos una funcién g : Y —»Z tal que h = go/ es necesario
y suficiente que f(x) = /(x") =>m [i(x) = /i(X'). Pruebe ademas para
gue g sea Unica es necesario y suficiente que / sea suryectiva.

@
Sea / : R —R la funcién definida por f(x) = x_/'\_:rmi_:rni para todo
¢
i £ 1. Indique los valores de verdad de las siguientes proposiciones:
(@ El rango de / es (4, |1,
(b) / es decreciente en (—1,1).
(c) / es creciente en [-1,1], Rpta. VW .

Sea/ : R —*R lafuncién definida por /(x) = ~/x+ Mb—x. Determine
la veracidad o falcedad de las siguientes proposiciones:

(@) El dominio de / es [0,6],
(b) la funcién / es creciente en su dominio.

(c) El rango de / es [v"6,2\/2]. Rpta. VFF.
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43.

45,

46.

47.

48.

49.

50.
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Dada las funciones/ = { (-2;0),(-1; 3), (2; 1), (3; 2), (4,2). (5,0) }
y g{X) = x2+ 2 para todo x e Z. Demuestre que la suma de los
elementos del rango de / og es —3.

Dada las funciones

I(X) =4|x]|-x2, Vx € (-8,1) Y 9(X)=Vi—xVx6(—4,0)
Demuestre que el rango dego/ es el intervalo (1, V/)-

Dada la funcién/={(1;0), (2;5), (3;6), (7; 7)}, demuestre que

o/ = {(7;7)}.

Sea / la funcion definida por /(x) = Vi +x- x2- VI z ~ MJa
todo x € [-a, @] donde a es el méximo valor posible. Indique el valor
de verdad de cada uno de los siguientes proposiciones:
(@ o2+ a—1=0.

(b) f(a) + f(-a)>0.

(c) La funcion f es par. Rpta. VIL1
Sea f : [a B -* R definida por /(x) = V1*“ °+ Vb-x para todo
x € [o, b], pruebe que el rango de / es Wb- o, V2(t>—0)]j.

Sea / una funcién definida por
1
= V x € [3,1].
/(x) 2+ Vx2+ 4x+ 20

Determine el valor de 24 max(/)+14 min(/).

X
Sea / la funcién definida por /(x) = ~ 2 ; VX SE, dondea>0
y 6> 0. Halle el menor valor de ft tal que

Rpta.
o)l < k Vx € P s

16
Sea / la funcién definida por /(x) = ~ _ 6x+13 Pam t0d° X6 R’
(a) Verifique que esta funcion esta acotada.
(b) Determine el infimo y el supremo del rango de /.
(c) ¢Tiene maximo y/o minimo el conjunto Im(f).
(d) Conociendo el gréafico de la funcion cuadratica h{x) = x2-6x+13,
bozquejar el grafico de la funcion /.



Capitulo 4

Sucesiones de NUmeros
Reales

En este capitulo estudiaremos un tipo especial de funciones, aquellas que
tienen como dominio al conjunto de los nimeros naturales; tales funciones
se conocen como sucesiones. Daremos también el concepto de convergencia
y limite de sucesiones de nimeros reales convencidos que es la manera mas
intuitiva y comprensible de introducir la idea de limite, para estudiantes
que recién inician su carrera universitaria. Estudiaremos también la con-
vergencia de una suma y de un producto de sucesiones, asi como también
el comportamiento de los limites frente a la relacién de orden. El resultado
mas importante de este capitulo es que toda sucesion creciente y acotada su-
periormente es convergente, y converge al supremo del rango de la sucesion.

4.1 Definicion y Ejemplos

Definicion 4.1.1 Se llama sucesion de nameros reales a toda aplicacion X
de N en R, es decir

X:N —+ R
n i—> X(n)—xn.

El término xn es llamado término n-ésimo de la sucesion.

93
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4.1. Definicion y Ejemplos

Observacién.- Si X es una sucesion de numeros reales, entonces el dominio
es siempre N, mientras que el rango es el conjunto

Kx ={*n/ neN}

Notacion.-

Una sucesion X de ndmeros reales sera denotado por (2n)n6N, Por (xn)i?=i
0 por (Xi,x2,X3, e== xn, =mm); esto es

X —(xn)ngN —(xn) —(21,22,23,-%% ixni'"'")
Ejemplos:
2 Siy = (y,),6N= (-1,1,-1,1, -1, mme=) . entonces yn = (-1)".
3. Si2= (@zr)nen = (2,4,6,8, ===), entonces zn = 2n.

4.

Si X = (in)n£n es la sucesion definida por

2i =1
{2,, - \(22n_i +3), n>2

entonces sus términos son:

5 1

Este tipo de sucesiones son conocidas como sucesiones definidas
por recurrencia.

Una sucesion cuyos valores exactos no es muy facil de calcular es
x = (MMReN= (1, V2, 73, M, /5, «=am

La Sucesion de Fibonacci
Supongamos que cada pareja de conejos procrea otra pareja de conejos
una vez al mes a partir de su segundo mes de vida. Si se adquiere una
pareja de conejos recién nacidos en el mes 0 y nunca ninguno muere,
(cuantas parejas de conejos habra en el mes n?
Sea an la cantidad de parejas de conejos que hay en el mes n . Entonces
a0= 1, ai = 1 we = 2 (la pareja que habia en el mes 1, que ahora
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tiene 2 meses de vida, mas sus hijos),03 = 2+1 = 3 (las dos parejas
qgue habia en el mes 2 mas los hijos de las parejas que en el mes 3
tienen al menos 2 meses de vida, que son los conejos que habia en el
mes 1), 04 = 3+ 2 = 5 (las 3 parejas que habia el mes 3 més los hijos
de las parejas que en el mes 4 tienen al menos 2 meses de vida, que
son los conejos que habia en el mes 2). En general, enel mesn+ 1lla
cantidad de conejos sera an+1= an + an-i (las an parejas que habia
en el mes n mas los hijos de las parejas que en el mes n+ 1 tienen al
menos 2 meses de vida, que son los conejos que habia en el mes n —1).
Luego la sucesion (a,) queda definido asi

(g 1, q-—1, —an+

es decir
A = (on),6N = (1,1,2,3,5,8,13, 21,34,

Definicion 4.1.2 Operaciones con Sucesiones.
Dadas las sucesiones de ndmeros reales X = (xn), Y = (yn)y Z = (zn)
con zn Oparatodon £ N, y dado A€ R, definimos las sucesiones

X+y, X-Y, XX vy |
de la siguiente manera:

X +Y = {xn+yn) X mY = {xnyn)

Ejemplo. SiX = (2n) y Y = (¢), entonces:

n2+ |

Tl

x-Y = 22 X +y = , 5X = (IOn) y y = (2n2).

4.2 Limite de Sucesiones

Definicion 4.2.1 Sea X = (xn) una sucesion en K. Se dice que el numero
real L es el limite de la sucesion X y lo denotamos por lim xn = L (o

xn —>L) si para todo e > Oexiste un nimero natural nO tal que la distancia
entre xn y L es menor que e siempre que n > no, es decir
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limxn=L<I=>Vs>03nE£N/Vn>n0 wn—L\<si

n —>00

Nota.- Si una sucesion X = (xn) posee limite L y éste es un nimero real,
se dice que la sucesion es convergente, en caso contraido se dira que la
sucesion es divergente.

Ejemplos:
1 Pruebe que lim —= 0.
n—*00 n
en efecto:

Sea e > 0 (fijo, arbitrario).
Debemos demostrar que 3 no 6 N/ sin > no, |~—0] <s.
Por la propiedad Arquimediana, existe no € N tal que X < £

Ahora, sin>n0=> |- QJ=¢ " <e

PorlotantoVs> 03no€ N/ sin>no=>= —0]<s;
es decir

lim L=

n —oo0 TI

2. Pruebe que lim —=a= 0.

n —>00

en efecto:

Sea £ > 0 (fijo, arbitrario).

Debemos demostrar que 3no £E N/ Vn>no |- —0] <s.
Por la propiedad Arquimediana existe no £ N tal que ™ < \fe.

Ahorasin > n0=» - 0= N <s,
Por lotantoVe > 03 no £ N/ sin > no=>m -0 <eg
es decir

lim = o,

71—KX) Tl

3. Pruebe que la sucesion X —(0,2,0,2, m ) no es convergente.
En efecto:
Supongamos que existe L £ E tal que lim xn = L, entonces
n—»00

Ve>03noEN/sin>no => \n—L\< £
En particular sie= \> 0,3n0£ N/sin >n0=S* \n- I\N< \_
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Ahora si 2m > no 2m + 1> no), implica que

2 = \x2m 2-2771+11 — 12;2Tn ~ L\ \%2m+1 < A A n

evidentemente una contradiccion. Por lo tanto esta sucesion es diver-
gente.

Teorema 4.2.1 Sean X —(xn) una sucesion de ndmeros reales y sea L €

R. Si existen M > 0 y una sucesién de numeros reales positivos Y = (yn)
tales que:

- N< Myn Vn>ti! 'y yn->0
entonces xn — L.

Prueba.
Sea s > 0. Debemos demostrar que 3 no € N/ sin > no =*m \\n —L\< e.

Comoﬂ%ynzo,3na6N/S|n> =4 \yr|—01<'\7
luego elegimos no —max{n\, na}.
Ahora, sin>no (.n>ni A n > na), entonces

Asi VE>03no€N/sin>no=> Wwn—L\<e O

Aplicaciones del Teorema

1. Pruebe que lim

71—*00

En efecto: Basta observar que

1
1+ na 1fna nYn

2. Pruebe que lim bn=0 (si0< 6< 1).

En efecto: Como 0< b< 1, existe a > 0 tal que b=
Pero por la desigualdad de Bernoulli

l+an>1+na Vn>1
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luego

\n -0\ = bn ! ! 0
1+an~1+na

Por lo tanto bn —=*0

3. Pruebe que lim y/c= 1

n —o00

En efecto:

e Sic= 1esobvio (¢ 0 no?)

«Sic>1 > 1), 3dn > 0 tal que yfc. = 1+ dn, luego
¢ = (l+dn)n > 1+ ndn, de lo cual se tiene que 0 < dn <
(c—1); donde (c- 1) > 0, y como

\y/c—\= dn < (c —1)n—

se concluye que lim y/c= 1
n —oo

Sio0<c< 1 y/c < 1), 3 hn > 0 tal que y/c = , luegol
— el S <L 0<hn<
@+ hn)n ~ 1+ nhn ~ nhn :
Ahora
iy/c—11—1—y/c= 1— : K m |
1+ hn \+ hn ~\cJdn

Por lo tanto lim y/c= 1

Definicion 4.2.2 Una sucesion X = (xn) esta acotada si su rango es un
conjunto acotado. Equivalentemente

(xn) esta acotada si y s6lo si existe M > 0 tal que Mn\< M Vn£ N
Proposicion 4.2.2 Toda sucesién convergente es acotada

Prueba. Sea (an) una sucesion convergente, es decir existe L GK tal que
an —L. Luego parae = 1> 0 existe no € N tal que \an —L\ < 1 siempre
gue n > n0. Por tanto |l ]— U] < 1 para n > no- Se desprende entonces
que

[n]< 1+ N\ para n > no
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Luego tomando M = marr-dail, |&2!, ===, |3,0_i],| + L]} tenemos que
Jn]< M paratodo nc N O

Frecuentemente se usa el contrarreciproco légico de la proposicion
precedente. Asi,

si (an) no esta acotada, entonces (an) no es convergente

Por ejemplo, la sucesion (n2+ 1), €Nno es convergente pues no esti acotada.
Observe también que el reciproco de esta proposicion en general es falso,

basta con hacer notar que la sucesion ((—)n)neN esta acotada y sin embargo
no es convergente.

Teorema 4.2.3 Sean (an) y (6n) sucesiones de nimeros realesy sea A sii .
Si an —+L y bn —M, se tiene que:

1 (an+ bn) es convergente y an + bn —L + M.

2. (Aan) es convergente y Xan —AL.

3. (anbn) es convergente y anbn —LM.

4- (jp-) es convergente V™ N j{ ~siM Oybn 0 VnGN.
Prueba.

1. Dado e > 0, por la hipétesis existen ni,n2 G N tales que

n ni ) Ly~ 2
n>n2=4- b —M\ < |

Sea no = max{n\, n2). Sin > no,

|(an+6n)'(L+M)I<Ia,,'|—\+%'|v'\<l I=é

Por lo tanto lim (an+ bn) = L + M.

n —o0o0

2. Sea £> 0. Si A= 0 el resultado es trivial. Supongamos A~O. Como
an —>L, existirA n0 G N tal que Jan - L\ < jjj- para n > n0O; luego
Jfan - AL] < £ paran > n0. Asi lim Aan = AL.
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3. Seae > 0. De la convergencia de (on) y (bn) tenemos que:
3 C>0:]<C Vn €N
3nieN/n>ni=$m|h- \N<”
3N2£ N/n>n2=> |- M| < 200BVwvj

Sea no = max{ni, n2}. Si n > no, entonces

\enbn -LM\ \nbn - Lbn\+ \Lbn - LM\
<  \an -L\\bn\+ \'\N\n -M\
< \an -L\C+\L\\bn-M\

N

< 2C'C+7™2\L\+ )
< f+l=c¢e
Por lo tanto lim anbn —LM.

n —o00

4. Sea £ > 0. En primer lugar observamos que

1 1 bn- M
bn ™M bnM

Como bn —M, existe nj S N tal que
n>ni=>\Xn- M\ < -\M\

de ésto, no es dificil concluir que

1

2 .
IM > \\W\ N\ WA para n > ni.

eM2 . .
Por otro lado, para ’ > 0 existe ric € N tal que

eM2
n> 7 K -M |<

Sea no = max{ni,n2}. Si n > no, entonces

1 1 n-M | 2 1\“51 M..<2eM2
bn M on\ \M\ \M\\M\"Mzz

Por lo tanto
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Como una consecuencia inmediata de este teorema tenemos que

L
an-bn—>L -M y -

M

siempre que las sucesiones involucradas sean convergentes y tanto bn como
M sean siempre no nulos. Asi mismo, el item 1 vy el item 3. de este

teorema, se cumplen para un ndmero finito de sucesiones convergentes.
Ahora, veamos algunos

Ejemplos:

4. Sea bun numero real tal que 0 < 6 < 1. Pruebe que

lim (1+ b+ R+ 8+ - \bn) = _/\_07

n—-co 1

Solucién. Si Sn—1+ b+ b2 -f b3 H-—---- 1 bn entonces

1
y como bn —0 implica que lim Sn= --—--.

5. Hallar el area de la region determinada por las gréaficas de: y = x2,
Xx—b(b>0)yy=0 (el gje X).
Solucioén.
Subdividimos el intervalo [0, b] en n subintervalos congruentes, se cons

truyen asi n rectangulos cuyas bases miden n—unidades y sus alturas
2

ib . . . S .
unidades para 1 < i < n. El area del i-ésimo rectangulo es
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b iib
n\n
dado por (vea la figura adjunta)

m
I

Ahora, la intuicion geométrica nos hace ver que el area A de esta
region es A = lim An, luego
n —00

nin+ )(2n + 1)

A = Ilim An = Ilim i2 lim 4
n —»00 n—*00 n 6 i=‘| N—oo TI6 6
63 ( IN 1\
— 2 +
P58 11+ ni v )

Proposicion 4.2.4 Dadas las sucesiones reales (an), (bn) y (cn), se cumple
que:

1. Sian—L, entonces |1 - .\
2. Sian—L yL < M, entonces 3n0OEN/ an< M Vn > no-

3. Sian< bn Vn>no, an —L y bn—M, entonces L < M.
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4 Sian<bn < Vn> no, an—L ycn—*L, entonces bn —= L.
[El itera 4 es conocido como el Lema de Cauchy)
Prueba.

1 Basta ver que | Jan|—\\ |< Jan —L |para todo n GN.

2. Como an —>L, parae= M - L > 0existe no GN tal que n > no
\en —L\ < M —L, de esto concluimos que

an< M Vn>no

3. Seae>0. Comoan-*Lybn—vM, existen ni,n2 GN tales que:

£

y

Si n3= ma:r{no,ni,n2}, tenemos que

lo que implica que L < M + £ para todo e > 0. Asi

L < M.

4. Sea£> 0. Como an—*Ly —>L, existen n\,U2 GN tales que:
n>ni=4>L—£<an< L+£ vy
n>ny=*e —f£<M<L+E
Sea n3= maa:{no,ni,nZ}. Ahora si n > n3tenemos que
L~£<an<bn<cn<L + £

Por lo tanto lim bn = L O

Hasta ahora, todos los problemas de convergencia de sucesiones que hemos
analizado, han tenido una respuesta intuitivamente clara, sin embargo esto
no siempre es asi, por ejemplo, ;qué podemos intuir de la sucesion cuyo
término n-ésimo es an = 2n/n! ?..., dando valores a n observamos que la
sucesion se acerca a cero, pero ¢cémo puedo justificar formalmente esto?.
La respuesta nos da la siguiente
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Proposicion 4.2.5 Criterio de la Razon
Sea (an) una sucesion de términos no nulos tales que

Jim Q{’:" —L

Si 0< L < 1, entonces an —0.

Prueba. Sea M e R (fijo) tal que L < M < 1 Por el item 2 de la
proposicion anterior, existe N € N tal que

<M Vn> N.

Por tanto
lan+i] < M]Jan|] Vn > iV,
luego
laiv+i] < M\a™\
laivt2i < M\a?j+i\ < M 2\a\\
laav3] < M\au+A < M 3jav]

lavin] < Mnjlagv] Vne N

Como 0 < M < 1 podemos asegurar que M n —+0, luego Iiryo Mn\a\ =0
n—
y por tanto lim a™+n = 0- De donde se concluye que lim an= 0. O
n—>00

n—o0

kn
Ejemplo. Sea an —i con k € R fijo. Como

lim I kn+l1/(n + 1)! lim e - 0o
n-K» an n% kn/n\ n—too N+ l—
concluimos que
(kn _ B

m — =
1

ti—*00

4.3 Sucesiones Mono6tonas

Definicidn 4.3.1 Sea X = (xn) una sucesién de nameros reales. Se dice
que:
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. X escreciente si xn< xn+i Vn € N.
X es decreciente si xn > xn+i Vn € N.
X es no-creciente si xn> xn+i Vn € N.

X es no-decreciente si xn < xm+1l Vn £ N.

a > W N PP

. X es mondtona si se cumple alguna de las condiciones anteriores.

Ejemplos

105

a) Las sucesiones X y y = (fen) para 0 < b < 1son decrecientes.
n

b) Las sucesiones X

(2n) y Y = (cn) para c > 1son crecientes.

: I (—)n
c) Las sucesiones X = ((-1)n) y Y =

no son monotonas.

Teorema 4.3.1 Si (xn) es una sucesion monotona creciente 0 no decre-
ciente y acotada superiormente (es decir 3M £ R: X\ < X% < < eee<

M), entonces (xn) es convergente; mas aun

lim xn=sup{xn/ n GN }.

Prueba. Seaa = sup{xn/ n6 N} yseaf> 0. Por lacaracterizacion del

supremo, existe no G N tal que
a—e < X< a
Ahora, n > no implica que
a - s< Xxno<xn<a<O0fl + £.
Por lo tanto
VE>0 3noc N/ n>no=>a—£<xn<a +£
Asi r]Ii_n>1coxn =a
Corolario 4.3.1 Si (xn) es una sucesion mondétona decreciente 0 no

ciente y acotada inferiormente (es decirdmc M’ Xj > X2> X3 > eee>
entonces (xn) es convergente; mas adn

lim xn=inf{xn/ nGN }.
n—+00

O

cre-
m),



106 4.3. Sucesiones Monétonas

Prueba.- Ejercicio para el lector.
Ejemplos de Aplicacion

Ejemplo 1.- Sea X = (xn) la sucesion definida de la siguiente manera;

Afirmacion 1
1< xn< xnt\<2 Vné£N.

En efecto: Sin = 1, 1 = X\ < x2 = V? < 2 Supongamos que las
desigualdades se cumplen para n = h, es decir 1 < x/, < x/i+i < 2
(hipotesis inductiva). Veamos que la afirmacién se cumple paran= h+ 1
En efecto, de la hipdtesis inductiva se tiene que 1 < \2x-h < M2xh+i < 2,
es decir 1 < Xh+i < xh+2< 2

Afirmacion 2

lim xn=2

n—*4-00
Como (in) es Y acotada superiormente, entonces
Iim xn — L para algin L e R. De 1 < i, = XN i,
n—i+oo p g y y _

tomando limite tenemos que 1 < L y L = V2L> de donde concluimos que
L—2

Ejemplo 2.- Sea X = (xn) la sucesion definida de la siguiente
manera:
i x\=1
\in=]@2xn_i+3) Vn>2
Afirmacion 1
Xn < xn+i <2 VnSN.

En efecto, sin — 1, 1 = xi < x2= f < 2. Supongamos ahora que la
afirmacion se cumple para n = h, es decir, xh < %h+i < 2 (hipdtesis
inductiva). Veamos que la afirmacion se cumple paran = h+ 1 En efecto,
de la hipétesis inductiva se tiene que |(2x™ + 3) < |(2x/,+i + 3) < 2, es
decir Xh+ 1 < Xh+2< 2.

Afirmacion 2

. 3
nI—L-n?ooX" = 2!
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Como (xn) es no decreciente y acotada superiormente, entonces

71Ii+r+réoxn = L paraalgin Le R. Como xn = i(2xn_i +3), tomando limite

tenemos que L = \(2L + 3), de donde concluimos que L = |.

Ejemplo 3.- EI namero e de Euler
Para cada n £ N definimos la sucesion (Sn)neM de la siguiente manera:

c , 1 1 1 1
S5n_1+1I+ 20+ 31+ "' + N
Claramente, (Sn) es una sucesion creciente. Ademas tenemos que
0 , [ O B 1
N I+ i+ 21430+ 0T+ N

n , 1 1 1 1
- 1+ 142+ 22+ 23+" '+ 27

1
TR T =142(i- ¢ ) <3
2
Es decir, Sn < 3 para todo n e N. Luego estamos ante una sucesion

creciente y acotada superiormente y aplicando el teorema precedente esta

sucesion es convergente y su limite es por definicion el nimero de Euler g,
es decir

e= lim Sn
n—oo
Notamos ademas que
25 <e<3

El ndmero e tiene un destacado rol en la matematica, de hecho éste y el
ndmero # constituyen los dos mas famosos nimeros trascendentes, es decir,
no son raices de ninguna ecuacion polinomial del siguiente tipo

aoxn + a\xn~l H-—--+ an_ix + an=0 con & £ Q.

Por otro lado no es dificil probar que

n
e= lim (1 + —

n —»oo y ri
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vea la lista de ejercicios propuestos, luego si / : N —N es cualquier funcién
estrictamente creciente y a es cualquier nimero real positivo, podemos con-
cluir que

I o \f{n)

o /(n)J

4.4 Ejercicios Resueltos

1 Halle la suma de las cifras del centesimo término de la siguiente
sucesion
X = (6, 13, 26, 45, 70, =)

Solucidn:
Observe que
tn =5+ (1+ 7+ 13+ -mmt on)

donde an —6n —5. Por tanto aioo = 595 y
/ 11595\
iioo=5+ (1 +7+13+-+ 595)=5+f — J 100 = 29805

Asi la suma de las cifras de fioo es 24. O
2. Halle el valor de S, si

8~ 14 1__{??’_ _f"_z_ _i*_]_"_':_i___{_ “%l_ + e
5 2 125 625 ' 3125

Solucion:

1 3 7 15 31

S + 5+ 25+ 125 + 625 + 3125 +

2-1 22-1 23-1 24-1 25-1
-+

I+ —T 52 53 54 55 *°®
3 1 j
1+T+ r + + 5+ 52+ 53+
1 15 5 1 17
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3. Halle el nimero de términos de una sucesion aritmética finita,
sabiendo que su primer término es 3 y el nimero de términos entre
23 y 59 es el doble de los comprendidos entre 3y 23 (59 ultimo término)

Solucion:

Tenemos que la sucesion aritmética finita empieza en 3 y termina en
59, ademas se cumlpe que:

e Entre 3y 23 hay k términos
e Entre 23 y 59 hay 2k términos,

luego
23 —3+ [(fc+2) —Ir A 59= 23+ [2b+ 2)- I1r
de donde
20 36
k+1 2k+ 1
lo que implica que k —4y r = 5. Por lo tanto el nimero de términos
de esta sucesion es 3(k + 1) = 15. O
Pruebe que:

(@ an € [4/5,1) paratodo ne N.
(b) (an) es estrictamente decreciente.
(c) ¢A partir de qué término se cumple que Jan —4/5] < 0,01?

., A=\
Solucién: Observe que an = 5

todo n € N.

(b) Basta con observar las siguientes equivalencias:

5n+ 5 5n
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(c) Como
4 4c+ 1 41
&g 5 51 5 5n
se tiene que
Oiji 4 < J— L 20 < n.
5 100 5n 700

Por lo tanto la desigualdad se cumple apartir del término 21. O

5. Pruebe que la sucesion

V2, + \J2+ \j2+ V2,---

es convergente, luego calcular su limite.
Solucién: Note que

zi=V2y
xn=\A+1i, i Vn>2

Afirmacion 1.- (xn) es creciente:
Como 0 < V2=%m %2 < y/2+ y/2=> x\ < X2.
Supongamos que Xh < x/i+i (Hipétesis Inductiva), entonces

Xh+i = \/2+ x/i < \/2 + Xh+i — Xh+2-

Por lo tanto xn < xn+i- para todo ne N

Afirmacion 2.- (xn) esta acotada:

Como \j2 < 2 =>= xi < 2. Supongamos ahora que Xh <2 (Hipoétesis
Inductiva), entonces

X*=\V2+ xn < d4 = 2

Por lo tanto xn < 2 para todo n € N
Ahora aplicando el teorema 4.3.1 concluimos que (X,,) es convergente.

Por otro lado de xn = y/2+ Xn-i, tomando limite cuando n
tiende al infinito tenemos que L = \2+ L, entonces L —26L = 1,
y como 1< xn < 2 para todo n e N concluimos que 1 < L <2. Asi
L=2 O
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6. Pruebe que no existenﬂgb cos(n7r).
Solucion:
Si existe L £ M tal que lim cos(n7r) = L, para e = 4 existe rnin €
N/n>no=4 |cosn7r—L\ < 1.
Por otro lado como 2n0+ 1> n0 A 2n0> n0O tenemos que

2 = B—(-1)] = Jcos2n0r —eos (2n0 4- I)7r)

< |cos2n0# - I\ 4 Joos (2n04- I)7r —I\ < ’2‘4-2 =1

es decir, 2 < 1 (jevidentemente esto es un absurdo!), esto prueba que
no existe lim cos(n7r). O
71—*00

7. Si Pnes el perimetro de un poligono regular de n lados inscrito en una
circunferencia de radio r, halle lim Pn.

., n —»00
Solucion:
Observe que

Fr’1n - n2rsen (— = Zm——s—e—nga

ycomo lim ‘dula =1 concluimos que lim Pn= 27rr ( longi-
71—» 00
tud de la circunferencia de radio r). ]

8. Sea X = (xn) la sucesion definida por

X = le3m5eem2n - 1)

2n m!
Muestre que la sucesion X es monoétona y acotada.
Solucion:
Note que
_1-3-5---(2n-1) s f2k-1\

Xn~ 2e4-6eee(2n)” _“ \ 2k )’
luego XN+l = xn = 6 bien = 1- 1 < 1 loque
. . ' ' X jt, (T -j- ¢
implica que

cc,tl < xn VneN,
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Asi
1
0 < eee< XnH1 < Xn < mme< X2 < Xi
o
es decir la sucesion (xn) es mondtona decreciente y acotada. O

9. Sea (xn) la sucesion definida por xn —\jn + 1- %fA. Demostrar que
las sucesiones (xn) y (y/fi ::n) son ambas convergentes.
Solucién:
Como

Xn=VAi+l - Vn= —F=A - — (4.1)
Vn+1 + y/i

concluimos que lim xn = 0. De (4.1), también tenemos que
\ffi xn — 3 \in .

‘Jn+ 1+ ¥ , ;.

TA+1+1

Por tanto lim y/fixn= 1 O

71-400

10. Sea (xn) la sucesion definida por xn = y/an+ bn con O< a< b
Demostrar que lim xn= h
TL—>0G

Solucion:
Como

&( —
y teniendo en cuenta que f < 1, concluimos que

limzn=>

71—400

4.5 Ejercicios Propuestos
1 Usando la definiciéon de limite, pruebe que

/2n2+ 5\ _ 2
n-.0o y3n2+ 4/ 3

2. Calcular el valor de L, si L = lim

n —o00
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3. Sea (xn) una sucesion de nameros reales.

(@ Sixn—»Lyxn> 0, pruebe que L > 0y y/xZ —"JL.
(b) Si xn —aL, pruebe que x2 —L2.

4. (a) ¢La sucesion (senn]) es convergente? jJustifique su respuesta!
(b) Si X = (xn) es una sucesiéon convergente tal que xn —»0, pruebe

gue la sucesion ( — | es divergente.

5. Sea X = (x,) la sucesion definida por

X\ = \/6
XN = "6 + xn-i para todo n > 2

(&) Muestre que la sucesion X es creciente y acotada superiormente.

(b) Halle lim xn.

n —o0

6. Sea (zn) una sucesion tal que:
XN\ —2, £23= 156 y xn= 2xn_i - xn 2 paratodo n > 3
Determine el lugar que ocupa el término 702.
7. Sea (xn) una sucesion definida por
i =meN y Xn—xn-\+ 2(n- 1) paratodo n > 2
Determine el valor de y/xZi-

8. Usando la definicion demuestre que:

. 1 ) n )
@ ABonze 1 © of "

. 3n4-1 _ A r n2- 1 1
(b) I_'),TO n+ 5« 2 () _,

9. Probar que lim xn = 0siy solosi lim jxn]= 0. Con un contrae-

n —voo n —00

jemplo demuestre que la convergencia de la sucesion (pa]) no implica
la convergencia de (xn).
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10. Dadas las sucesiones (an) y (bn) tales que
m o0O<Cin y (bn Un d
¢Qué podemos afirmar sobre la convergencia de estas sucesiones?

11. Encontrar dos parejas de sucesiones (i,), (yn) divergentes tales que
su producto si sea convergente.

12.

N

Sean (xn) y (yn) dos sucesiones de numeros reales. Si la sucesion (xn)
converge a un numero no nulo y (xnyn) también converge, pruebe que
la sucesion (yn) es convergente.

13. Si lim xn= Ly L < 0, pruebe que existe un nimero natural no tal
gue xn < 0 para todo n > no-

14. Si 0 < b< 1, demuestre que:

(@ lim@2nln=1 () iim ?1=0
n-*°° - W' n-+oo n!
(b) nlglooﬁr =0 (d) |IQ (nbn) = 0
15 Sean xi = 1y xn+i = 1+ V n > 1. Pruebe que la sucesion es

convergente y determine su limite.

16. Pruebe que lim \[A —1

n —00

17. Calcular los siguientes limites:

@ lim (0 i i i \
n—oo V4 + 8+ 16+ ‘" + 2n"2)
) lim (1 1111 1 1\

n —>00 (2+ 3+ 4+ 9+ 8+ """+ 3N+ ZAj

18. &xn) es una sucesion tal que lim v/|xn]< 1, pruebe que lim xn = 0.
n —00 n—+00

19. Sea (xn) una sucesion de nimeros reales positivos. Si lim --—-—-- =L,
n—00 XN

pruebe que lim t/x™'= L
n—00

i+ X24----- h
20. Si lim xn= L, pruebe que lim X! n oL
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Si lim xn = L donde xn > 0O, pruebe que lim t/XiX2memxn = L

n—co n—oo

Sea b un ndmero real con b > 1. Estudiar la convergencia de las
siguientes sucesiones:

n —roe 0
n—co 2n

@@ lim bn (b) flim — (©) lim —5—

Sea (xn) la sucesion definida asi xi > 1 (fijo, arbitrario) y

XN = 2 -~ — para todo n > 2.
0

Demostrar que (xn) es convergente, luego encontrar su limite.

Sea (x,,) la sucesion definida por

1
= - N) 4+
Xn I]B+2?+ 1_n% VnSN

Probar que esta sucesion es convergente.

Demuestre que lim (14—1\/ —e
n—y

n)

En cada caso, establecer la convergencia de las sucesion (xn) y encon-
trar los limites respectivos, si:

n+1

@ x,=(1 +1i) (C)X”:(1+?l+l

M *n=(l1+i) () xn—(1 A

Sea (xn) una sucesion de términos no nulos. Si lﬂ;ﬁ)('l)ux n existe,
n
pruebe que (xn) también es convergente.

Sean X = (xn) y Y = (yn) sucesiones de nimeros reales tales que
Xn=2n2+ 1y Y = (0,3,10,21,36,55,78, ==e)

yt d'2X,

Determine i
"—QED.Zyn %n_
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29.

30.

3L

32.

33.

34.

35.

4.5. Ejercicios Propuestos

Los nimeros de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5 8, 13, 21,
definidos recursivamente por la formula xn+i = xn + xn-i,

... SON

con

X\ = X2 = 1. Pruebe %lie XNy xn+i son primos entre si. Prue4l?e

ademas que xn = - .t donde a y b son las raices de la ecuacion

cuadratica x2—x —1= 0.

Sea (an) la sucesién de Fibonacci. Probar que

para todo n 6 N.
Sea (an) la sucesion definida recursivamente por
ai =5 an+l= 3an—2n, sineN

Probar que an = 2n + 3n.
Sea (an) la sucesion definida recursivamente por

ai = 2, an+i = 2nan4- 2n+1n!, sin€N
Probar que an = 2"nl.
Sea (an) la sucesion definida recursivamente por

ai =0, an+i = a, + n(3n + 1), sin€ N
Probar que an = n2(n —1).
Dada la sucesion (sn) definida por

1 1 1 1
Sn=3+ 8+ TE+ '“ + n2+ 2n

Muestre que (sn) es convergente y converge a |.

Para a € R fijoo muestre que existe el siguiente

limite
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36.

37.

38.

39.

40.

Sean (an) y (bn) dos sucesiones de nameros reales. Si lim En_: Oy
n—o
(bn) es acotada, pruebe que nl_lggo an = 0.

Si / : N —* N es una aplicacion estrictamente creciente, pruebe que

n </(n).

Sea (an) una sucesion de numeros reales. Probar que

si lim an = L entonces lim ;5 = L, para cualquier / : N —eN
* n —oo v

n—ro00

aplicacién estrictamente creciente.

Usar el resultado de la pregunta anterior, para probar que las suce-
siones

(-D")neN,  ((-1)" + -7) y  (sen(n7r))nsN

\ n ./n€N

Nno son convergentes.

Paran € N, sea In = <Vn * = (0,n)’ = (PHoY) y x>
Pruebe que:
+OO +00 +00

@ x &p] In. (b)y f] W () C)Kn=

71=1 n=I. 71=1
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Capitulo 5

Limites de funciones

5.1 EI Concepto de Limite

Definicion 5.1.1 Punto de acumulacién
Sea D un subconjunto no vacio de los nimeros reales. Un punto a € IR se

llama punto de acumulaciéon “p.a.” del conjunto D si cada vecindad de a
deradioS (6 > 0)

Vj(@ = (@a—5a+5=(i EE/ a—6<x<a+ &}

contiene por lo menos un punto del conjunto D diferente de a,
es decir,

af Mes ‘pa.” de D £>=(V<s@ —{a}) OD”N < V&>0

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.- SiD = (—1,0) U(0,1), entonces 0 es un punto de acumulacién
del conjunto D.

Ejemplo 2.- Si D = (1,3), cualquier punto del intervalo [1,3] es
punto de acumulacion del conjunto D.

Ejemplo 3.- Si D = [0,1] U {2}, el punto 2 no es un punto de acu-
mulacién de este conjunto (jgrafique!). En este caso se dice que 2 es un
punto aislado del conjunto D.
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Ejemplo 4.- Si D — /n €N}, entonces O es un punto de acu-
mulacién del conjunto D.

En efecto: si $> 0, por la propiedad Arquimediana existe nO £ N tal que
< nQ luego < 5 Asi, -E £ (V¢(0) - {0}) nD, es decir

Vi@© - {CHr\D~(j> V5>0
lo que significa que 0 es un punto de acumulacién del conjunto D.

Definicion 5.1.2 « im ite aec una funcion

Dada la funcion f : D R, L £ My a un punto de acumulacién del
dominio D de f. Se dice que L es el limite de lafuncion f en el punto a,
y se escribe le f(x) = L, siy ¢o6lo si para cualquier e > 0 existe 6 > 0 tal

quesix £ED A 0< |x—a] < 6, se tiene que X(x) —L |< s; es decir

Ve>030=S5g>0 /

lim f(x) —L <= XED A 0< [x—a] < 6==> |/(&) —\< e

llustramos esta definicion en el siguiente grafico:

Figura 5.] : Definicion de limite
En el lenguaje de la teoria de conjuntos

Xli_rydf(x)=L Ve>036>0 f[(Vs(a)-{a})nD)cV £(L)



Capitulo 5. Limites de funciones 121

Ejemplos:
1 Prueb li 3x2 —5a —2 _ 5
. Prue equexl_g} ------ e =7
En efecto:

Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
35>0/xeDf AO< [x—2] <5==*]/(x) - L\<e.
Observe que si x 2, f(x) = + 1)(’\2— 2) _ n
X p—
Luego
\f(x) —?] = I3x+ 1) —7] = 3|x—A

. £
Por lo tanto elegimos 5 =

Ahora, si0O< [x- 2 < &= |/(X) - A= 3|x- 2] <3 =£
es decir
3x2 —5x —
lim 22X 2 _ g
X —*2 X —2

2. Pruebe que lim ------- =
*px + 1 2
En efecto:

Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
3<5>0/x=¢-1 AO0< x—1 < &=%> |/(x) - |] <e.
Observe que si x ™ -1:

- x- 1
m -5 op K

Jx—1l< 1=fe 0< x < 2=* 2< 2x+ 1|=p ———-—< -
Z\X + 1] 1A

Por lo tanto, elegimos S= min{l, 2s} (.5< 1y 6 < 2¢)
Ahora, six”™ -1 y0< [x- ] <5=>

m - 2 1] <-(26) = £

2+ 1] U< 2|x

es decir
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3. Pruebe-que lim ~/x = \ia (sia>0).
En efecto:
Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
35>0/0<]ar —a|<J =*m \f(x) - &a\ <e.
Observe que si 2 > 0:

Por lo tanto, elegimos 5= min{a, (. ¢ < ay 1 < y/cfle)
Ahora, si0< - a] < & ==>

f(x) - fifi <

es decir
lim Wx = $a.

(Note que sifE<ayO<]a: —a]<<b6entonces 0 < x < a+ 5)

4. Pruebe que lim ---—---—-- = 4
*—f x—2

En efecto:

Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
35> 0/x7=2 A0< X- || <5=>\(x) +4]<e
Observe que si x ™ 2

Por lo ti

Ahora, S\x™2 A 0< |x- §| < 5=

es decir
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5. Pruebe que lim —= — (a ™ 0)
a—>a X a

En efecto:

Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
3,>0/x="0 A0< |x—a] < &=*> |/(x) - £] <s.
Observe que si x ™ O:

I(*) - o aTr|x-a| y
a e, a J_ 2_
a—a =< -y <Il- M<y I < lai
il a2s"1

Por lo tanto, elegimos 6 —min<y , -y >

Ahora, six~O A 0< |x—a] < ¢ =4-

. 1 . . 12. 2 (a¢e
*) - i AT = e
I)-1 myg-a< fGTF_a<g2\-8r
es decir
limi = -
X —a X d

Por otro lado, al observar el siguiente grafico

Figura 5.2: Limites laterales



124 5.1. El Concepto de Limite

podemos afirmar intuitivamente que:
i lim/(x), $ limi/(x) y $ lim/(x),
x—*1 X—2 X —>4
sin embargo es posible analizar el comportamiento de esta funcién cuando:

= x tiende a 1 por la izquierda.

- x tiende a 1 por la derecha.

x tiende a 2 por la izquierda..

x tiende a 2 por la derecha.

x tiende a 4 por la izquierda.
< X tiende a 4 por la derecha.

Los tres primeros comportamientos seran estudiados ahora (los otros tres
seran vistos en la seccion 5.3). El estudio de este tipo de limites lleva por
nombre los limites laterales .

Definicion 5.1.3 Seanf : D —»R unafunciéon, L £ IRy ¢ un punto de
acumulacion del dominio D de f. Se dice que L es el limite de la funcién
f cuando x tiende a ¢ por la izquierda, lo que denotamos lim /(x) = L,

si para cualquier e > 0O existe 5 > 0 tal que |/(x) —L\ < (;, siempre que
X £ D n (c—5,¢c). Es decir

. _ _ Vs>035=S() >0/
XIJT I(x) = L <=> X€ED Ac—5<x<c=> |/(X) —L\< e

Definicion 5.1.4 Sean f \D —* R una funciéon, L € R 'y ¢ un punto de
acumulacion del dominio D de f. Se dice que L es el limite de lafuncion f
cuando x tiende al punto c por la derecha, lo que denotamos lim /(x) = L,

si para cualquier e > 0 existe 5 > 0 tal que |/(x) —L\ < e? siempre que
x GD fi (c,c + 5). Es decir

lim /(x) = L Ve>0306=05{) >0/
cs - xXEDAc<x<c+6=m|/(x) —L\<e
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Ejemplo: Sea/ : E —»K la funcion definida por

x2+ 1 , x>0
f(x)={ 3 , x=0
-2x—1 . x<0.

Pruebe que lim /(x) = 1y lim f(x) —-1.
X —»0"

x —+0+

Solucion.- Seas > 0. Debemos demostrar que

35>0/ -5<x<0=>]/xX)+ 1] <e

En efecto: si x < 0, entonces |/(xX) + 1] = |(-2x - 1)+ 1] = 2Jx] = -2x.
Luego elegimos 6= -.

Ahorasi -6 <x<0(:.0<-x <0)=> [/(X)+ 1]=-2x < 25=¢,

es decir

lim /(x) = - 1
X —+Q-
De manera andloga el lector debe verificar que lim /(x) = 1 O

x —>0+

En este ejemplo observamos que ambos limites laterales existen y son
diferentes. También es posible que ninguno de estos limites laterales exista,
aunque la funcion esté definida a la derechi y a la izquierda del punto donde
se estan tomando los limites. Asimismo, uno de ellos puede existir sin que
el otro exista. Precisamente en el siguiente resultado se relaciona la nocion
de limite de una funcién con la nocién de los limites laterales.

Proposicion 5.1.1 Sean f : D —IR una funcién, L £ My c¢ un punto de
acumulacion del dominio D de f . Entonces

limf{x) = L siys6losi Ilim }{x) =L = Ilim f{x).
A_*C X—*C~ X—*c+

Prueba Para la prueba de este resultado, vea la lista de ejercicios
propuestos al final de este capitulo

5.2 Propiedades del Limite

Teorema 5.2.1 Sean f,g :D —<*IR a,/? :R j/a punto de acumulacion del
dominio comun D. Si lim/(x) = L y limg(x) = M, entonces
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(i) )!i_rg(af + i3g)(x) = aL + j3M.

(i) lim(fg)(x) = LM.

(ni) hm (37 (i) = SMi °)-
Prueba.

(i) Seae > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que 3 $> 0/
XxX€D AO0< jr—a] < $=> |(af 4-fig)(x) —(aL + BM)] < £
En efecto:
por la hipdtesis, existen i > 0, <> 0 tales que

£
X€ED A 0< X—Uj < =4- |/(X) — <
R e O

i £ED A 0< X—a] < Si =$m p(x) —M\ <

181 + 1)
Por lo tanto, elegimos 5= min {4, &}
Ahora, six £D A 0< [x—a <5=>

I(af + Pg){g) ~ (SL+ @M\ < H /(i) -L\ + VaNY - M\

< H2H + 21+ 72(]/3] + 1
£ £
< 2+ 2=¢e’
Asi
Xli_rg(af 4-i3g9)(x) = aL + (3M.

(ii) Sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que
3¢,>0/iefi AO0< |x- a]<¢=>\(fg)(x) —(LM) |<e.
Observemos primero que

\(fg)(¥) - (LM)] < \NgOONNM(X) -L\ + \L\\g() - M\

y como )!im g(x) = M, existen > 0, ¢2 > 0 tales que:
—e

X€ED A O<\x—a <&d=> FX) —M |< AIL] + 1)



Capitulo 5. Limites de funciones 127

(iii)

X€D AO0< [x—a]<¢i2=> \gx) —M |]< L
De la altima proposicién se concluye que
lo¥l < AN+ 1) Vx6D A 0< |x—a] < (2-

Por otro lado, como lim f(x) = L, existe (3 > 0 tal que

X —>a

£
X€D A0< |x—a] <¢3=4- |/(xX) —L\< 2(MI + 1)°

Por lo tanto, elegimos 5= min {5, (2,:3}

Ahora, six £ED A 0< [x- a < J=4-

I(fg){x) ~ LM\ < [ffOQ11/(¥) - L\+ \L\\g{x) - M\

S , £
i +
< m D) oaupe T g+ 1) <
es decir
lim(/g)(x) = LM.
. f(x) ; . |
Como_lim = lim /(x) <lim —-r, basta demostrar que
*—a g[X) 1—>0 x—a g(x)
lim ! L
xrra g(X) M

y aplicar el Item (ii) (ya demostrado) del presente teorema.
En efecto, sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que

1

35>0/xeDi AO< x—al<$ < £
9 bl 00 M
Observe que
1 1 .
l9) - Al
gx) M IM< [gX)|
Como Xlirrel‘ g(x) —M ~ 0, para > 0, existe ¢i > 0 tal que

[4

XxX£Dg Ao 0< x- a]<®=> |ffik) - M\ < L i
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0< ™ < |pK®] < 7iy-1), de donde se concluye que

1 2
la(x)i < \WM\ siemPre Xx<D A 0< [|x- g] <i.

Por otro lado, considerando > 0, existe ¢2 > 0 tal que
0 < [x-a<52=>px) —M|< m.

Luego elegimos 5= min{;i,<52}.
Ahora, six GD¢ A 0< |x- a] < S=$~

! 1 1 1 1569 - M1
3(z) M M PXI

< ¢-IsM - M]<¢3 = £,
es decir 1
-= 0O
M

El siguiente resultado es parte de la demostracion del item (ii) del teorema
precedente, y nos dice que toda funcién que posee limite en un punto fijo es
localmente acotada, esto es

Corolario 5.2.1 Sea g :D —R una funcion ya un punto de acumulacion
del dominio D de esta funcion. Si Xlim g(x) —M, entonces existe 5 > 0 tal
—pa

que
Ip¥] < (14-\W\) Vx €D AO0< [x—a<J

Prueba. Ejercicio para el lector.
Como consecuencia inmediata de este teorema y sabiendo que
. _ . _ \Jarifi ol
le XxX=ay XI_l)rg A=A (iVerifique!),

podemos concluir que dada una funcién polinomio.l p : R —R definida
por p(x) = anxn+ an_ixn 1+ ----- baix -f ao para todo x GR se tiene que
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Ademas, si r(x) es una funcion racional, ss decir, r(x) — donde p(x)

y q(x) son dos funciones polinomiales, utilizando los items (ii) y (iii) del
teorema 5.2.1 tenemos que

limr(x) =r(a) si g@"™o0.

En los cinco ejemplos de la seccidn anterior se conocen los limites de las
funciones. Ahora, usando el teorema que acabamos de demostrar vamos
precisamente a calcular esos limites.

Ejemplos de Célculo de Limites:

y/x — yfa .
ia> = halle lim f(x).
1. Sia> 0y f(x) X—a Jing f(x)

yfx - y/a y/x + y/a _ 1

Como
10)

x —a yix 4 ysa. yfx 4 yfa

se concluye que )y_r_n‘af(x)

2y/a’

Tn —r
2. Siae IRy f{x) = « —a halle lim f{x).
Como

f(x) = 1-—1i- = xn-l1 + xn-2a+ ...+ xan-2 + a»-|
) X —a

se concluye que lim f(x) = na™*

35T VEeT2 — 3V
Como
-3)
-3 (s
=34 5 kw6
f{x) =
=3
fx 41+2
X+ 3e .
O+ y/x-f 6

y/x 142
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concluimos que lini f(x) =

2 & Rx) = YDA MX2T08 | iie lim f(x).
X-*2

x2 —4

Como
£(x) (VX2+ 4- 2)+ (2- f/x2+ 6x)
X2 —4
(X -2)(x+ 2 -(x -2)(x +8)
P-Ri + FR2
xX- 2(x+ 2

donde .

FRi = \/x2+ 4 + 2y/x2+ 4+ 4
y

Pi22 = 8+ 4\/x2+ 6x + 2\/x2+ 6x + \/X2+ 6X .
Concluimos que
x+2 -(x+8 4 -10

Ffli + FR2 = 12+ 32 =J

Jimg 1(x) = lig x + 2) 4 192"

Teorema 5.2.2 Teorema del Sandwich
Sean f,g,h : D —* R funciones con dominio comdn D y a un punto de
acumulacion del dominio D. Si

f(x) <g{x) <h(x) Vx£D \{a}
y Ii_rp /(x) = lim h(x) = L, entonces Ii_rp gx) = L

Prueba.

Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Debemos demostrar que

36 >0/X€D AO0< |x- g <5=te Jgx) —L)\<e.
Por la hipétesis, existen og > 0y 62> 0 talesque

X€DAO< [x- al<Ed=>L—s < /(x)

XSDAO< K—a|< 2 =teh(x) <L+ fm
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Luego, si tomamos 5= mtn{5i,,2} tenemos que
x €.Da X —a\<5 => L—s < f(x) < g(X) < h(x) < L+ e
Es decir
Vr>03i>0/rSfl AO< x—a<5=» p(x) —D\< e
lo que concluye nuestra demostracion. O

Veamos ahora algunas aplicaciones de este teorema:

1 XI[*an25en = 0, ya que

0< <x2 Vi
y como >(Il_rr(l) x2 = 0, aplicando el teorema del sandwich se
confirma el resultado.

2. Sean las funciones /, g : D —R y a un punto de acumulacién del
dominio comdn D. Si / es acotado en D y limg(x) = 0, entonces

|ir,g(f9)(x) =0
X—
En efecto: seae > 0. Por la hipétesis, existe M > 0 tal que |/(X)] < M
paratodo x £ D, y Iirpa g(x) —0; luego, teniendo en cuenta que
X

0 < \f(xX)9(x\< M]5x)] Vx GD
y usando el teorema del Sandwich, concluimos que

lim (f)(x) = 0.

3. En este ejemplo y en el siguiente se demuestran los limites
trigonométricos mas importantes. En primer lugar probaremos que:

)I(ﬂbsenxzo y )|(I eosx = 1

En efecto:
Si 0< x < ~ se tiene que 0 < senx < X. Por otro lado,
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si -§ < x < 0 tenemos que x < senx < 0. De todo esto concluimos
que
O<\senX\ < M VXx€ (—0)u (0,

luego, usando el teorema del sandwich inferimos que

X —>0

lim Isenxl = 0 limsenx = 0).
X —*0
Por otro lado, como cosx = \/I —sen2x V x G (—8>8)> se tiene
también que
|J|_r_r.beosx = 1

4. Demuestre que

En efecto:

Figura 5.3: Circulo trigométrico

Si0< x < 5 setiene que 0 < senx < x <tgx, luego

Si <x<0 0<-x <) tenemos que

cos(—x) < 2;[]-E-_)lSl <1

(-*)
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De todo esto concluimos que

sen x
cosx< — - <1 Vx€<-],0)u<o0,])

luego, usando el teorema del sandwich se logra demostrar que

5. Este es un ejemplo de un limite trigonométrico y algebraico a la vez

"’Q{ . I.im 1~ (/t.+ D2 = lim h(h + 2)
X"\ cos( )y fi*ocos(f/i+ f) h*osen(lh)
= Jim 2 h+2 2
»>0 sen (~h) m

Proposicion 5.2.3 (os 1im ites respetan ta retacion de orden
Sean f, g : D —R funciones con dominio comdn D, tales que

f{x) < g(x) paratodo x £ D \{a}

donde a es un punto de acumulacion del dominio comdn D. Si lim f(x) = L
X —*a
y limg(x) = M entonces L < M.
X —K2

Prueba.
Sea e > 0 (fijo, arbitrario). Por la hipétesis, existe S> 0 tal que

L~\< f(x) y 9IX)< M + |

siempre quex GD y 0< |x- a] < & Esto implica que
L<M+e Vr>0, por Jotanto L < M. O

T
Ahora planteamos la siguiente interrogante.
¢ Existe lim sen —2
X—0 X

La respuesta a esta interrogante se da en el siguiente teorema que relaciona
la teoria de sucesiones con la teoria de los limites.
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Teorema 5.2.4 Sucesiones y Limites
Sea/ : P -> R unafuncién con dominio D y sea a un punto de acumulacion
del conjunto D. Son equivalentes:

1 limf(x) —L
X—*a

2. Para toda sucesion (xn) en D\ {a}: xn 1 a =3- f{xn) =+ L

ri u«ua. . £ —\ri.li
Supongamos que lim/(x) = L y sea (jc,) una sucesion en D\ {a} tal que
Xxn -> a. Luego, para e > O (fijo, arbitrario) existe $> 0 tal que

x £D aO<|x—a|<<5=$m \f{x) —L\<£ (5-1)

Como xn —>a, para el 5> 0 encontrado existe n0 € N tal que |x,- a] < 5,
Xn a Xn€ D siempre que n > n0. Es decir

O0< \Wn- al < SAxn£ D.

Luego, de (5.1) se concluye que \f(xn) - L\ < e siempre que n > n0. Asi
hemos probado que
f(xn) -> L.

Reciprocamente, supongamos que para toda sucesion (xn) en D \ {a}.
f(xn) -> L siempre que xn —»a, y que h_ m/(x) ™ L, es decir

~(Ve>03>0/ XEDAO< |x- aj<dé=» J/X)- \<eg)
0 equivalentemente

3 e0>0/ V6>03xae D : 0< \s- A< B6A]/(xd-L\>e0
por lo tanto

380>0/ VneN3x,GD : 0< pn- aJ<i A\f(xn)-L\>eO0

Asi, existe una sucesion (xn) en D \{a} tal que xn -» ay \f{xn) ~ L\ > £o,

pero por la hipétesis, f{xn) -» lo que implica que 0 > £q (j evidentemente
una contradiccion !). Esto completa nuestra demostracion.

Ahora, damos respuesta a nuestra interrogante.

No existe lim sen—
X—*0 X
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puesto que si consideramos las sucesiones:

2
D= 1) 3 5 (an—1)u

tenemos que
xn —¢0 y xn — «0.

" (¢)"““rrmi)

1 -
sen zr-\| = sen (’/ﬁn?l’—~
xn) 2/
Por lo tanto, en concordancia con el teorema precedente no existe el limite
indicado.

Sin embargo

5.3 Los Infinitos y el Limite
5.3.1 Limites Infinitos

2
Consideremos la funcién f(x) = \x2_| Vi / 2y observemos su compor-

tamiento en una vecindad de 2 mediante un cuadro de valores.

X 1 3/2 5/3 19/10 199/100 1999/1000
1(*) 2 4 6 20 200 2000
X 3 5/2 7/3 21 /10 201/100 2001/1000

Esta variacion de valores indica que cuando x toma valores muy préximos
al nUmero 2, el valor de la funcion aumenta indefinidamente. Este hecho lo
podemos simbolizar de la siguiente manera

f(x) —»+00 cuando x —»2

De acuerdo con el concepto de limite en un punto, tenemos una funcion que
no posee limite en el punto 2, pues cuando x se aproxima a 2, la funcion /

no se aproxima a ningin numero real (fijo). Podemos denotar este caso de
no existencia de limite como
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gue se lee “f(x) crece indefinidamente cuando x tiende a 2° ¢ por abuso de
lenguaje

f(x) tiende a + oo cuando x tiende a 2.
2
Analogamente, si consideramos la funcién g(x) = ~_-~j Va 2, tenemos
gue lim g(x) = -00. Hacemos notar que en este-caso la funcion g tampoco
tiene limite en 2y la notacién previa indica que g{x) decrece indefinidamente

cuando x se aproxima al namero 2. Formalizamos estas notaciones en la
siguiente definicion.

Definicién 5.3.1 . im ites intinitos

Sea / : D —#R una funcion y sea ¢ un punto de acumulacion del dominio
D de /. Se dice que:

1. / tiene limite +00 cuando x' tiende a c,- lo que denotamos por
lim /(x) = +oo0, si

X —>C

VM> 035>0 / f{x) > M siempre que x € Df AQ< Xx- A\< 0

2. | tiene limite -o0 cuando x tiende a c, lo que denotamos por
lim f{x) ——o0, si

X —>C

VM >035>0 / f{x) < -M siempre que x € DfF A0O< \x- ¢] <5
Veamos algunos ejemplos ilustrativos:

Ejemplo 1.- Pruebe que lim . m»———+°°-
x->5 Jy/X — 1 — ¢\
En efecto:

-, observamos que 5 es punto de acumulacion de
si f(x)=i™ =r-2r
Df = R - {5}. Ahora sea M > 0 (fijo, arbitrario). Vemos que

Of'i M, = V*i5.
JK"* Ix—51

Si [x—5] < 1, es decir, si 4 < x < 6, entonces

3<v/3+2<Vz-1+2<V/i+2"
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que a su vez implica que x(Vx - 1+ 2) > 12. Asi, f(x) > 12
\x-5\
Por lo tanto, elegimos 5= rmn{l, j;} y tenemos que
. 2
si ' = M.
)> j*-51>12 (l)
Es decir «F > n ‘y-y m. 1=
lim_ = +00. \Y
X5 \y/x" -2\ \
1 « ?ﬁt Yon )\
Ejemplo 2.- Pruebe que lim --2-----— = :
jemp a *-3 (X + 3)2
En efecto:
SeaM > 0. Si &+ 3] < 1, se tiene que
-3 X+ 1 -1
x+3)27° &+3)2° (x4-3)2
luego
1
N N T
SW < (x + 3y &-13«5.2 > M K+ 3 < yAM-
Por lo tanto, elegimos 5 —min{l, -~} y tenemos que
xe R\{-3} A0O< |x+ 3] < &=>/(x) < -1 < .M.
(x+ 3):

Es decir 1
+ X
nm 7--—-—r = —00.
*_x_3 (X + 3)5
Proposicion 5.3.1 Sean/, g funciones reales de variable real con dominios
Df y Dg respectivamente y sea a G R un punto de acumulacion de la
interseccion de estos dominios Df DDg. Si lim f(x) = L, limg(x) =0y o
X—*a X—*a
es positivo en una vecindad del punto a, entonces:
R AN
1 lim— = +00 cuando L > O
x—a g{x)
jf (<
5 tim &)

im—— = —00 cuando L < 0.
a[Xx)
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Prueba:
1 SeaM > 0.
Como limg(x) = 0, para e = jfa > 0 35i > 0 tal que, si
Xx GDgAO< [|x- o] < ¢l implicaque 0 < g{x) = [s®] < , equiva
lentemente > M.
Analogamente como lim f(x) —L, parae = j > 0 3;2 > 0 tal que,
six 6 Df A0O< - a] < 52entonces 0 < |/(x) - L\ < \, equivalen-
temente \ < f(x) < \L.
Por lo tanto, elegimos 5 = mw{(5i,;2} y tenemos que
. L 1 2M
six e DfaaDgA 0 < - a\< 5 entonces f{x) > — vy > —p-
Asi, > M siempre que x € L/ fIDgAO< x—a] < & .
2. iEjercicio para el lector responsable!

Proposicion 5.3.2 Sean/, g funciones reales de variable real con dominios
Df y Dg respectivamente y sea 0 £ R un punto de acumulacién de la
interseccion de estos dominios Df C\Dg. Si lim f(x) = L, limg(x) = 0y g

es negativo en una vecindad del punto a, entonces:

1

2.

lim X—?- = -00 cuando L > 0.
*—o g(x)

f
lim 2 : = +00 cuando L < 0.
x—a g(X)

Prueba: Analoga a la anterior.

Nota.- En la préactica para hacer los calculos, éstas dos proposiciones seran
usadas de la siguiente forma:

+

i FO0) 00
|
% g{x)

lim %) y lim /() = +00
x—c g{Xx) 0- 91IX)

\

-
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Ejemplo 3.
. 1— X -2
lim —oo°,
= \W~3] O
Ejemplo 4.-
x3—5x+ 7 7

lim —:----—-- = — = +400.
x->0  \xsenx\ 0+

Ejemplo 5.- Halle el siguiente limite
lim 8 —8
X-+2 &3 —53;2+ 8a; —4

Solucién.-
Si /(x) = 3x—8y g(x) —x3- 5x2+ 8x - 4 = (x —2)2(x - 1), tenemos que
lim/(x) = 2y limg(x) = 0. Ademas, para todo x > 1 préximo al punto

2 se tiene que Mx) = (X - 2)2(x - 1) > 0, luego

3x —8 -2

I
In32x3 —5x2+ 8x —4 0+

Ejemplo 6.- Analogamente al ejemplo anterior, el lector debe verificar que

7x- 11 -4

um e = +00.
Xx—183 —4x24- 5x —2 0- 00

5.3.2 Limites en el Infinito

Consideremos la funciéon / : R -* R definida por

/(x) = 2 VX €R.
x2+ 1
La gréfica de esta funcion (par) se muestra en la figura adjunta.
Consideremos ahora que x toma los valores: O, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, 1000,
y asi sucesivamente, permitiendo que x crezca indefinidamente. Los valores
de la funcion correspondientes se dan en la siguiente tabla

X 0O i 2 3 4 5 10 100 1000

18 32 50 200 20000 2000000

o |
f(x) fi_,10. 17 .26. 101 1000 1000001
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Observamos que cuando x crece a través de valores positivos, los valores de
la funcién f(x) se acercan cada vez mas a 2. En particular:

2 -1 =27 =}
2-/(@0) 2 20 2
- /00 2. 101 101
20000 2
2- 1100 =2- 10001 10001

Continuando asi vemos que podemos acercar el valor de /(x) a 2 tanto
como queramos, tomando x suficientemente grande. En otras palabras,
podemos hacer la diferencia entre 2 y f(x) tan pequefia como se desee
tomando x como cualquier nimero mayor que algin numero positivo
suficientemente grande.

Dando un paso més, podemos decir que dado £ > 0, independientemente
de qué tan pequefio sea, podemos encontrar un nimero N > 0 tal que
1/(xX) —2] < £ siempre que x > IV, lo que denotamos por ~fim”~/(x) = 2,

y lo formalizamos en la siguiente definicion.
Definicién 5.3.2 Sea/ :D —»R una funcion.

1. Supongamos que (m, 4-00)fID / & Vm > 0. Sedice que/ tiene limite
L gR cuando x tiende a +00, lo cual se denota por X_Iim_ /I(x) = L,
si

Ve>0 3IV>0/xXxED x> N =4« [/(X) - I\N<£2

2. Supongamos que (—o0;—m) flID ~ 9 Vm > 0. Se dice que /
tiene limite L e i cuando x tiende a -o00, lo cual se denota por
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Xlirﬂmf(x) =L, si

Ve>0 3N>0/x€DAIi <—N=24|/(x)- \<e

. . 2x
Ejemplo 1.-Demuestre que lim ——=0
., X-.+00 Xa + 1
Solucién:

2X
Seae > 0. Sif(x)= 71 Df = R—{—1}yparax >0

2X 2x 2

2
1/(*)-01= VX = x3+ 1 3+ 1< x3 X2

Por otro lado

2
—2Z<£ —< X \ —< x x> W—
Por lo tanto, eligiendo N = > 0 tenemos que
VxeD/Ax>iV ) l/(x) -L\<-r <£,
- @

es decir

lim & = 0.

X-.+00 Xa4-1

. . XN Ax i L
Ejemplo 2.-Demuestre que |lim --—-— -—"=
L. *4o0 X2+ 2

Solucioén:
.- 3X2+ x +
Si/(x) = — 2 , vemos que Df —R y

|/(i)~3]=fc! vxeD>

X —5

Notamos que six > 5, |/(X) - 3| = <
X24-2 x2+ 2

Por otro lado, para x > 0,

1 1
- < eSS <X
£

X
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Por lo tanto, eligiendo N = max{5, tenemos que

es decir

Teorema 5.3.3 Dada las funciones f,g con dominios Dj y Dg respectiva-
menteyc€ R. Si lim f{x) = Ly Ilim g(x) = M, entonces los limites

aun

1 lim c/(x) =cL

X —»-f00

2 lim (/+g)(x)=L+M

3 lim (fg){x)=LM

a |lim

X—>+00

Prueba: La demostracion de este teorema es analoga a la prueba hecha
en sucesiones, por lo tanto se deja para el lector responsable y estudioso.
Ahora damos algunas aplicaciones inmediatas del mismo:

Solucioén:
Una forma de hallar este tipo de limites es dividir tanto el numerador
como el denominador por xn, donde n es la mayor potencia que tiene x en

toda la expresion, para luego aplicar las propiedades dadas en el teorema
precedente, asi:
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Ejemplo 4.- Hallar lim ~x~+ 8

X—+00 1+ 5

Solucién:

Como x toma valores positivos “grandes”, x = Vx2, luego dividiendo el
numerador y denominador por x tenemos

s/x2+ 8
. fx'2+ 8 ;
lim SiX2 . _ % -1
X—*+00 X + 5. X—kx> X -f*5 X—+o00 1+ a -

Nota.- EIl teorema anterior también se cumple cuando y 4 _gq.

Ejemplo 5.- Hallar lim +
X *o0. X+ 5

Solucién. Teniendo en cuenta que X toma valores negativos, —x = sfx2

Vx2+ 8
+
im Vx2+ 8 = lim sfx2 li \/1+ ?
x——co ¥ + 5 X —)—00 X+ 5 X —) — 00 L+ f
—x !

Ejemplo 6- Hallar lim (yaz2+ 6 + c- Vv'Sx)

Solucién:
Como

(s/ax2+ bx + ¢ —y/ax)(s/ax2+ bx + c+ y/ax) —bx + c,

para x > 0 se tiene que

Vax™ + bx+ c- VSi = fee+ C = b+ i
Sax'+bx + c+JSx Ja+ b+ li+vs'
Por lo tanto
X_Ii((r_] (s/ax2+ bx+ c- y/EX) =

Ejemplo 7.- Hallar lim g;x2+ Xx+ 1—s/Xx2—Xx+ 1 si A es un

X —»4~00
namero real fijo (arbitrario).
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Solucioén:
Para x > 0 tenemos que

2XX

/X2+ Xx+ 1—yjx2— \x+ 1 =
y yixz (Y/x2+ Xx+ 1+ yjx2—Xx+ 1)

2XX

1+i +2r+ V1_"N+2r
Por lo tanto

i —e-fer

lim [Vx2+ XX 4-1 —y/x2 —XX + IJ\ = A VASsR.

Ejemplo 8.- De manera analoga (al ejemplo 7) tenemos que

lim \/x2+ 1—y/x2—1] = lim =0
(V1+ A+

5.3.3 Limites Infinitos en el Infinito

Asi como es conveniente poder decir que f(x) —»+00 cuando i-* ¢ (para
¢ G IR), también lo es, contar con la nocién correspondiente cuando x —
+00.

Definicién 5.3.3 Sea/ : D -> R una funcion. Supongamos que (a, +00) C
D paraalgdin a6 IR (o que (-00,b) C D paraalgin b£1 ).

1. Se dice que / tiende a +00 cuando x —> +00, y lo denotamos por
lim f(x) = +oo0, si

X—v+00

VM >0 3iV>0/xe DAx >N f(x) > M

2. Se dice que / tiende a —eo0 cuando x —> +00, y lo denotamos por

i-!‘lm)o/(x) = -00, si

VM >0 3V>0/xGDAx >N => f(x) <M
3. Se dice que / tiende a +oo cuando x — —0, y lo denotamos por
lim /(x) = +oo0, si

x —+— 00

VM >0 3iV>0/ xgDAx< —WN=» [(Xx) >M
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4. Se dice que / tiende a —eo0 cuando x —* —o0, y lo denotamos por
lim f(x) = -oo0, si
X—e—co

VM >0 3N >0/i €DAr <—N =4>f(x)< M

Ejemplo 1.- Para n € N, pruebe que:
i —e-foo

lim xn= +o0 , lim_ x2n=+00 y lim x2n+l = -0o0.
X—+—Q0 X—*—co

En efecto:
Sea M > 0. Eligiendo Ni —1+ M y N? = VT+~M, tenemos que:

si x>Ni=>xn>1+M)n>1+nM > M.
si X<-Ni=»x2n> @A+ M)n>1+nM > M.

Por lo tanto hemos probado que

lim xn=+00 y lim x2n= +o00
X—»4-00 X—»—00

Analogamente, tomando N = 5¥\/M (cuya existencia se garantiza en el
siguiente capitulo) se prueba que lim x2n+l = —o0.

Ejemplo 2.- Pruebe que o

i EIIJZ'_"__?_)_(_fL—___Z_ +00.
1900~ T

En efecto: Sea M > 0. Eligiendo N = | M, tenemos que:

243+ 2_ 1 4
T L N
2x+ 1 2 4 2a+1 2
i * * i Bx2+ 3x+ 2_
Bof Io tanto |Lr+r1 S +00.
Ejemplo 3.- Iim = i
1 P X—*4-00 X + 1 x—l*lmo Vit 4—1y = 0+ = +0°-
2a—a2 _ - i

Ejemplo 4.- i =
J P x_ILrPoo 3Xx+ 5 x—!)[poo 0+

L
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Ejemplo 5.-Pruebe que

X3

lim —00.
X —*—oc (X + |)2

En efecto:

i x3
X (x + 1)2

Proposicion 5.3.4 Sea p(x) = anxn 4- -mm4- aix 4- oo con an ~ 0 una
funcion polinomial.

1. Si an > 0 entonces < Iimoop(x) = +00.
2. Sian < 0 entonces lim p(x) = - 00.
"Prueba de 1: Observamos que
ati_1

p(X) = Xn[an +g{X)}, donde g{X) = — . 4eee + i:l -

Como an > Oy teniendo en cuenta que lim g(x) = Osabemos que

BN>0/ Jg¥l<y Vx>N

de donde
-Lx " < xnfan4-g(x)} = p(x) Vx>TV

Finalmente, teniendo en cuenta que lim + x n = 400, se concluye que

:;Ilmmp(x) = 4-00. . o
La prueba de la segunda parte se deja como ejercicio para el lector. O

Teorema 5.3.5 Sean f,g : (a,400) —R funciones tales que

g(x) >0 Vx>a y Ilim

f(x)
= L€R~
X-.+T0 g{X)

1 SiL>0. Iilm f(x) = 4-00 si y sdlo si lim g(x) = 400.
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2 SiL<O I,i,m /(x) - —o0 siy sdlo siiﬁlim g(x) = —e0.

Prueba : Probaremos solo el item 1.
Como L > Q por la hipétesis existe N > 'O(N > a) tal que

O< —«< < 2L paratodo x > N.
2 9(x)
Luego ~g(x) < f(x) < (2L)g(x) para todo x > N, de donde se infiere de
inmediato la conclusion. EI item 2 se prueba de manera analoga. 0]

5.4 Asintotas
Definicion 5.4.1 Larecta £ : y = k es una asintota horizontal de la
funcion / si se cumple alguna de las tres condiciones siguientes:

Xllmoo f(x) =k o x—!‘l—r?o f(x) =k o ;Cl'J;'J f(x) = k

Ejemplo 1.- Sea/ :R -+ R la funcién definida por

= 1+ pl V i e R -
Como
X
1(*) = 1+ o " si x O
tenemos que:
lim /(x) lim t-—- =1ly Jimoof(x) =x7!i7m -1

X—*4-00 — 4-1
X 1

Es decir, la recta L\ : vy 1 es una asintota horizontal a derecha y la
recta £2 : y = -1 es una asintota horizontal a izquierda. Note ademas que

/(O) = 0y JX| = --—— < 1. Con toda esta informacién se tiene el
1+ 14
siguiente gréafico para esta funcion

Definicién 5.4.2 La recta £ : X = a es una asintota vertical de la
funcion / si se cumple alguna de las seis condiciones siguientes:

>(Iirl"ellf(x) =400 o Iim f(x) =+00 o . lim f(x) = +00 o
—= X —*a+ —

lim/(x) = —oc o Ilim f(x) = —00 o -lim f(x) = —00.
X *a X —*a+ X —
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Ejemplo 2.- Seag: R \{x1} —»R la funcién definida por

9{x) = TAW\ .Var -1’ L

Como
X 1 .
() si x O
tenemos que:
P = i = -j lim x) = lim — =1,
xlleg-]oo 9x) XE*IT!)O : Y  x—oo 9(3) X—"—00 —4- |

X

iIi_;%g(x) =gl =-°° y [limg{x)=¢r =+o0,

lim fi*) =07

_oo y *_Li{rl!)_ g(X) = O__: +00.

Ademas, teniendo en cuenta que g(0) = 0 se concluye que las rectas

£j:i = 1Y £2: x = —1 son las asintotas verticales, la recta £3
es la asintota horizontal a izquierda y la recta ¢4

horizontal a derecha, como se ve en la siguiente figura.

D y—1
y = —1 es asintota

Definicién 5.4.3 Larectaf£ : y= mi+ 6es una asintota oblicua de la
funcion / si se cumple alguna de las condiciones siguientes:

li*rp if(x) - (mi+6]=0 6 _I*iirg)o [f{x) - (mi+ 6] = 0.
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Es decir, la distancia entre /(x) y mx + 6 tiende a cero cuando x tiende a
+00 0 a —00 como se ilustra en la figura adjunta.
Ejemplo 3.- Sea/ : R* —R la funcién definida por

2+ 1
=210 vx o
X
Como lim f/(x) —xI = Xli)nt"l (x 4 32 - X

larecta £ : y = x es la Unica asintota oblicua de esta funcién. Verificando
ademas que la recta £' : x — 0 es la Unica asintota vertical para esta
funcion, se tiene el siguiente dibujo para /.

En general.- Si f(x) = \‘gx& es una funcién racional tal que
grado(jp(x)) = grado(q(x)) 4-1, entonces
/[(X) = (mx+ 6 + g(x) donde Ilim g(x) = 0.

Asi, la recta £ : y = mx + b sera una asintota oblicua de esta funcién.
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Figura 5.6: Asintota oblicua

Ejemplo 4.- Sea/ :R\{1} —R la funcién definida por
fix)= x_1I "

Como f(x) = x + 2H-—-y lim (—#&-r ) = 0, concluimos que la
' X —1 1/

s-*+00 \ X —
recta C: y = x + 2es la Unica asintota oblicua de esta funcién. Ademas,
ya es féacil verificar que la recta CJ: x = 1es su Unica asintota vertical (vea
la figura 5.8).

El siguiente teorema nos da una condicion necesaria y suficiente para
gue una recta sea asintota a una funcion.

Teorema 5.4.1 Laveda C: y = mx b es una asintota oblicua de la
funcién f si y sélo si

m = lim y b= lim [/(x) - mx].

X —*00 X

Prueba.- Supongamos que la recta C : y = mx + bes una asintota oblicua
de la funcion /, es decir se cumple que

lim [/(x) - (mx+b)}=0.
X—+00

Luego, si H> 1 6/. < l), tenemos que

00 m < YOO g B e e



Capitulo 5. Limites de funciones 151

Figura 5.7: f(x) =

y de esto concluimos que m = para el otro limite es suficiente
X —+o00 X

observar que f(x) - mx —[/(x) - (mx + 6] + h
El reciproco es inmediato observando que

f(x) —(mx + b) = [f(x) —mx] —h. O
Ejemplo 5.- Sea/ : R\{—1} —R la funcién definida por

f(x) = Viji-1l.

2(x + )2

Sabemos que esta funcion tiene una asintota. Supongamos que la recta
C: y = mx 4*b es dicha asintota, entonces:

m= lim M lim li
X—>00 X x—>00 2(x + )2 St 2L+ 1)2 y

b= lim [f(X) —mX]
X—>00 *Noo \2(x2+ 2x+ 1) 27
Por lo tanto, £ : y = ™ x-1les laasintotaoblicuade /. Ademas£' : x = —1

es la Unica asintota vertical de esta funcion. Todo esto justifica el siguiente
dibujo para la funcién /
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Ejemplo 6.- Sea/ : M—>R la funcién definida por
1(*) X2+1V|el.

Observamos que esta funcién no posee asintota horizontal ni vertical, pero
si tiene asintota oblicua, a saber, la recta £ : y = X, puesto que

x(x2+ 1—1) . lim —x— - = 0.

*
/( ) X1+ 1 X2 + 1 ->+00 X2 + 1

5.5 Ejercicios Resueltos

. ] . x3—4 4
i. Demuestre por definicion que lim ¢ -t \
X—*2 X+ 1 5
Solucién:
Sea /(x) = Vxel yseae > 0 (fijo, arbitrario). Debemos

demostrar que 36> 0/ 0< |x- 2] < S=> /W _ |I < £-
En efecto; observe que para todo x GR

|53 —4x —241 5x2+ 6x + 12
5(x2+ 1)

Ix —2].
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Figura 5.9: /(x) 5 Da

Pero si 0 < - 2] < 1entonces 23 < 5x2+ 6x + 12 < 75.
Por lo tanto elegimos 5 —min({l,
Ahora, 0 < \Xx—2] < 5 implica que

(5x2+ 6x +12
- 2] VxeR

< BIx 2] si x—2]< 1
Asi,

2. Sea /! : R —»R la funcion definida por f(x) = x si x es racional,
y /(x) = 0 si x es irracional. Prcbar que Iip;l /(x) = 0. Usar un
razonamiento en términos de sucesiones palfa probar que si ¢ ™ 0,
entonces / no tiene limite en c.

Solucion: Seae > 0.
Debemos demostrar que 36> 0/ 0< K< 6 => |IX)] < e.
En efecto:
six SQ, VX = M;ysix€l, I/X)i= HN< K
Luego
')l < K VxeR.
Por lo tanto eligiendo 5 = e tenemos que

0< M<&=> f¥] < < S
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lim flx) = 0.

X—0
Por otro lado sea c~ Oy supongamos que 31lim/(x) = LsR.
Sabemos que existen sucesiones (rn) CQy (an) C I tales que rn —c
y an —>c, entonces

c= lim f(rn)= L= lim/(a,) =0

Demuestre que no existe el limite de sen (4j-) cuando a tiende a cero.
Solucioén:

Supongamos que existe L GM tal que Iing sen = L.
X —=
Sea f(x) = sen Como xn = -*0 y

im = \/'(@-i)ir' ~+0, aplicando el teorema de limites y sucesiones se
tiene que
lim f(xn)=L y lim/(£,) = L.

Pero como
lim f(xn)= lim sen 2mr+ ~) =1

lim /(i,) = lim sen 2n7r——) = -1

tendriamos que 1= —I1 (jAbsurdo!). Esto completa la solucion.
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4. Sea/ :(a +oc) —R una funcién creciente y acotada superiormente.
Demuestre que existe lim f{x).

X —VvCco

Solucion:
Como / es acotada, existe L S Mtal que

L=sup{/((x)/ x>a}l.
Afirmo que lim f(x) = L. En efecto:

sea £ > 0 (fijo, arbitrario). Por la caracterizacion del supremo 3N > a

tal que L —£ < /(A1) < L.

Ahora si x > N, por ser / creciente

L-e<f(N)<f{x)
entonces
L—s<f(x) <L<L+s Vx>N
AsiVE> 0 3iVs R/ x> N =%« F(x) —L\<e.
Esto demuestra que lim f(x) = L.
. . senx + eosx —1 .

5. Calcular el limite dé f(x) = cuando x tiende a cero.

) €0S X —senx
Solucién:

Observe que

senX + eosXx —1 senx+ eosx+ 1 eosx senx+ 1

f(x) =
) cosx —senx —1 cosx —senx + 1 senx +cosx+ 1
[{senx + cosi)2—1] cosx —senx + 1
[(cosx - senx)2—1] senx + cosx + 1
es decir
cosx —senx + 1
I(*) = senx + eosx + 1
entonces 1- 041
i) et

6. Encuentre el siguiente limite lim x(\/x2+3 —x).

Solucioén:
Si /(x) = x(\/x™ + 3 —Xx) entonces
3x 3x

1(*)
Vx2+ 3+ E 1/ 1+ ar+x
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Ahora parax < 0

1(*)
- i/ + Jr
Por lo tanto lim f(x) = — = —e0.
X—>—00 0
T e \AX+ 14+ 1- x2
7. Héillari llrzn a2 —4
Solucion:
Si f(x) ———»If~2_ i entonces
. (V4z+T - 3) + (4- a2) 4(x —2)
1) x2-4 (\/4x + 1+ 3)(x2—4)
es decir
f{x) =

-1
\HMa + 1+ 3)(x+ 2)
i = é i =
Luego Lrg/(x) ) 6
8. Sea / la funcion definida por
sen(2x) —cos(2x) —1
IT T
€0S X —sen x i aNINT
f(x) = <
2\j2i:x —2x —*f
2X _7|_ | < X< 7T
Halle lim /(x).
X— f

Solucién:
. 2sen Xcos X —2c0S2X
Six< | =>/(x) = = —2C0SX.
€0S X —sen X

<JIX—AB)2 VA —\2x
Six>\==>/(x) = I TYHZ oV

2x T VA+V/AXT
Asi,
li = 2 = f = 0)
im  /(x) cOS 952)/ Oy XAO(I];I)_'_/(X) V *

Por lo tanto  lim /(x) -- 0.
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9, Sea / la funcién definida por

= VI5I0'+2-

Determinar las asintotas horizontales, verticales y oblicuas de /,
luego bosqueje su grafica.

Solucién: . )
1 —A4X2 . . —4X
” o = O,
Com’o/w x+2(1x3_)§] x-l’@)oz(x3 X)
la recta de ecuacion y ——\x es la Unica asintota oblicua (a derecha

e izquierda). Por otro lado, teniendo en cuenta que:
lim fi

i$+ X)
i - lim f —

XI&&f(x) 00 x—I£B~ (x) 00

lim fix) = -o00 lim fix) = +oo
“»(-2+

—00 lim fix) = +oo0

concluimos que las rectas de ecuaciones x = 2, x = 0 y x ——2son
asintotas verticales de /, y su gréfico es
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10. Halle dos nimeros reales a y 6 tales que

X2+ 3*x3+ 1+ 5

i —b =0
Xﬂmoo X+ 3 ax b
Solucién:
S f('a:)\: DA3TELES ax o entonces
X+ 3
(1 —a)x2—@Ba+ 6)L + 3vx3+ 1+ (5—3b)
f{x) X+ 3

Como lim f(x) = O implica que a = 1, entonces

S(H-3)+3{/l+1 +™ t

/(x)
1+ 1 1

y como lim /(x) = -(6 4- 3) + 3 concluimos que

a=1ly 6=0.

5.6 Ejercicios Propuestos

1. Usando la definicidn, demuestre que:

\(Ia) )!Irrzl X2= 4 (c) El"&(X3+ X+ 2x+ 1) =7
x2—x+ 1 . -V 2
i d) lim
(b) lim L (d) o+ \B
i . 1
2. Sea / una funcion definida por /(x) = para todo x > —L.
Vx +1

Halle un 6> 0 tal que si 0 < |x-3] < 5entonces |/(x) - || < 0,0025.

3. Probar que le x3= a3 para cualquier a € R.

4. Probar que lim yfx = \fa para cualquier a > 0.
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5.

10.

11.

12.

13.

Sea / : R —R una funcién definida por f(x) = 3x+ 1six £ Q, y
f(x) = -2x + 6 si x es irracional. Pruebe que )I@&/(x) =4

Calcular los siguientes limites:

@ i"Q) x+ IX)2- 1 03 XILml y:x_— 11

Sea a un punto de acumulacion del dominio de una funcién real de

variable real / tal que )!im /2(x) = L. SiL = 0, pruebe quexﬂkneﬁ f(x) =
—»a

0 e indicar mediante un ejemplo que si L ™ 0, entonces / puede no

tener un limite en el punto a

. Encontrar los siguientes limites:

VTT 2x—VvTT Sx <2+ 4 —ilx2+ 6x
S¢ + 2Xx2 X—2 x2—4
x2—6—\/x + 6
b) li d) li
(k) Jiny v 1o 2 @ DA v x3—
Demuestre que lim eos no existe, pero que )!ir% XCO0S
X —*0 —

Demostrar que los limites siguientes no existen en R

(@ lim(x + sgn(x)) (b) lim

Calcular, si es posible, los siguientes limites:

(a) X[iml N(x+ D2a —4) (©) >(Il_rll \/(x —2)2(x —4)
(b) lim \j(x —2)2(x —4) (d) lim y/(c+ 1)2(x + 5)

Encontrar dos funciones / y g que no tengan limite en un punto a,
pero tanto f + g como fg si tengan limite en a (simultdneamente).

Sea / : R —R una funcién tal que f(x +y) = /(x) + f(y) para todo
X,y en R. Si lim/(x) = L existe, demuestre que L = 0. Probar
X—0

después que / tiene limite en cualquier punto a GR.
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14. ¢Para qué valores de a la funcion / : : definida por
f _f X €
x) = \ —2X+3 , xel

posee limite real? (jExisten dos valores de a!)

15. Dada la funcién / : R —R definida por

T-x x e Qn (—o0,0)
Ix3 , X€In(-co0,0)
sfx , X>0

Pruebe usando la definicion que )I(EB x) = 0.

16. Sean /, g funciones reales de variable real definidas como

; 1 x —0
1(*) = 0o 91X) x —1 X 0
X2
J2 -L 1

(@) ¢(Existe lini/(x)?
(b) ¢Existe lim g(x)?

(c) ¢Existe Ii_rDO(go/)(x)?
X
En cada uno de los casos anteriores justifique su respuesta.

X+ 2 .
17. Sea/ la funcién definida por /(x) ~, _ , Para todo x,¢ 1 Calcular

lim /(x), luego demuéstrelo usando la definicion.
x —>-foo
18. Supodngase que / y g son dos funciones que tienen limite (en R) cuando
X —>+00, y que /(X) < g(x) para x € (a,+00). Demostrar que
lim /(x) <X I*m?)0 g(x).

X —>-f-00

19. Dada la funcion / : (a, -bao) -> R, demuestre que

lim f(x) —L siysolosi lim /(-X) = L.
20. Sea / : (a, +00) Xuna funcién. Si lim x/(x) = Lcon Le R,

pruebe que lim /(x) = 0.
X—*f-00
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

(a) Si existen los limites lim /(x) y lim(/ + g)(x), pruebe que existe
fim 6.
(b) Si XIi_rQ/(x) y XIi_grg(fg)(x) exisren, ¢se infiere la existencia de

Jim g(x)1

Sea/ : (-00, 6 —R una funcién decreciente y acotada inferiormente.
Demuestre que existe . lim f(x).
—»r—00

Evaluar los siguientes limites o probar su inexistencia:

. Vz+ 1 . yz-5 \fx — X
a) | b) I im ~=-—=
@ tim x (b) Mim y/x+ 3 O yX + X
. ., X2 -i- SGTIi X
Estudie la funcion f(x) —------------- para todo x + O.
X

(Este problema muestra una funcién cuya asintota la intercepta
infinitas veces. (Es esto una contradiccion?)

Sea / la funcién definida por f(x) = W6x®» —x3. Determinar las

asintotas horizontales, verticales y oblicuas, luego bozquejar el gréafico
de esta funcion.

Hallar los valores de ay 6si se sabe que

X3- x2+ ax + 12

im
x—%2b X2 —4i>Xx + 462 eR.

Encuentre una funcion / tal que lim /(x) no exista en ningdn punto
X —»a
a de R, pero que lim ]/(x)] exista para todo o real.
X —>a

Sean f,g funciones definidas en un dominio comin D y sea a un
punto de acumulacién del conjunto D. Si /(x) < g(x) para todo
x € D \{a} y limf(x) , limg(x) existen, ; se puede concluir que

)(Iim)/(x) <X[im g(x)1 jJustifique su .espuestal

Sea/ :D —»R una funcion, L £ Ry ¢ un punto de acumulacion del
dominio D de /. Pruebe que 1
i
lim/(x) =L siys6losi lim f(x) —L= Ilim /(x).
X~*c X—*c—~ X=*on
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

5.6. Ejercicios Propuestos

Si lim ~= L 6 ji 0, pruebe que lim = 6L. ¢(Qué
ML y 6] p que fim Q ocurre
si 6= 07?.
Hallar _ lim Jx + \fx- Jx - y/X, si

i jim ] ), \Y existe.

Hallar ~lim_y X+ y X + I+ \fx —Vx, si existe.

. * . — i - -
Hallar >I<I—m>0/( ), si f(x) = J2+ XliXI 2

Si F(X) — [sen (a;)], encontrar los siguientes limites:

(a) lim f[x) (b) lim /(x) (c) lim F(X)
X—*0" X=>%- s-*0
w+ 3l [3L
si T = e —-————-==-_ halle lim / .
700 X alte limy /00
Sea / : IR—»R. una funcién tal que /(ti) = t/(i) para todo i,i e R.

Demuestre que )!ir‘gaf(x) — f(a) para todo a E I.

Sea / la funcién definida por /(x) = xn+ an_ixn_1 + --—— h ao para

todo X € R. Si c es una raiz de /, pruebe que

Il < 1+ |<In-l] + mee+ JaO|

Sea/ : R — E la funcién definida por /(i) = x+axsen (x). Si Ja]l < 1,

halle lim /(x) vy lim /(x).
x—*-foo X—»—00

Seana,i)€ERy4 = {x61 / ax+b > x2}. Si lim axsen(-) = 6-1

y sup(A) = o + 6, halle a2 + 62.

Halle la(s) asintota(s) de la funcién / definida por

¥

X2
Vx2—4

o) =

, W<2
4 —x2
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41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

163
Halle la(s) asintota(s) de la funcién / definida por
X2 + 2x —3
X< —1
(x + 2)y/x2+ 1
1—X
1(*) = -1 < x<0
1 X
X >0
X3 —1
Sea / la funcién definid 0 xarax ¢
ea a funcién definida por (x) =
P (a+ f2)x + ¢ X a+ 2
Encontrar los valores de a,by ¢ de modo que /(1) = | yy =i+ 2
sea su asintota oblicua.
Sea ¢ un punto de acumulacién de A C E y sea/ : A -* i. Demostrar

lim f(x) = L si of| ili / - L\ = o.
quexﬂzc (€9) S|y5005|xl_r;10|(x)

Si/ : (0o,b) =*R es una funcién creciente y acotada, demuestre que
para cada xo S (a, b) existe ) ;im fx) A
Sea i C 1 un intervalo, sea f \I —* IR una funcién y sea c e /.
Supéngase la existencia de los nameros K y L tales que |/(x) —L\ <
K|x - c| para todo i 6 [. Probar que lim /(x) = L.

Supéngase que la funcién / : R —» R tiene limite L cuando x tiende a
0,y seaa> 0. Si g:R —IResta definida por g(x) = /(ax) para todo

i £R, pruebe que lim g(x) = L.
X—»0

En cada uno de los siguientes casos, halle el limite indicado:

(a) lim (d) lim  f-2— \e-
x-+0+ \X X2/ X—p(—4)“ + 3] —m t+ 4
lim X lim X _1
(b Hm 3 —x © x->l+ y/2x —X2 —1
X -1 x-2
| lim e
© %2 (o
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48.

49.

50.

5.6. Ejercicios Propuestos

En cada uno de los siguientes casos, halle el limite indicado:

Un campo rectangular que tiene un area de 2700 metros cuadrados va
a ser limitado por una cerca. Ademas, otra cerca dividira el terreno
por la mitad. El costo de la cerca que dividira el terreno es de 4 délares
por metro y el costo de la de los lados es de 6 ddlares por metro. Sea
X metros la longitud de la cerca divisoria 'y C(X) el costo de la cerca.

(a) Escriba una ecuacion que defina C(X) y establezca el dominio de
la funcién C.

(b) Encuentre Ell@ c(x) y*__Li_rm)C(x) y explique sus resultados en
términos del_problema.

(c) Trace la gréafica de C.

Un tanque abierto de forma rectangular tendrd una base cuadrada y

su capacidad sera de 125 metros cubicos. El costo por metro cuadrado

para el fondo serd de 8 délares y para los lados serd de 4 délares. Sea

x metros la longitud de un lado de la base cuadrada y C(x) el costo
del material:

(a) Establezca una ecuacion que defina C(X) y determine el dominio
de la funcion C.
(b) Halle lim C{x) y Ilim C(Xx) y explique sus resultados en
X—*0+ *—++00
términos del problema.

(c) Trace la grafica de C.
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Continuidad

6.1 Continuidad y Discontinuidad

Definicion 6.1.1 Sea/:£)-+ R una funcién real, con dominio D y sea
a € D. Se dice que f es continua en a si

Ve>0 3%5>0: X€D A Ix- al <5=» |/(x)- /(a)] < e

Observacion 6.1.1 Si existe 5> 0 tal que D n(s-{,a + ¢) = {a}, se
dice que a es un punto aislado del dominio de /. En este caso / siempre es
continua en a. Por ejemplo, si / es la funcién definida por

fX) = y/(x+ 2)2(x+ 1)2(i - 4) Vz 6 [4,+00) U{-2,-1}

siendo -2 y -1 puntos aislados del dominio de /, tenemos que / es continua
en -2 y en —1.

« T - Y777.721 /772
-2 -1 4

Figura 6.1: Domino de F

Observacion 6.1.2 Sianoesun punto aislado del dominio de f, entonces
a es un punto de acumulacién del dominio de esta funcién. En este caso,

tenemos que
/ es continua en a ﬁ:& lim_/(x) = £@)-

165
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Equivalentemente
(i) 3 f(@)-
(ii) 3 lim f).

(i) Jim £0O = ).

/ es continua en a -£==

Note ademéas que (i) quiere decir que a G D , y (@) quiere decir que los
limites laterales en a lim f(X) Y lim /(x) son iguales (si ambos existen).
X—+a~ X—*at

Definiciéon 6.1.2 Sea f :D —*K una funcion real con dominio D y sea
A C D. Se dice que f es continua en A, y lo denotamos por f € C(A), si f
es continua en x para todo x € A.

Ejemplos de funciones continuas:

1. Si f(xX) = i/x Vx > 0, entonces / 6 C([0,H-00)) puesto que:
li = Jx i >0 li 'X = 0.
Xﬂ yfx o (si xo ) Y XILDOy X

Figura 6.2: Funcion /(x) = y/X
2. Continuidad de la Funcién Polinomial
Sean ao,o0f, ===, an ¢ R. La funcién p :R —R definida por
p(x) — anxn + an_ixn_1 + ... + ajx + a0 Vx G IR

es llamada funcién polinomial (con coeficientes reales), y si xq es un
numero real fijo y arbitrario, sabemos que

lim p(x) -p(x0)
—»Xo

X

Por lo tanto, / G C(M).
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3.

Si/(x) — IXI Vx GR, entonces / G C(R) puesto que:
para cualquier xq GR, se cumple que Ilim |[x] = |xo].
X — ¥XQ

4. Sea x0S R (fijo, arbitrario). Como

lim sen(x) = lim sen(xn + h)

X —**o v /i— O

= lim [sen(xo)cos(h) + cos(xo)sen(h)]

sen(xo),

concluimos que la funcién seno es continua en toda la recta real.
Analogamente se verifica que la funcién coseno también es continua
en toda la recta real, es decir

sen GC(R) y €0s G C(R).

Sea A = {x GR/(x —I1)2(x —4) > 0} y sea/ : A —R la funcién
definida p o] r
I(x) = \V/(X= 1)2(x - 4), Vx G A.

Entonces / es continua en 1, puesto que”~l es un punto aislado del
dominio A de esta funcién.

(2272777277777

t1 1 +00
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6. Sea/ :IR—»R la funcién definida por

X2 —1 . X >
{x) = -1 . X -
y/—X 1 | X <

Observamos que:

1 es un punto de acumulacién del dominio de /.
- lim f(xX) = o.
I —+1 ()
- Pero /(1) = —1.
Por lo tanto, / no es continua en 1.

7. Seal :[-3,3) —»R. la funcién definida por

\ _ / x~2 —3<x<1

2 \ Xx2—2x4-3 , 1<x<3

¢Es la funcién / continua en 1?.

Soltcién.- Vemos que 1 G Dj = [—3,3) y es un punto de

acumulacion del mismo, luego debemos averiguar si lim f{x) = /(1).
2i—*1

En efecto: como los limites laterales son

lim f(x) = lim (x—2)= —1 y
a—+1" X —»l"

lim /(x) = lim (X2—- 2x+ 3) = 2
X—*1+ X—>1+

inferimos que no existe lim F(X). Por lo tanto, / no es continua en 1.
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3x —5
8. Si f(X) = —-—-— Vx ¢ 2, entonces F GC(E \ {2}) puesto que
X 2

éi_gg:l/(x) = /(x0) si x0 7™ 2.

Figura 6.5: / no es continua en 2
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Si una funcién no es continua en un determinado punto, se dice que esta
funcién es discontinua en dicho punto. MAas aun, es posible clasificar esta
discontinuidad en discontinuidad eliminable o no eliminable, y si no es elimi
nable puede ser finita o infinita como pasamos a definir.

Definicién 6.1.3 Sea f : D —+ IR una funcioén real y a un numero real
fijo. Se dice que T tiene una discontinuidad eliminable en a si existe
)I(ﬂ]a {x), pero f(a) no existe o no coincide con este limite.

El ejemplo 6 nos muestra una funcién con discontinuidad eliminable en el
punto 1.

Nota: Una funcion con discontinuidad eliminable en a puede “convertir-
se” en continua redefiniéndola en a como fia) = lim f(X). es decir
X —+CL

I , X€D\ {a}

I*) = &

{i_m.nf(x) , X=a

Definicién 6.1.4 Sea f :D —K una funcién y a un nimero real fijo. Se
dice que f tiene una discontinuidad finita en a si existen lim f(X) y
X—*a+

lim f(x) pero no son iguales.

La funcion dada en el ejemplo 7 muestra una discontinuidad finita en el
punto 1
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Definicion 6.1.5 Sea f :M — R una funcién y a un numero real fijo. Se
dice que f tiene una discontinuidad infinita en a si uno de los Imites
laterales, o ambos, son infinitos.

El ejemplo 8 nos da una funcién con discontinuidad infinita en 2

Nota: Cuando la funcion F tiene discontinuidad infinita en el punto

a, la recta £ : X = a, es una asintota vertical de esta funcidn.

Figura 6.8: Discontinuidad infinita
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6.2 Propiedades Basicas
Teorema 6.2.1 Algebra de las funciones continuas

Sean f y g funciones reales con dominios Dj y D g respectivamente, xq G
DfoDgyAGM. Si fyg son continuas en xq entonces

f+9> - 9. A/, fg vy - (ig(x0) 0
9

son continuas en xq.

Prueba: (Es consecuencia inmediata de la teoria de limites.) m]

Veamos algunos ejemplos de aplicacién de este teorema:

Ejemplo 6.2.1 Sea/ :R —»R una funcién definida por

senx
X 0
oo =
x—-0
Como la funcién X i— & - para X ~ 0 es continua en R\ {0} (al ser
) . . . STC
cociente de dos funciones continuas), y como lim ----—-- = 1= /(0), se
X—0 X

concluye que / G C(M).

Ejemplo 6.2.2 Como toda funcién polinomia! es continua en R, aplicando
el teorema anterior se tiene que toda funcién racional

es continua en todo su dominio, es decir
rG C(R\{ri,r2,.. .,rk / 2Arg)=0,1<i <k))

Ejemplo 6.2.3 Teniendo en cuenta que:

aplicando el teorema anterior, concluimos que todas las funciones
trigonométricas son continuas en sus respectivos dominios.
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Si la funcién / o la funcién g ( o ambas ) son discontinuas en el punto
a, el teorema anterior no afirma nada sobre la continuidad de / + g, T —
g, fg, fig. Por ejemplo, si f,g :R —R son funciones reales definidas por

es facil ver que ni / ni g son continuas en 1; sin embargo, la funcién suma
/ + ¢, que esta dada por

si es continua en 1.

Teorema 6.2.2 Continuidad y Sucesiones
Sea f :D —>R una funcién y seaa G D un punto de acumulacidn de este
dominio, son equivalentes:

i) T es continua en a.
il) Para toda sucesion (xn) en D \{a}. f(xn) — f(a), sixn —a.

Prueba:

Basta recordar que / es continua en a siy sélo si lim f(x) = /(a) y aplicar

el teorema correspondiente de limites y sucesiones del capitulo anterior. O

Ejemplo 6.2.4 Sea/ :M —R la funcién real definida por

X G Q
*el.

Pruebe que F es continua en 0.

En efecto: Sea € > 0. Debemos demostrar que
365> 0:0< Im < &5==> |/(x)] < e.
Observemos que

SiX€Q : /X)) = IXI< 2[x

six€1: /X)) = |—2x] = 2|x
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Entonces |/(x)] < 2la] VrGI1.

Por lo tanto, elegimos 6= -

Ahora, si0 < |x] < 5=$m |/(x)] < 2Ix] <25= e
Asi, /| es continua en 0.

Ejemplo 6.2.5 Pruebe que el Gnico punto de continuidad de la funcién /
del ejemplo 6.2.4 es el 0.
En efecto:

Sea o £ R, o ji 0. 'Sabemos que existen sucesiones () y (an) tales que
r« € Q, o, £1 para todon € N,y que ademas

rn-—.a y an-> a.
Si f fuese continua en a:
lim f(rn) = /(a) = lim f{an)
es decir

a= |Ilim rn= f(a)- Ilim (—2an)= -2a ,a+* 0 (jAbsurdo!).
n—++00 n—*+00

Por lo tanto / no es continua en a para o ™~ 0, y teniendo en cuenta el
ejemplo anterior concluimos que cero es el tnico punto de continuidad de /.

Ejemplo 6.2.6 Sea/ :R — R la funcién real definida por

¢(Es la funcién / continua en 0 ?

Respuesta:

Como Df = R y 0 es un punto de acumulaciéon de M, aplicaremos el
teorema précédente. Tomando la sucesién :

2
an—@n A b}rl
vemos que Xn —>0, y como F{xn)= 1 Vn e N, se infiere que
/(*.n) ~ 1(0) = 0.

Por lo tanto esta funcién no es continua en el 0.
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Teorema 6.2.3 Continuidad de la Composicién
Sean T y g funciones reales con dominios D y D g respectivamente. Si f es

continuaenc6 Df yg escontinua en f(c) G D g, entonces go f es continua
en c.

Prueba: sea (xn) una sucesion en Dgof tal due Tn —*c, es decir

G Df, /(*,) GDg y

Siendo / continua en ¢, T{xn) — /(c). Y. como g es continua en
/(c), g(F(X,,)) -* g(f(c)). Por lo tanto para toda sucesién (xn) en D QOj

tal que xn —»c, se tiene que (o F)(xn)-* (jo /)(c). Asi, go f €S continua
en c. P

Ejemplos.-

Como la funcion g(xX) = x2-3x+2es continuaen 0y lafuncion F(xX) =

m\VX es continua en 2 = g(0), concluimos que la funcién compuesta

(/1 0g)(X) = Vx2- 3x + 2 es continua en el 0.

2. Si/(x) = sen (eos entonces / € C(R) (¢ por qué? ).

3. Si/(x) = eos (¢ 1) >entonces / e C(R \{1}).

Proposicién 6.2.4 Cortesia de la Continuidad
Sean f, g dos funciones realesy a un punto de acumulacion del dominio de
f. Si Ii;n f(x) = L y g es continua en L entonces Iim g{f{x)) — g(L), es
X—+a x—*a
decir
lim g(f(x)) = g (lim f(xj?
1—*a \x—»a

Prueba: Seae > 0.
Como @ es continua en L, 3rj > 0 tal que

yGDg A Y- L\< T=>1s(y) - g{L)\ < e. (6.1)

Como lim /(x) = L, para 77> 0 35> 0 tal que

XEDf Ao< |Ix—al <6=>|/(x) —L\<ij (6.2)
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luego, si

0< [x—-a <5A xGDgof =3xGDj Ao< [Xx—a <JA/(X)GDg
1760 - N\< DA /(X)GDyg

LNg(F(x))-9(L)\<s.
Por lo tanto lim g{f{x)) — ofL)- O
Ejemplos:
1. )!mg) sen(cosx) = sen {)I(Tocosx/) = sen 1.

/ v 10
2. lim (cosx)10 — ( lim cosx = (-1)10= 1
X —*TT \

X —+1T i

3. lim_ y/\x —3| = lim (x —3) = 2V2.
Xx——5 —5

t/
V x—»

6.3 EIl Teorema del Valor Intermedio

Teorema 6.3.1 Teorema del Valor Intermedio (T.V.I)

Sea / : [a, 6] — R una aplicaci6n continua tal que /(a) ~ f(b) ( digamos
f(@) < f(b) ). Sik G E es tal que f(a) < k < f(b), entonces existec G (@, b)
tal que f{c) - k.

Prueba: SiC = { x G [a,6] / /(x) < k}, vemos que por cuanto
a G C\ ademas, b es una cota superior de C, por lo tanto 3¢ = supC.
Observe que a < c<b.

Afirmamos que f(c) = k

1/(c) <A
Siendo ¢ = supC, vn G N ]x, GC / ¢-£ < xn<c, porlo
tanto Xn —»c, y como / es continua en ¢, /(x,) -+ /(c). Por otro
lado, /(x,) < Apues xn G C. Luego, tomando limite se concluye que
I(c) < fc.
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2./(c) >
Como f(c) < k < f(b) implica que c< b b- ¢ > 0), entonces

existe N € N / N <b — ¢, es decir c+ N < b.

Ahora, sin> N tenemos que — < W asi
n

c+ —<b Vn> N.
n

Luego, definiendo

Vim= C+ — ]_'___

vemos que ym —*c y a < c< ym < b,y siendo / continua en c,
concluimos que f(ym) —=/(c)- P°r otro lado, como YM & C (pues
¢ < ym), se debe cumplir F(ym) > k. Asi, tomando limite cuando ™
tiende al infinito se obtiene que /(c) > k. O

Corolario 6.3.1 Teorema del Cero
Sea f :[a,6] — R una aplicacién continua. Si f(a)f(b) < 0 entonces
3ce (a,b) j f(c) = o

Prueba: Este es un caso particular del teorema del valor intermedio
tomando A= 0. m]
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Corolario 6.3.2 Existencia de la raiz n-ésima
Sia>0yn= 2,3,4, . .entonces existe un Unico b> 0 tal que bn = a.

Prueba:

Existencia

Si/ : [0, a+ 1] — R es la funciéon definida por f{x) = xn para todo
i£E[0, a+ 1], tenemos que / 6 C([0, a+ 1]), /(O) = 0y

f{fa+ 1)= (14-a)n~ 1fFma.> 1+ a> a

es decir /(0) < a < f(a + 1). Luego, por el teorema del cero
3 be (0, a+ 1)/ /(&) = a, es decir

36> 0/ bn= a.

Unicidad
Si ademas de 6existec> 0 / cn = a ( 6n = cn ) tenemos que
6- cBnl+6n-2c+...+c"-1=0
6=c

Definicion 6.3.1 Dado a > 0, denotamos por ~/a al Unico nimero real
positivo tal que (-\/a)n = a

En particular tenemos bien definido a

\/2, #2, VZ, V7, etc.
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Definicion 6.3.2 Seana> 0yr= €Q.

Si r>o0 , definimos ar= (

Si r<o .definims ar= —

Si r

0 ,definimos a° =1

Nota: En el curso célculo integral o analisis matematico se podra definir
ax VX € IR\ Q, usando la funcién exponencial que a su vez se define
usando la teoria de integrales o la teoria de ecuaciones diferenciales ordi-
narias (solucién de un problema de Cauchy).

Corolario 6.3.3 Teorema del Punto Fijo
Si f :[a bl —> [a, B\ es una aplicacién continua, existe xo G [a, b] tal que
f(x0) = xq ( xo es un punto fijo de f ).

Prueba: Definimos F : [a, b] —mIR por F(X) = f(X) —X Vx € [a, tZy como
a</(a) y/(b) <b tenemos que

F<=C([a,b\) y F(b) <0<F(a).

Si F(a) = 06 H®) = 0, la prueba termina, pues en este caso f(a) = a o
f(b) = b. En caso contrario, F(b) < 0 < F(a), luego por el teorema del
cero, existe xq G (@, b) tal que F(xo0) = 0

3x0 G [a, b] /~f (x0) = xQ
O

Corolario 6.3.4 jUn problema cléasico !
Toda funcion polinomial de grado impar tiene por lo menos una raiz real.

Prueba: Sea p(X) = anxn + an_ixn_1 + ... 4-aix + ao con n impar. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que an > 0. Entonces

p(x) = xn [a, + + o+ + ¢ 1 > P GC(R)

Como lim p(X) — +ooy Ilim p(X) = —oo0, concluimos que existen b > 0
2T-++ 00 X - *—00

y a > 0 tales que p(a) < 0 < p(b), luego por el teorema del cero, existe
Xo G (@, b) tal que p(xo0) = 0. m]
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6.4 ElI Teorema de los Valores Extremos
(T.V.E)

En esta seccion probaremos el T.V.E. usando el teorema de Bolzano-
Weierstrass, y aqui presentamos una de las demostraciones més bellas de
este ultimo (entendible a este nivel) y para este fin necesitamos el concepto
de subsucesion.

Definicién 6.4.1 Sea (i,) una sucesién en R y sea (kn) una sucesion es-
trictamente creciente en N (i.e. ki 6 N v KN < 2 < kj < mm). La
sucesion (xkn) es llamada subsucesion de (xn), es decir

xok: N —> N —» R
ni—» kn e xk,

Ejemplos de Subsucesiones.
1 A partir de lasucesion (xn) : 1, |, A,... tenemos las siguientes sub-

sucesiones:
Si kn=2n—1 —> (xkn) N3'8'T
o e . ,  » il

2. Si xn = (—1)" es el término n-ésimo de la sucesién (xn), tomando
k, =2nyjn= 2n+ 1obtenemos las siguientes subsucesiones:

**J :=111,...
Xn) = b 1> | eee

Note aqui que la sucesion (xn) no es convergente, pero ambas sub-
sucesiones (xKjt), (xjn) si son convergentes.

Lema 6.4.1 Si k : N —eN es una sucesion estrictamente creciente en N,
entonces
kn > n.

Prueba: Como ki e N inferimos que ki > 1. Ahora supongamos que
kh > h (hipotesis auxiliar), veamos que kk+1> h+ 1 En efecto, siendo k
estrictamente creciente tenemos que

kh+i kk e y kk’\ > kk~ h -wy foifi > h
de donde kh+1> h4-1 O
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Proposicion 6.4.1 Sea [xkn) una subsucesion de (xn). Si xn —L en-
tonces xkn —*L.

Prueba: Seae> 0.

Como in-»1,3n0eN / n>no=|xn—\<e 6.3

Ahora, sin > no=sm kn> kro> no ££ |ifc, —\ < e.

Ve>0,3n0€EN / n>n0=* |xc,- (| <e

Teorema 6.4.2 Teorema de Bolzano-\Weierstrass

Toda sucesion acotada de nlimeros reales tiene una subsucesion

convergente.

Prueba: Sea (an) una sucesion acotada, es decir
B3M>0/ - M<an< M Vn€N.

(3
Si bn = sup{an,an+i,ant+.,...} entonces b > 2> ., > eee> —M, por lo

tanto 3b£ R tal que bn—-6
1 Sea ki € N (arbitrario). Como bk = supia”.a™+i,...}
3n >kx / bd- 1<ari < -l<an- b <0<

2. Si elegimos k26 N/ f2> r\ y teniendo en cuenta que
= sup{afc2, dcati,. =}

Ar2>f@2 / bBB- i <aB<ba -- <a3- bk <0< -)

3. Si elegimos k3e N/ k3> r2y teniendo en cuenta que
~s = supfcifc3, nic +i, «..}

3r3>k3 /7 b8- i <al3< bl (. <ar3- h3<0<i)
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Observe que
r3> k3> r2> k3> ri > fci.
Por lo tanto, existen dos subsucesiones (6*n) y (<+,) de (6n) y (an) respec-

tivamente, tales q,ue

lar, - h n\< A >Vn e N.

Finalmente, teniendo en cuenta que 6n —> 6 y aplicando la proposicién
anterior, 6fc, —>b, de donde concluimos que

ar, = (ar, —bkn) + bk, —>0+ 6=6

Ahora teniendo a la mano el Teorema de Bolzano Weierstrass, estamos
ya en condiciones de demostrar el Teorema del los Valores Extremos, y como
consecuencia de este Gltimo resultado generalizamos el T.V.I.

Teorema 6.4.3 Teorema de los Valores Extremos (T.V.E)
Si f :[a, 6] —R es una aplicacién continua, entonces

1. ¥ esta acotada.

2. Existenc, d£ [a, 6] tales que f(d) < f(x) <f(c) ,vz e [a 6]

Prueba:
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1. Supongamos que / no es acotada, es decir
~(3M > 0 / V*el[a,6], |/(x)[<M)

luego

vm>o 3i€[a,l] 7 o1 > M.
En particular
Vn 6 N 3xne [a6] / |/(xn)]>n (6.4)

Como a < xn < b, por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una
subsucesion (xjtn) de (xn) tal que Xkn -* io £ [a,6]. Luego, la con-
tinuidad de / en xq permite concluir que f{xkn) —»/(x0); en particu
lar 3L € R+ tal que

1/(*0O1<¢,VNEN = (6.5)

Ahora, sielegimos no 6 N tal que no > L (Propiedad. Arquimediana),
tenemos que fc,0 > no > L, asi

(6.5) (6.4)
L > \f(xkno\ > kno>L,

lo que claramente es absurdo. Por lo tanto / esta acotada.
2 Siendo / acotada en [a, 6], podemos asegurar que existe sup /(x),

x€[a,b]
en particular Vn 6 N 3 xn 6 [a, b] tal que

sup F(X) - - < /(x,) < sup F{x)
i6[a,t] n x€[a,f>]
luego

f(Xn) -» )(&éﬁ)] {x) (6.6)

Por otro lado, como xn e [a, 6], por el teorema de Bolzano Weierstrass
existe (xfcn) subsucesion de (xn) tal que Xk, —*d e [a, 6], luego de la
continuidad de / en d concluimos que

f(xkj -* f(d).
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Ademas, siendo (F{%kn)) una subsucesioén dé (/(z,)), la ecuacion (6.6)
nos permite inferir que
I(zfcj — sup FX).
x€[ath
Finalmente, por la unicidad del limite (de sucesiones), tenemos que

sup F(x) = ().

xE[a,b\
Analogamente, existe ¢ G [a, 6] tal que inf /(z) = /(c). Asi, existen
x&[a,b\
c,d G [a, 6] tales que /(c) < F(X) < Ff(d) , vz G [a, 6]. m)

Notacion.-

m=:f(c)= min /(z) y M =:f({d) = max/(z).
ie[o,i>] x6[a,6]
Corolario 6.4.1 Generalizacién del T.V.I
Sea /:[a,;]-> E una aplicacion continua y no constante.

Si min /(z) < k< max /(z) entonces 3xXx€ (a,6)/ F{x\) = k.
xE[a,i>] *£[a,b]

Prueba: Por el T.W.E., existen ¢,d G [a, 6] tales que m =: /(c) =

in FOQ yM =: f(d) = I(z), es decir f(c) < k < f(d). L ,
ain, 0y (C)) 2 (z), es decir f(c) (d). Luego, por

el T.V.I. aplicado a [c,d]oa [d,c] (segin sea el caso), existe zi entre cy d
tal que /(zj) = k.- Por lo tanto, existe Zj en (a, b) tal que /(zi) = k. O

Corolario 6.4.2 Si f :[a,6] —»R es una funcioén continua, entonces

Rf = p,M]. En particular, ¥ :[a, 6] — [m, AI] es una funcion sobreyec-
tiva.

Prueba: (La prueba es obvia (0 no? ).

Corolario 6.4.3 Sea I un intervalo. Si f :1 —>R es una aplicacién con-
tinua, entonces f{l) es un intervalo.

Prueba: Si 61,62 G /(/), existen 01,02 G | tales que 61 = f(a\) y 62 =
f(a2). bebemos demostrar que [61,62] C /(/).

En efecto: Sea 6 G [/(oi),/(02)]. Si6 = F{ax) o 6 = /(02), 6 G /(/).
Supongamos ahora que /(a 1) < 6 < f(a2), luego por el T.V.l. existe ¢ en

(ai,a2) C 1 o en (02,ai) C I tal que 6= f(c) G /(/). Por lo tanto, /(/) es
un intervalo. ]
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6.5 Continuidad de la Funcién Inversa

La continuidad de la inversa de una funcién continua es un resultado
propio de las funciones reales de variable real, es decir, si f es una funcién
de A en B (A fl C 1) continua y biyectiva, entonces la funcién inversa /*
de B en A también es continua. Sin embargo, esto no es cierto en general.
Precisamente en esta seccién probaremos este resultado utilizando para esto
nuevamente las sucesiones de numeros reales. Antes algunos resultados
previos.

Lema 6.5.1 Sea (an) una sucesion acotada. Si toda subsucesion conver-
gente de (an) converge a un mismo limite L, entonces an —» L.

Prueba: Procedamos por contradicciéon. Supongamos que an -** L, es decir
~ [Ve>0 3iVGN/ Vvn GN:n>JV =$« Jan —L\ < €]

o equivalentemente
3£g>.0/ VNGN 3nGN:n>N A Jan —L\> eq

Construimos ahora una subsucesién de (an), de la siguiente manera:

para N = 1 3fci G N/fci > 1 A bk ~L\>:o
para N = ki 3 GN/ >R A jam- I\>=¢o
para N = Ko 38 GN/A3> A @3- \> e0

para N=f_i1 sknGN/kn>fn_: A Hm- I\>e0

Obviamente (atn) es una subsucesién acotada de (an), luego por el teorema
de Bolzano”~Weierstrass, existe una subsucesion (ajkn) de (ak, ) de tal manera
que (ajkn) es convergente, y por la hipotesis, ajkn —* L, lo que esta en
contradicciéon con Jatn — L\ > £0 Vn € N. O

Teorema 6.5.1 Sif :[a, 6] — IR es continua e inyectiva, entonces su in-
versa f* : [m, M] —* [a, i] también es continua e inyectiva.

Prueba: Sea YO G [m,M] y sea (yn) en [m,M] \ {y0} tal que yn -* yO-
Observamos que yn = f(xn)y y0= f(x0) donde x0,xn G [a, fe], luego

I(*n) -> /(io) (6.7)
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Debemos demostrar que xn = F*{f{xn)) — F*{F(x0)) = %o-

En efecto: sea (xkn) una subsucesion de (Xn) tal que Xkn — r. Como
r € B,b], de la continuidad de / se infiere que F{xkn) -* f{r). Por otro
lado, de 6.7 tenemos que F{xkn) -* F£(x0), luego por la unicidad del limite

de sucesiones concluimos que /(r) = TF(xo0), por tanto r = Xo (pues /
es inyectiva). Asi, XKI — eco- Finalmente, usando el lema precedente,
XN —mx0: n

Proposicion 6.5.2 Si £ : 1 —»R es continua e inyectiva, entonces la ,
funcion inversa f* :f{l) — R es continua e inyectiva.

Prueba: (Vea la lista de ejercicios).
Ejemplos .-

1. La funciéon sen : [ f] —>M es continua e inyectiva, luego su inversa

arcsen : [-1,1] —»[—f ,f ] también es continua e inyectiva.

2. La funcién eos : [0,71] =» R es continua e inyectiva, luego su inversa
arceos : [—1,1] —»[0, t] también es continua e inyectiva.

3. La funcién tan : (—8, \) -* R es continua e inyectiva, luego su inversa
arctan : R —*(—f ,f ) también es continua e inyectiva.

6.6 Ejercicios Resueltos

1. Sea/ :R — R la funcién definida por

(a) Pruebe que / es continua en 1.

(b) ¢(Es la funciéon f continua en -2?

(c) Pruebe que / es discontinuaenasia” 1y —2.
Solucién:

(a) Sea e > 0. Observamos que:

Para X 6 Q, \F(X) — /(1)] = WX+ 1] =\x— 1] < 3Ja — 1] (siempre que
\X- 1] < 1), y paraxe I, \FX) - /(1)] = \x- 1].
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Asi | /(x) - I(1)] = HX)] < 3]x —1]V x € IR tal que |x—1] < 1.
Luego elegimos 5= min{1, |} y tenemos que

Si Ix—1] < $=> |/(x) - /(1)] < 3Ix- 1] < 35 < e.

Es decir, / es continua en 1.

(b) En este caso la respuesta es afirmativa, es decir, la funciéon / si

es continua en -2. La prueba es anéaloga al item anterior, tomando
5-—min{1, 1]}

(c) Sea a ~ 1y —2. Supongamos ademdas que / sea continua
en a. Sabemos que existen rn € Q y existen a, S i tales que: 1

rn ay an-*a

luego por la hipotesis f(rn) — f(@) y f(an) —» /(a), es decir

lim f(rn) = lim /(an) o bien lim (r€ - 1) = lim (a, — 1), lo
n —>00 n—r»< n —»00 n —*oo

que implica que a = 1 6 a = —2 (iContradiccién!). Asi, los UGnicos
puntos de continuidad de esta funcién son -2 y 1. m]

2. Sea/ :(-00, 3] —K la funcién definida por

X3+ ax2+ x —1 , X < —1
* —2x2+ X+ b
/() (241 , -1 < x< 1
a2x2 —10x —4 s 1<x<3

Hallar los valores de ay b de modo que / sea continua en todo su
dominio.

Soluci6n:

Es facil notar que / es continua en (-00, -1) U (-1,1) U (1,3]; luego,
para que / sea continua en todo su dominio sé6lo falta ver su con-
tinuidad cuando x = 1y cuando x = —1.

En efecto:

/ es continua en —1 siy solosi lim f(X) = /(—1), equivalentemente
X—*—1

lim I(x) = /(-1) o bien a- 3= de donde

b= 2a —3.
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/ es continua en 1 si y s6lo si lim /(x) = /(l), equivalentemente
X ti
lim /(x) = /(1) o bien = a2 — 14, de donde
2a2= b+ 27.

Por lo tanto a= 4y 6 =56 biena= —3y b= —9. O

3. Sean /, g las funciones definidas por

- 2] - x2 —l< a< 4
(G x> 4
[ x+1 » x<0
9(X)“'\y/5(+16 , x>0

(a) Pruebe que/ y g son discontinuas en 4 y 0 respectivamente.

(b) ¢Qué puede afirmar sobre la continuidad de / o Qg en 0?
Solucién: Como
lim g(x) — lim (x+ 1) = 1y lim g(X) = lim y/X+ 16 = 4,
X—0" X—+0" X—»0+ X—L0+
g es discontinua en 0. An&alogamente, como
lim /(x) = lim 3|x—2]-x2= -10 vy Ii,%'_f(x) = lim (x-2) = 2,
X—*4" w4+

| es discontinua en 4.
Por otro lado, como

BIx —1 —(x+ 1)2 -2<x<0

#g)(x) = {

y/xX+ 16 - 2 X >0
entonces Iirgo(/ 0 g)[X) — 2. Asi fog escontinua en el cero.
X —*
4. Sea/ la funciéon real definida por

c X = -3

7*_ 9 —x2
()_ 4- y/x2+ 7 rl<3

d , X=3
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Encuentre los valores de cy d para que la funcién sea continua en
[-3.3].

Solucién: Note que
74 +ViiT7.

Es claro que / e C((—3,3)). Para que esta funciéon sea continua en 3
y -3, se debe cumplir que:

mc = /(-3) = x—lzT3)+ g(x)_: x_:zTa)+$l + \fx2+7) = 8

d=/(3) = lim /(X)) = lim (4+ \/x2+ 7) =8
X_*?)“ X'))S“

Por tanto c= d = 8.

5. Pruebe que existe i 0 6 | tal que eosxg = xo.

Solucién: Considere la funcion / definida por f{X) = eosx — X para
todo X e R. Como /(—f )= -f y /(O) = 1tenemos que

IEC(R) y [I(-1)<0</(0),

luego aplicando el teorema de los ceros, existe xo 6 K tal que /(x0) =
x0, es decir existe xo € K tal que cosxo = Xo.

6. Muestre que la ecuacion x5—3x2+ 1= 0 tiene por lo menos 3 raices
reales diferentes.

Solucién: Como
/(—1) = —3, /(0)=1, [(1)= -1y [(2) =21
por el teorema de los ceros
3ne(-i,o), 3rae (0,1) y 3r3e(l,2)

tales que
fin) = fin) = fin)=a

Por lo tanto / tiene por lo menos 3 raices reales.
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7. Sea p una funcién polinomial definida por
p(x) = (x = D(x - 3)(x - 5)(x - 7)+ (x- 2)(x - 4)(x - 6)(x - 8)

(Cuéntas raices reales tiene esta funciéon?

Justifique su respuesta.

Solucién: Se tiene que / es continua en toda la recta real. En prin-
cipio, siendo / una funcién polinomial de cuarto grado, el numero de
sus ralees puede ser 0,1,2,3 6 4 (japriori no sabemos nada!); pero
aplicando nuevamente el TV 1 en los intervalos [1,2], [3,4], [5.,6] vy
[7,8] tenemos que:

Como f{2) < 0< /(1), 3xi 6 (1,2): I(xi)= 0
Como /(3) < 0< /(4), 3x2€ (3,4): /I(x2)= 0
Como /(6) < 0< /(5), 3x36 (5,6): /(X3)= 0
Como /(7) < 0< /(8), 3x4£ (7,8): I(x4)= 0

Asi, esta funciéon tiene 4 raices reales.

8. Sea T una funcion de [0,1] en R continua tal que /(O) = /(1). Pruebe
que existe ¢ £ [0,5] tal que /(c) = F(c+ 5).
Soluciéon: Si/(0) = F{J), existe ¢ = 0 que satisface la tesis.
Supongamos ahora que /(O) ~ /(1). Si definimos g : [0, \\ -» R por

gO) = /(x) - /(x + i) VXxE
observamos que:
aec([o, i),
<()=1(0) - /(i) ~ 0 y
9%) = Fti) - /(1) = /(1) - I(°) =

luego fI(0)5(i) = —5(0)2 < 0. Y por el T.V.I existe c £ (0, ]|) tal que

ofc) = o
- 3c £ I Ic)y=1/(c+i).
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9.

10.

Sea / :[—1,1] —=aM una funcién continua tal que
x2+ f(xX)2= 1 para todo X 6 [—1,1],

Pruebe que o bien F(X) — Vi - X2,V ig [—1,1] o bien

I(x) = -V i-z2,Vx e [-1,1] (s6lo uno de ellos).

Solucién:

Supongamos que existen X!,x2 € [-1,1] tales que X\ < x2 vy
/(zi)/(x2) < 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que T(Xi) <
0 < /(x2). Como / es continua en [x1;x2], aplicando el teorema del
cero en este intervalo, existe ¢ £ (xi,x2) tal que /(c) = 0 entonces

ce (-1
luego <? + /(c)2 = 1, es decir c = +1 jevidentemente una
contradiccion!
Por lo tanto f(X) > 0V x G[-1,1] 6 /(x) < 0OV xe [-1,1]
lo que implica que /(x) = Vi - z2 ,Vx 6 [-1,1] o bien
/(x) = -Vi-2z2,Vx € [-1,1] O
Analizar la continuidad de la aplicaciéon / :R -* R definida por

/I(x) = 1—x+ fx] —[1 —x] ViéR.

Solucioén:

En primer lugar observamos que

para todon £ Z. Como

lim /(x) = lim (—x + 2n —1)=n —1

I
=}

lim /(x) = lim (-x + 2n + 1) + 1

concluimos que / es continua en K\Z, y es discontinua en cada punto
de Z. [m]
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6.7 Ejercicios Propuestos

1. Determinar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones,
construir su gréafica e indicar el tipo de discontinuidad:

x2—9
Mx) -~ -2 x -3

(R+x—6 o _ |/
b fx)- < x+3- X -3

|1 si x=-3
r x+2 , Si —3<x<-4
© fo=1 -X , s d<X<1

1X-1, si 1<x<3

2. Redefinir las siguientes funciones de manera que resulten continuas en

el punto que se indica.

%) f%): <//\+3_§ ,en X = 1
(b) TC) = T T en i = o0.
X
© 9= - ,en X = 0.

3. Determinar la continuidad de la funcién g : R — M definida por
g(x) = Y™\ —[x] Va; £ R

en los intervalos [—2,0) y [1,2].

4. Sea !/ :IR—+R la funcién definida por
28 (i)- x wo
JW) \ 0, a= 0

Pruebe que / es continua en 0.

5. En las siguientes funciones hallar los intervalos de continuidad y de

discontinuidad



Capitulo 6. Continuidad 193

(@) ) = [Vx+T] (b) PO = yN A+ [

6. Sea/ :R —»R la funcién definida por

"X - [x] | si [x] es par
0 =

X —[x+ 1] | si [x] es impar
Hallar los intervalos de continuidad y de discontinuidad de f.

—x si x <0 i 1 si x<0

7. Si N .
HEx) x>0 y 9)={ x si x>0
(a) ¢Son / y g continuas en x = 0?

(b) ¢(Seran £+ gy fg continuas en x = 0?

8. Si/(x)\] ¢(vifi-) 7 tio
si r=20
9{X): I d2+ x —\/2 si X0
475 si 1=0

(a) ¢Son Fy g continuas en x = 0?

(b) ¢Seran f— gy — continuas en x = 0?
9

vixr +T —\JIx2+ 1 .
9. Si/(x) = si. x 0
si x =0
s(x)=1 € s
2 si x=0

*i

(a) ¢Son Fy g continuas en x = 0?

(b) ¢Seran £+ g continua en x = 0?
10. Pruebe que si f es continua en a, también lo es |/].

11. Sea / :R —>R una funcién tal que para todo x,y £ R,
1/(x) - T\ < K\Xx - Y\ para algin K > 0. Pruebe que / es continua
en cualquier ¢ 6 R.
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13,

14.

15.

16.

17.

18.

19.

6.7. Ejercicios Propuestos

Sean f,g : IR —»IR funciones continuas tales que f(X) < g(X), para
todo igR . Pruebe que existe una funcién h : R —»IR continua tal
que F(X) < 2h(X) < g(X), V igR .

Definase g :R —>R por g(X) = 2X para X racional y, g(X) = x + 3 para
X irracional. Encontrar todos los puntos en los que g es continua.

Sea/ : M la funcion definida como sigue
I 3x+2 , igQ
f(x)= 1 _2or , igl-Q

Hallar todos los puntos de continuidad y de discontinuidad .
Sea / :IR—>IR la funcién definida por

- J —x2+ 16 xg|l
1(*) 2x+ 1 x€

Demuestre que / tiene dos Unicos puntos de continuidad.
Justifique todo su procedimiento.

Dar un ejemplo de una funcién / : [0,1] — IR que sea discontinua en
cualquier punto de [0,1] pero tal que |/|] sea continua en [0,1].

Construya una funcién, discontinua en todo su dominio, cuyo

cuadrado sea una funcién continua.

Sean f,g dos funciones reales de variable real definidas por:

f(x\- I x2sen(i) si x¢°
0 si x=0

. f 2xsen —eos x si x”~O
0 si x=0

Muestre que / es continua en el cero. ¢(La funcién g serd continua en
el cero? jJustifique su respuesta! (La relaciéon entre / y g es que g es
la “derivada” de / )

Supéngase que / : IR — E es continua en R y que /(r) = r para
cualquier namero racional r. Demuestre que f(X) = x para todo
x € IR
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Sean / y g continuas de IR en iR, y sup6ngase que /(r) = g(r) para
todos los numeros racionales r. ¢ Es verdad que f{x) = g(Xx) para
todo ieR ?

Se dice que una funcién / : R -+ Res aditiva si F(x+y) - f{x)+f(y)
para todo X,y € IR. Demostrar que si/ es aditiva y continua en algun
punto zoi entonces es continua en cualquier punto de IR

Suponga que una funciéon / es aditiva en IRy continua en el cero. Si
a= /(1), pruebe que F(X) = ax para todo X € IR

Sea / una funcién real de variable real tal que |/(x)] < |x] para todo
X £ IR. Pruebe que / es continua en i = 0.

Muestre que para cada d en (3,5) existe ¢ en (0,1) tal que

c8+ c5—cd4+ c+ 3= d

Sea | un intervalo en IR Si la funcién / : 1 —* R es continua e
inyectiva, pruebe que F es estrictamente mondétona.

Sean ay bdos numeros reales fijos. (Para qué valores de a la funcion
I :R — R, definida como sigue, es continua? '3

2eo0s X X< C
ax2+ b x> c

Sean /, g :R —R dos funciones definidas por

Analice la continuidad de las funciones / ogy go/.

Determinar los valores de a y 6, tal que la funcién
X< -f

-l <*< f
X > f

es continua en toda la recta real.
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2Q. Estudie la continuidad de la funcién g, cuya regla de correspondencia

es g(x) — « o en el intervalo (0,2).

30. Sea/ :R+ —+R la funcién definida por

o, ieR+nl

» 1 X= T1rA A Q donde m y n son PES1*
Pruebe que:

(a) f escontinuaen R+ OI

(b) / es discontinua en R+ O Q

* PESI : primos entre si.



Capitulo T

Derivadas

7.1 Nociones Basicas sobre Derivacién

El problema de las tangentes. Muchos problemas importantes en calculo
dependen del problema de encontrar la recta tangente a una curva dada,
en un punto especifico de la misma. En geometria plana, si la curva es una
circunferencia, la recta tangente en un punto P de la circunferencia se define
como la recta que corta a la circunferencia Gnicamente en el punto P. Esta
definicién no es suficiente para una curva en general.

Figura 7.1: Recta tangente en P

Por ejemplo, en la figura 7.1, la recta que deberia ser la recta tangente a la .
curva en el punto P corta a la curva en otro punto Q de la curva.

197
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En esta seccion damos una definicion adecuada para ,la recta tangente a
la grafica de una funcién en un punto de dicha gréafica. EIl primer paso es
definir la pendiente de la recta tangente, ya que si conocemos la pendiente
y un punto de ella, la recta esta determinada.

Figura 7.2: Rectas secantes en P

Sea / una funcién continua en a. Deseamos definir la pendiente de la
recta tangente a la grafica de / en el punto P(a, f(@)). Sea | un intervalo
abierto que contiene al punto ay en el cual esta definida /. Sea Q(x, f(X))
otro punto sobre la grafica de /, tal que X también esta sobre I. Tracemos
una recta secante a través de P y Q\ en la figura 7.2 se muestra la recta
secante para diversos valores de X. La figura 7.1 muestra una recta secante
particular; en esta figura, Q se halla a la izquierda de P, sin embargo Q
puede estar ya sea a la derecha o a la izquierda de P como se observa en la
figura 7.2.

Ahora representemos la diferencia de las abscisas de Q y P por h, es
decir

h=x-a

Notamos que h puede ser positivo o negativo. La pendiente de la recta
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secante PQ esta definida entonces por

Como X = o + h podemos reescribir la ecuacion anterior como

mMPQ = e LR -

Figura 7.3: Pendiente de la recta secante

Ahora, imaginemos el punto P como un punto fijo y desplacemos al
punto Q alo largo de la curva en direccion hacia P\ es decir, Q se aproxima a
P. Esto equivale a decir que h tiende a cero. Conforme esto sucede, la recta
secante gira sobre el punto fijo P. Si esta recta secante tiene una “posicion
limite”, es esta posicion limite la que deseamos sea la recta tangente a la
gréafica en P, es decir la pendiente buscada debe ser el limite de mpQ cuando
h tiene a cero, si este limite existe. Si lim mpn = +o00 6 —o00, entonces

cuando h tiende a cero, la recta PQ se aproxima a la recta que pasa por
P y es paralela al eje Y. En este caso queremos que la recta tangente a la
grafica en P sea la recta vertical de ecuacion X = a. Todo este andlisis nos
condujo a la siguiente definicién.
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Definicién 7.1.1 Sea / una funcién continua en a. La recta tangente a
la grafica de / en el punto (@, f(a)) es:

1. la recta a través de P, cuya pendiente m(a) se define como

o - fa+ h) - Ha
mia) — fip — oo -

si el limite existe.
2. la recta X = a si

. fa h) —f(@
lim ---------- e = +00 0O —O00. m
h-*0 h

Si ni (1) ni (2) de esta definicion se cumplen, entonces no existe recta tan-
gente a la grafica de / en el punto P(a, /(a)).

Definicién 7.1.2 La recta normal a una curva en un punto dado es la
recta perpendicular a la recta tangente en ese punto.

Al tratar de resolver el problema de las tangentes vemos la necesidad
de calcular un limite (notable); este limite también se presenta en muchos
otros problemas reales y tiene un nombre propio que pasamos a definir y
estudiar.

Definicion 7.1.3 Sea / : I —=* R una funcion y a € | donde | es un
intervalo. Se dice que / es dfrivable en el punto a si existe el siguiente
limite:

,i%Hit L BmM

h-= h \  X->a X —a

A este limite se le denota por f*{a) y se llama la derivada de / en a.

Definicion 7.1.4 Sea/ :7 —>R una funcién derivable en por lo menos un
punto de I donde I es un intervaloy sea J — {a G I / / es derivable en a}.
La funcion :J — R definida por

["M-lirn + Vzeld
J ' h-o

se llama la derivada de fT.
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Observacion. Si / es una funcién derivable en el punto a entonces la
recta tangente Ct y la recta normal £jv (si ¥(@) = 0) en el punto (o, /(a))
son:

cT-V- f(a) = FF@x- a
y |
CN:y - f(a) = ~ a)-
Si /'(a) = 0 la recta tangente y recta normal en (a,/(a)) tienen por

ecuaciones Y = /(a) y X = arespectivamente. Ahora daremos una cantidad
suficiente de ejemplos para ilustrar estas definiciones.

Ejemplo 1.- Sea / : M — IR la funcion definida por /(x) = Kk para
todo x e K y sea a € R (fijo, arbitrario). Luego

/ h) - / k-k
/'(a) - lim (a + M (a) lim —-— = 0.
A=»0 h h—a = A

Por lo tanto

Figura 7.4: Derivada de la constante

Ejemplo 2.- Sea/ : R —»E la funcién definida por /(x) = x para todo
x € Ky sea a £ IR (fijo, arbitrario). Luego

Ia) = Aim f{a+ h)~ f(a) _
—*a
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Por lo tanto
/" R —» R
x > fag=1

Figura 7.5. Derivada de la identidad

Ejemplo 3.- Sea/ :R —R la funcién definida por f(x) = xn para todo
x £R n6{2,3,4,.}yseaagR (fijo, arbitrario). Luego

< @) g —an _

f'{a) —Iimf
X— = x —a

Por lo tanto
/' R —> R
x > f'(x) = nxn_1

Ejemplo 4.- Sea/ : [0,+00) -+ Mla funcién definida por f(x) = ~fx para
todox > 0, y seaa € R+ (fijo, arbitrario). Luego

f(X) f(a) 53
fa)= )&L‘a T xE x—a 2Va
Por lo tanto .
O+ad --
X H- ZT= o
W

Ahora damos una observacién gue usaremos en los dos siguientes ejemplos.
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Observacién. Como

1—eosh (1 —cosh)(l + eosh) senh senh h
\% ;, 0,
h(l + cosh) @+ cosh) h ¢
entonces
1- eosh”
lim = 0.
h—0
Ejemplo 5.- Como
sen (i + h) — senx . sen x meosh + senh meosx — senx
=l
. senh\ eosh — 1
= li
fi% — ) +SenX
cosi 1+ senx m0 = cosi,
concluimos que
sen"(X) = cos(i)
Ejemplo 6.- Analogamente, como
eos (i 4-h) — eosx : eosi =eosh -- senh msenx — eos x
1 = 'w
h & o h
. (cosh— 1 senh\
= m,
' ~ h ~ (
= cosi m0 —senx ml = —senx,
concluimos que
cos"(X) — —sen{x)
Ejemplo 7.- Sea/ :E —»R la funciéon definida por /(i) = I_ para todo

i 0,y seaa O (fijo, arbitrario). Luego

31 L
r@)=tim = =  _ijm ~
h h-*oaf{a + h) a2
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Por lo tanto
R-{0)

I'*) = -3

Ejemplo 8.- Sea/ : R—*R la funcion definida por /(X) = M para todo
x6R ysmaaeR

.S ia) = imPri =l @ h)—a
S|a>0,f|a)—||_|;r(} i _Irlmmo 0 =1

. |a]/||_ . ~(a+h+a_
S|a<0f|a)—£m ------------ Iljl_r% -------- S =

* Sia= 0, cono x—0 :Y,noemste/(O).

Chsene que esta funcion tiene un cambio brusco (clspide, punta o esquing)
en el origen de coordenadas. Note tanbién que esta funcidn es continua en
el cero, sin embargo Nno es derivable en este punto.

Ejemplo 9.- Sea/ : R—R lafuncion definida por

. i x’Tos(-5% , x O
I*)=1o0 , x—0

Halle /'(0).
Solucién.- Cono

I}
'
&3]

fi-.0 h fio]
terenos que /'(0) = —5
Ejemplo 10.- Sea/ : R—R la funcién definida por
f(x) =—y\N\+1 VxeR
Cbsenve que

esix>0 f(x) =-sfx-1y r(x) :Zy/x

siX<0, f{x)=-V-x+1y f{x)= Nz
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- ;Existe la derivada de f cuando x = 0?
Respuesta: como

-1 o
X >
(*)-1(0) -vRrR j ~»
x —0 X - i
[ 7 A , x <0

no existe la derivada de esta funcién en el cero.

Figura 7.6: F(X) — -~/\x\+ 1 Vx eR.

La siguiente proposicion nos habla sobre la continuidad (puntual) de una
funcién derivable.

Proposicion 7.1.1 Si una funcién f es derivable cuando x = a, entonces
f es continua en x — a.

Prueba: Six ~ a

luego
;@a f(x) = f(a) mo + /(a) = f{a).
Asi, / es continua en el punto a. [m}

El reciproco de esta proposicion es en general falso. Los contraejem-
plos estan en los ejemplos 8 y 10.
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7.2 Algebra de las derivadas

Hasta ahora hemos hallado la derivada de una funcién en un punto
usando solamente la definicién; sin embargo, para funciones mas sofisti-
cadas, esto se torna muy engorroso. Es por ello que necesitamos de algunas
propiedades que faciliten su célculo.

Teorema 7.2.1 Si/, g : R — IR son funciones derivables en a y A £ R,
entonces:

1. £+ g es derivable ena y
&+ 9.@ = f.(a)+g.(.
2. Xf es derivable en a y
(Al)'(a) = Al'(a).
S. fg es derivable ena y

(F9)'(a) = F{a)g{o) + f(@)9"{0)- “Regla de Leibnitz”

A. — es derivable en a y

9
i) e=- IWF
Prueba:
1. Como
(/+9){9) - (1+9)@ _ (f(x) - f(@\+ (g(x) - 9@
X —a \ x-a

tomando limite cuando X —*a, se concluye la prueba.

2. Basta observar que

ADPY - AN) = A (T - 1D

y tomar el limite respectho.
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3. Como

(1g)(s) - (fo){o) FOO9) - {a)a{x) + /(a)g(x) - F(@y()
X—-a X—-a

- (M ~jm gx+fla)(E bW )
\ x—a J \ x-a J

y teniendo en cuenta que g es continua en a (puesto que es derivable
en a), tomando el limite cuando X tiende hacia a, concluimos que

(y)y(a = f'ia)g(a) + fHg'{a)-

4. Como*ﬂg g = g@ vy

(0 ™) (g)(@ = = _ (90 -g(a)\ 1
X —0 X —a A\ x—-a ) gx¥9@

tomando el limite cuando x tiende hacia a se completa la de-
mostracion. - [m]

Corolario 7.2.1 Si f,g :R — IR son funciones derivables en a, entonces:

1. f-gesderivableena y (/ —g)'(a) = (@ - g°@)-

f
2. — es derivable enay
9

(LN a\_ F(2)9@ - F@T'@ g ga) o
Vg) (] [9(a)?
Prueba:
1. Basta usar los items 1y 2 del teorema anterior.

2. En este caso usamos los items 3y 4 del teorema precedente.

Ejemplo 11.- Derivada de las Funciones Trigonométricas
Ya sabemos que:

D(senx) = eos x D (eos x) = —senx
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. senx
Ahora, si /(x) = tanx = -——-——- entonces:
eos X
. sen” X eos_X — sen x eos” X €0s2 X +_sen2x 2_
/ )= ——————- F-——= === = fr———-= sec
(eos X)¢ cosJ X

D (tanx) = sec2 x

Andalogamente se prueba que:
D(ctgx) = —esc2 X
D(sec x) = sec X mtan X

D(cscx) — — esex mctgx

Ejemplo 12.- Sea f(X) = xk c;onde ¢ G z \ {0}.
Si k > 0 ya sabemos que F(X) = fcxfe_l. Supongamos ahora que fc < 0, es

decir t= -n con n G N, luego F(x) = — vy

nx” 1

I'(*) o x2n

= —nx~n~1= kxk~1
D(xk)- fo*l v xGz\{0}L

Ejemplo 13.- Derivada de la raiz m-ésima

Sea /(x) = donde,m G Ny m > 2,y seaa GR (para el cual existe
Va). Luego
I'(«) m e e a
I g — rr
xMa(x - a) [ " + mem+ 1
1
V5m-1+ +
1 =i at-I|
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D{x~) = - x--1
m
Interrogante .-
¢Como hallar la derivada de la funcion /(X) = Xrcon rSQ?

La respuesta a esta interrogante requiere el uso de la regla de la cadena,
gue pasamos a estudiar.

7.3 Regla de la cadena

La regla de la cadena es un resultado muy interesante que nos ensefia a
derivar la composicion de dos o mas funciones. Presentamos aqui una de-
mostracion bastante accesible a un estudiante (jresponsable!) que recién
inicia su carrera universitaria.

Teorema 7.3.1 Regla de la Cadena
Sean 1,J dos intervalos y sean f : 1 —R, g : J — R aplicaciones tales

que f(I) ¢ J. Si T es derivable enc£ | y g es derivable en f(c), entonces
go/ : I =*R es derivable ency

{9°H" () = g"{f(c))-nc)

Figura 7.7: Regla de la Cadena
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Prueba: Sead= f(c)y sea G : J —»R definida por

ay) - g(@ y € IN{d}
6(y) = y-d
| 9(d) L y=d

Siendo g derivable en d,

lim G{y) = ;i_m 9I/V?/_ %$— = g'(d) = G(d),

V—

es decir, la funcién G es continua en d. Luego
XI@CG (/(x)) = G (/(c)) = G(d) = g"(d) = g°(F(c) (7.1)
Por otro lado, de la definicién de G,

W) - A= y-d  Vy6d

En particular
g - f1(/(c)) = GFOOI(FOD) - F©))  Vx € i.
Asi, para X ™ c en | tenemos que

BN - (DO _ g 0y O~ O

Por lo tanto, tomando limite cuando X —>c y usando la ecuacién (7.1)
concluimos que (go F)"(c) = g"(F(c))f"(c). O

Ejemplo 14,-Si /(x) = X™ con m,n € Z (n > 0), tenemos que
' P [C)1

= mjx*)™ 1-D(x"

£>(xr) = rx¢ 1 Vr GQ\ {0}
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Ejemplo 15.- Si/ :IR—>R es la funciéon definida por

( x2senj

{x) =
tenemos que

f°(X) = 2xsen  ~ + x2eos n para x”~ O,
y como
f(e)=1lim w (i)=°;

concluimos que

2xsen(”) - cos(i) ; x~O
F&x)=1 , . x=0
Note que en este ejemplo la funcién /' no es continua cuando x = 0

(¢porqué?), aun cuando la funcién / si lo es. Si denotamos por C1(7) al

conjunto de todas las funciones reales con primera derivada continua en el
intervalo 7, concluimos que

c'wzcil).

En general si denotamos por C” (7) al conjunto de todas las funciones reales
cuyas k primeras derivadas sean continuas en el intervalo 7, se demuestra
que

Ejemplo 16.- Si 7 es un intervaloy / :7 — M es derivable en x € 7,
entonces

D(Fn()) = nfn~10)F{X)

Ejemplo 17.- Si 7 es un intervalo, / : 7 — R es derivable en x € i )Y
/(x) > 0, entonces

Ejemplo 18 .- Si/ esla funciéon definida por

/(X)) = - — -. paratodo x € [—1,1],
2
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1+ —2X
entonces flx) = ----—- —x— Por lo tanto
X+ vT=1?)2
X —VI—
Px)y= . Vxe(-1,H\{Vv2/2}.

Vi —x2(1 + 2xVI - x2)

7.4 Derivada de la Funcién Inversa

Teorema 7.4.1 Derivada de la funcion inversa
Seaf : 1 =R continua e inyectiva y seac £ /(/). Sif es derivable en f*(c)
y V 0) entonces la funcién inversa de f, f* es derivable ency

Prueba:

g=1r

Denatemos por g a la inversa de la funcion /, es decir g =: /* : /(/) —1.
Luego debemos demostrar que

lim»to ~ = .1 2
*—C» X- C /'(3(0)) G )

Comox V csiy solosi g(x) V g{c) (yaque/ yg son inyectivas ), demostrar
la ecuacion (7.2) es equivalente a demostrar

um » f(9(0)
x~*¢  3W - flc) .

En efecto: seae > 0.
Como / es derivable en g(c), 3rj > 0 tal que

YEIAOD <\y - gO] <T=> /) .. <e (@3
y- ff©
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y siendo g continua en c, para Ij> 0, 35> 0 tal que

Xe (/) AXX—c] < $=*> \gX) - g(c)] < 7 (7.4)
Ahora si
(7.4)
x€ f(I)A0O< \Xx— A< 5 g(xX) G/ A0< [|s(x)-g(c)] <77
o Zg0) - (9@
- c <e,
500 - 9(0) (9(c))
es decir
to A8W) -/b(c)) ,
3(x) - p(c)
Esto completa la demostracion. O

Ejemplos 19 Como la funcién sen : [—§,8] —»R escontinua e inyectiva
y su rango es el intervalo [—1, 1], su inversa arcsen : [—1, 1] —»[—\,f] es
biyectiva y
arcsen(senx) = X Vx € [—] ,§] A
sen(arcsenx) = x Vx € [—1,1].

Figura 7.8: Funcién Seno y su Inversa
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Por otro lado, para x S [—1.1] tenemos que

sen” (arcsenx) — cos(arcsenx) = y/l — sen2(arcsenx) = VI - x2.
Luego, sen” (arcsenx) ~ 0 si y s6lo si X 6 (—1,1)
D(arcsen (x)) = = . Va; € (—1,1)
Vi —x2

Ejemplo 20.- Como la funcién eos :[0,7] — R es continua e inyectivay su
rango es el intervalo [—1,1], su inversa arceos :[—1,1] —[0,7] es biyectiva

y
arccos(cosx) — X Vx € [0,7r]
cos(arccosx) = x Vx £'[—1,1].

Por otro lado, para xe [-1,1] tenemos que

eos” (arccosx) = — sen(arccosx) — — y/l — cos2(arccosx) = —yjl —x2.

Luego, eos"(arceosx) 0 siy sélosix e (-1,1)

D(arccos (x)) = -—-—---*=r-y Vx 6 (-1,1)
Vi—x2

Figura 7.9: Funcién coseno y su Inversa
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Ejemplo 21.- Como la funcién tan : (-m§, f ) —»R es continua e inyectiva
y su rango es R, su inversa ardan :R — (~ f,f) es biyectivay

arctan(tanx) = x Vx € (-£, |)
tan(arctan x) = x Vx GR.

Por otro lado, para x GR tenemos que
tan'(arctanx) = sec2(arctanx) = 1-ftan2(arctanx) = 1+ x2.

Luego, tan‘(arctan xj 0 Vx GR

D (arctan(x)) = 1_;‘)(_ Vx GR
¢

Figura 7.10: Funcién tangente y su Inversa

Problema.- Demuestre que:

i) D(arcdg (x)) = —mm* VX GR.
1-]-x¢

ii) D(arcsec(x)) = si x| > 1.
Ix]\Vix2 - 1

1

iii) D(arccsc(x)) = si Ixl > 1.

T pve—1
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7.5 Derivaciéon Implicita

Consideremos la expresion

F(xy) =0

que indica que la relacién F entre los nimeros X e Y es igual a cero. Ejemplos
de esto son:

3x-5y + 470 (75)

x2+y2-1=0 (76)

x2+y2+1=0 (7.7

2y5-3y3+ 52+x = 0 (7.9

Volviendo a la expresién F(x,y) = 0, procedamos de la siguiente

manera: Dado un x0 £ R, si existe al menos uny £ R tal que F(x0,y) = O,
elegimos uno de ellos al que denotamos por y0 y lo denominamos “imagen”
de x0; es decir, a cada x0 de un subconjunto A ¢ R le asignamos un elemen
toy £ R usando la relacion F. Podemos denotar a la imagen pory = f(x),
donde “f ” indica la manera de como le asignamos el correspondiente y de
X (teniendo en cuenta que debe satisfacer F(x,y) = 0). Asi, definimos la
funcion f : A — R tal que

F(x,f(x)) =0
Veamos algunos..........
Ejemplos:
1. Si F(x,y) =: 3x- 5y + 4 = 0; dado x = 1, F(i,y) = 3 -5y +

4 = 0 implica que Yy — luego /(1) = |. Anéalogamente, para
x =0, F(Qy) = —5y+ 4 = 0 implica que Yy = luego /(0) =
Observamos que si F(X,y) = 3Xx —5y + 4 = 0, podemos definir la
aplicacion / : R —R por
que es una ley de correspondencia (deducida de F(X,y) = 0) que

asigna a cada X £ R uno y s6lo un elemento y = f(x) £ R.

2. Sea ahora F(X,y) =: X2+ y2— 1 = 0. Usando el mismo proced-
imiento anterior vemos que, para X = 0, F(0,y) =y2- 1= 0 implica
que Yy = £1; escogemos uno de ellos, por ejemplo y = —1, es decir
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/(0) = —1. Para x = 2, F(2,y) = 44-y2- 1 = 0, muestra que no
existe ningun Yy £ R tal que F(2,y) = 0, es decir X = 2 no tendria
“imagen” mediante /. ParaxX = -i=,/(-i=,y) = |+y2-1 = 0implica
que y = Elijamos y = oseal(-N) =

Procediendo de esta manera y eligiendo el valor negativo de los val-
ores de Yy (cuando los tuviera), observamos que nuestra funcién / puede
ser deducida de F(X,y) = X2+ y2— 1= 0 de la siguiente manera:

y2=1- x2

y==VI—Xx2 ViS[—1,1]
< Luego, de acuerdo a nuestra eleccién, la funciéon / seria
/ :[-1,1] —»R definida por f(x) = -y/l - x2, tal que
F(x,y) = F{x.f(x)) = x2+ [/(X)]2- 1=o.
< Con el mismo argumento podriamos obtener otra funcién
g :[-1,1] —»R definida por g(x) = 4 1- x2, tal que

F(x,y) = F(x,9(x)) = x2+ [y(x)]2-1 = 0.

= Podemos obtener también la funcién

A: [—1,1]—*R definida por h(x) /"—Vi w€l
—;

tal que F(x,y) = F(x,h(x)) = x2+ [/i(x)]2—1= 0.
3. SeaF(X,y) =:x2+y2+1 = 0. Paraxo € R, F(x0,y) = x2+ y2+1 es

siempre un numero positivo, lo que indica que no podemos designar

una imagen a ningln xo € R. En otras palabras, no podemos obtener
una funcién / con la ayuda de

F(x,y) =0

Este ejemplo nos muestra que de la ecuacién F{x,y) = 0 no siempre
se puede obtener una funcion f.
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4. Sea ahora
F(X,y) =: 2y5- 3y3+ 5y2- y+ x = 0.

Para xQ= 0, Fifi,y) = 2ys - 3y3+ 5y2- y = 0 implica que existe
al menos un valor y € R tal que F(0,y) = 0. En general, para un
x0 £ R cualquiera,

F{xo,y) = 2y5- 3j/l3+ 5y2- y+ x0= 0

es un polinomio en y de quinto grado (grado impar) y debe tener al
menos una raiz real, lo que quiere decir que podemos asignar a xo un
yo tal que F(Xo,y0) = 0. En este caso, no es facil deducir la ley de
correspondencia yO = /(aro) a partir de F{x0,y) = 0. Por lo tanto, a
pesar de haber detectado la existencia de por lo menos una funcién /
que satisfaga

F{x,/(x)) = o,

encontrar de forma explicita esta funcién puede ser una tarea muy
laboriosa, dificil o desalentadora; ( jFelizmente esto no serd necesario!).

Definicién 7.5.1 Sideterminamos que es posible definir una funcién a par-
tirde F(X,y) = 0, diremos que esta funcién esta definida explicitamente
si podemos expresarla de la forma

y= Ff(X) con F(Xx,/(x)) = 0.

Asi, en el ejemplo 1 de F(X,y) = 3x —5y + 4 = 0 podemos definir
explicitamente la funcién

/:M —>R por /(ar) =

Ax 4 A
o O

Igualmente de F(X,y) = x2+ y2- 1 = 0 del ejemplo 2 podemos definir
explicitamente las funciones:

I i[-1A] — R [ I(x) = -~ [~ A

g:[-1,1] -» R / g(X) = Vi - x2
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Definicion 7.5.2 Si de F(X,y) = 0 determinamos la existencia de una
funcion que no podemos expresar en la forma y = T{x), diremos que en
F(X,y) = 0 hay una funcién implicitamente definida.

El ejemplo 4 nos muestra que en la relacién
F(X,y) = 2y5- 3y3+ 5y2- y+ x=0
hay una funcién implicitamente definida

De todo lo expuesto previamente surgen las siguientes interro-
gantes. Dada la relacion F(X,y) = 0,

(i) ¢Cuando esta relaciéon define por lo menos una funcién?
(ii) ¢Son éstas funciones derivables?

(iii) Si hay una funcién implicitamente definida y ademéas es deri-
vable, ¢cé6mo se halla su derivada?

La respuesta la obtendremos de un teorema denominado “Teorema de la
Funcion Implicita” que da las condiciones necesarias para la existencia de
una funcion implicita derivable dada por F(X,y) = 0. La demostracion
de este teorema es competencia del calculo avanzado, por lo que es mejor
dedicarnos,a ilustrar las aplicaciones de (iii).

Consideremos nuevamente:

F(X,y) = X2+ y2—-1=0
donde /(X) = —v1—X2Yy g(x) = vOL —x2 son las funciones explicitamente
definidas de F(Xx,y) — 0. Sabemos que f y g son derivables para todo

X€(-1,1) y

(7.9)

(7.10)
Sin embargo, si en la ecuacién

®2+ y2—1= 0 (7.11)
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asumimos que y depende de x (o sea y = y(X)) y derivamos la ecuacion
(7.11) , obtenemos:
2a:+ 2y(x)y'(x) = 0 (7.12)

donde hemos usado le regla de la cadena para derivar [y(m)]2. Luego, de
(7.12) tenemos y"iX) = — , es decir, si hay alguna funcién y — y(x) definida

y
en F(X, y) = X2+ y2— 1= 0 su derivada debe ser:
y'x)= — (7.13)
y

Es facil comprobar que cuando y = f{xX) oy = g(X) de (7.13) obtenemos
las formulas de (7.9) y (7.10). Ademas, notemos que X24-y2— 1= 0 es
la ecuacion de la circunferencia de radio 1 y de centro en el origen de
coordenadas. Las funciones y = f{x) y y = g(x) tienen por grafica la
semicircunferencia inferior y superior respectivamente. La igualdad (7.13)
nos da la pendiente de la tangente en cada punto (x, Y) de la circunferencia,
mientras que y* = f"(X) es la pendiente de la tangente en el punto (x,Y)
de la semicircunferencia inferior y yl = g"{X) nos da la pendiente de la
tangente en (x,Y) de la semicircunferencia superior.

Veamos otros ejemplos:

1. Sea F(X,y) = y54-4y3 —3xy2+ Xy + 7 = 0. Sabemos que hay al
menos una funcién y = y(x) definida implicitamente en F(X,y) = 0.
Calculemos y'{x):

5yV + 12y2y' - 6Xyy" - 3y2+ xy'+ y = 0.
Luego
1 x_ 3y2 -
n 5y4 + 12y2 —6xy + X'

2. Sea F(X, y) = x3+ 2xy2+ y3 —1= 0. Siexiste una funcion y = y(x)
definida implicitamente, su derivada debe satisfacer:,

3x2+ 2y2+ 4xyy'+ 3y2y' = 0,
0 sea

3x2+ y2
yl=- :
4xy + 3y2
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Notar que este método de derivacion estd condicionado a la existencia de
una funcién definida implicita o explicitamente en F(X,y) = 0. Es
decir, si existe la funcion, su derivada se calcula de la manera expuesta.

El hecho de “obtener” la derivada no implica la existencia de la funcién. Por

ejemplo, de x2+ y2+ 1= 0 obtenemos 2X + 2yy’= 0, luego y" = -V Pero
sabemos que no hay ninguna funcién y = y(x) definida en X2+ y2+ 1= 0.

Este método también puede tener ventajas para calcular la derivada
de algunas funciones del tipo ¥y = /(x). Por ejemplo, si

X2+ 5
V= para todo X > 1
X —1

entonces y2{x —1) = X2+ 5,y derivando, 2yy'{x —l)‘l' y2 = 2X, es decir

_ 2x-y2
y= 2y(x - 1)
Luego, reemplazando el valor de Yy,
2 X2+ 5
- X2-2x-5
V =
20x - 1) X2+ 5 ) N2 X2+ 5
X—1 - bz
Asi
X2—2x—-5

Y = o(x—1)32(12 4-5)v2

7.6 Ejercicios Resueltos

1. Sea/ :R —>R la funcién definida por

(a) ¢Es / continuaen [-1,1] ?

(b) ¢ Es ¥ continua en [—1,1] ?
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Solucioén.-

(a)

(b)

Si X ™ 0, por la teoria de funciones continuas, / es continua en

X, Y cono limf(x) = limx5sen = 0= /(O), = tiere
y X—>0 ) X—0 \$x4) ©)

también que / es continua en 0, es decir esta funcién es continua

en [-1,1].

Como /'(0O) = lim x4sen (—r ] = 0, se tiene que
x—>0 Vx4)

5x4sen (~r) - 4cos (¢t) , i~ 0
f'(x) =
0 , x=0
Luego / es continua en x, para i 0. Por otro lado, como
xn = —r=3 —£0vy f(XN) — -4 (-1)n = +4, no se tiene que
y/nn

f'{Xn) —/'(0) = 0, es decir / no es continua en el cero, ni en el
intervalo [—1, 1],

a+ bx

2. Hallar la derivada de la funcion / definida por f{x)

3.

c+ dx

Solucién.-

Basta con aplicar la regla para derivar un cociente, asi:

Lo ble+ dx) —d(@+ bx)  be+ bdx —ad —bdx
I'(*) (c 4- dx)2 (c+ dx)2

Por tanto

be —ad c
(c+dx)2 Vvx~~d'

Sean / y ¢ dos funciones definidas en todo K tales que:

(8 g(x) = xf(x) + 1

(b)

g{x+y) = g(x) -g{y) vy

© sI_i+r})a/(x) =1
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Probar que g'(x) = g{x).
Solucioén.-

g'{x) = lim (9 iim 3{x)g(h) - g(x)
h-*0 i h_0 h

= $() AEQEIQIN €} 5(x)hli£10

h
= fWIlim/W = S(*
Asi g'(x) = £r(n).
4. Sea/ :[—1,1] —+K una funcién definida por
f(x)_ | *+ 2i2sen (i) , x€[-1,11\{0}
(a) Halle /'(O).
(b) Muestre que }' no es continua en X — 0.
(c) ¢(Es la funcién /' monétona en [-1,1]?
Solucién.-
1+ 2hsen (— = 1.
h*0 (
14-4xsen (i) —2cos (™) , i~ O
(b) f(x) =
~l , X=0
Observamos que XN = —*0. Si f fuese continua en el O se
tendria que f(xn) — >/'(0) = 1. Pero
f'(xn) = 14- — sen(2nir) —2cos(2n7r) = —2
2n7r

que naturalmente no converge a 1. Por lo tanto f no es continua
en el 0.

(c¢) Respuesta, f no es mondtona en [—1,1], puesto que f{~) = 3
(positivo) y /(¢r) = -1 (negativo).
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5. (a) Dar un ejemplo de una funcién / : (a, a —» R, diferenciable en
(a, b), con /(a) = f{b), tal que /'(x) 0, para todo x € (@, b)
(b) Dar un ejemplo de una funcion / : R —aR derivable en un Unico
punto de su dominio (Di —R).
Solucion.-

y 4
X , X € (a, 6)

, x € {a, b}
y notar que f'(x) = 1 Vx 6 (a b).

(b) Sabemos que la funcion

f(x) €0

x el

no es continua en x para x ji 0, luego no es derivable en x para
X 0. Por otro lado, afirmamos que / es derivable en el 0 y
que /'(O) = 0. En efecto: sea e > 0. Debemos demostrar que

>0/0< Jij]< 4= <s.
Note que
h2
mh h = ¥1 sih6Q
y . 0
h h

Por lo tanto elegimos 5= ey tenemos que

0<\h\<5 = m

< <b5=e
h-0 Hi

6. Sea L :R+ —*R una funcion derivable tal que L'(x) = — para todo

x > 0,y sea g :R —*R+ la inversa de L:

(a) Muestre que g'(x) = g{x).
(b) Si/(x) = ag(3x) + bg(2x) (a, be R), halle

/" (x)-5/"(x) + 6/(x).
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Solucioén.-

(a) Sabemos que (Log)(X) = x V ieR , luego derivando y aplicando
la regla de la cadena se tiene que

L {g{).97C0 = 1

es decir — mg"(X) = 1, asi

g =09{x) VxeR

(b)
Como /(x) = ag(3x) + 6g(2x)
/'(x) = 3ag(3x) + 267(2x)

/"(x) = 9ag(3x) + 469(2x)
—5/(x) = —15ag(3x) —106p(2x)
Yy 6/(x) = 6ag(3x) + 669g(2x).

Por lo tanto
/"(x)-5/'(x) + 6/(x)=0.

7. Sea/ :M —M la funcién definida por
I(x) = ~sen(3x)\/sen(3x) —~sen 3(3x) \/sefi(3x)

Muestre que /'(x) = cos3(3x) y/sefi{3x) V x € K.
Solucién.-
Como

/(x) = isen4/3(3x) -  senid 3(3x)

entonces
= T ‘o '3sen1/,3(3x)cos(3x) — N «3sen773(3x)cos(3x)
4 0 IU o

= senl1,/3(3x)cos(3x){l —sen2(3x)} = senl/3(3x)cos3(3x)

Por lo tanto

f(x) = ocos3(3x)y/sen(3x) V xeR .
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10.

7.6. Ejercicios Resueltos

Sea/ la funcidén real de variable real definida por /(x) = para todo

X 6 (—1,1). Halle un polinomio p de grado 5 tal que p(*I(0) = /(*)(0)
para k= 1,2,3,4,5.

(pW denota la fc-ésima derivada de p. )

Solucién.- En primer lugar observe que

! (fc)(z) = m _ ~ fc+tl para A= 0,1,2,3,4,5.

Por otro lado, si
p(x) = ao+ aji + a™x2+ (ZBX3 + a4x4 4-a5x5

entonces
p(*)(0) = klaic para k= 0,1,2,3,4,5.

Asi de la condicién impuesta tenemos que p(fc)(0) = /~(0), es decir
¢la* = K\, de donde se concluye que

p(x) == 1+ x+ x2+ x3+ x4+ x5

Sea/ :E -*K wuna funcién derivable en a, pruebe que

Solucién.- Como
f(a+ h)y—- f(a-h) _ 1 f(a+ h) - f(a) 1 f{a-h)~f(a)
2h 2" /i + 2 -1i
/(a — h)_— f(a)_

L P = /.'('%, concluimos qug

Hallar la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la curva
C:1x2+ 2y2—19=0

en sus puntos de abscisa 1.
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7.7

Solucion.-
Los puntos de abscisa 1 son (1,3) y (1,-3). Ahora derivando
implicitamente la ecuacion se tiene que 2x 4- 4y my" = 0, de donde

~M(1,38)— 1y y'(l-3) =g

Por lo tanto en (1,3)
Ct :Xx+ 6y= 19 y £jv :6x —y =3
y en (1,-3)

Ct :x—6y= 19 y 16X + y = 3.

Ejercicios Propuestos

. Sean ¢ € R y / una funcién derivable sobre R. Si g(X) = f(x + ¢),

demuestre partiendo de la definicion que g"(x) = f*(x+ C©). Ademas,
si h(x) — J(cx), demuestre que h"(xX) = cf(cx).

Sea / : R —»R una funcion definida por f(X) = X2 para X racional,
y f(X) = 0 para X irracional. Pruebe que / es derivable en X = 0y
encontrar /'(O).

(@) Pruebe que F(X) = x1/3 V X GR no es derivable en X = 0.

(b) ¢Es la funcion F(X) = y/\MX\ V X € R derivable en x = 0?

Justifique su respuesta.

Halle la derivada de la funciéon F(X) = |x2- 1] Vx £ R.

. Sea/(x) = |x|3 para todo x e R. Determinar /'(x), F'(X) paraij¢0.

Pruebe ademas que no existe / (0).

Determinar todos los puntos en los que las siguientes funciones reales
son derivables, luego encontrar las respectivas derivadas:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

7.7. Ejercicios Propuestos

(@) /1(x) = po+ WX+ 1] (c) FOO) = XN\
(b) /(x) = 2x+]x] (d) /(x) = |senx]

Suponga que / : R —> IR es derivable en todo punto de R. Si/ es una
funcién par, pruebe que /' es una funcién impar.

Suponga que / : R —»R es derivable en todo punto de R. Si/ es una
funcion impar, pruebe que /' es una funcién par.

. Sea L :R+ — R una funcion derivable tal que L*(X) = <, para todo

X

X > 0. Calcular la derivada de las siguientes funciones:
/(x) = L(2x + 3), g(x) = (L(x2))3, h(x) = L(L(x5)).

Suponga que / : R — R es derivable en Ccy que /(c) = 0. Pruebe que
g() = |/(x)] es derivable en ¢ siy s6lo si /'(c) = 0.

Demuestre que D(arc ctg x)=—-——  para todo x € R.
1+ X¢

(a) Demuestre que are sec x=arc eos— siempre que |[x] > 1.
X

(b) Demuestre que D (arc sec X )= - \ siempre que |[x] > 1.
Ixjvx2 - 1

Demuestre que D(arc esc x)=——pL == siempre que [x] > 1.
IXINXx —1

Sea / : —* R la funcién definida por /(x) = x2sen (“y) para x ™ 0,
y /(0) = 0. Probar que / es derivable en R. Probar asimismo que la
derivada ¥ no esta acotada en [—1,1].

Si/ :R —» R esta definida por f(X) — 2x4 + x4sen (~) para x W0
y /(0) = 0, pruebe que su derivada /' tiene valores estrictamente
positivos y estrictamente negativos en cualquier vecindad de 0.

Sea / una funcién real tal que 1)l < X Vx € R, a > 1. (Es
la funcion F diferenciable en 0? jJustifique su respuesta!
Sea / una funcién real tal que: f(@) = g(a) = h@), f(x) < gx) <

h(xX) vx e Ry (@) = h*{a). Pruebe que g es diferenciable en x = a
Y /'(a) = s"(@) = fi"@).-
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18. Dada la funcion f(x) = para todo X € R, halle por
X2+ 1

definicion /'(0) (si existe).

19. Hallar, si existe, /'(3), donde

3

{x) = \x- 3I3(x- 3) + x3 1 2

20. Hallar, si es posible, valores para ay 6 de modo que la funcién:
27
, W >3
1(*)

ax2+ bx+ c sm < 3
sea continua en X = 3 y diferenciable en X = -3.

21. Hallar /'(O) si la funcién / es definida por

I+

/I 9(X)seni si X
0 si x =

i

donde la funcién g satisface que g*(0) = g(0) = 0.

22. Si/ : 1 —=*R es continua e inyectiva, pruebe que / es estrictamente
monétona.

23. Sabiendo que a €s un numero real fijo, ; para qué valores de a y /3 la
funciéon / definida por:

H il > a
a + j3x Xl < a

es diferenciable?

24. Si la derivada de una funcién es cero en todo su dominio, ¢(se puede
concluir que la funcién es constante? jJustifique su respuesta!

25. Dado que la funcion F(X) = x3+ 2x + 1 VX € E posee inversa /* en
R, encontrar el valor de (/*)-1(y) en los puntos correspondientes a

x=0,1y-1.

26. Sean /(x) = IXI+ 3xy g(xX) = Ix- ¢Ix].
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3L

7.7. Ejercicios Propuestos

@ \rificar que no existe /'(O) ni g'(0).

(b) ¢Existira (/ 0g)'(0)?

Hallar la ecuacion ce la recta tangente y ce la recta nonmal a la
ana C: x2+ y2—IOx+ 16 = 0 en sus puntos ce alscisa 6.
Muestre que:

@ Sy=fx) CT 7% everficaqe 1+ (y)2= 2y

b Sy-= ar-l-g)—(—;- -1,'se erificaquey —xy' = a(l + x2").

(© Siy=yjax+ 4, severificage [1+ {y)Ay2—4yy' —4x = 0.

Calcular la segunda derivada y" en las siguientes ecueciones:
@ y/x+ yty—y/a (© x2y —xy2= 16
x—1
@ - x2+ 5

Sea/ : IR—= R una funcion derivable dos veces en a, es decir existe
/"(a). Pruebe que

/(@) = lim/(°+'0-W 0 +/(»-'
G /0o W g w10

Sea/ : [ah] —E derivable en (g b) salvo en x0 € (a, b), ademés
lim /(x) = L. Denostrar que f'(x0) = L.

X—+Xo

. Sea/ : [01] =R continuaen [0,1], /(0) = 0y / derivable en (0,1).

Demuestre que si /' es creciente en (0,1) entonces la funcion g(x) =

. Seaa € R+. Derrostrar que no existe ninguma fucion/ :R—R que

satisfaga simultaneanmente las tres condiciones siguientes:
@ / es derivable en [0, 00

(b) /'(0)=0
(© f{x) > aparatodox> Q.



Capitulo 8

Aplicaciones de la
Derivada

8.1 EIl Teorema del Valor Medio TVM

Definicién 8.1.1 Extremos Locales y Absolutos

Sean | un intervalo en R, / : I —»R une. funcién y c £ I. Se dice que
(i) / tiene un minimo local en c si existe 5> 0 tal que
/(c) < fFx) vx Gis{c) n L.
En este caso f(C) se llama minimc ‘'ocal de /.
(ii) / tiene un minimo absoluto en ¢ si
I(c) < F{x, vx G-
En este caso /(c) se llama minimo t.Isoluto de /.
(iii) F tiene un maximo local en Csi exisV d > 0 tal que
/(c) > Ffx) vx Gli(c)n 1.
En este caso /(c) se llama maxima local de /.

231
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(iv) / tiene un maximo absoluto en c si
f'c) > f(x) Vx<=l.
En este caso /(c) se llama maximo absoluto de /.

(v) / tiene un extremo loca: (absoluto) en ¢, si se tiene alguno de los
casos anteriores y el valor /(c) se llama extremo local (absoluto) de
la funcion f.

Si /(c) es un extremo absoluto de /, entonces /(c) es un extremo local de /,
mas el reciproco en general es falso. Esta definicion se ilustra en el siguiente’
grafico.

Figura 8.1: /(ci) maximo absoluto, /(C3) y /(c5) son maximos relativos;
/(C2) minimo relativo y /(04) minimo absoluto.

Si/ : o, —=Mes una funcién continua, por el teorema de los valores
extremos TVE, existen c,d z [a, € tales que /(c) < f(x) < f(d) para todo
X G [a 6], es decir, en este aso se garantiza la existencia del maximo y
minimo absoluto de la funder. f. Luego surge la siguiente interrogante,
¢cémo hallarlos?. Para responder a esta interrogante demostraremos los
teoremas de: Fermat, Rolle y v tor Medio; antes recordamos que el interior
de un intervalo I, denotado poi :nt(l), es el mismo conjunto | sin considerar
los extremos (si los tiene). Por ejemplo:

intfa,b) = (a,b) , int(—eob\ = (—,:), int(a +..) = (a +co0)
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Teorema 8.1.1 Teorema de Fermat

Seaf : | —IRuna funcion, ¢ £ int(l). Sif ¢s derivable en c y tiene un
extremo relativo en ¢, entonces

f(c) = 0.

Prueba. Suponiendo que / tiene un maximo relativo en c, existe 5> 0 tal
que
f(x) <f{c) W«£{c-d,c+5).

Si c—5< x < ¢, entonces

8.1
X —C G
Si ¢ < X < ¢+ 5, entonces
82
X—c

Y como / es derivable en ¢

tmM xXM = BnM zM =Un =

X->C+ X —-C X-*C- X —-2C X-*C X —<

luego de (8.1) y (8.2) tenemos que

I'c)>0 'y I'(c) <0,

de donde concluimos que /'(c) = O. O

La interpretacion geométrica del teo :ema de Fermat es que si / tiene un
extremo relativo en c y existe la derivada de / en este punto, entonces la
grafica de / debe tener una recta tangente horizontal en el punto (c, /(c)).

Definicién 8.1.2 Punto Critico

Seaf : 1 =R unafuncidny ¢ £ I. Se dice que ¢ es un punto critico de /
si /'(c) = 06 flIf'(c) 6 c es un extremo del intervalo I.

Nota.- Como consecuencia del TVE y iel teorema de Fermat tenemos que
si una funcién/ : [a, \—R tiene un ex.remo relativo en ¢, entonces ¢ es un

punto critico de /. El reciproco de este resultado es en general falso, como
se ilustra ahora:
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Figura 8.2: c< punto criticode f (i= 1,2, , 7)

e Dada la funcién /(x) = x3 V ie [—1,1], tenemos que /'(O) = 0, sin
embargo como /(x) < 0 Vx €[-1,0) y /(x) >0 V x 6 (0,1] esta
funcién no tiene un extremo relativo en el punto 0.

e Sea / la funcién definida por

Siendo esta funcién discontinua en el 0 sabemos que JBF"(0), y como
/(x) < —1 Vx < 0y F(X) >1 V x > 0 esta funcién no tiene un
extremo relativo en el punto 0.

e Si definimos la funcién / por: [/(x) = X V x € (—1,1) y
/(—1) = /(1) = 0, vemos que los puntos —1y 1 son los extremos del
dominio de /, sin embargo ninguno de estos es punto extremo de esta

funcion.

Es decir, que c¢c sea un punto critico de / es una condicién necesaria, mas
no suficiente, para que la funcién / tenga un extremo relativo en c.

Ahora enunciamos y demostramos el teorema debido al matematico
francés Michel Rolle (1652- 1719).

Teorema 8.1.2 Teorema de llolle
Sea / :[a, 6] — R una funcién continua en [a, 6] y derivable en (@, b). Si
f(a) = f{b) entonces existed € (a, b) tal que f°(d) = 0.
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Prueba Si f(x) = f(a) VvV X £ [a, 6] entonces F*"(X) = 0 V X £ (a, 6);
en caso contrario existe xq € (@,b) tal que f(xo) ~ /(a)- Sin pérdida de
generalidad (“spg”), supongamos que f(xo) > f{a).

Como / es continua en [o, 6], por el TVE existe d € [a, 6] tal que F(X) < / (d)
V X £ [a, 6], es decir / tiene un extremo relativo en d. Puesto que

m > /o»*) > [(>) = /(&),
se tiene que d ~ ay d + b, es decir / tiene un extremo relativo en d £
(a, 6) = ¢(nt[a, 6] y es diferenciare en este punto. Luego, usando el teorema
de Fermat concluimos que

{d) = o. O
Observacién.- Para que se cumpla la tesis del teorema de Rolle existen
tres hipétesis minimas (es decir, no eliminables). Ilustremos esto en los
siguientes ejemplos:
e Si / :[0,1] — R es definida por /(x) = X tenemos que / es con-

tinua en [0,1] y derivable en (0,1), pero no existe d £ (0,1) tal que
f°(d) = 0. (Aqui falta la hipdtesis /(0) = /(1).)

e Si/ :[-2,2] — R es definida por f(X) = |x] tenemos que / es con-
tinua en [-2,2] y /(-2) = /(2), pero no existe d £ (-2,2) tal que
f(d) = 0. (Aqui falta la hipdtesis que / sea derivable en (-2,2).)

/(2) = 1, tenemos que / es derivable en (0,2) y /(0) = /(2), pero no
existe d £ (0,2) tal que f°(d) = 0. (Aqui falta la hip6tesis que / sea
continua en [-2,2].)

e Si / :[0,2] —»R es definida por f(X) = X V X £ (0,2) y /(0) =

Teorema 8.1.3 Teorema del Valor Medio

Si f :[a,6] — R es una funcién continua en [a, 6] y derivable en (a, 6),
existe c £ (a, b) tal que

m =fflxM

0--a
Prueba.-
Sea (p: [a, 6] —»R la aplicacién definida por

) =1(*)- (
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(x - a) +f(a)

Figura 8.3: Teorema del Valor Medio TVM.

Observamos que Pes continua en [a, bl y derivable en (@, b) con

P = F(x)~ y V(@)= vih)=
luego por el teorema de Rolle existe ¢ € (@, b) tal que P°(© = 0, es decir

o./ h- M ,
Esto concluye la prueba. [m}

La interpretacién geométrica de éste teorema es que en la gréafica de
la funcién /, el namero es la pendiente del segmento rectilineo

gue une los puntos A(a, f(a)) y E(b,f(b)). ElI TVM garantiza que existe
algin punto sobre la curva entre A y B en el cual la recta tangente es
paralela a la recta secante que pasa por los puntos Ay B.

Ejemplo 1.- La funcién / :[0,1] —K definida por f(X) = es continua
en [0,1] y derivable en (0,1), luego por el TVM existe ¢ € (0,1) tal que

f(c) = — g~ ' es decir = 1. Por lo tanto C=

X3 es continua

Ejemplo 2.- La funciéon / :[-1,1] -+ R definida por /(X)
en [—1,1] y derivable en (—1,1), luego por el TVM existe ¢ 6 (—1,1) tal que

/'(c) = , es decir 3c2= 1. Por lo tanto ¢= "~ &6 c= —
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En seguida se demuestran las consecuencias méas importantantes del
teorema del valor medio. La potencia de estos resultados se ve de inmediato
al intentar graficar funciones no elementales.

Corolario 8.1.1 Consecuencias del TVM

Sea f : 1 —* R una funcién continua en el intervalo | y derivable en el
interior de dicho intervalo.

1. Si fF(x) = ov x£int(l),entonces fes costante en 1.

2. Si ) > ov x€int(l),entonces T es creciente en 1.

3 Si f(x) < ov x£int(l),entonces fes decreciente en I.

4. Si F{) > ov x£int(l),entonces fes no decreciente en I.

5. Si f'{x) < ov x£int(l),entonces fes no creciente en 1.
Prueba.-

Sea a £ | (fijo, arbitrario) y sea X £ 1 (i~ a). Six > a, f es continua en
[0,x] y derivable en (@,X), luego por el TVM existe'cx £ (@,X) tal que

3OO - i(a) = F{oO{x - @). n
Y como por hipotesis F*(cx) = 0, se tiene que F(xX) = f(@) V x > a.

Analogamente se prueba que f(x) — f{fa) VvV x < a. Esto completa la
prueba del item 1.

Para probar la parte 2, 3, 4y 5tomemos a< ben I, entonces / es continua
en [a,6] y derivable en (a, 6), luego por el TVM existe ¢ £ (a,b) tal que

f{b)~ f{a) = " (c){b-a).
Ahora, segun f*{c) sea positivo, negativo, no negativo o no positivo, se
tendra que /(a) < /(&), /(a) > /(£>), I(a) < F{b) o f(a).> f(b) respecti-

vamente, lo que completa la demostacion. m]

Proposicidn 8.1.4 Si las derivadas de dos funciones coinciden en el inte-
rior de un intervalo, ellas difieren en ur.a constante (en dicho intervalo).

Prueba.- sea I un intervalo y sean /, g 1l -+ R las funciones tales que

00 - g"() Vx G int(l),
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entonces (/ —@g)"(X) = 0 Vi e int(l). Luego por la parte 1. del corolario
anterior existe K G R tal que

/I(-) = g(xX)+k Vvxs/. O

Ejemplos :
! la f | definid / -1 2
1. S i6 ini R — VX N — .
ea a funcién real definida por /(x) ox; X 3
Como
(Bx + 2)2 “ O (Bx+ 2)2 e 3’

|/ es creciente en (-00,-]) y en (-],+00). Ademas, teniendo en
cuenta que

lim f{x) = 2, lim  f(X) = +o00, y lim  /(*) = - oo,

tenemos el siguiente dibujo para esta funcién.

2. Sea / la funcién real definida por
f(X) — 2x3+ 3x2 —36x+ 9 VxgR.

Como F"(X) = 6x2+ 6x —36 = 6(x + 3)(x —2) V x g R, vemos que
f(x) > 0en (-00,-3] U[2,+00) vy F"X) < 0en [-3,2], Por lo
tanto:

| es creciente en (—oo0, —3],

/| es decreciente en [—3,2] y
/| es creciente en [2,+00).
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No estd deméas aclarar que esta funcién no es creciente en
(—co, -3] U [2,+co0) {Obviamente!

3. Sea / la funcién real definida por

I(*) = 1°72 VieK'

—2X
Como f{X) = V x € E, /es creciente en (—00,0] y es
1+ x2)2

decreciente en [0, +00), como se ilustra en la siguiente grafica

8.2 Criterio de la Ira y 2da Derivada

Teorema 8.2.1 Criterio de la primera derivada

Sean I un intervalo, ¥ :1 -*R una funcioén continuay c € int(l). Si existe
5 > 0 tal que:
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1. fF*"(X)>0Vi€ (c-i,c) y FF(X) < 0Vx £ (c,c+ 5), entonces T tiene
un maximo relativo en c.

2. f{x) < 0vVvx € (c—=S,0 y f{x) > o0vx € (,c+ 5), entonces f tiene
un minimo relativo en c.

Prueba.-
1. Por la hipotesis F es creciente en (c —5,c] y decreciente en [c,c + 5), esto
es

/(x) < I(c) siemprequeC— 0< X< C vy
/(c) > I(x) siempre que C< X< Cc— 5.

Por lo tanto /(x) < F(c) para todo x £ (c— 5,c+ 5), asi/(c) esel maximo
relativo de /.
La prueba de 2. es anéaloga, se deja para el lector responsable (justed!). O

Ejemplos:

1. Dada la funcion f(X) = -2 ,/fxi+1 V x £ R, tenemos que

Entonces f"(X) >0 V if (-00,0) y /'(x) < 0 V x € (0,+00),
luego aplicando el criterio de la primera derivada, podemos afirmar
que: /(O) = 1 es el Unico maximo relativo (mas aun maximo abso-
luto). Ademas como / es creciente en (-oo0, 0), decreciente en (0, +00)
y teniendo en cuenta que lim /(x) = -oo0, tenemos el siguiente

bozquejo para la grafica de esta funcion.
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2. Dada la funcion /(x) = {X+ 2)2(x —3) V i£ 1, tenemos que
F{X) = 2(x+2)(x-3)+(x+2)2 = (Xf2)[2x—6+x+2] = (x+2)(3x-4).
Entonces
f(x) > 0 va: 6 {—00,2) U (3,+00) vy
<o (—2.3),

luego aplicando el criterio de la primera derivada, podemos afirmar
que: /(—2) = 0 es el Gnico maximo relativo y /(]) = —~ es el
Gnico minimo relativo la funcién /. Ademas como F es creciente en

(—o00,2), decreciente en (—2,3), creciente en (3, +00) y teniendo en
cuenta que Ilim F(X) = too, tenemos el siguiente bozquejo para la
X—>+00

grafica de esta funcién.

3. Dada la funcién /(X) = jJ”"x8 - (x2 Vi £ R, tenemos que

f{x) = -xa- x = |x(x - \/3)(x + V3).

Entonces

f{xX) >0 Vx € (—v/3,0) U (\/3,+00) vy
/I'(*) <OV Xx£E (-00,-V3)UQ(O, >/3)

luego aplicando el criterio de la primera derivada, podemos afirmar

que: /(—\/3) = —] = /(V 3) son los minimos relativosy /(O) = Oes

el tnico maximo relativo la funcién /. Ademas como / es decreciente

en (—oo0, -\/3), creciente en (-\/3,0), decreciente en (O, \/3), creciente

en (-\/3, +00) y teniendo en cuenta que lim /(x) = +o00, tenemos el
X—>100

siguiente bozquejo para la grafica de esta funcion.
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Figura 8.4: f[x) = j~x* - ~x2

4. Dada la funcion f(x) = E2X+ 1 V x £ IR, tenemos que
00 1—x2 - 1)1+ 1) VxeR
X) = X .
(T+W (1+x2)2
Entonces

") >0 Vie (-1,1) vy

f"(X) <0 Vi £ {-00,-1) U(l,+00)

luego aplicando el criterio de la primera derivada, podemos afirmar
que: /(1) = ~ es el tnico maximo relativoy /(—1) = —5 es el Unico
minimo relativo de la funcién /. Ademéas como / es decreciente en
(—oo0,-1), creciente en (—1,1), decreciente en (1,+ 00) y teniendo en
cuenta que Ilim f(X) — O, tenemos el siguiente bozquejo para la

grafica de esta funcién.
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Teorema 8.2.2 Criterio de la segunda derivada
Sea f una funcién real, derivable en una vecindad (c— <%, c+ 50) del punto
c tal que f*'(c) = 0 y f"(c) existe.

1 Si " () > 0, entonces f(c) es un minimo relativo de f.
2. Si '(c) < 0, entonces f(c) es un,maximo relativo de f.

3. Si/"(0) = 0 no se afirma nada.

F&\_ f©
Prueba de 2.- Como F'(c) < 0, es decir Iim -----e--eeoeoeeeeeeee = f'{c) < o,
X—+C X —C
tomando e = —f'(c) > 0 35 > 0 tal que
) - {c ,
{))( c{)_y < —f'{c) siempre que X G (c —5,¢c + 5) \ {c}

entonces

\% (c —5,c+ 5)\{c}. (8.3)

Sic - 5 < X < c,de (8.3) se concluye que F'"{x) > 0 en (c - 5,c), y si
c< X < c+ 5, de(8.3) se concluye que F*"(X) < 0 en (c,c + 5). Por lo
tanto, por el criterio de la Ira derivada, / tiene un méaximo relativo en c.

La prueba de (1) es analoga. Para ver la parte (3) basta con analizar

la funcion F(X) = xs donde vemos que /"(0) = 0y que /(0) =

= 0 no es
méaximo ni minimo relativo de esta funcién. m]
Ejemplo 1.- Si/ es la funciéon ya estudiada Ff{x) = - \x2 Wx e R,

tenemos que

)= "x3- x=0w=>x=0, x=\/3yx = -73.

También se tiene que F'{x) = x2- 1,y como:

/"(0)y = -1<0, F"{V3) =250, /"(-V3)=2>0

concluimos que

/(0) = 0 es un maximo local, /(V3) — —] es un minimo local y

f(-Vv3) = también es un minimo local de /.
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Ejemplo 2.-. Si / es la funcién definida por /(x) = V X G
1+ x2

tenemos que

1-X 2
f(x) = = 0 <==>X = *1 (puntos criticos),
1+ x2)2
2rr3 _firr 1 1
y como F'(X) = (@ + x2ji>implicaque /"(1) = -- <0y /"(-1) = - > °,

de donde se concluye que

/(1) = ~ es un maximo local y /(—1) = —i es un minimo local de /.
(Por otro lado siendo (|x] — i)2 > 0 para todo X real , implica que
1/(z)] = Y~2 ~ \"lues° /(_1) = ~ F(x)N \ = /i1l)- Asielrango
de esta funcion es 7ZF = \ jVea el grafico anterior!)

Ejemplo 3.- Si f(X) = ~/x2(6 - X) para todo X € R, se tiene que

f _ 4 —X
(X) - s/x(Q - x)2
-8
'x) = sixy?rO A x"6
{/Ix4(6 -x)5

y como /"(4) < 0, por el criterio de la segunda derivada, concluimos que
/(4) es un méaximo relativo para /.
8.3 Convexidad y Concavidad
Para a, be R distintos la funcién A : [0,1] —> [a, 6] definida por

A(t) = (1 -t)a+ th VvV te [0,1]
es inyectiva. Por otro lado si u < x < b, entonces 0 < X — a <b - a, luego
0< i— ° < i. Por lo tanto

b- a

Vx€I([a6 3t=~"—-¢€[01] / x= (b-a)yt+ a= A(t)
0—a
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lo que demuestra que A establece una biyecciéon entre los intervalos [0,1]
y [a, 6], Es decir, si tvaria entre 0 y 1 entonces A(i) varia entre ay 6;
precisamente usaremos esto en la siguiente definicién.
Definicién 8.3.1 Sea/ CRun intervalo. Se dice que:

1. La funciéon / : 1 —»E es convexa si

/(1 - ta+ ] < (1- t)/(a) + th) VvV a,6€ 1 Vte [0,1]

2. La funcién / : I — IRes concava si —/ es convexa.

llustramos esta definicién en el siguiente grafico

Figura 8.5: / es convexa

Otros graficos que ilustran la definicién anterior son los siguientes:
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Definicion 8.3.2 Un subconjunto C del plano es convexo si para todo
P,Q € C el segmento de extremos P y Q denotado por [P, Q\ esta contenido

en C, es decir

S es convexo <=» [P,QQ ¢ C VP,Q eC.

C\y G2son convexos, pero C3 no es convexo.
Ahora a cada funcién le asociamos un conjunto y analizando la convexi
dad de este conjunto sabremos si la funcién bajo estudio es 0 no convexa.

Definicion 8.3.3 Sea A C R . Dada la funcién / : A —>M, el conjunto

Epi(f) = {(*,2) 6 A xR / I(x) <Y}

se llama el Epigrafo de /

Teorema 8.3.1 Sea 7 C IR un intervalo. La funciéon f :1 —R es convexa

si y sélo si Epi(f) es un conjunto convexo del plano.
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Prueba.- Supongamos que / es convexa, y sean (X\,Yy\), (12,%2) 6 Epi(f)
y t€ [0,1], Entonces /(x x) < yx, F{x2)< y2, xItx2 € /, luego

tf{x)<tyl, (@L-1)/(X2D<@-t)y2, donde i+ - )x2€/

asi i/(xi)+ (1 —t)/(x2) < tyi+ (i-t)y2.Por otro lado, como / es convexa,
F(EXi + (- i)x2) < i/(xi) + (- i)/(x2); de donde por la transitividad de
la relacion de orden usual tenemos que F(IXi+ (1 —)Xx2) < tyx+ (1 —t)y2.
Por lo tanto

JCFi,viy + @ - (x2,y2) = (axi + @ - t)x2,yi + (L- t)y2) €Epi(f)

esto prueba que Epi(f) es un conjunto convexo.
Reciprocamente, supongamos que Epi(f) es un conjunto convexo, luego si
xi,x2elyt £ [0,1] ix!+ (1-i)x2 G /i,ycom o(x1,/(xi)),(x2,/(x2)e

Epi(f), usando la hipétesis t(xi,f(x1)) + (1 - t)(x2,/(x2)) e Epi(f). Por
lo tanto

f(txi + (1 - tx2) <tf(x:)+ @ - 1)/(x2)

lo que demuestra que / es una funcién convexa. O

Notamos que una funcion £ :1 —*IR es convexa cuando su grafico esta
situado debajo de “cualquier” secante, es decir, si a < x ben I entonces
I(*)< (¢ la-)x~-a+ f(a)

o bien

D9~ (~ b~ a) {x=p+m

Usando esto se ve de inmediato que la funcion ¥ -1 —*R es convexa siy
s6lo si, Vx 6 (a,b) C I

{x) - f(@ < f(b) - f(@ < f(x) - f(b)

8.4
X — a b- a x —b &4
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fi es convexa y derivable /> es convexa no derivable

Observamos que la definicion de funcién convexa es independiente de
la diferenciabilidad, esto quiere decir que existen funciones convexas no
derivables. En el caso que si lo sea, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8.3.2 Sea f :1 —*E una funcién derivable en el intervalo I, son
equivalentes:

1. ¥ es convexa.
2. f esmond6tona creciente . *

B f(x) > Ta(x) Va,x£EI,
donde Ta(x) = f*(a)(x— a)+ f(a) es larecta tangente af en (a,/(a)).
Prueba. -

(1 ==> 2) Sean a < ben I, de (8.4)

f(x) - /(a) < fjb)-fja) < fjx) - fjb)
siempre que a < X < b,

luego tomando limite cuando X —> a+ en la primera desigualdad, cuando
X —>b~ en la segunda desigualdad y teniendo en cuenta que / es derivable
en todo el intervalo I, concluimos que

f{a) = f+(a) < I~ y &{a) < fL(b) = f(b),
es decir f(a) < f'(b) siempre que a < b, lo que dice que f es monétona
creciente.
(2 ==>3) Sean a,Xx £ 1. Sia< X porel TVM 3¢cX £ (a,X) tal que

f(x) = fia) + flicx)ix - a).
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Como /' es monétona creciente /'(c) > /"(@), lo que implica que
f(xX) > /(0) + F*{a)(x- @) = Ta(X)-

Si X < a la prueba es analoga.

(3=> 1) Sean x0,a,b € I tal que a < xq < b. Debemos demostrar que

i &a-a) + ()

En efecto: sea
U={(xy)eR2/y> TXx) }
donde TXqfx )= F (x0) (x-x0)+F(x0) es la recta tangente a/e n {xo,F(x0)),
luego de la hipdtesis se tiene que }{a) > TXo(a) y f(b) > TXo(), es decir
A(a,f{a))eH y B{b,f(b)) € Ti.

Siendo Ti un conjunto convexo, el segmento de extremos Ay B esta con-
tenido en Ti, en particular

es decir F(x0) = TXo{x0) < (*o - a) + /(a). O
Por ejemplo para la funcién / definida por F(X) = x2 V x 6 R,
siendo F[x) = 2x VI e R (monétona creciente), concluimos que esta

funcién es convexa en todo R.

Observando este ejemplo es natural dar el siguiente

Corolario 8.3.1 Sea I un intervaloy f :/ — R una funcidon dos veces
derivable, entonces

1. £ es convexa en I siy sélo si F'(x) >0 Vi£l,

2. T es concava en I siy solo si F'{x) <O Vigl.

Prueba.-

1.- / es convexa siy s6lo si g= /' escreciente en I, o equivalentemente si

g"(xX) > 0 en L. Es decir, / es convexa siy s6losi F'{X) >0 V if£ /.
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2.- | es céncava siy s6lo si —/ es convexa en /, de donde se concluye que

/ es concava siy s6losi/"(z) <0 IX€ L m]
Para la funcion f(x) = x3 V X < R, como /"(z) = 6a vemos que /
es concava en (—o00,0) y convexa en (0,00). En este caso se dice que la
funcién cambia de concavidad (o le convexidad) cuando r = 0 6 en el

punto (0,0). Estos puntos de camoio de concavidad son llamados puntos
de inflexién.

Definicion 8.3.4 Sea |l un intervaloy sea/ : 1 —R una funcion derivable
en ¢ 6 Int(l). Se dice que c es un punto de inflexion de / si existe 5> 0
tal que / es convexa (concava) en (c —5,C) y / es concava (convexa) en

(c,c+ 5.

Note que, si Ces un punto de inflexion entonces F'{c) = 0 (jverifique!), sin
embargo el reciproco de este resultado es en general falso. Por ejemplo, si
consideramos la funcién f(X) = z4 V z € IR vemos que /"(0) = Oy (0,0)
no es un punto de inflexion (claramente). Ahora veamos las aplicaciones
méas inmediatas de todo lo desarrollado.

Aplicacion 1.- Graficar la funcion / definida por
/(z) = X4- 423 Vz GIR

Solucién.-

—
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f(X) = x4- 4x3= x3(x - 4)= x4 "1 - A (8.5)
/'(x) = 4x3 —12x2 = 4x2(x —3) (8.6)
/"(a?) = 12x2 - 24x = 12x(x - 2) (8.7)

De (8.5) vemos que las raices de / son Gy 4 (ie.

que lim f{xX) — +o0o0; de (8.6) vemos que /
a—» 100

f(0)=1f(4)=0), y
es decreciente en (-00,3]

y creciente en [3,+00), luego /(3) = —27 es el minimo absoluto de /.

Ademas de (8.7) se tiene que F es convexa en (—00,0) y en (3,+00), y es
céncava en (0,2). Por lo tanto (0,0) y (2,-16) son los Unicos puntos de
inflexion de esta funcion.

Con toda esta informacién se ha contruido el
grafico de esta funcién.

X24-7x + 3
Aplicacion 2.- Graficar la funcion /, si T(X) 5 i ¢ 0
X
Solucién.-
/(X)) =1+ 7i-1 + 3i-2 = 1+ (8-8)
y-ix) = —7i-2 —6i~3= - — | (8.9)
Xa .
/"(*) = 14x"“ 3+ 18i-4 = 2"~ 4N (8-10)

De (8.8) lim Ff(X) = 1, lo que implica que £i :y = 1 es una asintota
X-*+00

3
— = +o00 la

horizontal a izquierda y a derecha, y como Ilim f(xX) = 1+

recta C? :x = 0 esuna asintota vertical (a izquierda y derecha del 0). De
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(8.9) vemos que / es decreciente en (—oo0, —=] y en (0,+co), es creciente
en [—1,0), luego /(—f) es el minimo absoluto de /. Ademas de (8.10)
se tiene que / es céncava en y es convexa en los intervalos (0, 4-co)
y (—1,0). Por lo tanto (—] ,/(-])) es el Gnico punto de inflexién de esta
funcién. Con toda esta informaciéon se ha construido el grafico de /.

Aplicaciéon 3.- Graficar la funcién / definida por

) = \/x2(6 - X) Vx € R

Solucién .-
f(x) = y/X2(6 —X) = x2(6 —x)]¥3—x\]j 1 (8-11)
i {X) = 1[x2(6-x)]-2/3{2x(6-x) + x2(-1)} = (8.12)
) yx(6 - x)¢
/"(x) = ©(8.13)

AIx4(6 - x)5
De (8.11), vemos que las raices de / son Oy 6. Por otro lado como

m = ﬁm EO)" = i-Iim %/6—"—1= —1 vy

* %100 X Xx—++00 y X
lim [/(x)-m x]= lim [-yx2(6 —x) + x] = lim [x —"/xX2(X - 6)1
x—»dhoo Xx—++00 X—+*00
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X — X- —0; + y/X"NIx —6)

larecta L\ :y = —X + 2 es una asintota oblicua a izquierda y a derecha. De
(8.12) vemos que / es creciente en [0,4], y es decreciente en los intervalos
(—00,0] y [4, +co0), luego /(O) = 0es el minimo relativoy /(4) es el maximo
relativo de /. mAdemas de (8.13) se tiene que / es convexa en (6,+00)
y es céncava en los intervalos (—o00,0) y (0,6). Por lo tanto (6,0) es el
Unico punto de inflexion de esta funcién. Con toda esta informacién se ha
construido el grafico de /.

8.4 Los Polinomios de Taylor

Una técnica de gran utilidad en el estudio de las funciones reales es
la aproximacién de éstas por medio de polinomios. Precisamente los poli-
nomios de Taylor proporcionan una aproximaciéon razonable de la funcién
“localmente”. EIl teorema de Taylor que aqui probaremos puede ser con-
siderado como una ampliacién del teorema del valor medio para derivadas
de orden superior. Mientras que el teorema del valor medio relaciona los
valores de la funcién con su derivada, el teorema de Taylor proporciona una
relacion entre los valores de la funcién y sus derivadas de orden superior.
Si una funciéon / tiene una derivada n-ésima en un punto c, no es dificil
construir un polinomio pn de grado n-ésimo tal que

p(c) = /(c) y plfc)(c) = / (fc)(c) para A= 1,2,3, n. (8.14)

De hecho tal polinomio es

Este polinomio es llamado n-énesimo Polinomio de Taylor de /
alrededor de C. Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 1.- Halle los polinomios de Taylor de la funciéon seno alrededor
del 0.
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Solucién.- Como

/(X) = serix m =o
(x) = cos oy =
f"(x) = —senx /"(0) = o
M) = —cosx  I<3(0) = -1
/(409 = senx I @) =0
se tiene que
PA() = /(0) + I'(0)x + sapxas OO
es decir
x3
P3P = x - — =p 4.
En general

2j3 2*5 2*7 ~2le+l

P2fcHi(X) = x* 37+ 5f“ J\ + " m (_1)f2A + 1) =P2k+2"

Ejemplo 2.- Halle los polinomios de Taylor de la funciéon coseno alrededor
del 0.

Solucién.- Como

f(x) = cosx /0)=1
'(x) = —senx I'©0)=0
f'(x) - —cosx == f{0) = -1
/(3)(i) = senx /(3)0) = o
/(4)(i) = cosx /@) =1

se tiene que

M 0)x3, /(4)(0) 4
3! *

Pi(x) /(0) + 1'(0)x + o X F -ir )

es decir

p4(x) = I - — + ~-=ps(x).
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En general
A = 1- Jr+r-|r + =+ =

Ejemplo 3.- Si/(x) = —-— Vx G (-1,1), los polinomios de Taylor de /
1

alrededor del cero son (jverifique!):
Pi(x) = 1+ x, Pi(x)= 1+x +a:2, p3(x) = 1+ x4-x2+ x3,

Pi(X) = 14 x + x24-x3+ x4, P5(x) = 14-x 4-X2+ X3+ x44-x5, etc.

Graficando

En esta grafica vemos que cuanto mayor sea el grado del polinomio de Taylor
mejor es la aproximacion a f alrededor del cero.

A fin, de medir la calidad de la aproximacién, es necesario contar con la
informacién acerca del residuo

Jon(x) = F(x)-pn{X).

El siguiente resultado fundamental proporciona dicha informacién.
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Teorema 8.4.1 Férmula de Taylor

Sea f : [a, 6] — R una funcidn derivable en [a, 6] hasta el orden n tal que
f(n+\) exBia en (a,b). Si c es un punto cualquiera fijado en [a, b], entonces
para cada x € [a, b] existe £ entre c y x tal que

[ (nt1)(e) , -
YT T N (i-c)(nt+l). (8.16)
JW - E=O Ti— (x - (n+ 1)
Prueba: Consideremos el caso X > C; por un razonamiento anéalogo se

prueba el caso X < C. El punto X quedaré fijo durante toda la demostracion.

Si definimos la funcién F : [c, X] —wR por
F(t) = f(x)-j2~r-(x-t)k Vte[c,x]
k=0
vemos que F(X) = 0 y

F(e) = fx) -~ ~JC K~k ( /(x)=Pnil)+ F @©)

Ahora como F(t) = f(xX) - f() - v ' ? 5y~ (X — bk,
k=i

f/ (fer1)()
R

K=1 = (fc-1)!

= -0 - {/("M)M)- Dn- /'« }
es decir,
Fl)=_LA~  (xr ©40
Por otro lado si definimos la funciéon G : [c, x]-*R por

n+l

X—-t
G(t) = F(t) - wF(c) V te [c, X\
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notamos que Q es continua en [c,x], derivable en (C,X) y G(c) = G(X) = 0,
luego por el teorema de Rolle, existe £ € (c, X) tal que G'(£) = 0, es decir

F'(fl+ (n+1)¢*_e~ > (c)-0.

/(W10

(n + 1)!

Luego usando (8.18), se concluye que F(c) = c)(n+1) . O
El término correspondiente al residuo en (8.16) se puede usar para
estimar el error al aproximar una funcién mediante su polinomio de Taylor
Pn(X). Si el nimero n es fijado se plantea la cuestion de la precision de
la aproximacioén; si se especifica cierta precisién entonces la cuestién es
encontrar un valor adecuado para n. En los siguientes ejemplos se ilustra
lo mencionado.

Ejemplo 1.- Como

1 X2 X4 Xs
cosx = 1 — . .
T + 24 120Geni
donde f esta entre Oy x, para [x] < 1
1
< 120

es decir el polinomio de Taylor alrededor del origen y con n = 4 difiere de
la funciéon coseno en menos de 1/120, para valores de x g [—1, 1].
Sin = 6 el polinomo de Taylor es

X2 x4 X6
~ T + 24" 720’

luego

Asi trabajando en el mismo intervalo al aumentar el grado del correspon-
diente polinomio de Taylor se mejora la aproximacién.
Ejemplo 2.- Para cualquier x € R se cumple que

X2
1— — < eos X.
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En efecto: Fijado x £ R, para algin £ entre-0 y x se tiene que

X2 senf 3
cosx =1 —2—H-——é—x .

Por otro lado si 0 < x < ir tanto £ como x3 son positivas, luego senf «3 > 0,
y si —f < x < 0 tanto £ como X3 son negativas, luego senf «x3 > 0. Por

consiguiente 1— < eos x para pd < ir. Si pd > n es facil ver que
X2
1——< —3< cosx.
Por lo tanto la desigualdad es valida para todo x real. O

Existen funciones reales / tales que f'(c) —O0, f"{c) = Oy /(c) es un
maximo o un minimo local. Por ejemplo si f(x) = x4 V x £ R el punto
i = 0es un punto critico de /, pues /'(O) = 0y apesar de que /"(0O) = 0.
0 = /(O) es un minimo local de /; analogamente si /(x) = -x4 VX £ R,
['(Q) = /["(O) = 0y 0= /(O) es un maximo local de esta funcion. Sentimos
pues que hay necesidad de tener un criterio mas poderoso para decidir si
un punto critico es un Maximo o un minimo. Gracias al teorema de Taylor
demostraremos el resultado deseado en el siguiente teorema, que genareliza
los criterios de la primera 'y segunda derivada.I

Teorema 8.4.2 Seaf : (a, b) —R una funcion de clase Cn en (a, b) tal
que para algiinc £ (a, b)

f\c) = /"(c) = emo/ (n-1)(c) = 0 y fW(c) ¢ O

L Si nesparyf~(c) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en c.

2. Si nesparyf” (c) > 0 entonces f tiene un maximo relativo en c.

3. Si n es impar, f no tiene maximo ni minimo relativo en c.
Prueba .- Puesto que las (n —1) primeras derivadas de / en ¢ son ceros,
por la férmula de Taylor (8.16)

f CO(E)
/(X)) =1(c) + - n]-(z- c)n

donde £ es algin numero entre ¢ y x. Siendo / W continuay /(") (c) ™ 0,
existe un intervalo I C (a, b) que contiene a ¢ tal que

[(N)(X) y / (c) tengan el mismo signo VX £ I. (8.18)
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1 Si nespary (c)> O, siendo | un intervalo, para cada x £1,
£ £ | (recordando quec € 1), luegode (8.18) /'(£) > 0y (x—€)n> 0,
lo que implica que

f() = f(c) + ~ P~ (x-c)n>/(c).

Asi /(c) < f(x) Vx £, es decir / tiene un minimo relativo en c.

2 Si nespary /(")(c) < 0, siendo I un intervalo, para cada x £1,
£ GI (recordando quec € 1), luegode (8.18) /'(£) < 0y (x-c)n>0,
lo que implica que

f(x) = f(c) + f hi (x- c)n</(c).

Asi /(c) > /(i) Vx 6/, esdecir/ tiene un maximo relativo en c.

3. Si n es impar, entonces (X —c)n es estrictamente positiva si X > ¢

y estrictamente negativa si X < c¢. Por consiguiente ----- (X —c)n

tendra signos contrarios a la izquierda y a la derecha de c. Por lo
tanto / no tiene ni maximo ni minimo relativo en c. O

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 1.- Si / es la funcién definida por /(x) = senx —x VxeR,
tenemos que

f'(x) = cosx —1, f"(x) = —senx, f"'(x) = —e0sx

luego
/(0)=0, /"(O) =0y /"(0)=-1.

Por lo tanto esta funcién no tiene extremo relativo en el origen.

Ejemplo 2.- Si/ es lafuncion definida por /(x) = 2cosx+ x2+ x5 VX £ R,
tenemos que

/'(x) = -2senx + 2x + 5x4, ["(x) = -2cosx + 2+ 20x3,

}{x) = 2sen(x) + 60x2 y f~\x) = 2cosx + 120,

luego /'(0) = /"(0) = /"'(O) = 0y /™(O) = 2> 0. Por lo tanto / tiene un
minimo relativo en el origen.



FT

260 8.5. Ejercicios Resueltos

8.5 Ejercicios Resueltos

1. Dada la funcién

X3 — X2 + x 0 < x < 1

I(*) = "X

2 —x K*<§

Analizar si es aplicable el TVM en el intervalo [0, | ], si no es aplicable,
diga por qué. Si se cumple todas las hipétesis de TV M, hallar el valor
de ¢ £ (0, |) que satisfaga la tesis del TVM.

Solucion.-

Como lim /(x) = 1,/ es continua en [0,3/2]. Derivando

ft, s /_3X2—2X+l 0< x < 1

[ ) =i 2
Para 0 < X < 1

I(*) “ 1() x- D(x2+ 1) 20 i

— 721 - ITT)— =x +1
y para l< X < |

(g )-1(1) (=2)(x~=1) _ -2

i —1 x- DX-2) X —2"'

luego

Un limM xm ,

I-+1- X—1 X»+  X—1
es decir /'(l) = 2, asi / es derivable en (0,]). Por lo tanto /

satisface las hipo6tesis del TVM. Luego existe ¢ € (0,]) tal que
f(3/2j _ 1(0")
/;(c) = — /—— -— = 2, mas aun tal valor de c es 1.
O/« —u
2. Sean/ : 1 —J convexa y g :J —»K convexa y creciente. Pruebe que
go/:/ —»R es convexa.
Solucién.-

Sean x,y e / y A e [0,1] arbitrarios. Siendo / convexa tenemos que

I[AXx + (1 - A)] < A/(x) + (1- A)(y),
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y puesto que la funcién g es creciente y convexa implica que
gUIAx+(I-A)y]) < FI[AT(x)+ (1-A)/(y)] < Ap(/(x))+(I-A)sr(/(y)),
es decir
@o/)[Xx+ (1 - Ayl < A(@o/)(x) + (1 - AXgo/)(y).
Por lo tanto g o f es convexa. 0
3. Un pedazo de alambre de 20cm de largo se corta en dos partes, una

parte para formar un cuadrado y con la otra se forma una circunfe-
rencia.

(a) ¢(Do6nde se debe hacer el corte para que la suma de las &reas sea
minima?

(b) Realizar lo anterior para el caso de un maximo. Discutir ese caso.

Solucion.-

(a) Con el primer segmento se construira el cuadrado cuyo lado medira
x/4 cm , con el resto se construira la circunferencia cuya longitud sera
2ttt = 20 - X, entonces r = luego el area total seréa

(20 - x)2
N —_
X )= +
(x)=g9 an
Vemos que el area total At (x) (como funcién de X) es una parabola
convexa. Derivandola respecto a X tenemos

X € [0; 20]¢i

At ) X — 20
tix)= | +
2m
lgualando a cero y despejando X tenemos X = La segunda
derivada respecto a X es A'Mx) = g+ ¢ > 0, lo que corrobora la

observaciéon que At(x) es una funcion convexa; por lo tanto para
lograr el area minima debemos efectuar el corte del alambre en el

80
punto tal que su longitud desde un extremo sea -----—--- « 11.2cm.
4

(b) EI valor maximo de la funcién area, como se puede ver en la figura
adjunta, ocurre en X = 0. Deberia entonces construirse solamente una
circunferencia de radio R = ~cm . Siseexigiera necesariamente cortar
el alambre, es decir construir algan cuadrado, el problema del maximo
carece de solucién.
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4. Sea/ :[ao00) —*Mtal que / es derivable y ademéa_ljgn I(X) y
XI_i+rr010/'(x) existen. Demostrar que necesariamentex_ligg f'(x) —0.
Solucion.-

Por hipétesis / es derivable en [a,00) y existen L,M € R tales que
XILr?Of(x) —L, Jm f'{x) = M.

Probaremos que M = 0. En efecto:

parae > O (fijo arbitrario) existe p > O tal que si x > p

1/x)-LI<ty [7'(*)-M <]
luego si xo > p, por el TVM existe 6 € (xq, xq + 1) tal que

I(xp + 1) - /(so)
(xa+ 1) - Xq

asi
I70O)] = J/x0+ 1) - /(*0)l < \iixo+ 1)-L\ + \L- f{x0Q)]<vy.
Por lo tanto

WM< -rm+\fwi<] +] =e-

de donde concluimos que M —O.
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5. Sean f,g :[a, 6] — IR funciones continuas en [a,b\ y derivables en el
intervalo (@, b).Pruebe que existe ¢ € (a, b) tal que

[fib) ~ f(@]19"(©) = [O®) - 9@IF(©)-
Solucién.-
Si g(b) = gfa), por el teorema de Rolle existe ce (@, b) tal que g'(c) =

0, y la tesis se cumple trivialmente.

Supongamos ahora que g(b) » g(@. Sean A=

o) - o)
h{x) = /(x) = Xg(X) V x € [a, 6],

Observamos que h es continua en [a,6] y derivable en (@, b), ademas
como h(a) = h(b), por el teorema de Rolle existe ¢ 6 (a,b) tal que
h*(c) = 0, es decir h"(¢) = f(c) — Xg’(©) — 0, de donde se concluye
que
[m-f(a)}g~(c) = [g(b)-g(a)}f(c)
para algun c € (a, b).
6. Sea F(X) = x4sen (£) para X ~ 0y /(O) = 0. Muestre que 0 es un

punto critico de /, sin embargo / no tiene maximo ni minimo relativo
cuando x = 0, ni (0,/(0)) es punto de inflexién de esta funcién.

Solucio6n.-
Como /'(0) = lim x3sen (—J] = 0, 0 es un punto critico de F
"o yx)
Ademas
V4
4x3sen (-) —x2eos (£) , x”™NO
0 , x=20"
y considerando las sucesiones i, = jb y A tenemos que
X, -> 0, xXn -* 0y
_1._ (=l)n+tl _ J positivo , sin esimpar

mr n27r2 negativo si n es par
lo que permite concluir que / no tiene maximo ni minimo en el 0.
Analogamente

= | l2a2sen(i) -6xcos(i) +sen(¢) , X~O0
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y como

TWK \ 77T

concluimos también que (0,0) no es un punto de inflexién de esta
funcion.

Estudie la funciéon / definida por
I(*) = 2x+ \  Vxy.0,

es decir hallar sus maximos y minimos relativos y absolutos, sus con-
cavidades y sus puntos de inflexién, luego trace su gréafica.
Solucién.-

Tenemos que

I(*) =2x+ ¢, Z2= R -{0} y FTeC(DF).

Siendo lim f(X) = +o0o0 y |lim /(x) = -l-0o0, la recta x = 0 es la
* >0+ x—>0"

Unica asintota vertical de /. Como

lim i/ —2x] = lim =0
: I(\;()' X]1 X—I>100&x2/)

larectay = 2x es su asintotaoblicua a izquierda y derecha. Derivando

o 2 2(x —1) (x2+ x + 1)
IW =2-"N = — e & fmmmmmet

luego por el criterio de la primera derivada / es: creciente en (-o00, 0),
decreciente en (0,1] y creciente en [I,+00) con minimo relativo 3 =

/(1); y como
0

00 =

— I paratodo x” O
X4

podemos afirmar que f es convexa en (—00,0) y en (0,+00). Con
toda esta informacién tenemos el siguiente gréfico.
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8. Sea L :R+ —R una funcion real tal que

L) = o Vi>0 y L(I)=o0

Demuestre que L(xy) = L(X) + L(y) V X,y £ R+.
.Solucién.-
Para y £ R+ ( fijo ), definimos la funciéon / : R+ —>R tal que

f(X) = yx paratodo X £ R+.

Como L o F)"(X) = L*(F(x)) =F"(X) se tiene que
(LoP)\x) = j A -y==* = L"),

por lo tanto existe ¢ £ R tal que (L o /) (x) = L(X) + C para todo
X,y 6 R+. En particular si X = 1, L(y) = L (/(l1)) = L(I)+ C =2C
Asi

L(xy) = L{X) + L(y) "ix,y £ R+

9. Demuestre que, para todo a,b£ R

b+ < M ., Y\

1+ Jo+ 6] 1+ Ja 1+ Pl
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Solucién.- Sean o, bg R.
Consideremos la funciéon / : [0, +co) i definida por

X
o) = para todo X > 0. t
1+ X

Como F"(X) = > 0 paratodo X > 0, estafuncién es monétona

1+ x)2

creciente en [0,+00). Consecuentemente, sabiendo que
k+H< H+ H

implica que

(la+ 6)</(la] + 6]

la+ § H4 H
1+ b+ 4§ 1+ H+ H

\b\

1+ g+ H 1+ H+ H

< H ,IM
T+H. 1+ H
10. La resistencia de una viga de seccién transversal rectangular es direc-
tamente proporcional a su ancho y al cuadrado de su altura.

(a) Calcular las dimensiones de la viga de maxima resistencia que
puede aserrarse de un tronco de madera de forma cilindrica de
diametro d, dado.

(b) Si el tronco tiene largo I, ;Qué porcentage del total del tronco
de madera se ha utilizado en la construcciéon de esta viga?

Solucion.-

(a) Llamando R a la resistencia de la vigay k a la constante positiva
de proporcionalidad, podremos escribir

R = kxy2. (8.19)

Sobre un corte transversal, llamando X al ancho y y a la altura de la
viga construimos un tridngulo rectdngulo de catetos X,y € hipotenusa
d, luego tenemos

y2 - d2- x2 (8.20)
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8.6

3.

Sustituyendo (8:20) en (8.19) obtenemos la expresién analitica de la
funcién R

R(X) = fex(d23—x2), O0<x<d (8-21)

derivando e igualando a cero en (8.21), obtenemos

R*™{x) = k[d? — 3x2) = 0 ==>x — —"=

Siendo R"(X) = -6 kx y R" Por criterio de la
segunda derivada R tiene un maximo relativo cuando x = — =, luego
v3
por (8.20)
2—R—— — & m
" 3 ~ 3 V=~ v3

Por lo tanto Yy = \/2x.

(b) Sean Vc el volamen del “cilindro” y Vv el volumen de la
viga, de longitud I, entonces

ve=n{i)21=A*1 Y wS¢ =

\/2
entonces K, = . Vew 60%VC.

it
Asi el porcentaje de madera utilizado en la viga es 60% de la madera
total. [m]

Ejercicios Propuestos

Sea | un intervalo. Dada las funciones convexas f,g : I —*R, de-
muestre que / + gy A/ (si A> 0) son también convexas.

Sea | un intervalo. Dada las funciones convexas f,g:1-*R, de-
muestre que la funcién defiriida por h(X) = max{/(x), g(x)}
también es convexa.

Si/ : 1 -*R esconcavay J = {x G 1/ /(i) > 0}, pruebe que la

m funciéon — : J —R es convexa.
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10.

11.

8.6. Ejercicios Propuestos

Encuentre dos funciones convexas cuya composicién exista pero que
no sea convexa.

Una funcién / :R -+ R se llama afin si 3m e R* y 3k€ IRtal que
f(x) = mx + K VieR . Pruebe que/ : R —R es unafuncion afin,
siy sélo si

I[Aa+(1-A)6] = Al(a) + (I-A)/(&) Va,6eR VAER

Si h :R — R es una funcién afin y g :R —»R es una funcién convexa,
pruebe que jo/i:R -* R e s convexa.

Sea / :/ — R una funcién convexa. Dados 01,02,e=e0, € | vy
ti,<2) eee;n G [0,1] tales que ti + 2+ eee+ TN= 1, pruebe que

i{t101 + ;202 4- =em+ tan) < tif{a{) + ¢2/(02) + ===+ tmFf(an)

Pruebe que una funcion / : / —» R es convexa si y solo si,
vx£{a,b)Cl

fx) ~ f@@) ~ f(b) - /(o) < F{x) - f(b)
x —a ~ b-a ~ X —b

;Cuél es la interpretacion geométrica de este resultado?

Sean p,g € R. Probar que sip > 0 entonces la ecuacion
X3+pX +g=0

tiene una sola raiz real.

Una fabrica de muebles calcula que el costo semanal de producir
X reproducciones terminadas a mano de un escritorio colonial, esta
dado por c(X) = X3 - 3x2 —80x + 500. Cada escritorio producido
se vende a 2800 soles ;Qué produccion mensual rendird la maxima
utilidad? ¢(Cudl es la mayor ganancia posible por semana?.

El costo operacién para cierto camién se estima en (30+v/2) céntimos
por kilémetro, cuando se conduce a una velocidad de vkKkm/h. EI
salario del conductor es de 18 soles por hora. ¢(Cual es la velocidad
que minimizard el costo de realizar un envio a una ciudad que esta
a kKm?. Suponga que las leyes restringen la velocidad a 50 < v <
90Km/h
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Un hombre camina a lo largo de una senda recta a una velocidad de
4m/s. Un reflector estd en el piso a 20m de la senda y se mantiene
enfocando sobre el hombre. ( Con qué rapidez gira el reflector cuando
el hombre estd a 15m del punto de la senda mas cercano al reflector?.

Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un plano horizontal
por una fuerza que actla a lo largo de una cuerda sujeta al objeto. Si

la cuerda forma un angulo 8 con el plano, entonces la magnitud de la
fuerza es

F= n

(isen 8 + eos 8
donde ¢ es una constante positiva llamada coeficiente de friccion y
0< 8< |. Demuestre que F se minimiza cuando tan 8 = ji.
sea f i (—1,1) =R una funcion derivable. si lim f'(X) = L, pruebe
que L = /'(O). (Sugerencia: Use el TVM).
Alas 13 : 00 horas el barco Ase encuentra a 25 millas al sur del barco
B. Suponiendo que A navega hacia el oeste a razén de 16 millas por
hora, y que B navega hacia el sur a 20 millas por hora.
(a) Determine si a las 13:30 los barcos se estan alejando o acercando.
(b) Determine el instante en el que uno se encuentre mas cerca del

otro.

sea T : (a,b) — R una funcién diferenciable, tal que existen
lim f(X) = A vy Iim6f(X) = B. si A= B, pruebe que existe
a=-*a s —*

ce (& b tal que f'(c) = 30_:_:__
—

Sean /, § dos funciones continuas en el intervalo [a,b] y derivables en
(& b. sira) = gl@ y f(b) = ofb), demuestre que existe ¢ € (a, b
tal que \c) = g'(c).

si f(X) = ax2+ bx2, determine los valores de ay Dpara que la funcién
/ tenga un punto de inflexién en (2,6).

Si X > 0, pruebe que



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27..

28.

8.6. Ejercicios Propuestos

Si X > 0, pruebe que

Pruebe que el rectdngulo de 4&rea maxima que se puede construir con

un perimetro fijado, es el cuadrado.

Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor &rea que puede

inscribirse en un semicirculo de radio r.

Hallar el area del mayor rectangulo con base en menor en el eje X y
vértices superiores en la curva y = 12 —Xx2

Sean ai, a2, *m* ,a, £ Ry sea/ la funcién real de variable real definida
n

Encontrar el Gnico punto donde / alcanza
=1
su maximo relativo.
(a) Sea F(x) = ax2+ bx+ c en [p; <j. Si xq es el valor que satisface
el TVM, pruebe que xqg = \(p+ 0)-

(b) Sea F{x) = ax3+ bx2+ ex + d en [p; dl- Si xo es el valor que
satisface el TVM, pruebe que xq = *(p2+ pq + q2).

Determinar los intervalos de crecimiento y los intervalos de decreci-

miento de las siguientes funciones:

(@) /(X)) = x4+ 2xX2- 4 Vi£l (c) F{x) = X-~ Wx 6 R

Un observatorio debe tener la forma de un cilindro circular recto,
rematado por una béveda semiesférica, con un volumen total dado. Si
la béveda semiesférica cuesta el doble por pie cuadrado que el muro

cilindrico ¢cuales son las dimensiones mas econémicas?
Haga un bosquejo del gréafico de la funcién / : iR —IR definida por

3a;5 —20a3
I(*) = para todo X G M.
32
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« Determinar los puntos de inflexién, asintotas, intervalos de concavi-

'lid, intervalos de convexidad y gréafica de la funcién / : R —» R

‘lolini'la por J(X) = ----:para todo X £ .
i¥iY

in 1)ula la funcién

f(x) = )2

(a) Hallar las asintotas y los puntos criticos.
() Analizar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(0) Determinar los intervalos de concavidad.
(d) Hallar los valores extremos y puntos de inflexién, si existen
(o) Trace su grafica
:il  Dada una lamina cuadrada de oro de lado a, se requiere construir
una caja de base cuadrada con tapa que tenga un volumen de 4dm3
(decimetros cubicos). Encuentre las dimensiones que minimicen la

cantidad de material necesario (desprecie el espesor del material y lo
que se desperdicia en la construccidén).

T> Sea / una funciéon derivable en [a,b\. Si f'(@) < 0 < f*(b) pruebe que
existe ¢ £ (a, 6) tal que F*(c) = 0.

‘t't Sea / una funcién derivable en [a, b} Si k es un ndmero entre /'(a) y
I'(/>), pruebe que existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = k.

il. Sea / : [0;2] — R wuna funcién continua, y derivable en (0;2). Si
/(O) = 0,/(1) = 1y /(2) = 1, pruebe que:

(a) Existe ex £ (0,1) tal que f'(C\)

1
=

(b) Existe c2 € (1,2) tal que /'(c2)

1l
i

(c) Existe ¢ £ (0,2) tal que f'(C) =
td. Seaa> b>0ysean € N (n > 2). Pruebe que
lla — y/b< \Va- b.

(Sug. Pruebe que F(X) = y/x - \/X - 1es decreciente para X > 1,y
evaluar / en 1 asi como en a/b).
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36.

37.

38.

39.

40.

8.6. Ejercicios Propuestos

Sea / : [a,6] —> R una funcién continua, y derivable en (a, 6). Si
lim f*"(xX) = A, pruebe que / es derivable en ay f(a) = A.

(Sugerencia: Use la definicién de /'(a) y el TVM).

En cada caso determinar si en el punto x — 0 la funcién / tiene un
extremo relativo:

(a) f[x) x3+ 2 (c) f(x)

senx + | x3

(b) f(x) = sem - x (d) f(x) = cosi - 1+ \x2

Sea / una funcién continua en [a, by tal que existe la segunda derivada
" en (@, b). Silagraficade/ y el segmento de recta que une los puntos
(o, /(a)) y (6, /(E>)) se intersectan (xo, F{xo0)) donde a < xq < b, pruebe
que existe ¢ G (a, b) tal que F'{c) = o.

Sea / una funcién real tal que /(O) = 1y 2 < f'(Xx) < 5 para todo
X G [0; 4]. Demuestre que 9 < /(4) < 21.

Dos tanques A y B situados en- (b) Calcule la distancia X que
tre si a una distancia de dKm se permite ubicar la posicion de
encuentran ubicados a un mismo la bomba en funcion de a, by
lado de la orilla rectilinea de un d para las condiciones de la
rio y a una distancia de éste parte (a).

de aKm y bKm respectivamente
(vea la figura adjunta). Se desea
colocar sobre la orilla del rio una
bomba para alimentar de agua a
los tanques mediante tuberias rec-
tilineas PA y PB.
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