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Isanc Newton. Matematico v fisico inglés (1642-1727). En 1666, a la
edad de 23 afios, estudiaba en la Universidad de Cambridge, cuando
fue victima de un brote epidémico, que lo obligd a pasar un afo en
cama en el pucblo donde habin nacido, Woolsthorpe. Sepin sus bid-
grafos, alli se dedicd a inventar e] cileulo diferencial e integral, ade

mas de realizar importantes descubrimientos sobre la naturaleza
de la luz v establecer las bases de la teoria de gravitaciaon universal
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Capitulo |

Variables y funciones

1.1 Variables y constantes

En toda investigacion cientifica v especialmente en una invesliga-
ciGn matematica, se llama constante a toda canrldad cuyo valor no
sufre variacion durante cier- | | 7
to proceso. Kecibe el nombre :
de variable aquella cuyo va-
lor se altera, Por ejemplo, en |
el lugar peométrico represen-
tado por la ecuacion:

Ix+2y =6 N |

T

e
x, y son varables; | \\ﬂ'
2, 3 v 6 son constantes. Ay

11
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1.2.Variables dependientes e independientes

En la mayoria de los problemas, interviene un cierto numero de
variables relacionadas entre si por medio de uni o varias ecuadciones.

Se pueden asignar valores arbitrarios a algunas de estas varia-
bles para determinar el valor de las otras

)

€Ejemplos

a) En la ecuacion ol ' | I
v=4r+ 3 |

S xr=2, v=1H

Srr=-l,y==1 ¥ ¥ | | |
Sia=0, y=3 2 11 ! | v
1 | |,f
= | | = — T — L foa——
i :
(1] i | l
1 )
b} En la ecuacidon A = nr’ :
S r=10, A =1 .
Sior=1, A=314 ,
Bl r=2, A =125
F A
1 i
of | el
1 314 .

Bl

12.56 | a




c) Enlaecuacion ¢ = 25 - ¢~

Six =5, ¥ =1}
HMe=4, y = £3
glx =5, V=14
B1x=0, y =45
Sias=-3, y=*H4
SBix=—4, =1
Siyr=-5, v=10
X ¥
5 ]
H +3
3 k4
] 5
=3 | +4
-4 *3 Las vartables a las que se asignan valores
arbitrurios se les llama variables independien-
-5 it tes, a las otras cuyo valor se determina, se les
da el nombre de variables dependientes,
1.3. Funcién

A la variable dependiente se le llama también funcion. Dicho de
otro maodo, si dos variables estan relacionadas de tal manera que a
toda variacion de una corresponde una variacion para la otra, se
dice que la segunda es funcion de la primera.



a) La longitud de la circunferencia es funcion del radio.
b) El volumen de un cubo es funcion de la longitud de la arista.
¢] El area de un rectangulo es funcion de la base y la altura.

d} El volumen de un paralelepipedo rectangulo es funcion de
sus tres dimensiones.

e| El espacio recorride por un movil es funcion de la velocidad
v el Hempo

fi Elvolumen de una esfera es funcion del radio.

1.4. Notacién

La dependencia de una funcién respecto a la variable independiente
se indica escribiendo:

vo= flx) v = Flx) vo=@lx)

Lease: yes igual a funcion de x o y es funcion de x

€Ejemplos

a) y=x° +9x, donde y es funcion de x; es decir, v = fl1).

]

b 4

el A

nr' , donde se puede afirmar que A = gr).

bh , donde A = fib k).

1.5. Funciones algebraicas y trascendentes

Funcion algebraica es aquella que puede expresarse por un deter-
minado numero de operaciones algebraicas [suma ¢on un nomero
limitado de sumandos, multiplicacion con un numero limitado de



A su vez, las fracciones racionales pueden ser enteras o fraceio-
narias,

Son enteras cuando el exponente de la variable independiente
es un entero positive,

€jemplos

Son fraccionarias cuando la variable independiente figura en el
denominador o esta afectada por un exponente entero negativo,

Ejemplos

1.7. Funciones explicitas e implicitas

Cuando en una funcién fipuran dos variahles, cualquiera de ellas se
puede tomar como variable independiente y la otra como funcién.
Mas, si la variable que se considera como funcion esta despejada, se
dice que la funcion es explicita v si no esta despejada, se dice
que es implicita.

€jemplos

a) En y =3x - x, dondey = f(x), g tiene el caracter de
funcidén explicita.



b) Enxy =3x -y ! ydondey = f(x), mytiene el caracter de fun-
cion implicita.

1.8. Funciones simples y compuestas

Funcién simple es aquella que esta relacionada con la variable inde-
pendiente por medio de una o mas operaciones simples,

€Ejemplos
|
'|,=|" 'I.'—.L+3 Y =
X
_'I.:ﬁl' Al ] ¥ ll'_._ﬂl
¥ = sen & Vo= are g 3o

Funcion compuesta es aguella donde el valor de y depende de
dos 0 mas variables intermediarias que a su vez son funciones de x.

€jemplos

I

{x - Ij:l

al y=u+tv donde n=ux+3 ¥ v

por consiguiente

y=x+3+(x—=1F

b} v =uv donde =+ ¥ v=ux—|
por consiguiente

v=(x+1){x=1)



1.9. Funcion de Funcién

Si una funcion depende de otra vy ésta a8 su vez es una funcion de la
variable independiente, se dice que la primera es funcidn de funcion
de la varinble independiente.

€jemplos

) Siy =’ donde = 3

y es funcion de funcion de x

b) Siv=uwnu donde H=x
y es funcion de funcién de x

C] Si yo= u’ donde 1

1]
o

y es funcion de funcion de x

€jercicio |
1. Indicar cuales de las funciones dadas a contnuacion son tras-
cendentes v cudles algebraicas;
a) v=3x" —Ix+1 bj v ey’ =)
c) ven @ +cos -y =10 d vy =

e) ¥o= T dx ] v =

|
-
=

3

-
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£) v =Infsee x +1an v} h) Jri+4hr+l =y
2 i
i) vo=log - il ¥=ar® +hr o+

2. De las luneioneg listadas en el punto anterior, jeudles son ex-
plicitas respecto a y y cuales implicitas?

3. En la misma lista de funciones indicar cugles son racionales y
cualea irracionales.



Capitulo I

Limites

2.1. Limite

Se dice que una constante A es ¢l limite de una variable ¥V cuandoe
esta variable adquiere valores cada vez mas y mas proximos a la
constante A, Esto significa que toma valores tan cercanos a la cons-
tante A como se quiera, pero conservande siempre la cercania.

También puede afirmarse gue cuando una variable se acer-
ca a una constante de tal modo que la diferencia entre los valo-
res de la variable v la constante puede hacerse tan pequefia
como sc guiera, entonces decimos que la variable se acerca a la
constante como un limite.

Para indicar que una variable ¥ tiene por limite el valor A, se
emplea la notacidn:

lim V =a que se lee "el limite de Ves A",
También se puede escribir:

V= 4 gue se lee “V nende a A"

21



€jemplos
| | : | 1
a) Ith % o bien 5
cuando r — 2 cuando v = 2
b lim3 +x? =2 obien 3 4 1% =3
cuando ¢ — 0 cuando v — (0

Observacién. En todos los casos puede suprimirse la palabra cuando

Ejemplos

[

2.2. Infinitamente pequeno

Cuando una variable adquiere valores cada vez méas v méas cerca-

nos a cero, se dice que ¢ un infinftamente peguero. También

puede afirmarse que un infinitamente pequeno es toda variable
que tiende a cero,

Sc puede expresar asi;
1 =+ 0 que se les:
x tiende a cero,

x es infinitamente pequeno,

x tiene por limite cero.



2.3. Infinito

Cuando una variable aumenta de valor constantemente y llega a
ser mayor que cualquier constante por grande gue ésta sea, se

Limites

dice que tiende al infinito.

Se oxpresa asi:

X -+ = gue se lee:

2.4. Limites basicos

En el caso de que la vaniable independiente tienda & cero o a infinito,

x tiende a infinito,

es necesario considerar los siguientes limites:

Wi £ =1

A —p m

lim Sl |

v o= 1)

fme + x

(o a]

oS lim = = 0
¥ €
X =0 i = e
limecr == limex =11
T =k oo T o=}

IIme+r=r

x =0



..........................................

2.5. Propiedades fundementales

Propiedad 1. El limite de una suma de funciones es igual a la
suma de los limites de las funciones. Esto quiere decir que da-
das las funciones:

m = f(z), V=) .. wo= f.(x)
se tiene
m o+ 1+ w )= lim e+ limov A o, + lim w

donde el nimero p de sumandos es un numero finito, Es decir que p
no crece indefinidamente.

Propiedad 2. El limite de un producto de funciones es igual al pro-

ducto de sus limites.
Significa que dadas las funciones:

H= filx) v= fle)_ow = _frh]
lenemaos
tim v w ) = (tim ) (im v) (iimow)

donde p es un numero finito de factores.

Propiedad 3. El limite de un cociente de funciones es igual al co-
ciente de los limites de las funciones, siempre gue el divisor no tien-
da a cero.

Lo anterior significa que dadas las funciones:

= Jflx) y va filx)

lim ( K ] - gL donde lim v 2 0
v lim v
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2.6. Obtencion del limite de una Funcién

El limite de una funcion se puede obtener mediante la aplica-
eion de las propiedades estudiadas sustituyvendo la variable in-
dependiente por el valor al que tiende como un limite.

€jemples

a) finy=x" +x

r =2

Soelucion:

mix’ +x)=limx  +limx =4+2 =6

P =2
x =9
b (x)=
)/ v+ 9
r — 2
Solucion:
2P =8 limix* -9y 4-9 5
Iim = = = -
x +4 lHim{x +9) 249 il
2
i 4
o flx)= eid
r — 0
Soluecion:
Ifrn'r ~8 mix -4y D-4 -4 =4

x-2 tlm@x-2) 0-2 =2



20 s e A N I e
i
d flx)=5+ -
F—
Solucién:
3 :
Ir.m[5+—]=.‘i l-Iim[—]=5-ﬁ-'—:ﬁ+1:'l =5
s x R
X =

¢ flx)=2x" —3hx + b
X =0
Salucidn:
lim 2x° = 3he + A7) = lim (2x%) + lim (=3he) + A°
x =0

2m s’ = Ihlims +h =0 -0+ 4 = §°

f) flx) = (x # 3)(x + §)

r — |

Solucion:

lim (x + 3) (e + 5) = [lim (x + 3))[lim (x + 9)

v —+ 1



Bl

BowE b ksl e B odlw o ® Fw @ # o moEoE & R omom @ % R ® W 4 EE @ 8 W B A

PCTO Como
imir +3)=timyx+3 =143 =4
r =1

lim{yx +5)=limy+5=1+5=8

¥ — ()
luego
lim(r +3)(x +5)=(4)(6) =24
=3 |
2+
flx) = a
3+
x — i)
Solucidn:
Hm(z +x)_ lim (2 + x)
I+ fim (3 + x)
X =)
PErD Como
imRZ+x)=2+limx=240=2
xr—=0
im (@ +x)=3+limy=340=3
X =0
luego
¥ | T
[iln("-'-" —ect
I+x i

F — 0



2.7. Indeterminaciones
i < a {
En muchos casos resultan indeterminaciones como o bien

Por lo que es necesario transformar la funcidn en otra equivalente,
antes de proceder a sustituir el valor asignado a la variable inde-
pendiente.

€jemplo 1

Sea obtener el limite de la funcion:

2x +1

fla)= =1

L1

X =% e

Sustituyendo resulta:
" 2x 41 _=+] -9
& - oo
0

lo que viene a ser una indeterminacion.

Para evitarla, sc procede a transformar la funcién dada en
otra equivalente, que no presente indeterminacion. En este caso
se logra dividiendo entre x el numerador y el denominador,

De esta manera tenemos:

2
..I"{.r]=2r+]= Flog g
¥
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€jemplo 2

Sea ohtener el limite de la funcion;

v —4
)=
& N T
1 —= 4
Sustituyendo resulta:
. i —4 3 -4 0
lim G = - =
- -12 4P -4-12 0
x4

lo que es una indeterminacion.

Para evitarla, se transiorma la funcion en otra equivalente
descomponiendo en factores el denominador y simplificando. De
esta manera tenemos:

r—+4 r -4 |
f{_‘[.}: = . =
2 -5 =12 (x —4Mx +3) x+3
X =4

luego




Ejemplo 3

Sea obtener el limite de la funcion:

. x +h’ -
flx) = "
o= 0O
Sustituyendo resulta:
ki {.r + h}: -x° = {!‘ 0 ll}: - x* 5 - ¥t = i)
[ a 0 T ()
x5 — 0

lo que es una indeterminacion.
Para evitarla se transforma la funcidn en otra equivalente

Haciendo operaciones, factorizando v simplificando, se tiene:

, (x +h) -« v+ 2k + B - x° 2hy + k¥
/{¥) h = h = h =
h2x + h
= ( ‘h ]7:.1; + h
ho— 0
luepo

lim (2x +h) =2y +0 = 2x

h — 0



Limites

€jemplo 4

Sea obtener el limite de la funcion:

e Ba- +2x +1]
Jlal=""
W Sy =3x =4
I —5% oo
Sustituyendo resuita:
x>+ 2x 41 soboad] e
!E!ITL = . -

S5 Yy —4 N+m+4_m

lo que es una indeterminacicn.

Dividiendo numerador v denominador entre 1~ tenemos:

[

L
—
]

i

b
bed =
-I- ﬂld

Tuego



€jemple 5
Sea obtener el limite de la funcidn:

fle)=*, "2
L]

¥y —=a
Sustituyendo resulta:
. s' =g at=a' 0
lim — F o= - =

3 —ac at =g {1

L

lo que es una indeterminacion.
Factorizando ¢l numerador v simplificando tenemos:

& 3 _ ) 2
fls) = I:-J r:J = t Hz e ,+ «) =35 +a’
] - N —

i = d

luego

lim '[.'.': + n:] =a’ +a’ = 2a’

E—+aq

€jercicio Il

Obtener el limite de las funciones en cada caso:

i. f{:.l'}‘—‘[.'l: —31} 2. flx)=x' =3+ 5]
x =12 v — )



..........................................

10,

X

r -
fley =2
X

X o= =2

fad + x)li - x)

xr =1

P I 7
flx) = =

r =10

flh)=2x* -3k +4°

i =0

Limites

12,

13.

14

15

16

17

18

pon X7 +3x +2
’ '“:I}-' ' +21—6
v — 0

; T T o
L) =
r+3

=1

¥ho#3xht + 0

- flx) =

i —# oo

2xh + Sh'



= 4 8 8 8 @ F = )

19.

20.

21.

232.

2 34

24,

= et 3
...r' +dxr =7

X —% o=

ﬂ:]-

flk)= 2:(2= 4 &Y

k=0

2t + By

det et + i

flx) =

X —% ob

plgy® $E=2

]
B 4

4y -3
yl=
e L 2

_'ﬁ" TR

FUR == ' S
ﬂ'l} h+x

h =10

2z +3k)Y —4k%:

25. fley=3x? —3x + 527
oo
26, flx)=3*"
A
Py |
1
57, fh_]:,-i-.t
1
T~ o
28. flx)="""
r o=
2
29, flay="* $E70
x* =4
=1
30, flx)=ax® +bx + ¢

=t




Capitulo Il

Derivada de una funcion

3.1. Incremento de una variable

Cuando una variable cambia de un valor numenco a otro, se dice
que ticne un incremento,

El incremento de una variable se representa por la letra griega
delta A, que =e antepone a la vanable,

Ejemplos

I. 5i x cambia de 3 a 4, podemos afirmar que:
At =4 -3 =]

2, 51 x cambia de 5 a 3:
Ay =3 -5=-2

35



3. Sixcambiade 1 a-2;

Ar ==2'-]=-3
El incremento de x resulta de la diferencla entre los valores
final ¢ inicial de la variable. El incremento es positive cuando la varia-
ble aumenta de valor y negative cuando registra una disminucion.
De acuerdo con lo anterior, dada una funcien de x, es decir,

v = flx), cuando x tiene un incremento Ax, corresponde a la fun-
cion un incremento Ay . Existe una correspondencia entre los incre-
mentos Ay ¥ Ay,

Por ejemplo, siendo x v y las coordenadas de un punto P de la
parabola de la figura que sigue:

\ il /

+
L) B Jfossds R
0

b,

f

L
Si x registra un incremento Ax, el punto P cambia y se sitiia en
la posicion  sobre la curva.
Los respectivos incremenlos son:

Av = PR, &y = RQ
Las coordenadas del punto en su nueva posicién son:
Ofx + Ar. y + Ay)



3.2. Funcién continua

Se dice que una funciom es eontinua cuando el incremento de la
funcion tiende a cero, en la medida que el incremento de la vaniable
independiente tiende a cero.

r‘l Por ejemplo, en la recta
de la fipura cuya ecua-
/ cifbn es v=x -2, 3 e8
T una funcion continua de
X,
: P//" I: Siendo Flx, v), cuando
/“" AL -4 Ax = 0, ( se aproxima
/] a P, por tanto Ay — ).
b £
,/ También en la parabola
/ NE > de la figura 2 cuva ecua-
o X i3
/ clbnes v = 1_} . yesuna
| funcion continua de x.
Figura 1
R
Siendo Plx, v} cuando - .J._\L p‘f
Ax —+ 0, ©Q se aproxima a | \ /
P, ol consiguiente,
, ¥ por consiguiente N\ | / .
Ay =0 A I
A
& N /
I Il g >
| L 3 X
Figura 2 I | |



En cambio, en la hipérbola de la figura, cuya ecuacioncs v =

yno es funcion continua de x. Se trata de una funcion discontinua.

; A ]
G‘.
Q

gk, J

.

Siendo Py, v), cuando, Ax — 0,Ay no tiende a cero sino a infini-
to, porque la ordenada que commesponde a v = o es infinita. Por consi-
guiente, el incremento corresponde a un cambio a partir de v = @, ode
un valor proximo, resulta infinito para la funcion, como Q" Q' ... etc.

También se puede afirmar que una funcion es continua, cuan-
do la variable dependiente es continua, es decir, a1 esta no puede
pasar de un valor a otro sin pasar por todos los intermedios.

Asi, por ejemplo, en la pardbola de la fgura 2. ¥ es una funcion
continua de x, pues como se observa en la tabla, & variable y, al
pasar de un valor a oiro, pasa por todos los intermedios, incluido en
este caso el cern.

-

de
L
8]
=
(]

|

s
i

(2]
=
-
(]
-
o
=

flx)=", v 8 45
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Sin embargo, para la hipérbola de la figura 3, como puede ob-
e en la tabla, si x pasa del valor 2 al -2, la variable depen-

; 1 1
diente, ¢ sea, ta funcion pasa delvalor | al valor — _ | sin pasar por €l

oero:
1
fla)=
X
X 4 3 2 1 i =] -2 =3 -4
| I | | |
yoo- ; I o= =] - - -
4 3. 2 2 i 4
donde ademas se observa gque si v — 0 F 3 oo

| X
En general, si suponemos que la funcion v = f(x) esta definida
para cierto valory, vy en cierta vecindad en torno al mismo punto,

gea v = f(r, ), se tiene:

y &

=
N S—
2

Yo

= 4

1] N r, Al




Si x recibe cierto incremento Ax [positive o negaliva) y toma el
wvalor x = x, + Ar; la funcidn g también resultard incrementada en
Ay .

El nuevo valor incrementado de la funcion, como se observa en
la figura, seri;

vy + A&y = flag + Ax),

Luegp, el incremento de la funcion Ay puede expresarse con la formula:

Ay = ‘fll'.l_il +."..I-'}— )‘{'-.a:.}

Conclusién:

La funcién v = f(i) se considera continua, para ¢l valor dey = 1,
{0 en el punto v, |, si estd definida en cierta vecindad del punto «,
{incluido el punto | v si

lim & =0
Av = 0 )
o, lo que es lo mismo
tim [flx, + Ar)= flx, )] = 0
(2)

Ay = 0

La condicion establecida en (2} también se puede escribir asi;

tim fle, +Ac)= slx,)

Ar = O



Iim ,Ff.l ] = ,l"{.xn}

(2
Ar = {1

En el lenguaje geométrico la continuidad de la funcion en el
punto dado (r,) significa que la diferencia de las ordenadas de la

graficay = f(x) en los puntos v, + Av y x,se considera en valor

absolutn, arbitrariamente pequena a condicion de que |Ax| sea lo
suficientemente pequeno.

Ejemplo

Demostrar que la funcian y = v es continua en el punto r,, elegi-

do en forma arbitrana.
De acuerdo con lo estudiado tenemos:

]

Yo

)

Yo + Av = (x, +AcF

Ay = {x., + Ax :1: - Wi
Av = {x, + Ax P — .1.',,: suatituyendo y,, por x“-l
Desarrollando:

Ay = T.  2x 80 + (Ax)' - 'L‘I
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Simplificando:

A=2x,Ar + (A

Tomando el limite:

lim Ay = lim 24A¢ + (Ac)’

Ar =0 A =0

lim Ay = 22 lim Ac + [im Ax,

Ar = O Av = 0 Ar — 0

lim Av = 2x(0) + (0)

Av — 1)

Por consiguiente:

Iim Av =0

Ar = 0 la funcion s continua.

3.3. Pendiente

De acuerdo con lo estudiado en el curso de geometria analitica,
la pendiente es la tangente trigonometrica del angulo que una
recta forma con la direccion positiva del eje de las x
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Por ejemplo, en las rectas de las figuras siguientes la pen-
"diemt es igual a tga.
Es decir, m =12 .

En la figura de la izquicrda « es agudo, per tanto, la pendiente
serd positiva. En la figura de lo derecha oo es obtuso; por consi-
guiente, la pendiente sera negativa.

Dada una recta de ecuacion v = fila)

Pendiente de PQ =iga< "¢ - ®

PR A

¥

T Si o mide entre 0" ¥
50", la pendicnte sera po-
sitiva y si mide entre 90" y
180" la pendiente serd ne-
Eativa.

=




......................................

3.4. Derivada

Derivada de una funcidn es ¢l limite de la razén del incrementa
de la funcién y el incremento de la variable independiente, cuando
este ultimo tHende a cero.

Es decir, dada v = f(a)

Ay
D, f(x) = lim 2X
flx m -

(44

A—=0

que se lee “derivada de funcion de x con respecto a X

También la derivacda de una funcidn se indica escribiendo:

iy

gy que indica la derivada de y con respecto a x

iy

4' gque es una forma abreviada de ;
dfy

if

5 flx), que indica la derivada de f(r) con respecto a x.
i

Cuando Av y Ar son numeros finitos ¥ tenen valores defini-

dos, la expresion i es una fraceion.
dv
dr
cial, porque es el cociente de dos cantidades dy y dx. llamadas
diferenciales.

En general, dada una funcion:

Por tanto, el simbolo es llamado también cociente diferen-

v= flx} (1)



Bt s e R , . Jerivada de una funcion 0L L. 43

Si suponemos gue la funcién (1) es continua y damos a x un
incremento Ar, la funcion y tendra un meremento Ay,
Esto es:

v+ Ay = flx + Ar) 2
Restando (1) de (2], se tiene:

Ay = flx + Ax) = f(x) (3]
Dividiendo ambos miembros de [3) entre Ar, se obtene:

Ay fle+ Av) = fl)

Ay Ar
El valor gue toma:
. &y o fle +Ac) = fix)
lim = lim
Ax .dll'
Ay = 00 Ar =0

es la derivada que se puede escribir:

fla + Ac) - flx)

iy ;
- hm A v T L
ey Ay

Ar — ()

3.5. Regla general para obtener la derivada de F(x)

De lo tratado en cl inciso anterior, se desprende que para obtener la
derivada de una funcion se realizan las operaciones siguientes:




I. Sustituir en la funciéon propuesta, x por v + Ar v en el
primer miembro y por v + Av.

1. Restar el valor dado de la funcion del nuevo valor, para
encontrar Av.

1, Dividir los dos miembros de la igaaldad entre Arx.

IV. Hallar el limite de los cocientes obtenidos cuando Ar — 0,
para obtener la derivada de la funcion.t

Ejemplo 1

Obtener la derivada de la funcion y = 3" + 5

L y+Ay =3(x + Ax) +5

v+ ay =3t 20ar 4 (Ac) |+ 5

3xt ¢ brAr + 3{A) 4+ 5

-
4
=g
-
]

IL Ay = 6xAr + 3HAe)

m. A =6y + JAr
Ax

V. lim -'?'-.'- = ha
m.

Ar — 0

P Algunos llaman n este procedimiento “regla de 1os cuatro pasos®.
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Por lo tanto TI = fx, también se puede escribir:
it

3y’ -i-5:|'= 6o

Iy {:—'r.l_’: + 5} = B

¥ = 64x

Ejemplo 2

Obtener la derivada de f(x)= " =22 +7

Como ¥ = flx),
y=at -3z 47
Loy +Ay=(x+A) —2(x + Ax)}+7

¥y Ay =x" #307A + 3x(Ac ) 4+ (Ax) - 2x + Ae)+ 7

L Ay =327 Ar + 3x(ac) + (Ax) - 2Ax

Ay

[ 7 =3x% + 3xAr + (Ax) -2
Ak
v limﬁ—h'-l
Ax
Ay — 0

co D fla) =307 =2



o bien
Dlx? —2x+7)=31" -2
4 fx)=axt =2
iy

:; fer = 2x +7)=3x! -2

a
-

=35 -2

€jemple 3

Obtener la derivada de la funcion v = ‘|, donde ¢ es una constante,
e

I

¥oF Ay = .
- "7 e+ Ac)

[ c

(x + Ac) - x?

Ay = ¢ -
o 2xAr + (AP ¥7

" ex® —ex? = 2exAy - elAx)

Ay = .

’ a2 tAar Ay

A= - QexAy - elAx ]1

ST L R 0
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Ay = ez — £Ax

W e = x4 20780 + P AY

. Ay -2cx
V. lim Ar e
Ax = 0
i T .
iy A - 28
A X
Av = 0
I
ww l’.i‘.t - _r}
o bien
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€jercicio 11

Aplicando |a regla general, obtener la derivada de las siguien-
tes funciones:

E
1. y=4x? 11. y=x1<
xl
20 y=3-4° ]
o o=

H2: 4
3. y=2-51,5=f{t)

13. -
4. vy = mx + b, my bconstantes y="Io+2y

14, vy =517 -6 +7

15: ¥y = la - x }:- d = gonslanic

16, v =(x +1){x +2)

7. 5= 3¢ + 1" ¥ = .”f] 17. ¥ = I:h + .l]‘. b = constante
1 ] ll _'l.-l-E
B vuar X 18. ¥ -
gy, put—% 19.5 = ' s = fl)
T (R
:
10.y=_" 2005 = _




| T T Deoovadade Wnglanedan, | oL s saen 5l

3.6. Interpretacion geometrica de la derivada

Siendo Py Q dos puntos de una curva de ecuacion v = flx), ‘asi
en la figura siguiente:

|
' -
Ao X

la mzﬁnR—Q = el es la pendiente de la secante pg .
PR Ax
5i suponemos que (J se mueve a lo largo de la curva, hacia la
posicion gue tiene P, la recta PQ gira alrededor de Py tiende a
ocupar la posicion P como limite.
Esta recta PI' es la tangente a la curva en P
A medida que Q se aproxina a P, Av tiende a cero v la pendien-

te de la secante PQ tiene por limite la pendiente de la tangente PT ;
luego podemos concluir que:

Pendiente de la tangente en P = g & = lim i{—"

Ar =0



Es decir:

-2

= = tg ot =pendiente  de la tangenle en ¢l pun to P

=

El valor de la derivada en cualquier punto de una curva, es
igual a la pendiente de la tangente de la curva en ese punto.

Por ejemplo, consideremos que se trata de obtener el valor de la
tangente a la parabola y = «* en el punto (2, 4).

Para comprender mejor la situacién tracemos la grafica de la

curva.
& uﬁ
X ¥

W
]

ra
s
".--"

=175

i, 4

Si suponemos P [x. v}, las coordenadas de otro punto Q seran
{x + Ar.v + Av)

Luego, como ambos puntes se encuentran situados en la cur-
va, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacidn ¢ = ¢*.
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Aplicando la regla de los cuatro pasos para obtener la deriva-

se lene:
L oy +Ay =[x+ Ac)
vV +Ay = x7 +1xAx # [.{'u]

I Ay = 2xAx + (Ax)

Ay
T = Ay
i A x +

IV, ifm A -2y
Ax
A = 0}
Entonces,
& =2z
dx

Por consiguiente, la pendiente en ¢l punto Pes 2x, es decir;
m o =tpo = 2x
Asi, para el punto Pde abscisa 2,

Ea=Ir=32%x2 =4.

Luego, la pendiente de PT es 4 v su inclinacién es:

o = ang 1g (4) = 75°58’



€jercicio IV

1.

Obtener la pendiente v la inclinacion de la tangente de cada
una de las curvas dadas a continuacion, en el punio gue en
cada caso se indica:

a] y = en el punto donde « = 4
X
b} vy =x" =1 en el punto donde 1 = -2
|
c] oy o= en el punto donde = 2

=1

d) ¥ =x" +21 —1 en el punto donde x =0

e) v =x'-2x" en el punto donde ¢ = 2

fl v =2x—-1"en el punto donde r = —1

Hallar ¢l punto de la curva y = 3 - x* en el que la inclina-
cion de la tangente es de 45°,

Obtener las coordenadas del punto de la curva y = 41 — ¢°
donde la tangente vale 0.

Determinar los valores de la pendiente v de la inclinacion de
b

las tangentes a la curva de la ecuacidn v = | en los puntos
L3

donde x vale 3 v -3,

Hacer las comprobaciones graficas que corresponden a los
ejercicios 3 y 4.



Capitulo IV

Derivadas de las funciones algebraicas

4.1. Consideracion importante

La regla general para la derivacion estudiada en el capitulo anterior

- e3 sumamente importante porgue nos permite entender con clari-
dad la definicion de la derivada; mas, para facilitar el trabajo de
obtencion de la derivada, se han deducido un conjunto de reglas
especiales para encontrar la denivada de funciones algebraicas que
se presentan con mucha frecuencia en el caleulo.

Estas reglas especiales resultan de la aplicacion de la regla ge-
neral ¥ se expresan por medio de formulas, cuyo empleo facilita la
rapida obtencion de las derivadas.

A continuacion estableceremos esas formulas,

4.2. Derivada de una constante

Sea la funcion

donde ©es una constante,



Como el valor de la funcion es constante, cuando x tiene un
incremento Ax el valor de la funcion no cambia, es decir Av = 00,
Par consiguiente

Ay

Ax
entonces

I'*

=}

. Ay

lim == =0
Ax

Ar =0 v ¢

luego

drrarifrantanidran

L&) '

= |

o+

“La derivada de una
constante es cero.”
Como se puecde
observar, la grafica de
i = ¢ corresponde a
una recta paralela al eje de las x, cuya pendiente es 0,

4.3. Derivada de una variable
con respecto a si mismo

Siendo la funcién v = &, aplicando la regla general para la denva-
cidn, se tiene:
[ v+Avy =1 + Ax

. Ay = A




v,

lim

por lo tanto

iy
dx

=1 m

i,

“La derivada de una variable con respecto a si misma es uno.”

Graficamente se puede comprobar que el lugar geomeétrico al

. que corresponde la funcion y =

X, es una recta que pasa por el

arigen, forma un angulo de 45° con la direccidn positiva del eje de
las x y por tanto su pendiente es uno,

§4.4. Derivada de una suma de funciones

Sea la funcidn

donde

YEu Y —w
R = I|r||:-"]'
v= flx)

w = f,(x)
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Aplicando la regla general

. v+Ay =mu+Auw+v+Av=(w+Anw)

¥EAY = AV Ay —w — Aw

IT. Ay = Au + Av - Aw

Av A M Aw

111, M:ﬁ."__,u‘&t
v, i Y i B i A g 2
Ax Ax A Arv

Av =0 Ar =0 Ar =0 Ar — 0

porque €l limite de una suma de funciones es igual a la suma de los
limites de las funciones.
Pero como:
) dy
lim — = —
' dy
lim — = —

lim — = —

lim
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ituyendo en IV, resulta:
dv _du A dw
dr  dy  dx  dx
podemos escribir:
d du dv  dw
Fo— = + -
Pl R S R g am

derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las
ivadas de las lunciones.”

4.5. Derivada del producto de una constante
por una funcién

Sea la funciom

donde v = flx) ¥y €= constante.

Aplicando la regla general:

. v + Ay =elv + Av)

¥ + Ay = ov + el
M. Av = cAv
Ay Av

1. =r



Voot = ot &Y
Ax Av

Ar — 00 Ar — 1)

peETO
lim Ay = 2
dx
Ar = 0
iy 2
Ax iy
Ar =+ 0

Sustituyendo resulla

dy dv
=

il dx

que podemos escribir

aly O
ey rlﬂ}_rdr )

La derivada del producto de una constante por una funcion es
igual al producto de la constante por la derivada de la funcion,

4.6. Derivada del producto de dos funciones

Sea la funeion
Y o= v



r

donde
F

|

a= fix)

¥

v = £ilx)

:;-Aplicandn la regla general:
|

Lo oy+ oy = (u+Au)l+ Av)

e ¥ o+ AV = uv + rAr+ v+ Au Ay

H. Ay =adv + vaAx + Aadv

IV, lim 2 = lim wu v + lime v £or + Hm An
Ax A

Ax

Ar = 0} Ax < 0 Ar =0

pero

ffm Y =
i Av v

Ar — O

lim u

As % dt

Ar —= 0

du

I
l ¥
m

Ay =+ ()

ifx

CRC T T T T SR A |

61



Sustituyendo

dyv _dv v

et B Rl B
dx dx dx
gue podemos escribir

o v ifu
i WONS WY V)

La derivada del producto de dos funciones es igual a la primera
funcién por la derivada de la segunda, mas la segunda funcion por
la derivada de la primera.

4.7. Derivada del producto de un numero
fije de funciones

Si dividimos ambos miembros de la rmula V entre up resulta;

d v T
v )

x = dv | dx

v ¥ i

Entonces, dada la funcion y = vv,v,..., v,
aplicando el mismo criterio se obtiene:

. ':: (SR i ml_' . 4 (vypryomvs)
VWV Y, v, VaWyon ¥,
&, v, d

["'1."'1---”'1'..]

d (v, vy %)
ge VNl g e o

VW e, ¥ Wy BaW i ¥,
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d } dv,  dv, dv,
3 " Wity by o, o 3
[T O T ¥ Vs Vi
Multiplicando ambos miembros por vv,v,...v,. s tiene:
o dv i dv
— sy, ) = gy,  pud S35 | PRTAR Vo l—+ lyvv v d
v, ) = ) G ) 55+ v )
Vi)

La derivada del producto de un nimero fjo de funciones (n) es
igual a la suma de los n producios que se obtienen de multiplicar la
derivada de cada funcién por todas las otras funciones.

' 4.8. Derivada de una funcion
con un exponente constante

Sea la funcion

donde v= flr) ¥ n = constante

Como los n factores son iguales a v, por lo visto en el inciso
anterior para establecer la Brmula VI se tiene:

d dv
dlx (‘ }= n ax
¥ W

Multiplicando ambos miembros por " resulta:

0w ey O
o {'r }— m dx (VII)

donde suponemos que n es un entero positivo.



..........................................

La derivada de una funcion elevada a un exponente cons-

tante es igual al producto del exponente por la funcién elevada al
exponente disminuido una unidad por la derivada de la funcidén

Caso particular

Siendo v = 1, es decir, dada la funcidn ¥ = v resulta:
d " w -1
& (") = nx (Vi
porque
dx 1
dlx

4.9. Derivada de un coclente de funciones

Sea la funcion

donde u=f(d, v=f(x y vazo.

Aplicando la regla general:

o4+ A
1 ¥y + Ay =
v o+ A
+ A
1. A= u i



e 4+ vAN — vy = nAw

PP LB
viv + Av)
5. Ky = vAu — uAv
wlv + Av)
Ay Av
v —u
Ay f:'l-t Ax

Adi Ay
Ay v A =
V. 1m =~ =1 X Ax
Ar vy + Av)
Ay = 0 Ar — 0
PETO COMO
lim Av = 0
Ar =+ 0
ENtonoes

¥

limviv + Av) =

Ar = 0

Luego, la igualdad del paso IV se transforma en:

o dv
W — i

dv oy dt
dx w?



d [” Ju ' i : dy [be

La derivada del coclente de dos funciones es igual al producto
del denominadar por la derivada del numerador menos el producto del

numerador por la derivada del denominador, todo dividido entre ¢
cuadrado del denominader.

4.10. Derivada del cociente de una Funcién
entre una constante

Sea la funcion

hi
y =
¢

donde w= flx) ¥ ¢ = constane

Aplicando la formula IX, resulta:

i dr
€ - i
dv idx dr
dx e

PEro como



........................................

ege
du
dv
dx (&
qgue podemos escribir:
g altt
d [u ]: dr X
de \© ¢

La derivada del cociente de una funcion entre una constante es
igual a la derivada de la funcion entre la constante.

4.11. Derivada de la raiz cuadrada
de una funcion

Sea la funcién
Y= u donde u = fix);

que se puede transformar en:

dy _I";-ﬂ.-fu
dx 2 dx
dy I“;_du
a2 dr




..........................................

. v 1 du
dx ilv
2u’
v 1 du
dx 2 w dx
que podemos escribir:
o {”}= 1 du
de 2 u dx (X1

La derivada de la raiz cuadrada de una funcién es igual al co-
ciente que resulta de dividir la unidad entre el doble de la raiz cua-
drada de la funcion multiplicada por la derivada de la funcion.

Caso particular

Siuw = x,la fincion se transforma en:

Aplicando la formula XI, resulta:

7 1
1:[ v)= (X11j

L - X

porgue

Bk



l
4.12. Obtencién de derivadas

‘Mediante la aplicacion de las formulas establecidas en el pre-
‘sente capitulo, se pueden obtener de manera facil las derivadas
de las funeciones algebraicas.

Ejlemplos

1. Hallar la derivada de g con respecto a x de cada una de las
funciones siguientes:

=4 por (VILI)

By y=-3x
|
g Ay por (IV)

=3
0 por (11}

c) y =3t

Y =3 442) v
dr 3 d 3 'Flﬂ'l'f :
::_ = ¥ 2 por (VIII)
Lo = 6x

iy



..........................................

dl vy =3y —2f+4

dy _d ooy, d d
2 -'h[h ]*.1;{ )+ @) por (1)
COmo
d 3
> (3¢7) = ax por (VI
o i
) Y g :
e -2x) dx por (Il ¥ (IV)
d
4)=10
e (4} por (1)
Sustituyendo resulia;
&y =6y -2
dx
e) y=[x-1p
v d "
i i
5. =2 k=) por (V1)
d}' d ? r.f
i = E[ (r :|+ (- l}] paor (HI)
dv
2 =2xdxr+0 por (I} ¥ [VIH)
X
d =dx




dy
iy

dv

i S

dy

dr

-

Y]

I ef

bx dx 6x) por (X1}

I d

= h fGrl=16

6% porque (6x)

(4]

fx
3
bx

El ¥ = (g + x)(b + x) donde a ¥ b son constantes

di ..

COMmo

i

{;:+1.'};{J:+J.'}I+|l='r+.-.'};frd+ij por (V)
d:h+.t}=d|lb}+dx=ﬂ+!lrl
v i i

i

dfr;*-.t]:df_u}*-L =0 +1=I
T d.

X 41

Sustituyendo resulta:

dv
ar

dy
iy

=g+ 5 +h 43X

=g+ b+x



..............

2 (e -2f =262 -2) ¢ (2 -2)

ih= -2)=2x

d

= LI: - I]: = 4xfri-2)= 41" - 8x

Sustituyendo:

i = 341’ - 8x)

dv
- = 12x -24x
dx

. x+1
i}y »=
| r -1

dv (x - l]':[ {r +1)-{x + I]; {x. —1)
dx (x -1)

:Il:_li-lla'l

%{:—I,‘l:I



il

K]

(x = 1)) - (x + 1))
(x = 1)
x—01—a-1
(¢ =1¥
(e -1y

X = L8
2 5
=4 M 1—3[111
2 5
3.2
= X — A =a =
3

¥ =
y
dx
dy
dx
i 3
¥ ===k
X X"

se transforma en:

¥ =

oy
i

dy
dx

p R B



Yo=K

"f}. = x'_] (]

d‘.

a4
= i3

v 3

v _4‘.1

il k]

m) v =yl -3f

se Lransforma:

y = (2 -3x)

N

‘l'\' ._' L i

: = - y -

P 3[' Ix) & 2 =3x)
i

v 2

i =123 "3

v 2

de Y2 - ax

nj y = (2x 4—3]{.&: + 3 —~|]

d}.

M = (2x +”:: {.l'! +ﬁ:——l}+'|,r,r! + 3x -I}jr (2x + 1)



.r_:ill"t: +]'r-|:|=._.l + 3

o
(Zx#3)m 2
dy

Sustituyendo:

i: = (x +3)0x + 34202 $3x-1)

Prx+3F +25% +6x -2

! 57 FP2r+9 3227 $h2 =72

G FI1By +7

Y. = X =¥

2
A U 1, =L

= ®_x? == x
ix X g 2
dv I 1 -
I—r'—.l"';l'

4x! =
iy 1 |
Tt

4p®  2yx?



2. Hallar la derivada que en cada caso se indica:

b}

d}

e)

S5=ar® -Sh°

o Sar' = 156"
edr

c = 2nr
de
= 2R
dr
A=n'
4 = }mr
dr
¢ =
dr
=k
dr
i o8
lh‘I:-I:. _l-.
: 2 {1}
dv 21 z*
dz 2 10
d'.l' wd

g
T

ilx

e

;T constante
dr

R conslante
dr

de

¥ constunte
dt

Fe&

a y b conslantes
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COmo

o u+h]:-br':-h_
dx X x-
Sustituyendo;

dy 2 b ]

= e =
fris q x x*
dy 2h b
v —[2u+ r][_ .'r:]

dy 2abk  2b°

dr .‘2 .'l.'J'
dv —2h" - 2abx
dx a

dy  —2blb + ax)

dx x’



..................................

) Anr? dv
V= . TCons
2 3 e constante
v 127y
dr 3
& = 4mr
dr

€jercicio V

Comprobar si son correctas las derivadas siguientes:
(.'l.'! -5 4 IJ= 3x’ - 2x

4
dx

2, ;t(_‘h'—.t:+41')=5—2.t+124‘

5. Li{x:—:-bx—l-c'}:l_x + b

6. ;{z —3%) =—9(2 - 3x ¥



10.

11.

12.

13,

14.

15.

i x+n']__ 24
dilx-a) (x-af

lt" +l]"

'ir.. 2 #1

d = =
4 2 +F —x —1) =64 —2x -3

d [.t: =¥ F1 2 gt
dx .I‘l'l {'r-:-.]_}‘!

d 14]:_ 1
dy |1+ x {14,_1]'{] —x)




Obtener la derivada de cada una de las siguientes funciones:

16.

17.

18.

19.

20.

21.

23.

24.

25.

¥y =3z
y=1+82c -2
s=at' -3In’
S =g + v

A =dnre?

A=al? +n?)

-2x° +5x -8

e=a+bt +a’

X

flx)mx® -

flx)= a +

L]

-t:
fla) = 23

[

— 1 v b constanies
il ;
m }'
£ a ¥ v consianies
dr
dA
' T constante

dr
4

— & ¥ h constantes
dr
d—e a, by o constanties
dr Lo
a constanie

d constanie



28.

29.

30,

3L

32,

a3

34.

35.

--------------- B F B E ¥ O® o8 o® & W

-
]
—_
|
(=]
o
—
o

1 +af
flx)=
X
X
fle) = )
A J‘
p=86' 2-18 ar
o0
I - ax
y = o constane

81



82

1]

36. ¥
7. y
38. v
39. ¥
40.
41.
42,
43. ¥
44, ¥
45, ¥

---------------------

et
. H Cc constante
" 2

K+ 3

2 4+ x
V2x

(et s
(r + 3}{1: +2x - 5}

{TJ -3z + l}(’Z_t" +a - 2]

]
7wty =2

2
e I

3y =1

x? #1



-

47,

48,

49,

50.

51.

52.

a3,

54.

35.

...... ,Derivadas de las funciongs algebraicas | [ ., , 83
x -1
x +1
yo= {.l.' = ﬂ} Jr +a & constante

¥ ='3x - 2x°

po= T 40
2+ x
y=
2—-x

Hallar la pendiente v la inclinacion de la tangente a la

.
curva de ecuacion v = °  en el punto cuya abscisa es
4

uno.

Obtener la pendiente y la inclinacion de la tangente a la
. I .
curva de la ecuacion ¥ = L €n el punto de abscisa 2.

£0ue angulo forma con la direccion positiva del eje de las x,

” 3

la tangente a la curva de la ecuacion v = © ¥ oenel pun-
&

to de abscisa unoe?

Encontrar las coordenadas de los puntos de la curva
v = {x = 1}{x + 2F, en los cunles las tangentes a la curva son
paralelas al gje de las x.

Hallar el dnpulo que forman el gje ox y la tangente a la cur-

va y = x | - x en el origen.



4.13. Derivadas sucesivas

La derivada de una funcion de x esto es :F , es la primera deriva-
X

da de esa funcidn con respecto a x.

d
La derivada de df_ con respecto a x, se llama segunda derivada

LII 3
de y con respecto a x o derivada de segundo orden y se escribe d 1.- i
)
Es decir,
d*y d (dv x
i e WP J segunda derivada
Analogamente
d’y _d |d fy
1 gt | et tercera derivada
d'y d [d'y
di ! " e cuarta derivada

Con ¢l mismo criterio se obtienen la 5%, 6%, 7*... ete¢., derivada
de y con respecto a x Todas ellas son las derivadas sucesivas de
la funcion considerada.

€jemplo

Dada la funcion y = v’



=B 3x? primera derivada
d’ ¥ .

" = fx segunda derivada
d’ ¥

g =6 tercera derrvada
dly

dx-' =0 cuarta derivada

este ejemplo, las derivadas siguientes son todas nulas.

rvacién importante. Debe tenerse en cuenta que:

dy dy :
AR
dr [d.r]

Asi, en ¢l ejemplo anterior tenemos:

|

dly
‘1: =fix
dr *
En cambio
[lf.‘r' ] _ g_‘a
d
Por tanto
G # Gy

“}r
dx "
da de y con respecto a x), la variable y, o sea la funcién, se

En general podemos afirmar que en la lenésima deriva-
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introduce solo una vez en el numerador, mientras que la varia-
ble independiente x se introduce en el denominador, dividiendao
entre Ar, tantss veces como se realiza la derivacion.

Puede emplearse también, para las derivadas sucesivas, la
notacion sigmente.

dv ’

= ¥
e ]
d?y s
dii 7
dlf -
& "
A
d!." 1
act
dﬁ_\' = pr
de ?

. =ic.

Por ejemplo, para el caso de la funcién y = ;'
sucesivas se pueden anotar asi:

. sus derivadas

¥ =31
" = 61
Y= =8



Derivadas de las funciones adgehraicas
e - ety -l o B i i PR

‘Obtener las derivadas sucesivas de las siguientes funciones:

4 b) y=25" -3+ +6x

g y=2x
y' =8’ ¥ =8x'-9x" +6
y' =147 y =M’ 18y
y" =48 x yr =48 x — I8
v o= a8 v o= a8
v [
y =0 ¥y =0
c) yo=c

‘Como puede observarse, en esia funcion el namerc de derivadas
sucesivag es infinito.



.............

2. Dada la funcién s = 1+ b, donde b es constante, oblener
la tercera derivada de s respecto a t.

1
Luego s = (1 + br):

s 1 4
= (I +b): 1 + br
. 2-: ) d;[ )
i
$=:ﬂ+hﬁm]
I
j:=':{l+br]l':
d's b A od
g2 =—4[1+b¢‘}zérl:l+bl]
1 ¥ 3
:::-":[I-a-hr:i:
d's 3 i d
35 g {1+hr,‘r:d:[|+&.-}
d's  3b’ K
a' B 2y 47
por lo tanto
- b’
v =
o+ b}

3. Obtener la segunda derivada de la funcién v =

I + x

@_#u+n;¢ﬂ~;;n+xl
dx (I +xF



dy. 1 +x—3

dx {t +x)
dy _ 1
iy Il +x¥

e | d 3
gty Wxy  W-0)  (+s)

dx * 1 +«)
)
ity 0 - 2(l + .r}m (1 +x)
-dll “ ‘l'.Tr
d'y =2+ x)

de? 1+ x)

d?y 2

dy __{] +x)

4,14, Derivada de funciones implicitas

Para obtener la derivada de una funciom implicita, se procede en
primer término a despejar la variable considerada como funcion.

€jemplo

Dada la funecion expresada por la ecuacion ¢y — 4y = | al considerar
¥ funcion implicita de x, antes de obtener la derivada despejamos y.

Es decir,
(* —4)y =1



T T Injoiacion al calculo diferencial e integral
gue equivale a

v =l -a)

Derivando se tiene:

A (L Al (P

dx

dy - 3 d
= -2xfc? —4

o I{l: ]_

dy 2

dv (x —4)

Sin embargo, en muchos casos, en que se define y como funcion
implicita de x, 5 imposible o muy complicado despejar g, por lo que
se procede a derivar término a término, considerando a8 y como

funcién de x en cada término; y por Gltimo, se despeja dy , de la
ddx
ecuacion resultante.

Ejemplos
1. Dada la funcion expresada por la ecuacion
et ~ay +¥ =)
donde vy = f(x)

Derivando término a térming resulta:

d(sy_d o, 4y d
d‘lsl o () ré‘{ ) il

Ex-.td'r+vdt +1vd'¥=ﬂ
dv ilx dx
....I—Id}- —v-I-E_vd"l =l
dr ddx



jx_y{—i +2y)=-2x +¥

dv _ “2x+y
dx -x + 2y
dy 2x—m
v =2

Dada la funcién expresada por la ecuacion x1° - xy - y? =0,
obtener la primera y segunda derivadas.
Derivando término a término resulta:

(%)= £ )

il ol '
2x—-x . -}'d-: +2jp:i': =10

[-x+2y)=-2x+¥
=Ix 4y

ix
iy
ey -x+2y
dy

: 2x -y
L |
v =2y W
L m2y) g Gy - -y G -2)

B (x - 2y)




.............................

.............

dy f dy
R | 7 - = = = "B
- (x — 2% }[.. d.t] (2x }r}il 2 J
L = v \
' (x - 2xF
. 2 — 4y - ll‘-t:l' +1_T.':': —2r1-| ¥ 14;3 - 21.;:
' (x = 2yF
Simplificando
- Xy + 34 dy
- ilx
}l -
(x =2y
v
Sustituyendo d.x por su valor obtenide en (1] se tiene
2 - ¥
-3v +3 :
. L x[‘ _2-"]
O §
(x - 2v)

Simplificando de nuevo resulta

e vl = 2%) ¢ 3x(2x - ¥)

(x:= 2y)

5 -3.1'}'+ﬁ}':+ﬁr‘—31)'

(x - 24)

. Oy +6x7 —Oay
(x - 2y)'

. 67 ey - )
(x - 2y%)



.......... Derivadas de las funciones algebraieas g3

Obtener la primera y segunda derivadas de las funciones
siguientes:

il
L
¥

i

|
bd
L]

al v

bl y=x-x"+2x'

¢) y=Ql-ax) a constante
dy » o ! Lante
) ER N ] 5
) ar — h L2 i
A 1
© y= +
! x 2
il vy= 1—fx b constanie
gl s=a+w o= flt) @ yvconstantes
o a
h) = 4 a constante

i) 3=[.r—l}£r:—x—3}
) oy=lx+a)lx -a)

2. Obtener la primera derivada de y con respecto a x en las si-
guentes funciones implicitas:

h) 1 1

a) %" +y" =r r constante
by

Il
-
+

(I
=

)] x4 2xy =-I|

d) " - ry =2




Injciacion al calculo diferencial e integral

e} x+tav +y =1
2 1
N ¥y -2xyw=a a constante

gl s +3xy + ¥ =1

Determinar la primera y segunda derivadas de y con respec-
to a x, en las siguientes funciones implicitas:
ﬂl L™ ==y = |

b v =2m

el k+xy 4y =2

d) vy =2xyv =ua a cofislante



Capitulo V

terpretacion cinematica’ de la derivada

5.1. Rapidez de la variacion

Dada una funcién como y = &2, derivando mediante la aplicacion de
Ia regla peneral {articulo 3.5), resulta:

L ¥ +8& =[x +&f

v + Ay = 2% 4 2xAx + (Ax)

. Ay = 2xAv + (Ax)

m, Ay

Ax

|
[
P
¥
=1

! Rama de la mecdanica que estudin of movmiento,

895



Si antes de dar el cuarto paso para obtener la derivada, consi-
deramos por ejemplo que x =2 yAr = 0.8, la ecuacion Il se convier

te ¢n i—‘ = 4 8, por lo que podemos afirmar que la rapidez media de
AL

variacion y con respecto a x, cquivale a 4.8, cuando x aumenta de
x=2 'a x=28

De una manera general se dice gue % es la rapidez media de

variacion de y con respecto a X, cuando % varia de x a x + 2x
Asi, en el caso de la funcion

y=ax+ b ecunacién de la recta
I y+tAy =alx + A+ b

. Ay = aAx
o A _,
Arx

se puede concluir que la rapidez media de variacién de ycon res-
pecto a x es igual a la pendiente a de la recta v es constante. Es
decir, se trata de una rapidez constante de variacion.

Mas si tomamos la primera funcion dada, es decir = x%, a
partir del paso 11 de la aplicacion de la regla general, tenemos

ﬂ =2x + Ax

al considerar que el intervalo de x a r + Ay disminuye cuando
Av —+ 0; la rapidez media de variacién de y con respecto a x se
convierie en rapidez instantanea de variacién de ycon respecto a x

Por consiguiente, viene a ser el limite de la razon de los incre-
mentos, €s decir, la derivada:

{}'-— = rapidez instantanea de variacién
1

de gy con respecto a x para un valor determinado de x.



- Entonces como

g Av dv
| lim — = ——
T i
I Ar = 0
:-_"' = 2y rapidez instantinea de variacion
L]

Par ejempla, si x = 2, la rapidez mmstantanea de variacion de
seria 4 unidades por unidad de variacion de x.

Comunmente se omile la palabra instantinea, v algunos auto-
8 le llaman *razon de cambio” o “rapidez de cambio”.

2. Interpretacién geométrica de lo ropidez
de variacion

uda la funcidén y = [ (), haciendo la grafica correspondiente se
inc:

y &
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Si x crece de OM a ON cntonces y crece de MP a N La
rapidez media de variacién de y con respecto a x ed igual a la
pendiente de la secante PQ. m =1z 6

La rapidez én un determinado instante, cuando « = OM. es igual

a la pendiente de la tangente PI, es decir, m = g

5.3. Velecidad en el movimiento rectilineo

Como aprendimos en el curso de fisica, la velocidad esta expresada
por la formula

distancia ¢
velocudad = ; v =
Hemp I

Por lo que si consideramos que un punto A se mueve sobre una
recta, ocupando las posiciones Ay A"

% LT
| o— —  »
i | 1
T T T —
0 A A

la razdon entre ¢l incremento de la distancia (Ay) v el incremento del
tiempo (Ar) es ln velocidad media de variacién en ese intervalo. Es
decir:

velocidad media = v = %

Mas, si tomamos el limite de esa velocidad media, cuando e inter-
valo tiende a ser infinitamente pequeno, estoes, si &s — 0 vy A — ()
resulta;



velockind = Tim -ﬂi‘
At
A — )
decir,
dy
§= —
it

La velocidad sera positiva cuando s sea creciente y negativa en
caso contrario, Empero, lo comun es considerar que la velocidad
expresada por su valor numeérico, sin tener en cuenta el signo.

4. Aceleracien en ¢l movimiento rectilineo

bién por lo aprendido en fisica sabemos que la aceleracion de un
ovil es ln vanacion de su velocidad. Entonces, la aceleracion de
un punto gue se mueve sobre una recta sera la variacion de su
wvelocidad. Es decir:

acelericion = a = d—l
dr

s
¥ como v =
e : i

dy dta
l ] = e —_—  E—
teeleracidn [ ’ , 3

\ 5.5. Problemas

€jemplo 1

En forma experimental se ha demostrado que si un cuerpo cae libre-
mente en ¢l vacio, a partir del reposo y hacia la superficie de la tierra,
obedece, aproximadamente, a la ley expresada para la formula



100, oo v ITTE WS R RAL o o

£= 4917 en la que & representa la distancia recorrida en metros v
¢ ¢l tiempo en sepundos. Caleular la velocidad y la aceleracion en
cualquier instante, al cabo de 2 segundos v al final de 10 segundos.

Solucidn:

a) En un instante cualguicra:

iy
- = 0.4
W di ]

- W

9.4 1 m por segundo

"
= = . =98 =
@ = & B =3
S =98 mpor (seg)’

b) Al cabo de 2 segundos:

v=938(2)= 19.6
«s =196 m por segundo
a= 9.8 m por (seg)’

c) Al cabo de 10 sepundos:

v=98(10) = 98
Sov =98 m por segundo
a = 9.8 m por (seg)’

€jemplo 2

Un mdvil realiza en linea recta un movimiento, ajustado a la
formula s = 32 t - Br°. Calcular Ila velocidad, la distancia recarn-
da vy la aceleracion al cabo de un segundo.



mplo 3

=31 - 161

S5

y =

v=32-16(1)=32 - 16 = 16 m por seg

v d* s d
= 3 5 _
TR o

a =

a=... =16 =-16m por (seg)”
s=32(1) ~8{1))=32-8=24

s5=24m

]

3

s 3
= = Mg -
Vg TN
Moy 3
s ov=000y- 00 <20 - 2 s
Joo v o= 50 m por minuto,
v iy 61

=—=M) -— =20 -3
et ot = 2

a=20-3(10) =20 - 30
a=-=10 m por [min}*
[ ()0

.

5= 1000 - 500 = 500

Seoop= 500 m

s =10000) -

Un movil hace un recorndo en 10 mmutos, abedeciendo a la férmu-

S : .
s=10¢ R Considerando s en metros y £ en minutos, hallar Ia

velocidad al cabo de 10 minutos, la aceleracion y la distancia recorrida,



€jercicio VII

1. En los movimientos rectilineos defimdos por la ecunclon dada
en cacla caso, hallar la distancia recorrida en metros, la veloci-
dad y la aceleracion en el instante indicado en segundos:

a) s=4p - 2% t=2
b s=4-21+ 315 (=10
- )
) TR toh
1 5
d) 3.l — 45 t=4
e) s= 3 -2 t=2

2. Un proyectil lanzado hacia arriba se mueve segun lo estahlecido
por la rmula 5 = 50 - 2f. Si consideramds que £ esti mecdido en
metros ¥ € en segundos, contestar las preguntas siguientes:

a) ¢Queé distancia habra recorrido al cabo de 2 segundos?
bl ¢Cuil sera su velocidad al cabo de 2 segundos?
c) ¢Que velocidad llevard al final de 4 segundos?

d) ¢Queé distancia habrd recorrido hasta el punto en que
deja de ascender?

e] ¢Qué velocidad llevarda en ese instante al que se refiere
el inciso )2

3. Una pelola que se lanza hacia arriba alcanza en metros una
altura hen t segundos, definida por la ecuacion h = 2017 - 4. 9¢°



a) Calcular su velocidad vy aceleracion en cualquier instan-
te,

bl ¢Cuantos metros sube al cabo de 1 seg?
g] ¢Cuantos después de 2 sepundos?

d) ¢Cudanto valen su velocidad v aceleracidon al cabo de 2
segundos?

Una piedra se arroja 8 un estanque v su profundidad p medi-
da en metros, en relacion con el tiempo de t segundos, des-
pueés de haber tocado la superficie del agua, se define por la
formula

a) Hallar la velocidad v la aceleracion en cualguier instan-
te.

b) ¢Cuél serd la velocidad al cabo de 10 seg?
] Cudl sera la aceleracion transcurrido el mismo tiempo?



Capitulo VI

Maximos y minimos

6.). Introduccion

En muchas aplicacio-
nes de la derivada, se
- requiere determinar
cuancdo la funcion tie-
ne un valor miximo
o un valor minimo.

Ejemplo 1

Sea Iln funcion

3

v=4x -x".

A partir de una tabla
de valores trazamos la
grafica de la funcion.

*y

105




Una simple obscrvacion de la figura nos conduce a pensar
gue la funcion y presenta un valor maximo para x = 2, es decir,
en el punto Tdonde v =4, que es el valor maximo de ks funcion

Esto lo podemos comprobar facilmente si tfrazamos la tan-
gente a la curva que pasa por el punto T, la que necesariamente
es paralela al eje de las x, por tanto su pendiente ¢s cero.

Entorices, como de acucrdo con lo estudiado en el articulo 3.6,
el valor de la derivada en cualquier punto de una curva es igual a la
pendiente de la fangente en ese punto, sin recurrir a la grafica,
podemos hallar el valor de x mediante el siguiente procedimiento:

(1) Obtener el valor de la derivada de la funcion.
(2} Tgualar a cero la ecuacion gue resulta

{3) Resolver la ecuacion para hallar el valor critico de x.

Asi, para la funcion dada y = 4y - ¢°

i
12| 4 -2x =10
(3] 1=2 valor critico

Sustituyendo el valor de x en la ecuacién dada, tenemos:
y=402)-@F =8 -4
[~

Estamos seguros de que se trata de un méxime, porgue si
tomamos un valor un poco menor que el valor critico v =2, la



mgenie ¢n ese punto tene pendiente positive v 8i lo tfomamos
Bn poco mayor tiene pendiente negativa.
Por ejemplo: si « =19
v _—
-t—=4-:h.tn=-1 - 3.8 =023 positivo
i

La pendiente positiva para |a tangente en ese punte nos indica
gue forma un angulo agudo con la direccion positiva del eje de las x.
En cambio, 8i x = 2.1

= = 21)=4 -342 = =02 negativo

La tangente en ese punto tiene pendiente negativa y forma un
0 obtuso con el eje de las x

Por tanto, al considerar las dos situaciones anteriores se con-
cluye que la curva pasa de creciente a decreciente en el punto T,

‘donde la funcion tie- »

vaiur critico x = 2,
:lp funcion tiene un

Ejemplo 2 | I ‘
Sea la funcidn : |
¥ = - 3r e 6 : =
0 X
A partir de una ta-
| ‘hla de valores traza- xy -1 612 3 4
mos la grafica v oI 6 4 4 6 10
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Al observar la figura se puede inferir que la curva presenta un
valor minimo de la funcién en el punto T, comprendido entre « = |

¥ x = 2. Se puede suponer que en ese punto x valga | é

Sin recurmir a la griafica podemos encontrar el valor de x me-
diante el procedimiento indicado en el ejemplo anterior. Es decir:

Dada la funcién y = 5" —3x + 6

=2x =3
dr
2, 2x-3=
1 |
3 == = ==
3. 2x =1 1-1-|2

Para estar seguros de que se trata de un minimo, tomesmos

L

primero un valor un poco menor gue el valor critico 1+ = y luego

L]

un valor un poco mayor. Asi por ejemplo, resulta:

dv =3)=-F a2 ~§ = negativo

b) Para v =2

ay =2(2)-3=4~-3=1 positive
ay

Esto significa que la tangente en el punto donde © = | forma con
el gje de las x un aAngulo obtuso v la tangente en el punto donde

+ =12 forma con ¢l gje de las xun angule agudo. Por tanto, la curva
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sa de decreciente a creciente en el punto T, dende presenta
v valor minimo para la funcion.

: il 3 =
Podemos concluir que para el valor critico «+ = la funcion

& un valor minimo, el cual conoceremos & sustituimos en la
cion dada el valor eritico. Esto es,

}'Exl-ﬂ.k+ﬁ

g 9
y= = 48

4 2

g H
y = -! +6

4 4

15 3 = -
p = 4 =3 A valor minimo de la funcion

€jemple 3

|
Sea la funcion }'=1x’ -2x +3x +1

Como en los dos ejemplos anteriores, trazamos la grafica co-
rrespondiente:



Al observar la grifica de la funcién notamos que la funcién
presenta un méximo en A y un minimo en B.

También observamos que £5¢ mAXImMo y €56 MINiMo no son ne-
cesariamente el mayor y ¢l menor valor de la funcion, por lo que se
les llama méaximeo vy minimo relativos,




dada

Obteniendo el valor de la derivada, ipualando a cero la ecua-
gue resulta v resolviéndola para x, hallaremaos los valores erii-
correspondientes.

Es decir,

y= X =2x +3x+1
3

L VR

iy

dv

=7 — 443
aly

P —dxr+3 =0

Factorizando resulta

o cdx+3=(r=-3r-=-1)

Luego v, =3

i =1

valores criticos

En seguida procedemos a comprobar que estos valores de x

corresponden a un maximo o un minimo.

a) Para x =3
Si1=25
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dy

5 =x' —4x+3 =257 —4{2.5)+3 =625 -10 + 2

iy
1 =0.75 i
g negativo

Six =215
=) +4:+3=(035F -4(35)+3=1225 14 +1

j': =1.25 positivo

La pendiente de la tangente pasa de negativa a positiva, en-
tonces para x = 3 la funecion tiene un minimeo, es decir:

y ri.z‘ —2x? 435 ¥ =;{'.n‘ Z203) +3(3)+1

9-18 +9+1

-
1l

by Para x =1
S x =15

dy

3 =2’ =45 +3=(05) —-4[D5)+31=025-2+31=125
L 4

g 1.25 negativo



A 43 =157 —4(1.5)+3 =225 -64+3==0.75

1]

;Lt'
dy

—1.75 negativo
dx

[}

e
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.’

|

La pendiente de la tangente pasa de positiva a negativa, enton-
€es para ;= | la funcion tiene un maxime; es decir:

| 3 5
y=:;1_z.r?+n+|=1u} —2(1F +30)+1

u':l—'.’1-?n+l
3

.'v=2]

3

6.2. Concavidad y puntos de inflexion

Dada una curva de ecuaciény = f{x)

A

¥

saaferasanrnnach Iy

e

e




En general, se presentan 1res casos:

Si la pendiente de una recta tangente a la curva es positiva
a la izquierda y negativa a la derecha del punto, como en A,
la curva pasa de creciente a decreciente: entonces la curva
tiene un valor maximo para ese punto. La curva es concava
hacia abajo.

Luego, si 1 = a , podemos afirmar:

flx ) tiene un valor maximo para ¢ = g, s €N un entorno de

a la derivada f(v) es positiva para valores de x menores
(que a y negativa para valores de x mayores que a

Si la pendiente de una recta tangente a la curva es negativa
& la izquierda y positiva a Ia derecha del punto, como en B,
la curva pasa de decreciente a creciente; entonces la curva
tiene un valor minimo para ese punio. La curva es concava
hacia armba.

Luego si 1+ = u, podemos afirmar;

f{x) tiene un valor minimo para ¢ = ¢, sien un entorne de

a la derivada ['(x) s negativa para valores de x menores
que a y positiva para valores de x mavyores (ue a.

IMl. Si la pendiente de una recta tangente a la curva tiene |

mismo signo a ambos lados del punto, como en C, entonces
la curva sdlo cambia el sentido de la concavidad v por
tanto no presenta ni maximo ni minimo. Se trata de un
punto de inflexién.

Luego, 8i 1 = a, podemos afirmar:

flx) no tene méximo ni minimo para « =, st f{v) tiene
el mismo signo para valores de x mayores o menores gue a

Se trata de un punto de inflexién el que determina un
cambio en la concavidad.



3.Método de lo segunda derivada

la funcién v = f(x)

W d
)= g flx) primera derivada
A "F 1 -
fx)= o Filx) segunda derivada
Podemos com- A ¥

obar gue cuando
(x) es positiva,

r'(x ) aumenta & me- |
da que x crece y
uando (“(x) es ne-
tivo, f'(x) dismi-
uye a medida que
crece.

Asi por ejemplo,
siendo la funcién
vy = flx), aes el va-
lor critico de x que
hace nula la primera
derivada, es deeir,

¢ L] 1] 1 *
fla)=0 0| A B ¥
Para el minimo a=04a"
Para ¢l maximo a =08

Se presentan dos situaciones:

1. Si [“la)es positiva, f'(v)aumenta al pasar por cero cuando
x crece al pasar por @ Esto significa que f'(x) tiene que



ser negativa para valores de x un poco menores que a y
positiva para valores de x un poco mayores gue a, Por
consiguiente, la funcion tene un valor minime para = .

Si "= la) es negativa, ['(x) disminuye al pasar por cero
cuando x crece al pasar por @ Esto significa que (1) tene
que ser positiva para valores de x un poco menores gue @ vy
negativa para valores de x uno poco mayores gue a Por
consiguiente, la funcidn tiene un valor méximo para « - g

En resumen:

Si fla)=0vw f"la) >0, la funcién f(x) tene un minimo
para 1 = a.

Si fla)=0y fMa) < 0, la funcion f(¢) tiene un miximo
para 1 = a.

El métedo de la sepunda derivada para determinar si se presen
tan maximos o minimos, comprende los cuatros pasos siguientes:

I
1.

1.

Hallar la primera derivada.

lgualar a cero la primera derivada y resolver la ecuacion
para determinar las raices reales |valores criticos).

Obtener la segunda derivada de la funcion.

Sustituir en la segunda derivada cada uno de los valores
criticos obtenidos. 5i el resultado es negativo se tendrd un
maximo v si es positive sc tendra un minimeo.

El métondo de la segunda derivada no es aplicable cuando (v ) = 0,
aungue puede haber un maximo p, un Minimo o un punto de in-
flexién, por lo que en este caso se debe recurrir al método expli-
cado en el articulo 5.1.



_ los maximos y minimos de cada funcién, empleando el méto-
de la segunda derivada.

1. yv=at=32x

[ y=4x"'-32
1. 4x* -32 =0
4x =32
= Jj =£
¥ =14
=12 valor critico
1t yr =2
v. 122 =12(4) = 48 valor minime, por ser positivo

1. y' =35 45 +1
iI' 3.1'! —4I+t = I}
4% 16 -12

f

Ty = : valores criticos



------------------------------------------

I1. ¥ = 6x — 4

V. 6ll)-4=6-4=2 minimo por ser positivo

h[’]_4=:—4=—: méximeo por ser negativo

Por medio de la sepunda derivada podemos obtener el valor cri-
tica correspondiente a un punto de inflexién.
Para esto s¢ procede conforme a los pasos siguientes:

d’y
. Hallar los valores criticos cuando i \ es igual o cero o
&

infinito.

Il. Observar si al asignar valores menores y mayores al valor
critico, la segunda derivada cambia de signo. Entonces se
tiene un punto de inflexion.

Ejemplo

Sea la curva de la ecuacion:

y = -2x°
1
Denvando tenemaos:
dy . =i
dy i
L PP
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huego 44 -4 =0 81 x =%|
Es decir, v, =1, ©, = -1 son los valores criticos.

De esta manera:

Para 1 =1

g dy ey

Six=035 " 1 =45) -4=1-4=273
: 7

Six =148 ‘L{ = 48 =4 =6 =4-=2
i !

Cambia de signo

Pﬂ.fat=—1
dl‘r 5

Sl =<2y oy =403 —4=16-4=
&t

Cambia de signo

En conclusion, v, =1 vy x, = -1 corresponden a puntos de

inflexion.



Representacién grafica de y = l‘ - 2x
v
| |

X {

i 9 I

2 - 2.67 !

I — .66

0 0 [

-1 = 1 .66 N

-2 -2.67 | —

_1 g i >

X

Sustituyendo los valores criticos 1 y - en la ecuacion obtene-
mos las coordenadas de los puntos de inflexion:

M(11.66) Ni-1.-1.66)

€jercicio Vil

1. Por observacién de su representacién grafica, determinar los
valores maximo y minimeo de cada funcion:

B y=1°-45+3 dl y=3xr-x*
b) y=sux' =2x+5 e y=ux'-dx

€ wv=gx" =2x° + 8
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Calcular los valores maximos ¥y minimos de las funciones
siguientes:

al y=ua' —6x +8 l y=x'-x l
y=—x" +2x +8 Bl v=ux'4x4+8
yo=x" 425 -3 Bl y=x'"+1" -5
y=x' -9x i) wv=x?+22% —4x 41
y=4 -3¢ i) ¥ =3¢ - ¢!

6.4. Problemas

Es posible resolver algunos problemas en los que se buscan valores
maximos o minimos, si podemos expresarlos mediante una funcion
de dos variables,

Ejemplo 1

Si la suma de dos numeros es 10, scual serda el valor mixdmo de su
producto?

Consideraciones:
Siendo x un numero 10 - x sera el otro namero.
Si representamos por gy el producto se tiene la ecuacion
v = &l —x}
es decir,

y =10x - 1 en la que gy debe tener un valor maximo.
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Derivando, resulta:

dy =10 =25
dx
lguatando a cero, tenemos!
N =-2x=0
2x =10
r=235

valor de x que hace nula la primera derivada.

Para determinar =i se trata de un méximo o de un minimo ==
tiene:

Para ¢ = 4 (valor un poco menor que 3)
M =2 =10 =-24)=10 -8 = 2 [positivo)
Para ¢ = 6 {valor un poco mayvor que 5|

W -2x =10 -2(6)=10 =12 = -2 ([(negativo)
Luego, la luncion tiene un maximo para « = 5.
Por consiguiente,
p=10x-x" =10(5)-(8) =% —25 = 2§

gue es el valor méximo del producte.



v |0 |9 |16 |21 |24 |25 |24 | 2

[ﬁi‘i‘ 0

-

S¢ puede observar quie cuando ¢ = §, v = 25 es el valor mixi-
mo del producto.



£0ué dimensiones tiene el rectangulo de mavor area gue puede
inscribirse en una circunferencia de radio igual a 5 m?
Considerando la figura que ilustra el problema, tenemos

|
A h""“aﬁ ]

i N

_,,./“’" 0o |-+

a = AR = BC
Sir=5y AR =2

resultan

AC =10y BC = 100 - x°

La scuacion sera

A=ux 100 -y

donde x debe tener un valor tal que A sea un maximo,
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Derivando esta funcion se tene:

dA d . =
= 00 - x° o+ - &7

i o x 10 —x Ih_{x}

ek ' oo - )+ 100 - &0

dx 2100 - x° Jdx

A T

- (~2x)+ 100 -%*
d 2 100 - x°

da _ -x + 100 -

dx 100 - x°
Convirtiendo a un comin denominador resulta:

+

dA -1t 0o - x*
4+

dx 100 - x° 100 - &°

Luego

dA 100 -2x°

aix 100 - x*

Igualando a cero esta derivada tenemos:

-yl
106 -.t‘ -0
g - x°

lo que serd cierto si el numerador es igual a cern, es decir:

si 100 -2x° =0



Basia resolver la ecuaciéon para obtener los valores criticos
de x, esto es

217 =100
£’ = S0
£ =% 50

Si consideramns x =

50 porque la longitud del lado necesa-
riamente debe ser positiva,

Enseguida, por el procedimiento estudiado en el articulo 6.1,

procedemos a determinar si se trata de un maximo o de un minimeo.
De esta manera:

Para v = 48

A 100 — 96

ar = 106 — 48 = wvalor positivo
Para x = 32

A 100 - 104

E

da oo - 52 " _amy

Por consiguiente, para x = 50 , la funcién tiene un valor
maximo.

En consecuencia:

w =

St m es la longitud del lado A8

BC = 100 -(50F = 100 - 50

= &0

Se trata de un cuadrado, cuya area es:

A = AB x BC = 5050 =30 m*
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Representacion grafica de la funcion A = ¢ 100 - °
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Se puede observar que cuando 1+ = 30 =7.07

A =50 m° presenta su valor maximo.



€Ejemplo 3
Hallar las dimensiones de una caja sin tapa de 108 cm® de volumen,

que tiene la forma de un prisma recto de base cuadrada, para que en
su construccion se emplee la menor cantidad posible de material,

Considerando la figura, se tiene

B8i x = lado de la base v v = 108

la altura sera H"f

X

Entonces el area requerida es

-
Il
-t
wi
+
=
L2
_—
=
# O
| —

A=1" +432 ' donde xdebe ser tal que A sea un minimo.



dA oy - 432 42
i.r

B oy 1R
rl'-T X~

lgualando a cero ia derivada, resulta:

3x? - 432

lo que es cierto si 2x' - 432 =0, es decir:

27t =432
v =216
r= 216
x=f

Por el procedimiento estudiade en el articulo 6.1, determi-
namos si se trata de un maximo.

Asi, consideramos:

Para x =5

i = 2(5) - 432 = valor peganvo
iy 25

Para v =7

7Y - 43
ﬁ 20¥ ‘ = valor positivo

4



Por consiguiente, para « = 6 [a funcion tiene un valor mini-
mo. Por tanto, el lado de la base mide 6 cm.

Lan]tumﬁ:m: =3cm. Suareascra A = W + 24 =3

A =108 em”®

a L 0 X

La funcién tiene un minimo en el punto T.



plo 4

emostrar que sl se guiere construir un bote de hojalata cerra-

en forma de cilindro circular recto de un litro de capacidad y
istar la menor cantidad posible de hojalata, se requiere que la
ura sea igual al diametro de la base,

Considerando la figura, tenemos:

r = radio de 1a bise

h = alwra

El drea total del eilindro sera

A=2nr" + 2nrk (1

Como la capacidad del bote es de
un litro, por consiguiente su volumen
hl.li‘i’ﬂl& 8 un decimetro cubico,

Entonces, si V =k
wih =1

A= {2)
i

Sustituyendo (2) en (1) para tener A = f{¢) resulta



0 8ea, que si

derivando se tiene:

;i
dx M

A 2

T -4:r.r=—r:

dA 4w’ -2

dr »

dnr' -2
o =0
A
o que ocurre si
anr' =2 =0
es degir, si 4! =2
r' = 1
ax
r“ = l
2n
F =1 i
S

Empleamos ¢l metodo de la segunda derivada, estudiado en ¢l
articulo 6.2, para determinar si se trata de un maximo o de un minimo,
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........................................

Para ¢llo conviene obtener la segunda derivada de

T =4mr—2r°
y
Es decir,
2
':;A =d4n+45 "
.3
2
i ':' =4M+
ir” r
d*A _ dwt +4
dr? r
Sustituyendo r =1 :
2
I ¥
dr ¢ +4 A=x
@A '{qu T 1+
s = = | = a = {positiv)

consiguiente, para r = ¢ 1|n la funcion presenta un valor minimo.

Para obtener el valor de la altura h sustituimos r = 3 ; en
5

2), ¥ tenemos:




Comparando este valor h = ' _ con el diametro 2r resulta:
2r = 8 : - ! 3
= oI Ix
2r = ;i
4

Luego, h = 2r, lo que significa que la altura es igual al diame-
tro, justamente lo que se queria demostrar,

Podemos comprobar que el bole cilindrico con estas dimensio-
nes tiene una capacidad de un litro, aplicando la formula del volu-
men de un cilindro. Es decir,

V=nrh
Sustituyendo;
/ 3
. | | 4
s I
4 4 4in'
I'.' = K J = x} : | .
4n 4T dn

Con los datos obtenidos, tambien podemos calcular el aren tos
tal, aplicando la formula (1), de la manera siguiente:

S ES

-
]
Bkt
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St hacemos los calculos aritméticos respectivos para obte-
ner los valores de r v A resulta:

Entonces, didmetro = 27 = 1.084 dm

€jercicio IX

A. Hallar s valores mesdmos v minmmos de las funcones que siguen:

l. g =3 LT~

2, ye' —2x +3x+)
3

3. voele=1) +(x+1)

4. vl =1 +1)

B. Resolver los problemas siguientes:

1. Determinar la altura de un paralelepipedo rectangulo de base
cuadrada, tal, que al inscribirlo en una esfera de radio r
tenga un volumen maximo.

2. Pmbar que el toreno rectangular de mayor area que s posi-
ble cercar con una valla de 100 m, resulta ser un cuadmado.



Hallar el volumen del mayor cono ecircular recto que puede
engendrarse por un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa
mide 20 em, al girar alrededor de uno de sus catetos.

¢Qué dimensiones debe tener un bote en forma de cilindro
circular recto, sin tapa, de un decimetro cubico de volumen
para que en su construccion se utilice la menor cantidad
posible de hojalata?

Encontrar la altura del cilindro circular recto de mayor vo-
lumen que puede inscribirse en una esfera de un metro de
radio.

Sugerencia. Nustrar con una figura como la siguiente:

a1 = radio de la esfera
h = altura del cilindro

x = radio de la base

Si tenemos una cuerda de 30 m de largo, extendida de modo
que forme un triangulo isosceles mediante la aplicacion de
3 fuerzas en los vértices para mantener tensos sus tres la-
dos, gen qué caso €l area limitada serd masama?y

Debe ponerse una valla para cercar un terreno rectan-
gular de 10800 m? de superficie. Uno de los lados mayo-
res colinda con un rio, de suerte que sélo hay que bardear
tres lados, ¢Como deben escogerse las dimensiones del
terreno para que la longitud de la valla sea minima?



10,

i1,

12.

11111111111111111111111111111111111111

Con 1728 cm?® de cartdn debe eonstruirse una caja en for-
ma de un paralelepipedo rectangulo de base cuadmda v sin

tapa. Haciendo caso omiso del espesor del material v supo-
niendo que no hay desperdicio de éste, souales son las
dimensiones de la mayor caja que puede construirse?

5i tres lados de un terreno en forma de trapecio miden cada
uno 10 m, seuanto debera medir el cuarto lado para que <!
Area sea madma?

Si la resistencia de una viga de seccion transversal rectan-
gular es directamente proporcional a la anchura y al cua-
drado de la profundidad, ¢cuales deberan ser las dimensio-
nes de la viga de mayor resistencia que pueda aserrarse de
un tronco cilindrico de 48 em de diametro?

Hallar la altura del mayvor cono de base circular que pus-
de inscribirse en una esfera de 15 cm de radio.

Sugerencia:

x = radio del cono
h = altura del cong

a = radio de la esfern

Aplicar la propiedad

En AABD

v\ = BC % BD

Hallar las dimensiones del triangulo rectangule de ares
maxima cuya hipotenusa sea h



Capitulo VII

Derivadas de las funciones trascendentes

.1. Valor natural de un angulo

conveniente recordar que ¢l valor natural o valor circular de un
gulo es aguel en que se toma como unidad el angulo cuya medida
el arco de longitud igual al radio.

Asi, para el angulo @ de la figura, tenemos que la longitud del

a
arco AR dividida entre la longitud del radio 04 da una razén cons-

]tnntc.
||

Es decir:

M
@« = 48 valor natural
4

, del dngulo

139



Si A = OA medidos en su longitud, se tiene el dngulo unidad
llamado también radidn,
De esta maners;

Para el angulo de una vuehta (3607

5 2-m =628 .. radianes

Para el dingulo de media vuelta [1B07)

28 h.2E .
C|'.=-_-_; = - :!..,. = 3,14 ... radianes

Para el dngulo de cuarto de vuelta (907

2 n 3.4
= =

i - = : = 1.57 ... radianes

Para el angulo de un grado (1")

in R 114
o= = = = (L0174 ..
At} 180 1Ry

radignoes

Podemos concluir que para convertir a radianes un arco expre
aado en grados, basta multiplicar

180 Por el numero de grados.

€jemplos
Expresar en radianes un dngulo de 72"

a=72 .

7
* = T3 = | 256 radianes
| KL} | 80



.2. Limites importantes

establecer las formulas de las derivadas de las funciones tras-
dentes, ez necesario considerar primero dos importantes: limites.

sen O
ix

Primer caso l{m

i — ()

| Podriamos suponer gue se trata de una indeterminacion, por-
que si @ tiende a cero sen @ también tiende a cero. Sin embargo,
i:i:nuanda la figura que sigue, tenemos:

[

SiBOLOA ¥ AT LoA

En valores naturales se tiene: i
P ) e—
OB < AB < AT
(1] o .

Dividiendo los miembros de la desigualdad anterior entre un

numero positivo 04 , resulta:

e ™ o
o8 AB AT (1)
OA OA  OA
Pero,
i
o5 = o =HCn 0, i =1, AT =1g d
a O 04 A

Sustituyendo en (1}, se tiene:

sen G (<[
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----------------------------

Dividiendo los miembros de esta desigualdad entre sena, se
obtiene:

sen o x tg
o —
sel O sen (@t sen o

0 Bl

sen o

ir .
le— o LOS O
wn i den o

que sc transforma en:

Tomando reciprocos se convierte en:

sen (@
I>——>cns @
(3]
Si tomamos limites cuando @ tiende a cera, como cos & tien-
de a uno, el limite buscado sera;

o — ()

porque esta comprendido entre | v una cantidad que ttende a 1.

Lo que podemos comprobar faciimente, observando la tabla si-
guiente, que elaboramas con ln ayuda de la tabla de valores natura-
les v expresando los angulos dados en radianes.

Il Angulo a sen o

__valor en grados | valor natural

- 10° 0.174 0.1736

Il By 0.087 0.0872

L 0.0522 0.0523
2 | 00348 | 0.0349




Derivadas de las funciones mascendentes 143

|
En la tabla se ve que los cocientes ™% & _, | amedida gue x — 0.
- qu qu
y i
| Es decir:

ser (L {1348

— 1

r i (.34

i — ()

Ejemplos

Obtener el limite de las funciones en cada caso, si v — (),

] s&n oy
a )=
lim e = |
X
r —» U
, se .\*E
bl 7= ",

lim _1,_,_ =1 porgiesi o« —=0, 17 =0

0

e} flx)="

senm S5x

Iim 5

porquesi r =0, 5x =0



o~ Tichcion. g cklculo diftrancial s lete

= (lim r}[iim s

14.4- - 1] k] " L'l
sen 2x
d) flx)= .
sen 2x 2sen 21
lim M = lim T
xr — x =0
e) flx)=""F
i
sen &7 xsen '
lim ) = lim i
Y X
x = 0 r =0
€jercicio X

.
5 lim

2x

x — 0

3

n x

¥
X

r =0

---------

]= oNn)=0

Hallar ¢l limite de cada una de las siguientes funciones, si « — (),

flx =“':‘
flxl=”":f'
SN
o= ..
_sen Ix
flx) = e
flx) = sen 6x

ix

Lt = Consune

nr
| ”I} N ““x
| 5
sen 3np”
9. flx)= Az
ll 5
Iﬂr f{'t}= gen |I
2

ay b son |
constantes



Dervadas de las fum iornes rascendentes 145

_— : |
parentemente el limite es 1, porgque s1 m — =, ol U, enion-

a5 tenemas 1 + 0 = 1, lo que elevado a cualguier polencia seria 1.
Mas, si hacemos una sencilla tabulacion como la que sigue, nos
ncontramos que lo expresado en el parrafo anteror es incorrecto,

En la tabla puede obscrvarse que cuando m crece indefinida-
wente v con la rapidez que se guiera, la potencia del binomio crece
ambién, pero cada vez més lentamente, lo que nos indica que hay
n limite para la potencia,

Desarrollando ¢l binomio, tenemos:

I m

AESHEL Ty . oL

[ 1 mm =1)f1Y
1+ ] = 1" + m . A [
1 2 m

implificando resulta;

1 2m?* 3l m -

OE T PR T TN




' ]ﬂ ------ ()

se observa que cada término de la sene e £s mayor que su corres-
pondiente de la serie (1); veamos por ejemplo:

y asi con los términos que siguern.
Luego, por grande que sea m, siempre sera menor que el name-
ro @, suma de los términos de la llamada serie e, es decir que

e =2TI8 ..
Por tanto, se concluye;

Il’m[1+ IT=:'
m

m —» m

porque =1 el sepundo término del binomio bende a cero, es decir
m — 0, entonces el exponente del binomio tiende a -, es decir

— =, por lo que se tiene la misma situacion anterior.
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emplos

stener el limite de las funciones en cada caso:

Ly

a) fla)= [i + 31.1-]

X —3 oo

l
1i I +—
m[ ix

X =3 o2

bl ()= + 1)
x =0
i (4 x) = e
¥ =0

I
porque si 1 — ), g ¥

&) flx)= (1 +2x)

=0

i f= :
Wim (1 +2x): = lim (I + :.r]'.i,: i = lim [{1 + 2-1-];.] = ¢

x — 0

d)  flx)= (1 + x)ss
r—=0

fm ff + 20 = ifm I:I:I +r}:}1 S =UE

x =0



X =0
lim {H—;I = lim [{nﬁ_';]h‘: R ~

€jercicio XI

Hallar el Hmite de las funciones en cada caso:

|' 3 f(x}=[|+5':]' ‘ 6. fix)=( + )

& — 0
X =

7. flx)=@+x)

r =0

| 9. ftI]:b*"':}l‘
x =0

' i)
3. .ﬂﬂ=[l+]_1}l. | o f[_;_}_[1 r"]

x =0 X — =a
¢ , :
| & ple)= (0 +ax)s, 4. ,r{.rjz[n_:]
x =)
| a vy b son constantes i = o
5. fle)=1{+ r’]: 10, fle)= |+$]
x =+ 0

i — ==




.................................

Derivadas de las funciones trigonométricas

. Funciones trigonométricos directos

Derivada del seno
Siendo v = sen donde u = f(x)
Por la regla general, se tiene:
. v+ Ay =sen (4 + &)
Il. Ay =sen (u+ Ap) —sen p
Aplicando la relacidon trigonométrica gque establece

| |
sen A —sen B =2 cos | (A + Blsen (A - B)

resulta

Ay =Ecosi{p+ap+p}sen,1}u:+ﬂu—u}

es decir,

Ay = 2 cos [p + 1d|.|.

SE11 Iﬂm
1]
1

Ay 1 D 5
m. - = 5 a -
Ax %08 [H - 2 "] Ax

Al

1
luego, multiplicando numerador y denominador por _ AU,

2
ze obtiene,
Sen 1 A
j | ) A
Y cos W+ ﬂulr : A
Ax 2 1 Ax
¥ Ilju



-------------

Av | en o Al .
V. lm .-_'l.: - [iim o8 [P + 5 Ap ].] tim | 2 [Hlll ;il
5| 2 4.'4]. | 4
Ay = 0
pero

Hm con {l.l - 1—3]-1]”-"!511 (1)

Av = 0
porgue si At — 0, Ay — ()

|
5m:4‘_‘41

|
, OH

lim =1 (2)
Ar =+ 0
por lo visto en el articulo 7.2

.o oap o dit
| . .
= Ax it B

Ar — D
Entonces, sustituyendo (1), (2) ¥ (3) en IV, resulta:

[T D]

que tambien podemos escribir asi:

%{wn W)= cos E:::i—]

por definicidén de derjvada,

2. Derivada del coseno

Siendo v = cos p donde p = s{x),
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COMO cos 4 = sen [J:. - u] porque el coseno de un angulo es

igual al seno de su complemento, se tiene:

q Cos b= g ﬁen[n—u
ey dx 2
es decir,
Y n_u]n' 1:_}1]
I de |2
dy =i [® - \id (= )
ifx . Ihll]n:h: H
iy T i
= =008 - L
dy ) ]d.a
pero
cos | —p |=sen p
» K }
luego
dy _ _ dp
i sen udx

que también podemos escribir:

:Ii_{ﬂﬂﬁ [1}= — 5EN J.l—.

Derivada de la tangente

il
dx

Siendo v =gy donde p = flx)

sen }.I.
cos W
la funcion se transforma en

como g =

_osen

COE L




Aplicando la formula

?dp oy
d () dx My
dx v
resulta:

fi) d
s 6N = S5CN cOs
dy H i H o b 2]

dr cos

@ {eos pcos g+ sen i osen j.l.}d“

_ dx
dy cos *
i
;.‘1,' {L‘llh j,l + ‘iETﬁ ]' l"l'
dr cos S

Por la relacidon trigonométrica que establece:
cos° A+sen’ A =1, se tiene

dy bodp
dv cos O odr

es decir

0 58

d |
—tEP=5ﬂf'b1-£
ax {

4. Derivada de la cotangente

Siendo v = ctg donde p = f(x)
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cos |1

como cig j = — .

_ cos y

sen

ENtoOnNces

son di.'ﬂS' = DS H‘EEII
sen |t n w, sen g

dy _ dx
dx sen -
o
dy _ [sen pi- sen ) - cos pcos I'le.r
dx sen ~ W
g x dp
d ={ T u}m_
dx sen © p
. ydp
ay _ et wvcos®u)y
dx sen
dy 1 dp

dx ggn!ud.t

0O Sea

i 3
— gl = st L —
5 g o




5. Derivada de la secante
Siendo v = s ) donde p = flx)
I
comp set U =
cos
la funcion se transforma en

|
y =

cos 1
Aplicando la formula correspondiente!
d it dv
{ i
8 ]: de _ d¢  resulta
dx l v '

[ - d
dyv i cos (1) - “}d_t feos )

dx ﬂ‘.hJ M
oA

b _ " (— sen J..I-}fh_

el cos

dy  senp dp

elx cos ycos oy

es decir

D g psee p 2
e~ T N

9 fsec p) = 1g pses p 2B
i
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6. Derivada de la cosecants
Siendo v = csc p donde p = fix)

COMO o f =

sen y
|
¥ =
sen |1
entonces
d
dv gt :-1
dv  sen’ LE

dv cos W dp

e ~ sen posen podx

es decir
_i—: = =glg | cse u% :I
o0 sea
i [esc p) = —etg pesc u% .
Formulario
I ; (sen u) = cos p ::i"'

1t :1 {cos y) = —sen j :::_I

o T |
11, m{lsu}—m iz



..........................................

d o ;s dy
V. ;.u":'”]‘ et

d dp
V. g B p)=gpsec
VI :i—[m‘ B) = —cig poose ui—:l

Ejemplos

Obtener la derivada de las funciones siguientes:

1. ¥ = 3cos 5x

Aplicando la formula dli [ev) =¢

s¢ ticne;
I,
a3 a cos Sy
dv v

Por la formula 11 resulta:

dv d

T o= 3= 5. 5

v e l}d.r .
Luego

dy

d} = 3{—sen S5x)5

dy

g = =15 sen 51



......... Deriyadan de las funciones trascendentes | 157
SEN s ax
2 o=
2
'y
Aplicando la formula @ [H _
de | ¢ e
resulta:
4 feen ¥ ax)
vy
dr 2
es decir;
o
2 san ax sen av )
ﬂr}' - eft {
e 2
dy
—— = SCN L C0s dx
dx
3 yi= sen X
g ¥
g dp  dv
Aplicando la formula d (!'l = dx . i
dr | v (U
resulta:;
Ig = o {:«:n r,'l ®n x g
d}. B d_‘l! et ;
dx - Ig" 1
dv. g veos ¥ —sen xosec ok
dx Lgl X



158 ... ... . . Imcacon al caloulo diferencial e integral

Eacribiendo la tangente y la secante en funcion cdel seno
v el coseno se tiene;

"l § |
i COs X — sen x z
¥o_ eos ox cos ©
iy e
I:I.'I\.: T

Multiplicando numerador v denominador por cos® v, resulta:

dv  sen xcod” ok —sen x

iy e X

idv sen X (cos” x - 1)
= "

dx sen

perocomo cos ' r +senx =1 y cos’a -1 = —sen’ o,
se obtiene:

dv  sen x(=sen’ x)

dx sen - T

dv 1
. L I
dv |

4, I'I-'-_-\JIIH:__‘

dy
, . d :
Aplicando la formula Y [.ﬁl] = ﬁﬁ

5e tiene:
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jercicio XII

fallar la derivada de las funciones siguientes:

]. e 41’ .g. = s0n X
X
2. vy =sen 3t
3. v =cse b 10. ¥y =sec® x 1% %
11. y =4 sen §
4. =?_tlg% : x
o 12, vy =3sen’ "
5. Y ix 5
4 cos ' oa
ﬁ. ¥ = I3. ¥ =
o BOT X 3
Y. ¥ =xocosoa -
' 14, Y=
) g |
15 y =sen " 2 #1
8. y=lgx—x




------------------------------------------

B. Funciones trigonométricas inversas
Generalidades
Consideremos que

8l ¥ = are sen |1

por lo tanto
fo=sen y

arcsen | representa el angulo cuyo seno es B, donde P esta expre
sado en radianes.

Analogamente:;

Si oy = ar cos {4 por lo tanto i =cos ¥y
¥ = arc tg p por lo tanto p=1gy
¥ e ot i por lo tanto W=ctp v
¥ o= an sec W por lo tanto H = sec v
v =are cse i por lo tanto o= gsc v

Ambas expresiones de la lista antenor son equivalentes,
Ademis debemos tener en cuenta que, por ejemplo, para el caso

del seno los anpulos suplementarios v lo gue difieren en 22 tienen
el misma valor; por lo que are wen b corresponde 8 un numero nfini-

to de angulos. Algo semejante ocurre con las demas funciones,
En conclusién, el signo de la derivada depende del angulo,

1. Derivada de arco seno

Siendo v = arc sen 4 donde p = filx),
como | = sem ¥
denivando # con respecto a x. se tiene:

du dy
= QO Y
dr iy
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o
Despejando di , resulia:
dy
dy - s
i cis v

pero cos* vy +sen vy = |
entonces
tos v o= | —sep Ty y seny =

por lo que sustituyendo se obtiene:

di
&y
iy T
o0 sea
dp
i{em* sen ) = —E
ax |-

Derivada de arco coseno

Stendo v = are cos 0 donde p = [f(x),
como |1 = oos ¥

derivando, se tiene:

T oy
de i dr
luego
dyl
dv dr

il SNV




..........................................

pero sn v = | —gos’ y y <oy =
resulta:
dy
dy == udx
i | =y
es decir,
dp
o P S .
2v [ﬂ'ﬂ' cok ﬂj = ﬁ

Derivada de arco tangente

Siendo v = arc 1gpy  donde py = flx)
como J = Ig v

derivando se tienc:

EH = w: F.‘-{"‘_—.

dn dx
luepao

dp

iy ddx

dy s’ ¥
pern

wely —igty =1,
entonces



Sustituyendo resulta;

T
y _ _dv
dr 14+ pt

du
iimr e p) = —“L—I R

. Derivada de arco cotangente

Siendo v = arc ol y donde p = f(x)
COImo

Wo=ctg y
derivando se tiene;

dp i dy
=—psr Ty
elx ey
luego
iy
dy _ dx
idx ese !y
pero
ety —agy =1,
entonces

escty=l+eg’y ¥y emgy=p

Sustituyendo resulta:

dp




5. Derivada de arco secante

Sienda vy = are sec | donde p = flx)
como

il = sec:y

derivando, se tiene:

dp v
= sec vz y
dy iy
luego
dy
dv dr

dy BEC Vg ¥

Como sec’ y — g’ v = |, entonces

gy = sec’y-1 ¥y seey=J

Sustituyendo resulta:

dpl




-9
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. Derivada de arco tosecante

Siendo y = arc cse p donde p = f(x)

COMms

= csc ¥

derivando respecto a x, se tiene:

d v
L = —¢5C oy clg oy —
iy e

pero cse-clg’y =1, entonces

cig ¥ = J;:m:: y—1 y sev=y

Sustituyendo, resulta:

dy
dy e
d.'li B I"I u:
i
(arc ese p)= — -
Hyps =1
Formularic
d
VII. Eun' sen )= v

X

|'].i"



..........................................

VIIL d {are cos p) = - i
ilv T

d
dx

.. ¢ e i e
m{‘ £u) | +

xi. ¢ lare sec p) = d"
iy jops =]

dp
iy
TRTRE

o
X1, dr lare coo ) = -
€jemplos
Obtener la denvada de las funciones siguientes;

L. v = wrc tgax p.:m"

Por la formula IX, se tiene:

d I.f_l.'l. :]

dy = dx
T

dv iy
de Vs a’x




i .
2. ¥ = arc sen f_'ﬁ.r —4.r'}. H =3y —4r’

Por la farmula VI, =se tiene:

dv
dc 1 (3 —axf
dv Y~ Hax
iy S ;
= [94" =24 +1ﬁ_:*}

dv } - 8ax
d |- 92! & 240" - 16x*

1 !

3, '.'=unm"1,+I_ p.l-‘"_ I
x- =1 =1

Aplicando la rmula XI, se tiene:

d (x =1

dy dy a7 =1
d o+ .n"-rlz |

¥= 5 =)

: oo 3 o f s
{.1.' _!]L.Ifl' [.1 -!-l}—!.‘l. +I}r.i|' {.t —1}

dv {7 - I]:

ilx i ; :
a~ +1 2 o -!-I] I

=1




||||||||||||||||||||||||||||

e

B S

B &

dy

dv

dv

-

llllllllllllll

= I}ZJ ~ (.t: + ]]JJ

b 1)

:-l-l j-'
3_1 .T:

Zx{x: -1 =

(.r ?

+ 1
=1

+



——1

X x
4. Yy =drceds u=_

Aphicando la formula VI, se tiene:

d [x
b __al2)

il =4
dv _ 2
dy : vl
4
|
dy 2
dx 4= p?
4
|
dy o
dx Vo e
2
v B 1
i 4 - x

5 v =uarsec 3, p=3r
Por formula X1 se tiene:

s i )

dlx 3x .t —1



d}.

iy

iy

€jercicio Xl

Hallar la dervada

1.
I v T
|
|
|

4, 3
[
|

5 ¥

G, v
|

T. ¥

3
Jr ONF —|
- l
i Qy° —

de las funciones siguientes:

e .
v B. »=urcvox d1
= are g 5 | ) e Gy W
=arc wn {s - 1) 9. y=acgly-1)
-
= iy m&[l —;-J 10. v = arc s (v —2)
|
1y = g 2
= arc 1g o | 11y N gg 2a
4| | 12. vy = are sen °
= W g > |
¢ =iare Lee S | 13, v = are 1g

¥
Ed 14, y = arc ese &'



Derivadas de las funciones trass endentes 171

. Derivadas de las Funciones logaritmicas
y exponenciales

neralidades

ndo @ una constante y g = f(v), «" es una funcidn exponencial.

Si B es una fraccion, debemos entender que o es la raiz positiva.

mplos

O R e

son funciones exponenciales.
Ademés, si v = «" donde p = flr)
BO W= log, v,

Si la base es e, tendremos logaritmos naturales o neperianos,

Entonces:

Sty = «" donde U= f{\} H =
Derivadas de las funciones logaritmicas
Siendo v = log, p  donde py = flx)

derivando por la regla general, se tieng:

{1 v+ Av = log, [u + Ap)

() Av = log (1 + Au) - oz p

Aplicando la farmula

log A =log B = log %



()

.......................................

resulta;
Ay = Iﬂp:”[p' M
u

por lo tanto

Ay = Iug_,[l + ju]

Al
[ 1
Ay "““[ " ]

Ax A
Multiplicande numerador y deneminador por Jl-l. se
T
abtiene:
log, [1 + A
Ay L T
Pl
' aa A o

cs decir

Iu-g_[l . MJ
Ay H 1 Ap

Ay A [ TR X
1}
luego
Ay _w () u
Av T oAp '"L"[' T ] b Ax

Aplicando la formula mnlog A = log A®, resulta:
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.....................................

Ay | | Al w1 Al
Ar OFa| b+ u HooAx
i
Ay _Apte 1 A
lim h = lim !uga[l * ] A

(V)
Ay — 0

pero, por lo estudiado en el articulo 7.2, se tiene que

B

Ap Ve
Iiim Iug“[I + p]'l] =log, ¢,

la expresion {1V} se transforma en

dy log, e dp
dv il dx

0 s3¢a

il log ¢ dy
;il_' {Iﬂgn I_l} &= j_]_ . ,r_ll_

2. Siendo v = Inp donde p = f(r})

como In p = log, p, entonces

y=log, p
luego

dy o, e dp

ey [T
es decir

dv 1 dp

de  p dx



..................................

por lo tanto
ol
o —
el 1)
o 3848
j dp
¢ _ it
e {in )

B. Derivadas de las funciones exponenciales

1. Biendo y = 4" donde p= fix)
tomando logaritmos naturales se tiene:
In vy =glna

Derivando con respecto a x, resulta:

ey
A - JT& Ina porque In a es constante
¥ E
: dy
Pespejando dy * 5€ obliene
dy di
—=ylno —
a0 e
por lo tanto
“dy fj.l
—=a"Ina —
] d

0 5€a8

‘i{au}=u“lnn%‘“




Derivadias de las lunciones trascendentes

). Siendo v = ¢* donde u = flv)

aplicando la farmula anterior, resulta:

dv i

= =¢"n t"—u

dx P
como lne =1

luego

0 5€a

L PR
& )= e A
Formulario

o log, ¢ dp

Ll | — L] Tl it
X, log,, u) e

dy

d .
XIV. _ ol

ey (in ) u
XV ;L—r(a“}-a”na%
WI. d H]: Eﬂ 'il'l'

......................................



€jemplos

Obtener la derivadn de las funciones siguicntes:

1, y=log_ 3z, j=3rx
iy ; log, ¢ o

3
g Se e )
dy  dlog, e

dy LE
dy _log, ¢
dr A

2. v o= log(5x +2)

dv log o o

d “sx+z @ 022
dy ~ 5log e

| alx Sx 42

1

3. o v=10"" p=2x =1

d'l. 9% i d

S =10 In 1O 2x = |
2 n ﬁl{l )
dv .

T omAU0 T In 10

P (2 X

dv
Youy o ¥ ()
dy g 2




g™t pH=sen x

=gt ¥ & [sen x)

elt

dy.

iy

=& ' cos x

€jercicio XIV

............................................

e
[}

11.
12,
13.
14.
15 »
16.

E Bt

18.

19. |

20. y

et

1a

L=}

ro= 0

= Infsac ¥ + Ig x)

=In'x

v=infax’ +b)

v = Tnfax +|!:]l

REN X

PJ

- m Inm +p

ge’




Capitulo VIl

Diferenciales

8.1. Generalidades

La derivada dey = f(x) es

Como hemos visto en el Capitulo [II, articulo 3.4, el simbelo &

dr
no se debe considerar una fraccion ordinaria en la que dy es ¢l
numerador v dx | denominador, sino que en rigor representa
un limite, es decir:

Ifim 4y
Ax

Ay = 0

173
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En conclusién, la diferencial de una funcion es igual al produc-
to de su derivada por la diferencial de la varable independiente.

8.3. Formulas de las diferenciales

de funciones algebraicas

Die acuerdo con lo estudiado en el articule anterior, resulta el for-
milaro siguiente:

I. Diferencial de una constanle
d
, Y=
54 & )
Hl [r] =} I
Il. Diferencial de una variable con respecto a si misma
Si x)=1

d{x)= dr 1

M. Diferencial de una suma de lunciones

d ) d .
si g lesvew)= 2w - )
dlu +v —wl=du +dv - dw 111

IV. Diferencial del producto de una constante por una funcién

: d e d
C dx lev) =g dyr (x)

d i) = edv v



V. Diferencial del producto de dos funciones

o dv it
51 - 4
i - luv) = u ey s
diuv ) = wdv + vdu v

VL. Diferencial del producto de un ntamero fijo de funciones

; o . d e
-S‘i b {'I-'|1':'In'_'|.-. P } = llr: ViV, j W {1'.}.'.'_“_.." J'.n:t. 7
T [
+oa # lypgvaen, ) =

d vy, )= (egvyn, Yy + (v, Jdv, +

W1

F oo+ vy, o )dv
VIl. Diferencial de una funcién con exponente constante

'd ¥l i ﬂr""
dx [II ] " ilx

Si
dvm) = nvnta VII

Coso particulor

Si ‘i {.x"}=n.l."" ::

d (") = nx" e VIl
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IX. Diferencial de un cociente de funciones

ifu v
: d [u _ Vide " iy
Sl Ih {‘l] . L.I:
y i vl = uelv
dl. |= g 1%

X. Diferencial del cociente de una funcion entre una constante

ifti
i d i
& riI[-c]_ i

XI. Dilerencial de la raiz cuadrada de una funcion



1
df x)= XI1
porgue dy = |

8.4. Obtencion de diferencinles
de funciones algebraicas

Mediante la aplicacion de las [Grmulas anteriores podemaos obtener
las diferenciales de las funciones algebraicas.
Ejemplos
Hallar la diferencial de cada una de las funciones siguientes:
. y=g3 =2y

Por las férmulas 11, VIIT y TV resulta

dv = [2x — 2)dx

Por las formulas I, VI, IV v | resulta

dy = [3 ¢ = 2}-.]'.1

Transformando la funcion en un producto tenemos

y =2¢!



dy

ddy

| 3
o X tdy
I I )
2- R ax
x?
1 il




------------------------------------------

Por la farmula V resulta

v

dud (x —2)4 (x - 2)d (4x)

dv = dudy # (x — 2)ddy

ey = dudv + dade - By

dy = (Bx - 8)dx
5 +1
= x =1

Por la fdrmula IX

(v ~1dlz+1)-(x +1)d(x - 1)
dyv = 1
(v 11
(v =10} =(x = 1)0)
dv = . dx
4 (x — 1)’
r=1-x-1
= (x =1) “
-2 ‘h
I
dy = 2y

T x -1y
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.....................................

Por la formula Xl

|

dy = d(3x - 5)
2 3x —5§
I
dv = (3ak )
2 3a-3
& = Ry
2 ¥x -3

v =far + &) donde ay b son constantes

Por la formula VIl tenemos

dv = Mar + bY dlax +b)
dv = Mar + b)Y (adxc )
dv = Jalax +b) dx

v =ax° # by +¢ donde a. by ¢ son constantes
Por la formula [l tenemos
dy = d{m: :J ¢ Jl:Fu |+ dle)

Aplicando las formulas correspondientes a cada suman-
do resulta

dy = 2ax + b)dx




1IB8.....

10.

I,

2
¥ = X%
: i

Transformando tenemos

¥o=urd-dx

Aplicando la formula 11 tenemos

v

d(x)+ r!{Z.m '}
ey ='b —31':}11'

Tranaformando resulta

2
dy = [l = s ].r.ﬂ'
* r_

y= a4+ x? donde a es constante

Aplicando la formula X1 tenemos

dy = E dla’ + x
2aT+x

v = _I ~ (2adx )
20t +xC

dy = zll il
24 +x°

&= T d
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€jercicio XV

Obtener la diferencial de las funciones siguientes:

——

l. v=x" =2x +6

I y=xt+xt—x’

)
3'- ¥ = 3
X
4 ¥ = TK
3. ¥ =23k -1)
I +x
., V=
| —x
T. v =02x +5)3x =2)
2
¥ =
& ix
9 y=m 2p-=1

I vy = f:.'r - l']'\'
1. y = (av — &Y donde a v b son constantes
12. ylay - 2)(bx — 1) donde av b son constantes

X+ 4a

13, g = donde a e¢s constante
r-a
1
14, ¥ = 1
15. vy = ar - h donde a v b son constantes
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16, ¥y =% af — &7 donde a es constante
o e
7. ¥ = donde a es constante
a+ X
IB‘-I'=—II"?.I'.:—.[
X i
19. ¥ = ¥ donde a es constante
il K
20, v=g% bzt 4+ ¢ donde a v b son constantes
21 j;'r + 'v.-"lI =]

22. 2% —Fav +4% =10

25. " +y =a donde a es constante

8.5. Formulas de diferenciales
de funciones trascendentes

Con un razonamiento analoge al que hicimos con las funciones
algebraicas, podemos establecer el formutario para las funciones
trascendentes.®

IS¢ pontinua con numeros romanos la numeraosn de las diferenciales de
Junciones rascendentes.



I Difereniciales

Trigonométricas directas

X1l. Diferencial del seno

TR O T

dy

dlsen w) = cos wdu
XIV. Diferencial del coseno

Si d {con &) = —sen u
dy X

dleos u) = —sen w du

XV. Diferencial de la tangente

. d . i
Si & (g u) = sec "o

dlig #) = sec* u du

XV1, Diferencial de la cotangente

dictgu) = -csc” u du

XVIl. Diferencial de la secante

Si leu:I:igum:ud“

dx

dlbee w) = 1g nosec v du

X

X1

X

XV

XVl

XV



.............

XV Diferencial de Ta cosecanie

. o i
=1 "'{Ltbtlr)=—clgucscu =
ilr ile
dlese u )= —ctg u csc v du XV
B. Trigonométricas inversas
XIX. Diferencial de arc sen
iy
Si 1.4 farc sem u) = dy =
dy \IJ | = u*
elta

:fl[mt‘ sen u} = ﬁ:; XX

X¥. Diferencial de arc cos

i

Si it}n'at: cOs u}:-;]-lﬁ—
iy | —

il

dfarc cos u )= _ﬁ XX

XX1. Diferencial de arc tg

e

Si i:m:: i =——-—-1—"[‘
uh{ g} 1+

el

i.f{j:lr'ﬁ: 1gn}:|+r‘:

AKX
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XXI1. Diferencial de arc ctg

e
S i
St b rea]=—rlis
dfm'c cig u:l'= - i“ = NXIT
I +u”
XX Diferencial de arc sec
i
d Iy
Si —flare sec w)= —H
dy wyu’ =1
dfare sec w) = ﬂj‘ WX
ot =1
XXIV.Diferencial de arc csc
]
; i d
Si  — larc csc u)=— <
dy uyu® = |
el
H'{Hrc Che "}: = = xx]'-u
uyn- —1
€. Logaritmicas
el log ¢ ou
- I = " - -
XXV, 51 & flog,, u) i donde ¥ = f(x), ay e cons
tantes?
d[inguu}=lng“edu XXy

g =2 718.., es la base de los logaritmos naturales, como vimos en el articulo
7.2, Capitulo VI



Vs d (in x) = dx
v

i

Al S XXVI

dri

D. €xponenciales

XXVIL Si ;: [@*)=a"na j;
dla" )= a" In adu XXVII
Lol gy
XXVIL §i ()= e =
dle* )= e* du XXV

8.6. Obtencién de diferenciales
de Funciones trascendentes

Mediante la aplicacion de las [brmulas anteriores podemos obtener
las diferenciales de las funciones trascendentes,

€jemplos

Hallar la diferencial de cada una de las funciones que siguen:

1. v =sen 5x

Por la formula XIIT se tene:



...........................................

Dnferenciales

disen 5x) = cos 5x d(5x)

dizsen 5x) = Scos Sy dh

porque d{5x) = Sdv

y=1g'x

Por la formula VI

d[tg‘ x)=31g” xdlg x)
d{lg".tJ:-Erig"' xosee ¥ dy

porque de acuerdo con la formula XIV
ditg x) = sec? x dr

| e
y =g

Por la formula XXVII
d{a!‘ ”'] =a'"'lmadfBx+1)

pero de acuerdo con las farmulas I, IV y |

d3x +1) = 3dx

luego

d'(a“"'}= a7 In a de

y = Inlax + &) donde ay b son constantes
Por la formula XXV1

dlax + b)

dInfax + b) =
ar + b



....... Inicincion al caleulo diferencial e integral
pero de acuerdo con las frmulas M1, TV, T se tiene,
dlax + b) = la + 0)dx
resulia
e
dinfox +b)= "
iy = h
_ |
3. ¥= el

Transformando resulta

yo= ¢

Por la f6rmula X3V
ﬂ‘{f'_h}= e (- 2x)

pero comoe d(- 2x) = -2dy por la formula IV
dle7) = e (- 2

es decir
dle™' )= 267 dx

x
6. ¥ =a cig —

Por la formula XXVIN



Diferenciales

4 7 ld.r
ure ot - B
( ng] r
27
d{:m:ctg'r _ 2dx
L 2 4 4

Por la formula XXVII
d{t’ll ¥ } =% l:'II Id{'[g .‘.}

pero como dfig v) = sec® v dv

ﬂ‘{d’ll*l’=!¢ﬂc!1f|=‘i‘

8. y=Insen x

Por la [Grmula XXV1

dlsen x)

sen ¥

dlln sen 1) =
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pero como disen 1) = cos x dy

resulta
cos x
d{ln sen x) = dy
sen X
es decir

diln sen %)= ctg x dx

€jercicio XVI

Obtener la diferencial de las funciones siguientes:

1. ¥ =logex donde ces g -
g . ¥ = LJeg x
una constante
Lo, =1 x—4
. ¥ 0g CO5 10. y = In
3

| ll..:p':fl_‘

4. v =sec 5r

12, ¥ = :'I'I
5 y=¢"cos dx

13, ¥ = 2 sen 3x
6. y=In(3x-4Y

14. y = ae ™ donde a, by t
7. y=10° son constantes

15. vy = 2" cos
B. vy =xcos 3x ¥ e SO
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.7. Interpretacién geométrica de la diferencial

Dada la curva v = f(x)

“por lo estudiado en el articulo 3.6. del Capitulo 111, su derivada en el
punto P es

flx)

0

il 4

Entonces, si tomamos 4y = PQ, se tiene:

dv = f(x My
es decir,
dv =tga-PQ porque flr)=wga y dv = PP
luego
ar or
dy = = QT orque g o =
PO FQ porque ig PO

Se concluye que dy, o sea df (x) es el incremento l,Q_TJ de la
ordenada de la tangente que corresponda a dx,



B0, yny oo sy iR oY cifoulo difovencil cintoemal L L L v
Se puede observar que la diferencial dy y el incremento Ay
generalmente no son iguales. Agqui se advierte que

Ay =QF  y dv =QrT.

8.8. La diferencial como aproximacion
del incremento

En la figura del articulo 8.7 podemos apreciar que Ay, o sea Op",

dy, o sea QT, son aproximadamente iguales, cuando dx, o sea PO,

tiende a cero, es decir, si PQ es pequefio.
Por esta razon, para obtener el valor aproximado del incremen-

to de una funcion, resulta mas sencillo caleular el valor de la dife.
rencial correspondiente v utilizar este valor.

€jempleo

Hallar el volumen de la lamina empleada para construir un tinaco
esférico, si su diametro exterior mide 200 cm y la lamina tiene
un espesor de 0.5 cm.

Siendo la formula para calcular el volumen de una esfera de
diametro x, la siguiente;

El volumen de la lamina empleada para su construccion sera la

diferencia AV entre dos esferas macizas de diametros 200 cm v
199 cm respectivamente. El segundo de estos diametros medira |
cm menos gue el primero, o gea, el doble de 0.5 em.

El valar aproximado de AV, o sea du, sera:

dv = ; ot dx
2



tituyendo x por su valor 200 cm, = por 3.1416 y dx por 1 em,
ulta

av = (31916 ) (200 Y1)
dv = 1{3.1“5 ) (40000 )
dV = (31416 ) (20000 )
dv = 62832 om’

que es aproximadamente el volumen de la lamina empleada.

Lo que se puede comprobar calculando por la formula geométrica
tradicional, el volumen de cada una de las dos esferaz macizas y
encontrando la diferencia entre ambos volumenes.




Capitulo IX

Integrales

9.1. Integracién

La operacion inversa de la diferenciacion es la integracion.* De esta
manera, dada la funcién
y = I{-t )

su derivada es

4 )= )

su diferencial es
df (x) = _[m;n

L Conocemos varias operaciones inversas, como adicion y sustraccién,
multiphcacion y division; elevacidn a potencias y extraceion de raices y ahora,
agregamos diferenciacion e infegracidn

203



.........................................

El problema del céleulo integral consiste en hallar la funcion &
gue corresponde una determinada dernivada o diferencial.

El procedimiento mediante el cual hallamos la funcion a que
corresponde cierta derivada o diferencial se llama integracién, y s¢

indica por ¢l signuj-"im:gml de” . escrito delante de la derivada o

diferencial,
Asi, podemos escribir

Jf'lu s f(x)

Jf’md.r = f{r)

dx indica que x es la variable de integracion.
Comunmente, en el calculo integral se emplean diferenciales
en vez de derivadas.

Observemos algunos ejemplos:

1. 8if(q = x"entonces d () = 3x7
luepo

j].l:d.l. =z

2. Sif{d = sen x, entonces d sen x = cos x de
luego

jcur- ly = w0 x

iy

3. 5i flx = arc tg x, entonces J arc lgr:l ,
L

luego




4. Si fix = ¢, cntonces d e = e'dx

luego

Ir'dt = ¢’

5. 81 fix = In x, entonces din r = —

luego

9.2. Constante de integracion

Consideremos los ejemplos siguientes:

I. Sid{x) =3x? dx por lo tanto [ 1¢7ds = '
Sid(x*+2) = 3x" dx por lo tanto | 3x'ds =&’ +2
Si d (x? - 5) = 3x? dx por lo tanto jh!m - s
Sidix'+ C)=3x? ddx por lo tanto Jlt]tf-t =x'+C

2. 5| dsen x=cos x dc porlo tanta J{:m rde = osen
S5l dsen x+ 4 = cos xdx porlo tanto jum x de = sen x +4

Si dsen x + C= o8 x dxpor lo tanto jfﬂ'&llﬂ’ =wn 1+ C

En la misma forma podemos proceder en otros casos, por lo
que concluimos que una diferencial tiene un numero infinito de



integrales que solo difieren en una constante. La constante C se
llamna constante de integraciém.

Las integrales como las de los ejemplos anteriores, reciben
el nombre de integrales indefinidas.

Es decir, siy=f(d, dfix=fxdx

luego

jrx div = fix)+ C | integral indefinida.

Como la constante € es desconocida, o sea que tiene un valor
indefinido, la expresion f (4 + C se llama integral indefinida.

9.3. Propiedades fundamentales

En el proceso de integracion debemos tener en cuenta dos pro
piedades fundamentales:

I. Laintegral de una suma algebraica de diferenciales es igual
a la suma de las integrales de cada diferencial.

Es decir, si fi=u+v-w,
luego dfid = du+ dv - dw
Entonces, IE:.‘u +iv —dw ) = J-r.*u - jrﬁ' - J-rhr

Il. Un factor constante pucde escribirse antes del signo de
integral o después de ¢l

Es decir, si fldg = av
luego df (q = ady

Entonces, Jtm'r = nJ;."-.-




9.4. Formulario de integrales

A partir de las formulas de las diferenciales establecidas en el
-ar-ticulo 8.3 del Capitulo VI, podemos obtener un formulario de
integrales, como el gque sigue:

L. I{dﬂ +dy —dw )= ja‘u +jd1' -J‘u’w
IT. J::uix =a_[cix

Estas dos primeras formulas corresponden a las dos propieda-
des fundamentales.

1. Idx =x+C

porgue
si flx}=x+ C porlo tanto

dix+ Q) =dx+0D=dx
cntonces.,

J.dx=x+{."

ma]

v, fv"dr = + €, excepto para n = -}
n+l

porgue

o+l LES |
i Jo i+ L LY
;.E[ +f]_ ey dv =0 ="y



con la excepcion indicada, pueste que s1i n = -1, la inte-
gral resulta una indeterminacion.

dl.

V. =ln v+
‘F
porgue
dilnv+¢) = ﬂ, + 1 = av
It dl.'
V1 AV = e
0a
porque
u‘[u + Cl=ua"+0=a'dy
Ina
Jr‘dr =¢" +C
porgue

die + C) = e*dv + 0 = e*duv
V1L !EEII vy = —cos vy + O

porgue

di—cos v dr + O = sen v de + 0 =sen v dp



1X. Icua‘ vy =sen v+ C

porgue

disen v+ O =cos vdv+ 0 =cos vdr
X, Jueu31‘ dv =g v+

porque
ditg v+ Q) = sec’ vdv+ 0 =sec’ vdy

Mediante un razonamiento similar en cada caso pode-
mos justificar las formulas gue siguen:

Xl J'm: vdv = <ctgv+C

XlI. !‘.-t.'t. vig v v =sec v +.C

XIIL IESC velg v dv = —ecsc v+ C

XIV. j‘tg vdv =-lnces v+ C =Insecy+C

xV. Jt:g v =lnsen v+ C



MVL Jm vdv = Infsec v+ 1g vi+ O
XVIL jl;‘!-u': vdv =lniese v =cig v+ C

XVIIL jp:‘i"ﬂ, = e g 4o

dv | v o— i )
XTX. j = ,, I =

it v +.4a

M. J _rhl L= oaneosen Y +

a4’ a

6.4 ¥ I =|.n[1-'+ L':iu"l-l-f

v
Jr: tal

Para facilitar su manejo, este formulario se repite en las
paginas finales del libro.

€jercicio XVII

Mediante un razonamiento andlogo al que se hizo en cada una de las
formulas anteriores, justificar las fdrmulas de la X1 a la XXI.



9.5. Integrales inmediatas

Las integrales que podemos obtener como resultado de aplicar
de una manera directa las férmulas anteriores, reciben el nom-
bre de integrales inmediatas. En algunos casos, antes de aplicar
la férmula que corresponda, es necesario hacer algunas trans-
formaciones algebraicas sencillas.

€jemplos
['l
1 2 T — h r IV
jx iy s + L po
L] X 5
2 JJldt=I=d|=T+{"=§ '+ C por TV
2
3. J-—E--lzdt =;'—I*(‘=-1"+t‘=—l+{' por IV
X" - X
3
4, Iﬂ.r*a‘.’r wuj:‘n‘.r Y, por Il y IV
5 2y : .'!tl 4 A .
: _[ j =2fx e = v =da +r-4,h+c
2
por Il v IV
G. I-IS::+:-I1;.!': =jl3t:dt+ld1—¢hl=
J]x'lntr l-jl.t i -Idl. :3‘[1':;11 -rj.r de =1 de =
ix x® y . x3
T+Tt:+r_’-—-x +T+r+|' Pﬂl‘i.".[llj'w
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¥t 1 x? 1 | . .

i —_——— = | — - | —dx == | x7dx - “dy =

i j[4 ':]dx ‘[4::!1 .[;‘ ‘l'[rd_t .[' !
l—-f—‘——'—4+{’=i+:"+f-f~l-+-i—+rt‘ por L 1L, 1y IV
4 3 - 12 12 = S

1|

8. f—:=‘|'i'jfﬂ=f—1-+(.'=—:—+f' por IV
xt =d4x 3 e 4z el

9._[ . .:i;-J.Jd_t—JlJ_ir+IHJ

j.tm~jam-j3‘i‘-‘:~4r+31n: por LI, IVyV

-

10. Im’ + b7 x7 by
Para reducir esta integral a la formula IV se puede razonar asi:

Si = a® + bix?, dy=2b%dx, dv = ;‘L'—

la integral podemos transformarla en

5 x.. % 1 BT dy
Jltu + b x" ux =3 Jl:: e

Esta transformacién resulta de escribir antes de la integral el

| iy
{nl.:turmmntem para tener la integral de la formula TV. !'.




llllllilllnl-l-l-l-l-uII-:II-.:‘FH’-H-u.IE-E ................. 2]3

Entonces,

J'::;I + b Y dy = 1: et + D+ C
il

Para reducir esta integral a la formula V, se puede razonar
asi:

; : , iy
Sive=b+tex?! dv=2xdyx xdx= 5o ' entonces la integral se

transforma en

31 ey 3 J' x dx 3 2 =
— c=— | —=—Infb” +ex" )+ C
Ib‘ +ex o d B oext 2e ‘

v J'.'l.;'atr

x =1

Dividiendo x? entre x - 1 se tiene

luego

il

[ = oo st = o ofar o 2

+y+Infxr-1)+C

u
ml:"



........................................

€jercicio XVIII

Obtener ¢l valor de cada una de Ins sipuientes integrales y com
probar los resultados por mcdm de la diferenciacion.

| . J.-'F“dt 14, j”‘" - 5) v
| a2 Iﬁm ‘ 5. J- sk Y
3. I‘f“fr 16, I-‘LI dy

*. I‘“.'h l?.j‘“:‘i’

18. j‘.fﬁdr

| & J:."dt 19_‘[%
.
! 20, Iq’ﬂdr
B. j':dt

ZI'IJ :‘ii

0. fﬂu‘ #3317 =23+ 1vin
dx
1 j“‘ﬁ & - I[I - 2F

11. J‘{x" —3x? 4 4x - Tdx 23. jlﬁt1 = )3’ = 6)d

L J{___.__] 24, jm - 5x%)( - x)da

25, Izsm=.cm x.idx

2&._‘[— cos® xsen x dy

s




P

27. j-ztg*xmzxdr

28, J'sen Txocos ¥ dy




Capitulo X

Métodos de integracion.
Integral definida

10.1. Integraciéon por sustitucién

Este método nos permite determinar el valor de muchas integra-
les. Consiste en tomar como nueva variable u alguna funcion de x

De esta manera, mediante una sustituciéon, la diferencial
se transforma en otra que se integra faciimente por las formulas
conocidas, dado que sdlo difiere de ellas por un factor constante.

Conviene advertir que algunas de las integrales cuyo valor se
obtuve en el articulo 9.5 del Capitulo IX de este libro, de hecho,
se calcularon por ¢l método de sustitucion, al hacer ciertas trans-
formaciones algebraicas previas.

Veomos nuevos ejemplos

ks j' I +2x dx :jn+2u2¢t-

217
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Podemos razonar asi:
Bi  w=1+2x du=2dr, r.'.tz—_l'-t.ﬁr
luego
I TS
j'l+"!a£!.’,!udu:., ; €
2
*ry!
=; uJ +C = a t‘h*l +
2 ImJ:c.h =

Podemos razonar asi;

u=3x, du= 3dx, ‘hsz"

8i
luego

jl-;m- Jxdy =:—jcm il =::—s-:|1 i+ = l;u:u 3xv 4+ O

Podemos razonar asi:

si u=b'+cx’, du=2xdy, xdx= 5
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luego
i i 3 ' N 5 .
JM— = jﬂ, di =22 jnw +C = ﬂ. Inth” + o x" )+ C
B +gx-  2etd ow 265 2¢°
4. If-ﬂ::i freos xdt o=
Podemos razonar asi:
gl U T SEN X, du = cos x dx
luego
; ' sen - X
jscn?xcm.td_x :J-u‘u'u :T-i-ff= 1' + C
) I
e . iy
a. =
|l +cos X
2
Podemos razonar asi:
; 1 I
gl u=]+uusix. c.l‘u=—;.-sen—.t.-1|'.t
luego
se1 : % dlx
; : 1
-I'I—::J'."‘i =-2Inu+C==-2In|l+cos —x&
i i E



------------

2r—1
dl':
B -[21'+3

Podemaos razonar asi; 1
2+ 3 [26-1
~2x -3
-4
entonces,

e e R T

23 +3

luego

si w=2x+3, du=2dx, s =

e

entonces,
2x -1
li.' =
I:'_.'r 3

I‘“"‘ju ~3_""% du_

i 1r

|
I

—2lnu+i =

=2 2x + 3+ 0= -2 +3Y +¢

€jercicio XIX

Obtener el valor de las integrales sipuientes, aplicando en los casos
necesarios el método de integracion por sustitucion.

i ]
\ E IT = 2. Ilfﬂ. Xk seC y)sec x oy
x=+1



------------------

4. I:u:n 2xcog 2 de

8. Ix e dy

7 Ivf‘m
8 j:ad:

10. jwn %i;
11. jlg Su ey

12, I‘ﬂ'.‘(‘. dx oy

13. _[v'rﬂTd.r

14, I.\‘ (24 + 1) dx

iz
15, I:+3x
iy
L -I-Z + 1!
7 |8 §ond
T da+ b’ i = Fi(a
(2x + 3y
18 I—f-;x
2x +3
= jx-"+3.r

3
Xt =4
ZG.I — ey
x

2x 41
21. .'--.1:—1-2 “

(x7 + 2yelx

22,
4+




- 1+ ==
- ol ] 5
23. J‘:J_ 3 ' 25 I[L.i + 3:_‘.];1.:

5

sen vy
26. jl o L

10.2. Integracion por partes

Este método de integracion es muy Gtil. Parte de considerar que si u
¥ v son funciones de la misma variable independiente, de acuerdo
con la frmula estudiada para obtener la diferencial de un producin
de dos funciones (formula V, articulo 8.3, Capitulo VIIIj, podemos
escribir:

i) = ude + v du
o sea, también
u dv= diuy - v du

Integrando, se obtiene la formula inversa, es decir:
(A Iﬂdm- =W - Ir..fu

comunmente llamada férmula de integraciébn por partes, cn la
que, sin duda, el valor de la integral depende de du v dv.

Con el siguiente ejemplo, se ilustra la manera de manejar e
metodo de integracion por partes.

Sea abtener

Jt.ﬂ:ﬂ x dx
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Se observa que la diferencial por integrar es el producto de x

por sen dx.
Entonces,

Si u=xydv=senxdxy, du=dx v = Im:n rale = —cos X
Sustituyendo en (A) resulia

j£ sén rdy = L =5 1) —JL— cos A}{_:_.I:J_.‘_}
ti

— e

v fi ¥ v i

Simpliicando, se tiene

Xl~cos gl+sen x +C

Ix sen xodx

..-A. e X ey = =k o8 X fsen 3 + O

Comprobacian

di-xcosx+senx+ O =d-xcosx+ disenx+dC=
={-x-sen xjdx-cosxdv+cosxdx+0
= ysen xdy— cos ¥ de + cos xdy = x sen x dy

por lo que se verifica el procedimiento seguido.

Otros ejemplos:

1. J'_xmn dx
Si u=ln2x de=xdx

_ 4o _ 2dx _dv

24 2 T

iln

K
2
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Sustituyendo en (A}, resulta

d 3 ‘_h
Itln 2 e :Lln 2x -JL Jooait
2 2 1
es decir,
jnnzun - ]n"!.-—J-.:.h.
jr!n’.‘-‘.;.‘t.[r:r—InJ,r_j_.T__,.f
2 22
2 .1.'1
J-tll:"’t:iv_r =—In2x - —+C
4
¢ln 2 dx =£1n1.x—!— +C
: 2. > 2 5
Comprobacion

(R )

.1;: : X
d [T In 2x ]—J{T] +di0) =

: : H 47 .
Obteniendo por separado la diferencial de—In 2x, se tiene

7
1

5 -
e

diln 2x)+ m 23 d

I
I-JI""

[
b
=
—_
-
-
-
p—

|.=|

i

Il
[ | "~
&4
=
=
J
P
Il
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Sustituyendo

Itln"iir =~'-l--1- ¢ ln Xx - 3-'!-. b= - txln x L = xln x

' o 27 - 4 2 ' 2 '

Lo que verifica el procedimiento seguido.

Y, Idn g x du

Si wu=arctgxde y dv=dx

du = I a“ T ¥y v=x

+ X

Sustituyende en (A}, resulta:

[ ey
are igxdy =xac gy - | x| —5
I +x~
1ol
arg 1g vy = xoarc 1gr — -
IS

LA

Obteniendo por separado la integral ||ir:i L0 se tiene;

fi
gi u=1+x% du=2xdx xdx=%-
entonces,

1 4ig? 2 it

X e 1 [ du | 1
I — rnu=£|m|+1--:

!
2

Por consiguiente,

IHI‘L‘ tg vy = tanc g s —%Eml +xt e €
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Si L= e ¥ du = xdx du = ey 5 de.\:=%

Sustituyendo en [A] resulia:
, i o
[xetdx = e == J-E e'd

x A
Como no es [Gell integrar la l:xprc&ic’ij e'dx, quiere decir

que no hemos escogido el mejor camino. Esto ocurre en muchos
casos, por lo que es convenlente realizar nuestro razonamienio
de otra manera; parcee indicado partir de considerar

u=xydes=ede, du=dx vy Lr=I¢-*tk=t**

Sustituyendo en (A) resulta
Im'dx = e - Je‘dx
8 decir

Ixe'dxz xe' - e+ U
Comprabacion
dlxe* - ¢ + C) = dlxe*) -

Obteniendo por separado la dilerencial de xe®, se tiens:

dixe") = x dle’) + e'dx



entonces,
d (xe' — e + ) = x + etdx - edx

d [xer— e+ ) = xedx

lo gque verlfica el procedimiento seguldo.

Conviene advertir que en general para aplicar la formula de in-
tegracion por partes, es necesario descomponer la diferencial
dada en dos factores, u v du.

Ademas se debe tener en cuenta:

. Que dx es siempre parie de do.
2. Que sea posible integrar due.

3. Que sl se tiene el producto de dos [unciones conviene
elegir la que aparenlemente es mas complicada, siem-
pre que sea posible su integracion como parte de duv.

También se debe hacer notar que en términos generales la inte-
gracion es una operacion mas complicada que la diferenciacion y

gue existen integrales de apariencia sencilla cuyo valor no es posibie
calcular,

En esie caso se encuenira j Jaxsenxde que no se puede cal-

cular porque no hay funcion cuya diferencial sea x sen x.

€jercicio XX

Obtener el valor de cada una de las integrales siguientes aplicando
el meétodo de integracion por partes.

1.JXE?GEXELT g_jxmsmm




3. [ xsen xax 1. [arcsenu du

3. [ xare sen xex I 12, [x/1+ xd
5. [ xsen” Bxdx 13, [#Inxd

6. [sen’ x dx 1a. faresen

7. [ sec xax 15. [ ¢ cos xdx

8. [ " sen x dx | e [ ¥etax

|
9. [ ¥ ax 17, [ ¥ Inxdx

10, jan" e u du 18. Iurm:l.gxd.r




Capitulo XI

Integral definida

11.1. Diferencial del area limitada bajo una curva

Al considerar la funcion continua f (x) y ademas y = f (x} como la
ecuacion correspondiente a la curva AB. tenemos que si D es una

ordenada fija, MP una ordenada variable v 8 la medida del drea de
C M P D, segin se observa en la figura de la siguiente pagma, cuando

x toma un incremento AY. 8 toma un incremento [area M N Q P
Al completar los rectangulos M NR Py M N Q T observamos

que
Arca MNRP<Arca MNQP < Area MNQT.

Es decir:

MF - At < A < NQ Ax

229



of €

V-
A
-

Dividiendo entre Av. resulia:

—_— AN e
MP <«— < N
Ax e
pero si Av — 0, entonces como MP queda fija y NO tiende hacs

MP como limite, obtenemos;

rL _
.-.:'.1
0 sea,
d8 =¥ dy
Conclusion

La diferencial del area limitada por una curva, una ordenada fijs. =
eje de las x y una ordenada va ‘able es igual al producto de i
ordenada variable por la diferencial de la abscisa correspondient=




-themj-d-rﬂrn!-d?- E Rl BN F R R R |2I31

------ Bod o® OB B 4 B F & 4 B

11.2. Integral definida

Dada la curva AB cuva ecuacion es ¥ = f (¥, por lo gque vimos en
el articulo 11.1,

dS= fx) dx
o sea también
dS = gy dx {1

donde dS equivale a la diferencial del drea entre la curva, el eje de

las x v las ordenadas Wi ¥ I3

&
B P [
\
\
== \.
I
"i:_—l.-_
| ° " A e ) v

Integrando se tiene

= j Fix ks :J\ dx

S=flqg+e (2)



Para determinar la constante de integracion C, tenemos en
cuenia que S = 0 cuando x = a
Sustituyendo en {2}, resulta

O=fla+C
Despejando se liene

c=-fia

por lo que (2) puede transformarse en

§=flx-fla) (3)

Como el arca que se desea obtener es CE F D, cuando x = b,
lenemaos

S=fib) - fla)
For consiguiente, la diferencial de los valores de Iu- di  para

x=a y x= b, determina el area limitada por la curva, de ordenada
¥, ¢l eje de las x y las ordenadas correspondientes a x=a y x= b,
Esto se representa por la expresion:

e
‘[}' dx =r_a"i xhex

gue se lee “integral de a hasta b de y dx” donde a es el limite
inferior v b £5 e] limite superior.

Como tiene un valor siempre definido recibe el nombre de inte-
gral definida.

En general

= J‘y i = flx)+C

luego

; [a}
_r_‘r dx =[_;'{.:'j+lf'] =[ﬂh:+{‘]-[}'mr+ (']



j'l-'uu = fib) - fia)

Puede observarse que desaparece la constante de integracion.

11.3. Valor de una Integral definida

El valor de una integral definida se puede calcular de acuerdo con
lo estudiado en los dos articulos anteriores,
El procedimiento comprende dos pasos:

I. Integrar la diferencial dada.

II. ‘Sustituir la variable de la integral obtenida, primero por el
valor del limite superior ¥ después por el valor del limite
inferior; por Gltimo, restar el segundo resultado del primero,

€jemplo

Sea obtener el valor de _r ¥ dx

i a L Lk A
J--"Il'i'l.l I EH_j_i—‘;ﬂ_E=b4_4=bu
2 4 | 4 JJ 3 4

Como se explico con anterioridad, la constante de integracion
desaparece.

Otros ejemplos

R iy x| i 0
1. —— Arc sen - = 4Ic sen — — 4w Len —
2] 'I.|IIHE -x" i ¥ ¥ i

n n
iare sea —— 0 = are sen —
i i

il



2. ‘[‘cm v v ZISEn Il: = sen f-Et.'l'I =]-0=1
3. [edr =o' =" -l =27187 ~ 2718 = 4.600

B ¢
4 I *’: =l x)i=m8 —in2=20794 -06932 =1 3862

€jercicio XXI

Obtener el valor de cada una de las integrales definidas siguientes:

iy o
IJ:T 6, ‘[Ir ilx
2. ‘[ Ox® =5 +4)dx T.£l~cn Xl

3_r4:?m E.Jj i
- | = 17

4, f q‘rl_ lx

47
o[ % s

5. f" d 10, -rlu.l Yt




11.4. Areas

Una de las principales aplicaciones del calculo integral consiste
en la determinacion del area de superficies limitadas por curvas.
Asi, por ejemplo, s tenemos la curva AB de ecuacion y = f (9

| n

AN
N

3 i H
\-._,_.F% f,, fr =d¥
o]

R

N
0 M P ¥

FLt

31 trazamos PM L0y ¥ E LDx, & fiene la curva compren-

dida entre Py 0.
Al considerar

]
-
w

OM =x, ON
PM =y, ON = v,

el drea PMNQ sera igual a la suma de las fajas de base dxy altura y.
Al pensar que yes la altura media y dx la base, puede hacerse

tan pequena como se quiera. Concluimos:



Area de una faja = y dx,
pero siendo 8 el drea total,

entonces ¢l area de una faja sera dS.

De esta manera y de acuerdo con lo gue vimos en el articulo
11.1. tenemos:

Area total § = Jd::‘ = J y

Entonces, para hallar el valor de 8, basta integrar y dx.

Mas, como ésta seria el area total subtendida por la curva, para
obtener Gnicamente el area de PMNQ, es necesario integrar entre
dos limites, es decir. cuando x vale x, vy cuando % vale x,.

En conclusidn, asi:

= J Ty oely
Ty

€Ejemplos
1. 5ila curva tiene por ecuacion y = 3 + 4x’

5 = _["13 + 457y ey

luego
o
5= {34 +iJ
i L
4 4
5 = |:-’l[ﬁ'|- - 216 ﬁ} _|:3,1"2r T “;”] =
3 3
a2 32
§ =18 + 386 —6 — 22 _agg — 2% _ BoB
3 3 3
Consideremos 2 y 6 en metros
5 =19 Am”



A manera de ilustracion tenemos una representacion grafi-

ca aproximada:

Tabla dé y= 3 + 4x°

]

y | 289

147

Lix)

19

3 T 19 o7 147 254

bl

En el papel

{milimétrico podria ha-

cerse una grafica mas
precisa,

Con el mismo cri-
terio podemos calcular
el area de un triangulo
de base 8 y altura 4, De
antemano sabemos que
el Area tiene 16 uni-
dades cuadradas.



.............................

En realidad el ejemplo se ofrece como une confirmacion del

procedimiento empleado.
En esle caso, el A ADB esta subtendido por la recta DA, cuya

ecuacion es del tipo y = mog pero como

4
;]

B | ==

la ecuacion de 04 sera v =

Entonees:

S = 16 unidades cuadradas.

Otros ejemplos

1. Obtener el drea limitada por la curva de ecuacion y= 2x - x7, el
eje Ox y las ordenadas que parten de x, =0y x, = L

Se tiene:
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2. Hallar ¢l area limitada por la parabola de ecuacion ' = 4x en
los limites x, = 4 y &, = 9.

Se tiene
¥ o= JJdx 0 5e3a ¥y = 2Jx
i - !
X= f 2 = Ir Xty
3 -
A v
¥y = —L —[i— ‘f_]'l}
] £ ;
E
L
luego

4 4 4 4
§ == 72 ——,|I'14=—'J‘P -~ —{(8) =3 — |0, = 25 .3
v Q - fi 1{ ] 31} h I} a6 34

Representacion grafica:

e v,

LB =4 I:=é"5|' X
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3. Hallar el area de la superficie limitada por la circunferencia de
ecuacion x* + i = 16 y las rectas cuyas ecuaciones son x, = 0
¥ ox=4

Por la forma de su ecuacién se trata de una circunferencia
con ceniro en el origen v de radio 4.

La ecuacion serd

wr=1l6- x?
y= 16 —x?
Integrando, resulta
R ] A
§= lﬁ-_nidx=“lefm-_:1+“’7m-m'41
{1} = - £

S=[8:mc wntl}—ﬂ]=ﬂw: senf 1) =8n

S = 25.28 unidades cuadradas, que vienen a ser el area de la
semicircunferencia.



€jercicio XXII

Hallar el valor del area limitada por las curvas de scuaciones
dadas y las rectas cuyas ecuaciones se indican en cada caso.

1 3 m X t, =0 x, =4
2 V=% FT+S v, =10 2, =5
3 y=x-x g, =0 v, =4
4. v=2x-1 Ty =1 Xi=12
5 ey =9 xyp =0 Ky =3
fy ey =25 v, =-5 xy=5

7. Hacer la grafica que corresponda a cada uno de los seis ejer-
cicios anteriores.



Godofredo Guillermo Leibniz (1646-1716). Filasofo, matematico,
fisico, tedlogo, jurista, diplomatico y filologo aleman. Inventd a la
vez gue Newton €l edleuln infinitesimal. Introdujo la notacidn dx v
dy, asi como el signo de integral. Fue célebre su disputa con Newton
respecto a quién inventa el calculo infinitesimal. En verdad los his
toriadores reconocen que se tratd de dos inventos simultaneos.
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Apéndice

Respuestas a los cjercicios

jercicio | (pag. 18)

f) algebraica

bj algebraica

¢ trascendente
d) algebraica

) trascendente

H trascendente
4 trascendente
h) algebraica

i trascendente

il algebraica
Explicitas: a), d}, e, 0, g, hy, i}, j)
Implicitas: by, )

243




244 . Inicincidn 8l caleulo diferencial e inteyral

3. Racionales: a), ], d), §), g, i, j)

Irracionales: b, ¢}, hj

€jercicio |l (pag. 32)

l -2 16, |
3
2. 4] i7. 4]
3 5 18. 1
2 5
4, -2 19, 3
5. 1] 20. 1
6, 1 21. 0
7. 13 23. 1
5
B. H 23. 0
9 -1 24, 0
10, 2x 25, -
11, 0 26. 4
12, 3 27. 1
B
13, (4] 28, 2
n
14. 2 29, 4
1 5. 5 30, a+b+e

-



........................................

€jercicio Il (pag. 50)

] & +"1
1. y' = 8Bx Ky ¥ == 7
p -2x
2. y=3-2x 2. » = T
3. 8==5 13, y' =2x+ 4
4. y'=m 4., y = 10x-56
5 y==x 15, y' =-2Ha- %)
6. A'=2mr 16, y'=2x+3
s 1
7. 5 = m 17, H' = 3[h+ IF
8 g e
i - =4 18 R T
| 1 +1°
% TS SR T
16: 5" =— 1 el T4 — x)
o 10—’y I

€jercicio IV (pag. 54)

1. a) m =-625, @ = 176" 30'
b} m=—, @ = 104"
) mo==1, i = 135"
d) m=12, @ = 63" 50'
e} m= 8, & = 82° 53'
f) Om = -1, o = 135"



3. P2, 4
4. Para x=3 m=-1, o =135"
Para x=-3, m=-1, & = 135"
5. y=4x-x*
T 5 | 4 2 1] -3
i —~5 || 4 {1 -12
m=10 o =ang tg (D) o =0
}.al.
B R
1] I*




)
6. ¥ ==
X
r 9 4 3 0 -3 -4 -9
y I 2d 3 =3 =21
ms= =] o =ang tg [-1) o =135%

€jercicio V (pag. 78)

De 1 a 15 como se pide,

16. y'=9x*-4x+ 5 17, 3'=5- 3x?



------------------------------------------

! = 3_
18, s =4at” - 6l 35, v''= - . —
19. g§=uv il +.u:rrJI -—ax
20, A"=Rnr )
.7 2
B v = -
21, A"=2mw - N

22; e=ht o

23. f'(d=x-20 T vy

3
24, f'x)= —op

TSTE 385" = ot
25. [ = —2 39. i = 16xx* - 5)

, 40, y = 3%+ 10x + 1
26. i = -9(2 - 3x*
41, y = Bx' + 21x? —bx+ T

27. y =-6(1 - 2x)° v Fx=-=Zx?
42, V= ————
i 3 ” —.T.'
SR ~Ta' —6x +4
43. v = — 3
29. y =-2abx- b* . (x5 =+ 1)
T 5_ =352 43)
30, flo=3% 16 PR - it LI &
¥ (x* 415
31, fla)= Ao ' =

45 ¥ = :

JI—zx 3 ‘Jm- +1

32, W : I - Pri
Eyl+a :,liu- TS

ol

33 J‘HI.IJ . - - 47 |,-' o Ir+u
2 - %) ' 2Jx +u
34, ' =158 + 88 a8 '

2.2-—138




M-

..........

e MNx4+7
v

49, v = 50.
o+ 2x 0
5. m=-1.5 =123° 40"
52. m=-0.25 e =166"
alm=-—+4 =104
34, PO, 4 P2, 0)
55. m=1 o= 45*
€jercicio VI (pag. 93)
1. a) ¥ =10x-2 f
y'=10
b y=1-2x+3x
y'=6x-2
&
¢) Y =-3a(l -y’
y' =61 — ax}
h)
p —2ub
S
d) x tax - by
= JGEL.
e tar — Ay’
i)
I
€) St 2
. 2 jl
o

L. 2
& {2 = H)z
- h
‘ — -
EEI - bx
- b*
Vo= - —
440 - bry'
W=
HI'|= ﬂ
3 B —pn
' Yol = 1Y
. e
Wwoom
dyfix =1°



; X ; ¢
o= = — 3. & g LT
2. a) ¥ J ¥
IO X
] 1 —-¥ { T 3
b P - I'
) =1
e
. Xy b) " iy
{:l ‘l - L ...
x
5 P
¥V = ———
P 1
4 v
S
d) y' =
-x +1
5 §==F
' v+
g Xty )
E, - r + | _"l' _ :} + 2
(x =1
i it
i v
W i d} v o= E
Yo=K
e =1 =3y e . St
Bl 3x +1 = xF

€jercicio VIl (pag. 102)

1. a) v =40 m por seg
a = 44 m por (seg)*
s=24m

hj v =62 m por seg
a = 6 m por [seg)
s=316m



............................

3.

d)

e)

a)
b
c)
d|
aj

b)

d)

aj

b
€l

v=10
a=0
s=0.5m

v =20 m por seg
a = B m por (seg)’
5= 16m

v = 1.89 m por seg
a = 4.54 m por |seg]
s=3.16m

=932 m

432 m por seg

v = 34 m por seg
s=3125m

v =0m por seg

v =401 — 9.8t m por seg
a =322 m por (seg)’
i5.1m

60.4 m

i = 60.4 m por seg

o= 32.2 m por [seg)’

B
v =08 - ——
4+
2414 - 32

= —
a4 +1F

v = 0.792 m por seg
a = 0.025 m por (seg)’



..............

€jercicio VIl (pég. 120)

1. a) y = -1, minimo, para x = -2

X u
-4 3
-3 0
2 i
1 0
0 3
1 : \/ 0 r
bi y =4, minimo, para x= 1 grafica, como se pide
c) y = 6, maximo, para x =0

4
y =482, minimo, para x= - gréfica, como se pide

3
9 i
d) ¥ =, +minimo, para x = 3 grafica, como se pide
e) 4 = -3, minimo, para x= 1 grafica, como se pide

2. al y = -1, minimo, para x= 3
bj 4 =9, maximo, para x =1
) Ly = 4, minimo, para x = -1

d) y = -6.57, minimo, para x =3
e y = 4, minimo, para x= 0



...............................

|
y = 0.1406, maximo, para X =J;

f)

A I
gl y=4 , ' minimo, para x = — &
h) y = =5, minimo, para = 0

4 o 2

y =" 3 maximo, para x = - 5

2

1) y = 2.45, minimo, para x =—_

Y = 9, maximo, para x = -2
J) y= 2, maximo, para x=1

y = -2, minimo, para x = -1
€jercicio IX (pég. 136)
A L. y = =1, minimo, para x = 0

y = 2, maximo, para x= |

Yy = 2, maximo, para x = -1

2 y =1, minimp, para x = 3

7
y=7- maximo, para x = |

3 y = B, minimo, para x = 1

| G i
y =2 5. maximo, para x = 7



10.

y = 0, minimo, para x = |

32 e 1
Y =5y ¢ MAXimo. para x = — o

Altura -1||— r

' f
Base " La figura es un cuadrado, Altura 3

Volumen = 20 ',:

Radio = 0.6828
Altura = 0.6828

Altura = .!%_=1.fl.5.‘l =[5 m

A = 5475 Es un triangulo equilatero

Largo = 120 m
Ancho =90 m

Lado de la baze = 24 em
Altura = 12 cm

Cuarto lado = 20 m

Ancho = 27.713 em
Profundidad = 39.1 em



.........................................

[n*

12, Catetos 1guales con dimension u—;—

€jercicio X (pag. 144)

i 1 i
6. h

2. 1
7. 0
3 4 g =
! 3
t 3 9 =
s .l
5 3 10. 0O

€jercicio XI (pag. 148)

' b, =]

i r'=‘J'o'

7. =1
2. e

B &=1
& et

g, ¢
4 Enll

0. s 4T



€jercicio Xl (pag. 159)

1. y=-—41g4xsec 4x 8 N =1
, A CoN & —sen g
2. ¢ =3cos 3t 9. Y= A
3. Yy = -~bcot bx csc bx 10.4 =0
L 11. ¥ =20 e0s 5
4. Y = —csc?S # et
X X
) 12. i =3 sen —oos —
sec” Ju 2 -
oY= Yigh 31
13. y = —cos'x sen x
2 ees A
6. Yy = e 14.y|=.rcm i +::{f1.t—.\;en x
A
T. if ==x8en x+cosx 15. ' = 3 senx cos x

€jercicio XIlI (pag. 170)

'I 1" =i E i . _3 ¥ = T=-|
a* & x yadx —x-
M o il



............................

. 2x 1
R 10 8" = -
LR J-—.:::+E.l—_1
6 == : 2x
o 425 %7 - lI..'-"=|+_4I; +arc 1g 2
' 2
7. » = I_ 12, ¥ = 3
v X —1 1—1‘
4
i ; |
y = 13, ' =
. 245 —x* 3 T 42 3!
' l ‘ 2
o= : 14, v’ =
LA A S P
€jercicio XIV (pég. 177)
> -
1 '!"*- .:.'[ 5. v = __'::.t -
rota X =2 +1
3 Fetra® e 6. o= 2Xt4
' i +4x + 4
3.y =2bxe 7. ¥ =2tgx
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-
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ol ¥ €
3
2ighs
- 5 + L
sen t x
- — 4
4
o 2
2——‘].!:' —:'i'(
i r—=1 "
r+ —In +
2 r+1



262 Iniciacion al caleulo diferencial « integral
1 L L 1 L * * L] 1 ® L] L 1 * L] L] 1 ¥ n + * LI IR * i L - L - i

€jercicio XIX (pdg. 220)
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3. xtgx+incos x+ O

Lo . =3
4. ?'l are sen x +Eu"ll -1
| T 1 | .
5 =X ——xsen b= —em bz +C
4 12 12
Lo b i
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€jercicio XX| (pag. 234)

1. 1
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4, —|
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Graficas como se piden,
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Iniciacion al

Calculo diferencial
e integral

Iniciacién al Calculo Diferencial e [ntegral se puede
utilizar como libro de texto o de consulta para estudian-
tes de educacion media superior y como auxiliar didactico
en los cursos iniciales o propedéuticos que imparten
algunas escuelas de nivel superior. Por tratarse de un
curso de introduccion, su contenido se expone mediante
explicaciones sencillas sobre temas basicos, ejemplos
resueltos y numerosos problemas y ejercicios, con el
propdsito de afirmar, ampliar y aplicar los conocimientos.

Sin duda, el aprovechamiento de este material ayudara

al estudiante a avanzar con sequridad en la adquisicién

| de conocimientos y acumulacion de experiencias, asi
=~ como en el desarrollo de héabites y habilidades deseables
| para lograr una auténtica comprension de la matematica.




