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Capítulo I
Variables y funciones

1.1 Va r iab le s  y  constan te s

E n  to d a  in v e s t ig a c ió n  c ie n t íf ic a  y  e s p e c ia lm e n te  e n  u n a  in v e s t ig a ­
c ió n  m a te m á tic a , s e  l la m a  c o n s ta n te  a  to d a  c a n t id a d  c u y o  v a lo r  n o  

s u fr e  v a r ia c ió n  d u ra n te  c ie r ­
to  p ro c e so . R e c ib e  e l n om b re  
d e  va r ia b le  a q u e lla  c u y o  v a ­
lo r  se  a lte ra . P o r  e je m p lo , en  
e l lu g a r  g e o m é tr ic o  r e p r e s e n ­
ta d o  p o r  la  e cu a c ió n :

3 *  +  2 y  =  6 

x , y  s o n  variables;

2. 3  y  6  son  constantes.

1 1
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1.2. V o r iob lc s  d e p e n d ie n te s  e independ ien te s

E n  la  m a y o r ía  d o  lo s  p ro b le m a s , in tc r v ir n e  u n  c ie r to  n ú m e ro  de 
v a r ia b le s  r e la c io n a d a s  e n tr e  s í p o r  m e d io  d e  u n a  o  v a r ia s  e c u a c io n e s .

S e  p u ed en  a s ig n a r  v a lo re s  a rb it ra r io s  a a lg u n a s  d e  e s ta s  v a r ia ­
b le s  p a ra  d e te rm in a r  e l v a lo r  d e  la s  o tras .

€ j e m p l o s

a ) l in  la  e c u a c ió n  

v = Ax  +  3 

S i i = 2 .  y  =  I I
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C) E n  la  e c u a c ió n  ^

Si •v =  5 , ■•í ii o

Si -v =  4 , y = ± 3

Si x =  3 , V; II £

Si x = 0 , y  =  ±5

S i x =  -3  , y  =  ±4

S i a =  -4  , y  = ±3

Si x  =  - 5  . y  =  0

X Y

s 0

4 ±  3

3 i  4

0 t  5

-  3 ±  4

-  4 ±  3

-  5 0

25 -  x -

L a s  v a r ia b le s  a  la s  q u e  s e  a s ig n a n  valores  
arbitrarios se  le s  l la m a  v a r ia b le s  in d e p e n d ie n ­
tes ; a  la s  o tra s  c u y o  v a lo r  s e  d e te rm in a , se  les 

d a  e l n o m b re  d e  variables dependientes.

1.3. Función

A  la  v a r ia b le  d e p e n d ie n te  se  le l la m a  ta m b ié n  fu n c ió n .  D ic h o  d e  

o t r o  m o d o , s i d o s  v a r ia b le s  e s tá n  r e la c io n a d a s  d e  ta l m a n e ra  q u e  a 
to d a  v a r ia c ió n  d e  u n a  c o r r e s p o n d e  u n a  v a r ia c ió n  p a ra  la  o t r a ,  se  

d ic e  q u e  la  s e g u n d a  e s  fu n c ió n  d e  la  p r im era .



C j e m p l o s

a ) La  lo n g itu d  d e  la  c ir c u n fe re n c ia  e s  fu n c ió n  d e l rad io . 

b| E l vo lu m en  d e  u n  cu b o  e s  fu n c ió n  d e  la lon g itu d  d e  la  a ris ta .

c ) E l á re a  d e  u n  re c tá n g u lo  e s  fu n c ió n  d e  la  b a s e  y  la  a ltu ra .

d ) E l v o lu m e n  d e  u n  p a ra le le p íp e d o  re c tá n g u lo  es  fu n c ió n  d e  
su s  tre s  d im en s io n es .

e ) E l e s p a c io  re c o r r id o  p o r  u n  m ó v il e s  fu n c ió n  d e  la  v e lo c id a d  
y  e l tiem p o .

0  E l v o lu m e n  d e  u n a  e s fe ra  e s  fu n c ió n  d e l rad io .

1 4   ImoifiCión a l c a lcu lo  d ife ren c ia l r  in tegra l

1.4. Notac ión

L a  d e p e n d e n c ia  d e  u n a  fu n c ió n  r e s p e c to  a la  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te  
s e  in d ic a  e s c r ib ien d o :

y = f { x  )  y  =  F { x ) y  = <p(*)

L eá s e : y  e s  igu a l a  fu n c ió n  d e  x  o  y  e s  fu n c ió n  d e  x

€ j e m p l o s

a ) y  m x '  ♦  9x , d o n d e  y  e s  fu n c ió n  d e  x;  e s  d e c ir ,  y  = / (.i  ).

b ) A =  Kr: , d o n d e  se  p u e d e  a firm a r  q u e  A =  «p(r) .

cj A =  bh , d o n d e  A =

1.5. Funciones a lg e b ra ica s  y  tra scenden te s

F u n c ió n  a lg e b r a ic a  e s  a q u e lla  q u e  p u e d e  e x p re s a rs e  p o r  u n  d e te r ­
m in a d o  n ú m e ro  d e  o p e ra c io n e s  a lg e b ra ic a s  (s u m a  c o n  u n  n ú m e ro  
lim ita d o  d e  s u m a n d o s , m u lt ip lic a c ió n  c o n  u n  n ú m e ro  lim ita d o  d e
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e j e m p l o s

y  ■  x 1 , v  =  a i  , y  =  a 2 — 5

A  su  v e z , la s  fr a c c io n e s  ra c io n a le s  p u ed en  s e r  e n te ra s  o  fra c c io ­
n a ria s .

S o n  e n te ra s  c u a n d o  e l e x p o n e n to  d e  la  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te  
e s  u n  e n te r o  p o s it iv o .

e j e m p l o s

y  =  5a  ’ , y  =  - 2 a  , y  =  6 a '  +  3

S o n  fra c c io n a r ia s  c u a n d o  la  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te  figu ra  en  el 
d e n o m in a d o r  o  e s tá  a fe c ta d a  p o r  u n  e x p o n e n te  e n te ro  n ega tivo .

e j e m p l o s

4.x- - 2 . r  I
V =  . y  =  x • v =

5 a  -  6 a  +  8 ’ 4 a "  -  5

1.7. Funciones explíc itos e implícitos

C u a n d o  e n  u n a  fu n c ió n  fig u ra n  d o s  v a r ia b le s , c u a lq u ie ra  d e  e l la s  se 
p u e d e  to m a r  c o m o  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te  y  la  o t r a  c o m o  fu n c ió n . 

M a s , s i la  v a r ia b le  q u e  se  c o n s id e ra  c o m o  fu n c ió n  e s tá  d e s p e ja d a , se 
d ic e  q u e  la  fu n c ió n  e s  e x p l í c i ta  y  s i n o  e s tá  d e s p e ja d a , s e  d ic e  
q u e  e s  im p líc i ta .

e j e m p l o s

a ) E n  y  = 3a  -  a " ,  d o n d e  y  =  / (a ) ,  y  t ien e  e l c a rá c te r  de 

f u n c i ó n  exp l íc i ta .
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b) E n  xy =  ^x  -  y  °  , d o n d e  v =  f ( x ) ,  y  t ien e  el c a rá c te r  d e  fim -  

ción implícita.

1.8. Funciones s im p le s  y  com puesto s

Función simple  e s  a q u e lla  q u e  e s tá  r e la c io n a d a  c o n  la  v a r ia b le  in d e ­
p e n d ie n te  p o r  m e d io  d e  u n a  o  m á s  o p e ra c io n e s  s im p le s .

e j e m p l o s

y  -  x n y  =  x  +  3

y =  5x  y  -  x

y =  sen .v y  =  are tg 3.v

Función compuesta  e s  a q u e lla  d o n d e  e l v a lo r  d e  y  d e p e n d e  d e  
d o s  o  m á s  v a r ia b le s  in te rm e d ia r ia s  q u e  a  s u  v e z  s o n  fu n c io n e s  d e  x.

e j e m p l o s

a ) y  = u + v d o n d e  u =  x + 3  y  v =  ( a  -  I 

p o r  c o n s ig u ie n te

y  =  x  +  3 +  (x  -  1 )3

b ) y  =  uv d o n d e  u =  x +  I y  v =  x -  I 

p o r  c o n s ig u ie n te

y  = ( ,  *  O  ( «  -  O
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c) y  =  u ‘ d o n d e  u =  3 x  -  2 y  v =  x 2 

lu e g o

y =  (3 *  -  2 ) '

1.9. func ión  de  función

S i u n a  fu n c ió n  d e p e n d e  d e  o tra  y  é s ta  a su  v e z  e s  u n a  fu n c ió n  d e  la 
v a r ia b le  in d e p e n d ie n te , s e  d ic e  q u e  la  p r im e ra  e s  función d e  función  
d e  la  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te .

€ jem p lo s

a ) S i y  =  u '  d o n d e  u =  x +  3

ejercicio I

1. In d ic a r  c u a le s  d e  la s  fu n c io n e s  d a d a s  a  c o n t in u a c ió n  s o n  t r a s ­
c e n d e n te s  y  c u á le s  a lg eb ra ic a s :

y  e s  fu n c ió n  d e  fu n c ió n  d e  x

b ) S i y =  sen u  d o n d e  u =  x 

y  e s  fu n c ió n  d e  fu n c ió n  d e  x

\

c ) S i y  =  ii d o n d e  u =  x

y  e s  fu n c ió n  d e  fu n c ió n  d e  x

a ) y  =  i x :  -  2 .i + I

c ) son ‘ (x +  eos  3 <x -  y  =  0

c) y  =  1 tg 3.t

d) y  =  x

0 y  = 10 ”



V a r ia b les  y  fu n c ion es  j g

g ) y  =  ln (sec .« +  lan .v ) h ) - j p  +  6 r  +  I =  y

i) y  =  log ~ j )  y  =  a x '  +  bx +  r

2 . D e  la s  fu n c io n e s  lis ta d a s  e n  e l p u n to  a n te r io r ,  ¿ c u á le s  son  e x ­
p líc ita s  r e s p e c to  o  y  y  c u á le s  im p líc ita s ?

3 . E n  la  m is m a  lis ta  d e  fu n c io n e s  in d ic a r  c u á le s  s o n  ra c io n a le s  y  

c u á le s  ir ra c io n a le s .



Capítulo II
Límites

2.1. Límite

S e  d ice  q u e  u n a  c o n s ta n te  A  e s  e l lím ite  d e  u n a  va r ia b le  V  cu a n d o  
e s ta  v a r ia b le  a d q u ie r e  v a lo re s  c a d a  v e z  m á s  y  m á s  p ró x im o s  a  la  

c o n s ta n te  A.  E s to  s ign ifica  q u e  tom a  va lo res  ta n  c e rca n o s  a  la  c o n s ­
ta n te  A  c o m o  s e  q u ie ra , p e ro  c o n s e rv a n d o  s ie m p re  la  ce rca n ía .

T a m b ié n  p u e d e  a f irm a r s e  q u e  c u a n d o  u n a  v a r ia b le  s e  a c e r ­
c a  a  u n a  c o n s ta n te  d e  ta l m o d o  q u e  la  d ife r e n c ia  e n tr e  lo s  v a lo ­
r e s  d e  la  v a r ia b le  y  la  c o n s t a n t e  p u e d e  h a c e r s e  t a n  p e q u e ñ a  
c o m o  s e  q u ie ra ,  e n to n c e s  d e c im o s  q u e  la  v a r ia b le  s e  a c e r c a  a  la  
c o n s ta n te  c o m o  u n  lim ite .

P a ra  in d ic a r  q u e  u n a  v a r ia b le  V  t ien e  p o r  l im ite  e l v a lo r  A .  se  
e m p le a  la  n o ta c ió n :

lím  V  =  a q u e  se  le e  "e l l im ite  d e  V  es  A".

T a m b ié n  s e  p u e d e  e s c r ib ir :

V' A q u e  s e  le e  " V  t ie n d e  a  A n.

21
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e j e m p l o s

c u a n d o  x

o  b ien

c u a n d o  *

b) líin 3 + . t2 = 3  

c u a n d o  i  - * 0

o  b ien  3 + x

c u a n d o  x - *  0

O bse rvac ió n . E n  lo d o s  lo s  ca so s  p u ed e  su p r im irse  la  pa lab ra  cuando.

e j e m p l o s

a ) lím  ^ = 2 b) lím
*  -  1

2.2. In f in itam ente  p e q u e ñ o

C u a n d o  u n a  v a r ia b le  a d q u ie re  v a lo re s  c a d a  v e z  m á s  y  m á s  c e r c a ­
n o s  a c e ro , s e  d ic e  q u e  e s  u n  i n f in i ta m e n te  p e q u e ñ o .  T a m b ié n  
p u e d e  a f irm a rs e  q u e  u n  in f in i ta m e n te  p e q u e ñ o  e s  lo d a  v a r ia b le  

q u e  t ie n d e  a  c e ro .
S e  p u e d e  e x p r e s a r  a s i:

x - *  0 q u e  s e  lee:

x  t ie n d e  a  c e ro , 

x  e s  in f in ita m e n te  p e q u e ñ o , 

x  t ie n e  p o r  l im ite  c e ro .
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2.3. Infinito

C u a n d o  u n a  v a r ia b le  a u m e n ta  d e  v a lo r  c o n s ta n te m e n te  y  l le g a  a 
s e r  m a y o r  q u e  c u a lq u ie r  c o n s ta n te  p o r  g r a n d e  q u e  é s t a  s e a , s e  
d ic e  q u e  t ie n d e  a l in fin ito .

S e  e x p r e s a  asi:

x  ->  - »  q u e  s e  lee:

2.4. l ím ite s  bás ico s

En  e l c a s o  d e  q u e  la  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te  t ien d a  a  c e r o  o  a  in fin ito , 
e s  n e c e s a r io  c o n s id e r a r  lo s  s ig u ie n te s  lim ites :

x  t ien d e  a  in fin ito .

lím -  =  0 lím -  «  0
.t

x  - *  0

lím —  =  o lím ex =  ««> lím ex =  0

x  - M )

lím c  +  x  =  c

X — * o©
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2.5. P r o p ie d a d e s  fu n d a m e n tó le s

P ro p ie d a d  1 . E l l im ite  d e  u n a  s u m a  d e  fu n c io n e s  e s  ig u a l a  la  
s u m a  d e  lo s  l im it e s  d e  la s  fu n c io n e s .  E s to  q u ie r e  d e c ir  q u e  d a ­
d a s  la s  fu n c io n e s :

/ , ( * )

se  tien e

Ifm  (p  +  v  + .....  » v )  =  l ím  n  +  lín i v  + ................. + l ím  a

d o n d e  e l n ú m e ro  p  d e  s u m a n d o s  e s  u n  n ú m e ro  fin ito . E s  d e c ir  q u e  p  
n o  c r e c e  in d e fin id a m en te .

P ro p ie d a d  2. E l l im ite  d e  u n  p ro d u c to  d e  fu n c io n e s  e s  ig u a l a l  p ro ­
d u c to  d e  s u s  lim ites .

S ig n if ic a  q u e  d a d a s  la s  fu n c io n e s :

d o n d e  p  e s  u n  n ú m e ro  f in ito  d e  fa c to re s .

P ro p ie d a d  3 . El l im ite  d e  u n  c o c ie n te  d e  fu n c io n e s  e s  igu a l a l  c o ­
c ie n te  d e  lo s  l im ite s  d e  la s  fu n c io n e s , s ie m p re  q u e  e l d iv is o r  n o  t ie n ­
d a  a  c e ro .

L o  a n te r io r  s ig n if ic a  q u e  d a d a s  la s  fu n c io n es :

te n e m o s

lím  (p  • v  •   n  )  =  ( l ím  p ) ( l i m  v ) ...... ( l ím  i v )

p  =  / , C O  y M 0

d o n d e  lím  v *  0
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2.6. O b tenc ión  del límite de  uno  función

E l l im it e  d e  u n a  fu n c ió n  s e  p u e d e  o b t e n e r  m e d ia n te  la  a p l ic a ­

c ió n  d e  la s  p r o p ie d a d e s  e s tu d ia d a s  s u s t itu y e n d o  la  v a r ia b le  in ­
d e p e n d ie n te  p o r  e l v a lo r  a l  q u e  t ie n d e  c o m o  u n  lim ite .

€ j e m p l o s

a ) /(.x)  =  x -  + x 

x - *  2

S o lu c ión :

l ím  U :  +  . » )  =  lím  x 2 +  lím  * = 4 + 2 = 6  

x 2

b'

S o lu c ió n :

x 2 - 9  lím  ( x 2 -  9 )  4 - 9  5
uní =  =  =  -

*  + 9 lím  (.v + 9 )  2 + 9  II

x —> 0 

S o lu c ió n :

„  x 2 -  4 lím ( *  -  4 )  0 - 4  -  4
uní =  =  = = ¿

x  -  2 lím (.r -  2 )  0 - 2  -  2
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d )  f ( x  )  =  5 +  *

S o lu c ió n :

lím  [  5 ♦  — 

x —* «

c )  /(.«■) -  2.v;  -  3/n 4 h : 

x - »  0

S o lu c ió n :

l ím  < 2 j ;  -  3 /u  ♦  h 2)  =  l ím  (2.»: ) ♦  lím ( - 3 / ir )  ♦  / r  

,  0

=  2 lím '  -  3 h  lím  x +  h 2 =  0  -  0  +  h 2 = h :

0  / ( X )  =  ( X  +  3 ) < j  ♦  5 )

x - >  I

Solución :

lím (x  +  3 ) U  + 5) = (lím  (x  +  3 )] [lím ( x + 5)J 

.r - ♦  I

■ 5 +  lím  | y ) = 5 +  —  =  5 + 0  =  5
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p e ro  c o m o

l i r a  ( v  +  3 )  =  l í m  a  +  3  =  1 +  3  =  4

x ->  I

l í m  ( a  +  5 )  =  l í m a + 5 = 1 + 5 = 6  

x  —> 0

lu eg o

g ) / ( * )

lím ( a  +  3 ) ( a  +  5 )  =  ( 4 > ( 6 )  =  2 4  

a  - >  1 

2 +  A

S o lu c ió n :

l í m
2 + x

A  —*  0

lím  (2 + a ) 

l í m ( 3  +  a )

p e ro  c o m o

l í m  ( 2  +  a  )  =  2  +  l í m * = 2 + 0  =  2

a  - >  0

l í m  ( 3  +  x) =  3  +  l í m  a  =  3  +  0  =  3 

a  - »  0

lu ego

lím
2  +  A

3  +  A



2.7. In d e te rm in ac ion e s

2 3   In ja a c ió n  a l cá lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

E n  m u c h o s  c a s o s  r e s u lta n  in d e te rm in a c io n e s  c o m o  o  b ien  „  .
OO 0

P o r  lo  q u e  e s  n e c e s a r io  tra n s fo rm a r  la  fu n c ió n  e n  o t r a  e q u iv a le n te , 
a n te s  d e  p ro c e d e r  a  s u s t itu ir  e l v a lo r  a s ig n a d o  a la  v a r ia b le  in d e ­
p e n d ie n te .

Cjemplo 1

Sen  o b te n e r  e l l im ite  d e  la  fu n c ió n :

x

X - *  oo

S u s t itu y e n d o  r e s u lta :

lím

x - »  f »

lo  q u e  v ie n e  a  s e r  u n a  in d e te rm in a c ió n .
P a ra  e v ita r la ,  s e  p ro c e d e  a t r a n s fo r m a r  la  fu n c ió n  d a d a  en  

o tra  e q u iv a le n te ,  q u e  n o  p r e s e n te  in d e te rm in a c ió n . E n  e s te  ca so  
se  lo g ra  d iv id ie n d o  e n tr e  x  e l n u m e ra d o r  y  e l d e n o m in a d o r .

D e  e s ta  m a n e ra  te n e m o s :
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lu e g o

lím 2 + = 2 +  = 2 + 0 = 2

C jcm p lo  2

S ea  o b te n e r  e l l im ite  d e  la  fu n c ió n :

/ ( * )  =  / ~ 4 , ,  x  - a  - 12

.» -+  4

S u s t itu y e n d o  r e s u lta :

x -  4 4 - 4  0
lím

x 2 -  x -  \2 ( 4 ) 2 -  4 -  12 0

.t - *  4

lo  q u e  e s  u n a  in d e te rm in a c ió n .
P a ra  e v ita r la ,  s e  t r a n s fo r m a  la  fu n c ió n  en  o tra  e q u iv a le n te  

d e s c o m p o n ie n d o  e n  fa c to r e s  e l d e n o m in a d o r  y  s im p li f ic a n d o . D e  

e s t a  m a n e ra  t e n e m o s :

, . x -  4 x  -  4 1
f ( x )  =  =  =

* 2 - . t  - 1 2  (x  - 4 ) 0 *  + 3 )  .» + 3

x  - *  4

lu ego

1 I I
lím

3 4 + 3  7



e je m p lo  3

S ea  o b te n e r  e l l im ite  d e  la  fu n c ió n :

m  •  +  h ) 'h  - x '

h - *  0

S u s t i tu y e n d o  r e s u lta :

(x  +  h ) 2 -  x 2 (x  f  < )) ' -  x 2 -  x 2 0

/, =  o  =  o  "  ,)

X - >  0

lo  q u e  e s  u n a  in d e te rm in a c ió n .
P a ra  e v ita r la  s e  tra n s fo rm a  la  fu n c ió n  e n  o t r a  eq u iv a len te .

H a c ie n d o  o p e ra c io n e s , fa c to r iz a n d o  y  s im p lif ic a n d o , se  tien e :

/ (O

2 0  In ic ia c ión  a l c a lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

( x +  /|)? -  x ! x : +  2 hx +  h :  -  X 2 2hx + h

h h h

M 2x *  h )

A

h - »  0

lu eg o

l í m ( 2x  +  A )  =  2 r  +  Ü =  2.r

/ » —* ( )
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C j e m p l o  4

S ea  o b te n e r  e l l im ite  d e  la  fu n c ió n :

, > 6.v* + 2.x +1
/ ( - * )=  ,

5.v -  3.r -  4

S u s t i tu y e n d o  r e s u lta :

6 . V -  +  2 . X  +  1 oo +  oo +  l
l í m

S x 2 -  3x  -  4

lo  q u e  e s  u n a  in d e te rm in a c ió n .

D iv id ien d o  n u m e ra d o r  y  d e n o m in a d o r  e n tr e  .r :  ten em os :

x x :

lu ego

+ ■ -> « «
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C j c m p l o  5

S ea  o b te n e r  e l l im ite  d e  la  fu n c ió n :

s* -  a *

s - >  a

S u s t i tu y e n d o  r e s u lta :

l ím
s 4 -  o  * m a * -  o 4 0
a*’  - u  * a ’  -  a :  0

lo  q u e  e s  u n a  in d e te rm in a c ió n .
F a c to r iz a n d o  e l n u m e ra d o r  y  s im p li f ic a n d o  ten em o s :

f U ) - \  " ,  _  +  - * )
S "* (I |«» «  j  i •« y j

s~ -  </' .v2 -  a :

l u c g o

lím  ( s1 +  <i * )  -  a -  +  a 2 -  2 « i1

Ejercicio II

O b te n e r  e l l im ite  d e  la s  fu n c io n e s  e n  c a d a  ca so :

!• / ( - '  )  =  ( x 2 -  3 x )  2 .  / ( . , )  =  x 2 -  3.r + 5 x *

x  ->  2 x - »  0
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3 .  / ( - * )  =
3 + .t

4 .  / ( - « )  =

- *  -2

11. A x ) = X \ ~ 2¡
x  + 9

x  - >  3

12. / ( * )  =
3  a  -  2  

8 . v  +  7

5 .  / ( a ) ( ¿  +  - x ) ( i  -  x )

X  - >  1

>3

6 . / ( a )  =  -  \
I -  a *

X  0

' 4 -

7 .  / ( ; )
z - -  3 -  +1 

2 z 2 +  5
1 5 .  f ( x )  =

4 a  5

2 a  +  3

A  —*  0

8 . / ( 0 - 5  + 1 6 .  / ( , ) = 4 V  V ' V
a '  4- 2 a  - 6  

A  — > O

9 .  / ( ■ < )  =
A  +  2

1 0 .  / ( / , )  =  2 a 2  -  3 / u  +  / I 2 

h -> O

1 7 .  / ( / )  =
/ + / 2 + / ’

r  +  3

1 8 .  / ( a )  =
2h  +  3a/i ‘  +  /r 

2  a/i +  5 / i ’
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19.
6 .v' -  5x 2 +  3 

A X ) =  2 x *  +  4x  -  7
X  —> «o

25. / ( v ) =  3 a 2 - 3a 4- 5* '

x - > ~

20.
, (2;  4-3* ) '  - 4k 2z 

2z(2z + 3* )*’

* ->()

26. / ( - v ) = 3 + A
A

V -4 I

21.
. . 2.r:  4- 6 a ' c  

d x '  +  e x '  +  fx 

X —* oo

27. J U ) - i  +  x
X

X  -* ~

22. 28 .
v sen a 

/ ( * )  =
a

A -4 2
n

V -4
2

23 . / t v i =  4r
2 .v 4- 3y* 

y  —*  °°

29.
/ ( i ) = , ' r , - 6  

A* - 4

A -> 1

24 . / ( , ) =  ' + * - ■ *  
h  4- .V

* - 4  0

30. / ( a  ) =  «V ; 4- bx  4- C 

A -4 I



Capítulo III
D erivada  de una función

3.1. Increm ento  de  uno  va r iab le

C u a n d o  u n a  v a r ia b le  c a m b ia  d e  u n  v a lo r  n u m é r ic o  a  o tro , se  d ice  

q u e  t ien e  u n  in c rem en to .
El in c re m e n to  d e  u n a  v a r ia b le  s e  re p re s e n ta  p o r  la  le tra  g r ie ga  

d e lt a  A, q u e  se  a n te p o n e  a  la  v a r ia b le .

e j e m p l o s

1. S i x  c a m b ia  d e  3  a  4 , p o d e m o s  a f irm a r  que:

A r  =  4 — 3 =  1

2. S i x  c a m b ia  d e  5  a  3:

A * =  3 -  5 =  -2

35
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3 . S i a :  c a m b ia  d e  1 a -2 :

Av  =  -2  -  I =  -3  

E l in c r e m e n to  d e  x  r e s u lta  d e  la  d ife r e n c ia  e n t r e  lo s  v a lo re s  
ñ n a l c  in ic ia l d e  la  v a r ia b le . E l in c rem en to  e s  p os it ivo  cu a n d o  la  v a r ia ­
b le  a u m en ta  d e  v a lo r  y  n e g a t iv o  c u a n d o  r e g is t r a  u n a  d is m in u c ió n .

D e  a c u e rd o  c o n  lo  a n te r io r , d a d a  u n a  fu n c ió n  d e  x , es  d ec ir , 

y  = / ( * ) ,  c u a n d o  x  t ie n e  u n  in c re m e n to  A » ,  c o r r e s p o n d e  a la  fu n ­

c ió n  u n  in c r e m e n to  A v  . E x is te  u n a  c o r r e s p o n d e n c ia  e n tr e  lo s  in c r e ­

m e n to s  A i  y  Ay.

P o r  e je m p lo , s ie n d o  x y  y  la s  c o o rd e n a d a s  d e  u n  p u n to  P  d e  la 
p a rá b o la  d e  la  f ig u ra  q u e  s igu e :

S i x  re g is tra  u n  in c re m e n to  A i  , e l p u n to  P  c a m b ia  y  se  s itú a  en  
la  p o s ic ió n  Q  s o b re  la  cu rva .

L o s  re s p e c t iv o s  in c re m e n to s  son :

A v  = PR  , A v  =  RQ  

L a s  c o o rd e n a d a s  d e l p u n to  e n  s u  n u e v a  p o s ic ió n  son :

Q {x  +  A v . y  ♦  A y )



3.2. func ión  continuo

S e  d ic e  q u e  u n a  fu n c ió n  e s  c o n t in u a  c u a n d o  e l in c re m e n to  d e  la  
fu n c ió n  t ie n d e  a c e ro , e n  la  m e d id a  q u e  e l in c re m e n to  d e  la  v a r ia b le  
in d e p e n d ie n te  t ie n d e  a  cero .

P o r  e je m p lo , en  la  rec ta  
d e  la  f ig u ra  c u y a  e c u a ­

c ió n  e s  y =  x  -  2 , y  es  

u n a  fu n c ió n  c o n t in u a  de 
x.

S ie n d o  P (x ,  y ) ,  c u a n d o  

A v  - »  0 , Q  s e  a p ro x im a  

a  P, p o r  ta n to  Ay - »  0 .

T a m b ié n  e n  la  p a rá b o la  
d e  la  f ig u ra  2  c u y a  e c u a ­

c ió n  e s  y  =  *  . y  e s  u n a  

fu n c ió n  c o n t in u a  d e  x.

D eriva d a  d e  u n a  fu n c ió n ............................................  3 7

F ig u r a  1

S ie n d o  P (x , y \  c u a n d o

A v - *  0, Q  se  a p ro x im a  a 
P, y  p o r  c o n s ig u ien te ,

A v  - *  0 .

F igu ra

r

A/
.

1
:  \ r ■' k

/

/

yy
:  y

y X

y r
0

■ ■ ■ 1■ ■ —  -
— ►

X

y
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En  c a m b io , e n  la  h ip é rb o la  d e  la  f ig u ra , c u y a  e c u a c ió n  e s  v = ,

y  n o  e s  fu n c ió n  c o n t in u a  d e  x  S e  tra ta  d e  u n a  fu n c ió n  d isc o n tin u a .

S ien d o  / '(». y ), cu an d o , Ax - *  0  , Ay  no tien d e  a c e ro  s in o  a in fin i­
to, p o rqu e  la  o rd en a d a  q u e  co rresp on d e  a  x =  u e s  in fin ita . P o r  c o n s i­
gu ien te , e l in c rem en to  co rresp on d e  a  u n  ca m b io  a p a rtir  d e  x = o , o  de 
u n  va lo r  p róx im o, resu lta  in fin ito  p a ra  la  fu n c ión , c o m o  Q '.  Q ' . ... etc.

T a m b ié n  s e  p u e d e  a f irm a r  q u e  u n a  fu n c ió n  e s  c o n t in u a , c u a n ­
d o  la  v a r ia b le  d e p e n d ie n te  e s  c o n t in u a , e s  d e c ir ,  s i e s ta  n o  p u ed e  
p a s a r  d e  u n  v a lo r  a  o tro  s in  p a sa r  p o r  to d o s  lo s  in te rm ed io s .

A s i, p o r  e je m p lo , e n  la  p a rá b o la  d e  la  f ig u ra  2. y  e s  u n a  fu n c ió n  
c o n t in u a  d e  x.  p u e s  c o m o  s e  o b s e rv a  en  la  ta b la , la  v a r ia b le  y ,  a l 
p a sa r  d e  u n  v a lo r  a  o tro , p a sa  p o r  to d o s  lo s  in te rm e d io s , in c lu id o  en  
e s t e  c a s o  e l c e ro .

* 4  3 2 0 - 2  -  3 - 4

y  8 4. 5 2 0  2 4. 5 8



S in  e m b a rg o , p a ra  la h ip é rb o la  d e  la  f ig u ra  3 .  c o m o  p u e d e  o b ­
s e rva rs e  en  la  ta b la , s i x  p a sa  d e l v a lo r  2  a l - 2 , la  v a r ia b le  d e p e n ­

d ie n te , o  sea , la  fu n c ión  pasa  de l va lo r  * a l v a lo r  -  * , s in  p a sa r  p o r  el 

ce ro :

f ( x ) =  1
X

x 4 3 2 1 0  - I  - 2  - 3  - 4

I ! 1 . , I I I
V 1 o o - l

4 3 2 2 3 4

d o n d e  a d e m á s  s e  o b s e rv a  q u e  si x  - »  O , 1
x

E n  g e n e ra l,  s i s u p o n e m o s  q u e  la  fu n c ió n  y =  / ( x  ) e s tá  d e fin id a  

p a ra  c ie r to  v a lo r x 0 y  en  c ie r ta  v e c in d a d  e n  to rn o  a l m is m o  p u n to , 

s e a  y  =  / (.v0 ), s e  tien e :

D er iva d a  d e  u n a  fu n c ión ............................................  3 9



S i x  re c ib e  c ie r to  in c re m e n to  A x  (p o s it iv o  o  n e g a t iv o ) y  to m a  el 

v a lo r  x  =  x 0 + A v ; la  fu n c ió n  y  ta m b ié n  re su lta rá  in c re m e n ta d a  en  

A v  .

E l n u evo  va lo r  in c rem en ta d o  d e  la  fu n c ión , c o m o  se  o b s e rva  en 

l a  f ig u ra , será :

y o *  A> =  f { x Q +  A v ) .

Luego, e l increm ento de la fu nción  Ay puede expresarse con  la fórm ula:

A ' = / (* « ,  +  A x ) -  / (.«o )

4 0  ............................ Im oA C ion  a l  c á lcu lo  d ife ren c ia l c  in tegra l

C o n c lu s ió n :

L a  fu n c ión  v = f{x) s e  co n s id e ra  c o n t in u a  para  el v a lo r  d e  v =

(O en  e l p u n to  .v0 ), s i e s tá  d e fin id a  en  c ie rta  vcc in du d  d e l p u n to  x,t , 

( in c lu id o  el p u n to  » „ )  y  si:

lím  Ay =  0

(1)
Av —»  0

o ,  lo  q u e  e s  lo  m is m o

lím  [/ (.* „  +  A r )  -  f { x 0 )]  =  0

( 2 )

A v  - *  0

L a  c o n d ic ió n  e s ta b le c id a  e n  (2 ) ta m b ién  s e  p u e d e  e s c r ib ir  asi:

lím  /(.t 0 +  A v )  =  / ( * „ )  

A r ->  0
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o  s ea

l ím  / ( v )  =  / U o )

( 2 )

Av - »  0

E n  e l le n g u a je  g e o m é tr ic o  la  c o n t in u id a d  d e  la  fu n c ió n  e n  e l 

p u n to  d a d o  (x  0 )  s ig n if ic a  q u e  la  d ife r e n c ia  d e  la s  o rd e n a d a s  d e  la  

g rá fic a  y  = / (.r )  en  lo s  p u n to s  v 0 +  A r y  x 0 s e  c o n s id e ra  en  va lo r  

a b so lu to , a rb it r a r ia m e n te  p e q u e ñ a  a  c o n d ic ió n  d e  q u e  |A*:| s e a  lo 

s u fic ie n te m e n te  p eq u eñ o .

€ j e m p l o

D e m o s tra r  q u e  la  fu n c ió n  y =  .v - e s  c o n t in u a  en  e l p u n to  x „ ,  e le g i­

d o  e n  fo rm a  a rb itra r ia .
D e  a c u e rd o  c o n  lo  e s tu d ia d o  ten em os :

y  o -  •xo*

y  o +  Ay =  (.t0 + A x ):

A v  =  (.v„ +  A x ) : -  y  0

A y  =  ( x 0 +  A v ) '  -  .v „ ‘  s u s t itu y e n d o  y 0 p o r  x02 

D e s a r r o l la n d o :

Ay =  v ;  +  2x0Ax +  ( A v ) ‘ -  xl
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S im p li f ic a n d o :

A  = 2 .t „ A r  + ( A x f

T o m a n d o  e l lim ite :

l ím  Ay =  l ím  2 x A x  +  ( A t ) ‘

A t - *  0  A t  - *  0

l ím  A v  =  2 x  l ím  A t  +  l ím  A t ,

A t  - *  0  A t  - *  0  A i  - ♦  0

lím  A t  =  2 . i  ( 0 )  *  ( ü )

A t  - *  0

P o r  c o n s ig u ie n te :

lím  A v  =  0

A i - *  0  la  fu n c ión  es  con tinu a .

3.3. Pend ien te

D e  a c u e r d o  c o n  lo  e s tu d ia d o  en  e l c u r s o  d e  g e o m e tr ia  a n a lít ic a , 
la  p e n d ie n te  e s  la  ta n g e n te  t r ig o n o m é tr ic a  d e l  á n g u lo  q u e  u n a  
re c ta  fo rm a  c o n  la  d ire c c ió n  p o s it iv a  d e l e je  d e  la s  x.
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P o r  e je m p lo ,  en  la s  r e c ta s  d e  la s  F igu ras s ig u ie n te s  la  p e n ­

d ie n te  e s  ig u a l a  tg a .

E s  d e c ir ,  rn =  tg ex .

s e rá  p o s it iv a . E n  la  f ig u ra  d e  la  d e r e c h a  «  e s  o b tu s o ; p o r  c o n s i­
g u ie n te , la  p en d ien te  s e rá  n ega tiva .

D a d a  u n a  re c ta  d e  e c u a c ió n  y  = / (.v )

S i a  m id e  e n tr e  0* y  
9 0 u, la  p e n d ie n te  s e rá  p o ­
s it iv a  y  s i m id e  e n tr e  9 0 '  y  
1 80 ° la  p e n d ie n te  s e rá  n e ­
ga tiva .



3.4. D e r iv a d o

4 4   In icu icm n a l c ^ c u to  d ifcn-ncuü c  in teg ra l

D e r iv a d a  d e  u n a  fu n c ió n  e s  e l l im ite  d e  la  ra zó n  d e l in c re m e n to  

d e  la  fu n c ió n  y  e l in c re m e n to  d e  la  v a r ia b le  in d e p e n d ie n te , c u a n d o  
e s t e  ú lt im o  t ie n d e  a c e ro .

Es d e c ir ,  d a d a  y  =  / ( . « )

D . / (.< ) =  lira ^
A »

A  - *  0

q u e  se  lee  ‘ d e r iv a d a  d e  fu n c ió n  d e  x  c o n  r e s p e c to  a  xT.

T a m b ié n  la  d e r iv a d a  d e  u n a  fu n c ió n  s e  in d ic a  e s c r ib ien d o :

dy
^  q u e  in d ic a  la  d e r iv a d a  d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x.

dx
ty' q u e  e s  u n a  fo rm a  a b re v ia d a  de

dx

/ ( * ) .  q u e  in d ic a  la  d e r iv a d a  d e  f ( x )  c o n  r e s p e c to  a  x.

C u a n d o  Ay y  A »  s o n  n ú m e ro s  fin ito s  y  t ie n e n  v a lo re s  d e f in i­

d o s , la  e x p re s ió n  e s  u n a  fra cc ión .
A r

dx
F’o r  ta n to , e l s im b o lo  e s  lla m a d o  ta m b ié n  c o c ie n te  d ife re n -  

dx
c ia l. p o rq u e  e s  e l c o c ie n te  d e  d o s  c a n t id a d e s  d y  y  d x. l la m a d a s  

d ife re n c ia le s .
E n  g e n e ra l,  d a d a  u n a  fu n c ió n :

v =  f ( x )
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S i s u p o n e m o s  q u e  la  fu n c ió n  (1 ) e s  c o n t in u a  y  d a m o s  a  x  un 

in c re m e n to  A v . la  fu n c ió n  y  te n d rá  u n  in c r e m e n to  Ay.

E s to  es :

y  +  Ay =  f ( x  +  A v )  (2 )

R e s ta n d o  (1 ) d e  (2 ). s e  t ien e :

Ay =  f ( x  *  A » ) -  f ( x )  (3 )

D iv id ie n d o  a m b o s  m ie m b ro s  d e  (3 ) e n tr e  A v ,  s e  o b t ie n e :

Ay _  / (.v +  A r )  -  f { x )

A v  A v

El v a lo r  q u e  tom a :

líin
Ay

Av
= lim

f ( x  +  A v ) -  f ( x )  

Av

A v A v 0

e s  la  derivada q u e  s e  p u e d e  e s c r ib ir :

•]y
dx
—  =  lím

f ( x  y  A t ) -  f { x )  

Av

A v

3.5. R e g lo  ge ne ra l  p o ro  ob tene r  lo d e r ivad o  de  f  ( x )

D e lo  tra ta d o  e n  e l in c is o  a n te r io r , s e  d e s p r e n d e  q u e  pa ra  o b te n e r  la  
d e r iv a d a  d e  u n a  fu n c ió n  s e  r e a liz a n  la s  o p e ra c io n e s  s igu ien te s :
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I .  S u s t itu ir  e n  la  fu n c ió n  p ro p u e s ta , x  p o r  x + A v  y  e n  el 

p r im e r  m ie m b ro  y  p o r  y  +  A y .

II. R e s ta r  e l v a lo r  d a d o  d e  la  fu n c ió n  d e l  n u e v o  v a lo r , pa ra  

e n c o n tra r  A y .

III. D iv id ir  lo s  d o s  m ie m b ro s  d e  la  ig u a ld a d  e n tr e  A t .

IV . H a lla r  e l l im ite  d e  lo s  c o c ie n te s  o b te n id o s  c u a n d o  A »  —t 0, 
p a ra  o b te n e r  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ió n .1

C je m p lo  1

O b te n e r  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ió n  y  =  3 .r2 +  5 :

I. y + Ay =  3 ( a  +  A v ) : +  5

y  +  Ay =  3 1 v : + 2 x A v  +  (A v ) '  ]  +  5

y  + Ay =  3.x2 + 6 .iAv 4 3 < A v )' 4 5

II. Ay  =  6.vAv +  3 (A v )*

H I. =  (>x + 3A t 
A i

IV . lím  =  6a  
Av

A v  -4  0

1 Algunos llaman a este procedimiento “reyla de los cuatro pasos".
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P o r  io  ta n to  =  6 a , ta m b ié n  se  p u e d e  esc r ib ir :
dx

l  (•’  > '  +  5 ) =  6  x

Dx  (3 .r ’  +  5 )  =  Ó a 

v ' = 6 x

€ j e m p l o  2

O b te n e r  la  d e r iv a d a  d e  / ( * )  =  x J -  2x  + 7  

c o m o  v = f ( x ) ,

v  =  x y -  2 . i  +  7

I -  v  +  A v  =  ( v  +  A v ) ‘  -  2 ( a  +  A v )  +  7

y  +• A y  =  x '  +  3 .r : A v  +  3 .v (A v ): + (A v )J -  2 (v  +  A v )  +  7

II .  A y  =  3 x  2 A v  +  3 x ( A v ) :  +  ( A v ) '  -  2 A t

I I I .  A >  =  3 . v :  +  3 . v A v  +  ( A v ) :  -  2 
A v

IV .  l ím  =  3 .v ? - 2  
A v

A v  —> 0  

•• D J ( x )  =  3.v2 - 2
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o  b ien :

D , ( x 2 -  2 .i + 7 ) =  3 x 2 -  2

f  /(v) =  3 -*1 - 2
d\

‘j  ( v “  -  2 a -  +  7 ) =  3 . x :  -  2  

y '  =  3 x 2 - 2

e j e m p l o  3

O b ten e r  la  d e r iva d a  d e  la  fu n c ió n  y  =  C, , d on d e  c  e s  u n a  constan te.
*  *

1. y +  Ay =  ,
u A * )J

" ■  A V  "  (.V +  X 2

Ay — —
+  2xAx  +  ( A i ) 2 x 2

_  c.i 2 -  ex 2 -  2 c v A x  -  c (A v ) : 

.va + 2 .1 ’  Ax +  x 2 (A x f

- 2  ex  A » -  c (A x  )2 
x *  + 2  a 3 A i  + x 2 ( A i ) :



A  v  _  -  2 ex -  cA r

,n * Av "  x * +  2 .v ’  A v  +  .v 2 (Ax  ) :
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IV . lím
Ay

Av

Av

- 2  ex

lím
A t

Av

2 c

7

dy
dx

2 c

o  b ien

d  f e  

dx {  X 1
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ejercicio III

A p lic a n d o  la  r e g la  g e n e ra l,  o b t e n e r  la  d e r iv a d a  d e  la s  s ig u ien  
te s  fu n c io n e s :

1. y  ■  4 x 2 11.
x + 2

y  ~  ¡
X

2 . y  « 3  -  x  *’ 1

3 . j  =  2  -  5/ .  x  =  / (/ )

12.
y  =  , ’ + l

4. y m m x  ♦  b ,  m y  b  constan tes
13. v  =  ( .  *  2  y

5.
x ?

v -

14. y  = 5 x ‘  - 6 + 7

6 . A =  Kr: , A  =  / ( r )

7. * = 2,

I ,
8 . Y *  j  *

1 5 . y  = (a  -  x ) * ,  a  b  constante

16. y  =  (x  +  I ) ( x  +  2 )

17. y  = (/» + x ) \  b  -  c o n s ta n te  

x + 2
18 . y  =

x -  2

9.  y
I -  X

19. i  -  '  . ,  -  / ( , )
I -  i ‘

10 . y  =
I  -  X

2 0 . y  =
2 -  x
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3.6. In te rp re tac ión  geom étr ica  d e  la de r ivada

S ie n d o  P  y  Q  d o s  p u n to s  d e  u n a  c u rva  d e  e c u a c ió n  y =  f ( x ) ,  asi 

e n  la  f ig u ra  s ig u ie n te :

S i s u p o n e m o s  q u e  Q  s e  m u e v e  a  lo  la rg o  d e  la  c u rv a , h a c ia  la  

p o s ic ió n  q u e  t ie n e  P, la  r e c ta  P Q  g ir a  a lr e d e d o r  d e  P  y  t ien d e  a 

o c u p a r  la  p o s ic ió n  P T  c o m o  lim ite .

E s ta  re c ta  P T  e s  la  ta n g e n te  a  la  c u r v a  e n  P.

A m ed id a  q u e  Q  s e  a p ro x im a  a  P. A.» t ien d e  a  c e r o  y  la  p e n d ie n ­

te  d e  la  s e c a n te  P Q  t ien e  p o r  l im ite  la  p e n d ie n te  d e  la  ta n g e n te  P'T ; 

lu e g o  p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e :

Ay
P e n d ie n te  d e  la  ta n g e n te  e n  P  =  tg a  =  lint —

Al»

A.» - »  0
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E s  d e c ir :

—  = tg a  -  pendiente de la tangente en el pun to P.
dx

E l v a lo r  d e  la  d e r iv a d a  en  c u a lq u ie r  p u n to  d e  u n a  cu rva , es  
ig u a l a  la  p en d ien te  d e  la  ta n g e n te  d e  la  c u rv a  en  e s e  p u n to .

P o r  e je m p lo ,  c o n s id e r e m o s  q u e  s e  tra ta  d e  o b te n e r  e l v a lo r  d e  la 

ta n g e n te  a  la  p a rá b o la  y  ■ x 2 en  e l p u n to  (2 . 4 ).

P a ra  c o m p re n d e r  m e jo r  la  s itu a c ió n  tra c e m o s  la  g rá fic a  d e  la 
cu rva .

S i s u p o n e m o s  P  ( r . y ) ,  la s  c o o rd e n a d a s  d e  o tro  p u n to  Q  s e rá n  

(x  + A x .y  + A y )

L u eg o , c o m o  a m b o s  p u n to s  se  e n c u e n tra n  s itu a d o s  en  la  c u r ­

va , s u s  c o o rd e n a d a s  d e b e n  s a t is fa c e r  la  e c u a c ió n  y =  x'~.
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A p lic a n d o  la  re g la  d e  lo s  c u a tro  p a s o s  p a ra  o b te n e r  la  d e r iv a ­
d a  s e  t ien e :

I. y  +  A y  =  (x  +  A*)*'

y +  Ay = x 2 ♦  2 x A v  + (A * )

I I. Ay =  2xAx  + ( A » ) 2

IH . AV =  2x  +  Av 
Av

IV . lím  —  = 2.v 
Av

Av —* 0

E n to n c e s ,

*  =  2x  
dx

P o r  c o n s ig u ie n te , la  p e n d ie n te  e n  e l p u n to  P e s  2 x , e s  d ec ir :

m =  tg a  =  2.v

A s í, p a ra  e l p u n to  P d c  a b s c is a  2,

tg a  =  2x  = 2 x 2  =  4 .

L u ego , la  p en d ien te  d e  PT  es  4  y  su  in c lin ac ión  es :

a  = ang tg ( 4 )  =  75 *58 '
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Ejercicio IV

1. O b te n e r  la  p e n d ie n te  y  la  in c lin a c ió n  d e  la  ta n g e n te  d e  c a d a  
u n a  d e  la s  c u rv a s  d a d a s  a  c o n t in u a c ió n , en  e l p u n to  q u e  en  
c a d a  c a s o  s e  in d ic a :

a ) y  =  * e n  el p u n to  d o n d e  .r = 4
x

b) y  =  x 2 -  1 e n  e l p u n to  d o n d e  x  -  -2

c ) y  =  * e n  e l p u n to  d o n d e  x =  2
x -  I

d ) y  =  x 2 +  2x -  1 en  e l p u n to  d o n d e  v  =  0

e ) y  =  x s -  x 2 e n  e l p u n to  d o n d e  x =  2

0  y  =  2 x  -  en  el p u n to  d o n d e  *  =  - I

2 . H a lla r  e l p u n to  d e  la  c u r v a  y  =  3 -  x 2 e n  e l q u e  la  in c l in a ­

c ió n  d e  la  ta n g e n te  e s  d e  4 5 °.

3 . O b te n e r  la s  c o o r d e n a d a s  d e l p u n to  d e  la  c u r v a  y  =  4 x  -  x 2 

d o n d e  la  ta n g e n te  v a le  0.

4 . D e te rm in a r  lo s  v a lo re s  d e  la  p e n d ie n te  y  d e  la  in c lin a c ió n  de
9

la s  ta n g en te s  a  la  c u rva  d e  la  e c u a c ió n  y  =   ̂ , en  lo s  p u n to s  

d o n d e  x  v a le  3  y  -3 .

5. H a c e r  la s  c o m p r o b a c io n e s  g r á f ic a s  q u e  c o r r e s p o n d e n  a  los 
e je r c ic io s  3  y  4.



Capítulo IV
Derivados de las funciones a lgebra icas

4.1. Cons iderac ión  im portante

La  re g la  g e n e ra l p a ra  la  d e r iv a c ió n  e s tu d ia d a  e n  e l c a p ítu lo  a n te r io r  
e s  s u m a m e n te  im p o r ta n te  p o rq u e  n os  p e rm ite  e n te n d e r  c o n  c la r i ­

d a d  la  d e fin ic ió n  d e  la d e r iv a d a ; m as , p a ra  fa c il ita r  e l tra b a jo  de 
o b te n c ió n  d e  la  d e r iv a d a , s e  h a n  d e d u c id o  u n  c o n ju n to  d e  reg la s  
e s p e c ia le s  p a ra  e n c o n tra r  la  d e r iv a d a  d e  fu n c io n e s  a lg e b ra ic a s  q u e  
se  p r e s e n ta n  c o n  m u c h a  fre c u e n c ia  en  e l cá lcu lo .

E s ta s  re g la s  e s p e c ia le s  re su lta n  d e  la  a p lic a c ió n  d e  la  re g la  g e ­
n e ra l y  se  e x p re s a n  p o r  m e d io  d e  fó rm u la s , c u y o  e m p le o  fa c ilita  la 
rá p id a  o b te n c ió n  d e  la s  d e r iva d a s .

A  c o n t in u a c ió n  e s ta b le c e re m o s  e s a s  fó rm u las .

4.2. D e r ivad a  de  u na  constante

S ea  la  fu n c ió n

y  =  c

d o n d e  c  e s  u n a  co n s ta n te .

5 5



C o m o  e l v a lo r  d e  lu fu n c ió n  e s  c o n s ta n te , c u a n d o  x  t ien e  un 

in c re m e n to  A x  e l v a lo r  d e  la  fu n c ió n  no c a m b ia , e s  d e c ir  Ay = 0 .  

P o r  c o n s ig u ie n te

A l  =  o
A r

entonces

lím  ^ -  =  0 
Ax

A »  - >  0

lu e g o

* -  =  o
dx

■■■ *  =  o  (II
dx

5 6  .......................... ln ic u io o n  a l c a lcu lo  d ife r rn r ia l e  in tegra !

“ L a  d e r iv a d a  d e  u n a  
c o n s ta n te  e s  c e ro .*

C o m o  s e  p u e d e  
o b s e rv a r , la  g rá fic a  de 
y  ■ c  c o r r e s p o n d e  o  
u n a  re c ta  p a ra le la  a l e je  d e  la s  x, c u y a  p en d ien te  e s  0.

4.3. D e r iv a d o  de  uno  va r iab le  
con re specto  a  sí m ism o

S ie n d o  la  fu n c ió n  >’ = • * ,  a p lic a n d o  la  re g la  g e n e ra l p a ra  la  d e r iv a ­

c ió n , s e  tien e :

I. y  +  Ay =  x *  Ax

I I . Ay  =  Ax

--------1

i

V  J C

o
X

y  a -  c
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“ La  d e r iv a d a  d e  u n a  v a r ia b le  c o n  r e s p e c to  a  s i m is m a  e s  u n o .”
G rá fic a m e n te  s e  p u e d e  c o m p ro b a r  q u e  el lu g a r  g e o m é tr ic o  a l 

q u e  c o r r e s p o n d e  la  fu n c ió n  y  =  .v, e s  u n a  r e c ta  q u e  p a s a  p o r  el 

o r ig e n , fo rm a  u n  á n g u lo  d e  4 5 °  c o n  la  d ire c c ió n  p o s it iv a  d e l e je  d e  

la s  x  y  p o r  ta n to  s u  p en d ien te  e s  u n o .

m =  tg a  =  =  I
dx

4.4. D e r iv ad o  d e  u na  sum o  d e  funciones

S ea  la  fu n c ió n

y  =  u +  v — w

d o n d e

«  =  / , ( * )  

v -  / , ( * )

H- =  f y { x )



A p lic a n d o  la  r e g la  g e n e ra l:

I .  y  ♦  A y  « m + A u + v  +  A v -  ( h - ♦  A h - )

y  +  A y  -  u  *  A u  +  v  +  A i -  -  h- -  Ah-

I I .  A y  =  A »  +  A v  -  A h

A v  Au  A v  A h
III. =  +

A v  A v  A v  A v

. . .  i-  A y  A i  A v  A h
IV .  l im  —A  ■  lim  —  v  l í m  lím  -----

A v  A v  A v  A v

A v  —»  0  A v  —»  ( )  A t  - *  0  A v  - ♦  0

p o rq u e  e l l im ite  d e  u n a  s u m a  d e  fu n c io n e s  e s  igu a l a  la  s u m a  d e  los
l im ite s  d e  la s  fu n c io n es .

P e ro  com o :

5 g  _ _ In ic ia c ión  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l c  in tegra l

,, A y  dy 
I un —  =  —

A v  dx

A v  - ♦  0

„  d u
l ím  —  = -----

A v  dx

A v  - >  0

A v  d v  
l im  —  =  —  

A v  d x

A v  - *  0

.. A«v th\
lím  -----  = -------

A v  dx

A v  - >  0



d i lu y e n d o  e n  IV . re su lta :

dy du + d\ _  th\

dx tLx dx dx

q u e  p o d e m o s  e s c r ib ir :

D eriva d a sad e  ¡a s  fu n c ion es  a lg e b ra ic a s ..............................  5 9

,1 , . du , <A-
( «  ♦  v -  *v )  =  + -  III

« i»  dx dx dx

“L a  d e r ivu d a  d e  u n a  s u m a  d e  fu n c io n e s  e s  ig u a l a  la  s u m a  d e  las 
d e r iv a d a s  d e  la s  fu n c io n e s ."

4.5. D e r iv ad o  del p roducto  d e  uno  constante  
p o r  uno  función

S ea  la  fu n c ió n

y  -  cv

d o n d e  v  ~ f {  \ )  y  c  =  c o n s ta n te .

A p l ic a n d o  la  r e g la  g e n e ra l:

I. y  +  Av =  c (v  ♦  A v ) 

y *  A v  =  cv  + rA v

II. A.v =  cAv

f  = ■' fA t  A i
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»\r A y  A v
I V .  K m  —^  =  c  lim  —

A »  A »

A v  —* 0  A v  —♦ 0

p e ro

lira ^  ±
A v  dx

A v 1)

, ,  A v  dv
lim  —  =  -

A v  dx

A v  - *  0

S u s t itu y e n d o  resu lta

dy _ dv 

dx dx

q u e  p o d e m o s  e s c r ib ir

dv / ,  di'
¿ W - *  n v )

La  d e r iv a d a  d e l p ro d u c to  d e  u n a  c o n s ta n te  p o r  u n a  fu n c ió n  es  
igu a l a l  p ro d u c to  d e  la  c o n s ta n te  p o r  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ión .

4.6. D e r ivad o  del p roducto  d e  d o s  funciones

S ea  la  fu n c ió n

v =  av



d o n d e  u =  f ( x )  y  v =  f : (x )

A p l i c a n d o  l a  r e g l a  g e n e r a l :

I. y  +  Ay =  (u + A m )(v  +  A v )

y  +  Ay =  uv +  « A v  +  vAw +  AwAv

II. Ay = u A v  + vAm + AhAv

......................................... D e lira d a s  d e  jas  fu n c io n es  a lg e b ra ic a s ..............................  5  j

Av A»' Au . Av
III. = u +  v +  Am

A v  A v  A v  A v

I V .  I f m  *2- =  i f m  m — —■ +  K m  v —  +  l í m  Ah —
Av Av A v  Av

A v  ->  0  A v  - »  0  A v  - »  0 A v  - >  0

p e r o

Av dy 
lira =  ;

Av dx

Av ->  0

A v  dv
l í m  u =  h

Av dx

Av - *  0

Ah du
l í m  v  .  =  v ,

A v dx

A v -> ()



6 2 In ic iac ión  al cá lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

S u s t itu y e n d o

dy_
d x

'i
d\

dx

vdu

dx

q u e  p o d e m o s  e s c r ib ir

(V )

L a  d e r iv a d a  d e l p ro d u c to  d e  d o s  fu n c io n e s  e s  ig u a l a  la  p r im e ra  
fu n c ió n  p o r  la  d e r iv a d a  d e  la  s e g u n d a , m ás  la  s e g u n d a  fu n c ió n  p o r  
la  d e r iv a d a  d e  la  p r im era .

4.7. D e r iv ad o  del p roducto  de  un núm ero  
fijo de  func iones

S i d iv id im o s  a m b o s  m ie m b ro s  d e  la  fó rm u la  V  en tre  uu  re su lta :

d  .  . d v  du

d x  =  “ v *  ,íx
U V  V  u

R n to n c e s , d a d a  la  fu n c ió n  y =  v ,v2v ,   v

a p l ic a n d o  e l  m is m o  c r it e r io  s e  o b t ie n e :
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1  (v'v-v’ v'

VlVtV3 V-

dv, dv 2 dv,
dx + dx + . ilx

V1 v.

M u lt ip lic a n d o  a m b o s  m ie m b ro s  p o r  v , i s v j  v „ . s e  tien e :

g -  l W 3  V ,  )  =  ( v 2 v 3  V .  ) £ l  +  ( v , v ,  V .  ) ^ L  +  ( v j V j V j  v ,  ) '- £

(V I)

L a  d e r iv a d a  d e l p ro d u c to  d e  u n  n ú m e ro  f i jo  d e  fu n c io n e s  (n ) es  
igu a l a  la  s u m a  d e  lo s  n p r o d u c to s  q u e  s e  o b t ie n e n  d e  m u lt ip lic a r  la 
d e r iv a d a  d e  c a d a  fu n c ió n  p o r  to d a s  la s  o t r a s  fu n c ion es .

4.8. D e r iv a d o  de  una  función 
con un exponente  constante

S ea  la  fu n c ió n

y  =  v "

d o n d e  »• =  f ( x )  y  n =  constante

C o m o  lo s  n  fa c to re s  s o n  ig u a le s  a  v, p o r  lo  v is to  e n  e l  in c iso  
a n te r io r  p a ra  e s ta b le c e r  la  fó rm u la  V I  se  t ien e :

,í, d ,
vn v

M u lt ip lic a n d o  a m b o s  m ie m b ro s  p o r  v "  resu lta :

i » - * - :

d o n d e  s u p o n e m o s  q u e  n  e s  u n  e n te ro  p os it ivo .
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La  d e r iv a d a  d e  u n a  fu n c ió n  e le v a d a  a  u n  e x p o n e n te  c o n s ­
ta n te  e s  ig u a l a l  p r o d u c to  d e l e x p o n e n te  p o r  la  fu n c ió n  e le v a d a  al 
e x p o n e n te  d is m in u id o  u n a  u n id a d  p o r  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ió n .

C o s o  p a r t i c u l a r

S ie n d o  v =  x . e s  d e c ir ,  d a d a  la  fu n c ió n  y  =  x m re su lta :

f (* ' )  = ™dx
(V III)

p o rq u e

4.9. D e r iv ad o  de  un  cociente d e  funciones

S e a  la  fu n c ió n

u

d o n d e  u - / , ( * ) ,  y  v *  0.

A p lic a n d o  la  r e g la  g e n e ra l:

I .  v  +  A y  =

u +  Au 

v +  Av

II. Ay  =
u +  Au u

v  +  A i ’ v
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av +  vAu  — av -  a  Av
*’ • A V  =  / A \v(v +  Av)

vAa  -  «  Av 
■ • Ay — i , .v[y  +  A v )

A jí A v
v  — u

I I I .  V ^  Av Av
Av  v (v  + A v )

A u  A v

IV . lím * y  =  lím  '  “  * *
A i  v ( v  +  A v )

Av - *  0 A v  ->  0

p e ro  c o m o

Un» A v  =  O 

Av —♦ 0

e n to n ce s

lím  v  (v  +  A v )  =  v* 

Av - »  0

L u ego , la  igu a ld ad  de l p a so  rV se  tran s fo rm a  en:

du dv
, v — u 
dy _  dx dx
dx V *



f>f> In ic iac ión  o l  c á lcu lo  d ife ren c ia l c  in tegra l

q u e  p o d e m o s  e s c r ib ir :

í(:)
du

dx
-  u

dx

di (IX )

Ij i  d e r iv a d a  d e l c o c ie n te  d e  d o s  fu n c io n es  es  ig u a l a l p ro d u c to  
d e l d e n o m in a d o r  p o r  la  d en va d n  de l n u m era d o r  m en os  e l p rod u c to  de l 
n u m e ra d o r  p o r  la  d e r iv a d a  d e l d e n o m in a d o r , to d o  d iv id id o  e n tr e  el 
c u a d ra d o  d e l d en o m in a d o r .

4.10. D e r ivad o  del cociente de  una  función 
entre  u na  constante

S ea  la  fu n c ió n

ii
y =

c

d o n d e  u =  / (.t )  y  c  = constante 

A p lic a n d o  la  fó rm u la  IX . re su lta :

du de
j c ~ u
d> =  dx dx
dx c 2

p e ro  c o m o
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lu e g o

du

dy _  dx
d x  c

q u e  p o d e m o s  e s c r ib ir :

d

dx

du

dx (X )
c

L a  d e r iv a d a  d e l  c o c ie n te  d e  u n a  fu n c ió n  e n tr e  u n a  c o n s ta n te  es  

igu a l a  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ió n  en tre  la  c o n s ta n te .

4.11. D e r iv ad o  de  la raíz cuad rada  
de  uno  función

S ea  la  fu n c ió n

y  =  ii d o n d e  u = / (a ) ;  

q u e  s e  p u e d e  t r a n s fo rm a r  en:

D e r iv a d a  p o r  la  fó rm u la  V II re su lta :

dy =  I 

dx 2
du

u -
dx

. . .  =  u *
dx 2 dx

. dy  _  1 -. 2 du
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dy 1 du

dx "  ' dx
2 u 3

dy _  I du 

dx 2 :u dx

q u e  p o d e m o s  e s c r ib ir :

d i \ \ du

( " , =  2 u  «X I >

La  d e r iv a d a  d e  la  ra íz  c u a d ra d a  d e  u n a  fu n c ió n  e s  igu a l a l  c o ­
c ie n te  q u e  r e s u lta  d e  d iv id ir  la  u n id a d  e n tr e  e l d o b le  d e  la  ra iz  c u a ­
d ra d a  d e  la  fu n c ió n  m u lt ip lic a d a  p o r  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ión .

C o s o  p o r t i c u l o r

S i u -  x , la  fu n c ió n  s e  t r a n s fo rm a  en :

y  *  x

A p lic a n d o  la  fó rm u la  X I, re su lta :

'  (  * ) -  ' dx 2 x (X I I )

p o rq u e

dx
=  1 

dx
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4.12. O b tenc ión  d e  d e r iv a d o s

M e d ia n te  la  a p l ic a c ió n  d e  la s  fó r m u la s  e s t a b le c id a s  e n  e l p r e ­
s e n te  c a p itu lo , se  p u e d e n  o b te n e r  d e  m a n e ra  fá c il la s  d e r iv a d a s  
d e  la s  fu n c io n e s  a lg e b ra ic a s .

€ je m p lo s

1. H a l la r  la  d e r iv a d a  d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x  d e  c a d a  u n a  d e  la s  
fu n c io n e s  s ig u ien te s :

a) y  =  x  

dy

dx
= 4 .r1 p o r  (V III )

b ) v =  -3.x

dy _  d x  

d x  dx

dy

dx
=  -3

p o r  (IV ) 

p o r  (11)

c ) v  =  3 x ?

dy

dx
=  3 x 2

dy

dx

p o r  (IV ) 

p o r  (V III )
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d )  y  =  l x 2 -  2x  +  4

;  -  '  M *  '  '  (4 )
< «  a *  dx d\

co m o

J ' ( - 2 . 0 - - 2 *  =  -2
(/l l/>

f  ( 4 )  =  0
d x

S u s t itu y e n d o  r e s u lta :

*  = 6 , - 2  
dx

e ) i/ -  (x 2 -  l ) 2

</v
=  2  x  2  .T +  0

d i

*  -  4 ,  
dx

p o r  (III)

p o r  (V III) 

p o r  (I I )  y  (IV ) 

p o r  (I)

p o r  (V II) 

p o r  (III) 

p o r  (I) y  (V III)
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f) y  =  6.v

dy i J  . x

dx =  2 6 ,  <hA )  P ° r  <X "

1  =  2 6 r  ^  p o rqu e  ¿ ( 6 * 1  =  6

Jv _  6

dx “  2  6 *

Jv _  3

dx bx

g ) y =  {a +  a- ) (b + x ) donde a y  b  son constan tes

dJ  =  ( «  +  x )  (/« +  a  )  +  (/> +  x )  (a +  x )  p o r (V)
dx dx dx

com o

1  o * * ) -  ?  w + ?
Jr Ja dx

0  + 1 = 1

d . . J  , v Ja
(rt +  A )  =  (rt ) +

Ja  Ja Ja
=  0  + 1 = 1

S u s titu y e n d o  resu lta :

Jv
=  <i + a  +  b +  x

dx

Jv
=  a +  /> + 2 a

dx
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y  - j f e *  - ■ 2 )

<*y =  3  d

dx dx ( . *

c o m o

d

dx

d

dx
( * !

d

dx V*

ílx

S u s t i t u y e n d o :

dy
=  3 (4 ,  1 -  8 ,  

dx

** =  12 x* -  24 x 
dx

á< ( «  - 1) ’

c o m o

d
(x  ♦ ! ) -  I 

dx

±  U  - 1)  = .
dx
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d y  =  ( x  -  I ) ( l )  -  ( a  +  1 ) ( 1 )

d x  ~  ( ,  - I  Y

d y  _  x  -  I  -  x  -  I

d x =  ( , - ! ) >

*  =  -  2  
d x  ( x - \ f

X 2 x '  
J )  V =  2  -  5

s e  t r a n s f o r m a  e n :

1 2 I 3
V  =  x  -  x

2  5

*  =  2 x '  W
dx 2

d x  3  2  3 x 2
’ =  x  -  x  =  x  -

d x  5  5

2 3  
k| v = 7  + ^

s e  t r a n s fo r m a  en :

=  2 . t " ' +  3 a ' 2

d y  _

dx
= - 2 x  ’ * -  6 .i

d y  2  _  6

d x  ~  ~  x !  , v s
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1) > = ’ * *

s e  t r a n s fo rm a  en :

y  ~ x ’

dy
- S í

dx 3

dy 4 '
= v ‘

dx 3

dy _ 4> *
dx 3

m )  v  =  \ ] { 2  -  3 »  í  

se  t r a n s fo rm a :

v =  (2 - 3 , ) ‘

Í -  3 ( 2 - 3 , ) ;  ^ ( 2 . 3 , )

2 -  J C l .  3 A  3)

Í L  ,  2
¿ v  V 2  -  3  *

n )  y .  (2 a ♦  3 ) ( * J + 3 *  -  l )

J  =  {2x  +  3 )  (¡  ( x ! + } x  -  l )  + ( r : +  3x -  l )  *¡ (2x  ♦  3 )  
dx dx dx
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co m o

d  ( t 2 +  3.t -  l ) =  2.»  +  3
dx

?  (2.V +  3 )  « 2  
dx

S u s t itu y e n d o :

^  =  (2.v +  3 )  (2 .v +  3 )  +  2  ( x 2 +

dy =  (2.v +  3 ) : +  2 .v : + 6.v -  2 
dx

d> =  4 x 2 +  12.v +  9  +  2 . i :  +  6.t
dx

d> =  6  a  2 +  I 8 . t  +  7 
d x

x  I 
o ) V =  -  '

s e  t r a n s fo rm a  en:

3.x - l )

-  2
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dy =  1 +  I

dx 4 x 2 x y

H a lla r  la  d e r iv a d a  q u e  e n  c a d a  c a s o

dx
a) 5 ■  al -  5bi ‘ ¿t '

*** = 5 a i 4 - 1 5  b i '  
di

b )  c  =  2 n r

1  ’ 2 '  dr

c ) A =  Kr'

M  = 2 ,  
dr

de
dr  ’

dA
dr

s e  in d ica :

a  y  b constantes

ti constante

n constante

e  =  vi
de
, . v constante 

di
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f )  y  =  \ a  +

dy

dx

dy
d\

=  2 \a *•
d

dx K )

co m o

d

dx

p o r  lo  ta n to

S u s t itu y e n d o :

dy la b  I b 2
=  —  —

dy =  - 2 b 2 -  2«/>.v 

«¿X A ’

dy _  -  +  a r  )

, u y  /> constantes
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4 Jlr'1 

3

dv  12 K r  

<lr ~ 3

dv
=  4 Kr

dr

ejercicio V

C o m p ro b a r  si s o n  c o r re c ta s  la s  d e r iv a d a s  s igu ien te s :

1 . -  x 2 +  \ ) =  3 x :  -  2x

2 . f  (5 r -  , t : +  4 jc 3 )  =  5 -  2x +  12.t

3.

4.
d

dx
(x 2 -  ü )*  = 4 x '  -  Aax

5. ^  (« " ' +  bx +  c )  =  2x + b

6 . ?  (2 -  3x Y  =  -9 (2  - 3 . t ) 2
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7. I -  2 x
dx

:

-  2 x

8 .
•I f  x + a

1Ix [  x -  a

2 o

9. dx
x -

I _  I

* }  3 * x *  ’ ’ x 4

d
dx

2x -  I 

-2 .

.t +  2

t * + i  r

1 1 . ^  (2a: +  l ) ( * J -  x  -  l ) =  6 x 2 -  2 x  -  3

1 2 .
</ [ x  ‘  -  x  +  1 

<ix x 2 -  1

2-4.41

13. 1 1 -  2 +  2 x  +  I )  x +

d

» 4 - dx 3 1 =  1

15. dx
(1 +  *  )  ’  ( I  -  X  )
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O b te n e r

16.

17.

18.

19.

2 0 . 

2 1 .

2 2 .

23.

24.

25.

n  d e r iv a d a  d e  c a d a  u n a  d e  la s  s ig u ie n te s  fu n c io n e s :

y  -  3 * *  -  2x 2 *  5 *  -  8

v -  I ♦  5x -  x*

s =  at 4 -  3 b t1 n y b constantes
di

ds
s *  a  +  »•/ — , «  y v constantes

di

A =  4 rw ' . , Jt constante

/(*) = a + 1
ax

dA
dr

A -  Jt(r: ♦  h 2 ) . it y  h constantes
dr

de
e *  a *  bi + el -  — . a . b  y c  constantes

di

f ( x ) .  * *  -
2 3

/ ( * ) ■  *  -  \ a a constante

a  constante



D e r iv a d a s  d e  ja s  fu n c io n e s  a lg e b ra ic a s

2 6 .  y  =  5 2  -  3x

2 7 .  y  =  ( l  — 2x  ) '

2 8 .  y  =  4 (3  — 5 . t ) '

2 9 .  y  = ‘I

3 0 .  / ( * )

■ l ' - í í

3 2 .  f(x)  =
1 + x

3 3 . / ( * )  =  /  ,
2  -  x

3 4 .  r  =  e ; 2 - 3 0 </r

J0

3 5 .  y  =
i -  ax  

1 +  <u
a  constante
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36. y =
C '  ♦  X '

37. y - x 2\]1 + 3 *

2 +  x
3 8 . r -  , ,2 i

39. y ^ - s r

40. y .  (x  +  J ) ( * '  * 2 x  - s )

41. y .  ( x! -  3x .  l ) ( 2 i '  *  i

42.
I -  i

43. y =
* +  6 *  -  2

x  -  X

44.
i x  -  I

V =

45. v =
2 +  I

c constante

2 )
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x  -  1
4 6 . y =

x  +  i

4 7 . > •=  (a  -  ¿ í) J x  +  a a conslanlc

4 8 . y = \ 3 x - 2 x ¡

4 9 .  v  =  l x  1 +  2 a

2 + a
5 0 . y  =

2  -  - x

51. H a l la r  la  p e n d ie n te  y  la  in c l in a c ió n  d e  la  ta n g e n te  a  la

c u rv a  d e  e c u a c ió n  v =  e n  e l p u n to  c u y a  a b s c is a  es
4 a  ‘

u n o .

52. O b te n e r  la  p e n d ie n te  y  la  in c lin a c ió n  d e  la  ta n g e n te  a la

1
c u rv a  d e  la  e c u a c ió n  y  =  ^ en  e l p u n to  d e  a b s c is a  2.

5 3 . ¿ Q u é  á n g u lo  fo rm a  c o n  la  d ir e c c ió n  p o s it iv a  d e l  e je  d e  la s  x, 

la  ta n g e n te  a  la  c u rv a  d e  la  e c u a c ió n  y =  '  e n  e l pun -
A

to  d e  a b s c is a  u n o?

54. E n c o n t r a r  la s  c o o r d e n a d a s  d e  lo s  p u n to s  d e  la  c u r v a  

y =  ( a  -  I )  ( a  + 2  Y, e n  lo s  cu a les  la s  tan gen tes  a  la  c u rv a  son  

p a ra le la s  a l e je  d e  la s  x.

5 5 . H a lla r  e l á n g u lo  q u e  fo rm a n  e l e je  ox  y  la  ta n g e n te  a  la  c u r ­

v a  v =  a  1 -  a  e n  e l o r ig en .
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4.13. D e r iv a d o s  su ce s iva s

La  d e r iv a d a  d e  u n a  fu n c ió n  d e  x  e s to  e s  es  la  primera deriva-
dx

da  d e  e s a  fu n c ió n  c o n  r e s p e c to  a  x. 

dy
La  d e r iv a d a  d e  ^  c o n  r e s p e c to  a  x, s e  l la m a  segunda  derivada

d  V
d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x  o  derii>ada d e  segundo orden  y  s e  e s c r ib e  ^  j  • 

E s  d ec ir ,

C on  el m ism o  c r ite r io  se  o b tien en  la  5*. 6a, 7‘ ... e tc ., d er ivad a  
d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x. T o d a s  e l la s  s o n  la s  d e r iv a d a s  s u c e s iv a s  d e  
la  fu n c ió n  c o n s id e r a d a .

A n á lo g a m e n te

te rc e ra  d e r iv a d a

cu a rta  d e r iv a d a

D a d a  la  fu n c ió n  y  =  v J
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dv ,  ,
, -  3.x p r im e r a  d e r iv a d a

dx

d 2 y
, , = o.r s e g u n d a  d e r iv a d a

dx -

J \ v  .
.  —  o  t e r c e r a  d e r i v a d a

dx 

d* y
, . =  U c u a r ta  d e r iv a d a

dx

E n  e s te  e je m p lo , la s  d e r iv a d a s  s ig u ie n te s  s o n  to d a s  nu las . 

O b s e r v a c ió n  im p o r t a n t e .  D eb e  te n e rs e  en  c u e n ta  que:

d

dx;-(!j
A s i, en  e l e je m p lo  a n te r io r  ten em os :

d 2y

E n  ca m b io

=  6.» 
d x  2

.2 J--
P o r  ta n to

6x *■ 9 x*

d "  y
E n  g e n e ra l p o d em o s  a f irm a r  q u e  e n  la  ^  „ (e n é s im a  d e r iv a ­

d a  d e  y  c o n  r e s p e c t o  a  x ) .  l a  v a r ia b le  y ,  o  s e a  la  fu n c ió n ,  s e
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in t r o d u c e  s ó lo  u n a  v e z  e n  e l n u m e ra d o r , m ie n tr a s  q u e  la  v a r ia ­
b le  in d e p e n d ie n te  x  s e  in t r o d u c e  e n  e l d e n o m in a d o r ,  d iv id ie n d o  

e n t r e  A » ,  ta n ta s  v e c e s  c o m o  s e  re a liz a  la  d e r iv a c ió n .

P u e d e  e m p le a r s e  ta m b ié n ,  p a ra  la s  d e r iv a d a s  s u c e s iv a s ,  la  
n o ta c ió n  s ig u ie n te :

dy

dx

d !  y  

d x 1

d*y
d x '

= V

= V

j 4 -V =  IV 

dx 1

d 'y  

d x 5

d by

dxn

= y

etc .

P o r  e je m p lo , p a ra  e l c a s o  d e  la  fu n c ió n  y  =  su s  d e r iva d a s  

s u c e s iv a s  se  p u e d e n  a n o ta r  a s i:

y '  =  3 * a

y '  = 6  *

y ' =  6

y "  = 0



e j e m p l o s

O b te n e r  la s  d e r iv a d a s  s u c e s iv a s  d e  la s  s ig u ie n te s  fu n c io n es :

D eriva d a s  de lus fu n c io n es  a lgeb ra icas

a ) y  =  2 x*

y '  =  8 x 3 

y  '  =  24 x 2

v "  =  4 8  x

y ,v' =  48

y 1 =  0

b) y  =  2 x  * — 3 x  5 +  6  x 

y '  =  8 x J -  9 x 2 + 6  

y # = 24 x 2 -  18 x 

y m =  48 x  -  18

y IV =  48

y v = 0

c ) y  =

c o m o  s e  p u e d e  e x p r e s a r  a s i y =  x _ l, ten em os :

y  = - x

-  ,  - i  6
,  . - 6 ,  —

y "  = 2 4 , - = *

etc.

C o m o  p u e d e  o b s e rv a rs e , en  e s ta  fu n c ió n  e l n ú m e ro  d e  d e r iv a d a s  

s u c e s iv a s  e s  in fin ito .
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D a d a  lu  fu n c ió n  j  = 1 +  bt , d o n d e  b  e s  c o n s ta n te ,  o b te n e r  
la  te r c e ra  d e r iv a d a  d e  s  r e s p e c to  a t.

i
L u e g o  j  = (l +  bi ) :

*  -  ' 0  +  b t )  2 d  (1 +  b t )  
di 2 dx

*  i  0  +  * ' ) " * ( * )til ¿

í '

J ' \  =  - * ’ ( !  * / * ) - !  
di '  4

3¿>2 , , . »  J  ,

a »  = s  0  +  i , ) ' i  *  ( l  * fc ,)

,/\* 3 ó *  „  , *
= 8 0 + * )  *

p o r  lo  ta n to

y "  =
3 b *

• o  * b , y

O b te n e r  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ió n  y e
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dy 1 + x -  x 

i x  =  (1 + * ) 2

dy 1

dx ( I  +  xf

. [ l + x f  d  ( l ) - ( l )  rf ( \ * x f
d y  _  t¿x dx
d x 2 (1 +  x ) 4

d 1 y  0 - 2 0  + , ) ' ( ! ♦ , )

«¿V2 (1 + A )4

</2) ’ _  -  2(1 +  -r) 

dx 2 ( l  +  a  )*

d 2y  _  _  2

dx 2 ”  ”  (1 + x ) ’

4 .14 . D e r iv a d a  de  func iones implícitas

P a ra  o b te n e r  la  d e r iv a d a  d e  u n a  fu n c ió n  im p líc ita , s e  p ro c e d e  en  
p r im e r  té rm in o  a  d e s p e ja r  la  v a r ia b le  c o n s id e ra d a  c o m o  fu n c ió n .

€ jc m p lo

D ad a  la  fu n c ión  exp resa d a  p o r  la  ecu a c ión  x 2 y  -  4 y =  1 a l con s id e ra r 

y  fu n c ión  im p líc ita  d e  x.  a n te s  d e  o b ten e r  la  d e r iv a d a  d esp e jam os  y. 
E s  d ec ir ,

( x2 - 4  ) y  =  1
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q u e  e q u iv a le  a

D e r iv a n d o  s e  l ie n e :

t

d y  _  2 x

dx ( ,  - 4 ) 2

S in  e m b a rg o , e n  m u c h o s  c a s o s ,  e n  q u e  s e  d e f in e  y  c o m o  fu n c ió n  
im p lic i la  d e  x,  e s  im p o s ib le  o  m u y  c o m p lic a d o  d e s p e ja r  y . p o r  lo  q u e  
s e  p ro c e d e  a  d e r iv a r  t é r m in o  a  t é r m in o ,  c o n s id e ra n d o  a  y  c o m o

fu n c ió n  d e  x  e n  c a d a  té rm in o ; y  p o r  ú lt im o , s e  d e s p e ja  d> , d e  la
dx

e c u a c ió n  resu lta n te .

€ je m p lo s

1. D ad u  la  fu n c ió n  e x p re s a d a  p o r  la  e cu a c ión

x  2 - x y  + y 1 = \

d o n d e  y =  / ( * )

D e r iv a n d o  té rm in o  a  té rm in o  resu lta :

*  ( * > ♦  *  ( , • ) .  d  o »
d x  d x  d x  dx

+ v ‘í , ' l + 2 v ‘ ,V = 0
{  d x  d x  j  dx

2 , - , J y - y + 2 v d>'  = 0  
dx dx
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- x dy +  2 v  dy = - 2 x  +  y 
dx dx

^-{-x  +  2 y )  =  - 2 x  +  y 
dx
dy _  - 2 x  + v 

dx -  x +  2  y

dy 2 x -  y 
dx ~ x -  2 v

D a d a  la  fu n c ió n  e x p r e s a d a  p o r  la  e c u a c ió n  x 2 -  xy -  y =  0. 

o b te n e r  la  p r im e ra  y  s e g u n d a  d e r iv a d a s .

D e r iv a n d o  té rm in o  a  té rm in o  resu lta :

.  dy dx dy2x -  x - y +  2 v  . =  0dx dx dx

- x *  + 2 , f  =  - 2 x  +  y  
dx

^  x + 2  v )  =  - 2 .r  +  y

dy _  - 2 . t  +  y  

«¿ í  -  x  +  2  y

=  (I ,
í/ v I  -  2 y

( x - 2 y ) d ( 2 x  -  y) -  (2x -  y) d ( x  -  2y) 
'  =  dx dx

y  < X  -  2 y ) 2
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<« -  2 » )  2
- í - b "

( *  -  2y f

y )  1 - 2
</>

di

,  ,  d\ d\ d
2 x  -  4 y  -  x  +  2 v  . -  2 *  +  >• +  4 . »  ;  -  2 v  , 

./  a  dx dx dx dx
U  -  2 y f

S im p li f ic a n d o

dy

.  ~ 3’  +  3 x *  

'  ’  ( * - 2 , ) *

_ , dy
S u s t itu y e n d o  p o r  s u  v a lo r  o b te n id o  en  (II s e  t ien e  

dx

I - :  i
( *  -  2 y f

S im p lif ic a n d o  d e  n u e v o  re s u lta

-  3 y ( i  -  2 y )  ♦  3 * ( 2 *  -  y )  

( *  “  2 y ) '

-  3 x\ +  6  v 1 ♦  6  x 2 -  3xy 

( *  -  2 y ) ‘

6 y 2 t  6 . t J -  ó v v  

(-■ - 2 v ) '

6 (x=  - t> '!  - r v -

(< -  2y f
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ejercicio VI

O b t e n e r  la  p r im e r a  y  s e g u n d a  d e r iv a d a s  d e  la s  fu n c io n e s  
s i g u ie n t e s :

a )  y  =  5 v 2 -  2 .x

b) v =  -v -  . t 2 +  a '

c )  y  =  (1 -  a r  y a constante

ax i  b
d  y =

ax -  b
u y  b constantes

e)

0 y  =  1 -  bx /> constante

K) v =  a + vi v =  / (/ ). a  y v constantes

a

h >  ,  = a constante

i) y  =  (x  -  l ) ( í !  - x  - 2 )

3̂1♦II>»

' ~1

O b te n e r  la  p r im e ra  d e r iv a d a  d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x  e n  las 
g u ie n te s  fu n c io n e s  im p líc ita s :

a ) , ’ + y 2 = r 2 r constante

b) xy =  x  +  y

c) x : +  2xy =  -1

d ) x ’  -  Ay +  y  =  2
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c )  x ♦  xy +  y  =  I

0  y 2 - 2xy -  a  constante

g )  x +  3 * y  +  y  =  I

3 . D e te rm in a r  la  p r im e ra  y  s e g u n d a  d e r iv a d a s  d e  y  c o n  re sp ec -
to  a  x.  e n  la s  s ig u ie n te s  fu n c io n e s  im p líc ita s :

a )  x ¡ +  y *  = 1

b) >•-’  =  2 px

c ) x +  xy -f y  =  2

d )  y 2 - 2 xv =  a 2 a constante



Capítulo V
Interpretación cinemática de la derivada

5.1. R a p id e z  d e  la variac ión

D a d a  u n a  fu n c ió n  c o m o  y -  x?, d e r iv a n d o  m e d ia n te  la  a p lic a c ió n  de 
la  re g la  g e n e ra l (a r t ic u lo  3 .5 ),  re su lta :

I. y  + Ay =  (x  + A  x f

y  + Ay =  x'~ + 2 .tAv + (Av f

II. A v  =  2.vAr +  (A x f

1 ". ^ .  =  2 x  + A l  
Av

1 Rama de la mecánica que estudia el molimiento.
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S i a n te s  d e  d a r  e l c u a r to  p a s o  p a ra  o b te n e r  la  d e r iv a d a , c o n s i­

d e ra m o s  p o r  e je m p lo  q u e  x  = 2 y  Ax =  0 .8 . la  e c u a c ió n  III se  c o n v ic r -

Av
te e n  —  =  4 .8 , p o r  lo  q u e  p o d e m o s  a f irm a r  q u e  la  ra p id e z  m e d ia  de 

A t

va r ia c ió n  y  c o n  r e s p e c to  a  x,  e q u iv a le  a  4 .8 , c u a n d o  x  a u m en ta  de 
x  = 2  a  x  =  2 .8 .

D e  u n a  m a n e ra  g e n e ra l s e  d ic e  q u e  ^  e s  la  r a p id e z  m e d ia  d e
Av

v a r ia c ió n  d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x ,  c u a n d o  x  v a r ia  d e  x  a  x  *  2 x  
A s í, e n  el c a s o  d e  la  fu n c ió n

y  -  ax  + b  e c u a c ió n  d e  la  r e c ta

I. y  +  A y  =  a (x  + A v )  +  b

II. Ay =  a A t 

ni .  s  a
Av

s e  p u e d e  c o n c lu ir  q u e  la  r a p id e z  m e d ia  d e  v a r ia c ió n  d e  y  c o n  res ­
p e c to  a x  e s  ig u a l a  la  p e n d ie n t e  a  d e  la  re c ta  y  e s  c o n s ta n te . Es 
d ec ir , s e  t r a ta  d e  u n a  ra p id e z  c o n s ta n te  d e  v a r ia c ió n .

M a s  s i to m a m o s  la  p r im e ra  fu n c ió n  d a d a , e s  d e c ir  y  = a 
p a r t ir  d e l p a s o  III d e  la  a p lic a c ió n  d e  la  re g la  g e n e ra l, ten em o s

—  =  2-r + Ax
Av

a l c o n s id e r a r  q u e  e l in t e r v a lo  d e  x  a  x  +  Av d is m in u y e  c u a n d o  

Av -♦  0 : la  r a p id e z  m e d ia  d e  v a r ia c ió n  d e  y  c o n  r e s p e c to  a x  se 

con v ie r te  en  r a p id e z  in s ta n tá n e a  d e  v a r ia c ió n  d e  y  c o n  resp ec to  a  x .
P o r  c o n s ig u ie n te , v ie n e  a  s e r  el l im ite  d e  la  ra zón  d e  los in c r e ­

m en to s . e s  d e c ir ,  la  d e r iv a d a :

dy
—  =  r a p id e z  in s ta n tá n e a  d e  va r ia c ió n  
dx

d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x  p a ra  u n  v a lo r  d e te rm in a d o  d e  x .
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E n lo n c c s  c o m o

b y  dx 
hm —  =  —

\ x  dx

A.x —*  0

—  = 2.x ra p id e z  in s ta n tá n e a  d e  v a r ia c ió n
dx

P o r  e je m p lo , s i x  »  2 , la  r a p id e z  in s ta n tá n e a  d e  v a r ia c ió n  de 
ser ía  4  u n id a d e s  p o r  u n id a d  d e  v a r ia c ió n  d e  x.

C o m ú n m e n te  s e  o m ite  la  p a la b ra  in s ta n tá n e a , y  a lg u n o s  au to - 
i  le  lla m a n  ‘ ra zón  d e  c a m b io "  o  " r a p id e z  d e  c a m b io ".

2. In te rp re tac ión  geom étr ico  d e  lo rap idez  
d e  variac ión

id a  la  fu n c ió n  y  ■  f  [x ),  h a c ie n d o  la  g r á f ic a  c o r r e s p o n d ie n te  se  

:n e :
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S i x  crece  d e  O M  a O N  e n to n c e s  y  c r e c e  d e  M P  a NQ.  La

r a p id e z  m e d ia  d e  v a r ia c ió n  d e  y  c o n  r e s p e c to  a  x  e s  ig u a l a  la

p e n d ie n te  d e  la  s e c a n te  P Q . m =  ig  0.

La  ra p id e z  en  u n  d e te rm in a d o  in s ta n te , cu u n d o  .t = O M .  e s  igu a l

a  la  p e n d ie n te  d e  la  ta n g e n te  P í , e s  d e c ir ,  m =  ig a

5.3. Ve loc idad  en  el m ov im iento  rectilíneo

C o m o  a p re n d im o s  e n  e l c u r s o  d e  fís ic a , la  v e lo c id a d  e s tá  e x p re sa d a  

p o r  la  fó rm u la

distancia e
velocidad  =  , v  =

tiempo i

P o r  lo  q u e  s i c o n s id e ra m o s  q u e  u n  p u n to  A  s e  m u e v e  s o b re  u n a  
re c ta , o c u p a n d o  la s  p o s ic io n e s  A  y A ':

s AS

1
----- ►

1
0 A A '

la  ra zón  e n tr e  e l in c r e m e n to  d e  la  d is ta n c ia  (A s ) y  e l in c re m e n to  de l 

t ie m p o  (A/) e s  la  v e lo c id a d  m e d ia  d e  v a r ia c ió n  e n  e s e  in te rva lo . Es 

d e c ir :

velocidad media  -  v =  —
Ai

M a s , si tom a m o s  e l lim ite  d e  e sa  v e lo c id a d  m ed ia , c u a n d o  el in te r ­

v a lo  tien d e  a  se r  in fin itam en te  p equ eñ o , e s to  es , s i As - *  0  y Ai - *  0. 

resu lta :
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e s  d e c ir .

&s
v e lo c id a d  =  l im  —  

A i

Ai  - *  0

ds

di

Im  v e lo c id a d  s e rá  p o s it iv a  c u a n d o  s  s ea  c r e c ie n te  y  n e g a t iv a  en  
e l c a s o  c o n tra r io . E m p e ro , lo  c o m ú n  e s  c o n s id e r a r  q u e  la  v e lo c id a d  
q u ed a  exp resa d a  p o r  su  v a lo r  n u m érico , s in  ten er en  c u e n ta  el s igno.

5.4. Ace lcroc ión  en  el m ov im iento  rectilíneo

T a m b ién  p o r  lo a p ren d id o  en  fís ica  sa b em os  q u e  la  a ce le ra c ión  d e  un 
m ó v il e s  la  v a r ia c ió n  d e  su  v e lo c id a d . E n to n c e s , la  a c e le ra c ió n  de 
u n  p u n to  q u e  s e  m u e v e  s o b re  u n a  r e c ta  s e r á  la  v a r ia c ió n  d e  su  
v e lo c id a d . E s  d ec ir :

aceleración = o =  — • 
di

y  c o m o  v =  —  
di

dv d 1 s
aceleración ■ a -  —  =  — r  

di d i '

5.5. P rob lem os

€ je m p lo  1

E n  fo rm a  experim en ta l se  ha d em ostrad o  q u e  s i u n  cu erp o  ca e  lib re­
m en te  en  e l vacio, a  partir d e l reposo  y  hac ia  la superfic ie d e  la  tierra, 
o b e d e c e ,  a p r o x im a d a m e n te ,  a  la  le y  e x p r e s a d a  p a ra  la  fó rm u la
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s  44 4 .9  f 2, en  la  q u e  s  rep resen ta  la  d is ta n c ia  re co rr id a  en  m etro s  y  
t  e l t ie m p o  en  s egu n d o s . C a lc u la r  la  v e lo c id a d  y  la  a c e le ra c ió n  en 
cu a lqu ier in stan te , ul c a b o  d e  2  segu n d os  y  a l fin a l d e  10 segu n dos .

So luc ión:

a )  E n  u n  in s ta n te  c u a lq u ie ra :

ds
v ~ di

=  9.8 /

v = 9 . 8 f m por segundo

dv

°  "  di =  í ?di

a =  9.8 rn por (seg ) !

b) A l c a b o  d e  2  s egu n d o s :

9 .8 (2 ) = 19.6 

v  “  19 .6  m  p o r  s e g u n d o  

a  -  9 .8  m  p o r  (seg)*'

c )  A l c a b o  d e  10  segu n d os :

v  -  9 .8 (1 0 ) =  98  

v  ■  9 8  m  p o r  segu n d o  

a  -  9 .8  m  p o r  (s e g ) '

e je m p lo  2

U n  m ó v i l  r e a l iz a  e n  l in e a  r e c ta  u n  m o v im ie n to ,  a ju s t a d o  a  la 
fó rm u la  s  =  3 2  t -  8 f J. C a lc u la r  la  v e lo c id a d , la  d is ta n c ia  r e c o r r i­
d a  y  la  a c e le ra c ió n  a l c a b o  d e  u n  segu n d o .
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lu ción :

y =  —  =  3 2  -  16 i 
di

v  -  3 2  -  16 (1 ) =  3 2  -  16  -  16 m  p o r  s e g

dv d 's
a  - (3 2  -  16 r )di di di 
a  = ... - 1 6  = - 1 6  m  p o r  (seg )-

s  -  3 2 (1 ) -8 (1 )*  *  3 2  - 8  -  24  

s  -  2 4  in

C jc m p lo  3

U n  m ó v il h a ce  u n  r e c o r r id o  en  10 m in u to s , o b e d e c ie n d o  a  la  fó rm u ­

la  .v =  10 r  -  *— . C o n s id e ra n d o  s  en  m etro s  y  t  e n  m in u tos , h a lla r  la 

v e lo c id ad  a l c a b o  d e  10  m in u tos , la  a c e le ra c ión  y  la  d is ta n c ia  recorrida.

ds 3  r
r =  =  20 / -  ,di 2

3(10)* 300
v =  2 0 ( 1 0 )  -  j  2 0 0  "  2  =  5 0

v =  50 m por minuto.

*  _ r f f i . 2 o _ 6 i . 2 o _ 3 ,
di di - 2

a = 2 0 - 3 ( 1 0 )  = 2 0 - 3 0  

a = - 1 0  m  p o r  (m in )J

s =  i n c o o , - ü ? 2 -

s  -  1000 -  5 0 0  = 500  

.v =  500 m.
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ejercicio VII

1. E n  lo s  m o v im ie n to s  re c t ilín e o s  d e fin id o s  p o r  la  e c u a c ió n  d a d a  
en  c a d a  c a s o ,  h a lla r  la  d is ta n c ia  re c o r r id a  e n  m e tro s , la  v r lo c i-  
d a d  y  la  a c e le ra c ió n  e n  e l in s ta n te  in d ic a d o  en  s e g u n d o s :

a ) s  = 4 13 -  2 f 2; r =  2

b) s  -  4  -  2 t +  3 t = 10

2 / •
1 - 4

d ) r •  4

c )  3 =  y ¡ l r  - 2  ; f  -  2

2 . U n  p royectil lan zad o  hac ia  a rr ib a  se  m u eve  segú n  lo es tab lec ido  
por la  fórm u la  s  = 50 r -  2^ . S i consideram os q u e  s  está m ed ido  en 
m etros  y  t  e n  segu n dos , con testa r la s  p regu n tas  sigu ientes:

a )  ¿ Q u é  d is ta n c ia  h a b rá  r e c o r r id o  a l c a b o  d e  2  s e g u n d o s ?

b) ¿ C u a l s e rá  s u  v e lo c id a d  a l c a b o  d e  2 s e g u n d o s ?

c )  ¿ Q u é  v e lo c id a d  lle v a rá  a l f in a l d e  4  s e g u n d o s ?

d ) ¿ Q u é  d is t a n c ia  h a b rá  r e c o r r id o  h a s ta  e l  p u n t o  e n  q u e  

d e ja  d e  a s c e n d e r ?

e ) ¿ Q u é  v e lo c id a d  l le v a r á  e n  e s e  in s ta n te  a l q u e  se  re fie re  
e l in c is o  d )?

3 . U n a  p e lo ta  q u e  se  la n z a  h a c ia  a r r ib a  a lc a n z a  e n  m e tro s  u n a  
a ltu ra  h  e n  t s e g u n d o s , d e fin id a  p o r  la  e c u a c ió n  h  -  2 0 f  4 .9 f- .
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a ) C a lc u la r  s u  v e lo c id a d  y  a c e le r a c ió n  e n  c u a lq u ie r  in s ta n ­
te .

b) ¿ C u á n to s  m e tro s  s u b e  a l c a b o  d e  1 s e g ?

c ) ¿ C u á n to s  d e s p u é s  d e  2 s egu n d o s?

d ) ¿ C u á n to  v a le n  s u  v e lo c id a d  y  a c e le r a c ió n  a l c a b o  d e  2 
s e g u n d o s ?

U n a  p ie d ra  s e  a rro ja  a  u n  e s ta n q u e  y  s u  p ro fu n d id a d  p  m e d i­

d a  e n  m e tro s , en  re la c ió n  c o n  e l t ie m p o  d e  í  s e g u n d o s , d e s ­
p u é s  d e  h a b e r  to c a d o  la  s u p e r f ic ie  d e l a g u a , s e  d e f in e  p o r  la  
fó rm u la

p = ----------r  t  0 .8 /  -  1
4  -t- /*

a ) H a l la r  la  v e lo c id a d  y  1a a c e le r a c ió n  en  c u a lq u ie r  in s ta n ­
te .

b) ¿ C u á l s e rá  la  v e lo c id a d  a l c a b o  d e  10 seg?

c )  ¿ C u á l s e rá  la  a c e le ra c ió n  t r a n s c u r r id o  e l m is m o  t ie m p o ?



Capítulo VI
M áxim os y m ínim os

€ jc m p lo  1

S ea  la  fu n c ió n

A  p a r t ir  d e  u n a  tab la  
d e  v a lo re s  t ra za m o s  la 
g rá fic a  d e  la  fu n c ió n .

6.1. Introducción

En  m u ch a s  a p lic a c io ­
n e s  d e  la  d e r iv a d a , se 
r e q u ie r e  d e t e r m in a r  
c u á n d o  la  fu n c ió n  tie ­
n e  u n  v a lo r  
o  u n  v a lo r  m ín im o .

1 0 5
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U n a  s im p le  o b s e r v a c ió n  d e  la  f ig u ra  n o s  c o n d u c e  a p e n s a r  
q u e  la  fu n c ió n  y  p r é s e n la  u n  v a lo r  m á x im o  p a ra  x  ■ 2 , e s  d ec ir , 

e n  e l p u n to  T  d o n d e  v  =  4 , q u e  es  e l v a lo r  m á x im o  d e  la  fu n c ió n .

E s to  lo  p o d e m o s  c o m p r o b a r  fá c i lm e n te  s i t r a z a m o s  la  ta n  
g e n te  a ln  c u rv a  q u e  pn sa  p o r  e l p u n to  T. la  q u e  n e c e s a r ia m e n te  

es  p a ra le la  a l e je  d e  la s  x.  p o r  ta n to  su  p e n d ie n te  e s  c e ro
E n ton ces , c o m o  d e  a cu e rd o  c o n  lo  e s tu d ia d o  en  e l a rticu lo  3.6, 

e l v a lo r  d e  la  d e r iva d a  en  cu a lq u ie r  p u n to  d e  u n a  cu rva  e s  igu a l a  la 
p e n d ie n te  d e  la  ta n g e n te  e n  e s e  p u n to , s in  r e c u r r ir  a  la  g rá fic a , 
p o d em o s  h a lla r  e l v a lo r  d e  x  m ed ia n te  e l s ig u ien te  p ro ced im ien to :

(1 ) O b te n e r  e l v a lo r  d e  la  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ión .

(2 ) Ig u a la r  a  c e r o  la  e c u a c ió n  q u e  resu lta .

(3 ) R e s o lv e r  la  e c u a c ió n  p a ra  h a lla r  e l v a lo r  c r it ic o  de x.

A s i. p a ra  la  fu n c ió n  d a d a  y  -  -ix -  x :

(1) * - 4 -a*
dx

(2 ) 4 -  2a  =  0

(3 ) x = 2 v a lo r  c r it ic o

S u s t itu y e n d o  e l v a lo r  d e  x  en  la  e c u a c ió n  d a d a , ten em os :

y =  4 (2 )  -  (2  )* = 8 - 4

y  « 4

E s ta m o s  s e g u ro s  d e  q u e  s e  tra ta  d e  u n  m á x im o , p o rq u e  si 

to m a m o s  u n  v a lo r  u n  p o c o  m e n o r  q u e  e l v a lo r  c r i t ic o  t  = 2 , la



- g e n t e  e n  e s e  p u n to  t ie n e  p e n d ie n te  p o s it iv a  y  s i lo  to m a m o s  

u n  p o c o  m a y o r  t ie n e  p e n d ie n te  n ega tiva .

P o r  e je m p lo :  s i x =  1.9

M áx im os  y  m ín im o s .................................................. | q -j

=  4 - 2 0 .9 ; 4 -  3 .8  =  0 .2 p o s it iv o

L a  p e n d ie n te  p o s it iv a  p a ra  la  ta n g e n te  e n  e s e  p u n to  n o s  in d ic a  
q u e  fo rm a  u n  á n g u lo  a g u d o  c o n  in d ire c c ió n  p o s it iv a  d e l e je  d e  la s  x. 

E n  c a m b io , s i x = 2 . 1

dy
dx

=  A -  2 (2 .1 ) = 4 - 4 . 2 -0.2 n e g a t iv o

La  ta n g e n te  e n  e s e  p u n to  t ie n e  p e n d ie n te  n e g a t iv a  y  fo rm a  u n  
á n g u lo  o b tu s o  c o n  e l e je  d e  la s  x.

P o r  ta n to , a l  c o n s id e r a r  la s  d o s  s itu a c io n e s  a n te r io r e s  s e  c o n ­
c lu y e  q u e  la  c u r v a  p a s a  d e  c r e c ie n te  a d e c r e c ie n te  en  e l p u n to  T. 

d o n d e  la  fu n c ión  t ie ­
n e  u n  v a lo r  m áx im o .
A s i  p o d e m o s  e s t a r  
s egu ro s  d e  q u e  pa ra  
e l v a lo r  c r it ic o  x  -  2 , 
la  fu n c ió n  t ie n e  un 
v a l o r  m á x im o  en

y= 4.

€ J em p lo  2

S ea  la  fu n c ió n

y  =  v ‘ -  3 x  * 6

A  partir d e  u n a  ta ­
b la  d e  v a lo r e s  tr a z a ­
m o s  la  g rá fic a

* - 1 0 1 2 3 4  

y 10 6  4 4  6  10



A l  o b s e rv a r  la  f ig u ra  se  p u e d e  in fe r ir  q u e  la  c u rv a  p re s e n ta  u n  

va lo r  m ín im o  d e  la  fu n c ión  en  e l  p u n to  T. c o m p ren d id o  en tre  i = I

I
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y  x  =  2 . Se  p u e d e  su p o n e r  q u e  en  ese  p u n to  x v í

S in  re cu rr ir  a  la  g rá fic a  p o d em o s  e n c o n tra r  el v a lo r  d e  x m e ­
d ia n te  e l p ro ced im ien to  in d ica d o  en  el e je m p lo  a n te r io r . Es dec ir :

D a d a  la  fu n c ió n  y =  x :  -  3x +  6

1. *  = 2 , - 3
dx

2.  2x  -  3 *  0

3.  2 ,  =  3 ;  x  =  *  »  I '

Pu ra  e s ta r  s e g u ro s  d e  q u e  s e  tra ta  d e  u n  rn in im o , to m a m o s  

p r im e ro  u n  v a lo r  u n  p o c o  m e n o r  q u e  e l v a lo r  c r it ic o  ,  *  ^ y  lu e g o  

u n  v a lo r  u n  p o c o  m a y o r . A s i p o r  e je m p lo , resu lta :

a| P a ra  x =  I

* *  =  2 ( 1 ) -  3 = 2 - 3  =  -1  n e g a t iv o
dx

b) P a ra  r  = 2

^  = 2 ( 2 ) — 3 =  4 — 3 = 1  p o s it iv o
dx

E sto  s ign ifica  q u e  la  tan gen te  en  e l p u n to  d on d e  x =  I fo rm a  con 
e l e je  d e  la s  x u n  á n g u lo  o b tu s o  y  la  ta n g e n te  en  el p u n to  d o n d e  

.t =  2 fo rm a  con  e l e je  d e  las x  u n  án gu lo  agu do. Por tan to , la  cu rva
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isa  d e  d e c r e c ie n t e  a  c r e c ie n te  e n  e l p u n to  T , d o n d e  p r e s e n ta  
v a lo r  m ín im o  p a ra  la  fu n c ió n .

P o d em o s  c o n c lu ir  q u e  p a ra  e l v a lo r  c r it ic o  x =  ^ la  fu n c ió n

tien e  u n  v a lo r  m in im o , e l c u a l c o n o c e r e m o s  s i s u s t itu im o s  en  la 

e c u a c ió n  d a d a  e l v a lo r  c r it ic o . E s to  es .

- -  3 a  +  6

S u s t itu y e n d o  x =

y = - 3 1  -2 1+6

9  1 8  ,
v = -  + 6

4  4

15 7 3v =  = 3
4  4

v a lo r  m in im o  d e  la  fu n c ión

€ j e m p l o  3

S e a  la  fu n c ió n  y  = ^ a 5 -  2 a *  +  3 a  +  1

C o m o  e n  lo s  d o s  e je m p lo s  a n te r io re s , tra za m o s  la  g rá fic a  c o ­

r re s p o n d ie n te :
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r  -  2 -  1 0 I 2 3 4 5 6

y  -  15 2 - 4  ' I 2 ' 1 2 1 2 ' 7 2 19
3 2 3 3 3 3

A l o b s e r v a r  la  g r á f ic a  d e  la  fu n c ió n  n o ta m o s  q u e  la  fu n c ió n  
p re s e n ta  u n  m á x im o  en  A  y  u n  m ín im o  e n  B.

T a m b ié n  o b s e rv a m o s  q u e  e s e  m á x im o  y  e s e  m ín im o  n o  s o n  n e ­
c e s a r ia m e n te  el m a y o r  y  e l m e n o r  v a lo r  d e  la  fu n c ió n , p o r  lo  q u e  se  
les  lla m a  m á x im o  y  m ín im o  re la tivo s .
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O b te n ie n d o  e l v a lo r  d e  la  d e r iv a d a , ig u a la n d o  a  c e ro  la  e c u a ­
c ió n  q u e  re s u lta  y  re s o lv ié n d o la  p a ra  x ,  h a lla re m o s  lo s  v a lo r e s  c r í t i ­
c o s  c o r re sp o n d ien te s .

E s  d ec ir ,

d a d a  y  =  ^ x *  - 2 . x '  + 3.v

dy 3 x '
=  -  4 x  + 3

dx 3

*>■ =  * J - 4 , + 3 
dx

x 2 -  4 v  + 3 = 0  

F a c to r iz a n d o  r e s u lta

r 2 -  4 .v +  3 =  {x  -  3 X *  -  I

L u eg o  x ,  =  3 

r ,  =  I

v a lo re s  c r ít ic o s

E n  s e g u id a  p ro c e d e m o s  a  c o m p ro b a r  q u e  e s to s  v a lo r e s  d e  x  
c o r r e s p o n d e n  a  u n  m á x im o  o  u n  m ín im o .

a ) P a ra  x =  3 

S i x = 2 .5
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Jy = x : -  4 x  +  3 =  (2 .5 )' -  4 (2 .5 )+  3 -  6.25 -  10 +  3
dx

dx
^  =  -0.75 negativo

S i x = 3 .5

Jv =  x* +  4 *  + 3  =  (3.5 J5 - 4 ( 3 . 5 ) +  3 =  12.25 -  14 + 3
dx

dy =  1.25 positivo
ax

La pendiente de la tangente p a s a  de n e g a t iv a  a  p o s it iv a , e n ­
tonces p a ra  x  -  3  la  fu n c ión  tiene u n  m ín im o , e s  decir:

y  =  ‘ x ' - 2x2 + 3 . »  +1 = * (3 )* - 2 ( 3 ) : +  3 ( 3 ) +  1 

y  = 9 -  18 + 9 + I

b) Pa ru  x -  1

Si *  =  0.5

■  x 1 -  4 x  +  3 =  (0.5)*' -  4 ( 0 . 5 ) +  3 =  0.25 -  2 +  3 = 1.25
dx

dx
-  1.25 negativo
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s i a  =  1.5

dy =  x 1 - 4 a  +  3  =  (1 .5)*' -  4 (1 .5 )  +  3 =  2 .2 5  -  6 +  3 =  -0.75  
dx

d\
=  -0 .7 5  n e g a t iv o

dx

La  p en d ien te  d e  la  ta n g e n te  p a s a  d e  p o s it iv a  a  n e g a t iv a , e n t o n ­

c e s  p a ra  x  =  I la  fu n c ió n  tien e  u n  m á x im o ; e s  d ec ir :

y  =  3 *3 -  2 a 2 +  3 a  +  I  =  ^ ( l ) *  -  2 0 )2 +  3 (1 )  +  1

v  =  '  -  2  +  3 +  I
3

*V =  2 3

6.2. Concav idad  y puntos  de  inflexión

D a d a  u n a  c u r v a  d e  e c u a c ió n  y  = f ( x )



E n  g e n e ra l,  s e  p r e s e n ta n  tr e s  c a s o s :

¡ 1 4  In ic ia c ión  a l c A lc u lo d i fc r c n c i^ c in t e g r a l

I. S i la  p e n d ie n te  d e  u n a  re c ta  ta n g e n te  a  la  c u rv a  e s  p o s it iv a  
a la  iz q u ie rd a  y  n e g a t iv a  a  la  d e r e c h a  d e l p u n to , c o m o  en  A , 

la  c u r v a  p a sa  d e  c r e c ie n te  a  d e c re c ie n te : e n to n c e s  la  c u rva  
t ien e  u n  v a lo r  m á x im o  pa ra  e s e  p u n to . L a  c u rva  e s  c ó n c a v a  
h a c ia  ab a jo .

L u eg o , s i x =  a , p o d e m o s  a firm a r :

/ ( * )  t ie n e  u n  v a lo r  m á x im o  p a ra  *  =  si e n  u n  e n to rn o  de 

a  la  d e r iv a d a  / ( . » )  e s  p o s it iv a  p a ra  v a lo re s  d e  x  m en o res  

q u e  a  y  n e g a t iv a  p a ra  v a lo re s  d e  x  m a y o re s  q u e  a

II. S i la  p e n d ie n te  d e  u n a  r e c ta  ta n g e n te  a  la  c u r v a  e s  n ega tiva  
a la  izq u ie rd a  y  p o s it iv a  a  la  d e re c h a  d e l  p u n to , c o m o  e n  B, 
la  c u rva  p a sa  d e  d e c r e c ie n te  a  c r e c ie n te ; e n to n c e s  la  c u rva  
t ie n e  u n  v a lo r  m in im o  p a ra  e s e  p u n to . L a  c u rva  e s  c ó n c a v a  
h a c ia  a rr ib a .

L u e g o  s i x 3  a. p o d e m o s  a firm a r:

f ( x )  t ie n e  u n  v a lo r  m in im o  p a ra  x =  a , s i en  u n  e n to rn o  de 

a  la  d e r iv a d a  f \ x )  e s  n e g a t iv a  p a ra  v a lo re s  d e  x  m en o res  

cjuc a  y  p o s it iv a  p a ra  v a lo re s  d e  x  m a y o re s  q u e  a

III. S i la  p e n d ie n te  d e  u n a  re c ta  ta n g e n te  a  la  c u rva  t ie n e  el 
m is m o  s ig n o  a  a m b o s  la d o s  d e l  p u n to , c o m o  e n  C , e n to n ce s  

la  c u rv a  s ó lo  c a m b ia  e l s e n t id o  d e  la  c o n c a v id a d  y  por 
tu n to  n o  p r e s e n ta  n i m á x im o  n i m in im o . S e  tra ta  d e  u n  
p u n to  d e  in fle x ió n

L u eg o , s i x =  a, p o d e m o s  a firm a r:

f ( x )  n o  tiene m áx im o  n i m in im o  pa ra  x =  a , s i f \ x )  tiene 

el m ism o  s ign o  para va lo res  d e  x  m ayo res  o  m en ores  q u e  a. 
S e  t r a ta  d e  u n  p u n to  d e  in f le x ió n  e l q u e  d e te rm in a  un 
c a m b io  en  la  c o n ca v id a d .
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6.3. M é t o d o  de  lo s e g u n d o  de rivado

la  fu n c ió n  y  =  f ( x ]

n o =  i  f U )dx

r o o  =  2  r o o

P o d e m o s  c o m -  
o b a r  q u e  c u a n d o  

( * )  e s  p o s i t i v a .  

f ' ( x )  a u m e n ta  a  m e- 
id a  q u e  x  c r e c e  y  

a n d o  f " ( x )  e s  n e - 

t iv o ,  f \ x )  d is m i-  

u y e  a  m e d id a  q u e  
x  c r e c e .

A s i  p o r  e jem p lo , 

s i e n d o  la  fu n c ió n  
v  =  f ( x ) ,  a  e s  e l v a ­

lo r  c r i t ic o  d e  x  q u e  
h a c e  n u la  la  p r im e ra  
d e r iv a d a ,  e s  d e c ir ,  

/ ' ( « )  =  0

p r im e ra  d e r iv a d a  

s e g u n d a  d e r iv a d a

\

k Y

: _ n /  i \
/  5 \/ \ 

I  \f • \
/  :

V * 
\ /  :
\  / -

W  i ^  *

:
:•

i

0 B - X

P a ra  e l m ín im o a =  O  A

P a ra  e l m á x im o  a =  O B '  

S e  p r e s e n ta n  d o s  s itu a c io n es :

1. S i f " ( a  )  e s  positiva , f ' ( x )  a u m en ta  a l p a sa r  p o r  c e ro  cu an d o  

x  c rece  a l p o s a r  p o r  a. E s to  s ign ifica  q u e  / '(a  )  t ien e  q u e



s e r  n e g a t iv a  p a ra  v a lo re s  d e  x  u n  p o c o  m e n o re s  q u e  a  y  
p o s it iv a  p a ra  v a lo r e s  d e  x  u n  p o c o  m a y o re s  q u e  a  P o r  

con s igu ien te , la  fu n c ión  tien e  un va lo r  m ín im o  para  »  = a.

2 . S i / '  =  ( a ) e s  negativa . / ' ( * )  d ism in u ye  a l p a sa r  p o r  cero  

cu an d o  x  crece  a l p a sa r por a. E sto  s ign ifica  q u e  / '( . * )  tiene 
qu e  se r  pos itiva  pa ra  va lo res  d e  x  un p oco  m en ores  q u e  a  y  
n e g a t iv a  p a ra  v a lo re s  d e  x  u n  p o c o  m a y o re s  q u e  a  Por 

con s igu ien te , la  fu nción  tien e  u n  va lo r  m áx im o  p a ra  x = a -

E n  re su m en :

1. S i f ' { a )  -  0 y  / ' (a )  > 0 , la  fu n c ió n  f ( x )  t ie n e  u n  m ín im o  

p a ra  x •  a.

2 . S i / ' ( a )  = tí y  f ' \ a )  <  0 , la  fu n c ió n  /(.r ) t ien e  u n  m áx im o  

p a ra  x  =  o .

E l m é to d o  d e  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  p a ra  d e te rm in a r  s i s e  p re s e n ­
ta n  m á x im o s  o  m in im o s , c o m p re n d e  lo s  c u a tro s  p a s o s  s igu ien te s :

I. H a lla r  la  p r im e ra  d e r iva d a .

II. Ig u a la r  o  c e r o  la  p r im e ra  d e r iv a d a  y  r e s o lv e r  la  e c u a c ió n  
p a ra  d e te rm in a r  la s  ra ic e s  re a le s  (v a lo re s  c r ít ic o s ).

I I I .  O b te n e r  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  d e  la  fu n c ió n .

S u s t itu ir  e n  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  c a d a  u n o  d e  lo s  va lo res  
c r ít ic o s  o b te n id o s . S i e l r e s u lta d o  e s  n e g a t iv o  se  ten d rá  un 
m á x im o  y  s i e s  p o s it iv o  se  te n d rá  un m ín im o

El m étod o  d e  la  segu n da  d er ivad a  n o  e s  ap licab le  cu an d o  / " (  » )  =  0 . 

a u n q u e  p u e d e  h a b e r  u n  m á x im o  p , u n  m ín im o  o  u n  p u n to  d e  in ­
flex ión , p o r  lo  q u e  e n  e s te  c a s o  s e  d e b e  r e c u r r ir  a l  m é to d o  e x p li­
c a d o  e n  e l  a r t ic u lo  5 .1 .

1 1 6 ..........................In ic ia c ión  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l e  .in tegra l



€ je m p lo s

H a lla r  lo s  m á x im o s  y  m ín im o s  d e  c a d a  fu n c ió n , e m p le a n d o  e l m é to ­

d o  d e  la  s e g u n d a  d e r iv a d a .

1. y  =  x Á -  3 2 x

I. y '  =  4 ' -  32

H. 4 .v1 -  32 = 0

4 x '  =  32

1 , * - “ - 8
4

x =  H

x -  2 v a lo r  c r i t i c o

111. > -' =  1 2 * 2

IV . I 2 (2 ) :  = ! 2 ( 4 ) = 4 S  v a lo r  m ín im o , p o r  s e r  p o s it iv o

2 . y  =  x y -  2 x: * x

I. y '  =  3 * 1 -  4 *  +  I

II. 3 .r2 -  4.v +  I =  ü

4 ±  1 6 - 1 2
x  =

6

4 ±  4 4 ±  2
x =  =

6 6

x , =  I

x  2 “  ^  v a l o r e s  c r í t i c o s

M áxim os y  m ín im os  ........................................... 1 1 7



III. y '  =  6x  — 4 

P a ra  x = 1

1 ] g ............................ In ic ia c ión  a l ed ícu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

IV . 6 (1 ) -  4  = 6  -  4  =  2 

P o ra  *  = *

6 ( ; ) - 4 = 2 - 4 = - 2

P o r  m e d io  d e  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  p o d e m o s  o b te n e r  e l v u lo r  c r i ­
t ic o  c o r r e s p o n d ie n te  a  u n  p u n to  d e  in fle x ió n .

P a ra  e s to  s e  p ro c e d e  c o n fo rm e  a  lo s  p a s o s  s ig u ien te s :

I. H a lla r  lo s  v a lo r e s  c r ít ic o s  c u a n d o  ^  '  e s  ig u a l a  c e ro  o
dx

in fin ito

I I . O b s e rv a r  si a l  a s ig n a r  v a lo re s  m e n o re s  y  m a y o re s  a l v a lo r  
c r it ic o ,  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  c a m b ia  d e  s ig n o . E n to n c e s  se  
tien e  u n  p u n to  d e  in fle x ión .

C j e m p l o

S ea  la  c u rva  d e  la  e cu a c ió n :

y

D e r iv a n d o  ten em os :

m ín im o  p o r  s e r  p o s it iv o

m á x im o  p o r  se r  n e g a tiv o



lu e g o  4 a  -  4  =  0  SÍ x =  ± 1

E s  d e c ir ,  x, =  I , = - I  s o n  lo s  v a lo re s  c r ít ic o s .

D e e s ta  m a n era :

P a r a  , t  =  1

M áx im os  y  m ín im os

S i a  =  0 .5 , d  ;  =  4 (.5 ): -  4 =  I -  4 =  -3  
iLx -

S i x =  1.5 , d  f  =  4 (1 ,5 )2 -  4 =  6  -  4 =  2 
dx *

C a m b ia  d e  s ig n o

P a ra  x =  -1

S i x — —2 , d ¡ y  =  4 (— 2 ) '  -  4 = 1 6  -  4 =  12 
dx

S i x =  -4).5 . d \ =  4 ( -  . 5 )  -  4 =  1 -  4  =  -3
dx

C a m b ia  d e  s ign o

1 1 9

E n  c o n c lu s ió n , .t, = 1  y  .» , =  - I  c o r r e s p o n d e n  a  p u n to s  de 

in f le x ió n .
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4

S u s t itu y e n d o  lo s  v a lo re s  c r ít ic o s  1 y  -1  en  la  e c u a c ió n  o b te n e ­
m o s  la s  c o o rd e n a d a s  d e  lo s  p u n to s  d e  in fle x ión :

A#(IJ .66 ) M - l . - l  .66)

ejercicio V III

1. P o r  o b s e r v a c ió n  d e  s u  re p re s e n ta c ió n  g r á f ic a ,  d e te rm in a r  los 
v a lo re s  m á x im o  y  m ín im o  d e  c a d a  fu n c ión :

a ) y  =  x 3 -  4 x +  3 d ) y  =  3x  -  x z

b ) y  =  x ¡ -  2x  +  5 e| y  =  x *  -  4 .t

c )  y  =  x * -  2x2 +  6
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2 . C a lc u la r  lo s  v a lo r e s  m á x im o s  y  m ín im o s  d e  la s  fu n c io n e s  

s i gu ien tes :

n

a )  y  =  X J -  6x  + 8 f) y  =  * '

b ) y =  - x :  +  2.v -f S g )  y =  X2 +  x +  5

c )  y  = x 2 +  2x  -  3  h ) y  =  X 1 ♦  -  5

d ) y  =  x ' - 9 x  i )  y =  x *  ♦  2 x *  -  Ax  +  1

e ) v  =  4 -  3 *  ; j )  y  =  3 x  -  x  ’

6.4. P rob lem as

E s  p o s ib le  re s o lv e r  a lg u n o s  p ro b le m a s  en  lo s  q u e  s e  b u sca n  v a lo re s  
m á x im o s  o  m ín im o s , s i p o d em o s  e x p re s a r lo s  m e d ia n te  u n a  fu n c ió n  
d e  d o s  v a r ia b le s .

€jemplo 1

S i la  s u m a  d e  d o s  n ú m e ro s  e s  10 , ¿ c u a l s e r á  e l v a lo r  m á x im o  d e  su  

p ro d u c to ?

C o n s id e ra c io n e s :

S ie n d o  x  u n  n ú m e ro  10 -  x  s e rá  e l o tro  n ú m ero .

S i r e p r e s e n ta m o s  p o r  y  e l p ro d u c to  se  t ie n e  la  e c u a c ió n

y  = x (lO  -  x )

e s  d e c ir ,

y  =  lO x  -  x 2 en  la  q u e  y  d e b e  te n e r  u n  v a lo r  m á x im o .



D e r i v a n d o ,  r e s u l t a :
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dx

Ig u a la n d o  a  c e ro ,  ten em o s :

10 -  2x  = 0

2x  =  10 

.« =  5

v a lo r  d e  x q u e  h a c e  n u la  la  p r im e ra  d e r iva d a .

P a ra  d e te rm in a r  s i se  tra tu  d e  u n  m á x im o  o  d e  u n  m ín im o  se  
t ien e :

P a ra  x = 4 (v a lo r  u n  p o c o  m e n o r  q u e  5)

10 -  2.r =  10 - 2 ( 4 )  =  10 - 8  = 2  (p o s it iv o )

P a ra  x =  6  (v a lo r  u n  p o c o  m a y o r  q u e  5)

10 -  2 .r =  10 -  2 (6 )  = 10 -  12 = -2  (n e g a t iv o )

L u eg o , la  fu n c ió n  tien e  u n  m á x im o  p a ra  x =  5 .

P o r  c o n s ig u ie n te ,

y =  10x -  x 2 =  10 (5 ) -  (5)*' =  50 -  25 =  25 

q u e  e s  e l v a lo r  m á x im o  d e l p ro d u c to .



R e p re s e n ta c ió n  g r á f ic a  d e  la  fu n c ió n  y  =  lO x  -  x

M áxim os y  m ín im os

X o i

---------- 1

2 3 4 5 6 7
1

8 9 10

y 0 9 16 21 2 4 2 5 2 4 21 16 9 0

S e  p u ed e  o b s e r v a r  q u e  c u a n d o  ,  = 5 , y  = 25 e s  e l v a lo r  m á x i-  

d e l p rod u c to .
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€ jc m p lo  2

¿ Q u é  d im e n s io n e s  t ie n e  e l r e c tá n g u lo  d e  m a y o r  á r e a  q u e  p u e d e  
in s c r ib ir s e  en  u n a  c ir c u n fe r e n c ia  d e  r a d io  ig u a l a  5 m ?  

C o n s id e ra n d o  la  f ig u ra  q u e  ilu s tra  e l p ro b le m a , te n e m o s

a =  AB  x  B (

S i r =  5 y  AB =  x 

r e s u lt a n

A C  = 10 y  HC =  100 -  x l 

L a  e c u a c ió n  será

A =  x 100 -  x*  

d o n d e  x  d e b e  te n e r  u n  v a lo r  ta l q u e  A  s e a  u n  m á x im o .
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D e r iv a n d o  e s ta  fu n c ió n  se  t ien e :

JA

dx
= x

J

dx
100 -  +  100 -  a 2  á  ( x )

JA

dx
=  x (lOO -  x ' ) +  1(K) -  x

JA

dx 2  100  -  x 2

x
(~  2 x ) +  100 -  .v2

-  x

dx 100 - a 2 

C o n v ir t ie n d o  a  u n  c o m ú n  d e n o m in a d o r  re su lta :

dx 1 0 0  -  A 2  1 0 0  - X 2

L u ego

dA = H X )  -  2 . t 2 

dx !(K ) -  a 2

Ig u a la n d o  a c e r o  e s ta  d e r iv a d a  te n e m o s :

100 - 2 x ’  _ 0  

100 -  x 2

lo  q u e  s e rá  c ie r to  si e l n u m e ra d o r  e s  igu a l a  c e ro , e s  d ec ir :

s i 100 -  2.v 2 =  0

-  *  * 100 - A *
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B a s ta  r e s o lv e r  la  e c u a c ió n  p a ra  o b t e n e r  lo s  v a lo r e s  c r ít ic o s  
d e  x,  e s to  es :

2 x 3 =  100 

= 5 0  

x =  ±  50

S i c o n s id e ra m o s  x =  50 p o rq u e  la  lo n g itu d  d e l  lu do  n e c e s a ­
r ia m e n te  d e b e  s e r  p os itiva .

E n s e g u id a , p o r  e l p ro c e d im ie n to  e s tu d ia d o  e n  e l a r t ic u lo  6 .1 , 
p ro c e d e m o s  a  d e te rm in a r  s i s e  tra ta  d e  u n  m á x im o  o  d e  u n  m ín im o . 

D e  e s t a  m a n e ra :

P a ra  v =  48

,L\ 100 -  96
, c  =  va lo r positivo

dx 106 -  48

P a ra  x -  52

dA 100 -  104
=  = va lo r negativo

dx 100 -  52 ^

P o r  c o n s ig u ie n te ,  p a r a  x = 50 , la  fu n c ió n  t ie n e  u n  v a lo r  
m á x im o

E n  c o n s e c u e n c ia :

* =  50 m  e s  la  lo n g itu d  d e l la d o  AH 

B C  =  100 -  (  50 f  =  100 -  50 =  50

S e  t r a ta  d e  u n  c u a d ra d o , c u y a  á r e a  es : 

A =  AH  x  HC  =  V50" f t i )  =  50 m :
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R e p r e s e n ta c ió n  g r á f ic a  d e  la  fu n c ió n  A =  x 100 -  x 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

0 9 . 9 1 9 .6 2 8  .6 3 6 . 6 4 3 4 8 4 1  . 7 4 8 3 9 . 6 0

S e  p u e d e  o b s e rv a r  q u e  c u a n d o  x =  50 =  7.07 

A =  50 m : p re s e n ta  s u  v a lo r  m á x im o .
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e je m p lo  3

H a lla r  la s  d im e n s io n e s  d e  u n a  c a ja  s in  ta p a  d e  108 cm *  d e  v o lu m en , 
q u e  t ie n e  la  fo rm a  d e  u n  p r is m a  re c to  d e  b a se  c u a d ra d a , p a ra  q u e  en 
su  c o n s tru c c ió n  se  e m p le e  la  m e n o r  c a n t id a d  p o s ib le  d e  m a te r ia l.

C o n s id e ra n d o  la  f ig u ra , s e  tien e

108
•y

S i x  =  lado d e  la  b a se  y  v = 108

la  a ltu ra  sera

E n to n c e s  e l á re a  r e q u e r id a  es

A =  x '  +  4.r

2 432
A  =  x  +

108

- í

A =  x 2 +  432 x  1 d o n d e  x d e b e  se r  ta l q u e  A  s e a  u n  m ín im o
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D e r iv a n d o  'a  fu n c ió n  ten em o s :

^  =  2x -  432 x~2
dx

d A  ,  432
=  2 .<  -  

dx x

dA _ 2 x *  -  432 

dx '  x :

Ig u a la n d o  a  c e r o  la  d e r iv a d a , resu lta :

x ’

lo  q u e  e s  c ie r to  si 2 x ' -  432 = 0 , e s  decir:

2 x 3 =  432

.v’  =  216 

r  =  216

.v =  6

P o r  e l p r o c e d im ie n to  e s tu d ia d o  e n  e l  a r t ic u lo  6 .1 , d e t e r m i­
n a m o s  s i s e  tra ta  d e  u n  m áx im o .

A s i, c o n s id e r a m o s :

P a ra  x =  5

dA 

dx

Para  x  -  7

dA 

dx

2 (5 ) ’  - 4 3 2
^  =  v a l o r  n e g a t i v o

2 (7 ) ‘  -  432
=  v a l o r  p o s i t i v o
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P o r  c o n s ig u ien te , p a ra  t  = 6  la  fu n c ió n  tien e  u n  v a lo r  m in i-  
m o . P o r  ta n to , e l la d o  d e  la  b a s e  m id e  6  cm .

108
La  a ltu ra  h =  ■  3 cm . S u  á r e a  s e rá  A  =  36 +  24 x  3

36

A = 108 cm 2

432
R e p re s e n ta c ió n  g rá fic a  d e  la  fu n c ió n  A  -  x "  *  ^

I
--------------

I > *

------
4

—

5 6 7 8 •» 10

A 4 3 3 2 2 0 1 5 * 1 24 I I ! IO S I I I 118 I N 1 4 *

La fu n c ió n  t ie n e  u n  m ín im o  e n  e l p u n to  T.



M áx im os  y  m ín im o s .................................................. J 3 J

m p lo  4

D e m o s tra r  q u e  s i s e  q u ie r e  c o n s t r u ir  u n  b o te  d e  h o ja la ta  c e r r a ­
d o , en  fo rm a  d e  c il in d ro  c ir c u la r  rec to  d e  u n  litro  d e  c a p a c id a d  y  

ta r  la  m e n o r  c a n t id a d  p o s ib le  d e  h o ja la ta , s e  r e q u ie r e  q u e  la  
r a  s ea  ig u a l a l d iá m e tr o  d e  la  b a se .E ;

C o n s id e r a n d o  la  f ig u ra ,  ten em o s :

r  =  r a d i o  d e  la  h a s e  

h = a ltu ra

E l á r e a  to ta l d e l  c i l in d ro  será

A =  2 jir: +  2 mh ( 1)

C o m o  la  c a p a c id a d  d e l  b o te  e s  de 

u n  litro , p o r  c o n s ig u ie n te  su  v o lu m e n  
e q u iv a le  a  u n  d e c im e tr o  cú b ico .

E n to n c e s , s i V =  nr'h 

nr-'/i =  I 

1h =
Kr

12)

S u s t itu y e n d o  (2 )  e n  ( 1)  p a ra  ten e r  A =  f { r )  re su lta

A =  2 7i/-

A =  2 nr2 +  2 
r



o  sea , q u e  si

A =  2 nr2 + 2r~y

d e r iv a n d o  s e  t ie n e :

4 nr -  2 r ' 3 

2
Anr  -

A n r '  -  2
2

r

ig u a la n d o  a  c e r o  la  d e r iv a d a  re su lta :

1 3 2 ............................ In ic ia c ión  a l cáJcjxto d ife ren c ia l e  in t«^ ra l

lo  q u e  o c u r re  si

4 nr * - 2 = 0  

e s  d ec ir , s i 4 rtr' = 2

r  =
4 R

r =  s,' 
\2n

E m p le a m o s  e l m é to d o  d e  la  s e g u n d a  d e r iv a d a , e s tu d ia d o  e n  el 
a r t icu lo  6 .2 . p a ra  d e te rm in a r  si se  tra ta  d e  u n  m á x im o  o  d e  un m ín im o.

,iA

dx

<IA

dr

iiA

dr
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P a ra  e l lo  c o n v ie n e  o b te n e r  la  s e g u n d a  d e r iv a d a  d e

dA

E s  d ec ir .

dr
= 4  ñt -  2r~~

=  4 n  +  4 r - ’ 

4

J : A 

dr2

d 2 A

d r ? r '

d 2A  4 JO-' + 4

d r 2 ~  r y

=  471

S u s t itu y e n d o  r = 1

2 n

d'~A

d r :

271

2n

+ 4

_  2 Jt

2n

2 + 4

2 71

= (positivo)

Por consigu ien te, para r =  ‘  la  función  presen ta  un v a lo r  m ín im o .
< *- Jt

P a ra  o b te n e r  e l  v a lo r  d e  la  a ltu ra  h. s u s t itu im o s  r =  ' en
Y 2 71

(2 ). y  ten em o s :
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4
C o m p a ra n d o  e s te  v a lo r  h =  » c o n  e l d iá m e tro  2 r  resu lta :

L u eg o , h = 2r, lo  q u e  s ig n if ic a  q u e  la  a ltu ra  e s  igu a l a l  d iá m e ­
tro . ju s ta m e n te  lo  q u e  s e  q u e n a  d em o s tra r .

P o d em o s  c o m p ro b a r  q u e  e l b o te  c il in d r ic o  c o n  e s ta s  d im e n s io ­
n es  t ie n e  u n a  c a p a c id a d  d e  u n  litro , a p lic a n d o  la  fó rm u la  d e l v o lu ­
m e n  d e  u n  c ilin d ro . E s  d ec ir .

2r  -

4

V =  ru h
S u s t itu y e n d o :

V  ■  n  J R '
4  

4  R

4  n  

4  r

C o n  lo s  d a to s  o b te n id o s ,  ta m b ié n  p o d em o s  c a lc u la r  el a rc a  t o ­
ta l. a p lic a n d o  la  fó rm u la  ( I ) ,  d e  la  m a n e ra  s ig u ien te :



2  71*

A =  J 2 it +  ’  16 n 

2n  + 2-* 2 71 

«4 =  3 ’  271

M áxim os y  m ín im o s .................................................. 1 3 5

R e p re s e n ta c ió n  g rá fic a  d e  la  fu n c ió n  A =  A r : + ^ 

:t r '  +  2
> s e a  /* =

r

P a ra  it =  3.14

r  .<1

0

0 .1  2 0 .2 5

0 . 2  1 0 . 1 2

1 5 .1 4

2  13  5 6

3  2 8 .9 2

4 50.74

La fu n c ió n  p re s e n ta  u n  v a lo r  m ín im o  p a ra  r  =
v 2 7t



S i h a c e m o s  lo s  c á lc u lo s  a r i tm é t ic o s  r e s p e c t iv o s  p a r a  o b t e ­
n e r  lo s  v a lo re s  d e  r  y  A  re su lta :

r  -  '  ' -  )  1 = 0.542 din
2  K  2  K

E n to n c e s , diámetro =  2r =  1.084 din 

4  = 1.854 d m *

ejercicio IX

A . H allar los va lo res  m áx im os y  m ín im os d e  las funciones q u e  siguen.

1. y  a  - 3  a 4 +  6 . t ? -  I

2 . y  = *  -  2x'‘  + 3.» +  I

3 .  y  =» ( a  - I ) 2 +  ( a  - f  | ) >

4 .  y  =  ( a  -  I ) j  ( a  t  l )

B  R e s o lv e r  lo s  p ro b lem a s  s ig u ien te s :

1. D e te rm in a r  la  a ltu ra  d e  u n  p a ra le le p íp e d o  r e c tá n g u lo  d e  base  
c u a d ra d a , ta l. q u e  a l in s c r ib ir lo  e n  u n a  e s fe ra  d e  r a d io  r  
te n g a  u n  v o lu m e n  m á x im o .

1 3 6 ..........................jn lc ia c ió n  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

2 . Probar q u e  e l terreno rectangu lar de m ayo r área  cjue es  pos i­
ble cerca r con  u n a  va lla  d e  100  m ( resu lta  se r  un cuadrado.
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3 . H a lla r  e l v o lu m e n  d e l m a y o r  c o n o  c ircu la r  rec to  q u e  pu ede  
e n g e n d ra rs e  p o r  u n  tr iá n g u lo  r e c tá n g u lo  c u y a  h ip o ten u sa  

m id e  2 0  cm , a l g ira r  a lred ed o r  d e  u n o  d e  su s  ca tetos .

4 . ¿ Q u é  d im e n s io n e s  d e b e  ten e r  u n  b o te  e n  fo rm a  d e  c ilin d ro  
c ir c u la r  r e c to , s in  ta p a , d e  u n  d e c ím e tro  c ú b ic o  d e  v o lu m e n  
p a ra  q u e  e n  su  c o n s tru c c ió n  se  u t il ic e  la  m e n o r  c a n t id a d  

p o s ib le  d e  h o ja la ta ?

5. E n c o n tra r  la  a ltu ra  d e l c il in d ro  c ir c u la r  r e c to  d e  m a y o r  v o ­
lu m e n  q u e  p u e d e  in s c r ib irs e  e n  u n a  e s fe ra  d e  u n  m e tro  de 

rad io .

Sugerencia. I lu s tra r  c o n  u n a  fig u ra  c o m o  la  s igu ien te :

a  =  ra d io  d e  la  e s fe ra  

h  = a ltu ra  d e l c il in d ro  

x  =  ra d io  d e  la  base

6 . S i te n e m o s  u n a  c u e rd a  d e  3 0  m  d e  la rg o , e x te n d id a  d e  m od o  
q u e  fo rm e  u n  tr iá n g u lo  is ó s c e le s  m e d ia n te  la  a p lic a c ió n  d e  
3 fu e r z a s  e n  los v é r t ic e s  p a ra  m a n te n e r  te n s o s  s u s  tr e s  la ­
d o s , ¿ e n  q u é  c a s o  el á re a  lim ita d a  s e rá  m á x im a ?

7. D e b e  p o n e r s e  u n a  v a l la  p a ra  c e r c a r  u n  te r r e n o  r e c ta n ­
g u la r  d e  10800  m J d e  s u p e r fic ie .  U n o  d e  lo s  la d o s  m a y o ­
r e s  c o l in d a  c o n  u n  r io , d e  s u e r te  q u e  só lo  h a y  q u e  b a rd e a r  
t r e s  la d o s .  ¿ C ó m o  d e b e n  e s c o g e r s e  la s  d im e n s io n e s  d e l 
te r r e n o  p a ra  q u e  la  lo n g itu d  d e  la  v a l la  s ea  m in im a ?
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8 . C o n  1728  c m J d e  c a r tó n  d e b e  con s tru irse  u n a  c a ja  en  fo r­
m a  d e  u n  p a ra le lep íp ed o  rec tán gu lo  d e  b a se  cu a d ra d a  y  sin 
la p a . H a c ien d o  ca so  o m is o  d e l e sp eso r  de l m a teria l y  su po­
n ie n d o  q u e  n o  h a y  d e s p e r d ic io  d e  é s te ,  ¿ c u á le s  s o n  las 
d im en s io n es  d e  la  m a y o r  c a ja  q u e  p u e d e  con s tru irse?

9. S i tre s  la d o s  d e  u n  te r r e n o  e n  fo rm a  d e  t ra p e c io  m id en  cada  
u n o  10 m . ¿ c u á n to  d e b e rá  m e d ir  e l c u a r to  la d o  p a ra  q u e  el 
á re a  s e a  m á x im a ?

10 . S i la  re s is te n c ia  d e  u n a  v ig a  d e  s e c c ió n  t r a n s v e rs a l rec tan  
g u ia r  es  d ir e c ta m e n te  p ro p o rc io n a l a  la  a n c h u ra  y  a l c u a ­
d ra d o  d e  la  p ro fu n d id a d , ¿ c u á le s  d e b e rá n  se r  la s  d im e n s io ­
n es  d e  la  v ig a  d e  m a y o r  r e s is ten c ia  q u e  p u ed a  a s e r ra rs e  de 
u n  tro n c o  c i l in d r ic o  d e  4 8  c m  d e  d iá m e tro ?

1 1. H a lla r  la  a ltu ra  d e l m a y o r  c o n o  d e  b a s e  c ir c u la r  q u e  p u e ­
d e  in s c r ib ir s e  e n  u n a  e s fe ra  d e  15 c m  d e  rad io .

S u g e re n c ia :

A p lic a r  la  p ro p ied a d

x  = ra d io  d e l c o n o

E n  A A f í l )

h -  a ltu ra  d e l c o n o

a =  ra d io  d e  la  e s fe ra

o

x  * =  R C  x  l i l )

12 . H a l la r  la s  d im e n s io n e s  d e l  t r iá n g u lo  r e c tá n g u lo  d e  á rea  
m a x im a  c u y a  h ip o te n u s a  s e a  h.
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Capítulo VII
D erivadas de las Punciones trascendentes

7.1. Valor natu ra l de  un  ángu lo

E s  c o n v e n irn tc  r e c o rd a r  q u e  e l v a lo r  n a tu r a l  o  v a lo r  c i r c u la r  d e  u n  

á n g u lo  e s  a q u e l rn  q u e  se  to m a  c o m o  u n id a d  el á n g u lo  c u y a  m ed id a  
e s  e l a r c o  d e  lo n g itu d  igu a l a l  rad io .

I A s i, p a ru  e l á n g u lo  a  d e  la  f ig u ra , te n e m o s  q u e  la  lo n g itu d  de l
r\

a r c o  AH  d iv id id a  en tre  la  lo n g itu d  d e l ra d io  OA  d a  u n a  ra zó n  con s -

E s  dec ir :

n

u =  v a lo r  n a tu ra l
OA

d e l  á n g u lo

1 3 9



r\ __
S i AH  = OA  m e d id o s  e n  s u  lo n g itu d , se  t ien e  e l á n g u lo  u n id ad  

lla m a d o  ta m b ié n  ra d iá n  
D e  e s ta  m a n era :

Pa ra  e l á n g u lo  d e  u n a  vu e lta  (3 6 0 ’ )

2 B/
a  =  ■  2 - it =  6.28 ... radianesr

P a ra  e l á n g u lo  d e  m e d ia  vu e lta  (1 8 0 ")

J 4 0 ............................ In ic ia c ión  «1 r á lm lo  d ile rrn cm ! e  m tcRrnl

2 x  6 .28 
a  =  —  -  —- —  =  3.14 ... radianes

P a ra  e l á n g u lo  d e  c u a r to  d e  vu e lta  (90 ")

2n n 3.14
a  -  , ■  ,  -  ,  =  radianes

4 2 2

P a ra  e l á n g u lo  d e  u n  g ra d o  ( 1°)

°  =  M O  = 180 =  n »  ’  0  0174 • m d m n es

P o d e m o s  c o n c lu ir  q u e  p a ra  c o n v e r t ir  a  ra d ia n e s  u n  a rc o  exp re -

180
sa d o  en  g ra d o s , b a s ta  m u lt ip lic a r  —jjr  p o r  e l n ú m e ro  d e  g ra d os .

e je m p lo s

E x p re s a r  e n  ra d ia n es  u n  á n g u lo  d e  72°.

n 7^ x  3 14 
a  =  72 x  =  J  = 1.256 rad.anes 

180 180



7.2. L ím ites Im portantes

P ara  es tab lece r  la s  fó rm u la s  d e  la s  d e r iva d a s  d e  la s  fu n c ion es  tra s ­

cen den tes , e s  n ecesa r io  c o n s id e ra r  p r im ero  d o s  im p o rta n tes  lim ites.

D erivadas  d e  las  fu n c io n es  tr a s c e n d e n te s ..........................14  j

P r im e r  c a s o lím
sen a 

a

a  ->  0

P o d r ia m o s  s u p o n e r  q u e  se  t r a ta  d e  u n a  in d e te rm in a c ió n , p o r ­
q u e  si a  t ie n d e  a  c e r o .s e n  a  ta m b ié n  t ie n d e  a c e ro . S in  em b a rg o , 
t ra za n d o  la  f ig u ra  q u e  s igu e , ten em os :

S i BQ  _L OA  y  AT  1  OA

En  va lo re s  n a tu ra les  se  tiene:

  r\ __
QB < A B < A T

D iv id ie n d o  lo s  m ie m b ro s  d e  la  d e s ig u a ld a d  a n te r io r  e n tr e  un 

n ú m e ro  p o s it iv o  OA  , re su lta :

  n  __
QB_ <  A B  < A ]_  

OA OA OA
( 1)

P e ro ,

QB _  QB  

OA OB
=  sen a.

n
/\D

OA
=  a .

AT

OA
=  tg a

S u s t itu y e n d o  e n  ( 1), s e  t ien e :

sen a  <  a  <  tg <x
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D iv id ie n d o  lo s  m ie m b ro s  d e  e s ta  d e s ig u a ld a d  e n tr e  ten  a . se  

o b t ie n e :

sen a  a  te a
 <  <  — —
sen a  sen a  sen a

o  sea :

sen a  

sen a  sen a

q u e  s e  t r a n s fo rm a  en :

sen u  eos a

T o m a n d o  re c íp ro c o s  s e  c o n v ie r t e  en :

sen a
I > --------- >  eos a

o

S i to m a m o s  l im ite s  c u a n d o  a  t ie n d e  a c e ro , c o m o  c o t  a  t ie n ­
d e  a  u n o . e l l im ite  b u s c a d o  será :

sen a  
Km =  I

«

a  - *  0

p o rq u e  e s tá  c o m p re n d id o  e n tr e  1 y  u n a  c a n t id a d  q u e  t ie n d e  a  1.
I-o q u e  p o d e m o s  c o m p ro b a r  fá c ilm e n te , o b s e rv a n d o  la  ta b la  s i­

g u ie n te , q u e  e la b o ra m o s  c o n  la  a y u d a  d e  la  ta b la  d e  v a lo re s  n a tu ra ­
le s  y  e x p re s a n d o  lo s  á n g u lo s  d a d o s  e n  rad ian es .

Ángulo a sen a

valor crx grados valor natural j

10° 0.174 0.1736

5* 0.087 0.0872

3*__________ 0.0522 0.0523

2 * 0.0348 0 10349_



D erivados  d e  la s  fu n c ion es  Trascendentes

E n  la  ta b la  se  v e  q u e  lo s  c o c ien te s  SLn (z -> | a  m ed id a  q u e  x
a

E s  d ec ir :

sen  o  0 .3 4 8

a  0 .3 4 9  

a  —* 0

C jc m p lo s

O b te n e r  e l l im ite  d e  la s  fu n c io n e s  e n  c a d a  c a s o , s i .» - »  0.

sen  x
a) / (O  =  x

i scn x  . l ím  =  I
.r

|ím sen x -  =  j p o rq u e  s i x  0 , x 2 - »  0 
x*

x  - >  0 

sen  5  x
c , / (•< »=  5 ¡

„  s e  n 5 x  ,
lím ----------  =  I

5 x p o rq u e  si x  ->  0 , 5 x  ->  0
x 0

. 1 4 3  

-> 0 .



1 4 4 In ic iac ión  al « t i r u lo  d ife ren c ia l r  in tegra l

, ,  . sen 2 x
d ) / < * > -  „

sen 2 .» 2 >cn 2x 2 sen 2 .» 2 . . 2
" m  5 x  =  " m 2 * 5 x  =  5 2 x  =  5 ( l  > *  5

X - *  0  x  —» 0  X  - *  0

e)
x

lím -  lím  *  * “  * ’  =  (lím  x ) f l ím  * ’  )  =  (O XO  =  0
i  *  i

x —* 0 x  - »  0  * - * 0

ejercicio X

H a lla r  e l l im ite  d e  c a d a  u n a  d e  la s  s ig u ie n te s  fu n c io n es , s i x - »  0 .

, sen 2x ,  c  \ scn1 . / ( x )  =  6 . / ( . * ) =  a y b  son
2 1 D< c o n s ta n te s

2 . 7. A x ) - ” /

sen ic«
,x v sen ax 8 . f ( x )  =

3 . / ( x )  =  ^  . a  = constante ( y x

4 . / < x ) = “ " 3 '  l '« -
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S e g u n d o  c a s o  lím

DI —* oo

p a re n te m e n te  e l l im ite  e s  1, p o rq u e  s i m —»  <*>, ^  - »  ü , e n to n ­

as te n e m o s  1 + 0  = 1, lo  q u e  e le v a d o  a  cu a lq u ie r  p o ten c ia  s e r ia  1.
M as, s i h acem os u n a  sen c illa  tabu lación  com o  la  q u e  s igu e , nos 

n con tram os q u e  lo  e x p resa d o  e n  e l pá rra fo  a n te r io r  e s  incorrecto .

ni

m I 2.25
64

27
=  2.37

625

256
=  2.44

E n  la  ta b la  p u e d e  o b s e rv a rs e  q u e  c u a n d o  m  c r e c e  in d e fin id a -  
ten te  y  c o n  la  ra p id e z  q u e  s e  q u ie ra ,  la  p o te n c ia  d e l b in o m io  c re c e  
jm b ié n , p e ro  c a d a  v e z  m á s  le n ta m e n te , lo  q u e  n o s  in d ic a  q u e  hay 
n  lim ite  p a ra  la  p o ten c ia .

D e s a r r o l la n d o  e l  b in o m io ,  te n e m o s :

1 m (m  — I ) 
+  m  +

m 2 (: +

m (m -  1)  (m  -  2  )  j

3 ’

1
m f .....

1
. . .  +

m

A m p lif ic a n d o  r e s u lta :
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i V'  , 1 1 1, 1 \ 1 í. 1 'lí, 2 \= 1 + . + , 1 1 ~ 1 ~
-  ] 1 2 1 m m II -  J

Cí 0 )

q u e  c o m p a ra d a  c o n  la  s e r ie  e . e s  d e c ir ,  con :

I 2 ! 3 (
+•.... i ....... ( - )

se  o b s e rva  q u e  c a d a  te rm in o  d e  la  s e r ie  e  e s  m a y o r  q u e  su  c o r re s ­
p o n d ie n te  d e  la  s e r ie  ( 1); v e a m o s  p o r  e jem p lo :

1 1 I , 1
2 ! > 2 I m

m3 ! 3 r
I - m

y  usi c o n  lo s  té rm in o s  q u e  s igu en .

L u eg o , p o r  g r a n d e  q u e  s e a  m . s ie m p re  s e rá  m e n o r  q u e  el n ú m e ­
r o  e, s u m a  d e  lo s  té rm in o s  d e  la  l la m a d a  s e r ie  e . e s  d e c ir  q u e  

e = 2.718 ...
P o r  ta n to , se  c o n c lu y e :

lím  1 +
I

ni -*

p o rq u e  si e l s e g u n d o  té rm in o  d e l b in o m io  t ie n d e  a c e ro , e s  d e c ir  

m - »  0 , e n to n c e s  e l e x p o n e n te  d e l  b in o m io  t ie n d e  a  »  , e s  d e c ir  

1
m

» .  p o r  lo  q u e  s e  t ie n e  la  m is m a  s itu a c ió n  a n te r io r .
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am p io s

u ten cr e l l im ite  d e  la s  fu n c io n e s  e n  c a d a  ca so :

a )

x —* 00

lím  | 1 +  —  1 = r
y,

b l / ( x )  =  (1 +  * ) .

•t ->  0

lím (l + x ) ,  =  e

X - ¥  0

p o rq u e  si .t - *  0 , x -> 00

C) / ( * )  = ( 1 + 2 .0 . 

x > 0

f 1 \ r i f
, 2 ) =  lím (1 +  2 x ) u \

x —> 0

d ) /(.0 - 0 + * )  

r —> 0

lím (l +  *).*« =  lím
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ci fU)m (' * L)
t  - ♦  o  

l ímím ( ' ’ s l )  = "m (' + stJ

ejercicio XI

H a lla r  e l l im ite  d e  la s  fu n c io n e s  e n  c a d a  ca so :

1. / (• * ) = 

.t — »  OO

6 . / (.v ) =

X - »  0

2 . / ( • > )= '

7.

x - > 0
X - »  0

/  , i

3. / < * )  = (1 ♦  3 * h
8 . / ( 0 - |

X -- *  0 x ■- »  OO

4 . / ( .* )  = (1 ♦  a v  ) .  , 9. / ( * )  = K í
.t - *  0 

a  y  b  s o n  c o n s ta n te s ■t ■

V )  

-* <•>

5. f ( x )  =

X

(l +  x : ) ‘ 

- »  0

10 . / ( * ) =
' ♦ f l5.r

x  - *



D eriva d a s  d e  las  fu n c io n es  trascen den tes

7.3. D e r iv a d o s  de  la s  func iones tr igonom étr ica s

A .  F u n c i o n e s  t r i g o n o m é t r i c o s  d i r e c t o s

1.  D e r i v a d o  d e l  s e n o

A p lic a n d o  la  r e la c ió n  t r ig o n o m é tr ic a  q u e  e s ta b le c e

sen A  -  sen li =  2 eos * {A +  H )sen  ' [A  -  f í )  

r e s u lt a

Ay =  2 eos \ (p  + Ap + p )sen  \ (p  +  A|i -  p )  

e s  d e c ir ,

Ay =  2 eos f p + * Ap  |sen 1 Ap

lu e g o , m u lt ip lic a n d o  n u m e ra d o r  y  d e n o m in a d o r  p o r  

s e  o b t ie n e ,

S ie n d o  y  =  sen p d o n d e  p  =  f ( x )

P o r  la  r e g la  g e n e ra l,  se  tien e :

I. y  + Ay =  sen (p +  A p )

II. Ay =  sen (p + A p ) -  sen p

sen Ap 

A t
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IV. lím  ^  =  lím eos |p + * Ap  j sen \ Ap 
lím | -

2 ^

\u lím  . 
A »

A »  - »  «

p ero

lím  eos í p  + j  Ap  | = eos p ( 1 )

A r -> 0 

p o rq u e  s i ¿Ir - *  0 , Ap  -♦  0 

I
sen -  A p  

lím j 2 = 1  (2 )

A *  - *  0  

p o r  lo  v is to  e n  e l a r t ic u lo  7 .2

lim  —  = —  (3 ) p o r  d e f in ic ió n  d e  d e r iv a d a .
A r  dx

A r 0

E n to n c e s , s u s t itu y e n d o  ( 1), (2 ) y  (3 ) en  IV , re su lta :

d i
-  eos p —

dx K di

q u e  ta m b ié n  p o d e m o s  e s c r ib ir  a s i:

~ r ~  ( scn J ») =  e o s  p ^ i  
dx   dx

2. D e r i v a d o  d e l  c o s e n o

S ie n d o  >’ =  eos p d o n d e  p = f ( x ) .
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c o m o  eos p  =  sen | -  p p o rq u e  e l c o s e n o  d e  u n  á n g u lo  e s

ig u a l a l  s e n o  d e  s u  c o m p le m e n to ,  s e  t ien e :

d d
eos p  =  sen 

dx dx (H
e s  d e c ir ,  

í/v 71  ]  d  (  K

*  = c o s I 2 - M U  2 - * 1

dy ( Jt

p ero

lu eg o

dy
dx

eos

=  -eos

)i
(H í

(H-  p  =  sen p

dy du
- f -  =  -  sen p - f -  
dx dx

q u e  ta m b ié n  p o d e m o s  e s c r ib ir :

~T~ (cos M >= - « n  1* 7 -  
dx dx

D e r iv a d o  d e  lo  t a n g e n t e

S ie n d o  >• =  ig p  d o n d e  p  =  f { x  

sen p
co m o  (g  p  =

eos p

la  fu n c ió n  se  tra n s fo rm a  en

y =
sen p

eos p
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A p lic a n d o  la  fó rm u la

da dv

i  r m . v *  " " a
dx {  V  

r e s u lta :

d d
. eos p  sen u -  sen u eos p 

dy _  p  dx dx
dx eos '  n

, (eos p eos ( i  +  sen p sen p )
«y  _  dx
dx eos p

Jy (e o s 1 H +  sen !  „ ) J  

eos : p

P o r  la  r e la c ió n  t r ig o n o m é tr ic a  q u e  e s ta b le c e :

eos ’ A  + sen *' A =  1 , s e  tien e

dy _  1 <íp

dx eos • p  dx

e s  d e c ir

dv 7 d  p

3 T  = sec

o  sea

</ > dp
—  tg p =  scc p
rf» dv

D e r iv o d o  d e  lo  c o t a n g e n t e

S ie n d o  y  =  c tg  p  d o n d e  p =  f ( x )
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eos u
c o m o  ctg u = ------—

sen \i

eos n 

sen p

e n to n c e s

d d
C O S  t i  -  C O !

dx
dx sen 2 [i

, sen ti eos ti -  eos u sen u 
dy _  *  dx K <ix

^  (sen n ( -  sen n ) -  eos n eo s  J i ] ^  

dx sen 2 p

dy =  t* -  cos '  l O j

dx sen * yi

dy V>cn H +  cos 

sen ‘  n

dv 1 dyi

“  sen 2 ji

dv • du
- J -  = -  ese * n  —  
dv dv

o  s ea

d . , du
_ c t g ( .  =  - c s c  M -



In ic ia c ió n  a l  c á l c u l o  d i f e r e n c i a l  c  in t e g r a l

D e r iv o d o  d e  lo  s e c a n t e

S ie n d o  y  =  sec p  d o n d e  p = f ( x )  

1
c o m o  sec u =

eos p

la  fu n c ió n  se  tra n s fo rm a  en

I

eos (i

A p lic a n d o  la  fó rm u la  c o r r e s p o n d ie n te :

, re su lta

d u  d v

d f ̂  1 =  V dx  M dx 
I v J "dx

dy
dx

dy

d\

dx

eos p  ^  ( l )  -  ( 1) ^  (eos n ) 

eos * p

-  ( -  sen p )

eos p

dp

dx

sen p  d p

dx eos p  eos p dx

e s  d e c ir

dy . du
- -  =  tg p  sec p  —  
dx dx

o  sea
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..............
6 . D e r iv a d o  d e  lo  c o s e c a n te

S ien d o  y  =  esc ^ d o n d e  n  =  f { x

1
c o m o  esc jt =

sen n

v =
I

sen

e n to n c e s

du
. -  eos u

<*y = dx
dx sen : n

dy _  eos j i  d\x 

dx sen ji  sen [i dx

es  d e c ir

dx . </u
- j -  =  -c tg  n esc m —  
dx dx

o  sea

y -  (esc n ) =  - c tg  m esc \i ^  
ax <lx

Fo rm u la r io

á  (s en  m ) -  e o s  [ i
dx dx

I I . d  (eos v )  =  -  sen \i </M
dx dx

1 5 5

III. *  ( «  W) =  * *  1 »  7  
dx dx
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IV . 7 - f c lg  M )=  - e s e '  P 7  
dx di

V . f  (scc p )  =  Ig n sec n  ^  
r/x dx

V I .  (esc p )  =  - c ig  11 ese p  4 ^  
dt dx

e j e m p l o s

O b te n e r  la  d e r iv a d a  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

1. y »  3 eos 5 x

A p lic a n d o  la  fó rm u la  d  ( r v )  =  c  ^  ,
dx dx

s e  t ie n e :

dy d
= 3 eos 

dx dx

P o r  la  fó rm u la  II re su lta :

= 3 ( -  sen 5 .* ) d (5 .x ) 
dx dx

L u eg o

dy
dx

dy
dx

= 3 ( -  sen 5 .x ) 5

=  -1 5  sen 5 »
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2 . v =
sen ax

A p lic a n d o  la  fó rm u la

r/p

dxd  ( ^ 1 =  dx 
dx U  I c

r e s u lta :

dy
dx

dx
isen ax

e s  d e c ir :

, 2 sen ax (sen av )
dy _  dx
dx 2

dy_

dx
=  sen av eos av

3. v =
sen x

ig .v

A p lic a n d o  la  fó rm u la

r e s u lta :

d  u </v
. <  »  V  -  u

d dx ^  dx
d x  1 v

dy_
dx

d I \ di g x  ( se n  .v)  -  se n  v i g  x
 ds-------------------------- ds--------

tg* x

dy _  Ig x eos .t -  sen x sec ‘ x 

dx tg * x
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E s c r ib ie n d o  la  ta n g e n te  y  la  s e c a n te  en  fu n c ió n  d e l s en o  
y  e l c o s e n o  s e  t ien e :

sec x I
.  eos x -  sen x

ay eos .r eos X
d\ sen x 

eos : x

M ultip licando n u m erad o r y  d en om in ad or p o r  eos 7 x , resu lta: 

dy sen x eos *’ x -  sen x
dx sen x

dy sen x (eos 2 x -  I ) 

sen 7 *

p e ro  c o m o  eos 2 x +  sen '  x =  I y  eos ? x -  I = 

s e  o b t ie n e :

dy_ _ sen x ( -  sen : x )  
dx sen : x

-  sen ’  x.

dyr_ 

dx
-  sen x

4 . feos 2x

d[i

A p lic a n d o  la  fó rm u la  —  { jy i )  = 

s e  t ie n e :



D e r i v a d a s  d e  la s  f u n c i o n e s  t r a s c e n d e n t e s

dy
-  sen 2 x (2 x )

dx 2 Veos 2x

dy_ = - 2  sen 2 .»

dx 2 Veos 2\

dy sen 2 r

dx Veos 2 .x

1 5 9

jercicio X II

la l la r  la  d e r iv a d a  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :
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B.  F u n c i o n e s  t r i g o n o m é t r i c o s  i n v e r s o s  

G e n e r o l i d o d e s

C o n s id e r e m o s  q u e  

s i y  = are sen p 

p o r  lo  la n ío

(1 =  sen y

a r e  sen p  rep resen ta  e l á n gu lo  cu y o  sen o  es  f l ,  d o n d e  P  e s tá  expre  

s a d o  e n  rad ian es .
A n á lo g a m en te :

y =  are eos p p o r lo ta n to p =  eos y

y = are «g  M p o r lo ta n to p  =  tg y

y = are ctg p por lo ta n to p =  etg y

y =  are set p por lo ta n to p =  sce y

V =  are CSC p por lo ta n to p =  ese y

A m b a s  exp res ion es  d e  la  lis ta  a n te r io r  s o n  equ iva len tes . 
A d em á s  d eb em os  ten e r  en  cu en ta  q u e , p o r  e jem p lo , pa ra  e l caso  

d e l s en o  lo s  á n gu lo s  su p lem en ta n o s  y  lo  q u e  d ifie ren  en  2 n tien en  
e l m ism o  v a lo r  p o r  lo  q u e  a r e  sen (1 co rresp on d e  a  u n  n ú m ero  in fin i­

to  d e  á n gu los . A lg o  s em e ja n te  o cu rre  con  las d e m á s  funciones.
E n  c o n c lu s ió n , e l s ig n o  d e  ln d e r iv a d a  d e p e n d e  d e l  á n g u lo .

1. D e r i v a d o  d e  o r c o  s e n o

S ie n d o  y  =  are sen p  d o n d e  p  =  / (- * ) .  

c o m o  p  =  sen v

d e r iv a n d o  P c o n  r e s p e c to  a  x, s e  tien e :

dil dv
-  e o s  V 

dv d\
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D e s p e ja n d o  ^  , re su lta :

dx cas y

p e ro  cos 2 y  +  sen y  =  1 

e n to n ce s

cos y  =  I -  sen :  y  y  

p o r  lo  q u e  s u s t itu y e n d o  s e  ob tien e :

</p

Í L  =  dx

, l x  ~  J ' - V

o  sea

D e r ív o d o  d e  o rco  co sen o

S ie n d o  y  =  are cos p d o n d e  p  =  f ( x ) ,  

c o m o  p  =  cos y 

d e r iv a n d o , se  tien e :

lu e g o

d U dv
1 =  -  sen v 

dx dx

d\x

<*>' =  _  dx 
dx sen y

sen y  =  p
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p e ro  se n  v  =  I -  c o n  * y  y  c o n  y  -  M 

r e s u lta :

dy
dx

d\i

dx
I

e s  d e c ir ,

D e r i v o d o  d e  o r c o  t o n g e n t c

S ie n d o  y  »  are tp p  d o n d e  p =  f ( x  

c o m o  p  =  tg y 

d e r iv a n d o  s e  t ie n e :

lu e g o

</p 2
—  =  scc * v 
dx dx

d\x

É L  m d x
dx sec ‘  v

p e ro

* e c 1 y  -  i g :  y  =  i ,

e n to n c e s



S u s t i tu y e n d o  r e s u lta :

dx 1 -t n :

d\i
(/v _  dx

163

d\x

D e r iv a d o  d e  o r c o  c o t a n g e n t e

S ie n d o  y  =  are ctg p d o n d e  p =  f ( x ) 

c o m o

p =  Clg y  

d e r iv a n d o  s e  t ie n e :

dx
dy
dx

lu e g o

d\x
'h  =  _  dx

p e ro

esc 2 y -  c lg  ' y  =  1.

e n to n c e s

esc '  v =  1 + ctg * y  y  ctg ) ' =  p 

S u s t i tu y e n d o  r e s u lta :

d\x
¿y_ = dx
dx I + p :
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o  s e a

d\x

( « r e  c tg  p )  =
dx

dx

~ i V

D e r i v a d o  d e  o r c o  s e c a n t e

S ie n d o  y  =  a re  sec p  d o n d e  M =  / ( O  

c o m o

p  =  scc y

d e r i v a n d o ,  s e  t ie n e :

d  p  dv
=  scc y  lg  y 

dx dx

lu e g o

d  p

dy  _  dx 

dx scc y  ig  y

C o m o  sec 2 y  -  t g 2 y  =  1, e n t o n c e s

tg y  =  sec 2 y  -  1 y  sec y  =  p

S u s t i t u y e n d o  r e s u l t a :
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S ie n d o  y  =  a re  e s c  p d o n d e  p  =  f ( x )  

c o m o

p =  ese y

d e r iv a n d o  r e s p e c t o  a  x ,  s e  t ie n e :

í/p dy
—-  »  -  ese  v  c tg  y  —  
t / .t  '  r / .r

p e r o  ese - c t g ‘ y  =  I, e n t o n c e s

ctg y  =  J e s e 7 y  -  I y  esc y  =  p

S u s t i t u y e n d o ,  r e s u l t a :

Form ulario

V I I .  "  (a re  sen p )  
dx

d  p 

dx

I "  P '
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d\l
¿  / x dxV I I I .  (ur«- eos  Li)  =  -  
dx -  M

d»
IX  J  (are  ,S  n )  = d '  ,

d\ I +  p *

d\l

X .  d  (a r e  ctg m ) -  -
d x  I +  p -

d\x

X I-  (a n  sec n )  =  dx

m M : - I

X I I .  d i (a n  e se  i i ) dx

H u: -  1

e j e m p l o s

O b t e n e r  la  d e r iv a d a  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

i . y  =  ore tg  ax n =  «j a  

P o r  la  fó r m u la  IX .  s e  t ie n e :

* *  i + U < : f

dx 2ax
d x  \ +  a  * A



D eriva d a s  d e  los  fu n c ion es  trascen den tes

2 .  y  =  a r e  sen  (.Vv - 4 , * ) .  p  =  3 ,  -  4 r ?

1 6 7

P o r  la  fó rm u la  V II, se  t ien e :

dy

dx

dy

dx

dy

dx

d.x
( 3 , - 4 , * ’ )

-  ( 3 ,  -  4 , "  f

3 -  8 ,

1 -  ^ 9 , 2 -  2 4 , '  +  1 6 , 4 j

3 -  8 ,

1 - 9 x *  +  2 4 , '  -  1 6 , 4

3. y  =  are sec —
X* + I

A p lic a n d o  la  fó rm u la  X I, s e  t ien e :

dy

dx

d  ( x  -  + 1  

dx [  x  2 -  1

, 2 + 1  ( V  + 1  

, 2 - 1  , 2 - 1
-  I



1 6 8 In ic ia c ión  ul cá lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

dy

dx

( r  -  1 ) 2 ^  -  ♦  1 ) 2 *

( ■ ■ - i  y

x ‘ +  l 

X-' - 1

V  -f I 

x2 - 1
-  I

dy

dx

2 .x(.x2 -  \ -  x : -  l )

( « '  - 1 )!

, , t l  ( * ’ ♦ . ) ’ -  ( , *  -  O 1 

' '  - 1 (-; - ■ ) ’

*

dx

4 . x

'  -  ■ ) ’

+ 2 x J + 1 - _xJ

4 . x

<¡y _  f - i f
«Ü x 1 + l

- 1/
4  x

</v

d< 2 * ( r ’  +  l )

dy _  2

dx ~  x ! + I
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4 . v  =  a re  e o s  *  , p  =  *

A p l ic a n d o  la  fó r m u la  V IH , s e  t ie n e :

ü f x  

dy d x  l 2

dx 1 ~\L-

1
dy

dx
\ - X ~

4

I
dy =  _  2

dx  4  -

4

I
Jv _  2

A  "  1 4  -  r !
2

Jv 1

dx 4 -  x '

5 . v  =  a re  sec 3 > x ,  p  =  3.x 

P o r  fó r m u la  X I s e  t ie n e :

d  (3 a-) 
dy =  dx

d x  3.x 9 .v 2 -  1
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dy

dx

d y

dx

3 v 9.x1 -  I

.» 9 .»*  -

€jercicio X I I I

H a lla r  la  d e r iv a d a  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

1. y  ■  are cig

2 . y  =  are sen (x -  I )

3  y  =  are eos 1 1 — —

3 »4 . y  =  are tg —

r *  ♦  I
5. y  = are e le  — -

x -  I

6 . v = are ese 5 .r

7 y  =  are eos —

8 .  v  =  a re  e o s  v *

9 . y  =  are Ig ( r  -  I )

10. v =  are eos (  v -  2 )

11 . y  =  x are i g  2 x

1 2 .  y  =v =  are sen r '

13. y =  are Ig J *

14. y =v =  are ese .r
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k  D e r iv a d o s  de  la s  Punciones logarítm icas 
V exponenc ia le s

n e r a l i d a d e s

ndo a  u n a  c o n s ta n te  y  p =  / ( .v ) ,  es  u n a  fu n c ión  expon en c ia l. 

Si H e s  u n a  fracción, debem os en tender que a u es  la  ra íz positiva.

m p l o s

i
1. a •*. a 2' s o n  fu n c io n e s  e x p o n e n c ia le s .

A d e m á s , s i y  = </“ d o n d e  u =  / (.t )  

g o  p =  log , y  .

S i la  b a se  e s  e, te n d re m o s  lo g a r itm o s  n a tu ra le s  o  n ep e r ia n o s . 

E n to n ces :

S i y  = e "  d o n d e  p  =  f ( x )  p =  In y

D e r i v a d o s  d e  l a s  f u n c i o n e s  l o g a r í t m i c o s

S ien d o  y  =  lo g Jf p  d o n d e  p =  / (a )  

d e r iv a n d o  p o r  la  r e g la  g e n e ra l,  s e  t ien e :

(I) y  +  A v  =  log _ (p + A p )

[II) Ay  =  l o g j p  + A p ) -  lo g „  p

A p lic a n d o  la  fó rm u la  

log .4 -  log R = log ^  ,
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r e s u lta :

Av = lo g 0 

p o r  lo  ta n to  

Av ■  lo g „

p +  Ají

»* J

( I I I )  Ay
A » A»

Ají

P

M u lt ip l ic a n d o  n u m e r a d o r  y  d e n o m in a d o r  p o r A|

o b t ie n e :

Av

Av

log. I +
Ap

»  I Ap
A p

A v

e s  d e c ir

Av

A »

log-
Ap

P

Ap

1*

lu e g o

A v p 

A » ”  Ap
log, I +

Ap

I Ap 

p Av

I Ap

p Av

. se

A p lic a n d o  la  fó rm u la  i] log A  =  log A ' ,  re su lta :
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Ay a h  W  i An

At log- I 1 ' n I n a *

(IV )

Av
lím  ^  =  lím  log

An ^  i An 

n  Av

Av  -> 0

p e ro , p o r  lo  e s tu d ia d o  en  e l a r t íc u lo  7 .2 , se  t ie n e  q u e

An y *
lím  log., 1 +  I =  lo g .  c,

la  e x p re s ió n  (IV ) s e  tra n s fo rm a  en

dy _  lo g u e  d  n 

itx ~  n dx

o  sea

d  l  \ l o g  -  e  d  n  

d r V ° 8 - ^ -  n '  dx

2. S ie n d o  y  = In n  d o n d e  n =  / ( '  )

c o m o  In n =  lo g r n . e n to n ce s

y = iog f n

lu e g o

dy _  log ,  e d  n 

dx n dx

e s  d ec ir

dy _  I d\x 

dx n dx
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p o r  lo  ta n to

,/p

Jy  =  dx
dx p

o  sea

du

te (,I) *■> =  í

B. D c r lv o d o s  d e  los  fu n c ion es  e x p o n e n c io le s

1. S ie n d o  y  =  a v d o n d e  u =  f ( x )

to m a n d o  lo g a r itm o s  n a tu r a le s  s e  t ien e : 

ln y  =  ti In a 

D e r iv a n d o  c o n  r e s p e c to  a x, re su lta :

p o rq u e  ln  a  e s  c o n s ta n te

dv
D e s p e ja n d o  ^  , s e  o b t ie n e

p o r  lo  ta n to

^  I..
dy_ _ 

dx
d\¡
dx

o  s ea
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2 .  S ie n d o  y  =  e “ d o n d e  p  =  / ( a  )

a p l ic a n d o  la  fó rm u la  a n te r io r ,  re su lta :

*  = 1»
dx dx

c o m o  )n e =  1 
lu ego

dx

dx

J p

dx

o  sea

± L * ) m t * Í I L
dx dx

Fo rm u la r io

X 'V

X V .  —  ( í iM)  =  a u In a  '/M
,/i </.v

175

X V ,
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C jc m p lo s

O b te n e r  la  d e r iv a d a  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

1. y  -  log „ i x ,  p =  3.t

d y  lo g .  e  d

<lx 3 *  <lx
(3.

dy _  3 l « g ,  «• 

dx 3 *

dy_ _  lo g ,  *
d x  X

2. y  •  lo g (5 a  ♦ 2 )

dy log <• d
dx ~ 5x  +  2 ' dx

dy_ 5 log e

dx 5 *  *  2

(5x +  2 )

3 . y  = 1 0 21 

dy

dx
=  10

M = 2 *  -  1

In 10 d  (2x  -  I )
d x

dy ■  (2)10 
d x

In 10

y  = e 

dy

\i =  x

d x

dy
dx

-  e

■ e

dx

I

2 *

dy

dx
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5. y  =  =  sen x

dy d  (sen X )
dx dx

4 L  =  ' c o s  ,

dx___________________

ejercicio X IV

H a lla r  la  d e r iv a d a  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

1. y =  ln (x 2 +  a ) 1 1. y =  c ,:

2. y =  n J>s 12. y  =  a 1'

3. y =  b e ' ' " ' 13. y =  </2 * ” 1

4. y =  e 'M'  ‘ 14. y  =  ln(sec x +  tg .t )

5. > =  ln (x '  -  2x +  1) 15. y  =  ln ’ .«

6. y =  \n{x:  -  4x  + 4 ) 10. y =  ln (íu  1 +  />)

7. y =  ln scc 2 x 17. y =  ln (<¿1 2 +  b)~

8. y
2.t

=  log
1 +  x 18.

sen .r 

> = e *

9. y = a  - «  «* • 19. y  =  1 0 " * *

10. y =  log ( r  - 2 * ) 20 . y  = tg c  *



Capítulo VIII
D iferenció les

8.1. G e n e ra l id a d e s

La  d e r iv a d a  d e  v  -  f { x )  es

?  = / < * > =  / - (< ) 
(Zt íi.»

dy
C o m o  h em o s  v is lo  en  e l C a p ítu lo  III. a rticu lo  3 .4 , e l s ím bo lo

dx
n o  s e  d e b e  c o n s id e r a r  u n a  fra c c ió n  o rd in a r ia  e n  la  q u e  d y  e s  el 
n u m e r a d o r  y  d x  e l d e n o m in a d o r ,  s in o  q u e  e n  r ig o r  re p re s e n ta  
u n  l im ite , e s  d ec ir :

Km
A »

A.x

1 7 9



D i f e r e n c ia l e s
1 8 1

E n  con c lu s ión , la  d ife ren c ia l d e  u n a  fu n c ión  es  igu a l a l p rod u c ­
to  d e  su  d e r iva d a  p o r  la  d ife ren c ia l d e  la  v a r ia b le  in d ep en d ien te .

8.3. fó rm u la s  d e  la s  d iferencia les 
de  func iones a lgeb ra ica s

D e a c u e rd o  c o n  lo  e s tu d ia d o  e n  el a r t ic u lo  a n te r io r , r e s u lta  e l fo r ­
m u la r io  s ig u ien te :

I. D ife r e n c ia l d e  u n a  c o n s ta n te  

S i f  (<■) =  o
dx

d ( x ) =  0 I

11. D ife ren c ia l d e  u n a  v a r ia b le  c o n  r e s p e c to  a  sí m ism a

S i ? ( - > ) =  I 
dx

d (x )  =  dx II

III. D ife r e n c ia l d e  u n a  s u m a  d e  fu n c io n es

s í  d  ( „  +  , - » ) =  ( . , ) + ( » ■ )
dx dx dx dx

d(u + v -  u  ) = du +  dv -  dw  111

IV . D ife ren c ia l d e l  p ro d u c to  d e  u n a  c o n s ta n te  p o r  u n a  fu n c ió n

s í  f  (<-.•) = < ■ ( , )
dx dx

d (c v )  =  cdv I V
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V . D ife r e n c ia l d e l p r o d u c to  d e  d o s  fu n c io n es

_ ,  d i  , d v  du
S i (ur ) =  ii +  v

dx dx dx

d (uv )  =  udv + vdu V

In ic iac ión  a l cá lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

V I. D ife r e n c ia l d e l  p ro d u c to  d e  u n  n ú m e ro  f i jo  d e  fu n c io n e s

S i ^ - { v ,  V2 v „  +  +
dx dx dx

-  +  V ?... V .  )
dx

d (v | V ,v 3 ...vB )  =  (v '.v ,. . . v j d v ,  +  ( v t v } . . . v „  ) d v 2 + 

+  .. . +  { v , v 2v i . . . v m _ l ) d v ñ

V il.  D ife r e n c ia l d e  u n a  fu n c ió n  c o n  e x p o n e n te  c o n s ta n te  

S i í

d ( v " )  =  n v " ' d v  V II

C o s o  p a r t ic u la r

(/ ( t “ )  =  rt.X “ "'<¿í V III



D iferen c ia les 1 8 3

IX . D ife r e n c ia l  d e  u n  c o c ie n te  d e  fu n c io n e s

du dv

S i
dx V

vdu -  udv
IX

X . D iferen c ia l d e l co c ien te  d e  u n a  fu n c ión  en tre  u n a  con s tan te

S i
d
dx

du
“  \=  dx
c c

du

X I. D ife ren c ia l d e  la  ra iz  c u a d ra d a  d e  u n a  fu n c ió n

Si dx ( « ) =
I du 

dx

d (  I I )  =  1 du XI
2 ii

C a s o  p a r t ic u la r

d i \ 1 dx
dx * ’X '  "  dx
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e s  d e c ir

d\ * ) -  ^ X II

p o rq u e  dx =  I

8.4. O b tenc ión  de  d ife renc ió le s  
de  func iones a lgeb ra ico s

M e d ia n te  la  a p lic a c ió n  d e  la s  fó rm u la s  a n te r io re s  p o d e m o s  o b te n e r  
la s  d ife re n c ia le s  d e  la s  fu n c io n e s  a lg eb ra ic a s .

e je m p lo s

H a lla r  la  d ife r e n c ia l d e  c a d a  u n a  d e  la s  fu n c io n e s  s igu ien te s :

1. y  =  x 1 - 2 x

P o r  la s  fó rm u la s  I I I .  V II I  y  IV  re s u lta

dy =  (2x  -  2 ) dx

2 .  y  =  a '  -  2  a  -  5

P o r  la s  fó rm u la s  III, V II I ,  IV  y  1 resu lta  

dy =  (3 a 2 - 2  )dx

x

T ra n s fo rm a n d o  la  fu n c ió n  e n  u n  p ro d u c to  te n e m o s

y  =  2 a - '



D i f e r e n c ia l e s

P o r  la s  fó rm u la s  IV  y  V II I  r e s u lta

dx  =  - 2  x  ~2

T r a n s fo r m a n d o  te n e m o s

dy = - \ d x
X '

I
4 . y  =

X

T r a n s fo r m a n d o  te n e m o s

I
>’ =  . 

x  •

o  s ea

i
y =  x 2

P o r  la  fó rm u la  V II I  re su lta

I -i
dy  = -  2  *  2 «¿v

T r a n s fo r m a n d o  te n e m o s

dy =  -  \ x  2 dx

dx =  ~  '  dx
2  x  1
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5. y  =  A x (x  -  2 )

P o r  la  fó rm u la  V  re s u lta  

dy =  4 xd ( r  - 2 ) 4  (x  -  2 )  c/ ( 4 *  ) 

dy =  4 xdx +  ( t  -  2 ) 4 dx 

dy =  4  xdx + 4  xdx -  8 dx 

dy = ( 8 *  -  8 )dx

P o r  la  fó rm u la  IX

<* -  l) r fU  + ! ) - ( * +  1)«í (j» -  I)

(X - I ) ( I ) -  U  * 1 ) 0 ) .

* =  ( . - » ) «

X -  I  -  X —  I

*  =  < / - ! ) «  *

^  2dx 
" ( *  - D :
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7 .  y  =  3  A  -  5

P o r  la  fó rm u la  XI

dy =  d (3 a - 5 )
2  3 a  -  5

*  “  2 - 5 (3 d ' 1

dy =  3<b
2  3 a  -  5

8 . y  =  (<i a  +  /») '  d o n d e  a y  b  son  c o n s ta n te s  

P o r  la  fó rm u la  V II ten em o s

dy =  3 (a «  +  h )1 d(ax + b )

d y  = 3  ( a x  + b  f  ( a d x  )

d y  =  3 a ( a x  +  b  f  d x

9 . y  =  a x  2 + h x  + c  d o n d e  a ,  b  y  c  s o n  c o n s ta n te s

P o r  la  fó rm u la  III ten em o s

d y  =  d ( j a  ; )  +  d ( l > x  )  +  d ( c )

A p lic a n d o  la s  fó rm u la s  c o r r e s p o n d ie n te s  a  c a d a  s u m a n ­

d o  re s u lta

d y  =  ( 2 a x  +  b ) d . x



10 . y =  x +  2
.t

T r a n s fo r m a n d o  te n e m o s

y  =  -v + 2 .t _l

A p lic a n d o  la  fó rm u la  111 te n e m o s

dy =  d ( x ) + d í ¿ x ' )  

dy =  (l -  2x ~ ' )d x

T r a n s fo r m a n d o  r e s u lta

i  l "1

In ic ia c ión  a l  c á lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

11. v =  »7 - +  x : d o n d e  a  e s  c o n s ta n te

A p lic a n d o  la  fó rm u la  X I ten em o s



D i f e r e n c ia l e s
1 8 9

ejercicio X V

O b te n e r  la  d i fe r e n c ia l  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

1. y  =  x '  -  2x + 6

2 . y  =  . t 5 +  .r4 -

3
3 . .V =  ,

x '

4. v  =  5.v

5. y  -  2 .t(.t -  1)

1 + .t

6 - V =  l - ,

7. y =  (2.v +  5 ) ( 3 a -  2 )

2

8  -V =  2.t

9 . y  =  2.r -  1

10. y =  ( x - 1 ) '

1 1. y =  (ax -  b )2 d o n d e  a y  b  s o n  c o n s ta n te s

12. y(ax  -  2 ) (b x  -  1)  d o n d e  a y  b  s o n  co n s ta n te s

13. y  =  X °  d o n d e  a  e s  c o n s ta n te
x  -  a

I

,4V= 2,
15. y  =  ax -  h d o n d e  a y  b  s o n  c o n s ta n te s
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. s  2  2  2
16. y  =  x ,a  -  x

a  -  x
17. y =

a  +  x

18 . y  =  - x ’  ♦  x J -  x

x  a
19. v =  ♦

a > x

20. y =  a 2 -  Itx *  c

2 1 . +  v 2 = 1

2 2 . 2x 2 -  3 xy + 4 y 2 = 10

23. x * -  3xy ♦  2 y : = 20

2 4 .  -  2 x y  * y 3 = 0

2 5 .  +  y *  =  «

d o n d e  a  e s  c o n s ta n te  

d o n d e  a  e s  c o n s ta n te

d o n d e  a  e s  c o n s ta n te  

d o n d e  a  y  b  s o n  c o n s ta n te s

d o n d e  a  e s  c o n s ta n te

8.5. Fó rm u la s  d e  d ife renc ia le s  
de  func iones tra scenden te s

C o n  u n  r a z o n a m ie n to  a n á lo g o  a l q u e  h ic im o s  c o n  lo s  fu n c io n e s  
a lg e b ra ic a s , p o d e m o s  e s ta b le c e r  e l fo rm u la r io  p a ra  la s  fu n c io n e s  
t r a s c e n d e n te s .1

1 S e  co n tin ú a  co n  n ú m e ro s  ro m a n o s  la  n u m e ra c ió n  d e  la s  d ife re n c ia le s  d e  
fu n c io n e s  tra s ce n d e n te s .



D iferen c ia les

T r i g o n o m é t r i c o s  d i r e c t o s

X II I .  D ife r e n c ia l  d e l  s e n o

d i  > du
S i 1 sen u )  =  cos u

dx dx

d {sen ii )  = cos ii du

X IV . D ife r e n c ia l  d e l  c o s e n o

d . . du
S i (eos u )  =  -  sen u

dx dx

d  (cos u )  = -  sen u du

X V . D ife r e n c ia l  d e  la  ta n g e n te

d , . du
S . ^  ( l g U ) = M X - U i i <

d ( Ig U )  =  SCC ■' I I  du

X V I. D ife ren c ia l d e  la  c o ta n g e n te  

S i
d (  \ j du
-  (ctg U i  =  -  csc u —

dx dx

d  (ctg U  )  =  - C S C  '  U  du

X V II. D ife ren c ia l d e  la  s e ca n te

d . . du
S i , (sec u )  =  tg u scc i i

dx dx

d (scc ii )  ■  tg II scc ii du

X III

X IV

X V

X V I



X V III .  D i fe r e n c ia l  d e  la  c o s e c a n t e

d t \ . du
S i  —  vcsc u f =  ~c lc  u  csc u  T "  dx dx

r/(csc u )  =  - c ig  a csc ti du X V II I

j  g 2  I n i c i a c i ó n  a !  c á l c u l o  d i f e r e n c i a l  e  i n t e g r a l

B. T r igon om étr ico s  in ve rso s

X IX . D ife r e n c ia l  d e  a r e  s en

du

S i f  (a,c sen „  )  =  -

i/(arc sen u )  = . -
v i -  u ~

X IX
ii

X X . D ife r e n c ia l  d e  a r e  e o s

du

S i — (are eos 
dx

r/(arc eos « )  =  -  ¡ (l“
V l -  i r

X X I .  D ife r e n c ia l d e  a r e  tg

du

S i —  (are tg u )  =
dx 1 +  u

X X

rf(arc ,s“)= rf Í7 X X I
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X X II .  D ife r e n c ia l  d e  a r e  c tg

S i J L are clg u I =

d u

-  _  ..dx.
dx

d  (are cig u )  =  -

1 +

d u

I +  u ‘

X X III .  D i fe r e n c ia l  d e  a r e  sec

d u

S i - f - (a r e  sec u )  =  dx 
dx

d {are sec w )  =

u>/w:  -  1

du

u u '  -  I

X X IV .D i fe r e n c ia l  d e  a r e  ese

du
dx

u-Ju* -  I

du

S i  —  (are ese u )  =  ¡ÉL
d x  .. / . 2

d (are ese u )  =  -
u\u~  -  I

X X II

XXI11

X X IV

C. logarítmicos

X X V .  S i ^  (log  „  u )  =  1 (1‘̂  d o n d e  u =  f ( x ) ,  o y e  c o n s ­

ta n te s 2

d ( Io g (¡ //) =  l0 gc  e du 
u

X X V

3 c  -  2 .7 1 8 ..., e s  la  b a s e  d e  los  lo g a r itm o s  n a tu ra le s , co m o  v im o s  e n  e l a rticu lo  
7.2, C a p itu lo  VII.
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du

X X V I .S i  J  (In „1  =  d'
dx II

d (In u )  =  d“  X X V I
du

D. e x p o n e n c ia le s

d I u\ . , du
X X V II .  S i [a )  =  a  In a

dx dx

</(<,“ ) =  In adu X X V II

x x v i i i .  s í  f  ( * ■ )  =  * *  du.
dx dx

d (e “ ) = e - d u  X X V II I

8.6. O b tenc ión  d e  d ife renc ía le s  
d e  func iones tra scenden te s

M ed ia n te  la  a p lic a c ió n  d e  la s  fó rm u la s  a n te r io r e s  p o d e m o s  o b ten e r  
la s  d ife r e n c ia le s  d e  la s  fu n c io n e s  t ra s c en d en te s .

€ je m p lo s

H a lla r  la  d ife re n c ia l d e  c a d a  u n a  d e  la s  fu n c io n e s  q u e  s igu en :

L. y  =  sen 5x

P o r  la  fó rm u la  X III  se  tien e :



D iferen c ia les 1 9 5

i/(scn 5 a )  =  eos 5a  d (5 x ) 

i/(sen 5 a )  =  5 eos 5a  dx 

p o rq u e  </(5a) = 5 dx

2 .  y  =  i g '  a

P o r  la  fó rm u la  V II 

r / ( l g 3 a )  =  3  I g ’  A , / ( t g  a )  

í/ ( tg  A  )  =  3 t g  * A  s c c  * a  dx

p o rq u e  d e  a c u e rd o  con  la  fó rm u la  X IV  

d(t g  a  )  =  scc : a  dx

3. y  =  <i ' * -l

P o r  la  fó rm u la  X X V II

« ' * * '  l n a  d ( 3 a  +  l )

p e ro  d e  a c u e rd o  c o n  la s  fó rm u la s  111, IV  y  I 

d(  3 a  +  I )  =  3  dx

lu e g o

d(fiu ' ' ) =  3 a ) , +' In a d x

4 . y  = ln {ax +  b )  d o n d e  a y  b  s o n  c o n s ta n te s  

P o r  la  fó rm u la  X X V I

. , t ,\  ¿ ( o *  +  Md ln  ( a t  + -/> )  =
ax + b



p e ro  d e  a c u e rd o  c o n  la s  fó rm u la s  III, IV . I s e  tien e : 

t/(<u + b )  = (a +  0  )dx

r e s u lta

ti In (ax +  b )  =  a<ÍX 
ax + b

I n i c i a c i ó n  a l  c á l c u lo  d i f e r e n c i a l  c  in t e g r a l

i

T ra n s fo rm a n d o  resu lta

>- =  e - J*

P o r  la  fó rm u la  X X V III

d l e - ' - ) =  2 .0

p e ro  c o m o  d ( -  2 a )  =  -2 d x  p o r  la  fó rm u la  IV

d t f * ‘ ) -  « - » ■ ( - 2 ) *

e s  d e c ir

</(e~! , )  =  - 2  e~u dx

6. >' =  are ctg y

P o r  la  fó rm u la  X X V III

d  are ctg *
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P e ro  c o m o  

dx
<¡\x- 2 , p o r  la  fó rm u la  X . s e  tien e  

1 dx
,11 are- c ig  |  -  -2 — r

■  1  '  ♦

T r a n s fo r m a n d o ,  r e s u lta

2 : 

2 ¿v
d | are ctg *

4 + .r

P o r  la  fó rm u la  X X V III 

d { e " ' ) =  e * wd { t g x )

p e ro  c o m o  j ( t g  * )  =  sec 2 x dx 

d {e 'e ' )  = scc * x e ^ 'd x

8. v =  In sen x

P o r  la  fó rm u la  X X V I

... \ d (sen x )
d [In sen x )  =

sen x
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p e ro  c o m o  «/(sen x )  =  cos x dx 

r e s u lt a

... . cos x .

«/(ln sen x )  =  dx 
sen x

es  d e c ir

r/(ln sen . t )  =  ctg x dx

€jercicio X V I

O b te n e r  la  d i fe r e n c ia l  d e  la s  fu n c io n e s  s ig u ie n te s :

1. >’ = log ex d o n d e  c  e s 9. y  = *
u n a  c o n s ta n te

2. y  = log cos X 10. y  =
x -  4

ln
5

3. y = e 1' 2
11. y  =

4. y  = scc 5 v

12. y  = e  1 ‘ 1

5. y = e '  cos 3 x

13. y  - 2 sen I x

6. y  = ln (3 x  -  4 ) :

14. y  = ae *  d o n d e  a, b y  t

7. y  - 10 *
son c o n s ta n te s

8. y  = x  cos 3 x
15. y  = e ’  cos 7tr



8.7. In te rp re tac ión  ge o m é tr ic a  d e  la d iferenc ia l

D a d a  la  c u r v a  y  =  f { x )

p o r  lo  e s tu d ia d o  e n  e l a r t ic u lo  3 .6 . d e l  C a p itu lo  111, s u  d e r iv a d a  e n  el 

p u n to  P  es

/ ' ( o

........................................................................ D i f e r e n c i a l e s ......................................................................J 9 9

E n to n c e s , s i to m a m o s  dx =  P Q , s e  tien e :

dy = f ' {x )d x  

e s  d e c ir ,

dy =  ig  a  • P Q  p o rq u e  / ' ( * )  =  ig a  y  dx =  P Q

lu e g o

dy -  P Q  =  Q T  p o rq u e  te a  =  ^
P Q  PQ

S e  c o n c lu y e  q u e  dy,  o  s e a  d f  ( x ) e s  e l in c re m e n to  \QT)  d e  la 

o rd e n a d a  d e  la  ta n g e n te  q u e  c o r re s p o n d a  a  dx.
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S e  p u e d e  o b s e r v a r  q u e  la  d ife r e n c ia l d y  y  e l in c re m e n to  Av 

g e n e ra lm e n te  n o  son  igu a le s . A q u í se  a d v ie r te  q u e

A v =  Q P '  y  dy =  Q T .

8.8. l a  d iferenc ia l com o  aprox im ac ión  
del increm ento

E n  la  f ig u ra  d e l a r t ic u lo  8 .7  p o d em o s  a p re c ia r  q u e  A y , o  s e a  O P \  y  

dy, o  s e a  QT.  s o n  a p ro x im a d a m e n te  igu a le s , c u a n d o  dx. o  s e a  PQ .

t ien d e  a  c e ro , e s  d e c ir ,  s i P Q  e s  p equ eñ o .

P o r  e s ta  ra zó n , p a ra  o b te n e r  el v a lo r  a p ro x im a d o  d e l in c re m e n ­
to  d e  u n o  fu n c ió n , r e s u lta  m á s  s e n c il lo  c a lc u la r  e l v a lo r  d e  la  d ife ­
r e n c ia l c o r r e s p o n d ie n te  y  u t il iz a r  e s te  va lo r .

C je m p lo

H a lla r  el v o lu m e n  d e  la  lá m in a  e m p le a d a  p a ra  co n s tru ir  u n  tinaco  
e s fé r ic o , s i s u  d iá m e t r o  e x t e r io r  m id e  2 0 0  c m  y  la  lá m in a  tien e  
u n  e s p e s o r  d e  0 .5  cm .

S ie n d o  la  fó rm u la  p a ro  c a lc u la r  e l v o lu m e n  d e  u n a  e s fe ra  de 
d iá m e tr o  x,  la  s ig u ie n te :

V =  1 nx ’
6

E l v o lu m e n  d e  la  lá m in a  e m p le a d a  p a ra  s u  c o n s tru c c ió n  s e r á  la  

d ife r e n c ia  AV  e n t r e  d o s  e s fe ra s  m a c iz a s  d e  d iá m e tro s  2 0 0  c m  y  
199 cm  re s p e c t iv a m e n te . E l s e g u n d o  d e  e s to s  d iá m e tro s  m e d irá  1 
cm  m e n o s  q u e  e l p r im e ro , o  s ea . e l d o b le  d e  0 .5  cm .

El v a lo r  a p ro x im a d o  d e  A V , o  s e a  d v ,  será :

dv =  k x  '  d x  
2
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is t itu y e n d o  x  p o r  s u  v a lo r  2 0 0  c m , x p o r  3 .1 4 1 6  y  d x  p o r  1 cm . 
re s u lta

dV =  j  (31416  )C M 0  >*0)

JV  = .  (3.1416 )(40000

dV  = (3.1416 )(20000 ) 

JV  =  62832 cm 1

q u e  e s  a p ro x im a d a m e n te  e l v o lu m e n  d e  la  la m in a  em p lea d a .
L o  q u e  s e  p u e d e  c o m p ro b a r  c a lc u la n d o  p o r  la  fó rm u la  g e o m é tr ic a  

t ra d ic io n a l, e l v o lu m e n  d e  c a d a  u n a  d e  la s  d o s  e s fe ra s  m a c iz a s  y  
e n c o n tra n d o  la  d ife r e n c ia  e n tr e  a m b o s  v o lú m en es .



Capítulo IX
In tegra les

9.1. In tegrac ión

La  o p e ra c ió n  in v e rs a  d e  la  d ife r e n c ia c ió n  e s  la  in te g ra c ió n .1 D e  e s ta  

m a n e ra , d a d a  la  fu n c ión

.V « J<*>

s u  d e r iv a d a  es

í  / ( ' ) = ] ( ' >

s u  d ife re n c ia l es

d f ( x )  =  \ ( x ) d x

1 C o n o c e m o s  v a n a s  o p e ra c io n e s  in v e rs a s , c o m o  a d ic ió n  y  s u s tra c c ió n ,  
m u ltip lica c ión  y  d iv is ió n ; e le v a c ió n  a  p o te n c ia s  y  e x tra cc ió n  d e  ra íce s  y  a h ora , 
a g re g a m o s  d ife re n c ia c ió n  e  in teg rac ión .

2 0 3
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E l p ro b le m a  d e l c á lc u lo  in te g ra l  c o n s is te  en  h a lla r  la  fu n c ió n  a 
q u e  c o r r e s p o n d e  u n a  d e te rm in a d a  d e r iv a d a  o  d ife ren c ia l.

E l p ro c e d im ie n to  m e d ia n te  e l c u a l h a lla m o s  la  fu n c ió n  a que 
c o r re s p o n d e  c ie r ta  d e r iv a d a  o  d ife r e n c ia l se  lla m a  in teg rac ió n ,  y  se

in d ic a  p o r  e l s i g n o J " integral d e " ,  e s c r ito  d e la n te  d e  la  d e r iv a d a  o

d ife re n c ia l.
A s i, p o d e m o s  e s c r ib ir

J  f \ x )  = / < * ) 

f  f\x ) , ix  =  / (.x)

d x  in d ic a  q u e  x  e s  la  v a r ia b le  d e  in teg ra c ió n .
C o m ú n m e n te ,  e n  el c á lc u lo  in te g ra l se  e m p le a n  d ife ren c ia le s  

en  v e z  d e  d e r iva d a s .

O b s e r v e m o s  a lg u n o s  e je m p lo s :

1. S i f [ x )  -  x* e n to n c e s  d  (x 1) -  3 x  J 

lu e g o

= x ’

2 . S i /  (.ti *  s e n  x , e n to n c e s  d  s en  x  = e o s  x  dx  

lu e g o

J  eos x d\ = sen x

dx
3. S i / ( x )  -  a r e  tg  x , e n to n c e s  </ are ig x  =

I +  x*  

V u e g o

dxfJ . « e l f
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4 . S i / ( x )  -  e \  c n lo n c c s  d  C  = C d x  

lu e g o

j t ' d x  =  e*

5. S i /  (x ) -  ln  x, e n to n c e s  d  In x
dx

lu e g o

Jt -

9.2. C on stan te  de  integrac ión

C o n s id e r e m o s  lo s  e je m p lo s  s ig u ie n te s :

1. S i  d  ( x 3)  - 3 x 2 d x  p o r  lo  ta n to  J 3x*dx  ■  x '

S i  d  ( x J ♦  2 ) -  3 x J dx  p o r  lo  ta n to  

S i  d  ( x 3 -  5 ) -  3 x 2 dx  p o r  lo  ta n to

S i d  (x  3 + C ) -  3 x *  dx  p o r  lo  ta n to

2 . S i d  s en  x  -  e o s  x  d x  p o r  lo  ta n to

3 x 'd x  =  x ’ ♦  2 

3 x 'd x  = -  5

3 x ldx =  x ‘ + C

eos x dx «  sen x

eos x dx ■  sen x 4 4S i d  s en  x  ♦  4  -  e o s  x  dx  p o r  lo  tanto 

S i d sen x *  C  -  eos  x  d xp o r  lo  tanto J  eos x  dx « s e n  x *  C

E n  la  m ism a  fo rm a  p o d e m o s  p ro c e d e r  e n  o tr o s  c a s o s ,  p o r  lo 
q u e  c o n c lu im o s  q u e  u n a  d i fe r e n c ia l  t ie n e  u n  n ú m e ro  in f in ito  d e
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in te g ra le s  q u e  s ó lo  d if ie r e n  en  u n a  c o n s ta n te . L a  c o n s ta n te  C  se 
lla m a  c o n s t a n t e  d e  in te g ra c ió n .

L a s  in te g r a le s  c o m o  la s  d e  lo s  e je m p lo s  a n te r io r e s ,  r e c ib en  
e l n o m b re  d e  i n t e g r a le s  in d e f in id a s .

E s  d e c ir ,  s i y  -  / (x ) ,  d f  (x ) -  f ’x d x

C o m o  la  c o n s ta n te  C  e s  d e s c o n o c id a , o  s e a  q u e  tien e  u n  va lo r  
in d e fin id o , la  e x p re s ió n  /  (x) ♦  C  se  lla m a  in teg ra l  inde fin ida .

9.3. P ro p ie d a d e s  fun d a m e n ta le s

E n  el p r o c e s o  d e  in te g ra c ió n  d e b e m o s  te n e r  en  c u e n ta  d o s  p r o ­
p ie d a d e s  fu n d a m e n ta le s :

I. L a  in te g ra l d e  u n a  s u m a  a lg e b ra ic a  d e  d ife r e n c ia le s  e s  igu a l

II. U n  fa c to r  c o n s ta n te  p u e d e  e s c r ib ir s e  a n te s  d e l s ig n o  de 
in te g ra l o  d e s p u é s  d e  é l.

lu e g o

j f 'x  dx =  /<* )  ♦  C  in te g ra l  in d e f in id a .

a  la  s u m a  d e  la s  in te g ra le s  d e  c a d a  d ife ren c ia l.

E s  d e c ir ,  s i 

lu e g o

f [ x )  -  u *  u -  w. 

d  f  (x ) »  du  + du  -  dw

E n to n c e s , j (du -f dv -  dw ) = j du +  J  dv -  J  dw

E s  d e c ir ,  s i 

lu e g o

f ( x )  ■ av 

d f  (xf -  adv

E n to n c e s ,
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9.4. Form ulario  de  in teg ró le s

A  p a r t i r  d e  la s  fó r m u la s  d e  la s  d i fe r e n c ia le s  e s ta b le c id a s  e n  el 
a r - t íc u lo  8 .3  d e l C a p itu lo  V II I ,  p o d e m o s  o b te n e r  u n  fo rm u la r io  de 

in te g r a le s ,  c o m o  e l q u e  s ig u e :

I .  J  (du 4 dv -  d\ v )  =  J  du + J  dv - J

II. Jrtrfv =  a^dx

dw

E s ta s  d o s  p r im e ra s  fó rm u la s  c o r r e s p o n d e n  a  la s  d o s  p rop ied a  
d e s  fu n d a m e n ta le s .

III. J r f t  =  r  +  C

p o rq u e

si / ( x )  •  x  *  C  p o r  lo  ta n to

d ( x + Q - d x * 0 - d x

e n to n c e s ,

J  dx =  x +  C

IV. Í v
v ' d v  = ----------- +  C ,  e x c e p to  p a ra  n  =  - 1

n  4- 1

p o rq u e
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c o n  la  e x c e p c ió n  in d ic a d a , p u c s io  q u e  s i n  -  
g r a l  r e s u lta  u n a  in d e te rm in a c ió n .

p o rq u e

ílv
< 1 (In v  +  C ) =  —  +  0 =  —  

v dv

V I . f  a ’dv =  -2—  +  C
J In a

p o rq u e

In a
-  a v +  0 =  a 'd v

V i l .  f e rd v = e r + C

p orqu e

d<e“ *  Q  -  e d v  ♦  0  =  & dv

VIH . J  sen v  dv =  -  eos v dv + C

p o rq u e

1, la  in te-

d j- c o s  v  d v  + Q  *  s en  v  d v  +  0  =  s en  v  d v
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IX . fe o s  v  dv =  sen v  +  C

p o rq u e

d (s en  v  + Q  = e o s  u d v  + 0  ■ e o s  u du

J  sec "  v  dv =  ig v +  C

p orqu e

d (tg  v  *  Q  ■ s e c ; t/ d v  + 0  •  s c c 2 y  du

M e d ia n te  u n  r a z o n a m ie n to  s im i la r  en  c a d a  c a s o  p o d e ­
m o s  ju s t i f ic a r  la s  fó rm u la s  q u e  s igu en :

X I. J  csc : dv =  -c ig  v -t C

X II.  J s e c  v Ig v dv =  sec v  +  C

X III. J  csc v c tg  v  dv =  -  csc v +  C

X IV .  J  ig v dv =  -  In eos v + C - I n s c c v  +  C

X V .  J  ctg v dv =  In sen v + C



2 1 0 ........................ Iniciación al cálculo diferencial e integra]

X V I .  J  sec v dv =  ln<sec v +  tg v)  +  C

X V II J  esc v dv =  ln(csc v  -  ctg v )  + C

f  dv I v _
X V I I I .  2 2 =  are tg +  C

J V* +  a '  a °

J dv I v  -  a _

,*  -  , r  ■ 2a  V *  - *  C

X X .
r dv
'  . a 2 + v2

dv V
=  un- sen + C 

o

X X I.
J yjv- ±  a *

+ C

P a ra  fa c il ita r  s u  m a n e jo , e s te  fo rm u la r io  s e  re p ite  e n  las 

p á g in a s  f in a le s  d e l  lib ro .

ejercicio XV I I

M ed ia n te  u n  ra z o n a m ie n to  a n á lo g o  a l q u e  s e  h izo  en  c a d a  u n a  d e  las 
fó rm u la s  a n te r io re s , ju s t i f ic a r  la s  fó rm u la s  d e  la  X I a  la  X X I.
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9.5. In te g ró le s  inm ed io to s

L a s  in t e g r a le s  q u e  p o d e m o s  o b t e n e r  c o m o  r e s u lta d o  d e  a p l ic a r  

d e  u n a  m a n e ra  d ir e c ta  la s  fó rm u la s  a n te r io r e s ,  r e c ib e n  e l  n o m ­
b re  d e  in te g ra le s  in m e d ia ta s . E n  a lg u n o s  c a s o s , a n te s  d e  a p lic a r  
la  fó rm u la  q u e  c o r r e s p o n d a ,  e s  n e c e s a r io  h a c e r  a lg u n a s  t r a n s ­
fo r m a c io n e s  u lg e b r a ic a s  s e n c il la s .

€ je m p lo s

1.

2 .

3.

4.

5.

6 .

x 'd x  = y  +  ( '  p o r  IV

dx =  J  d i  =  y -  +  C  =  y  J 7 +  C  p o r  IV

-i
m X ' 'di =  - —  ♦ C  =  - . r ‘ l +  C  =  -  —  + C  p o r  IV

X '  -  1 *

ax 'dx =  a j  r * dx = — —  +  C  p o r  II y  IV

= 2 J ^ jL  =  2 ¡ x  2dx =  + c  =  4 .vJ + C  =  4 ^ 7  +  C

2

p o r  II y  IV

(3 .r'  +  *  -  I )  dx =  J O x 'd x  +  x dx -  dx ) = 

i x :dx ♦  J  *  «/» - J <¿» =  3 J . r 2<¿r + J . r  dx - j d x  =

3  2  2

—  ♦  —  *  c  =  x '  +  —  +  * +  <• p o r  I ,  I I , III y  IV
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7.

I , ,  t ’
 *  C  =  —  + x
4 3 - 1  12 12

p o r  I. II, III y  IV

J f - Í t 2 di =  ' p o r  IV

r a ? -  4 x +  3 , r .v2 , r 4 r  . r ,  dv
9  J *  *  =  J ,  *  " i  ,  *  + J 3 x

J  X dx - J  4 dx 3 ^  - 2  - 4 * + 3 ln X p o r i, ¡1. IV  y  V

10. J ( " ‘ +  b ¡ x : )dx

P a ra  r e d u c ir  e s ta  in te g ra l a  la  fó rm u la  IV  s e  p u e d e  r a z o n a r  a s i:

S i u -  a > +  b *x * ,  d v - 2 b 7dx, dx =  A -
2 b '

la  in te g ra l p o d em o s  t r a n s fo rm a r la  en

f . ¡  , '  2, . I f  2b  di
( « •  + b  j  k h  = — 3 -  \ — 2---------- - 3 - ^ -

J 2b ’  J x *  b  x

E sta  t ra n s fo rm a c ió n  r e s u lta  d e  e s c r ib ir  a n te s  d e  la  in te g ra l e l

I r di
factor con stan te  r r r  para ten er la  in tegral d e  la  fo rm u la  IV. J x



In tégra le 2 1 3

E n to n c e s ,

f  i x  Jx 
i  b~ e x "

P a ra  r e d u c ir  e s t a  in te g r a l  a  la  fó r m u la  V , s e  p u e d e  r a z o n a r
a s í:

S i v  -  tí2 + e x 2, d v  -  2 x  dx, x  d x  -  e n to n c e s  la  in te g ra l se
¿ r

t ra n s fo rm a  en

D iv id ie n d o  x '  e n tr e  x  -  1 s e  t ien e

v

-  .t + .i

x +  I

lu e g o

i '  ' " i  ■ J( ’ * 1 *  r r r ) *  -  J * *  -

I

=  ^ -  + *  + ln(.t -  I )  +  c
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€jercicio XV I I I

O b te n e r  e l v a lo r  d e  c a d a  u n a  d e  la s  s ig u ie n te s  in te g ra le s  y  com  
p ro b a r  lo s  r e s u lta d o s  p o r  m e d io  d e  la  d ife r e n c ia c ió n .

1. J x'dx

2. <lx

3.
/ $ ■

4. J  a *  * <í«

5. J (3 x *  -  2 x J

6. J x 'd *

7.

8. J */ 7 d r

9. J (5 x ? +  3 x 2

10. j  Xyjx dX

11. J ( x 3 - 3x 2 -

12.
i M

13.
j  Ax -  2 j l

14. J x(2x -  5 )dx

15.

16. dx

. 7 . J  =  *  

18. J V 3 l  d t

f  «¿X

19 1 ^ 7  

2 0 .  J  «¿r

21

2 2 .  .

( x  -  2 )

2 3 . J < * ' -  x ) ( 3 * :  -  6 )</.t

2 4 . J < 2 *  -  5 x J) 0  -  x)dx

25.  J  2 sen : x  eos x  dx

26.  J - c o s : x  sen x dx



I n t e g r a l e s



Capítulo X
M étodo s de integración. 

Integral definida

10.1. In tegrac ión  por sustituc ión

E s te  m é to d o  n o s  p e rm ite  d e te rm in a r  e l v a lo r  d e  m u c h a s  in te g ra ­
les . C o n s is te  en  to m a r  c o m o  n u e v a  v a r ia b le  u  a lg u n a  fu n c ió n  d e  x

D e  e s t a  m a n e r a ,  m e d ia n te  u n a  s u s t i t u c i ó n ,  la  d i fe r e n c ia l  

s e  tra n s fo rm a  en  o tra  q u e  s e  in te g ra  fá c ilm e n te  p o r  la s  fó rm u la s  
co n o c id a s , d a d o  q u e  s ó lo  d if ie re  d e  e l la s  p o r  u n  fa c to r  c o n s ta n te .

C o n v ie n e  a d v e r t ir  q u e  a lg u n a s  d e  la s  in te g ra le s  c u y o  v a lo r  se  
o b tu v o  e n  e l a r t íc u lo  9 .5  d e l C a p ítu lo  IX  d e  e s te  lib ro , d e  h ech o , 
s e  c a lc u la ro n  p o r  e l m é to d o  d e  s u s t itu c ió n , a l h a c e r  c ie r ta s  tra n s ­
fo r m a c io n e s  a lg e b r a ic a s  p re v ia s .

V e a m o s  n u e v o s  e je m p lo s

2 1 7



P o d e m o s  ra z o n a r  asi:

s i  u  ■  1 +  2 x ,  d u  •  2 d x ,  d x  =  y  du

lu e g o

|  1 + 2 x  d x  =  ^  J  “ :  d u  =  2 ' *3 *  ^

2

= ;  u 3 +  c  =  (I +3 2 x ,í  -  c

J  e os  3 x  d x  =

P o d em o s  ra z o n a r  asi:

s i  u  »  3 x ,  d u  -  3 d x ,  d x  =  —
3

lu e g o

J  e o s  3  *  d x  =  j  J  e o s  i i  d u  =  y  sen  u  +  C  =  y  sen  3 x  +  C  

3o.» d x  ,  r  .» </»

Iniciación a l cíUcuk» diferencial t integral

r  ¿ a i  t u  _ r  x  ax
I ,  2  2  2  ~  J . I  2 2
'  h  +  e  x  1 h  +  e  x

P o d em o s  ra z o n a r  a s i:
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lu e g o

J />- +  e  x  2c2 J u 2 c -  2c-

4. |  sen 2 v eos x dx =

P o d em o s  ra z o n a r  asi:

s i u  =» s en  x, du  “  e o s  x  dx

lu e g o

| sen ? x eos x dx = J  u 2du = +  C  =  SCn̂  + C

sen x dxi

P o d em o s  ra z o n a r  asi:

s i u =  1 +  eos — x, du =  -  - s e n  — x dx

lu e g o

sen x dx 
2

I +  eos 2 r
=  2 f  —  =  -

J II
=  - 2  In u + C  =  -2  In 1 +  eos — x  | +  C
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f  2 .t -  1 .
6 .   7  dx =

J 2x  +  3

P o d em o s  ra z o n a r  así: 1

2x  +  3  2 x  -  1 

- 2 x  -  3 

- 4

e n to n c e s .

I -
2 a  +  3 *  " J *  - 4 í i r r

lu e g o

si u  =  2a: + 3 ,  du  = 2dx, dx =  —  ,
2

e n to n c e s ,

]
2x -  1
2.v +  3

dx =

f  dx -  4 f  — — -  =  A — -  [  —  =  *  -  2 ln u +  C  =
J J 2x  +  3 2 J u

=  x -  2 ln (2a +  3 ) +  C  =  x  -  ln<2 x +  3)* +  C

ejercicio X IX

O b te n e r  e l v a lo r  d e  la s  in te g ra le s  s ig u ie n te s , a p lic a n d o  e n  lo s  c a s o s  
n e c e s a r io s  e l m é to d o  d e  in te g ra c ió n  p o r  su s titu c ió n .

1.
r x 'dx
J A  +  1

(tg  a  +  s e c  .visee .t dx
--------- 1 i



M é t o d o s  d e > i n t e g r a c ió n ,  i n t e g r a l  d e f in id a  2 2 1

r  dx

3 - i  5  -  4 ,
13. |  yfíñ  dx

4. J  sen 2x eos 2x dx
14. J  x  ( 2  a  + \): dx

5. j x e ‘ 'dx
15. f  *J  2 + 3 .t

6. |  e*1*  ‘  sen *  dx 1 6 .
f  x 'dx

J  2  +  x 3

7. J  yjT7  dx 17. í ' « + t o r  d o n d e  t - / W

f  dx 
8 ¡ 5 e ‘ 18.

f  (2 a  + 3)</v

J  r 2 - 3 a

9  f  V *
‘ J  a 2 + 1

19.
f  2 a  +  3

J  A * +  3 a

10. J  sen 20.
f  a 2 - 4  ,

J  , ■  *

11. J  tg 5 a  <¿» 21. f 2 í + 3 d ,
i  X  +  2

12. J  scc 4 a  dx 22.
r (v  + 2 )</.v

J  A + 1
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25.

2 4 . J u *  + 3 .t7)dx
2, J f

sen x tlx 

I -  eos X

10.2. In tegrac ión  por parte s

E ste  m é tod o  d e  in tegrac ión  e s  m u y  útil. Parte d e  con s id e ra r q u e  si u 
y  v  s o n  fu n c io n es  d e  la  m ism a  va r ia b le  in d ep en d ien te , d e  a cu e rd o  
c o n  la  fó rm u la  es tu d iad a  p a ra  o b ten e r  la  d ife ren c ia l d e  u n  p rodu cto  

d e  d o s  fu n c io n e s  (fó rm u la  V .  a r t ic u lo  8 .3 , C a p itu lo  V III). p od em os  
es c r ib ir :

c o m ú n m e n te  lla m a d a  f ó r m u la  d e  in t e g r a c ió n  po r  p a r te s ,  en  la
q u e , s in  d v id a , e l v a lo r  d e  la  in te g ra l d e p e n d e  d e  du  y  d v

C o n  e l s ig u ie n te  e je m p lo , se  ilu s tra  la  m a n e ra  d e  m a n e ja r  e l 

m é to d o  d e  in te g ra c ió n  p o r  p a rtes .
S e a  o b te n e r

d{uv) =  u d v  +  v  du

o  sea , ta m b ién

u du =  d(ui>) -  v  du

In te g ra n d o , s e  o b t ie n e  la  fo rm u la  in v e r s a ,  e s  d ec ir :

(A )

í x sen .r dx
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S e  o b s e r v a  q u e  la  d ife r e n c ia l p o r  in te g ra r  e s  e l p ro d u c to  d e  x 
p o r  s e n  dx.

E n to n ces ,

S i u =  x y  d v  -  s e n  x d x . du  = dx  y  v =  J  sen x dx =  -  eos .v 

S u s t itu y e n d o  en  (A ) resu lta

S im p lif ic a n d o , s e  tien e

J  x  se n  x dx =  x  <- eos x ) +  sen x  +  C  

a sen x dx =  - a  e o s  a  +  sen a  +  C

C o m p r o b a c i ó n

d  ( - x  e o s  x  + s en  a: +  Q  = d { - x  e o s  x ) *  d  (s en  x ) *■ d C  = 

»  ( - * ) (  - s e n  d x  -  e o s  x  d x  + e o s  x  dx  + 0 

■ x  s e n  x d x  -  e o s  e o s  x  dx  -  x  s en  x  dx

p o r  lo  q u e  s e  v e r if ic a  e l p ro c e d im ie n to  segu id o .

O t r o s  e j e m p l o s :
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S u s t itu y e n d o  e n  (A ), r e s u lta

|  x ln  2x dx = l n  2 x “  J 4>“ ' “

e s  d e c ir .

| x ln 2 x dx =  ln 2x  -  — J X dx

f . ■> i ,  1 *.v ln ¿x ax =  —  ln ¿ x ----
J 2 2 2

J .« ln 2x itx =  ——  ln 2a -  ——  + Cx
2

x
4

J  x ln 2 a: dx =  —  [ ln 2 a -  t -  I +  C

C o m p r o b a c i ó n

" T'n2r T d ( O  =

O b te n ie n d o  p o r  s e p a ra d o  la  d i fe r e n c ia l  d e — ln 2.v. s e  tien e
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S u s t itu y e n d o

x In 2 .t  dx = —  +  x  In 2 a  — + C  :  -  I  '  ln i  =  x In x
2 4  2  2

L o  q u e  v e r if ic a  e l p ro c e d im ie n to  s e g u id o .

I. J  are tg x dx

S i u  = a r e  t g  x  dx  y  d v  = dx

dx
du =

I +  x
y  v  =  x

S u s t itu y e n d o  en  (A ), resu lta :

| are tg x  dx =  x are tg a -  J  x ^ ,

f  f  x dx
I are tg x dx =  x are tg .t -   r-
J " J I +  x '

x dx
O b te n ie n d o  p o r  s e p a ra d o  la  in te g ra l d e y ^ - ^ y *  s e  t ien e :

du
s i u =  1 +  x 2, d u - 2 x d x ,  x d x =  — . 

e n to n c e s .

=  — ln( 1 + x  ‘f  j c d x ^  _ I f £ ! í _ _ I |n i í  _ I  

J I +  x -  2 J u 2 2

P o r  c o n s ig u ie n te ,

j" are tg t  dx =  x are tg x -  l n ( l  + , t ? > +  C



3 .

2 2 6

|  x e 'd x  =

S I  ii ■ e "  y  du  = a- d x  du  -  e*dx  y  J  x  d x  =

In ic ia c ió n  a i c ^ u l o  d ife ren c ia l c  in trftrn l

S u s l l tu y e n d o  e n  (A )  re su lta :

*  i * e  d

C o m o  n o  e s  fá c il in te g ra r  la  e x p r e s ió n  J —  e 'd x .  q u ie r e  d ec ir
A^

2
q u e  n o  h e m o s  e s c o g id o  e l m e jo r  c a m in o . E s to  o c u r r e  en  m u ch os  
c a s o s , p o r  lo  q u e  e s  c o n v e n ie n te  r e a l iz a r  n u e s tr o  ra zo n a m ie n to  
d e  o tra  m a n e ra ; p a r e c e  in d ic a d o  p a r t ir  d e  c o n s id e ra r

u ■  x  i/ d v  »  c 'd x . d u  = d x  y  u »  J e 'd x  =  e *

S u s t itu y e n d o  e n  (A ) r e s u lta

J  A e 'd x  =  x e "  -  J  e 'd x

e s  d e c ir

J  x e 'd x  =  x e '  -  e '  *■ C

C o m p r o b a c i ó n

d (x e *  -  e *  +  c ) =  d (xt> ')- 

O b te n ie n d o  p o r  s e p a ra d o  la  d ife r e n c ia l d e  a p 1. s e  tien e :
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e n to n c e s .

d  ( x f  -  e '  +  C  =  x  + e 'd x  -  e " (Ix

d  (x e 1-  e 1 +  Q  =  x e 'd x

lo  q u e  v e r i f ic a  e l p r o c e d im ie n to  s e g u id o .

C o n v ie n e  a d v e r t ir  q u e  e n  g e n e r a l  p a ra  a p l ic a r  la  fó r m u la  d e  in ­
t e g r a c ió n  p o r  p a r t e s ,  e s  n e c e s a r io  d e s c o m p o n e r  la  d i f e r e n c ia l  

d a d a  en  d o s  fa c to re s , u y  du .

A d e m á s  s e  d e b e  te n e r  e n  cu en ta :

1. Q u e  dx e s  s ie m p r e  p a r te  d e  dv.
2. Q u e  s e a  p o s ib le  In te g ra r  dv.
3 . Q u e  s i s e  t ie n e  e l p r o d u c to  d e  d o s  fu n c io n e s  c o n v ie n e  

e le g i r  la  q u e  a p a r e n t e m e n te  e s  m á s  c o m p l ic a d a ,  s ie m ­
p re  q u e  s e a  p o s ib le  su  in te g ra c ió n  c o m o  p a r te  d e  dv.

T a m b ié n  s e  d e b e  h a c e r  n o ta r  q u e  e n  té rm in o s  g e n e ra le s  la  in t e ­
g ra c ió n  e s  u n a  o p e ra c ió n  m á s  c o m p lic a d a  q u e  la  d i fe r e n c ia c ió n  y  

q u e  e x is te n  in te g ra le s  d e  a p a r ie n c ia  s e n c il la  c u y o  v a lo r  n o  e s  p o s ib le  
c a lcu la r .

E n  e s t e  c a s o  s e  e n c u e n tra  J -J x  s e n  x  d x . q u e  n o  s e  p u e d e  c a l ­

c u la r  p o rq u e  n o  h a y  fu n c ió n  c u y a  d ife r e n c ia l s e a  >¡x s e n  x.

O b te n e r  e l v a lo r  d e  c a d a  u n a  d e  la s  in te g ra le s  s ig u ie n te s  a p lic a n d o  
e l m é to d o  d e  in te g ra c ió n  p o r  p a rtes .

€jercicio X X
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3.

4.

5.

Í5.

7.

8.

9.

x s o n  x d x

x  a r e  s o n x * d x

x  s o n 7 í i x  d x

s o n  x  d x

s c c 1 x  d x

X 1 s o n  x  d x

x 3e 2 * c l x

1 0 .  |  a r o  t g  11 d u

11.

1 2 .

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a r r  s o n  u  d u

x j  1 *  x  d x

x J  l n  x  d x

a r o  s o n  Xa  d x

o *  r o s  x  d x

x V d x

.v "  l n  x  d x

a r e  c t g  x  d x



Capítulo XI
Integral defin ida

11.1. D iferencio! del o re o  l im itado  bojo uno  curvo

A l c o n s id e ra r  la  fu n c ió n  c o n t in u a  /  (.*) y  a d e m a s  y  -  /  (x) c o m o  la  

ecu ac ión  co rresp on d ien te  a  la  cu rva  A B . ten em os  q u e  s i C P  e s  u n a

o rd en a d a  fija . M P  u n a  o rd en ad a  va r iab le  y  S  la  m ed id a  d e l área  de 
C  A f P  D, s e gú n  se  ob se rva  en  la figu ra d e  la s igu ien te  pág in a , cu an d o

x  lo m a  u n  in crem en to  A Y . S  tom a  u n  in crem en to  (á rea  M  N  Q  P ) .  

A l c o m p le ta r  lo s  r e c tá n g u lo s  M N R P y M N Q T  o b s e rv a m o s
q u e

Á re a  M  N R P <  Á re a  M  N  Q  P  < Á r e a  M  N Q  T  

E s  d ec ir :

M P  • Ax < AV < N Q  Av

2 2 9
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D iv id ie n d o  e n t r e  \x. re su lta :

M P  <  —  <  i\Q 
\ k

p e ro  si A t  - *  0. e n to n c e s  c o m o  M P  q u ed a  fija  y  NQ  t ien d e  hac ia  

M P  c o m o  l im ite , o b te n e m o s :

dS
dx ~ 'V'

o  sea ,

dS =  y  dx

C o n c lu s ió n

L a  d ife r e n c ia l d e l á r e a  l im ita d a  p o r  u n a  c u rv a , u n a  o rd e n a d a  fija . • i 
e je  d e  la s  x  y  u n a  o rd e n a d a  v a  a b le  e s  igu a l a l  p ro d u c to  d e  m  

o rd e n a d a  v a r ia b le  p o r  la  d ife r e n c ia l d e  la  a b s c is a  c o r re sp o n d ien te .



defin ida 2 3 1

11.2. In te g ra l  d e f in id a

D a d a  la  c u rv a  A B  c u y a  e c u a c ió n  es  y  m f  W .  p o r  lo  q u e  v im o s  en  
e l  a r t ic u lo  1 1 . 1,

d S  = f [ x )  dx

o  s e a  ta m b ién

d S  -  y  d x  (1)

d o n d e  d S  c q u ivu le  a  la  d ife r e n c ia l d e l á r e a  e n tr e  la  c u rv a , e l e je  d e  

la s  x  y  la s  o rd e n a d a s  (  ! )  y E F .

In t e g r a n d o  s e  t ie n e

S =  j / (x U lx  =  J y  dx

o  s ea

S  ■  / ( * )  ♦  c  (2)
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In ic iac ión  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l c  in tegra l

P a ra  d e t e r m in a r  la  c o n s ta n te  d e  in te g ra c ió n  C . te n e m o s  en 
c u e n ta  q u e  S  = 0  c u a n d o  x  = a.

S u s t itu y e n d o  e n  (2 ), re su lta

0 = / ( « )  +  C

D e s p e ja n d o  s e  tien e

C - - / ( o )

p o r  lo  q u e  (2 ) p u e d e  tra n s fo rm a rs e  en

S  =  / ( * ) - / ( « )  (3 )

C o m o  e l á r e a  q u e  s e  d e s e a  o b te n e r  e s  C  E  F  D, c u a n d o  x  -  b. 
te n e m o s

S  = f [ b )  - f ( a )

P o r  c o n s ig u ie n te , la  d ife re n c ia l d e  lo s  v a lo re s  d e  J  y  dx p a ra

x  -  a  y  x  -  b, d e te rm in a  e l á re a  lim ita d a  p o r  la  c u rv a , d e  o rd en a d a  
y ,  e l e je  d e  la s  x  y  la s  o rd e n a d a s  c o r r e s p o n d ie n te s  a  x  a a y  x  »  b. 

E s to  s e  re p re s e n ta  p o r  la  e x p res ió n :

1/ *  = J > dx

q u e  se  le e  “ in te g ra l d e  a  h a s ta  b  d e  y  dx~ d o n d e  a  e s  e l l im i t e  
in f e r io r  y  b  e s  e l l im i t e  s u p e r io r .

( 'o rn o  t ien e  u n  v a lo r  s ie m p re  d e fin id o  re c ib e  el n o m b re  d e  i n t e ­
g r a l  d e f in id a .

En  g en e ra l

S i j  y  dx =  / ( .v )  + C

lu e g o

£  y  dx =  jy< r>  +  c ]  =  [/<*»  +  c j  -  [/ « » ) +  c j
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o  sea

f  v dx = f ( b )  -  f { a )

P u e d e  o b s e rv a rs e  q u e  d e s a p a re c e  la  c o n s t a n t e  d e  in t e g r a c ió n .

11.3. V a lo r  d e  u na  in tegra l defin ida

E l v a lo r  d e  u n a  in te g ra l d e f in id a  se  p u e d e  c a lc u la r  d e  a c u e rd o  con  
lo  e s tu d ia d o  en  lo s  d o s  a r t íc u lo s  a n te r io re s .

E l p ro c e d im ie n to  c o m p re n d e  d o s  p a sos :

I. In te g ra r  la  d ife r e n c ia l dada .

II. S u s t itu ir  la  v a r ia b le  d e  la  in te g ra l o b te n id a , p r im e ro  p o r  el 
v a lo r  d e l l im ite  s u p e r io r  y  d e s p u é s  p o r  e l v a lo r  d e l lim ite  

in ferior; p o r  ú ltim o , res ta r  e l s e g u n d o  resu lta d o  de l p rim ero .

€ jc m p lo

S ea  o b te n e r  e l v a lo r  d e  £  x 'dx

r  =
( 4 )

4 - - f ]
“ . - Ü . 6 4  - 4 = 6 0

4  4

C o m o  se  e x p lic ó  c o n  a n te r io r id a d , la  c o n s ta n te  d e  in teg ra c ió n  

d esa p a re c e .

O t r o s  e je m p lo s

1. f  —  =  i are sen — 1 =  are sen -
71 0
 are sen —

a

n n
=  are s e n  0 =  are sen —
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2 . c o n  x dx =  |scn x ] :  =  v n  ^ -  sen 0 =  I -  0 =  I

3. ¡ e 'd x  e [ r '| J =  e 2 -  e ' =  2.718 2 -  2.718 = 4.669

4 f  ílx =  |ln x \ ) =  In 8 -  In 2 =  2.0794 -  0.6932 =  1.3862
/2 X

ejercicio X X I

O b te n e r  e l v a lo r  d e  c a d a  u n a  d e  la s  in te g ra le s  d e f in id a s  s igu ien te s :



In t e g r a l  d e f in id a 235

11.4. A rc a s

U n a  d e  la s  p r in c ip a le s  a p lic a c io n e s  d e l c á lc u lo  in te g r a l  c o n s is te  
en  la  d e te rm in a c ió n  d e l á re a  d e  s u p e r f ic ie s  l im ita d a s  p o r  cu rva s . 

A s i, p o r  e je m p lo , s i te n e m o s  la  c u rv a  A B  d e  e c u a c ió n  y  =  f  (x )

S i t ra z a m o s  P M  l O x  y  Q N  l ( ) r ,  s e  t ie n e  la  c u rv a  c o m p re n ­

d id a  e n tr e  P  y  Q.
A l c o n s id e ra r

O M  =  x , O Ñ =  x ,

P M  = v, Q Ñ  =  y .

el á r e a  P M N Q  s e r á  igu a l a  la  s u m a  d e  la s  fa ja s  d e  b a s e  d x  y  a ltu ra  y.
A l p e n s a r  q u e  y  e s  la  a ltu ra  m e d ia  y  d x  la  b a se , p u e d e  h a c e rs e  

ta n  p e q u e ñ a  c o m o  se  q u ie ra .  C o n c lu im o s :



Á rea  d e  u n a  fa ja  -  y  dx,

p e ro  s ie n d o  S  e l á r e a  to ta l,

e n to n c e s  e l  á r e a  d e  u n a  fa ja  s e rá  dS.

D e e s ta  m a n e ra  y  d e  a c u e rd o  c o n  lo  q u e  v im o s  e n  e l a r t icu lo
11 .1 , ten em os :

2 3 6  ................................. In jc ia c ió n  n j c á l c u l o  d i f e r e n c i a l  c  in t e g r a l

Á re a  to ta l S =  J  dS =  J  y dx

E n to n c e s , p a ra  h a lla r  e l v a lo r  d e  S . b a s ta  in te g ra r  y  d x
M a s , c o m o  é s ta  s e r ia  e l á r e a  to ta l s u b te n d id a  p o r  la  c u rv a , pa ra  

o b te n e r  ú n ic a m e n te  e l  á r e a  d e  P M N Q . e s  n e c e s a r io  in te g ra r  en tre  
d o s  l ím ite s , es  d e c ir ,  c u a n d o  x  v a le  x ,  y  c u a n d o  x  v a le  x y 

En  c o n c lu s ió n , asi:

s  =  j ; ; , , / ,

e je m p lo s

1. S i la  c u n a  tien e  p o r  e c u a c ió n  y  -  3  +  4 x J

5 = f <3 + Axl)(ix

lu e g o

S = 3 a  +
4 a -'

S =  3 ( 6 )K 4r]-[- 3 ( 2 )  +
4 ( 8 )

| g  +  2 8 8  -  6  -  —  =  3 0 0  -  —  =  —  

3  3  3

C o n s id e re m o s  2  y  6  e n  m etro s
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A  m a n e ra  d e  i lu s t ra c ió n  te n e m o s  u n a  r e p r e s e n ta c ió n  g r á f i ­
ca  a p ro x im a d a :

X -8 -6 -4 -2 - l 0 1 2 4 6 8

y 259 1*»7 67 19 7 3 7 19 67 147 259

)' <

1
\

\
j

i
1

s
\

«■> A

úÉ
« 2 1 -

w
H X

E n  e l  p a p e l  
m il im é t r ic o  p o d r ía  h a ­
c e r s e  u n a  g r á f ic a  m á s  
p rec isa .

C on  e l m is m o  c r i ­
te r io  p o d e m o s  c a lc u la r  

e l á r e a  d e  u n  tr iá n g u lo  
d e  b a s e  8  y  a ltu ra  4 . D e 
a n te m a n o  s a b e m o s  q u e  
e l  á r e a  t ie n e  16 u n i­
d a d e s  c u a d ra d a s .
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E n  rcu lid a d  e l e je m p lo  s e  o fr e c e  c o m o  u n a  c o n firm a c ió n  de l 
p r o c e d im ie n to  e m p le a d o .

E n  e s t e  c a s o , e l A  .40 fl e s tá  s u b te n d id o  p o r  la  re c ta  0 A, cu ya  

e c u a c ió n  e s  d e l t ip o  y  -  mx\ p e ro  com o

4 1
m =  — =  —

H 2

la  e c u a c ió n  d e  0 A  s e r á  v ■  — x.
2

E n  ton ccs :

I . i l  
2 2

=  — - 0  = 16 
4

S  -  16  u n id a d e s  cu a d ra d a s .

O t r o s  e j e m p l o s

1. O b te n e r  e l á r e a  lim ita d a  p o r  la  c u r v a  d e  e c u a c ió n  y  -  2 x  -  x  \  e l 
e je  O x y  la s  o rd e n a d a s  q u e  p a r ten  d e  -  0  y  Xj ■  l.

S e  t ie n e :



In tegra l d e fin ida 2 3 9

2. H a lla r  e l  á re a  l im ita d a  p o r  la  p a rá b o la  d e  e c u a c ió n  t/3 -  4 x  en  
lo s  l im ite s  x t -  4  y  ■ 9.

S e  t ie n e

y  =  o  sea v =  2 yfx

S =  f  2y[x dx =  2 P  . t ? </.t
i

i

lu e g o

S  =  -  J  729 -  -  =  i  <27 ) -  —  <K) =  36 -  10.66 =  25 .34
3 V  3 V  3 3

R e p r e s e n ta c ió n  g r á f ic a :
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3. H a lla r  e l á re a  d e  la  su p er fic ie  lim ita d a  p o r  la  c ircu n fe ren c ia  de 
ecu ac ión  x? +  i f  =  16 y  la s  rec ta s  cu y a s  ecu a c ion es  son  x, = 0  
y  X j =  4.

P o r  la  fo r m a  d e  s u  e c u a c ió n  s e  t r a ta  d e  u n a  c ir c u n fe r e n c ia  
c o n  c e n tro  e n  e l o r ig e n  y  d e  ra d io  4.

L a  e c u a c ió n  será

y2 -  16 

v =  16 -  x 2

In te g r a n d o ,  r e s u lta

S  =  £  yj 16 -  .t? dx = 

S =  |̂ 8 arc scn( I )  -  0

4^- y l6  -  x l  + ~  arc son

=  8 arc sen( I )  =  8 n

S  = 2 5 .2 8  u n id a d e s  cu a d ra d a s , q u e  v ie n e n  a  s e r  e l á re a  d e  la 
s e m ic irc u n fe re n c ia .
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Cjcrcicio X X I I

H a lla r  e l v a lo r  d e l  a r c a  l im it a d a  p o r  la s  c u r v a s  d e  e c u a c io n e s  

d a d a s  y  la s  re c ta s  c u y a s  e c u a c io n e s  s e  in d ic a n  e n  c a d a  ca so .

i . y  =  x .r, =  ü = 4

2 . y  = x 2 + X +  5 r , =  0 * 2 =  6

3 . y  =  x -  x ! .t, =  0 =  4

4 . i*rjII>
. =  1 * 2 =  2

5 . +  y 2 =  9 -V| =  0 -*7 =  3

f» . +  y 2 = 2 5 X, =  -5 X2 =  5

7. H a c e r  la  g rá fic a  q u e  c o r re s p o n d a  a c a d a  u n o  d e  lo s  s e is  e je r ­
c ic io s  a n te r io r e s .



G o d o f r e d o  G u i l le r m o  L e ib n iz  (1 6 4 6 -1 7 1 6 ).  F iló s o fo , m a tem á tico , 

fís ic o , te ó lo g o , ju r is ta ,  d ip lo m á t ic o  y  f i ló lo g o  a lem á n . In v e n tó  a  la 
v e z  q u e  N e w to n  e l c á lc u lo  in fin ite s im a l.  In t r o d u jo  la  n o ta c ió n  d x  y  
dy, a s i c o m o  e l s ig n o  d e  in te g ra l.  F u e  c é le b r e  su  d is p u ta  c o n  N ew ton  
r e s p e c to  a  q u ié n  in v e n tó  e l c á lc u lo  in fin ite s im a l.  E n  v e rd a d  lo s  h is  
to r ia d o r e s  re c o n o c e n  q u e  s e  t r a tó  d e  d o s  in v e n to s  s im u ltá n eo s .

2 4 2



Apéndice
Respuestas a los ejercicios

¡ercicio I (p ág .  18)

a ) a lg e b ra ic a

b ) a lg e b ra ic a

c) t r a s c e n d e n te

d ) a lg e b ra ic a

e ) t r a s c e n d e n te  

0 tra s c e n d e n te

g ) tra s c e n d e n te

h ) a lg e b ra ic a

i) t ra s c e n d e n te  

j )  a lg e b ra ic a

E x p lic ita s : a ),  d ). e j,  f). g ). h ), i),  j )

Im p líc ita s : b ), c )

2 4 3
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3. R a c io n a le s : a ),  c ),  d ), f). g ). >). j )

Ir ra c io n u lc s : b ), c ),  h )

ejercicio II (p óg .  32 )

1. -2 16. i
3

2. 0 17. 0

3. 5 18. 1

2 5

4. -2 19. 3

5. 0 2 0 . 1

6. 1 2 1 . 0

7. 22. 1

5

8. 8 23. 0

9. -1 24. 0

10. 2XJ 25. oo

11. 0 26. 4

12. 3 27. 1

K

13. 0 28. 7M

*

14. 2 29. 4

3

15. 5 30. a *  b

3



A p én d ice . R esp u es ta s  a  los e jerc ic ios 2 4 5

€jercicio III (póg. 50 )

1. y ' -  8 x  1 1 . y ' =  -  *  * 4
X

- 2  v
2 . y '  = 3  -  2a- 12. V =

3 . s ' - -5 13. y '  -  2 x  *  4

4 .  y ' =  m  14. y '  -  l O x -  6

5. y '  =  x  15. i/' =  - 2 (a  -  x)

6 .  ,V  =  2 n r  16. y ' =  2 x  +  3

7- í, = ¡ d ^ 7  17- * = 3<b + *>2

8 . y ‘ -  x a -  1 18. y  =

9  y '  -  -  — 19. * ' =
.t

,0 " v' = - ? r r W  20- y  = aT7F

u  - 2) ¿

1 +
i

i
(1 - r ) 2

x(4 -  X>

ejercicio IV  (póg. 54 )

1. a ) " i  = -6 2 5 , (í = 176" 30 '

b) m = -4 . u =  104"

c) m  - -1 , Ü =  135"

d) rn ■ 2. a -  6 3 ° 50'

c ) m  = 8, a = 8 2 ° 53'

0 Orn - - 1 , a = 135u
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3 . P  (2 , 4 )

4 . Pa ra  x  -  3 , m  =  -1 , 0 0 1 3 5 '-

P a ra  x  ■ - 3 ,  m  •  - 1 ,  a  -  135°

5. y  =  4 x -  x 2

X 5 4 2 0 -  2

y -  5 0 4 0 - 1 2

m =  0  a  =  a n g  tg  (0 ) <x =  o



A p én d ice . R espu es ta s  a  los  e jerc ic ios

6 . y  =  -

-r 9 4 3 0  -  3 -  4 -  9

y  I 2 \ 3 0 0 - 3  -  2 ! -  I

m = -\  a  =  a n g  t g  (— 1) a  =  135

'2 4 7

ejercicio V  (p ág .  78 )

D e 1 a  15: c o m o  s e  p ide.

16. y • = 9 x 2 - 4 x +  5 17. i f  = 5 - 3 x *
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18 . s ' = 4 a t3- 6 b t

19. s ' = v

2 0 .  a '  = 8nr
2 1 . A ’ =  2Kr

2 2 . é  m b  + ct

2 3 . / ' ( * J - x - 2 x 5

2 4 .

2 5 . f \ x )  =
2yjax

2 6 . i/ = - 9 (2  -  3 x )2

2 7 . j/  = - 6 ( l - 2 x ) 2

3
2 8 . >’ =

4 y 3 -  5.x

2 9 . y ' = -2 a b x  -  b 2

8 x 2 -  16
3 0 . fX x ) =

3 1 . /'<*>

A

I  -  A

32. / '< * ) =  -

I - 2  a  

I

3 3 . / '(x )
n/( 2 -  x 2)J

3 4 .  r ' =  -  15 0 *  i  8 0  

2 2 - 3 0

3 5 . v '  =  -

3 6 . y '  = -

( I  +  a v  )y l  I -  a : x : 

2 c : .v

$ 1 +  3.v)*

38. y  =  -
V ^ ^ A 7

3 9 . y  =  1 6 xJ(x< -  5 )J

4 0 . y ’ = 3 x 2 + lO x  ♦  1

4 1 . y ' = 8 x 3 + 2 1 x 2 -  6 x  +  7

^  , 3 a 2 -  2a '
4 2 . y  =

.1  -  A ) 2

,  -  7 a  -  6 a  +  4

4 3 - v =  ^ F T T T T F -

. =  - 3 * ’ + 2 , + 3

4 5 . y  =

4 6 . y =

( a 2 +  l ) : 

2 a

3  !/<■>’  +  I)4

l u  *  l ) J

4 7 . v ' =  3 i + “

4 8 . y =

2 V a  + u

3  - 4 a

3 V(3 v -  2 a  2 ):
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4 9 . y '  =  « ¿ ¿ I  5 0 . y '  = 2
^ +  2x x (2 -  x  y

51. m  = - 1 .5  tx =  123 °  4 0 '

52 . m  *  - 0 .2 5  a  = 166°

53. m  -  - 4  a  -  104 °

54. P ,(0 .  -4 ) P2{ - 2 . 0)

55 . m  = 1 a  = 45°

ejercicio V I (póg .  93 )

1 . a) y  = 1 0 *  -  2

y "  = 10

b) y  =  1 -  2 x  *  3 x J 

y '  =  6 *  -  2

c )  y ' = - 3 n ( l  - a x ) 2 

{/ ' =  6 o 2 (1 -  a v )

d ) y  =

v =

-  l a b  

{a x  -  b Y

4 < rb 

( a x  -  h } '

c)

v =

g)

2 V i -  / « 

fe'
y  =  -

y y
y "  =  0

4\/d - f c x ) !

h )

¡)

j )

2>/t-v -  1 ) ’ 

3</

4 ^ - 1 ) ’

*/’ -  3 x 2 -  4 x  -  1 

y "  -  6 x  -  4

y  - 2 *
y " = 2



2 5 0  I n i c i a c i ó n  a l  c á l c u lo  d i f e r e n c i a l  e  in t e g r a l

2 . a , /  =  - f  3 . a )

b) y '  =  1 y

o

x -

x + v  b)
O  y  =  -  —

e )  y '  =  - * + y

y
v -  x

ejercicio VII (póg. 102)

1. a ) v  =  4 0  m  p o r  seg

a = 44  m  p o r  (seg)^ 

s -  2 4  m

c»

v '  = -

r

, -1 -  y
y = ---- ~

X  +

X  +  \ v '  =  2 y  +  2

U  +  i

d ) y  =  - * ■

/ =  - I  ~ 3.v y * _  -  x + y -  xy
3 . t + l  ( y - , t ) 3

b) v  = 6 2  m  p o r  seg  

a  »  6  m  p o r  (seg)-’ 

s  =  3 1 6  m



A p én d ice . R espu es ta s  a los e jerc ic ios 2 5 1

c ) v  = 0

a  =  0

s  =  0 .5  m

d ) v  -  2 0  m  p o r  seg

a  ■ 6  m  p o r  (s e g )3 

s  c  16  m

e )  v  =  1 .89 m  p o r  s e g

a =  4 .5 4  m  p o r  (seg)'3 

s  =  3 .1 6  m

2. a ) s  »  9 2  m

b) 4 2  m  p o r  s e g

c) v  -  3 4  m  p o r  seg

d) s  = 3 1 2 .5  m

e ) v  =  0  m  p o r  seg

3 . a )  v  = 4 0 r -  9 .8 f  m  p o r  s e g

a  =  3 2 .2  m  p o r  (s e g )3

b) 15.1 m

c ) 6 0 .4  m

d ) v  -  6 0 .4  m  p o r  seg

a  = 3 2 .2  m  p o r  (s e g )3

< 4 + r ’ )*

24 -  32
a =  ----------

(4 + / )

v  =  0 .7 9 2  m  p o r  seg  

a  = 0 .0 2 5  m  p o r  <seg)J

4. a )

b)

c)



2 5 2 In ic ia c ión  a l ca lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra ]

ejercicio V I I I  (p óg .  120)

1. a )  { / • - ] ,  in in im o , p a ra  x  ■ -2

c )  y  -  6 ,  m á x im o , p a ra  x  =  0

y  -  4 .8 2 , m in im o , p a ra  x  -  — g rá fic a , c o m o  s e  p id e

9  3
d ) y -  — • m ín im o , p a ra  x =  —  g rá fic a , c o m o  s e  p id e

e )  y  «  - 3 ,  m in im o , p a ra  x  =  1 g r á f ic a ,  c o m o  s e  p id e

2. a )  y  -  - 1 ,  m ín im o , p a ra  x  -  3

b ) t/ *  9 , m á x im o , p a ra  x  = 1
c )  y  «  4 , m in im o , p a ra  x  =  -1

d )  ty -  -6 .5 7 , m in im o , p a ra  x  =

e )  y  •  4 , m ín im o , p a ra  x  = 0



Apénd ice. R espu es ta s  a  los  e je r c ía o s 2 5 3

I
0  y  ■  0 .1 4 0 6 , m á x im o , p a ra  x  " J r

g ) y  " 4 m in im o , p a ra  x  =  ~  —

h ) y  ■  - 5 ,  m ín im o , p a ra  x  -  0

4 2
! / = - — • m á x im o , p a ra  x  =  ~ j

i )  y  =  2 .4 5 , m in im o , p a ra  x  = j  

y  -  9, m á x im o , p a ra  x  = -2

j )  y  -  2 , m á x im o , p a ra  x  = 1 

y  ■ - 2 ,  m in im o , p a ra  x  = -1

ejercicio IX  (póg .  136)

A . 1. y  ■ - 1 ,  m in im o . p a ra  x  ■ 0

y  -  2 , m á x im o , p a ra  x  ■ 1
y  -  2 , m á x im o , p a ra  x  = -1

2 . y  ■  1, m ín im o , p a ra  x  = 3

y  = y .  m á x im o , p a ra  x  ■ 1

3. y  =  8 , m in im o , p a ra  x  -  1

14 1
lJ U 2 7 '  m áxim o> P a ra  x  = 3



in ic ia c ión  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

y  •  0 , m ín im o , p a ra  x  -  1

32 I
y  -  —  • m á x im o , pu ra  x  -  -  y

1. A ltu ra  -  J y  r

2. B a s e  " — L a  fig u ra  e s  u n  c u a d ra d o . A ltu ra

3 . V o lu m e n  = 20 *

4. R a d io  = 0 .6 8 2 8  

A ltu ra  = 0 .6 8 2 8

5. A ltu ra  = J y  =  \ 'l.33 ■  1.15 m

6- A = 5-Jl5  E s  u n  tr iá n g u lo  e q u ilá te ro

7. L a rg o  “  120  m  

A n c h o  *  9 0  m

8 . L a d o  d e  la  b a s e  -  2 4  cm

A ltu ra  ■  12 cm

9 . C u a r to  la d o  -  2 0  m

10. A n c h o  = 2 7 .7 1 3  cm

P ro fu n d id a d  ■ 39 .1  cm



A p én d ice . R espu es ta s  a  los  e jerc ic ios 2 5 5

1 1. A ltu ra  -  2 0  cm

12. C a te to s  ig u a le s  c o n  d im e n s ió n  J-~-

€jcrcicio X  (póg .  144)

*■ f

7. 0
2 . 1 

3. 1
8 . n

1
4 - T  9.

5. 3  10.

€jercicio X I  (póg .  148)

I 6 . €° = 1

7. e1' -  1

2. c
8. e °  = 1

3 . <?'
9 . e 3

5. ¿ > - 1  1 0 '



2 5 6 In ic iac ión  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l e  in tegra l

ejercicio X I I  (póg. 159)

1. y  -  - 4  t g  4 x  s e c  4 a

2 . y ' = 3  e o s  3 f

3 . i/ ■ - b  c o t  bx  e s e  bx

4 .  iy' -  - e s c 2 —

sec 2 3 a

5 -

2  e o s  A

6. t/' = /---------J Vsen x

7. y  = - x  s en  x  + e o s  x

ejercicio X I I I  (póg. 170)

8 . t f

9 . y

10. y

1 1 . if

12 . y

13. y

14. y

15. y'

4 + 9 a 2

= tg 2*

A  e o s  A  -  SCI1 A 
1 

A *

=  0

= 2 0  e o s  5x

,  A  A 
=  3 sen —  eos —

= - e o s ' *  s e n  x

_ x  eos a  +  eos A 

A +  I

= 3  s e n 2*  e o s  x

-  sen x



A p én d ice . R espu es ta s  a  los  e jerc ic ios 2 5 7

5. /  -  |0 /  =  -  1---------
v -  x  ♦  2x -  3

6. /  = ------ / , 2 x „
*V 2 5 .r2 -  i n .  y  =  , ^ 4 x 2 +arc « * 2-»

7 . -V = - - 4 ------- 12. /  21
< \ - x -

8 y -  —7^—  13- y; = -  1
8 - 2j x  - * J 2 x  +  2 *

9 . y  = - y
t '  -  2x  +  2

14. y '  = — J  -
Xyjx* -  I

ejercicio X IV  (póg .  177)

2 »  c  '  2 *  -  2
1 • >■ -  _ r  .  5 . y  =  - j -----------

2 .  /  =  In a  6 . y ' -  , 2 x + 4
x 2 +  4 x  + 4

3. y ' = 2 h x e , , ' t‘ 7 . y 1-  2  tg  *

4. y '  =  * sen x  8  '  =  »<>g <•
x( l  +  x>



2 5 8 In ic ia c ión  ¿d cá lcu lo  d ife ren c ia l c  in tegra l

, a ™  lo a , -  / _  3 ln s *
9  y -  — T T T í —  1S- > •  iI +  X

3 . dv =  - 6dX
x 3

5 dx
4 . dv =  — p=— 

2yJ5x

5 . d y  -  (4 x  -  2 ) d x

2 dx
6 . dv =

2 «x
16. v =  — —

i a / l - G * - 2 ) l o g *  "  «  ♦ »

4 ax
17. v =  — T

ax * +  b

cos x  -  sen x 
18. y  = ----------- ----------

x ‘ -  2x

11. y '  =  2.v e '

12. y ' - 2  cr>'\n a

13. i/1 -  2 a a- ‘ ln  a

14. y ' -  s cc  x

Eje rc ido  X V  (póg .  189)

1. dy  =  (2 x  -  2 ) d x  7 . di/ = (1 2 x  -  11) d x

2 . d y  -  (5 x «  +  4 x 3 -  3 x 3) d x

19. y ’ = a  10 n‘  * *  ln  10

2 0 . y  =  e" s ec - e 1

R 2,/í8 .  = 7 _

9 . dy =  - J Í L -  
V 2 .v  -

10. dy  =  3 ( x  -  l ) 2 dx

11 . d y  = 2a {ax  ♦  b ) dx

O -  x )2 12. d y  ■ (2 a bx  -  2b  *  o ) dx



A p én d ic e ;  R espu estas a  lo s  e jerc ic ios 2 5 9

13. dv =  Z l í *  19. dv =  *  -
<x - a V  2a *  2 x ¡ a

4 x

, _ . adx
15. dy =  — i -

2v<u  ♦  b

I 6  .  -  3 ,>  *  2 «  A

a -  x *

u . x

14. dy =  — ~ t —  2 0 . dy  = - b  dx

2 1 . dx =  -

. 3 v -  4.t2 2 . dy =
8 v -  3 x

2 3 . </v = (- 3 ^  + 3> )d x
-  3 *  *  4v

17. ¿ v  =  — i------ L ± --------

J i a - x ) ( a + x ) '  2 4. dy =  ( ~X *  y )  d '  =  dx

18. dv = O x 7 +  2 .r -  I )  dx 2 5 - 4>' = Z - Í L

€jercicio X V I  (póg .  198)

1. dy -  -°S—  dr 4 . d y  =  5  s c c  5 x  tg  5 x  d x

2 . d y  •  - t g  x  lo g  e

3. d y  •  e "  7 dx  3 x  -  4

5 . d y  *  e '  (e o s  3 x  -  3  x e n  3xJ d x

6  dx
6 . dv -  ----------



2 6 0 I n i c i a c i ó n  a l  c á l c u l o  d i f e r e n c i a l  e  in t e g r a l

,  11 . d y  = - e ' "  dx
7 . dy -  10 *  In 1 0 - = U

12. dy =  ^ y ¡e  ¡ ~  dx
8 . d y  -  (e o s  3 x  -  3 x  s e n  3 x ) d x

13. d y  -  6  e o s  3 x  d x

14. d y  =  a b  e "  d f

15. dy =  e 'f c o s  Jtt -  r  sen jm d t

ejercicio X V I I  (póg .  2 10 )

P ro c e d e r  u re a liz a r  c o n  c a d a  fó rm u la  d e  la  X I a  la  X X I u n  ra zo n a ­
m ie n to  c o m o  lo s  q u e  s e  h ic ie ro n  c o n  la s  fó rm u la s  d e  la  I a  la  X.

Jv

10. Jv
dx 

x -  4

ejerc ido  X V I I I  (póg. 2 14 )



x4

A p én d ice . R espu es ta s  a  los  e je rc ic ios  2 6 1

1 X

1 1 .  x i + 2 x 2 - 7 x + C  2 1 . —  are Ig  -  +  C
4 a a

12. x 2 + 1  +  C  2 2 . ---------—— + C

18. C

■9. 2

>¡2 .

\ -  2

1 3 . 4 , - 4 V 7  +  C  2 3 . -  S-t* +  3 * : ■+■ C

, 4 .  l i l - í l l  +  C  ?  ,
3 2 2 4 . x 2 - - * s + - x 4 +  C

3 4

15.   10 v -  -  +  C  25. 2 s en 2*  e o s  x  dx  =  2  s e n Jx  eos
3 x  *

16. 2 x  7 + C  ,

2 6 . ^  +  C

2 7 . .  2 l * ,jr +  C

2 8 . Se" .  *  +  C

2 9 . 4 r  ~  4 *  -  -  +  C  
2 .r

2 0 . +  C  3 x  -  I
3 3 0 . x  +  — I n --------- +  C

2 x +  1



2 6 2 In ic iac ión  a l c á lcu lo  d ife ren c ia l r  in tegra l

ejercicio X I X  (póg. 2 20 )

1. + -  In U  +  I )  +  C 11. -  — In eos x  + C

2 . s ec  x  + t g  a :  *  C 12. ~  <SCC 4 a +  Ig 4 x )  +  C

3 . _ ^ Z * L  +  C 13. t  C

4. 5£!L1 2 £  + C

5 . I . " + C
1 5 .  j l n ( 2  +  a ‘ > + C

6. - t f ° % • + C 16. j  ln(2 +  3 a )  + C

17.
In( <í  +/> ;*) 

ah
+  C

18. 2 In .i +  3 In

9 .  —  ln( a  '  +  1 )  +  C 19. In ( a * + 3 X ) +  C

1 0 . - 2  eos —  +  C 20.  - I . ' + c
a  3  a



A p én d ice . R espu es ta s  a los  e jerc ic ios
2 6 3

2  1. 2 x  -  in  (x  + 2 ) + C  2 4 . —  x s +  C
4

2 5 . ^ Z f 2 ^  +  c.
15

2 3  £  + 5 ln (2  v +  3 )  +  c  2 6 . In  (1 -  e o s  x) + C
2 4

€jercicio X X  (póg .  2 2 7 )

1. x  s en  x  ♦ e o s  x  + C

eos av x  sen a v  _
2 .  j—  + --------------- +  C

<!' II

3 . x  lg  x  +  In  e o s  x  ♦  C

4 .  y x 2 are sen x 1 + ^  y¡\ -  x :

5 . — x 2 — — .v sen 6 .t — — eos 6.v + C  
4 12 12

6. — x  -  — sen .v +  C
2 4

7 .  i .  sec x  lg  x  + y  Imsec v + ty .v> + C



8 . - x J *  e o s  x  *  2 x  s en  x  *  2 e o s  x  + C

2 6 4 ............................ In ic iac ión , a l  cádculo d ife ren c ia l c  in tegra l

1 > 3 , 3  3 . _
q  e  — v  x +  —  x  ♦  C

2 4 4 8 1

10. u are tg u — ~  ln< I + u 2)  +  C

11. u are sen u + ^  I -  n ' +  C

12. y  *>/<> ♦  *> ’ -  —  +  C

I 3 - y i n  « -  y

14. — are sen x ’ +  y  ^  I -  x *  +  C

15. -  r ‘ (sen x + eos x )  +  C

16. e* |xJ -  2 x  ♦ 2 ) ♦  C

l7
* ' •  tí + I (  r< 4  I )

18. x are tg x + — ln< 1 4 x 2)  +  C



Apénd icp  R espu es ta s  a  los  e jerc ic ios 2 6 5

ejercicio X X I  (p ág .  2 34 )

1. i

2 . 6

3 . 0

6 .
3

7 . 0

8 . 1

*■ \

5 . 10.

ejercicio X X I I  (pog. 2 41 )

1. 5 .3

2. 1 14

3. 2 9 .3 3

4. 3

5. 14 .1372

6. 7 8 .5 4

7. G rá f ic a s  c o m o  s e  p id en .



Formulario

N ú m . D e r iv a d a s D ife r e n c ia le s

I
£ = °

dU-) =  0

II </(*) = dx

III d du dv dw
—  (u ♦  v -  w)  «= ---  + ------------
df di di dx

d(u *  v -  x ) = du *  d\- -  dn

IV d dv
— <cv) -  —  
dx di

d(cv) = cdv

V d é dv du
--- |UV > -  II ---- »  V ----
dx dx dx

diuv) = udv + vdu

VI
¿  <'’i ‘W . . v „ )  = <i'Jv , . . . v . ) ^ 1 * -  

dv
+ (V|V,V, dx"

«/(v.VjV, ...V ,) = (VjV, ...vjt/v,
♦ ...v, ktv¡ ...v._,)dv.

VII i  (V-) = /.v*-' d¡dx di
d[v‘ )  = nv"''dv

2 6 7



2 6 8 In ic ia c ió n  a l  c á lc u lo  d i fe r e n c ia l  e in te g ra l

N ú m . D e r iv a d a s D ife re n c ia le s

v i i i d . . .  .- i  —  U  ) -  »u  
dx

d lx mI *  nx‘ 'd i

IX du d\' 

dx [ v  )  V3

X

X I

X II

___________________________________
d  O - , 1 ,

X l l l li du 
—  Iw n  « I  -  cus u  —  
■a </«

d lscn  « 1  =  eos u du

X IV d  , ,  du 
—  (c o *  u )  — — sen u —  
d x  dx

d i  cm  m) ■  -  sen M du

X V J  .  1 du 
—  11?  “ » •  * e c  u —  
a i  dx t/(lg u| ■  *ec * u du

X V I d  . </u 
—  (c i*  n i s  -  c v :  * u —  
d i  d i d ic i*  m» •  -  cae 1 u  du

X V II d  du 
— -  ( »C C  •>) -  1* U MX u —  
d i  </l

d lte c  u i  =  ig u  tec  u du

X V III
—  le w  u  i =  -< ig u  etc  u  —-  
a t  d t

d lQ K  M> -  -  Ctg U CtC U du

X IX du

J  (ure «en  m| =  ~ J & —
«** V 1 -  «.*

</(aiw sen « ) =  ,lu
1 M-'

X X du

—  («r e  eos  m I «  — i ***
*  V i -  -  ‘

</(arc cu » m )  =  -  **" 
1

X X I du

« »  -  ^  ;
t i l  1 *  M *

t/(arv i r  u | -
1 ♦ * -



Form u lario 2 6 9

N ú m . D e r iv a d a s D ife re n c ia le s

XXII (tu

—  (are tls u) ------
dx 1 + ii ■

«/(are cig u»■  -
1 l u ­

XXIII du 

u’Ju7 -  I

díate sec ii l =
M II -1

XXIV du
d  Ax—  «are ese u) = -----M
dx u j u-  _  |

«/(are ese a ) = -  ,/u
«  u J -1

X X V
;  (io? , u ) = ,oe^  *
itx u ax

rf(,og . « ) = ^ du

XXVI du

—  (In u) =  ■ & - 
dx ii

rf(ln n )  =  —  
ii

XXVII
—  ( a - )  =  « ’  In i i  —  
d x  dx

</<<!*) =  a in a «Ai

XXVII I d  .—  le )  -  —  
i tx  dx </(r*I =  t ‘ du



2 7 0 In ic iac ión  n i c á lcu lo  d ife ren c ia l c  in teg ra l

L im i t e s  fu n d a m e n t a le s

sen a  
llm  ---------=  1 Km f 1 +  * U  r

a V «  1
m  -*<•>

a  - *  0

N ú m In te g r a le s

1 j  (du ♦  dv -  ,h* )  - J  du ♦  J dv -  J  dw

II j a  d i  =  f l j d i

III id *  =  i  r C

IV
í  v'dv ■ - -----r  excepto para n  -  - 1
J n  +  1

V
f * =  b , * C
J V

VI
= T £ l  +  <' 

J ln «i

V I I
í e ’ i fc  =  e ‘  +  C

V I I I
1 »c n  v  d v  =  -  cos \ dv *  C

IX I  CO» v dv =  sen  v *  C

X I  scc ’ v dv =  l|* i  *■ C

X I I  esc 1 v dv — - c « g  v *  C

X II
1 sec r i j f  .  dv a * c r » C

X III
1 esc v ctg *• d i — — esc v ♦ C

X IV I ig v dv = -  ln « n  v *  C  o ln sec »  f  ( '



F o r m u la r i o 2 7 1

Aftim . Integrales

X V J  « g  v d v  =  In sen v + C

X V I j  scc V  d v  =  Inlsec V  ♦ lg v) ♦ C

X V II J esc v d v  ■= ln(csc v -  cig v) + C

X V III f  dv 1 v _
1 ------r  = -  « c  lg -  + C

J v* + a ' a a

X IX [ *  . = ' In v “ ® + C  
J v +a ' 2a v + 1

X X (  d v  v  „  1 ---------  = are sen — + (
J Ja3 + vJ «

X X I



2 7 2  ............................ Im n a o o n  a l c a lcu lo  d ife ren c ia l t  in tegra l

L o g a r i t m o s  n a t u r a l e s  ( b a s e  e )  

T o b l a  I .  H u m e r o s  1 .0 ,  1 .1 ,  1 .2 ,  1 .3 ,  ... h a s t a  5 .4

00 01 .02 03 .04
-------------1

.0 5  06 07 08 09

1.0 0 0 0 0 0 0 .0100 0  0198 0 .0296 0 .0392 0 .0 4 8 8  0  0583 0  0677 0 .0770 0  0862
1.1 0  0 9 5 3 0  1044 0  1133 0  1222 0  1310 0  1398 0 14H4 0  1570 0  1655 0  1740
1 2 0 1823 0.1906 0  1989 0.2070 0 2 1 5 1 0 .2231  0  2311 0  2390 0  2 *6 9 0  2546
1 3 0  2624 0  2700 0  2776 0  2852 0  2927 0 .3001  0  3075 0 3 1 4 8 0.3221 0  3293
1.4 0 .3365 0 .3436 0  3507 0.3577 0 .3646 0 .3 7 1 6  0.37H4 0  .3853 0 .1920 0  3988

1.5 0  4055 0.4121 0 .4187 0.4253 0  4318 0  4 3 8 3  0  4447 0 4 5 1 1 ■ 0  46.17
1.6 0  4700 0  4762 0  4824 0  4886 0  4947 0  5008 0 .5068 0 S 1 2 8 0 .5188 O  5247
1.7 0 .5306 0  5.165 0  > 1 2 3 0.S4B I 0 .5539 0 .5 5 9 6  0 .5653 0 .5710 0 .5766 O 5822
1.8 0  5878 0  5933 0  5*388 0.6043 0  6098 0  6 1 5 2  0  6206 0  6259 0 .6313 0  6366
1.9 0  W 19 0.6471 0 .6523 0.6575 0 .6627 0  6 6 / 8  0  6729 0  6780 0.68.11 0  6881

2.0 ,O W 3 2 o  « m i 0.1031 ,0  7080 0.7X29 .0 .7 X 7 6  0.7227 0 .7 2 7 5 0.7X24 0 7 3 7 2
2.1 0  7419 0  7467 0  7514 0  7561 0  7608 0  7 6 5 5  0  7701 0  7747 0  7793 0  7839

2 2 0  7885 0  7930 0  7975 0  8 0 2 0 0  8065 0 8 1 0 9  0 8 1 5 4 0  8198 0  8242 0  8 2 8 6
2  3 0  8329 0  8 3 7 3 0  8416 0  8459 0 .8502 0 .8 3 4 4  0  8587 0 8 6 2 9 0  8671 0 8 7 1 3
2 4 0  8755 0 .8790 0  8838 0 8 8 7 9 0 8 9 2 0 0  8961 0  9002 0  9042 0  9083 0  9 1 2 3

2  5  0  9 1 6 3  ( ) W ) J  0  9 2 4 3  0  9 2 8 2  0  9 3 2 2  0  9361 0  9 4 0 0  0  9 4 3 9  0  9 4 7 8  0  9517
2 6 0  9 5 5 5  0  9 5 9 4  0  9 6 3 3  0  9 6 7 0  0  9 7 0 8  0 .9 7 4 6  0  9 7 8 3  0  9821 0  9 8 5 8  0  9 8 9 5
2.7 0  9 9 3 3  0  9 9 6 9  1 0 0 0 6  1 0 0 4 3  1 0 0 8 0  1.0116 1 0 1 5 2  1 0 1 8 8  1 0 2 2 5  1 0260
2.8 10294 , 1 0 3 3 2  1 0367 1 0 * 0 3  1 0 4 3 8  1 0 4 7 3  1 0 5 0 8  1 0 5 4 3  1 0 5 7 8  1 0613
2.9 1 0 6 4 7  1 0 6 8 2  1 0 7 1 6  1 0 7 5 0  1 0 7 8 4  1 0 8 1 8  ; 11 0 8 5 2  1 0 8 8 6  1 0 9 1 9  1 0 9 5 3

3 0 1 0 9 8 6  1 1019 V 1053 1 1086 1 1119 1.1151 1 1184 1 1217 V 1249 1 1282
3.1 1 1314 1 1346 1 1378 ] .1 4 1 0  1.1442 1.1474 1.1506 1 1537 1.1569 1 1600
3 .2 1 l  1632 1 .1663  1, 1694 1i 1725 1 .1756  ,1 .1787 1 18X7 1 XR4H 1 1878 1 1909
3  3 1 1939 l 1 W » 1 2000 1 2 0 3 0  X .2 0 ÍO , 1 2 0 9 0 1.21X9 l 2X49 1 2X79 t 2 2 0 8
3 * 1 2 2 3 8  ' 1 2267 l 2296 1 2 3 2 6  1 2 3 S S  . 1 .2384 . 1 2413 1 .2*42 1 2470 1.2499

3.5 1 .2528  | l 2556 1,2585 1 2 6 1 3  1 2641 1 2669 1 2 6 9 8 1 2726 1 2/54 1 2782
3  6 1.2809 1 2837 1 2865 1 2 8 9 2  1.2920 1.2947 1 2 9 7 5 1.3002 1 3090 1.3056
3.7 1 3083 1 31 10 1 3137 1.3164 1 3 1 9 1  1.3218 1 3244 1.3271 1 3297 1 3324
3 8 1 3 3 5 0  . 1 ,3376 i l  3403 1 3 4 2 9  1 .3455  1.3481 1 3507 1.3533 1 1 3558 1.3584
3 9 1 .3610  | 1.3635 ' 1.3661 11.3686 1.3712 11.3737 1 3762 1.3788 1 3813 1 .1838

4.0 1.3863 1 .1888 1.3913 1 3 9 3 8  1 3 9 6 2  1 3087 1 4012 1 4 0 3 6 1 4061 ; 1 4085
4.1 1.4110 1 4134 1 4 1 5 9 1 4 1 8 3  1.4207 1.4231 1 4255 1.4279 ' 1 4303 1.4327
4.2 1.4351 1 4.1/5 1 4398 1 4 4 2 2  1 4 4 4 6  1 4469 1 4 4 9 3 1 4516 1 4540 1 4563
4.3 1.4586 1 4009 1.4633 1 4 6 5 6  1 4 6 7 9  1.4702 1 4 7 2 5 1 4748 1 4771 1 4793
4  4 1.4816 1 4839 1 4861 1 4 8 8 4  1 4 0 0 7  1 4920 1 4951 1.4974 1 49*Hi 1 5019

4  5 1 5041 1 5063 1 5085 1 5 1 0 7  I .S I2 9  15151 1 5173 1.5195 1 5217 1 5239
4 .6 1.5261 1 5282 1.5304 1 5 3 2 6  1 5 3 4 7  1 5369 1 5190 1 5412 1 54.11 1 5454
4.7 1 5476 1 5497 1 5518 1 5S39 1 5 5 6 0  1 5581 1 5602 1.5623 l  5644 1 566S
4  8 !  5686 1 5707 1 5728 1.5748 1.5769 1 5790 1 5810 1,5831 1 5851 1 5872
4  9 1 5892 1 5913 1 5933 1 5953 1 5 9 7 4  1 5994 1 6014 1 6034 1 6054 1.6074

5 0 1 6094 1 61 14 1 6134 1 6 1 5 4  1.6174 1 6104 1 6214 1.6233 1 6253 1 6273
5  1 1 6292 1 6312 1 6332 1.6351 1.6371 I 1 6 3 9 0 | 1 6 *0 9 1 6 *2 9 1 6448 1 6467
5 2 1 6487 1 6 5 0 6 1 6525 1 6 5 4 4  1 6 5 6 3  1.6582 1 6601 1.6620 I 6639 1.6658
5.3 1 6677 1.669b 1 6715 1 6 7 3 4  1 6 7 5 2  16771 1 6/90 1 6808 1 6827 1.6845
5  4 1 6864 1 6882 1 6901 1 6 9 1 9  1 .6938  1 6 9 5 6 | 1 6974 1.6993 1 7011 1 7029



F o r m u la r i o 2 7 3

l o g a r i t m o s  n a t u r a l e s  ( b a s e  e )  

T a b l a  I. N ú m e r o s  5.5,  5 .6,  5 .7 , ... h a s t a  9.9

00 .01 .02 03 04 .05 .06 .07 .08 .09

5.5 1.7047 1 .7066 1.7084 1.7102 1.7120 1 7138 1.7156 1.7174 1.7192 1.7210
5 6 1.7228 1 7246 1 7263 1.7281 1.7299 1.7317 1.7334 1.7352 1.7370 1.7387
5.7 1.7405 1.7422 1.7440 1.7457 1.7475 1 7492 1.7509 1.7527 1 7544 1.7561
5.8 1.7579 1.7S96 1.7613 1.7630 1.7647 1.7664 1.7681 1.7699 1 7716 1.7733
5.9 1.7750 1.7766 1 7783 1.7800 1.7817 1 7834 1.7851 1.7868 1.7884 1.7901

5 0 1.7918 1.7934 1.7951 1.7967 1.7984 1.8001 1.8017 1.H034 1 8050 1.8066
b. 1 1.8083 1.8099 1.8116 1.8 i  32 1.8148 1.8165 1.8181 1.8197 1-8213 1.8229
6 2 I 8245 1 8262 1 8278 1.8294 1 8310 1 8326 1 8342 1.8358 1.8374 1 8390
6 3 1.8405 1.8421 1.8437 1.8453 i 1.8469 1.8485 1.8500 1.8516 1.8532 1.8547
6 4 1.8563 1.8579 1 8594 1.8610 1 8625 1 8641 1.8656 1.8672 1.8687 1.8703

6.5 1.8718 1.8733 1 8749 1.8764 1.8779 1.8795 1.8810 1.8825 1.88-10 1.8856
6.6 1.887) 1.8886 1.8901 1.8916 1.8931 l 8946 1.8961 1.8976 1 8991 1.9006
6.7 1.902) 1 9036 1.9051 1.9066 1.9081 1.9095 1.9110 1.9125 1.9140 1.9155
6 8 1.9169 1.9184 1.9199 1.9213 1.9228 1 9242 1.9257 1.9272 1.9286 1 9301
6.9 1.9315 1 9330 1 9344 1.9359 1.9373 1.9387 1.9402 1.9416 1.9430 1.9445

7.0 1.9459 1.9473 1 9488 1.9502 1.9516 1.9530 1.9544 1.9559 1.9573 1.9587
7.1 1.9601 1.9615 1 9629 1.9643 1.9657 1 9671 1.9685 I 9699 1.9713 1.9727
7.2 1.9741 1.9755 1 9769 1.9782 1 9796 1.9810 1.9824 1.9838 1.9851 1.9865
7.3 1.9879 1.9892 1.9906 1.9920 1.9933 1 9947 1.9961 1.9974 1 9988 2.0001
7.4 2.0015 2.0028 2.0042 2.0055 2.0069 2.0082 2.0096 2.0109 2.0122 2.0136

7.5 2.0149 2 0162 2.0176 2.0189 2.0202 2 0215 2.0229 2.0242 2.0255 2.0268
7.6 2.0281 2.0295 2.0308 2.0321 2.0334 2.0347 2.0360 2.0373 2.0386 2.0399
7.7 2.0412 2.04-25 2 0438 2.0451 2 046-1 2 0477 2.0490 2.0503 2 0516 2 0528
7.8 2.054 1 2.0554 2.0567 2.0580 2.0592 2.0605 2.0618 2.0631 2.0043 2.0656
7 9 2.0669 2 0681 2.0694 2.0707 2.0719 2 0732 2.0744 2.07S7 2 0769 2 0782

8.0 2.0794 2.0807 2.0819 2.0832 2.084-1 2.0857 2 0869 2 0882 2 0894 2 0906
8.1 2.0919 2.0931 ' 2094 3 2.0956 ¡2-0968 2 0980 2 0992 2.1005 2.1017 2.1029
8.2 2.1041 2.105-1 2.1066 2.1078 2.1090 2.1102 2.1114 2.1126 2.1138 2.1150
8.3 2.1 163 !2  1175 2 1187 2.1199 2.1211 2.1223 2.1235 2.1247 2.1259 2.1270
8.4 2.1282 2.129-1 2.1306 2.1318 2.1330 2 1.342 2.1353 2.1365 2 1377 2.1389

8.5 2.1401 2.1412 2.1424 2.1436 ¡2.1448 2.1459 2.1471 2.1483 2.1494 2.1506
8.6 2.1518 | 2  .1529 2.1541 2.1552 2.156-1 2 1576 2.1587 2.1599 2.1610 2 1622
8.7 2.1633 2-1645 2.1656 2.1668 ¡2  1679 2-1691 2.1702 2.1713 2.1725 2.1736
8.8 2.1748 2.1759 2.1770 2.1782 2.1793 2.1804 2.1815 2.1827 2.1838 2.1849
8.9 2.1861 2.1872 2.1883 2.1894 ¡2  1905 2 1917 2.1928 2.1939 2.1950 2.1961

9.0 2.1972 2.1983 2.1994 2.2006 2.2017 2.2028 2 2039 2.2050 2 2061 2 2072
9.1 2.2083 2.2094 2.2105 2.2116 2.2127 2 2138 2.2148 2.2159 2.2170 2.2181
9.2 2.2192 2.2203 2.2214 2.2225 2.2235 2 2246 2-22S7 2.2268 2227 9 2 2289
9.3 2.2300 2.2311 2.2322 2.2332 2.2343 2.2354 2.2364 2.2375 2.2386 2.2396
9 4 2.2407 2 2418 2.2428 2.2439 : 2.2450 2 2460 2 2471 2.2481 2.2492 2.2502

9.5 2.2513 2.2523 2.2534 2.2544 2.2S55 2.2565 2.2576 2.2586 2.2597 2.2607
9.6 2.2618 i 2.2628 2.2638 2.2649 ; 2.2659 2 2670 2 2680 2.2690 2.2701 2 2711
9.7 2.2721 2.2732 i 2.2742 2.2752 2.2762 2 .2773 2.2783 2.2793 2.2803 2.2814
9.8 2.2824 2 2834 2.2844 2.2HS4 2  2865 2 2875 2.2885 2.2895 2 2905 2 2915
9.9 2.2925 2.2935 : 2.2946 2.2956 2.2966 2 .2976 [ 2.2986 2.2996 2.3006 2.3016



2 7 4 In ic iac ión  al c á lcu lo  d ife ren c ia l c  in tegra l

L o g a r i tm o s  n a t u r a l e s  ( b a s e  e )

N  ]

Tob lo

L o «  Nat N

I I .  N ú m e r o s

Lo« L N«  i  N

1 .  2 ,  3 .

I> f l  N « l

4 ,  . . .

N

h a s t a  £00
L o g  Nol N U *  N .i

0 —  X’ 40 3 .6 8  8HH 80 4 3 8  203 120 4  78 749 160 5 .0 7  517

1 0  0 0  000 41 3 71 357 81 4 3 9  44  5 121 4 .7 9  579 161 5 .0 8  140
2 0  6 9  315 42 3.73 767 82 4 .4 0  672 122 4  8 0  402 162 5  0 8  760
3 1 0 9  861 43 3 .7 6  120 83 4.41 884 123 4 81 218 163 5 0 9  375

4 1 38 6 2 9  i 44 3  78  419 84 4  43 082 124 4 .82 028 164 5 09 987
s 1 60 944 45 3 .8 0  666 85 4  44 265 125 4 .8 2  831 165 5.10 595
6 1 79 176 | 46 3.82 864 86 4  45 435 126 4 .8 3  628 166 5.11 199

7 1.94 591 47 3 .8 5  015 87 ' 4  4 6  591 127 4 .8 4  419 167 5.11 799
8 2 0 7  944 48 3  8 7  120 88 4  4 7  734 128 4 8 5  203 168 5  12 396
9 2 19 722 49 3  8 9  182 89 4  48 864 129 4  8 5  981 169 S .12  990

IO 2 3 0 2 5 9 50 3  91 202 90 4 49 98 ) 130 4 8 6  753 170 5  13 580

1 1 2 39  790  1 51 3.93 183 91 4.51 080 131 4  8 7  520 171 5.14 166
12 2 4 8  491 52 3.95 124 92 4 .5 2  179 132 4  8 8  280 172 5.14 749
13 1 2 5 6  495 53 3  9 7  029 93 4.53 260 133 4  8 9  035  1 173 5.15 329

14 2 6 3  906 54 3 9 8  898 94 4.54 329 134 4 .8 9  784 174 5  15 906
15 2 .7 0  SOS 55 4  0 0  733 95 4 .5 5  388 135 4  SO S27 175 5  16 479
Ib 2.77 259 5b 4  .02  535 96 4 56 435 136 4.91 265 176 5.17 048

17 2.83 321 1 57 4 0 4  305 97 1 4 57 471 137 4  91 998 177 5.17 615
IH 2  8 9  037 58 4  0 6  044 9 8  | 4.58 497 138 4  9 2  725 178 5  18 178
IO 2  94 444 59 : 4  0 7  754 99 4 5 9  512 139 4  9 3  147 179 5.18 7.19

30 2  9 9  573 60 4  0 9  434 100 4 .6 0  517 140 4  94 164 180 5  19 296

31 3.04 452 61 4.11 087 101 4.61 512 141 4 9 4  876 181 5 .1 9  850
22 1 3 .0 9  104 62 4  12713 102 4 62 497 142 4.95 583 183 5 .2 0  401
33 ! 3  13  549 63 4.14 313 103 4 .6 3  473 143 4  9 6  284 183 S  2 0  949

34 3  17 805 64 4  15 888 104 4 64 439 144 4 .9 6  981 184 5  21 494
33 3.21 888 65 4  17 439 IOS 4 6 5  396 145 4  9 7  673 IB S 5  22 036
3b 3 .2 5  810 66 4  18 965 106 4 .6 6  344 146 4 .9 8  361 186 5  22 57S

27 3. 29  5H4 67 4 20 469 107 4 .6 7  283 147 1 4.99 043 187 5 .2 3  111
2b 3 .3 3  220 08 4  21 951 106 4  6 8  213 148 4 99 721 188 5  2 3  644
29 | 3  3 6  730 69 4  23 4  11 109 4 .6 9  135 149 5.00 395 189 S.24 175

30 3  4 0  120 70 4  24 850 110 4 70 048 ISO 5 0 1 0 6 4 190 5  24 702

31 3  4 3  399 71 4 26 268 I I I 4  7 0  953 15! 5.01 728 191 5 25 227
32 3  4 6  574 72 4 27 667 112 4.71 850 1 152 5.02 388 192 5 .2 5  750
33 3 .4 9  651 73 4 29 040 113 4 .72  739 153 5  03 044 193 5 .2 6  269

34 2  52 636 74 4 30 407 1 14 4 7 3  620 154 5 03 695 191 5 .2 6  786
33 3  55 S35 75 1 4 31 749 115 4 74 493 155 5.04 343 195 5.27 300
30 3  58 352 76 4.33 073 116 4 75 359 IS 6 5  04 986 196 5 27 811

37 3.61 092 77 4.34 381 117 4  76 217 157 5 .0 5  625 197 5  28 320
38 3  63 759 78 4 .35 671 118 4  77 068 I 158 5 .0 6  260 198 5.28 827
39 3 .6 6  356 79 4.36 945 119 4 .7 7  912 159 5 .0 6  890 199 5.29 .130

40 3 .6 8  888 80 4 38 203 120 4  78 749 160 5  0 7  517 200 5.29 832



I-ata obra i c  tcmiinó Je imprimo en l 'd r a u d t l  2011 
en k n  U lkrir» Je Utograhea Ingnimra, S  A  Je C  V 

len te  no 102-1 C o l ( l i a ) »  hametakla 
M éxico. DJ'. 09HI0



In ic iación  a l Cálculo D ife rencia l e  In te g ra l se  puede  

utilizar co m o  lib ro  de texto o  d e  consu lta  para  e stud ian ­
te s de educación  m edia supe rio r y  co m o  auxiliar d idáctico 
en lo s  cu rso s  in ic ia les o  p rop ed é u tico s  q u e  im parten  

a lg u n a s  escuelas d e  nivel superior. Po r tratarse  d e  un 
curso  d e  introducción, su con ten ido  se expone  m ediante 

exp licac iones senc illa s so b re  tem as básicos, e jem plos 
re sue ltos y  n u m e ro so s  p rob lem as y  ejercicios, co n  el 
p ropósito  d e  afirmar, am p lia r y  aplicar lo s  conocim ientos.

Sin  duda, el ap rovecham ien to  d e  este m aterial ayudará 
al estud iante  a avanza r con  segu rid ad  e n  la adquisic ión 
d e  cono c im ien to s  y  acum u lac ió n  d e  experiencias, asi 
com o e n  el desa rro llo  de háb ito s y  hab ilidades deseables 
para  lo g ra r una  auténtica com pren sión  de la matemática.


