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PRESENTACION

La actividad editorial desarrollada por el Instituto
Politecnico  Nacional, esta encaminada al
cumplimiento de objetivos fundamentales, tales
como:. el abatimiento del costo de los textos de
apoyo para los planes de estudio de diversas
carreras y disciplinas que se cursan en la institucion,
y el estimulo al profesorado para que su esfuerzo en
el campo de la investigacion técnica y cientifica y su
experiencia en la catedra, se plasmen en volimenes
que circulen entre el mayor numero de estudiantes,
docentes e investigadores.

En este contexto, iniciamos la publicacion de una
nueva coleccion de libros institucionales de caracter
académico y costo reducido, que ofrece a los
jovenes estudiantes de los niveles medio superior y
superior un acceso mas directo hacia el
conocimiento forjado en el esfuerzo y la dedicacién
de los docentes e investigadores del propio Instituto.

Este material bibliografico especializado, se nutre
en parte de trabajos originales de nuestra planta de
profesores, lo que reviste la mayor importancia
puesto que ademas de contemplar de forma
particular los aspectos pedagogicos especificos que
desarrollan en su practica diaria, permite



incentivarlos y demuestra que en México contamos
con la suficiencia cientifico-técnica que nos permitira
impulsar el desarrollo del pais.

Este programa editorial pretende abarcar gran
parte de las materias que integran el conjunto de
planes de estudio del Instituto y reflejar en sus
publicaciones la unificacion de esfuerzos vy
voluntades que, sin lugar a dudas, repercutiran en
una entusiasta aceptacion estudiantil. Ademas, se
inserta en el espiritu que ha distinguido siempre al
Politécnico, de realizar la encomiable tarea de llevar
el conocimiento  cientifico y tecnolégico a los
sectores mayoritarios de nuestro pais.

En un periodo histérico como el que vivimos, esta
tarea reviste suma importancia, ya que se hace en
extremo urgente extender la ayuda institucional para
gue nuestros educandos encuentren los apoyos que
les faciliten el continuar sus estudios profesionales,
tan necesarios para el desarrollo de la nacion.

Este proyecto editorial seguramente marcara un
nuevo rumbo en el proyecto academico del Instituto
Politécnico Nacional, e impactara en la educacion
tecnologica y en el desarrollo integral del México del
siglo XXI.

Didédoro Guerra Rodriguez



PROLOGO

La velocidad de la vida y la globalizacion del mundo se ha dado porque especialistas
de diferentes areas interactuan entre si llevandolos a tomar decisiones que afectan a un gran
numero de personas. Esta interaccion se debe, pensamos los autores, a que las universidades
e institutos de ensefianza superior tuvieron el buen tino de proponer la interdisciplinandad en
la curricula de todas sus licenciaturas. En este tiempo, al revisar los programas de los cursos
basicos de cualquier licenciatura se observa que ofrecen, todos ellos , el acceso a una cultura
matematica comun a todo estudiante de nivel medio superior y superior.

Los puntos anteriores fueron el pretexto que nos llevo a escribir el presente curso de
Calculo Diferencial; es decir, este curso esta ideado para que un estudiante, en su ultime afio
de bachillerato o su primer curso de licenciatura, tenga acceso a la cultura matematica que,
en cursos avanzados de licenciatura, daran los profesores por conocida.

Tratamos de que el estudiante tenga un acercamiento a las matematicas mas amigable
pero sin descuidar el aspecto deductivo que caracterizan a estas, por eso a lo largo del
trabajo se encuentra con bastantes problemas resueltos que garantizan al estudiante tener
una buena herramienta para enfrentarse a los problemas propuestos sin mayores dificultades,
aunque sin olvidar algunos problemas que inviten a reflexionar sobre los conceptos
presentados en el libro.

Las definiciones y teoremas estan enmarcados para tener un acceso rapido a la
informacion y, a ia vez, hacer menos rigida una disciplina tradicionalmente dificil. Se trato de
no abusar de la notacion y ejemplificar con graficas la mayoria de los conceptos, pues el
saber interpretar las graficas lleva al profesionista a una mejor toma de decisiones.

El primer apéndice ofrece una breve introduccion a la Logica, haciendo énfasis en su
aspecto deductivo. El segundo apéndice presenta un breviario de las matematicas conocidas
por todo estudiante de nivel medio superior.

Es importante decir que la elaboracion de este texto cae dentro del plan que se propusieron
profesores de la UPLHICSA-IPN, hace cinco afios, para ofrecer libros propios que sirvan de
guia en la mejora del proceso ensefianza-aprendizaje de las matematicas a nivel bachillerato
v superior. También agradecemos la colaboracion de todos los profesores que tuvieron la
paciencia y el tiempo de leer el manuscrito ofreciendo sugerencias y comentarios.
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CAPITULO 1

Sobre la teoria de conjuntos

1.0. NOTACION

En el desarrollo de cualquier teoria relacionada con la Mateméatica , resultan
imprescindibles: el empleo de la notacién y los conceptos relacionados con la teoria de
conjuntos.

No definiremos lo que es un conjunto puesto que no estd en nuestras posibilidades, sin
embargo lo entenderemos como una proposicion abierta que se hace verdadera con sélo
ciertes sujetos , a estos sujetos los denominaremos elementos del conjunto .

Ejemplos
1.- La proposicién abierta x? -9= 0 , es verdadera cuando x = 3 y x = =3, es decir, el
conjunto { 3, -3} es equivalente a la proposicién abiertax® -9= 0.

2.~ La proposicién abierta x es un dia de la semana , es verdadera cuando x se sustituye
por : Lunes, Martes, Miércoles, Jueves , Viernes , Sdbado 0 Domingo , es decir el conjunto

{ Lunes , Martes , Miércoles , Jueves , Viernes , Sdbado , Domingo } es equivalente a la
proposicién abierta: x es un dia de la semana .

Como el lector seguramente observé , existen dos formas de representar a un conjunto , la
primera de ellas se denomina enumeracion o extension y consiste en proporcionar una lista
de los elementos , separados por comas y encerrados por llaves .

Un conjunto estd representado por comprensién o propiedad cuando se utiliza la notacién
{x:P(x)) ( queselee “conjunto de los elementos x tales que satisfacen la propiedad
P(x)") ,dondeP (x) es una proposicién abierta .

Ejemplos

1- A={x :x3=1} Por propiedad
A={1} Por extension

2- B=(1,3,5,7,.... 1 Por extensitn

B={xe K:xesimpar } Por propiedad.

1.1. RELACIONES EN LA TEORIA DE CONJUNTOS

Generalmente los elementos de un conjunto se representan por medio de letras minisculas
del alfabeto y los conjuntos se designan por las letras mayiisculas de los alfabelos griego o
latino o simbolos de mayor tamano que los utilizados para representar a los elementos.
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ﬁnﬂ:i&i‘t Ei: PERTENENCIA
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Observacién. La relacién de pertenencia acttia entre un elemento y un cun]unto

M@iﬁiﬁnz

ggnm&w m: muw;umﬁu
,affy

Seaa ﬁ!, Bdﬁsetﬁn}ﬂnms, ﬂntarmes A!B sl.}r sﬁlnm AgBj B;;A, Eﬁtﬁ deﬁnmﬁn'
garantiza que dos conjuntos iguales contienen:los mismos elementos . PR R Ly

Ejemplos
StA4 =] x:%x>0}, entonces
le A, 2 c¢A, -3 A, Dg A,

(x:x>3 1 A

{x:x>10)c A

{1,2,3) =13,2,;.1¥=(1,1,2,3 )
En cada problema especifico se considera un conjunto U como referencia y generalmente se
trabaja con partes de este conjunto, es decir , sélo son de interés los subconjuntos de él, este
conjunto fundamental varia de problema a problema , U se denomina conjuntoe universo .

S me e

Puede ocurrir que un conjunto no tenga elementos, tal conjunto se denomina vacio y se
representa por el simbolo & o por { }.

B e

fﬂ}ﬁ)ﬂ .ﬁ?ﬂmh AR i SHE

#fxtx#x}*ﬂfﬁ-{ }

Los conjuntos se pueden combinar para dar origen a otros, las reglas mas comunes de
operacion son las siguientes :

Detinicién 5 -
wmm;- :mn :nmum
ANE*‘; R ﬁtﬁﬁ. :r xt;ﬂ}

&nﬂﬁm&ndu«dunm;m
A.uﬂﬂ;ﬁ W xeA 6 xEB uxmmm:m;gm} uni(mdedmeunjﬁnm
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Estas operaciones pueden representarse graficamente mediante dibujos que se conocen como
diagramas de Venn- Euler.

AuB AnB A-B AT

Figura | 1.1 ) Representacién de las operaciones entre conjuntos.
En problemas sobre combinacién de conjuntos en los que existen dos o mas operaciones y
cierto nimero de simbolos de agrupamiento ( paréntesis , corchetes , ilaves , etc. ) , e
conveniente utilizar las siguientes reglas en el orden de operacidn :

1" Jerarquizar las operaciones involucradas de acuerdo a

jerarguia operacion

Alta b
Media ALY
Baja ¢

2° Una operacion que esté contenida en un simbolo de agrupamiento tendra menor jerarquia
que otra que no lo esté.

Ejemplos

S5i U=(1,2,3,4,5}, A=11,2,5}y B={2,3.,41.
Evaluar:

1.- A", B".

2- AuB , ArnB.

3- A\ B . BY A

4-(AnB) , (AvB)

5.-{Au3}=\[3\fh}.

6- A" \[AN(AUB)Y]).
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7-[ (AUB )YU(B\A) |

Solucién

Es conveniente aclarar que a menor nimero asignado , menor es la jerarquia de la operacion
¥ en consecuencia ésta se tiene que efectuar antes .

1.- Ar={314} ’ B‘E{],S}
2- AuB=j1,2,3,4,5}), AnB={2}

3- A\B=(1,5},B\A=(3,4)
4- (A ~ By =1{2)"=(1,3,4,5)}

-

| ;4 4
5- (AUB) \ (BAA) = {1,2,3,4,5}°\ [3,4)

={ }\N{3,4}
=,
3 g 2 1 3 o4 X
B A5 (AN (A BY)=A" YA\ §1,2:3.4.5))
=KL &
={3.4)\{ )}
={3,4}.

x 1 4 £ 2 4 3
7-| | (AUB )G (BYA)]] =140 (1,51 0(B AT
EFL, L. 50 BT
=[(1.2,3,4,5}]°
={ I

También es posible operar con diagramas.
Ejemplos
Construya los diagramas de Venn - Euler para las expresiones :

1.- AuB si A,B sonajenos ( esto significaque A~ B=U) ,s1Ac B,siA=B.
2- (AuB)-

3- (AVB)Y UB

4- (AnB*)\ A

5- (A\B) B
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Soluciones

1.-AubB si

A , B son ajenos SiAc B SiBz A S5i A=B

2- (AUB)*

1° AuB ® (AuB)

1° A\ B 2° (A\ B)" 3o B° 4° (A\B) UB*
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1 13

4- (AnB)" \A.

A B

1" A~B 2° (A~BY 3° (AnB)“\ A

1 2
5- (A\B)u B.

A B

A B

1° A\ B 2 (A\B)uB

Las operaciones entre conjuntos , union , interseccion , diferencia y complemento satisracen
las siguientes propiedades :

mpm&sﬂ las operaciones entre mnjunle: - ' ;

Sia& B, Cmtm]untmdeun um\rarsﬂl? ‘entonces son validas las s&umm igtiamaﬂes

-Idemrotemrin . AUA=A A AnA=A

2-Conmutativa =~ A uwB= BuA Ambﬂm& :

3 Mtnra fﬁuﬂ}uCﬂAU{EuC] (Amﬂ}ﬂcmhﬂfﬁmﬂ'}

4*mﬁuahu{BﬁQ*{AuB}n{Aul"} AAm(BuC)= {Rﬁﬂ}u{ﬁﬁﬁf}
i (AMB) = AR  CANB) = As0B

i ANEA E{“U UCI“E _&hA**@r A.uﬁn u:Ej

unto vacio ' DA, ﬁUA“.ﬁ ﬁﬂﬁ“ ‘25 i :

ipicion de diferencia  A\B=A ~ B

Ejemplos

Utilizando las propiedades anteriores simplifique las expresiones
1- (A'mB°)"

2-[ A" w(A"w B ]

3- (AmB) o B

4- [[(A"UB)A[(A) B

5- (A~B) B



CAPITULO 1 SOBRE LA TEORIA DE CONJUNTOS 7

Soluciones
1-(A*" "B ) =((AUB) )*=AUB.

2-TA (A UB) ]S =s{AT AT JUBT Y
e (AFUBE}IC
=AnB.

3-(AmnB)Y ' wB =((A~B)~BY)"
=[(An(BnB)]"
={AnB)
= A" B

4-{[(A"wB)n[(A Y UB]] }T ={[({A"wB)n[AUB]]}
=[A"UB]* U(AUB)"
=(AnB" ) (AwB)Y
=(A~B ) (A"~ B")
=B~ (ALA")
=B‘~U=B8"

5-(AnB) wB={A" U B )UB
= A" W (B"wUB)
=A"uU
=,

1.1.1. Otras operaciones en la teoria de conjuntos

Frecuentemente es necesario conocer los subconjuntos que tiene un conjunto , el conjunto
furmadn or los subconjuntos de un conjunte se_l:lenm:mna cnn]unln pntam:u

’ ”Ti;?%iiu_

Nétﬁe que taml'u 2 ) como sus elementos sun.cnn;untos: es por ln tanto pnr clan-dad 1651.:.\
referirnos a €] como familia de conjuntos.

Ejemplos

I-5SiA={a) entonces2M=[, [a}}

2-5 A={1,3,5}, entonces
P(A)={2,{1},(3).05}.{1L3},{3,5],(1,5),11,3,5})

En la construccién del sistema cartesiano de coordenadas interviene la operacién entre dos
conmuntos denominado producto cartesiano.
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Hﬁlﬁu&ﬁn L et iy _ | ; Wk
Eﬁﬁﬁwﬁ mﬁ;m : -
51“52 . 3*@1’&, 5 1o ml’us, a} pmdmbﬂ ﬂﬁm n s:myunto pmdﬂgt

define como.: Ath{{u,b} ‘ae AybeBl

Nota: En caso de que A = B se tiene el producto cartesiano de un conjunto por si mismo y

se denota como A %,
Ejemplos

1- Sean A={a,b),B=|c),entonces AxB={(a,c),(b,c) }.
2- A={1,2},B=(-1,2,3}

AKB=[{I;-1},(1,2},(],3},[2,—1},{2,2},{2J3}}_
Entre las propiedades del producto cartesiano destacan

1- AxBzBxA
2.- Se llama diagonal de A x A al conjunto formado por las parejas (a, a)

1.2. CARDINAL DE UN CONJUNTO

En esta seccién estableceremos el concepto de cardinal de un conjunto.

Mi;ﬂtiéh 8

.........

Drefinicién 9 - i T e YT e RS
CoNJuNTOS: ﬂu;muu-rn : P

Dos conjuntos A y B se dicen equiput;ntea s y sélo si Ina podm ’_rdmfma!'
bﬁﬁﬁ?@éamtﬂﬂmhsmﬁca queafﬁd'a v&lﬂﬂmttr d&l tﬂﬁfﬂﬂtﬂh se cid

del ﬁ&ﬁiﬂﬁh A) . Dos ﬂﬂﬂfﬂnlﬂﬁ eqﬂipahntéﬂe mpremtﬂn comoA~B.

Ejemplos

1— Si A={x:xesundiadelasemana), B={1,2,3,4,5,6,7},entonces A~B.
2.- Si X={x:x'=1},¥=[1,2],entonces X~Y.

Ahora ya estamos en condiciones de definir el cardinal de un conjunto.

Definicién 10

CONJUNTO PINITO ;
mrﬂmque unt:un;unh Ae;hm'bﬂ yquecnnhem n elementos si :
A~{1,2,3,45,... 0} . :

Sieﬂeesel:cm ‘n se denomina el cardinal de A y se representa como :

#A=n o como n(A)=n. '
E]emplnn
1~ Si A={x:xesundiadelasemana}, entonces A~{1,2,3,4,5,6,7}y #A=7.
2~ 5i X={x;xz=1 ). entonces X ~{1,2} v #A =12,
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Ejemplos

1- A={x:xesundiadelasemana}, es finito numerabley # A =7.

2- B={1,4,9,16,25,.. }, es infinito numerable y # B = aleph - cero

3~ C={ x : x es un miltiplo de 5 }, es infinito numerable y # C = aleph - cero .
4.- El nimero de puntos en el segmento derecta| 0, 1], es no numerable .

2.2.1. Propiedades del cardinal de un conjunto

El cardinal de un conjunto satisface las siguientes propiedades :
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EJERCICIOS

L.- Escriba por extension los conjuntos
1-{ x : x esunmes del afio }.
2~ { x : x es conectivo légico } .

{ x : x es un miiltiplode 5 }.

I1.- Escriba por propiedad los conjuntos
S D e Y L - L
2-~11,4,9,16,25.. }.

HL- SiA={x:x=0}, B={-1,0,1}, C={0,1,-1} y D={-1,1,-1};Cuiles
de las proposiciones dadas a continuacion son correctas ? Argumente cada una de sus
respuestas .

1-A=65B 2.~
3

A=C 3-AcB
f-AC C Bg C

o 6-Cc A

-
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7-Cc B 8-0<B 9-0eB 10-A=D
11.-Dc A 12-Bc A 13-Ae¢B 4-CeC

IV.- Si tomamos como universo el conjunto de los digitosy A={1,2},B={1,2,3,4}
verifique que se cumplen las relaciones

1-A~Be B. 2-Ac AUB.
3-Bc AuB. 4-AnBc AUB.
5-BuUB=8. 6-BuB=BnB.

V.-Siu={1,2,3,.,8,9,10},A={1,3,8,9},B={7,8,9,10},C=(5,6,7}
Evalie , cuando sea posible :

1.-AuUB.

9w ( A By
J-(AuB)\C.
4-(A°"nB)uC.
5-(CuA)"wB.
6-(ANB)U(B\ A).
7-{ANC) w(AwC).
8-[Ax(AUC)].
9-[CT wu B v A"],
W-{AxB)n[BuA).
N-{A\B)~(B\C).
12-(A“UB )" LC*
13-{AnB)\(AwB).

V1.-; Es posible definir conjuntos tales que 7

1= g&= K7
2- A A ?

V1l .- Construya el diagrama de Venn-Euler correspondiente a las expresiones:
1- An B'nC.

2- AN(BwC),

3- (RmQ)\S®

4- (RuSuQ)in (R\S).

5- (MUuN)U(MA\N)u(M~AN).

VIll.- Utilizando diagramas de Venn-Euler verifique las propiedades del dlgebra de
conjurnitos .

1X.- Utilizando las propiedades del dlgebra de conjuntos simplifique
1- (A"mBluA.
2= Au(BuA)”®
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3.- A\ A",
4- (AUB)\(AnB).
5- A~ (A UB)".

X.- Utilizando las propiedades del dlgebra de conjuntos verifique

1- (BNAC)uA=AUu(B~C).
2- (ArBu(A~nB)=A,
3- Au(A*nnB)=({AuUB).
4- AU(ANnB)=A.

XL- Determine P (*) si

¥1.2.3.4.3
(1,7}
{1}

4- P(A v B) con los conjuntos anteriores
5- P(A\ B con losconjuntos anteriores
6- P{AnB) con losconjuntes anteriores

1- A
2- B
d=-L

XI.-SiA=(1,2},B={2,3},C={3,4)y U={1,2,3,4)} verifique
1-(AuB)xC=(AXB)u(BXC).

2- A°x B

3-(AxB)U(AxC)=Ax(BuC).

Xl1il.- Establezca una relacion entre los conectivos l6gicos y las operaciones entre conjuntos.
XIV.- Generalice las definiciones de operaciones entre conjutos.

XV.- ;Cuales de las propiedades del dlgebra de conjuntos satisface la operacién "producto
cartesiano” ?

XVIL- §iU={1,2,3,.,8,9,10},A=(1,3,8,9},B=(7,8,9,10},C={5,6,7}
determine el cardinal de los siguientes conjuntos cuando este tenga sentido :

1- AUB. 2- (AuB)

3- (AUB)\C. 4- (A*nB)uC.

5~ (CUA) UB. 6- (A\B)uU(B\A).
7~ (A~C) U(A°UC). 8- [Ax(AuUC)I.
gu [C° UB LA ] 10- (AxB)~(BUA).
.- (A\B)~(B\C). 12~ (A“UB ) LCH:

13- (A~B}\(AUB). 14- P(A),P(U),P(C).
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Propiedades de los niimeros reales
2.1. CONJUNTOS DE NUMEROS

Existen diversos métodos para introducir al estudiante el sistema de los nameros reales , el
mads comiin consiste en iniciar presentando el conjunto de los nameros naturales que esta
compuesto por los enteros positivos .

N=11,2,3, ..}
Nota : Es conveniente aclarar que algunos autores incluyen al cero en este conjunto .
Para luego construir un sistema mds amplio que cumpla un, nimero de propiedades
determinadas, utilizando el sistema anterior como base, se introduce el conjunto de los
numeros enteros

Z={0,+1,+2,+3. |

Que al extenderlo da origen al conjunto de los niumeros racionales ( cocientes de nimeros
enteros , que también se conocen como fraccionarios) .

Q={E:m,n52yniﬂ}

n

El conjunto anterior se utiliza en la construccion de los nimeros irracionales ( nimeros tales

como: X, e, \E, qﬁ . que no son racionales , un estudio con mayor detalle se desarrolla al
final de este capitulo ) .

El paso relativamente mas complicado en la construccién de los niimeros reales es el que nos
lleva de los nimeros racionales a los nlimeros irracionales .

Consideraremos al conjunto de los nimeros reales como entes u objetos que sahisfacen cierto
namero de propiedades denominadas axiomas, este conjunto se representa mediante el
simbolo .

Notacion

Las letras del alfabeto a , b, c, ..., x, ¥, 2 que aparecen en los axiomas representan a los
nameros reales , estos axiomas se presentan a continuacion y se clasifican en tres categorias :

2.1.1. Axiomas de1* Categoria

En el conjunto de los nameros reales se supone la existencia de dos operaciones
fundamentales denominadas suma y producto , que operan entre dos cualquiera nimeros
reales.
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Axioma 1  Propiedad de cerradura
a+be® abe R
Establece que la suma y el producto de dos niimeros reales siempre serd un niimero real.

Axioma 2  Propiedad conmutativa .
atb=b+a a-b=b.a.

Axioma 3 Propiedad asociativa.
a+t(b+c)=(a+b)+c a(b-c)=(a-b)c.

Axioma 4 Propiedad distributiva .
a(b+c)=ab+ac
Esta propiedad relaciona la operacién suma con la operacién producto .

Axioma 5 Existencia de neutros .
Paratodo ac®, existe 0 € R talque a+0=0+a (neutro aditivo).
Paratodo ae R existeundnicol e R talquea.-1=1a=a ( neutro multiplicativo } .

Axioma 6 Existencia de inversos .

Paratodo ae® existeuninico —ae®R talque at+(-a)=(-a)ta=0
( inverso aditivo } .
Este axioma define la operacién que conocemos como resta .

Paratodo a#0 e existeuntnico a' #0 € H talque a-a”' =1
( inverso multiplicativo) .
Este axioma , ademaés de introducir la divisién, prohibe dividir por el cero .

Los axiomas anteriores originan la rama de las Matemdticas comunmente conocida como
Algebra y su estudio se efectua en cursos anteriores y su manejo serd fundamentalmente en
la comprensidn de los capitulos subsecuentes.

2.1.2. Axiomas de 2 Categoria

En el conjunto R se puede establecer una relacién de orden , por medio de esta relacién , se
puede dﬁ:ldll‘ 51 un numern es mayﬂr MENor o IE““I ue atm

-----

:-m,{g, R e R R LR R LY Sl e

i 3«; <>+» w?& L s «¢Q»&>+>x vd¢wv~ﬁ<m \
i 3

S Bae b i i
Soniisl il “;fsgé A ?ﬁymﬁxwmu
k [* i PR

%
sk c-:--'\-:- L

tc:w

" El niimero de la izquierda es mayor que el niimero de la derecha "

a>b o equivalente b < a
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" El niimero de la derecha es menor que el namerc de la izquierda *

Observe que el nimero mds pequefio se encuentra en la parte mas aguda de la relacion de
orden .

Ejemplo

7 > 5 selee : "siete es mayor que cinco” o "cinco es menor que siete ”

El conjunte R se divide en dos clases o categorias , el punto que las separa se denomina
origen y corresponde al nimero 0

9" " El comunto de los nimeros reales positivos ".
R " El conjunto de los nimeros reales negativos "

ademésﬂu{ﬂ!ufﬁ = R
Definicion 2 . asklicstel i
RELACIONES: ht ORGEN !-Aneuu.. et e : : :
'ﬁmquﬁ- a<bisi b-a g R ; aﬂh qumredeclrc;uaﬁ,fib 9‘ ““h; ?5; ﬁﬁﬂbﬁk"‘-:’;ﬁ
ﬂmmmqﬂeﬁwidnd no estricta anJ,amﬁn de ‘orden parcial .. i i i i

En consecuencia se tieneque a>0 siysolosi ae R, si a<0 sedice, a es negativo y

se escribe ae M

A partir de las definiciones anteriores es posible establecer y demostrar las propiedades de la
relacién de orden ( que se utilizan en la solucién de las desigualdades o inecuaciones .0
continuacion se proporcionan las mds importantes :

Proposicion 1

PROFIEDADES. Pl_L&illLM.':iﬁH oE unnim*m*m. T A
a) Transitiva si &<b y b<c¢ entonces a<c. .
#}*Tﬂ!}hiﬁn ﬂt_m-ﬁb Entnru:ﬂs &-hc f: bﬂsa ;

b’.rﬁ.:

f}?sﬁ-.:;#«ﬂ mu:mces a > ﬂ [Eicmdmdademtnumﬂq ﬂﬂéf@‘méﬁfﬁ%ﬂw

_ entmm.;mq; 3"‘._1h*¢ [§ vese (que ?l.ﬁpl?’“w o 3;&1&?
s lflﬂd:‘?ﬁf ﬂI‘I mt&w&ﬂvn 2 mﬁ'ﬂmﬁ“ IM% i‘?:ﬁ <Eig S

ﬁiﬁiﬂb:"néﬂm Q’ . B"-E:ﬁ ' ﬁ a ,'_.h-E:'EH-'

A continuacién se demuestran unas de estas propiedades :
1.- Propiedad transitiva. a<b => a+c < b+c
Supongamos que: a<b Hipdtesis
b-ae®’ Definicién
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b-a+0 e W’ Meutro aditivo
b-a+c-o 2"’ Inverso aditive
b+c-{a+c)en’ Asociativa, conmutativa
v distributiva.
at+ec < b+ Definicion.
[l

Propiedad si a<b y ce®™ = ac > be
Supongamos que a<b y ce®’ Hipotesis
b-a R’
(b-a)ce®n’ ey de los signos
br -ace®R” Ley distributiva
ac > bc Definicién.
1

Es conveniente tener en cuenta que la relacion de orden parcial “ < “ ( también llamada
desigualdad no estricta) satisface las mismas propiedades que la relacién <

2.1.3. Intervalos

En el cdlculo diferencial se utilizan subconjuntos de los nimeros reales que se denominan
intervalos y estin estrechamente relacionados con las relacicnes de orden . Algunas veces es
importante distinguir entre intervalos que incluyen a sus extremos y aquellos que no lo

incluyen .

e nn cr o
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LR .-:a,t:.g-i”mwhawcé N

R B
&
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2.2. SOLUCION DE INECUACIONES

En el estudio del comportamiento de una funcién frecuentemente es necesario resolver
ciertas expresiones algebraicas que involucran a la relacién de orden vy que comunmente se
denominan inecuaciones o desigualdades , las siguientes secciones tienen como objeto
proporcionar los métodos elementales para solucionar éste tipo de expresiones .

2.2.1. Un primer método en la determinaciéon de intervalos solucién

Las propiedades de la relaci6én de orden presentadas en la seccién anterior son ttles en la
solucién de inecuaciones, a continuacién se presentan algunos ejemplos :

Ejemplos
Resolver las siguientes inecuaciones y expresar la solucién en términos de intervalos.
1- 13x+2>7
13x = 5 q——m
x> 2, -
13 13

2~ (x+1)* +3 3 (x-1)°% -2

X +2x+1+3 = xF —Wx+1-2
4 = -5
5

X = o=-— -

e | LT e

cel-en)

3.~ 16x+2 < 23x-1
=

-7x £ =3
J(E-Z; & —-— _' >
3 3
X 2 o— — + o
7 7
3
E _;+
wow [ 2 jbw)

4~ 3x > 6x+2-3x+3.
3x > 3x+5
0 >3
Como esto Gltimo es una contradiccion , el conjunto solucién es el conjunto vacio ,
esdecir x €@,
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5= x* »x’ -3 Esta proposicion siempre es valida
0> -3 por lo que la solucién es el conjunto
de los nimeros reales.
¢ 5 B | G

No todas las desigualdades se resuelven de manera tan sencilla como las anteriores . por
ejemplo la solucion de desigualdades cuadraticas requiere un mayor esfuerzo , las reglas de
los signos juegan un papel fundamental en esto por lo que es conveniente reescribirlas de la
siguiente forma :

Orden total Orden parcial
(>0)(>0)=>0 (2z0)(z0)==0
{=0)(<D)==<0 1z0)¥(=0)==<0
(<0)(>0)=<0 (<0)(>0)=<0
(<0)(<0}=>0 (=0)(<0)=20

- x" +d4x+3 20
Se factorizacomo (x+3)(x+ 1) 20, para que el producto de dos cantidades sea positivo,
ambas deben tener el mismo signo , entonces :

Caso 1 {Caso 2
x+3>0 y x+1z0 Fi x+3 =D y x+1s0
xz2-3 y x 2 -1 o x € -3 y X B«
f » N ]
— iy
. T | 1. -t i | ! . 3
-3 =1 0 -3 -1 0

xe(=-m,=3]u]-1,+=x ).

7- x~ +é6x-16 <0

Solucion

Esta desigualdad se factonizacomo (x+8) (x-2) <0
Ahora, las cantidades deben tener signos diferentes -

Caso 1l Caso 2
x+8 >0 v x=-2<0 ) x+8 <0 vy x=-2>0
x> -8 y x < 2 0 v < -8y x > 72
£ b e
: } D

xe (-8,2) wu@ = (-8,2)
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B~ x' +6x+100 > 0

El lector notard que el polinomio de la izquierda no admite factorizacién en 9 , en este case
es posible construir un trinomio cuadrado perfecto que ayudara a resolver el problema
procede de la siguiente manera :

Solucion

x? +6x > 100

x? +6x+% > -100+9 (secomplets el trinomio cuadrado perfecio ),

(x+3)? >-01

Ahora recordemos que el cuadrado de todo namero real diferente de cero es positivo por lo
que la relacién anterior siempre es valida, .. xe H.

9- x’ +6x+30<0

Esta inecuacién es similar al ejemplo anterior , no es posible factorizar , siguiendo la idea del
ejemplo anterior tenemos que :

x* +6x+30 <0

x? +6x+ 9 £ -30+9

(x+3)7 <-21 Obtenemos una contradiccién, asi que xe .

En el caso de desigualdades que involucran cocientes, es posible utilizar las ideas empleadas
en los ejemplos anteriores, pero también es necesario recordar las " Leyes de los signos para
la division ",

x+1

10.- >0
X3
El numerador y el denominador deben tener el mismo signo
Solucion
Caso 1 Caso 2
x+1 >0 yv x-2>0 6 x+1 <0 y x-2<0
x>-1 y x > 2 0 x < -1 y ¥ed
( . — oy
—  —)
gy et et =it
-1 0 2 -1 0 2
Xe (=w,-1) s (2,+m).
+1
x-—-
Solucion

Es conveniente que el miembro derecho de la desigualdad sea cero ( para asi utilizar el
método descritn en e] probiema anterior ) .
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r+1

et gl :
x—-2
= _"
I+I-E}D; x+1-2(x n}}ﬂ;
x-2 x=2
—x+5 >0
x-2
Caso 1 Caso 2
-x+5>0 y x-2>0 & -x+5<0 y x-2<10
x <3 y x = 2 6 x>5 y x <2
xe(2,3)
2
e = (
x*—x—=2

Soluciéon
Algunas veces sélo es necesario considerar el denominador . Note que el numerador es
positivo y por lo tanto el denominador es necesariamente menor que cero, es decir :

KT-m-2 2D (E=2Y(A¥1Y €0
Por lo que tenemos los siguientes casos :

Caso 1 Caso 2

x=-2 <0 y x+12>0 3] x=-22>0 y x+1<0
% 42 y x >=-1 o ®®32 Iy x <-1
{ e {,__,

‘ ) 3

t—-—h*————-ﬁ % ! | .
+ 1 | 1
-1 0 2 -1 0 2
xe{=-1,2)Yuw@= (-1,2).

-

2.2.2. Otro método de solucion de inecuaciones

Existen otros métodos para resolver desigualdades que ain cuando son menos formales que
el descrito antes , en muchas ocasiones simplifican el trabajo, a continuacion se describe uno
de ellos por medio de los siguienies ejemplos :

Ejemplos

1- (x=-1)(x=-2)(x+3}) =0

Solucion

Los ceros de la inecuacion ( puntos de division ) son x =1, x=2 y x=-3 | silos
graficamos sobre la recta real obtenemos los intervalos :

(=a,=3]
[ =3..4 ]
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{1, 2]
[ 2, = )

de cada uno de estos intervalos se toma un punto x ( llamémosles puntos de prueba y los
denotaremos por pp ), digamos ;

intervalo PP

(-=,-3] -4

[-3,1] 0

(1, 2] 1.5

[ 2, =) 3
Sustituimos los puntos de prueba en la desigualdad original y en caso de que la desigualdad
se satisfaga , el intervalo correspondiente pertenecer a la solucién , en nuestro ejemplo.

intervalo PP prueba

(-o0,-3] -4 (-5)(-6)(-1)=20 Falso
[-3,1)] 0 (=1)(-2)(3)=0 Cierto
E L2 1.5 (.5)(-53)(-<15)=0 Falso
{ 2, 2 ) 3 (2 )y 1)(6 )20 Cierto

Finalmente unimos los intervalos seleccionados
xe€l[-3,1]w] 2, =).

L (3x=2)x~-1)
% (3-x)x+2) 20
Solucidn

Los puntos de division se obtienen de: 3x-2=0, x-1=0, 3-x=0 ¥
x+2=0 ;y los intervalos son

intervalo PP prueba
pesd _ [3(-3)-2](-3- 11
(-0,-2) 3 i 3}+2] Falso
_g 2 (-2X-=1)
{ =2, 3] ] 3 2) z0 Clerto
4 4
y p A~ 21 -
[ E ’ 1 ] E 4 4 20 Falsa
i
[3(2)-2](2-1)
[ 1, 3] 2 (3-2)(2+2) 2 Cierto
[ 3,=) 4 P2 ] 4 1) 20 Falso

(3-4) (4+2)
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xe (-2, -§- ] o [ 1,3 ]. observese que no se consideraron los ceros del

denominador en la selucion .

x—1

3+_ < 5
x+2
Solucion
i 4x +11 S 11
Se puede escribir como - 2 > 0, los puntos de divisién corresponden a x = =T y
I+
x==-2.
Intervalos PP prueba
(e =) -10 .ol sl f P Cierto
4 ~10+2
ey, i ) -29 ———,1%1"———*— >0 Falso
. -—+2
11 :
(-2, =) 0 5 >0 Cierto
11

X € [-m,—T}u{-l A

2.3. VALOR ABSOLUTO

En el conjunto de los nimeros reales se puede definir una métrica y esta dada en términos
de] valor absoluto , este se define a continuacién :
5 x € R entonces
J x si x20
i |

[—x si x<0

obsérvese que el valor absoluto es un namero real no negativo , su signiricado geométrico es
el siguiente : el valor absoluto de un nitmero x , representa la distancia existente entre el
namero x y el origen .

Ejemplos

1.- | 27 |=+(+27) lustificacién , al ser 27 > 0 segin la primera parte de la definicién de
valor absoluto , solamente hav que suprimir las barras de valor absoluto .

2- |- 13 | =13 Justificacién , como - 13 < 0, entonces para calcular el valor absoluto hay
que preceder a la cantidad contenida en las barras de valor de un signo negativo , es decir :
|-13 |==(-13) =13.
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2.3.1. Propiedades del valor absoluto

Operar solamente con la definicién de valor absoluto resulta ser demasiado complicado por
lo que es convieniente establecer propiedades que faciliten esta tarea , en la siguiente
proposicion se presentan las mds Gtiles.

IEDADES DEL YALOK ARSSLUTO

= x*?%ﬁﬁ{&}vaoxo.@v{}.h?;{,{yva..xcnmng gﬁixiﬁ?:
% 2 e

<
e
S

o it b

Demostracidon

| =x |= (=2 =+x=|x|

L

4- |xy | = |x |[ly]| (léase "el valor abseluto de un producto es igual al producto de los
valores absolutos™) .
Demostracion

Iy I= 3 (xy)? = x2y? =V x2Jy? =| x| y|
0

[x]

5.- 5i y#0 entonces 'i =

y |yl
6- x| x| y x2-|x| 6 -|x| = xs|x|
7-5i y>0,entonces | x | <y & -y <x<y ({estosignificaque -y<x y x<y}.
B~ 5iy>0, entonces | x| 2y <« x2y 6 -y 2 x.
9.~ Desigualdad del tridngulo, | x+y| < | x |+|y |.
El valor absolute presenta mas propiedades en caso de ser necesarias se proporcionarin en
la parte conveniente. A continuacién se proporcionan una serie de ejemplos de
desigualdades que involucran al valor absoluto.
Ejemplos
1- | x+5] < 2

Solucion
Por 'a premed ad 7 este valor absoluto es equivalente al par de desigualdades :
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-2<x+5<2 es decir x+5 <2 y -2<x+5, entonces:
x<-3 y x=-7
en consecuencia xe(-7,-3).

g [ Bt | 2B

Solucién
Por la propiedad 8 obtenemos las desigualdades :

3x-2=25 &6 -5z 3Ix-12,

Simplificandolas :
Ix=25+2 6 -3 = 3x
‘ng 6 x = =1
asi la solucién es X € [%,Hﬂ) u(-wo,=-1)

3- | 8x’'-160| < -231.

Solucién

La solucién es el conjunto vacio , recuerde que el vaior absoluto de cualquier cantidad es
positivo o cero.

4- | x-5|<2

Solucién

De acuerdo a la propiedad 7, es posible eliminar las barras de valor absoluto y escribir :
-2<x-5<2
xe(3,7) . 0o 3 5 7

5- | x=-c|<r, r>=0.
Solucibn

| x-c | =T *———————1—--+---§—————-=+

0 ¢ c c+r
Obsérvese que tenemeos un intervalo con centro en el nimeroc y de radior.

6.- | 2x+8 | < 17

Soluci6én

Utilizando las propiedades del valor absoluto obtenemos :
| 2(x+4) | <7

| 2] x+4 | <7 ._*}____,.

17 17 17
] w2 cgeas g T
BTN 8 g 2 2

7= | =-x | < 5+x
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Solucion
Si en la inecuacién | = x | < 5+ x, utilizamos las propiedades del valor absoluto
obtenemos .

~-(5+x)<x< 5+«x
-5-x<x y x<h+x

-;-ﬂxy 0<5

Es decir, x E(-g, +tw)n R o= [-ug, +w).

B~ | x+1|>| x-2]
Solucién
Observames quesi a,b e ® y a>b entonces a’>b’>0 , en consecuencia.
| X411 P> 2-27°
x 4+ 2x+1 > x'-4x+4

bx > 3
X :r% ; xe{%, +oo).
otra forma :
+1
| x+1 | > | x-2 |, se puede escribir como ||x 7-!'}1 0 como | —— |>1 que de
X - X —
acuerdo a la propiedad 8 equivale a las desigualdades : sl >1 o-1> x+; , utilizando
X- xX =

algunos de los métodes para resolver desigualdades obtenemos : x & ( % , tm).

9- | x+3 |=4
Solucion
| x+3 |=4 siystlosi x+3=4 6 -{x+3)=4, enconsecuencia
X, =1 , %,=-=7.

10~ | 2x-4 |+] 3x-9 | < 16

Solucidn
Por la definicién del valor absoluto se Hiene los siguientes casos :
Caso |
2x-4 20 vy Ix-920 y 2x-4+3x-9< 16
es decir x22 y x23 y 15—2-52

entonces xe[.?f,i:—].
Caso 11
2x-420 y 3x-9<0 y 2x-4-({3x-9 <16
Xz 2y x<3 y x 2-11
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entonces xe[2,3) .

Caso 111
2x-4 <0 y Ix-9>20 vy -(2x-4}+(3x-9) < 16
x< 2 vy x >3 ¥y X £ &)
entonces x e &
Caso IV

2v=-4 <0 y 3Ix-9<0 y ~(2x-4)-(3x-9) < 16
x <2 vy x <3 ¥ xz-g

entonces x € | -E i),

Por lo que la solucion total es : xE[Z,Z’-}u[hi,Z}u[S,-zS—g]
3 29
Xe [-—,— 1.
[ 5 5]

2.4. AXIOMAS DE 3* CATEGORIA (COMPLETITUD)

Cuando en algebra se pretende resolver la ecuacién cuadritica x’ = 2, de los axiomas de
primera categoria no puede deducirse la existencia de un namero x racional que cumpla
con esta ecuacién ( de hecho puede demostrarse que no es posible encontrar un ndmero
racional tal que al elevarse al cuadrado se obtenga el 2).

El axioma de completitud permite introducir los nimeros racionales al conjunto o sisterna
de los nameros reales ( esto proporciona a M la propiedad de continuidad que es
fundamental en algunas ramas de las Matematicas ) .

Definicion 4
COTAS DE UN CONJUNTO

Sea A un corquntudepﬁm rwt!aui«eei:f si existe un nftmeﬂ:! real. M E&I que x 5 M pﬂm
toda x de A mdm:que M muna:maupemrdg A yque A mtimlagiﬂ
superiormente por M.

Obsérvese que cada nimero mayor que M es tdmbmén cota superm de A Emﬁﬁi}ﬁm

cota suparior o8 tmbsén elemento de A, M se denomina r—zlammtu mﬁximea ﬁe ;
esm Lad dmta por :

M = max A i .-

Las definiciones de los términos cota inferior, acotado inferiormente y Elemenm minimo
pueden definirse similarmente,

Ejemplos

1- # no esta acotado inferiormente .

[ 0,1] estd acotado superiormente e inferiormente .

13- [ 0,a ) estd acotado superiormente, pero carece de elemento maximo .
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4.~ (-a,0) estd acotado y no tiene elementos maximos y minimos .
En la préctica, al extremo superior de un conjunto se denomina "supremo” y si este existe, es

LEHE Ctt b sy oy e
-o-; L sr.ﬂ >sﬁ<>s hALLE
4-:-3

B e A Gingiail T
K" e h&o:-}*&"dh@’-@--ﬁfok—ﬁf'@'\-ﬁ s b

3

Rk g‘sﬂ
:E o ° 2 ok <.z:5: o ﬁ
ﬁcoc £ e--cz-\n- ! E %ﬁ?
; .i i !,;u hp-{g-{

Sk R e R vw;\.;
b e

i : a--:_oxw +<w-- ey s bl
- s o o 'Q‘iﬁ?-{“ﬁ‘@":'ﬂ s g b o b ke
; i g A o R i A P e |
TANYR N AL - RV t"c}# J\.#'\.l.l .I'Q\..l'\..l'\. Q.l.lxpl = O e ?
¥ o B Fori FEEL e gl SR e TR

by s e SR B ST
?@@‘:;<§+v¢;§yi.~fu;:+'okvcr¢<%k§ 5:%2-3-9_»;-e< ssﬁqwux i

3 £ = E bs
it <e§ .;_:gf‘? i -.‘;Eg*;_, «;gwgss\k%x ‘§H ?i<
PR ,,._5.'3”2"' &v;gﬁf,ﬁ.{;'\.h. TR
i E#‘;“ Srand b

4 b ";E’”% i
" m ;8 a% % ww
w;.ﬁ;? ;55?’:«--@: >ﬁm s R T 1‘*45‘;'&-”1%’-2*

R Rk e

ﬁm Lol s ,z;‘:":m &ﬁﬁwsg skl i e sErR e s
Finalizamos esta seccién comentando que el conjunta de los numtruu raciomales no satisface
el axioma del supremo , lo que garantiza la existencia de otro conjunto de niimeros que se
denominan :

Nuameros Irracionales.
En conclusién : R=Qu I.

EJERCICIOS
L.- Resuelva cada una de las siguientes desigualdades , proporcione la solucién , y represéntela
como un intervalo sobre la recta de los ntimeros reales .

; U Y, e 2- x1-2x+1<0
3- 2x < 5-3x 4- x*-2%x-3 <0

B —dl £ 9By & 6- x*-5x+10 =20
?.-?-3 > 4 B- x*-5x+10 < 0
x

2
e -3 & B2 @7 10- | 3x-7] < 4
X

x+1
; 5 DY L1 O 12-|5x-14 | =z 9
(x+2¥x—2)

3_
13- 271 .4 14- | x=-al=>r, r>0
x+2

2
i
B E T Y O G
X x

3_
Yol 18- |6+ |20

7= =
x* +4 X
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(X+57%(X+3)°

19.- ; <0 20- | x-31< [x+2]
%o
iy o m? 1
g0 ZoDX-2P(X+3) G L
X(X+3)"(X+7) | X-1 | X+2|
3 2 .
. p -7 e N
X X-1 |
2 ]K—'}]
25~ Tx+3 2 (x"+2) 26~ <4
| X-2]
) |3K2+?|
27.- (2x#1) * +7 < (2x=-1) " -3 8- — R
!x1+1a|
3+ 7|
- L-I“I{D 31]_... _...|.‘ = & —
(X +3) |x‘+x“+2ﬂ|

3= x" +%=-33>73
33.- | 3x? +16 | =2 M- x+1]- | x+2]>20
35- | 3x+1] - |3x+5) <13 35b |3x+1| +|3x+5]| <13
36.- ; En qué condiciones son vélidas las siguientes igualdades ?

a) |x+}'|=|x|+|y| b) |X-‘]’|=l‘!(|—ljf*

i

¢) lx+y |l =1x] - |yl d ) | x-v | =1x| + |yl

37.- Comprobar que H =X} si vz0.
i ¥y

38-Siy>x y y+ x>0 demostrarque y® > x’.

39.- Demostrar que x* +y’ = 2xy.

40.- Determine la minima cota superior, la méxima cotfa superior si es que existen
en cada uno de los siguientes conjuntos.
A={x: |x-2]<5} Be={x: x'-x-6 <0}

C={x: x’=-x-2020} D={x:x|x-1] 3}
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E-{x:JL{ﬂ}_

| x|

Para cada una de las siguientes desigualdades determine el intervalo solucién y

represéntelo sobre la recta real .
a- 2=l oy G
X-1 X*+3
43- |x+3| > |x-6] B o
2X
45.~ Ex_?a—l 46 - (x’-2x-3)(x*-2x+1) =20
47- (x=-1)*> (x-3)(x+3) Mse pplo-bndl
X
49.- +9-X?20 50.- :xx >0
—r= 6 1
51.- X+JX 22 52.— i
VX 7-3X" X
F(X)-6
sy T8, F(X) 54.- | F(x)-17 ] < ¢
3
55.- | 3f(x)-6] < fx)-3 56- | Fo0-1] < ¢
57.~ |x—xn|-¢ﬁ 58.- |x-|x|] >2
59.- |x=-7| > |x]|+2 60.- (x=3)(x-4)(x=-5)(x-10) < 0
6(X - 1) 1
61.~ > 62- —<0
(3X-1)(2X+3) X ©
63 B 64 . >0
T X(X+2) TOXHXT+6)(XT +8)(X +10)
e Jien] = 2
X
66~ |x-al <1t ¢ Qué ocurre si : r se aproxima a cero, si r es negativo, si se invierte el
orden 7
67- x| x+1]| <0 68.- 3x|x-1| g | x-2]
e, i How: L] =80 & |ind |

I



CAPITULO 3

Relaciones Funcionales

3.0. INTRODUCCION

En esta seccién se presenta uno de los conceptos fundamentales del Calculo Diferencial , el
de funcién , la nocidn de funcién es fundamental para todas las ramas de las Matematicas en
la basqueda de la solucién de un problema generalmente se pretende determinar una
funcién para luego estudiarla y asi obtener la méxima informacién sobre el problema .

Los valores de una cantidad variable a menudo dependen de los valores de otra cantidad
que también puede variar , por ejemplo :

El area de un terreno cuadrado depende del tamafio del lado , esto se escribe como

S(ly=1°

El volumen de una esfera variara conforme cambie su radio de acuerdo a la relacion
Viir)= g nr’ etc.

No todas las relaciones entre dos variables son funciones, esto se aclaia con la siguiente
definicién .

3.1. Dominioy rango de una funcion

R ,\»f.ﬁnmws.? fvl.m:i mﬁlﬂ que mgﬁa a r.m‘.ia elemﬂnin L& ﬁ :m ﬁlﬁwm
B %“%&mﬁ”ws ?"’-’f {x) ), diremos entonces que f E& una fnn;ﬁm q;:m ?
A eﬁ&ﬁituscfén la dmotarem-:u pﬂr i

E]E:n.pll.;.l
Si A=B=% y f(x)=x", entonces:
laimagendex=3es f(3)=27 ,laimdgendex=-2es f(-2)=-8.

Definicion 2

.Eﬁxwﬁménf A —ar E g'fmnjuntn A aedﬂnﬁﬁuna dnmi!ﬁn (ﬁ.&declr. ﬁldj:f 3
&fum&&n f_:f '-'Ei ﬁﬁtﬁ ﬁﬂi'mﬁﬁn par Ias pretmﬁgerws } def jF setienvl;a por Bl 5 Ei ggm;mfﬂ
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wﬂﬂmmmnﬁn ﬁﬁf&m&;pﬁfﬂ:mjumn de fudns }aﬂ nnégenﬁ

Es conveniente tener en cuentaque R, c C,

i f .
| II b _,..--'—".’ !'.r._f g
B )
"'\_q_ﬂ_.-' | ! R [
II"\ S P
D¢ Cr---

Figura (31} Representacion de los elementos que forman
una funcion

Cuando R, = C_ diremos que f( x) aplica o transforma D, en R,

Intuitivamente , podemos imaginar a una funcién como una maquina con una entrada y una
salida ( véase la figura 3.2 ), Dy es el conjunto de objetos introducibles ( o materia prima} y
f( x ) es el producto producido al haber introducide x , la condicion que debe cumplir esta
maquina es que al introducir un mismo objeto, debemos obtener un mismo producto.

J!

rg—“ f{x)

Figura ( 3.2 ) Representacién esquemtica de una funcién

Frecuentemente se habla de funciones en términos de variables, la variable independiente
asume los valores del dominio ( nosotros la controlamos ) v la variable dependiente estd
compuesta por todos los valores del rango.
Por ejemplo, supongamos que se lanza un objeto verticalmente con una velocidad de 30
m/'s, la altura h del objeto puede considerarse como una funcién t del tiempo transcurrido
desde el momento en que se solto el objeto es decir
h=f(t)=30t-98¢°

En este texto solo consideraremos funciones reales de una variable real

f:A c® -5 9.
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Los primeros problemas que se presentan en la tecria de funciones, es el de determinar el
dominio de esta , el rango y bosquejar la gréfica correspondiente, para resolver el primero de
estos es conveniente tener en cuenta las siguientes reglas

1.~ Los valores que anulan al denominador de una funcién no pertenecen al dominio .
2.- Los valores que hacen negativo a un radicando cuyo radical tiene indice par , no
pertenecen al dominio de la funcién .

Ejemplos

A continuacién determinamos los dominios de algunas funciones:
1- F(x)= x?-a% ,sia>0.

Solucién

Dﬂx} ={x: bl b >0}=(-m,-alufa, o).

2x =3

2-f(x)= Y=

Solucion
Dy ={x: 2x=-3>0 y x-3=20} ={% P T TR I o

i Uy S,
x—1
Solucién
Dy ={x: xfl 20)=[-%,0)u (1, =).
2x -3
4- f(x) = 55—
(%) ¥ 0
Solucién

Dy ={x:x"=920}=(~-w0,-3 ) w(-3,3) L (3, +w).

5.- f(x) =
x+1
Solucidén

El inico niimero que no podemos sustituiren f(x) es x=-1, asi: Dyu) =R -{-1}

X+ 7
Ser B x? —7x+6
Solucidon
La funcifn se indetermina cuando x” -7x+6 = (x-1)(x-6)=0,esdecir, six=1 0
Xx=0b,
Entonces Dy =R-{1,6}.

7.~ ; Cudl es el dominiode f{ x ) = Jx+1?
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Solucion

Para que f ( x ) tenga sentido se debe cumplir la desigualdad x+120, porloque:
Doy =[-1,2) .

x' + 3x -2

x? +1

8.- Determine el dominio de la funcién f{x )=

Solucion
En este caso, el denominador no se anula y siempre es positivo , por lo tanto :
Dpy=9.
(x)

9.- ; Cudl es el dominio de la funcién f({x) = ,I_Hf: ?

l—x
Solucion

+
MNecesariamente : =
- X

Diuy =[-1,1) ; por qué desigualdad estricta ? .

>0, sise resuelve esta desigualdad se obtiene el intervalo

TR e 3 S ST B *f%%&% EH nh rEy o A ::':':._._.,,, e et s + d e R
Si se conoce la grifica de una funcibn es posible determinar facilmente el rango
correspondiente.

Figura (3.3 ) El rango de la funcin { ( x ) es la proyeceidn
de la gréfica de f { x } en el aje vertical .

EJERCICIOS

.- Dada la funcién f{ x)=3x=-2, determinar
a) £(0) b) f(-3) c) f(b) d) f(x-1)

I.- Si F{x)Y= x'-3x+2 determinar
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a}f(Jz-} b) £(-1) c]f{&) d) f(x+h).

.- Si f{x}=x-\|'r; determine
a) f(3) b) f (-3} c) f(x+h)-f(x) d) f(5x+h)-f(3).

IV-Sif(x)= |x|+2 determine :

flx+h)—F
a) £(8) b) f(-6) &y Ftay  d) {“]1' i

V-5Sif(x)= x'-x, evalage:

~f(1
a) f(6) b) f(-1) rlf{%) d]M.

x—1

f(x+h)-f(x)
" h

e

Vli- S f(x)= ! , completar la tabla :

x

X fF{x)

{ qué concluyeen x=07
Vil- Sif(x)= ——

x—6

X F(x)

0

5

59

5.99

5,9999

6

6.0001

6.01

6.1

6.11

(qué ocurreen x =6 ?
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VIIL.- Determine el dominio y grafique cada una de las siguientes funciones, ; cual es el
rango de cada una de ellas?
1- f(x)=3x=-2

2- f(x)=4-+16-x"

3x si x<1
3.-—f{x]={

Ix+3 si x=22
4.- f[x]=x-|x|
5. flx)=a"=2x=1

6.- f(x)=+vx—1

7~ f(x)= x—t-

[X.- ; Cudles de las siguientes expresiones representan una funcién ?
1- {(x,y): ¥+ x? y?=9)

2- {(x,¥y):y=+4 - x* }

3- {(x,y):x +y=1}

4- [(x,y):y'=x,xe(0,=)}
5',-{{x'}r);}rzzj-xjrxei_'lf'”}

X.- Determine una funcién con las caracteristicas pedidas

1- f(-2)=0,f(3)=0y f(0) =-36

2- Dominio en [-2,2] y f(-2) = f(0) = f(2)=0

3.2. TIPOS DE FUNCIONES

El conocer ciertos tipos de funciones ayuda a una mejor comprensién y facilita el estudio de
los conceptos del Cdlculo Diferencial , las mas importantes se estudian a continuacion .

3.2.1. Funciones Lineales

Estas funciones se caracterizan porque su gréfica es una linea recta , las mas comunes son las
siguientes

a) Funcionconstante f(x)=c, D.=%R, R.={c}.

-

f ool f(x)

c>0

L J

o c<0

Figura ( 3. 4 ) Grafica de la funuion constante |
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b) Funcién identidad , f(x) =x , evidentemente: D, =% y R, =W

nf{y;}

Figura (3.5} La prafica corresponde a una recta a 45%

c) Funcién Translacion f(x)=x+b, dondeb # 0, claramente : Df(.) = W, si se proyecta la
grafica de la funcion sobre el gje y se obhiene : Ry ;= R

b

w

b-? by X bl » b?‘ab!

Figura ( 3.6 ) Grafica de la funcion translacion , b se conoce como
ordenada al origen e indica donde la recta
intersecta al gje y .
Obsérvese que el término b indica el nimero de unidades que la grifica de la funcidén
f(x) seencuentra transladada verticalmente con respecto al origen .

d) Funcidn Homoteciaf(x)=ax,a=z0.
Claramente Dy« 1= |, Ryxy =R .

f(x)

w

Figura ( 3.7 ) Grafica de la funcidn homolecia , el ndmero a se conove como
pendiente e indica el grado de inclinacion
de la recta.
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Obsérvese que el coeficiente a indica el grado de inclinacion de la grifica de la funcién
f(x) respecto al eje horizontal .

) x s x=20
e ) Funcidon valor absoluto, f(x)=|x|=
-x si x<0

Tiene la caracteristica de estar definida por dos reglas de correspondencia , su grafica
consiste de dos semirrectas perpendiculares que se intersectan en el origen , claramente :

D, =8.R. =[0.2]}.

f(x)

i
»

0 x
Figura ( 3.8 ) Grafica de la funcion valor absoluto

3.2.2. Funciones polinomiales

Funciones relativamente mas complicadas que las lineales son las funciones polinomiales, la
forma generales P(x)=a, +a,x+a,x’ +.+a _x", cona, ,a,,..a_, € R neN.

Evidentemente D ., = #H, el rango de P ( x } dependera de la forma especifica del polinomio

Ejemplos
a) Funcién potencial par f(x)=x"" conn>0y par.

t} In‘= gq }F IQ T [ U r‘jﬁj

i
4
2

=3 =2 =1 s -3 =& -1 1 2 3 -2 -1 1 £

L N I = =

@ e . 2 : 4 X
Figura { 3.9 ) Graficas de las funciones f(x)=x",f{x)=x"yl{x)=x" respectivamente, ohservese
camie al crecer la potencia | la inclinacidn de estas crece v se acerca
mas a las reclas verticales x = Ty x =- 1.

In+l

b} Funcién potencial impar f{x)=x conn>1. D,. . =Ry R, ,=[-=,6x)
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J{ 0.3 j 0.0%75
0.5 0.2 0.05
0.1 0.025
=3 -2 -1 1 2 3 -2 -1 .1 1 2 -2 -0.025 1 2
-p.5 os
0.2 -
ol Ga -0)07s

: s . ; 3 g ? .
Figura | 3.10) Graficas de las funciones [(x)=x",f{x)=x"yf{x)=x" respeclivamente, observese
como al crecer la potencia [y inclinacion de estas crece y se acerca
mis a las rectas verticales x = 1 yx=- 1,

3.2.3. Funciones racionales
El cociente de dos funciones polinomiales se denomina funcién racional , esto es

1 2 3 n
Gitaye ap +a,x +a,x" +a;x"+...4a %
1 2 m
by b % 4bh,N 8. ... +b _x
dnndean,bu_ai,bi, ......... e W, m,ne K.

Doy = R -{ by +l:‘l=f.l - b2x2+ ...... +b x"=0) y Ryy,, , depende de la funcion especifica.

Ejemplos
1
fi{x) = -
xl'l
400
30
20 300
10 a0
=3 ~F =41 1 & 3 L5l
-2 1
=30 -3 =& -1 1 A 3
|
1560 EDDU4L
1000 £000
500
4000
-2 1 _sp 1 2 2000
-100
~-150 - -1 1 r;

T
X X X
cuando la potencia es impar los ejes coordeanados son asintotas de las grabcas,

stel exponente es par lis parte positiva del EpE Y oes asintola e ba Hrdﬁca.

1 1 1 1
Figura ( 3.11 ) Graficas de lasfunciones 1 [x) = — f{x) = — LR = i fix)] = —
5 2 k

obsérvese que :

1.- 5i en el denominador se encuentra el término de la forma x" con n impar, la grafica de
la funcién se acerca a la recta vertical x = 0 conforme x tiende a cero , por la derecha crece
infinitamente , por la izquierda decrece infinitamente .
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2.- Si en el denominador se encuentra el término x " con n par, la grifica de la funcién crece
infinitamente aproximéndose a la recta x =0, tanto por la derecha como por la izquierda .
Las rectas mencionadas se denominan asintotas verticales.

Posteriormente se proporcionaran otras lécnicas para determinar la grifica y el rango de
funciones racionales mas complejas .

3.2.4. Funciones algebraicas

En esta categoria se consideran aquellas funciones que involucran potencias fraccionarias , es
decir , que poseen radicales .

Tanto el dominio como el rango dependerin de la forma especifica de la funcion , sin
embargo , en la determinacion del dominio es conveniente tener en cuenta las reglas :

1¢ No incluir los ceros del denominador

20 Mo incluir valores que originen radicandos negativos en radicales de indice par

Ejemplos
Es facil verificar que las graficas de las funciones :

FOx)=vx , f((x) =¥, f(x)=4x, f(x)=¥ y Fx)=%x.

son las que se muestran a continuacion :

2
/ z
1.5
1//
1

0.5 -10 -5 5 i0

[y
Lo O R g e )
w ] e
J = 0h

oooD

1.3 e
1.2% __.a-"‘”f-

1.2 =

i1 Fd

Z 3 4 5
Figura ({ 3.12 } Graficas Jde las tunciones f [ x )= J_x dlx)= 3q',"|;.l (=)= t{;,
f{x)= 5".!{; Liw)= %ir; , obsérvese que si el indice del radical indica que

Ltan Tﬁpld('l CIee |.H ET&FLLH ¢ UDELE TN r':r'lF"!I.iﬂ‘ 51 esle ey rna_'|.-'nr
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Porlotanto: %x :[0,x) — [ 0, ) sinesun nimero natural par.
Yx :[-% ,x) = [-®,o) sinesun ndmero natural impar .

3.2.5. Funciones caracteristicas

Cuando la regla de correspondencia se proporciona por intervalos, la funcién se denomina
caracteristica , el dominio estard determinado por la union de los dominios de las funciones
seccionalmente definidas, esto también es valido para el rango.

Ejempios
A si D<x<a D 5.
R FS —x+2a si a<x<la w ={0,28],
e f{x]
a
0 a Z2a r:(

Figura ( 3.13 ) Grafica de una funcion caracteristica, estas funciones
estan definidas de manera diferente en
intervalos diferontes.

la proyeccién sobre el eje vertical esel rango : R, =[0,a].

§f A<Sx=ow
2.- Funcién escalén unitaria de Heaviside f(x)=

A 0 si X<a

Diy= , Rewy=1{1,0)

4 X
Figura | 3.14 ) Grafica de la funcidn escalon unitaria

|x-5]
3-f = L —
(x) s
Solucion
Recordando la definicién de la funcion valor absoluto
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f(x)

Ix-5| ) ::g si x=-520 1 .
x—5 0] si x-5<0
x—5 E :
5 x
n 1 si x=5 S A
_{—1 si x<5 -1

Deay=R-{5}, Rexy ={1,-1}.

3.2.6. Funciones circulares o trigonométricas

De grén importancia son las funciones generadas por la circunferencia de radio 1 cuyo
centro se encuentra anclado en el origen de coordenadas. De la definicién de las relaciones
trigonométricas se obtiene que el tridngulo rectingulo formado por el eje x , el radio y el
segmento de recta que baja del punto de interseccion del radio con la circunferencia y en
forma paralela al eje vertical , tliene como dimensiones :

base :cosB
altura : senf

En el tridngulo rectingulo formado por la prolongacion del radio , la recta x =1 y el eje x
la altura se define como tan8.

B
v

tanf

Figura ( 3.15) Representacion de las funciones  sent | cosl) |, tant) .
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Lank

Figura ( 3.16 ) Comportaruento de las funciones sen 6, cos 8, tan {1

tand
tanil
cosfl (}|  cosb x
Angulo sen 0 cos 0
0 0 1
-0<8<n/f2 crece de decrece de
Oal 1a0
2 1 0
ll-n/2<8<n decrece de decrece de
1a0 Da-1
n 0 -1
Ml-n<8® <3n/2 decrece de crece de
ODa-1 -1a0
3n/2 -1 0
IV-3n/2<8 <2n crece crece de
-1a0 Oal
2n 0 1

Si se sigue incrementando el dngulo 8, su comportamiento sera el mismo que el descrito en

la tabla anterior, como consecuencia

tan 8

crece de
Oa o

crece de
—omal

0

crece de
Jawx

oo

crece de
- o a 0

L
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y=sen®, y =cos 8
Dsng=R Dewsg=R
Runa=[-1,1] Rew =[-1,1]

1
0.5 e

Figura ( 317 ) grificas de las funcione sen 8, cos 8.

), _Jj:_,) _J
o F

Figura [ 3.18 } grdfica de las funcidon tan @

2n +1
Dum:ﬂ_{————{n; ]“:HEN}, Rung=%.

3.2.7. La funcion exponencial

La funcién exponencial puede definirse de varias maneras, unas mas elegantes que otras ,
sin embargo , debido a que en este momento contamos con un material relativamente escaso

optamos por definirla de la forma mas practica .
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R

-10 -8 =6 =4 =2 2 4
(a) (b)
Figura (3.19) Gréficas de la funcién f (x ) = a” para varios valores de a,
a) con 1<a,; < a;<a,

b) D<a<l.

De las graficas anteriores se concluyeque: D , =® y R _,=(0,=).

Cuando a = 2.7182818284... representamos a la funcién exponencial por f ( x )
cuando x =1, f(1) = e, este valor se denomina base de los logaritmos naturales.

Las funciones f(x)=e" y f(x)=a" estin relacionadas por a* = exin=.

EWHM“DI! nlt LA ?uﬂ:léﬂ HFIHIIIIGIAI.. :

= ¢"asi ,
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3.3. ALGUNAS TECNICAS EN LA GRAFICACION DE

FUNCIONES

Ademds de la translacién vertical y la homotecia existen otras propiedades que facilitan la

construccién de la grafica de una funcién , estas se exponen a continuacién :

1- La grafica de - f( x) es la imdgen fisica de la grifica de f ( x ) respecto al eje

horizontal.
&0 &0
~_ G
-5 -2 _ap -‘\\tr'/ 4 6 -8 —‘I\'\T_Z-_-_/z‘; FJ &
=40 -48
-EDl -60

Figura ( 3.20) Imagen fisica de una funcidn respecto al eje x .

2.- La grafica de f (- x ) es la imdgen fisica de la grafica de f ( x ) respecto al eje vertical .

AVISN

Figura ( 3.21) Imagen fisica de una funcion respecto al eje y .

h h Oh Oh Oy
i T T I

3.- Si a>0, lagraficade f(x-a) es latranslacion horizontal de la grafica de f( x ) .

\/ N/

-1 -2 =1 i & ‘3 - =7 =6 =5 -4 -3
Figura { 3.22 ) Translacion horizontal de la grafica de una funcidn

L - W v v
B p o D
L T O - -]

Ejemplos

Grafique y determine el rango de las siguientes funciones :
1- f{x)=x"+2x +23

Solucién

néteseque f(x)=x"+2x +3=x +2x +1+2
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F(x)=x"+2x +3=(x+1)"+2, esto significa que la gréfica es una parabola con una
translacion vertical hacia la recta ¥y =2 y una translacion horizontal a larecta x=-1.

25 25 25 /
20 20 20
15 15 15
10 10 10
5 5 5
-4 -2 2 4 -3 -2 4 -2 2 4

Al proyectar sobre el eje vertical obtenemos : Ry, = [

2~ f{x) =44/x-2-3
Solucidon

Tomemos como base la grafica de f( x ) = /x, existe una homotecia ( 4 ) que hace que la
grafica crezca mas rapido que la tomada como base , posee una translacion vertical hacia la

recta y = - 3, también la grafica esta transladada horizontalmente hacia x =2 .
P
2 20
q ig 15
g i 10
3
10 20 30 40 10 20 30 40 10 z0 30 40
20
15
10
5
!

10 20 30 40

Al proyectar sobre el eje vertical obtenemos : R, =[-3 .= ].

3- f({x)=3-2sen(x-1)
Solucién

Tomemaos como base la grifica de f( x ) = sen x, existe una homotecia ( - 2 ) que hace que la
grafica crezca mas rdpido que la tomada como base y la refleja respecto al eje x , posee una
translacion vertical hacia la recta y = 3 , también la grifica estd transladada
horizontalmente hacia x=1,
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LA
Al HAV/\VQ I \T/::Ms\f\?‘

VAN AN

=15 =10 =5 =15=10 =5 i0 15

s
i

Etapas en la construccién de la grafica de la funcién f(x) =3-2sen(x-1).

Al proyectar sobre el eje vertical obtenemos : Ry, =[1.5].

EJERCICIOS

1.-Grafique las funciones constantessi ¢=1,4,7,9,-3,-6,-9,

ll.-; Cuales propiedades de campo satisfacen las funciones constantes 7
Il1.-; Bajo que condiciones una funcién polinomial es también lineal ?

IV .-; Cuales propiedades de campo satisfacen las funciones polinomiales ?

V.-Determine el dominio y el rango de los siguientes polinomios

- [:ni[:m}=a|r3F cona=1,-1,-5,5,8,-8.
2- plxy=ax"+bcona=2yb=1,-1,~-5,5.8,-8,
3.- p(x}=ax‘+4 con a=1,-1,-5,5,8,-8.

VI1.- Determine el dominio y el rango de las siguientes funciones

cona=2y b=1,-1,-5, 5,8,-8.

s i N
q(x) Tt

2-q(x)= paraa=1,-1,-5,5,8,-8.
a-+

3-q(x)= para a=1,2,3,4,5,-3,-5.

a
(x—a)*
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4-q(x)=——+

a+x (x-a)

5.-f(x)=|5x|

6-f(x)= | 5x -1

7-f(x)=|5x+1]

8- f(x)=|5x+3]

9.- ¢ Que puede concluir sobre la funcion f(x ) = lax + b ?

VII.- Construya la gréafica , determine el dominio y el rango de las siguient

1-f(x)=e" ,para a=1,2,4.

2-f(x) = ae" ,para a=1,2,4.
J-f(x)=a", 6 para a=1,2,7,9,-2,-7,-9,
4-f{x)=a+e" s a=1, sia<l.

1
5-f(x)=asenx, para a=1,3,5,-1,-3,-5.-%.5.
1 1
6-f(x)=acosx, paraa=1,3,5,-1,-3,-5,-~, — .
2 4
1
7-f(x)=a+senx, para a=1,3,5,-1,-3,-5, %Z
1 1
B~f =a+ ; it o=
(x)=a+cosx, para a =2

9- f(x)=senax , para a=2,3,4,5,6.
10-f(x)=cosax, para a=2,3,4,5,6.

11.-f(x)=atan x, para a=1,3,5,1,-3,-5,—l

L.

2 4
12-f(x)=tanx, para a=1,3,5,-2a=1,3,5,-1,-3,-5,-1/2, 1/4.
13-f(x)=a+tanx, paraa=1,3,5,-1,-3,-5, %%

V1lI.- Construir la grafica , hallar el dominio v el rango de las funciones

1l-f(x) =-2%" 2- F(x)=2%7
3.-—f[x}=%3"‘ 4- f(x)=2+e"
5- f(x)=e? b~ y=g"¥

7- y=-senx B.- y=sen(-x)
9- y=3senx 10.- y = 5senx
1l-y=2+cos x 12-y=-2+cos x

13-y=x+cos x 14.= v = sen 2x
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3.4. FUNCIONES INVERTIBLES

En este momento es preciso aclarar que para que dos funciones sean iguales , no basta con
que las reglas de correspondencias que las definen sean algebraicamente equivalentes, esto
se formaliza a continuacion :

"lf_._._.fg;{xj._paﬁ tcn:lﬁ xe i;:rF a;_{jh i

ée-c:n{etr.n;amente esto quiere decir que las gréhcas de F |[ X } y g { X } mmciden

Ejemplos

2
l- Sif{x) -'-(1."21:) yg(x)=2x,esclaroque f( x ) es una restriccion de g ( x ) puesto
que Dy =[0,0) y D =0, ademdsf(x)=g(x) paratodoxeD,

x* -1 x=1
2-Si f(x)= T i
¢ i) 7 g y 8(x) x® +x-1
r—I14x+1
entonces f( x =—-[— AE+Y = ]x+1 stempre que x ¥ 1
[x—l]{rl+x+1) X' +x+1
en consecuencia g ( x) es unaextensibndef(x) yaque D, =sH-{1] y D=

y f(x)=g(x) si xeD,.

Esta operacion se aplica fundamentalmente en la obtencion de funciones inversas , las que
seran estudiadas a continuacion .

Si f( x ) es una funcién que transforma al conjunto A en otro conjunto B, se puede costruir
una nueva funcién que convierta los elemento del conjunto B en elementos de A, s1 esto es
posible denotaremos a la nueva funcién por f 'y la llamaremos funcién inversa de f, asi
pues, sif(10)=5 entoncesf '(5) =10, de manera mas general, sif(x)=y, entonces
f"'(y)=x, acontinuacién se formaliza esta idea .
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-Hdiﬁiclﬁn i
FUNCION INVE Il'rrlll..f.

;Sea,f{x:} una: fun:cmn ﬂiremtw que f (x ) es invertible si existe una funmﬁni ' x )tal
quey {ar) y £ {y}wx mnequwalentes siesto ocurre f [x) se. deuummiii inversa
de f{x)y f’'(x) eslainversadef {x).

Ejemplos
2
1- Sif(x)=3x-2, laecuacion y = 3x - 2 es equivalenmte a x= , entonces
f({x)=3x~-2es invertible y f"{x}=x;2
Obsérvese que fl[f"[x}}=f[x+2]—'i{x+2} 2=x.

1 I
2- Seaf(x) =2-— , si despejamos x dey=2- — , obtenemos: x = por lo
X x

4
1

2-x

no es cierto, para comprobarlo basta revisar los deminios de definicion .

que pareciera que la funcién inversa correspondiente es ' (x ) = , sin embargo esto

Existe una relacién entre las graficas de las funciones f (x) y { '(x), la graficade f "(x ) es
la imagen fisica de la gréfica de f ( x ) respecto a la funcion identidad .

Figura { 3.23 ) Relacidn entre las praficas de dos funciones inversas

3.4.1. Propiedades de las funciones invertibles

Debemos tener en cuenta que no siempre es posible construir la funcién inversa de una
funcion y que en caso de existir , esta ultima satisface las propiedades enunciadas en la el
siguiente teorema ;
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d) Sif(x ) e&unafhﬂméﬁ m}de m#hl‘ereqi fagjﬁfwa &ef {x eﬂﬁ mﬁﬁn fisma
dela graficade F{x) enlarecta y=x. : _ -
Ejemplos

1.-f(x)=x" +1 no tiene inversa .

En efecto, {7 ( x ) tendria como grafica la curva que es imagen fisica de la grafica de

F(x) enlarectay=x,T={[(x,v):x=4x-1}, peroesta no representa la gréfica de una
funcidn .

f{x)

25

1

-4 -2 2 g

Figura { 3.24 ) La funcion f (x ) =x" + 1 no es invertible

2-Seaf(x) = yx-1

Notemos que f:[1,+x) — [0, +x ), entonces f( x }es invertible y f ' (x)=x7 +1

ademasf' [0, w)=[1,+x)

/’ 3 d

-

) el

2 3 4 5 2 . 3 4
Figura (325} Lafuncion i (x )= /X -1 &5 invertible.

o

Como hemos visto , no todas las funciones son invertibles , a continuacion establecemos las
condiciones bajo las cuales es posible construir la inversa de una funcién :

Estrechamente relacionado con el método de inversion de una funcion estd el concepto de
inyectividad .
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i é,:"_s_é , Ensu

r-':e»: _:'{x: )H{s } ﬁeqmwlentemte <8
Geumétncamente esta dehmcmn puede mte-pretarse ( en una grérl cant:dad de casos }|

como la gréfica de una funcién que siempre crece o que siempre decrece .
Ejemplos

'II I 10
i )( 0
__/" 10
-4 a1 z [
f 4 I 2 4

f E: G

f -0 3 -2 =% a 2 3

~ & o O

Figura { 3.26 ) Las funciones inpectivas solo crecen o sélo decrecen.
. 3 . «
a) F{x) '111-!'51]1}-'(-.'1"1.1\;“ Xy #ERy T x:ixz
b} f{x}tnax :'Lunm{l]ﬁ'in}et'l'lvﬂ;x] %, = n'lxliﬁlxq

L}f{x]-:-c + 1 noesinyectiva; X # x5 = X +1;t‘.r. +1 cporejemplo, 12-1 y {1} +1= gl}

rmn 2

Corolariol ' ; b R R :
Toda Fancion - f { x ) creciente ( 0 t!mecmntej es invertible . Gmwene at:lmu quem
'fundaﬂesermhmx >y, s flx, }}f{x?){mmﬂarmentef(x}esdecmemaﬂl
:x,*fxz r:& !{x)bf{xr}} esdeclrlagr&ﬁc&def{x)aumtamahuﬁﬂl

estudio mas ,amgplm s-nbm laa Euncmna:-: crecientes serd des&rm]lado pnsiaeﬁammnte

Ejemplos
1= f(x)= x’ restringidaa [0, ) es creciente e inyectiva por lo que es invertible y
f' {x)= v/x , essu funcién inversa .
o #
-]
4
2

g.5 1 1.5 2 2.5 13

Figura { 3.27 ) La funcienf (x } = x restringida al intervale [0, = ) invertible .
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2
2-f(x)=e™ restringidaa[0, o) esinvertible, observese que si x =0, al aumentar x,

&
e " decrece.

o o o o
b

0. 1 1.5 ¢ 2.5 13

2
Figura (3.28) La funcion f (x)=e ™™ restringida al intervalo [0, =) esinvertible .

Porloquef(x)= e™ es inyectiva y posee inversa sobre [0, ), no asi en R.

-3 T # 3

F]
Figura (3.29) La funcion e ™ : R — (0,1} , no es invertible.

3.- Lafuncion f(x) = | x |, tiene como gréfica :

f(x)
por lo que carece de inversa si se defme como H = [0, o).

4.~ Perosi f(x)= | x|, sedefine como |x| : [0, )= [0,x),
fix)

J/

entonces f(x) =|x| es siempre creciente y tiene inversa sobre [0, o).
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3.4.2. Funciones trigonométricas inversas

A continuacién construiremos las funciones inversas mas importantes en el Calculo
Diferencial .

Ejemplos
1.- Construya la funcién inversade f(x) =sen x.
Solucién
Si restringimos la funcién f ( x ) = senx al intervalo [ -n/2, n/2 ] en donde es creciente ,
entonces
senx:[-n/2,7/2]>[-1,1] . x=Sen'y , definimos
angsen x:[-1,1] - [-n/2, /2] con sen 'x = angsen x.

1:-5
1
0.5
. /
-r""""-’r'
-1.5 -1 -0.% 0.5 1 1.5 i -0.% 0.5 1
=0.5
~0.5
24
-1 f’/ =1.5%
a) f(x) = sen x restringidoa [ -n/2, x/2 ] b) [(x)=angsenx

Figura ( 3.30 ) construccion y grafica de la funcién angsen x .

3 Construya la funcién inversade f{ x ) = cos x .
Solucion

Se restringe f ( x ) = cosx al intervalo [0, n ] en donde es decreciente,
Si cosx:[0,m]— [-1,1] definimos angcosx:[-1,1]=[0,rn] y f '(x)=angcos x.

—— e —

mis 1_5.\'\:1\ .5 12
-0.5 \ D.5
=1

a)f{x) = cos x restringidoa [0, x1 byl (=)} =angcosx .

Figura ( 3.31 } construccion ¥ grafica de la funcidn angeos

3.- Construir la funcion inversa de f{ x ) = tan x .
Solucion
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Se restringe f( x )= tanx al intervalo [-% : % } en donde es creciente .

mnx:{-%;%}—-m 1 y angta_nx‘.ﬂ—-&lf--;.%].

entoncessi  f(x)=tanx, f(x)=angtan x

fF{x) f{x)

sQ 1.5

an ;

20 0.5
V- W, Y- 0.5 1 1.5 5 10

-20

-40

-60

; n T |
alf{x)=tanx en({-— ,-—x) b} f  (x)=anglanx

SR .

Figura { 3.32 ) Definicién y gréfica de la funcion angtan =

5.- Construir la funcién inversade f(x)=e".
Solucién

Como e":#—(0,x), ysidenotamos su inversa por Inx, entonces
Inx: (0, )= %R

La funcién f'( x ) = In x se denomina logaritmo natural y satisface las siguientes

20 2
15
i0 20 |0 60 [-14] 100
5 =2
= - -4
-10 -8B -6 -4 -2 : 4
a) Fix)=e™ by l{x)=Inx

Figura { 3.33 ) Gralica de la funcion lin x
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EJERCICIOS

l.- En cada uno de los siguientes pares de funciones, en caso de que estas existan ,
determinar quién es la extension y quién es la restriccion .

a) f(x)= ;'_11 ,g{x]=ﬁ. b} F{x)=lxi ; glix)=+x"

O 0= (2o g 2R @) 0= TR g0 = T3+ R

11.- Demostrar que los pares de funciones dadas son funciones inversas utilizando el hecho
dequef(g(x))=g(f(x))=x,graficar f(x) y g ( x ) en un mismo sistema coordenado .

1-f(x)=x"+1 glx)=¥x-1
B Y e g(x)=—

X x
3-f(x)=6x-3 g{x]=x;3
4-f(x)=x"+9 g(x)=+Jx-9
5-f(x)=——5 x20 g(x)= J——= 0<x<1

1+x

1ll.- Para las siguientes funciones determinar f '( x ) ( en caso de existir ) , incluyendo
dominio y rango , asicomo su gréfica.

1-f(x)=3x-4 2-f(x)=5x
3-f(x)=x'-3 4-f(x)=v9-x* 0<x<3
X

5-f(x)=x" x20 6-f(x)=

(x)=x" x (x) —r
I T 8-t W%

x-3

9-f(x)=1-3x 10-f(x) = 2sen 3x
11.- f(x) = In 3x 12— f{x)y=e?rl
13- F(x)=e*" 14.- F(x) = In (x-1)

IV.- Para cada una de las funciones dadas determinar un intervalo donde posean inversa y
determinar la funcién inversa en ese intervalo.

1l-f({x)=3x+5, xe R 2-fF(x)=x"+4x-5, xe R

3-f{x)= 1 s, =lex=uw 4_-“’1}:'1_1“4.!1’15?{-
x+ 1
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5.—f(x}=i1, D<x<2
X

V.- Construir la grafica , hallar el dominio, el rango, investigar cuales son invertibles y
determinar su inversa , tanto su rango , su dominio y su regla de correspondencia de las

funciones.

1-f(x}==-2"
1

3-f = _ 3°
(x) 3
5-f(x)=e"

7=y=In(-x)
9-y=1+In{x+1)
1l.-y=-sen x
13.- y = 3 sen x
15.- y =2 + cos x

17.-y=x+cos x

X
19.- y =sen—
4 2

21.- y =3 tan x
23-y=3+tan x
X
25.-y t.r-t!'n2
27.~ y = tan 4x
29-y= |cosxi
31-y=cscx

33.-y =3 ang tan x
35.- y = 4ang cos x
37.-y=1+angtan x
39.- y = ang cnsg
41.- y = ang sen 2x
43.- y = ang csc x

2-f(x)=2"°
4-f(x)=2+e"

6-f(x)=-Inx

8-y=5 Inx

ard

10.-y=e
12-y=sen (- x)
14-y=5senx

16-y=-2+cosx

18.- y = sen 2x
20.- y = 4 cosx

L-y=b6tanx
24.-y=8+tan x

26.- y = tan 2x

28-y= | sen x|

30~ y=secx
32-y=|tanx |
3M.- y=3 ang sen x
36.- y =8 ang cos x
38.-y=1+angsen x

40.- y = ang cos 2x

42.- y = ang sec x
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3.5. COMBINACION DE FUNCIONES

Dos o més funciones pueden combinarse para originar una nueva funcién , los métodos més
comunes de combinaciones de funciones se definen a continuacién :

' posicionde f y g Gegiuldud?f} wlﬁﬁmdﬂn f“ ;g A,,_J_
MW{fngi’:ﬂ“f{g{xJ} paratoda xeA.

1]

A\E,E/C

Figura (3.3 ) composicién de fyv g .

De forma mads general , si f( x ) y g ( x ) son funciones , entonces (f ° g) ( x ) es una funcién
con dominio en :

Dirg=f{x:xeDyyg(x)e D}
tal que (f°g)(x)=f(g(x)) paratodax e Dy

Ejemplos

1= Sif(x) =3x"+6 y g(x)=3x+4,determinar (f +g)(x),(f-g)x),(fg)(x)y
() ().

Solucién

Primero observemos que :

Dr= R, Dy = N, en consecuencia

Disg=H.

a) (F+g)(x)=3x +6+3Ix+4=3x"+3x +10
b) (f-g)(x) =3x"+6-(3x+4)=3x"-3x+2
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c) (f-g){x) =[3x?+6I}{3x+4}=9x5+12x1+18x+24

f 3x’ +6 4
d) (=) (x)= g W S,
) () (=32 Dug= R {-(3)
3 Determivar ~ Efsi CE(x)=Vx-1, g(x)=+3-x.
g
Solucién

Dr={x|x=-120}=[1,=)
De={x|3-x20}=(-,3]
La reglas de correspondencia son
é{x}= E Y {%}{x}= %Tﬁmﬁvﬂmenh,
con dominios: Dijg=[1,t)m(=-0 ,3)-{3}=10(1,3]1-{3}=[1,3)
Dgri=(-,3]n[1,2)-{1}=(1,3]

3.- Represente F(x)=(3x" =2) " como una funcién compuesta g °f .

Solucion

SeaF(x)=g[f(x)]=(3x"=2)" =g(3x*-2)=(3x"-2) tal que g(x)=x"y
f(x)=3x*-2.

4.- Exprese la funcién F(x) =cos (1-x") como una composicién de funciones.
Solucién

Una formaes ,F(x)=(fF°g)(x)=flg(x)]=f(1-x*)=cos(1-x"),

en consecuencia f(x)=cosx y g(x)=1-x".

En el ejemplo 1 podemos observar que la operacién composicién no es conmutativa .

Intuitivamente , si consideramos a una funcién como una maquina que produce algo , la
funcién f° g se obtiene conectando la salidade g (x ) a laentradade f(x ), { vease la figura
3.35).

=)

g(x)~

f Ry fle(x))=(Fg)(x)

Figura { 3.35 ) Representacién de una composicién de funciones.

5-Sif(x)=x'+1y g(x)=senx

entonces (f°g)(x)=f(g(x))=Ff(senx)=(senx)’+1,
también

(8°F)Nx)=g(f(x))=g(x? +1)=sen(x*+1).
Obsérveseque fg2g®f.
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6.- Seanf[x}=+g y g{x)=418x, Determune (f"g)(x}y su dominio .
x —

Solucion

(Fog)(x)=f(g(x))=F(J18x )= LT

18x -9

Di=R-{3,-3}, Dy=[0,m:),R;=[0,=), entonces

Drg={x|xeDyy g{x)eDr}=[0,=)n [0,=)-{3,-3]
|
=[0,=)-{3,-3, 7}

EJERCICIOS
2
L-Sif({x)= : 7 y g{x}=~.ll+r: determineg
x2 -
1- (F+g)(2) 2- (fog ) V15)
3- (fg)1) 4- (F/g)(4)
5- (f°g)(1) 6.- (g"f) (1)
- Sif(x)=x"+x y g{x]=i.
x+3
1- (f-g)(2)
2-g7(3)=(g°g°g)3)
3~ (g "f)1(1)
4- (f/g)(2)-(f"g)(1)
5- g% (3)

HI-Sif(x)=+x-4 y g{x)=|x-1]|, determune (siesto es posible )

Il i) in)
2- (g°E)(x},{((g"g)"F)(x)

IV.~ Encuentre f y g talesque F=g°f
1- F(x)=(x*-7)"

2- f(x)=r -1

3- f(x)= .

x? ~2x+2
4- f(x)=In(x*-1)

5- f(x) =senx’

6- f(x)=sen®x.
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3.6. PARIDAD Y PERIODICIDAD

Un concepto 1til en los cursos de matemaéticas superiores es el de paridad y en esta seccion
se describe brevemente.

Geométricamente , la gréfica de una funcién par presenta simetria respecto al eje vertical y la
grafica de una funcién impar es simétrica respecto al origen.

L F(x) J(x)
f
- fij x X
a} Gréfica de una funcidn b} Grafica de una funcidn impar, en
par, obsérvese que la este caso la imagen de la funcion impar
imagen de la parte positiva [ { ) es simétrica respecto al origen

de f { x ) coincide con la parte
negativade f{ x ),
Figura ( 3.36 ) Paridad de una funcidn.

Es conveniente observar que hay funciones que no son pares o impares .

A continuacién se proporcionan algunos ejemplos que ayudaran a comprender los conceptos
de paridad .

Ejemplos

1.- Discuta la paridad de la funcién f(x)=x"*+8.
Solucion

f(x)=x"+8
f(-x)=(-x)"+8=x"+8, enconsecuencia f(x)=f(-x) porloquef(x)=x"+8es
una funcién par .

2.~ Discuta la paridad de la funcién f (x )= x* - x.
Soclucién

Sif{(x)=x"-x,entonces f(-x)=(-x)"=-(-x) =x*+xy -f(-x)=-x"-x
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porlotanto: f(x)z-fi{-x)2f(-x).
Este es un sjemplo de una funcién que nc es par y tampoco es impar .

‘é}e mplos

1.- Construir la prolongacién parde f(x)=x*+1, si x €[0,2].
Solucion
Prolongacién par f(-x)=(-x)"+1=x"+1 si xe [-2,0].

Prolongacién impar -f(-x)=-[(-x) *+1]==-x"-1,si x € [-2,0].

2.- Construir las prolongaciones pare impardef(x)=x-2,si x €[0,3].

Solucion

Prolongacién par sif{(x)=x-2en [0,3], f(-x)=-x-2en[-3,0].
Prolongacién impar sif{x)=x-2en[0,3], -f{-x)=-{-x-2)=x+2en[-3,0].

qumﬁa rtﬂﬁnm s T
108 que: ,mwﬁix} ﬁpér’iédim;ﬂe peﬁﬂdu’f. si g;e:@_;;q

:f{ x;aél‘é; x4 T ) paratodo x e Dy. El némero T se denomina n niimero

-----

node F(x) sedenomina perfodo principal de f{x}.

Ejemplos

si O=Zx=a

1
1.- Funcidén serpentina, f{x]={_1 d(x)y=f(x+2a).

f(x)

si a<x=2a

L ]
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si O0=£x<a

= +
g a{xgza,enestecasaf[x} f(x+2a).

1
2.- Funcién onda cuadrada f{ x ) = { 0
FOx)a

1

3.-Las funciones trigonométricas sen x , cos x, tan x , cot x, sec x y csc x son periddicas

¢ cual es el periodo de cada una de ellas 7

Si se conoce el periodo T de una funcién periédica f ( x ) se puede construir la grafica
completa de la funcién f ( x ) , esto se hace tomando la grifica de cualquier periodo y
duplicéndola sobre intervalos subsecuentes de longitud igual al periodo T, esta construccién
se denomina extensién periédica de la funcién f ( x ) .

Ejemplos
1.- Determine la extensién peri6dica de la Funcién onda triangular ,
f l: X 1]4

£(x) [ x si Os<x<a

x =

{—x+2& si a<x<2a :
0 a Z-ﬂ xr

Solucién
£(x) X si O<x=<a

4 -x+2a si a<x<2a

Talquef({x)=f(x+2a).

1-5&1 ﬁéﬂy f{x},g{x} snnfummudzpemdnTmmnms
uf{x'}*ﬁgix}ﬁwmfum&npén&am i
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EJERCICIOS
.- Determine el tipo de paridad de las siguientes funciones :

1- f(x)=x-1
2~ f(x)=3x+2

3- f(x)=0
4- f(x)=-2
5- f(x)=6

7o F{x)=x +x+1
B f{x)=x*=x
10.- f(x)=2x*+4x’}
11.- f(x)=x"-x>
12- f(x)=12x"
13.- f(x)=senx
14.- f(x)=sen2x’
15.- f(x)=cosx
16.- f(x)=Inx
17- f(x)=e"

18- f(x)=e™
19.- f(x)=+x
20- f(x)=|x]|
21- f(x)= x|
22- f(x)=tanx

11.- ; La suma de las funciones pares es par o impar ? Justifique su respuesta , de ejemplos .
[1l.- ; La suma de las funciones impares es impar ? Justifique su respuesta dé ejemplos .

IV.- ; Considera usted, que es posible que el cociente de dos funciones impares pueda ser
par o bien impar ?

V.- Defina ,la parte par, y la parte impar de las funciones que a continuacién se presentan

1= f{x)=x+2 x€e[0,2]
2= f(x)=x+1 xe[0,1]
3- f(x)=2x'-7 xel[-5,0]

VIL- Construir las gréaficas de las funciones extendidas periédicamente de las funciones
dadas.

senx 51 O<x=n

L—f(x}={

0 5i max<Inm
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5§ _|x si D=x<1
el 0 si 1l<xg2
3. f[x]={e si 0<x=<1

-x 51 l<x=2

&= x si 0sxsg2
: . Inx si 2<x=4
VIL.-; El producto de funciones peridédicas es una funcién periddica ?

VIlL- Compruebe que Sic e Ry f( x ) es una funcién periédica entonces ¢-f ( x ) es también
peribdica .

IX.~{ De que otra forma se podria definir la funcién onda triangular de manera que fuese
peri6dica ?
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Limites y Continuidad

4.1. LIMITE DE UNA FUNCION

Es ahora el momento preciso de abordar el concepto més importante del Célculo Diferencial ,
sin duda alguna el de limite de una funcién , debido a las grandes dificultades que presenta
su comprensién , comenzaremos de una manera intuitiva apoyandonos en la figura (4.1).

Diremos que la funcién f( x ) tiende al limite L ( o se aproxima al valor L) cerca del valor
X =X, , sise puede hacer que f( x ) esté tan cerca como queramos ( * ) de L haciendo que
x esté lo suficientemente cerca de x; , pero sin ser igual a x; .

'y Fy fl(j(u}

[5,{1“} * }

Xg Xy Xp

Figura (4.1} Solamente las funciones con gréficas a) .b) y ¢) tienden
a Lenel valor x = x;; , nitese que no interesa quién sea

F{x g }+incluso puede no estar definido , por

ejemploenfz {(xg ).

Consideremos nuevamente la frase ( * ) y la escribiremos de manera formal , f( x ) tan cerca
de L como queramos , se representara formalmente por | f (x)-L| <e dondes >0y lo
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podemos manejar arbitrariamente , si e =0, entonces : f(x) =1L, que x esté lo
suficientemente cerca de x; pero sin ser igual a x, , seescribe , 0 < | x - x, | <8 . 5ise
compactan las observaciones anteriores , se obtiene :

S b e '<+“-“+”=-+§ g e ,! B i
3 e o e e e }-’ ‘@‘%Q"- ?x ?"\F o te e
A LE , Eia Sl et Pden f ‘i““ e ox e

whs

w;é o ;-\.#\.}}\A{a .-\.?.-\.-.--\..--:
e e

J\.y.l'\.'\.a.t.l'\.'\\.

.-;

3 cz
""' PR o .-‘: Tk
~ el R

Xo=0 %5 x,+8
Figura { 4.2 ) Representacion geométrica de la definicion de [imite |

Asi, la expresién lim f(x) =L indica quesi x estdi proximo a x, entonces f ( x ) esta

I"il’.ﬂ

cercade L.

4.1.1 Propiedades fundamentales de los limites

3 t 3"'f"+"' ; T
?“"n’"?‘ " 1‘?“""'\.1‘-’\. e """'"'\."' "'"""?‘ {"'11‘ e
f st e 5** FRELE ‘f 3<~*>,q,ﬁ:‘§'§m

AR
i '\.y."\..'."\..'
i

o i b

oot Lk

- iy Rk
e Rk <M.- +.¢«..—<+<<>«.>«.3M>.«.n g .
SR H et i*“i‘t"ﬁ{:f“f”“
: .9.;._;”,,-. ,,.--.;..2&,;. ;;3;:-«.;.-;__\-__;:;1- ____.; e :-.-«.?;:- Ly &
i <-3‘.-f.-.-$':?.g?.3°\”v"z}:? S b e P ."h"\.v%. i prEtasii e et
Frtes ke g 4 ek b i B e b e b ) jpe s s
-t O A 5“_ .-3};..-:;.-\‘--\.3.--\..--\.!--'.-h-:.-\.g:-:-.;s:-.“@.-:q S e e O i
;:ﬂ;”-’”‘f*ﬁ:,ﬁ“.., Eh i R R T i bosta e b s vk s i
L ook i g i L Rt 5 A 3 -'\-) B £ S R e A e e L LR E TR GRS,
Sk e e i SRR ~,<>.<+ poy :--\.c-'\--:.--\.n g LR S 1
2 % el b cr & TN
se m : m w msﬁ,z i ids
g8 gy et . EELh i i _<:-.<:-- R R .cor<.-§<-:' e ER e &y
!--'-L ,,:,M-:--.:- -L:-H- -e'\--'-"\- S ~ tiod '2- o K=k :". a } ____} \___ < A by C it e :'»-'Si & 3 e b

( Este teorema afirma que en el valor x = x, , la funcién f ( x } sélo puede tener un limite ) .
Proposicion 1
LiIMITE DE UNA FUNCION CONSTANTE
El limite en cualquier punto x, de la funcién constante f(x)=c es c, es decir:
S5i f(x)=c, ce®R, entonces paratodax, € D¢, limf(x)=c .

" IIﬂ
Proposicion 2
LiMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD
lim x =x,

'I—I'In
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La demostracién de estas tres proposiciones es inmediata y se recomienda efectuarlas .

De este teorema se deduce que para. calcular el limite dE una cierta hmcién en un ]Juntu es
suficiente efectuar las operaciones algebraicas sobre las variables mismas y que en muchos
casos el cdlculo del limite de una funcién es apenas una simple sustitucién en la regla de
correspondencia .

it '--"li'ujf[ﬁ_gf_ff?é?}"':'.f-f:-*’;»_}-':

Proposicién 3
LIMITE DE LA FUNCION RAIZ ENESIMA .

Sine™ ,L>0y limf(x)=L entonces limﬁ"f{“]‘ﬁ-

A

En seguida se presentan varios ejemplos con el fin de facilitar ]a comprensién y manejo de
los teoremas anteriores .

Ejemplos

Evaluar los siguientes limites .
- limb .

x—s20

Solucidn

Por el Teorema 1l tenemos: lii:gﬁ =6

2= lim3x

y—d
Solucion
En este caso , la variable es y , en consecuencia 3x es una funcién constante , entonces por
el Teorema 1 tenemos:
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lim3x =3x.

¥+l

3.- Limite de una funcién lineal , lim{(mx+b) .
KA

Solucion
Solamente sustituimos x por a y obtenemos lim(mx+b)=ma+b.

4- lim(5x-11) .
oad

Solucion
Sustituyendo lim(5x-11)=5(2)-11 =-1.
Ry

5.- No todos los limites existen .
Calcular lim'\.l'r; .

|

Solucion
El 1im \fr; , no existe , la funcion s)"; no esta definida alrededor de - 2,

K -2

6.- El siguiente limite no existe : lim+/36- ¥

u-wh

Solucion

No es posible acercarnos a 6 por la derecha puesto que la tuncidén V36— x7 no esta definida

para estos valores , en consecuencia lim 436~ x° no existe .

% +h

Este tipo de limites se estudiara mas adelante .

7.- Limite de un polinomio, calcular  lim(a, +a,x+....a _x").

Solucion
Basta sustituir x por ¢, lim{a, +a;x+....a,x"} = {(a_, +a,c+....a, ") .

B B

8,- Evaluar lim (8 +x+2x"+3x "),

x-»l
Solucion
Solamente sustituimos x por 1, lim( 8+ x+2x " +3x")=8+1+2(1 1T +3(1) =14.
® »]

9.- Limite de una funcion racional,

SiP(x) vy Q(x) son polinomwos de grados m v n respectivamente con Q (a ) # 0,
entonces

L POX)_ P(a)
e Q(x) Q(a)
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x+2x+1
10.- Calcular lim——— .
) x+3

Solucion

i x+2x+1 2+2(2)+1 7
Basta con sustituir, lim = — = —,
s? X+ 3 2+3 5

11.- Evaluar los limites ;

33 l‘iEmenx d) ];iliimtx

b) ]E::].ccsx e) lf_ﬂtsecx

<) Eiﬂ'lta_nx f) lf_ﬁlcscx,
Solucion

a) limsenx=sena

bt |

b) limcosx=cosa

Wkl

. n 3 5 I
c¢) limtan x = tan a ( en este caso a no debe ser : ii’ + Eft. t En,.... (Porqué ?)
W-d

d) limcotx=cota (siempreycuando a noseadelaforma: 0, tn, +2n,.. ¢ Porqué? )
K-kl

e) limsec x =seca (;quecondicién debe cumplir a 7 )

bl

f) limescx=c¢sca (ahora a =20, txn, +2n, ... )

E—a

12.- Limite de la funcion In x.
Evaluar los limites :

a). imlnx
b) lil:ﬂ.lnx
Solucion

a) Solamente hay que sustituir limlnx=Ina si a>0

-l

b) HIE In x ., no existe ( recordar el dominio de defimcign de ln x )

13.- Limite de la funcién exp-::rnen-:ial .

Ewvaluar lime*®
Solucion
Sélo hay que sustituir , lime® =e”

X hA
Como seguramente el lector notd , los limites en los ejemplos anteriores fueron obtenidos por
sustitucion directa del valor al cual tiende x en la funcion f( x ), sin embargo esto no siempre
i
: i, 0

es posible , por ejemplo en lim - - T al sustituir obtenemos el cociente P que no esta
x 1 X —

definido por lo que se denomina indeterminacion . 5i al efectuar la sustitucidon obtenemos

una indeterminacion de la formaea _D muchas veces es posible determinar el limite buscado
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mediante la construccién de una funcion restriccién a partir de la funcién original ,
generalmente la funcién restriccién se construye factorizando y simplificando la funcién
original de manera adecuada , este procedimiento lo justifica el siguiente teorema :

Este teorema afirma que es posible obtener una funcién restringida g (x) tal que
gl(x) =f(x) enelintervalo O0< | x-a | <h en la cual es factible obtener el limite de la
funcibn g ( x ).

1-x*

14.- Evaluarlim
=1 x—1
Solucion

0
Sustituyendo obtenemos L entonces :

l1-x' =
lim 2 s Hm-ﬂm =-lim{1+x)=-2.
xal ¥ =] wonl 1-x x-s1

15.- Calcular li .
alcular lim Fiir—10
Solucién

: . : 0
Por sustitucién directa se obtiene una indeterminacion de la forma o por lo que es posible

L= R« £2)
{(x —-20x+35)
x+2 [4 2
=H = —_— = —
a3 x+5 J; V7
x* 48

16.- Calcular lim——— .

=2 x+2
Solucion

utilizar el teorema anterior .

e ; ]
La sustitucion directa da — entonces :

x'+8 x+2Kx* —2x+4 ;
lim = lim Lot W =lim(x - 2x+4)=12.
®-s-2 ¥+ 2 P r+2 oe-1
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L oxt=2x+1
17.- Calcular lm ———

LE! X —X
Solucién

La sustitucién directa da % entonces ;
P _2x+1 “x-1
Tl —Lim (x—1)(x-1)

1 X' -x e+l x(x =1)(x+1)

- e S
=1 x(x+1) 2

En algunos otros casos es necesario aplicar un “artificio matematico” que consiste en
multiplicar la funcién por un 1 de manera adecuada , el artificio generalmente funciona en

0 7
indeterminaciones de la forma o y expresiones de la forma : J_- .f - J_ - f{u) e
flu)-4

18.- Ewvaluar lil:llnl

Solucidén

Niext =]

X

0
Sustituyendo directamente obtenemos la forma indeterminada B entonces .

Vitx’ -1 [Jnx*—l V122 +1

im———— = lim .
-l d e X N1+x2 +1

r!
= lim -
=0 x(1+x? +1)
x 0
=lim g
w0 Jlax +1 2

x=-3
19.- Evaluar im ————
=3 x4 -2

Solucidon

0
Por sustitucion directa obtenemos la forma indeterminada — .

x-3 x-3 vx+l+2 (x=3Jx+1+2)
HII'I'-“—“—"" =Iim —— e :]jm P
o3 fx+1-2 =3 Jx+1-2 Jx+14+2 =2 x—3

= lim(Vx+1+2) =4.
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20.- Evaluar lim M

x»10  x—10
Solucion

La sustitucién directa da la forma indeterminada E .

Por lo tanto es conveniente multiplicar por uno pero de manera adecuada, recordando que
X -y se factoriza como
I 1 n-1 n-2 1 ned 3 n-4 3 n-2 n-1
n

X=y= (Xo-yn)(x " +xnyr +xn }r; FX PN F o kXY N by 8 )
Entonces :
@ 11 x
. ¥ x-¥10 x3 +x210% +10° x—10
lim e = lim :
x=10  x—10 A 1 2 2 x-+10 ¢ 1 X 2
x3 +x310% +10? (x—-10) (x* +x3102 +103)
o 1 _ 1
_,E,'ﬂ 2 1 1 7 2

(107 +103103 +103) 3 (103)

3 —
#.~ Evaluar m X512
x+64 f x -8

Solucion

La sustitucién directa da la forma indeterminada % .

Puesto que los radicales son de indices diferentes es conveniente utilizar el cambio de

variable: x=y*® ( nétese que el exponente de la nueva variable es el producto de los indices
de los radicales ) .

Vx = y?
5i l']l’ﬁ entonces y = &x ¥ en consecuencia J;-}ys por tanto
y—>2
o A oo yhed
SR T ey 8
y=2fy+2
N () (2
y—+2 {y- 2](3;1 +2y +4]

=lim (}H‘i} 2 2

?—&Zi}r1+2y+4) 3
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T il
22.- Evaluar lim Vx

cma e i B

Solucion
0
La sustitucidon directa nos lleva a la forma indeterminada =

Puesto que los radicales son de indices diferentes es conveniente utilizar el cambio de

variable - x = y'* ( nétese que el exponente de la nueva variable es el producto de los
indices de los radicales ) .

Yx=y°
Si x=y"entoncesy=x . ¥x=y' porloque:
y =1
R E10 R i,
im = -
= &l #_x—'l ytl}r?‘_l

= lim(}? = 1){}'3 +‘r}r1-+ - +1]
¥l (y— ]}(}r‘ Ly 4+ 1)

:]im(}r]+}f!+}r+l) - i |

y—+1 (},1 "}-""I"].] 3

b
Si al pretender evaluar cierto limite obtenemos la forma indeterminada E

donde be R - {0}, entonces diremos que este [imite no existe

¥ x-12
23.- Eval Ii
-

Solucion
Por sustitucion directa obtenemos ;

¥Yx-12 _ 8

lim ———— =-—-, es decir éste limite no existe .
bl o x -8 N0

x—8
24.- Evaluar lim —————
== o
Solucion

1] " 5 - . 3
Por sustitucidn directa obtenemos la forma indeterminada S por lo tanto éste limite no

existe .
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EJERCICIOS
.- Ewvaluar los limites :
2
1- lim x! il
n e R
2-lim =
=1 ] —x
., S
3-lim——
5—+1 3{,{3_“)

S L |
g b 3 J
x>l W]-x  1-x?

11.-ljm[3—”2 B NS }

3 | x —5x+_'3‘ 3()(2-—3:-:+2)
12— lim M
0 Jx? +16 - 4
r -
13- lim 2 X Y
%-+1 J__]
o LR =
A
., vl+x? -41-2x
15.- lim
=+l X +x°
3_
16.~ Lim > 5

x40 x~2
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17.- lim> —2
e X-—a
18.- lim 1-Vx
xal | —x
§6 — T L LK
w0 B
| PR
1 1-
20.- lim———
= -#lb ;e
-8
21.- lim 2"

1 1
i)
1+x

T

- lim [————
3 Yx® —2x-3
3_
1+x}z -1
24.- im u—
w—pl] W
ﬁ—
25.- lim = 720
w3 1_3
S
26.- lim ———— , a#0
x40 x® +2ax+a’
=
27.- lim —; - ,a<0
0 x° 42ax+a
28 - um—._“z"'_“&‘
x -l W
1 _1
29 - “mxz_+5___2_
-+l Ex

30.- lim{ Al —L]
el bx—1 x-1

31.- lim vx% —25x + 3

=5
sz i X115
-+l x®
55 B 3]

x -wl l x |
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4.1.2. Limites al Infinito

En ocasiones es necesario conocer el comportamiento global de una funcién real

( comportamiento de la funcién lejos del origen ) , esto significa que se debe efectuar el
estudio de la funcién en los extremos del dominio , interés especial requiere el caso en que

estos extremos son =, o .
]

: i X 3 : ;
Consideremos la funcién f( x } = —1—-—1 , Notemos que posee simetria respecto al eje vertical
X+

y que los valores que alcanza son siempre menores que 1, ademas conforme x crece , la
grafica se aproxima a la recta horizontal (asintota) y=1.

1
0.8
0.6}
.4
O\2
-3 =l =l 1 2 3

2

X
Figura { 4.3 ) Grafica de la funcidonf{x ) = —*-——1— » obsérvese que conforme
X +
x crece o decrece indefinidamente , [ {x )} se aproximaal.

Intuitivamente , diremos que f ( x ), tiene el limite L si y sblo si se puede conseguir que
f({x) esté tan proxima a L como queramos al tomar x suficientemente grande , esto
lo simbolizaremos como sigue :

Farmalmente el pérrafo anterior se esmbe cumu
i!ré.,.'f!.?!ﬁ‘-* !“"lﬂ o

hmf{x}'t ‘“5‘5‘5’5“51 '.

‘Hhr.lb

ﬁsrbﬁl&gamenta se defima hm f{ X } . en ia deﬁmtién anterior basta """Emp‘iaz&f'-'; S
’xﬁia—ta asi nbhmemns i i e 5

'Mimﬁn 3
r..imw ,A H!Hﬂl mr:m'm

hmf{x}a- L a;y‘sﬁlnm :

Kb

P.ar&“tbdwﬁih'ﬁéﬁiske AeRe, talque |,E(x)-L|[<e, slempm qué X { A



CAPITULO 4 LIMITES Y CONTINUIDAD 78

Es necesario tener en cuenta que los teoremas sobre unicidad y operaciones ( suma , resta,
producto, cociente, etc.) son validos en la evaluacion de limites al infinito .

Tg?mm o Y

Lf TES ruhnnu un*rxl..ln

hm-—ﬂsﬁ llm 1.

| Eeem :' % i

:T_HZEHH' u; #k‘!‘ﬁf nnmﬁ

Esto significa que para evaluar el limite de un cociente de funciones polinomiales y x crece
indefinidamente se ignoran todos los términos a excepcion de aquel de mayor grado de cada
uno de los polinomios.

Estas dos dltimas proposiciones pueden generalizarse para funciones con estructura similar
a un polinomio .

Ejemplos
2
3
- Evaluar limH—K

wam Fyt
Snluciﬁn

2
Yk %2 + 3% " S M B l
e Jxf—1  xow 2xt 2

fx—8

2.- Evaluar lim i

X 0o 5_1

Solucion
6x -8 Gy -6
lim——= i == lim——=0.
LT S—I ::m—I' am
-3 +?
3.- Evaluar lim — i Y

e x—6
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Solucion

T s .

im —m—— = =
X b0 x—6 xa-m oy

4.~ Evaluar lim x+ VX

e 3-x

Solucion
El teorema anterior se vale en algunos otros casos :

lim—._..__M;: Hm_J.;_z_
K—pm 3_& x = _J-;

8- Evilte lim Vx - ¥2x +38x
' e Y32k -Yx
Solucidn

i’;—@+ By ‘1@;

lim ————————=lim-—=-2.

T

7.- EvalGe lim (dx?ﬂ —x)

N—koD

Solucion
Antes es necesario multiplicar por 1 de manera adecuada:

- lm(J—TJ—)(—f—]—]

L
= lim—
W =EE

2% +1 +x

1
= lim———— =0,
LY L Ty ALY,
8.- Evalte lim (u"xI +9 - x?].

Solucion
(q‘xz +9—x2)(1'x2+9+x?]
1im(4x1+9_x1) - Eml— N )
gy A

b Sx? £G4t
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80

EJERCICIOS
1.- Evalie los siguientes limites.
8
1.- im—
X—20 J;
2 Mmoo 2
x5 = 4%
2
3 h,m2x +3x-1
x—m X +6
3
4— lim Vx+3
Ay b4
2
5- limzx 2+x ...
M= x — B
6.— lim 4
T v 3||'xz +2
e T 2t
o X 7
2
I i e
Tl X
i
0. Hp it AN

xre 14 x? 4+ 3x°

3
10.- lin{j‘ -xj
e X+ 1

6x° +7x- 4

X

11.— lim

el b

3 2
5.~ lin{ - . . ]
e\ It -1 2x+ 1]

oA 4144
12-1lim—— -
e U X - X
14.- lim{~/x + a - JE]

15.—- lim vx® +2—x)
16.- F,T(‘I'I{x +a)x + b) - x)

3
&7 limxi(\f'rx} T o 7 2)

X —Ra0

18. EE‘{JE"‘” sz-1)
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19- K x1+x+1-x)

20— Lim ?u'r;+“"x+11
xow 3% —4/x +5

El_ﬁm\fx3+3x+’j;"'_
YT

5. Hm{x-a}“{x—s;p“
x—se BxM 4 4x°

. 2R 1)*(x-3)*(x-8)"

e (x-2)" +6
. NXT+7 -3
24— lim Y — " "°
—m %"+ 3x -2

Ux? +7x —x

7
3Ix3 +5x+7x?

TR T |

xve U -3

25~ lim

|

27— 1im X

TF-m Y —

28— Lim 5x -8

Il.- En cada uno de los limites anteriores sustituya o por - = 6 -= por = segfin sea el
caso y evalielos ; tiene sentido este cambio? justifique su respuesta .
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4.1.3. Limites Laterales

Como ocurrié en dos de los ejemplos anteriores , es probable que no sea posible aproximarse
al valor x; por medio de un intervalo centrado en este valor y en consecuencia no

existir lim f(x ), sin embargo , muchas veces en estos casos es posible aproximarse a x; ya
kMg

sea por valores que se encuentran sélo a la derecha de x; © por valores que se encuentran a
la izquierda de x; , esto nos lleva a la definicion de los limites laterales , esto se aclara y se

formaliza a continuacion .

Supongamos que la grafica de cierta funcién se comporla como se ilustra en la siguiente
figura :

F(x)

i
0 X X

v

Figura [ 4.4 ) Grafica de una funcion deflinida para
valores mayores que a x . en este caso sclo es posible

aproximarse a x 5 por | a derecha

Observemos que la funcién f ( x ) no esta definida para los valores x menores que x; , en

consecuencia no es posible evaluar lim f ( x) ( Por definicion , no existe el nimero 8 >0 ) .
X P!.ﬂ

tal que f ( x ) esté definida para los valores x tales que 0 < | x - x, | <8 ), sin embargo
podemos estudiar el comportamiento de f ( x ) cuando los valores de x estén en un solo
lado del valor de x; .

Esto induce de forma natural a definir los limites laterales , su definicidn es semejante a la
definicion de limite proporcionada en la secci6n anterior con la tUnica diferencia de que x
tiende al namero x;, por los valores que estdn a un sélo lado de x

5 hm :f‘iﬂ}" L :

s m
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LIMITE LATERAL 1ZQUIERDO

Nuta Es necesario tener en cuenta que los 5151105 indice - + carecen de caré::ter cperatwc-
¥ solamente indican por que parte se est4 efectuando la apmxlmacu&n al valor x, .

En la evaluaciéon de los limites laterales son vélidas todas las técnicas descritas en las
secciones anteriores , sin embargo debemos verificar previamente que sea posible
aproximarnos al valor x, indicado .

Ejemplos

1.- Evaluar lirznllﬁ, limos

x 31
Solucidn
Por ser f{ x)=6 una funcién constante ,

liméb =6, limé6=6

wad” B

2.~ Evaluar ]il;l;l{ﬁx—:’-}.

Solucion
ljlf_u:ﬁx—il} =h{ 3 ¥=-3=15,
3.- Evaluar lim::;5
x—5" x* - 25
Solucion
, x—5 . x—Dh . 1 1 1
1-I.:I:Il'.l 2—7 m—'—""=]ll'l.'l s =
o8 xT 225 xoB (x-5)(x+5) o8 x+5 5+5 10

| x
1.- Evaluar lim' |
x-wllt ¥
Solucion
51 x =0 [ x| 1 s x20
como |x| = entonces — =

-x %5 x<0 % -1 si x=0
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| x|

en consecuencia lim— =-1.
LT L 4
o -2
5.- Evaluar los limites lim — # ,lim}'E >
x l?_'- |:"-_ q w-#l 1)'; - 2;
Solucion
| | x—2 s x22 o 1 si x22
como |x = 2| = , entonces =
—(x-2) si x<2 |x-2| -1 si %<2
-2
y lim - =1.
x-+2" )(_—2]
= e . x-2
Similarmente lim =i
x -+ |H—Ei
16 - x*

6.— Evaluar lim ——m—u |
¢ S 1 3x—x?
Solucidn

16-x>  (4-x)4+x) :[4? K)(\f“—“)
Va+3x-x2  JE-)(T+x) Viex

Factorizando obtenemos :

en consecuencia

lim 0% — =0.

-8 J4 4 3x - x?

7= lim +fx -1

sl
Solucion

lim +/x — 1, no existe, no es posible aproximarnos a 1 por su izquierda , s1 lo intentasemos
K-+l

obtendriamos raices cuadradas de nameros negativos .

8.- Evaluar lim Ji-s2.

(SN Y |

Solucion

- 7 - s 5
lim +/1-x", no existe , el aproximarse a uno por la derecha implica dar valores mayores a

wowl”

i 2 i ;
1 ala funcion +/1— x* para los cuales no esta definida |

Existe una estrecha relacion entre los limites laterales y los limites descritos en la seccién
anterior , estla relacion se encuentra deternunada por el siguiente teorema .



CAPITULO 4 LIMITES ¥ CONTINUIDAD 85

nmf@aﬁ;_a Iimf( iy hmﬁ'“ '

La demcstra-: fm es una consecuencia inmediata de las defmlcmnes de limites latera]es .
stlo basta unirlas .

El teorema anterior garantiza la existenciade limf(x} cuando ambos limites laterales
K+

existen y tienen el mismo valor .

Ejemplos
En caso de existir, calcular los limites :

1.- lim _h_+] .
x-31 x—1
Solucidn

Evaluamos los limites lateralesen x =1

:1 - —
X —2>E+_1=h,m (x=1)(x 1)_

].im 1 - .r
x—1" e | x—s1° (;(-.]] :l-l =Ty
Xy ] (x-D(x-1)
!JHI—)(.:I—-P-E]W 11:::1{::-]}'[} pﬂrlﬂtantn
2
i X DT e X241 X -2x41
=1 x—1 E L S | i x=1
+4
= si x=4
2.- Evaluar lﬂ:.l;lf( :l, dﬂﬂdE‘f{X}w 1253):
si x>4
4
Solucion
st x<4, f{x}zx“* y ]lmf{x}—4:4 2
LY |
si x=4 , f(x'_lzu_hax y Iirqf{x]:u_T'?w:D
u-ad

en consecuencia limf ( x ) no existe .

w4

3.- Evaluar : lim -2 lim v1-x? .

x 1’ = vl
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Solucion

El dominio de f (x)=+1-x" es [-1,1] que no incluye puntos a la derechade 1 0 a la
izquierda de -1 por lo tanto :

lim v1-x* noexiste,y 1i11r_1 V1- %" no existe .

*
w1

. - 2 i
También lHm+1-x" noexiste.
51

4l | x—2 |
_ lm___._.-.
e T 2
Solucion
x-2 s1 x=z=2 i|x_2| [ 1 & x=2
Como | x-2| = entonces ——— = _
—{%x-2) si x<2 x-2 =} 5 el
. [x=2] . - L. .
entonces lim-——— no existe puesto que los limites laterales izquierdo y derecho son 1

x4+l W=

y = 1 respectivamente .

EJERCICIOS
.- Ewvaluar los siguientes limites laterales
E x
1.—lim .
et g ~x
2.- im——;
e
: el
A AR
:|-+2+ = 2
4.- lim_._’f_t_:.,d..
w33 X~ 2
5.—-hHmx II‘1-:+w—
= +0* q X
2
T ar

7.— lim - , Sines impar.
i—rn (x - a}u P
1
8.- lim ———,si n es par

=4l I:x—a}ﬂ 4

9.- lim[l-ﬂ

0" % X X
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10.- lim(—t,— - }—]

1" X X

Il.- En las expresiones del problema anterior cambie el sentido de aproximacién al valor x
indicado y evalGe los limites laterales de las expresiones asi obtenidas .

H1.- Utilizando limites laterales , si es que existe , evalie el limite pedido en el ( los ) punto
(s) x, indicados .

1L-f(x)=v9-x? x,=3, -3, 1.

U7 T ST U T T
1
3-fF(x)=(9-%x*)F x,=3.

1+x' si x<D

4-f(x)= 0 s x=0 enx,=0.
| 1-x s x>0
] si x=0
5.-f{x}= x 2 = enx,=0.
x? s x>0
senx si x<0
6- f(x)= 1 si x=0 enx,=0.

sendx st x>0

7-f(x)=

en a=0.
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4.1.4. Limites Trigonométricos Especiales

Ante todo se hace necesario establecer el teorema del sandwich resultado sumamente atil en
el clculo de ciertos limites.

Teorema 7
m ;pmumm

mmn Emilﬁe:l. enetplmtﬁun }r §:I‘_
{xﬁﬁf{x] s.h(x} S

lim f(x }=1.

X%

Existen dos limites que frecuentemente aparecen en ciertos calcuios matematicos , el

, la evaluacién de este limite se basa en la siguiente figura .

primero de ellos es lim
80

Q

]
sen EI'
Figura (4. 5) Evaluacion del [imite %11:5[ 5

L 3

En la figura anterior , el drea del tridngulo OPR es menor al area del sector circular OPS y
esta es a su vez es menor que el drea del triangulo OQS ademas :

1 1
area A orr =E |ORJ|RP | = El‘.ﬂﬁ B .sen B

éreaﬁum=%|051|5{]|= %-'i-tanﬂ

drea del sector circular OPS = = -
2n 2
_ 1 1 T
Por lo que se tiene : —cosBsenf = E E tan 8, valida para B8e[ 0 .5- ]
; 1 1
De la desigualdad : 5 cos 8 sen B < >
obtenemos aith = :

a cosB
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también de la desigualdad
1
—f < 1 tan
2 2

se obtiene que

cosd EsenB'
3]

combinando estos dos resultados :

senf 1
5

8 " cosB’
si tomamos el limite en cada una de las partes de la desigualdad cbtenemos :

6 . 1
<lim .
f-+0 cos B

cosB <

’ . sen
limcosB < lim
B0 Bl

En consecuencia , por el teorema del sandwich ,

im sent
g0 B8

=1,

Si 8 es negativo,
sen(-B) -senf senb
-6 -8 B
por lo que el valor de] limite es el mismo .

¢’

O

Como consecuecia inmediata tenemos
., 1-cos@
lim =
B0 1]

0.

Demostracién
1-cos® (1-cosB)(1+cosB)  sen’®  senB sen®

6  8(1+cos8) B(1+cos8) 8 1+cos® '

pero

sen 8 sent
lim——=1 lim———— =0, por lo tanto
8 B Yy & 1+ cosB P

R rastl o eeni g  senbl 5
B0 g 8+0 § 8-+01] +cosB

]
Ejemplos

10
1.- Evalde Hmm.
il %

Solucitn
Para evaluar este limite se utiliza una nueva variable de manera que la funcién se tranforme

en una expresién ya conocida :
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sea u=10x si x —0 entonces u >0 y x= ;‘—ﬂ, sustituyendo obtenemos :

n
L ST B o R0 1 8 B9
x -l % 1 - wll |1} wafl u
10
_—__ x
2.- Evalie im——-
0 fanx
Solucion
¢ 3 1 X . 1
Lim = lim—cosx=lim——=1
o fanx s+t sen » ol SET X
X
1 -cosx
3.- Evalie im—————
L || Sx'
| - cosx 1-cosxK1+cosx
lim——— - = hm[‘ X )
u -+l 31' 5 x #0 (1 + 0% x}
b
—C05™ X 1 sen” X ., 1
lpmodocosTx 1 sen x

; el 2
5**“K{]+Fﬂ‘ix} G et x° x40 | 4+cosx

EJERCICIOS
l.- Evalie los siguientes limites .
. sen Ax
1.-lim
| | ®
2 lim =2
x—ll »
2
3 - Lim " 2%
=i x|
z
el 2
= 0 n”
5= T tan5x
el x
6.~ lim- 202

=—+0 sen Jx

£ ST aX
7—1lim
=—+0 sen bx
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8. lim 3ang sen x
x->0 31x

1-cos® x
9-lim—7m——
=0 ¥ sen 2x

1ﬂ.—lin{ 1 1)
x0% SOT] W tanx

B PPt
i 5@(2}{
G | Lt A

¥—+0 | - rosx

13- 1imM

x—s1 ¥ -1
. 1
14.-lHm
=0 x cot x
F;
15.— limmt Ex
=2l 4
sen2{x—1
16.- lim—z{r-——}
xl x=1
17 g LSS0
| | dx
3
18.—-lim -

x—+0 tan® 2x
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4.2. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Una de las pieocupaciones fundamentales de los tedlogos consiste en saber si un dngel
puede moverse de un punto A a otro punte B justamente, y si en tal caso tiene el angel que
pasar por el espacio intermedio, sin entrar en discusiones, no es arriesgado afirmar que los
movimientos cotidianos observades no muestran este tipo de discontinuidades.

Supongamos que un automoévil circula por la carretera México-Toluca , que esta autopista
es una recta en la que se ha introducido un sistema de coordenadas como referencia, que
f(t) esla coordenada del automovil en el tiempo t, que en el iempo t o, el automovil se
encuentra a la mitad de un tunel de longitud 2e . Evidentemente el automdévil debié haber
estado un tiempo (aunque haya sido muy corto) en el tanel anterior a t ; y seguira dentro
del tunel a otro tiempo t después de t .

Analiticamente , lo descrito en parrafo anterior se representa de la siguiente forma
= I
Existe T<t, talquesi T<t<ty = !f(t}-f{tu}i.f-ﬁ.

La segunda parte se representa como :

Existe T' talque si to<T" y L <t<T' = |f(t)-Ff(to)l<s
Sea d=min {tg-T,T- tg} , si | t-tglf 5 entonces T<t<t, o t,=t<T.
En cualquiera de los casos , | 1 O LTS i O :||{ £ . Puesto que el tinel fué elegido
arbitrariamente , al resumir obtenemos :
Para todo € >0 existe 6 >0 tal que para todo t se cumple

| t- t0|{5, siempre que | f{k}ﬂf{t”}}{ﬁ
Recordando la definicién de limite, la expresion anterior puede escribirse como

Eillnfit}=f[in}_

Definicion 5

ﬂommumnn l.*uﬂ'l‘i.lﬁl....
:5? dimqm i.mn fum:&n:f s continua en unpuntox, € R siy soiamente: sf

hmf{x]“f{xn]

#aqui?ﬂ@ﬂenwm para tndﬂ £>0 existe 620 talquf:p&mmdﬂ x&ﬂ;
: mi X :-c*J E*-: E mbnmes i f{x) f{x } I*H:;* e

Definicién 6 : : s o i B
;ﬂuﬂﬂﬁumnn N UN. mr:uvm.u S U e R £ A P
:Sﬁﬂiﬂkqm la &lm:bﬁn f{x) es continuaen un{ usﬁbm u;h } cmpmta "I L:, 91 s:t 5610»5’1 es
continua en cada punto del conjunto I, : 1

Un criteric atil y sencillo para demostrar que una funcién es continua en un punte
determinado lo proporciona el siguiente teorema :
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::-Q}; ik

:rma

o

e R
dndtat by i o

Hﬁ}m

TEeE
s
o

S fﬁxa

«Lwﬁ M ¥y L

H : PR Hanaban @.....,_...L
B n e e ek e e b LD PR SR e e
Ly e Fen

La demnstraclﬁn de este tenrema es inmediata A Sﬂ10 basta con sustituir la cnndmzon 3. enla
definicion de limite .

Grmhai
dthents fEE s opea .--:-u“.-uu--.- .
as i v
hn T e

PR e

L E.:.l'i E--u 3
}
h
n@

s o
AR

,,..

X o X

.- igd

Bino h;t ¥
"\..J\.:..l.l'\..l'{'\.'{v.l’{ }{#'\.{ i,

-

0 . 45 X

Figura { 4.7 ) Discontinuidad removible .

Ejemplos

1.- Analizar la continuidad de La funcién f(x ) =c en todo punto x,



CAPITULO 4 LIMITES Y CONTINUIDAD %4

Solucién
1.~ F(%,)=¢c.
2-limc=c.

H—puy

3.- f{ﬁ(n]:'ﬂ:ﬁm{.

E—+Xg

2.~ ; Escontinua la funcion f( x) = x” en todo x .y
Solucién
1.-f(x0) =x. , existe .

2.- lim x*= xﬁ

3-f(xo)=x2= lim x*.
3.- Investigar si la funcién f{ x ) = ..5..’%2 = continua en cualquier punto x, € H.
- —Bx4
Solucion
x+2 x+2

Fix})=

< -8x+12  (x-2)(x—6)

los puntos de interés son

Analicemos el punto x,=2.
1.- Perof({2)estd indeterminado, en consecuencia f( x) es discontinua en el punto
xX,=2

0

. X+2 . -
2.~ Ademas lim————— noexiste, por lo tanto la discontinuidades es esencial .

2 (x=2)(x - 6)

Analicemos el punto x,;,=6..

1.- Pero f(6)estd indeterminado, en consecuencia f{x) es discontinua en el punto
Xy=56

2.~ Ademas me—w- no existe , por lo tanto la discontinuidad es esencial .
= (x —2)(x — 6)
o
4.- Investigarsi f({x )= Tl_ - es continua en R .
x—
Solucion

1.- f{ ';'_I no existe .

e
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. 4x* -9 (2x-3)2x+3)
2-lim— = =l =6,
:_.n%] 2x-3 Ht? 2x-3 h%‘(zx+3} 1

K
2

La funcién es discontinua en x = -g— , sin embargo la discontinuidad es removible y la

funcién anterior puede hacerse continua si se vuelve a definir como :

dx" -9 si x#E
F(x)=4 2x-3 %
6 si x==—

2

x=-4 si x=22

: es continuaen W .
x! -6 sl x<2

5.- Investigar sila funcién f(x )= {

Solucién

El posible punto de discontinuidad es x, = 2 ( puesto que en este punto cambia la regla de
correspondencia ) .

1- f(x,=2) =2-4 =-2.

2.- Para ver si Ei_l.:r:lf{ x } existe, calculamos los siguienteslos limites laterales .

Hmf(x)=lim(x-4)=-2

K-+ K22
limf(x)=lim(x*-6)=(2)"-6=~2
s—2* a2t

en consecuencia liq}f[ w)=—2:

3.- f{m]=-2=]in21f(x]:r2 o lafuncién f(x) escontinuaen W .

x =10
6.- Investigar si la funcion f{ x )= | | es continua en cualquier punto x, .
'x _—
Solucién
1.- F{10) no existe.
. |x-10|
2.- Paraevaluar lim recordemos que
=10 ¥ —- 10

x—10 si x=10
|- = , por lo tanto

—(x-10) si x<10

| x-10 | 1 siox210 _
_— = . Y en consecuencia
x—10 -1 si x<10
lim f{(x)=1lim(1)=1

x— 10" x—sld’
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lim f{x)= m( -1)=-1

w17 n—s10"

Por lo que hmlx =10

no existe y la funcién posee una discontinuidad escencial en el
x=10 % — 10

punto x, =10.

'3::.1 eﬁcmnnuaan x“ si g‘fx ) 2 ﬂ

La demcstracmn £5 uUna consecuencia d1recta del teorema 1.

Teotema 9
ﬁmmaimﬁﬁ DE . ruu;‘;mu:a cuurmun! .....

escontinuaenx, y f e conunuaeng{x[,} eﬁtoncas f“g esmnttrgua en x‘, i

7.=- Partiendo del hecho de que las funciones f ( x ) =c y f( x ) = x son continuas &n x, , s
puede aplicar el teorema 7 para concluir que las funciones lineales y que las funciones
pelinomiales son continuas en todo punto x, de R

p{x)=a,+a;x+...a,x"

. . . a_+a;x+..+a x" ,
8.-También que las funciones racionales , Q (x)= —— son contlinuas en
b, +bx+,..4b X

todos los puntos x, de H talesque {x : b, +bx+.+b x" 20}

. SEN X . :
- La funcién f(x)=_"—--" esdiscontinuaen x, =0,
%
Solucion

1 sen x ;
f(x)=— esdiscontinuaen x, =0, entonces f{x )= no puede ser continua en %,

x

10.~ La funcion f( x )=

es continua en todo x; .

i |

Solucion
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f(x) ﬁlaccmpnsidéndef[x}:w y g(x)=|x|, pero T T i
x“+2 x*+2

continuaenxg y g{x)})= | x| es continua en todo x; , porel teorema8 f(x) es
continua en todo x; .

4.2.1. Continuidad en un intervalo cerrado

Es posible definir el concepto de continuidad en un intervalo cerrado , esto se hace de la
siguiente manera .

¢ i!'i %mn&ammw&uﬁ’ﬁi‘ WAD

-M,.xvn-ﬂ-:‘ el ,,3% g'{ i

1~ f{x) escontinua
_,]Jmf(x]-f[a]

v
o-Ho

Esta definicidn significa que en los extremos del intervalo de definicion de la funcién no
presenta huecos en su gréfica .

Ejemplos

1.- Investigue la continuidad de la funcién f( x) = -x-:—i sobre el intervalo [-2,3].
x —-—

Solucidn

Evidentemente f ( x ) es continuaen (-2,3) , ademas:

H]I;l'f[ x)=0=f( -2 ), porloqueescontinuaen[-2,3),

pero lil;lfl:x] no existe por lo que es discontinuaen [-2, 3].

2.- Investigue la continuidad de la funcién f(x) = x[] +1J en [0,1].
X
Solucion
1
Evidentemente f ( x ) es continuaen (0, 1), también limx(1+—)=1, pero f{( 0} no
X

n ]’

existe , por lo que f ( x ) no es continua sobre el intervalo [0, 1] .
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Finalizamos esta seccién proporcionando las propiedades mas importantes de las funciones
continuas sobre intervalos cerrados v acotados .

ntinua efa;b eﬂtﬁnmf{x]mﬁemvnhrmlﬁummymmiﬁrmamm
_:}b]aﬁdﬁcﬁ Eﬁs‘m{nﬂmmﬂ B en: [ﬂ b] tﬂlﬂﬁ-qu& e A i
o f(a)=m,f(B)=M y m < f(x) <M paratodo x € [a,b]

f(x)

L 3

—t

Figura { 4 8 ) Fepresentacion del tearema de los valores extremos
la funcidn continuaen a < x b alcanza su valor
miéximo M y su valor minimo m.
Este teorema es fundamental en el desarrollo de la teoria sobre maximos y minimos que sera
estudiada posteriormente .

-

»

a 0 C b X

Figura { 4.8 ) La funcion [ [ « ) continua sobre | a, b] toma todos los
valores ™ comprendidos entre [ {a ) y F (b}
La demostracion de los teoremas anteriores requieren del emplec de la propiedad de
completez de los nimeros reales vista de una manera un tanto mas profunda por lo que no
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ne ¢ proporciona aqui, sin embargo puede consultarse en los textos de la bibliografia
recomendada .
Efemplos
- e = 5 : i
1.~Verifique que la funcion f(x) = x° = 4x + 3 tiene al menos un cero en R,
Eclucion
t1{2)=4-8+3=-5vf{4)=4"-4(4)+3=3 obsérvese que la funcién f [ x ) cambia
de signo, por lo tanto , por el teorerna cel valor intermedio , existe ¢ € [2,-‘4] tal que

f(c)=0.

2.-Verifigue que la Ffuncién f(x) = v* —x? + % —2 satisface el teorema del valor

intermiedic v determine el valor ¢ que garantiza dicho teorema si N =4 Utlice [0,3].
Soluciéon

Debemos tener en cuenta que f(x) = x> —=x” + x=2 es continua sobre [0,3], f(0) = -2
yf(3)=19, entonces como -2 <N <19 , existe cE[D,]] tal que ¢t —cri+ec-2=4
esdecir ¢’ —¢c* +¢—6=0 y una de las raicesesc = 2.

Ejercicios

I.- Demuestre que la funcién f { x ) es continua en el punto indicado .

1-f)=V3x+T +2% %, =1 oo flalaSst gt w=g
-x
3-F(x) = —— x, =1 4.-f(x)=¥x? +1 x, =2
x* +18
l -
5-flxy=2 =] %, %1,
X -
ll.- Localizar todos los puntos de discontinuidad de cada una de .:: funciones e
identificarel tipe de discontinuidad .
-9l
1-f(x) = —— 7.ty = X2
e b g S
2-f{x)=secx B.—f(x) = 5
[ sen x
Iy el 9~f(x) = ——
! N =
Lt x=0
4~ E(x) = 10.~f(x) = 3"; "
lcos x| (x = 1)(x? = 5% +6)
Ix-4 Vx? - 9416 - x’
5.-f(x} = ————— 11.-f(x)=
G 2% —-x-3 (x) x—4
6.-f(x) = —”;—
Fx =4

[Il.- Verificar que la funcién f ( x ) es continua en el intervalo indicado .
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fbldeda=t en {063 z.-r(h)%; en (0, %)
BB e : en(-2,2) 1-F(x) = ] en[0,6]
KT -
5-f(x)=a, +a,x+a,x° en[-5,5] 6.-fix)= 5 en[-3,16]
2x %" =2
<f(x) = 2 ~flx)= 0.6
7f0) = en[-1,1] Bof(x)= en[0,6]
9.-f(x) = eni {1, 6] 10-£(x) = : en(-4, 4)
X+ +1
11.-f(x) = |x - 3| en[-a,a) 12.—f{x}=1 |x| en (-a,0)
1 Ix-m
G AT S i = 0.6] .
13.—£(x) {x-E}[x—&} en{0,5) 14.-f(x) - en [ ]

IV.- Determine las discontinuidades en las siguientes funciones e indique cuales son
removibles y cuales son esenciales,demuestre su respuesta .

1 =fpag e 2 f(x) = Zx
% —
x —1
3~f d.-f(x) =
(x)= x? =1 (9= x* % -
x+2 x€1
5~-fx)= ———— 6.-Flx)=
Y= T 510 = { x>1
2x+3 x<1 i x<l
7-8(x)=1 , 8.—f(x) =43
X xz1 3 1
"t[!_}_' | il 10. ﬁ"(}_ |& '.'(|
X - -3
ZI +3 x=<0
11.-f( 12 —f(x) = tan —
W= { xz0 () an” 2
V.- En que caso sea posible, redefina la funcion f ( x ) de manera que sea continua en H.
1-a7
1.-f(x) = 3= f{x]l— =
Yl+x-=1 x4+2
- = —Hx)=—_—
i) x i . x'-3x-10
-4 x* -8
51 = 6-f(x)=
() x? - 16
sen X 1
7= == B.-f(x)=—=
F(x) = (x) 5

9—f{x)=

x? +1
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V1= Determine los valores de las constantes para que las funciones indicadas sean
continuas en ‘R .

2 xs-1 B 5
[ X <
l-f(x}=qax+h -1<x<3 2.-f{x}=1; 3 o
1_2 %33 : CX = X =
m
c x <=3 -2sen x x‘S-E
2~f(x) = oo A 4.-f(x)={4senx+B -—<x<=
B T g ' 'é 2 2
d xe3 COS X X5
L s
:l_
5.-1(x) = cx" -8 x<4
cx+6 x>4

VIL.-;Tendré la funcién f(x) = 8x’ - 2x - 2 algn cero en | ?

VIll.-Utilice el teorema del wvalor intermedio y verifique que la ecuacién
2x’ 4+x* -x+1=15 tiene solucitn sobre [1,2].

IX.- verifique que la funciénf ( x ) = x + senx = 1 satisface las condiciones del teorema del
valor intermedioen [0, x].

X.-; Tiene solucién la ecuacién x=2" 7 .



CAPITULO 5

La derivada y funciones de clase c*

El Céalculo se centra en dos operaciones bésicas que se encuentran estrechamente
relacionadas entre si , Integracién y derivacién . De cierta manera, se pueden estudiar
separadamente , sin embargo , su punto de unién se denomina teorema fundamental del
calculo.

5.1. RAZONES DE CAMBIO

Una manera de estudiar los fenémenos es mediante el anilisis de los cambios de las
variables principales involucradas en éste fendmeno . Supongamos que las variables
principales de cierto fenémeno en proceso de estudio son x,y =f ( x ), entonces es posible
obtener el comportamiento de la variable y =f (x) conforme cambia la variable x .

Si y, y ¥y, son dos datos observados para la variable y=f(x)y y, >y, enel

intervalo [x, , x,], el fenémeno crece en este intervalo, si y, < y, enel intervalo

[x, ., x;], el fenédmeno decrecié en este intervalo etc.

Si se efectia una comparacién por medic de un cociente la variacion de la cantidad y = £ ( x)
conforme vario la cantidad x obtenemos la expresién :

variaciondey v, -Yy,
variacibn de x  x, - x,

Esta expresi6n representa la variacién media de cantidad y al cambiar la cantidad x .
Si queremos saber cual es la variacién instantanea ( o infinetesimal ) , es suficiente que x,

este demasiado cerca de x, es decir x, — x, por lo que la variacién instantinea puede
obtenerse por medio de la férmula :

Lim Y2~ ¥

XIHEL Mg =X

Esta férmula se conoce como Cociente de Fermat de la derivada .

Segun la historia de las matemadticas , el cdlculo diferencial fue desarrollado de manera
independiente por Newton y Leibnitz . La idea central del Céicule Diferencial es el concepto
de derivada, este concepto fué originado por la idea geométrica de encontrar la tangente en
un punto arbitrario de una curva , sin embargo , su mayor aplicacién consiste en ser un
instrumento para el estudio sobre la variacién de una funcién respecte a un cambio en la
abcisa , a continuacitn se formaliza esta idea .

Consideremos la figura 5.1
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F(x, +h)l

x)

Figura ( 5.1 j Recta secante cuya pendiente es mig.

f(xg+h)—f(x;)
h

Sih#0,lospuntos (x; ,f(xy)) ¥ { xg+h,f(x,+h)) determinan una recta secante

cuya pendiente esta dada por la formula

N f{xn+h]—f{xﬂ}___ F(xp+h)=f(x,)

f{x, +h:ll
fFixy)

X +h—x, h

f(x)

F(xy +h)-f{x,)

Figura { 5.2} Linute Jdi las secantes

La recta tangente en el punto ( x, , f(x,) ), de alguna manera parece ser el limite de estas

secantes conforme h se aproxirna a cero ( observe que si h =+ 0 entonces x,;+ h = x,), el
limite de sus pendientes cuando h — 0, es la pendiente de la recta tangente en el punto

( x0.f(xp)).

m

formalicemos esta idea :

e Bl hah ) B0

h
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5.1.1. Denivadas elementales

h

E&; """" ﬁs&ﬂlmmum:ﬂpaiﬂ et R i T
, f{xnfh}—f(xﬂ)

i {x ]=a 1" » o
&;i& derivaﬂa de f( x} im X, ,h ff&rmula antermr a¢ ermme r.'m:nﬂ "nmélﬁ&dk

OBSERVACION

Si en el cociente de Mewton se efectiia la sustitucion h = x = x, férmula

P ) e L L %)

= —E x—xu

férmula conocida como cociente de Fermat su interpretacion geométrica es la misma que la
del cociente de Newton .

mﬁm_mm_ i

si-f{:x_ ]nsdtﬂviblﬂntﬂﬂﬂpﬁﬂtﬂﬂ n-._ ﬂﬂfﬂ

Antes de prnpnrr. ionar algunos Ejemplus es conveniente aclarar que :

1° Se define la tangente a la grdficade f (x) en (x, . f{x,)) como la recta que pasa por
(x4 .F(x,))y tiene por pendiente f '( x, ), ( la derivada es la extensién del concepto de

tangente ) .

2° La derivada de una funcién f ( x ) designada por f’( x ) es una funcién cuyo dominio es el
conjunto de todos los nameros x,;, tales que f( x ) es derivable en x; y cuyo valor para x,

estd dado por
f hy-f f = |
TR i Bl i S R A T
h 0 h X ) x_x_u

3% En la literatura , frecuentemente se utiliza el simbolo Ax en lugar de h , y el simbolo
df[xﬂ) ; gl = ;
—— ( notacion de Leibnitz ) enlugardef'( x,).

Ahora calcularemos las derivadas de algunas funciones especificas .

Ejemplos
1.~ Calcule la derivada de la funcion constante f{x)=c.
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Solucion

2.- Calcule la derivada de la funcién f(x ) =x?+10.
Solucion

-

f(x,) = lim

F(xg+h)-F(xg) _ .. (xg+h)? +10—(x; +10) .. 2x,h+h?
h _lr'-'-'-:ul h =Hm h

3.- Obtenga la derivada de la funcién lineal f(x)=mx+b.

Solucién
I.-.rl:xﬂ }=]im m(?{u +h]+b—{mxn +b) s, ]_imm—h: -
h—20 h h—0 h
4.- Derivela funcién f(x)= «/x+1.
Solucién
h
f'(x0) = Lim Vo +th+1 yxo+1
h0 h h
=lim\r‘["n+h+1—\lr¥n+1 an+h+1+,jxn+1
h30 h ~un+h+-l-+ﬁﬂ+1

" xu+h+1—{xn+1}‘
b0 h(JxD+h+1+Jxﬂ+1}

= lim 1 - 1

h—0 (J:r.u+h+1 +Jxq +1} E(JK_:;TTI_]

5.- Obtenga la derivada de la funcién f({x)=x+ . .
x

Solucidon

: 1 1
[IU +h]+;ﬁ_[ln +—]

I:l{x“:'=ll;i'ﬁl ﬂh xﬂ
M —(xg +h)
= lim— o *RXe _ [1—;}:1—i.
h—0 h h—D Xo(Xxg +h) x2

6.— Obtenga la derivada de la funcion f(x ) = x" , si n es un namero entero positivo .

Solucién
Del dlgebra elemental tenemos que

I!:n B bn e (ﬂ' il b]'uilakbn-l—i’

k=
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S5i a=xy; +hy b=x, 6 enlonces
' I T {xu"'h}n"xE T s k m=k 1
Fxiye o= Tl

k=0

En la sumahay ntérminos, si h »0,(x, +h)" = x, " yel k- ésimo sumandc tiende a

o A - - . - -1
xg x5 """ = x 'y en consecuencia la suma de los n términos tiende a nx . Por lo tanto

n-1

F" (%) =nx,
Esta expresion tambié es validasi ne 9

7.- Obtenga la derivada de la raiz enésima

Solucion
I
S5 f(x)=x",
1 L
f(xg+h)—f ; +h)n - n
frog o Lt DRG] iy L BT (0% I
hit h hosll h
Si u" =x,+h,v" =x, entonces h=u" -v" y
fxg+h)-f(x)  u-v 1
h RS S R T : Vb TR e
Pero u—v cuando h >0 y cada término a la derechade u"' tiendea v"',
entonces

1 1
; = ; e
como en total hay n términosy v= x" entonces f'(x,)= —x"
n

5.- Hallar f’(x) para la funcion f(x)= x/.
Solucion

|“n+h]—|xﬂ|

F'(x,) =lim

Por la ley de tricotomia se consideran tres casos

1 ¥ = li =
Caso I 81 x; >0 F{x;) 1;‘111';!
£ F] I _xu h""x“
Casa Il S gy =0 (xﬂj_lp.l.ﬂlf:_]
CasoIll  Si o,i0)=timi " = P o I limite te
= = ex '
80 i X, fF7(0)=lim 1 si h<p POrloqueellimite noexis

Este es un ejemplo de una funcién no derivable en x = 0 , grificamente ocurre que la

funcién posee un pico en x, =0.
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f(x)

'

-

Figura {5.3) Grificadef({x)= |x |, obsérvese que en ( 0, 0) existen muchas
rectas tangentes por lo que (0} no existe.

Cuando una funcién f ( x ) no es derivable en un punto xp , muchas veces , esto se
manifiesta como un “PICO” en la grifica de la funcion , obsérvese en la figura anterior
que en xo =0 =f ( xp ) es posible trazar un nimero indeterminado de rectas tangentes a la
grafica de la funcion .

9.- Sif(x)=senx, obtenga f'( xo) .

Solucion

Sesabeque sen(x,+h)=senx, cosh+senhcosx,k,
entonces

sen (x, +h)-sen {xu}zﬂm ("n}ms (Ir_m_}:l+cns [xﬂ]sen (h)
h h h
pere Bl T A ¢ o g tARR g
h-30 h h—+ h
por lo tanto
£(x,) = lim = {"“"h;**“ T L

De forma similar se demuestra que si f( x,)=cos xo, entonces f'(x,)=- sen x, .

EJERCICIOS

I.= Uitilizando la definicion de la derivada obtener

1-f(x)=2x"
2-f(x)=+2x
3.-f(x)=3x"?
4-f(x)=3x% -1
5-f(x)=x"-x?
6-f(x)=x* -3x+2
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7-f(x)= rr[%]

z

B-f(x)=

¥

o)

T 1 . )
g

11.-f{x}=3r2—[%)
12-f(z)= Jz+5
13.-f{z)= J#
14.—-f{v]=E:tH
15.-f[w)=7_1-

I1.- Obtener la pendiente de la recta tangente a f ( x ) en el punto indicado si

1-f(x)=4l-x en x=-2.
2.—f(x}=x-[-2-] en x=2.
X

3-f(x)=x"-2x" +x-1 en x=0.

d-F(x)=x"" en x=0.
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5.1.2. Propiedades de la Derivada

En esta seccién se proporcionan las propiedades elementales de la derivada .

) ":"'i.é.;:-:;-\...--:iik.- L R s
%sfﬁzo.mum w ;
e - v i 5

i S el e T i
R iﬁfzﬁm AD N
i E R :--\.:- ¥ b Q o A
4 “ “ S N}{'\- -H}v f_ e uw 3 * SRR ‘5‘ ]
b CETIVAL 28, ELX @8 s
o “:-.-.-\.3 -a- baLd n:- [t E‘{\.v.a.\ T e o -; .--\.'\.'\..-'\..-.-'\. .--;

Demostracién
Puesto que f ( x ) es derivable en el punto x, entonces

Eil:‘lf(xﬂ +h)_f{xu}=fr(xn)_h . Hmf{xu+h}_f(xnj,h

h— h

h—s0 h h—s0
=f"(x4)-0
osea, Ei_:.:tnt [f{xg+h)=Ff(x,)}],queesequivalente a, }i::lf(x]=f(xu}

esdecir, f(x) escontinaenx, .

El teorema 1 afirma que una funcién derivable es continua , pero debemos tener en cuenta
que el inverso de este teorema es falso (una funcién continua es derivable), un ejemplo de

esto es la funcién f(x)=|x| que fué analizada en la seccién anterior .
El empleo de la férmula de la derivada en la evaluacién de estas , es engorroso por lo que
ahora estableceremos una serie de reglas que facilitaran el calculo de las derivadas .

Al
w

i i
x.w\. .l.llt.u\. 2. o '\.{.!'\.#.!'\.v:f{:' 6 o e b :“' \'.\} }1}
;«gggm } haﬁﬁmﬁ

FE
iUy AR b ppie .-'\. ke
g LT

& '\.E.ﬂ

e EEE
T G;v e

TRk

v .-L o L e
Pk .-; i .-.-«.-v-t«..-.-«..- et .-{-\.-\.-:-H.-'v:--\..- s

:w,r-mi Ko ?”" ﬁ?ﬁﬁﬁmu*”ﬁ" n}s’iﬁnlz*_

a5
e 5t S
b

A f(xu)'[[xn) g'( xp)
Ezixu}

Se dernuesl:ranb} y ¢ )
Demostracion
b) Sustituyendo (f:g)(x) en el cociente de Newton obtenemos :
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[f-g}[x“ = h) s -g](xn} ,sumando 0 el cociente no se altera,

(f-g)'(xy) =lim

= Ei il +h]g(x{,+1r;1}—|‘{xﬂ)g|[w 2l , el cero se puede escribir adecuadamente
—=
i imf{"n*‘h]E["u““h]—”"u}g("n}*f{xﬂ"“h:'gixn]_”xu"'h}g':xﬂ}
h- 0 h
g : ) :
" Eiﬂf{wh}[gcwhﬁ g(xn}]+[f(x.:.+h} f(xn]g (xe)

g[xu+h}~g|{xn}+ : f{xu+h] £ %y)

h fim =S =" lim g (xo)

= &ig} f(x, +h) 1151

=f(xp) g (xo)+F(xp) B8 (x0).
[l

¢) Sustituyendo —l{:x} en el cociente de Newton obtenemos :

B
1 o1
' —x. +hi-—[x
[lJ (xg)= lim i g[ D}: lim Bxs) ~ B0, +li
=) Lal="Jin 3 h0 hfg(xy) g(x, +h)]
L g -] - g(x)
b=t glx, ) glx, + h) b0 h - 8ix)

- ; j; ‘ji ()= {g{x }g
_siempr ﬂﬂﬁdﬂﬂsil """"

.ﬂemnatracmn

( solo se efectia la parte mas sencilla )

Si g ( x ) converge propiamentea g (x,) cuando x »x, (esdecirg(x) 2> g(x,) ), por
definicién se tiene que
(Fog)) - (Fog)(xo) _ | fl8(x)-fle(x))

X=X "—'Il} X—xp

(Feog)'(x)= llm

Siempre que el limite exista bajo ciertas condiciones:

(fog)(x,)= lim f(g(x)) - (gl x0) g(x) - g(xo)
0 P (%) — gl(x,) X - %,
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pero
lim E{X:l i E{"‘:n} = g,{x :}",I y
) X Xg
fy) - H(g(x0))
li =F i}
l—"ll'l:’l'.[‘ﬂ-l y - g(xg) f (g(x ]]

entonces (Feg)ixg)=Flglxg)}) g'(x,).
Ejemplos

1.~ Utilizando los teoremas 2 y 3 obtenga la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x)=x*-3x+5
b) f(x)= %:ﬁ +2x7 - 2x

c) f(x)=9-5x+8x"

Solucion
a) F'lix)y=4x*-3.

b) f'[’xj=-§—x‘ +6x* -2,

c) f'(x)=-5+24x?.

2.- Derive las funciones :

a) F(x)=(5x-3x*)(5-6x)

b) F(x)=x"senx

c) F(x)=x*senxcosx.

Solucion

a) Sean
f{x)=5x-3x" f'(x)=5=-9x>
g(x)=5-6x g (x}= b

Por la regla del producto, F'(x)=(5x-3x")(-6)+(5-6x)(5-9x7).

b) F(x)=x"senx
Sean
F{x)=x?
f'{x)=2x

Por la regla del producto

g(x) =senx
g (x) =cosx
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F'(x)=x"cos x+ 2x sen x

¢) F(x)=x"senxcosx.
F'(x)=x"(senxcosx) +(senxcosx)(x")’
=x* [senx(cosx) +cosx(senx)’]+senxcosx(x*)’
= x*[-sen® x+cos®x]+4x" sen xcos x.

3.- Derive las funciones .

9.
8) F(x)=—5———
x —6x+2
b) F(x)=cscx= l
sen x
c) F(x)=tanx= =X
€os X
2
r—4x+3
d} F(x)= ———
} F(x) oG
Solucion
2
a) F(x)= ———— ;seag(x) =x"-6x+2
y —bx+2
E'(x)=2x-6
entonces
~2x =6
Fiix})= f )1.
(x*—6x+2)
b) F(x)=cscx= :
sen X
Sean
g(x)=senx, g (x)=rcosx
entonces
F'{x}=wcﬂfx = - ¢sc xcot X .
sen” x
c) F(x)=tanx= —nX
Cos X
sean
f(x)=senx , g(x) =cosx,
entonces por la regla del cociente
F_(x]=cusxmsx—senx{—senx}=cuszx+senzx: g
cos’ x cos’ x cos’ x
f—4x+3
LY Rl e

2=6x
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F’ =
) (2-6x)’ (2-6x)’

4.- Obtenga la derivada de las funciones.
a) F(x)=[g(x)]"
b) F(x)=(5x-9x%)*

¢) F(x)=4(x*+1)

d) F(x)=tan(x? +senx).
e) F(x)=sen?(7x-tan(cosx)).

£) F{x}=f[g(h{x}]].
g) F(x)=+yx++/x .

Solucion

a) Porlaregla de la cadena : F'{x]=n[g[x}]" ig'{x} :

b) F(x)=(5x-9%)*

Por la regla de la cadena : F'(x) =8 (5x-9x") 7 (5x - 9x* )

] =8(5x-9x") "(5-27x").
¢) F(x)=4f(x+1)

3
Esta funcién se puede escribir como F (x ) = (xj+l]; .

Por la regla de la cadena tenemos :
G6x

4¥x?+ 1 -

F'{xlzg(r’+l)'5'lx=

d) F(x‘j=l:an(>v:2 +senx).
Sean :
f{x)=tanx ; g{x) =xz+senx
entonces
I"'{x}=seclx g (x)=2x+cosx
Por la regla de la cadena obtenemos
F(x)=f(g(x))g(x)

2
=sec (x® +senx)(2x+cosx).

e) Fl{x}rseni{?x—tan(msx}].
Se utiliza dos veces la regla de la cadena y se obhene

F'{x)=2sen{7x-tan{cosx}) (7x-tan(cosx))’
=2sen(/x=-tan(cosx))-(7=-(tan(cosx))")

=2sen{7x-tan(cosx )} (7 +sec’ {cosx)} senx).

(2-6x)x*—4x+ 3)* ~(x*-4x+3)(2-6x) _(2-6x)2x - 4) - (x* - 4x + 3)(-6)
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f) F(x)=fg(h(x)]

Se utiliza dos veces la regla de la cadena y se obtiene
F(x)= F{g(h(x)][e x] = F{g(h()]:[g'(R())r(x)]

g) F{x)= \|'x+~f.'x_' ;

Conviene reescribirla como ;
|

Si F(x}=(x+1:l§]:

y luego se utiliza la regla de la cadena
|
AW '
F'{x)= [I+IJ karI)l

1 s 5|
F°’ = — 11 S
s E\Ex-iu";L +2 J

1

1+ —

Bt )= 2Jx

2xedx

EJERCICIOS
}.- Utilizando las reglas de derivacién calcular la derivada de las funciones
1-f(x)=3x" -6x+2 2.-f{x]|=_r“——;x}+2_5x1+2
3-f(x)=ax +bx+c 4-F(x)= ¥x ++47
3 2
S f{ne)m e le g D E-.—fl[x}=x'1—3x—%
a x m X X
?.-f{x}=2x‘“—6x-—% B-Fixy= ¥V =dp Yegetiga !
X
9.-f:x}=2x3+3x"—4x* 10 £ ( x +¥x +4x
I 3 .
1M-f(x)= 12-F({x)= 3y~ —-
#'r_ Jv"r_ ¥ Jx
y %A 2
13- F(t}=08 1 T e Lo e = 2, B
w1 ﬂw

15.- F{)= = 16 F(x)=(x"=3)3x-7)
X
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17-f({x)=x"(x*+3)(x-2)

1B-f(v)= (v+3 (v-1)°

19-f(v)=(v =6y’ +8v-11) (v’ =5v+7)

0-f(v)=(v'-Tv +8v +8Bv-6) (v’ -v! -v+4)

21-f{x)=x(x=-1}x~2)
23-f(x)=0("+x+1)"°

8
2?,-f{x}*[ 5
x_
3 s
29-f(x)= xz+fi
X 1
A= f(x)= z:j
X+ 2 )
x2+2.¥'—-1
1
B-f(t)= ——
(9 $*--5
3
-F(x)=
NN (B (e
v i R
39 f _ ab e o
k) (x+a)(x+b){x+c]

41-f(x)= [——J_wra;ﬁer__]

1-vx
43.-fF(x)=
(x) il
45-r[x)~—-£_ﬁ
ﬁ r-—4\{(_
47-f(x)= <

ax + ﬁ\fr; " fiff;

22-f(x)=(x*=3)(x"+6)(x-5)
Sx--3
SJr:—'.n7
|
x1+5x—2
3x1+|.
¥-1

24-f(x)=

26.- f(x)=

28-F{x)=

3&—f{x}+3-;+1

+(x* +4)(1 - x)

§
32-f(x)= —=
(x) x3~11
1._
Y

Jr

Sﬁ-f[x]-i—u

b - x’

Fi o ¥
38~ f(x)= ax+ by'+cx

am + bm*

40.-f{x1=(4§+1)[-J?—1]

42,-f{x)=(3{."r; +3J¥)+(1+1E+3x]

6
—f{}(}-—"_‘fﬁ
1
46.=F{ %)
AL IREY Sy
i+r
48.-f(x)= —
(x)= e Jr
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Il.- Hallar f* ( x ) en los puntos indicados.

1-f(x)=(x"=x+3)(x -x-1) enx=0,x=1
2-f(x)=(x+1)(x+2)(x+3) enx=0,x=-1,x==12
3-f(x)= ! - ,2 enx=0,x=-1

x—3 x'+3

3 >

4-f(x)= — 51 enx=a,x=2a,x=a"

l—ax ]*g“x
5_—f[x]=u_r enx=2,x=3

a+x
6.-f{x)=x(ﬂ+l) enx=0,x=3

1I1.- Utilizando la regla de la cadena derivar
1-f{x)=x*+1)"*

2-f(xy=(1-x"

3=F{x)=(1-5"
L-FlR =13 - - B)"
5-f(x)=(x"-6x)"°

?-f{x}=[x4—x—2—3}4
8- f(x)= [i—;—l !
(32
10— F (%) [if
N-Fix)=+1-%°

12-F(x)=(3-=4x")"

13-f(x)= {-Ji)

14-f(x)=
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1
16-f =4
(x) 1+x’

l-x

17-F(x) = =

[3+2:)1
IE.‘.. f =
e (3-2x)’

F(;x—l_x-z)3
(37
(2x-5)"
(Jr2+?})2

- F k)= #(x* +3x+2)

22-F(x)=3Y(x+1)" Vx+1

-f{x)=x"{Yx* +1

19-f(x)=

0-f(x)=

24.-f |: X } = {X - 3} 3 {x I 3} bR

25.- f(x)=(ax +by+c)’

26-f(x)= _&JI-; +x 4 xT

[x7 43
27-f(x)= J|—
tx] -2

IV.= Determinar f'(x) en los valores indicados .

1-F(x)=(x"+x+1¥ enx=1,x=0

I OO At I -
r—1

3.-f{x}=£+2x enx=2,x=3
X

o Flocm Bk enx=-2,x=0
x+1

V.- Determinar una férmula para derivar
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1-f(x)=ulx) vix) w(x)

2= M2t

§ u(xL_
Ay
P O S
' "7 u(ew(x)w(x)
5-f(x)= u’{‘x}

6.~ F(x)=Tf [gh{x)]
7-F(x)=F [gh(x)]

V1.- Determinar una férmula para la derivada de la funcién dada y aplicarla a las funciones
indicadas .

1= F(x)=[F(x) 7 [0 F(x)=0Cx-D (-1 ;1 (x)=(x"=-3x"-2){x"-7)

2.-f[x]=L—]-f(x] o F(x )= (x+3)° /3x-2)" S E(x)=(3xP-541)° /(3x-7)
[g()f

VI1lL.-Resuelva los siguientes problemas

¥? & x<3

ax+b s x>=3

1.- Sea la funcion f(x) ={

Determinar a y b de modo que f( x ) sea derivableen x=2.

[ a2 i x<1
2.-Seala funcién f{x)= ¢ a’Vx s
l 2x+b si x=»1

Determinar a y b de modo que f{ x}) sea derivableen x =1,

VIL.- Obtenga la derivada de las funciones trigenomeétricas

1.-f(x)=sen x +cosx W . .
| + cosx
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3.-f(x)=(xsen x) - (x cos x)

Sl im mct
X+ COsx
o

?.-f{x}=§tan X

1
9-f(x)= Emn"x—tanr+r
11.-f( x) = sen 3x

13-f(x)= acus(%)

15-f(x)= sen(%)

17-f(x)=cos® (3x + 2)
19.- f( x) = Jtan3x

2]1.-f(x) = tan ( sen {cos x) )

- x-1
23.-f{x}—sec(x+])

25.-f(x ) =sen px

27-f(x)=(senx)"

9-f(x)=tan(x"+3)

b [x)m 22X
b p gy
| +tanx

8-f(x)= senx—cos‘%x

10.- f{ x) = xcsc® x - tan x
12-f(x)=3sen x

x—3
14-f(x)= lan(—_r-]

16.- f(x}=cos’ x + sen x

18.-f(x)=(1-3sen’x)*
20-f(x)=sen (cos x)

22.—!’(1}=st;

24~ f(x)=(1+ tan 2x)3/2
26-f(x)=senx"’
28.-f(x)=sen" x

A.-F(x)=cscx-secx
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5.1.3. Derivacion Implicita

Frecuentemente es necesario derivar relaciones funciones en la que es practicamente
imposible despejar la variable dependiente o funcién, como consecuencia de esto las reglas
utilizadas en la seccién anterior son inoperantes, sin embargo muchas veces es posible
obtener la derivada de estas funciones utilizando el método denominado derivacion
implicita que describimos a continuacién .

Ejemplo

1~ Sea y= y10-x’, entonces x° + vy’ = 10, se dice que la funcién y = /10— x*, esta
implicitamente definida por la ecuacién x° +y* -10 =0, en este caso

F(x,y)=x*+y* -10 .

En estd seccion estamos interesados en problemas con la siguiente estructura : supéngase
que y = f(x ) estd definida implicitamente por la ecuacién, F(x, y)=0 y que esta funcién
es derivable , calcular :

dy dx

dx dy
en términos de x , y.
En realidad , la derivacién implicita esta regida por el teorema de la funcion implicita, sin
embargo nosotros sélo consideraremos la parte operativa , por ser este nuestro objetivo .

Ejemplos
1.- Determinar y' si x'y-x'y’ +x' +y* =0,
Solucion
Obsérvese que es complicadﬂzdespejar E}f ,?qua? ¥ = y { %), El;lt[)l"l'lﬂﬂﬁ
(¥ )7= (PyT) T 2Tyt )=
Xy +2xy — (2x7yy +2xy? )+ 2x + 2yy ' =0
por tanto, x’y "+ 2xy - 2x’yy = 2xy’ +2x + 2yy ' =0
Ahora debemos despejar y ',
v g R y+2}r}'h ? - 2xy -2x
. ny —ny 2x
4 “2xly 42y
2.- Determinar y' y x", six* +xy+y’ -3=0.
Solucion

Suponiende que y = y ( x ) y derivando implicitamente obtenemos :
2x+xy ' +y+2yy =0
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y' (x+2y)=-2x-y

oy -2x-y
Cdx x+2y
Fero
K,=E_ x+2y ‘
dy -2x-y

3.-Hallar y'en P (1,2) si x’y+xy® =10.

Solucion

Conviene suponer que y = y ( x ) y derivar implicitamente ( el lector debe verificar que el
punto dado en realidad se encuentra sobre la curva ) :

x*y +3x y+3xyiy+yd =0,

ahora sustituimos x=1,y =2 y obtenemos :

(1) ¥ +3(1)%(2)+3(1X2) y" +(2)*=0

13y’ =-14
14
T

4.- Aln cuando la funcién este definida explicitamente , en ocasiones es conveniente calcular
sus derivadas por derivacién implicita .

Calcular y’'si y=3/x++Jx-2 en x=6.
Solucion
Eliminando el radical %f— , tenemos

Suponiendo que y =y ( x) entonces

|
Iyly' =14 —
L 2Jx -2

si x = 6 entonces y = 2, por lo tanto :

5
6)= —.
y'(6) a8

5.- Hallar y "si xseny-cosy+cos2y=0.
Solucion
Suponiendoquey =y (x) y derivando implicitamente :

x-cosyy ' tseny+senyy ' =-senly.2ly'=0
despejando y " :
o sy
b cus{y] + sen(y] -2 sen(iy) ]
6.= Obtenga la derivada de las funciones
a) y =angsenx
b) y=angcosx
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¢) y =angtan x

d} y=Inx, considerando que (e") " =e"
Solucidén

a) Siy = ang sen x, entonces x = seny

Derivando Implicitamente :
1=cosy. .y
entonces

b} Como v = ang cos x, entonces x = cos ¥
Derivando implicitamente

l=-seny .y’
7] -1

Y e i . i
sen(y) J1-x?
c) vy =angtan x, entonces x = tan y por lo tanto :

| =sec’y )
. 3 1 l
¥ o= — = : = i g
sec’y l+tan'y l+x

d) Si ¥ =Inx entonces x=e"

1=e’ .y,
o
Jm
'
es decir
&z 1
B (e
X
EJERCICIOS

[.-= Derive las funciones indicadas

l-f(x)=xangcos x
2.-f{x]=[angt&nx}"'

A-f(x)= ﬂﬂgtan*\r'f:
4-f {' X } = ;
ang cos x

5.- £( x ) =+/x angtan x

b.-f(x)=(angcos x - angsenx )"




ang sen x

91 =t

8.- f{ x )= ang sen (nx - 3)

7~f(x)=

9-f(x)= angtanz(l)
WX

‘lﬂ.—f{x]=angtam(1+x]

1-x

sena-sen x \
1+cosa-senx/

12=-f(x)= {%j1l|"l+angmsx
13-f(x)= angtuﬁ(x— v1+ x]

11-f(x) =angtan(

14.- f ( x ) = ang cos ( cos 6x)
15-f(x)= an sec{1+--£1
’ & t 1+x

16.- f ( x ) = ang sen ( cos 2x)
17.- f(x ) = ang tan x°
18.- f (x) = Jfx angtan+/x

19-f(x)= (%J +angcosv4 - xf

20-f({x)= m(angms %]

I1.- Obtenga la derivada de las funciones .

1,-f(x}=x?1nx
S5-f(x)=+lInx

7.-f(x)=In(l-cos’x)

3 -f(x)=cosxInx

M-f{x)=In* cos x

15 ey 1
x?‘
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A -tpaye i
Inx

6. -f(x)=In(sen x}

8.-f(x)=x"Ilnx

|

1MW-f({x}=
L3 Jnx
15, Eppye I3
l+5inx

14-f(x)= v5-Inx
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15~ f(x)= In(sww";)

17-F(x)=(x"=7)"In(x+2)

3 i
e [;]

21-f(x)=angsenln (3x - 2)

23-f(x)=Inx+Inx"+lnx'+Inx*

25-f({x)=1In(nx)
27-f{x)=e"™"

x

e

2 F(x)=
_I‘
N-f({x)=e ™

33— F(x)= e
35-f(x)=In(sene”)
37.-F(x)=Ae " cos(wx+ v)
9-f(x)=e" e . ™

41.- f(x) = angcosye"

43— f(x)= ¥ W

45._|_-I:x}=el - angsen 1

A7 F(x)=x e

16-F{x)=In{l1-senx+x)

l+lnx

18-fix)= -
(x) 1+ In5x

20- f( %) = ¥xInyx

22-f(x)=angcos(In x-1In2x)

24-F(x)=(Inx)"

26~ (x)=e" cos x

l I
W= flu)e ot
|

W-f(x)=e’

32— f(x)= ¢

wiadn+l

M-f(x)=—sene

biut et

Io-f{x)=ae
B-r{x)= _rlg'_:_:-:
40.- f( x )= angsen e’
42-F(x)=e"x"

4. f(x) = gdnlacone)

R T ke b
{x) 5

B-f{x)=e"Inx
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5.1.4. Derivadas de Orden Superior

Al derivar la funcién f { x ), se obtiene una nueva funcién f '( x ), cuyoe dominio ya no es el
mismo de la funcién original f({x), aesta funcién f’( x ), es posible aplicarle nuevamente el
operador derivada, esto da lugar a una nueva funcién { f'( x ) )’ cuyo dominio es el conjunto
de valores x tales que f'( x ) es derivableen x, asi la funcién (f'(x)) se denota como
f% x) y se denomina la segunda derivada de la funcién f(x), si f"( x ) existe se dice que
f(x) es dos veces derivable en x. De forma similar se pueden definir las derivadas

F(x )= (£ (x )

fFU x)= (£ (x) ), et
Para simplificar la notacién conviene escribir
df(x)

FM(x)y=f"(x)= .
X

d.'r.
f{h+1){xl={fk{x:]}r=_ f{x}
dx”
Si k = 2, las distintas funciones se llaman derivadas de orden superior de f ( x ).

Ejemplﬂs

Obtener la derivada de orden superior indicada

I_EK_Z_( "+2x)
2- (cosx) ™
3- (f.g)™®

4-5i f (x)=x", obtener " {x).

-
'y

. (2) o F z
5.- Determiney  (x), si x;+y3:g3,{a:=-ﬂ].

Soluciéon
2 " r

1.- d—x[x‘+2x)=(x“+2x} ={4x® +2) =12x% .

(2) ;
2- (cosx)™ =(-senx) " =(-cosx) =senx.

s {I:_g}E3!I={flgr+glI_-;}tz}:({l;-gr+fgrpj _‘___(I:ng_'_frgr}}r
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=frrg+3frg +3f g" + g™,

4-~5Si f (x)=x", obtener F" (x),
I::_l}(x}__.nxn!
£ (x ) = nfn-1) x"2
P x)=n(n=1)(n=2)x""

- N3
5~ Como x* +y* =a? es facil verificar que y' = —['}J] , entonces x(y’) =-vy,
X/
al derivar nuevamente obtenemos 3x(y )y +(y’) ==y’

entonces al despejar y" y sustituir la expresion de y ' obtenemos :

il

1_+{}f‘£_ a3
B

EJERCICIOS
|.- Obtenga las derivadas indicadas.
1 ~F(x)=x"=3x+2 : 1 x)
2-fl{x)=1+x"-x" ; fr x )
3-f(x)=x"-dx'+4 - fi¥(x)
4 -f{x)=(x"+1)" ; (=)
5.-f(x)=cos’x : A (x)
6.-f(x)=e™ ' : fir (%)
7 .- f{ x) = ang tan x ,- AV{x)
B—F(x)=xe" ; L &Y

9.-f(x)=(1-x?)angsen x ; FIv{x)



CAPITULO 5 LA DERIVADA Y FUNCIONES DECLASE Cr 127

9.-f(x)=(1-x")angsen x : i x)

10-f(x)= "~ ; i o{x)

1MM-f(x)= 21 v fit( x )
T4+ ¥

12-f({x)=4/1-%" : Al x)

13-f(x)=x" : T x)

14-f(x)=3" : P x )

I1.- Determine expresiones comunes para la enésima derivada de las funciones
1-f{x)=e™

2-f(x)=e™

3.-f(x)=x"

4 ~f(x)=x"

5-f(x)=Inx

6~-f(x)=xInx

7-f(x)=ln(ax+b)

8~-f(x)=x"
I

r:-l-l
10- f( x ) = ang tan x

11.-F(x)= +x
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5.1.5. Lafuncién In(x) enla derivada de funciones positivas

Bajo la hipotesis de que la funcién a derivarse es siempre positiva , o considerando el
subconjunto del dominio de la funcién en donde esto ocurre, la funcién In ( x ) puede
simplificar el clculo de la derivada de estas funciones .

Teorema 4 Eansel pii
;numum ﬁl: ruucmu“ Eﬂ!ITIvA! ; ;
Sea. F{;x }:’:a-{] subm un mtservai& 1 c D , ,entonce:i snn vé.]:daﬁ iaﬁmguim‘ pﬂ};ﬂﬁdﬂﬂﬁ-

by

P )]

P [:u:} F(x). l

) g |

Ejemplos
Utilizando las propiedades del In x , derive las siguientes funciones ( considere solo valores
x tales que f ( x ) sea positiva ).
1- F(x)=cosx senx-e”
2.- F(x)= Jxsen(1-x%).
3~ Bixy=1_222F
X + tanx

4.~ F{x)=x"""_
5- F(x)= (cosx}™""

6.- F{x)=x">""

Solucion

1.- Si F(x)=cosx senx-e” al utilizar la funcién In x de acuerdo a sus propiedades
obtenemos

INnF{x}=Incosx+Ilnsenx+Ine", denvando

F 1
—-—{ﬂ = ———(—senx)+ ——cosx+1, entonces
F(x) cosx SCN X
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F'(x)=(-tanx+ctgx+1)( cos xsenx-e" ).

2.- Calcule F'( x) si F{x)= Jxsen(1-x?).
Aplicamos las propiedades de la funciénInx a F(x) y obtenemos:

1nF(x]=1nJ; +In(sen(1-x 7)), derivando
Fix) 1 1

RS e SR
Fx) - 75 2,,1";+sen|[1-xz) cos{l — x°)(—2x)

F'(x) = vx sen(1 - xz}[ﬁ - 2xcof(1 - x* }} .

%o Gt s R0E
¥ + tanx

entonces

InF(x)=In{1-cosx)-In(x+tanx)
Fr{x)_ 1 { 1+5e1:1x
F(x) 1-cosx ol X + tanx

" 2
F'(szl cosx|: sen x 1+sec” x _

x+tanx|1-cosx x+tanx

4.~ Si F(x)=x""", entonces

In F{x)=cos x - In x

F'(x) 1
——= - In
F{x] Cos X = 52N x X

F(x)= x‘""”[fﬂ -senx-In x) .
X

5.- Como F(x)=(cosx}™"", entonces
InF({x)=senx.Incos x

F'(x - sen x
( }=se = +cos x Incos x
F(x) COS X
2
5
F'(x) = (cos x)*™"*| cos x Incos x - =l
COS X

6.- Puesto que F(x)=x"™" , entonces
In F( x)=secx In (xwnx)

L L S

Lans Rans
X » +secx tan % Inx
F(x) il )
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F'{x)=F({ x}{%(x““’(tan X +Xxsec’ x}+secx tan xlnx""“’):|j
X

tans

[ sec’ x tan xInx
F'(x) = sec x In {x""")lsecxtanx+xsef3x+ .
x

EJERCICIOS

l.- Utilizando la funcion In x derivar

1.- f{x) =4" 2-f(x) =10
3.4{:.:}:-5'_ 4.-f(x)==1

4" 4°
5-[(x)=x"" 6 ~f({x)=(senx)™"
7 - E(x)= (sen(x))y="" B-F(x)=x(cosx)"
9 -f(x)=x" 10~ f(x) = (x+1)x
1.-f(x)=x"" 12-f(x)={nx) ™
1e.ff(xi=(li-] - f(x)= (e +3) =
15.-f(x)= x** 16~ f(x)=a"
12« f{x)=x"a" 18.- f (x ) = x"™e
19-f(x)= x'e* 20.-f(x)= % _lnf-_

sen(x)

= f(x)= — e 22 f(x)= —

cos(x) e/ O
W Fije 2 S finie T

3 ¥
25-f(x)=a" x" 26.-f(x)= ]J;S"T
27-f(x)=senx.cosx-(3-x) 2B-f{x)=x-cosx-e' angsen x

29~ x )= ux) uxx) - uix)  uyx) - us(x)

3U.+—f(x}:{1_”‘ {1_2} 4{,{_3}%(! "4}3
A f )= — 21} (248)

(2x- 10)*(26+3) (2x+5)’
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O . ) F In[l—urx}
32-f(x) i 33.-f(x) g

I1.- Verifique que las funciones dadas, satisfacen la relacién que se indica.

1-y=2 ; xy’ =2y
a — X
2.-y= xln(—j ; e A,
y X 4 X
3-y=kx’-x i y'=2y:x.

.~ Derive implicitamente para obtener las derivadas indicadas .

X y i r rr
]---1~+E.-]! Y.y
2 o5 xI + 2 = rz }rlj }rff" }riff
3-y=tan(x +y) X,y
4.-y=1.xe’ Y, x

3 3 L
Dy Hx"+3xy=0 ;g A
6 .-y =cos(x-y) e B
7-e* +e"¥ =5 X,y

B—ax?+2bxy +cy?+2dx+2ey+f=0 y, x,y"

9.-sen = +cos L =10 y,x, y".
v X

10.- ™™ ¥l geoslyl o g VR

1l-angcos{xy)+xy-y =0 y. ¥y

XVL- Verifique que las funciones dadas , satisfacen las relaciones indicadas .
l-y=e"sen x y'=-2y"+2y=0

i }r=EE'5I+ beﬁl yr-=_y;_aa}r=n

3-y=0cosx+crsenx y'+y=0
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5.1.6 FUNCIONES DE CLASE C¢

De especial importancia son aquellas funciones derivables en cierto intervale I cuya funcion
derivada asociada es continua en ese intervalo I, su importancia radica en que es posible
estudiarlas de forma cualitativa.

Ejemplo

Sea f(x)=sen x, como se estudi6 antes, esta funcién es continua sobre R ademas " ( x ) =
COS X

también es continua sobre R , cuando esto ocurra diremos que la funcién es de clase or
formalmente :

Definicién 5 - SaRt ”;’V'““T;;y
Fuucmﬂll DE CLASE c . ' chEt :
Si la ﬁ.m:nﬁn f:A>R es derivable 3: E £ aﬂ; —+ B{ €s continua, Entﬂnces dimﬁsqtm :[ { 'x) es_
una funcion de claseC'. : '
Obsérvese que " ( x ) = - sen x, es continua sobre R , es decir { X ] es una funclfm dE
clase C', es decir f( x) = sen x es una funcién de clase C?, este resultado se puede

......

; : K
generalizar para concluir que f(x)=sen x es una funcion de clase C

Definicion 6

Fun:iﬁn ‘DR CLASE c ; N e S e
Se dice ‘que una funcién f: A > R esdeclase C* si existen sus primeras K derivadas y la
K -« #sima clerwadaf”"esuna funcién continua . ' B R Bl

Ejemplos

Las funciones que a continuacién se proporcionan son clase C* para todo K fijo .

f(x)=C , C=constante

f(x)=x",x=20

f(x)=e"

f(x)=Inx

f(x)=senx

fF(x)=rcosx

f(x)=angsenx

f{x)=angtan x

Para comprobar esta aseveracion sélo se tienen que derivar varias veces estas funciones y
verificar que el dominio de cada una de estas derivadas es el mismo que el de la funcién
original .

Hqﬁnici&n v 5

FUNCISN SUAVE S ' ik : T R R R
Una funcién f: A -> % quees declase C* péra cualqumr Ke H se dananma suaw,
analitica o clase C” L et

Ejemplo 1
1.- Todas las funciones dadas en el ejemplo anterior son suaves .
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Ejemplo 2
2.- La funcién f ( x ) = x*° definida sobre el intervalo [0, « ) es de clase C*? pero no de
clase C*. .
Claramente : D;= [0, ) ,
f{x)=25x""
7 (x)=(15)(25)x"
estan definidasen D= [0,2) ,pero f"(x)=(05)(1.5)(25)x ", no esté definida

** esdeclase C* en [0, ) peronoesC*

en x = (0, esto significa que la funcién f ( x ) = x
en[0,m).

Otro concepto de gran utilidad en el analisis de una funcién, y que se encuentra relacionado
con la derivada de una funcién corresponde a los llamados puntos de ramificacién que

intuitivamente son aquellos en los cuales la derivada no existe, formalmente :

Definicién 8 ;

F"iili‘l" DE gnﬂ‘lﬂﬂ;mﬂ ; - i :

' ® una funcidn ﬂermh&emepto e.ri un puntn Xyl ei punto x[, s dme éle
gmificmmsi lrmf{x]wm' : : :

K K

Genm-étrh:amente los puntos de ramlfzcamén son semejantes a las ramas de un érbul

fwf

X g Xo Xo
Figura ( 5.4 ) Algunos tipos de puntos de ranuficacion sobre Xy -

Ejemplos

Determine los puntos de ramificacion de las siguientes funciones .
1- f{x)=3¥x-1

2- fix)=+x*-1

Solucién

1-Si f(x)=3x-1 entonces f(x)= - y  %x,=1 es el posible punto de
33(x-1)?

ramitficacion, evaluando el limite

lim . S w, concluimos que en efecto, x ;=1 5 un punto de ranuflicacion .
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2- 5i f(x)=+vx"-1 entonces f(x)= e y los posibles puntos de ramificacion
e
son x,=1yx,==-1, evaluando los limites
lim
w-3] I| ]
lim = o

""lwfx =1

concluimos que x; =1 y x,, == 1 son puntos de ramificacion .

Observacién
Las funciones que poseen potencias fraccionarias, generalmente tienen puntos de
ramificacién donde se anula el argumento correspondiente .

Ejemplos
Determune los puntos de ramificacion de las siguientes funciones .

1- f(x)= Vxi-4x+3
2- F{x)=x+ JB-x

Solucidn

1~ 51 f(x)= ¥x*-4x+3 entonces el argumento se anula en los puntos x,= 3 y x,= 1
y son las posibles ramificaciones.

2- Si f(x)= yx+ /8-x entonces el argumento se anula en los puntos x,=0 y x,=8
que representan las ramificaciones de las funcién .

EJERCICIOS

l.- i De que clase de derivabilidad son las siguientes funciones ? ; Cuales son suaves?

l-f{x)=+1—-x

2-f(x)= x—@]

3-f(x)=x'=2x" +x-1
4 F{xy= x™

Il.- ¢ Cuales son las ramificaciones de las siguientes funciones ?

I 3 5
1- fix)= —=+— 2- f(x)=3x""——
Jx W Ya Jx

2 e 2 43 25

3.- f(t]#ﬂﬂf 4.- f(“!—'{}.lwg—wd‘l-ﬁ

5.-r:x1-% 6~ F{x)=(x*=3)(3x-7)
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Aplicaciones de la derivada

6.1. RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA
CURVA

Una aplicacién elemental de la derivada consiste en la dEtEl‘mlhﬂCIf!H de una recta tangente
a una curva en un punto determinado.

1

recta normal

&t )
recta tanpenle

Figura { 6.1 ) Rectatangentc y Recta normal alacurvaf{x jenel punto Po (X4, F(Xg ) ).

-
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Por ser perpendiculares la recta normal y la recta tangente, entonces la pendiente de la recta
normal es el reciproco negativo del valor de la pendiente de la recta tangente, por lo tanto la
ecuacion de la recta normal es

£{x,)

- (x-%4}.

y-f(Xp)=

Ejemplos

1.- Determine la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la curva
y=x"+5 en x,=2,

Solucién

Recta tangente :

Derivando cbtenemos mii=f" (2)=2(2)=4 vy f(2)=2"+5=9 entonces la

ecuaci6n de la recta tangentees y -9=4(x -2) o enla forma general 4x-y +1=0.

Recta normal ;

Por la condicion de perpendicularidad se tiene m, =--—, entonces y-9=

-

por lo tanto x +4y -38=0.

2.- Determine la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la curvay =43 -x en
elpunto (2,1).

Solucion

1
Derivando obtenemos y * = ,como x=2, entonces y (2)= X de donde la

=
23 -x
; 1
pendiente de la recta tangente en ese punto es m, = - 5 puesto que P, (2, 1), entonces la

ecuacion de la recta tangentees y - 1= - % (x = 2) v su forma general es

x+2y-4=0
. 1 .
La pendiente de la recta normal es m, = - — =2, entonces la ecuacién de la recta normal
b m

L
es y=1=2(x=2) porlo tanto, su forma general es
dx=y-3 =0
3.- Determine la ecuacién de la recta tangente a la elipse 4x” + 9y = 36 en el punto (0, 2).
¢ Cudl es la ecuacién de la recta normal a esta elipse?
Solucion

Derivando implicitamente obtenemos 8x + 1Byy " =0, entonces y ' = B pero como x =0
L
entonces y'(0) =0 y la ecuacién de la recta tangente es
y=-2=0.
Es ficil verificar que la ecuacién de la recta normales x=0.
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4.- Determine la ecuacién de la recta normalalacurva y? - 6x” +4y+3=0 en el punto
(2,3).

Solucién

Derivando implicitamente se obtiene 2yy’'-12x+4y’'=0, como x=2, y=3, entonces

by " -24+4y’'=0 porlotanto y'= %—3— = M.
Sustituyendo los datos anteriores en la forma punto - pendiente de la recta obtenemos
y-3= %(x-i] , luego la forma general de la recta tangente es
12x -5y +9=10.
La pendiente de la recta normal es m, = ;—5 y la forma punto - pendiente de la recta
normal tiene la forma
y-3= 1—; (x-2),
por lo que la forma generales 5x - 12y -46=0.

EJERCICIOS

l.- Determine la ecuaci6n de la recta tangente y de la recta normal a la funcién f ( x ) en el
punto indicado .

l-y* =9 en (1,3). 2-x*+2x+y=0en (-3,-15).
2 2 b 21{5
3~(y-2) " =-4(x-3) en (-4,4). 4-4x° +9y° =36 en (2,——3—].
5-y? =day en (x4,¥,). b-y=x? -3x+6/x? si x=3,
7-y=4x +2en (0,2). B.—}r=11! paralela al eje x .
+ X
9-y? -2x-4y-1=0en (-2 1). 10.-x*y? =9 en(-1,3).
11-xy+2x-by~-2=0en (-3,2). 12.—y=2x—ien(4,6).
Vx
13.-y% -xy +3x=2en (0, v2 ). 14.-5x> -2x?y? +4y® -7=0en x=0.
I. -Resolver los siguientes problemas
" - xxXo . ¥¥o
1.- Verifique que la tangente a laelipse —- +=—=1en(x,,y, ) s —-+=—5-=1.
a® b a b*

-
2.- Verifique que la tangente a la hipérbola %—%:lm{xﬂ,yu]ﬁﬂzﬁ-%:l_

a a

3.- Verifique que la normal al circulo x> +y? =a?, en (xo, y,) pasa por el origen .

4.- Determine los puntos en que x* + xy +y* = 9 corta al eje x , muéstrese que las tangentes
a la curva dada en estos puntos son paralelas.

5.- Determinar la ecuacién de una recta que sea tangente a la curva y = y sea paralela a

x+2y- 6=0.

Jx
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6.2. EXISTENCIA DE VALORES MAXIMOS Y MINIMOS

La determinacién de los valores maximos o minimos { valores extremos) que aicanza una
funcién es de suma importancia en el estudio del comportamiento de los fendmenos de la
vida real. Las técnicas de estudio las proporciona el Calculo Diferencial .

En esta seccién, trataremos el problema de determinar los valores maximos y minimos que
alcanza una funcién en un intervalo dado, este problema se encuentra estrechamente
relacionado con la derivada,

Definicion 3 :
Puu'rni «c:niﬂcn; Y vamnu ;rrnnm:

Sén f{ x) una funcién definida en unv intervalo cerrado A , A i‘;);,xu = & EE,dEflbﬂ'ﬂﬂ& Hﬂ
punmmﬁximamlumdgf{ﬂmbﬁ A si f(x, }>f(x) para todo xﬁ}k ialnﬁmem_ :
:f(x ]uqumavﬂurmaﬁmo abmlutodef{x}submﬁ; -

Se i;l’n:'ﬂ cpm f ( x ) ue:ne un punln miximn ‘I.'Elih‘l.i‘u o local en x [,' m y sﬁln 91 mé:stﬁ un
mmwﬂovnmta&u;de 2y t“a}quef{xu}?: f{x} para m-.-ia xeV, L xﬂ}sédmmmar
valor méximo relativo de f ( x ) sobre A .

Las definiciones de punto minimo absoluto y wvalor minimo absoluto se obtienen
invirtiendo las desigualdades en la primera parte de la definicién anterior .

Hgﬁmmﬁn -

HA!.‘.&HE!I"H:TR‘;H&# ' FLn i

Los valores méximos o minmws d& una iun«cién f [ X } se conocen como valbﬂ!ﬁ t“itmmns'dﬂ
1a funcién £ { x ) . e ; :

f(x) 4

L

A

Figura ( 6.2 ) Obsérvese que esta funcidn alcanza su valor maximo en G, es decir tiens
un maximo absoluto en G, igualmente Liene un minmae absoluto en A
La funcidn también Lene picos en B y [, estos se denominan maximies
relativos, tambaén tiene minimos relativos en C y E.
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Ejemplos
1.- La funcién f ( x ) = 425-x* tiene un maximo absoluto en x, = 0 y tiene minimos
absolutosen x, =-5, 5sobreelintervalo[-5,5].

f(x)

9

3

2

1

-4 -2 2 q

X

Figura { 6.3 ) Gréfica de la Eum:f.ﬁnfl:x}=ﬂ'{£5 -7

2.- Determine los valores extremos absolutos de la funcidn f { x ) = x en el intervalo

otk 9

Solucién

La funcién identidad es creciente por lo que los puntos extremos sobre ese intervalo son :
punto minimo absoluto x, =- 4, valor minimo absoluto f(-4)=-4,

punto maximo absoluto x, = 7, valor maximo absoluto f( 7)=7

Observacion Si se considera el intervalo (-4 ,7 ), entonces la funcion identidad carece de
valores extremos .

i‘o

<
23:- E:w Gk :po-r-:

st
o
L%
;

Demnstﬁc:ﬁn
Supongamos que f ( x ) tiene un punto miximoenx, , x, € (a,b), entonces
f(x, +h)-f(x, )<0.

f(x, +h)-f(x,)

= si h<0, secumple 20 y por lo tanto

h
lim f(x, +h)-f(x,) 50
h—so* h
» sih>0, entonces f[xﬂ+h:-f{xn}5n
f(xn+h)—f{xﬂ_}5ﬂ
h-s0” h

Como f( x ) es derivable, los limites anteriores tienen que ser iguales y como
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F(x, )20y f(x, )< 0, entonces {(x, )=0con lo que se concluye la demostracién, en
el caso en que f ( x) tenga un valor minimo sobre x ;, la demostracién es similar .

B

fix

- - — : - —
a %,=-h ¥a xy*h b

X
Figura (6.4) Idea de la demostracion del teorema 1.

Los puntos donde la derivada de una funcion se anulan se denominan puntos criticos

Ejemplos
Determine los puntos y los valores extremos de las siguientes funciones .
a) f(x)=x}=3x2+12.
2-f(x)=x>-3x"+3x+2,
3- F(x)=x3x - x
Jx
1+4/x
2
x
b=-f(x)=
(x) :

+ X
6-f(x)=x-2senx

4-f(x)=

z

Soluciones
1.-5i f(x)=x?-3x? + 2, entonces al derivar e igualar a cero se obtenemos
f(x)=3x"- 6x=0
simplificando y factorizando
x(x - 2) = 0, entonces los puntos criticos son x; =0y x,= 2.
Los valores extremos asociados son :
x, =0, f(0)=0%-3(0)*+2=2
xg =2, [(2)=2%-3(2)+2=-2
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2-Sif(x)=x" -3x2+3x+2, entonces f'(x)=3x-6x+3
xl-6x+3=0,
x?~2x+1=0,
xg =1, f(1)=1* -3(1)*+3(1)+2=3.

3.- Puesto que f ( x ) =xv/3x - x? , entonces

9x? — 4x°

vax? - x4

f'(x)= =0 < x’(9-4x)=0, por tanto se obtiene

xo =0, f{(0)=0
Y
9 (9] [2?]
i & o -
=3 13 =\
Vx
4.-f =
(x) e
aqui f'(x) = ——-—1—2, pero %#D para toda x, entonces esta funcién no
24";[1+J§) 2&(1+J§]

tiene puntos criticos .

2
X

5-f({x)=

1+x%

Derivando e igualando a cero obtenemos

f'{x)= (2—:)2=[},esdecirf’(x}=ﬂ si y solosi x;, =0, entonces el valor
1+x

extremo asociadoes f (0} =0,

6.-51 f(x)=x-2sen x, al derivar obtenemos f'{x)=1-2cosx pero 1-2cosx =0
; ; 1

sisolosi cosx = 5 por o tanto los puntos criticos son x= l;-+ Znr con ne Z .

En consecuencia los valores extremos son

f( 13‘-+2m:}=g +2nﬂ-5en{%+2nﬂ]_
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6 . 3. EL TEOREMA DE ROLLE Y EL TEOREMA DEL
VALOR MEDIO

Los teoremas fundamentales que se utilizan en la caracterizacién de los valores extremos de
la teoria de los maximos y minimos son :

el teorema de Rolle v el teorema del Valor Medio , supongamos que A , B son dos puntos
sobre la curva C, S es la secante que los une ( figura 6.5* } , el teorema del valor medio

( TVM ) afirma que bajo ciertas condiciones existe un punto R sobre la curva C entre los
puntos A y B en que la recta tangente T es paralela a la recta secante 5 .

- C

Figura [ 6.5a ) Teorema del valor medic, ABS o5 una recta sevante

)
T e

Figura( 6.5k ) Teorema de Rolle .

El caso particular que consiste en que la curva es la funcidn f { x ) y la recta Secante S es el
eje x ( Figura 6.5b ) intercambiando A por B si fuera necesario y suponiendo quea <b, es
evidentemente que f(a )= (b ) =0y también que la recta tangente a la curva en el punto
(x, f( x)) serd paralela a la recta secante S si y sélo si f '( x ) = 0. El teorema de Rolle
establece las condiciones que garantizan la existencia de la recta tangente .

Tﬁtm.tm v e
‘F!ﬁ-unua m Rﬁl-l.ri

......

Demnstranﬁn
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Como f ( x ) es continua, entonces f ( x ) tiene un valor maximo y un valor minimo en el
intervalo [a, b], entonces existe un nimerox, en(a,b) talquei’(x,)=0
( Figura 6.6a ) .

Supongamos que el valor minimo de la funcién f ( x ) se presentaen x, € (a, b) y por lo
tanto f’(x; )=0. parax, en(a,b) (figura6.6b).

Si los valores méximos y minimos se encuentran en los extremos, f{a)=f(b), entonces
f(x) es una funcién constante ( figura6. 6¢ ), por lo tanto se elige cualquier valor

x; €(a,b).

$ fix)

I

1 f{xﬂ-l # ﬂ:x]

I //""‘"_ -\-‘“\..' ,! '.\ r[x?lﬂ_,_,__f-f./‘

! [ : L i s

| |

| 3 | L % | :
g T R S eSS S SS T [ a X N
Figura ( 6.6a ) Figura { 6.6b ) Figura { 6.6c)

Figura ( 6.6 ) Demostracion del teorema de Rolle.

Demostracion
La idea de la demostracién consiste en construir una funcién que cumpla las condiciones del
teorema de Rolle , esta funcién es precisamente la desviacién de la grafica de f ( x )
respecto a la recta secante mostrada en la figura 6.4a, entonces :

E{X}=f{x]-f{a}_ﬂ_h_:}:i;(ﬂ}

satisface las condiciones del teorema de Rolle ) .

(x-a), ( el lector debe mostrar que esta funcién

La funcién g ( x ) es derivable en el intervalo(a,b) ¥ g'{x}=f’{x}-w,purel
-a
teorema de Rolle, existe un namero x, talquex, €(a.,b) ¥
i i f(b)-f(a
O=gi(x) = F(x)-—al=ta),
b-a
es decir
_f(b)-f(a)

f'(x) —
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Ejemplos

1.- Determinar los ceros de la funcién f ( x ) = 2x" + 8x - 10 y demostrar que f '(x) =0 en
algin punto intermedio a ellos.

Solucion

f(x)=2x"+8x=-10= 2(x+5)(x=-1) ysi a==-5, b=1, entoncesf(-5)=Ff(1)=0,
entonces por el teorema de Rolleexiste x, e (-5,1) talquef’(x, )=4x, +8=0,
entonces 4x, +B8=0, porloquex, =-2.

2.- Verifique que f ( x ) = 1 -x" satisface las condiciones del TVM en el intervalo
[-1,1] y que su grafica tiene una tangente horizontal en x; =0.

Solucion
f{x)escontinuaen[-1,1].

fr =_ %X _  estidefinidaen (-1,1) y F'(x s I
I:}i] Jl-—xz' e 1 ( } B ( fr} 1.:‘:

tanto f{x) tiene una recta tangenteen x, =0,

=0 six, =0, porlo

3-Sif(x)= L a=1,b=2, determine los valoresde x, € (1,2) que satisfacen el
X+
TVM .
Solucién
= f(b)-f(a 1
f'(x}=—-r—1-5—,también f{'l}-g, f[2:|=E y (b1 }=——,FGI'E1|:EGIEI‘HEI
(x+1) 2 3 b-a 6
del valor medio encontramos x;, € (1,2) talquef'(x,)=0 o sea
f'(xp)=— =1 asi x3+2x,-5 =0,
(xn+1] 6

resolviendo para x; encontramos x; =-1+6 €(1,2) Y %o, =-1-6 e (1,2), por

tanto x, =-1 +4/6 es el namero buscado.

11
4.- Determine los valores x ;, en el intervalo [—E,E] de f({x)=1-9x? que satisfacen el
teorema de Rolle.

Solucion

1 1
Observamos que f(—ij =f[3] =0, pero f'(x;)=18x,, 18Bx,; =0, si ysélosix,; =0.
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EJERCICIOS

1.- Compruebe que la funcién f ( x ) = In sen x satisface las condiciones del teorema de Rolle

n 5n

2.- Compruebe que f ( x ) = 3x* —3x+2 satisface el teorema de Rolleen [1, 2].
s

4
X

4.- Determine el valor x, que predice el teorema de Rolle para la funcién
f(x)=x*-12x en[0, J12].

3.-; Satisface f(x ) = el teorema de Rolleen [-1,1] 7.

3.- Determine el valor de x;, que predice el teorema del valor medio para la funci6n
f(x)=3x"+4x=-3 en[1,3].

6.- Determine el valor de x, que predice el teorema del valor medio para la funcién
y=lnxen [1,2].

7. Determine el valor de x, que predice el teorema del valor medio para la funcién

f(x)=ax*+bx+cen [x,,x,].
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6.4. FUNCIONES MONOTONAS Y LA PRIMERA
DERIVADA

Ahaora procedemos a investigar la importancia de la primera derivada en el anélisis de los
puntos criticos de una funcién, veremos bajo que condiciones unia funcion es constante,
cuando es creciente y cuando es decreciente, hechos que después explotaremos con el objeto
de establecer el criterio de la primera derivada .

Dem;r.h.tramﬁn
Basta aplicar el teorema del valor medio a la funcién f{ x ) .

X708 180 -}fﬂhﬂalsmmmﬂol enmnmi{x]:}"ﬁﬁx:";' et
mtﬁ:ﬂtﬁ ;ﬂdﬂﬁf{xjﬂg{lx}-bﬂ} 4 : _

Demostracion

Sedefineh (x)=Ff(x)-g(x) entonces paratodox e Lh(x)=Ff'(x)-g'(x)=0 por lo
que segin el Teorema 4, debe existir un nimero real ¢ tal que h ( x ) = ¢ para todo x € I, por
lotanto f(x) =g(x)+c.

Cabe aclarar que las aplicaciones de estas dos propiedades es fundamental en la teoria de la
integracion y en la solucién de ecuaciones diferenciales .

Temm; ) i i

a:nrrlf.tmi 'ﬁl I&nunrfouh
e 0 By
b) Si f’{*:’r*{ﬁ {a;b}; -minm’mf{x) es decmmtem [a,l-}} ;:. Gint ;.:_ S

Demostracion
5e demuestra la parte b)), la demostracion de a) es similar .
f(b)-f(a
Porel TVM existe x, € (a, b} talquef'ix,)= ( b] @y < 0, por hipétesis
- a

f(b)<f(a), sia<b, esto es precisamente la definicién de funcién decreciente .

Ejemplos
1.- Determine los intervalos donde f ( x ) = x " -12x + 2 es creciente y los intervalos donde es
decreciente.

Soluciéon

f(x)=3x"=-12=3(x-2)(x+2), losintervalos donde t{x) escreciente se determinan
resolviendo la desigualdad
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(x-2)(x+2)>0.

Los puntos de divisién son
x=2 x=-2 entonces

Intervalos P- prueba pertenece a la solucion  tipo
(=0, - 2) -3 si creciente
(-2, 2) 0 no decreciente
(2 =) 3 si creciente

Los intervalos donde f ( x ) = x ' -12x + 2 es creciente son aqguellos en los cuales los puntos
de prueba satisfacen la relacién (x - 2) (x +2) =0.
Tambiénf(2)=-14 y f(-2)=18.

f(x)

60 I

40

-5 =) \“‘w&-“'/ 4 &

Figura (6.7 ) Gréficade f(x)=x>- 12x+2.

2.~ Determine los intervalos donde la funcién f( x ) = e’ es creciente y bosqueje su

grifica .
. i ol .
Solucion Derivando se obtiene f'(x ) =-2x e™ . esta nueva funcién es creciente en

el,intervalo solucién de la desigualdad -2xe Ay 0, es decir

wl

-2xe 20 es “2x=>0 <= x=<0.

asi f(x)=e™ escrecientesi x<0 vy esdecrecientesi x>0 y enx=0, la derivada
es cero, la siguiente grafica resume esta informacion

1 £

Figura [ 6.8) Graficadef{ixi=e
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4 . i
3.- Determine dénde f { x ) = x + — es creciente, dénde es decreciente y bosqueje su grafica .
X

Solucion
. 4 4 A
Al derivar obtenemos f'(x)=1- —, 1-—5=0, siysolosi x"-4=0, portanto x=2 y
X X
x = - 2 son los puntos de divisién { son tambien los puntos criticos), f(x)=x+ -; es5

2 i i ;o
creciente si X -4 >0 o equivalentemente (x-2)(x+ 2}> 0. Resolviendo esta inecuacion
obtenemos :

Intervalos  P. prueba Tipo

(=oc, - 2) -3 creciente
(-2 2) 0 decreciente
{ 2, ) 3 creciente
también f(2)=0, f(-2)=0.
fF{x)
EUI
4
Z
56 A, B 3k rz 4
=40
=560

Figura { 6.9 ) Gréfica de f { x ) = x + 4/x.

El siguiente paso consiste en establecer un criterio para poder determinar cuando una
funcién posee un valor maximo o un valor minimo relativo en algin punto critice x

( recordemos que en estos puntos, si la derivada existe, entonces debe anularse ), este
problema de cierta manera lo resuelve el siguiente teorema .

-5: Eﬁﬁs’hﬁm las &as:gnaldadm;enb}y ::} minnceﬁf [!x. } : *l:ignmmw&u: nuni:rm xﬂﬁ’hrn
X,
Demostracion
La demostracion consiste en escribir formalmente las condiciones b ) y ¢ ) para después
aplicar el TVM dos veces esto se hace a continuacion .

Las condiciones b) y «¢) significan:
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Existee >0 talquef'(x)<0 six, <x<xy+& y f'(x})>0 si xp-8<x<xy,

Si suponemos que Xg <X <x, +& ¥y aplicamos el teorema del valor medio, entonces
existe un nimero X talquef(x)-f(x,)=f(X)(x-x,)<0, entoncesf(x)< fF(x,).
Si suponemos que X, — € < X <X, denuevo por el teaorema del valor medio, existe un
namero X talque f(x)=f(xy)=Ff"(X)(x-x,)<0, entonces f(x)<f(x;).
Hemos demostradoque f(x)<f(x,) paratoda x alrededordex, .

Los siguientes ejemplos muestran el empleo del criterio de la primera derivada .

1.- Analizar los valores extremos relativos de la funcién f(x)=(x-2)% .

Solucién

Claramente f'(x)=2x-4.

El dnico puntos criticoes: 2x-4=0, esdecirx=2.

Perof’'(x)>0 si x=-2>0, esdecir six > 2estoimplicaque y f(x) escreciente en el
intervalo (2, = ).

La funcién es decreciente cuando f'{ x ) <0, esdecirsi x-2<0 o x <2, en forma de
intervalo: (- =, 2 ).

Por lo tanto en x =2 existe un valor minimo estees f(2)=0.

2.-Para la funcién f( x ) = determine los valores criticos .

X+
Solucion

-1
Laderivadada f'(x)= -——— , pero f’(x ) #0 para toda x, en consecuencia no existen

(x+2)

valores criticos.

x? Ix

3.- Determine los valores criticos de f( x } = ? - x4 —i— + b
Solucion

1
Si derivamos obtenemos la funcion f'( x ) = % (x*-4x+3)= % (x-1)(x-3)

Existen dos puntos criticos, estos son : x=1 y x =3, entonces la funcion original es

creciente cuando % (x=1)(x=3)>0, siresolvemos esta desigualdad obtenemos:

Intervalo p: prueba tipo
(-o0, 1) 0 creciente
(1, 3) 2 decreciente

(3, «) 4 creciente
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En el punto critico x =1, f'( x) cambia de mas a menos, por lanto existe un valor maximo
3 20

en este punto critico y correspondea f(1)= 5

Alrededor del punto critico x =3, f’( x) cambia de signo menos a signo mas, por tanto

existe un valor minimo, el cuales en f(3)=6.

f(x)

B

7

- = =2 2 4 &
: ‘.Ii‘3I 1 3x
Figura (6.10 ) Graficade f(x) = —ﬁ—-.‘u{ +T+6.

4.~Determinar los valores maximos ¥ minimos, avsolutos y relativos de la funcién
f(x)=(x-2)? sobre elintervalo[1,4].
Solucion
En el problema 1 se encontrd que en x =2 existe un valor minimo, esteesf(2)=0 ,
para determinar los valores extremos relativos es necesario evaluar los extremos del
intervalo proporcionado y comparar sus imégenes con los valores extremos. Pero f (1) =1
y f(4)=4, alser f(2)=0 menor que estas imagenes, entonces es un valor minimo
absolutosobre {1,4] y f({4)=4 esel maximo absoluto sobre [1,4].

f(x)

2.5 }f

Py,

1.8 # 2.8 3 ns g
Figura (6.11) Gréfica de la funcion f (x) = (x - 2) " sobre[1,4 |

o
"N = U N

1
5.~ Determinar los valores maximos y minimos absolutos y relativos de f(x) = T sobre
X +

el intervalo[~-3,5].

Solucién

En el problema 2 se encontrd que esta funcién carece de valores extremos relativos, entonces
basta evaluar la funcién en los extremos del intervalo [ -3 , 5] para determinar los extremos

absolutos de esta funcién . Pero f (-3 )==1y F(5) = % por lo que el primero de ellos

corresponde a un valor minimo absoluto y el segundo a un valor maximo absoluto.
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20

10

-10

-z0

Figura ( 6.12) Grafica de la funcion ({x )= (x -2} 2 en [-3.5].

3
6.— Determine los valores criticos absolutos de f( x ) = % = %% _32_:-: +6 sobre [0, 4].

Solucion
En el problema 3 se encontré que
en x = 1, existe el valor maximo relativo f (1) = ? §
en x =3, existe un valor minimo relativo f(3)=6.
Evaluando la funcién en los extremos del intervalo se obtiene f(0)=6 y f(4)= % . por
lo tanto :
x =1, 4 son puntos maximos absolutos y f(1)=f(4)= 2—; es un valor mﬁxlmo absoluto,

x =0 es un punto minimo absoluto y f{0) =6 es un valor minime absoluto, sobre [0, 4].

Sh h o h h
[ ST o S R -

1 2 3 4

]

Figura (6.13 ) Graficade f (=) = %— 54 +3?x+f:l sobre [0, 4 |-

EJERCICIOS

.- Para cada una de las siguientes funciones .

a) Determine los puntos criticos y valores criticos .

b) Determine los intervalos donde es creciente .

¢ ) Determine los intervalos donde es decreciente |

d ) Utilice el criterio de la primera derivada para analizar los puntos criticos
encontradeosen a),
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1-f(x)=2x> +3x? -12x +1,

){2

L-f(Y= X

3-f(x)=x" +x
2---
hefpnym =2

Bef(x)=(x=-2°"(2x+1)".
6-F(x)=-x+2x? -x+1.

4%
7=f{x)= ;
(x) x?+1
3
E,—f{x}=x4+%-12x:.

9-F(x)=x* +2x* +1.

10-f(x)=x+3/x
x=2

W HRY=——

2x-1

2x+3

12-f(x)=

2

1 F{ %)=
x+1

5 | b

14.-f(x)=3x2- x
2 1
15.- f(x )= (x)3(x+1)2.

X

16-f(x)= .
(x) x+3

17-f(x)=x-Inx
18-f(x)= x*~cos x.
1I.- Determine los valores extremos absolutos en el intervalo indicado.
1-f(x)=2x* +3x?-12x+1 en [-2,4].
2-f(x)=x*"+2x*+1 en [-1,6].
J-F(x)=x" +x en [-22].
%t ~2 : -

4-f(x)= —— e [0,10]5-F(x)=(x)3(x+1)> en [-4,4].

X

ﬁ--f{x}=x+

7-f(x)=x-Ilnxen{1,6].

-1,8].
- en [-1,8]

B-f(x)=xe"en[1,3].

9-f(x)=xsenxen [-m, 2r].
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6.5. CONCAVIDADES Y LA SEGUNDA DERIVADA

Una caracteristica cualitativa de la gréfica de una funcién es la forma en que se curva

( particularmente el sentido ), este hecho se encuentra estrechamente relacionado con el
signo de la segunda derivada, en muchos casos la determinacién de la forma de los valores
criticos se facilita utilizando las propiedades de la segunda derivada, esto se establece en el
siguiente teorema .

LUNDA DERIVADA

e g

Teorema
:ﬁ@ﬁﬁm

Lbie

mﬁmmm,

+ ?v o gy'."-\.;.

s e .“..-\.;.

a) f"(x,)= lim

+h
= llm—(x':‘—), si f"(x,)>0, entonces f'(x; +h)>0cuandoh>0 y

f'{xy +h)<0 cuando h<0.

En consecuencia f ( x ) crece a la derecha de x;, y decrece a la izquierda de x,, esto significa
que f[(x) tiene un valor minimo relativoen x .

La parte b) se demuestra en forma similar .

Ejemplos
1.~ Localizar todos los extremos relativos de la funcién f( x ) = 8x* - 9x? + 1 y analizarlos
utilizandc el criterio de la segunda derivada .

Solucion

Derivando se obtiene f’( x ) = 24x* - 18x ,.los puntos criticos corresponden a las soluciones
dela ecuacién x(4x-3)=0,esdecirx=0y x= 2 3

Aralisis

La segunda derivada da f"( x ) = 48x - 18, pero

f?( 0)=-18 <0, entonces en x, = 0, se encuentra un valor maximo relativo, este es f
(0)=1.

3
[4'} [ ] 18=18>0 y enx, = % se encuentra un valor minimo, este es

Q) -o A -2

21
2.- Localice los extremos relativos de la funcién f(x)=x- (":1") x? +9x -4,

Solucion
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21 21
f’(x}ﬂ3x1-(T)x+9, como f'(x)=0, entonces 3x’- [T}x+9=ﬂ}' los puntos
_ 3
criticos son : g 2.
Analisis
21
f’f =ﬁ __r
(Rl= e

3 3 3 , . _
f"( = )=- =<0, entoncesen x, = —, existe un punto maximo relativo.
2 *2

2

3 : )
f'(2)= > >0, entonces en x, = 2, existe un punto minimo relativo .

3 2
3.- Determinar y analizar los valores criticos de la funcién f(x)=x?* +5x*.
Solucion

I“(x}=-§x::
f"{x)=

Si f'(x)=0, entonces x=-2 (obsérveseque ['(0) y f”(0) noexisten).
f"(-2) <0, entonces en x = - 2, existe un valor maximo .

1

4.- Determine los valores criticos de f { x ) = 2x 7 - i
X
Solucién
o
F'{x) =dx+ — - si dx+2/x2=0, entonces 2x ' +1=0.
X

Por lo que esta funcién no tiene puntos criticos.

4x

5.- Determine los valores criticosde f ( x } = ———

x°+4
Solucion

, 16 - 4x° N
Al derivar se obtiene f'{x) = s i los puntos criticosson x=2 y x=-12.
(x*+4)
Anailisis
8x(x* - 12)

La sepunda denvadada f"({x)=—=
» (x) (x* +4)°

[“{2) = -% <0, entonces f{2)=1 es un valor maximo .

f"{—2}=% >0 y f{-2)=-1 esun valor minime.
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Una vez conocidos los mdximos y minimos relativos de una funcién, es posible que alguno
de ellos sea absoluto, para ver si éste es el caso se utiliza la siguiente regla

a) Se determinan los maximos y minimos relativos de f( x } .

b) 5Se determina el valor de la funcién en cada uno de los extremos del intervalo dado.

¢) El mayor de los valoresena) y b) es él valor maximo absoluto, el valor mas pequefio
es el valor minimo absoluto .

Ejemplo
En la funcién f{ x ) = 8x® = 9x? = 1, se encontré :
En.x=0, f{0)=1 existe un maximo relativo ,
3
En x= E, f (1) == E existe un minimo relativo.
Al evaluar f (x ) =8x* -9x? -1 en los extremos del intervalo [- 1, 1] obtenemos
f(-1)=-18 y f(1)=-2.
Por lo que el méximo absoluto en este intervalo se encuentra sobre x =0 y el minimo en
K - 1 "

Como se mencioné anteriormente, la segunda derivada proporciona informacion en la
determinacién de la forma de la grafica de una funcion, esto se aclara a continuacién.

{i - - : gl
a i b a . b x
a }curva f { x ) concava hacia arribaen[a b ] b ) curvaf{x ) concava hacia abajo en [ a b]

Figura | 6.14 } Concavidades de la grafica de una funcién

El teorema basico que relaciona la concavidad de una funcién con la segunda derivada se

establece a continuacion
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’I’euremn 3
mrﬂmn ‘DE LA cnuumm.n

Supéngamqu{ }hemsegunda darwadaen[a,bl,
a) S f(x)> Oparatodo x e[ a b]entonces f(x) esc&nnavahmam“bamf_ gfb’]
by Sif’(x) <0 paratodox e [a b]entonces f(x) escﬁmauahmahajmen{a@h

Demostracion

Sea x ; € [ a, b], la ecuacién de la recta tangente al punto {(x,,f(x,)) es
y=f{xp)+Fxy ) (x=-x,).

Se debe demostrarque f(x; )} > f(x, )+ F { x, ) ( x - x4 ), ( esto significa que f { x ) estd por

encima de la recta tangente ).

S1x=x,, laigualdad se cumple .
Si x=x, €[ab], porel TVM en el intervalo [ x, x1]

o

fix, )-fix
existe X €[a,b], talquef’( X )= i -‘—)——[ —“1)- s
Xy —Xp

1) Six, x5, f{xi)=Ff(x,) +F (X )(xi=xg) comof(x)>0entonces F'( x) es
creciente en [a,b] ¥y F'( X ) >F(x, ), entonces F{ X )(x, =xg)2F(x)(x;, =-%,) ¥
por (1) seobtiene f{x,) >f(xy )+ F{x, Y(x,=-%,).

2) Six, <x,, entonces x, >X y f(x,)>F( X ), entonces
FUX ) (xy=xg )2 Fxy Mxy =xg)

enconsecuencia fF{x,; ) >f{xy ) +F(x;)({x, -x,).

Definicion 7
PUNTO DE. ANFLEXION : ; '
Un punto de inflexién de una ﬁ.gmmn f( x} es aquel punto xn tal que E*’[ xu }# Uy la

gr&hca s concava hacia arriba a in lado de x, y céncava hacia aba;u deI otro ladu de x, .

T fix)

Figura (6.15) El punto de inflexion x g
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Observaciones
a) En un punto de inflexién, la primera derivada puede no ser cero .
b) La definici6n es mucho més que f"(x,;)=0.

¢ ) En un punto de inflexién pareceria que el signo de la pendiente va a cambiar, sin
embargo esto no sucede .
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Ejemplos

1.- Determinar las concavidades y los puntos de inflexién de la funcién
4 1

f(x)=x3 +4x3,
Solucion
Derivando se obtiene :

-2

f1x1=§x3{x+u,

-5

(x)= Sx° (-2 y

g 2
e ¢ x}=§x P(5=x).

-8

Resolvemos la ecuacién ( condicién de punto critico) (4/9)x * (x-2) =0 obtenemos
&

x3(x-2)=0,siysélosix, =2.
]

De la condicién de concavidad hacia arriba obtenemos la inecuacién x * (x - 2) > 0, por lo
tanto :

Intervalos P. prueba £"(x) concavidad
(=00, 2) -3 positiva arriba
(2, ) 3 negativa abajo

8 -

Como f™(2)= 2—:;2?( 5-2)#0, entonces en x, =2 existe un punto de inflexién, el
valor extremo asociadoes f(2)= 6Y2 .
-
1 i(c_”')
——
oy/2n

2.- Determine las concavidades y puntos de inflexién de la funcién f(x) =

sia>0,
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Solucion

Derivando sucesivamente {'(x )= —{ i Ll] f(x),
a

P = -(22R) 1(x) -1 (x) 2 =£ 1["""12 L f(x =f(x){*{"_“)z-ll
(x)==(F=F)(x) - 1(x) = =£(x) [=H] - = €(x) =) -2 )
obsérvese que f ( x } > 0, entonces los posibles puntos de inflexidn son las soluciones de la
2
ecuacién [ﬂ] -l=ﬂ,oseax=p+£ ¥ x=|.L-JE .
o o

Concavidades hacia arriba

2
[""") b G 0, esdecir x=p+ o v x=u- o sonlos puntos de divisién, la
o a

solucién de esta desigualdad se resume en la siguiente tabla :

Intervalos Puntos de prueba  concavidad
(-0, - o) w-2Jo hacia arriba
(p=o,p+ o) 1! hacia abajo
{p+ Jcr_,m} p+2JE hacia arriba

Comof"(x)=0 enx=p+ Jo , entonces hay cambio en el sentido de las concavidades y
los puntos x=p+ o y x=p- Jo son puntos de inflexién
( verifiquese que "’ (p+ o )#0).

Los conceptos descritos en las secciones anteriores encuentran una de sus principales
aplicaciones en la construccién de graficas de funciones .

Ejemplos

1.- Grafique la funcién f { x ) = s A
'\"rxl +1

Solucion

Puestogque f'(x)= =, entonces :

1 f(x) 3x
t.an 7 it TR
JxF +1) (xz Ry 1}2

f(x) escreciente si J[-x-;_i-F >0 o seaen los intervalos (- =, 0 )/ (0, 20),

X
f(x) esconcava hacia arriba si ———— >0, es decir en el intervalo (- o, 0) .
(x* +1)2

X

ylr;!2+1

Las intersecciones con el eje v se determinan haciendo x =0, entonces y =0 .

Los ceros de [( x )} se obtienen de la ecuacidén =0, asi x=0,
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La siguiente tabla resume lo anterior :

Intervalo | f{ x) f'{x) f"(x) Grafica
(=o0,0) + + creciente concava
' hacia arriba
x=0 0 1 0 Pto. de inflexién
(0, x) + - creciente concava
hacia abajo

En x = 0 existe un punto de inflexién .

f(x)
1
0.5
-9 -2 2 q
=045
=1
Figura ( 616 ) Grifica de la funcion f (x ) = "—--:E:.
|
2.- Grafique f (x ) = x (x -4) .
Solucioén
Las derivadas requeridas son
Fr(x)=4(x-1)(x-4)7,
F(x)=12(x-4) (x-2) ¥
f"({x)=24({x~-3).
Puntos criticos x = 1 y x = 4, valores criticos asociados f (1) =-27y f(4)=20
respectivamente .
Analisis

f”(1)= +36, punto minimo
£7(4)=0y £"'(4) =24, punto de inflexién .

Intersecciones conelejex: (0,0) (4,0).
Es creciente cuando 4 (x - 1) (x - 4)* > 0, es decir sobre el intervalo (1, ).
Es céncava hacia arribasi (x-4) (x - 2) >0, es decir sobre )l .

La siguiente tabla resume la informacion obtenida :
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Intervalo | f{x) | f'(x) f"(x) Grafica
(==, ) - + decreciente, céncava hacia arriba
x=1 -27 0 + Minimo relativo
{18 + + creciente, céncava hacia arriba
x=2 -16 + 0 punto de inflexién
(2,4) + - creciente, concava hacia abajo
x=4 0 0 0 punto de inflexién
(4, =) + + creciente, cédncava hacia arriba
fix}
. i Punto de |
{ inflexion |
e
| 2 X
A
[ 3 /
o [
| .‘ [2 r"1ﬁ']
] III' .'l#
ey
| ' [
".H_ ;. |
(1,-27)
minimo
Figura ( 6.17 ) Gréfica de la funcion f{x)=x{x 4] =
EJERCICIOS

l.- Para cada una de las siguientes funciones determine

a ) Los puntos criticos .

b) Los valores extremos .

c) Las concavidades .

d ) Utilizando el criterio de la segunda derivada, analice les puntos criticos .
e) Los puntos de inflexién .

f) La gréfica .

3x x—2
1.-F = . 2.-f = .
(%) x4 (%) x(x +3)
x 2
3-ff{x)y=—m78M8M8— . Gd-f(x)= e |
GO -2 G ooy
3 :{1
Saflayem ——— B=f(x)= .
(x) 1) (x) T
T-f{x)=x"=2x* +x+1. 8-f{x)=x>+10x* + 25x -50.
9-f(x)=16x" — 4x4, 10- F{x)=x"=3x
1-f(x)=(x*-2)* . 12- f{x)=Yx=-1.

i
13- f({x)=x? -8/x?%. 14.- f(x)=x3*(1 - x).
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15-f(x)=x*-4x* +10. 16.- f(x)=xv9-x*
17- £( x) = ¥x? (3x + 10) .
I1.-Determine los méximos y minimos absolutos de f( x) en el intervalo indicado.

L-f(x)=x"'-2x* +5sobre [-2,2].
2-f(x)=x* -3x? + 6x-2 sobre [-1,1].

2
3.~f(x}=i——2J:x—)i+_t{?— sobre [, w©].
1

4-f(x)=x*+x2, [23].
S-f(x)=x +4x+2, a) sobre R, b) sobre [-4,0).

2
6.~ F(x}=1-x2, a) sobre R, b) sobre [-1,1].
7-f(x)=x+2/x, a) sobre (0,2), b) sobre [1,3].
8-f({x)=x-2cosx, a) sobre [-x, ], b) sobre [-n/2, x/2].
9-f(x)=|x*-12x|, a) sobre[-4,4], b) sobre(-3,3).
10-f({x)=+v1-x*, a) sobre [-1,1], b) sobre(0,1).
11-f(x)=|x]|, a) sobre[-3,2], b) sobre[2 3].
12-f(x)=x+Inx sobre [1,¢).
13-f(x)=e” - x, sobre [-1,1] .

4-f(x)=e™ sobre®.
15.-f(x)=5e sobre® .

llL.-Calcular a, b y ¢ para que f( x ) = ax ? +bx+c, pase por los puntos (0,1),(3,0) y tenga
un maximoen x =1,

1V.- Bosqueje las gréficas de las funciones

1-f(x)=x" -2x" +x+1. 2-fF{x)=4x? - x3,
]
3-f(x)=x?(1-%). 4-f(x)=xt-4x*+10.
1 d
5-fF(x)=8x2+x3, 6.-f(x)=3x+2.
7-F(x)=3-2x-x%. B- F(x)=1/x%.
Gy T 10~ F(x)=——
2-x x+1
11-f(x)=e, 12-f(x)=xe™,
13-f(x)=xe™. B-f(x)=In(1+x).
15-f(x)=xIlnx. l6.-f(x)=e"senx.

17-f{x)=e "cos x .



CAPITULO & APLICACIONES DE LA DERIVADA 162

6.6. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

El hecho de que en un punto critico la derivada de una funcion se anule, es clave en la
solucidén de una gran gama de problemas de optimizacién, la solucidén de los siguientes
problemas conducen a plantear diferentes tipos de funciones cuyo anélisis requiere del uso
de los conceptos introducidos en las secciones anteriores.

Ejemplos

1.- PROBLEMA ALGEBRAICO
Determine dos nimeros naturales cuya suma sea 100 v su producto sea maximo.
Solucion
Denotemos por x, y los nimeros buscados, sea P el producto de estos numeros.
Se desea maximizar la funcidn
P{x, v)=xy

bajo la condicién de ligadura x + y = 100, entonces y=100-x, porlo tantoP(x, y)se
puede escribir en términos de la variable x .
Asi
P(x)=x(100-x)=100x-x" es la funcién que debemos maximizar .
Claramente P’( x ) = 100 - 2x, de la condicién de puntos criticos 100 - 2x = 0, se obtiene que
x=50y P(50)= 2500
También debemos analizar los puntos extremos x =0 y x= 100,
asiP(0)=0y

P(100)=0.
Por lo tanto el valor maéximo de P ( x ) es 2500 cuando x = 50, entonces los nimeros
buscados son x =50, y =50.

2.~ PROBLEMA GEOMETRICO

Un fabricante produce vasos cilindricos con una capacidad de a 16 cm®. Si en su construccion
utiliza una cantidad minima de material, ;de que dimensiones los fabrica?

Solucion

Si deshacemos uno de estos vasos, observamos

| 2nr

—_——

e

El area del material utilizadoes A.(r, h )= 2nrh + 2r’, el volumen que contiene uno de

estos vasoses V=nr’h =16 cm’ ( condicién de ligadura ) .

5i de la ecuacién del velumen despejamos h y sustituimos su valor en la ecuacion del area,
obtenemos la funcion que sélo depende der:

A(r)=nr"+32/r,

entonces A'.{r) = 2ar- 32,f'r? =0, por lo que el inico punto critico es
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r= #EE , si lo sustituimos en la ecuacién nr2h = 16, obtenemos h = 32 E ;
n n

El lector debe verificar que en este valor der, la funcién A.(r) alcanza un valor minimo .
3.~ PROBLEMA GEOMETRICO

Determinar las dimensiones del cono circular recto de volumen minimo que circunscribe a
una esfera de radio de 8 cm .
Solucién

Consideremos la siguiente figura :

Si x es el radio de la base del cono ¥y y + 8 es su altura, entonces los tridngulos
rectingulos ABC y DEC mostrados en figura son  semejantes y relacion de

A E
proporcionalidad entre sus lades es % = ECE con AB=x, CA=y+8 DE=8y
y+8 2 64 { y+8 )

CE= 1;'}’1 —tﬁil al sustituir obtenemos =———— entoncesx =-

e

oo |

y~8
( condicién de ligadura } .

2
Pero V. =l rih = M“(Yﬂl_ , derivando obtenemos
3 Hy-8)
64 BHv-2

F
3(y-8)
Los puntos criticos son: y=-8 y y =24 este (ltimo es el Gnico valor de interés.
Como h=y +8,entonces h=32cm.

8
di entonces x=4128 cm .

Jyi-64

4.- LOS TANQUES DE GAS
Gasmex desea adquirir tanques de volumen V para sus pipas, estos tanques deben ser
cilindros circulares rectos con una semiesfera en cada uno de sus extremos. 5i el precio por
metro cuadrado del material de los extremos es el doble que el de los lados . Encontrar las
dimensiones mas econdmicas.
Solucion
Definamos las siguientes variables

V  volumen del tanque

Fuesto que x =
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A drea del tanque
a precio por unidad de area de los lados
¢ costo del tanque

De acuerdo a la siguiente figura tenemos V=V ., *V

wafera

. h

3V - 4mr’

4 4
= _qr® +ar’h, entonces h = %

o Inr
La funcion costo es :
¢ = costo de los extremos + costo de los lados.
c=2a(4nr?) + a(2nrth) y depende de las variables r, h pero si sustituimos la
condicion de ligadura en ella y simplificamos obtenemos

( condicién de ligadura ) .

2 Vv
c(r)=(16/3)anr +2EIT
si derivamos e igualamos a cero obtenemos

c(r) =3? anr - 23%= 0, entonces

Iv

= i||— ;
1ém
3V - dnr’

Si se sustituye este valor en la ecuacion h = e e se encuentra el valor de la altura .
nr

5.-Un ranchero tiene 200 mts. de alambre con paas con lo que quiere construir dos corrales
adyacentes, rectangulares y de las mismas dimensiones, tal como se muestra en la siguiente
figura. ;Cudles deben ser los valores del ancho y de largo para que el area de los corrales sea
méxima? ———

|

4 Y
C S

X K

}Ir ‘

Solucidén
Si %, y son el ancho y el largo de uno de los corrales respectivamente, entonces el perimetro
de todos los corrales es

Iy +2x =200, esdecir y =+2£ﬂ:;—h ( condicion de ligadura) .
i E
El area total de los corrales es A =2x.y = ﬂ_i__._;"_ con Dex< EE
400x - 4x* 200

tenemos que maximizar la funcion A (x) = e sobre [ O, T]'
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entonces A'( x ) = mﬂ;i =0 porloque x=25.

Los puntos criticos son: x =0, 25 y ——, el lector no debe tener problemas para verificar

3
200 - 2(25)

queen x =25 el area es maxima, si x =25, entonces y = RS 50.

EJERCICIOS

1.= Determine dos nimeros tales que su suma sea uno y la suma de sus cuadrados sea
maxima.

2.~ 5i la diferencia entre dos nameros es 20, ;cudles deben ser éstos para que su producto sea
minimo?.

3.- El producto de dos nimeros es 16, jcudles deben ser éstos niimeros para que el cuadrado
de uno de ellos mas el cubo del otro sea minimo?.

4.~ ; Qué ndmero positivo x minimiza la sumax+ — ?
X

5.- { Cuiles deben ser las dimensiones del cono circular recto de mayor volumen gue se
puade transcribir en una estera de radio 10 ?.
6.- | Qué dimensiones debe tener el cono circular recto que se puede circunscribir en una
esfera de radio de 10 cm.?
7.- Hallar las dimensiones de la tienda conica mas economica.
8.- ;Qué dimensiones debe tener el cilindro circular recta de volumen méiximo que puede
inscribirse en una esfera?
9.- (Cudles son los puntos de la grafica x = y? que estin mas cercanos al punto (1,0).
10.- Un rectangulo esta limitado por el eje x, y por el semucirculo y = \-W iqué
longitud y anchura debe tener el rectingulo para que su drea sea maxima?.
11.- Un rectangulo esta limitado por los ejes coordenados y por la recta x + 2y - 6 = 0; jqué
dimensiones debe tener para que su area sea maxima?
12.- Determine las dimensiones del rectangulo de drea maxima que pueden inscribirse en
una circunferencia.
13.- Determine las dimensiones del rectdngulo de drea maxima ( el perimetro del rectangulo
es constante ).
14.- Un campesino quiere construir un corral rectangular v dividirlo en cuatro partes iguales
por medio de tres mallas paralelas a uno de los lados, ; cudles deben ser las dimensiones del
corral de drea maxima que puede encerrar ?,
15.- Una escalera de longitud de 20 m. se apoya en una pared de altura de 15 m, ; cudl es la
maxima distancia entre la base de la escalera y la base de la pared ?.
16.- Un ducto para aceite hecho de acerc debe tener una seccién transversal trapezoidal,
;cudl debe ser la forma del trapecio para que el flujo sea maximo?.

X

At . —t

3
¢

=
D o,
1 S

I
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17.- Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada con capacidad de 500 emé . Si
el material de las caras laterales cuesta el doble que el de la tapa y la base:

a) Sila base tiene lado x y la altura es y, ; cudnto cuesta la caja ?

b) ; Cudles son las dimensiones de la caja més econémica ?

18.- Una ventana tiene forma de rectdngulo, coronado por una circunferencia su perimetro
es de 24 cm. ; Qué dimensiones debe tener para que entre la mayor cantidad posible de luz?.

19.- Si una pieza de alambre de longitud de 200 cm. se divide para formar un cuadrado y
una circunferencia, ;cudnto deben medir los segmentos generados para que la suma de las
areas de las figuras sea minima?.

20.- Un barco A est4 a 30 Km. del punto O, a la media noche se dirige al oeste, a 15 Kms./h.
El barco B est4 a 20 Km. al norte de O a media noche y se dirige al sur a 15 Kms. /h. jcuéndo
estdn mas cerca los barcos, a qué distancia?,

21.- Se va a construir una caja sin tapa a partir de una hoja de cartén de longitud L y anche
A, cortando cuadrados del lado x de cada esquina y doblando los lados hacia arriba, Jcudl
debe ser el valor x para que la caja tenga volumen maximo?

22 - Se va a construir una caja con base cuadrada de lado x y altura h que tiene volumen V,
icudles deben ser sus dimensiones para que el area de la superficie sea minima si esta debe
s5ar

a) Cerrada.

b) Sin tapa pero con fondo?.

23.- Un pasillo de 3 m. de ancho intersecta a un comedor de 5 m. de ancho en angulo recto, |
cusl debe ser la longitud L mdxima del tramo recto de madera que se puede pasar
horizontalmente del pasillo al comedor ?.

24.- Una pagina contiene 60 cm? de texto, los margenes superior e inferior son de 3 cm, y los
laterajes de 2 cm, ; cudles deben ser las dimensiones de la hoja que ahorra més papel?.

25.- Un hombre estd en un bote a 2 Km. del punto més proximeo a la costa. Tiene que ir a un
punto Q y 3 Km. costa abajo y 1 Km. para adentro. 5i puede navegar a 2 Km /h y caminar a

4 Km./h, ;hacia que punto de la costa debe remar para alcanzar Q en el menor tiempo
posible?.

26.- Se quiere construir un vaso de papel con forma de cono circular recto quitande un sector
circular a una hoja de papel con forma de circulo de radio R y uniendo las dos orillas rectas
del papel restante, ;cudl es el vaso de mayor volumen que se puede construir?.

28.- Una seccién petrolera tiene 8 pozos que producen un total de 1600 barriles de petroleo
diario, por cada nuevo pozo perfarado, la produccion media disminuye 10 barriles diarios,
icual debe ser el nimero de pozos adicionales que se deben perforar para que la produccién
de petréleo sea maxima en un dia cualquiera?
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6.7. LAREGLADEL'HsPITAL

En la determinacién de los limites de diversas funciones se utiliza la derivada, inclusive la
derivada es una poderosa herramienta en la evaluacién de limites que seria imposible
determinar por medio de las técnicas descritas en los capitulos anteriores. En esta seccibn se
establece la regla de L" H o pital y muestra su utilidad en el calculo de limites.

Si se quiere evaluar un limite de la forma

im £
coorg g(x)

donde f (x, ) = g(x, ) =0, las funciones f{x), g (x) tienen derivadas continuas alrededor
delpunto x, y g'(xy)=0.

Mf(x) g(x)—>0cuando x = x, el cociente Fx) puede aproximarse a un nAmMero,

glx)
puede aproximarse a o« 0 puede no existir el limite, en caso de que al sustituir x por x;, en.
. F(x
el cociente —-—-E l} obtengamos una de las formas indeterminadas .
g »
Definicion
FORMA (NDETERMINADA

(presiones

.Jﬂ.".g?}:m*w’ gﬂj._ mﬂa ﬂm :‘f -Elﬂ?

818

& |

se éﬁhﬂﬂimm formas indeterminadas . -
A continuacién se establece la regla de L'H ¢ pital .

Segun el TVM, paratoda x alrededorde x, existen nimeros z, z’ entre x, y x tales
que satisfacen
Fix}=F(x)-F{xg)=(x-x,)f(z) v
Gix)=g(x)-g(xg)=(x-x,)g (2')
F(x)_ f(&)
Gix) g'(&")

. al tomar limites ( las funciones son centinuas ) obtenemos

. 8 B, G O
1 = )
v G(x) g %g)
. F(x) .. _ F(x)
e G (x) mg(x)

El resultado se generaliza en el siguiente teorema
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Ejemplos
Utilizando la regla de L'Hépital, evaltie los siguientes limites
§ o Y RO T i 0B

x—0  sen X ==l seN K COSX
e SRS, M

xa0* X Kby

3 ]

5~ lim lx— I L O

x+m x° ~3cosx =1 x—-1 Inx

. 1 1 i
7.- lim -— 8.- lim 2x In x

0 senx X x0t
9.- lim x*

x—+
10.- Emf(x)=u({x)"™, conu(x)>0, u(x) >0, v(x) >0, cuando x —x, y con las
hipétesis adecuadas de continuidad .
- lim (1+a/x)" 12.- lim ( tanx )™
Soluciones

1.- Las indeterminaciones de la forma g ., entonces

. Incosx . —senx
Iim——— = lim ———-
ol 56T X =+ rps” X

=0.

; ; . 4]
2.~ La indeterminacion es de la forma E, entonces

= o ® £

= e” —p ; a" +g 2

lim—— = lim —— T AT =—=2,

sl Sen X COS X =+l —gen® x+cos x 1

. L 0
3.- La indeterminacién es de la forma E, entonces
3 ;) :

. 1-secx —sec xtanx | ‘(5‘5" X +tan "5";"“")
li s e AP = = il
H—t[l'+ X n—bl‘l+ 3)’: w-bﬂ+ ax

1+sen’x
2
. —cos” . 1+sen” x

wsD 6% sad* =BxCcos” X
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Note que se aplicé dos veces la regla de L"Hépital

4.- Como a >0, la indeterminacién es de la forma — per lo que se puede aplicar la regla de
= &

L'Hopital .
1
i T
lim X =}im—X_= lim — = 0
Hewm oy x—+m gx s gy ®

5.- Se presenta una indeterminacién de la forma =

[= &
| 2
X p Ix r bx :
limz—-— = lim——— = lim —, no existe .
=m x° —=3Jrosx ko Fx + 3 sen x x—+w 24 3cosx

Obsérvese que se aplicé dos veces la regla de L'Hépital

6.— La indeterminacién es de la forma w - o pero
lim X - (. ]imxlnx-[x—l:l
a1 x=1 Inx x—1 l:x—]:I].I'IX

y se transformado en una indeterminacién de la

0
forma E . entonces

1 In
- ML W, T PR ... aplicando nuevamente la regla de L"Hopital

=1 x—-1 lnx sl x=T1+xInx

Bm X 1 = W T+lnx =l
x+1 x—1 lnx =1 1+1+lnx 2

7.- La indeterminacién es de la forma oo — o pero

o 1 1 X — 58N X

lim —— =lim —— se ha transformado en una indeterminacién de la forma —,
0 eI X X —0 X 50N X 0
entonces

z 1 1 . X-—senx 1-cos x 0 _

lim -— =lim——=lim——————, afn tene la forma —, utlizando
x+0 senx X =0 xsenx  x=0 Sen X+ X Cos X 0

nuevamente la regla de L'Hépital obtenemos

lim 1

:
e Ilm -.._.._.__._—:U .
=0 senx X

0 2 cosx - X senx

8.= Tenemos una indeterminacion de la forma 0- o pero

]in} (2xInx) =2 Iinl Ll y ahora es de la forma E, entonces

un—sl framy | 1 ah
x
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1

lim (2xInx) = 2 lim =-=lim(-x) = 0,
x—0" x0 5 x—p*
X1

- ) oo _ xin
9,- lim x” en estecaso conviene escribir f(x)= x", pero como x*=¢""",

wasttt

lim wlax
: 2 In% _ *
entonces lim x" = li "M% = ano

w—l x—

g

*

esto es valido porque la funcion e’ escontinua y monétona, pero limxInx = 0 (estose
o 'rﬁ

prueba utilizando la regla de L'Hapital ), finalmente lim x* =e”= 1.

w -+l
10.- Como f{x)=u (x )", entoncesIn f(x) = v (x) Inu { x) que es una indeterminacién
de la forma O - e, en caso de que sea aplicable la regla de L'Hopital,
lim v(x) Inu{ x )= L, entonces
by
liem wis)inwi=)

].il:l'l u{x]“:x]= |.il:l'l e'h'l:!:llnu'l;!] = E!—Hl.n =g =dl i

X—Kp K—rmg

I1.- lim (1 + = }*, ahora la indeterminacién es de la forma 1™, sif(x)=(1+ E i
X

ln['l+ g
a ;
al aplicar la funcién In x, obtenemos In (1 + 2 V*=xln(1+ =)= —.r-x—s segun la

X X 1

X
In ]+E)
regla de L'Hépital, lim 1 , =lim -=lima= a.
K 1 noopa 1+ ﬂ_ Ko
X X

Utilizando la funcién exponencial obtenemos

lim (1+2) =e*,
X

]

12.- lil:r.ll: tan x°) ", en este caso la indeterminacién es de la forma qnu, si aplicamos la

M -
k)

funcidn In x,. se obtiene

L= &
In{tan x)™* =cosxIn(tan x), si x — E , la indeterminacién es de la forma — , entonces

[+ 8]
2
sec” x
., Intanx . tan x . COSX 0
lim =lim———— =lim — = 0, porlotanto, lim tan x*™" = e” = 1.
s  SBCX " SBC x-tan x s SENT X ..;
1 1 1
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EJERCICIOS
l.- Evaluar los siguientes limites
1= Lim e ™ 41
’ x—s E’ -1
3- tim —X=2
i (x+86)3-2
3 2
X =2x" -2x-3
5 y—lg x' -9
i
—3x4+2
7.- i —
x4l 0~ x? =x41
9 il ]im ﬂ.‘___‘l_
©oxaw 2x% - 3x? 43
L. COSX
1]I- ]’.:1'?& SE"['IZ‘K
G lim =2k
v+l senx
15.- lip 250X
=0 x —tanx
17.- lim 2%
=0 @
. Inx
19.- LEE x—h,h}ﬂ
du
21.- lim E1
x0T e
X
o S e
23.~ l:_m e
X X
. sen3x
25 lim =

26 _ lim angtangx
X

31 - Lim [senix]l’kseniix}
T xead X SEen nx
arctan2x
3B-lim ———
‘I‘ﬂ Arcsen x
35~ Iim =2 25b)0

x40

J1+x? =y1-x2
m

2x* —x® +3x +1
B-lim
avo 3x* 4 20 —x -1

. l-senx
10.- limm ———
,,..; COSX

13w Mg 208
=0 ] —cosx
14.— lim e =—CDs5ax

x+8 2" — cosxax

e _2x -1

16.- lim
x=0 1 —cosx
dx
182 J -
=0 | —rosx
e™ -1
20- lim
x—ill Bx
22-lim 3 ~b

w0 ¢ — d*

24— lim 2
X ot
26 - 1im F5en2X
x+0 [nsenx
tanx
28.- 1i
,,_,nl: Incosx
s P

x—l J;

32.- lim :
u-l) X

34 - Jigy Nnx)
| lnx

36.- lim S,
w— ) x
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4
Lcatix——}
39.- lim [L—i)
=1 ilnx Ilnx

41 - Iit!.‘l (x - gj tanx

N —
2

43- lim JxInx

x-+l

- lim x"
L i)

47 = K

"-in

49 - lim x(Inx)*
x -|-3+

51.- lim x™"*

x— i

53- lim (2+EJ
®x— 1) x
L, 1Y
55.- tim 1+ )

57.- im .(] _%]v
)

59.- lim (}. - x?

61.- lim (tanx)™ ™"

44 - Hm xcotx

x -+l

- [
46, - Hm x™

x—l

48 - lim xsen i
5 -kl X

30.- lim xsen i

X X
]
52.- 1il]£‘|1 [xze“j }
L

i
54.- lim (e* +x)»

x—ll

z__l

ﬂ/

56.- lim

e
[ x“ “2as

58.- lim [I + x"’)x-z

x—

60.- lim (1 + x"‘)“q p.q)0

sl

2 1
62.- lim e™e™

X g =i

11.- Calcular los valores indicados para que el limite dado sea finito.

S5eNCY —SenXx — X

lim =
] x
. coscx-d
lim

x4l 2x

—=-1; ¢d=?



APENDICE 1

Loégica Elemental

A.1. RAZONAMIENTOS Y PROPOSICIONES

De forma bastante general es posible considerar a la Logica Matematica como una parte del
conocimiento que tiene como objeto ( entre otros ) investigar, desarrollar y establecer los
métodos adecuados para poder reconocer el razonamiento ( o argumento ) correcto del
incorrecto .

Entenderemos por razonamiento al procedimiento a partir del cual se establece una
conclusion fundamentada en un nimero determinado de frases aceptadas previamente
como verdaderas ( estas frases se denominan premisas o hipétesis ) .

Podemos clasificar a los razonamientos en dos categorias ;

A.1.1. Razonamientos inductivos

Este tipo de razonamientos se caracterizan por generalizar un hecho particular, es decir a
partir de la repeticion de un fendmeno se puede concluir que esa observacion es vélida para
toda una gran poblacién de objetos o personas que de alguna forma se encuentran
relacionados con ese fenémeno.

Ejemplos

1.- Si una persona llega tarde a una cita durante tres dias consecutivos, se puede concluir
que siempre llegara tarde.

2.- Si en todas las elecciones pasadas ha ganado cierto partido politico es posible concluir
que ganara ese mismo partido en las proximas elecciones.

3.~ 5i solamente oimos ladridos al pasar por cierta casa, podemos concluir que solamente |a
habitan perros.

NOTA
Como puede observarse en los ejemplos anteriores, no necesariamente la conclusién tiene
que ser correcta, sin embargo por la forma en que se obtuvo, el razonamiento es inductivo .

A.1.2. Razonamientos deductivos

Se caracterizan por particularizar un conjunte de diferentes observaciones. En lo que resta
del esta secciébn sélo serdn considerados razonamientos deductivos y los ejemplos
correspondientes seran proporcionados en las paginas siguientes,
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A .2. PROPOSICIONES

Las frases involucradas en todos los razonamientos se denominan proposiciones légicas y se
definen de manera fn::rmal en las mgu:entes lmeas

Br.‘fini&ﬁn 1
: ;ﬂ

mmvauimiﬂm{?} e
NOTA

Existen proposiciones que no se pueden calificar como falsas o como verdaderas, de estas,
s6lo son de importancia en Matematicas aquellas cuyos sujeto no estan definidos y seran
tratadas en el capitulo de conjuntos .

Ejemplos

0+2+2=4.

Los perros mexicanos tienen cinco patas .
Estamos en la Ciudad de México .

Los tigres son felinos .

A.2.1. Teérminos de enlace

Dos o mas proposiciones légicas pueden combinarse para dar origen a una nueva
proposicion logica, esta nueva proposicién se conoce como proposicién compuesta, las
palabras o términos que se utilizan para unir a estas proposiciones se denominan términos
de enlace o conectivos logicos. A continuacién se proporciona una lista de los conectivos
I6gicos fundamentales

nombre simbolo lectura
negacion ~, = no
disyuncion w 6
conjuncion ~ y
condicional - si.....entonces......
bicondicional = siy sélosi...

NOTAS

1.- Aln cuanda la negacion no enlaza a dos proposiciones, se considera conectivo logico .
2.- Los conectivos légicos fundamentales son los tres primeros de la tabla, los demaés se
pueden formar a partir de estos como se verd mas adelante.

A .2.2. Jerarquia de los conectivos logicos

La interpretacion y construccidn correcta de una proposicidn compuesta se facilita si se
tienen en cuenta las siguientes reglas de operacion :

1o Jerarquia de los conectivos légicos | que también denominaremos operaciones logicas )
involucrados de acuerdo a las reglas
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Conectivo logico Jerarguia
Bicondicional Alta
Condicional Media
Conjuncidén / Disyuncién Baja
Negacion Minima

Tabla ( A1} Jerarquia de las operaciones logicas.

2 ° Cuanto mayor es el nimero de simbolos de agrupamiento ( estos son los paréntesis, los
corchetes y las llaves) que contienen a un conectivo légico, menor serd su jerarquia y en
consecuencia se le asignard un nimero menor.

30 La proposicitn adquirira el nombre del conectivo logico de mayor jerarquia.
Los siguientes ejemplos ayudarin a comprender las reglas anteriores :

Ejemplos
Establezca la jerarquia de los conectivos en las siguientes proposiciones

1- -[(A=B)v~D]
2--| (A=-~B)v(PvQ)]
3- A=B<=Dv (AArB)
4- [(P=Q)=R]AS

5- [~P=>~Q]=(Q=P)
6- [(AvB)=(Bv C)]v-A

Sulucifm

1.- —-[(At.‘:} B]v —uD] negaciéon

2- —-{{A =>-1E$)v {F‘VQH negacién

- A :> B 4::>D v (A f-. B) bicondicional
4.- [{F:}Q}::R] ;;5 conjuncién
5- [v--F‘:} —-Q] :} {Q:&F] condicional

5 4
6.- {{A@CVB}::»{BVC]]V—.A disyuncion

A.2.3. Tablas de verdad

Cada uno de los conectivos l6gicos tiene asociada una regla de operacién respecto a la
certeza de las dos proposiciones que enlaza .
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La conjuncién de dos proposiciones Py Q es al proposicién ambas P yQ que se toma
como verdadera. cuando las dos. prﬁpomnnﬂa Py Q son. \*ereladae:as ¥ cbm Eais& 5i al

menos una de ellas es falsa’.

‘?enﬂadem mandc- al menm una de ias pmpus:mne& es verdﬁdem.r }T cﬂmo fah tﬂmdﬂ
ambas proposiciones son falsas . LR I

5i Py Qson proposiciones, la afirmacion 5i P entonces Q, se denomina condicional, P recibe
el nombre demtecedentea ( hipﬁt&ﬂs} v Q s2 nombra ::cmses‘:uente o ( tmis}, sus. Vﬂiﬂtﬂ dt‘-‘

Mﬂfam enlatabla A.2.

Si.P y Q son proposiciones, la afirmacién P si y sélo si Q, se denomina bmmdidihml sus
valores de verdad aparecen en la tabla A.2 . :

PQ PAQ PvQ P=Q P&Q
vV V Vv Vv V v
V F F Vv F F
F V F Vv V F
F F F F V V

Tabla { A.2) valores de verdad de los conectivos logicos .

Es posible clasificar a las proposiciones légicas ( también conocidas como formas
proposicionales ) de acuerdo a su veracidad .

Definiciones 3 - it
Una. tau!niugh es una farm pmpusmnnal que smmpre es Herdadam, ia mprgsentarms

'rmrT ;z::.

Una mutr:dicdéh es una Iwm ;:mpnslhlﬂmlqu# ﬁ:empre s farlsa, 53 representa pm‘ g

Uma‘cnnhngmcia ¢s una forma pmpc&sicmnai que Ao &5 tautniogiay no: es cnnh-udmem

Los siguientes ejemplos muestran como operan las reglas anteriores :
Ejemplos

Construya la tabla de verdad de cada una de las siguientes proposiciones y decida si son
tautologias, contradicciones o centingencias.

1- (Av~B)=B

2~ (An~B)rnA=B

3- [(A=B)Aa~B]=~A

4- ~{[(A=B)~A (B=D)]=[A=D]]
5- Pw-~P
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Solucion
1.- Primero se establece la jerarquia de los términos de enlace :

21 E)

({ Av =B )= B, luego combinamos sus valores de verdad de acuerdo a la tabla A.l,

entonces

21 3

A

vV V V F V
V F VvV F
F V FF V
F F Vv F

T-- Solucién : Tabla de contingencia .

2-(A~r~B)rnA=B.
1 3 L

Establecemos la jerarquia de los conectivos logicos: { A R B} ~ A = B, luego
combinamos los valores de verdad de acuerdo ala tabla A.1.

3| p 4
AB (AA-B)AA=B
V V FF F V
V F VV V F
F V FF F V
F F FV F V

t-- Solucién : Tabla de contingencia .

- [(A=B) A~ B]l=-~A.

Siguiendo el proceso de los ejemplos anteriores obtenemos :

| [ ] o4
A B [(A=B)An—-B]l = -A
VoV v FF YV F
V F F FV A% F
F V¥ v F F Vv
F F v .__E_HV vV ¥V

T-- Solucidn : Tautologia .

- ~{[(A=B)A (B=D)]=[A= D]}

En éste caso necesitamos ocho renglones por ser lres las

proposicicnes diferentes

involucradas, 2" = 8 renglones ), es conveniente tener en cuenta que el namero de renglones
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estd dado por la relacién, # renglones = 2" donde n es el numero de proposiciones

diferentes.
A B D¢ 1 2 | 3 i
—{[(A=B) A(B =>D)] =[A=D]}
VvV V¥V vV |E Y Y W b W
v VvV F |F LY F F W F
Vv F V |F F F V VoV
Vv F F |F F F v v F
F v V |F V v Y VoV
F ¥V F |F v F F VoW
F F V |F VoV W vV v
F F F F ) WV v YV ov
1 Solucién ; Contradiceién .

5- Pwv ~P

Ahora sélo necesitamos dos rengiones ( 2'= 2 renglones ) .

2 1

P P v-oP

v V F
F Vv Vv
1

Solucién : Tautologia .

A.2.4. Implicaciones y equivalencias logicas

De particular interés son las proposiciones légicas que presentan las caracteristicas que se
pre:-:-entan a c-::tnh.nua::a.fm

Definicion e
mm.mn;:ﬁu ¥ uuuwu:ucm LEGICA ;
Una p';'unmﬁn cm‘llixi:mnz! que es una tautu]ﬂ@a se dei‘[ﬂmm :mp]mmﬁn li.'igicl

Una. proposicion bicondicional que es una: tautnl&ﬁﬁ se denomina equivalencia l6gica, y
l&s pmpos;:mnes quela cnmpunen s@ conocen como prnpusmmnea k}gc&ﬁtﬁn‘ta ‘equivalentes

Aclaremos lo anterior con los siguientes ejemplos !

Ejemplos

Determinar cuales de las siguientes formas proposicionales son implicaciones logicas y
cuales son equivalencias logicas .

I-[{A » Blv ~B]=4A

2-~(AvB)e (-A~=-B)

3-[(Av~B)Aa(~A~B}]=>8B
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4- A~B—= B

Soluciones

1.- Primero se tiene que establecer la jerarquia de los conectivos logicos

I 32 4

[{AAB) v = B] =A y tenemos una proposicion condicional .
A continuacién construimos la tabla de verdad correspondiente

2 4
A B uakmiﬁB]:A
V V vV VF V
V F F VV V
F V F FF V
F F F VV

2-~(AvB)e= (-AAn-=B).
Al establecer la jerarquia de los conectivos l6gicos se obtiene una proposicion bicondicional.

T - Solucién : Contingencia
Aunque la proposicién es una condicional, no corresponde a una tautologia por lo que no
tenemos una implicacion logica.

r 4 il
85 b e (—AA = B
Vv V|F V V F FF
V F|F V V F FV
F V|F V V V FF
F F |V F V V V V

En consecuencia, tenemos una equivalencia légica, las proposiciones
- A ~ = B) son légicamente equivalentes, esto se representa por medio del simbolo

como

T~ Solucién : Tautologia

s A Byl —=Ava=B)

3~ [(Av -B) A (-AvB)]=8

Alj ]Erarqulzar los runectno-; loglmq obtenemos una proposicion condicional.

1 L]

:~{ Av B)

[(A v - B} ~ [—| A v B) ] =:rB la tabla de verdad correspondiente es

| b 2 4
A B [(Av—=B)a(-AwvB)]=>B
Y. ¥ VF V F V vV
V F vv F FF V
F V F F F V V A%
F F Y ¥ ¥ Y F
T-Solucion

tabla de contingencia .

y

(
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Al no ser una tautologia ( aunque sea condicional ), no puede ser una implicacion logica.

1 z
4.- 5i construimos la tabla de verdad de & ~ B = B obtenemos :

A B A:\.B:iB
vV vV L
V' F F V
FV F vV
FF F V

La proposicidon es una condicional y a la vez lautologia,

implicacién légica .

A .2.5. Simplificaciéon de proposiciones

por lo tanto tenemos una

Las operaciones légicas satisfacen una serie de propiedades que se utilizan en la
simplificacién de proposiciones, asi como en la elaboracién de tablas de certeza, las mas
COmunes se presentan a conhinuaciéon

TAAKSAL

Lildempotencia | A v A wA

2 Comuiatividad - A v B= By A ArBalak

3. Asociatividad A v (B vDj -mvnlw[x 5

.. @#&;nﬁ..

4, Tristributibidad Av{BAD] i{avﬁja{ﬁ.u i&

As(BvDln (A A8 c(ARDI

’[Jey;h;,]ﬂm&mi LEA VB --h "
.ﬁg-l}sabbmqaﬁére e fom A :

P bDefinicidn T A Be A uh

Eidim T ASBRRSHAISAT

Las tautologias y las contradicciones poseen las propiedades :
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A menudo estas propiedades se utilizan para simplificar proposiciones mas complejas, se
sugiere al lector que demuestre estas dos proposiciones,

Ejemplos

Simplificar las siguientes proposiciones

1- ~(P A~P)

2- -~ [PAQ =(FP=Q)]

3- Pv~ (- P> Q)

4- [(A=B)v~B]=~A

Solucion

l- ~ (PA~P) = ~Pv ~~P M.
= ~-Pv P DN
= Pwv-~P B
= T 3.-

2- ~ [P AQ=(P=Q)]
~[PAQ =(P=2Q)]= ~[~(PAQv(~-FPVvQ)] D1
= ~~(PAQ)A~(~PvQ) M.

B (PAQ)A~(~-PvQ) DN
= (PAQ)A(PA~Q) DN, M.
g (PAP)YA(Q A ~Q) AC
= P A L 14.-
= G 7.-
3= Pv~(~P= Q)
Pv~ (~-P=Q) =Pv~(~~Pv Q) D1.
= Pv~( Pv Q) DN.
=Pvi(~Pa~0Q) M.
=(Pv~P)a(Pv~-Q) D
=TA (Pv=-Q) 3.,
E{-—QV F} B- C.

4- [(A=>B)v~B]=>-A
[(A=B)v~B]=~A =[{~Av B)v~B]=-A D1.
EE[-\-AV(BV“'B]I:}"A AL

= [~AvT]=-~-A 3-
T =~ A 6.-
=~Tv~-A D1.
=gwv~A 1.-
= =~ A 7=

EJERCICIOS
l.- En cada una de las siguientes proposiciones responda las siguientes preguntas :

a ) Establecer la jerarquia de las operaciones légicas .
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b) Construir la tabla de verdad asociada .

¢) Identificar las tautologias, las contradicciones y las contingencias .

d ) | Cuales son implicaciones légicas ?

e) ; Cuales son equivalencias légicas?

f) ¢ Cuales corresponden a equivalencias logicas?

g) i Entre que pares existen equivalencias légicas?

1- (~PAQ)vQ

2- (P=Q)v(Pv Q)

3- (A=B)=(AvB)

4- ~[(AvB)A~(AAB)]=~A

5- [(AvB)eA=D]<Av ~-A

6- {[Av ~B=((DvA)AB =A)] }=~(AvD)

7- A Av-B)v[A={(A=>B)a~~A}l=Al}l

8- (AvB)a~(AAB)=(AvVB)

9- (A=>B)=>[(AvB)e= A = D]

10- [(AvB)e= A= D]<= A= D.

11.- Utilizando tablas de verdad demuestre la proposicién 1.

I1l.- Utilizando tablas de verdad verifique la proposicién 2 .

IV.- Utilizando las propiedades del algebra de proposiciones, de las tautologias y de las
proposiciones simplifique, suponga que T es una tautologia y ¢ una contradiccion .
1-(A =2B)A [( D) A(PvQ) A (PvQ)] =A.

2-[(AvB)=Dnag]l= AAB.

3-(R=>QA(P=Q))a (PvA)=T.

4-((~g=> EvF)a(Avg) )=((-5)nr(Avg]}).
3-T=(~~(PvQ)a(~~Ra~p)).

6-~~-B=(AvB)A(BAAAB).

7-[[P=(QA~Q))=RAR]= -S.

B- [(AAD)AA=(B ~ E)].

9-({([P=QA~R)JA~-R)=~5 A~5)=~~PaT.

10.-[~A = ~Bag] =>Ba=~A.

N=[[~BA(DaA(~gvD))a=(AAD) Ag] =B.
12-[(BAC)A~D=(A AD)]=>~g.

B~ (X=2YA Z)AZ=>WaA(~-WAY).

14-[(~-R=NAR)AN=TAR] = (JAaR)Aa~].
15-[(P=TAM)A(PAT)] A(TAM)=N.
16-[((B=2Avg)a(Avg=D))ac]=>~(B=>D)A(B).

V.- Generalice las equivalencias l6gicas més comunes.

VI.- Utilice las leyes de De Morgan para negar las siguientes frases .

1.- Estudio o copio .

2.- Hoy es martes y no hace frio .

VIlL.- La disyuncién exclusiva A v B se lee A o B pero no ambos, construya su tabla de
verdad y escribala en términos de los conectivos lé6gicos definidos en esta seccién .
VIII.- La conjuncién negativa Ad B se lee : ni A ni B y construya su tabla de verdad, escribala
en términos de los conectivos l6gicos definidos en esta seccién .
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A.3. ARGUMENTOS

El objetivo fundamental de un razonamiento deductivo ( o argumento } consiste en poder
decidir cuando las conclusiones dadas son correctas o en su caso obtener conclusiones
correctas a partir de un conjunto de proposiciones iniciales denominadas premisas y que se
suponen verdaderas, el argumento mediante el cual se obtienen las conclusiones vélidas se
llama prueba o demostracién . El razonamiento suele tomar la forma de proposicién
condicional “ Si..... entonces..... ¥, es necesario que la proposicién condicional sea siempre
verdadera (independientemente de la hipotesis y la conclusion ) para que el argumento sea
vélido, es decir, un argumento es vélido, si y sélo si la proposicién condicional es una
tautologfa ( implicacion logica ).

A.3.1. Principio de sustitucién

Si r ¢ p, y se sustituye r por p en la proposicién f(p, q, ...) obtenemos : f(r, q, ...) entonces
f(p.q,...) = f(r,q,..).

Esto significa que es posible sustituir cualquier nimero de proposiciones ( que también
denominaremos variables) componentes y que dada cualquier tautologia, al sustituir
algunos de sus componentes por otras equivalentes a ellas respectivamente, nuevamente
obtenemos una tautologia.

Ejemplos

Determinar si los siguientes argumentos son o no son viélidos .

1.- Si es de bronce entonces no es elemento puro .
es elemento puro .

no es de bronce .

2~ Si camina entonces no estd descompuesto .
Si no estd descompuesto entonces me o llevo .
Me lo llevo y camina .

MNo esté descompuesto

3.- Si ladra entonces no es tigre
Si no ruge entonces ladra .
ladra .
no ruge

Solucién

Es conveniente representar las proposiciones involucradas de la siguiente forma
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1.- Sean: A = es de bronce, B = no es plata
Entonces la forma reducida es .

A=B

~-B

~ A

Por lo tanto tenemos la proposicion ( A = B ) ~ ~B = ~A, puesto que corresponde a una
proposicién condicional, resta verificar si es 0 no una tautologia, para esto existen por lo
menos dos métodos .

Metodo 1 ( Utilizando una tabla de verdad ), la tabla de verdad asociada es :

1 3 2 4 2
A B (A=B)a~B=-~-A
vV vV A% FF V F
V F F FV V F
F V v FF VV
F F V VVV Y
t
solucitn

(A=B)A~B==~A =T, enconsecuencia el argumento es vilido .

Meétodo 2 ( Utilizando las propiedades de las operaciones légicas }

(A=BaA~-B=>~A =((~-AvB)r~B)=-~A
s~[(~Aa~B)v(BA~B)]=A

~[(~(AvB)v ¢c]=A

~[~Anr~B]=A

~[~-AA-B]lv~-A

(AvB)v-~A

={Av~A)vB

=TvB

=T.

W

2.~ Si camina entonces no estd descompuesto .
Si no estd descompuesto entonces me lo llevo .
Me lo llevo y camina .

No estd descompuesto

Solucion
Sean : P =camina, Q = noestd descompuesto, R = me lo llevo,
entonces la forma reducida es

P=0Q

Q=R

R~APF

Q
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La tabla de verdad asociada es :

1 2 1 4 3 3

PQR [(P=Q)A(Q=R)JA(RAP)=Q
VVY Vv vV Y v v Vv
VVF v F F F F V
VFV F F v F ¥V v
VFF F F V F F V.
FVVv v v vV F F v
FVF Vv F F F F V
FFV vV v V F F V
FFF \ vV v F F V
.T

solucion

esdecir [(P=Q)A(Q=R)]Ja(RAP)=Q=T, por lo qye el argumento es valido (el
mismo resultado se obtiene si se utilizan las propiedades del dlgebra de proposiciones ) .

3.- Si ladra entonces no es tigre
5i no ruge entonces ladra .
ladra .
no ruge

Sean : A = ladra, B=no es tigre y D = no ruge, la representacion es :

A=B

D=aA

- —

D

la tabla de verdad correspondiente es

| 2 1 3 1
ABD [(A=B)A(D=A)] n A=D
VVV WV Vv ¥ vV ¥
VVEF Vv . % ¥ F
YEV F F Vv F V
VEF F F V E__¥
FVV v F F F V
FAE L V. ¥ F ¥
FFV v F F F oV
FFE vV vV _V F N

Esta tabla no corresponde a una tautologia, por lo tanto el argumento no es valido.



APENDICE | LOGICA ELEMENTAL 186

1.3.2. Reglas de Inferencia

Es conveniente notar que la forma o estructura légica de una grén cantidad de argumentos
es la misma, esto es importante ya que el contenido de las proposiciones puede no tomarse
en cuenta . Si la estructura l6gica correspondiente es una implicacién légica, entonces se dice

que tenemos una regla de inferencia .
A continuacién establecemos las reglas de inferencia més comunes .

1.- Regla de separaci6bn ( 6 modus ponendo ponens, que significa modo de afirmar

afirmando ).
P=Q
P

Q
La representamos por MPP.

2.- Regla de la cadena de inferencias ( o silogismo hipotético ) .
P=0Q
S=R
P=R
en lo sucesivo se representara por SH .

3.- Regla conjuntiva .
P

5%
PAaQ

se representa por RC .

4.- Regla de simplificacién disyuntiva ( 6 modus tollendo ponens ).

PvQ PvQ
~P , simultineamente ~Q
Q P

se representa por MTP .

5.- Regla contrapositiva ( modus tollendo tollens ) .
P=0Q
~Q

~F
esto significa modo de negar negando y se representa por MTT .
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6.- Regla de simplificacién conjuntiva .

PAQ equivalentemente PaAQ

P Q
la representaremos por RSC .

7.- Regla de adicion.

[J
PvQ
la representaremos por RA .
Ejemplos
1.- Demostrar D si
l-A=D
2-B=A
3-B

Solucion
Una manera de hacerle es la siguiente

1-A=D 1-A=D
2-B=A MPP (2,3} 4-A MPP (1,4) 5.-D
3.-B

2= Demostrar A si:
1-BACADAE

2-BAE

3-CAD=~-~-A

4-B=CnAD
Solucién
1-BACADAE DN(@3 5-CAD= A SH(45)7-B= A MPP(7,6) B.- A.
2-BAE SC(2) 6.-B 6-B
3-CAD=--A 1.-BACADAE 1-BACADAE
4-B=CaAD 4-B=CaD

Observe que no siempre es necesario utilizar todas las hipétesis .

3.- Demostrar P » =R si

1.- QaA~R
2- 5= R
3-~5=P

4.-~R
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Solucidn

1.-Q an~R SC(1) 5-~R MPP(36) 7.-P RC(75 B-Pa ~R.
2-5=1R MTT(2,4) 6--~5 5--R

3--5=F FJ-=-5=P

4.-~R 4--~R

4.- Demostrar A si

1.- ~B
2- ~C=B
3.-— C b Mo D =2 A
4~ ~~-D
Solucidn
1--B ' MTT{2,1) 5-C
2-~C=B LDN(4) 6--~D RC(5,6) 7.-C ~ ~D MPP(3,7) 8.-A
3J- Cwv~D=A 3-Chr~D= A 3-Chr~-D=A
4,-~~-D
5.~ Demostrar E si
1-AaD
2-C=~D
3-CwvB
4-Bv A=E
Solucién
l-A~D RSC{1} 7-A  MTP(36) 8-B RC(7.8) Y-A~B MPP(4,9) E
2-C=~D MIT(25)6.-~C §-BrA=E 4-BrnA=E
3-CwvB 3.-CwB T-A
4-B~ A=E 4.-B ~» A =E
5-D

6.~ Demostrar A ~ D
5i

1-( B=C}AD
2-C=A
3-(B=C)= A
4-D

Solucion
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1-(B=C)aD RSC(1) 5- B=C MPP(3,5) 6.-A RC(64) 7-AAD
2-C=A 3- (B=C)= A 4- D

3-(B=>C)=A 4- D

4-D

Note que es posible prescindir de algunas hipétesis, en este caso 2. y 4, observe también que
la conclusién se obtiene directamente de 4.-y RC.

7.= Demostrar C A D si

1-AvB=C
2-AvB
3-=~D=~(AvB)
Solucifn :
1-AvB=C MPP(1,2) 4-C
2-AvB MTT(3,2) 5-D RC(4,5) 6.-CaD.

3-~D=~(AvB)
Note que una premisa se puede utilizar varias veces ,

8.- Demostrar T A M si

l=~R=N
2- N=TaM
3-R=-~5
4- 5
Solucion
l-~R= N SH(1,2) 5-~-R=T~~M MPP56)7-TAM.
2-N=T~M MTT(3,4) 6.- -R
3-R=-~5
4- 5
EJERCICIOS

I.- Traduzca cada uno de los siguientes razonamientos a la forma simbélica y empleando
reglas de inferencia, verifique la validez de cada uno de ellos, también puede emplear
equivalencia logicas .

1.- Pablo y Sergio son de la misma edad 6 Pablo es mayor que Sergio, si Pablo y Sergio son
de la misma edad, entonces Laura y Pablo no son de la misma edad . Si Pablo es mayor que
Sergio, entonces Pablo es mayor que Pilar. En consecuencia, 6 Laura y Pablo no son de la
misma edad o Pablo es mayor que Pilar .

2.- 5i el mercado es libre, entonces un vendedor no puede alterar los precios . Si un séle
vendedor no puede alterar los precios, entonces hay muchos vendedores, no hay muchos
vendedores, luego el mercado es libre .
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3~ Juan opina que no es rojo. 5i no fuera verde y Juan opinaria que es rojo, entonces no
seria rojo . Pero es rojo . En consecuencia es verde

4.- Si el negro gana, entonces el blanco o el bayo avanzan, Si el blanco avanza, entonces el
negro no avanza. Si el tordillo avanza, entonces el bayo no avanza. En consecuencia si el
negro gana, €l tordillo no avanza .

Il.- Generalice las siguwientes reglas de inferencia .
1.- Conjuntiva .

2.- Adicion .

3.- Silogismo hipotético .

I1l.- Verifique que cada una de las reglas de inferencia es una tautologia .
a ) Por medio de una tabla de verdad .
b) Utilhizando equivalencias ldgicas .

IV.- Demuestre lo que se pide en cada uno de los siguientes raciocinio, utilice las reglas de
inferencia y en caso de que la conclusion no sea la correcta, corrijala .

1.- Demostrar ~ B. 2.- Demostrar D, 3.- Demostrar O,
1-A=8 l-{AvB)=D 1l-AAE =BaDAF
2-D 2- C= AvB 2-BAaD~AaF =C
3-Pv(Q . O i-A~E

4-(PvQ)=A

4.- Demostrar [, 5.- Demostrar ~ 5 6.- Demostrar Ewv F.
l1-R=0Q 1.-F |-~-C= E«F
2-0Q = A 2=-P=-0Qn~R 2-AvwC=-C
I-(PvAYA D 3--Q=-5 3-AwC

4~ A
7.- Demuestra: - Pwv—= 5  8.- Demuestra A 10.- Demuestra P v Q
1-Q l---B= AR l-R=~-~(PvQ)
2-~Q=R 2-BnrA 2---R
3-R=-5 - B 3- It
11.- Demuestra - D 12.- Demuestra - P T 13.- Demuestra B AF
1=--A = -B 1 -P=Q~-R -4 D
2-D =B 2--R=-5 2 A =B AC
3~ -A 3--5=2--PaT i- E
14.- Demuestra - & 15.- Demuestra A 16.- Demuestra A
1-~(PvQ) L~ BT l<<RAD
2- Q=T 2=--D=A 2-=UnD=ArD

3-D = -0 3-C=8
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17.- Demostrar A
1--A=8B
2-~B~D
3-D=Awv(C

20.- Demuestra D v E
1~ A= (<D =E)

2-B=E
3- A =-E

23.- Demostrar Q ~ -~ P

1.-N=QO
2=-F=0

18.- Demostrar M

l-~-R=NaR
2=-N=TrM
A-R=]AR
4.- ~]

21.- Demostrar C~B
1-B= A v
2-AvC=D
J~C=<B=D)
4-B

24.- Demuestra Qv 5

l=~-PvQ
2- P
3A-~R«+v5

4- R

19.- Demuestra — X
=X _a¥A £

- =W
F--WaY

22.- Demostrar NvM

l-FP=T~M
2=-PaAT
I-TAaM—=N

V.- En cada una de las sipuientes expresiones establecer la conclusion adecuada
para que el argumento sea valido .

a) A~B
B

b)A=8B
B=D
E=A
D=F

P=-Q

d-Qj'::hR

R =5

5 =-P
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Matematicas fundamentales

A.2.1 Geometria

FIGURAS PLANAS

Nombre Perimetro Area E_'istlﬂ
.ﬁ—bh a e

Triangulo P=a+b+c ) ¥

0

Circulo P=2nr A=nr? @

A—llﬂ' =m

Sector de circular P=2r+m =i 5 r E

‘ ]

Rectingulo P=2(a+h) A =ab =

Paralelogramo P=2(a+h) A =bh .; N "-.
1 =
Trapecio P-=a+b+c+d A EER ?’ o Eﬂ
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CUERPOS SOLIDOS
Nombre Area Volumen F:
Cono Atznrqllrz-i-h: +nr? y’:lﬂrlh I
3

Cono circular, recto
truncado

Cilindro

Esfera

Casquete de esfera de
radio R y altura h

A, =n(a® +b?) + nc(a+b)

A=2nri+2nrh

A =4H’F:

AT:nr7+2nrh

'\f:—;—n h(a® + b? +ah)

V=nrih

h
V= rh‘[n-—]
2 3

=]

=

e

A.2.2 Algebra
LEYES DE LOS EXPONENTES
1 1
a"=—; Ya=am |
al'l
1. a"a" =a™" R gt
am

En particularsin=m = a’=1]

4, [@n ='~E"a_“:a*; i En particularsi n=1 = ﬁ:a;‘
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FACTORIZACION

T —
. ¥

!.JI

a+2ab+h'=(ath)
%" +x(a+b) +ab= {x+a)(x +b)
a” —3a’b+Jab" - b =(a-bY

2. a’-b’ =(a+b)a-b)
4 a'+3a'b+2ab> +b =(a+ b))’
B @ —h = [a—b](aﬁ +ab+b"]

7.a 1 b =(a+ b_:l(-d" - ab 4 11:]
1 i ol mF o N no4 i n 2 nod
S_x_}rzixn__:“.-n}lllr- +xn},n + 5 v \n"'"‘;n"}"“ + +"§} n +}.n
. _— . AR
DIVISIBILIDAD DFE LAS FORMAS e
a _b— o es divisible para todan; ol - es divisible sinoes impar
a-b a+b
L. -_-b— . es divisible s1noes par * D C nunea es divasible
a-+b a-b

BINOMIO DE NEWTON ( n entero positivo)

Ea'ﬁ |b+n_[l}_ ]}dn _"b
! 2!

1 » AN =N =2) aoaps,

(a+b)"=a"+ 3

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

El logaritmo de base (a), de un numere N, es el exponente al que hay que elevar la base a, para

oblener el numoere N,
a* =N, xes ol logaritmo de base (a) del numero N oy se esenbe x = loga N

e =M, yesel logaritmo en la base natural (2) del numero M y se esonbe y = In M

b

- log, (xy) =log, x+log, ¥ .

o

Ic-g,[%] =log, x-log,y.

3. log, x" =nlog, X:

log, =
4. Iug.(':.";]—- g:; =
5. mg_N:::—r:.

cualquiera y viceversa,

In{xy) =Inx +Iny
-|r b

In'| EJ =lnx-Iny
vy

Inx" =ninx

in¥x) - 2%

Farmula para cambiar loparitmos expresados on la base natural o, a otra base a
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Inb 3
6. log, N= Flng,, N , Firmula para cambiar el logaritmo de base N, expresado en una base b, a otra
d

base a,
Sia* =N, enlonces, x=log, N y a*t"= N
Sier =M, entonces, y=InM  y ™ =M

A .2.3 Trigonometria

VALORES MAS COMUNES DE LAS FUNCIOPNES TRIGONOMETRICAS

Funciones trigonométricas para dngulos de mayor frecuencia

Las funciones de 300 y 600 g0 determinan usando ol triangulo

Las funciones de 437 se delerminan usando ol trigngulo

¥

Fara las funciones de %¥ y sus multiplos s¢ usa ol circulo unitario o trigonométrico

¥

Para convertir ae grados a radianes y viceversa se usa la relacion de -
equivalencia 180 =5

n
1. Para convertir x grados a radianes, multiplicar x por el lactor m

[ i L £ 1
2. Para convertir” y, radianes * a grados, mulliplicar y por —
T

Longitud de arco de un segmento circular de radie r por. l=rd
(8 en radianes)

Grados L] 30 a5 &0 90 | 180 | 270 | 36D
Radianes i) n/6 n/d '3 nf2 T In/2 | In
Seno { 1/2 ‘.E!a'z ﬁfz 1 0 -1 1

Coseno 1 J3 r,n’g J2 ;’2 1/2 0| =1 i 1
Tangente 01 Jf3/a 1 NE) s 0 o t
Cotangente | = Ja 1 _'r -.:E_,r"a 0 2 1] =
Secante 1 243/3 | 42 2 g L 13 ot

Cosecante s 2 \E 2 \.ﬁf"lll | x =1 a0
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LEYES TRIGONOMETRICAS

Teorema de Pitigoras o* = o’ + b?

Ley de los senos ? = B e

sena

Ley de los cosenos ¢’ = a’ + b? - 2abcosy

Relaciones trigonométricas

s8N a = :
CsCo

Relaciones pitagoricas

senio+oosia=1;

Relaciones de dngulo doble
sen’ o :-;*{1 - cos 2a) |

sen 2o = 2sena cosa ;
2tan o

tan 2o = ——+——
1-tan‘a

Sumas trigonomeétricas

senc tsenp=2 sen%{u tﬂ}ms%{utﬁ} ;

COSa —cosf}=-2 san%[a+ ﬁ]sen%{u -

sen(o + [

fan o ttan fi =
3 cosacosfi

sen P - ;EI'I'[.I'

l+tanta=ssecia;

cosa
sena |

1+oblla=csclio

1
cos’ = §[1+ cos 2a) ;

cos2a = cos‘a —sen’a ;

cotfa -1
200t o

cel 20 =

cos =2 EDS—;-[U. +|}]cn5%{{1—15}

senfa + f)

cot atcol f=+
senao senfi
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Productos trigonométricos

senao senfl = %[ms{m - B) - cos(x + p)| senaCcosf = %[san{u - B) +senfo + ﬂ}]

coscsenp = %[sen[a. +B) - sen(o. - B COS & COS ) = %[cas{u - B) + cos(a + p)]

Relaciones de suma de dngulos

sen(w + f) =sena cosfi + cosasenf cos{a t f) =cosacosfl £ senasenp
tano + tanp cotacotfi+1
tan(e £+ fj= ———M oot ek s
e Sy ool D) = P oota:

A.2.4. Geometria analitica

LA RECTA
i 2
d= J(Xz == I,} + [}‘2 - jl'i] Distancia entre dos puntos
m= ¥z - ¥,
= —-'—x? g Pendiente de un segmento de recta que pasa por dos puntos

1
y=mx+b Ecuacidn normal de la recta
¥-y,=m (I - I,} Ec. de la recta con pendiente m y que pasa por un puntc (x,y1)
Ax+ BF +C=0 Ecuacidn general de la recta

La circunferencia
2 2 ]
{X - h} - {j‘ - k} =r Eruacion cartesiana de la circunferencia de radio r, con centro en (h k)

X * ¥ T Dx+Ey+F =0 Ecuacitn general de la circunferencia

Secciones conicas
La parabola

Excentricidad e=1

2
{X ™ h] =4p {! = k] Marabola vertical con vertice en (hk) v ramas hacla arriba

i
I:K o I'!} = - d4p {‘f = 'll} Farabola vertical con vertice en (b k) v ramas hacia abajo
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(y-K)" =40 (x-h)
(y-K)* =~ 4p (x- )

La elipse

o) oK)

= b 1
(v-K)'  (x-h)°
= + b7 =1
La hipérbola
(=) (y-K)
a?  p? i
(-1 e

I"arabola horezontal com verbs coen (k) W FArSS haeta lin derec ha

Parabola horrgontal con verbioe on (b k) ¥ [AMNAS hawia la I.Z'i-|l..ill."l.'|.id

Cc
Excentrividad 8=—<1
da

Za longitud del oje mayor
Ib lonpited del eje menor
2 distans i entre los foces

Flipse conentrsen (h k by el e foral paralelo al v x

Elipse con controoen (b, k3 y ol eje toval paralelo al epe y

L
Fxcentrividad 8= — =1
a

Za lomgitied el epe lransverso
b Jongitud del epe vonjugado

2o distanuia entee los foros

) 2 2 !
£” =a° + b Fovas sobre el eje transverso

Hiperhola con centro en (hok) v el epe fowal paralela al vje s

Hipdérbsela con ventee en (th by ol ogo focal paralelo al ope y
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A.2.5. Derivadas

Derivadas elementales

Siou=u(x), v=vi(x), w=wx)

1. ﬂ:—) =0; C es una constante 2 %u;! =k C—IH- ; k es una constanto
dx dx dx
3_ @M:d_u dv d_'W 4 d{uv} +Ud_u
dx dx dx dx dx dK dx
vdu uci'u
3 )
5 ilﬂ]:u 6. L(uw)-nu '
dx '\ v vl dx dx
7 E-(e”]:e”d—u B. M:MEE ; regla de la cadena
dx dx dx dx dx
d du d 1 du
9 —|a'|=a"(na)— 10 —( | =——
dx( ] ( }dx dx{ nu} u dx
11. i(u"}:n.ru" 3 d—u+ M In|.|E1"lr 12, i(s.enu}ra::c::suﬂ—u
dx dx dx dx dx
d du d du
13. —(cosu)=- senu— 14, —(1an u)=sec®y—
-::Ix[ } dx l:l:u:II } dx
15, —Er[cotu} N 16. E—{secu) = secu tanu 3%
dx dx dx
17. i[4::5-::u]. - - cotuescu Y 18, 2 ——{arcsenu) = ——— d_u
dx dx dx .j_
d 1 du 1 du
19, —|arccosu) = - — 20, —(arctanu =L
dx[ ) J1-y? dx ( J= u? +1dx
d 1 du d 1 du
21. —(arccotu)=- f— 22 -——[arcsecul= e
dxl: ) u® +1dx L‘II[ ) uvu? -1 dx
23, i{:art:,::.sr:,a.l}: & st
1'-1! u uz _1 'EI.K

Derivadas de las funciones hiperbélicas

1 i 1 . > (R E- i
5&nhu=5(«e"—e ”} mshu:i{e +e ) lanhu=Eu+E_u
24 4 — (senhu) = coshu— = 25. i(f.:::ush u) = senhu ¥
dx dx dx dx
26. A (tanhu) = sea:t‘."’t.:-':lH 27. 4 (cothu) = - esch’u N
x dx dx dx
28. i(sechu} = - sechu tanhu du 29. i{ﬂsc hu) = - cschu cothu Al

dx dx dx dx
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