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Prefacio

El objetivo de un primer curso de cdlculo es ensefiar a los estudiantes los con-
ceptos fundamentales de derivada e integral, y las técnicas basicas y aplicaciones
relacionadas con ellas. Los alumnos muy inteligentes, con aptitudes obvias para
las matemadticas, requerirdn en seguida un curso sobre funciones de una variable
real, mas o menos como lo entiende un matematico profesional. Este libro no se
dedica a ellos de manera especial (aunque espero que con él tendran una buena
introduccién a temprana edad).

No he escrito este curso en el estilo que hubiera usado para una monografia
avanzada, o para temas sofisticados. Uno escribe una monografia avanzada para
si mismo, porque quiere dar forma permanente a la visién particular de alguna
parte bella de las matemadticas-que de otra manera no seria accesible, algo pare-
cido a cuando un compositor escribe su sinfonia en notacién musical.

Este libro estd escrito para los estudiantes a fin de darles acceso inmedia-
to y agradable al tema. Espero haber logrado un equilibrio adecuado entre el
tiempo excesivo dedicado a los detalles particulares y la insuficiencia de ejercicios
técnicos necesarios para adquirir la familiaridad deseada con el tema. En todo
caso, para un primer curso no son adecuados ciertos habitos rutinarios de los
matematicos sofisticados.

Rigor. Esto no significa que deba abandonarse el llamado rigor. El desarrollo-
légico de las matemdticas en este curso, a partir de los axiomas mas basicos, se
da a través de las etapas siguientes:

Teoria de conjuntos Nimeros (i.e. nimeros reales)
Enteros (nimeros completos) Limites
Nimeros racionales (fracciones) Derivadas y subsecuentes.

Nadie en su sano juicio sugiere que se deba comenzar un curso con teoria de
conjuntos. El mejor lugar para entrar al tema es entre limites y derivadas. En
otras palabras, cualquier estudiante est4 preparado para aceptar como intuitiva-
mente obvios los conceptos de niimeros y limites y sus propiedades bésicas. La
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experiencia muestra que los estudiantes no tienen la base psicolégica adecuada
para aceptar un estudio tedrico de los limites y se resisten de manera formidable.

De hecho, sucede que se puede tener lo mejor de ambas ideas. Los razo-
namientos que muestran de qué manera se pueden reducir las propiedades de
los limites a las de los ntiméros forman un conjunto completo en si mismo. En
términos 16gicos su lugar es antes del tema de nuestro curso, pero lo incluimos
como apéndice. Si alglin estudiante lo considera necesario, basta que lo lea
como si fuese el capitulo 0. En ese caso, todo lo que sigue es tan riguroso como
cualquier matematico pudiera desear (al menos en lo que respecta a los objetos
que tienen una definicién analitica). No es necesario cambiar ni una palabra
en ninguna demostracién. Espero que esto termine de una vez con las posibles
controversias acerca del llamado rigor.

La mayoria de los estudiantes no lo consideran necesario. Mi opinién es que
la épsilon-delta deberfa quedar completamente fuera de un curso ordinario de
calculo.

Lenguaje y légica. No se suele reconocer que algunas de las principales
dificultades al ensefiar matematicas son andlogas a las de la ensefianza de una
lengua extranjera. (Las escuelas secundarias son las responsables de esto. Un
entrenamiento adecuado en las escuelas secundarias eliminaria por completo esta
dificultad.) Por ello, he hecho un gran esfuerzo por guiar verbalmente al estu-
diante, por decirlo asi, en el uso de un lenguaje matemdtico apropiado. Me
parece fundamental que se exija a los estudiantes que escriban sus trabajos de
matematicas en frases completas y coherentes. Una gran parte de sus dificulta-
des con las matematicas surge del uso cadtico de los simbolos matematicos y de
férmulas aisladas de frases con sentido y de cuantificadores apropiados. Se debe
exigir que los trabajos sean limpios y legibles, y que no se vean como si acabara
de brincar del tintero una mosca borracha. Al insistir en niveles razonables de ex-
presioén se producirad una impresionante mejoria en el rendimiento matematico.
Deberé ensefiarse el uso sistematico de palabras como “sea,” “existe,” “para
todo,” “si...entonces,” “por lo tanto,” como en las frases:

Sea f(z) la-funcién tal que ....

Existe un nimero tal que ....

Para todos los nimeros z con 0 < £ < 1, tenemos ....

Si f es una funcién diferenciable y K una constante tal que f'(z) = K f(z),
entonces f(z) = CeX® para alguna constante C.

Conexién. Me parece que no tiene sentido considerar la “teoria” como rival
de las aplicacic;?s’ o de los “calculos.” Este libro trata ambos aspectos como
complementarids entre si. Un teorema nos proporciona casi siempre una herra-
mienta para efectuar cdlculos mas eficientes (p.ej. la formula de Taylor para
calcular valores de funciones). Esté claro que en distintas clases se podran resal-
tar diferentes aspectos, y quiza se omitan algunas demostraciones, pero segiin mi
experiencia, si no se actia con excesiva pedanteria, los alumnos estan dispuestos
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e incluso deseosos de entender las razones que justifican un resultado, i.e. su
demostracién. :

Es perjudicial para los estudiantes aprender cilculo (o para el caso, cualquier
otra rama de las matematicas) con miras a simplemente “conectar” férmulas
prefabricadas. La ensefianza adecuada consiste en hacer que el alumno tenga la
aptitud de manejar un gran nimero de técnicas en forma rutinaria (en particu-
lar, saber c6mo conectarlas), pero también consiste en adiestrar a los alumnos
para que conozcan algunos principios generales que les permitan ocuparse de
situaciones nuevas para las cuales no se conocen férmulas que conectar.

Es imposible en un semestre, o en un afio, tener tiempo para tratar con todas
las aplicaciones deseables (economia, estadistica, biologia, quimica, fisica, etc.);
por otro lado, al cubrir el balance adecuado entre las aplicaciones elegidas y los
principios generales seleccionados se brindara a los estudiantes la capacidad de
manejar por si mismos otras aplicaciones o situaciones.

Problemas y ejercicios resueltos. Para conveniencia tanto de alumnos
como de maestros, en la presente edicion se ha afiadido gran cantidad de pro-
blemas resueltos, y muchos de ellos se han colocado en la seccién de respuestas,
para su referencia. Lo hice asi por dos razones cuando menos. Primera, en el
texto podrian oscurecer las ideas principales del curso. Segundo, es buena idea
hacer que los estudiantes piensen acerca de un problema antes de verlo resuelto.
Seran entonces mds receptivos, y retendran mejor los métodos por haber enfren-
tado ellos mismos las dificultades (cualesquiera que sean, dependiendo de cada
estudiante). Tanto la inclusién de ejemplos resueltos como su ubicacién en la
seccién de ejercicios fueron peticiones de los estudiantes. Desafortunadamente,
con esto entran en conflicto los requerimientos para una buena ensefianza, exa-
minacién y presién académica. Los estudiantes muestran una tendencia de facto
a objetar que les pidan pensar (aunque fallen), pues tienen miedo a ser castiga-
dos con malas calificaciones en las tareas que realizan en casa. Los profesores
pueden imponer grandes exigencias a los estudiantes, o bien, pueden adoptar el
camino del menor esfuerzo y no pedirles sino que pongan nuevos nimeros en un
tipo de ejercicio que ya se ha resuelto (en la clase o en el libro). Me parece que
las condiciones de los exdmenes (tiempo limitado, presiones de otros cursos y
otros exdmenes) hacen dificil (si no es que irracional) examinar a los estudian-
tes con algo mas que los problemas basicos de rutina, pero no concluyo que el
curso debiera consistir exclusivamente en este tipo de material. Algunos estu-
diantes adoptan la actitud de menospreciar el material del curso que no viene en
los exdmenes. Yo me opongo rotundamente a esta actitud, pero no tengo una
solucién global para estas presiones conflictivas.

Organizacién general. No he hecho grandes innovaciones en la exposicién
del cilculo. Es natural que asi sea, pues el tema se descubrié hace mds de 300
afos.
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He reducido la cantidad de geometria analitica a lo que es necesario y su-
ficiente para un primer curso general de esta rama de las matem4ticas. Para
algunas aplicaciones se requiere mds, pero estas aplicaciones son bastante espe-
cializadas. Por ejemplo, si se requieren las propiedades particulares acerca del
foco de una parabola en un curso de Sptica, entonces ése es el lugar para presen-
tarlas, no en un curso general dirigido a matematicos, fisicos, quimicos, biélogos
e ingenieros, sélo por mencionar algunos. Considero como un desafortunado ac-
cidente histérico el tremendo énfasis en la geometria analitica de las cénicas que
ha sido la moda durante muchos afios. Lo importante es que la idea basica de
representar un grafica mediante una figura en el plano sea comprendida en su
totalidad, junto con ejemplos basicos. Deben pasarse por alto las mas abstrusas
propiedades de las elipses, parabolas e hipérbolas.

Se cubren primero la diferenciacién y las funciones elementales; la integracién
se estudia en segundo lugar. Cada tema forma un todo coherente. Por ejem-
plo, en la parte de diferenciacién se presentan tres veces los problemas de ra-
zones de cambio para ilustrar el mismo principio general pero en contextos
de diversas funciones elementales (primero polinomios, después funciones tri-
gonométricas y después funciones inversas). Esta repeticién a intervalos breves
es pedagdgicamente adecuada y contribuye a la coherencia del tema. También es
natural deslizarse de la integracién a la férmula de Taylor, probada con el término
de residuo mediante integracién por partes. Seria un tanto inconveniente romper
con esta secuencia.

La experiencia ha mostrado que los capitulos IIT a VIII constituyen un pro-
grama adecuado para un semestre (diferenciacién y funciones elementa-
les), mientras que los capitulos IX a XIII forman un programa adecuado para
un segundo semestre (integracién y férmula de Taylor). Los primeros
dos capitulos se pueden usar como un rapido repaso para grupos que no estén
particularmente bien preparados.

Me parece que todos estos factores compensan con creces la posible desventaja
de que en otros cursos (fisica, y quizd quimica) se necesite integracién desde el
principio. Esto puede ser cierto, pero también se necesitan los otros temas, y
desafortunadamente el curso ha de proyectarse de manera totalmente ordenada
en el eje del tiempo.

Ademds, estudiar el log y la exponencial antes de la integracién tiene la
ventaja de que nos encontramos con un caso particular y concreto de la situacién
donde hallamos una antiderivada por medio del 4rea: logz es el area bajo 1 /z
entre 1 y z. Vemos también en este caso concreto cémo dA(z)/dz = f(z),
donde A(z) es el drea. Después esto se hace en toda su generalidad al estudiar
la integral. Mas aiin, al haberse utilizado en este caso concreto las desigualdades
que incluyen sumas inferiores y sumas superiores, se comprenden mas facilmente
en el caso geperal. Las clases que comienzan su curso sobre integracién sin pasar
por diferenciacién bien podrian comenzar con la tltima seccién del capitulo sobre
logaritmos, i.e. la wltima seccién del capitulo VIII.

La férmula de Taylor se prueba con la forma integral del residuo, el cual
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se estima de manera adecuada. La demostraciéon con integracién por partes es
més natural que la otra (diferenciar una expresién complicada sacada de quién
sabe ddnde), y es la que se generaliza al caso de dimensién superior. Coloqué la
integracién después de la diferenciacidn, pues, de no ser asi, no se dispondria de
técnicas para evaluar integrales.

En lo personal pienso que los cdlculos que surgen de manera natural de la
férmula de Taylor (cdlculos de valores de funciones elementales, calculo de e,
log 2, célculos de integrales definidas hasta unos cuantos decimales, a los que se
les da poca importancia en los cursos de calculo) son importantes. Esto ya era
evidente hace muchos afios, y es mds patente ahora a la luz de la proliferacién de
las calculadoras de bolsillo. El disefio de dichas calculadoras se basa precisamente
en medios efectivos de célculo que emplean los polinomios de Taylor. Cuando
se aprende cémo estimar de manera efectiva el término de residuo en la férmula
de Taylor se adquiere una excelente idea de las funciones elementales, que no se
podria obtener de otra manera.

También se debe destacar el cdlculo de integrales como

1 . o1,
/ e % dx o / e % dzx
0 0

que se puede realizar con facilidad numéricamente, sin el uso de una forma
sencilla para la integral indefinida. De nuevo, este calculo da una buena idea, que

"no se puede obtener de otra manera, de un aspecto de la integral. Muchos libros.

dan poca importancia a estas aplicaciones en aras de un amplio tratamiento de
las aplicaciones de la integracién a varias situaciones de ingenieria, como presién
de fluidos sobre una presa, principalmente por accidente histérico. No tengo
nada en contra de la presién del fluido, pero se debe tener presente que dedicar
mucho tiempo a algiin tema evita que se asigne a otros el tiempo adecuado. Por
ejemplo, Ron Infante me dice que el calculo numérico de integrales como

lsenz
dz,
0oz

que se efectiia en el capitulo XIII, se presenta con frecuencia en el estudio de
redes de comunicacién, en relacién con ondas cuadradas. Cada profesor debe
usar su criterio para elegir el tema que deberia enfatizar, a costa de otros.

Los capitulos sobre funciones de varias variables se incluyen para clases que
puedan avanzar a mayor velocidad, y, por lo tanto, que tengan tiempo para
estudiar material adicional en el primer afio. En circunstancias ordinarias
no se cubrirdn estos capitulos durante un curso de primer ano. Por
ejemplo, no se cubren durante el curso de primer ano en Yale.

Induccién. Pienso que durante el primer curso de célculo se estd en un buen
momento para aprender induccién. Sin embargo, al tratar de ensefiar induccién
sin haber encontrado primero ejemplos naturales, se afrontan grandes dificultades
psicolégicas. Por lo tanto, durante la parte de diferenciacién no he mencionado
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formalmente la induccién. Cuando surge una situacién donde se puede usar
induccién he realizado procedimientos por pasos para ilustrar el procedimiento
inductivo. Después de suficientes repeticiones, el estudiante esta listo para ver
un patrén que pueda resumirse mediante la “induccién” formal, que sera ahora
un nombre dado a un concepto que ya se ha comprendido.

Material de repaso. La presente edicién también subraya la importancia
de presentar mas material de repaso. El entrenamiento deficiente en la ensefianza
media elemental es responsable de la mayoria de las dificultades experimenta-
das en el nivel medio superior. Estas dificultades no se deben al problema de
comprender el calculo sino a la incapacidad de manejar el algebra elemental.
Gran parte de los estudiantes no pueden dar de manera automética el desarrollo
de expresiones como

(a+b)%, (a-1b)?, o (a+b)(a-0).

Las respuestas se deben memorizar como las tablas de multiplicar.
Memorizar de rutina estas férmulas bésicas no es incompatible con aprender los
principios generales: es complementario.

Para evitar malas interpretaciones, deseo afirmar explicitamente que la pobre
preparacién de tantos estudiantes de ensefianza media elemental no se puede
atribuir a las “nuevas matematicas” versus las “matemadticas antiguas”. Cuando
comencé a ensefiar célculo como estudiante graduado en 1950, hallé que la ma-
yoria de los alumnos de primer afio de los colleges estaban mal preparados. Hoy
dia se halla sdlo cierto niimero (es dificil medir cuéntos). Por otro lado, un grupo
.de tamaiio definido, de los mejores, ha tenido la oportunidad de aprender algo de
célculo, incluso hasta por un afio, lo cual hubiera sido inconcebible en tiempos
anteriores. Por mala que sea la situacién, hay, sin embargo, una mejoria.

Deseo agradecer a mis colegas de Yale y a otros mds antiguos el haber suge-
rido mejoras al libro: Edward Bierstone (University of Toronto), Folke Eriksson
(University of Gothenburg), R. W. Gatterdam (University of Wisconsin, Par-
kside), y George Metakides (University of Rochester). Agradezco a Ron Infante
su ayuda con la revisién de galeras.

Mi reconocimiento también para Anthony Petrello por verificar los ejemplos
resueltos y las respuestas en las ediciones anteriores.

S. Lang
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CAPITULO |

Numeros y funciones

No es posible probar todo cuando se comienza el estudio de cualquier tipo de
matemaéticas. Cada vez que introducimos un nuevo concepto debemos definirlo
en términos de un concepto cuyo significado ya conocemos, y es imposible conti-
nuar por siempre estas definiciones de manera regresiva. Asi que debemos escoger
un punto de partida, lo que suponemos conocido, y lo que deseamos explicar y
probar en términos de lo supuesto.

Al principio de este capitulo describiremos la mayoria de las cosas que supon-
dremos conocidas para este curso; en realidad, es muy poco. A grandes rasgos,
suponemos que se sabe acerca de niimeros, suma, resta, multiplicacién y divisién
(entre nimeros distintos de 0). Recordaremos las propiedades de las desigual-
dades (cuando un nimero es mayor que otro). En algunas ocasiones daremos
por conocidas ciertas propiedades de nimeros con las que quizd no se hayan
encontrado antes y que siempre deberan precisarse. Para los interesados, en el
apéndice se proporcionan las demostraciones de estas propiedades.

I, §1. ENTEROS, NUMEROS RACIONALES Y NUMEROS REALES

Los niimeros mds comunes son los nimeros 1, 2, 3,... que se llaman enteros
positivos.
Los nimeros —1, —2, —3,... se llaman enteros negativos. Cuando que-

remos hablar de los enteros positivos junto con los enteros negativos y el 0,
los llamamos sencillamente enteros. Asi los enteros son 0, 1, —1, 2, -2, 3,
-3,....

La suma y el producto de dos enteros también son enteros.
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Ademais de los enteros tenemos fracciones, como %, -5.;, —8 — 27 igr

que pueden ser positivas o negativas, y que se pueden escribir como cocientes
m/n, donde m, n son enteros y n no es igual a 0. Dichas fracciones se llaman
nimeros racionales. Todo entero m es un nimero racional, pues se puede
escribir como m/1, pero, por supuesto, no es cierto que todo nimero racional
sea un entero. Observamos que la suma y el producto de dos niimeros racionales
también son numeros racionales. Si ¢/b y m/n son dos niimeros racionales (con
a, b, m, n enteros y b, n distintos de 0), entonces su suma y su producto estin
dados por las férmulas siguientes, que conocen desde la escuela elemental:

am _am

bn bn’
a m _an+bm
b n - b

En esta segunda férmula simplemente pusimos las dos fracciones sobre el deno-
minador comin bn.

Podemos representar los enteros y los nimeros racionales de manera geo-
métrica sobre una recta. Primero seleccionamos una unidad de longitud. Los
enteros son los miltiplos de esta unidad, y los nimeros racionales son partes
fracionarias de esta unidad. En la recta a continuacién hemos trazado algunos
niimeros racionales.

t
-2 -1 -

0

i
T

2

1

ol
it
LA

Observen que los enteros y niimeros racionales negativos estan a la izquierda del
cero.

Finalmente, tenemos los niimeros que se pueden representar mediante de-
cimales infinitos, como v2 = 1.414... o 7= = 3.14159..., y que se llamardn
nimeros reales o simplemente niimeros.

Los enteros y los niimeros racionales son casos particulares de estos decimales
infinitos. Por ejemplo,

3 = 3.000000...,
y

3 =10.7500000.. . ,

1=10.3333333... .
Vemos que puede haber muchas maneras de denotar el mismo niimero, por ejem-
plo, como la fraccién % o como el decimal infinito 0.33333.... Hemos escrito

los decimales con puntos suspensivos al final. Si detenemos el desarrollo decimal
en cualquier lugar dado, obtenemos una aproximacién al nimero. Cuanto mds
lejos detengamos el decimal, mejor aproximacién obtendremos.

Es fécil hallar el desarrollo decimal para una fraccién mediante el proceso de
divisién que conocen desde la escuela elemental.

I, §2] DESIGUALDADES 5

Ma3s adelante aprenderemos a hallar desarrollos decimales para otros nimeros
de los cuales quiz4 ya hayan ofdo hablar, como 7. Probablemente les han dicho
que m = 3.14... pero no les dijeron por qué. En el capitulo XIII aprenderan a
calcular un nimero arbitrario de lugares decimales para = .

Los niimeros se representan geométricamente como la coleccién de todos los
puntos sobre la recta, no sélo aquellos que son una parte racional de la unidad
de longitud o un muiiltiplo de ella.

Notamos que la suma y el producto de dos niimeros son niimeros. Si a es un
nimero distinto de cero, entonces hay un nimero tnico b tal que ab=ba=1,
y escribimos

b= o b=a

SR

Decimos que b es el inverso de a, o “a inverso.” Hacemos énfasis en que la:
expresién
1/0 o (1 no estd definida.

En otras palabras, no podemos dividir entre cero, y no atribuimos significado
alguno a los simbolos 1/0 6 0-1.

Sin embargo, si a es un nimero, entonces el producto 0 - a estd definido
y es igual a 0. El producto de cualquier ntiimero por 0 es 0. Mas aln, si b
es cualquier nimero distinto de 0, entonces 0/b estd definido y es igual a 0;
también se puede escribir 0 - (1/b).

Si @ es un nimero racional # 0, entonces 1/a también es un nimero racional.
En efecto, si podemos escribir a = m/n, con enteros m y n ambos diferentes
de 0, entonces

Q|
3=

también es un ndimero racional.

I, §2. DESIGUALDADES

Ademas de la suma, multiplicacién, resta y divisién (entre nimeros distintos de
0), estudiaremos ahora otra importante caracteristica de los ntimeros reales.

Tenemos los niimeros positivos, representados geométricamente sobre la
recta por aquellos niimeros distintos de cero que estin a la derecha de 0. Si a
es un nimero positivo, escribimos a > 0. Sin duda ya habran trabajado con
nimeros positivos y con desigualdades. Las dos propiedades siguientes son las
mas bésicas acerca de la positividad.

POS 1. Si a y b son positivos, entonces también lo son el producto ab y la
suma a+b.

POS 2. Si a es un niimero, entonces a es positivo, 0 a =0, 0 —a €s posi-
tivo, y estas posibilidades son exclusivas entre si.
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Si un nimero no es positivo y no es 0, entonces decimos que este nimero es
negativo. Por POS 2, si a es negativo, entonces —a es positivo.

Aunque ya sepan que el nimero 1 es positivo, de hecho se puede p??bar a
partir ‘de nuestras dos propiedades. Quiza les interese ver la d?mosttaclon_, que
va como sigue y es muy sencilla. Por POS 2 sabemos que 1 6 —1 es positivo;
si 1 no es positivo, entonces —1 es positivo. Por POS 1 se deduce entox}ces que
(=1)(-1) es positivo, pero este producto es igual a l En consecuencia, es el
1 el que debe ser positivo, no el —1. Usando la propiedad POS 1,‘p‘odr1amos'
concluir ahora que 1+ 1 = 2 es positivo, que 2+ 1 = 3 es positivo, y asi
sucesivamente. _ .

Si a > 0, diremos que a es mayor que 0. Si queremos decir que a es
positivo o igual a 0, escribimos

a>0
y esto se lee “a es mayor o igual que 0.” o

Dados dos niimeros a y b, diremos que ¢ es mayor que b y lo escribimos
a>bsia—b>0. Escribimos a < 0 (a es menor que 0)si —a >0y a<b
si b>a. Asi, 3> 2 porque 3—2>0. )

Escribiremos a > b cuando queramos decir que a es mayor o igual que b.
Asi, 3> 2y 3 > 3 son desigualdades verdaderas.

Hay otras reglas vélidas acerca de las desigualdades.

En lo que sigue, sean @, b y ¢ nimeros.

Regla 1. Sia>b y b> c, entonces a > c.
Regla 2. Sia>b y c> 0, entonces ac > bc.
Regla 3. Sia>b y ¢ <0, entonces ac < be.

La regla 2 expresa el hecho de que se preserva una dgsigualdad multiplicada
por un nimero positivo. La regla 3 dice que si multiphc‘amos ambos. lad.os de
una desigualdad por un nimero negativo, entonces la desigualdad se invierte.
Por ejemplo, tenemos la desigualdad

1<3

Como 2 > 0, tenemos también que 2-1 < 2-3. Pero —2 es negativo y, si
multiplicamos ambos lados por —2, obtenemos

-2 > —6.

En la representacién geométrica de los niimeros reales sobre la recta, —2 estd a
la derecha de —6. Esto nos da la representacién geométrica del hecho de que
—2 es mayor que —6. -

Si desean, pueden dar por supuestas estas tres reglas, como lo hicieron con
POS 1y POS 2; todo esto se usa en la practica. Sucede que las tres reglas se
pueden probar en términos de POS 1y POS 2. Ahora bien, no quemos dar
por supuestas todas las desigualdades que se encuentrer{ en la praf:tlca, por lo
cual, sélo para mostrar algunas técnicas a las cuales conviene recurrir para otras

v
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aplicaciones, mostraremos c6mo se pueden deducir estas tres reglas a partir de
POS 1y POS 2. Si desean pueden omitir estas (breves) demostraciones.

Para probar la regla 1 se supone que a > b y b > ¢. Por definicién, esto
significa que (a—b) > 0 y (b—c) > 0. Usando la propiedad POS 1, concluimos
que :

a—-b+b-c>0,

y cancelando b nos da (a—c) > 0. Por definicién, esto significa que a > ¢, como
debia demostrarse.

Para probar la regla 2 se supone que a > by ¢ > 0. Por definicién,

a—56>0.

Y usando la propiedad de POS 1 respecto al producto de niimeros positivos,
concluimos que . ]

. (a=b)c> 0!
El lado izquierdo de esta desigualdad no es otro que ac— be, que es por lo tanto
> 0. De nuevo por definicién, esto nos da s

ac > be.

Dejamos la demostracién de la regla 3 como ejercicio.
Damos un ejemplo para mostrar cémo usar las tres reglas.

Ejemplo. Sean a, b, ¢ y d niimeros con ¢, d > 0. Suponer que
a b ‘
<7
Deseamos probar la regla de la “multiplicacién cruzada”

ad < be.
Usando la regla 2, al multiplicar por ¢ cada lado de la desigualdad original,
obtenemos
a < be/d.
Usando de nuevo la regla 2 y multiplicando cada lado por d obtenemos
ad < be,
segin se deseaba.
Sea @ un nimero > 0. Entonces existe un niimero cuyo cuadrado es a. Si
b? = a observamos que
(=b) =¥
también es a, de modo que b o —b es positivo. Acordamos denotar por 1/a la
raiz cuadrada positiva y llamarla simplemente rafz cuadrada de a. Asi, V4
es igual a 2 y no a —2, aunque (—2)? = 4. Esta es la convencién mds practica
que podemos hacer acerca del uso del signo 1/~ . Por supuesto, la raiz cuadrada

de 0 es el 0 mismo. Un niimero negativo no tiene raiz cuadrada en los nimeros
reales. :
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Asi, hay dos soluciones a una ecuacién
2

?=a
con a‘> 0. Estas dos soluciones son z = y/a y ¢ = —/a. Por ejemplo, la
ecuacién z? = 3 tiene las dos soluciones

z=v3=1732... y z=-/3=-1732....

La ecuacién z2 = 0 tiene exactamente una solucién, a saber, z = 0. La
ecuacién z2 = a con a < 0 no tiene solucién en los niimeros reales.

Definicién. Sea a un nimero. Definimos el valor absoluto de @ como

|a] = V2.

En particular,

la]? = a®.

Asi, el valor absoluto de un nimero siempre es > 0. El valor absoluto de un
nimero positivo siempre es positivo.

|3|=\/3—2=\/§=3,
|-31= V3P = VB =3,

Ademads, para cualquier nimero a obtenemos
| - a| = /(=a)? = Va? = |a|.

Teorema 2.1. Si a es cualquier nimero, entonces
. a si a>0,
la] = .
—a si a<0.

Demostracién. Si a > 0, entonces a es el tnico nimero > 0 cuyo cuadrado
es a2, de modo que |a| = Va2 =a. Si a <0, entonces —a >0 y

Ejemplo. Tenemos

pero

/s (__a)2 - a2,
s .. \ 2
por lo cual, en esta ocasién, —a es el tinico nimero > 0 cuyo cuadrado es a ,
de donde |a| = —a. Esto prueba el teorema.

Teorema 2.2. Si a y b son nimeros, entonces
Jabl = lal bl
Demostracion. Tenemos
|ab] = v/(ab)? = Va?b? = Va?Vb? = || |b].
Como ejemplo, vemos que )
|—6]=1|(-3)-2|=|-3]]2|=3-2=6.

Hay una tltima desigualdad sumamente importante.
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Teorema 2.3. Sia y b son dos niimeros, entonces

la + 5] < |a| + [b].

Demostracién. Observamos primero que ab es positivo, negativo, o bien 0.
En cualquier caso, tenemos

ab < |ab| = |a| [3].
Entonces, al multiplicar ambos lados por 2, obtenemos la desigualdad
2ab < 2|a] |b).
Usando esta desigualdad hallamos:
(a+8)? =a®+2ab+ b2
< a® + 2|a] |b| + b?
= (jal + IB)*.

Podemos extraer la raiz cuadrada de ambos lados y usar el teorema 2.1 para
concluir que

la + 8] < |a] + 18],
con lo que probamos el teorema.
Més adelante hallardn gran cantidad de ejercicios para que practiquen con

desigualdades; desarrollaremos algunos ejemplos numéricos para mostrarles el
camino.

Ejemplo 1. Determinar los ntimeros que satisfacen la igualdad
e+ 1 =2.

Esta igualdad significa que z+1 = 2 o que —(z + 1) = 2, porque el valor
absoluto de z + 1 es el mismo (¢ + 1) o bien —(z +1). En el primer caso, al .
despejar z obtenemos z = 1, y en el segundo caso obtenemos —z -1 = 2 o
2= —3. Asi, la respuestaes =10 z=-3.:

Sean a y b mimeros. Podemos interpretar

la— b= /a=b?

como la distancia entre a y b.

Por ejemplo, si a > b, entonces esto estd geométricamente claro a partir. de
la figura.
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a—b
——
: +
- b a

Por otro lado, si @ < b, tenemos
la=bl=|-(b-a)|=|b-al

y b > a, de modo que vemos de nuevo que |a — b| = [b — a| es la distancia entre
ayhb.
En el ejemplo anterior, el conjunto de nimeros z tales que

lz+1] =2
es el conjunto de nimeros cuya distancia a —1 es 2, pues podemos escribir
z+l=z-(-1).

Asi, de nuevo vemos geométricamente que este conjunto de niimeros est4 formado
por 1 y —3, como se muestra en la figura.

-
-

o+

& Il

hd T
—3-9—
También daremos un ejemplo para mostrar cémo se determinan los ntimeros
que satisfacen determinadas desigualdades. Para ello necesitamos cierta termi-

nologia. Sean a y b nimeros, y supongamos que a < b.

La coleccién de nimeros z tales que a < = < b se llama intervalo abierto -

entre a y b, y a veces se denota por (a,b).

La coleccién de nimeros z tales que a < ¢ < b se llama intervalo cerrado
entre a y b, y a veces se denota por [a,b]. A un solo punto también se le llamard
intervalo cerrado.

En los dos casos anteriores, los niimeros a y b se llaman puntos extremos
de los intervalos. En ocasiones queremos incluir uno solo de ellos dentro del
intervalo, y entonces definimos la coleccién de nimeros z tales que a < z < b
como intervalo semicerrado, y de manera similar para aquellos nimeros z
tales qug a <z<b.

Por ultimo, si @ es un nimero, llamamos intervalo infinito a la coleccién
de nimeros > a,0 £ >a,0 z < a, o0 z < a. A continuacién se muestran
dibujos de intervalos.

b a
Abierto Cerrado
a
Semicerrado Semiabierto
a
Intervalo infinito

IL, §2] DESIGUALDADES 1

Ejemplo 2. Determinar todos los intervalos de niimeros que satisfacen
l=| < 4.
Distinguimos dos casos; el primero es z > 0. Entonces, |z| = z, y en este
caso, nuestra desigualdad equivale a
0<z<4.
El segundo caso es z < 0, donde |z| = —z, y nuestra desigualdad equivale a
—% < 4 o en otras palabras, —4 < z. Asi, en el segundo caso, los nimeros que
satisfacen nuestra desigualdad son precisamente los que estan en el intervalo
-4<z<0.
Si consideramos ahora ambos casos, vemos que el intervalo de ntimeros que
satisfacen nuestra desigualdad |z| < 4 es el intervalo
-4<z<A4.
También podemos expresar la respuesta en términos de distancia. Los niimeros
z tales que |z| < 4 son precisamente aquellos nimeros cuya distancia al origen
es <4 y en consecuencia conforman el intervalo cerrado entre —4 y 4, como se
muestra en la figura.

-4-3-2-1 0 1 2 3 4

De manera mds general, sea a un niimero positivo. Un nimero z satisface
la desigualdad |z| < a si, y sélo si,

- —e<z<la.
El argumento para probar esto es el mismo que en el caso particular a = 4 recién
estudiado.

Ejemplo 3. Determinar todos los intervalos de niimeros que satisfagan la
desigualdad

|z + 1] > 2.
Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades
z+1>2 o -(z+1)>2.

De la primera obtenemos la condicién z > 1, y de la segunda, la condicién
—z—1> 2 o, en otras palabras, z < —3. Se tienen asi dos intervalos (infinitos),
a saber

z>1 y z < -3

— | j——

-3-2-1 0 1

Ejemplo 4. Ahora, en cambio, queremos determinar el intervalo de niimeros
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z tales que
le+1] < 2.

Estos son los nimeros z cuya distancia a —1 es < 2, pues podemos escribir
z+1l=z-(-1).
Por lo tanto, es el intervalo de niimeros que satisfacen
-3I<z<l1

segin se muestra en la figura.

————— —————————

-3-2-1 0 1

1, §2. EJERCICIOS

Determinar todos los intervalos de nimeros z que satisfacen las desigualdades siguien-

1. |z] <3 2. 22+1|<1

3. |22 -2| <1 ) 4. |z -5|>2

5. (z+1)(z—2)<0 6. (z—1)(z+1)>0
7. (z=5)(z+5)<0 8 z(z+1)<0

9. z%(z—-1)>0 10. (z —5)*(z+10) <0
11. (z—-5)*(z+10) <0 12. (2z+1)6(:c—1)20/
13. (4z+7)*°(2z +8) <0 4. [z +4|<1 ‘
15. 0< |z +2| <1 16. |z| < 2

17. |z -3] <5 18. |z -3| <1

19. |z -3]<7 20. |[z=-3|>7

21. |z 43|>7

Probar las desigualdades siguientes para todos los nimeros z y y.

22. |z +y| > |z| - |y| [Idea: Escribir £ = z + y — y y aplicar el teorema 2.3 junto con

el hecho de que | — y| = |y| ]
23. |z —y| 2 |=| - |yl 24. |z —y| <zl + 1yl
25. Sean a y b nimeros positivos tales que @ < b. Mostrar que a® < b%.

26. Sean a, b, ¢ y d nimeros > 0 tales que a/b < c/d. Mostrar que
g atc ate ¢

b <b+d Y bra 7T

27. Sean a y b nimeros > 0. Mostrar que

\/‘ES a+b'

2

28. Sea 0 <a<by 0<c< d. Probar que
ac < bd.
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I, §3. FUNCIONES

Una funcién, definida para todos los ntimeros, es una asociacién que a
cualquier nimero dado asocia otro niimero.
Se acostumbra denotar una funcién mediante una letra, asi como una letra
“#” denota un nimero. Asi, si denotamos por f una funcién dada y z es un
nimero, entonces denotamos por f(z) el niimero asociado con z mediante la
_ funcién. Claro que esto no significa “f por z”: no hay multiplicacién aqui. Los
simbolos f(z) se leen “f de z.” A veces se denota la asociacién del ntmero
f(z) al niimero z mediante una flecha especial, a saber

z — f(z).

Por ejemplo, consideremos la funcién que a cada niimero  asocia el ntimero
z2. Si f denota esta funcién, entonces tenemos f(z) = z2. En particular, el
cuadrado de 2 es 4 y por consiguiente, f(2) = 4. El cuadrado de 7 es 49, por lo
que f(7) = 49. El cuadrado de v/2 es 2 y por lo tanto f(V2) = 2. El cuadrado
de (z+1) es '

2242 +1
yasi f(x+1)=2?+2z+1. Si h es cualquier ntimero,
f(z+h) =z 4 2zh + B2

Para tomar otro ejemplo, sea ¢ la funcién que a cada niimero asocia el ntimero
z + 1. Entonces podemos describir g mediante los simbolos

z—z+1
y escribir g(z) = 2+ 1. Por lo tanto, 9(1) = 2. Ademis, ¢(2) = 3, 9(3) =4,
IV2)=v2+1y g(z + 1) = z + 2 para cualquier ntimero z.
Podemos ver el valor absoluto como una funcién,
v z +— |z|

definida por la regla: Dado cualquier néimero a, le asociamos el mismo niimero
asia>0,y leasociamos el niimero —a si a < 0. Denotemos por F la funcién
valor absoluto. Entonces F(z) = |z| para cualquier ntimero z. Tenemos en
particular que F(2) = 2, y también que F(-2) = 2. El valor absoluto no se
define mediante una férmula como z2 o z + 1. En seguida damos otro ejemplo
de una funcién que no esta definida mediante una férmula.

Consideremos la funcién G descrita por la siguiente regla:

G(z)=0  siz es un nimero racional.
G(z)=1 siz no es un nimero racional.
Entonces en particular, G(2) = G(3)=G(-2) =0 pero
) GV =1.

Deben comprender que es posible construir una funcién con sélo prescribir de
- manera arbitraria la regla que asocia un niimero a uno dado.
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Si f es una funcién y z un nimero, entonces f(z) se llama valor de la
funcién en z. Asi, si f es la funcién .

T 22

el valorde f en 2 es 4 yel valorde f en 1 es §.

Para describir una funcién necesitamos simplemente dar su valor en cualquier
nimero z. Esta es la razén por la cual empleamos la notacién z — f(z). A
veces, por brevedad, hablamos de la funcién f(z), queriendo referirnos con ello
a la funcién f cuyo valor en z es f(z). Por ejemplo, dirfamos “sea f(z) la
funcién z3 + 5” en lugar de decir “sea f la funcién que a cada nimero z le
asocia z3 + 5.” Usando la flecha especial +, también podriamos decir “sea f
la funcién z +— 23 +5.”

También nos gustaria poder definir una funcién para algunos niimeros y de-
jarla indefinida para otros. Por ejemplo, nos gustaria decir que \/z es una
funcién (la funcién raiz cuadrada, cuyo valor en un nimero z es la raiz cua-
drada de ese niimero), pero observamos que un nimero negativo no tiene raiz
cuadrada. Por tal motivo, es deseable hacer un poco mds general el concepto de
funcién enunciando explicitamente para qué niimeros esta definida. Por ejemplo,
la rafz cuadrada esti definida sélo para nimeros > 0. Esta funcién se denota
por /z. El valor \/ es el tnico niimero > 0 cuyo cuadrado es z.

Asi en general, sea S una coleccién de nimeros. Por funcién definida en
S, entendemos una asociacién que a cada niimero z en S le asocia un nimero.
Llamamos a S el dominio de definicién de la funcién. Por ejemplo, el dominio
de definicién de la funcién raiz cuadrada es la coleccién de todos los nimeros
>0.

Demos otro ejemplo de una funcién que no esti definida para todos los
nimeros. Sea S la coleccién de todos los nimeros # 0. La funcién

@)=

est4 definida para nimeros z # 0 y, por lo tanto, esté definida en el dominio S.
Para esta funcién particular tenemos f(1) =1, f(2)=3, f(3)=2,y

V2= 7.

En la préctica, las funciones se usan para denotar la dependencia de una

cantidad con respecto a otra. v
Ejemplo. El drea dentro de un circulo de radio r estid dada por la féormula
A=mrl . k
Asi pues, el area es una funcién del radio r, y podemos escribir también
A(r) = nrt.
Si el radio es 2, entonces el area dentro de un circulo de radio 2 esta dada por
A(2) = 722 = 4x.

1, §3] FUNCIONES 15

Ejerflplo. p'n automovil se mueve a una rapidez constante de 50 km/hr. Si
se r.rude' el tiempo en horas, la distancia recorrida es una funcién del tiempo, es
decir, si denotamos por s la distancia, entonces

s(t) = 50¢.

La distanci'a. es el producto de la rapidez por el tiempo transcurrido, de modo -
que, después de dos horas, la distancia es

5(2) =50-2 = 100km.

’U.na palabra final antes de pasar a los ejercicios: No existe ninguna razén
magica por la cual siempre debamos usar la letra z para describir una funcién
f(:c.). En lugar de hablar de la funcién f(z) = 1/z podriamos de igual manera
dGCI.l‘ f(y) =1/y o f(g) = 1/q. Desafortunadamente, la manera més neutral de
escribirlo serfa f(espacio) = 1/espacio, y esto no es conveniente en absoluto.

I, §3. EJERCICIOS

—

- Sea f(z) =1/z. ;Cudles f(-32)?

. Se; delx;l;evo f(z) =1/z. ;Cudl es f(2z + 1) (para cualquier niimero z tal que
z -3)!

Sea g(z) = |z| — z. ;Cuéles son g(1), g(~1), g(—54)?
4. Se? f(y) = 2y —y*. ;Cudles son f(z), f(w)?

5. jPara qué nimeros se podria definir una funcién f(z) mediante la ‘1'6rmula

f(z)= =

z2 -2
(Cudl es el valor de esta funcién para z = 57

~N

Ll

?

6. (Para qué niimeros se podrfa definir una funcién f(z) mediante la 5
1 =
V/z (raiz ciibica de z)? ;Cuél es f(en? (=) 6rmula f(z)

7. Sea f(z) = z/|z|, definida para z # 0. ;Cusles son:

(a) £(1) (b) £(2) () f(-3) @) f(-3)?
8. Sea f(z) =z + |z|. ;{Cudles son:

(@) £3) (b) £2) () f(-9) (d) f(-5)?
9. Sea f(z) =2z +2? —5. ;Cuales son:

(a) £(1) (b) f(-1) (9 fz+1)?

10. ;Para qué nimeros se podria definir una funcién f(z) mediante la férmula f(z) =

Wz (raiz cuarta de z)? ;Cuil es f(16)?

11. Se dice que una funcién (definida para todos los nimeros) es una funcién par si

f(z) = f(~2) para todo z. Se dice que es una funcién impar si f(z) = —f(~z)
para todo z. Determinar si las funciones siguientes son impares o pares.

(2) f(x)=2 () f(z) =2 © fl)=2

(@) f(z)=1/z sis#0y £(0)=0. »
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12. Sea f cualquier funcién definida para todos los nimeros. Mostrar que la funcién
g(z) = f(z) + f(—x) es par. ;Qué sucede con la funcién

h(z) = f(z) - f(-=2),

es par, impar o ni lo uno ni lo otro?

I, §4. POTENCIAS

En esta seccién simplemente resumimos algo de aritmética elen:‘ental. ;

Sea n un entero > 1 y sea a cualquier niimero. Entonces a™ es el producto
de a consigo mismo n veces. Por ejemplo, sea a = 3. Sin = ‘2’, entonc;s
a? = 9. Si n = 3, entonces a® = 27. Asi obtenemos una funcién llamada

=9. K a fu
n-ésima potencia. Si f denota esta funcién, entonces f(z) = z".

Recordemos la regla .

P = g™y
para cualquier nimero z y enteros m, n > 1. ) . .

De nuevo, sea n un entero > 1, y sea a un niimero positivo. De mmf)sdad
como el nico niimero positivo b tal que " = a. (Con l3ase en las propiedades
de los niimeros se sobreentiende que existe ese nimero tinico b.) Obtenemos un;
funcién llamada la raiz n-ésima. Asi, si f es la rafz cuarta, entonces f(16) =
y f(81)=3. 5 ‘ ' ‘

La funcién raiz n-ésima también se puede definir en 0, haciendo que la raiz
n-ésima de 0 sea el 0 mismo.

Si @ y b son dos nimeros > 0 y n es un entero > 1, entonces

(ab)l/n = al/nblln‘

1/n

Hay otra regla iitil y elemental. Sean m y n enteros 2 1 ysea gl 111/1nn1imero
> 0. Definimos a™/® como (al/")™, que también es igual a (a™)!/". Esto
;ermite definir potencias fraccionarias, y da una funcién

f(z)=2m"
definida para = > 0. ' tefini

Prosigamos ahora con potencias con nimeros negativos o 0. Deseamos definir
z® cuando a es un nimero racional negativo o 0 y z > 0. Queremos que la
regla fundamental

aca+b - zaxb

sea cierta. Esto significa que debemos definir z° como 1. Por ejemplo, como
340 _ 3 o0
93 = 23+0 = 9390
vemos en este ejemplo que la tnica manera de que se cumpla esta ecuacion es

estableciendo 2° = 1. De manera analoga, en general, si la relacién

2% = xa+0 - zazo

es cierta, entonces z° debe ser igual a 1.
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Supongamos finalmente que a es un nimero racional positivo, y sea z un
nimero > 0. Definimos

—e_ 1
F —_———
z
Asi pues,
1 1 1
-3 _ - -2/3 _
Temtyp Y =gm

.

Observamos que, en este caso particular,
(4—2/3)(42/3) - 40 =1.

En general,
%270 =20=1.

Estamos tentados a definir % incluso si @ no es un nimero racional. Esto
es mas delicado. Por ejemplo, carece totalmente de sentido decir que 2VZ es el
producto de 2 por si mismo un ntimero raiz cuadrada de 2, veces. El problema de
definir 2% (o 2%) cuando @ no es racional se posterga para un capitulo posterior.
Hasta ese capitulo, donde trataremos de dicha potencia, supondremos que existe
una funcién, que se escribe 22, descrita como lo hemos hecho anteriormente para
los ntimeros racionales y que satisface la relacién fundamental

200 — zazb’ 20 = 1.

Ejemplo. Tenemos una funcién f(z)= zV2? definida para todo z > 0. Sin
lugar a dudas es dificil describir sus valores para nimeros particulares, como
2Y2, Durante mucho tiempo no se supo si 2V2 era o no un nimero racional. La
solucién (no lo es) fue hallada apenas en-1927 por el matematico Gelfond, quien -
cobré fama, por resolver un problema catalogado como verdaderamente dificil.

Advertencia. No se confunda una funcién como z2 con una funcién como
2%. Dado un niimero ¢ > 0, podemos ver e® como una funcién definida para
todo z (la cual se analizard en detalle en el capitulo VIII). Esta funcién se llama
funcién exponencial, de manera que 2° y 10° son funciones exponenciales.
Seleccionaremos un nimero

e=2718...

y la funcién exponencial e* como la que presenta ciertas propiedades que la
hacen mejor que cualquier otra funcién exponencial. El significado de nuestro
uso de la palabra “mejor” se explicara en el capitulo VIII.

I, $4. EJERCICIOS

Hallar a® y z° para los siguientes valores de z y a.
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e=2yz=3 2. a=5yz=-1

a=lyz=4 4. a=tyz=2

a=-1lyz=4 6. a=3yz=2

a=-3yz=-1 8. a=-2yz=-2

a=-1y z=—4 10. a=-}yz=9

Si n es un entero impar como 1, 3, 5, 7,..., jse puede definir una funcién de raiz

n-ésima para todos los nimeros?

CAPITULO 1I

Gréficas y curvas

Las ideas contenidas en este capitulo nos permiten traducir enunciados o afirma-
ciones entre el lenguaje de los niimeros y el lenguaje de la geometria, en ambos
sentidos.

Esta posibilidad es fundamental para todo lo que sigue, pues asi podemos
usar nuestra intuicién geométrica como ayuda para resolver problemas acerca
de nimeros y funciones y, reciprocamente, podemos usar teoremas acerca de
nimeros y funciones para obtener resultados acerca de geometria.

Il, §1. COORDENADAS

Una vez seleccionada una unidad de longitud, podemos representar los nimeros
como puntos sobre una recta. Extenderemos ahora este procedimiento al plano
y a pares de nimeros.

Consideremos una recta horizontal y una recta vertical intersecindose en un
origen O.

Estas rectas se llamaran ejes coordenados o simplemente ejes.
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Se selecciona una unidad de longitud y se corta la recta horizontal en segmen-
tos de longitudes 1, 2, 3, ... hacia la izquierda y haC{a la dferecha, y haf:en?os
lo mismo con la recta vertical, pero hacia arriba y hacia abajo, como se indica
en la figura siguiente. ‘ .

Sobre la recta vertical se puede considerar que los punto§ que estan por abajo
del cero corresponden a los enteros negativos, asi como consideramos que los pun-
tos de la izquierda sobre la recta horizontal corresponden a los enteros negativos.

Vean la figura.

43
f2
+1
— —
-4 -3 -2 -1 011 2 3 4
1-2
+-3

Ahora es posible cortar el plano en cuadrados cuyos lados tengan longitud 1.

(3, 4)

»

1,2

- N W

(—37 _2)

Describamos cada punto donde se intersecan dos rectas mediante un par de
enteros. Supongan que tenemos dados un par de enteFos como (1,?). Nos
desplazamos hacia la derecha del origen 1 unidad y verticalmente ha'c’la arriba
2 unidades para obtener el punto (1,2) sefialado en la figura. También hemos
sefialado el punto (3,4). El diagrama es muy semejante a un mapa.

Mais aun, también podemos usar numeros negativ.os. Por e_]eplplo, para des-
cribir el punto (—3, —2) nos desplazamos hacia la izquierda del origen 3 unidades
y verticalmente hacia abajo 2 unidades. o

En realidad no existe razén alguna para que nos debamos limitar ai puntos
descritos por enteros. Por ejemplo, también podemos tener el punto (3,—1) y

el punto (—v/2,3) como en la figura de la pagina siguiente.
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= \/59’-?-)-«03
i 1/2
Y- ' T
—19-9(1/2, —1)

No trazamos todos los cuadrados sobre el plano, sino sélo las rectas ttiles
para hallar nuestros dos puntos.

En general, si tomamos cualquier punto P en el plano y trazamos las rectas
perpendiculares hacia el eje horizontal y hacia el eje vertical, obtenemos dos
nimeros z y y como en la figura que sigue.

P Y

La recta perpendicular desde P hacia el eje horizontal determina un nimero
T que es negativo en la figura porque esta a la izquierda del origen. El niimero
y determinado por la perpendicular desde P hacia el eje vertical es positivo,
pues estd arriba del origen. Los dos ntimeros z y y se llaman coordenadas del
punto P,y podemos escribir P = (z, Y).

Todo par de niimeros (z,y) determina un punto del plano. Hallamos el punto
desplazédndonos una distancia z desde el origen O en la direccién horizontal y
después una distancia y en la direccién vertical. Si z es positivo nos desplazamos
hacia la derecha de O; si z es negativo, lo hacemos hacia la izquierda de O.
Si y es positivo, vamos verticalmente hacia arriba y si y es negativo vamos
verticalmente hacia abajo. Las coordenadas del origen son (0,0). Usualmente
el eje horizontal se llama eje z y el eje vertical, eje y. Si un punto P
se describe por dos niimeros, digamos (5,—10),.es costumbre llamar al primer
nimero coordenada z o abscisa y al segundo nimero coordenada y u ordenada.
Asi, 5 es la abscisa y -10 es la ordenada de nuestro punto. Es obvio que podemos
usar otras letras ademas de z y y, por ejemplo ¢ ys,ouyw.

Nuestros dos ejes separan el plano en cuatro cuadrantes, los cuales estan
numerados como se indica en la figura:
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Il I
111 v

Si (z,y) es un punto en el primer cuadrante, entonces tanto £ como y son
> 0. Si (z,y) es un punto en el cuarto cuadrante, entonces z > 0 pero y < 0.

» §1. EJERCICIOS

1. Localizar los puntos siguientes: (—1,1), (0,5), (-5,-2), (1,0).

2. Localizar los puntos siguientes: (1,3), (-3,-2), ($,-2), (-4, 3)-

3. Sean (z,y) las coordenadas de un punto en el segundo cuadrante. ;Es z positivo,
o negativo?  Es y positivo, o negativo?

4. Sean (z,y) las coordenadas de un punto en el tercer cuadrante. ;Es z positivo, o
negativo? ;Es y positivo, o negativo?

5. Localizar los puntos siguientes: (1.2,—2.3), (1.7,3).
6. Localizar los puntos siguientes: (—2.5, %), (-3.5, f)

7. Localizar los puntos siguientes: (1.5, —1), (—1.5,—1).

I, §2. GRAFICAS

Sea f una funcién. Definimos la gréfica de f como la coleccién de todos los
pares de nimeros (:c, f (:c)) cuya primera coordenada es cualquier mim'ero para
el cual f esta definido y cuya segunda coordenada es el valor de la funcién en la
primera coordenada.

Por ejemplo, la grifica de la funcién f(z) = 22 esta format.ia por todos los
pares (z,y) tales que y = z2. En otras palabras, es la coleccién de todos los
pares (z,z2), como (1,1), (2,4), (-1,1), (-3,9), etc.

Como cada par de niimeros corresponde a un punto sobre el plano (una
vez seleccionado un sistema de ejes y una unidad de longitud), podemos ver la
gréfica de f como una coleccién de puntos en el plano. En la siguiente figura
se ha trazado la grafica de la funcién f(z) = z? junto con los puntos que dimos
como ejemplo.
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(3,9 + (3,9

1 y=z?
(=2, 9 T 2, 4

(-1, D&y 1 g, D

Para determinar la grafica localizamos multitud de puntos construyendo una
tabla con las abscisas y ordenadas.

En esta etapa del juego no hay sino este método de ensayo y error para determinar
la grafica de una funcién. Més adelante desarrollaremos técnicas que permitirdn
elaborarlas con mayor destreza.

Daremos ahora varios ejemplos de graficas de funciones que se presentan con
frecuencia en nuestro estudio.

Ejemplo 1. Considerar la funcién f(z) = z. Los puntos sobre esta grafica

son del tipo (z,2). La primera coordenada debe ser igual a la segunda. Asi,
f(1) =1, f(=v2) = —/2, etc. La gréfica se ve asf:

1, 1
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Ejemplo 2. Sea f(z) = —z. Su gréfica se ve asi:

(—1) 1)

Se puede observar que las gréficas de las dos funciones anteriores son rectas. Mas
adelante estudiaremos el caso general de una recta.

Ejemplo 3. Sea f(z) = |z|. Cuando z > 0, sabemos que f(z) =z, y
cuando z < 0, sabemos que f(z) = —z, de aqui que la grifica de |z| se obtenga
combinando las dos anteriores y se vea asi:

y=|=l

+

Todos los valores de f(z) son > 0, sin importar si = es positivo o negativo.

Ejemplo 4. Hay una clase de funciones incluso mas sencillas que las recién
vistas, a saber, las funciones constantes. Por ejemplo, podemos definir una
funcién f tal que f(x) = 2 para todos los nimeros z. En otras palabras,
asociamos el nimero 2 a cualquier niimero z. Es una asociacién muy sencilla,
y la gréifica de esta funcidn es una recta horizontal que interseca al eje vertical
en el punto (0,2).

flz)=2
(0,2)
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Si tomdramos la funcién f(z) = —1, la grafica seria una recta horizontal que
intersecara al eje vertical en el punto (0,—1).

En general, sea ¢ un nimero fijo. La grafica de cualquier funcién f(z) = ¢
es la recta horizontal que interseca al eje vertical en el punto (0,¢). La funcién
f(z) = ¢ se llama funcién constante.

Ejemplo 5. El iltimo de nuestros ejemplos es la funcién f(z) = 1/z (de-
finida para z # 0). Tras localizar unos cuantos puntos de la grafica, observaran
que se ve como sigue.

(-1, -1 T

Por ejemplo, se pueden localizar los puntos siguientes:

T 1/ z 1/z
1 1 -1 -1
2 3 -2 -1
3 i -3 -3
% 2 -3 -2
3 3 -3 -3

Conforme z se hace positivo muy grande, 1 /% se va haciendo muy pequefio. A
medida que z se acerca a 0 desde la derecha, 1 /z se va haciendo muy grande.
Un fenémeno similar ocurre cuando = se acerca a 0 desde la izquierda; en ese
caso z es negativoy 1/z es negativo. Por lo tanto, en ese caso 1 /z es negativo
muy grande.

Al tratar de determinar cémo se ve la grafica de una funcién, conviene obser-
var lo siguiente:

Los puntos en los que la grafica interseca a los dos ejes coordenados.
Lo que sucede cuando z se vuelve muy grande positivo y muy grande nega-
tivo.

Pero, en términos generales, la técnica principal que usaran-al resolver los
ejercicios es localizar multitud de puntos hasta discernir c6mo se ve la grafica.
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Il, §2. EJERCICIOS

Trazar las grificas de las funciones siguientes y localizar al menos tres puntos sobre
cada grifica. En todos estos casos damos el valor de la funcién en z.

1. z+1 2. 2z 3. 3z
4. 4z 5 2z+1 6. 5z+%
7. §+3 8. —3z+2 9. 22° —1
10. =3z +1 1. ° 12. «*
13. Vz 14. 712 15. 2z +1
16. z+3 17. |z|+ 2z 18. |z]+ 2z
1
19. —|z] 20. —|z|+ =z 21. o
1 1 1
. 24.
?2' z -2 23 z+3 z—3
2 2 2
. 26. 27. =
% -2 z+2 T
-2 3 T
. 29. 30, —
28 z+5 z+1 |z

(En los ejercicios 13, 14 y del 21 al 30, las funciones no estin definidas para todos los
valores de z.)

31. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=0siz2<0. f(z)=1siz>0.

32. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=zsiz<0. f(0)=2. f(z)==zsiz>0.

33. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=22siz<0. f(z)=zsiz>0.

34. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f@)=lel+zsi -1<z <1
f(z) =3 si z > 1. [f(z) no estd definida para otros valores de z.]

35. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=2*siz<0. f(z)=1si0<z<2. f(z)=2"siz>2.

36. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
fz)== si0<z<1l. f(r)=z-1s 1<z<L2.
f(z)=z-2si 2<z2<3. f(z)=r-3 si 3<z<4.

[f(z) quedé indefinida para otros valores de z, pero intenten definirla de manera que
se preserve la simetria de la gréfica.]
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Il, §3. LARECTA

Uno de los tipos basicos de funciones es el tipo cuya grafica representa una recta.
Ya vimos que la gréfica de la funcién f(z) = z es una recta. Si tomamos f(z) =
2z, entonces la recta se inclina y se empina mads, y ain més para f(z) = 3z. La
grafica de la funcién f(x) = 10000z se veria casi vertical. En general, sea a un
nimero positivo # 0. Entonces, la grifica de la funcién

f(z)=az

representa una recta. El punto (2,2a) estd sobre la recta, pues f(2) = 2a.
El punto (v/2,v2a) también esti sobre la recta, y si ¢ es cualquier niimero,
el punto (c,ca) esta sobre la recta. Las coordenadas (z,y) de estos puntos se
obtienen construyendo una transformacién de semejanza, comenzando con las
coordenadas (1, a) y multiplicdndolas por algiin niimero c.

Podemos visualizar este procedimiento mediante tridngulos semejantes. En
la figura que se muestra a continuacién tenemos una recta. Si seleccionamos un
punto (z,y) sobre la recta y bajamos la perpendicular desde este punto al eje
z, obtenemos un tridngulo rectangulo.

(cz,cy)

@ )

Si z es la longitud de la base del tridngulo mas pequefio de la figura y y es su
altura, y si cz es la longitud de la base del tridngulo més grande, entonces cy
es la altura del tridngulo més grande: el tridngulo mas pequefio es semejante al
mas grande.

Si a es un mimero < 0, la grifica de la funcién f(z) = az también sera una
recta, la cual se inclina hacia la izquierda; por ejemplo, las graficas de

f#)=-z o  f(z)=-2z.

Damos ahora ejemplos de rectas mas generales, que no pasan por el origen.

Ejemplo 1. . Sea g(x) = 2z+1. Cuando z = 0, entonces g(z) = 1. Cuando

g(z) = 0, entonces = = —%. La gréfica se ve como en la figura de la pigina

siguiente.
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Ejemplo 2. Sea g(z) = —2z — 5. Si ¢ = 0, entonces g(z) = —5. Si
g(z) = 0, entonces z = —3. La grafica se ve como sigue

0, 0

\y = —22z—5

—t
LEN man

Con frecuencia nos referiremos a una funcién f(z) = az+b como a una recta

(aunque, por supuesto, es la grafica la que es una recta).

El nimero a que es el coeficiente de z se llama pendiente de la recta, y
determina cuanto se inclina la recta. Como acabamos de ver en los ejemplos,
cuando la pendiente es positiva, la recta esta inclinada hacia la derecha, y cuando
la pendiente es negativa, la recta esta inclinada hacia la izquierda. A la relacién
y = az + b se le llama también ecuacién de la recta, y da la relacién entre la
abscisa y la ordenada de un punto sobre la recta.

Sea f(z) = az+b una recta, y sean (21,41) y (%2,y2) dos puntos de la recta.
Es facil hallar la pendiente de la recta en términos de las coordenadas de estos
dos puntos. Por definicién sabemos que

vy =azy +b

Y2 = ary + b.
Restando tenemos
Y2 — Y1 = azz — azy = a(zT2 — T1).

En consecuencia, si los dos puntos son distintos, z2 # z1, entonces podemos
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dividir entre 3 — z; y obtener

pendiente de la recta = g = 22 YL
Ty— I

E'ste?, férmula da la pendiente en términos de las coordenadas de dos puntos
distintos sobre la recta.

Geométricamente, nuestro cociente

Y2—U
T3 —

es simplemente la razén del lado vertical y el lado horizontal del tridngulo del
diagrama siguiente:

En general, sea a un nimero y (21,y;) algtin punto.

Deseamos hallar la ecuacion de la recta que tenga pendiente igual a a y que
pase por el punto (z1,y;).

La condicién de que un punto (z,y) con z # z1 esté sobre la recta es equi-
valente a la condicién de que '
Yy—un _

-2
Asi, la ecuacién de la recta deseada es

Yy—un =a(1«'—1€1)-

(xz» yz)

Y2 — U

(1, ¥1)

-_— .
T — 1,
/ 2”4
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Ejemplo 3. Sean (1,2) y (2,—1) dos puntos ;Cual es la pendiente de la
recta que los une? ;Cudl es la ecuacién de la recta?
Primero hallamos la pendiente. Tenemos:

pendiente = :Z : :11 = _21__12 =-3.
La recta debe pasar por el punto dado (1,2). Por lo tanto, su ecuacién es
y—2=-3(z-1).
Esta es una respuesta correcta. A veces puede ser itil poner la ecuacién en la
forma

y=-3z+5,
pero es igualmente vilido dejarla en la primera forma. )
Observen que no importa a cual punto llamemos (z1,¥:1) y a cual llamemos
(z2,y2). Obtendriamos la misma respuesta para la pendient.e.
También podemos determinar la ecuacién de una recta si conocemos la pen-
diente y un punto. (

Ejemplo 4.
el punto (—1,2).
La ecuacién es

Hallar la ecuacién de la recta con pendiente —7 que pasa por

y—2=-7(z+1).

-

Ejemplo 5. En general, sean (21,y1) y (z2,y2) dos puntos distintos con
z, # z2. Deseamos hallar la ecuacién de la recta que pasa por estos dos puntos.
Su pendiente debe, pues, ser igual a
Y2—U0
T — I ’
Por ello la ecuacién de la recta se puede expresar mediante la férmula

Y-y _¥2—un
r— 9 — I

para todos los puntos (z,y) tales que z # 2, o para todos los puntos mediante

y—y = (x _zl)(z z).

Por 1ltimo, debemos mencionar las rectas verticales. Estas no se pueden
representar mediante ecuaciones del tipo y = az + b. Supongamos que tenemos
una recta vertical que interseca al eje z en el punto (2,0). La coordenada yu
ordenada de cualquier punto sobre la recta puede ser arbitraria. Asi, la ecuacién
de la recta es simplemente z = 2. En general, la ecuacién de la recta vertical
que interseca al eje z en el punto (c,0) es z =c. ) )

Podemos hallar el punto de interseccién de dos rectas al resolver simultédnea-
mente dos ecuaciones lineales.

e

\
\
0
|

i

1]
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Ejemplo 6. Hallar el punto de interseccién de las dos rectas
y=3z-5 y y= -4z +1.
Resolvemos
3z—-5=—-4z+1
o de manera equivalente, 7z = 6. Esto da z = %, de donde

6 18
y= 3- 7—5—-?—5

Por consiguiente, el punto comin es
6 18
(7, 7 5) .

1l, §3. EJERCICIOS

Trazar las grificas de las rectas siguientes:
l. y=-2z+5
3. y=247

. Yy= 2

2. y=5z -3
z
4. y=—=—+1
Yy 3 +
\@Cué.l es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos siguientes?
5 (-1,1) y (2,7=7) 6. 3,1y (4,-1)
. (VE-1) y (V3 1) 8. (=3,-5) y (v3,4)
>(¢Cual es la ecuacién de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por el punto dado?
9. pendlente 4 y punto (1,1)
11. pendiente —1 y punto (v/2,3)

10. pendlente —2 y punto (3,1)
12. pendiente v/3 y punto (-1,5)
Trazar las grificas de las rectas siguientes:

13. =5
16. y=—-4

4. z=-1
17. y=2

15. z=-3
18. y=0
/ iCuil es la pendiente de la recta que pasa por los puntos siguientes?

19. (1L,1) y (-1,1) 20. (3,1) y (4,-1)
21. (2,3) vy (V2 1) 22. (V3,1) y (3,2)

\'/‘"LGuél es la ecuacién de la recta que pasa por los punt&s siguientes?
23. (m,1) y (v2,3) 24. (vV2,2) y (1,7)
25. (-1,2) y (V2,-1) 26. (-1,v2) y (~2,-3)
27. Trazar las grificas de las siguientes rectas:

(a) y=2z (b) y=2z+1

(c) y=2z+5
(d) y=2z-1 () y=2z-5
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28. Se dice que dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. E:'aean y=az+b
y y = cz + d las ecuaciones de dos rectas con b # d. (a) Si son paralelas,
demostrar que no tienen punto en comin. (b) De no ser paralelas, demostrar
que tienen exactamente un punto en comuin.

")("29. Hallar el punto en comiin de los siguientes pares de rectas:
" (a) y=3z+5yy=2z+1 b) y=3z-2y y=—-z+4
(c) y=2cy y=—-x+2 @ y=zs+1y y=2s+7

Il, §4. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Sean (z1,y1) ¥ (z2,y2) dos puntos en el plano, como en los diagramas siguientes,
por ejemplo.

(-'Cz: y2)

] (12, '!/2)

(1, 1) (1, y1)

(a) (b)

De este modo podemos construir un tridngulo rectangulo. Por el teorema de Pi-
tagoras, la longitud del segmento de recta que une nuestros dos puntos se puede
determinar a partir de las longitudes de los dos lados. El cuadrado del lado
inferior es (z2 — 21)?, que es igual a (z; — z2)%.

El cuadrado de la longitud del lado vertical es (y2 —y1)?, que es igual a (y; —
y2)%. Si L denota la longitud del segmento de recta, entonces, por Pitégoras,

LP= (21— 22)* + (11 — 12)°

yen consecuencia,

L=/(z2—21)?+ (y2 — 9)?.

Ejemplo 1. Sean los dos puntos (1,2) y (1,3). Entonces la longitud del
segmento de recta entre ellos es

VaA-1)2+(3-22=1

‘A la longitud L también se le llama distancia entre los dos puntos.

Ejemplo 2. Hallar la distancia entre los puntos (—1,5) y (4,-3).
La distancia es :

VA= (DY + (-3 -5 = V&9,
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Il, $4. EJERCICIOS

Hallar la distancia entre los puntos siguientes:
. Los puntos (-3,-5) y (1,4) i

. Los puntos (1,1) y (0,2)

. Los puntos (—1,4) y (3,-2)

. Los puntos (1,-1) y (-1,2)

. Los puntos (,2) y (1,1)

S Ut B W N e

. Hallar las coordenadas de la cuarta esquina de un rectingulo cuyas otras tres es-
quinas son (—1,2), (4,2), (-1,-3). ‘

- ;Cuales son las longitudes de los lados del rectingulo encontrado en el ejercicio 67

-3

8. Hallar las coordenadas de la cuarta esquina de un rectingulo cuyas otras tres es-
quinas son (—2,-2), (3,-2), (3,5).

9. {Cudles son las longitudes de los lados del recténgulo del ejercicio 8?7
10. Si £ y y son niémeros, definir la distancia entre estos dos nimeros como lz — 9.

Mostrar que esta distancia es la misma que la distancia entre los puntos (z,0) y
(,0) en el plano.

I, §5. CURVAS Y ECUACIONES

Sea F(z,y) una expresién que incluya un par de nimeros (z,y). Sea ¢ un
nimero. Consideremos la ecuacién

F(z,y)=c.

Definicién. La gréfica de la-ecuacién es la coleccién de puntos (a,b) en el
plano que satisfacen la ecuacién, esto es, tal que
F(a,b)=c.
Esta gréafica también se conoce como curva, y usualmente no haremos distincién
entre la ecuacién
Flz,y)=c¢
y la curva que representa la ecuacidn.
Por ejemplo, )
. z+y=2
es la ecuacién de una recta y su grafica es la recta. Estudiaremos a continuacién
importantes ejemplos de ecuaciones que surgen .con frecuencia.
Si f es una funcién, entonces podemos formar la expresién y — f(z), y la
grafica de la ecuacién
y—f(=z)=0
no es otra que la gréfica de la funcién f como ya lo estudiamos en la seccién
§2.
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Deberan observar que hay ecuaciones del tipo

] F(z,y)=c
que no se obtienen a partir de una funcién y = f(z), i.e. de una ecuacién
y— f(z) =0.

Por ejemplo, la ecuacién z2 + y? = 1 es una de dichas ecuaciones.
Estudiaremos ahora ejemplos importantes de graficas de ecuaciones

F(z,y)=0 o F(z,y)=c.

Il, §6. EL CIRCULO

La expresién F(z,y) = 22 +y? tiene una interpretacién geométrica sencilla. Por
el teorema de Pitagoras, es el cuadrado de la distancia del punto (z,y) al origen
(0,0). Asi, los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

2?+y’=1=1

son simplemente aquellos puntos cuya distancia al origen es 1. Ellos forman el
circulo de radio 1, con centro en el origen.
De manera ansloga, los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

2?2+t =4
son-aquellos puntos cuya distancia al origen es 2. Ellos forman el circulo de
radio 2. En general, si ¢ es cualquier nimero > 0, entonces la grifica de la
ecuacion
2?4y’ =c?
es el circulo de radio ¢, con centro en el origen.
Ya hemos seiialado que la ecuacién

Z'2+y2=1

0 z2+y? —1 =0 no es del tipo y — f(z) = 0. Sin embargo, podemos escribir
nuestra ecuacién en la forma
v =1-2%

Para cualquier valor de z entre —1 y +1 podemos despejar y y obtener .

y=-V1-1z2

Siz#1yz# —1, entonces obtenemos dos valores de y para cada valor de
z. Geométricamente estos dos valores corresponden a los puntos indicados en el
diagrama de la pagina siguiente.

y=V1-1z2 o
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(z, V1I-22)
(z, — V1-22)

Existe una funcién, definida para —1 < z < 1, tal que

f(z) =V1—22,

y la gréfica de esta funcién es la mitad superior de nuestro circulo. De manera

analoga, existe otra funcién
9(z) = =1 — 22,

definida también para —1 < z < 1, cuya gréfica es la mitad inferior del circulo.
Ninguna de estas funciones esta definida para otros valores de .

Ahora pedimos la ecuacién del circulo cuyo centro es (1,2) y cuyo radio tiene
longitud 3. Estd formado por los puntos (z,y) cuya distancia a (1,2) es 3.
Estos son los puntos que satisfacen la ecuacién

(z-12+(@-27°=09.
eje y :eje y'

eje =’

\\/ eje =

En la figura anterior se ha trazado la gréfica de esta ecuacién. También podemos
poner

/
y=y-2
En el nuevo sistema coordenado (z’,y), la ecuacién del circulo es, pues,

’'=z-1 vy

22 +y%=0.
Hemos trazado los ejes (z’,y’) como lineas punteadas.

Como un ejemplo mds, deseamos determinar los puntos que estdn a una
distancia 2 del punto (—1,—3). Son los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

(z-(-1))*+ (y-(-3)* =4
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o, en otras palabras,

(z+1)2+(y+3)% =4
(iObserven cuidadosamente la cancelacién de los signos menos!) Asi, la grafica
de esta ecuacion es el circulo de radio 2 y centro (—1,-3).

En general, sean a y b dos nimeros y r un nimero > 0. Entonces
el circulo de radio r y centro (a,b) es la gréfica de la ecuacién

(z—a)?+(y—-0b)?%=r2

Podemos poner
’=z—a y ' =y-b,
por lo que, en términos de las nuevas coordenadas z’, y’, la ecuacién del circulo

e 2 2
z' +yl ____1,2.

Completar el cuadrado
Ejemplo. Supongamos que se da la ecuacién
224+ +22-3y—-5=0,
donde z? y y? tienen el mismo coeficiente 1. Deseamos ver si ésta es la ecuacién

de un circulo, para lo cual usamos el método de completar el cuadrado, que

repasamos ahora.
Queremos que la ecuacién sea de la forma

(z—a)?+ (y—b)? =12,
porque asi sabriamos inmediatamente que representa un circulo con centro en
(a,b) y de radio r. Por ello, necesitamos que z2? 4 2z sea el primero de los dos
términos del desarrollo

‘ (z —a)? = 2% - 2az + a>

De manera anéloga, necesitamos que y? — 3y sea el primero de los dos términos
del desarrollo

(y - b)z = yz — 2by + b2.
Esto significa que @ = —1 y b = 3/2. Entonces,

' ' 3\? 9
P+2+y -3y-5=(c+1)2 -1+ (y—-2-) 375

Asi, 22+ y? + 2z — 3y — 5 = 0 es equivalente a

3\?2 9 33
r1)? 4 2) =5414+2=22"
(2+1) (y 2) =5+1 47 4

En consecuencia, nuestra ecuacién dada es la ecuacién de un circulo de radio

v/33/4, con centro en (-1,3/2).
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Il, §6. EJERCICIOS

Esbozar la grifica de las ecuaciones siguientes:

L (a) (z-2°+(y+1)’=25 b) (z—2)° 2
(©) -2 +(y+1)*=1 fai &-23&813%3

2. (a) 22+ (y-12=9 b) 2?4+ (y-1)* =
() @+ (y-1)°>=25 Ed; .'52+8:—1;2=i4

3.(a) (z+10+¢* =1 (b) (s+1)2+y?=4
() (z+1)°+4* =9 (d) (z+1)2+42=25

4 2+ — 2 +3y-10=0
5. 3'2(+3/2+21—3y—15=0
6. z?+y2+z/—2y=16
T. 2%+’ —z42y=25

Il, §7. DILATACIONES Y LA ELIPSE

Dilataciones

Antes‘ de esfudia,r la elipse queremos hacer algunas observaciones acerca de “es-
tiramientos” o, para usar una palabra mas adecuada, dilataciones.

.Sea (z,y) un punto en el plano. Entonces (22, 2y) es el punto obtenido al
estirar sus C!OS coordenadas en un factor de 2, como se ilustra en la figura 1
donde también hemos trazado (3z,3y) vy (3=, 1y). ,

(32, 3y)
(22, 2y)

(=, 9)
(=, 4y)

brz 2z 3

Figura 1

Definicién. En general, si ¢ > 0 es un niimero positivo, a (cz,cy) le llama-

mos dilatacién de (z,y) en un factor c.

Ejemplo. Sea
u? + v? = 1
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la ecuacién del circulo de radio 1. Pongamos
z=cu y y=cv.
Entonces,
u=zfe y v=y/e
Por lo tanto, z y y satisfacen la ecuacién
2 2

z Yy

S+ =1

2 ' ¢? ’
o, de manera equivalente,

224 y? =c2

El conjunto de puntos (u,v) que satisfacen esta ecuacién es el circulo de radio
¢. Asi, podemos decir:

La dilatacién del circulo de radio 1 en un factor de ¢ > 0 es el circulo de
radio c.

Esto se ilustra en la figura 2 con ¢ = 3.

x? +y? =37

(N o
Ny

Figura 2

La elipse
No hay razén alguna por la cual debamos dilatar la primera y la segunda coor-
denadas en el mismo factor; podemos usar factores diferentes. Por ejemplo, si
ponemos :

z=2u y y=3v
estamos dilatando la primera coordenada en un factor de 2, y estamos dilatando
la segunda coordenada en un factor de 3. En ese caso, supongamos que (u,v)
es un punto sobre el circulo de radio 1; en otras palabras, digamos que se tiene

w+0?=1.

Entonces, (z,y) satisface la ecuacién

122 y2
—+4+==1.
4+9
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Interpretamos esto como la ecuacién de un “circulo estirado,” como se muestra
en la figura 3.

Figura 3

De manera mas general, sean a y b nimeros > 0. Pongamos
z = au y y = bv.

Si (u,v) satisface

(*) wl4v?=1,
entonces (z,y) satisface
2 2
2y
(%) v pol + 7= 1.

Reciprocamente, podemos poner u = z/a y v = y/b para ver si los puntos que
satisfacen la ecuacién () corresponden a los puntos de (**) bajo esta transfor-
macidn, y viceversa.

Definicién. Una elipse es el conjunto de puntos que satisfacen una ecuacién
(**) en algiin sistema coordenado del plano. Acabamos de ver que una elipse es
un circulo dilatado, mediante una dilatacién en factores a, b > 0 en las primera
y segunda coordenadas, respectivamente.

Ejemplo. Esbozar la grifica de la elipse’
1:_2 + gi =1.
4 25
Esta elipse es un circulo dilatado en factores de 2 y 5, respectivamente. Noten
que,
2

cuando z = 0, tenemos L

2% =1, de modo que y? =25 y g = +5.

Ademas,
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2
cuando y = 0, tenemos % =1,demodo que 22 =4y z = +2.

Por lo tanto, la grafica de la elipse se ve como en la figura 4.

eje y

eje =

Figura 4

Ejemplo. Trazar la grifica de la elipse

(z-1)?  (y+2)*
=1.
%t 4

En este caso, pongamos
d=z-1 y y=y+2
Sabemos que en las coordenadas (u,v)
w4l =1

es la ecuacién de un circulo con centro (1,—2) y radio 1. A continuacién pone-
mos

oL

2
u:-s- y v =

La ecuacién original es de la forma

$/2 y/2 _1
mteE=h

que puede escribirse en términos de u y v como
w4vi=1.
Asi, nuestra elipse se obtiene del circulo u? + v? = 1 mediante la dilatacién

u=z'f5 y v=y/2

(1L, §7) DILATACIONES Y LA ELIPSE 41

o, de manera equivalente,
2’=5u y ¢y =2

La manera més facil de esbozar su grafica es dibujar el nuevo sistema de coor-
denadas con coordenadas z’, y’. Para hallar los cruces de la elipse con estos
nuevos ejes, vemos que cuando y’ = 0, entonces

12

z
= 1, de modo que z’ = +5.
Del mismo modo, cuando z’ = 0, entonces
y/2

7= 1, de modo que y = +2.

La gréfica se ve como sigue:

eje y -1)? 2
\eje y' Grafica de (x—Z?)—+ o .:2)

—+—-4L———-——

1, -2
(——f—)—r-——o——»-—

—— - —--¢eje z’

b

Il, §7. EJERCICIOS

Trazar las gréficas de las curvas siguientes.

2 2 2 2
LY _ z LY _
Lo+ =1 2. T+ =1
1:2 y2 22 2
3 ?+E=l 4 T-l-g—s:l
z—1)2 2)? :
5, B=D° L @42 6. 427 + 25¢* = 100
9 16
1)? 2)?
7. (“'; ) +(“;) =1 8. 2522 + 16y = 400

9. (z - 1) + _(y-;3)2 =1
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"I, §8. LA PARABOLA

Una pardbola es una curva que es la grifica de una funcién

y = az’
en algiin sistema coordenado, con a # 0.

Ejemplo. Ya sabemos cémo se ve la grafica de la funcién y = z2. Conside-
remos ahora
y=—z2
Por simetria se puede ver ficilmente que la gréifica es semejante a la de esta
figura.

eje y

eje =

y=—a

Si graficamos la ecuacién y = (z — 1)2, notaremos que se ve exactamente
igual, pero como si el origen estuviera colocado en el punto (1,0).
~ De manera andloga, la curva y — 2 = (z — 4)? se ve de nuevo como y = z2
excepto que toda la curva se ha movido como si el origen fuera el punto (4,2).
En el siguiente diagrama se han trazado las graficas de estas ecuaciones.

e ! 4 Il 1
+

a, 0

Podemos formalizar estas observaciones como sigue. Supongan que en nuestro
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sistema de coordenadas dado escogemos un punto (a,b) como el nuevo origen.
Ponemos las nuevas coordenadas £’ =z —a y ¥ =y —b. Asi, cuando z = a,
tenemos z’ = 0, y cuando y = b, tenemos y’ = 0. Si tenemos una curva
; y/ = :c'2
en el nuevo sistema coordenado cuyo origen esté en el punto (a,b), entonces se
produce la ecuacién
(y=b)=(z~—a)?

en términos del sistema de coordenadas antiguo. Este tipo de curva se conoce
como parabola.

Podemos aplicar la misma técnica de completar el cuadrado que usamos para
el circulo. ‘

Ejemplo. ;Cudl es la gréfica de la ecuacién
2y—z?—4x+6=07
Completando el cuadrado, podemos escribir
’ 2?4z =(z+2)% -4
Asi, nuestra ecuacién se puede reescribir como
2y =(z+2)*-10
o
2y +5) = (z +2)° .
Ahora escogemos un nuevo sistema de coordenadas
=z+2 y y=y+5
de modo que nuestra ecuacién se vuelve
‘ % =z’ o Y= %a:ﬂ.
Esta es una funcién cuya grafica ya conocen; su elaboracién queda como ejercicio.

Observemos que, si tenemos una ecuacién
z—y> =0
o
z =y’
obtendremos una parabola inclinada horizontalmente.

z=y2

Podemos aplicar ahora la técnica de cambiar el sistema coordenado para ver
cémo es la grafica de una ecuacién mds general.
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Ejemplo. Trazar la grifica de
-y +2y+5=0.
Podemos escribir esta ecuacién en la forma
(z+6)=(y-1)?

¥, por lo tanto, su grafica se ve asi:

y’ Yy - 2
i Grificade (x + 6) = (y — 1)
|
i
|
)
I
)

(=61

Supongan que nos dan la ecuacién de una parébola
y:f(:c) =a1:2+b:c+c,

con a # 0. Deseamos determinar dénde interseca esta pardbola al eje z. Estos
son los valores para los cuales f(z) = 0 y se llaman raices de f. En lasecundaria
se muestra que las raices de f estan dadas por la férmula cuadratica:

_ =b+ /b2 —4dac

2a

Deben leer esta formula en voz alta tantas veces como sea necesario para que la
memoricen, igual que las tablas de multiplicar. Debers usarse automdticamente,
sin mayor razonamiento, para hallar las raices de una ecuacién cuadratica.

Ejemplo. Queremos hallar las raices de la ecuacién
222 4+52—-1=0.

Las raices son

o BEVE-B 5+ VIT_5+V17
Too2(-2) T a4 T a1

Asi, las dos raices son
5+ V17 5— 17
1 y VR

Estos son los dos puntos donde la pardbola y = —2z% + 5z — 1 cruza al eje z, y
su grafica se muestra en la figura.
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Demostracion de la férmula cuadritica. Daremos ahora la demostracién de
la férmula cuadratica para convencerlos de que es cierta. Con este fin, queremos
resolver

(*) az? +br+c=0.

Como suponemos que a # 0, esto equivale a resolver la ecuacién

(+%) x2+§z+§=0
obtenida al dividir entre a. Recordemos la férmula
(z+1)? =22 + 2z + 2.
Queremos hallar ¢ de modo que z? + (%) z tenga la forma z? + 2tz. Esto

significa que tenemos
b b
-=2 t = —.
a , esto es 4 %

2
Sumamos ahora (Ebz;) en ambos lados de la ecuacién (), y obtenemos

32+£z+ i ‘2+£— i ?
a 2a) " a  \2/

Esto se puede reescribir en la forma

:c+—b— 2+£" 2 ’
2a a \2a)’

0, de manera equivalente,

s 2Y (2 e _ ¥ -dac
2a) ~ \2a a”  4a?

Al sacar rafz cuadrada tenemos

b Vb2 — 4ac
T+ — =
2a 2a
de donde
s —b 4 /b2 - 4ac

2a ’
lo cual prueba la férmula cuadratica.
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Observacién. Puede suceder que b2 — 4ac < 0, en cuyo caso la ecuacién
cuadratica no tiene solucién en los niimeros reales.

Ejemplo. Hallar las raices de la ecuacién

322 -2z 4+1=0.
Las raices son
o= —(-2)+v4-12
= 5 .
Como 4 — 12 = —8 < 0, la ecuacién no tiene raices en los nimeros reales. La
ecuacién )
y=3z2-2z+1

es la ecuacién de una parabola cuya gréifica se ve como en la figura. La grafica
no cruza el eje z.

El estudio de la férmula cuadritica en esta seccién ilustra algunos principios
pedagdgicos generales acerca de la relacién entre la memorizacién rutinaria y el
papel de las demostraciones al aprender matemadticas.

1. Deben memorizar de oido la férmula cuadratica:

z es igual a menos b mds menos la raiz cuadrada de b cuadrado
menos 4ac sobre 2a

como si memorizaran un poema, repitiéndolo en voz alta. Dicha memorizacién
es necesaria para ciertas cuestiones de matematicas basicas, a fin de inducir
la obtencién de la respuesta correcta como un reflejo condicionado, sin perder
tiempo.

2. Independientemente de usar la férmula como reflejo condicionado, deberan
ver la demostracién completando el cuadrado. Aprender a manejar la légica y el
idioma espaifiol para establecer teoremas también es parte de las matemdticas.
Ademas, la técnica de completar los cuadrados surge a menudo en el contexto de
graficar circulos, elipses, pardbolas y ademas, en la férmula cuadratica. Saber
la férmula como reflejo condicionado y conocer la demostracién son dos funcio-
nes complementarias diferentes en el entrenamiento matematico, ninguna de las
cuales excluye a la otra.
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11, §8. EJERCICIOS

Trazar la gréifica de las ecuaciones siguientes:
l. y=-z+2 2. y=2z24z-3
3.2—4y2=0 4.z-y2+y+l=0

Completar el cuadrado en las siguientes ecuaciones y cambiar el sistema de coordenadas
para ponerlas en la forma

z_'2+y'2=r2 ° yl=czI2 ° z'=cy'2
para cierta constante c.
N5, gl 4y —4r 42y —20=0 6. 2 4y° —2y—8=0
T. e +9y? +22-2=0 8. y—2r°—~z5+3=0
N, y—-z?—4z—-5=0 10. y—z24+2z43=0
11. 224+ * + 22 — 4y = -3 12. 224 4% —4z -2y = -3
13 2-2y —y+3=0 M) z -y’ —4y=5

I, §9. LA HIPERBOLA

Ya sabemos cémo se ve la gréfica de la ecuacién
zy=1 o y=1/=.
Es evidente que es igual a la grifica de la funcién
f@)=1/z "

(definida para z # 0). Si escogemos un sistema de coordenadas cuyo origen esté
en el punto (a,b), la ecuacién

1
z—a
se conoce como hipérbola. En términos del nuevo sistema de coordenadas

y-b=

=zr—a
¥y ¥ =y — b, nuestra hipérbola tiene el antiguo tipo de ecuacién
'y =1.
Si nos dan una ecuacién como '
xylg}c‘4:3y= 1-
queremos poner esta ecuacion en la forma
Az —a}y—-"b)=c¢,
o expandiendo,
zy—ay—br+ab=c.
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Esto nos dice cdmo deben ser @ y b. Asi
Ty — 2:c+3y (:c+3)(y 2) + 6.
Por lo° tanto zy — 2z + 3y 1es equlvalente a
(z+3)(y-2)+6=1

o, en otras palabras,
(r+3)(y—2)= —_
La gréfica de esta ecuacidn se ha trazado en el siguiente diagrama.

eje y' .

I €je y

1 [

1

' L

1

! L

i

|

1 L

--------- 4l e o

(=3,2),

! 1

+——t—+ '4(: eje x

|

| ]

H J

| ]

|

|

1

Hay otra forma para la hipérbola. Tratemos de graficar la ecuacién
22—y =1.

Si despejamos y obtenemos
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de modo que

y=%vVz? -
La gréfica es simétrica porque, si (z, y) es un punto sobre la grifica, resulta que
(-z,9), (z,-y) ¥ (—x,—y) son también puntos sobre la grifica. En efecto,
veamos la gréfica en el primer cuadra,nte cuando z >0y y>0.

Como z% — 1 = y?, se sigue que z2 — 1 > 0, de modo que z2 > 1. Por ello
la gréfica existe sélo para £ > 1. Afirmamos que en el primer cuadrante se ve
como en la figura de la pagina anterior. Para corroborarlo podemos, claro esté,
construir primero una tabla con unos cuantos valores para ver de manera experi-
mental la apariencia de la grifica. Higanlo. Aqui la describiremos teéricamente

A medida que crece z, la expresién z2—1 crece, de modo que vzZ — 1 crece
también y lo mismo sucede con y. )

Ademas, como y? = z% — 1, se sigue que y? < 22, de modo que y < z para
z, y en el primer cuadrante. Hemos trazado la recta y = z. El conjunto de
puntos con y < z se encuentra debajo de esta recta en el primer cuadrante.

Dividamos la ecuacién y? = £ — 1 entre z2. Obtenemos

Cuando z se vuelve grande, sucede que

1- 1 tiende a 1.
z

La razén y/z es la pendiente de la recta que va del origen al punto (z,y).
Por lo tanto, esta pendiente tiende a 1 cuando z se vuelve grande. Ademas, de

la expresién
y=v 32 - la

vemos que cuando z es grande, z2 — 1 es casi igual a z2 y, por ende, su raiz
cuadrada ser4 casi igual a z. Con esto la gréfica de la hipérbola se acerca més
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y mas a la gréfica de la recta y = z. Esto justifica que hayamos dibujado la

grafica de esa manera. -
Finalmente, por simetria, toda la grafica de la hipérbola se ve como la figura

anterior. Esta se obtiene al reflejar la grafica del primer cuadra'nte sobre el eje
z y sobre el eje y, y también reflejando la gréfica respecto al origen.

Il, §9. EJERCICIOS

Trazar las grificas de las curvas siguientes:

1. (z-1)(y-2)=2 2. z(y+1)=3

3. zy—4=0 4.y=1__:E
5"'/:1:-1}-1 6. (z+2)(y—-1)=1
7. (z-1)(y-1)=1 8. (z-1)(y-1)=1
9. y=—+4 10.y=;%——2
11. y = 4::27 12. y= —:%l
l3.y=:ti 14.y=:;i

15. Graficar la ecuacién y% — 2% =1.
16. Graficar la ecuacién (y — 1)2 —(z—-2)*=1.

17. Graficar la ecuacién (y+1)> — (z —2)* =1.

»

Parte dos

Diferenciacion y
funciones elementales

En esta parte aprenderemos a diferenciar. Geométricamente hablando esto equi-
vale a hallar la pendiente de una curva, o su razén de cambio. Analizaremos
sistematicamente las técnicas para hacerlo y la manera en que se aplican a
las funciones elementales: polinomios, funciones trigonométricas, funciones lo-
garitmicas y exponenciales y funciones inversas.

Una de las razones por las que diferimos la integraciéon para después de esta
seccion es que las técnicas de integracion dependen, hasta cierto punto, de nuestro
conocimiento de las derivadas de ciertas funciones, pues una de las propiedades
de la integracién radica en ser la operacién inversa a la diferenciacién.

En los capitulos III, §9, IV, §4 y VII, §4, hallaran que los problemas de razones
aplicados son semejantes entre si pero con diferentes tipos de funciones. Este es
un ejemplo de cémo se hilvana de manera coherente la misma idea a lo largo de
la parte de diferenciacién.



CAPITULO 1ii

La derivada

Los dos conceptos fundamentales en este curso son los de derivada e integral. En
este capitulo nos ocuparemos del primero.
La derivada nos dar la pendiente de una curva en un punto. También tiene
aplicaciones en fisica, donde puede interpretarse como razén de cambio.
Desarrollaremos algunas técnicas basicas que permitirdn calcular la derivada
en todas las situaciones comunes que probablemente encuentren en la practica.

Ill, §1. LA PENDIENTE DE UNA CURVA

Consideremos una curva y tomemos un punto P sobre la curva. Queremos
definir los conceptos de pendiente de la curva en un punto y de recta tangente
a la curva en ese punto. Suele decirse que la tangente a la curva en el punto es
la recta que toca la curva en un solo punto. Esto no tiene sentido, y las figuras
subsecuentes los convenceran.

Consideren una recta

iNo quieren que la recta sea tangente a si misma? (Si? Pues esto contradice
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flagrantemente que la tangente es la recta que toca a la curva en un solo punto,
pues la recta se toca a si misma en todos sus puntos.

En las figuras 1, 2 y 3 vemos la recta tangente a la curva en el punto P. En
la figura 1 la recta corta a la curva en otro punto Q. En la figura 2, la recta es
tangente a la curva también en el punto Q. En la figura 3, la recta horizontal es
tangente a la curva y “corta” la curva. La recta vertical y la inclinada intersecan
la curva en un solo punto, pero no son tangentes.

\-/ N

N

Figura 1

/ \

Figura 2 ‘ Figura 3

Observen, ademas, que no pueden esquivar las dificultades al querer distinguir
una recta que “corte a la curva” de una que “toque a la curva,” o diciendo que
la recta debe estar a un lado de la curva (vean la figura 1).

Por lo tanto tenemos que dejar de lado la idea de tocar la curva en un solo
punto y buscar otra idea.

Enfrentamos dos problemas. Uno es dar la idea geométrica correcta que nos
permita definir la tangente a la curva, y el otro es comprobar que esta idea
nos permite calcular de manera efectiva esta recta tangente cuando la curva
ests dada por una simple ecuacién con coeficientes numéricos. Es una cuestion
admirable que la solucién al primer problema proporcione, de hecho, una solucién
al segundo.

En el capitulo II vimos que si conocemos la pendiente de una recta y un
punto sobre la recta, podemos determinar la ecuacién de'la recta. Por ello
definiremos la pendiente de una curva en un punto y después obtendremos su
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tangente mediante el método del capitulo II.

Nuestros ejemplos muestran que para definir la pendiente de la curvaen P no
debemos considerar lo que suceda en un punto @ alejado de P. Lo importante
es lo que sucede cerca de P.

Asi pues, tomemos cualquier punto @ sobre la curva dada y = f(z), y
supongamos que @ # P. Entonces los dos puntos P, Q determinan una recta
con cierta pendiente que depende de P y de @ y que escribiremos como S(P, Q).
Supongan que el punto @ se acerca al punto P sobre la curva (pero se mantiene
distinto de P). Entonces, conforme Q se acerca a P, la pendiente S(P, Q) de
la recta que pasa por P y Q debers acercarse a la pendiente (desconocida) de la
recta tangente (desconocida) a la curvaen P. En el diagrama siguiente hemos
dibujado la recta tangente a la curva en P y dos rectas entre P y otro punto

>~ Recta tangente

P
Figura 4

sobre la curva cercano a P (figura 4). El punto @2 esta mas cerca de P sobre
la curva, por lo cual la pendiente de la recta entre P y Q2 estid més cerca de la
pendiente de la recta tangente que la pendiente de la recta entre P y Q.
Si-existe el limite de la pendiente S(P,Q) cuando Q tiende a P, entonces
debera considerarse como la pendiente de la propia curva en P. Esta es la idea
bésica de nuestra definicién de pendiente de la curva en P. La tomamos como
definicién, quizé la definicién més importante en este libro. Repitiendo:

Definicién. Dada una curva y = f(z), sea P un punto sobre la curva. La
pendiente de la curva en P es el limite de las pendientes de las rectas que pasan
por P y otro punto @ sobre la curva, cuando @ tiende a P.

La idea de definir la pendiente de esta manera fue descubierta en el siglo XVII
por Newton y Leibnitz. Veremos que esta definicién nos permite determinar la
pendiente de manera efectiva en la practica.

Primero observamos que, cuando y = az + b es una recta, la pendiente de la
recta entre cualesquiera dos puntos distintos sobre la curva es siempre la misma,
y es la pendiente de la recta conforme la definimos en el capitulo anterior.

Ejemplo. Veamos ahora el siguiente ejemplo sencillo,
y=f(z) =2
Deseamos determinar la pendiente de esta curva en el punto (1,1).

Tomemos un punto cercano a (1,1), por ejemplo un punto cuya abscisa sea
1.1. Entonces f(1.1) = (1.1)2 = 1.21. Asi el punto (1.1,1.21) esta sobre la
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curva. La pendiente de la recta entre dos puntos (z1,y1) y (2, y2) es

Y2—0
T2 — 2 ’
Por consiguiente, la pendiente de la recta entre (1,1) y (1.1, 1.21) es
1.21-1 0.21
—=—=2.1.
1.1-1 0.1

En general, la abscisa de un punto cercano a (1,1) se puede escribir como 1+ h
donde h es algiin niimero pequefio, positivo o negativo, pero h # 0. Tenemos

JA+R)=(1+h)?=1+2n+h%

(1+h, 142h+h2)

an

Figura 5

Asi el punto (1 + h,1+ 2h + h?) esta sobre la curva. Cuando h es positivo,
la recta entre nuestros dos puntos se veria como en la figura 5. Cuando h es
negativo, entonces 1+ h es menor que 1 y la recta se verfa asi:

a1

A-(1+h, 1+2h+h2)

7
/
Figura 6

Por ejemplo, h podriaser —0.1y 1+h =0.9. ‘
Por tal motivo, la pendiente de la recta entre nuestros dos puntos es el cociente
(1+2h+h?) -1
1+r)-1 "
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que es igual a
2h + h?
h

A medida que el punto cuya abscisa es 1+ A tiende a nuestro punto (1,1), el
nimero h tiende a 0. Conforme % tiende a 0, la pendiente de la recta entre
nuestros dos puntos tiende a 2, de modo que es, por definicién, la pendiente de
la curva en el punto (1,1).

iPodrén apreciar lo sencillo que resultan los célculos y lo facil que fue obtener
esta pendiente!

Tomemos otro ejemplo. Deseamos hallar la pendiente de la misma curva
f(z) = 22 en el punto (—2,4). De nuevo tomamos un punto cercano cuya
abscisa sea —2 4 h para h pequefio # 0. La ordenada de este punto cercano es

f(=2+4+h)=(-2+h)? =4 4h +r2.
La pendiente de la recta entre los dos puntos es, pues,

4—4h+h?®—4 —ah4p?
-24+h—(-2) ~  h

Conforme h tiende a 0, el punto cercano tiende al punto (—2,4) y vemos que
la pendiente tiende a —4.

=2+h.

=—4+h.

i, §1. EJERCICIOS

Hallar las pendientes de las curvas siguientes en los puntos indicados:

1. y =222 en el punto 1,2) 2. y=12+1 en el punto (-1,2)
3. y =12z —17en el punto (2, -3) 4. y=1z° en el punto (3,3

5. y=1/z en el punto (2, 1) 6. ¥ =2" 42z en el punto (—1,-1)

7. y =12 en el punto (2,4) 8. y=1z? en el punto (3,9)

9. y =2 en el punto 1,1 . ~10. y = z° en el punto (2,8)

11. y =2z + 3 en el punto cuya abscisa es 2.
12. y =3z — 5 en el punto cuya abscisa es 1.
13. y=az +b en un punto arbitrario.

(En los ejercicios 11, 12 ¥ 13, usar el método de la & y verificar si este método da la
misma respuesta para la pendiente que la expuesta en el capitulo 1I, §3.)

Ill, §2. LA DERIVADA

Continuamos con la funcién y = z2. En lugar de escoger un valor numérico
definido para la abscisa de un punto, podriamos trabajar en un punto arbitrario
sobre la curva. Sus coordenadas son, pues, (z,z%). Escribimos la abscisa de
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un punto cercano, como z + h para algin h pequefio, positivo o negativo, pero
h # 0. La ordenada de este punto cercano es
(z+ h)? = 2% 4+ 2zh + A2
Por lo tanto la pendiente de la recta entre ellos es
(z+h)?—2>  z?+2zh+h*—2?
(z+h)—z ~ z+h-—2z
_ 2zh+h?
- h
=2z +h.

Conforme h tiende a 0, 2z + h tiende a 2z. En consecuencia, la pendiente
de la curva y = z2 en un punto arbitrario (z,y) es 2z. En particular, cuando
z = 1 la pendiente es 2 y cuando z = —2 la pendiente es —4, como lo hallamos
antes mediante el calculo explicito usando las abscisas particulares 1 y —2.

Sin embargo, esta vez hemos hallado una férmula general que nos da la pen-
diente de cualquier punto de la curva. Asi, cuando £ = 3 la pendiente es 6 y

cuando z = —10 la pendiente es —20.
El ejemplo que hemos resuelto nos brinda el procedimiento para tratar fun-

ciones mas generales.
Dada una funcién f(z), su cociente de Newton es

f@+h) = f(z) _ f@e+h) - 1)
:c+}h—~a: h

Este cociente es la pendiente de la recta entre los puntos
(z.f(z)) vy (z+hfz+h),

como se ilustra en la figura.

(x + b, flx + R))

Sz + h) - f(z)

(x, f(z))

x+h—2x=h

Definicidn. Si el cociente de Newton tiende a un limite cuando h tiende a
0, entonces definimos la derivada de f en z como este limite, esto es

fle+h) - f(z)
h

derivada de f en z = lim
h—0
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La derivada de f en z se denotard dé manera abreviada mediante una de las

notaciones f'(z), df /dz, o bien df(z)/dz. Entonces, por definicién,

df I (C/NNEY (CX h) f(z)
dz

h—oO

fi(=) =

Es por eso que las dos expresiones f'(z) y df/dz significan lo mismo. Sin
embargo queremos subrayar que en la expresién df /dz no multiplicamos foz
por d, ni dividimos df entre dz. La expresién se lee como un todo. Hallaremos
més adelante que, en ciertas circunstancias, la expresién se comporta como si
dividiéramos, razén por la cual adoptamos esta manera cldsica de escribir la
derivada.

La derivada puede verse entonces como una funcién f’, definida en todos los
ndimeros  tales que el cociente de Newton tienda a un limite cuando k tiende
a 0. Observamos que al tomar el limite, tanto el numerador f(z + h) — f(z)
como el denominador h tienden a 0. No obstante, su cociente

flz+h) - f(z)
h

tiende a la pendiente de la curva en el punto (z, f(z)).

Definicién. La funcién f es diferenciable si tiene derivada en todos los
puntos donde esta definida.

Ejemplo 1. La funcién f(z) = z? es diferenciable y su derivada es 2z.
Asi, en este caso tenemos

My =
fl®)=
Hemos usado de manera sistematica la. letra z, pero se puede usar cualquier

otra letra: La veracidad de los enunciados matemdticos es invariante
bajo permutaciones del alfabeto. Asi por ejemplo, si f (u) = u?, entonces

Lo que es importante aqui es que debe aparecer la misma letra u en cada uno
de estos lugares, y que la letra u sea diferente de la letra f. ’
Resolvamos algunos ejemplos antes de pasar a los ejercicios de esta seccién.

Ejemplo 2. Sea f(z) = 2z + 1. Hallar la derivada f'(z).
Formamos el cociente de Newton. Tenemos f(z +h) = 2(z + h) + 1. Asi

f(z+h)—f(z) _2z+2h+1—(2z2+1) 2h
= = — =2.
h h h
Cuando h tiende a 0 (lo cual también se puede escribir como h — 0), este
cociente de Newton es igual a 2, y por lo tanto, el limite es 2. Asi

£=f'("f)=2

para todos los valores de z. La derivada es constante.
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Ejemplo 3. Hallar la pendiente de la grafica de la funcién f(z) = 222 en el
punto cuya abscisa es 3, y hallar la ecuacién de la recta tangente en ese punto.

Asimismo, podemos hallar la pendiente en un punto arbitrario sobre la grafica;
ésta es la derivada f’(z). Tenemos

f(z + k) =2(z + h)? = 2(z? + 2zh + h?).
El cociente de Newton es
f(z+h)— f(z) _ 2(z? + 2zh + h?) — 22
5 =

h
_ 4zh+ 2h?
- h
=4z + 2h.

Y por definicién
fl(z)= ’]ll'n})(4:c + 2h) = 4z.
Asi f'(z) = 4z. En el punto z = 3 tenemos
f(3) =12,
que es la pendiente deseada. ‘
Al igual que para la ecuacién de la recta tangente, cuando z = 3 tenemos

f(3) = 18. Por lo tanto debemos hallar la ecuacién de la recta que pasa por el
punto (3,18), con pendiente 12. Esto es facil, y la ecuacién es, a saber,

y—18 =12(z - 3).
Observacién sobre la notacién. En el ejemplo anterior tenemos
g{- =4z = f'(z).
Queremos la derivada cuando z = 3. Aqui vemos la ventaja de la notacién f’(z)
en lugar de la notacién df /dz. Podemos sustituir  por 3 en f/(z) para escribir

F(3) =12
No podemos sustituir £ por 3 en la notacicn df /dz, pues escribir

d3
provocaria confusion. Si queremos usar la notacién df/dz en dicho contexto,
podemos valernos de un recurso como escribir

df

% z =3 es igual a 12
0, en ocasiones,
-dl: =12.
dz |, _q —~

Pero obviamente es mejor usar la notacién f(z) en un contexto semejante.
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Ejemplo 4. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 2z2 en
el punto cuya abscisa es —2.

En el ejemplo anterior calculamos la férmula general para la pendiente de la
recta tangente. Es '

. f(z) = 4z.
Por lo tanto, la pendiente en el punto z = —2 es
f(-2)= -8,

Por otro lado, f(—2) = 8, de manera que la ecuacién de la recta tangente es
y—8=-8(z+2).

Ejemplo 5. Hallar la derivada de f(z) = z3. Usamos el cociente de
Newton, y escribimos primero su numerador:

flz+h) = f(z) = (z+h)* - 2°
=23+ 322h + 3zh® + B3 — 23
= 3z2h + 3zh? + h3.
Entonces,

w = 322 + 3zh + A2,

Cuando h tiende a 0, el lado derecho tiende a 322, de modo que

3
=) = 322
dz

Al definir el cociente de Newton podemos considerar h positivo o negativo.
A veces es conveniente, al tomar el limite, ver sélo los valores de & que son
positivos.. Entonces estaremos viendo solamente los puntos sobre la curva que
tienden al punto dado, desde la derecha. De esta manera obtenemos lo que se
llama derivada por la derecha. Si al tomar el limite del cociente de Newton
tomaramos solamente valores negativos para h, obtendriamos la derivada por

la izquierda.

Ejemplo 6. Sea f(z) = |z|. Hallar su derivada por la derecha y su derivada
por la izquierda cuando z = 0.

La derivada por la derecha es el limite
i L0+ 1= 50)

h—0
k>0

Cuando h > 0, tenemos
f(O+h) = f(h) = h,
y f(0) =0. Asi

FO+R)-50) _h _,
h h )
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Por lo tanto, el limite cuando h — 0 y h >0es 1.
La derivada por la izquierda es el limite
h) - f(0
EDEIC)

h—0
h<O

" Cuando h < 0 tenemos
F(0+ h) = f(h) = —h.
Por lo tanto,
FO+R)=FO) _=h_
h h
Por consiguiente, el limite cuando h -0y h <0 es —1. ' o
Vemos que la derivada por la derecha en 0 es 1 y la derivada por la 1zq1§1'erda
es —1. No son iguales. Esto se ilustra mediante la grifica de nuestra funcién

f(=z) = |=l,
que se ve como la representada en la figura 7.

Existen tanto la derivada por la derecha como la derivada por la izquierda,

ero no son iguales. ' ' ‘
P Podemos reformular nuestra definicién de la derivada y decir que la derivada
de una funcién f(z) se define cuando existen la derivada por la dereclha, yla
derivada por la izquierda y son iguales, en cuyo caso a este valor comin se le

llama simplemente derivada.

|
Figura 7

Asi, la derivada de f(z) = |z| no est4 definidaen z =0.

Ejemplo 7. Sea f(z) iguala zsi0<z<1lyaz—1si 1<z§2: No
definimos f para otros valores de z. Entonces la gréfica de. f se ve como ésta:

7

Figura 8

(11, §3] LIMITES 63

La derivada por la izquierda de f en 1 existe y es igual a 1, pero la derivada
por la derecha de f en 1 no existe. Dejamos a los lectores la verificacién de la
primera afirmacién. Para verificar la segunda, debemos ver si existe el limite

lim £(1 +h’3 - £()

h>o0

Como 1+ h > 1, tenemos
f(l+h)= 1+4h-1=h.
Ademas, f(1) =1, por lo que el cociente de Newton es
fA+m—f1) _h-1_ 1

h Rl w

Cuando h tiende a 0, el cociente 1/h no tiene limite, pues se vuelve arbitra-
riamente grande. Asi, el cociente de Newton no tiene limite para A > 0 y la
funcién no tiene derivada por la derecha cuando z = 1 .

lll, §2. EJERCICIOS

Hallar (a) las derivadas de las funciones siguientes, (b) la pendiente de la gréfica en el

punto cuya abscisa es 2, y (c) la ecuacién de ld recta tangente en ese punto.

. 32 +1 . o 2, z3
3 2 4. 352
5. 2’-5 6. 227 + 3
M. 222 -3z R
s l (,A. 2
/9 TF1 10) T

i, §3. LIMITES

Al definir la pendiente de una curva en un punto, o la derivada, usamos el
concepto de limite, que consideramos intuitivamente claro. En realidad lo es.
Pueden ver en el Apéndice, al final de la parte cuatro, cémo podemos definir los
limites usando solamente propiedades de nimeros, pero no nos preocuparemos '
por ello aqui. Sin embargo haremos una lista de las propiedades de limites que
seran usadas en lo que resta del libro, sélo para estar seguros de lo que suponemos
acerca de ellos, y también daremos una técnica que permita calcular limites.

Consideremos funciones F(h) definidas para todos los valores suficientemente
pequefios de h, con excepcién de h = 0. Escribimos

’!l_l:((l)F(h)zL

para expresar que F(h) tiende a L cuando h tiende a 0.
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Primero notamos que si F es una funcién constante, F(z) = ¢ para todo z,

entonces
}1_13‘(1) F(h)=c
es la constante misma.

Si F(h) = h, entonces

lim F(h) = 0.
h—0

Las siguientes propiedades relacionan los limites con la suma, resta, multipli-
cacién, divisién y desigualdades.

Supongan que tenemos dos funciones, F(z) y G(z), que estin definidas para
los mismos niimeros. Entonces podemos formar la suma de las dos funciones
F + G, cuyo valor en un punto z es F(z) 4+ G(z). Asi, cuando F(z) = z* y
G(z) = 52°/2, tenemos

F(z) 4 G(z) = z* + 52%/2.
El valor F(z)+ G(z) también se escribe (F' + G)(z). La primera propiedad de
limites se refiere a la suma de dos funciones.

Propiedad 1. Suponer que tenemos dos funciones F y G definidas para
pequeiios valores de h, y suponer que existen los limites

%1_13}) F(h) vy '{1_1‘15 G(h).
Entonces existe
'linb[F(h) + G(h)]

y
Yim(F + G)(h) = lim F(h) + lim G(h).

En otras palabras, el limite de una suma es igual a la suma de los
limites.
Se cumple una afirmacién andloga para la resta F — G, a saber
’{%(F(h) -G(h)) = ’}l_r.r(l) F(h) - ’!1_% G(h).
Después de la suma estudiemos el producto. Supongamos que tenemos dos

funciones F' y G definidas para los mismos nimeros. Entonces podemos formar
su producto F'G cuyo valor en un nimero z es

(FG)(z) = F(z)G(z).
Por ejemplo, si F(z) = 2z2 — 2° y G(z) = z? + 5z, entonces el producto es
(FG)(z) = (257 — 2°)(2? + 52).

Propiedad 2. Sean F y G dos funciones definidas para. valores pequeiios
de h, y supongamos que existen

’ll_‘n‘é Fh)y vy '!1_1;% G(h).
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Entonces el limite del producto existe y tenemos
lim(FG)(h) = lim[F(h)G(h)]
= }l_l’}%) F(h)- 'lll_r.r(n) G(h).

En palabras, podemos decir que el producto de los limites es igual
al limite del producto.

Como caso particular, supongamos que F(z) es la funcién constante F(z) =
c. Entonces podemos formar la funcién ¢G, producto de la constante por G, y
tenemos )
li h)y=c-li .
lim cG(h)=¢c ;51(1) G(h)

Ejemplo. Sea F(h) = 3h + 5. Entonces 'l.in%) F(h)=5.
- —

Ejemplo. Sea F(h) = 4h3 — 5h + 1. Entonces ’l'fn% F(h) = 1. Podemos ver
esto al considerar los limites
lim4h*=0, lim5h=0, lim1=1,
h—0 h—0 h—0
y tomando la suma apropiada.

Ejemplo. Tenemos que ’{fn(x) 3zh =0,y
,!1_13)(3zh - Ty) = =Ty.

En tercer lugar, consideremos los cocientes. Sean F y G como antes, pero
supongan que G(z) # 0 para cualquier z. Entonces podemos formar la funcién
cociente F//G cuyo valor en z es

F F(z)
=@ = .
G G(z)

Ejemplo. Sean F(z) = 2z%—4z y G(z) = z* + z1/3. Entonces
E(z)— F(z) 22°—4z
G’ 7 G(z)  zt4zl/3¥

Propiedad 3. Suponer que existen los limites
limF(h) y  limG(h)

Y que
'1.1'_% G(h) #£0.
Entonces el limite del cociente existe y tenemos
m F(h) _ lim F(h)
-0 G(h)  limG(h)’
En palabras, el cociente de los limites es igual al limite del cociente.
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Como acabamos de hacerlo, a veces omitiremos escribir A — 0 para simplifi- ,

car.
La siguiente propiedad se enuncia aqui para completar el tema. No se usard

hasta que hallemos la derivada del seno y del coseno y, en consecuencia, puede
verse hasta entonces.
Propiedad 4. Sean F y G dos funciones definidas para valores pequerios
de h; supongamos que G(h) < F(h), y ademds que existen
i f h).
limF(k) y  lim G(R)
Entonces, )
%itr% G(k) < ,].l'II(l) F(h).
Propiedad 5. Sean las mismas hipétesis que en la propiedad 4 y ademads,
supongamos que
}in} G(h) = ’!ina F(h).
Sea E otra funcién definida para los mismos nimeros que F y G, tal que
G(h) < B(h) < F(h)
para todos los valores pequefios de h. Entonces,
lim E(h)
. h—0
" existe y es igual a los limitesde F y G.
La propiedad 5 se conoce como proceso de compresién. A todo lo largo
del libro encontraran muchas aplicaciones de esto.
Ejemplo. Hallar el limite :
, 2zh+3
o 2% — 4h
cuando z #0. .
El numerador de nuestro cociente tiende a 3 cuando h — 0 y el denominador

tiende a z2. Asi el cociente tiende a 3/z%. Podemos justificar estos pasos de
manera mds formal al aplicar nuestras tres propiedades. Por ejemplo: ’
}i_r}(n)(h‘h +3)= }i_rg(?zh) + }1_% 3
= lim(2z) lim(h) + lim 3
=2z-043
=3.
Para el denominador tenemos
lim(z% — 4h) = lim z? + lim(—4h)
= 22 4 lim(—4) lim(h)
=z24+(-4)-0
=z
Usando la regla para el cociente, vemos que el limite deseado es igual a 3/z2.
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Ejemplo. En los ejemplos anteriores resulté que pudimos sustituir el valor
0‘ por h y hallar el limite-apropiado. Esto no se puede hacer en general. Por
ejemplo, suponer que queremos hallar el limite

lim il
h—0 h3 4+ 2h°
Si sustituimos h = 0 obtenemos la expresién sin sentido 0/0 y, por lo

tanto, no obtenemos informacién acerca del limite. Sin embargo, para
h # 0 podemos cancelar h del cociente y ver que

h?2—h _hh=1)  h-1
h3+2h ~ h(h2+2) ~ h2+ 2
Podemos determinar el limite a partir de la expresion de la derecha. En efecto,

h - 1 tiende a —1 conforme h tiende a 0. Ademis h2 + 2 tiende a 2 conforme
h tiende a 0. De ahi que, por la regla para cocientes de limites, concluimos que

lim 2P lim =1 _ -1

h—0 h3+2h ~hm0 h24+2° 2

Observar que, en este ejemplo, tanto el numerador como el denominador tienden
a 0 cuando h tiende a 0. Sin embargo, el limite existe y vemos que es —%.

Ejemplo. Hallar el limite
m z2h3 — h?
h—0 3zh—-h °
En este caso podemos factorizar h del numerador y del denominador de modo
que el cociente sea igual a ‘
z2h?2 — h
3z-1 "
Ahora se ve que el numerador tiende a 0 ¥ que el denominador tiende a 3z — 1

cuando h tiende a 0. Por lo tanto, el cociente tiende a 0. Este es el limite
deseado.

Las propiedades de los limites recién enunciadas permitirdn calcular limites
para determinar derivadas. Ilustramos esto con un ejemplo.

Ejemplo. Sea f(z) = 1/z (definida para z #0). Hallar la derivada df /dz.
El cociente de Newton es

1
fe+h) - f@) _z4h "
h

1
T

>

_z—(z+h)

" (z+h)zh »
__—h -1

T (e+h)zh ~ (z+h)z
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Entonces tornamos el limite:

. fEth)—f@=) _ . -1
Hm h = Hm (z+h)z
=1
~ lim(z + h)z
(por la regla para el limite de un cociente)
-1
— —z—z.
~ Asi hemos probado que:
1
o(3) _ 1
dz ~— 22

I, §3. EJERCICIOS

Hallar las derivadas de las siguientes funciones, justificando los pasos al tomar los
limites mediante las tres primeras propiedades:

1. f(z)=22%+3z 2 f(a)= 5 3 3. f(z) = z"T
4. f(z)=z(z+1) 5. f(z)= 22"_ : 6. f(z) = 3z°
7. f(z)=z* 8. f(z)=2°

(Es particularmente importante que resuelvan los ejercicios 7 y 8 para ver el patrén de
desarrollo que se va a seguir en la seccién siguiente.)

9. f(z) = 2s° 10. f(z)=%s*+=z
11. 2/=z 12. 3/z
1 1
. 14.
13 2z -3 3z +1
1 1
. 16.
15 z+5 z—2
17. 1/4? 18. 1/(z +1)?

lll, §4. POTENCIAS

Hemos visto que la derivada de la funcién z2 es 2z.
Consideremos la funcién f(z) = z3 y hallemos su derivada. Tenemos

f(z+h)=(z+ h)® = 2%+ 32%h + 3zh? + h3.
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Por lo tanto, el cociente de Newton es
f(z+h)— f(x) _ 23+322h + 3zh? + h® — &3
h - h
_ 3z?h + h¥(3z + h)
h
= 3z% 4 3zh + A? (después de cancelar k).

(después de las cancelaciones)

Usando las propiedades de limites de las sumas y productos vemos que 3z2

' permanece igual a si mismo cuando h tiende a 0, y que tanto 3zh como A3

tienden a 0. Por ello,

fl(z)= IP—I-I}) w = 322,

Esto sugiere que en general, cuando f(z) = z™ para algiin entero positivo
n, la derivada f'(z) debe ser nz"~!. En efecto, asi sucede, y se probars en el
siguiente teorema. La demostracién seguird el mismo patrén del caso anterior
en que f(z) = 3. Convendria que, antes de ver el caso general, resolvieran
en detalle el caso f(z) = z* y qu' ¢ también el caso f(z) = z° (que fueron
ejercicios de la seccién anterior) par. confirmar que en estos casos particulares
se sigue el mismo patrén. Noten que, cuando tratamos f(z) = z* obtuvimos
una expresion para el cociente de Newton que tenia numerador

3z%h + h%(3z + h),

que incluia el término 3z2h, y otro término que inclufa h? como factor. Cuando
dividimos entre h, 3z2 da el valor de la derivada, y el término restante h(3z+h)
conserva a h como factor, por lo que tiende a 0 cuando h tiende a 0. Hallardn
de manera explicita un fenémeno similar para z* y z5. :

Teorema 4.1. Sea n un entero > 1 y sea f(z) = z". Entonces

df n-l'

— =nz
dz
Demostracién. Tenemos
fE+h)=(z+h) = (z+h)(z+h)-(c+h),

donde el producto se toma n veces. Al seleccionar z de cada factor resulta un
término z". Si tomamos z de todos los factores excepto uno y A de los facto-
res restantes, obtenemos hz™~! considerado n veces. Esto nos da un término
nz"~1h. Todos los otros términos tendran que seleccionar h al menos de dos
factores, y los términos correspondientes seran divisibles entre h2. Asi obtene-
mos
f(z+h)=(z+h)" = 2" + nz""1h + h?¢(z, h),

donde g(z,h) es simplemente alguna expresién que incluye potencias de z y h
con coeficientes numéricos que, como veremos mds adelante en la demostracién,
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no se necesita determinar. Sin embargo, usando las reglas para los limites de
sumas y productos podemos concluir que

lim g(z,h
h—0 g( ’ )
ser4 algiin nimero cuya determinacién no es necesaria.

En esta forma el cociente de Newton es

f(z+ k)= f(x) _ =" +nz""'h+ h%g(z,h) — 2"
- =

h
n—1 2
=3 h -';zh g(z.h) (porque se cancela z")
=nz""! + hg(z,h) (dividiendo entre h el

numerador y el denominador)

Cuando h tiende a 0, el término nz™~! no cambia. El limite de h cuando h
tiende a 0, es 0, de modo que por la regla del producto, el término hg(z, h)
tiende a 0 cuando h tiende a 0. Asi, finalmente
iCh: h) f(z) _
h—»O
lo cual prueba nuestro teorema.
Para otra demostracién, vean el final de la siguiente seccién.

Teorema 4.2. Sea a cualquier nimero y sea f(z) = z® (definida para
z > 0). Entonces f(z) tiene una derivada, que es

f'(z) = az®™L.

No es dificil probar el teorema 4.2 cuando a es un entero negativo. Sin
embargo, es mejor esperar hasta que tengamos una regla que nos dé la derivada
de un cociente antes de hacerlo. También podriamos demostrarlo cuando a es un
ndmero racional. No obstante, probaremos el resultado general en un capitulo
posterior, de modo que prefenmos esperar hasta entonces, cuando dispongamos
de m3s técnicas.

Ejemplos. Si f(z) = z1° entonces f'(z) = 10z°.

Si f(z) = 2%/ (para z > 0), entonces f(z) = 3z!/2.
Si f(z) = .1:‘5/4 entonces f'(z) = —2z-%4.
Si f(z) = zV2, entonces f'(z) = V2zVE1,
Noten especialmente el caso particular en que f(z) = z. Entonces f'(z) =1.

Ejemplo. Ahora ya podemos hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a
ciertas curvas que antes no podiamos. Considerar la curva

y=2°

Deseamos hallar la ecuacién de su recta tangente en el punto (2,32). Por el
teorema 4.1, si f(z) = z%, entonces f'(z) = 5z*. Por lo tanto, la pendiente de
la recta tangente en z = 2 es

f(2)=5-2*=80.
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Por otro lado, f(2) = 25 = 32. De aqui que la ecuacién de la recta tangente sea
y—32=180(z—2).

Ill, 4. EJERCICIOS

1. Escribir la expresién de (z + k)* en términos de potencias de z y h.
2. Hallar directamente la derivada de la funcién z* usando el cociente de Newton.

3, (Cuiles son las derivadas de las siguientes funciones?

(a) £33 (b) 73 (c) z7/®

4. ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = z° en el punto 1,17

5. ;Cual es la pendiente de la curva y = z2/3 en el punto (8,4)? ;Cudl es la ecuacién
de la recta tangente en ese punto?

6. Dar la pendiente y la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 73/¢ en el punto
cuya abscisa es 16. '

7. Dar la pendiente y la ecuacién de la recta tangente a la curva y = /7 en el punto
cuya abscisa es 3.

8. Dar las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indicados:
(a) f(g)=z*enz=5 (b) fz) =zt enz=17
(c) f() =22 en z=10 d) f(zr)=z"enz =17

“y
! »

lll, §5. SUMAS, PRODUCTOS Y COCIENTES

En esta seccién deduciremos varias reglas que permiten hallar las derivadas de

sumas, productos y cocientes de funciones cuando se conoce la derivada de cada
factor.

Comenzamos con la definicién de funciones continuas y la razén de que una
funcién diferenciable sea continua.

‘ Definicién. Se dice que una funcién es continua en un i)unto‘ z si, y s6lo
i, :
lim f(z + ) = f(z).

Se dice que una funcién es continua si es continua en todo punto de su dominio
de definicién.

Sea f una funcién con derivada f'(z) en z. Entonces f es continua en z.
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Demostracion. El cociente

f(z+h) — f(z)
h
tiende al limite f’(z) cuando h tiende a 0. Tenemos
SIS LR I ()

Por lo tanto, al usar la regla para el limite de un producto y notar que h tiende
a 0, hallamos que

lim f(z+h) - £(z) = 0f'(2) = 0.
Esta es otra manera de enunciar que
lim f(z +h) = f(=).

En otras palabras, f es continua.

Esta claro que nunca podemos sustituir A = 0 en nuestro cociente porque
entonces se vuelve 0/0, lo cual no tiene sentido. Geométricamente, hacer h = 0
equivale a tomar los dos puntos sobre la curva iguales entre si. Entonces es
imposible tener una recta tnica que pase por un punto. Nuestro procedimiento
de tomar el limite del cociente de Newton tiene sentido sélosi h # 0.

Observen que, en el cociente de Newton, tanto el numerador como el deno-
minador tienden a 0. Pese a ello, el cociente no necesariamente tiende a 0.

Ejemplo. Sea f(z) = |z|. Entonces la funcién valor absoluto f es continua
en 0, aunque no sea diferenciable en 0. Es cierto atin que

f(0+h) = f(h) = |h]
tiende a 0 cuando h tiende a 0, aunque la funcién no sea diferenciable en 0.

Como vimos en la seccién §2, la funcién f(z) = |z| es diferenciable por la derecha
en 0 y es diferenciable por la izquierda en 0, pero no es diferenciable en 0.

Ejemplo. Sea f(z) =0siz2<0y f(z) =1si z >0. En lafigura 9 se
muestra la grafica de f.

Figura 9

La funcién f no es continua en 0. En términos generales, la funcién no es
continua en C. norque su grafica tiene un “salto” en 0. En la figura 10 se
muestran otros ejemplos de graficas con discontinuidades.
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1

| d
-1 2
(a) (b)
Figura 10
En la figura 10(a), la funcién es continua excepto en z = —1. En la figura 10(b),

la funcién es continua excepto en z = 2.

La observacién que expresamos al principio de esta seccién indica que si una
funcién es diferenciable, entonces es continua. Como por ahora nos ocupamos
principalmente de funciones diferenciables, no estudiaremos las funciones conti-
nuas con mayor profundidad, y esperaremos hasta después, cuando el concepto
sea relevante para nuestro curso.

Sea ¢ un nimero y f(z) una funcién que tiene derivada f'(z) para todos
los valores de = donde estd definida. Podemos multiplicar f por la constante ¢
para obtener otra funcién cf cuyo valor en = es cf(z).

Una constante por una funcién. La derivada de cf estd dada entonces

por la formula
(cf)(z)=c- f'(z).

En otras palabras, la derivada de una constante por una funcién es
la constante por la derivada de la funcién.

En la otra notacidn, esto se lee

d(Cf)_cﬂ
dz = dz’

Para probar esta regla usamos la definicién de derivada. El cociente de New-
ton para la funcién cf es
)z +h) = (f)(z) _ cfz+h) —cf(z) _ fz+h)—f(2)
h h - h )
Tomemos el limite cuando h tiende a 0. Entonces ¢ permanece fijo y
flz+h)—f(z)
h

tiende a f’(z). De acuerdo con la regla para el producto de los limites, vemos
que nuestro cociente de Newton tiende a cf’(z), como se queria probar.

.
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Ejemplo. Sea f(z) = 3z2. Entonces f/(z) = 6z. Si f(z) = 17z'/2, enton-
ces f'(z) = Y2~1/2. Si f(z) = 10z°, entonces f'(z) = 10az®~".

A continuacién veremos la suma de dos funciones.

Suma. Sean f(z) y g(z) dos funciones con derivadas f'(z) y ¢'(z), respec-
tivamente. Entonces la suma f(z)+ g(z) tiene una derivada, y

(f+9)(@) = f'(x) + ().

La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas.

En la otra notacién se escribe:

di+e) _ & do
de ~ dz  dz’

Para probar esto tenemos que, por definicidn,
(f+9)(z+h)=f(z+h)+g(z+h)
y
U+ = ) + ole).
Por lo tanto, el cociente de Newton para f+ g es
(f+9)(=z+h)—(f+9)=) _ fz+h)+g(z+h)— f(z) - g(z)
h - h ’

Agrupando términos y separando la fraccién, vemos que esta expresion es igual
a

flzth) - f@)+oz+h)—g(z) _flet+h)=fz) g(z+h) -9

h - h h )
Tomando el limite cuando h tiende a 0 y usando la regla para el limite de una
suma, vemos que esta iltima suma tiende a f’(z) + ¢’(z) cuando h tiende a 0.
Esto prueba lo que queriamos.

Ejemplo.
%(33 + z?) = 32% 4 2z,

%(4;-1/2 +52710) = 2z=1/2 _ 50211,

Llevados por el entusiasmo de poder determinar tan ficilmente la derivada
de funciones construidas a partir de otras por medio de constantes y sumas,
podriamos estar ahora tentados a enunciar la regla de que la derivada de un
producto es el producto de las derivadas. Desafortunadamente esto es falso.
Para ver que la regla es falsa, examinemos un ejemplo.

Sean f(z) =z y g(z) = z%. Entonces f'(z) =1y ¢'(z) = 2z. Por lo tanto
f'(z)g'(z) = 2z. Sin embargo, la derivada del producto (fg)(z) = z3 es 322,
que ciertamente no es igual a 2x. Asi, el producto de las derivadas no es igual
a la derivada del producto.

La regla correcta se descubrié mediante ensayo y error, y se puede enunciar
como sigue:
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Producto. Sean f(z) y g(z) dos funciones con derivadas f'(z) y g'(z).
Entonces la funcién producto f(z)g(z) tiene una derivada, que estd dada

por la formula

(f9)' (z) = f(2)g'(z) + f'(x)g(=).
En palabras, la derivada del producto es igual a la primera por
la derivada de la segunda, mds la derivada de la primera por la
segunda.

En la otra notacién, esto se ve como sigue:

d dj
W9 _ )2 1 Ly,

La demostracién no es mucho més dificil que las demostraciones que hemos
encontrado hasta ahora. Por definicién, tenemos

(f9)(z +h) = f(z + h)g(z + h)
y
(fo)(z) = f(x)g(2).
En consecuencia, el cociente de Newton para la funcién producto fg es
(f9)(z+ k) — (f9)(z) _ f(z+h)g(z + k) — f(x)g(z)
h : A . .

A estas alturas quedan pocas esperanzas de transformar este cociente de modo
que veamos ficilmente a qué limite tiende cuando h tiende a 0. Pero usamos
un truco y reescribimos nuestro cociente insertando

—f(z + h)g(z) + f(z + h)g(x)

en el numerador. Ciertamente esto no cambia el valor de nuestro cociente, que
ahora se ve asi:
f(z+h)g(z + k) — f(z + h)g(z) + f(z + h)g(z) — f(z)g(x)
b .
Podemos separar esta fraccién en una suma de dos fracciones:
fz+ hglz +h) = f(z+Mg(z)  flz+h)g(z) = f(x)g(z)
h h ’

Podemos factorizar f(z + h) en el primer término y g(z) en el segundo, para
obtener

Ahora la situacién esta bajo control. Conforme h tiende a 0, f(z+h) tiende
a f(z), y los dos cocientes en la expresién recién escrita tienden a ¢'(z) y f'(z)
respectivamente. Asi, el cociente de Newton de fg tiende a

f(2)g'(z) + f'(2)g(=),

lo cual prueba nuestra afirmacion
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Ejemplo. Aplicando la regla del producto hallamos:
d%(z +1)(32%) = (z + 1)6z + 1 - 32%.
De manera anéloga,
£ [(20° + 52%) (227 +271)]
= (22° + 5z%) (:c"ll2 - %) + (10z* + 20z%)(22%/2 + 2z~ 1)

lo cual pueden y deben dejar asi, sin tratar de simplificar la expresion.
Un caso particular de la regla del producto que se usa muy a menudo, es el
de la potencia de una funcién.

Ejemplo.

i(f%"’) = 2f(2)f(z).

En efecto, al diferenciar el producto y = f(z)f(z), obtenemos

dy
7 = @ (@) + f'(2)f(2) = 2f(2)f'(2)-
La iltima regla de esta seccidn trata de la derivada de un cociente. Comen-

zamos con un caso especial.

Sea g(z) una funcién que tiene derivada g’(z), y tal que g(z) # 0. Entonces
la derivada del cociente 1/g(z) existe y es igual a

d 1 -1,
T 3() ~ a(ep )

Para probar esto vemos el cociente de Newton

_r 1
g(z+h) g(=)
h
lo cual es igual a
9(2)—g(z+h) _ _ 1 g(z+h)—g(z)
et he@h ~ gz theE)
Al hacer que h tienda a 0 vemos inmediatamente que nuestra expresién tiende
a
-1,
z
o)’ =)

segun se deseaba.
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Ejemplo.
d 1 -1

dz (2 —3z) _ (z° - 32)
Se puede ahora enunciar y probar ficilmente el caso general de la regla para
cocientes.

5 (52* - 3).

Cociente. Sean f(z) y g(z) dos funciones que tienen derivadas f'(z) y
9'(z) respectivamente y tales que g(z) # 0. Entonces la derivada del cociente
f(z)/9(z) existe y es igual a
9(z)f'(z) — f(=)d' (=)
9(z)? '

En palabras esto es:

El de abajo por la derivada del de arriba, menos el de arriba por
la derivada del de abajo, sobre el de abajo al cuadrado

(lo cual deberin memorizar como un poema).
En la otra notacién esto se ve como:

d(f/9) _ g9(z)df/dz — f(z)dg/dz
dz - 9(z)? '

Para probar esta regla, escribimos nuestro cociente en la forma
f(=) 1
22— () ——
9(z) it )y(z)

y usamos la regla para la derivada de un producto, junto con el caso especial que
acabamos de probar. Obtenemos su derivada:

d (f(=z) 1)L -1,
& (18)=regs +10 50w
_ 9@)f(2) - f(z)¢'(=)
9(=)?
colocando esta expresién sobre el denominador comin g(z)2. Esta es la derivada

deseada.
Resolvamos algunos ejercicios.

Ejemplo.

d ( z?24+1 ) _ (82* — 2z)2z — (2 + 1)(122% - 2)

dz \3z4—2z) = (3z% — 2z)2

Ejemplo.

i( 2z \ _(z+4)-2-2z-1
de \z+4) " (z +4)2
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Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva
y=z/(z*+4)
en el punto z = -3.
Hagamos f(z) = z/(z? + 4). Entonces

244)-1—2-2
fw =€ +(33+4)2 -

De aqui, , 3_13—18_i
FE3 =g = 1%
Esta es la pendiente en un punto dado. Més atin,
-3

f=3) =13 ’
Por ello las coordenadas del punto dado son (—3,—3/13). La ecuacién de la
recta tangente es entonces

3 -5

—_——— 3).
Y+ 3= 150 Y

Ejemplo. Mostrar que las dos curvas
y=224+1 y y=322+1%
tienen una recta tangente comin en el punto (1,2). Hacemos
fe) =241y gx)=32+1
Entonces
f@)=2 y ¢@=2"
Como f'(1) = ¢’(1) = 2, la pendiente de las rectas tangentes a la grifica de f y

a la gréifica de g es la misma en el punto (1,2). De ahi que las rectas tangentes
sean la misma, pues pasan por el mismo punto, a saber

y—2=2(~1).

Apéndice. Otra demostracién de que dz"/dz = nz"~!

Hay otra demostracién de que

dz" _

= = nz" 1

dz
para. cualquier entero positivo n, como se vera enseguida. Primero notamos que
cuando n = 1, hemos probado directamente que

dz
=1

%—f
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usando el método de la h.

Ahora vamos a usar la regla para la derivada de un producto. Para obtener
la derivada de z2, tenemos:

d(z?) _d(z-z) zd:c dz
de ~ dr ~ Tdz  dz
A continuacién obtenemos la derivada de z3:
d(z®) _d(z-z) _ ,dz | d(z?)
dz ~  dz . ° d:c.+ dz ©

= z? + 222 (por el paso anterior)

= 3z2.

Después obtenemos la derivada de z*:
d(z*) _d(z®-z)  gdz . d(z?)
dz ~  dz " dz + dz °
=23 + 323 (por el paso anterior)
=423

Podemos proceder de este modo para cualquier entero n. Supongamos que
hemos probado la férmula hasta cierto entero n. Entonces

d(z*t)  d(z"-z) ,dz  d(z")
dz ~ dz " & dn °
=z" + n2" (por el paso anterior)

=(n+1)z".

Esto muestra cémo se procede de un paso al siguiente.

Este procedimiento se llama induccién. A lo largo del curso hallarén varios
ejemplos de dicho procedimiento. En cada caso se resuelven los pasos para
n=1n=2,n=3, n=4,y asf sucesivamente, avanzando tanto como
sea necesario para reconocer el patrén y familiarizarse con él. Después se debe
tratar de formular y realizar el paso final, con n en lugar de un niimero especifico.
Después de encontrar suficientes ejemplos de este tipo, entenderan lo que significa
la induccién y, en particular, comprenderan la siguiente definicién formal.

Supongan que queremos probar una afirmacién A(n) para todo entero posi-
tivo n. Entonces una demostracién por induccién consiste en probar:

(1) La afirmacién es verdadera cuando n =1.
(2) Si la afirmacién es verdadera para un entero dado n, entonces es verdadera
para n+1.

El primer paso permite iniciar el procedimiento y el segundo paso permite ir de
un entero al siguiente, tal como lo hicimos en el ejemplo anterior.
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1, §5. EJERCICIOS

Hallar las derivadas de las funciones siguientes::

1. (a) 22/ (b) 3z%/* (c) iz? (d) 2z?
2. (a) 52" (b) 4z72 (c) iz* -5z +2% -2
3. (a) iz73 (b) 3z —2z° (c) 4z® —72% 42z -1
4. (a) Tz° + 42 (b) 42*/° 452 —2® +3z
5. (a) 25z~ +122'/%  (b) 22° 4527 (c) 42* = 72° +z-12
6. \‘(ia) 3z% - 22° (b) 3z* -2z +z-10 (cj 7z’ —8z° +z+1
7. (2 +z)(z—1) 8. (222 -1)(z* +1)
9. (z +1)(2? + 52°/?) 10. (22 — 5)(3z* + 52+ 2)
11. (z72 +2?) (1:3 + ;:1-) T 12. (2z +3) (% + -};)
; ' 2z
13. 2:_"_"51 / e 1
Para romper la monotonia de la letra z, usemos otra.
2 42t—1 1%/
15. f(¢) =\m 16. m
17. ;Cudl es la pendiente de la curva
i
Y=

en el punto ¢ = 2? ;Cuil es la ecuacién de la recta tangente en este punto?

18 ;Cudl es la pendiente de la curva
2
241
en t =17 ;Cuil es la ecuacién de la recta tangente?

y=

§5. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

Hallar las derivadas de las funciones siguientes jNo simplifiquen sus respuestas!

1. 3z -4z +5 2. 2?42z 427

3. 24+z-1 4, :':1/2--83:4+:1:'1

5. 2512 4 g5 6. 27 +15z71/%

1

7. (2® = 1)(z +5) 8. (zs + ;) (=° +1)

9. (2% + z%)(z* — 99) 10. (22 + 7 4 1)(z® — = — 25)
11. (22% +1) (—1-2- +4z+ 8) 12. (z* —2%)(z* - 1)

T

13. (z+1)(z+2)(z +3) 14. 5(z —1)(z — 2)(z* + 1)
15. 23(z2 +1)(z +1) 16. (z* +1)(z+5)(22+7)
17, — ! 19. ——>

2z +3 %8' Tz + 27 © o3 4212
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20.

23.

26.

29.

32.

35.

38.

3 -2z z+1
2zt + z3/2 2. z+1 22. z—5
3z1/2 . 2z1/2 4 £3/4 25 S +1
(z+1)(z+5) z° z°
P 7 8. s
2 _ 2
T~z 30. +2z 4+ 7 31. 2z +1
22 +1 8z 24+z—-4
z* 33, 42— z® 24 3
2243 C 2?42 "z -8z 47
- 3/4 2
1-5z 36. 14+6z4z 37, z
z Tz —2 (z+1)(z-2)
1/2 _ —1/2 4 5/4 .
z z 39. 3z + 40. z—1
z3/4 423 — 25 +1 (z—-2)(z-3)

Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas siguientes en el punto dado.

41. —z1/4+2z3/4 o en z=16 . ' -
42, y=2° 43" en z=1
43. y=(z-1)(z—3)(z-—4) en z=0
4. y=222 45z -1 en =2
45. y= (2 +1)(2z +3) en z=1
-1 _z
46. y= = . y= =.
6. y 45 en z=2 47. y= P en =2
z2+1 z?
48. y= z3+1 en z=2 49.y—22_ en =2
z-—1
50. y=32+1 en z=1
51. Mostrar que la recta y = —z es tangente a la curva dada por la ecuacién

52.

53.

54.

y=1z°— 61:2“:-4- 8z.
Hallar el punto de tangencia. ';
Mostrar que la recta y = 9z — 15 es tangente a la curva
y=2z>-3z+1. "

Hallar el punto de tangencia. ’ '
Mostrar que las graficas de las ecuaciones

o y =322 y = 23: +1
tienen la recta tangente comdn en el pnnto (1 3) Trazu la.s grafca.s

Mostrar que hay exactamente dos rectas tangentes alagrificade y = (z + 1)2 que
pasa por el origen, y hallar sus ecuaciones.
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y
55. Hallar todos los puntos (zo,yo) sobre la curva
y=4z' -8z +16z+7
tales que la recta tangente a la curva en (zo, yo) sea paralela a la recta
16z —y+5=0.

Hallar la recta tangente a la curva en cada uno de estos puntos.

lil, §6. LA REGLA DE LA CADENA

Ya sabemos cémo construir nuevas funciones a partir de las antiguas mediante
sumas, productos y cocientes. Hay otra manera importante de construir nuevas
funciones. Primero daremos ejemplos de esta nueva manera.

Consideren la funcién (z + 2)!°. Podemos decir que esta funcién esta hecha
a partir de la funcién décima potencia y de la funcién z +'2: A saber, ﬂiado un
nimero z, primero le sumamos 2 y después tomamos la décima potencia. Sea

gz)=z+2
y sea f la funcién de décima potencia. Entonces podemos tomar el valor de f

en z + 2, a saber 10
fe+2)=(z+2)

y también podemos escribirlo como
fz+2) = f(9(2))-
Otro ejemplo: Consideren la funcién (3z* — 1)1/2. Si hacemos
g(z) =3z -1
y hacemos que f sea la funcién raiz cuadrada, entonces
fe@) = V32t —1=(32* - 1)'/°.

A fin de no confundirnos con la letra z, que no podemos seguir usand? en todos
los contextos, usamos otra letra para denotar los valores de g. Asi podemos

escribir f(u) = u'/2. .
De manera analoga, sean f(u) la funcién u+5 y g(z) = 22. Entonces

f(s(=)) = f(22) = 20 +5.
Un ejemplo més del mismo tipo: Sea
: 1
W) =375

y
g(z) = 2'°.

Entonceé, ]
f(g(z)) =02
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Para que tengan suficiente practica con muchos tipos de funciones, mencio-
naremos varias cuyas definiciones se dardn posteriormente. Estas serdn sen y
cos (que se leen seno y coseno), log (que se lee logaritmo o simplemente log) y
la funcién exponencial exp. Seleccionaremos un nimero especial e (cuyo valor
es aproximadamente 2.718...), tal que la funcién exp esta dada por

exp(z) = €”.
Ahora veremos cémo se puede hacer nuevas funciones con éstas:

Sean f(u) =senu y g(z) = z2. Entonces

f(9(z)) = sen(z?).

Sean f(u)=e" y g(z) = cosz. Entonces

f(g(z)) = 987
Sean f(v) =logv y g(t) =13 —1. Entonces

f(9(2)) = log(t* - 1).

Sean f(w) = w!'® y g(z) = logz +sen z. Entonces
f(9(2)) = (log z + sen z)'°.

Cada vez que tengamos dos funciones f y g tales que f esté definida para
todos los niimeros que sean valores de g, podremos construir una nueva funcién
denotada por f og cuyo valor en un nimero z es

(f 0 9)(z) = f(9(2))-
La regla que define a esta nueva funcién es: Se toma el nimero z, se halla el
nimero g(z), y depués se toma el valor de f en g(z). Este es el valor de fog en
z. La funcién fog se llama funcién compuesta de f y g. Decimos que g es
la funcién interior y que f es la funcién exterior. Por ejemplo, en la funcién
log sen z, tenemos
fog=logosen. _

La funcién exterior es log, y la funcidn interior es el seno.

Es importante tener en mente que solo podemos componer dos funciones
cuando la funcién exterior esta definida en todos los valores de la funcién interior.
Por ejemplo, sean f(u) = u'/? y g(z) = —z2. Entonces no podemos formar la
funcién compuesta fog porque f esta definida solamente para niimeros positivos
(0 0) y los valores de g son todos negativos, o 0. Asi, (—z2)1/2 no tiene sentido.

Sin embargo, por el momento se les pide aprender el mecanismo de las funcio-
nes compuestas exactamente como aprendieron la tabla de multiplicar, a fin de
adquirir reflejos condicionados eficientes para cuando se encuentren con funcio-
nes compuestas. Por lo tanto, para el entrenamiento dado por los ejercicios que
se encuentran al final de la seccién, deberan olvidar por el momente el significado
de los simbolos y operar con ellos formalmente, sélo para aprender de manera
adecuada las reglas formales.
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Aunque no hemos definido la funcién exponencial ¢ ni hemos visto formal-
mente sen z u otra de las funciones recién mencionadas, no necesitamos conocer
sus definiciones para poder manipularlas. Si nos limitdramos a las funciones con
las que hemos tratado explicitamente hasta ahora, tendriamos una visién res-
tringida de como trabaja la composicién de funciones y cémo trabaja la regla de
la cadena a continuacidn.

Pasemos al problema de sacar la derivada de una funcién compuesta.

Comencemos con un ejemplo. Supongan que queremos hallar la derivada de
la funcién (z + 1)!°. El cociente de Newton seria una expresién muy larga,
y resultaria del todo infructuoso tratar de desenredarlo mediante fuerza bruta,
inico método que tenemos hasta ahora. Por lo tanto, es una agradable sorpresa
saber que hay una manera facil de hallar la derivada. Damos la respuesta al
momento: la derivada de esta funcién es 10(z + 1)°. Se parece mucho a la
derivada de las potencias.

Antes de enunciar y probar el teorema general daremos otros ejemplos.

Ejemplo.
E‘i'(”z +22)32 = g(w2 +2z)1%(2z + 2).

Observen cuidadosamente el término adicional 2z + 2, que es la derivada de la
expresién z2 + 2z. Podemos describir la respuesta en los términos siguientes.
Hacemos u = z? + z de modo que du/dz = 2z + 2. Sea f(u) = u3/2. Tenemos

entonces
d(f(u(z))) _ df du
dz T dudz’
Ejemplo.

Ed;(:cz +2)1° = 10(? + 2)°(22 + 1).

Observen de nuevo la presencia del término 2z + 1, que es la derivada de z2+=z.
Una vez mds, si hacemos u = z2+z y f(u) = u!'?, entonces

df (u(z
%)- = %:—:, donde % = 10u° y % =2z +1.
i Pueden adivinar la regla general a partir de las afirmaciones precedentes?
La regla general también fue descubierta mediante ensayo y error, pero nosotros
aprovechamos tres siglos de experiencia y podemos enunciarla y probarla de

manera muy simple, como sigue.

Regla de la cadena. Sean f y g dos funciones que tienen derivadas, y tales
que f estd definida en todos los niimeros que son valores de g. Entonces la
funcién compuesta f o g tiene una derivada, dada por la férmula

(fo9)'(z) = f'(9(2))9'(2)-
Esto se puede expresar en palabras diciendo que tomamos la derivada de la
funcion exterior por la derivada de la funcién interior (o la derivada de lo que
estd adentro).
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La afirmacién anterior se conoce como regla de la cadena.

Si ponemos u = g(z), entonces podemos expresar la regla de la cadena en la
forma

df (u(z)) _ df du
dz ~ dudz’

o también
d(fog) _ df du
dz  ~ dudz’
Asi, la derivada se comporta como si se cancelara du. En tanto hayamos pro-
bado este resultado, no hay nada de malo en trabajar como una méquina para
calcular derivadas de funciones compuestas; daremos algunos ejemplos antes de
los ejercicios.

Ejemplo. Sea F(z) = (22 + 1)'°. Entonces
F(z) = f(s(2)),

donde
u=g(z)=2+1 y  f(u)=ul
Entonces of p
10N 9 _ 9 o) — 0m — 89
f'(u) = 10u i g(z)—2z-—dz.
Asi,

d(fog) _ df du

— 1000 . 9 — 2 %
aa —-dudz_mu 2z = 10(z* + 1)°2z.

Ejemplo. Sean f(u) = 2u!/? y g(z) = 5z + 1. Entonces
df d
) =y-12=% o) —r — 29
fo=uttr=d g5l
Asi,

d .
7262+ 1) =2 4(5z +1)72.5 = (52 +1)~1/2 .5,

(Presten atencién a la constante 5, que es la derivada de 5z +1. Es muy posible
que la olviden.)

Para darles un entrenamiento mds extensivo del que se puede alcanzar con
las funciones consideradas, como las potencias, resumimos las derivadas de las
funciones elementales que se consideraran posteriormente.

deenz) _ g, dleosz) _
N
d(e® ‘
f:z) =€ (si: €®, jigual que la funcién!).
d(logz) 1
dz =z’
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Ejemplo.
d 7 6
o (senz)’ = T(sen z)° cos z.

En este ejemplo, f(u) = u” y df/du = TuS. Ademis

u
= CcosZT.

u =senz, y T

Ejemplo. 4
2 (sen 3z)" = 7(sen 3z)° cos 3z - 3.
El iltimo factor de 3 que se presenta en el lado derecho es la derivada d(3z)/dzx.

Ejemplo. Sea n cualquier entero. Para cualquier funcién diferenciable f(z),

d
£ f@y = nfar L.

Ejemplo.
J desenz _ ifd—,ul
dz ~ dudzr
En este ejemplo, f(u) =¥, df/du=¢€%,y u=senz.

= e*"*(cos z).

Ejemplo. (22) ;
dcos(2z®) _ df du _ 2y
e T dads = sen(2z%) - 4z.-
En este ejemplo, f(u) = cosu y df/du = —senu. Ademas u = 2z%, de modo
que du/dz = 4z. -
Ejemplo.
deosdz _ —sen(4z) - 4
dz )

En este ejemplo, f(u) = cosu y u = 4z por lo que du/dz = 4.

Insistimos en lo que ya afirmamos. Si nos limitdiramos a polinomios o a
cocientes de polinomios, no tendriamos ejemplos suficientes para practicar el
mecanismo de la regla de la cadena. No hay nada de malo en usar las pro-
piedades de las funciones que no se han definido formalmente en el curso. De
hecho podriamos crear funciones totalmente imaginarias para alcanzar el mismo
propésito.

Ejemplo. Supongan que hay una funcién llamada tonto(z), cuya derivada

estd dada por
dtonto(z) _ 1

dz z+senz’
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Entonces
d 3 _ dtonto(u) du
dztonto(:c +4z) = P
= 1 2
" (23 +4z) + sen(z3 + 4z) (327 +4).

Ejemplo. Supongan que hay una funcién vaca(z) tal que vaca’(z) =
tonto(z). Entonces
dvaca(z?)
dz
Demostracion de la regla de la cadena. Debemos considerar el cociente de
Newton de la funcién compuesta f o g, el cual es, por definicién,

flg(z + h)] - flg(=)]
5 .

= tonto(z?) - 2z.

Hagamos u = g(z) y sea
k=g(z +h) - g(z).
Entonces k depende de h y tiende a 0 cuando h tiende a 0. Nuestro cociente

de Newton es igual a
futk) - f(u)
b .

Para el presente argumento supongamos que k es distinto de 0 para todos los
valores pequeiios de k. Entonces podemos multiplicar y dividir este cociente por
k y obtener

flutk) = f(u)
k

k_futk) - f(u)g(z+h) - g(z)
h~ k h ' /
Si hacemos que h tienda a 0 y usamos la regla para el limite de un producto,

vemos que nuestro cociente de Newton tiende a

f'(uw)d' (),

y esto probaria nuestra regla de la cadena, bajo la hipétesis de que & no es 0.

No sucede con mucha frecuencia que k = 0 para valores arbitrariamente pe-
quefios de h, pero cuando suceda, debera afinarse el argumento anterior. Para
los interesados, mostraremos ahora cémo se puede modificar ligeramente el ar-
gumento de modo que sea vélido en todos los casos. El lector no interesado
puede hacer caso omiso de ello.

Distinguimos dos tipos de nimeros k. Los del primer tipo, aquellos para los
cuales g(z + h) — g(z) # 0, y los del segundo tipo, aquellos para los cuales

g(z + h)—g(z)=0.

Sea H) el conjunto de h del primer tipo, y H» el conjunto de h del segundo
tipo. Supongamos que tenemos

g(z+h)—g(z)=0
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para valores arbitrariamente pequefios de h. Entonces el cociente de Newton 23. (2% +1)e” 24. (2° + 2z)(sen 3z)
9(z+h) - g(x) 25, —> 26, SB2%
——h——' Senz + cos er
; ; o7, logz 28, Et1
es 0 para dichos valores, esto es, para h en H; y, en consecuencia, " 2243 " cos 2z
¢'(2) = lim g(z + h) —g(z) =0 29. (2z — 3)(e" + 1) 30. (z® —1)(e** +5z)
h—0 h ) z°+1 2 -1
. . 31, —— 32.
Mas ain z—1 2z +3
lim f(g(z + b)) — f(g(=)) =0 33. (2} - e™)(2z + 1) 34. (sen3z)(z'/* - 1)
- ’
NeH, h 35. sen(z® + 5z) 36. €3 ¥8
porque h es del segundo tipo, de modo que g(z+h)—g(z) =0, g(z +h) = g(z) 37. + 38. _1_;2_
¥, por lo tanto, f(g(z + h)) — f(g(z)) = 0. Aqui se toma el limite cuando A log(z* +1) log(z1/2 + 22)
tiende a 0, pero h del segundo tipo. 39, 2%
Por otro lado, si tomamos el limite con h del primer tipo, entonces se aplica e* PN
el argumento original, i.e. podemos dividir y multiplicar por 40. Sea f una funcién tal que f'(u) = T%ﬁ Sea g(z) =)\f(”2t) ./ Hallar ¢'(z) y
o b . e TN . .
k=g(z+ k) -g(z), ¢'(2). No intenten evaluar f(u). : . s

—

y hallamos 41. Descansar.
. Jl9(z +h) - f(g(z
lim ( ) = 1(o(=)) _ f'(9(2))d (=) I, §6. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
ver, h
! L. Hallar las derivadas de las funciones siguientes.
como antes. Pero g'(z) = 0. Por ello el limite es 0 = f’(g(z))g/(z) cuando h 2 R
tiende a 0, ya sea h del primer tipo o del segundo. Esto concluye la demos- 1 (22+1) 2. (22 +9)
tracién. 3. (5z+3)" 4. (12 - 2)™
5. (22 4+ 2 -5)° 6. (22° - 3z)*
i, §6. EJERCICIOS 7. 3z +1)'/2 8. (2z —5)°/* \
' . L 9. (®+z-1)" 10. (z* +5z+6)7"
Hallar las tzenvadas de las funciones siguientes. o 11. (z+5)~° 12. (z° + 2z +1)°
L (z+1) 2. (22 -5)" 13. (z —1)(z - 5)° 14. (22° +1)*(2* + 32)
3. (senz)® 4. (logz)® 15. (2427 22 —1)* 16. (2% +1)°(2z + 5)?
5. sen2z , 6. log(z? +1) . @t 1)° s 22+ VK
7. e 8. log(e” + senz) T (z=1)1/2 T (z+5)°
9. sen (logz + l) 10. 2+1 19 (22’ +2-1)°7 20 @ +1)@z-7°
\ . z : sen 2z : (3z +2)° T (2 + 5z — 4)°
11. (2z° +3) 12. cos(sen 5z) \ 21. Vaz +1 2. Vz¥3
1:' log(cos 2z) . 14. senl(22 + 5] 23. /22 +5+5 2. V2rP—z 41
15. 16.
sen[clos(a: +1)] set;(e ) En los ejercicios siguientes se supone que existen las funciones senu, cosu, logu y e*
17. W 18. («t_z)? cuyas derivadas estin dadas por las férmulas siguientes:
19 1 20 1 dsenu_cosu dcosu__se]”l
" (sen 2z)? * (cos2z)? du ' du '
1 d(e") _ o dlogu 1
21. e 22. (senz)(cosz) ekt e =
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Hallar la derivada de cada funcic’m (con respecto a z):

25. se_zn(.'n:3 +1) 26. cos(z® +1) 27. €=t
28. log(z® +1) 29. sen(cos ) 30. cos(sen z)
31. e*n(=>+D) 32. log[sen(z® +1)] 33. sen[(z +1)(z* +2)]-
34. log(22® + 3z +5) 35, (=+1N==3) 36. ¢**H!
37. sen(2z + 5) 38. cos(7z +1) 39. log(2z +1)
2z +1 z—5 2z —1
40. log Y 41. sen2z+4 42, cos:l:_l_3
43, 27 +37H1 44. log(4z® — 21) 45. sen[log(2z + 1)]
2
2z 2 z¢ -1
46. cos(e®") 47. cos(3z° — 2z +1) 48. sen <2z3 T l)
49. 2z +1)% 50. (senz)*° 51. (logz)*®
i 2241 5 20
52. (sen2z) 53. (e —z) 54. (logz)
55. (3log(z® +1) — z°)'/2 56. (log(2z + 3))4/3 »
57, Sen 2z 58 sen(2z + 5) 59 log 2z
' cos3z © cos(z? —1 © senz?
3
e’ z* +4 ) sen(z> — 2)
60. z2 -1 61. cos 2z 62. sen 2z
2 4 -z
63. 2z +1 64, — 65. e™>*
(cos £3) cos 2z
66. ==’ 67. e~ +e 68. Ve +1
69 log(z® + 2) 70 log(2z + 1)
’ e~ " sen(4z + 5)

lll, §7. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Dada una funcién diferenciable f definida en un intervalo, su derivada f’ es
también una funcién en ese intervalo. Si sucede que también es diferenciable (lo
cual es frecuente), entonces su derivada se llama segunda derivada de f y se
denota por f"(z).

Ejemplo. Sea f(z) = (23 + 1)%. Entonces
f(2)=3(z+1)322 =925+ 922 y  f"(z) =40z* + 18z.

No hay razén alguna para detenerse en la segunda derivada, y sin duda po-
demos seguir con la tercera, la cuarta, etc., siempre que existan. Como resulta
engorrosa una notacién que acumula primas después de la f para denotar deri-
vadas sucesivas, escribimos -

f n
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para la n-ésima derivada de f. Asi, f se escribe también f(2). Si queremos
referirnos a la variable z, escribimos

af

(n)(,,) T

Ejemplo. Sea f(z) = z3. Entonces

&= =@ =P =,
=@ =s, df = /9) =

Ejemplo. Sea f(z) = 52%. Entonces

1) = 1552 = &
d2
o0 =sne= T
@) =30=21,
9@ =0=5L.
Ejemplo. Sea f(z)=senz. Entonces
f'(z) = cosz,
fA(z) = —senz.

, §7. EJERCICIOS

Hallar las segundas derivadas de las funciones siguientes:
1. 323 452 +1 2. (22 +1)°
. Hallar la 80-ésima derivada de z’ + 5z—-1. -

3
4. Hallar la séptima derivada de z7 + 5z — 1.
5. Hallar la tercera derivada de z? ‘+ 1.

6

. Hallar la tercera derivada de z° + 2z — 5
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7. Hallar la tercera derivada de la funcién g(:;) =senz.
8. Hallar la cuarta derivada de la funcién g(z) = cos z
9. Hallar la décima derivada de senz.

10. Hallar la décima derivada de cosz.

11. Hallar l1a 100-ésima derivada de senz.

12. Hallar la 100-ésima derivada de cosz.

13. (a) Hallar la quinta derivada de z°.

(b) Hallar la séptima derivada de z’

(c) Hallar la decimotercera derivada de z13
En el proceso de hallar estas derivadas se debe observar un patrén. Sea n un entero
positivo. Definir n! como el producto de los primeros n enteros. Asi

nl=n(n-1)(n-2)-.-2-1
A este nlimero se le llama n factorial. Por ejemplo:
2l =2, 3=3.2=6, d=4.3.-2=24.

Calcular 5!, 6!, 7!. Hallarin que n! se usa particularmente en el capitulo sobre la
férmula de Taylor, mas adelante en el curso.

14. En general, sea k un entero positivo. Sea
f(z) =4
(a) ;Cull es f(F(5)? o
(b) (Cudl es f¥)(0)?
(c) Sea n un entero positivo > k. ;Cudl es f(™(0)?
(d) Sea n un entero positivo < k. ;Cudl es f(™(0)?

I, §8. DIFERENCIACION IMPLICITA

Supongan que una curva esta definida por una ecuacién
F(z,y)=0
como un circulo, 22 4+ y% = 7, o una elipse, o bien, de manera mas general, una
ecuacién como
328y —y* + 5224+ 5= 0.
Usualmente sucede que para la mayoria de los valores de z es posible despejar
y como funcién de z, con lo cual se halla una funcién diferenciable

y=f(=)
que satisfaga la ecuacién. Por ejemplo, en el caso del circulo,
$2 + yz = 7’

tenemos
y2 =7- 22
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¥, por lo tanto, obtenemos dos posibilidades para y,

y=V7-z2 o y=—-Vv7-2z2

La gréfica de la primera funcién es el semicirculo superior y la grifica de la
segunda funcidn es el semicl'rculo inferior.

En el ejemplo 3z — y* + 522 + 5 = 0, es realmente un problema despejar
Y, ¥y no lo haremos. Sin embargo, al suponer que y = f(:c) es una funcién
diferenciable que satisface esta ecuacién, podemos hallar més ficilmente una
expresion para la derivada, y lo haremos en un ejemplo posterior.

Ejemplo. Hallar la derivada dy/dz si 2+ y?> =7, en términos de z y y.
Diferenciamos ambos lados de la ecuacién usa,ndcyl{e:gla, de la cadena y el
hecho de que dz/dr = 1. Obtenemos entonces:

2092 4 oy W

dy
. d =0, esto es 2z + 2ya =0.

Por lo tanto,
dy -2z

dz — 2y °

Ejemplo. Hallar la recta tangente al circulo 2 + y? = 7 en el punto z = 2
yy=+3.
La pendiente de la recta en este punto esta dada por
dy| 222
dz |5 3 V3 V3

Por lo tanto, la ecuacién de la recta ta,ngente es

y- \/5— z—2).

f

Ejemplo. Hallar la derivada dy/dz en términos de z y y si
32% — y* + 527 = 5.

Suponemos de nuevo que y es una funcién de z. Diferenciamos ambos la-
dos usando la regla para la derivada de un producto y la regla de la cadena.
Obtenemos entonces:

3::3:—: + 922y — 443 + 10z =0,

dz
o, factorizando, p
QY a3 _ - _ 02
2532 44P) = —10z — 92%y.
Esto da
dy _ 10z+49z%
dz = 3z3-48
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Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente en el ejemplo anterior en
elpunto z =1, y=2.

Primero hallamos la pendiente en el punto dado. Esto se obtiene al sustituir
z=1y y=2 en la expresién para dy/dz obtenida en el ejemplo anterior. Asi:

dy 10418 28

de|,,  3-32 29
Entonces la ecuacién de la recta tangente en (1,2) es

y—2= %g-(:c—l).

lll, §8. EJERCICIOS

Hallar dy/dz en términos de z y y en los problemas siguientes.

1. 2 +zy=2 2. (z—3)2+(y+1)2=37
3. zs—-zy+y3=l 4. P -2 +y=1
1 1.

5. 2zy+y’=z+y 6 -+ =1

7. y2+2z2y+z=0 8. :c"’g/2=z2+y2

Hallar la recta tangente a las curvas siguientes en los puntos indicados.
9. 22y® =9 en (-1,3)

©10. 22+ +22-5y—19=0 en (3,-1)

11. (y—2z)* =22 +4 en (6,2)

12. 222 —y® 442y -2z =0 en (1,-2)

13. 2+ 92 =25 en (3,—4)

14. 22— 4> +3zy+12=0 en (—4,2)

15. 2 +zy—9y2 =1 en (2,3)

I, §9. RAZON DE CAMBIO

La derivada tiene una interesante interpretacién fisica, que estd intimamente
relacionada con ella a lo largo de su desarrollo histdrico, y vale la pena mencio-
narla.

Supongan que una particula se mueve a lo largo de cierta recta una distancia
que depende del tiempo t. Entonces la distancia s es una funcién de ¢, que
escribimos s = f(t).

Para dos valores del tiempo, t; y i3, el cociente

f(t2) = f(t1)
to — 11

- .
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se puede considerar como una rapidez promedio de la particula, pues da la dis-
tancia total cubierta dividida entre el tiempo total transcurrido. En un tiempo
dado tg es razonable considerar el limite

Jfm f(t) — f(to)
t—to t—1p
como la razén de cambio de s respecto a t. Esto no es mds que la derivada

f'(t), que se llama rapidez.
Denotemos la rapidez por v(t). Entonces

ds
t) = —.
vt) = 5
La razén de cambio de la rapidez se llama aceleracién. Asi

d ., d?
;1% = a(t) = aceleracién = E‘;'

Ejemplo. Si la particula es un objeto que se deja caer bajo la influencia de
la gravedad, los datos experimentales muestran que

s= %Gtz,
donde G es la constante gravitacional. En ese caso,

ds
(-ﬁ-—Gt

es su rapidez. La aceleracién es entonces

d?s o

7l G = constante gravitacional.
Ejemplo. Una particula se mueve de manera que en el instante ¢ la distancia
recorrida estd dada por la funcién '

s(t) =12+ 1.

La derivada s’(t) es igual a 2t. Asi la rapidez de la particula es igual a 0 en el
instante ¢ = 0. Su rapidez es igual a 4 en el instante ¢t = 2.

En general, dada una funcién y = f(z), la derivada f’(z) se interpreta como
la razén de cambio de y respecto a z. Por ello f/ también es una funcién.
Si y crece cuando x crece, significa que la derivada es positiva, en otras palabras
f'(z) > 0. Si y es decreciente, significa que la razén de cambio de y respecto a
z es negativa, esto es f'(z) < 0.

Ejemplo. Suponer que una particula se mueve con rapidez uniforme a lo
largo de una recta, digamos a lo largo del eje = hacia la derecha, alejandose del
origen. Consideren que la rapidez es de 5cm/seg. Podemos escribir entonces

dzx

'E=5.
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Vamos a suponer que en algin instante la particula estd a 12cm a la derecha
del origen. Después de cada segundo subsecuente de movimiento, la distancia se
incrementa en otros 5cm, de modo que después de 3 segundos, la distancia de
la particula al origen sera

124+3:5=12+15=27cm.

Es posible expresar la abscisa como funcién del tiempo. Con rapidez uniforme,
- la distancia recorrida es igual al producto de la rapidez por el tiempo. Asi, si la
particula parte del origen en el instante ¢ = 0, entonces

z(t) = 5t.
Si, por otro lado, la particula parte de otro punto zo, entonces
z(t) = 5t + xo.
En efecto, si sustituimos ¢ por 0 en esta ecuacién, hallamos
z(0) =50+ zo = zo.
Por lo tanto, z¢ es el valor de z cuando t = 0.

Ejemplo. Consideremos que una particula se mueve hacia la izquierda a
razén de 5cm/seg. Entonces escribimos

-d—z=—5.

dt
Supongamos de nuevo que en algin instante la particula estd a 12cm ala derecha
del origen. Entonces, después de 2 segundos, la distancia de la particula al origen

sera
12-2-5=12-10=2cm.

L

l 12

Finalmente, supongamos que la particula no parte cuando t = 0, sino digamos
después de 25 segundos, pero que se mueve con la misma rapidez constante.
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Podemos medir el tiempo en términos de una nueva coordenada ¢ . En términos
de t’, la abscisa est4 dada por

z = -5t
Podemos dar ¢’ como funcién de t, mediante
t'=t—25.
Entonces, .
z = -5(t — 25)

da z como funcién de t.

En muchas aplicaciones hemos de considerar razones de cambio relacionadas,
lo cual hace que intervenga la regla de la cadena. Supongamos que y es funcién
de z y que ademas z estd dado como funcién del tiempo, digamos z = g¢(t);
entonces, mediante la regla de la cadena, podemos determinar tanto la razén de
cambio de y con respecto a z, a saber dy/dz, como la razén de cambio de y

respecto a t, a saber,
dy dydz

dt ~ dz dt
por la regla de la cadena

Ejemplo. Un cuadrado se expande de manera que su lado cambia a razén
de 2cm/seg. Hallar la razén de cambio de su area cuando el lado mide 6 cm de
largo.

El drea de un cuadrado como funcién de su lado esta dada por la funcién

CA(z) = 2.

Si el lado z estd dado como funcién del tiempo ¢, digamos z = z(t), entonces
la razén de cambio del 4rea respecto al tiempo es, por definicidn,

d(A(=(1)))
dt
Ahora usamos la regla de la cadena, y si denotamos el 4rea por A , hallamos
dA _dAdz __ dz
4 " dzat T @
Nos dicen que z crece a razén de 2cm/seg. Esto significa que

dz _, ¢
d — ~
Asi, cuando z(t) = 6, hallamos que
dA
i 2:6-2=24cm/seg.
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Ejemplo. Un punto se mueve a lo largo de la grifica de y = z3 de modo
que su abscisa decrece a razén de 2 unidades por segundo. ;Cuaél es la razén de
cambio de su ordenada cuando z = 37 '

Tenemos que, por la regla de la cadena,
dy _dyds _, ods

dt “dzadt @
Nos dicen que z es decreciente. Esto significa que

dz
i -2.
Por lo tanto, la razén de cambio de y cuando z = 3 es igual a
% = 3(3%)(—2) = —54 unidades por segundo.
z=3

El hecho de que dy/dt sea negativo significa que y decrece cuando z = 3.

Ejemplo. Hay un farol en lo alto de un poste a 7.65m del suelo. Un hombre
de 1.80m de alto camina alejandose del poste. ;Cuaél es la longitud de su sombra
cuando estd a 12.25m de la base del poste? Si camina a razén de 1.53m/seg,
icon qué rapidez crece su sombra en este punto?

»r 8 —l
) -

-
&

Necesitamos establecer una relacién entre la longitud de la sombra y la dis-
tancia del hombre al poste. Sea s la longitud de la sombra y sea z la distancia
entre el hombre y la base del poste. Entonces, por tridngulos semejantes, vemos

ue
g 7.65 _ 18

z+s s
Después de la multiplicacién cruzada, vemos que 7.65s = 1.8z + 1.8s, de donde
| _ 18,
T 585

s

Por lo tanto, ds/dz = 1.8/5.85, y

1.8 dz
dt ~ 5.85dt’

(111, §9] RAZON DE CAMBIO 99

Como dz/dt = 1.53, obtenemos lo que queremos:

ds 18 '2.754
758 53 = 585 m/seg.
Ademss, cuando z = 12.25, hallamos que la longitud de su sombra estd dada

por
_1.8-12.25 _ 22.05

=58 - 58 "/
Observacién. Siel hombre camina hacia el poste, la distancia z sera decre-
ciente y en este caso:

dz

En consecuencia, un argumento similar muestra que

ds __2754
dt ~  5.85 g

Ejemplo. El drea de un disco de radio r estd dada por la férmula
A=ar?,

donde r es el radio. Sea s el didmetro. Entonces s = 2r, de modo que r = 5/2
y podemos dar A como funcién de s mediante

s\2 ws?
A=nm (5) = T
Por lo tanto, la razén de cambio de A con respecto a s es
dA _27s _ 7s
ds 4 2

Ejemplo. Un cilindro se comprime lateralmente y se estira, de modo que
el radio de la base decrece a razén de 2cm/seg y la altura crece a razén de
5cm/seg. Hallar la razén a la que estd cambiando el volumen cuando el radio
es de 6cm y la altura es de 8cm.

El volumen est4 dado por la férmula

V = nrih,

donde r es el radio de la base y h es la altura.

h V.= xr2h

Nos dicen que dr/dt = —2 (el signo es negativo porque el radio esta decreciendo),
y dh/dt = 5, de modo que usando la férmula para la derivada de un producto,
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hallamos . dh d
A i Pt & = x[5r2 — 4hr).
= [r = +h2rdt] n[6r® — 4hr)
Cuando r =6 y h = 8 obtenemos
v ves =7(5-62—4-.8-6) = —127.
dt | ;23 .

El signo negativo en la respuesta significa que el volumen estd decreciendo cuando
r=6y h=8.

Ejemplo. Dos trenes parten de una estacién con 3 horas de diferencia. El
primero se dirige hacia el norte con una rapidez de 100km/hr. El segundo se
dirige hacia el este con una rapidez de 60km/hr. El segundo parte 3 horas
después del primero. ;A qué razdn estd cambiando la distancia entre los trenes
2 horas después de que partié el segundo tren?

Sea y la distancia del primer tren a la estacidon y z la distancia del segundo
tren a la estacién. Entonces

dy dz
_—= — = 60.
L A
Tenemos que y = 100¢, y como el segundo tren parte tres horas después, tenemos
z = 60(t - 3).

Sea f(t) la distancia entre ellos. Entonces

f(t) = \/60%(t — 3)2 4 1002¢2.

Por lo tanto,
£/(t) = 1[3600(t — 3)% 4 1000022~ 1/2[2 - 602 (¢ — 3) + 2 - 100%).

El tiempo 2 horas después de que partié el segundo trenes t =2+3 = 5. La
razon deseada es entonces f/(5), de modo que

£'(5) = {14400 + 250000]~1/2[14400 + 100000].

z
Ejemplo. Resolveremos el ejemplo anterior usando otro método. Sea z la
distancia entre los trenes. Tenemos

2= 2% 4y
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Més ailn, z, y y z son funciones de t. Al diferenciar respecto a ¢t obtenemos:

dz dz dy
2ZE = 23"7{ + 2y7t'.

Cancelamos 2 para obtener

dz _ dz  dy
T %a Ve

Escribamos z(t), y(t) y z(t) en lugar de z, y, z, como funciones de ¢. Entonces

z(5) = 120, y(5) =500, y, por Pitdgoras, 2(5) = /1202 + 5002.

Sustituyendo t = 5, hallamos

dz dz d
B)g|_, = OF|_ +vOg
Al dividir entre 2(5) se obtiene:
dz _120-60+ 500 - 100
dt|,.s V1202 + 5002

i, §9. EJERCICIOS

Se pueden usar las férmulas siguientes para algunos de estos ejercicios.

El volumen de una esfera de radio r es %xra.

El drea de una esfera de radio r es 47xr?.

El volumen de un cono de altura & y radio de base r
es %rr’h.

El 3rea del circulo de radio r es xr2.

La circunferencia del circulo de radio r es 27r.

1. Una particula se mueve de modo que en el instante ¢ la distancia est4 dada por
s(t) =* — 2t. ;En qué instante la aceleracién es igual a
(a) 1 () o (c) -57

2. Una particula se mueve de modo que en el instante ¢ la distancia estd dada por la
funcién s(t) = 2¢* +t*. ;En qué instante la rapidez es igual a cero?

3. Un objeto viaja sobre una recta con una rapidez dada por la funcién o(t) = 4t°.
Hallar la aceleracién en el instante ¢ = 2.

4. Una particula se mueve de modo que en el instante t la distancia recorrida estd
dada por s(t) =t* — 2t + 1. ;En qué instante la aceleracién es igual a 07

5. Un cubo se expande de manera que su lado estd cambiando a razén de 5 m/seg.
Hallar la razén de cambio de su volumen cuando su arista mide 4m de longitud.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Una esfera esti creciendo de modo que su radio crece a razén de 1cm/seg. ;Con
qué rapidez estd cambiando su volumen cuando su radio es de 3cm?

. {Cudl esla razén de cambio del 4rea de un circulo respecto a su radio, a su didmetro,

a su circunferencia?

. Un punto se mueve a lo largo de la grifica de y = 1/(z? + 4) de manera que
dz/dt = —3 unidades por segundo. ;Cudl es la razén de cambio de su ordenada

cuando z =27

. Hay un farol en lo alto de un poste a 6.10m del suelo. Una mujer de 1.53m de

estatura camina alejindose del poste. ‘Hallar la razén a la que cambia su sombra si
ella camina a razén de ‘

(2) 1.22m/seg (b) 1m/seg.

Si en el ejercicio 9 la mujer camina hacia la luz, hallar la razén a la cual su sombra
decrece si camina a razén de i

(a) 1.53m/seg (b) 1.8m/seg.

Una particula se mueve de manera diferenciable sobre la paribola y = z2. ;En qué
punto sobre la curva se mueven a la misma razén su abscisa y su ordenada? (Se
puede suponer que dz/dt y dy/dt # 0 para todo t.)

Un lado de un tridngulo rectingulo decrece 1cm/min y el otro lado crece 2 cm/min.
En algiin instante el primer lado mide 8cm y el segundo lado mide 6 cm. ;Cudl es
la razén de crecimiento del drea 2min después de ese instante?

La longitud del lado de un cuadrado esti creciendo a razén de 3cm por segundo.
Hallar la razén de cambio a la cual estd creciendo el drea cuando el lado mide 15cm.

Una escalera de 5.20 m de largo esti apoyada sobre una pared vertical. Si el extremo
inferior de la escalera se estd alejando del pie de la pared a razén de 0.92m/seg,
icon qué rapidez estd descendiendo la parte superior cuando el extremo inferior estd
a 2.45m de la pared? :

Una piscina tiene 7.65m de ancho, 12.25m de largo, 1m"de profundidad en un
extremo y 2.75m de profundidad en el otro, siendo el fondo un plano inclinado. Si
se bombea agua dentro de la piscina a razén de 0.3m®/min, ;jcon qué rapidez se
estd elevando el nivel del agua cuando tiene 1.22m de profundidad en el extremo
mds hondo?

Un depésito tiene forma de cono con el vértice hacia abajo, de 3.3 m de alto. El
radio en la parte superior es de 1.22m. Se vierte agua en el depdsito a razén de
0.15m®/min. ;Con qué rapidez est3 subiendo el nivel del agua cuando la profun-
didad del agua es de 1.5m?

Una particula se mueve de modo .que en el instante ¢ la distancia recorrida estd
dada por s(t) = 2t —t. ;En qué instante la rapidez es ignal 2 0? ;Cuil es la
aceleracién de la particula?

Una particula se mueve sobre la paribola con ecuacién y = z?~6z. Hallar el punto
sobre la curva en el cual la razén de cambio de la ordenada es cuatro veces la razén
de cambio de la abscisa. (Suponer que dz/dt # 0 para todo z.)
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19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Fluye agua hacia dentro de un tanque con forma de hemisferio de radio 3.3m con
el lado plano hacia arriba, a razén de 0.1 m®/min. Sean h la profundidad del agua,
r el radio de la superficie del agua y V el volumen del agua en el tanque. Suponer
que dV/dt = xrdh/dt. Hallar con qué rapidez se estd elevando el agua cuando
h=1.65m.

Un tren parte de una estacién en cierto instante y viaja hacia el norte a razén de
50km/hr. Un segundo tren parte de la misma estacién 2hr después de la partida
del primero y se dirige hacia el este a razén de 60 km/hr. Hallar la razén a la que
se estin separando los dos trenes 1.5hr después de la partida del segundo.

Cae arena sobre una pila cuya forma siempre es de cono, a razén de 0.1 m?® fmin.
Suponer que el didmetro de la base de la pila es siempre tres veces la altura. (A
qué razén estd creciendo la altura cuando ésta es de 1.22m?

El volumen de una esfera est4 decreciendo a razén de 127 cm®/min. Hallar la razén
a la cual estin cambiando el radio y el drea de la superficie de la esfera cuando el
radio es de 20cm.

Cae agua dentro de un depésito cénico a razén constante de 2m®/min. El vértice
estd a 18 m hacia abajo y el radio en la parte superior es de 24 m. ;Con qué rapidez
esta elevindose el agua cuando tiene 6 m de profundidad?

Cae arena sobre una pila, formando asf un cono. Sea V el volumen de la arena, de

~modo que V = %m‘zh. {Cudl es la razén de cambio del volumen de arena cuando

r = 3.3m, si el radio de la base se est4 expandiendo a razén de 0.6m/seg y la
altura esti creciendo a razén de 0.3m/seg? Se puede suponer que r = h =0
cuando t=0.



CAPITULO IV

Seno y coseno

A partir del seno y del coseno de un dngulo definiremos funciones de niimeros y
determinaremos sus derivadas. )

Es conveniente recordar todas las cuestiones de trigonometria que usaremos,
en particular la férmula que nos da el seno y el coseno de la suma de dos angulos.
Asi, en este libro el tratamiento de las funciones trigonométricas es explicito:
no necesitan saber nada acerca del seno y el coseno antes de comenzar este
capitulo. Sin embargo, la mayoria de las demostraciones de los enunciados que
se encuentran en la seccién §1 vienen de la geometria plana y se dejardn a los
lectores.

IV, §0. REPASO DE LA MEDICION EN RADIANES

Para eliminar confusiones de terminologia a menudo es conveniente usar dos
palabras diferentes para un circulo, y para un circulo junto con su regién interior.
Asi reservamos la palabra circulo para el primero y al circulo con su interior le
llamamos disco, de ahi que hablemos de la longitud de un circulo, pero del area
de un disco. ‘

Supongamos que tenemos una unidad fija de longitud. Esto determina una
medida para el 4rea. Por ejemplo, si la longitud estd medida en metros, entonces
el area estd medida en metros cuadrados.

Para nuestros propésitos inmediatos definimos = como el drea del disco de
radio 1. Es claro que constituye un problema hallar la expansién decimal para
m, la cual, como quiza ya saben, es aproximadamente igual a 3.14159.... Mas
adelante en el curso aprenderan a calcular = con cualquier grado de precisién.

El disco d- radio r se obtiene mediante una dilatacién (o ampliacién) del
disco de radio 1, segin se muestra en la figura siguiente.
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¢Cémo cambia el area bajo la dilatacién? Veamos primero lo que sucede con
los rectangulos. Sea R un rectangulo cuyos lados tienen longitud @ y b. Sea »
un {n'lmero positivo. Sea rR el rectangulo cuyos lados tienen longitud ra, rb,
segun se muestra en la figura. Entonces el drea de 7R es rarb = r2ab. Si A es
el drea de R, entonces el area de rR es r2A.

rb Area = r2gb

b |Area=ab

a ra

Bajo el efecto de la dilatacién en un factor r, el drea de un rectingulo cambia
] 2 - L .
en un factor 2. Esto se aplica como un principio general a cualquier regién:

Sea S cualquier regién en el plano. Sea A el 4rea de S. Con

una dilatacién en un factor r, la regién dilatada tiene como
drea r?A

Probaremos esto aproximando S mediante los cuadrados de una malla, como se
muestra en la figura de la pgina siguiente. Si ampliamos S en un factor de r,
obtenemos una regién rS. Sea A el irea de S. Entonces el 4rea de rS sera

1 A )
1,
/f
st Emmw
A y
il ey
EEET N
\ 111
=2 )
\
y
Area A

,
Area r2A
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de nuevo r2A, porque cada cuadrado pequefio se amplia en un factor de r, de
modo que el drea de un cuadrado pequefio cambia en un factor de r?. La suma
de las 3reas de los cuadrados da una aproximacién al drea de la figura. Queremos
estimar cudn buena es la aproximacidn. La diferencia entre la suma de las areas
de todos los cuadrados pequefios contenidos en la figura y el drea de la figura
misma es a lo més el drea de todos los cuadrados pequefios que tocan la frontera
de la figura. Podemos estimar esto como sigue.

Supongan que hacemos una malla de modo que los cuadrados tengan lados
de longitud c¢. Entonces la diagonal de uno de dichos cuadrados tiene longi-
tud ¢v/2. Si un cuadrado interseca la frontera, entonces cualquier punto sobre
el cuadrado est4 a lo més a una distancia ¢v/2 de la frontera. Observen la figura.

(a) (b)

Esto sucede porque la distancia entre cualesquiera dos puntos del cuadrado es
a lo mas cv/2. Tracemos una banda de ancho c¢v/2 a cada lado de la frontera,
seglin se muestra en (b) de la figura anterior. Entonces todos los cuadrados que
intersecan la frontera deberén estar dentro de la banda. Es plausible que el 4rea
de la banda sea, a lo mds, igual a

2¢v/2  veces la longitud de la frontera.

Asi, si tomamos ¢ muy pequeiio, i.e. si tomamos la malla muy fina, entonces
el 4rea de la banda es pequefia y el drea de la figura estd aproximada por el
area cubierta por los cuadrados que estin completamente dentro de la figura.
Bajo dilatacion se aplica un argumento similar a la banda dilatada para la figura
dilatada, de modo que el drea de la banda dilatada es a lo més

72 .¢v2  veces la longitud de la frontera.

Conforme ¢ tiende a 0, las dreas de estas bandas tienden a 0. Esto justifica
nuestra afirmacién de que el irea cambia en un factor de r? si se dilata en un
factor r.

Como definimos a 7 como el drea del disco de radio 1, obtenemos ahora que

El drea de un disco de radio r es =r2.
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' Seleccionemos una unidad de medicién de angulos tal que el dngulo llano sea
1ggal a m veces el dngulo unitario. (Vean la figura siguiente.) El dngulo recto
mide 7/2. El dngulo completo que da una vuelta mide entonces 2w . Esta unidad
de medicién para la cual el 4ngulo llano mide 7 se llama radidn. Asi, el 4ngulo
recto tiene 7/2 radianes.

é ’: /2 3,/2#: 275%

Hay en uso otra unidad de medicién para la cual el angulo llano mide 180.
F.}sta unidad de llama grado. El angulo llano tiene 180 grados y el dngulo recto
tiene 90 grados. Tenemos ademas

360 grados = 27 radianes,
60 grados = 7/3 radianes,
45 grados = /4 radianes,

30 grados = /6 radianes.

Usaremos principalmente las mediciones en radianes, lo cual facilitar4 mas ade-
lante algunas férmulas. Es sencillo convertir de una, medicién a la otra.

' Ejemplo. ‘Una rueda gira a razén de 50° por minuto. Hallar su razén de
giro en rad/min y rpm (revoluciones por minuto).
Tenemos

27 .1
1° = —radi = — radi
360 1anes 180 radianes.
Por lo tanto 50° por minuto es igual a 507/180 = 57/18 radianes por minuto.
Ror ot.rf) lado, una revolucién completa es de 27 radianes, de modo que un
radidn equivale a 1/27 revoluciones ¥, en consecuencia, la rueda gira a razén de

Ux‘l‘sector es la regién del plano contenida en un angulo. A menudo hablamos
tamblep del sector de un disco, refiriéndonos a la porcién del sector contenida
en el disco, segiin se ilustra en la figura de la pagina siguiente.
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Sector de un disco
de radio r

Un sector se mide por su dngulo. En la figura hemos denominado 6 (teta) a
este dngulo, con 0 < 0 < 27. Se mide en radianes. El area del sector es una
determinada, fraccién del 4rea total del disco. Sabemos que el area total es 7r?2.
La fraccién es 6/2w. Por lo tanto, si llamamos S al sector de angulo 6 en un
disco de radio 7, entonces el area de S es

— .t =
2T

Senialamos esto para futura referencia:

2 _ 01
-

El drea de un sector cuyo dngulo es § radianes, en

. . or?
un disco de radio r, es igual a —.

2

Si el radio es 1, entonces el drea del sector es 6/2. Usaremos esto en la seccién
84.

Ejemplo. El érea de un sector de 4ngulo 7/3 en un disco de radio 1 es 7/6,
ya que el drea total del disco es 7 y el sector representa un sexto del drea total.
Esto se ilustra en la figura.

\1/3

El disco de la figura esta cortado en seis sectores y cada dngulo mide 7/3 radia-
nes, lo que hace un total de 27 radianes.
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A continuacién trataremos con la longitud de arco del circulo.
Sea c la circunferencia de un circulo de radio r. Entonces

c = 2nr.

Demostracion. La demostracién serd un bello ejemplo de la idea de diferen-
ciacién. Consideremos un circulo de radio r y un circulo de radio ligeramente
mayor, el cual escribiremos como r + h. Suponemos que estos circulos tienen el
mismo centro, de modo que se obtiene una banda circular entre ellos.

=

Sea c la longitud del circulo pequefio. Si tuviéramos una banda rectangular de
longitud ¢ y altura h, entonces su rea seria ch.

Supongan que enrollamos esta banda alrededor del circulo.

Como el circulo se curva hacia afuera, la banda rectangular necesitaria estirarse
para cubrir la banda situada entre el circulo de radio r y el circulo de radio
T+ h. Asi, tenemos una desigualdad para areas:

ch < area de la banda circular.
De manera analoga, si C es la circunferencia del circulo mas grande, entonces

area de la banda circular < Ch.
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Pero el 4rea de la banda circular es la diferencia entre las 4reas de los discos, la

cual es
2

4rea de la banda circular = x(r + h)? — #r
= m(2rh + k?).

Por lo tanto, obtenemos las desigualdades

ch < w(2rh + h?) < Ch.

Dividimos estas desigualdades entre el niimero positivo h para obtener
c<w(2r+h)<C.

Ahora hagamos que h tienda a 0. Entonces la circunferencia C del circulo
grande tendera a la circunferencia ¢ del circulo pequefio, y =(2r + h) tiende a

27r. Se sigue que
¢ = 27r,

probando asi nuestra férmula.

Observen que la longitud de la circunferencia es precisamente la derivada del

area.

Un arco sobre un circulo se puede medir por su dngulo en radianes. ;Cual es
la longitud L de este arco, como en la figura siguiente?

A

La respuesta es asi.

Sea L la longitud de un arco de 8 radianes sobre un circulo de radio r.
Entonces

L=r6.

Demostracion. La longitud total del circulo es de 27r, y L es la fraccién
0/27 de 27r, lo cual da precisamente rf.

Ejemplo. La longitud de arco de 1/3 radianes en un circulo de radio r es
ra/3.
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IV, §0. EJERCICIO

Suponer que el v i Lxr® imagi
)ol q el volumen de lli[la esfera de radio r es $xr®. ;Pueden imaginar un
razonamiento para obtener el drea de la esfera?

IV, §1. LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

Supongamos que tenemos unos ejes coordenados y cierto angulo A, segin se
muestra en la figura.

r (z, )

?eleccionamos un punto (z,y) (no el origen) sobre el rayo que determina nuestro
angulo A. sea r = \/z?+y?. Entonces r es la distancia de (0,0) al punto
(z,y). Definimos

y
Vai+y?
x

Vg

) _Sll seleccionamos otro punto (z1,y;) sobre el rayo que determina nuestro
angulo A ¥ usamos sus coordenadas para obtener el seno y el coseno, obtendre-
:ml)s los mismos valores que con (z,y). En efecto, existe un nimero positivo ¢
al que ’

seno A =

3=

coseno A =

3|8

Ty =cx Y' Yy =cy,
y podemos sustituir estos valores en
' Y

] _ cy
L A VRt

Podemos factorizar ¢ del denominador y después cancelar ¢ tanto en el nume-
rador como en el denominador para obtener

Yy

Vit
?e e)sta manera vemos que el seno de A no depende de la seleccién del punto
z,y).

para oBtener
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La interpretacin geométrica del argumento anterior dice, simplemente, que
los tridngulos en el diagrama siguiente son similares.

(x1, 1)

(z, y)

0, 94

El 4ngulo A puede dar toda la vuelta. Por ejemplo, podemos tener un angulo
determinado por un punto (z,y) en el segundo o tercer cuadrante.

(z, )

(, )

Cuando el angulo A esti en el primer cuadrante, su seno y coseno son posi-
tivos, pues las coordenadas z y y son positivas. Cuando el 4ngulo A esté en el
segundo cuadrante, su seno es positivo porque y es positivo, pero su coseno es
negativo porque & es negativo.

Cuando A esta en el tercer cuadrante, el seno de A es negativo y el coseno
de A también es negativo.

Como se mencioné en la seccién introductoria, podemos usar la medicién en
radianes para los 4ngulos. Supongamos que A es un dngulo de ¢ radianes y sea
(z,y) un punto sobre el circulo de radio 1 que ademas esta sobre la recta que
determina al d4ngulo A, como se muestra en la figura. Entonces en este caso,

r=+\z2+y?=1

y, por lo tanto,

(z,y) = (cos 8,sen 0).

En general, para todo radio arbitrario r, tenemos las relaciones:

z = rcosf,

y =rsenf.
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p- — — —n (cos 8, sen g))

S

Radio 1. z = cos 0

’I:ambién podemos definir el seno y coseno de los dngulos de un triingulo
rectangulo como se muestra en la figura, por medio de las férmulas:

Lado opuesto

senf = —
Hipotenusa

" cosf = La,df) adyacente
Hipotenusa

Cateto opuesto

Cateto adyacente

Hagamos una tabla de los senos y cosenos de algunos angulos.

)

Angulo Seno Coseno
/6 1/2 V3/2
/4 1/vV2 1/v2
/3 V3/2 1/2

/2 1 0
T 0 -1
2m 0 1

A menos que se indique otra cosa, siempre usaremos la medicién en radianes
y nuestra tabla estd dada para esa medida. ’

L(?s valores de esta tabla se determinan facilmente usando las propiedades de
los tridngulos semejantes y geometria plana. Por ejemplo, deducimos que el seno
del aﬁngulo 7/4 radianes = 45° por medio de un triingulo rectingulo con dos
lados iguales, como el de la pagina siguiente. Podemos determinar el seno de
m/4 por medio del punto (1,1). Entonces r = v/2 y el seno de /4 radianes es
1/ V2. Lo mismo para el coseno.
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V2 1
/N

Podemos obtener el seno de un angulo de = /6. si consideramos un t;riéngg(l,o
que tenga un angulo de 7/6 y otro de x/3 radianes (esto es, de 30° y ,

respectivamente).

=/6

V3

A ° longitud 1, entonces la
i hacemos que el lado opuesto al 4ngulo de 30 t?nga : .
f\;po::fmsa gene longitud 2 y el lado adyacente al angulo de 30° tiene longitud

V3.

De este modo hallamos que

ol

1
sen /6 = 2 Y cosw/6 =

Por otro lado, tenemos

1 -v3
sen57/6 = 2 cos5r/6 = —
como la figura muestra claramente.
-3,1
(V3. 2 | 5e/6

1

V3

. . . . v n
La seleccién de la medida en radianes nos permite definir el seno de u

niimero en lugar del seno de un angulo, de la §1gu1ente manera. 1 de s
Sea z un numero con 0 < z < 2r. Definimos senx como el seno de

radianes.
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Para un nimero arbitrario = escribimos

z=29+2mn

donde n es un entero, 0 < 2y < 27, y definimos

sen r = sen 2o.

"De esta definicién vemos que

sen z = sen(z + 27) = sen(z + 27n)

para cualquier entero n.

Evidentemente, a esta funcién la llamamos funcién seno. Asi senr = 0,
senn/2=1, sen2r =0, sen0 = 0. )

De manera andloga tenemos la funcién coseno, definida para todos los
nimeros z mediante la regla:

cosz es el nimero que es el coseno del angulo de z radianes.
Asi pues, cos0 =1y cosw = —1.

Si hubiéramos usado los grados para medir los angulos, obtendriamos otra
funcién seno que no es igual a la funcién seno que hemos definido en términos de
radianes. Supongamos que llamamos a esta otra funcién seno sen*. Entonces

sen*(180) = sen ,

Y en general

sen”(180x) = sen 7z

para cualquier niimero z. Asi

sen* z = sen (—Lx)
: 180

es la férmula que relaciona a las dos funciones seno. Mds adelante se verd con
claridad por qué siempre escogemos la medida en radianes en lugar de la otra.

Por ahora no tenemos modo de calcular otros valores para el seno y el coseno
ademds de los casos muy particulares listados en la tabla anterior (y casos simila-
res basados en simetrias sencillas de tridngulos rectdngulos). En el capitulo XIII
desarrollaremos un método que nos permitird hallar sen z y cosz para cualquier
valor de z, con cualquier grado de precisién deseado.

En la figura siguiente ilustramos un angulo de 6 radianes. Por convencién,
el dngulo de —@ radianes es la reflexién respecto al eje z.
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(2, ¥)

L)

(z, —y)

i bre el rayo que define al dngulo
Si (z,y) son las coordenadas de un punto so
d:; 59 rggiianes, entonces (z,—y) son las coordenadas de un punto sobre el rayo
reflejado. Asi

sen(—0) = —sen 6,

cos(—8) = cos .

Recordemos finalmente las definiciones de las otras funciones trigonométricas:

sen @ _ 1 cosf
tan @ = -(;—0-, cota—tano—senav
1
sec = popr cscf = wend

er-
Las més importantes son el seno, el coseno y la tangente. Haremos unas obs

vaciones adicionales acerca de la tangente. o
Es claro que la tangente est4 definida para todos los nimeros # tales que

cosf # 0.
Estos son los nimeros distintos a
T 3x 57
E, -5", _é_, ees

en general 6 # (2n + 1)/2 para algin entero n. Hacemos una tabla de algunos
valores de la tangente.\

6 tané

0 0
/6 | 1/V3
w/4 1
/3 V3

Deberian completar esta tabla para todos los valores similares de 8 en los
cuatro cuadrantes.
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Consideren un 4ngulo de # radianes y sea (2,v) un punto sobre el rayo que
determina a este dngulo, con z # 0. Entonces

tanf = y/z
de modo que
y = (tan6)z.

Reciprocamente, cualquier punto (z,y) que satisfaga esta ecuacién es un punto

sobre la recta que forma un éngulo 8 con el eje z, segln se muestra en la figura
siguiente. :

eje y

Yy =ar = (tanB)z
>, )

/, ce @

En una ecuacién y = az donde a es la pendiente, podemos decir que

a=tand,

donde 6 es el angulo que forma la recta con el eje .

Ejemplo. Tomar 6 = /6. Entonces tanf = 1//3. Por lo tanto, la recta
que forma un angulo de @ con el.eje z tiene la ecuacién

y= (tan I) z, otambién y= Lz

6 V3

Ejemplo. Tomar § = 1. No hay una manera mas ficil de expresar tan1
que escribir tan1. En el capitulo XIII aprenderan a calcular aproximaciones de-
cimales arbitrariamente cercanas; aquf no nos ocuparemos de ello. Simplemente
sefialamos que la ecuacién de la recta que forma un angulo de 1 radidn con el
eje = estd dada por

y = (tan1)z.

Del mismo modo, la ecuacién de la recta que forma un angulo de 2 radianes

con el eje z estd dada por

' y = (tan 2)z.
Supongamos que 7 es aproximadamente igual a 3.14. Entonces 1 es aproxima-
damente igual a 7/3. Asi, la recta que forma un dngulo de 1 radidn con el eje
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z, seglin se muestra en la figura 1(a), esta cerca de la recta que form?. un dngulo
de 7/3 radianes. Asimismo, la recta que forma un éngulo de 2 radianes con el
eje z, como se muestra en la figura 1(b), esta cerca de la recta que forma un

angulo de 27/3 radianes.

/ \ 27 /3 radianes

/ \\
/) N

1 radian 2 radianes

(a) (b)
Figura 1

IV, §1. EJERCICIOS
Hallar los valores siguientes de la funcién sen y de la funcién cos:

LL 4. sen (7r - ZI'-)
1. sen3n/4 2. sen2x/6 3. sen =~ . ry

2 T i{
5. cos(1r+%) 6. cos(r+%) 7. cos(21r-g) 8. cos n

Hallar los valores siguientes:

T 27 sm ( _ 1)
9. ta,nz 10. ta.n—s- 11. tan n 12. tan {27 n
13. sen-'%w- 14. cos%r 15. cos2x/3 16. cos(—x/6)

17. cos(—5x/6) 18. cos(—x/3)

19. Completar la tabla siguiente.

[} sen d cos @ tan

2x/3
3Ixf4
57/6
s
x/6
5%/4
Tx[4
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IV, §2. LAS GRAFICAS

senx

Deseamos esbozar la grafica de la funcién seno.
" Sabemos que sen 0 = 0. Conforme z vade 0 a 7/2, el seno de = crece hasta
que z llega a 7/2, punto en el cual el seno es igual al.
Conforme z va de /2 a =, el seno decrece hasta volverse

senmw = 0.

Cuando z va de = a 37/2 el seno se vuelve negativo, pero en cualquier otro

4 . . .
caso se comporta de manera similar a como lo hace en el primer cuadrante, hasta
llegar a

3r

— =-1.
sen 5

Finalmente, conforme z va de 37/2 a 2, el seno de z va de —1 a 0,y
estamos en condiciones de comenzar de nuevo.
La grifica se ve asi:

eje y y =senx

|
)
|
-
+
oINe
<
N
a
&,
)
8

Si damos otra vuelta de 27, el seno y el coseno tomardn cada uno los mismos
valores que tenfan originalmente, en otras palabras

sen(z + 27) = senz,
cos(z + 2m) = cosz

para todo z. Esto se cumple sin importar si z es positivo o negativo, y lo mismo
es cierto si tomamos = — 27 en lugar de z + 2.

Seria legitimo preguntar por qué un arco de la curva seno (o coseno) se ve
como la hemos trazado, y no de la siguiente manera:

En la siguiente seccién hallaremos la pendiente de la curva y=senz. Esigual a
cosz. Asi, cuando z =0, la pendiente es cos0 = 1. Mas atin, cuando z = /2,
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tenemos cos7/2 = 0 y, por lo tanto, la pendiente es 0. Esto significa que la
curva se vuelve horizontal, y no puede tener un pico como el de la figura anterior.

Hasta ahora no tenemos manera de calcular més valores de senz y cosz.
Sin embargo, usando lo poco que sabemos y la derivada, nos podemos convencer
de que la grifica se ve como la hemos trazado.

COos ' 8

La gréfica del coseno se verd como la del seno, pero comienza con cos0 = 1.

eje y

y=cosx /'
/\ ' / — eje =
\/_n Wﬂ
—14 2 2

sen 2z

A continuacién graficamos y = f(z) = sen 2z. Como el seno cambia su compor- &
tamiento en intervalos de longitud 7/2, el sen 2z cambiard su comportam.lento
en intervalos de longitud 7 /4. Asi, hagamos una tabla donde z varie en inter-
valos de longitud =/4.

z 2z sen 2z
crec. de 0 a /4 crec. de 0 a /2 crec. de 0 a 1
crec. de 7/4 a w/2 crec. de 7/2 a 7 dec. de 1 a 0
crec. de /2 a 37 /4 crec. de 7 a 37/2 dec. de 0 a —1
crec. de 3rf4 a 7 crec. de 37/2 a 27 crec. de —1 a0

Después la grifica se repite. Por lo tanto, la grifica de sen2z se ve asi.

y =sen 2x

\ VAN
T\

Vemos que la grifica de y = sen 2z tiene el doble de ondulaciones que la grafica
de y=senz.

HIAT
N A
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También se veria que y = sen %z tiene la mitad de ondulaciones que la grifica
de y=senz.

tanz
. Finalmente, grafiquemos y = tanz. Noten que tan 0 = 0. Tomamos el intervalo
S<z<3
2 2°

Si z estd cerca de —=/2, entonces la tangente es negativa y muy grande. A

saber
sen
tanz =

cosz’
Cuando z estd cerca de —7/2, cosz est4 cerca de 0 y sen z estd cerca de —1.
También se puede ver esto a partir de un tridngulo rectangulo.

Conforme z crece de —7/2 a 0, senz crece de —1 a 0. Por otro lado, cuando
z crece de —m/2 a 0, cosz crece de 0 a 1. Por lo tanto 1/ cosz decrece desde
positivo muy grande hasta 1. Asi, cuando z crece de —7/2 a0,

sen z .
tanz = S crece desde negativo grande hasta 0.
c

De manera anloga, cuando z crece de 0 a 7/2, senz crecede 0 a 1 y cosz
decrece de 1 a 0. Porello 1/cosz crece de 1 a positivo muy grande y entonces

sen -
tanz = S crece desde 0 hasta positivo grande.
c

Con esto la gréfica de y = tanz se ve como en la pagina siguiente.

Observacién sobre la notacién. No confundan sen 2z con (sen2)z.
Usualmente escribimos

sen(2z) = sen 2z

sin paréntesis para referirnos al seno de 2z. En cambio, (sen2)z es el nimero
sen 2 por z. La gréfica de

y = (sen2)z

es una recta, precisamente como y = cz para algiin niimero fijo c.
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IV, §3. FORMULA DE LA SUMA

eje v. En esta seccién enunciaremos y probaremos las férmulas mas importantes para

el seno y el coseno. '
Para comenzar, demostraremos, mediante el teorema de Pitdgoras, que

y=tanx (senz)? + (cosz)? = 1

. para todo z. Para mostrar esto tomamos un dngulo A y determinamos su seno
T . ., » . .
e Y su coseno a partir del tridngulo rectangulo, como en la figura siguiente.

S LR

L | .oy

|
l
f
Entonces, por Pitdgoras, tenemos I

a?+b%=r2,

2 b\ 2
(2) + (—) =1.
r r
El mismo razonamiento funciona cuando A es mayor que w/2, mediante un
tridngulo como éste:

Dividiendo entre r? tenemos
IV, §2. EJERCICIOS

1. Trazar la grifica de tanz para todos los valores de z.

2. Sea secz = 1/ cosz definida cuando cosz # 0. Trazar la grifica de secz.

3. Sea cotz = 1/ tanz. Trazar la grifica de cot z.
(Sec y cot son abreviaciones de secante y cotangente.)

. A
4. Trazar las graficas de las funciones siguientes: A
(a) y=sen2z (b) y=sen3z
) y =cos2z (d) y=cos3z En ambos casos tenemos que el seno de A = a/r y el coseno de A = b/r, de
(c) y=c¢ modo que tenemos la relacién
5. Trazar las grificas de las funciones siguientes: 2 2 _
(3) y=senlz (b) y=seniz (c) y=seniz (seno A)? + (coseno A)? = 1.
(d) y=cosis (e) y=cosiz (f) y=cosiz Se acostumbra escribir el cuadrado del seno y del coseno como sen? 4 y cos® A4.
2 Nétese que en el segundo caso b es negativo.
6. Trazar las grificas de: Nuestro resultado principal es la férmula de la suma, que deberd memori-
(a) y=senwz (b) y = cosz zarse.
= 2 (d) y = cos 27wz i .
() y=senZns Teorema 3.1. Para dos dngulos A ¥ B cualesquiera tenemos
7. Trazar las graficas de las funciones siguientes:
(a) y= Isen:cl (b) y= ICOSII.

sen(A + B) = sen A cos B + cos Asen B,

8. Sea f(z) =senz + cosz. Localizar valores aproximados de f(nx/4), para

cos(A + B) = cos Acos B — sen Asen B.
n=0,1,2,3,4,5,6,7,8.
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Demostracién. Probaremos primero la segunda férmula.
Consideramos los dos angulos, A y B,y su suma:

-Tomamos dos puntos P y Q segiin se indica, a una distal}cia 1 del origen dO
Calcularemos ahora la distancia de P a Q usando dos sistemas coordenados

diferentes. L
Primero tomamos un sistema coordenado como es usual:

Entonces P = (1,0) y
Q = (cos(A + B),sen(A + B)).
El cuadrado de la distancia entre P = (z1,41) y @ = (22, ¥2) es
(¥2 —91)* + (22— 21)"
Por lo tanto, '
dist(P, Q) = sen?(A + B) + (cos(A + B) - 1)2,
= —2cos(A+ B)+2.

A continuacién colocamos el sistema coordenado como se muestra en la figura
siguiente.

Entonces las coordenadas de P se vuelven
(cos(—A),sen(—A)) = (cos A,—sen A).
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Las de Q son simplemente (cos B,sen B). En consecuencia,
dist(P, Q) = (sen B + sen A)? + (cos B — cos 4)?,
=sen? B + 2sen Bsen A + sen? A
+ cos? B—2cos Bcos A + cos® A
=2+ 2sen Asen B — 2cos A cos B.

\Si igualamos los cuadrados de las dos distancias obtenemos nuestra férmula.

De la férmula de la suma para el coseno obtenemos algunas férmulas que
relacionan al seno y al coseno.

senz = cos (z—g),

COS T = sen (z + %) .

Para probar la primera comenzamos con el lado derecho:

cos (:,; - %) = cos z cos (—g) — sen z sen (—-%)

=0+senz =senz

porque cos(—7/2) =0 y —sen(—6) =send (con § = 7/2).
La segunda relacién se sigue de la primera haciendo z = z+/2 en la primera
relacién. Entonces
T LAY
sen (z+ 5) = cos (z+ 77 5) = cosz.
Esto prueba la segunda relacién.
De igual manera, se puede probar que

T :
sen (= —z) =cosz.
2
Esto se usara en el siguiente argumento.

La férmula de la suma para el seno se puede obtener de la férmula de la suma,
para el coseno mediante el recurso siguiente:

sen(A + B) = cos (A+B—g)
" = cos A cos (B_ %) —sen Asen (B— g)
= cos Asen B + sen Asen (% —‘B)

= cos Asen B + sen Acos B,

probandose asi la férmula de la suma para el seno.
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Ejemplo. Hallar sen(7/12).

Escribimos x r x

1273 4 .
Entonces sen(r/12) = sen(w/3) cos(w /4) — cos(w/3) sen(w/4) y, sustituyendo los
valores conocidos, hallamos
Vv3-1

sen(w/12) = EV A
Ejemplo. Tenemos 1) i
cos (z + 2) = ’
pues

L T T _
COS(:B+ 5) =COS.’BCOS§—SCII$S€IIE = —8senwzr,

ya que cosw/2=0y senw/2=1. ’ . |
En los ejercicios deduciran algunas otras férmulas ttiles para el seno y e
coseno, especialmente:

sen2z = 2senzcosz,

2 2

cos 2z = cos” z —sen” z,

1+ cos 2z 1 — cos2z
cos’z = 1tcosez y sen’z = —

2

Las recordaran mejor después de haberlas obtenido, asf que no las deduciremos
en el texto.

IV, §3. EJERCICIOS

1. Hallar sen7x/12. [Idea: Escribir 7x/12 = 4x/12 + 3x/12.]
2. Hallar cos7x/12.

3. Hallar los valores siguientes:

(a) senw/12 (b) cosx/12

(c) sen57/12 (d) cos5x/12
(e) senllw/12 (f) cos1lw/12
(g) sen10w/12 (h) cos10x/12

4. Probar las férmulas siguientes. ) )
(a) sen2z = 2senzcosz (b) cos2z =cos”z —sen”z
1+ cos2z ) senza:=1_c2082z
2
[Idea: Para (c) y (d), comenzar con el caso particular de la férmula de la suma para
cos 2z . Después usar la identidad

(c) cos’z =

sen® 1 + cos’ z = 1.]
5. Hallar una férmula para sen 3z en términos de senz y cOSZ. Encontrar también
una para cos3z.
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6. Probar ?ue sen(x/2 —z) = cos z, usando sélo la férmula de la suma para el coseno.

7. Probar las férmulas
sen mz sen nz = }[cos(m — n)z — cos(m + n)z),
sen mz cosnz = 1[sen(m + n)z + sen(m — n)z],

cos mz cosnz = }[cos(m + n)z + cos(m — n)z].

[Idea: Expander el lado derecho mediante la férmula de la suma y después cancelar
todo lo que se pueda. El lado izquierdo se ird formando. Notar que, por ejemplo,

cos(m — n)z = cos(mz — nzx)

= COS MZ COS NT + Sen Mz sen nz.|

IV, §4. LAS DERIVADAS

Probaremos:

Teorema 4.1. Las funciones senz y cosz tienen derivadas y

d(sen ) = cosz,
dz

d(cos ) = —senz.
dz

Demostracion. Determinaremos primero la derivada de sen . Tenemos que
ver el cociente de Newton de senz. Es
sen(z + h) —senz

h

Usando la férmula de la suma para expander sen(z + k), vemos que el cociente
de Newton es igual a

senz cos h 4+ coszsen h —sen z
. ,
A .

Juntamos los dos términos que incluyen a sen z:

cos z sen h + sen z{cos h — 1)
h

y separamos nuestro cociente en una suma de dos términos:

sen h cosh -1
cosT +senx

h h
Ahora enfrentamos el problema de hallar el limite de

se:h y cosl; -1 cuando h tiende a 0.
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Este es un problema un poco mas dificil que los otros encontrados hasta ahora.
No podemos precisar de momento cudles serdn estos limites. En la seccién si-

guiente probaremos que y— 1 _4 ( T )

por lo que la ecuacién de la recta tangente es

lim 228 _ tim A= 1 » Teorema 4.2. T V2oVt
| o h LA = I o Tenemos
| Una vez conocidos estos limites, vemos de inmediato que el primer término tiende | d(tanz) 2 2
a cosz y el segundo término tiende a 1 dz 1+tan®z = sec’z.
(senz)-0=0. Demostracié ;
_ ostracion. Usamos la regla para la derivada de un cociente, de modo que:
Por lo tanto, d /se
" sen(z + h) —senz _ — ( Il:!)) = (COS I)(COS z) - (sen :L')(— sen :B)
lim - = cos z. dz \cosz (cosz)?
Esto prueba que ' _cos’z +sen?z
d(senz) _ cos . - cos? z
dz : 1
Para hallar la derivada de cosz podriamos proceder de la misma manera y = ot sec?z.
encontrariamos los mismos limites. Sin embargo hay un truco que evita esto. Pero también z
T ' 2
Sabemos que cosz = sen (a: + %) . Hacemos u =z + 3 ¥ usamos la regla cos = +sen’z = sen” 2 1+ tan?
cos? = 5 = an‘z.
de la cadena. Obtenemos Esto prueba el teorema. * coste
d(cosz) _ d(senu)du

- 5 . E_(]iemplo. Ur} globo se'eleva comenzando en un punto P. Un observador

. situado a (fl m dirige su mirada hacia el globo y el dngulo # que forma el glob

Sin embargo, du/dz =1, por lo que - crece arazén de % rad/seg. Hallar larazén con la cual est4 iend S atancis
’ del globo al suelo cuando 6 = /4. creciendo la distancia

d—(cf)iﬂ—cosu—cos(z+£)— sen La ilustracid :
dz = 2/~ ’ ustracion es como sigue, donde y es la distancia del globo al suelo.
lo cual prueba nuestro teorema. B

Observacién. No es cierto que la derivada de la funcién sen* z sea cos* z.
Usen la regla de la cadena para hallar cuél es su derivada. La razén para usar
la medicién de dngulos en radianes es obtener una funcién sen z cuya derivada Yy
sea coSZ. ‘ A

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = sen4z en el punto z = 0 61 P
7/16. Esto se hace facilmente. Sea f(z) = sen4z. Entonces

f'(z) = 4cos4z. . 1 Tenemos que tanf = y/61, de donde
Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en z = 7/16 es igual a y =61-tané.
Queremos hallar la razé 2 :
ST\ _ ar\ _ - (f) _ 4 , z6n con la cual esta creciendo y, i.e. queremos h
f (16) =4cos (16) =4cos )= dy/dt. A:l tomar la derivada con respecto al tiempo ¢ se Obtien: s hallar

Por otro lado, tenemos . dy _ 61 dtan@

dt dt
™ 4w T 1
fl= =sen(—)=sen—=—,
(16) 16 4 2 = 61(1 + tan® 0)%




por el teorema 4.2 ylare

SENO Y COSENO [1v, §4]

130

gla de la cadena. Por consiguiente,

dy 2™\ 1
put A =61(1+tan
dt{g=r/a ( 4) 20
1
=611+ g5
= 6.1m/seg.

Esta es nuestra respuesta.

Ejemplo. En el ejemplo anterior, hallar la razén con la cual esta creciendo

la distancia del globo al suelo cuando send = 0.2.

Tenemos de
e W _e M@.:Gl(l-{-tanze)a.
dt do dt

Cuando sen § = 0.2, tenemos que sen?0 =0.04,y
cos?f = 1 —sen® 8§ = 0.96.

Por lo tanto, cen? 6 4 1

2 - " A — — .
tan"0 =75 = 96 24
Como nos dan dé/dt = 1/20, hallamos

dy =61 (1 + —1—) -
dt sen §=0.2 2 20
_ 612
T 2024
= §£_6§ m/seg

IV, s4. EJERCICIOS

1. ;Cudl esla derivada de cotz?
Hallar la derivada de las funciones siguientes:

2. sen(3z) 3. cos(5:§)

4. sen(4z® +1) 5. tan(z” —5)

6. tan(a:4—23) 7. tan(senz)
9. cos(tanz)

8. sen(tan z) ' ?
y =senz en el punto cuya abscisa es 77

. Ond ien la curva
10. ;Cudl es la pendiente dela (damos sélo la abscisa

Hallar la pendiente de las curvas siguientes en el punto indicado
del punto):
11. y =cos(3z) en z = x/3
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12. y=senz en z=7/6
13. y=senz +cosz en z = 3r/4

14. y=tanz en z = —7/4

15. y=

en z=—1/6
senz

16. Dar la ecuacién de la recta tangente a las curvas siguientes en el punto indicado.
(a) y=senz en z=rn/2 (b) y=cosz en z =7/6
() y=sen2z en z=17/4 (d) y=tan3z en z =x/4

() y=1/senz en z = /2 (f) y=1/cosz en z =x/4

(g) y=1/tanz en z=rn/4 (h)y=ta‘n§ en r=n/2
(i) y=sen§en x=1r/3 (j) y=c05% enct=1

(k) y=senwz en z =1 () y=tan7z en z=}

17. En el siguiente tridngulo rectingulo, suponer que 8 esti decreciendo a razén de
= rad/sec. Hallar cada una de las derivadas indicadas:

(a) dy/dt, cuando § = 7/3 y = es constante, z = 12. z v
(b) dz/dt, cuando § = x/4 y y es constante, y = 10v/2. 5
(‘,:) dz/dt, cuando £ =1 si ¢ y y estin cambiando, T
pero z es constante, z = 2.
Recordar que 6 esti decreciendo, de modo que df/dt = —31—0 .

18. Una rueda de feria de 15m de didmetro efectia una revolucién cada 2min. Si el
centro de la rueda estd a 9m del suelo, jcon qué rapidez se mueve verticalmente
un pasajero ¢uando la rueda estd a 13 m sobre el suelo?

19. Un globo se estd elevando desde el punto P. Un observador O, situado a 91m,
dirige su mirada hacia el globo, y el 4ngulo 8 que forma con el globo crece a razén
de 0.3rad/seg. Hallar la razén con la que estd creciendo la distancia del globo al
suelo cuando )

(a) 0 =nx/4, (b) 6==/3, (c) cosf =0.2,
(d) sen8 =0.3, (e) tanf =4.

20. Un aeroplano vuela horizontalmente sobre una recta a una rapidez de 1000 km/hr,
a una altura de 10km. Una cdmara automdtica estd fotografiando un punto del
suelo, justo adelante. ;Con qué rapidez debe girar la cdmara cuando el dngulo entre
la trayectoria del avién y la recta de la cdmara al punto es de 30°?

21. Una luz de un faro est4 localizada a 306 m de un rompeolas y gira a razén constante
de 2 revoluciones por minuto. i

(a) iCon qué rapidez se va moviendo el punto de luz a lo largo del rompeolas en el
punto mds cercano al faro? -

(b) ;Con qué rapidez se va moviendo el punto de luz en un punto situado a 153 m
de este punto mas cercano?




132 SENO Y COSENO IV, §4]

22. Un aeroplano va volando a una altura de 6 116 m siguiendo un curso horizontal que
pasa directamente sobre un observador en el suelo. El observador nota que cuando
el dngulo entre el suelo y su linea de visién es de 60°, el dngulo estd decreciendo a
razén de 2° por segundo. ;Cuil es la rapidez del avién?

23. Un asta tiene 9m de altura y estd ubicada a 9 m al este de un edificio alto. Si el sol
sale a razén de 18° por hora, jcon qué rapidez se va acortando la sombra del asta
sobre el edificio cuando la elevacién del sol es de 30°? [Idea: La razén de salida del
sol es la razén de cambio del dngulo de elevacién 6.del sol. Primero convertir los
grados a radianes por hora, a saber

18 grad/hr = 18x/180 = x/10rad/hr.

Si s es la longitud de la sombra, se tiene entonces que tan 8 = (9 — 3)/9.]

24. Un globo meteoroldgico se suelta desde el suelo a 460 m de un observador y se eleva
verticalmente a razén constante de 76 m/min. ;Con qué rapidez estd creciendo el
dngulo entre la linea de visién del observador y el suelo, cuando el globo esti a una
altura de 612m? Dar la respuesta en grados por minuto.

25. Una escalera de 9m de largo estd apoyada sobre una pared. Suponiendo que la
parte inferior de la escalera se desliza alejindose de la pared a razén de 0.9 m/seg,
icon qué rapidez estd cambiando el dngulo entre la escalera y el suelo cuando la
parte inferior de la escalera estd a 4.5m de la pared?

26. Un cohete parte del suelo a 612m de un observador y se eleva verticalmente a razén
constante de 30.6 m/seg. ;Con qué rapidez estd cambiando el dngulo entre la linea
de visién del observador y el suelo, después de 20seg? Dar la respuesta en grados
por segundo. ’

27. Una cometa a una altura de 60 m se mueve horizontalmente a razén de 6 m/seg.
i{A qué razén estd cambiando el dngulo entre el cordel y el suelo cuando se han
. soltado 120 m de cordel?

28. Dos aeroplanos van volando en la misma direccién, a una altitud constante. En
t = 0 el acroplano A estd 300 m verticalmente arriba del aeroplano B. El aeroplano
A viaja a una rapidez constante de 180 m/seg, y B a una rapidez constante de
120 m/seg. Hallar la razén de cambio del dngulo de elevacién 6 de A respecto a B
en el tiempo ¢ = 10seg.
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Probaremos primero que

lfm senh
h—0 h =1L

1 1 l g
no Obteneﬂlos ]110 a al un proc dlml tO d

rmacion a. lntent I T € en € cancelaclon de la
manera como ]a ObtUVlmOS con las poten(:las.

Supongamos primero que h es positivo y veamos el diagrama siguiente

0 AC

;Tr?;ll:x;li: ;1:(] cl’rfuloo ;ileB radio 1 y un angulo de A radianes, sea s la altura del
uefio , ¥ t la del trid
o triinguis pacno € OABy, el tridngulo grande OCD. Entonces, usando

S
senh = - =
en 1 S

¥y usando el tridngulo grande, OCD,

Puede verse que:

drea del tridngulo OAB < érea del sector OC'B < 4rea del tridngulo OC D

La base OA del trian

ulo pequeii i
La base OC 1 gulo pequerio es.igual a cos h Y su altura AB es senh.

ngulo grande es igual a 1. Su altura CD es
sen h
cosh’

t=

El drea de cada tridngulo es % de la base por la altura.

El 4rea del sector es la fraccié ]
2 6n h/2n del rea del cf
tanto, el drea del sector es h/2. Asi se obtiene: ehretlos die co 7. Por lo

1 1 l1senh
scoshsenh < —h < =32
2 2" < 3cosh’
Se multiplica todo por 2 para obtener
sen h

coshsenh < h <

cosh’




ENO 1V, §5]
134 SENO Y COS [

Como supusimos que h > 0, se sigue que senh > 0, y se dividen ambas des-
igualdades entre sen h, con lo cual se obtiene

h < 1
cosh<———senh cosh’ .

Conforme h tiende a 0, tanto cosh como 1/cosh tienden a 1. As}: h/ sgflég
est4 atrapado entre dos cantidades que tienden a 1, por lo que h/sen h tambi
debe tender a 1. Asi podemos escribir

h
i =1.
llzgf(]) sen h
Como senh 1
h ~ h/senh
y el limite de un cociente es el cociente de los limites, se sigue que
, senh
lim =1,
h—0

como queriamos demostrar. X
Ya calculamos nuestro limite cuando h > 0. Suponiendo ahora que h <0,
demos escribir

P h=—-k

con k > 0. Entonces sen(_k)  —senk _sen .

—r Tk .

Cuando h tiende a 0 también lo hace k, por lo cual estamos reducidos al caso

anterior, pues k > 0. .

Falta probar el limite

lim cosh—1 -0

Tenemos cosh—1 _ (cosh— 1)(cosh + 1)

R h(cosh +1)
_ cos’h—1
~ h(cosh+1)
= sen? h
~ h(cosh+1)

sen h 1
=TT (senh)cosh+1'

Usaremos la propiedad acerca del producto de los limites. Tenemos un producto
de tres factores. El primero es

sen h
h
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y tiende a —1 cuando h tiende a 0.

El segundo es sen h y tiende a 0 cuando h tiende a 0.
El tercero es 1

cosh+1
y su limite es } cuando h tiende a 0.
Por lo tanto, el limite del producto es 0 y jtodo esta probado!

IV, §6. COORDENADAS POLARES

Ademas de describir un punto en el plano mediante sus coordenadas respecto a
dos ejes perpendiculares, también las podemos describir como sigue. Trazamos
un rayo entre el punto y un origen dado. El 4ngulo 6 que forma este rayo con
el eje horizontal y la distancia r entre el punto y el origen determinan nuestro
punto. Asi, el punto estd descrito por un par de nimeros (r,6), que se llaman
sus coordenadas polares.

eje y )

/] eje x
I x
Si tenemos los ejes usuales y # y y son las coordenadas ordinarias de nuestro
punto, puede verse que

£ = cosd y §"-'=sen¢9,
r r e

de donde

z =rcosf y y = rsenf.

Esto permite cambiar de coordenadas polares a coordenadas ordinarias.
Se sobreentiende que r siempre es > 0. En términos de las coordenadas

ordinarias tenemos
r =22+ y2.

Por Pitagoras, r es la distancia del punto (z,y) al origen (0,0). Nétese que la
distancia es siempre > 0.

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas
ordinarias son (1,v/3).
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Tenemos que z =1y y = V3, de modo que r = +/1+ 3 = 2. Ademés
z 1 y_ V3

cosf=—=—, senf = = = —.
r 2 r 2
Por lo tanto @ = 7/3, y las coordenadas polares son (2, 7/3).

Observamos que se puede tener varias coordenadas polares que correspon-
dan al mismo punto. El punto cuyas coordenadas polares son (r,8 + 27) es el
mismo punto que (r,#). Asi, en el ejemplo anterior, (2,7/3+27) también serian
coordenadas polares para nuestro punto. En la practica es comiin usar el valor
para el dngulo que estd entre 0 y 2.

Supongan que un insecto viaja en un plano. Su posicion esta completamente
determinada si conocemos el dngulo @ y la distancia del insecto al origen, esto
es, si conocemos las coordenadas polares. Si'la distancia r al origen estd dada
como funcién de @, entonces el insecto estd viajando a lo largo de una curva y
es posible trazar esta curva.

Ejemplo 2. Trazar la grifica de la funcién r =senf para 0 <0 < .

Si # < 6 < 27, entonces senf < 0 y, por lo tanto, para dicha # no se
obtendra un punto sobre la curva. A continuacién haremos una tabla de valores.
Consideramos intervalos de 6 tales que sen @ siempre crezca o siempre decrezca
en esos intervalos. Esto indicard si el punto se mueve alejandose del origen o

acercdndose al origen, pues r es la distancia del punto al origen. Los intervalos
de crecimiento y decrecimiento para sen 8 se pueden considerar de longitud 7/2.

Asi hallamos la tabla siguiente:

/] senf =r

crec. de 0 a /2 | crec. de 0 a 1
crec. de 7/2 aw | dec.de 1 a0

/6 1/2
/4 1v2
/3 V3/2

Expresado en palabras: conforme 6 crece de 0 a 7/2, senf y, por lo tanto, r
crecen hasta que r llega a 1. Conforme 6 crece de 7/2 a 7, sené y por lo tanto
r decrecen de 1 a 0. Por consiguiente, la grafica se ve asi.

0=n/2
1, =/2)
(l/‘\/§1 ""/4)
O=n n/4 60=0

Hemos trazado la gréfica como un circulo. En realidad no se sabe si es 0 no un
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circulo.

Ejemplo 3. Cambiar la ecuacién

r =senl

a coordenadas rectangulares.
Sustituimos las expresiones

r =\ /32+y2
senf = y/r=y/\/z2 + 42

en la ecuacién polar, para obtener

R /1.2 + y2 = y
' /2% & y?
Es obvio que esta sustitucion es vilida sélo cuando r #0,ie. r>0.D ¢
podemos simplificar la ecuacién recién obtenida multiplic ’ d ‘ b Tados por
z2 4 y2. Entonces obtenemos preanco ambos lados por

y

2
¢+ y2 =y.
Por el capi i .
P CirCUIpltull{o II se sabe que si se completa el cuadrado, ésta es la ecuacién de
0. Recordemos aqui como se hace eso, Escribimos la ecuacién en 1a

2
‘ z? 4y’ - y=0.
Nos gustaria que esta ecuacién tuviera la forma,
St (- =, \

pues asi se Sablla. de manera lllmedlata. qlle se tl ata: de un cir culo con centIO €n
(D’ E) ) Ia’dlc c. Sa[EﬂlUS quE

(v-8)* = y? - 2y + 52,
P
or lo tanto, hacemos 2b = 1 ybo= % Entonces
2ty —y=aly(y- 12 -1

1 ’ .
Ya que se cancela 3. Asi, la ecuacién

:c2+y2—y=0

es equivalente a

2
Z+(y-3)=1

Esta es la ecuacié i n (0 adio El punto co
16n de un circulo con centr 1 i
0 - l
el (,2)yr 10 7. El punto corres-

pondiente a la coordenada pol =
Ty ozt polar 7 = 0 es el punto con coordenadas rectangulares
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Ejemplo 4. La ecuacién del circulo de radio 3 y centro en el origen en
coordenadas polares es simplemente

r=3 o z24y?2=3 o ?2+y2=09.

Esto expresa la condicién de que esa distanf:ia del punto (z,y) al origen es la
constante 3. El angulo 8 puede ser arbitrario.

Ejemplo 5. Considerar la ecuacién 8 = 1 en coS)’rder‘la,da’s pt?lare§. U]I;
punto.con coordenadas polares (r,6) satisface e§ta ecuacion si y sélo si su angute
0 es 1 y no hay restriccion en su coordenfada r,le r2> 0.. Asi, geométricamen °
este conjunto de puntos se puede describir como una semirrecta, o un rayo, com

en la figura (a) de la pagina siguiente. o
Porgla definicién de tangente, si (z,y) son las coordenadas ordinarias de un

punto sobre este rayoy y # 0, entonces
y/z =tanl y z >0,

de donde
y=(anl)z y >0

(a) ®

Por supuesto, el punto con z =y = 0 también est4 sobre <?l rayo. Reciproca-

mente, cualquier punto cuyas coordenadas polares (z,y) satisfacen
y=(tanl)e y =20

estan sobre el rayo. Por lo tanto, el rayo definido en coordiana(!as pola‘res poi

medio de la ecuacién 8 = 1 esta definido en coordenadas o;dmarlas mediante e

par de condiciones
y = (tanl)z y z>0

En lugar de 1 se podria tomar cualquier nimero. Pf)r ejem‘plo, el. rayo definido
por la ecuacién 0 = 7/6 en coordenadas polares también esta definido por el par

de condiciones
y = (tan7/6)z y z>0.

Dado que tanw/6 =1/ /3, podemos escribir el par equivalente de condiciones

1

= — z > 0.
Yy \/gw y
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Nétese que no hay una manera mds sencilla de expresar tan1 que escribir pre-
cisamente tanl. Sdlo al tratar con miltiplos fraccionarios de = tenemos la
posibilidad de escribir las funciones trigonométricas en términos de raices, como

tan7/6 = 1//3.

Ejemplo 6. Esbocemos la curva dada en coordenadas polares por medio

de la ecuacién
r = |sen 24).

El signo de valor absoluto hace que el lado derecho sea siempre > 0, y asi existe
un valor de r para todo valor de #. Las regiones de crecimiento y decrecimiento
para sen 20 ocurrirdn cuando 26 varie en intervalos de longitud #/2. Por lo
tanto, es natural ver intervalos para 6 de longitud =/4. Hagamos ahora una
tabla del comportamiento de crecimiento y de decrecimiento de |sen26| y r
sobre dichos intervalos. '

0 r = | sen 20|

crec. de 0 a 7/4 crec. de 0 a 1

crec. de 7/4 a w/2 dec.de 1 a0

crec. de 7/2 a 3n/4 | crec.de 0 a1

crec. de 3r/4 a w dec.de 1 a 0
y asi sucesivamente

Entonces la gréfica se ve asi:

Grifica de r = |sen 26|

Debido al signo de valor absoluto, para cualquier valor de @ se obtiene un
valor para r que es > 0. De acuerdo con nuestra convencién, si queremos graficar

r = sen 20

sin el signo de valor absoluto, entonces hemos de omitir aquellas porciones de la
grafica anterior para las cuales sen 20 es negativo, i.e. aquellas porciones de la
grafica para las que

%<0<7r

37”<0<27r.
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Asi, la gréfica de r = sen 20 se veria como en la figura siguiente.

Grifica de r = sen 26

Ejemplo 7. Queremos trazar la curva dada en coordenadas polares por
medio de la ecuacién

‘r= 1+senf.

Vemos el comportamiento de r cuando @ varia en los intervalos

[0,7/2), [=/2,%], [~ 3x/2], [37/2,2n].

6 sen @ r
crec. de 0 a w/2 crec. de 0 a 1 crec. de 1 a 2
crec. de 7/2 a w dec. de 1 a 0 dec. de 2 a 1

crec. de © a 3w/2 dec. de 0 a -1 dec. de 1 a 0
crec. de 37/2 a 2 | crec. de —1a 0 | crec. de 0 a1

De este modo, la gréfica se ve aproximadamente como sigue:

Grificade r =1+ sen @

Ejemplo 8. Veamos la ecuacién ligeramente diferente

r=1+2senb.

IV, 56] COORDENADAS POLARES 141

=L ]
[=JE ]

Funcionara un anélisis similar, pero debemos tener cuidado con la posibili-
dad de que la expresién del lado derecho sea negativa. De acuerdo con nuestra
convencién, esto no produciria un punto, pues suponemos que 7 > 0 en coor-
denadas polares. Asi, cuando 2senf < —1, no se obtienen puntos. Esto ocurre
precisamente en el intervalo

z<9<!E
6 6 -

La grafica se vera entonces como en la figura de la pagina anterior, donde hemos

" : . , 7 11=
trazado también los rayos que determinan los angulos de % y =T

6

IV, §6. EJERCICIOS

1. Localizar los puntos siguientes en coordenadas polares:
@ @7/4)  (b) (3,5/6) © (,-v/4) (@) (2,-3x/6)
2. Seguir las mismas instrucciones que en el ejercicio 1.
(a) (1,1) (b) (4’ _3)
(Estas son coordenadas polares. Exhibir de manera aproximada el dngulo represen-
tado por las coordenadas polares dadas.)

3. Hallar las coordenadas polares para los puntos siguientes dados en las coordenadas
usuales de abscisa y ordenada:

(@) (1,1) (®) (-1,-1) (©) (3,3v3) (@ (-10)
4. Trazar las curvas siguientes y poner la ecuacién en coordenadas rectangulares.
(a) r=2sen¥d (b) r=23cosd

5. Cambiar lo siguiente a coordenadas rectangulares y trazar la curva. Se supone que
a>0.
(a) r=asend (b) r=acosé
(c) r=2asend (d) r=2acosd
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Trazar las gréficas de las curvas siguientes dadas en coordenadas polares

6. r* =cosf 7. 1’ =senf ' ‘.
8. (a) r=sen’8 (b) r = cos’§ 9. r=4sen’ 8 ' CAPITULO v
, 10. r=3 11. r=4
R B e . El teorema del valor medio
14. r=1+4cosf 15. r=1—senf 16. r=1—cosf ) . )
17. r=1—2sen¥d 18. r =sen 36 19. r =sen4f
20. r =cos2§ 21. r =cos36 22. r=|cos26|
23. r = |sen 36| 24. r =|cos 36| 25. r=490
26. r=1/0

En los tres problemas siguientes poner la ecuacién en coordenadas rectangulares y
trazar la curva.

1 2 4

2. T T cost 28. T = 2 " cost 29 r=1+2coso

Trazar las curvas siguientes dadas en coordenadas polares.

30. r =tan#é 31. r=5+2send Dada una curva ¥ = . B .

2. r= |1+ 2000 5. (a) r=2+sen2s | dete curva. Por et hllasemos l misita s o miitno de 1n gréficn s 1o
(b) r=2-sen2f regiones donde la curva crece o decrece. Usaremos el teorema del falor mZdiZS

34. =m 35. §=mx/2 que es fundamental en la teoria de las derivadas. ’

36. 6 =—7/2 37. 8="5x/4

38. 6 = 3n/2 39. 0 =3r/4

V, §1. TEOREMA DEL MAXIMO Y EL MINIMO

Deﬁnlmon., Sea ’ una func10n dlferenClab €. Ull ullto Cr lthO de ’ €S un
l
p
} (c) E

El hecho de que la derivada sea cero significa que la pendiente de la recta tangente

es 0 y, por ello, que la recta tangente misma es hori { j
, rizontal. H
de este fenémeno. © sauf tres ejemplos

—_—

—_—
c

c

Figura 1 Figura 2 Figura 3

El tercer ejemplo es una funcién como f(z) = 23
= z°. Tenemos "(z) = 3z
¥, por lo tanto, cuando z =0, f'(0) = 0. : aue Ji@) =32
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Los otros dos ejemplos son los de un méximo y un minimo, respectivamente,
viendo la gréfica de la funcién sélo alrededor de nuestro punto ¢. Formalizaremos
ahora estos conceptos.

Sean a y b dos niimeros con a < b. Se empleara repetidamente el intervalo
de nimeros entre a y b, a veces incluyendo los puntos extremos a y b, y a veces
no. Recordemos la terminologia usual.

La coleccién de nimeros z tales que a < z < b se llama intervalo abierto
entre a y b. '

La coleccién de niimeros z tales que a < = < b se llama intervalo cerrado
entre a y b. Denotamos este intervalo cerrado mediante los simbolos [a,b]. (Un
solo punto sera también un intervalo cerrado.)

Si deseamos incluir sélo un punto extremo, diremos que el intervalo es semi-
cerrado. Es evidente que hay dos intervalos semicerrados, a saber el formado
por los nimeros = con a < z < b y el otro que consta de los niimeros & con
a<z<b.

Si @ es un nimero, a la coleccién de niimeros z > a (o z < a) en ocasiones
se le llama intervalo abierto. El contexto ayudard a comprender esto mejor.

Sea f una funcién y ¢ un niimero en el que esta definida f.

Definicidn. Diremos que ¢ es un punto maximo de la funcién f si, y sélo

1) > £()

para todos los nimeros z en los que estd definido f. Si la condicién f(c) > f(z)
se cumple para todos los nimeros z en algin intervalo, decimos entonces que la
funcién tiene un méximo en ¢ en ese intervalo. Llamamos valor mdximo
a f(c).

Ejemplo 1. Sea f(z) =senz. Entonces f tiene un mdximo en 7/2 porque
f(7/2) =1y senz < 1 para todos los valores de z. Esto se ilustra en la figura
4. Nétese que —37/2 también es un méaximo para sen z. '

si,

/2
Figura 4

Ejemplo 2. Sea f(z) =2z, y vean a f como una funcién definida sélo en

el intervalo

0<z<2
Entonces la funcién tiene un médximo en 2 en este intervalo porque f(2) =4 y
f(z) < 4 para todo z en el intervalo. Esto se ilustra en la figura 5.
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5

2
Figura 5

Eje
0. se vuelve arbitraria, —
acercaa 0y z > 0. Esto se ilustra en la figura 6. mente grande cuando z se

Figura 6

D eiinlc"on' Un pullto minimo pa”a f €S un numero ¢ ta'l que
J(;l)>—1(c) FE‘IE I‘C:l: z [l:]]jE esta :l ﬁnl[k J -

or minimo para la funcié
cion es el valor f(c), tom
Ty - 2 , tomado en un punto mi im
stramos varios minimos con las graficas de ciertas funcionésp wme.

b

T
1
'
'
|
|
]
'
1

Figura 7 Figura 8

En la figura 71 i6n-ti
a funcién-tiene un minj
: inimo. En la fi {ni A

el gura 8 el minimo

oren f(i) del m't‘er‘valo. En las figuras 3 y 6 la funcién no tiene rm'nimoeSta =
o gura siguiente, el punto ¢, se ve €OMo un maximo .
; O Uh minimo, siempre que se permanezca cerca d
0 que sucede en otros lugares de la curva.
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Figura 9

Hay un nombre para dichos puntos. Diremos que un punto ¢ es un minimo
local o un minimo relativo de la funcién f si existe un intervalo

a1 <c< bl
tal que f(c) < f(z) para todos los niimeros z con a3 < z < b;.
La nocién de maximo local o méximo relativo se define de manera and-
loga. (Hacerlo.) En la figura 9 el punto c3 es un méximo local, ¢4 es un minimo

local y ¢5 es un maximo local.

El maximo y el minimo reales estan en los puntos extremos.

Usando las propiedades basicas de los niimeros podemos probar el teorema
siguiente, el cual es tan obvio que omitimos la demostracién.

Teorema 1.1. " Sea f una funcién continua sobre un intervalo cerrado [a,}].
Entonces existe un punto en’ el intervalo donde f tiene un méaximo y existe
un punto donde f tiene un minimo.

Deseamos tener alguna idea del margen de valores de la funcién dada. El
siguiente teorema brinda esta informacién.

Teorema 1.2. Teorema del valor intermedio. Sea f una funcién con-
tinua sobre el intervalo [a,b]. Sea o = f(a) y B = f(b). Sea ¥ un nimero
entre a y . Por ejemplo, si a« < §,sea a < v < B y, si a > 3, entonces

sea
a>y>p0.

Entonces existe un nimero ¢ tal que a < ¢ < b y tal que
fley=7.

El teorema es intuitivamente obvio, pues una funcién continua no tiene saltos,
como se ilustra en la figura de la pagina siguiente. La demostracion pertenece al
conjunto de ideas del apéndice sobre épsilon y delta y puede omitirse sin peligro.
Cabe mencionar que puede haber varios puntos ¢ en el intervalo [a,b] tal que
f(c) =+v. En la figura hay tres de dichos puntos, denominados ¢y, ¢2 y c3.
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~ ™®

pun » la situacién es aniloga a |
guras 4 o 9, donde vemos que la tangente a la curva en ese puntog es u:adl:zi:s
a

rizon 1 n ras p . P
hO 1Z0O ta, y € ot a.la.bl'as la- de[lvada de la tun(:loﬂ es 0 I Odelﬂos IObaI
’

Teorema 1 .,
intervalo aszc?r'to ieif !mé;’ fU;CIOH T s definida y es diferenciable en cf
Z < 0. Sea ¢ un nimero i
I L. en el intervalo en
funcion tiene un maximo local o un minimo local. Entonces el cual la

flle)y=o0.

H

: — i

c—k ¢ ct+h b
Figura 10

Tomemos primero h Positivo (ver la figura 10). Debemos tener

f(©) 2 flc+h)

sin i s .
: (l)xcl aix‘nll)azl;t?; :on:o sea h (siempre que sea pequeiio), pnes f(c) es el mdximo
anto, f(c+h)~ f(c) < 0. Como h > 0, el cociente de Newton
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satisface A

flet ;);_f(c) <.

En consecuencia, el limite es < 0 o, en simbolos:
lim i(_c_'*_h)_'L(c) <0.
h—0 h -

h>0

Tomemos ahora h negativo, digamos h = —k con k > 0. Entonces
fle=k)=f(c) <0,  f(c)-f(c—k) =0

y el cociente es

fle=k) —f(c) _ f(e)— fle—Fk)
—k - k '
Asi, el cociente de Newton es > 0. Al tomar el limite cuando h (o k) tiende a

0, vemos que
i LR =FC) 5 o

h—0
A2l h

La tdnica manera en que estos dos limites pueden ser iguales es que ambos sean
0. Por lo tanto, f'(c) = 0. Esto concluye la demostracién.

Podemos interpretar geométricamente estos argumentos diciendo que la recta
entre nuestros dos puntos se inclina hacia la izquierda cuando tomamos k < 0
y se inclina hacia la derecha cuando tomamos h > 0. Conforme h tiende a 0,
ambas rectas deben tender a la recta tangente a la curva. La tdnica manera en
que esto es posible es que la recta tangente en el punto cuya abscisa es ¢, sea

horizontal. Esto significa que su pendiente es 0, i.e. f/'(c)=0.
En la practica, una funcién usualmente tiene sélo un niimero finito de puntos

criticos, y es facil hallar todos los puntos ¢ tales que f’(c) = 0. Se puede entonces
determinar por inspeccién cuales de éstos son maximos, cudles son minimos y
cuales no son ni lo uno ni lo otro.
Ejemplo 4. Hallar los puntos criticos de la funcién f(z) = z® — 1.
Tenemos f'(z) = 3z2. Por lo tanto, hay un solo punto critico, a saber, z = 0,
pues 3z2 = 0 sélo cuando z = 0.

Ejemplo 5. Hallar los puntos criticos de la funcién
y=2z>-2z+41.
La derivada es 322 — 2. Es igual a 0 precisamente cuando
2? =2,

lo cual significa que = = 1/2/3 o —/2/3. Estos son los puntos criticos.

En las siguientes secciones hallaremos varias maneras de ver si el punto critico
es un maximo o un minimo local. En casos sencillos, con sélo esbozar la curva
se puede determinar esto mediante inspeccidn.
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V, §1. EJERCICIOS

Hallar los puntos criticos de las siguientes funciones

1. 222z 45 2. 222 37 -1
3. 3z2-z+1 4. —z2+2z+2
5. ~222 4321 6. z° 42

3
7. z° -3z 8. senz +cosz

9. cosz 10. senz

V, §2. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

S . . .
ea f una funcién definida en algiin intervalo (que puede ser abierto o cerrado)

sobre este intervalo sj
f(z1) < f(z2)

cada vez que z; ¥ Z2 sean dos puntos del intervalo tales que

Definicién. Diremos que f es creciente

v T < 25,
si, si un ni A
, umero esta a la derecha de otro, el valor de la funcién en el nimero

mayor deb i
)}:: i ﬁe Ser mayor o igual que el valor de la funcién en el nimero menor
gura siguiente hemos trazado la gréfica de una funcién creciente '

H 1
M
B2 Z2
Figura 11
Decimos que una funcién de

. finida en algin i .
intervalo si : gun Intervalo es decreciente en ese

f(z1) 2 f(z2)
puntos del intervalo tales que z; < z,.
n constante (cuya grifica es horiz—ontal) es cre-

cada vez que z, Y 2 sean dos
) Observamos que una funcis
clente y decreciente.

Si queremos omiti i i
palab; estrici :::ltu; el signo (ieﬁlgualdad (én nuestras definiciones, usaremos Ia
ente para calificar a crecj i
s 1ente o de i i6
[ es estrictamente creciente si erecente. Asi, una funcign

T1<2Zz  implica  f(z;) < f(z
. 2
Y f es estrictamente decreciente si =2

z; < 24 implica f(zy) > f(z,).

Supongamos que una funcién tiene una deri
como se muestra, por ejemplo, en la figura 1
esto como que la razén de cambio de la fun
tanto, que la funcién siempre es creciente. E

vada positiva en todo un intervalo,
1 Er'ltonces se puede interpretar
CIOH' siempre es positiva y, por lo
nunciamos esto como un teorema,
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Teorema 2.1. Sea f una funcidn que es continua en algin intervalo, y
diferenciable en el intervalo (excluyendo los puntos extremos).

Si f'(z) > 0 en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f

es estrictamente creciente.
Si f'(z) < 0 en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f

es estrictamente decreciente.
Si f'(z) = 0 en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f

es constante.

En esta iltima afirmacién, la hipStesis de que f'(z) = 0 en el intervalo
significa que la razén de cambio es 0, asi que es plausible que la funcién sea
constante. En la seccién §3 puede verse cémo se ubican estas afirmaciones en un

contexto més formal.

Aplicacién. Gréficas de pardbolas Observen
odri ;
podriamos deducirla ahora y sabriamos que z = 3 /2 es un punto minimo g
minimo de

Ejemplo. Graficar la curva
y=f(z) =2* -3z +5,

la cual, como ya se sabe desde el capitulo II, es una parabola. Tratamos aqui la
grafica por el método que funciona en los casos més generales. Primero tenemos

f/(x) =2z -3,

de modo que z = 3/2 es el

f'(z)=0 si, ysélosi, z=3/2,
tnico punto critico.

fl(z)>0 si,ysdlosi, 22—-3>0
si, y sélosi, 2> 3/2.
F'(£) <0 si,ysélosi, z<3/2.

Asi, la funcién es estrictamente creciente para # > 3/2 y estrictamente decre-
ciente para ¢ < 3/2. De este modo, al usar la derivada podemos hallar el pico

de la parédbola.
Los puntos donde f(z) = 0, esto es, donde la grifica cruza al eje z, estan

dados por la férmula cuadratica:

Lo 3EVO-20 _ 34T
=== :

2

No existen tales puntos, por lo que la grifica se ve como en la pégina siguiente.

la gréfica. Esto eg
e porque f(z) es estrictam i
estrictamente creciente para z > 3/2. As;: T :I;t/e2 d;:;:c;:ft: P ar’a.;c <32y
: : n minimo.

Ejemplo. Esbozar Ia grafica de
y=f(z)=22 -5z +9/4
Ahora tenemos /
. ' fl(z) =2z - 5,
T consecuencia, hay exactamente un punto critico, a saber:
fllz)=0 si, y sélosi,~— z = 5/2.
fl(z)>0 si, ysélosi, 2z_5> 0
si, y sélo si, z>5/2
fil®)<o & ysdlosi, 2z-5<
si, y sélo si, z<5/2,

De modo que £ es estri
. estrictamente creciente
ara ictar
clel;‘te Para z < 5/2. Por lo tanto, f tiene {)m nn;iimg/z , eitm:t ente decre-
08 cruces de la gréfica de £ con el eje 2 son n =572

e=02EV25-9 9 1
2 “5)’5.

Definicién A V
raicos gy .Ell,loselcil;;s dde la gralﬁca de f con el eje = también se llaman
. - € un polinomio ¢ At 1
mecfl:ante b e e uadratico, las raices se calculan
Por lo ta A
nto, la grifica de f se ve comoen Ia pagina siguiente

S
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aba definida para todos los nimeros.

i6n est :
b d en un intervalo.

. jores la func ! .
En los ejemplos al?::rll: funcién estd definida solo

jemplo siguie -
- : . lo. Sea f(z) 5z + 9/4. Hallar el mini
jemplo.

<2. '
pat;:r el ejemplo anterior sabemos que f

mo y el maximo de f
=z - .
ctamente decreciente pard

x 2 ])()[ l() (:“al el minl es' ene 1() i emo (le 1nue! vaio (l (] = 2
i ter a‘ ) ue €s z 3
i exur 1441 l
mo aen 1 puﬂ ( ) ¥ ,
CO<I'nO’ t en la flg\lra, Noten que €en este p.\ln X LI ; Y ’ . #
se mues Ta . to e tv emo 2 0 ASl
el Crit:erio de 1OS punt llte: \ alos ablert;os

es estri

os criticos €s yalido sélo en 1

por lo que usaremos

aré con frecuencid,

si” se present

i v sdlo
n “siy sol ese
arla; escribiremos

sent.
como abreviacién de

La expresid
un simbolo para repre

=4

iy
-«gi, y solo st
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Asi pues, podemos escribir la afirmacidn:
22=3 < z=V3 o z=-V3.

De manera anéloga,

22-3z4+41=0 < z=

Ejemplo. Demostrar que entre todos los rectingulos de irea dada, el que
tiene menor perimetro es un cuadrado.

Sea a el 4rea dada y sea z la longitud de un lado del rectangulo posible con
drea a. Expresaremos el perimetro como una funcién f(z). Después diferen-
ciamos con respecto a z, teniendo en mente que a es constante, y esto dard un
valor para z que muestre que el rectdngulo es un cuadrado. Para efectuar esto,
tomamos 0 < z porque el lado de un recténg%lo real no puede ser 0 o tener
longitud negativa. Si y es la longitud del otro lado, entonces zy = a, de modo
que y = a/z es la longitud del otro lado. Por lo tanto, el perimetro es .

fx)= 2,(z+ %)
Tenemos

f'(z‘)=2(1_%),

flz)=0

$2=a

=
<= z°—a=0
<

< z=+/q,
porque consideramos s6lo a z > 0. Asi, el tinico punto critico de f para z >0
es cuando z = \/a. Mas aiin, z? > 0 para todo z # 0. Por lo tanto, la fraccién
(z? — a)/2? es positiva si, y sélo si, su numerador 22 — a es positivo. Asi:

F(2)>0 < 22-a>0 << 22>a << z>+/a,
flz)<0 <= 22-a<0 <= zl’<a < z<va

Por lo tanto: o
f es estrictamente creciente <= z >+/a,
f es estrictamente decreciente <= z < +/a.
De modo que, finalmente, z = /a es un minimo para f. Cuando z = \/a
tenemos también que y = 4/a porque

y=ajz= a/\/a

Esto prueba que el rectidngulo es un cuadrado.
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Ejemplo. Mostrar que entre todas las cercas rectangulares de longitud dada,
ayor area debe ser una cuadrada.

Para esto, sea ¢ la longitud fija y sea ¥ uno de los 1ados. Si y es el otro lado,

entonces
2c+2y=¢6

(c—22) /2. Por lo tanto, el area abarcada por la cerca €8 igual

de modo que ¥ =
a

_ _ g2
oy = ‘f(iyzfl = 3’_072—‘”-.__‘4(,,),
Esta area A(z) es una funcién de z, la cu
A'(z) = 0. Pero '

Al(z) = 3(c—42):

Asi, A'(z)=0 si, y solo si, ¢ = 4z, esto es, T = /A esel tinico punto critico.

al tiene un punto critico cuando

Debemos ver ahora qué es un maximo. La funcién N
2
zc— 2%
A(z) = —

sbola. Cuando = se vuelve positivo 0 negativo

tiene una grafica que €8 una par
lo tanto, la parabola se

» grande, entonces A(z) se vuelve negativo grande. Por
ve como en la figura siguiente.

c/4

Sélo tiene un maximo y ese méximo debe estar entonces en T = ¢/4. Hallamos
entonces que también Yy = c¢/4. En otras palabras, la cerca debe formar un

cuadrado.
Desigualdades
El criterio de la derivada para funciones crecientes
puede usar para probar desigualdades.
Ejemplo. Probar que senz < % para todo > 0.
Sea f(z) =z —sen®. Entonces
fl(z)=1—cosz.

amos 0 < z < /2. Entonces f'(z) > 0 pues coST <1len

En primer lugar tom
este intervalo. Por lo tanto, f(z) es estrictamente decreciente para 0 < & <=nf2.

Pero

y decrecientes también se

f(0)=1—cosO=0.

At

2

Por eso debemos tener f(z) > 0 para 0 < z < 7/2

Siz > /2, ent
> n/2, entonces = > 1 (pues 7 es aproxi
proximadamente 3.14) {
.14),y asi senz <

z cuando z > 7/2. En
: ) . En esta form esi
s soncillas, para z > 7/2 rma, la desigualdad deseada se cumple, por razon

. ’ €s

El ejemplo anterior i
' rior ilustra una técni
igualdades entre funciones. En generajfnca aue se usa para probar cirtas des

Suponiendo i
que se tienen dos funciones i
[a,}] ¥ que f y g son diferenciables, consffi;:;s::ere cierto intervalo

f(a) £ g(a), /

yque f'(z) < ¢ :
intervalo. g'(z) en todo el intervalo. Entonces f(z) < g(z) en el

Demostracion. Sea
h(z) = g(z) —
Entonces, por hipétesis, wore
h'(z)=g'(z) - f(
) ' z) 20,
e modo que h es creciente en todo el intervalo. Como
h(a) = g(e) — f(a) >
0 - 0,
se sigue que h(z) > 0 en todo el intervalo, de donde
9(z) > f(=).

El principio recié .
én enunciado se : . )
para el caso en que f(a) = g(a).Puede visualizar en la figura siguiente, trazada

y=9(z)/ T

f@)=g(@)+ Y =f(x)

:
T

a
Figura 12

En otras palabr. i
. as, si [ es mds grand i
mds répid 8 e 0 igual que - ,
pido que g, entonces f(z) es mds grande QUZ ;le)z ;a:a, t}:le T crece
oz >a.
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Ejemplo. Mostrar que para cualquier entero n > 1 y cualquier nimero
z > 1, tenemos la desigualdad

2" —-12>n(z-1).
Sea f(z) =2" —1— n(z — 1). Entonces
fi(z) =nz"" ! —n.
Como z > 1, se sigue que z"~! > 1y, asi, f/(z) > 0. Por lo tanto, f es

creciente para = > 1. Pero f(1) = 0. Por lo que f(z) > 0 para # > 1. Esto es
equivalente a la desigualdad deseada.

Por otro lado, el siguiente teorema indica lo que sucede si dos funciones tienen

la misma derivada en un intervalo.

Constantes
Teorema 2.2. Sean f(z) y g(x) dos funciones diferenciables en algin
intervalo y supongamos que
f(z)=4¢'(2)
para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C tal que
f@)=g(x)+C
para todo z en el intervalo.
Demostracion. Sea h(x) = f(z)—g(z) la diferencia de nuestras dos funciones.

Entonces

k'(z) = f(z) - ¢'(z) = 0.
Por lo tanto, h(z) es constante, por el teorema 2.1, esto es, h(z) = C para algin
numero C y todo z. Esto prueba el teorema.

Observacién. El teorema es el reciproco del enunciado:

Si una funcién es constante, entonces su derivada es igual a 0.
Usaremos intensivamente el teorema 2.2 cuando lleguemos al capitulo de inte-

gracién.
Para las aplicaciones del teorema, vean el principio del capitulo sobre loga-
ritmos y también el principio del capitulo X, §1. Aqui daremos aplicaciones mds

sencillas.
Ejemplo. Sea f una funcién de z tal que f(z) = 5. Suponer que f(0) = 2.

Determinar completamente f(z).
De nuestra experiencia anterior sabemos que la funcién

9(z) =5z

tiene la derivada
¢ (z) =5.

critico,

[ V, §2] F UNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 7
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Por lo tanto, existe una constante C' tal que

) f(z)=5z+C.
También se establece que f(0) = 2. Por Io tanto
2=f0)=0+cC.
Entonces ¢ = 9. Y, finalmente, -
f(z)=5z+2.

tlempo_ Cisa r = f (t) como funcién del
Nos dan '
— — !
a =f=-5
Sea g(t) = —5¢. En
= tonces t én a'(t) —
tal que ambién ¢/(t) = -5, ¥ Por ende existe una constante

f)=-5t+c.

Pero también se sabe que f(5) = 8. Por Io tanto,

8=-5'5+C=_25+C‘

En consecuencia, C' = 8 + 95 — 33 y, por dltimo

f(t) = -5t + 33.

V, $2. EJERCICIOS

Determinar los intervalos so

Crecientes.
L flz)=2%41 2
= - f@) =2 -z 45
3 fle)=2345-9 4. f(z)=-23:21c+l
5. f(z) =2¢% + 5 6. f(z) =522 4
7. f(z) = —42% — 94 8. f(z) =52° + 62

Esbozar las grificas de las pardbolas siguj

9. =
fz)=2%-5z_ 10. flz)=2>42+41

L. fleg)=-22 4471
12, =—z2_
13. f(z) =22+ 32 +1 14, ;((:))= z:— 5 .
15, f(z) = —2¢2 4 45 16. f(z) = 242 :+ 13
: =2z -4z -
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Para cada una de las funciones siguientes, hallar el méaximo y el minimo para todo z

en el intervalo dado.

17. 22 -2z -8, [0,4] 18, 22 -2z 41, [-1,4]

19. 4—4z—22, [-1,4] 2. z—12%, [-1,2]

21. 3z —2°, [-2,V3] 22. (z—4)° [3,6] . -
6 i es para el sen

- Eloi;:\(:)s sg::::lt:i:;esct:ﬂ: ‘:;:s(;gs:a}:lu:lfl 1::1(:::; gzsx:\iu:;:mplo l:an el texto, a

saber o250
senz < z para todo z 2 U. ) )
(S:)a fi(z) =z —senz. Entonces esta desigualdad es equivalent

(1) fi(z) >0 para todo z 2 0.

e a la desigualdad

Probar ahora que:
2

(b)l—%SCMz para z > 0.

22
[Idea: Sea fo(z) =cosz — (l - -5-) y usar (1), para probar

(2) f2(z) > 0 para todo z >0.]
3
z? : Sea f3(z) =senz — - ]
(c) z— 32 < senz. |Idea: Sea f3(z)=se 32
3 5
2 ot 2* :c
(d)°°”51—£2_+m (e)senz<z-35 45532

24. Probar que tanz >z si 0<z < /2.

25. (a) Probar que )
' 14322 para t>0.

[Idea: Sea f(t) =t+ 1/t. Mostrar que f es estrictamente decre;:iente para
0< t.< 1y f es estrictamente creciente para 1<t. ;Cuiles f(1)7]
(b) Sean ‘e y b dos nimeros positivos. Sea

b
= - > 0.
f(z)=az + z para I

Mostrar que el valor minimo de f es 2v/ab.

i tante
26. Se va a fabricar una caja sin tapa con una base cuadrada y unzf s.uperﬁae cons
C. Determinar los lados de la caja si el volumen ha de ser maximo.

a superior ha de tener un irea de superficie

ipi ilindro sin ta €8
27. Un recipiente en forma de ci p B e .

fija C. Hallar el radio de su base y su altura si ha de tener v

28. Resolver los dos problemas anteriores cuando la cajo; y el recipi(:mt;: est;: ;(-:;ad%sl
. por arriba. (El drea de un circulo de radio z es ¥z" y su longitu :s ) .
volumen de un cilindro de altura y y cuya base tiene radio z es Tz°Y.

i i6 0 para todo z,y f'(z) = f(=z).
.S er que existe una funcién f(z) tal que f(z)# : )
# S:: o;(z)qcualquier funcién tal que g'(z) = 9(2). Mostrar que existe una constante
C tal que g(z) = Cf(z). [Idea: Diferenciar el cociente g/f.]
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30. Suponer que f es una funcién diferenciable de ¢ tal que (a) f'(t) = -3, (b)
F'(t) = 2. ;Qué pueden decir acerca de f(t)?

31. Suponer que f'(t) =—3 y f(0) =1. Determinar completamente f(t).
32. Suponer que f'(t) =2 y f(0) = —5. Determinar completamente f(t).

33. Una particula se mueve sobre el eje z hacia la derecha a velocidad constante de
7Tm/seg. Si al instante ¢ = 9 la particula estd a una distancia de 2m a la derecha
del origen, hallar su abscisa como funcién de ?.

34. Esta goteando agua de un tanque vertical de manera que la altura del agua dismi-
nuye a razén de 0.6 m al dia. Cuando el tanque estd lleno, la altura del agua es de
9m. Hallar de manera explicita la altura del agua como funcién del tiempo.

V, §3. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Los teoremas de esta seccion se pueden deducir intuitivamente, por lo cual, si
lo desean, pueden omitir las demostraciones del teorema de Rolle y del teorema
3.2, pero después de haber comprendido su enunciado.

Primero supongamos que tenemos.una funcién sobre un intervalo cerrado
[a,b] cuya grafica se ve asi.

33 AP

TS

Figura 13 .
. i
Entonces tenemos el siguiente teorema acerca de esta funcién.

Teorema 3.1. Teorema de Rolle. Sean a y b dos nimeros, a < b. Sea
f una funcidn continua en el intervalo cerrado

a<z<b
y diferenciable en el intervalo abierto a < £ < b. Supongamos que
f(a) = f(b) =0.
Entonces existe un punto ¢ tal que
a<c<b
y tal que f'(¢) = 0.

Demostracién. Sila funcién es constante en el intervalo, entonces su derivada
es 0 y cualquier punto en el intervalo abierto a < < b servira.
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‘Si la funcidén no es constante, entonces existe algin punto en el intervalo donde
la funcién no es 0, y este punto no puede ser uno de los puntos extremos a o b.
Supongamos que algiin valor de nuestra funcién es positivo. Por el teorema 1.1,
la funcién tiene un maximo en un punto ¢. Entonces f(c) debe ser mayor que
0, y ¢ no puede ser uno de los puntos extremos porque f(a¢) = f(b) = 0. En
consecuencia,
a<c<b.
Por el teorema 1.3, debemos tener f/(¢) = 0. Esto prueba nuestro teorema en
caso de que la funcién sea positiva en algin lugar del intervalo.
Si la funcién es negativa para algiin niimero en el intervalo, entonces usamos
el teorema 1.1 para obtener un minimo y argumentamos de manera similar,
usando el teorema 1.3 (aplicado a un minimo). (Escribir, como ejercicio, toda la

argumentacion.)
Sea f(x) una funcién diferenciable para @ < z < b y continua en el intervalo

cerrado
a<z<b

Seguimos suponiendo que a < b. Esta vez no consideraremos que f(a) = f(b) =
0, como en el teorema 3.1. Probaremos que existe un punto ¢ entre a y b tal
que la pendiente de la recta tangente en (c, f(c)) es la misma que la pendiente
de la recta entre los puntos extremos de nuestra grifica. En otras palabras, la
recta tangente es paralela a la recta que pasa por los puntos extremos de nuestra

grafica.

(b, f(0))

(a, f(a))

i
a ¢ b
Figura 14

La pendiente de la recta entre los dos puntos extremos es

f() - f(a)
b—a

pues las coordenadas de los puntos extremos son (a, f(a)) y (b, f(b)) respecti-
vamente. Asi, tenemos que hallar un punto ¢ tal que

se) = L1,

Teorema 3.2. Teorema del valor medio. Sea a < b como antes. Sea f
una funcion continua en el intervalo cerrado a < z < b y diferenciable en el
intervalo a < £ < b. Entonces existe un punto ¢ talque a<c<by

f) ~ f(a)

b—a

f'le=
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Demostracis 16
tracion. La ecuacién de la recta entre los dos puntos extremos es

g f0)= f(@)

b—a (z—a)+f(a).
En efecto, la pendiente
f(6) = f(a)
b—a

es el coeficiente de z Cuando
% . do Z =a, y = f(a). Por lo tanto. h i
g ecuacién de la recta que tiene la pendiente dada Y pasa por 0 punto dude.
uando z = b notamos que y = f(b). por un punto dado.

Consideremos ahora tri
. ' geométricamente la dj i
Dicha diferencia se vuelve 0 en los einapmencin entre T in ecta

Entonces
9(a) = f(a) - f(a) =0
y también
b 9(8) = f(5) - f(b) = 0.
odemos entonces aplicar el teorema 3.1 a la funcié
. ncion g(z). Sab. i
un punto ¢ entre a y b, ¥ que no es igual ni a @ ni agb(, t)al q?leemos Aue existe

g'()=0
Pero
9'(z) = f'(z) - \f(bz : f(a). /

En consecuencia
0=7() = /(o) - L= I(a)
Esto nos da el val -
el valor deseado para f (¢), y concluye la demostracién.

El objetivo del teorema,

del val i ici
valor + g oo alor medio no es tanto hallar explicitamente un

f'(c) = f(bz_f(a),
. —a
sino usarlo para consideraciones tedricas.

Corolario 3.3. Sea f una funcién di i
orola .3. uncion diferenciable en algiin int
f'(z) =0 para todo z en el intervalo. Entonces S es fonstane:evalo vl =

De ., , .
mostracion. Sean a y b niimeros distintos en el inter

del valor medio, existe ¢ entre ay b tal que valo. Por el teorema

fl9= 101
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= i £(b) = f(a). Por
ipétesis, f'(c) = 0. Por ello, f(b)— f(a) =0 y asf F(
ll:)e::;lf: ' }l ll];)i:lzstl, r{ﬁgn)io valor en todos los puntos del intervalo, de modo que

nte, como se debia demostrar. . .
! e?):lo Irl::it:mo ,modo daremos ahora el resto de la demostracién del teorema

de la seccién anterior:
Corolar: intervalo, e endo lo: tos
i ntervalo, excluyendo los pun
io 3.4. Si f'(z) > 0 para z enun i os p °
extre;los y si f es continua en el intervalo, entonces f es estrictamente
b
creciente.
Demos interv ue
i6 y tos del intervalo, y supongamos q
tracion. Sean z; y z2 dos punto: §
z1 < z2. Por el teorema del valor medio, existe un punto ¢ tal quez; < ¢ < z,
1 .

y o) = L&) =f(z1)

T2 — Iy
La diferencia z5 — z; es positiva, y tenemos
f(z2) = f(21) = (22 — 21) f'(c).

Si la derivada f’(z) es > 0 para todo z en el intervalo, excluyendc; lo: p\:(r:toej
t elm:s entonces f'(c) > 0 (porque c esta en el intervalo). I:lor :')le anto,
r ’ e,

;):oducto (z2 — 1) f'(c) es positivo, y f(z2) — f(z1) > 0, de modo q

f(z1) < f(z2).

B e e wtomminin l%;fec'e?te- i6n de la afirmacién que se refiere a las
j jercici emostracién
Dejamos como ejercicio la

iones decrecientes. del valor
funE'Juando estudiemos la formula de Taylor usaremos los te;)rerrlls;s el valor
i i conozca el val
i i unciones. Aunque no se ;

o para estimar varias fi . . racto de
"}ed)l l; puede tener un estimado para la derivada. Por ejemplo, laslf nc one
oy aplicacio
! 1(1 z’y cos z se pueden estimar en valor absoluto por 1. En muchas ap ,

se

esto es lo que cuenta.

grande.

CAPITULO i

Trazado de curvas

Hemos desarrollado técnicas suficientes para po
de funciones con una eficiencia mucho mayor.
tematica el comportamiento de una curva, don
desempeiia un papel fundamental.
Estudiaremos de manera especial los si

der trazar ahora curvas Y graficas
Investigaremos de manera sis-
de el teorema del valor medio

guientes aspectos de la curva:
Intersecciones con los ejes coordenados,
Puntos criticos.

1.

2.

3. Regiones de crecimiento.
4. Regiones de decrecimiento.
5. Maximos y minimos (incluyendo los locales).

6. Comportamiento cuando z se hace positivo grande y negativo grande.

7. Valores de z cerca de donde y se hace positivo grande o grande negativo.
Estos siete puntos de informacién serdn

tante precisa de cémo luce una grifica. D
otro aspecto, a saber:

suficientes para darnos una idea bas-
edicaremos una seccién a considerar

8. Regiones en donde la curva se dobla hacia arriba o hacia abajo.

Vi, §1. COMPORTAMIENTO CUANDO x SE HACE MUY GRANDE

Supongamos que se tiene una funcidn f definida para todos los nimeros su-
ficientemente grandes. E

N ese caso podemos obtener informacién significativa
referente a nuestra funcién si investigamos cémo se comporta cuando z se hace

Por ejemplo, sen z oscila entre —1 y +1 sin importar cusn grande sea z.
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6

p - h
€ b S Ohllorn 0S8 NO OSCllal u o T T sl T se ace
Sln m a,l‘go, 10 1 Cll n. C a-nd f( ) )

3 4 (ot
i A i z3, 0 z* (etc.).
positivo grande, también lo hard z2. Lo mismo sucede con z°, (

Consideraremos esto sistematicamente.

Pardbolas

Ejemplo 1. Considerar una parabola
y=az?+bz+ec,

las
con a # 0. Hay dos casos esenciales, cuando a > 0 y cuando a < 0,y
parabolas respectivas se ven como en la figura.

u“’+lm+c /\

Caso a >0 Caso a <0

Veamos los ejemplos numéricos.
Ejemplo 2. Trazar la grifica de la curva
y=f(z)= —32%2 45z — 1.
Reconocemos esto como una parabola. Factorizando z2 se ve que

f(z) = 2 (—3+g—:—2).

" 1
Cuando z es positivo o negativo grande, entonces }c(z ;es posné;\;?vfr::;iz :’ 1eo
: —3. Por lo tanto, f(z) es ne ,
factor de la derecha esta cerca _de
(:1(:8,1 significa que la parabola tiene la forma mostrada en la figura.

/N
[

Tenemos que f'(z) = —6z + 5. Asi, f'(z) =0 si, y sdlo si, —6z + 5=20 o,
en otras palabras,

z=%.
Hay exactamente un punto critico. Tenemos
J(3)=-3Ey+%-1>0
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El punto critico es un madximo, pues ya hemos visto que la pardbola se dobla
hacia abajo.

La curva cruza el eje z exactamente cuando
-3z24+52-1=0.
Por la férmula cuadritica (ver el capitulo II, §8), esto sucede cuando

g TOEVB-IZ 51 VD3
= Y =22V

Por consiguiente, la grifica de la parabola se ve como en la figura.

LN

M ovE \Ns4+via
6 6

-1

Se aplican los mismos principios para trazar cualquier parabola.

(i) Al ver lo que sucede cuando z se vuelve positivo grande o negativo grande
sabremos si la parabola se dobla hacia arriba o hacia abajo.
(ii) Una funcién cuadratica :

f(z) = az® + bz +c, con a#0
tiene un solo punto critico, cuando
fl(®)=2az+b=0

es decir, cuando

r=-b/2a.
Sabiendo si la parabola se dobla hacia arriba o hacia abajo se sabe si el
punto critico es un mdximo o un minimo, y el valor z = —~b/2a indica

exactamente dénde esta el punto critico.

(iil) Los puntos donde la parabola cruza el eje & se determinan por la férmula
cuadratica.

Ejemplo 3. Cibicas. Considerar un polinomio
f)=2+2z-1.
Podemos escribirlo en la forma

2 1
3
z <1+r_2_z—3)'
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Cuando z se vuelve muy grande, la expresién

2 1

te-

tiende a 1. En particular, dado un nimero pequeiio é > 0, tenemos, para todo
z suficientemente grande, la desigualdad

1
1—6<1+%—-—3-<1+6.
2 oz
Por lo tanto, f(z) satisface la desigualdad
(1 -6) < f(z) < 23(1 + 6).

Esto nos dice que f(z) se comporta de manera muy parecida a como lo hace =
cuando z es muy grande. En particular:

3

Si z se vuelve positivo grande, entonces f(z) se vuelve positivo grande.

Si z se vuelve negativo grande, entonces f(z) se vuelve negativo grande.

Se puede aplicar un argumento similar a cualquier polinomio.
Es conveniente usar una abreviacién para la expresién “se vuelve positivo
grande.” En lugar de decir que z se vuelve positivo grande, escribimos

r — o0

y decimos ademds que z tiende, o va a infinito. Advertencia: no existe
un nimero llamado infinito. Los simbolos anteriores simplemente abrevian
el concepto de volverse positivo grande. Tenemos una notacién similar para
cuando z se vuelve negativo grande: escribimos

T — —00
y decimos que z tiende a menos infinito. Asi, en el caso de que
f(z)=234+2z -1,
podemos afirmar:
Si z — o0, entonces f(z)— oo.

Si z— —o0o, entonces f(x)— —oo.

Ejemplo 4. Considerar un cociente de polinomios como
234221
Q) = 223 —z+1°

Factorizamos la potencia mayor de ¢ del numerador y del denominador y, por
lo tanto, escribimos Q(z) en la forma

_ 231 +2/2*-1/2%)  1+2/z2-1/a?
Qz) = 32— 1/z24+1/z3) ~ 2—-1/z2+1/z3"
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Cuando z se vuelve muy grande, el numerador tiende a 1 ¥ el denominador

tlende a 2. ASl nuest[a lra.CCloll tlellde a . I Odel'ﬂos explesal esto en la io[ ma
) 2 l

T—+00

lim Q(z) = %

O podemos escribir:

Si z— %00, entonces Qz) — 1.

Ejemplo 5. Considerar el cociente

z2 -1
z) = /—————
. =52

¢Tiende éste a algiin limite cuando
Escribimos Z se vuelve muy grande?
’(1-1/2?%
Q ZT)= d (
() 33(1_2/3:2_,_1/23)
1 1-1/z2

T ri=2/2 11/

1 término 1/z tiende a 0, y el otro factor tiende a
0 cuando z se vuelve negativo o positivo grande.

Conforme z se vueive grande, e
1. Por lo tanto, Q(z) tiende a
También podemos escribir

Si 2z — oo entonces Q(z) -0,
1, 9 =0.

Ejemplo 6. Considerar el cociente

3—
Q)= 52

y deten.m‘nar lo que sucede cuando z se vuelve grande.
Escribimos

_ 231 - 1/29)

T 221+ 5/22)

_ 11/ '
1+45/z2

, Positivo o negativo, el cociente

1-1/23

14+5/z2

Q(=)

Conforme z se vuelve grande
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un factor cercanoa 1. Asi pues,
tivo grande, y se vuelve negativo
resar esto diciendo:

tiende a 1. Por lo tanto, Q(z) difiere de z en
Q(z) se vuelve positivo grande cuando z es posi
grande cuando z es negativo grande.’ Podemos exp

Si z — oo, entonces Q(z) — oo-

Si & — —oo, entonces Q(z) = —oo.
También podemos escribir estas afirmaciones en forma de limite:

Jm Q=0 v lm Q@)=

Sin embargo, aunque se use esta notacién y se pueda decir que el limite de Q(z)
sistimos en que —Oo NO €s un

es —oo cuando z se vuelve negativo grande, in:

nimero, por lo que este limite no es igual que cuando el limite es un nimero. Es
correcto decir que no existe ntmero que sea el limite de Q(z) cuando £ — 0 ©
T — —00.

Estos cuatro ultimos ejemplos son tipicos de lo

con cocientes de polinomios.
Mis adelante, cuando tratemos con exponentes y Jogaritmos, se encontrara

el problema de comparar el cociente de dos expresiones que se vuelven grandes.
Habra una base comin para algunos argumentos, resumida en la tabla siguiente:

que sucede cuando tratamos

Positivo grande por positivo grande es positivo grande.

Positivo grande por negativo grande es negativo grande.

Negativo grande por negativo grande es positivo grande.

Positivo pequeiio por positivo grande: no se puede saber

sin tener mas informacion.

vi, §t. EJERCICIOS

Hallar los limites de los siguientes cocientes Q(z) cuando T s€ vuelve positivo o nega-

tivo, grande. En otras palabras, hallar

lim Q(z) Yy 1lim Q(z)-

=00 ZT——00
L -2 , sent cosz
zt -1 z T
2 4_ .3
4 -+ 1 5. sen 4z 6. 5z z3 + 3z 42
rz2—1 z3 z3 —
2 4 _ 4 _
7. z¢+1 8. 2z 1 9. 2z 1
z+5 —4zt + 12 —4z3 4 22
4
10. 2z 1

L
—4z5 + 22
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DeSCIlbll' el COmpOrtarﬂlentO de IOS polulomlos
Slguleﬂtes Cuando T se Vuelve pOSlthO

11. 2 -z +1 12. =z -z 41

13. z* +3z% 42 14. —z* + 353 +2
15. 22° 4+ 2% — 100 16. —3z° 4+ z + 1000
17. 10z°® — z* 18. —3z% +z° +1

19. Una funcién f(z) que se puede expresar como sigue:
f(I) = auz" + an—lz”-1 +---+ao,

don.de n es un entero positivo y las an, a i
elmemior St 0. ento , @n—1, ..., Go son nimeros, se llama
e amierto 1 , nces n se llama el grado del polinomio. Describir
e f(z) cuando z se vuelve positivo o negativo d
g grande, n es

impar o par, y an >0 0 a, < 0. Habri i
e n . Habra que considerar ocho casos y llenar la tabla

n an T — 00 Z — —00

Impar >0 f(z) =7 f(z) =7
Impar <0 f(z) — 7 f(I) -7
Par >0 f(z)__,? f(l‘)-—*?
Par <0 f(z)_,? f(z)__)?

20. Usando el teorema del va.lot mtelmedlo mostrar que €I Ppo.
y cualqm T linomio de 8r d
ado

impar tiene una raiz.

Curvatur: i i
a hacia arriba Curvatura hacia abajo

VI, §2. DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA Y HACIA ABAJO

Sean a y b nt

intervalg [a blllméiflOsotr;lales que a < 'I’ Se:«’;, f una funcién continua definida en el
vela Segund,a éerivpd gamos que f''y f" existen en el intervalo a < z < b. Se
y = f(z) sobre el ?nt:rf 1 corg? la razén de cambio de la pendiente de la curva
a < z < b, entonces [a. > dl~ la segunda derivada es positiva en el intervalo
Csto oomo iaa referenc :apgzelf:fgl li; lsz (cil;r;? e; creciente, e interpretamos
derivada es negativa, interpretamos esto a hacia arriba. Si la segunda
dobla hacia abajo. Las dos figuras sigu(i:::::slilll:it:f;r::lsa 2 due la curva se
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Ejemplo 1. La curva y = z2? se dobla hacia arriba. Podemos ver esto
usando la segunda derivada. Sea f(z) = z?. Entonces f’(z) = 2,y la se-
gunda derivada siempre es positiva. Las consideraciones presentes justifican que
hayamos dibujado la curva como lo hicimos, doblada hacia arriba.

Ejemplo 2. Sea f(z)=senz. Tenemos f’(z) = —senz,y asi f’(z) >0
en el intervalo 7 < £ < 27. Por lo tanto, la curva se dobla hacia arriba en ese
intervalo. De manera andloga, f"(z) < 0 en el intervalo 0 < z < =, por lo que
la curva se dobla hacia abajo en este intervalo, segiin se muestra en las figuras
siguientes. Por supuesto, esto justifica los dibujos que siempre hemos hecho para
la grafica de la funcién seno.

f(x) =sen x

Curvatura hacia arriba

x 2r 0 n
Curvatura hacia abajo

f(x) = sen x

Ejemplo 3. Determinar los intervalos donde la curva
y=—-2z3+32-5
se dobla hacia arriba y se dobla hacia abajo.
Sea f(z) = —z3+ 3z — 5. Entonces f"(z) = —6z. Asi:

f'l®) >0 <<= =z<0,
fllz)<0 <= =z>0.

Por lo tanto, f se dobla hacia arriba si, y sélo si, = < 0; y f se dobla hacia
abajo si, y sdlo si, z > 0. La grafica de esta curva se estudiara por completo en
la seccién siguiente, donde se grafican ciibicas sistematicamente.

Un punto donde una curva cambia su comportamiento de doblarse hacia arri-

ba para doblarse hacia abajo (o viceversa) se llama punto de inflexién. Sila

curva es la gréfica de una funcién f cuya segunda derivada existe y es continua,
entonces debemos tener f’(z) = 0 en ese punto. La siguiente figura ilustra esto.

[VI, §2] DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA Y HACIA ABAJO
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Punto de inflexién

Y no como en estas otras:

s, .

minar

La segunda derivada

puede usarse ademds co iteri
ol comy 200 aue Mo un criterio para deter:

to critico es un méximo, o un minimo, local.

Criterio de la segunda derivada.

Sea f dos ve ] [
. . . Ces con -
renciable int ] iert tmuamente dife

oner que existe un punto ¢ donde

Floo=0 y ) >o.
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Entonces ¢ es un punto minimo local de f. Por otro lado, si
f(e) <0
entonces ¢ es un punto maximo local de f.

Para ver esto, supongamos que f”(c) > 0. Entonces f”(z) > 0 para todo z
cerca de ¢, pues se consideré que la segunda derivada es continua. Asi, la curva
se dobla hacia arriba; en consecuencia, la grafica de f es como la figura 1(a) y
¢ es un minimo local.

\‘/ fo+
s+ /\

!
T
c c

(a) (b)
Figura 1

Un argumento similar demuestra que si f”(c) < 0, entonces ¢ es un maximo’
local como en la figura 1(b).

VI, §2. EJERCICIOS

1. Determinar todos los puntos de inflexién de senz.

2. Determinar todos los puntos de inflexién de cosz.

3. Determinar todos los puntos de inflexién de f(z) = tanz para —7/2 <z < 7/2.
4

. Trazar la curva y = sen® . Determinar los puntos criticos y los puntos de inflexién.
Comparar con la grifica de |senz|.

5. Trazar la curva y = cos® z. Determinar los puntos criticos y los puntos de inflexién.
Comparar con la grifica de |cos z]|.

Determinar los puntos de inflexién y los intervalos en donde se doblan hacia arriba,

y donde lo hacen hacia abajo, las curvas siguientes.

) z z

= — - 8. =
z2 41 y=7

9. Trazar la curva y = f(z) =senz +cosz para 0 < z < 2. Primero localizar todos
los valores f(nw/4) con n=0,1, 2, 3,4,5,6,7,8. Después determinar todos
los puntos criticos. Después determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento.
Después determinar los puntos de inflexién y las regiones en donde la curva se dobla
hacia arriba, y donde se dobla hacia abajo.

6.y=z+-l— 7.9
T
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VI, §3. POLINOMIOS CUBICOS

Podemos ahora trazar sistematicamente las graficas de polinomios ciibicos
i?,jemplo 1. Trazar la grifica de f(z) =23 —2z+1.
Si z— oo, entonces, por §1, f(z) — oo.
Si z— —oo, entonces, por §l, f(z) = —oo0.
2. Tenemos f'(z) = 322 — 2. Asi :

fl(8)=0 < z=4+/2/3.

Los puntos criticos de f son z = V2/3y x=-/2/3.
| 3. Sea g(z) = f’(:c) = 3z% — 2. Entonces la grifica de g es una parabola, y
os cruces de la grifica de g son precisamente los puntos criticos de f. (No,se

confundan las funciones f y f/ = La grafi A
bocin armiba. s ones g.) grafica de g es una pardbola doblada

eje y

Grifica de g(x) = f'(x)

_ 2/3\ / 2/3 eie @

Por lo tanto:

flz)>0 < z> V2/3 y z<—/2/3, donde rg(a:‘) >0

y [ es estrictamente creciente en los intervalos

e2V2/3 y  z<-\/73.

De manera anéloga:

fl#)<0 <= -\2/3<z< V'2/3, donde g¢(z)<0,

Y [ es estrictamente decreciente en este interval
f o. Por lo tanto, —1/2/3 es u
maximo local para f,y 1/2/3 es un minimo local. , / ’
4. f(z) =6z y f'(z) >0 si 5lo si
4 - , ¥y slosi, > 0. Ademas, f”(z) < 0 si
S(l))lo' s, < 0. Por lo tanto, f se dobla hacia arriba para z > 6 y St(e 3obla haéii
abajo para z < 0. Hay un punto de inflexién en z = 0.

Juntando todo esto hallamos A
toc que la grifica de f se v
figura de la pagina siguiente. d ® come lo muesira la
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Grificade
fx)=x3=2x+1

(-1, 2)

R ——

0,1)
\v—__

7
RREIAVEE

Obsérvese cémo usamos un polinomio cuadrético, a saber, f'(z) = 322 -2,
como paso intermedio en la argumentacion.

Observacién 1. En lugar de usar el polinomio cuadratico, pudimos haber
procedido como sigue, después de saber que los dnicos puntos criticos de f son
z = \/2/—3 yz= —\/5_/% Considerar el intervalo z < —\/573. Entonces
f'(z) # 0 para todo z < —/2/3. Por lo tanto, por el teorema del valor
intermedio, f'(z) es > 0 para todo z < — 2/3, 0 f'(z) < 0 para todo z <
—\/2—/§ . ;Cuél es? Basta con tratar un valor, digamos z = —10, para ver que
f'(z) >0 paraz < -\/2_/?;, pues f/(—10) = 3-102—2 = 298. Por consiguiente,
debemos tener f'(z) > 0 para z < —V2/3.

Observacién 2. Es mucho mis dificil determinar las raices para un polino-
mio ctibico, esto es, los cruces con el eje z, y usualmente no se hace, a menos
que, por accidente, haya una manera facil de hacerlo. En el caso anterior, cuando

fz)=23-2z+1,

hay uno de dichos accidentes, pues f(1) =0. Por lo tanto, 1 es una raiz de f,
de ahi que se factorice f(z)

P -2e+1=(z-1) (% +z-1).

Las otras raices de f son las raices de z2+z— 1, que podemos hallar por medio
de la férmula cuadratica:

-1+£V5
—

Sin embargo, en el ejemplo siguiente no hay una manera facil de hallar las
raices, y no las hallamos.

Ejemplo 2. Trazar la grifica de la curva
y= —23 + 3z 5.

1. Cuando z = 0, tenemos y = —5. Con polinomios de grado

>3, en
general no hay una férmula sencilla para hallar los z tales que f(z) =0, de

el

" : . :
f"(z) < 0si, ysélosi, > 0. Hay un punto de inflexién en z = 0
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mo ;. . .
" do que no damos de manera explicita la interseccién de la gréfica con el eje

2. La derivada es

f(z) =322 +3.

La gréﬁca de f’(.:c) es una pardbola doblada hacia abajo, como ya se sabra
gracias a la experiencia previa con paribolas. Tenemos

fl@)=0 <= 2’=1 <= =z=11y z=-1.
Asi, hay dos puntos criticos de f, a saber, z = 1 yz=-1.

3. La grafi d , )
sigae a grafica de f'(z) se ve como una pardbola doblada hacia abajo, como

Grifica de
3 Sfix)=-3x>+3

'BR

f es estrictamente decreciente

Entonces:

= fl(z)<0
= z<-1 y z>1.
f es estrictamente creciente <=

— -l<z<l.

Por tal motivo' £ ti ini
iene un minimo =- i fxi
enze=1. ) local en z = —1, y tiene un méximo local
4.

Si z — oo, entonces, por §1, f(z) = —c0.
Si z— —oco, entonces, por §1, f(z) = +oo.

5. Tenemos f”(z) = —6z. Por lo tanto, f'(z) >0 si,ysélosi, z <0y

Juntando toda esta informacién vemos que la gréfica de f se ve como en la

pagina siguiente.

fl(z)>0 /
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(ly '_3)

Grificade
fx)=-x*+3x-5

(-1 =7

Observacién. Cuando f es un polinomio de grado 3, su derivada f'(z) es
un polinomio de grado 2 y, en general, este polinomio tiene dos raices, que dan
los dos puntos criticos de la curva y = f(z). En el ejemplo precedente, estos
puntos criticos estan en (—1,-7) y (1,-3).

, Nétese de nuevo cémo usamos la grafica de una parabola, a saber, la grafica
de f'(z), en el proceso de determinar la propia gréfica de f.

En los tiltimos dos ejemplos, el polinomio cibico tiene dos jorobas, en los dos
puntos criticos. Esta es la forma mas general de los polinomios ciibicos, pero
hay casos particulares en los que no hay punto critico, o sélo un punto critico.

Ejemplo 3(a). Sea f(z) =4z + 2. Trazar la gréfica de f.
Aqui tenemos que f'(z) = 1222 > 0 para todo z # 0. Hay sélo un punto
critico, cuando z = 0. Por lo tanto, la funcién es estrictamente creciente para

todo x y su grafica se ve asi.

Graficade 4x3 + 2

Ejemplo 3(b). Sea f(z) = 42° + 3z. Trazar la gréfica de f.
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Aqui tenemos que f'(z) = 1222
= + 3 > 0 para tod. A
de f se ve asi. No hay punto critico. P o = porlo que la gréfica

Graficade 4x3 4 3x

En ambos ejemplos tenemos
f'(z) = 24z.

dAj[l;] :I;l :? doz e:]emplos hay un punto de inflexién en z = 0. La grafica de f se
Jobla b 1a abajo para z < 0 y se dobla hacia arriba para z > 0. La diferencia
ntre el caso (a) y el caso (b) es que en el caso (a) el punto de inflexién es
punto critico, donde la derivada de f es igual a 0, de modo que la curva es pl na
en el punto critico. En el caso (b), la derivada en el punto de inflexién ess P

f'(z) =3,

de modo que en el caso (b) la derivada en el punto de inflexién es positiva.
VI, §3. EJERCICIOS

1. Mostrar que una curva
y=az3+bz2+cz+d
con a # 0 tiene exactamente un punto de inflexién. ‘
Trazar las grificas de las curvas siguientes. |

2. 2° - 222 4 3¢ 3. 2% +2% -3z
4. 20% — %2 -3z 5. be¥ 427 -2z
6. 2° - 327+ 62 -3 7. 28 4z -1

8. z3—z—-1 9. —23+22+5
10. —2z3 4z 42 1. 25— 22 +1
12. y=z*+4z 13. y=2z%+¢
14. y=2°+6z 15. y=z"+z
16. y=z% 41z
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17. ;Cuaél de los polinomios siguientes tiene un minimo (para todo z)?

(a) 28—z +2 (b) 28—z +2

(c) —z*—z+2 @) -z°—z+2

(e) z°+z+2 (f) 2 +z+2

Trazar las graficas de estos polinomios.

18. ;Cudl de los polinomios del ejercicio 17 tiene un méaximo (para todo z)?

En los dos problemas siguientes:

(a) Demostrar que f tiene exactamente dos puntos de inflexién.

(b) Trazar la grafica de f. Determinar explicitamente los puntos criticos. Determinar

las regiones donde se dobla hacia arriba y donde se dobla hacia abajo.
19. f(z)=3'+3z°—2° +5
20. f(z)=ga* -2z +2° +3
21. Trazar la grifica de la funcién
f(z)=z°—-%z‘+-f—6 2.

Hallar los puntos criticos. Hallar los valores de f en estos puntos criticos. Trazar
ce a primera vista.

la grifica de f. Se verd mucho mids clara de lo que pare

Vi, §4. FUNCIONES RACIONALES

Consideraremos ahora cocientes de polinomios.

Ejemplo. Trazar la grafica de la curva
z—1

y=f(=) =17

y determinar las ocho propiedades enunciadas en la introduccién.

1. Cuando z = 0, tenemos f(z) = —1. Cuando z =1, f(z) =0.
2. La derivada es 9

! . c———
f(l‘)— (z+1)2'

(Se puede calcular usando la regla del cociente.) Nunca es 0y, por lo tanto, la

funcién f no tiene puntos criticos.

3. El denominador es un cuadrado y,
esta definido, esto es, para Z 4 —1. Asi, Ff(z)
funcién es creciente para todo z. Es evidente que la funcién no est

para z
la funcién es creciente en la region

z< -1

y es creciente en la regién z > —1.
4. No hay regién de decrecimiento.

por lo tanto, siempre €s positivo donde
> 0 para todo z # —1. La
4 definida

= —1 y tampoco lo est4 su derivada, asi que seria mas preciso decir que
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5. Como la derivada nunca es 0, n AXi

o hay m ini i
6. La segunda derivada es ’ Y méximos o minims relafivos.

. -4

f'(z) = ——.
or @) (z +1)3
,estt)é girﬁp}gnto dt.e inflexién porque f”(z) # 0 para todo z donde la funcién
o) 1:)1 2(11. Siz< -1, entonces el denominador (z + 1)® es negativo, y
4 den:m‘ , de modo que la grafica se dobla hacia arriba. Si z > -1 enton’ces

inador es positi " 4 ;
e positivo y f”(z) < 0, de modo que la gréfica se dobla hacia
mézo.dgudzn;l:s.':cs?’vug\)re %ositivo grande nuestra funcién tiende a 1 (usando el
cién §1). i

metiadd ¢ la seccid uando z se vuelve grande negativo nuestra funcién

mis(f:lt;c; eeljlrlrgnto de. l.nformacién' muy 1til es ver lo que ocurre cuando f(z)
st e ve positivo o negativo, grande. Esto sucede cerca de los puntos
n8 e Ce enomme'xdor de f(z) es 0. En el ejemplo presente, z = —1.
. .._é léaim:ot:'c t.(;ende a —1, el denominador tiende a 0 y el numerador tiende
2 - ) iende a —1 por la derecha, de modo que z > —1, entonces el
minador es positivo y el numerador es negativo. Por lo tanto ’la fraccién
z-1 ’
z+1

es negativa, y es negativa grande.

==
—

|
I —
T
1
—

Figura 2

Si z tiende a —1 por la izquierda de modo que z < —1, entonces =z — 1

. es negativo, pero también z + 1 es negativo. Por lo tanto, f(z) es positivo y

gra'r]lde,t pu:les el denominador es pequeifio cuando z esta cerca de —1

untando toda esta info i6 A om

itz rmacién vemos que la grifica se ve como la figura
Hemos trazado las dos rectas ¢ = —1 y y = 1, pues desempefian un papel

importante cuando z tiende a — )
grande. 1y cuando z se vuelve positivo o negativo,
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Observacién. Sea de nuevo

z—-1
y=f=)= 77

Entonces podemos escribir esta relacién para ver directamente que la gréifica de
f es una hipérbola, como se ve enseguida. Escribimos la relacién en la forma

_z+l1-2 2
T oz+1 T z+0
esto es, y — 1 = —2/(z + 1). Al quitar los denominadores queda

(y—1)(z+1)=-2.
Por el capitulo II se sabe que es una hipérbola. Realizamos el trazo por medio

de un método més general porque también funciona en los casos en que no se
puede reducir la ecuacién a una de las curvas usuales, como circulos, parabolas

o hipérbolas.

z2+z

z—-1"

Nétese que f no esta definida en z = 1. Podemos escribir

Ejemplo. Trazar la grifica de f(z) =

Tenemos f(z) = 0 si, y sblo si, el numerador z(z+1)=0. Asi:

f(2)=0 si,ysélosi, =0 o z=-1

A continuacién vemos la derivada, que es

, _32—21:—1
f(.’l.‘)— (.‘t—-l)z

(Calcularla usando la regla del cociente.) Entonces

flz)=0 <<= 2z*-22-1=0.
< z=1+v2 (por laférmula cuadratica)

Estos son los puntos criticos de f.

El denominador (z — 1)? en f'(z) es un cuadrado, por lo que siempre es
positivo donde esta definido, esto es, para z # 1. Por lo tanto, el signo de f'(z)
es el mismo que el signo de su numerador z2 -2z —1. Sea

g(z) =2? -2z - 1.

La grafica de g es una parabola y, como el coeficiente de z2 es 1 > 0, esta
parabola se dobla hacia arriba como se muestra en la figura.
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Grifica de
g(x)=x*-2x -1

1—\/5\\/1+\/§

Las dos raices de g(z) = 0 son 2 = 1—v2 y 14 v/2. De la grifica de g(z)
vemos que

g(ic)<0 cuando 1-V2<z<1+v2,
9(z)>0 cuando z<1-Vv2 o z>1+V2.

Esto nos da las regiones de «cecimiento y de decrecimiento para f(z).

Para

z < 1—+/2 f(z) es estrictamente creciente.
Para 1-v2<z<]1, f(z) es estrictamente decreciente.
Para 1<z <1++2, f(z) es estrictamente decreciente.
Para 1 + v2 < =, f(z) es estrictamente creciente.

Se sigue que f tiene un méaximo local en z = 1 2 ; ;s
=1- t
enz=1+3. , V2 y f tiene un minimo local

Cuando z se vu<‘elve positivo grande, f(z) se vuelve positivo grande como se
deduce de la expresién

f(z) = 2tz _ 2¥(1+1/2) _ Lt/
z—-1 z(1-1/z) 1-1/z"

Cuando z se vuelve negativo grande, f(z) se vuelve negativo grande.

Cuando z tle.znde alyz<1,lafuncién f(z) se vuelve negafiva grande
pc2>rque e} denominador £—1 tiende a 0 y es negativo, mientras que el numerador
z° 4+ z tiende a 2.

Cuando z tiendea 1y z> 1, la funcién f(z) se vuelve positiva gran” or-
que el d.el‘lomlnafior z—1 tiende a 0 y tanto el numerador como el denominador
son positivos, mientras que el numerador tiende a 2.

Por consiguiente, la grafica se ve como se dibujé en la figura 3.

=

T i

B

e



182 TRAZADO DE CURVAS [VI, §4]

eje y
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Vi, §4. EJERCICIOS

Trazar las curvas siguientes, indicando toda la informacién enunciada en la intro-
duccién. Puede considerarse opcional la convexidad.

1
2+2 -z=3 =2t-
1L y=25 2 y=577 S YTaga
222 -1
2 1 T —=
4.y=z£1=z—; 5. -1 6. y= z2 —2
" _21}—3 8. 4z 9.z+§.
Y= 341 2 -9 :cz
2 3z -2
-4 12.
10. = 1 o +3 3z-5
2 z+1
2z 14. z 15. 5=
B. 773 v+l z2+5
2 2_1
1 z°+1 z
16. ::ts 17. z2—1 G

19. Trazar la grifica de f(z) =z +1/z.

20. Sean a y b dos nﬁmefos positivos. Sea
b
f(z)=az+ P

Mostrar que el valor minimo de f(z) para z > 0 es 2v/ab. Dar razones para cada
afirmacién. Deducir que Vab < (a +b)/2. Trazar la grifica de f para z>0.
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VI, §5. APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS

En esta seccidn se estudiaran problemas expresados en lenguaje cotidiano que

tratan sobre mdximos y minimos y aplican las técnicas estudiadas antes. En

cada caso queremos maximizar o minimizar una funcién, la cual en un principio

puede estar dada incluso en términos de dos variables. Procedemos como sigue.

1. Se dan datos suficientes a fin de que una de estas variables, por medio de

alguna relacion, se pueda expresar en términos de la otra. Terminamos
tratando con una funcién de una sola variable.

2. Después se hallan sus puntos criticos haciendo la derivada igual a 0, y en

seguida se determina si los puntos criticos son maximos o minimos locales.

3. Verificamos si estos mdximos o minimos locales son también maximos o

minimos en todo el intervalo de definicién de la funcién. Si la funcién

estd dada sélo en intervalos finitos, puede suceder que el maximo ocurra,

por ejemplo, en un punto extremo, donde no se aplica el criterio de la
derivada.

Ejemplo 1. Hallar el punto sobre la grifica de la ecuacién y? = 4z que
esta cerca del punto (2,3).

y2=4x2
(2,3)
[ ]
P
Figura 4

Para minimizar la distancia entre un punto (z,y) y (2, 3), basta minimizar
el cuadrado de la distancia, que tiene la ventaja de que en su férmula no hay

ninguna raiz cuadrada. En efecto, suponer que 2% es un valor minimo para
el cuadrado de la distancia, con zy positivo. Entonces zp mismo es un valor
minimo para la distancia, ya que un nimero positivo tiene una raiz cuadrada

positiva dnica. El cuadrado de la distancia es igual a
22=(2-2)2+(3-y)

Asi z? esta expresado en términos de las dos variables = y y. Pero sabemos
que el punto (z,y) esta sobre la curva cuya ecuacién es y? = 4z. Por lo tanto,
podemos despejar una variable en términos de la otra, a saber, y = 2y/z. Al
sustituir y = 2/z, hallamos una expresién para el cuadrado de la distancia sélo
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en términos de z, a saber
f(z) = (2-2)* + (3 - 2Vz)?
=4-4z+224+9-12V/z+4z

=13+ 2% - 12V/z.
Determinamos ahora los puntos criticos de f. Tenemos
f(e) = 20— <

ﬁ,
de modo que
22/ =6

flz)=0 <=
=4 z=\’/§.

Mis afin, tenemos
fi(z)>0 <= 2z/z>6
= >0
flz)<0 <= <9

Por lo tanto, f(z) es estrictamente creciente cuando z > VI yes estrictame:lte
decreciente cuando z < /9. Por lo tanto, ¥/9 es un minimo. Cuando z = 9,
el valor correspondiente para y es

y=2\/.1_:=2\3/§.

Por lo tanto, el punto sobre la grifica de y? = 4z mads cercano a (2,3) es el

punto
P = (¥9,2V3).

Ejemplo 2. Se va a fabricar una lata de aceite en forma de cilindro, para
contener un cuarto de aceite. ;Qué .dimensiones debera tener de modo que el
4rea de la superficie sea minima (en otras palabras, que minimice el costo del
material para hacer la lata)?

Sea r el radio de la base del cilindro y sea h su altura. Entonces el volumen
es

V = nr?h.
El 4rea de la superficie total es Ia suma de la tapa, el fondo y los lados circulares,
a saber,
A =2xr? 4 27rh.
Asi, el drea esti dada en términos de las dos variables r y h. Sin embargo,
también se indica que el volumen V es constante, V = 1. De este modo obte-
nemos una relacién entre r y h,

ar’h =1,
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y podemos despejar h en términos de r, a saber,
h=1/xr
Por lo tanto, el 4rea se puede expresar completamente en términos de 7, esto es,
A =2xr? 4 2xr[7r? = 27r? 4 2/r.

Queremos que el drea sea minima. Primero hallamos los puntos criticos de A.
Tenemos:
Afry=drr-2/r’=0 <+ 4mr=2/1"

E == ard =

Asi hallamos exactamente un punto critico

1\1/3
= ()

Considerando factores fisicos podemos ver que esto corresponde a un minimo,
pero también podemos proceder de la manera siguiente. Cuando r se vuelve
positivo grande, o cuando r tiende a 0, la funcién A(r) se vuelve grande, de
modo que debe haber un minimo de la funcién para algin valor » > 0. Este
minimo es un punto critico, y ya se sabe que hay s6lo un punto critico. Por lo
tanto, hemos hallado que el minimo ocurre cuando r es el punto critico. En este
caso podemos sustituir y encontrar h, como sigue:

1 (2m)3 223
P S VEN

Esto proporciona las dimensiones requeridas.

[

Ejemplo 3. Un camidn se va a conducir durante 320km a velocidad cons-
tante de zkm/h. Las reglamentaciones de velocidad requieren que 50 < z <

100. Supéngase que la gasolina cuesta 15 centavos/litro y se consume a razén
de 2
9+ 500 lit/hr.

Si el chofer gana $8 la hora, hallar la velocidad mas econémica.

El costo total se expresa como la suma del costo de la gasolina y el salario.
El tiempo total del viaje sera

320
z

pues (tiempo)(velocidad) = (distancia) si la velocidad es constante. El costo de
la gasolina es entonces igual al producto de

(precio por litro)(nimero de litros usados por hora)(tiempo total)

de modo que el costo de la gasolina es
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Por otro lado, el salario estd dado por el producto
(salario por hora)(tiempo total),

de modo que el costo del salario es

W(z)=8~3—3—0.

Por lo tanto, el costo total del viaje es
f(z) =G(z)+ W(=z)

2320 8320
=.15(9+f——)§—£+

500 z
9 = 2560
=48 (; + 3-0—6) + o

Tenemos que

432 12 2560
I e —— —— — S —
fle)=-"T3 135~ 2

2002 12
z? 125°

Por lo tanto, f'(z) = 0 si, y sdlo si,

2992 _ 12
z2 125
en otras palabras,
2 93500
2’ ===

Asi z = 10,/%—5. [Tomamos z positivo, ya que es la solucién que tiene

significado fisico.]

Observamos ahora que 10\/93ﬁ es aproximadamente igual a 176, de modo

que rebasa el limite de velocidad de 100 que se asignd al principio. Més aun, si
0 < £ < 176, entonces

fl(z) <0.

Por lo tanto, la funcién f(z) es decreciente para 0 < z < 176. Su grafica se
puede esbozar como en la figura de la pagina siguiente.
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| |

i T 1
50 100 150 \200

10,/935/3

Como al empezar restringimos la velocidad posible al intervalo 50 < z < 100,
se sigue que el minimo de f en el intervalo debe ocurrir cuando z = 100. Por
lo tanto, ésta es la velocidad que minimiza el costo total.

Ejemplo 4. Suponer en el ejemplo anterior que no hay limite de velocidad.
Vemos entonces que si £ > 176, entonces f’(z) > 0, de modo que f(z) es
creciente para

z > 176.
935

Por lo tanto, 104/252 es un punto minimo para f cuando no se colocan restric-
ciones en z. En consecuencia, en este caso, la velocidad que minimiza al costo

€s
/935
=104/ —.
z 0 3

Ejemplo 5. Cuando la luz emitida desde una fuente puntual choca con
una superficie plana, la intensidad de la iluminacién es proporcional al coseno
del dngulo de incidencia e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
desde la fuente. ;A qué altura deberad colocarse una luz arriba del centro de
un circulo de 12m de radio para dar la mejor iluminacién a lo largo de la
circunferencia?

El dngulo de incidencia se mide a partir de la perpendicular al plano. La
figura es asi. '

—
=

Figura 5
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Denotamos por @ el dngulo de incidencia y por y la altura de la luz. Sea I la
intensidad de la iluminacién. Que dos cantidades sean proporcionales significa
que existe una constante tal que una cantidad es igual a la constante por la otra.
Asi, existe una constante ¢ tal que

algﬁn. ‘valor de y > 0, y este maximo debe ser un punto critico. Por otro lado
ta,fr}blen hemos probado que hay un solo punto critico. Por lo tanto, este puntc;
critico es el méximo, segiin se deseaba. Asi, y = 12/v/2 es un m’:«.i.ximo para
la funcién. En vista del anilisis anterior, se puede trazar la grifica como en la

1

122 + 42

=C y 1
V122 442122+ 2

_ cy

= @@+ A

Los puntos criticos de I(y) son aquellos puntos donde I'(y) = 0. Tenemos
(122 +9%)%% — y - §(12° + v*)'/%(29)
(122 + y2)3 ’

y esta expresién es igual a 0 precisamente cuando el numerador es igual a 0,
esto es,

I(y) = ccosf

I'ly)=c

(122 + 9?2 = 37 (12° + )2,
Al cancelar (42 4 y2)1/2, vemos que esto equivale a

122 + 9% = 397,
o, en otras palabras,
122 = 242,
Despejando y se obtiene
12
y=x—.

V2

Sélo el valor positivo de y tiene significado fisico, y asi la altura que da la maxima
intensidad es de 4/ v2m, a condicién de que sepamos que este punto critico es
un maximo para la funcién I(y), para y > 0. Esto se puede ver de la siguiente
manera.

Si y estd muy cerca de 0, entonces el numerador cy de I(y) esté cercade 0,
y el denominador (42 +y?)3/2 est4 cerca de (42)3/2 de modo que I(y) se analiza
factorizando y2, a saber

122 3/2
(122 + 4?32 = (_y2 + 1) ¥3.
Entonces I Vi tiende a 0 cuando Yy se vuelve rande, porque
g

c c 1
I(y) = Y

(término cercano a 1)y ~ (término cercano a 1) y2

si y es positivo grande. Por lo tanto, hemos mostrado que I(y) tiende a 0 cuando
y tiende a 0 o y se vuelve grande. Se sigue que I(y) alcanza un méximo para

figura.

Grifica de I(y)

1

T —
12/v2 ey

Ejemplo 6. Un negocio fabrica transmisiones de automévil que se venden
en $400. El costo total de colocar en el mercado z unidades es

f(x) = 0.022 + 160z + 400 000.

iCuéntas transmisiones deberan venderse para obtener una ganancia maxima?
‘ Sea P(:c) la ganancia obtenida al vender z unidades. Entonces P(z) es la
diferencia entre el ingreso total y el costo de colocar en el mercado. Por lo tanto
)

P(z) = 400z —~ (0.02z” + 160z + 400 000)
= —0.0222 + 240z — 400 000.

Queremos saber cuando es maximo P(z). Tenemos:

P'(z) = —0.04z 4 240

de modo que la derivada es 0 cuando

0.04z = 240,
o en otras palabras,
240
iy v 6000.

La ec}lacién y = P(z) es una parsbola, que se dobla hacia abajo porque el
co?ﬁleente principal es —0.02 (negativo). Por lo tanto, el punto critico es un
maximo, y la respuesta es entonces 6000 unidades.
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eje y

I \ eje t
Pardbola y = at®> + bt + ¢ con a <0.

Ejemplo 7. Un granjero compra un toro que pesa 270kg a un costo de
$180. Cuesta 15 centavos diarios alimentar al animal, que aum<?nta 0.45kg al
dia. Cada dia que se tiene al toro el precio de venta por kilo declina de acuerdo

con la férmula 1
=1-——t
B(t) =1 1800 i
donde ¢ es el nimero de dias. ;Cuénto tiempo deberd esperar el granjero para
maximizar sus ganancias?
Para determinarlo, nétese que el costo total después del tiempo t estd dado

por
() = 180 + 0.15¢.

El total de la venta equivale al producto del precio B(t) por kilo, por el peso del
animal; en otras palabras,

St =(1- TBlOT)t)(zm + 45¢)

= —0.00025¢2 + 0.30¢ + 270.

Por lo tanto, la ‘gahnancia es
P() = S(t) - £(0)
= 20.00025t* + 0.15¢ + 90.

Entonces
P'(t) = —0.0005t + 0.15
y P'(t) = 0 exactamente cuando 0.0005¢ = 0.15 o, en otras palabras,
0.15

= ———— = 300.
t= 9.0005
Por lo tanto, la respuesta es que el granjero debe esperar 300 dias an}:e§ de
vender el toro, siempre que podamos probar que este valor_ de t da un maximo.
Pero la férmula para la ganancia es una expresion cuadrética en ¢, de la forma

P(t) = at® + bt + ¢,
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y @ < 0. Por lo tanto, P(t) es una parabola, y como a < 0 esta parabola se
abre hacia abajo, como en la figura. Como resultado, el punto critico debe ser
un maximo, segln se deseaba.

VI, §5. EJERCICIOS

1. Hallar la longitud de los lados del rectingulo de drea mis grande que pueda inscri-
birse en un semicirculo, de manera que la base inferior esté sobre el didmetro.

2. Una caja rectangular tiene una base cuadrada y no tiene tapa. El drea combinada
de los lados y el fondo es de 4.5m?. Hallar las dimensiones de la caja de maximo
volumen que cumple con estos requisitos.

3. Probar que, entre todos los rectangulos de irea dada, el cuadrado es el de menor
perimetro.

4. Se conducird un camién por 300km a una velocidad constante de zkm/hr. Las

reglamentaciones sobre velocidad requieren que 30 < z < 60.

Suponiendo que la gasolina cuesta 8 centavos/litro y se consume a razén de 8 +
£2/600 lit/hr, y si el salario del chofer es de D délares la hora, hallar la velocidad mds
econdmica y el costo del viajesi (a) D =0,(b) D=1, (c) D=2,(d) D=3, (¢)
D=4.

5. Un rectingulo ha de tener un 4rea de 64 m?. Hallar sus dimensiones de modo que
la distancia de una esquina al punto medio de un lado no adyacente sea un minimo.

6. Expresar el nimero 4 como la suma de dos nimeros positivos de manera que la
suma del cuadrado del primero y del cubo del segundo sea lo mas pequefio posible.

7. Un alambre de 24 cm de largo se corta en dos, una parte se dobla para darle forma
de circulo y la otra en forma de cuadrado. ;Cémo deberd cortarse si la suma de las
areas del circulo y del cuadrado ha de ser (a) un minimo, (b) un méximo?

8. Hallar el punto sobre la grifica de la ecnacién y*> = 4z que estd més cerca del punto
(2,1).

9. Hallar los puntos sobre la hipérbola z? — y* =1 mds cercanos al punto (0,1).

10. Demostrar que (2,2) es el punto sobre la grifica de la ecnacién y = z° — 3z que
estd mds cerca del punto (11,1).

11. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva z2 — y* = 16 que estén mds
cerca del punto (0,6).

12. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y?> = £ +1 que estén mds cerca
del origen.

13. Hallar las coordenadas del punto sobre la curva 3° = 2(z +1) que estén mis cerca
del origen.

14. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y = 222 que estén mis cerca
del punto (9,0).
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15. Un anillo circular de radio b estd cargado uniformemente de electricidad; la carga
total es Q. La fuerza ejercida por esta carga sobre una particula a una distancia
z del centro del anillo, en una direccién perpendicular al plano del anillo estd dada
por F(z) = Qz(z? + b?)~%/2. Hallar el méximo de F para todo z > 0.

16. Sea F la razén de flujo de agua sobre cierto vertedero. Suponer que F' es propor-
cional a y(h — y)l/ 2, donde y es la profundidad de la corriente y k es la altura y
es constante. ;Qué valor de y hace mdxima a F?

17. Hallar sobre el eje = el punto tal que la suma de sus distancias a (2,0) y (0,3) sea
un minimo.

18. Una pieza de alambre de longitud L se va a cortar en dos partes, una de ellas se
va a doblar en forma de tridngulo equildtero y la otra en forma de circulo. ;Cémo
deberd cortarse el alambre de modo que la suma de las ireas comprendidas sea (a)
un minimo, (b} un miximo? q

19. Una cerca det}m de alto estd a 1.20m de la pared de una casa. ;Cuil es la longitud

minima que debe tener una escalera para que uno de sus extremos descanse en el
suelo, fuera de la cerca, y el otro sobre la pared de la casa?

20. Un tanque ha de tener un volumen dado V' y se hari en forma de cilindro circular
recto con hemisferios agregados en cada extremo. El material para los extremos
cuesta el doble por metro cuadrado que para los lados. Hallar las proporciones mis
econdmicas. [Se puede suponer que el irea de una esfera es 4772 ]

21. Hallar la longitud de la barra més larga que puede transportarse horizontalmente
y dar la vuelta en una esquina pasando de un corredor de 2.44 m a uno de 1.22m.

22. Sean P y Q dos puntos en el plano en el mismo lado del eje z. Sea R un punto
sobre el eje z (figura 6). Demostrar que la suma de las distancias PR y QR es
menor cuando los dngulos 8; y 6, son iguales.

Q

]

i

i

P |
; 2

Yy!
o, 6 i
|‘_ R '
— —ole—rO0—ZT.
Figura 6

[Idea: Usar primero el teorema de Pitdgoras para dar una expresién para las distan-
cias PR y RQ en términos de z y de las cantidades fijas y1, y2. Sea f(z) la suma
de las distancias. Mostrar que la condicién f'(z) = 0 significa que cosf; = cos¥f;.
Usando valores de = cercanos a 0 y a a, demostrar que f(z) es decreciente cerca
de £ = 0 y es creciente cerca de z = a. Por lo tanto, el minimo debe estar en el
intervalo abierto 0 < z < a, y es, en consecuencia, el punto critico.]

23. Suponer que la velocidad de la luz es v, en el aire y v> en el agua. Un rayo de luz
que viaja de un punto P; sobre la superficie del agua a un punto P, debajo de la

B
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s;lperﬁc:e, v1aj’aré por la t}'ayectoria que requiera el menor tiempo. Demostrar que

el rayo cruzara la superficie en el punto @ en el plano vertical que pasa P,

P,, de manera que ? ey
sen 6, __senb,

vy vy

donde 6; y 6, son los dngulos mostrados en la figura de la pagina siguiente:

Py

1 i

0y Y2

Figura 7

,(I"Se ;g)l'lfede suponer que la luz viajard en el plano vertical que pasa por P, y P,
am ién se puede suponer que cuando la velocidad es constante, eigual a v, en todz;
una region, y s es la distancia recorrida, entonces el tiempo ¢ es igual a t’— sfv.)

2. - RPN
4. Sea p la probabilidad de que ocurrira clerto evento en todo ensayo. Suponer que en
n ensayos el evento se observé s veces. La funcién de posibilidad se define como

L(p) = p*(1 = p)™~*. Hallar el valor d imi
. ! € p que maximice la funcién d ibili
(Tomar 0 < p <1.) Considerar n y s como constantes. © posibilidad.

25. 16

lHalIz.u una ecuacién para .Ia recta que pasa por los puntos siguientes y forma con
os ejes coordenados un tridngulo de drea minima en el primer cuadrante:
(a) que pase por el punto (3,1). -

(b) que pase por el punto (3,2).
26. Sean ai,...,a, nimeros, Mostrar que existe un solo nimero z tal que

2
(z - a1) + 4+ (z - an)?
es un'minimo, y hallar este niimero.

27. Cuando la luz emitida desde una fuente puntual choca con una superficie plana, la

}ntensxdad de la iluminacién es proporcional al coseno del dngulo de incidenci

lnvers?.mente proporcional al cuadrado de la distancia desde la fuente. ; A uée::lctla X
deberfx co’locafse una luz arriba del centro de un circulo de 25cm de.r;dic? ar :iua
la.me‘]or iluminacién a lo largo de la circunferencia? (El angulo de i 'dp in s
mide desde la perpendicular al plano.) radendin se

28. _U“ reqplente horizontal tiene una seccién transversal en forma de tridngulo isésceles
m\ertldf), donde la longitud de un cateto es de 20m. Hallar el dngulo entre los
catetos iguales que den la capacidad maxima.

29. Un recipiente tiene fondo horizontal plano y seccién transversal como la mostrada

en la figura de la pagina sigui A incli
. guiente. Hallar el 4ngulo de inclinacié
horizontal que den la mixima capacidad. s cinncion de los lados a 1a
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
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0
30m 30m

30m

Figura 8

Determinar la constante a tal que la funcién
2 a
z) = -
fla)=2"+
tiene (a) un minimo local en z = 2, (b) un minimo local en £ = —3. (c) Demostrar
que la funcién no puede tener un maximo local para todo valor de a.

La intensidad de iluminacién en cualquier punto es proporcional a la potencia de
la fuente de luz y varia inversamente con el cuadrado de la distancia a la fuente. Si
dos fuentes de potencia ¢ y b distan entre si una distancia ¢, jen qué punto de la
recta que las une serd la intensidad un minimo?

Una ventana tiene forma de rectingulo con un semicirculo superpuesto. Hallar las
dimensiones cuando el perimetro es de 4m y el 4rea es lo més grande posible.

Hallar el radio y el 4ngulo del sector circular de 4rea mixima si el perimetro es
(a) 20cm (b) 16cm.

Estamos regando el prado con la manguera hacia arriba con un ingulo de inclinacién
0. Sea r el alcance de la manguera, esto es, la distancia desde la manguera hasta
el punto de impacto del agua. Entonces r estd dado por

2
r= 2—:;—senOcosﬁ,

donde v y g son constantes. ;jPara qué dngulo es maximo el alcance?

Una escalera se coloca de manera que pasa sobre una cerca de 4m de altura y se
apoya en un muro que estd a 0.7m detris de la cerca. ;Cuil es la longitud de la

escalera mds corta que se puede usar?

Se supone que un tanque cilindrico ha de tener un volumen dado V. Hallar las
dimensiones del radio de la base y de la altura en términos de V', de manera que
el drea de la superficie sea minima. El tanque deberd estar abierto por arriba pero

cerrado por abajo.

Se va a arreglar una cama de flores en forma de sector circular de radio r y dngulo
central 6. Hallar r y 0 si el drea es fija y el perimetro es un minimo en el caso:

(a) 0<b< y (b) 0<8< /2.
Recordar que el drea de un sector es

0
A=xr?. = =0r%/2.
LU 0r°/
La longitud de un arco de un circulo de radio r es

U
L_.21rr-2—;—"0~
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38. Una firma vende un
producto a $50 por unidad E
mercado z unidades estj dado por la funcién Pl costo

195

total de colocar en el

f(z) = 5000 + 650z — 4542 4 73,

: Cud . ,
¢Cuantas unidades deberin producirse al dfa Para maximi

es 1 sooge . . zar las las? ¢ :
a ganancia diaria para este numero de unidades? grnanclast (Cudl

39. El costo dxa.uo de ploducn z umdades de un plOduCtO esta dado por la fonnula

f(2) = 2002 + 1205 — 552 4 %xs‘

Cada unidad se vende por $264.
para maximizar las ganancias?
unidades?

'Cbi‘uantas unidades deberin producirse al dia
¢Cual es la ganancia diaria Para este nimero de

40. Un producto se coloca e
. n el mercado a 50 d¢l i
colocar = unidades del preducto en el mercad(:)a;seil: o imdad. Bl costo total de
(=) = 1000 + 150z — 10022 + 25°.

¢Cudntas unidades deberdn

producirse para maximij i
a3 unic miza ; A
8anancia diaria para este z? " 1o ganancias? toudlesla

41. Una compaiifa es el 1inj i
it
nico fabricante de un producto, cuya funcién de costo es
f(z) =100 + 20z + 22

1 p crementa e pre Il menos llll(]ades y de heChO
S la. compania in 3 ’
l Cl10, CIItOIICeS se Veﬂde !
. . 13 , .
S1 €Xpresamos el precio p(z) como una funCIOIl del numero de umdades z entOIlCeS
)

P(z) = 620 — 8z.

de unidades por el precio.]
42. El i i
costo de producir z unidades de un producto estd dado por la funcig
n

f(z) = 102% + 200z + 6000,

Sipesel precio i
por unidad, ent, i :
esté dado por » entonces el niimero de unidades vendidas a ese precio
T = %B
10

(Para que ValOl' de T sera os1tiva la anancia? (Cua.nta's unldades debera.n ro-
i ,

ducirse para dar ganancias miximas?




CAPITULO VI

Funciones inversas

Supongamos que tenemos una funcién, por ejemplo

y=3z-5.
Entonces podemos despejar z en términos de y, a saber
= 3(y +5).

{ ncién de y. )
Asi z se puede expresar como fu ) » tere
Aunque podemos resolver mediante una férmula explicita, l}aydf:asoh sf 6xntn e
santes en los que = se puede expresar como funcién de y pero sin dicha
explicita. En este capitulo investigaremos estos casos.

VI, §1. DEFINICION DE FUNCIONES INVERSAS

Sea y = f(z) una funcién definida para todo z en algin int.erva.lc;.l Stl lpalrlz
cada valor y; de y existe exactamente un valor z1 de z en el intervalo tal q
f(z1) = y1, entonces podemos definir la funcién inversa

z = g(y) = al unico nimero ¢ tal que y = f(z).
Nuestra funcién inversa estd definida sélo en aquellos nimeros que son valores
de f. Tenemos la relacién fundamental

faw) =y v 9(f(=) ==z

Ejemplo 1. Considerar la funcién y = z2, que se supone deﬁrflqa sélo pax:;
z > 0. Todo niimero positivo (o 0) se puede escribir de manegaﬁul.ncla cfomqén
adra i iti Por lo tanto, podemos definir la funci
cuadrado de un niimero positivo (o 0). i6
inversa, que también sera definida para y > 0, pero no para y < 0. Es la funcién
raiz cuadrada, z = /y.
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Ejemplo 2. Suponer que y = 5z — 7. Entonces podemos despejar z en
términos de y, a saber,
z=Lty+7).

Si f(z) = 5z — 7, entonces su funcién inversa es la funcién 9(y) tal que
9(¥) =y +7).
En estos ejemplos podemos escribir la funcién inversa mediante férmulas
explicitas. En general esto no es posible, pero hay criterios que nos dicen en

qué caso existe la funcién inversa, por ejemplo cuando la grafica de la funcién f
se ve asf.

SO}

y=f@)f————- ‘
f@}- I:

|
e z=g(y) b

En este caso, f es estrictamente creciente ¥ esté definida en el intervalo [a,d].
Para cada punto z de este intervalo existe un valor f(z) =y,
entre f(a) y f(b) existe £ dnico entre a y b tal que f(z)
esto en el siguiente teorema.

Y para cada y
= y. Formalizamos

Teorema 1.1. Sea f(=) una funcién estrictamente creciente. Entonces
existe la funcidn inversa Y esta definida en el conjunto de valores de f.
Demostracién. Esto es précticamente obvio: Dado un nimero y; y un nii-

mero z; tal que f(z;) =y, no puede haber otro niimero z2 tal que f(z3) =y,
& Ienos que &z = g1, pues si 23 # z,, entonces

o bien ;3 > z1, en cuyo caso f(z2) > f(z,),

0 Z2 < 1, en cuyo caso f(z3) < f(z1).
Como la positividad de la derivada nos da un buen criterio para saber cuando
una funcién es estrictamente creciente, podemos definir funciones inversas cuan-
do la funcidn es diferenciable ¥ su derivada es positiva.

Como es usual, lo dicho anteriormente se aplica igual a funciones que son
estrictamente decrecientes ¥ cuya derivada es negativa.

El teorema siguiente se deduce intuitivamente y se
recordamos como el teorema, 1.2 del capitulo V.

Teorema del valor intermedio. Sea f una funcién continua en un inter-

valo cérrado [a,b]. Sea v un niimero entre f(a) y f(b). Entonces existe un
punto c entre a y b tal que fle)=w.

prueba en el apéndice. Lo
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Este teorema dice que la funcién f toma todos los valores intermedios entre
los valores en los puntos extremos del intervalo, lo cual se ilustra en la figura
siguiente.

f(d)

f©)
f(a)

Usando el teorema del valor intermedio concluimos que:
Teorema 1.2. Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado
a<z<b

y suponer que f es estrictamente creciente. Sea f(a) = a y f(b) = B.
Entonces la funcidén inversa esté definida en el intervalo cerrado [a, f].

Demostracién. Dado cualquier nimero 4 entre o y B, por el teorema del
valor intermedio existe un nimero c¢ entre a y b tal que f(c) = 7. Nuestra
afirmacidén se sigue ahora del teorema 1.1.

Si hacemos que esta funcién inversa sea g, entonces g(a) = a y g(8) = b.
Ma3s atin, la funcién inversa se caracteriza por la relacion
fl®)=y si, y sélo si, z = g(y)-

Nétese que podemos visualizar ficilmente la grafica de una funcién inversa.
Si queremos z en términos de y, simplemente se rota la pagina en un angulo
de 45° invirtiendo los papeles de los ejes z y y. Asi, la grifica de y = f(z) se
refleja respecto a una recta inclinada a 45° para dar la grafica de z = g(y).

y z
z = g(y)

y =f(=

I : | v

Daremos ahora algunos ejemplos de cdmo se puede definir funciones inversas
en ciertos intervalos. -
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Ejemplo 3. Tomar como f(z) un polinomio de grado 3. Cuando el coefi-
ciente de z3 es positivo, y cuando f tiene maximos y minimos locales, su grafica
se ve asi:

f(a)

1)

A cualquier valor dado de y entre f(a) y f(b) corresponden tres valores posibles
para z y, por lo tanto, la funcién inversa no se puede definir a menos que
demos otras especificaciones. Para esto, supongamos primero que se considera
[ definida sélo para aquellos niimeros < a. Entonces la grifica de f se ve asi:

b

La funcién inversa estd definida en este caso. Del mismo modo, podemos consi-
derar f como definida en el intervalo [a,b], o en el intervalo de todo = > b. En
cada uno de estos casos, ilustrados en las siguientes figuras, estaria definida la
funcién inversa.

<
?
|
!
|
|
|
|
|

—_——— Yy¢-——————————-————-

ob--
8-
-
o F-
oy .

En cada caso hemos trazado un punto y y el valor correspondiente z de la
funcion inversa. Ellos son diferentes en los tres casos.
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Ejemplo 4. Consideremos un ejemplo numérico. Sea
fz)=23-2z+1,
vista como una funcién sobre el intervalo z > 1/2/3. ;Podemos definir la funcién
inversa? ;Para qué nimeros? Si g es la funcién inversa, jcudl es g(0)? ;Cudl
es g(5)? ‘
Tenemos f'(z) = 3z%2—2. La grafica de f'(z) es una pardbola doblada hacia
arriba que cruza el eje z en ¢ = £/2/3.

Grafica de
= 3x2-2

_m\/2/3

Por lo tanto,
f(z)>0 <= x>\/§ﬁ y =< —V/2/3.
Considérese el intervalo z > \/5/_3 . Entonces f es estrictamente creciente en
este intervalo, de modo que la funcién inversa g estd definida. Como f(z) — oo
cuando z — oo, se sigue que la funcién inversa g(y) estd definida para todo

y> f(\/2_/?;), esto es,
y> F(V2/3) = (2/3)** - 2(2/3)/ + 1.
Ahora 1 > \/_ de modo que 1 esta en el intervalo z > \/m, y f(1)=0.
lo tanto, ¢g(0) =1

POI.De maner: Em)aloga f(2) =5 y 2 esta en el intervalo z > \/—_ de modo
que g(5) = 2. ‘

Nétese que no damos una férmula explicita para nuestra funcién inversa.
Cuando se trata con polinomios de grado > 3, no se puede dar férmula alguna.

Ejemplo 5. Por otro lado, tomar f definida por la misma férmula,
fx)=2>-2z+1,
pero considerada como una funcién en el intervalo
2 2
~fise<i
La derivada de f estd dada por f/(z) = 3z2 — 2. Tenemos

flle)<0 <= -\/§<z<\/§.

Por lo tanto, f es estrictamente decreciente en este intervalo, y la f}lncién inversa
esta definida, pero es bastante diferente de la del ejemplo 4. Por ejemplo, 0 esta
en el intervalo, v f(0) = 1, de modo que si h denota la funcién inversa, tenemos

h(1)=0
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Ejemplo 6. Sea f(z) = z" (donde n es un entero positivo) y considere-
mos f definida sélo para niimeros z > 0. Como f'(z) es nz"~!, la funcién es
estrictamente creciente, por lo que la funcién inversa existe. Esta func1on nversa,
g es, de hecho, lo que entendemos por raiz n-ésima.

En todos los ejercicios de los capitulos anteriores se determinaron intervalos
en los cuales ciertas funciones crecian y decrecian. Ahora se pueden definir
funciones inversas para dichos intervalos. En la mayoria de los casos no se puede
escribir una férmula explicita sencilla para tales funciones inversas.

VI, §1. EJERCICIOS

Para cada una de las funciones siguientes, determinar si existe una funcién inversa g
y determinar los nimeros para los cuales estd definida g.
1. f(z) =3z + 2, para todo « 2. f(z)=2*+22-3,0<z

3. f(z) =® + 4z — 5, para todo z 4. f(z)= ﬁ—? -1<z

5. f(:c):—xi, —2<z 6. f(z):z—tl,1<z

7. flz)==,0<z<1 8. f(x)_—zTI 0z <5

9. f(z )_’”—j—2 0<z<2 10. f(z)=1:+-i—,1§x§10

11. f(z)=z+;,0<3:51 12. (x)=z—i—,0<z§l
2z

18. f(s)= 1555 ~1Se <1 M. f(z)=: + — -, 1<3

VIl, §2. DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS

Enunciaremos un teorema que nos permita determinar la derivada de una funcién
inversa cuando conocemos la derivada de la funcién dada.

Teorema 2.1. Sean a y b dos nimeros, a < b. Sea f una funcién
diferenciable en el intervalo a < & < b y tal que su derivada f'(z) es > 0
para toda z en este intervalo abierto. Entonces existe la funcién inversa
z = g(y) y tenemos

)= oL
TW=7@) T FlaG)

Demostracién. Se supone que investigamos el cociente de Newton

9y + k) —g(y)
" k.



302 FUNCIONES INVERSAS [viI, §2]

La siguiente figura ilustra la situacién:

y+kp--------———-

i
|
I
I
I
:
1
z+h

N SR,

Por el teorema del valor intermedio, todo nimero de la forma y + k con valores
pequefios de k se puede escribir como un valor de f. Sean z = g(y) y h =

g(y + k) — g9(y). Entonces
z=g(y) y 9gy+k)=z+h.
Mas atn, y + k = f(z + h) y, por lo tanto,
' k= f(z +h) - f(=).

El cociente de Newton para g puede entonces escribirse como

gy+k)—9@y) _ __z+h-z _ h ’
k fz+h)—f(z)  f(z+h) - f(2)
y vemos que es el reciproco del cociente de Newton para f, a saber,
1

flz+h) = f(z)
h

Cuando h tiende a 0 sabemos que k tiende a 0, pues

k= f(z+h) - f(z).
Reciprocamente, cuando k tiende a 0 sabemos que existe exactamente un valor
de h tal que f(z + h) = y + k, pues la funcién inversa estd definida. En

consecuencia, el valor correspondiente de h también debe tender a 0.
Si tomamos ahora el limite del reciproco del cociente de Newton de f, cuando

h (o k) tiende a 0, tenemos .

fi(=)
Por definicién, ésta es la derivada ¢’(y) y nuestro teorema esta probado.
Ejemplo 1. Sea f(z) = 23 — 2z + 1. Hallar un intervalo tal que la funcién
inversa g de f esté definida, y hallar ¢’(0), ¢'(5).
Por inspeccién vemos que

=0y f(2)=5
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Entonces debemos hallar un intervalo que contenga 1 y 2 y tal que la funcién
inversa de f esté definida para ese intervalo. Pero

fl(z) =322 -2
y f'(z) > 0 si, ysdlosi, ¢ > /2/3 0 z < —\/2/3. (Ver el ejemplo 4 de la
seccién anterior.) Seleccionamos el intervalo z > 1/2/3, que contiene tanto a 1

como a 2. Entonces podemos aplicar el teorema general acerca de la derivada
de la funcién inversa, que asegura que si y = f(z) entonces

"(y) =~
g (y) - f’(l‘).

Esto-da: 1 1 ]
'(0)= — =1 '(5) = —< = —.
g'(0) 70 y 40 7@ =10
Favor de notar que la derivada ¢'(y) esta dada en términos de f’(z). No tenemos
una férmula en términos de y.

El teorema que nos da la derivada de la funcién inversa también se puede
expresar diciendo que

de 1
dy  dy/dz’

Aqui también la derivada se comporta como si estuviéramos tomando un co-
ciente. Asi, la notacién es sugestiva y, a partir de ahora, podemos usarla sin
dudar, pues ya probamos un teorema que la justifica.

Observacién. En el teorema 2.1 probamos que, de hecho, la derivada de la
funcién inversa g existe, y esta dada por ¢'(y) = 1/f'(z). Si sélo se supone que
esta derivada existe, entonces puede darse un argumento mucho mds corto para
hallar su valor, usando la regla de la cadena. En efecto, tenemos

fla¥)) =y, pues g(y)==.

Al diferenciar respecto a y podemos hallar, mediante la regla de la cadena, que
d,
f'(9))d'(¥) =1, porque 3% =1
Por lo tanto, (

1
/

g9\Y) =7
®) )
como se debia demostrar.

Vil, §2. EJERCICIOS

En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, restringir f a un intervalo de modo que la
funcién inversa g esté definida en un intervalo que contenga al punto indicado, y hallar
la derivada de la funcién inversa en el punto indicado
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0. f(z) = —2z°+ 2z + 1. Hallar ¢'(2).

1. f(z)=2%+1. Hallar ¢'(2).

2. f(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3). Hallar ¢'(6).

3. f(z) = 2% — z + 5. Hallar /(7). ' ,
4. f(z)=senz +cosz. Hallar g'(-).

5. f(z)=sen2z (0 <z < 2r). Hallar ¢'(v3/2).
6. f(z) = «* —3z° + 1. Hallar ¢'(-1).

7. f(z) = £* + = — 2. Hallar ¢(0).

8. f(z) = —z° + 2z + 1. Hallar ¢'(2).

9. f(z) = 2s +5. Hallar ¢'(21).
10. f(z) = 5z% + 1. Hallar ¢'(11).

11. Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b]. Suponer que f es dos veces
diferenciable en el intervalo abierto a < z < b, y que f'(z) >0y f’(z) > 0 en
este intervalo. Sea g la funcién inversa de f.

(a) Hallar una expresién para la segunda derivada de g.
(b) Mostrar que g”(y) < 0 en su intervalo de definicién. Asi g se dobla en la

direccién opuesta a f.

Vil, §3. EL ARCOSENO

Es imposible definir una funcién inversa para la funcién y = senz, ya que a
cada valor de y le corresponde una infinidad de valores de z pues sen(z +27) =
senz = sen(m — z). Sin embargo, si restringimos nuestra atencién a intervalos
especiales, podemos definir la funcién inversa.

Restringimos la funcién seno al intervalo
' T
5"

La derivada de senz es cosz y en ese intervalo tenemos

1<1:<
2— —

0 < cosz, de modo que la derivada es positiva,

excepto cuando z = 7/2 o = —7/2, en cuyo caso el coseno es 0.

Entonces, en el intervalo

iy ™
T<p< =
2=%23%

la funcion es estrictamente creciente. La funcién inversa existe, y se llama ar-
coseno.
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eje y
l_

Yy =senT —ad y=senx

]

|

|

] T = arcseny
] v

r
2

eje =

LML ]

Sea f(z) = senz, y ¢ = arcseny, la funcién inversa. Como f(0) = 0,
tenemos arcsen 0 = 0. Mads atin, como
sen(-7/2)=-1 y  sen(n/2)=1,

sabemos que la funcidn inversa esta definida en el intervalo que va de —1 a +1,
esto es, para

-1<y<1L

En palabras, podemos decir burdamente que arcsenz es el dngulo cuyo seno
es z. (Decimos burdamente porque, hablando estrictamente, arcsenz es un
nimero, no un dngulo, y ademas porque nos referimos al dngulo entre —7/2 y

7/2.)
Ejemplo 1. Sea f(z) =senz y sea g(y) = arcseny. Entonces
arcsen(1/v/2) = /4
porque
sen /4 = 1/V2.

De manera analoga,
arcsenl/2 = 7/6
porque

sen7/6 = 1/2.

Para cualquier valor de z en el intervalo —n/2 < z < n/2 tenemos

arcsensenx = z,

por definicién de funcién inversa. Sin embargo, si £ no esta en este intervalo,
entonces no tenemos )

arcsensen = .
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Ejemplo 2 Sea ¢ = —w. Entonces
sen(—m) =0,
y

arcsen (sen(—)) = arcsen0 = 0 # —.

Ejemplo 3. Tenemos
arcsen sen(3w/4) = 7/4,
porque sen3w/4 = 1/v/2, y arcsen 1/V2=n/A.

Consideremos ahora la derivada y la gréfica de la funcién inversa.
La derivada de sen z es positiva en el intervalo

—r/2<z <72

Como la derivada de la funcién inversa z = g(y) es 1/f(2), la derivada de
arcsen y también es positiva en el intervalo

-1<y<l1

Por ello, la funcién inversa es estrictamente creciente en ese intervalo. Su grafica
se ve como en la figura que se muestra a continuacion.

eje =
/21T

x = arcsen y

-1 i eje y

<|~—7r/2

De acuerdo con la regla general para la derivada de funciones inversas, sabe-
mos que, cuando y =senz y £ = arcseny, la derivada es
de 1 1
dy ~ dy/dz ~ cosz’
Cuando z esta muy cerca de 7/2, se sabe que cosz esté cerca de 0. Por lo tanto,
la derivada es muy grande, de ahi que la curva sea casi vertical. Igya]mgnte,
cuando z esta cerca de —m/2 y y esta cerca de —1, la curva es casi vertical,

como se dibujé.
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Por iltimo, sucede que podemos expresar nuestra derivada de manera expli-

cita como funcién de y. En efecto, tenemos la relacién

de donde

2

sen?z +cos?z =1,

cos’z=1-sen’z.

En el intervalo entre —7/2 y n/2, el coseno es > 0. Por o tanto, podemos
tomar la raiz cuadrada y obtener

cosz =14/1—sen?z

en ese intervalo. Como y = sen z, podemos escribir nuestra derivada en la forma

dx 1

oy~ \i-g

la cual esta expresada completamente en términos de y.

Ejemplo 4. Sea z = arcseny. Hallar dz/dy cuando y = 1/4/2. Esto se

hace facilmente, a saber, si g(y) = arcseny, entonces

1 ___xA
V1-(1/v2)2

Una vez obtenida toda la informacién deseada acerca del arcoseno, volvamos

J(/V2) =

a nuestras letras usuales. Enunciamos la propiedad principal como un teorema.

Teorema 3.1. Considerar la funcién seno definida en el intervalo

[—7/2, /2.

Entonces la funcién inversa esta definida en el intervalo [—1,1]. Vamos a
llamarla

g(z) = arcsen z.

Entonces g es diferenciable en el intervalo abierto —1 <z <1,y

, 1
y(f)=ﬁ~

Vil, §3. EJERCICIOS

1.

Considerar el coseno definido sélo en el intervalo [0, 7] y proba: que existe la funcién
inversa arccos. ;En qué intervalo estd definida? Trazar la grifica.

. {Cul es la derivada del arcocoseno?

. Sea g(z) = arcsen z. Hallar los valores siguientes:
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(2) ¢'(1/2 (b) ¢'(1/v2) (c) 9(1/2)
(@) 9(1/v2) (e) ¢(V3/2) (f) 9(V3/2)

4. Sea g(z) = arccosz. ;Cudl es g'(3)? ;Cudl es ¢'(1/v/2)? ;Cuidl es g(3)? ;Cuil
es 9(1/VD)?

5. Sea secz = 1/cosz. Definir la funcién inversa de la secante en un intervalo ade-
cuado y obtener una férmula para la derivada de su funcién inversa.

Hallar los nimeros siguientes.

6. arcsen(sen 37/2) 7. arcsen(sen 27) 8. arccos(cos 37/2)
9. arccos(cos —/2) 10. arcsen(sen —3w/4)

Hallar las derivadas de las siguientes funciones.

11. arcsen(z® —1) 12. arccos(2z + 5)

B T

15. Determinar los intervalos en los cuales la funcién arcsen se dobla hacia arriba y en
cudles se dobla hacia abajo. .

VIl, §4. EL ARCOTANGENTE

Sea f(z) =tanz y considerar esta funcién definida en el intervalo

T T
—5 <zr< 5

Conforme z va de —7/2 a 7/2, la tangente va desde valores negativos muy

grandes hasta valores positivos muy grandes. Cuando z tiende a w/2, la tangente

tiene de hecho valores positivos arbitrariamente grandes y, de manera aniloga,

cuando z tiende a —m/2, la tangente tiene valores negativos arbitrariamente
grandes.

Recordamos que la gréifica de la tangente se ve como en la figura siguiente.

1 3
1 l
' }
! |
! '
! |
1
! |
' |
1 '
i !
! !
H '
| 1
! '
1
+ !
+ +
i 1
| |
1 !
1 |
1 1
[l I
! 1
! 1
! |
'
1 !
|
I
’

T r
T2 2
La derivada de tanz es
d(tan z) 2
———+* =1+ tan’z.

dx
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Por lo tanto, la derivada siempre es positiva y la funcién tan es estrictamente
creciente. Mas ain, cuando z varia en el intervalo
-r/2< <72,

tan z varia de valores negativos grandes a valores positivos grandes. Por lo tanto,
tan z varia sobre todos los niimeros, y asi, la funcién inversa esta definida para
todos los niimeros. La llamamos arcotangente.

Como sucedidé con arcsen y arccos, podemos decir burdamente que arctany
es el dngulo cuya tangente es y. Decimos “burdamente” en nuestras afirmaciones
porque, como ya sefialamos, en realidad nos referimos al niimero de radianes del
angulo cuya tangente es y, tal que este nimero estd entre —7/2 y 7/2.

Ejemplo 1. Tenemos que arctan(—1/v/3) = —7/6, pero
arctan(—1/v/3) # 57/6,
aunque tan57/6 = —1//3. o
Ejemplo 2. Con la misma disposicién, hallamos que
arctan tan 57/6 = arctan(—1/v/3) = —7 /6.

La razén por la cual tan z #  en este caso, se debe a la manera en que escogimos
el intervalo de definicién de la tangente para tener una funcién inversa y al hecho
de que £ = 57/6 no esté en este intervalo. Es evidente que, si = esti entre —x/2
y #/2, entonces debemos tener '

arctantanz = z.

Asi,
arctantan(—=/6) = —7/6."

La grafica del arctan se ve asi:

Ahora la derivada. Sea z = g(y) = arctany. Entonces

1
1+tan?z

oy L _
g(y)_f'(x)_

de modo que

/ —_
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Aqui de nuevo podemos obtener una férmula explicita para la derivada de la

funcién inversa.
Como con el arcoseno, al tratar de manera simultdnea con la funcién y su

inversa, debemos mantener separadas nuestras letras z y y. Sin embargo ahora
resumimos las propiedades del arctan en términos de nuestra notacién usual.

~4#~  Teorema 4.1. La funcién inversa de la tangente esta definida para todos los
nimeros. Llamémosla arcotangente. Entonces tiene derivada, y esa derivada

esta dada por la relacion
d(arctanz) 1
dz T 1422

Cuando z se vuelve positivo muy grande, arctan z tiende a w/2.

Cuando z se vuelve muy grande negativo, arctan z tiende a —m/2.
El arcotangente es estrictamente creciente para todo .

Ejemplo 3. Sea h(z) = arctan 2z. Para hallar la derivada usamos la regla
de la cadena, haciendo u = 2z. Entonces

by 1 2
K@) = 1 Gey 2= T3 a7

Ejemplo 4. Sea g la funcién arctan. Entonces

ey L _ 1
IO =135 =%

Ejemplo 5. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva

y = arctan 2z

en el punto z = 1/(2v/3).
Sea h(z) = arctan 2z. Entonces

W <_1_) -2 3
2 P2
V3 (5)
2v3
Cuando z = 1/2v/3 tenemos
y = arctan (2 . ﬁﬁ) = arctan \/iﬁ = /6.

Por lo tanto, debemos hallar la ecuacién de la recta con pendiente 3/2 que pasa
por el punto (1/2v/3,7/6). Sabemos c6mo hacerlo; la ecuacién es

y_zs_ﬁ(,,_;)
6 2 23/
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. F‘,,]e;implo 6 I.{n globo se eleva desde el suelo a 100m de un observador, a
iy z]?;lea 3 e5(‘)' lx;/ml(;l '1 z,bCon ql:lé rapidez est4 creciendo el dngulo de elevacién ’de
on del observador cuando el globo est3
L figure non del -, globo esta a una altura de 100 m?

100

Es preciso determinar df/dt. Sabemos que dy/dt = 50. Tenemos

y
100 = tanf, de donde 6 = arctan (L) .

100
Como
49 _ dbdy
dt ~ dy dt
obtenemos:
de 1 1
dt i 2’%50.
100
Por lo tanto,
do 1

a0 N SN UPU B
dt), 100 1412 10050 = Zrad/mm.

VIl, $4. EJERCICIOS

1. Sea g la funcién arct . ;Cud e,
iCudl es g(v/3)? iCudl es 9(1)? ;Cudl es 9(1/v/3)? ;Cudl es g(—1)?

2. Sea g la funcién arctan. ; Cui ' P
iCudl es g'(+/3)? n- iCudles ¢'(1)? ;Cudl es 9'(1/v/3)? ;Cuil es g'(-1)?

3. Suponer que vamos a definir u ién i
na funcién inversa para la tan ente en el i
T/2 <z < 3r/2. ¢Cudl serfa la derivada de esta funcién inverga? € tnemalo
4. ;Cuél es
(a) arctan(tan 3r/4)? (b) arctan(tan 27)?
(c) arctan(tan 5x/6)? (d) arctan(tan —57/6)?
Hallar las derivadas de las funciones siguientes,
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5. arctan 3z 6. arctan ﬁ 7. arcsen T + arccos z
8. zarcsenz 9. arctan(sen 2z) 10. z”arctan 2z
=23 12. arcsen(cosz — zz) 13. arctan 1
arcsen ¢ z
14. arctan L 15. (1 + arcsen 3z)° 16. (arcsen 2z + arctan z°)%/2
Hallar la ecuacidén de la recta tangente en el punto indicado para las curvas siguientes.
17. y = arcsen z, z=1/\/§ 18. y = arccosz, = 1/\/5
19. y = arctan2z, z = \/5/2 20. y = arctanz, z = —1
21. y =arcsenz, z = —%

22. Un globo se eleva desde el suelo a 150 m de un observador a razén de 60 m/min.
;,Con qué rapidez estd creciendo el dngulo de elevacién de la linea de visién del
observador cuando el globo estd a una altura de 300 m?

23. Un aeroplano a una altura de 1400 m vuela horizontal y directamente alejéndose de
un observador. Cuando el d4ngulo de elevacién es /4, el 4ngulo estd decreciendo a
razén de 0.05rad/seg. ;Con qué rapidez estd volando el aeroplano es ese instante?

24. Un hombre va caminando a lo largo de una acera a razén de 1.5m/seg. A 10m
de la acera hay un faro buscador apuntidndole. ;A qué razén estd girando el faro
cuando el hombre estd a 5m del punto de la acera mds cercano al faro?

25. Hay una torre al final de una calle. Un hombre va en automévil hacia la torre a razén
de 15m/seg, y la torre mide 150 m de altura. ;Con qué rapidez estd creciendo el
angulo subtendido por la torre en el ojo del hombre cuando el hombre estd a 300 m
de la torre?

26. Un carro de policia se aproxima a un cruce de calles a 25 m/seg. Cuando esti a
60m del cruce, un carro pasa por la calle transversal, viajando en un dngulo recto
respecto a la direccién en que viaja el carro de policia, a razén de 18 m/seg. Si el
policia dirige su rayo de luz sobre el segundo carro, jcon qué rapidez estd girando
el rayo de luz 2 segundos después, suponiendo que ambos carros contindan a su
razén original?

27. Se jala un peso a lo largo de un piso horizontal mediante una cuerda que pasa sobre
un gancho a 1.80m sobre el piso. Si la cuerda se jala sobre el gancho a razén
de 0.3m/seg, hallar una expresién para la razén de cambio del dngulo 4 entre la
cuerda y el piso como funcién del dngulo 4.

28. Un hombre parado en un punto fijo de un muelle jala un pequefio bote. El muelle
estd a 6 m sobre el nivel del agua. Si el hombre jala la cuerda a 0.6 m/seg, jcon
qué rapidez estd creciendo el dngulo que forma la cuerda con el agua cuando la
distancia del hombre al bote es de 15m?

29. Un helicéptero despega a 300 m de un observador y se eleva verticalmente a 6 m/seg.
:Con qué rapidez estd cambiando el dngulo de elevacién del helicéptero respecto al
observador cuando el helicdptero estd a 240 m sobre el suelo?

30. Determinar los intervalos en donde el arctan se dobla hacia arriba y en donde se
dobla hacia abajo. .

[VII, §4) EL ARCOTANGENTE

31. Un helicéptero Parte de una base,

32.

33.

213

: elevindose vertical i

vl E e mente en linea recta a u

Yook de 4.5m/seg. Al mismo tiempo que parte el helicéptero, un ob: or
uado en un punto a 30 m de la base i ’ S

una veloci i  rapi
elocidad de 24 m/seg. :Con qué rapidez est4 creciendo el dngulo de elevacién

del observador al helicéptero cuando el observador est4

a 180m de la base? (2) 2 120m de la base? (b)

Un tren se
mueve sobre una recta alej4 :
ejdndose de la estacié i
3 2 3 n
6m/seg. Un camardgrafo situado en facién copo e

: un punto a 15m de | ié i
alejarse d <2 . s € la estacién comienza a
) e la estacién al mismo tiempo que parte el tren, y, dirigiendo la cdmara

cohete. A
COhet: v(zzaari(::r:lec:{rz (z]sta a 91m del lugar del lanzamiento, empieza a subir el
3 Sta dada como funcién de] tie 143
o t mpo por y = 1¢3m, U
élelnltjz :iiel lcarro' ’esta fotografiando el cohete. {Con qué rapi::lez estd n?rgzlsg “T
g € elevacion de la cdmara después de 5 segundos de la partida dfl coheteg



CAPITULO  vilI

Exponentes y logaritmos

Recordemos las dificultades que tuvimos al principio con la funcién 2% (o 3%, 0
10%). Por intuicién se consideraba posible la existencia de dichas funciones, de
. modo que satisficieran la ecuacién fundamental

27y = 979Y
para todos los nimeros z y y, y 2° = 1, pero teniamos dificultades para decir
cuél es el significado de 2V2 (o 27).

El propdsito de este capitulo es estudiar estas funciones y otras parecidas.

VIll, §1. LA FUNCION EXPONENCIAL

Si n es un entero positivo, conocemos el significado de 2": es el producto de
2 consigo mismo n veces. Por ejemplo, 2% es el producto de 2 consigo mismo
ocho veces.
Mis atin, también sabemos que 2!/" es la raiz n-ésima de 2; es el mimero
cuya n-ésima potencia es 2. Asi, 21/ es el nimero cuya 8-ésima potencia es 2.
Si z = m/n es un cociente de dos enteros positivos, entonces

amin = (2Hmym = (2

se puede expresar en términos de raices y potencias, de modo que es facil com-
prender las potencias fraccionarias de 2. El problema surge al querer comprender
2% cuando z no es un cociente de dos enteros positivos. Por el momento dejamos
este problema de lado y suponemos que existe una funcién definida para todo z,
denotada por 27, que es diferenciable. Veremos ahora cémo hallar su derivada.
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Formamos el cociente de Newton. Es
z+h _ 9%
U L h
sando la ecuacién fundamental Vvemos que este cociente es igual a
272k _ 9= =2;,2"—1
Cuand ' h h
uando h tiende a 0, 2° permanece fijo, pero es muy dificil ver lo que sucede 3
2k — 1
PR

i\;(l)e:s muyt claro que este cociente tenga un limite. Hablando en términos gene;
» 105 topamos con una dificultad ansloga a 1 i6
e hallay 1s pomos con : ga a la que surgié cuando tratamos
sen . Sin embargo, en la situacién
¢ r a de presente, un
directo causarfa mds dificultades que las halladas cuando estudiamc:s enfoaue

., senh
lim
h—0 h

De hecho, es cierto que -
. 2k
lim
' h—0 h
existe. Vemos que no depende de z, sino sdlo de 2.

SI aramos de tomaI a d P N
tlat l eIlVada de 10 te a Ob €
3 rminariamos con el T l ma

. ) h—0 h ’
que también es independiente de z.
En general, supondremos lo siguiente.

S @ un numero 1 . Exlste una hmc on a de a para tOdOS OS numeros
>

€a 10n y ﬁnld l

z, que Satls‘ace }as prOpledadeS Slgmentes.

Propiedad 1. La ecuacién fundamental
a®t = g%qy
se cumple para todos los nimeros z vyuy.

Propiedad 2. Si z es un ng i
P . numero racional, ¢ =
positivos, entonces a™/" tiepe el significado usu,al: m/n con nym entel'?s
am/n = (al/n)m = (am)l/n
Propiedad 3. La funcién o* es diferenciable.

S ‘e
La funcién a? se llama funcién exponencial.

Od O, to p q p .
n cedimien llcalllos a 2
1 €Imos en Ces a; llcal aa el mismo pIO d to ue aj
IOImaans el coclente de Newton

z+h _ _z z h
a a® a%a ~a’”_a,(a"—l)

h - h h
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Como suponemos que a® es diferenciable, se sigue que

z z+h z h
.di=1im£___a___.aflfma -1
dxz  h—0 h h—0 h

h—0 h

Esta situacién es semejante a la que se presentd al diferenciar sen z, pero antes
pudimos hallar el limite de (sen h)/h cuando h tiende a 0. Aqui no podemos to-
mar un enfoque directo. El limite se aclarara posteriormente cuando estudiemos

. Igign. embargo, podemos analizar un poco mas este limite. Sea
f(z) =a*.
Afirmamos que
a® =1
Esto es porque
a=at’=a-d

Si multiplicamos por a~! en ambos lados, obtenemos 1 = a°.
De la misma manera hallamos

puesto que
1=a’=a*"%=da%a"".

Ahora bien, si hacemos z = 0 en la férmula
h
s oz @ =1
(e) =" Jim =5

entonces hallamos que

, a*—1
f(z) = Jim =

h

pues a® = 1. En consecuencia, el misterioso limite del lado derecho es la pen-
diente de la curva y =a® en ¢ =0.

. Tratemos de ver la apariencia de curvas como 2%, o 3%, o bien 107, locali-
zando algunos puntos. Damos una tabla de valores para 2°.
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T 2% z o0
; | 2 1|12
I 2 | 14
4 | 16 =3 18
5 | 32 A
10 1024 5 1/32
0 | 10 -10 | 1/1024
8576 -20 | 1/1048576

Vemos Vi =2% Api vuelv
que el valor y = 2% crece rapidamente cuando z se vuelve grande, y
)

tlellde a 0 rapldalllellte Cualldo Zz se Vuelve ne, a,thO la]lde como se lluSl]
g g ’ aen

E .
; 1 xc:nlp/(;r:anfl)lentc.) cuando _a; Ose vuelve negativo grande se debe a Ia relacién
- Por ejemplo, 271% = 1/210, que es pequefio. Podemos escribir

lim 2% = 0.
=+ —00

Observen que 2° > (
: para todos imeros ; .
entonces los mimeros z. De igual manera, si a > 0,

a® > 0. para todo z.

Incl i
cluso podemos probar esto a partir de lo que hemos supuesto explicitamente

Para ello su
pongan que a® = 0 para algiin nij
tenemos p gun numero c. Entonces, para todo z,

a® = g¥—¢te T—c ¢

l =a""%’ =0,
o .
cual no es cierto, pues al! = ¢ #0.

Jercicio. Hacer una tabla andloga para 3%, 10° y (3/2)°.
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4 T
A continuacién supongamos que 1 < a < b. Es posible (cllue la cu(l:'ivs lflenttzngz
i *. Estamos interesados espe

endiente mayor que la curva a®. te en
;l: E:Jel;ldiente cuando £ = 0. Si b es muy grand.e, entonces la cur;/’a czrca (I;e
tendra una pendiente muy empinada en z = 0.. Siaes >~1 pero e_s 8 rea de

1, entonces la curva y = a* tendrd una pendiente pequeiia en z = 0.

3

trazado estas curvas en la figura siguiente.

—————

nos ][n'()s S()I) € las curvas 2 3 l“ ])a,l'a ver 10
’I‘raten de locallzal‘ algu p T ] iy 3y y
.
que Sucede en estos casos concretos. ES pOSlble que, Cuando a vaya auule. ntando
a y I a numeros mu lalldes la pendlente de
) y g )
deSde numeros cercanos 1 ( >
= cien continuamente de Valores cercanos a 0 haStal Va‘.lores
a’ en r 0 1ra cre do
grandes Y, por 10 tanto para algun Va.lor de a, q“e llalna[e"los €, esta pendlellte
€ a, , l AS] en este ell[oque l‘ﬂtuitivo € es el numero tal que
. . . ,
S preclsamente lgu l a y
Ia’ pendiente de € en r 0 €s lgua’l a 11 esto €s, pa‘ra' f(z) € ’ tenemos

h 0
. JOO+h)—f(0) . e*—e -1
Jim, h = Jim —

. . . UDo-
De modo que, ademds de las tres propiedades enunciadas anteriormente, sup
)

nemos:
Propiedad 4. Existe un nimero e > 1 tal que
de® -
= =,
dz
o, de manera equivalente, by
e —
i =1.
i =

i » iales.
Este nimero e se llama base natural para las funciones exponencia

. 9 . 22
Advertencia. No se confundan las funciones 2% y z°. La derivada de

es 2z. La derivada de 2% es
d(2%) , 2h—1
— PR

—_— T
dz =2 ’1‘1_%

g
i j ncién a
De manera aniloga, cuando a es un nimero fijo, no se confunda la fu
iable.
con z%, donde z es la varia
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pansién decimal, o aproximaciones para e mediante nimeros racionales. Sucede
que ¢ estd entre 2y 3,y en particular, es aproximadamente igual a 2.7183....

Al suponer, tal y como lo hemos hecho, las propiedades bdsicas de e® , po-
demos aplicar algunas de las técnicas anteriores en el contexto de esta funcién
exponencial. Mostramos primero que €” es la vnica funcién igual a su propia
derivada, salvo por un factor constante.

Teorema 1.1. Sea 9(z) una funcién definida para todos los nimeros y tal
que g'(z) = g(z). Entonces existe una constante C' tal que g(z) = Ce®.

Demostracién. Tenemos que probar que g(z)/e® es constante, y sabemos
cémo hacerlo. Basta probar que la derivada es 0. Pero hallamos:

_ €9(z) — g(z)e*
T e

=0.
Por lo tanto, existe una constante C tal que g(z)/e* = C. Al multiplicar ambos
lados por e* obtenemos
9(z) = Ce®,
lo cual prueba el teorema.
Como un caso particular del teorema tenemos:

Sea g una funcién diferenciable tal que g'(z) = g(z) y 9(0) = 1. Entonces
g(z)=e®. :

Demostracién. Como 9(z) = Ce®, obtenemos 9(0) =Ce® = C. Porlo tanto,
C=1yg(z)=e".

Asi, hay una, y sélo una, funcién g que es igual a su propia derivada y tal
que g(0) = 1. Esta funcién se llama funcién exponencial, y a veces se denota
por exp. Se puede escribir como

exp’(z) y exp(0) = 1.
Pero usualmente utilizamos la notacion previa e?, en lugar de exp(z).

Hay muchas maneras de probar la existencia de una funcién g(z) tal que
9'(z) =g(z) y 9(0) = 1, en lugar de dar argumentos de plausibilidad como los
anteriores.

En el capitulo XIV daremos una demostracién mediante series infinitas. Por
otro lado, cuando estudiemos el logaritmo en la seccién §6 de este capitulo,
mostraremos primero que existe una funcién L(z) tal que L'(z) = Yz y L(1) =
0. Entonces se podra definir la funcién inversa, y es facil ver que esta funcién
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inversa g satisface g’(y) = g(y) y 9(0) = 1. Quien esté interesado en dicha
teoria puede ojear estas ultimas secciones a ver si se ajustan a sus gustos.
Damos ahora ejemplos y aplicacionés relacionados con la funcién e®.

Ejemplo. Hallar la derivada de 3’
Usamos la regla de la cadena, con u = 3z2. Entonces

d(e") detdu _ 3,3
dr  dudz ¢ ba.

Ejemplo. Sea f(z) = e**%*. Hallamos la derivada de f por medio de la
regla de la cadena, a saber,
f'(z) = €= 2%(— sen 2z)2.

No tiene caso simplificar esta expresién.
Ejemplo. Hallar la ecuacion de la recta tangente ala curva y = e® en £ = 2.
Sea f(z) = . Entonces f'(z) =e® y f/(2) = ¢?. Cuando z = 2, y = €2.
Por lo tanto, debemos hallar la ecuacién de la recta con pendiente €2, que pasa
por el punto (2,e?). Esta ecuacién es

y—e=e(z—-2).

Gréfica de €°
Tracemos la grafica de e®. Justificamos nuestros afirmaciones usando sélo las
cuatro propiedades listadas antes. Como

de®

— =¢e" >0 paratodo z

dx p b

concluimos que la funcién f(z) = e” es estrictamente creciente. Como
f'(z) = f'(z) = f(z) >0 para todo z,

concluimos que la funcién se dobla hacia arriba.
Como f(0) =1 y la funcidn es estrictamente creciente, concluimos que
f)=e>1.

Por lo tanto, cuando n es un entero positivo, n = 1, 2, 3, ..., las potencias
e" se vuelven grandes conforme n se vuelve grande. Como e* es estrictamente
creciente para todo z, esto muestra también que e® se vuelve grande cuando z

es un numero real grande.
Hemos visto que

e % = (ea:)-—l'
Por lo tanto, cuando z es grande, la inversa
(ex)-l - l/ez

es pequeiia (positiva).
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Asi podemos escribir:
'Sl Z — 00, entonces ef — oo,
Si z— —o0, entonces e* — ().

ES Im ahOIa, €n posicio de Ve que aﬁ a de € € Ve asi:
ta 0S p n T la gr C S

LA n I g y=
1 Cua.l €s Ia. €ecuacio de la. ecta tan ente a la curva = e“%
€s (a) 1’ (b) 2’ (C) 07

2. (Cuél es la ecuacién d
: e la recta tangente a | = ¢*/?
abscisa es (a) —4, (b) 1, (c) 07 ¢ By = e

en el punto cuya abscisa

en el punto cuya

3. ¢ A 16
¢Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva Yy = ze®

abscisa es 27 = en el punto cuya

4. Hallar las derivadas de las funciones siguientes;

(a) esen 3z T
(c) sen(e*+?) gcll); :::g:"t"s)en ?

5. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:
(a) arctane® (b) €7 cos(3z + 5) ‘
(C) esen?z (d) earccos z
(&) 1/e* ©) o/e*

(‘g) eﬂ (h) e—arcsen.t

(i) tan(e®) (3) arctane2*

(k) I{aas:en e%) (1) arcsen(e® + z)
(m) e (n) tane”

6. (a') IIOSt[aI que la’ n-€sima dEIl a'da' de ze” es (z t+n)e p ’ ’ ’ .

() d ( ) alan--l,? 3,4 5
b I‘dos‘;ral que la’ n-esima dEIlla‘da’ dE Te es ( l) (I n)e

(C) S uponer que ya se PIOba[C n la.S fOIlnulaS ant'e"o' €s para la’ n-esima derl v a'da' dB

x
ze” y ze”*, ;C6 ¢
- ¢.omo se procederia para pr. 5
2 o . Ob
it o s para probar estas férmulas para la (n+1)-

Para n =1, 2,
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i te
7. Sea f(z) una funcién tal que f'(z) = f(z) y f(0) = 2. Determinar completamen
f en términos de e”.

8. (a) Sea f(z) una funcién diferenciable en algiin interva.lo.qzle lf::li?f:t l;treelgm::ari
f'(z) = K f(z) para alguna constante K. Mo'sf.rar que eit(lxs :s e ]
que f(z) = Ce*®. [Idea: Mostrar que la func1'on f(z)/; o o ane exise
(b) Sea f una funcién diferenciable tg.l q:Qe f'(z) = =2z f(z).
onstante C tal que f(z) =Ce™ . ,
(c) ;I;agineral, suponer que existe una funcién kb tal que f'(z) =h(l: (2 {:E)::)St alft(::i
trar que f(z) = Ce™®. [Idea: Mostrar que la funcnon f (z) l/e s con
La técnica de este ejercicio se usara en a:pllcfac10nes en la dltima se .
Hallar la recta tangente a la curva en el punto indicado.
9. y=¢€*,z=1 10, y==z€e%, z=2
-

1. y=gze*, =5 12. y=gze™*, z=0

2, =
13. y=e %, =0 4. y=z°e"", z=1

15. Probar que existe un nimero tnico = ta.l_que e+ = 0 [Idea: Mo;trat ]que la
funcién es estrictamente creciente, y que tiene valores positivos y negativos.

16. Probar las desigualdades para z > 0: 2 .
(a)l<e® ) 14z <eé” (c) l+z+ 75 <e
[Idea: Primero probar (a) usando el método del capitulo V, §2. Después probar (b)
usando (a). Después probar (c) usando (b).]

17. Sea z =1 en el ejercicio 16. Mostrar que 2 < e. Mostrar ademds que 2.5 <e.

18. Probar para n =3, 4, 5, 6 que, para z > 0, tenemos
z? z" z
1+$+§+"'+;‘!'<6 .
Por n! (se lee n factorial) nos referimos al producto de los primeros n enteros.
Por ejemplo:

1'=1 4! =24
20 =2 5! =120
=6  61=1720
19. Para z > 0 probar: z2
-z _ hadiy
(a) 1-z<e”” (b) e <l-z+ 2
2 3
z z -
() 1—z+ 5 —35<¢ )
2 3
- = _ = z
@ e <l-z4+5 -5 %733

20. (a) Sea z = 1/2 en el ejercicio 19(a). Mostrar que e < 4.
(b) Sea z =1 en el ejercicio 19(c). Mostrar que e < 3.

Funciones hiperbdélicas
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21. (a) Definir las funciones coseno hiperbélico y seno hiperbélico mediante las

férmulas . . . .
e +e” e —e”
cosht = —— senht = —————
, ° 2 y " 2
Mostrar que sus derivadas estin dadas por »
cosh’ = senh y senh’ = cosh.

(b) Mostrar que, para todo ¢, tenemos
cosh’ t — senh?t = 1.

Nota: Vemos que las funciones cosh ¢ y senht satisfacen la ecuacién de una

hipérbola, de manera anéloga al seno y coseno ordinarios que satisfacen la ecuacién
de un circulo, a saber,

sen?t +cosit=1.

Esta es la razén por la cual cosht y senht se llaman coseno hiperbélico y seno hi-
perbdlico, respectivamente.

22. Trazar la grifica de la funcién
el +e~1‘
flz) =L

Localizar al menos seis puntos sobre esta gréfica.

23. Trazar la gréfica de la funcién

eT —e~%

z) =
1) =25
Localizar al menos seis puntos sobre esta grafica.

24. Sea f(z)=3(e*+e™*) =coshz = y.

(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para z > 0. Entonces existe la funcién
inversa para este intervalo. Denotar esta fun
9(y)-

(b) ¢Para qué nimeros y estd definida arccosh y?

(c) Mostrar que

cién inversa por z = arccoshy =

1

/
9(y) =
y? -1

25. Sea f(z) = 1(e"—e™*) =senhz = y.
(a) Mostrar que f es estrictamente creciente

para todo z. Sea z = arcsenhy la
funcién inversa.

{b) ;Para qué niimeros y est4 definida arcsenh y?
(c) Sea g(y) = arcsenh y. Mostrar que
1

y(y)=\/T7'
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Vill, §2. EL LOGARITMO

Si e® = y, entonces definimos z = logy. Asi, de aqui en adelante, log es lo que
algunos llaman log natural. No tratamos con otro log. Por definicién, tenemos
entonces

st =z y loge® =z.

Asi, el log es la funcién inversa de la funcién exponencial e”. Como e” es
estrictamente creciente, la funcién inversa existe.

Ejemplos. Tenemos

loge” =2, loge"ﬁ = -2,
loge™® = -3, loge™ = .
De otra manera:
elog2 - 2, elogt =

Mas atin, la relacién e® = 1 significa que

logl =0.

Como todos los valores e* son positivos para todos los niimeros z, se sigue que
logy se define slo para nimeros positivos
La regla e(a+b) = ¢8ed se traduce en una regla para el log, como sigue.

Teorema 2.1. Si u y v son >0, entonces

log uv = logu + logv.

Demostracion. Sea a = logu y b =logv. Entonces

ea+b = eaeb - eloguelogv —

Por definicion, la relacién

a+bd

€ =uv

significa que
loguv = a +b=logu+logv
que era lo que se tenia que demostrar.

Teorema 2.2. Si u> 0, entonces

logu~! = —logu.

Demostracién. Tenemos que 1 = uu~!. Por lo tanto,
0 =log1 = log(uu™') = logu + logu™".

Al sumar —logu en ambos lados, se prueba el teorema.

‘
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Ejemplos. Tenemos

log(1/2) = —log2
log(2/3) = log2 — log 3.

' Es obvio que podemos tomar el log de un producto con mas de dos términos,
asi como podemos tomar la exponencial de una suma de mas de dos términos.
Por ejemplo

ed+b+c a+b_c

= el = ¢%?

e,
De manera andloga, si n es un entero positivo, entonces

na

— pa+a+t--+a
e — e +-+ =eaea_”ea=(ea)n,

donde el producto de la derecha se toma n veces.
Tenemos la regla correspondiente para el log, a saber,

log(u™) = nlogu.

Por ejemplo, por el teorema 2.1, hallamos que:
log(u?) = log(u - u) = logu + logu = 2logu.
log(u®) = log(u®u) = logu® + log u
= 2logu + logu
= 3logu.

Y asi sucesivamente, para obtener logu”™ = n logu.
Se sigue ahora que, si n es un entero positivo, entonces

1
logul/® = —
g nlogu.

L —_ 1 . .
Demostracion. Sea v = u!/™. Entonces v" = u, y hemos visto ya que
logv™ = nlogv.

Por lo tanto,

1
1 = - n
ogv nlogv ,

que es precisamente la relacién log u!/" = 1/nlogu.
El mismo tipo de regla vale para exponentes fraccionales, esto es:

Si m y n son enteros positivos, entonces

logu™™ = Z logu.
n
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Demostracin. Escribimos u™/® = (u™)*/". Entonces

log u™/™ = log(u™)'/"
1 m
== logu

m
= —logu

n

al usar los dos casos por separado.
Para dar idea del comportamiento de log, damos unos cuantos valores apro-
ximados:
log10=23,..., log10000 = 9.2,...,
log100 = 4.6,..., log 100000 = 11.5,. ..,

log1000 = 6.9,..., log1000000=1323,...,
Se puede ver que, si z crece como una progresion geométri?a, entonces logz
crece como una progresién aritmética. Los valores anteriores ilustran la regla
log 10" = nlog 10,
donde log 10 es aproximadamente 2.3.

En los ejercicios 17 y 19 de la seccién §1 habrén probado que 2.5 < e < 3.
Hacer una tabla de los valores e® y loge™ = n. Entonces se pue<.ie. comparar el
crecimiento de e® con loge® de manera similar. Para enteros positivos se puede
ver que loge™ crece muy despacio comparado con e”. Por ejemplo,

loge® = 3,
loge®* = 4,
loge® =5,
loge!® = 10.

Usando el hecho de que e esta entre 2 y 3, se puede ver que las potencias como
€5 o €!° son bastante grandes comparadas con los valores de log, que son 5y
10, respectivamente, en estos casos. Por ejemplo, como e > 2, tenemos

e!? > 21° > 1000.
Se observa el mismo fenémeno en direccién opuesta para las potencias negativas
de e. Por ejemplo:

1
- =-1,
log .
1
loge—2 = -2,
1
log-e—s = —3,
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Hacer h = 1/eY. Conforme h tiende a 0, y se vuelve positivo grande, pero
bastante despacio. Hacer una tabla andloga para log(1/10") con n =1, 2, 3,
4, 5, 6, para obtener una idea con ejemplos numéricos.

Observen que si £ es un nimero entero positivo y escribimos z = e¥ , entonces
y = log z es negativo grande. Por ejemplo,

. 6 106
siz=1/el" =10, entonces logz = —10°,

siz=1/e!0"" = 10" entonces logz = —101%°,

En resumen:

Si £ — 0, entonces logz — —0o0.

La razén viene del comportamiento de e¥. Si y — —o0, entonces e — 0. Del
mismo modo, si y — 00, entonces e¥ — co. Esto se traduce en la propiedad
correspondiente de la funcién inversa:

Si z — oo, entonces logz — 0.

La derivada de log
A continuacién consideramos las propiedades de diferenciacién de la funcién log.
Sea
y=e y z =logy.

Por medio de la regla para diferenciar funciones inversas, hallamos

Por lo tanto, tenemos la férmula:

Teorema 2.3.

S 9
al=
<R

<
< |-

De la gréfica de e vemos que e* toma todos los valores > 0. Por ello, la
funcidn inversa log est4 definida para todos los nimeros reales positivos, y por la
manera general de hallar la grafica de una funcién inversa, vemos que su grafica
se ve como en la figura.
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eje y

y=log x

eje T

—

En la figura, la gréfica cruza el eje horizontal en 1, pues
e’ =1 significa que logl=0.

Noétese que la derivada satisface

dl 1
8% = = >0, paratodo z>0,
dz z
de modo que la funcién log es estrictamente creciente.
Mis atin
d?logz 1
——— =—-—<0.
dz? 22 <

Concluimos que la funcién log se dobla hacia abajo segiin se mostrd.

Observacién. A veces consideraremos funciones compuestas del tipo
log(f(z)). Como log no est4 definida para nimeros < 0, la expresién log(f(z))
esta definida sélo para mimeros z tales que f(z) > 0. Esto es lo que debe
entenderse cuando se escriba este tipo de expresién.

Entonces, si escribimos log(z — 2), estara definida sélo cuando z —2 > 0,
en otras palabras, z > 2. Cuando escribamos log(senz), la expresién tendra
sentido sélo cuando senz > 0. No est4 definida cuando senz < 0.

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = log(z — 2) en el punto

=5.
: Sea f(z) = log(z — 2). Entonces f'(z) =1/(z—2) y

f(6)=1/3.
Cuando z = 5, log(z — 2) = log3. Debemos hallar la ecuacién de la recta con
pendiente 1/3, que pasa por (5,log3). Esto es ficil, como puede verse:

y—log3 = 3(z —5).

Ejemplo. Esbozar la grafica de la funcién f(z) = z? + logz, para z > 0.
Comenzamos tomando la derivada, a saber,

z) =2z + L
f(a:)_2x+z‘
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La funzcién f tiene un punto critico precisamente cuando 2z = —1/z, esto
es, 2z° = —1. Esto nunca puede suceder, por lo cual no hay punto critico.

Cua:ndo z > 0, la derivada es positiva, por lo que en este intervalo la funcién es
estrictamente creciente.

Cuando & se vuelve positivo grande, z2 y log z se vuelven positivos grandes
Por lo tanto, .
si z-— o0, entonces f(z)— oo.

CCfnforme z tiende a 0 por la derecha, z? tiende a 0, pero logz se vuelve
negativo grande. Por lo tanto,

. si £—0 y >0, entonces f(z)— —oo.
Flnalrr}ente, para determinar las regiones donde f se dobla hacia arriba o
hacia abajo, tomamos la segunda derivada y hallamos

1" - 1 21)2—1
f(l')—?—;;: 22

Entonces:
fl2) >0 <= 227-1>0 < z>1/2
<>  se dobla hacia arriba.

De manera semejante,
f2) <0 <= 22-1<0 < z<1/V2

<=  f se dobla hacia abajo.
Por lo tanto, 1/v/2 es un punto de inflexién. Afirmamos que

f(1/V2) > 0.
En efecto,
FANR) = % ~ log(v/3) = % - %logl

Pero el log es estrictamente creciente y 2 < e, de modo que
log2 <loge = 1.

Por lo tanto, 1 —log2 > 0. Esto prueba que f(1/v/2 i
’ : > 0.
gréfica de f se ve asi. que f(1/v2) Se sigue que la

Grafica de f(x) =x%4 |0g x

Sl-
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VII, §2. EJERCICIOS

1. ;Cu3l es la recta tangente a la curva y = logz en el punto cuya abscisa es (a) 2,
(b) 5, (c) %?

2. ;Cuil es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = log(z® 4+ 1) en el punto
cuya abscisa es (a) -1, (b) 2, (c) —3?

3. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

(2) log(sen ) (b) sen(log(2z +3)) (c) log(z® +5) ‘ (@) log 22
sen z
4. ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = log(z +1) en el punto cuya
abscisa es 37

5. ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = log(2z — 5) en el punto
cuya abscisa es 47

6. (a) Probar que log(1+ z) < z para todo z > 0. [Idea: Sea f(z) =z —log(1 +z),
hallar f(0) y mostrar que f es estrictamente creciente para z > 0.]
(b) Para £ > 0, mostrar que
z
173 < log(1 + z).
Hallar la recta tangente a la curva en el punto indicado.
7. y=logz, en z=¢ 8. y==zlogz, en t=¢

9. y==zlogz, en =2 10. y=log(z3), en z=e

1

. = — = . = — =2
11. y fogz enz=¢ 12. y Toga’ en z
Diferenciar las funciones siguientes.

1
2

13. log(2z + 5) 14. log(z® +3) 15. fogz
16. lo:z 17. z(logz)'/® 18. log /1 — 22

19. Trazar la curva y =z +logz, z > 0.

20. Probar que existe un nimero tnico z > 0 tal que logz + z = 0. [Idea: Mostrar
que la funcién es estrictamente creciente y toma valores positivos y negativos. Usar
el teorema del valor intermedio.]

VIil, §3. LA FUNCION EXPONENCIAL GENERAL .

Sea a un nimero > 0. En la seccién §1 listamos cuatro propiedades de la funcién
a®, con z como la variable. Listaremos una mas:

Propiedad 5. Para todos los nimeros z y y tenemos

(@) = a®.
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Por ejemplo, si £ = n y y = m son enteros positivos, entonces (a™)” es el
producto de a™ consigo mismo n veces, que es igual a a™” . Deduciremos ahora
algunas consecuencias de esta propiedad.

En primer lugar, de la seccién anterior sabemos que

a = e'o8s,

Por lo tanto,
a® = (eloga)a:.

Por la propiedad 5, se tiene

a® = e*loga

pues (loga)z = zloga. Asi por ejemplo,
9% — ea:log‘.’, 7 = ezlogr’ 10% = ezloglo‘

La férmula anterior permite hallar la derivada de a®. Recuerden que a debe
considerarse constante.

Teorema 3.1. Tenemos

%l = a®(loga).

Demostracién. Usamos la regla de la cadena. Sea u = (loga)z. Entonces
du/dz =loga y a® = e*. Por lo tanto,

d(a” u
(a®) - Mﬁ = e"(loga) = a” loga

dz = du dz
segin se deseaba.
Ejemplo.
d27) _ o2
dn = 2% log 2.

Advertencia. La derivada de z° NO es z% logz. Obténgase en el ejercicio
7. La diferencia entre z” y a® (como 2° o 10%) es que a es constante, mientras
que, en la expresidén 7, la variable z aparece dos veces.

El resultado del teorema 3.1 aclara el misterioso limite
lim 21
h—0 h
encontrado en la seccidn §1. Veremos ahora que este limite es igual a log2. De
manera mas general, sea a > 0 y sea

f(z)=a">.
En la seccién §1 dimos el argumento de que
f'(z) = a” lim -1
- h—0

h
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Por el teorema 3.1 sabemos ademas que
f'(z) = a®loga.

Por lo tanto,

h

, a
lim

Jim = loga.

Como el log es estrictamente creciente, hay un solo nimero a tal que loga =1,
y ese nimero es a = e. Asi, la funcién exponencial €” es la tinica entre todas
las posibles funciones exponenciales a® cuya derivada es igual a si misma. Por
el teorema 3.1, como
da®
dz
si @ # e, entonces obtenemos el factor loga # 1 en la férmula para la derivada
de a®.
Como aplicacién de nuestra teoria de la funcién exponencial podemos ocu-
parnos de la funcién potencia general (que dejamos pendiente en el capitulo
II1).

Teorema 3.2. Sea c cualquier nimero, y sea

=a"loga,

f(z)=2°
definida para z > 0. Entonces f’'(z) existe y es igual a
fl(z) = ez L.

Demostracién. Hacer u = clogz. Por definicién,

f(.’t) - ecloga: =¥,

Entonces
du ¢
dr ~ z’
Usando la regla de la cadena, vemos que
du c c _
f/(l') —e¥ . — = eclog:r: S =z¢ .= =cz’z 1 Cl?c—l
dz z z

Esto prueba nuestro teorema.

Advertencia. El ntimero c en el teorema 3.2 es constante, y  es la variable.

No confundir
,‘ici —_— zl iifi —
Iz ¢ loge con i cx

c—1

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = =% en z = 2.
Podemos escribir la funcién z* en la forma

R (OET

[VILI, §3] LA FUNCION EXPONENCIAL GENERAL 933

Entonces,
fI(I) - ezlogz (1} . % + logz)

= z%(1 + log z).
En particular, obtenemos la derivada (pendiente) en z = 2,
f1(2) = 2*(1 + log 2) = 4(1 + log 2).

Tenemos f(2) = 22 = 4. Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente en z = 2
es
y—4=4(1+log2)(z - 2).

Definicién. Cuando z y y son dos niimeros tales que y = 2%, es costumbre
decir que z es el log de y de base 2. De manera analoga, si a es un nimero
>0y y=a®=e"%% decimos que z es el log de y de base a. Cuando
y = €%, decimos simplemente que z = logy.

El log de base a se escribe a veces log, . /
Concluimos esta seccién estudiando limites, que ahora son féciles de manejar.
En primer lugar tenemos

Limite 1.

, 1
;{T(I)Elog(l-l-h) =1

En cfecto, el limite del lado izquierdo no es mds que el limite del cociente de
Newton
im log(1+ h) —log1

_ '
lll_.o A =log/(1).

Como log'(z) = 1/z, se sigue que log’(1) = 1, como se deseaba.

Limite 2.

: 1/h _
}{l_l}}l)(l-%h) =e.

Demostracién. Tenemos .
(1 + h)l/h - el/hlog(l+h)

ya que, por definicién, a® = ¢*1°6%, Acabamos de ver que
1
T log(1+h)—1 cuando h—0.

Por consiguiente,
e(1/h)log(1+h) _, o1 _ cuando h — 0.

Esto prueba el limite deseado.
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Observacién. Aqui estamos usando la continuidad de la funcién e”.
Si z tiende a un mimero z(, entonces e® tiende a e*°.
Que la funcién e® sea continua se sigue de la hipdtesis de que e es diferenciable.

Por ejemplo, si z tiende a /2, entonces e® tiende a eV2.
Si z tiende a 1, entonces e tiende a e! =e.
Si z tiende a 0, entonces e tiende a €® = 1.

Regresemos al limite 2 y reformulemos este limite. Escribimos h = 1/z.
Cuando h tiende a 0, = se vuelve grande, esto es,

h—0 si,ysélosi, z— oo.
A partir de eso hallamos el limite:

Limite 3.

1 z
lim (1 + -—) =e.
=00 ¥

En los ejercicios se dedujo facilmente de este limite que, para r > 0, tenemos

lim (1 + ::-)I =e".

T—+00

Esto tiene una aplicacién interesante.

Ejemplo. Interés compuesto. Sea A una cantidad de dinero invertida a
interés compuesto anual de 1007 por ciento, donde r > 0. Asi r es la razén de
la tasa de interés de 100 por ciento. Entonces esta cantidad original crece hasta
las cantidades siguientes después del nimero indicado de afios:

Después de 1 afio: A+ 1A =(1+r)A. _
Después de 2 afios: (1+7)A+r(1+r)A=(1+7r)%A.
Después de 3 afios: (1+7)2A+r(1+7)2A=(1+r)3A.

Al continuar de esta manera concluimos que, después de n afios, la cantidad es
A =(1+r)"A

Supongamos ahora que esta misma tasa de interés de 100r se compone cada
1/m afios, donde m es un entero positivo. Esto es equivalente a decir que la tasa
es de 1007/m por ciento por 1/m afios, compuesto cada 1/m afios. Apliquemos
la férmula anterior al caso donde la unidad de tiempo es 1/m afios. Entonces
q afios son iguales a gm - 1/m afios. Por lo tanto, si el interés se compone cada
1/m afios, depués de ¢ afios la cantidad es

Agm = (14 2)" A
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La cantidad que se obtiene después de ¢ afios, si el interés estd compuesto
continuamente, es el limite de A, ,, cuando m — oco. A la luz del limite que el
lector ya debe haber determinado, vemos que después de ¢ afios de composicién
continua, la cantidad es

lim (1+=)" A=A,
m—00 m

Para dar un caso numérico, suponer que 1000 délares producen el 15 por
ciento compuesto anualmente. Entonces r» = 15/100. Después de 10 afios, la
cantidad sera

€519 1000 = !-1000.

Como e es aproximadamente 2.7, se puede obtener una respuesta numérica
definida.

Vill, §3. EJERCICIOS
;Cudl es la derivada de 10°? ;Y de 7°?
i{Cual es la derivada de 3*? ;Y de »*?
Trazar las curvas y = 3% y y = 37", Localizar al menos cinco puntos.

1.

2.

3.

4. Trazar las curvas y = 2% y y = 27", Localizar al menos cinco puntos.
5. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 10* en z = 0.
6.

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de y = #* en z = 2.

7. (a) (Cudl es la derivada de la funcién z* (definida para z > 0)? [Idea: z* =
erlog.z'
(b) iCual es la derivada de la funcién z(**)?

8. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = z*

(a)enel punto z=1 (b)enz=2 (c)en z=3.
Hallar las rectas tangentes a las curvas siguientes:

9. y=zv7 (@) en z=2 () enz=5

10. y=z"V% (a) en z =2 (b)) enz=5

11. Si @ es un mimero > 1 y .5 > 0, mostrar que
\ ;

":."‘w?’ @.g%—1>a(z—1).

»

12. Sea a un nimero > 0. Halla¥"

s puntos criticos de la funcién f (z) = z%/a".

13. Sea 0 < r. Usando el limite 3, probar el limite
r x
lim (l + —) =e".
Z—00 z

[Idea: Sea z =ry y sea y — 00.]
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14. Mostrar que
lim n({/a—1) =loga.
N 00

[Idea: Sea h = 1/n.] Este ejercicio muestra cémo se pueden obtener aproximaciones
del logaritmo con sélo tomar raices n-ésimas ordinarias. De hecho, al tomar n = 2%
y usar enteros grandes k, obtenemos aproximaciones arbitrariamente buenas de log
al extraer una sucesién de raices cuadradas. Hacerlo en una calculadora de bolsillo
para verificarlo.

Viil, §4. ALGUNAS APLICACIONES

Se sabe (de datos experimentales) que cuando un trozo de radio se deja para
que se desintegre, la razén de desintegracién es proporcional a la cantidad de
radio que queda. Dos cantidades son proporcionales cuando una es un miltiplo
constante de la otra.

Supdngase que en el tiempo t = 0 tenemos 10 gramos de radio y que en el
tiempo ¢ queda f(t) cantidad de radio. Entonces

i _
= = Kf(t)

para alguna constante K. Tomamos K negativa porque la interpretacién fisica
es que la cantidad de substancia decrece.
Mostremos que existe una constante C tal que

f(t) = CeXt.

Si tomamos la derivada del cociente
f)
oKt
y usamos la regla para la derivada de un cociente, hallamos

BT () FERCEL. S

dt \ eKt | — e2Kt

pues f/'(t) = Kf(t). Como la derivada es 0, el cociente f(t)/eX? es constante,
o, de manera equivalente, hay una constante C tal que

f(t) = ceXt.

Sea t = 0. Entonces f(0) = C. Asi, C = 10, sisse supone que comenzamos con
10 gramos.

En general, si f(t) = CeX! es la funcién que da la cantidad de substancia
como funcién del tiempo, entonces

f0)=C,
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y C se interpreta como la cantidad de substancia cuando ¢ = 0, esto es, la
cantidad original.

También se puede considerar una reaccién quimica. Es frecuente el caso en
que la razén de la reaccién es proporcional a la cantidad de la substancia reactiva
presente. Si f(t) denota la cantidad de substancia que queda después del tiempo
t, entonces

af

2 = Kf@)

para alguna constante K (determinada experimentalmente en cada caso). Es-
tamos entonces en una situacién semejante a la anterior, y

f@t) = ceXt,
donde C es la cantidad de substancia en t = 0.

Ejemplo 1. Suponer que f(t) = 10eX*, donde K es una constante. Supo-
ner que f(3) =5. Hallar K.

Tenemos
5 = 10e%3,
y entonces
Bk _1
10 2’
de donde ]
3K =log(1/2) y K== ;g2.

Ejemplo 2. El azicar se disuelve en el agua a una razén proporcional a la
cantidad atn sin disolver. Si 25kg de aziicar se reducen a 7kg en 3hr, ;cuindo
se disolvera el 20 por ciento del azicar?

Sea S(t) la cantidad de azicar que ain no se disuelve, en el instante .
Entonces, por hipétesis,

S(t) = Ce™*t
para constantes adecuadas C' y k. Mas aiin, como S(0) = C, tenemos C = 25.
Asi

S(t) = 25e~kt,
También tenemos

5(3) = 25e~3* =7
de modo que
-3k _ T N
25°

Asi podemos despejar k, a saber, tomamos el log y obtenemos

-3k = log(7/25),

€

de donde ]
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Cuando se ha disuelto el 20 por ciento, queda el 80 por ciento. Nétese que el
80 por ciento de 25 es 20. Queremos hallar ¢ tal que

20 = 25e~**,
o, en otras palabras,
k20 _4
T2 5
Obtenemos
—kt = log(4/5),
de donde

, _ log(4/5) _ , log(4/5)
T Tk “log(3/10)

Esta es nuestra respuesta. ,

Observacién. No cambia el resultado si comenzamos con
Sty=Ce™® o  S(t)=Ce".

Incluso pudimos haber trabajado el problema de otra manera. Para aplicaciones,
cuando las substancias decrecen resulta conveniente usar una convencién tal
que k > 0, de modo que la expresion e~¥t decrezca cuando t crece. Pero
matematicamente, los procedimientos son equivalentes, basta hacer K = —k.

Ejemplo 3. Una substancia radiactiva se desintegra proporcionalmente a
la cantidad de substancia presente en un instante dado, digamos

f)Ce™™

para alguna constante positiva k. ;En qué instante quedara exactamente 1 /4
de la cantidad original?
Para hacer esto, queremos saber el valor de ¢ tal que

Fit)y=C/4.
Por ello, queremos resolver
Ce™* = C/a.
Nétese que podemos cancelar C' para obtener e~** = 1/4. Tomando logaritmos
se tiene

—kt = —log4,
de donde . log4
==

Observen que la respuesta es independiente de la cantidad original C. Los
experimentos permiten determinar la constante k. Por ejemplo, si se pudiera
analizar una muestra y determinar que queda 1/4 parte después de 1000 afios,
hallariamos que

_ logd

k= 1000°
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Ejemplo 4 El crecimiento exponencial también refleja la explosién demogra-
fica de la poblacién. Si P(t) es la poblacién como funcién del tiempo ¢, entonces
su razén de crecimiento es proporcional a la poblacién total; en otras palabras,

dp _
i KP(t)

para alguna constante positiva K. Se sigue entonces que
P(t) = CeX?
para alguna constante C, que es la poblacién en el instante ¢ = 0.

Supongan que buscamos el instante en que se duplicard la poblacién. Debe-
mos entonces hallar ¢ tal que

ceXt =2C,
o, de manera equivalente,
Kt =2
Al tomar log se tiene
Kt =log?2,
de donde
_log2.
=

Nétese que este instante depende sélo de la razén de cambio de la poblacién, no
del valor original de C.

Vill, §4. EJERCICIOS

1. Sea f(t) = 10eX* para alguna constante K. Suponer que se sabe que f(1/2) = 2.
Hallar K.

2. Sea f(t) = Ce®*. Suponer que se sabe que f(2) = 5. Determinar la constante C.

3. Un gramo de radio se deja para que se desintegre. Después de un millén de afios
queda 0.1 gramo. ;Cuil es la férmula que da la razén de desintegracién?

4. Cierta substancia quimica reacciona de manera que la razén de reaccién es igual
a la cantidad de substancia presente. Después de una hora, quedan 20 gramos de
substancia. ;Cudnta substancia habia al principio?

5. Una substancia radiactiva se desintegra proporcionalmente a la cantidad de subs-
tancia presente en un instante dado, digamos )

f(t) = ceXt. .
(En qué instante habrd exactamente la mitad de la cantidad origina.i presente?

6. Suponer que K = —4 en el ejercicio anterior. ;En qué instante habra un tercio de
la substancia?
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7. Si las bacterias crecen en niimero con una razén proporcional al nimero presente,
icuanto tiempo pasara antes de que 1000000 de bacterias aumenten a 10 000 000
si tardan 12 minutos en aumentar a 20000007

8. Una substancia se descompone a razén proporcional a la cantidad presente. Después
de 3 minutos se ha descompuesto el 10 por ciento de la substancia original. ;Cudndo
se descompondra la mitad de la cantidad original?

9. Sea f una funcién de una variable t y crece a la razén df/dt = kf, donde k es
una constante. Sea a, = f(nt1), donde t; es un valor fijo de ¢, t3 > 0. Mostrar
que ao, a1, a2, ... €s una progresién geométrica.

10. En 1900, la poblacién de una ciudad fue de 50000 habitantes. En 1950 fue de
100000. Sila razén de crecimiento de la poblacién es proporcional a la poblacidn,
jcual sera la poblacién en 19847 ;En qué aiio serd de 2000007

11. Suponer que la razén de cambio de la presién atmosférica con respecto a la altura,
a cualquier altura, es proporcional a la presién que hay ahi. Si en el barémetro se

lee 30 a nivel del mar y 24 a 1835m, hallar la lectura barométrica a los 3058 m

sobre el nivel del mar.

12. El aziicar se disuelve en el agua a razén proporcional a la cantidad tomm
disolverse. Si 13.6kg de azicar se reducen a 4.5kg en 4 hr, jcuindo se disolverd
el 95 por ciento del azicar?

13. Una particula se mueve con velocidad s(t) que satisface ds/dt = —ks, donde k es
alguna constante. Si la velocidad inicial es de 16 unidades/min y si la velocidad se
disminuye a la mitad en 2 min, hallar el valor de t cuando la velocidad es de 10
unidades/min.

14. Suponer que la diferencia = entre la temperatura de un cuerpo y su medio ambiente
decrece a razén proporcional a su diferencia. Si £ = 100° cuando ¢t =0, y z = 40°
cuando ¢t = 40 minutos, hallar ¢ (a) cuando z = 70°, (b) cuando z = 16°, (c) el
valor de = cuando t = 20.

15. Al apostar, un jugador inexperto pierde dinero a una razén igual a la cantidad que
tiene en cada instante. ;En qué instante ¢t habrd perdido la mitad de su capital
inicial?

16. Se sabe que el carbono radiactivo tiene una vida medi4 de 5568 afios, lo cual
significa que eso tarda en descomponerse la mitad de la cantidad original. Ademis,
la razén de descomposicién es proporcional a la cantidad presente, de modo que,
por lo que hemos visto en el texto, tenemos la férmula

f)=ce*

para esta cantidad, donde C y K son constantes.

(a) Hallar explicitamente la constante K.

(b) Se halla algo de carbono descompuesto en una cueva y un analisis muestra que
se ha descompuesto un quinto de la cantidad original. ;Cudnto tiempo lleva el
carbono en la cueva?
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En esta seccién analizamos mds de cerca el significado de nuestra expresién acerca
z o s . .

de que €® crece mucho mas ripido que z,y log z crece mucho més despacio que

z, cuando z se vuelve grande positivo.

Consideremos el cociente .
e

z
cuando z se vuelve grande positivo. Tanto el numerador como el denominador
se vuelven grandes, y la cuestién es: ;cual es el comportamiento del cociente?

Primero hagamos una tabla para valores sencillos 2" /n cuando n es un entero
positivo, para ver experimentalmente que 2" /n se vuelve grande cuando n se
vuelve grande. Acordemos que n denotara siempre a un entero positivo, a menos
que se especifique otra cosa.

n 2" 2"%/n
1 2 2
2 4 2
3 8 8/3
4 16 4
5 32 32/5>6
10 1024 102.4 > 100
20 1048576 52428.8 > 5 x 104

Como 2 < e, tenemos 2"/n < €"/n, y vemos experimentalmente que e"/n
se vuelve grande. Ahora queremos probar esto. Probemos primero algunas
desigualdades para e®. Usamos técnicas de los ejercicios de la seccién §1 y
procedemos por pasos. Consideremos z > 0.

(a) Mostremos primero que

l+z<e” para z>0.

Sea fi(z) = € — (1+ z). Entonces fi(z) =€ —1. Como e > 1 para z > 0,
concluimos que

fiz)>0 para z>0. _
Por lo. tanto, fi(z) es estrictamente creciente para z > 0. Como f;(0) = 0,
concluimos que f;(z) > 0 para z > 0, lo cual significa que
€ —(1+2) >0, oen otras palabras, e*>1+gz,

como se queria demostrar.
(b) A continuacién mostramos que

z2

14z+ 2

< e® para z > 0.
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Sea fa(z) = € — (1 + = + 2?/2). Entonces f2(0) = 0. Mas atin,
fiz) =€ —(1+2).
Por la parte (a), sabemos que fj(z) > 0 para z > 0. Por lo tanto, f2 es

estrictamente creciente, y se sigue que fa(z) > 0 para z > 0, o, en otras
palabras,

2
e’—(l+z+%)>0 para z>0.

Esto prueba la desigualdad deseada.
Teorema 5.1. La funcidn e®/z se vuelve grande cuando z se vuelve grande.

Demostracién. Dividimos ambos lados de la desigualdad (b) entre z y obte-
nemos
T

1 r e
-< —.
z

—+1

z +1+ 2
Cuando z se vuelve grande, sucede lo mismo con el lado izquierdo, y queda
probado el teorema 5.1.

Teorema 5.2. La funcién e®/z? se vuelve grande cuando z se vuelve
grande. De manera mas general, sea m un nuimero positivo. Entonces

z
— — 00 cuando T — 00.
z.m

Demostracién. Usamos el mismo método. Primero se prueba la desigualdad

2 3

() ’ 1+z+§2—|+?3—'<e’ para z>0.

Recordar que, por definicién, 2! =2y 3! = 3.2 =6. Esta vez hacemos
fa(z) =€ - (1+z+-;—?+§!->.
Entonces f3(0) = 0. Més aiin, al usar la desigualdad (b) hallamos
fi(z) =€ — (1+z+ 52:-) = fo(z) >0 para z>0.
Por lo tanto, f3(z) es estrictamente creciente y entonces f3(z) > 0 para z > 0.

Esto prueba la desigualdad (c).
Si dividimos ambos lados de la desigualdad (c) por z?, hallaremos

_l_llze"'

Cuando z se vuelve grande, el lado izquierdo se vuelve grande, de modo que
¢?/z? se vuelve grande. Esto prueba la primera afirmacién del teorema 5.2.
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Podemosz co'?tlnuar con €l mismo método para probar el enunciado general
acerca de e*/z". En primer lugar debera probarse que

2 23 4

z x
—+§+—<ez para z>0

d
(d) 1+z+2! 7

para tener idea del procedimiento secuencial que se usé. Probaremos ahora el

paso general usando un entero arbitrario n. En general, sea
22
2!

3 n

z
_+...+f_.
n!

P,.(.‘L'):l-}-z-}- 3

+

Supongamos que ya se probé que

z2

x’l
1+z+—2—!-+---+-;l—!<e’ para x>0,
o, en otras palabras, que
P,(z)<e® para z>0.
Después probaremos que
Poyi(z) < e€® para z>0.
Para esto, hagamos
far1(@) =€ = Pogi(z) vy fa(z) =€ = Pu(2).

Enton(.:es, Jnt+1(0) =.0 Y fas1(2) = fa(z) > 0 para z > 0. Por lo tanto, fn4i
es estr’lctamente creciente, y entonces fp4+1(z) > 0 para z > 0, como se deseaba.
Asi pues, dado nuestro entero m, tenemos una desigualdad

2 m+1
l+z+Z 4.4 2

] myni <& para >0

Div'idimos ambos lados de esta desigualdad entre z™. Entonces el lado izquierdo
esta formado por una suma de términos positivos, el tltimo de los cuales es
_r
(m+1)"
Por lo tanto, obtenemos la desigualdad
z < e*
(m+1) " zm
Ct?mo el lado izquierdo se vuelve grande cuando z se vuelve grande, sucede lo
mismo con el lado derecho, y queda probado el teorema 5.2.

para z>0.

Ejemplo. Tracemos la grifica de f(z) = ze®. Tenemos

fl(z) =ze” + € =e*(z + 1).
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Como €* > 0 para todo z, obtenemos:
fl@)=0 < z+4+1=0 < =z=-1,
f(2)>0 <= =z4+1>0 <+ z>-1,
fz)<0 <= =2+1<0 <= =z<-1
Hay un solo punto critico en z = —1, y las otras desigualdades nos dan regiones

de crecimiento y de decrecimiento para f.
Respecto hacia dénde se dobla:

fl(2)=€" - 1+e(z+1)=€e"(x+2).
Entonces:
ffz)=0 <= =z=-2
f'(z)>0 <= z>-2 <= [ sedoblahacia arriba,
f'(2)<0 <= 2<-2 <= [ se dobla hacia abajo.
Siz — 00, entonces e — oo, de modo que f(z) — oo.
‘! Siz— —o0, entonces hacemos ¢ = —y, con y — oo.
Por el teorema 5.1,
ze® =—ye ¥ -0 si y — 00.
Finalmente, f(0) =0, f(=1) = —1/e, f(—2) = —2/e?, por lo que la grifica

se ve asi.

Gréfica de f(x) = xe*

_? -1

(=2, ~2/e%) [
(-1, =1/0)

Ejemplo. Sea 0 < a < 1, donde a es un nimero fijo. Hallar el méximo de
la funcién

f(z) = zd®.
Primero se toma la derivada:
f'(z) =z-a®loga +a”
=a"(zloga+1)

Como a® > 0 para todo z, vemos que
1

“loga’

f@)=0 < z=

13
t
i
fr
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Asi, la funcién tiene exactamente un punto critico. Mas atn,

fl(x)>0 <<= =zloga+1>0 <= =z<-

fi(z) <0 <= =zloga+l<0 < z>-—01.

(Recuerden que 0 < a < 1, de modo que loga es negativo.) En consecuencia,
la funcién es creciente en el intervalo situado a la izquierda del punto critico, y
decreciente en el intervalo que esta a la derecha del punto critico. Entonces, el
punto critico es el maximo deseado. El valor de f en este punto critico es igual
a

- -1_ —-1/loga _ L —~loga/loga
f-1/loga) = ~ oo os = L
_ 1
eloga’

Ejemplo. Mostrar que la ecuacién 3° = 5z tiene al menos una solucién.
Sea f(z) = 3° — 5z. Entonces f(0) = 1 y, mediante intento y correccién,
hallamos un valor donde f sea negativa, a saber

f@=9-10<0.

Por el teorema del valor intermedio, existe algin nimero z entre 2 y 0 tal que
f(z) =0, y este ntimero llena nuestros requerimientos.

De los teoremas 5.1 y 5.2, por medio de un cambio de variable, podemos
analizar lo que sucede cuando se compara logz con potencias de z.

Teorema 5.3. Cuando = se vuelve grande, el cociente z/logz también se
vuelve grande.

Demostracion. Nuestra estrategia es reducir este enunciado al teorema 5.1.
Hacemos un cambio de variables. Sea y = logz. Entonces z = € y nuestro
cociente tiene la forma

=z _¢

logz ~ y’
Sabemos que y = logz se vuelve grande cuando z se vuelve grande. Y, por el
teorema 5.1, lo mismo sucede con e¥/y. Esto prueba el teorema.

Corolario 5.4. Cuando & se vuelve grande, la funcién z —logz también se
vuelve grande.
Demostracién. Escribimos

_ log
a:—log:c—:c( - ),

que es el factor z en la expresién z —logz. Por el teorema 5.3, (logz)/z tiende
a 0 cuando z se vuelve grande y, como resultado, el factor
logz.
Tz
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tiende a 1. El factor z se vuelve grande, por lo que el producto se vuelve grande.
Esto prueba el corolario.

Observacién. Hemos usado la misma técnica de factorizacién que la usada
al analizar el comportamiento de los polinomios, como cuando escribimos

23 -222+5=23 <1—2+-§-3-)
z =z

para ver que el término z3 determina el comportamiento del polinomio cuando
z se vuelve grande.

Corolario 5.5. Cuando = se vuelve grande, z'/* tiende a 1 como limite.
Demostracién. Escribimos

zl/z’ - e(log t)/:l.'.

Por el teorema 5.3 sabemos que (logz)/z tiende a 0 cuando z se vuelve grande.

Por lo tanto,
e(logz)/=

tiende a 1, segiin se deseaba.

Observacién. En el corolario 4.5 usamos el hecho de que la funcién e* es
continua, pues cualquier funcién diferenciable es continua. Si u tiende a uo
entonces e tiende a e¥°. Asi, si u = (logz)/z, entonces u tiende a 0 cuando

z se vuelve grande, de modo que e* tiende a €® = 1.

VIil, §5. EJERCICIOS

1. Trazar la grifica de la curva y = ze?*. En éstos y otros ejercicios pueden conside-
rarse opcionales las cuestiones de convexidad, pero suelen salir ficilmente.
Trazar las grificas de las funciones siguientes. (En los ejercicios del 6 al 10, z # 0.)

2. ze=" 3. ze=* 4. 2%
5. z%e”* 6. e*/z 7. € /z?
8. e /g8 9. "~z 10. e+
11. e~ 4z

12. Trazar la grifica de f(z) =z —logz.

13. Mostrar que la ecuacién e” = az tiene al menos una solucién para cualquier nimero
a excepto cuando 0 < a<e.

14. (a) Dar valores de zlogz cuando z =1, 1, 1,..., en general cuando z = 1/2"
para algiin entero positivo n.
(b) ;Tiende zlogz a un limite cuando £ — 0?7 ;Qué sucede con z2log z? [Idea:
Sea z = e~Y, donde y se hace grande.]

15. Sea n un entero positivo. Probar que z(logz)” — 0 cuando z — 0.

16. Probar que (logz)"z — 0 cuando z — oo.
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17. Trazar las curvas siguientes para z > 0.
(a) y=zlogz (b) y=1z’logz
(c) y=z(logz)’ (d) y=z/logz

18. Mostrar que la funcién f(z) = z” es estrictamente creciente para z > 1/e.
19. Trazar la curva f(z) = z° para z > 0.

20. Trazar la curva f(z) =z~ para z > 0.

21. Sea f(z)=2"z". Mostrar que f es estrictamente creciente para z > 1/2e.

22. Hallar los limites siguientes cuando n — oo
(a) (logn)*/" (b) [(logn)/n]'/"
(© (nfem)*" @ (nlogn)'/

Vill, §6. EL LOGARITMO COMO EL AREA BAJO LA CURVA 1/x

Esta seccidn es interesante por si misma, pues nos da una idea mas clara de lo que
es el logaritmo. También proporciona una agradable y breve introduccién a la
integracidn, la cual se analizard en la parte siguiente. Daremos una interpretacién
del logaritmo como el drea bajo una curva.

Definimos una funcién L(z) como el 4rea bajo la curva 1/z entre 1 y z si
z > 1, y el negativo del drea bajo la curva 1/z entre 1 y zsi 0 <z < 1. En
particular, L(1) =0.

La parte sombreada de la figura siguiente representa el area bajo la curva
entre 1 y z. Del lado izquierdo tomamos z > 1.

Grificade f(x) = 1/x

Griaficade f(x) =1/x

L(z) para z>1 L(z) para 0<z<1

Si .0 < z < 1, tendriamos la figura que se muestra a la derecha. Hemos dicho
que, si 0 < £ < 1, entonces L(z) es igual al negativo del drea. Asi, L(z) < 0 si
0<z<l,y L(z)>0siz>1.

Probaremos:
1. L'(z) = 1/=.
2. L(z) = logz.
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La primera afirmacién de que L/(z) = 1/z es independiente de todo lo demds
en este capitulo, y lo enunciamos en un teorema separado.

Teorema 6.1. La funcién L(z) es diferenciable, y
dL(z) 1
dz =z
Demostracién. Formamos el cociente de Newton
L(z + h) — L(z)
h
y debemos probar que tiende al limite 1/z cuando h tiende a 0.

Tomemos por el momento z > 1 y h > 0. Entonces, L(z + h) — L(z) es el
area bajo la curva entre z y £+ h. Como la curva 1/z es decreciente, esta area
satisface las desigualdades siguientes:

hrlh < Lz +h) - L(z) < hs.
En efecto, 1/z es la altura del rectangulo grande segiin esta trazado en la figura
siguiente y 1/(z + k) es la altura del rectangulo pequeiio. Como h es la base
del rectangulo, y como el 4rea bajo la curva 1/z entre z y z + h esta entre

1/z
1/(z+h)

z x+h

los dos rectdngulos, vemos que satisface nuestras desigualdades. Dividimos am-
bos lados de las desigualdades entre el niimero positivo h. Entonces se preservan
las desigualdades y obtenemos
1 < L(z + h) — L(x) < l
z+h h z

Cuando h tiende a 0, el cociente de Newton estd comprimido entre 1/(z + h)
y 1/z y en consecuencia tiende a 1/z. Esto prueba nuestro teorema en el caso
h>0.

Cuando h < 0, usamos un argumento analogo, que dejamos como ejercicio.
(Se debera prestar atencién al signo de L. Ademds, cuando se divida una des-
igualdad entre h y h < 0, se invertira el sentido de la desigualdad. Sin embargo,
se verd que de nuevo el cociente de Newton se comprimeé entre 1/z y 1/(z+h).)
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Teorema 6.2. La funcién L(z) es igual a logz.

Demostracién. Ambas funciones, L(z) y logz, tienen la misma derivada, a
saber, 1/z para z > 0. Por lo tanto, existe una constante C tal que

L(z) =logz + C.
Esto es cierto para todo z > 0. En particular, sea £ = 1. Obtenemos
0=L(1)=logl+C.
Pero log1 = 0. Por lo tanto, C' =0, y el teorema esta probado.

Puede usarse la identificacién de log con el 4rea bajo la curva 1/z para dar

desigualdades para el log. Esto es sencillo Y se propone como ejercicio. También
podemos obtener un estimado para e.

Ejemplo. El irea bajo la curva 1 /z entre 1 y 2 es menor que el drea de un

rectangulo cuya base es el intervalo [1,2] y cuya altura es 1 segin se muestra
en la figura siguiente: ’

1/2

Por lo tanto, obtenemos la desigualdad
log2 < 1.

Como loge =1, se sigue que 2 < e. Esto da un estimado por abajo de e.

De manera anéloga obtenemos un estimado por arriba. El drea bajo la curva
[11/x2]entre 1 yI 2 es ma)}or que el drea del rectangulo cuya base es el intervalo

»4] ¥ cuya altura es 1/2, seglin se mostré en la figur teri
obtenemos la desigualdad gure snterior. Tor lo tanto,
log2 > %
Entonces
log4 = log(2%) = 2log2>2-= =1.

Como loge = 1, se sigue que e < 4.

En los ejercicios del 16 al 19 de la seccién §1 vimos otro método para obtener

estimados para e. El método con el area bajo la curva se puede usar en otros
contextos, y es 1til por si mismo.

N =
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VIll, §6. EJERCICIOS

1. Sea h un nimero positivo. Comparar el drea bajo la curva 1/z entre 1y 1+ 4
con el drea de rectingulos adecuados para mostrar que
h
—— <log(1+ &) < h.
T35 < og(1+ k) <

2. Probar, usando el ejercicio 1, que
1
lim - 1+h)=1.
fim, 3 og(1 + )
3. Probar, mediante comparacién de dreas, que para todo entero positivo n tenemos
1 1 1
1 < (14) <o

4. En lugar de usar, como en el texto, log4 = log (2?), usar dos rectdngulos bajo la
grifica de 1/z, con bases [1,2] y [2,4], para mostrar que log4 > 1.

><vm, APENDICE. DEMOSTRACION SISTEMATICA DE LA TEORIA
DE EXPONENCIALES Y LOGARITMOS

En lugar de suponer las cinco propiedades bdsicas de la funcién exponencial,
como en las secciones §1 y §3, pudimos dar una presentacién del log y de la
exponencial como sigue. Esto es s6lo para quienes estén interesados en la teoria.
Comenzamos definiendo L(z) como lo hicimos en la seccién §6. La demos-
tracién de que L'(z) = 1/z es autocontenida y produce una funcién L definida
para todo z > 0 y que satisface
L(z)=1/z y L(0)=1.

Como 1/z > 0 para todo z > 0, se sigue que la funcién L es estrictamente

creciente, de modo que tiene funcién inversa que denotamos por z = E(y).
Entonces, al usar la regla para la derivada de una funcién inversa, hallamos:

Asi hemos hallado una funcién E tal que E'(y) = E(y) para todo y. En otras
palabras, hemos hallado una funcién igual a su propia derivada.
Como L(0) = 1, hallamos que E(1) = 0.

A continuacién probamos:

Para todos los nimeros a, b > 0 tenemos

L(ab) = L(a) + L(b).

Demostracion. Fijar el nimero a y sea f(z) = L(az). Por la regla de la
cadena, obtenemos

1
F@)=—-a=1.
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Como L y f tienen la misma derivada. ila
» hay una constante C' tal que f(z) =
L(z) + C para todo £ > 0. En particular, para £ = 1 obtenemos ave 1(z)
5 ; L@)=f(1)=L)+C=0+C=C.
e modo que L(a) = C y L(az) = L i

e, (az) (z) + L(a). Esto prueba la primera

Com(l)l L'(z)=1 /:; > 0 para z > 0, se sigue que L es estrictamente creciente.
Como L"(z) = —1/22 < 0, se sigue que L se dotla hacia abajo.

Sea a > 0. Obtenemos:

L(a®) = L(a) + L(a) = 2L(a),

. L(a®) = L(a%a) = L(a®) + L(a) = 2L(a) + L(a) = 3L(a).
Al continuar de esta manera, obtenemos que, para todos los enteros positivos n:
L(a™) = nL(a)
En partic.ular, témese a > 1. Como L(1) = 0, concluimos que L(a) > 0, pues
L es estrictamente creciente. Por lo tanto, L(a") — oo cuando n — o<; De
nuevo, dado que L es estrictamente creciente, se sigue que L(z) — oo cuando
z — 00.
De la férmula
0=L(1) = L(aa™!) = L(a) + L(a™h)

concluimos que

L(a~t) = —L(a).

gn:z:::smac]on, sea z que tiende a 0. Se escribe z = 1/y donde y — oo.
L(z) =-L(y) > —0c0  cuando Yy — 0o
de modo que L(z) — —oco cuando z — 0.
. Sea ahora E la funcién inversa de L. Ya probamos que E’ = E. La funcién
inversa de L se define en el conjunto de valores de L, que son todos los niimeros
El conjunto de valores de E es el dominio de definicién de L, que es el conjuntc;
de;; l'os nﬁme;os pgsitivos. De este modo, E(y) > 0 para todo Y. Asi, E es
(}a-;/s' ;;c:lzlll:l(—:;l;ea:::iraec;:g:)ea.y E"(y) = E(y) para todo y muestra que la gréfica de
Tenemos que E(0) =1, pues L(1)=0.
Entonces podemos probar que

E(u +v) = E(u)E(v).

A saber, sean a = E(u) y b = E(v). Por el significad i6n i
) = . d
s Sl R A ) gnificado de funcién inversa,
L(ab) = L(a) + L(b) = u + .
Por lo tanto,
E(u)E(v) = ab = E(u + v),
como habia que mostrar.
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Definimos ahora e = E(1). Como E es la funcién inversa de L, tenemos
L(e) = 1. De la regla
E(u+v) = E(u)E(v)

obtenemos ahora que, para cualquier entero positivo n,
E(n)y=E(1+1+---+1)=E(1)" = e”.
De manera analoga,
E(nu) = E(u)".

Hacer u = 1/n. Entonces

e:E(l):E(n-%):E‘(%)n.

Por consiguiente, E(1/n) es laraiz n-ésima de e. A partir de ahora escribiremos

U

e* enlugar de E(u).

A continuacién tratamos con la funcién exponencial general.
Sea a un nimero positivo y z cualquier nimero. Definimos

a® = ezloga.

Asi,
a\/f = e\/f loga

Al hacer u = zloga y usando loge* = u, hallamos la férmula

loga® = zloga.

Por ejemplo,
log?ﬁ/i =2log3.
Una vez hecha la definicién general de a®, en aquellos casos donde tenemos una

idea preconcebida de lo que debera ser a”, por ejemplo cuando £ = n es un
entero positivo, debemos estar seguros de que

e"1989  ¢g el producto de a consigo mismo n veces.
Por ejemplo, tomar z = 2. Entonces

62 loga _ eloga+loga = elogaeloga =a-a,

ealoga - eloga+loga+loga = elogaelogaelbga —a-a-a.
y asi sucesivamente. Para cualquier entero positivo n tenemos

e” loga

= elog a+loga+:--+loga

= eIog aeloga . eloga

=a-a---a (producto tomado n veces).
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Entonces, si iti nloga gigni
; » 81 T es un entero positivo, e"'°€ significa el producto de a consigo
mismo n veces.

De manera aniloga,

(1/n)logayn __ _(1/n)l n a
(e )* = e(t/m)logag(1/n)loga  (1/n)log (producto tomado n veces)

= e(1/n)loga+(1/n)loga+---+(1/n)loga
— (loga
=a.
Por lo tanto, la n-ésima potencia de e(1/n)loga ¢g igual a a, de modo que
e(/M)loga o5 13 n_ésima raiz de a.

EStO Hluestra que € 3 es 10 que se espela uando T €s el'ltelo pOSltlvo o
C
un
una f!a.CCIOn.

| A continuacién probamos otras propiedades de la funcién a®. En primer
ugar:

a®=1.

Demostracién. Por definicién, a® = 01088 — ¢0 = 1,

Para todos los nimeros = y y tenemos

ar+y =a%a¥.

Demostracién. Comenzamos con el lado derecho para tener
aa? = ez]ogaey loga - ezloga-’-y loga
= e(+y)loga

= a®1y,
Esto prueba la férmula.

Para todos los nimeros z y y,

(a°) = a%v.,

Demostracion.

(az)y = eYloga®

vz loga (pues u¥ = Y198 para u > 0)
=e

(pues loga® = zloga)
=a"¥ (pues a’ = etl°84 cop el
valor particular ¢t = zy = yz)
probando asi la propiedad deseada.

Hasta aqui ya recuperamos las cinco propiedades de la funcién exponencial
general que se usaron en las secciones §1, §2 y §3.
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Viil, APENDICE. EJERCICIO
Parte tres

Suponer que no se sabe nada acerca de las funciones logaritmo y exponencial. Se nos
da una funcién E tal que :

E'(z) = E(z) para todos los mimeros z, y E(0) =1. | P4
Probar: : l nteg raCI O n

(a) E(z) # 0 para todo z. [Idea: Diferenciar el producto E(z)E(—z) para mostrar
que este producto es constante. Usar E(0) =1 y decir cudl es la constante.] i
(b) Sea f una funcién tal que f'(z) = f(z) para todo z. Mostrar que existe una
constante C tal que f(z) = CE(z). '

(c) Para todos los niimeros u y v, la funcién E satisface
E(u+ v) = E(u)E(v). '

[Idea: Fijar el nimero u y sea f(z) = E(u + z). Después aplicar (b).]




CAPITULO  IX

Integracion

En este capitulo resolveremos de manera mas o menos simultinea los problemas
siguientes:

(1) Dada una funcién f(z), hallar una funcién F(z) tal que
F'(z) = f(2).
Esto es lo inverso de la diferenciacién y se llama integracién.

(2) Dada una funcién f(z) que sea > 0, dar una definicién de 4rea bajo la
curva y = f(z) que no recurra a la intuicién geométrica.

En realidad, en este capitulo damos las ideas que dan origen a las soluciones
de nuestros dos problemas. Las técnicas que nos permiten calcular realmente
cuando se dan datos especificos se postergaran para el capitulo siguiente.

Al desarrollar el problema (2) seguiremos una idea de Arquimedes. Se trata
de aproximar la funcién f mediante funciones horizontales, y el drea bajo f
mediante la suma de pequefios rectidngulos.

/I’X,/§—1.\ LA INTEGRAL INDEFINIDA

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo.
Definicién. Una integral indefinida para f es una funcién F tal que
F'(z) = f(z) paratodo z en el intervalo.

Si G(z) es otra integral indefinida de f, entonces también G'(z) = f(z). Por
lo tanto, la derivada de la diferencia F — G es 0: '

(F - G)(2) = F'(x) - G'(¢) = f(z) - f(z) = 0.
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En consecuencia, por el corolario 3.3 del capitulo V, existe una constante C tal
e F(z)=G(z)+C
para todo z en el intervalo. )

Ejemplo 1. Una integral indefinida para cosz seria senz. Pero también
senz + b es una integral indefinida para cosz.

Ejemplo 2. logz es una integral indefinida para 1/z, y también lo es
logz +10 o logz — 7. . '

En el capitulo siguiente se desarrollaran técnicas para hallar mtegrale? md;e-
finidas. Aqui simplemente observamos que cada vez que se prueba una férmula

para una derivada, tiene una analoga para la .integral. .
Es costumbre denotar una integral indefinida de una funcién f por

/f 0 /f(z)dz.

En esta segunda notacién, la dz carece de sentido por si mi.sma. Es lfz e;c—
presién completa [ f(z) dz la que tiene sentido. Cuando estuti’leglos el método
de la sustitucion en el siguiente capitulo, confirmaremos lo practico de nuestra

notacién. ) ) .
Haremos ahora una tabla de algunas integrales indefinidas usando la infor-

macién obtenida sobre las derivadas.
Sea n un entero, n # —1. Entonces tenemos

zn+1
n p—
/z dz = ntl

/ldz = logz.
z

(Esto es cierto sélo en el intervalo z > 0 J)
En el intervalo z > 0 tenemos ademas

zc+1
Cdp =
/ z¢dz = o
para cualquier nimero ¢ #-1. . o .
Las siguientes integrales indefinidas son validas para todo z.

Si n = —1, entonces

/coszd:c: sen z, /_sen:cdz: —cosz,

/e”dm =", /1-:22 dz = arctanz.
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Finalmente, para —1 < z < 1 tenemos

/ 1

—————dz = arcsen z.

V1-—2z2

En la practica se omite con frecumm:ervalo en el cual estan definidas

las diferentes funciones con las que trabajamos. Sin embargo, debemos tenerlo
presente en cualquier problema especifico. Por ejemplo, si escribimos

/2—1/3 dz = g ‘zz/a,

esto es valido para £ > 0 y también es vilido para £ < 0. Pero 0 no puede
estar en ninguin intervalo de definicion de nuestra funcién. Asi, podriamos tener

/z'”sd:c =3.22345
cuando z <0,y

/z‘l/sdzz $.223-2
cuando z > 0. También se podrian usar otras constantes cualesquiera ademas
de 5y —-2.

Acordemos que las integrales indefinidas estan definidas sélo sobre intervalos.

Asi, al considerar la funcién 1/z, tenemos que considerar separadamente los
casos £ > 0y £ < 0. Para z > 0 ya observamos que logz es una integral

indefinida. Sucede que también para el intervalo £ < 0 podemos encontrar una
integral indefinida, y de hecho tenemos

/%d.’c =log(—z), para z<0.

Observen que, cuando z < 0, —z es positivo, y asi log(—z) tiene sentido. Por la
regla de la cadena, la derivada dé log(—z) es igual a 1/z; a saber, sea u = —=z.
Entonces du/dr = -1,y

dlog(-z) 1 1
dz —z( = z
Para z < 0, cualquier otra integral indefinida esta dada por
log(—z) + C,

donde C es una constante.
A veces se dice que, para todos los casos,

/%d:c:log]zH-C.

Con nuestras convenciones no atribuimos significado a esto, pues nuestras fun-
ciones no estan definidas sobre todos los intervalos (lo impide la ausencia del
punto 0). En todo caso, la férmula seria falsa. En efecto, para £ < 0 tenemos

/id:c = log|z| + Ci,
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y para £ > 0 tenemos
/idz =log|z| + C>.

Sin embargo, las dos constantes no son iguales necesariamente, y, por lo tanto,
no podemos escribir

/idz:log|z|+0

para todos los casos. Esta férmula es cierta sélo sobre un intervalo que no
contenga a 0.

iIX, §1. EJERCICIOS

Hallar integrales indefinidas para las funciones siguientes:

1 1
3. pa 4, 32
(En estos dltimos dos problemas, especificar los intervalos sobre los cuales se halla la
integral indefinida.)

1. sen2z 2. cos3z

IX, §2. FUNCIONES CONTINUAS

Definicidén. Sea f(z) una funcién. Diremos que. f es continua si
lim f(z+h) = £(z)

para todo z para el cual estd definida la funcién.

Se sobreentiende que, al tomar el limite, sélo se consideran valores de h para
los cuales f(z + h) esta definida. Por ejemplo, si f estd definida en un intervalo

a<z<b
(suponiendo que a < b), entonces diriamos que f es continua en a si
ll_tg f(a+ k) = f(a).
A>O0

No podemos tomar h < 0, ya que la funcién no estaria definida para a + h si
h<O0.

En términos geométricos, una funcién es continua si no hay cortes en su
gréfica. Todas las funciones diferenciables son continuas. Ya habiamos observado
este hecho, pues si un cociente

f@+h) - f(z)
h
tiene un limite, entonces el numerador f(z + k) — f(z) debe tender a 0, puesto
que

lim f(z + h) = f(z) = Jim pfEh) - 1(=) +’2 = f(z)

=limhh’mw=0.

—0 h—0
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Las siguientes son graficas de funciones que no son continuas.
En la figura 1 tenemos la grafica de una funcién como‘ :
f(z)=-1 si z2<0,
f(z)=1 si z>0.

____1. -1
Figura 1

Vemos que
fla+h)=f(h)=1
para todo h > 0. Por lo tanto,
}g{% fla+h)=1,
lo que no es igual a f(0).

Un fenémeno similar ocurre en la figura 2, en donde hay cortes. (Ver el
ejemplo 6 del capitulo III, §2.)

LS

IX, §3. AREA

Sean a < b dos niimeros y sea f(z) una funcién definida en el intervalo a <z<
b. Este intervalo cerrado se denota por [a,}].

Deseamos hallar una funcién F(z) que sea diferenciable en este intervalo y
tal que
Fi(z) = f(2).

En esta seccién apelamos a nuestra intuicién geométrica respecto al area.
Suponemos que f(z) > 0 para todo z en el intervalo. Sea:

F(z) = medida numérica del 4rea bajo la grafica de f entre a yz.
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La figura siguiente ilustra esto.

a T b

Tenemos entonces que F(a) = 0. El drea entre a y a es 0.
Teorema 3.1. La funcién F(z) es diferenciable, y su derivada es f(z).

Demostracién. Dado que definimos geométricamente a F', tendremos que
argumentar geométricamente. :
Tenemos que considerar el cociente de Newton
F(z+h) - F(z)
—_—
Supongamos primero que z no es igual al punto extremo b, y supongamos

ademds que consideramos solamente valores de h > 0.
Entonces, F(z + h) — F(z) es el drea entre z y z + h, lo cual, representado

en una figura, se veria asi.

£(s)

@

El srea sombreada representa F(z + h) — F(z).

Sea s un punto, en el intervalo cerrado [z,z + k], que es un méximo para
nuestra funcién f en ese pequeiio intervalo. Y sea ¢t un punto, en el mismo
intervalo cerrado, que es un minimo para f en ese intervalo. Asi,

1) < £ < £6)

para todo u que satisfaga
z<u<z+h

(Estamos forzados a usar otra letra, u, pues ya se usé = J) 3

El 4rea bajo la curva entre z y z + h es mayor que el drea del pequefio
rectangulo de la figura anterior, i.e. el rectangulo que tiene base h y altura
7). ,

El 4rea bajo la curva entre z y z + h es menor que el drea del rectingulo
grande, i.e. el rectangulo que tiene base h y altura f(s).
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Esto nos da
h-£(t) < F(z +h) - F(z) < h- £(s).
Dividiendo entre el niimero positivo h se tiene

sy < TEFN=FE) g,

Como s y t estan entre £ y =+ h, cuando h tiende a 0 tanto f(s) como f(t)
tienden a f(z). Por lo tanto, el cociente de Newton para F' estd comprimido
entre dos niimeros que tienden a f(z), de modo que también debe tender a f(z),
y hemos probado el teorema 3.1 cuando kA > 0.

La demostracién es esencialmente la misma que aquella que usamos para
obtener la derivada de logz. La iinica diferencia en este caso es que escogimos un
méximo y un minimo sin poder dar un valor explicito para ellos, como lo hicimos
para la funcién 1/z. Aparte de esto, no hay diferencia en los argumentos.

Si z = b, vemos valores negativos para h. El argumento en ese caso es
completamente andlogo al que escribimos en detalle, y de nuevo hallamos que el
cociente de Newton de F estd comprimido entre f(s) y f(t). Lo dejamos como
ejercicio.

Sabemos ahora que si F(z) denota el drea bajo la grifica de f entre a y z,

entonces

F'(z) = f(2).
Podemos calcular el drea en la practica mediante la propiedad que aparece en el
cuadro de la pigina siguiente.

Sea G cualquier funcion en el intervalo a < z < b tal que
G'(z) = f(=).
Entonces el drea bajo la grifica de f entre z =a y z = b es igual a

G(b) — G(a).

Demostracién. Como F'(z) = G'(x) para todo z, las dos funciones, F y G,
tienen la misma derivada en el intervalo. Por lo tanto, existe una constante C
tal que

F(z) =G(z)+C paratodo z.
Sea z = a. Obtenemos
0= F(a) = G(a)+ C.
Esto muestra que C' = —G(a). Por lo tanto, al hacer z = b se tiene
F(b) = G(b) — G(a).
Asi, el 4rea bajo la curva entre a y b es G(b) — G(a). En la prictica es muy 1til
saber esto pues usualmente podemos adivinar la funcién G.
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Ejemplo 1. Hallar el area bajo la curva y=z? entre z=1y z = 2.

Sea f(z) = z%. Si G(z) = z3/3, entonces G'(z) = f(z). Por lo tanto, el
area bajo la curva entre 1 y 2 es

2 13 7
G(2)—G(l)=?—?=§.

Ejemplo 2. Hallar el drea bajo un arco de la funcion sen z.
Tenemos que hallar el drea bajo la curva entre 0 y . Sea
G(z) = —cosz.
Entonces G’'(z) = sen z, por lo que el drea es
G(7) — G(0) = —cos 7 — (— cos 0)
= —(—1) +1
=2.

Nétese lo asombroso que es esto. El arco de la curva seno que va de 0 a 7 parece
una curva muy irracional y, sin embargo, jel drea resulta ser el entero 2!.

IX, §3. EJERCICIOS

Hallar el 4rea bajo las curvas dadas entre las cotas dadas.
l.y=zentrez=1y z=5.

2. y=zentrez=0y z=2.

3. y=cosz, un arco.

4. y=1/z entrez=1y z=2.

5. y=1/z entrez =1y z=3.

6. y=z*entreg=—-1yz=1.

7. y=e¢“ entrez=0y z=1.

v IX, §4. SUMAS SUPERIORES E INFERIORES

Para mostrar -~ existencia de la integral, usamos la idea de aproximar las curvas
por medio de funciones constantes.
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Ejemplo. Consideren la funcién f(z) = z2. Suponiendo que queremos ha-
llar el drea entre su grificay el eje z,de 2 =0 a z = 1, se corta el intervalo
[0,1] en intervalos pequefios y se aproxima la funcién por medio de funciones
constantes, como se muestra en la figura siguiente.

Grificade y = x*

O Olp

R
Hemos usado tres intervalos, de longitud 1/3, y en cada uno de éstos tomamos

la funcién constante cuyo valor s el cuadrado del extremo derecho del intervalo.
Estos valores son, respectivamente, '

f/3)=1/9,  f(2/3)=4/9, f(1)=1
Asi obtenemos tres rectangulos, situados sobre la curva y = z%. Cada rectangulo
tiene base de longitud 1/3. La suma de las 4reas de estos rectangulos es igual a
f+irn=4.
También pudimos haber tomado estos rectangulos debajo de la curva si hubié-

ramos usado los valores de f en los extremos izquierdos de los intervalos. La
ilustracién es como sigue:

Graficade y = x?

¥ 3 1

Las alturas de los tres rectangulos obtenidos asi son, respectivamente,
fO =0, f1/3)=1/9,  f(2/3)=4/9.
La suma de sus éreas es igual a
s0+5+3) =73
De este modo, sabemos que el drea bajolacurva y=z2 entre z=0y z = 1
estd entre 5/27 y 14/27. Esta no es una muy buena aproximacién a esta irea,
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pero podemos obtener una mejor si usamos intervalos mas pequefios, digamos
de longitudes 1/4, 1/5 o 1/6, o, en general, 1/n. Escribamos la aproximacién
con intervalos de longitud 1/n; los extremos de los intervalos serdn entonces

123 n—-1n

'n’n’n’7 o n
Si aproximamos la curva anterior, obtendremos rectangulos de alturas iguales a

(1 1 2\ _ 2 ny _ n?
f(;;) =5 f(;) =13 f(;;) =
respectivamente. El término general para la altura de dicho rectangulo es

k k2
f(;) =-3 para k=1,2,...,n.

En la figura siguiente dibujamos estos rectangulos.

S
B3N]
NEE Y
EIES
33

Vemos en la figura que la aproximacién a la curva ya estd mucho mejor. El drea
de cada rectangulo es igual a
1 k2
n n?’
puesto que es igual a la base por la altura. La suma de estas areas es igual a

k=1,...,n,

1 ¢ 1
n_32k2=§(1+22+32+“.+n2)'
k=1

Dicha suma se llama suma superior porque se toma el maximo de la funcién
-1

. k k .
22 sobre cada intervalo [ ,—|. Cuando tomamos n cada vez mas grande,
n

es plausible que dichas sumas aproximen al drea bajo la grafica de z? entre 0 y
1. En todo caso, esta suma superior es mayor que el area.

Escribiremos ahora en general las sumas que aproximan el drea bajo una
curva. Nétese que podemos tomar rectdngulos que estén sobre la curva o bajo
la curva, dando lugar asf a sumas superiores y a sumas inferiores.

Sean a y b dos niimeros, con @ < b. Sea f una funcién continua en el
intervalo a <z <b.
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Definicién. Una particién del intervalo [a, ] es una sucesién de mimeros
a=zp<z;<23<...<z,=b, (tambiéhsewcribe {a==g,...,2n =b})
entre a y b, tal que z; < zi4+1 (i =0, 1,..., n — 1). Por ejemplo, podriamos

tomar s6lo dos nimeros,
To=a y z;=b.

A ésta se le llamara particién trivial.
Una particién divide nuestro intervalo en una multitud de pequeiios intervalos

[xi, $i+1] .

i I 4 n e
T

z) Tg T3 -+ ZTn-1 Tn=b

i<}
I
&

Dado cualquier nimero entre a y b, ademds de zo,...,z,, podemos agregarlo
a la particién para obtener una nueva particién que tenga un intervalo mas

. pequefio. Si agregamos suficientes niimeros intermedios, la particién se podra
- hacer arbitrariamente pequefia.

Sea f una funcién definida en el intervalo
a<z<b
y continua. Si ¢; es un punto entre z; y z;41, entonces formamos la suma

feo)(z1 — o) + fler)(x2 — z1) + -+ + fen=1)(Zn — Tn-1).

Dicha suma se llamard suma de Riemann. Cada valor f(c;) se puede ver como
la altura de un rectdngulo, y cada (z;+1 — z;) se puede ver como la longitud de
la base.

Sea s; un punto entre z; y zi4+; tal que f tenga un maximo en este pequefio
intervalo [2;, z;41] en s;. En otras palabras,

f(@) < f(si) para =z <z < wiga.

Entonces los rectangulos se ven como los de la siguiente figura, en donde sucede
que sg es igual a z;, s; = §; segun se muestra, s; = 3, S3 = T4, 54 = S4
segin se muestra.

To Ty 8 T2 T3 T4 84 Ts

La idea principal que vamos a desarrollar es que, conforme vamos haciendo
cada vez mas pequefios los intervalos de nuestras particiones, la suma de las dreas
de los rectangulos tenderd a un limite, y este limite se puede usar para definir el
area bajo la curva.
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Si P es la particién dada por los nimeros
o<z Sx2< - < T,y
entonces la suma
f(s0)(z1 —z0) + f(s1)(z2 — 1) + -+ + f(8n-1)(Tn — Tn-1)
se llamard suma superior, asociada con la funcién f y la particién P del
intervalo [a,b]. La denotaremos por los simbolos
UXP,f) o,simplemente, U(P,f).

Observen, sin embargo, que cuando f(z) se vuelve negativo, el valor f(s;)
puede ser negativo. Asi, el rectdngulo correspondiente da una contribucién ne-
gativa

F(si)(@ig1 — i)
a la suma. Ademads, es aburrido escribir la suma repitiendo cada término, de
modo que usaremos la abreviacién

n-1
D f(si) (i1 — i)
i=0
para referirnos a la suma de los términos f(s;)(z;41 — %;) cuando ¢ varia de 0
a n—1. Asi tenemos:
Definicidn. La suma superior de f respecto a la particién es

n-1
U:(P, f) = Ef(si)(-""i+l —-’l?s'),

i=0

donde f(s;) es el maximo de f en el intervalo [z;, z;41]. Nétese que los indices

i vande 0 a n— 1. Asi, la suma se toma para i =0,...,n— 1.

Por definicion tenemos que

; max ]f = f(si) = méximo de f en el intervalo z; <z < zi41.
T, Ti41
Entonces la suma podria escribirse también con la notacién

U:(P’f) = nil ( max f) (zig1 — 2i).
le ,

izo i Tig1]

En lugar de tomar un méximo s; en el intervalo [z;,z;41], pudimos haber tomado
un minimo. Sea ¢; un punto en este intervalo, tal que
f(t) < f(z) para z; <z <zig
Llamamos a la suma
F(to)(z1—z0) + f(t1) (22 — z1) + - + f(tn-1)(%n — Tn-1)
suma inferior asociada con la funcién f y la particién P del intervalo [a,?].
La suma inferior se denotara por
LY(P,f) o,simplemente, L(P,f).
Asi tenemos la
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Definicién. La suma inferior de f respecto a la particién es la suma

LY = Y ft) @er - 22,

i=0

donde f(t;) es el minimo de f en el intervalo [z;, z;41].

En la figura siguiente hemos dibujado un término tipico de la suma.

NS

£ St t Ti+1

Podemos reescribir esta suma inferior usando una notacién semejante a la usada
en la suma superior. A saber, hacemos

[ min | f = minimo de f en el intervalo [z;, z;41]
Zi ) Tig1
= f(t.').

Entonces

L?.(P,f)=”i( min 1) (sis1 - 20).
|

io [zi,®i41

Para todos los niimeros z en el intervalo [z;,z;y1] tenemos

f(&:) < f(=z) < f(si).

Como z;41 — z; es > 0, se sigue que cada término de la suma inferior es menor
o igual que cada término de la suma superior. Entonces

Lo(P, f) S U(P, f).

Més aiin, cualquier suma de Riemann tomada con puntos ¢; (que no necesaria-
mente sean mdximos o minimos) esta entre la suma inferior y la suma superior.

Ejemplo. Sea f(z) = 22 y sea el intervalo [0, 1]. Escribir las sumas superior
e inferior para la particién formada por {0, %, 1}.

El minimo de la funcién en el intervalo [0, %] esta en 0,y f(0) = 0. El
minimo de la funcién en el intervalo [},1] estaen 1,y f(1) = 1. Por lo tanto,

. . 2?
la suma inferior es

LY(PN=FO)E-0+fha-4)=1.1=1
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<

It

=
1S}

figura para la suma inferior figura para la suma superior

El méximo de la funcién en el intervalo [0,1] esta en § y el méximo de la

funcién en el intervalo [1,1] esté en 1. Asi, la suma superior es
1_5
BPH=FEG-0+fMA-H)=3+3=%
Hemos dado un valor numérico para las sumas superior e inferior. A menos que

queramos compararlas explicitamente, podemos dejar la respuesta en la forma
que esta en el lado izquierdo de estas igualdades.

Ejemplo. Escribiremos ahora las sumas inferiores en otro caso particular,
cuando la funcién es positiva y negativa en el intervalo. .
Sea f(z) = senz, sea el intervalo [0,27], y sea la particién

{o,z,r 3 gn o or 7x 51
P= 1Z)Ty4a4:4a4)414 .

Tlustramos esto en la figura siguiente.

6n |In T

»[ 8

0n27z3n4_1r
4 4 4 4

Cada pequeiio intervalo de la particién tiene longitud 7/4. Escribamos la suma
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T T\ T x\ m T
U =0f+ (sen]) T+ (sn ) T o]
+(sen )T i (sen ) T4 (6a8™) T4 (sen 17\ T
) a ") )T\ 1 7\*" 7)1
1 1z 1l = =« 1=

'ﬁ4+ﬁ4 V24 4 4 24
Observen que el primer término de la suma inferior es 0 porque el minimo de la
funcién sen z en el intervalo [0,7/4] es igual a 0. De manera anéloga, el cuarto
término también es 0, de modo que lo podemos omitir, pues 0 + A = A para
todos los niimeros A.
Observen ademds que:

minimo de sen z en el intervalo [57/4, 67/4] = sen 67/4
= -1

Con nimeros negativos tenemos, por ejemplo,

1
—1 =senbr/4 < ~ 7 = sen 57/4.
Asi, la suma inferior L(P, f) contiene términos positivos y términos negativos.
Los términos negativos representan menos (—) el area de ciertos rectangulos, -
como se muestra en la figura.

&Qué sucede con nuestras sumas cuando agregamos un nuevo punto a la
particién? Veremos que la suma inferior crece y la suma superior decrece.

\/.\U(ﬂ%’— Teorema 4.1. Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b]. Sea

P= (zo,...,a:,.)
una particién de [a,b]. Sea T cualquier niimero en el intervalo y sea Q la
particion obtenida de P al agregar T a (zo,...,z,). Entonces,

Ly(P, f) S LX(Q, ) S UXQ, F) < UX(P, f).

Demostracion. Veamos, por ejemplo, las sumas inferiores. Supongamos que
el niimero T esté entre z; y Tjp1:
Tj <zT S Tjt1-
La suma inferior que formemos para P sera igual que la suma inferior para Q,
excepto que el término
f)(xjvr — =5)
se reemplazara ahora por dos términos. Si u es un minimo para f en el intervalo

entre 2; y Z,y v es un minimo para f en el intervalo entre T y z;4,, entonces
estos dos términos son

F(u)(@ - z5) + f(v)(zj41 — 7).
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Podemos escribir f(¢;)(zj+1 — z;) en la forma
F(t5) (=41 — 25) = F(;)(F — z5) + f(E)(z541 = F)-
Como f(t;) < f(u) y f(t;) < f(v) (pues t; era un minimo en todo el intervalo
entre z; y zj+1), se sigue que
F(t)(=j41 — 25) < f(u)(Z - z;) + f(v)(zj41 — F)-
Asi pues, cuando reemplazamos el término en la suma para P por los dos
términos en la suma para Q, el valor de la contribucién de estos dos términos
crece. Como todos los otros términos son iguales, queda probada nuestra afir-
macién.
La afirmacién respecto al hecho de que la suma superior decrece se deja como

ejercicio. La demostracién es muy parecida.
Como consecuencia de nuestro teorema, obtenemos:

Corolario 4.2. Toda suma inferior es menor o igual que toda suma superior.

Demostracion. Sean P y Q dos particiones. Si agregamos a P todos los
puntos de Q y agregamos a Q todos los puntos de P, obtenemos una particién
R tal que todo punto de P es un punto de R y todo punto de Q es un punto de
R. Asi, R se obtuvo agregando puntos a P y a Q. En consecuencia, tenemos
las desigualdades ‘

LY(P, f) < LY(R, ) S UN(R,f) S Us(Q. f)-
Esto prueba nuestra afirmacion.

Ahora resulta natural preguntarnos si existe un niimero tnico entre las
sumas inferiores y las sumas superiores. La respuesta es si.

Teorema 4.3. Sea f una funcién continua en [a,b]. Existe un mimero
dnico que es mayor o igual que toda suma inferior y es menor o igual que
toda suma superior. '

Definicién. La integral definida de f entre a y b

/b

a

es el tinico niimero que es mayor o igual que toda suma inferior y menor o igual
que toda suma superior.

Usaremos una notacién como

/;b f(z)dz o | j;b f(t)dt.
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No importa cuél sea la letra que usemos, pero deberd ser la misma en ambos
casos, i.e. en f(z)dz, f(t)dt o f(u)du, etc.

No daremos los detalles de la demostracidn del teorema 4.3, la cual es tediosa.
La técnica involucrada no se usard en ningin otro lugar en el curso.

Hay otra afirmacién cuyo conocimiento resulta revelador. Sea P una par-
ticidn,

o<z < < 2.

La méxima longitud de los intervalos [z;, z;41] se llama tamaifio de la particién.
Por ejemplo, si cortamos el intervalo [0, 1] en n intervalos pequefios de la misma
longitud 1/n, entonces el tamaiio de esta particién es 1/n.

Teorema 4.4. Sea f una funcién continua en [a,b]. Entonces las sumas
inferiores L% (P, f) y las sumas superiores Ul(P, f) se acercan arbitrariamen-

te a la integral
b
Fr

si el tamaiio de la particion P es suficientemente pequeio.

De nuevo, no probaremos este teorema, pero dice, intuitivamente, que las sumas
superior e inferior son buenas aproximaciones a la integral cuando el tamaiio de
la particidn es suficientemente pequerfio.

Ejemplo. Damos un ejemplo fisico que ilustra la aplicacién de las sumas
superior e inferior, relacionando la densidad con la masa.

Considerar un intervalo [a,b] con 0 < a < b. Imaginemos este intervalo como
una varilla, y sea f una funcién continua positiva definida en este intervalo. In-
terpretamos f como una densidad en la varilla, de modo que f(z) es la densidad
en z.

Dado

a<c<d<y,
denotamos por MZ(f) la masa de la varilla entre ¢ y d, correspondiente a la
densidad dada f. Deseamos determinar un concepto matemitico para repre-
sentar M3(f). Si f es una densidad constante, con valor constante K > 0 en
[c,d], entonces la masa MJ(f) debera ser K(d —c). Por otro lado, si g es otra

densidad tal que

f(z) < 9(=),
entonces ciertamente deberemos tener M3(f) < MZ(g). En particular, si k y
K son constantes > 0 tales que

k<fz)<K
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para z en el intervalo [e, d], entonces la masa debera satisfacer
Hd - &) < M3(f) < K(d= o).

Finalmente, la masa deberé ser aditiva, esto es, la masa de dos piezas ajenas
debera ser la suma de la masa de las piezas. En particular,

ME(f) + M2(f) = ME(f).

Veremos ahora que la masa de la varilla esta dada por la integral de la densidad,
esto es

b
M= [ 1@

Sea P una particién del intervalo [a,b]:
a=z9< 71 5z2§-~-_<_:c,,=b.

Sea f(t;) el minimo para f en el pequefio intervalo [zi,zis1], ¥ sea f(si) el
méaximo para f en ese mismo intervalo pequeiio. Entonces la masa de cada
pieza de la varilla entre z; y Zit1 satisface la desigualdad

Ft:) (@ipr — 2i) < MEH(F) < f(s:)(@igr — &3)-

Sumando esto, hallamos que

n-1 n-1

3 ft)(@igr — 2:) < M) <Y f(si)(@ivr — i)

i=0 =0
Las expresiones a la izquierda y a la derecha son las sumas infer‘ior y superior
para la integral, respectivamente. Como la integral es el tinico mimero entre la
suma inferior y la suma superior, se sigue que

b
Mm=/ﬂnm

como queriamos mostrar.

IX, §4. EJERCICIOS

Escribir las sumas inferior y superior para las funciones e intervalos siguientes. Usar
una particién tal que la longitud de cada intervalo pequefio sea (a) %, (b) 1@ 1,
@ 1.

1. f(z) = 2 en'el intervalo [1,2].

2. f(z) = 1/z en el intervalo [1,3].

3. f(z) =z en el intervalo [0,2].

4. f(z) =2 en el intervalo [0,2].
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5. Sea f(z) = 1/z y sea el intervalo [1,2]. Sea n un entero positivo. Escribir la
suma superior y la inferior usando la particién tal que la longitud de cada intervalo
pequeiio sea 1/n.

6. Usando la definicién de integral definida, probar que

1 1
n+l+

1 1 1 1
—_— e —— < < ... .
n+2+ +n+n'1052—n+n+1+ +2n-l

7. Sea f(z) =logz. Sea n un entero positivo. Escribir las sumas superior e inferior
usando la particién del intervalo entre 1 y n formada por los enteros del 1 al n,
i.e. la particién (1,2,...,n).

IX, §5. EL TEOREMA FUNDAMENTAL

La integral satisface dos propiedades basicas que son muy parecidas a las que
satisface el drea. Enunciémoslas explicitamente.

Propiedad 1. Si M y m son dos nimeros tales que
m< fzy< M

para todo z en el intervalo [b,c], entonces

m(c—b)s/:fsM(c—b).

Propiedad 2. Tenemos
b ¢ c
/ f+ / f= / f
a b a

No daremos los detalles de las demostraciones de estas propiedades, pero haremos
algunos comentarios que seguramente las aclararan.

Para la propiedad 1, supongamos que queremos verificar la desigualdad del
lado izquierdo. Podemos tomar la particién trivial del intervalo [b,c] formada
precisamente por este intervalo. Entonces una suma infericr es ciertamente >
m(c — b). Como las sumas inferiores crecen cuando se toma una particién més
fina, y como las sumas inferiores son a lo mds iguales a la integral, vemos que la
desigualdad de la izquierda '

mie-ns [ 1

es verdadera. La desigualdad del lado derecho de la propiedad 1 sé prueba de la
misma manera. '

Para la propiedad 2, supongan que a < b < ¢. Sea P una particién de
tamafo suficientemente pequefio, tal que la suma inferior L;(P, f) aproxime
muy de cerca la integral f: f. Es posible que el punto b no esté en esta particion.
Podemos tomar una particién mas fina insertando este punto b, segiin se muestra

en la figura. :
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Entonces P, junto con b, forma particiones P’ y P” de los intervalos [a,b] y
[b,c]. Si P tiene tamafio suficientemente pequefio, entonces P’ y P" tienen
tamaifio pequefio, y las sumas inferiores

Ly(P.f) vy  LyP".f)

dan buenas aproximaciones a las integrales

b ¢
[y [r
a b
respectivamente. Pero tenemos
Ly (P, P", f) = Ly(P', ) + L§(P", f).

Como LS(P’,P”, f) es una aproximacién de la integral

[f,

se puede ver, pasando al limite, que

[1=[r+]s

La propiedad 2 se formul para a < b < c¢. Queremos ahora formularla cuando
a, b y c se toman en cualquier orden. Para ello, suponemos que a y b son
numeros en un intervalo donde f es continua, y b < a. Definimos

/a-bfz_/baﬁ

Entonces tenemos la Propiedad 2 en general:

Sean @, b y c tres niimeros en un intervalo donde f sea continua. Entonces

R )
[r=]1+]

Demostracién. Tenemos que distinguir cada caso. Supongamos por ejem-
plo que b < a < c. Entonces, por la propiedad original, para esta ordenacién

obtenemos
¢ a c b c
/ =/ +/ -_——/ +/ por definicién.
b b a a a

Sumando [ : en ambos lados se prueba la relacién deseada. Todos los otros casos
se pueden probar de manera analoga.

o
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Teorema 5.1. Sea f continua en un intervalo [a,b]. Sea

Fg) = [f.

Entonces F es diferenciable y su derivada es

F'(z) = f(z).

Demostracién. Tenemos que formar el cociente de Newton

Fesh=re 1 (1" 1)

y ver si tiende a un limite cuando h — 0. (Si £ = a, entonces se sobreentiende
que h > 0,y si ¢ =b, entonces h < 0. Si a < z < b, entonces h puede ser
positivo o negativo. La demostracién muestra entonces que f es diferenciable
por la derecha en a y diferenciable por la izquierda en b).

Supongan por el momento que h > 0. Por la propiedad 2, aplicada a los
nimeros a, £ y z + h, concluimos que el cociente de Newton es igual a

%(/:f+/:+hf—/:f)=% :+hf'

Esto reduce nuestra investigacion del cociente de Newton al intervalo entre z y
z+h. :

Sea s un punto entre z y z+h tal que f alcance un mdximo en este pequefio
intervalo [z,z+h] y sea t un punto en este intervalo tal que f alcance un minimo.
Sea

m=f(t) y M=f(s)
¥, aplicando la propiedad 1 al intervalo [z,z + h], se obtiene

) +h-2< [ F<Is)e+h-2),

T
que podemos reescribir como

z+h
o< [ 15 b
T
Al dividir entre el nimero positivo h se preservan las desigualcades y se obtiene

z+h
s < L < 1s).

Como s y ¢ estan entre z y z + h, debemos tener (per continuidad)
limf(s)=f(z) y  lim ) = f(a).

Asi, nuestro cociente de Newton estd comprimido entre dos niimeros que tienden
a f(z) y, por lo tanto, debe tender a f(z), y el teorema queda probado para
h>0.

El argumento para cuando h < 0 es completamente anélogo, y lo omitimos.

.
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" IX, §5. EJERCICIOS

1. Usando el teorema 5.1, probar que si f es continua en un intervalo abierto que

contenga a 0, entonces

.1
’ lln%i/o f=£(0).

[Idea: ;Se puede interpretar el lado izquierdo como el limite de un cociente de
Newton?]

2. Sea f continua en el intervalo [4,b]. Probar que existe algfin nimero c en el
intervalo tal que

b
(b= a) = / f(t)dt.

[Idea: Aplicar el teorema del valor medio a f: f(t)dt = F(z).]

CAPITULO X

Propiedades de la integral

Este es un capitulo corto. Muestra c6mo se combina la integral con la suma y las
desigualdades. No hay una buena férmula para la integral de un producto. Lo
mas cercano es la integracién por partes, pero la postergamos para el capitulo
siguiente.

Conectar la integral con la derivada es lo que nos permite calcular integrales.
El hecho de que dos funciones que tienen la misma derivada difieran en una
constante, se explota a fondo una vez mas.

X, §1. OTRAS CONEXIONES CON LA DERIVADA

Sea f una funcién continua en algin intervalo. Sean a y b dos puntos del
intervalo tales que @ < b, y sea F' una funcién diferenciable en el intervalo y
cuya derivada es f.

Por el teorema fundamental, las funciones

T
F@) v [ 1
a
tienen la misma derivada. Por lo tanto, existe una constante C tal que

T
/ f=F(z)+ C para todo z en el intervalo.
a
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;Cudl es esta constante? Si hacemos z = a, obtenemos
0=/:f=F(a)+C,
de donde C = —F(a). Tenemos también que
/.. 'f=F@)+C.

De esto obtenemos: Si dF/dz = f(z), entonces

b
/.. f = F(b) - F(a).

Esto es sumamente iitil en la practica, pues por lo general podemos adivinar
la funcién F y, una vez adivinada, podemos calcular la integral mediante esta
relacién.

Mais ailn, también es practico usar la notacién

b
F(z)| = F(b) - F(a).

Observacién. El argumento que dimos para calcular C' muestra que el valor
F(b) — F(a) no depende de la seleccién de la funcién F tal que F'(z) = f(z).
Pero quizd se quiera ver esto de otra manera. Supongan que también G'(z) =
f(z) para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C' tal que

G(z) = F(z)+ C para todo z en el intervalo.

Entonces -
G(b) - G(a) = F(b) + C - [F(a) + C]
= F(b)— F(a) porque C se cancela.

Finalmente, a la integral indefinida como

1
/sena:d:c o /I-{-_zidz

la llamaremos simplemente integral, pues el contexto aclarara su significado.
Cuando tratamos con una integral definida

’

a veces llamamos a los nimeros a y b limite inferior y limite superior,
respectivamente.
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Ejemplo. Queremos hallar la integral

X
/ sen z dzr.
(i

Aqui tenemos f(z) = senz, y la integral indefinida es

/senzdz = F(z) = —cosz.

Por lo tanto,
s

= —cosw — (—cos0) = 2.
0

Ejemplo. Supongan que se quiere hallar

3
/ z2dz.
1

Sea F(z) = z3/3. Entonces F'(z) = z2. Por lo tanto,
3 33
/ a2 12
1 3

_2T_1_26
., 3 37 3°
Ejemplo. Hallemos
1 R
1
/0 1322 dzr.

Como darctan z/dz = 1/1 + 22, tenemos la integral indefinida

S
l+:c'~' T = arctanz.

n
/ senz dr = — cosz
o

Por consiguiente,
1

LS |
/ ———dzr = arctanz
o 1+22

= arctan 1 — arctan 0

0

=r/4.
Ejemplo. Probar la desigualdad
l+l+...+l<]ogn.
2 3 n =

Para hacerlo tratamos de identificar el lado izquierdo con una suma inferior yel
lado derecho con una integral correspondiente. Tenemos la integral indefinida

logz=/-i-dz.
Sea f(z) =1/z.

Sea [a,}] el intervalo [1,n], esto es, todo 2 con 1< z < n.
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Sea la particién P = {1,2,...,n} formada de los enteros positivos de 1 a n.

y=1/x
i}____;\
f  — PN T
1 2 3 4 ... n—1 n
Ent
ntonces L(Pf)_l_'__l__l_.,.*.l
T2 3 n

pues la longitud de la base de cada rectangulo es igual a 1. El valor de la integral
n
= logn — log1 = log n.

es
"1
/ ~dz =logz
1 Z 1

Asi obtenemos la desigualdad deseada porque una suma inferior es < que la

integral.
Al trabajar o probar desigualdades analogas, se debe dar:

La funcién f(z);
El intervalo [a,b] y el valor de la integral definida

/: f(z)dz;

La particién P del intervalo [a,b].
Se deber4 entonces identificar la suma con una suma inferior (o suma superior,
como puede ser el caso) con respecto a los datos anteriores, obteniéndose asf una
comparacién con la integral del tipo deseado.

Ejemplo. Por un método anélogo se puede dar una desigualdad que tenga
considerable interés practico. Denotemos por n! el producto de los primeros n

enteros. Asi,

nl=1.-2-3.--n.
Tenemos los primeros:

=1,

20=1-2=2,

31=1-2-3=6,

41=1.2-3-4=24,
51=24.5=120.

TTTTTTT—
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El ejercicio 10 mostrard cémo probar la desigualdad

(n-1)!<n"e"e < n!

Es divert'idt? l}acerlo, de modo que no lo haremos aqui en el texto.

E.l i)nnc;plo d(i estos ejemplos se aplica para comparar sumas de funciones
con integrales, y las funciones pueden ser decrecientes j
fon nieg ; como, por ejemplo, lag
: 1 1

z’ zl /2’ F: etc.,
o pueden ser crecientes, como las funciones
z, z?, z, z1/3,

Las gra’,ﬁca}s‘se pueden ver asi, digamos sobre el intervalo [1,n], donde n es un
entero positivo, y la particién

P={1,...,n}
esta formada de los enteros positivos del 1 al n.

'

Yy = fz) y = f(z)
1 2 3..n-1n 1 2 3...n—1n
Funcién creciente Funcién decreciente

En dicho caso, la base de cada rectan i i
: gulo tiene longitud 1. Por lo tant
nemos las desigualdades, para f creciente: © tanto, obte-

FO+IO) ++ fn=1) < [ f)de < 10) 4+ 500,

y para f decreciente:

f(2)+f(3)+.-.+f<n)s/l"f(z)dzsf(1)+--~+f(n—1)-

X, §1. EJERCICIOS

Hallar las integrales siguientes:
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1.

3.

5.

10.

2 1
/ % dz 2. / P dg
1 -1
n n
/ sen z dz 4. / cosz dz
- ]

Probar la desigualdades siguientes:
(@) 43+ F+oSlgn<i+i+i+ -+l
(b) ;‘,—,+34‘,—,+~~+(—n)1,7,-52(\/;-1)

© 2Ava-D<S1+5n+5m++ ooy

. Probar las desigualdades siguientes:

(@ P44 +(n-1P<2<1?+2+4...4n?
b) P4+2 4+ +n-1P <L <13+ 4. 40
() 42 4o p(n—1)1* < én"’/’ <1Vt

Dar desigualdades andlogas a las del ejercicio 6, para las sumas:

@ TiE O TSR O TP @ Shaw

. Probar las desigualdades

n 2 n—-1 2
1 t o sTiy ot
n_ln.2+la:2 4-nkon2+k2

2

S m 1
Idea : Escribir Wtk 14k me

] (Cudl es el intervalo? ;Cuél es la par-
ticién?
Probar la desigualdad

1 i 2 2 - 2

_[(_) F(3) e (222 ] <L

n|\n n n 3

Para este ejercicio, verificar primero que, si hacemos

F(z) =zlogz — 1z,

/ log z dz.
1

(b) Comparar esta integral con las sumas superior e inferior asociadas con la par-
ticién P = {1,2,...,n} del intervalo [1,n].
(c) En la parte (b) habrin encontrado ciertas desigualdades de la forma

A<B<C.

entonces F'(z) =logz.
(a) Evaluar la integral

Usando el hecho de que
et <P < e,
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probar la desigualdad siguiente:

(n—-1)!<n""e < nl

Aqui denotamos por n! el producto de los n primeros enteros.

X, §2. SUMAS

Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas sobre algiin intervalo, y sean F(z) y
G(z) integrales (indefinidas) para f y g, respectivamente. Esto significa que
F'(z) = f(z) y G'(z) = g(z). Como la derivada de una suma es la suma de las
derivadas, vemos que F' + G es una integral para f + g; en otras palabras,

(F +G)(z) = F'(z) + G'(a),

y entonces

/[f(z)+g(:c)] dz = /f(z)d:v+/g(:c) dz.

De manera analoga, sea ¢ un nimero. La derivada de c¢F(z) es cf(z). Por lo
tanto, :

/cf(:c)d:c: c/f(:c)d:c.

Una constante se puede meter y sacar de una integral.

Ejemplo. Hallar la integral de sen z + 3z4.

Tenemos
/(sen:c+ 3z*) dz = /sen:cd:c+ /3z4dz
= —cosz + 3z°/5.

Cualquier férmula que incluya a la integral indefinida produce una férmula
para la integral definida. Usando la misma notacién que antes, supongamos que
tenemos que hallar

b
/a [£(2) + ()] de.

Sabemos que es
b

[F(=) + G(=)]

lo cual es igual a ’
F(b) + G(b) — F(a) — G(a).
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Asi obtenemos la férmula

/;b[f(:c)+y(z)]dz=/abf(a:)dz+/:g(z)dz,

De manera aniloga, para cualquier constante c,

/ab cf(z)dz = c/alJ f(z)dz.

Ejemplo. Hallar la integral
L
/ [sen z + 3z*) dz.
0

Esta integral (definida) es igual a

n

= —cos7+ 37°/5 — (—cos 0 + 0)
0

=1437°/5+1
=2+37°/5.

En algunas aplicaciones es posible encontrar una clase de funciones ligera-
mente mds amplia que las funciones continuas. Sea f una funcién definida en
un intervalo [a,d]. Diremos que f es continua a trozos en [a,b] si existen
nimeros

—cosz + 3z°%/5

a=ay<a1<---<ap,=5b

y en cada intervalo [a;_;,a;] hay una funcién continua f; tal que f(z) = fi(z)
para a;_; < & < a;. Si asi sucede, definimos la integral de f de @ a b como la

suma
b ay az Qn
[r=[" 0+ [ vt [ 5o
a ao a Gn-1

Una funcidn continua a trozos se puede ver asi:

./_\' °

A

T T v T
a=ap ay az/aa=b

Ejemplo. Sea f la funcién definida en el intervalo [0,2] mediante las con-
diciones:

flz)=1 si 0<z<1,
f(z)=2 si l<z<2

(X, §2] SUMAS

La gréfica de f se ve asi:

Para hallar la integral de f entre 0 y 2, tenemos

2 1 2 22
/f:/a:d:c+/ 2dz = —
0 0 1 2

=}+0@-2=%

También podemos hallar

/ f(t)dt para 0<z<2
0

/:f(t)dtzfoztdt=x—22-.

[ rwa= [ soa+ [ rwa

1 € 1
_§+/; dt—§+2:c—2.

2
+ 2z

1
0

1

Sio<z<1:

Sil<z<2:

Ejemplo. Sea f(z) definida para 0 < < 7 por las férmulas:

f(z) =senz  si 0<z< /2,
f(z) = cosz si 7/2<z<m.

Entonces la integral de f de 0 a = esta dada por:

T /2 T
/f:/ sen:cd:c+/ cosz dz
0 0 x/2
2

x/ T
=0.
/2

= —CcosZ +senz

0

287
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La gréifica de f se ve asi:

La integral de una funcidn representa el area entre la grifica de la
funcion y el eje x sélo cuando la funcién es positiva. Si la funcidn es
negativa, entonces esta drea se representa por menos la integral.

Ejemplo. La funcién senz es negativa en el intervalo [r,2x]. El drea
entre la curva y =senz y el eje z sobre este intervalo estd dada por menos la
integral: ”r

27
—/ senzde = —(—cosz)] =2.
L

L4
El area entre la grafica de senz y el eje = entre 0 y 27 es igual al doble del
area de uno de sus lazos, y es entonces igual a 4. Por otro lado,

2%
=0.
0

27
/ senzdr = —cosz
0

Ejemplo. Hallar el drea entre la curva
y=f(z) =z(z—-1)(z - 2)

y el eje z.
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La curva se ve asi:

Hay dos porciones entre la curva y el eje z, correspondientes a los intervalos
[0,1] y [1,2]. Sin embargo, la funcién es negativa entre z = 1 y z = 2, de
manera que para hallar la suma de las dreas de las dos regiones hemos de tomar

el valor absoluto de la integral sobre la segunda. Por consiguiente, calculamos
estas areas separadamente.

Primero expandemos el producto dando f (z) y obtenemos
f(z) =2 - 322 + 22.

La primera integral es igual a

21
z z
=—-=3—+2—
f(z)dz 2 33 + 2|,
=i-1+1=}
La segunda integral es igual a
2 e 2
f(e)dz = = — 2% 4 22
1 4 1
6

Por lo tanto, el drea de las dos regiones es igual a

%+i=%.

Ejemplo. Hallar la integral

3T
/ |senz|dz.
0

Nétese que, debido al signo de valor absoluto, la gréfica de la funcién |sen z| se
ve como lo muestra la figura de la pagina siguiente.



290 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL [X, §2]

Grificade f(x) = |sen x]

Si sen z > 0 en un intervalo, entonces |senz| =senz.

Si sen z < 0 en un intervalo, entonces |sen z| = —senz.
Por lo tanto,
37 1 27 37
/ |senz|dz=/ sen:cdz—/ sen z dz + sen z dz
0 0 L4 2%

=2+2+2=6.

Advertencia. Es claro que el resultado es tres veces el drea bajo un arco de
la grafica, debido a las simetrias. Pero si se intenta usar simetrias en ese tipo de
integrales, hay que estar seguros de probar que son vélidas.

Ejemplo. Hallar el drea entre las curvas y = £ y y = senz para 0<z<
n/4.
Las graficas son como sigue.

Yy =sen'x

N aTt
EL

INEES

De las desigualdades probadas en el capitulo V, seccién §2, se sabe que senz < z
para 0 < z. El 4rea entre las dos curvas entre z =0y z = 7/4 es la diferencia
de las 4reas bajo la curva mds grande y la mds chica, esto es:

*[4 x/4 /4
/ (:c—senz)da::/ :cdz—/ sen z dz
] 0 0

/4 x/4

+ cosz

2

0 0
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J2 1

T 32 2
En gen'eral, si f(z) y g(z) son dos funciones continuas tales que f(z) > g(z)
en un intervalo [a,b], entonces el drea entre las dos curvas, de a a b, es

-1

b
/a (f(z) = 9(z)) dz.

X, §2. EJERCICIOS

Hallar las integrales siguientes:

1. /413 dz 2. /‘(31:4 — %) dz

3. /(2senz +3cosz)dz 4. /‘(3:52/3 + 5cosz)dz

2, 1 i
5. /(5e + ;) dz 6. / (senz + cosz)dzx

™

1 2 3
7. / 22% dz . / e®dz . 9. / 422 ds
-1 -1 -1

10. Hallar el 4rea entrelas curvas y = z y y = z° de 0 a su primer punto de interseccién
para z > 0.

o]

11. Hallar el drea entre las curvas y =z y y = z°.

12. Hallar el 4rea entre las curvas y =z? y y = z°.
13. Hallar el drea entre la curva y = (z —1)(z — 2)(z ~ 3) y el eje =. (Trazar la curva.)
14. Hallar el drea entre la curva y = (z + 1)(z — 1)(z +2) y el eje z.

15. Hallar el :-irea entre las curvas y = senz y y = cosz, el eje y y el primer punto
donde se intersecan esas curvas para > 0.
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En cada uno de los problemas siguientes, del 16 al 25:
(a) Trazar la grifica de la funcién f(z).
(b) Hallar la integral de la funcién sobre el intervalo dado.

16. En[-1,1], f(z) =z si —1 <z <0y f(z)=5si0<z<1.

17. En [-1,1], f(z) =22 si —1<z <0y f(z)=—-zsi0<z <1

18. En[-1,1], f(z) =z —-15si —1<z<0y f(z)=z+1si0<z <1
19. En [-m,x], f(z)=senz si —x <z <0y f(z)=zsi0<z <.

20. En [-m, 7], f(z)=|senz|. 21. En [-x,x], f(z)=|cosz|

22. En [-1,1], f(z)=|z|. 23. En [-7,x], f(z)=senz + |cosz|.
24. En [-m, 7], f(z) =2z —|z|. 25. En [~7, 7], f(z) =senz + |senz|.

L. 7
26. Hallar el valor de las integrales (a) f: |senz|dz, (b) j;”lcoszldz. (c) Para
cualquier entero positivo n, j;"r |senz|dz.

X, §3. DESIGUALDADES

Puede no leerse esta seccién hasta que se use para estimar términos residuo en
la formula de Taylor.

Teorema 3.1. Sean a y b dos nimeros, con a < b. Sean f y g dos
funciones continuas en el intervalo [a,b] y suponer que f(z) < g(z) para
todo z en el intervalo. Entonces

[ @i s [ e

Demostracién. Como g(z) — f(z) > 0, podemos usar la propiedad basica 1
del capitulo IX, seccién §5 (con m = Q) para concluir que

/ab(y—f)ZO-

/:(y—f)=/:9—/:f- ,

Transponiendo la segunda integral a la derecha de nuestra desigualdad obtene-

mos b b
/92/ f
a a

Pero

como se deseaba.

El teorema 3.1 se usarad principalmente cuando g(z) = |f(z)]. Como un
nimero negativo siempre es < que un nimero positivo, sabemos que
f@) <1f(@)

=f(=) < 1f(2)l-
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Teorema 3.2. Sean a y b dos niimeros, con a < b. Sea f una funcién
continua en el intervalo [a,b]. Entonces

b b
[ 1@< [ 1s@)ias.
a a
Demostracién. Simplemente hacemos 9(z) = |f(z)| en el teorema anterior.

Entonces
f(@) < |f(=)|
y también —f(z) < |f(z)|. El valor absoluto de la integral de la izquierda es

igual a )
b -
/f(a:)dz o —/ f(z)dz.

Podemos aplicar el teorema 3.1 yaseaa f(z) oa —f(z) para obtener el teorema
3.2.

Tenemos otra aplicacién del teorema 3.2.

Teorema 3.3. Sean a y b dos niimeros Y f una funcién continua en el
intervalo cerrado entre a y b. (No suponemos necesariamente que a <'b.)
Sea M un nimero tal que |f(2)| £ M para todo z en el intervalo. Entonces

/ab f(z)dz

Demostracién. Si a < b, podemos usar el teorema 3.2 para obtener

lbf(z)dm S/abMdz=Mlbdz=M(b—a).

Si b < a, entonces
b a
/ f = _/ f.
a b

Tomando valores absolutos obtenemos el estimado M (a—1b). Como
a—b=|b-aq|

en el caso b < a, hemos probado nuestro teorema.

< Mlb—a.

Teorema 3.4. Sea f una funcidn continua en el intervalo [a,b] con a < b.

Se supone que f(z) > 0 para todo z en este intervalo, y f(z) > 0 para algiin
z en este intervalo. Entonces

Abf(z)dz > 0.

Demostracion. Sea ¢ un nimero del intervalo tal que f(c) > 0, y suponer
por simplicidad que ¢ # b.
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La idea geométrica que sustenta la demostracion es bastante sencilla en tér-
minos de drea. Como se supone que la funcién f es > 0 donde sea,y > 0 en el
punto c, entonces es mayor que algin nimero positivo fijo [digamos que f(e)/2]
en algin intervalo cerca de c. Esto significa que podemos insertar un pequeiio
rectangulo de altura > 0 entre la curva y = f(z) y el eje z. Entonces el area
bajo la curva es al menos igual al drea de este rectingulo, que es > 0.

a

Esta “demostracién” se puede expresar en términos de propiedades formales de
la integral de la manera siguiente. Como f es continua, existe algdin nimero d
cerca de ¢ en el intervalo, con ¢ < d < b, tal que f(z) esta cerca de f(c) para
todo z que satisfaga

c<z<d
En particular, tenemos
0219, ecaca

Entonces

/abf(:c)d:tzjacf+/cdf+/:f
zfcdf(z)dzz/cdf%dx

f(9)
_>_—2—(d—c)>0.

Esto prueba nuestro teorema si ¢ # b. Si ¢ = b, tomamos d < c y procedemos
de la misma manera.

El teorema 3.4 no se usara en el resto de este libro excepto en un par de
ejercicios, pero es importante en aplicaciones subsecuentes.

X, §4. INTEGRALES IMPROPIAS

Ejemplo 1. Comenzamos con un ejemplo. Sea 0 < ¢ < 1. Veamos la

integral
2dz =
/c 2% log z

=logl—logc= —logec.

[
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La figura ilustra esta integral.

Graficade y =

B e

Tzl

Se ha sombread9 la parte del drea bajo la grafica que estd entre ¢ y 1. Vemos
que, cuando c tiende a 0, el area se vuelve arbitrariamente grande, pues

—loge — o0 cuando c— 0.

Ejemp'lo 2. Sin embargo, es asombroso que ocurra una situacién comple-
tamente diferente cuando consideramos el drea bajo la curva 1/y/z = z~1/2,
Tomamos z > 0, por supuesto. Sea 0 < ¢ < 1. Calculamos la integral:

/1 _1 dz = ! -1/2 !
T / d. 1/2
. zl/2 A z z=2

c
=2-2c/2
Entonces
cuando c—0, 212 ., 0
Y, por lo tanto,

1
/ z 24z 2 cuando ¢c—0.
c

.Podem.os ilustra‘r la grafica de 1/4/z en la figura siguiente. Noétese que, a
primera Vlsta.,' no difiere gran cosa del ejemplo anterior, pero el cdlculo del 4rea
muestra la existencia de una diferencia fundamental. »

Grificade y =

L
vz

z 1

Tanto en el ejemplo 1 como en el ejemplo 2 vemos una chimenea infinita, cuando
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¢ — 0. Pero en el ejemplo 1 el 4rea se vuelve arbitrariamente grande, mientras
que, en el ejemplo 2, el 4rea tiende al limite 2.

Definicién. En el ejemplo 2 decimos que la integral

1
/ 2124y
()}

existe o converge, aunque la funcién z~1/2 no esté definida en 0 y no sea
continua en el intervalo cerrado [0,1].

En general, supongamos que tenemos dos niimeros a y b con, di'gamos, a<b.
Sea f una funcién continua en el intervalo a < z < b. Esto significa que, para
todo niimero ¢ con a < ¢ < b, lafuncién f es continua en el intervalo

c<z<hb

Sea F cualquier funcién tal que F'(z) = f(z).
Podemos entonces evaluar la integral como de costumbre:

[ @z =ro)- Fo.

Definicién. Si existe el limite
lim F(c)

c—a

entonces decimos que existe la integral impropia

b
[ re)as
a
y entonces definimos

b b
] f(2)dz = lim / f(2) dz = F(t) - lim F(c).

Tendremos funciones parecidas cuando tratemos con un intervalo a <z < b
y una funcién f que sea continua en este intervalo. Si existe el limite

C
lim [ f(z)dz
e—b Jq
entonces decimos que existe la integral impropia, y que es igual a este limite.

Ejemplo 3. Mostrar que la integral impropia

1
—2 d:l?
0 T
no existe.

Sea 0 < ¢ < 1. Primero evaluamos la integral:

! -1 1 1
“20,=% | —_1- __)=_1+_
/c:c dz T, ( p B

Pero 1/c — oo cuando ¢ — 0 y, por lo tanto, la integral impropia no existe.
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Ejemplo 4. Determinar si existe la integral
3
1
/1 7-1 dz
y de ser asi, hallar su valor.

Sea 1 < ¢ < 3. Entonces la funcién 1/(z — 1) no es continua en el intervalo
[1,3], pero es continua en el intervalo [c,3]. Mas aiin,

fxild:czlog(z—l)
[

—log(c—=1) > 00 cuando ¢—1 y e>1.

3
=log2 — log(c — 1).

c

Pero

Por lo tanto, la integral no existe.

Hay otro tipo de integral impropia, que trata con valores grandes.
Sea a un nimero y f una funcién continua definida para z > a. Considerar

la integral
B
[ 1@
a

para algin mimero B > a. Si F(z) es cualquier integral indefinida de f,
entonces nuestra integral es igual a F(B) — F(a). Si tiende a un limite cuando
B se vuelve muy grande, entonces definimos

[r@as o [Tr=pm ["reas

y decimos que la integral impropia converge o existe.
Asi,

B—oo

00 B
/ f existesi lim / [ existe,
a a

y es igual al limite. De no ser asi, decimos que la integral impropia no converge
o no existe.

Ejemplo 5. Determinar si existe la integral impropia fl°° 1/zdz, y, de ser
asi, hallar su valor.
Sea B un nimero > 1. Entonces

B 1
/ ;dz:logB—-logl = logB.
1

Cuando B se vuelve grande sucede lo mismo con log B y, por lo tanto, la integral
impropia no existe.

Veamos la funcién 1/x2. Su grifica es como en la siguiente figura. A primera,
vista no se percibe diferencia alguna entre esta funcién y 1/z, excepto que
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1/z? < 1/z cuando z > 1. Sin embargo, hablando intuitivamente, hallaremos
que 1/z? tiende a 0 suficientemente mas répido que 1/z para garantizar que el
4rea bajo la curva entre 1 y B tiende a un limite cuando B se vuelve grande.

y, de ser asi, hallar su valor.
Sea B un nimero > 1. Entonces

B
1 -1
/1 mE=

B
1
. =-g +1.
Cuando B se vuelve grande, 1/B tiende a 0. Por lo tanto, el limite cuando
B se vuelve grande existe y es igual a 1, que es el valor de nuestra integral.

Tenemos asi, por definicién, que

/oo-}—d:c— lim ——1—+1 =1
1 1’2 _B—‘OO B -

X, $4. EJERCICIOS

Determinar si las siguientes integrales impropias existen o no.

© 4 4 S 1
1. / sz‘dz /2. / mdt 3. / mdt
2 . 1 0
5 4
4. / ! dz 5 f ! dz 6. / !
. o 5—1 -2 1 z—1

2
2 3
1 1
7 / z_zd.‘t 8. l (T:z—)zdz
1

03 1 4
9. /; (—;_—253—/2111: 10. /: (T-_l—)zigdz

En los ejercicios anteriores se evaluaron casos particulares de integrales impropias
de la forma

b
L dz.
z&

a
Los dos ejercicios siguientes son importantes porque indican en general si
dichas integrales existen o no.
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11. (a) Sea s un nimero < 1. Mostrar que la integral impropia

existe.

(b) Si $> 1, mostrar que la integral no existe.
(c) ¢ Existe la integral cuando s = 17

12. (a) Si s > 1, mostrar que existe la siguiente integral.
]
1
/ —dz
1 *°
(b) Si s < 1, mostrar que la integral no existe.

Determi s . .-
erminar si existen las integrales siguientes; de ser asi, hallar sus valores

g o0
13. / e *dz 14. e dz
1 1

15. Sea B un ndmero > 2. Hallar el irea bajo la curva y = ¢—2*

drea tiende a un limite cua
ndo B se vuelve mu ?
e o y grande? De

entre 2 y B. ;Esta
ser asf, jcual es ese
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CAPITULO Xl

Técnicas de integracion

El propésito de este capitulo es ensefiar ciertos trucos basicos para h‘allar 1rite-
grales indefinidas. Obviamente es mas facil consultar las tabl'as de mtclagra es,
pero es conveniente tener un entrenamiento minimo en las técnicas usuales.

X1, §1. SUSTITUCION

A dena para integracion.
Formularemos el andlogo de la regla de la ca i ) .
Supongan que tenemos una funcién u(z) y otra funcién f ta:l que est‘a deﬁmlda
f(u(z)). (Se supone que todas estas funciones estén definidas en intervalos
adecuados.) Deseamos evaluar una integral que tenga la forma

[rw % e,

donde u es una funcién de z. Primero trabajaremos con ejemplos a fin de
aprender la mecénica para hallar la respuesta.

Ejemplo 1. Hallar [(2? + 1)3(2z) dz.
Hacer u = 22 + 1. Entonces du/dz = 2z y nuestra integral esta en la forma
/ f(u) % dz,

donde la funcién f es f(u) = u®. Abreviamos (du/dz)dz por du, como si
pudiérambs cancelar dz. Entonces podemos escribir la integral como

4 2+1)4
/f(u)du:/usdu= %— = ££4__
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Podemos verificarlo diferenciando la expresion de la derecha mediante la regla
de la cadena. Obtenemos

i(z.Z + 1)4
dz 4
segiin se deseaba.

= 3@+ 1002 = (574 1%(20)

Ejemplo 2. Hallar [sen(2z)(2)dz.

Hacer u = 2z. Entonces du/dz = 2. Por lo tanto, nuestra integral est4 en
la forma

/senui—idz:/senudu:—cosu:—cos(2z).

Observen que
/ sen(2z) dz # — cos(2z).

Si diferenciamos — cos(2z), obtenemos sen(2z) - 2.
La integral del ejemplo 2 también se puede escribir

/ 2sen(2z) dz.

Esté claro que no importa dénde coloquemos el 2.

Ejemplo 3. Hallar fcos(3z)dz

Sea u = 3z. Entonces du/dz = 3. No hay un 3 adicional en nuestra integral,
pero podemos meter y sacar una constante de ella. Esta integral es igual a

1 1 1 1
3 /3cos(3z) dz = §/cosudu =gsenu=g sen(3z).

Es conveniente usar una notacién meramente formal que nos permita hacer

una sustitucién u = g(z) como en los ejemplos anteriores. Asi, en lugar de
escribir

e 2z
en el ejemplo 1, podriamos escribir du = 2z dz. Del mismo modo, en el ejemplo
2 escribiriamos du = 2dz, y en el ejemplo 3 escribiriamos du = 3dz. No
atribuimos significado alguno a esto; es simplemente un recurso semejante al
que se usa al programar una méiquina computadora. La miquina no piensa:
uno simplemente ajusta ciertos circuitos eléctricos de manera que ejecute una
operacién determinada y proporcione la respuesta correcta. El hecho de que
escribir d
u
du = 7z dz

nos proporciona la respuesta correcta se probari en un momento.
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La demostracién es inmediata. Si F es una integral indefinida para f, en-
,

Ejemplo 4. Hallar
tonces F(g(z)) es una integral indefinida para

/(1:3 +2)%(3z% + 1) dz.
d
Sea flo@@) 2
— 23 dz
u=2z"+2z. debido a la regla de la cad Por P ’
Entonces ‘ cs igual a ena. Por lo tanto, el lado izquierdo de nuestra férmula
du = (322 + 1) dz.
Por lo tanto, nuestra integral es del iipo J f(u)du y es igual a : . F(g(b)) - F(g(a)),
' 10 (434 g)10 que es también el valor del lado derecho.
o4, -4 __ & +2) .
/ «2du= T 0 ) Ejemplo 5. Suponer que se considera la integral
Mostraremos ahora cémo el procedimiento anterior, que puede verificarse en 1 s
cada caso mediante diferenciacién, da en realidad la respuesta correcta en todos /o (=® +2)°(32% + 1)dz
los casos. )
— 3
Suponemos entonces que queremos ev;;l‘ua,r una integral de la forma icr(::egt:-al— d’; ﬁ:;:a. e(sjl;::a‘,iloax =0,u=0,ycuando z =1, u = 2. Asi, nuestra
/f(u) a-;dx, 2 9d um 2 210
donde u es una funcién de z. Sea F una funcién tal que /0 T o =10
F'(u) = f(u). : .
, . . ( ) (x) Ejemplo 6. Evaluar
Asi pues, F es una integral indefinida Jr
: / zsenz’dz.
Fu) = / f(u) du. 0
Hacemos u = 22, du = 2z dz. Cuando z = 0 .
’ . = U= 0’ = _
Entonces nuestra integral es igual a ’ Cuando z = /7, u=1.
Si usamos la regla de la cadena, obtenemos " . '
dF (u(z)) _dFdu _ f(u)ﬂ %/o senudu= }(—cosu)| =1(—cos+cos0)=1.
dz ~ dudz dz’ ; 0

Asf hemos probado que Ejemplo 7. Evaluar

I= /zs\/l —z2dz.

Hacemos u = 1 — z2 -
ey z° de modo que du = —2zdz. Entonces 22 = 1 — u,

/ f(u) 3-2- dz = F(u(z)) |

segiin se deseaba.

Debemos observar ademés que la férmula para integracién por sustitucion se '

-aplica a la integral definida. Podemos enunciar esto formalmente como sigue. I= —% / 1- u)2u1/2 du = _% / (1 - 2u + u?)ul2 dy
Sea g una funcién diferenciable en el intervalo [a, b] cuya derivada es continua. '
Sea f una funcién continua en un intervalo que contiene a los valores de g. = _% / (ull 2_9u3/2 4 u5/2) du

Entonces
__1 (u3/2 ud/2. u"”)
=-3 )

b dg d 9(b) d
[ 16@) Laz= [ sy 25t
Al sustituir u = 1 — 22 se obtiene la respuesta en términos de z.
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Xi, §1. EJERCICIOS 7 Xl, §1. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
o : Hallar las integrales siguientes.
Hallar las integrales siguientes .‘ s
: z
—_d vV
1. /zc'zdz /2. / 3’“" dz / T2 z 2. / 3z 4+ 1dz
1 3. /sen‘zcoszdz 4. /_e"_—-c:dz
/3. / 22(1+1°)dz A / logz 4, e +e-2
9 1 . s 5. z:_ T dz 6. /zs dz
5. — L g (n = entero) 6. | 5/ =+l _ .
z(log z)" 24z + l 7 T d .
: © ] Bz +op 5)2 T 8. [(z®+3)*z%dz
M. / ® iz '8, /senzcoszda: ¢
e 9. / == ds 10. /e's/e’+ldz
sen® z
N9, /senzxcos:td:c *10. / sen® z cos z dz : 1 / 3 7/5,45 T
o - (= +1) dz 12. (72-_—4)57; dz
T sen z .
11. '/o cos” z dz ~12. mdz v 713. /sen 3zdz 14. /cos 4z dz
1 . . 15. z z . 2
g3, [ 2ctanz 14. 3y/1 - 22dz v /e sene” dz 16. /3 z3 4+ 1dz
1+ 22 o )
17. dz 18. [ =XB2_g
/2 / zlogz . ' 75 T
15. / z sen(2z°) dz f : + cos4 z
0 19. e log z)
9 /C,de 20. /-—z—dz
16. (a) / sen 2z dz (b) / cos 2z dz w2
: .21, sen” z cos ¢ dz 22. —dx
) s (z—1)2

c sen 3z dz d cos 3z dz 1 L .
. (© / @ ./ \ ,23. / V2 —-1zdz 24, / sen® zcos z dz
. . o A

(e) / " dz ) / e dz (e) / e ds 25 / "2 _cosz dz 2 > sensz
. 3 . ———dz
o l+sen?z o 1-+cos’z
En los problemas siguientes, usar los limites de la teorfa de la funcién exponencial 97 112 arcsenz ! arctan
estudiados en el capitulo V, seccién §5, a saber, o b V1 - z2 dz 28. , 1+2? dz
: ' 1
B 14 e2z n/2
" 2o 1w [
5 Jm = ' A pe- 30 A zsenz” dz

o . Xl, §2. INTEGRACION POR PARTES

17. Hallar el drea bajo la curva y = ze~*" entre 0 y un nimero B > 0. ;Tiende esta

4rea a un limite conforme B se vuelve muy grande? De ser asi, jcuil es este limite?
Si f y g son dos funciones diferenciables de z, entonces

d(fy) = )dx_'_ oz )

18. Hallar el 4rea bajo la curva y = z%¢™*" entre 0 y un nimero B > 0. ;Esta irea
tiende a un limite cuando B se vuelve muy grande? De ser asf, icual es este limite?
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Por lo tanto, o) &
dg _ d(fg
f(2) dz = dz 9(2) dz
Usando la férmula para la integral de una suma, que es la suma de las integrales,
y el hecho de que

/g%zdz = f(z)9(x),
obtenemos d df
[1@) % 42 = 19(0) - [ ote) 5 e,

que se llama férmula para la integracién por partes.
Si hacemos u = f(z) y v = g(z), entonces la férmula se puede abreviar en

nuestra notacién, como sigue:

/udv:uv—-/bdu.

Ejemplo 1. Hallar la integral [logzdz.

Sea u = logz y dv = dz. Entonces du = (1/z)dz y v = z. Por lo tanto,
nuestra integral esta en la forma [udv y es igual a

uv—/vdu:a:log:c—/ld:c=:clog:c—:c.

Ejemplo 2. Hallar la integral [ze® dz. 3

Sea u ==z y dv = e®dz. Entonces du =dz y v = ¢, de modo que

/:ce”dz:/udv:ze’—/e”dx:ze”—e’.

Observen cémo du/dz es una funcién més sencilla que u misma, mientras que
v y dv/dr son la misma, en este caso. Un procedimiento similar funciona para
integrales de la forma [ z"e” dz cuando n es un entero positivo, haciendo u =
z", du = nz"~'dz. Ver los ejercicios 7 y 8.

Los dos ejemplos anteriores ilustran un hecho general: Funcionard pasar de.

la funcién u a du/dz en el proceso de integracién por partes, siempre que al ir
de dv a v no se haga mas complicado este lado del procedimiento. En el primer
ejemplo, con u = log z, después du/dz = 1/z es una funcién més sencilla (una
potencia de z), mientras que al ir de dv = dz a v = z sélo se aportan potencias
de z al procedimiento.

A continuacién damos un ejemplo donde se tiene que integrar por partes dos
veces antes de obtener una respuesta.
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Ejemplo 3. Hallar [e"senzdz.
Sea u =€ y dv =senzdz. Entonces
du = e"dz y v=—cCosZ.
Si llamamos a nuestra integral I, entonces

I= —e"cosx—/—e”coszdz

= —€° cosz+/e"' cosz dz.
Esto es como si estuviéramos dando vueltas en circulos, pero no hay que desa-
nimarse. En lugar de ello, conviene repetir el procedimiento en e* cosz. Sea
t=¢€" y dz = cosz dz.
Entonces, B
dt = e* dz y z=senz.
La segunda integral se convierte en

/tdz:tz—/zdt:e’senz—/e’sen:cdz.

Hemos regresado a la integral original

/e’ sen z dz

-

I=—e®cosz+e“senz — 1.

ipero con signo menos! Asi,

Por lo tanto,
2] = e”senz — e* cos z,
y dividiendo entre 2, nos da el valor
I= esenz — e® cosz
) 2
Damos un ejemplo donde primero se hace una sustitucién antes de integrar
por partes. '

Ejemplo 4. Hallar la integral [e~VZ dz.

Hacemos z = u?, de modo que dz = 2udu. Entonces

/e"/;d:c = /e"‘?udu = 2/ue“‘ du.

Ahora esto se puede integrar por partes con u = u y dv = e~* du. Entonces
v = —e~%, y dejamos que el lector haga el resto.

Observacidn.: Se puede mostrar, aunque no es ficil, que ningin procedi-
miento permitira expresar la integral

/e"’2 dz

en términos de funciones comunes: potencias de z, funciones trigonométricas,
funcién exponencial o log, sumas, productos o composiciones de éstas.
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Xl, §2. EJERCICIOS

Hallar las integrales siguientes.

1. /arcsenz dz 2. /arctan zdz

3. /62' sen 3z dz 4. /e_“ cos 2z dz
\6. /(logz)sdz
\g. /zze" dz
9. /zsenzdz 10. /zcoszdz

ot
=
=
[«]
o
8
e
~N
-
8

=
—
8
~N
o
L]
I
8

N11. /zzsenzdz N2, /zzcosa:dz

13. /z3 cosz? dz

14. /x5 1—2z2%2dz

[Idea: En el ejercicio 13, hacer primero la sustituciéon « = 2%, du = 2zdz. En el

ejercicio 14, sea u=1—1z2, 22 =1—u.]

15. /z2 log zdz 16. /za log zdz

17. | z*(logz)* ds 18. /:c:a'e_Jla dz
z7 "
19. —-—(1 ey dz 20. / 22 cosz dz
-

En las siguientes integrales impropias usaremos limites de la teorfa de ex-
ponenciales y logaritmos, estudiada en el capitulo VIII, seccién §5. Estos
limites son como sigue. Si n es un entero positivo, entonces

B®
lim — =0.
B—soco eB

Ademais,

lim aloga = 0.
a—0

El primer limite asegura que la funcién exponencial se vuelve grande con més rapidez

que cualquier polinomio. El segundo limite se puede deducir del primero; basta escribir
a=¢"P. Entonces ¢ — 0 si, y s6lo si, B — 0. Pero loga = —B. De modo que

aloga = =B

g - e B!

de donde vemos, al tomar n = 1, que el primer limite implica el segundo.
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21. Sea B un nimero > 0. Hallar el 4drea bajo la curva y = ze™* entre 0 y B. ;Esta

drea tiende a un limite cuando B se vuelve muy grande? De ser asi, jcuil es ese
limite?

22. ;Existe la integral impropia f:" z2¢~%dz? De ser asi, jcudl es su valor?
23. ;Existe la integral impropia f1°° 23~ dz? De ser asi, jcudl es su valor?

24. Sea B un nimero > 2. Hallar el 4rea bajo la curva

1
v= z(log z)?

entre 2 y B. ;Esta drea tiende a un limite cuando B se vuelve muy grande? De
ser asi, jcudl limite?

25. ;Existe la integral impropia

!
—_d2?
/3 z(log z)* dz?

2
/ log £ dz? ’
)

Xl, §2. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

Hallar las integrales siguientes, usando sustituciones e integracién por partes, segiin sea
necesario.

De ser asi, jcuil es su valor?

26. ;Existe la integral impropia

De ser asi, jcual es su valor?

L /xarctanzdz
2. (a) /\/1 —z2dz [Idea: Usar u =/1-122 y dv=dz.]
(b) /zarcsen:cdz

3. /:c arccos r dz 4. /1:362’ dz

0 2
5. arcsenzdzr - . / z’log z dz
1

(=3

[

1/2
T. / z arcsen 2z dz
o

2
. / Vzlogzdz
1
1 1
9. / ze® dz 10. / v/1-12dz
)

~

11. /ze‘ﬁdz 12. /ﬁe‘ﬁ dz
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‘ Probar las férmulas, donde m y n son enteros positivos. La segunda de estas integrales se puede evaluar por la sustitucién
P -
;} . 13. /(log z)" dz = z(log z)" — n/(log z)" 'dz

u = cosz, du= —senzdz.

Hallamos entonces que

14. /z"e"dz =z"e¢ —n /z"_le' dz 3 cosd z
! sen® zdr = —cosz + .
. 3
m n z™ (log z)“ n m n—-1 . . . . ,
15. [ 2"(logz)" dz = — 1 T myil® (log z)" ™" dz Para potencias bajas del seno y del coseno, los anteriores son los medios mas
. faciles. Especialmente si tenemos que integrar una potencia impar del seno o del
*16. Sea n! =n(n —1)---1 el producto de los primeros n enteros. Mostrar que coseno, podemos usar un método parecido
, .

0
/ g™ dz =nl. Ejemplo. Hallar I = [sen® zcos? zdz.
o
[Idea: Hallar primero la integral indefinida f z"e~* dz en términos de Reemplazamos . 2 \a 2 \2
fz""e" dz como en el ejercicio 14. Después evaluar entre 0 y B y dejar que B sen” z = (sen” 2)* = (1 — cos® 2)°,

se haga grande. Si I, denota la integral deseada, deberd hallarse I, = nl,_;. Se de modo que
puede continuar asi, por pasos, hasta verse reducido a evaluar Ip = fo°° e~ *dz.]
/sensz cos’zdz = /(1 — cos? z)? cos? z sen z dz.
Xl, §3. INTEGRALES TRIGONOMETRICAS
Ahora hacemos

Investigaremos integrales que incluyen al seno y al coseno. Sera itil tener las U=cosz y du = —senz dz.
férmulas siguientes: Entonces
2 1 —cos 2z 2 1+ cos 2z I=—/(1—-u2)2u2du=—/(1—2u2+u4)u2du
sen” r = —/—, cos”" ¢ = —(——,
2 2
2 4, .6
=- -2 d

las cuales se prueban facilmente usando / (u WA du

cos 2z = cos? z — sen’z y sen’z +cos?z = 1. , ud w7

Ejemplo. Usamos la primera férmula del recuadro para obtener: Si se quiere la respuesta en términos de z, se sustituye de regreso u = cosz en

1 1 z 1 ’ esta dltima expresién.
2 — =
/sen zdm_/—d ——/cos?zdz-——-sen?a:. . . . .
2 2 2 4 En los dos ejemplos anteriores tuvimos una potencia impar del seno. Enton-

Los dos ejemplos siguientes tratan con potencias impares de seno y coseno. ces, al usar la identidad sen® z = 1 — cos® z y la sustitucién
Se puede usar un método en este caso, pero no se puede usar cuando haya sélo

N U = Cos T, du = —senz dz,
potencias pares.

transformamos la integral en una suma de integrales de la forma

’_vf Ejemplo. Queremos hallar
! n
. /senaa:d:c. /u du,
' donde n es un entero positivo.
Este método trabaja sélo cuando hay una potencia impar del seno o del

§ Reemplazamos sen? z por 1 — cos? z, de modo que

/ sen3 zdz = / (sen z)(1 — cos? z)dz coseno. En general, se tiene que usar otro método para integrar potencias arbi-
A trarias.

%;‘ 2 Hay una manera general en la cual se puede integrar sen™ z para cualquier
'333 = | senzdz — [ (cos® z)(senz)dz. entero positivo n: integracién por partes. Tomemos primero un ejemplo.

e

gremregen
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Ejemplo. Hallar la integral [sen®zdz.

Escribimos la integral en la forma
I= /senz zsenzdzx.

Sean u = sen? z y dv = senz dz. Entonces
du = 2sen z cos z dz y v =—COSZ.
Asi

I = —(sen? z)(cos z) — / — cosz(2sen z cos z) dz

= —sen?zcosz + 2‘/cos2 zsen z dz.
Esta tltima integral podria entonces determinarse por sustitucién, por ejemplo
t=cosz y dt = —senzdz.
La dltima integral se vuelve —2 [t2dt, y, por lo tanto,

I= /senaa:d::=—sen2zcosz— 2 cos .

Para tratar con un entero positivo arbitrario n, mostraremos cémo reducir
la integral [sen" zdz a la integral Jsen®2 zdz. Procediendo por pasos hacia
abajo se obtendra un método que dara la respuesta completa.

Teorema 3.1. Para cualquier entero n > 2 tenemos

1 _ n-1 -
/sen"a:d:c‘:-——sen" lzcosz + - sen" "2z dz.
n

Demostracién. Escribimos la integral como
I, = /sen" zdz = /sen"'1 zsen z dz.

Sea u =sen""!z y dv =senz dz. Entonces
du=(n—1)sen" % zcoszde y v=-—cosz.
Asi

2

I,.=—sen"'lzcos:c—-/—(n—l)cosxsen”‘ zcoszdz

= —sen""!'zcosz + (n—1) _/sen"'2 z cos® z dz.
Reemplazamos cos? z por 1 —sen?z y obtenemos

I,,:—sen"'lzcosz+(n—1)/sen"'2zdz—(n—1)/sen,”:cd:c.
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Entonces
I, = —sen® 'zcosz + (n — 1)I,—3 — (n — 1)I,,

de donde

1

nl, = —sen" "' zcosz + (n — 1)I,_2.

Al dividir entre n obtenemos nuestra férmula.

Dejamos como ejercicio la demostracién de la férmula aniloga para el coseno.

1 - n—1
/cos"xdz:—cos" lysenz + —— [ cos™ 2 zdz.
n n

Las integrales que tienen tangentes se pueden hacer mediante una técnica
similar, puesto que ’
dtanz
dz
Dado que estas funciones se usan menos que el seno y el coseno, no escribiremos
las férmulas para aligerar esta pagina impresa que, de otra forma, se volveria
deprimente.

=1+tan?z.

Potencias mixtas del seno y del coseno

Es posible integrar potencias mixtas del seno y del coseno al reemplazar sen? =
por 1 — cos? z, por ejemplo.
Ejemplo. Hallar [sen?zcos?zdz.

Al reemplazar cos? z por 1 —sen? z, vemos que nuestra integral es igual a

/senzxdz— /sen4zdz,

que sabemos cémo integrar. En este caso pudimos también hacer un truco,
realizando las sustituciones del principio de la seccién. Asi,

1—cos? 2z

4 )
lo cual reduce las potencia dentro de la integral. Otra aplicacion de este mismo
tipo, a saber,

(sen? z)(cos® z) =

1+ cosdzx
2

reduce nuestro problema mds ain. Asi que ja trabajar! Obtengan la integral,
como ejercicio.

cos? 2z =

Advertencia. Debido a identidades trigonométricas como

sen’z = —%cos?z-{— %,

son posibles diferentes formas de respuestas, las cuales diferiran en una constante
de integracién.
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Cuando encontremos una integral que incluya una raiz cuadrada, con fre-
cuencia podremos deshacernos de la raiz cuadrada efectuandc una sustitucion

trigonométrica.
Ejemplo. Hallar el drea de un circulo de radio 3.
La ecuacién del circulo es \
xZ + y — 9’ B
primer cuadrante se describe mediante la funcién

y= \/32—32.

y la porcién del circulo en el

3
y= 32__x2
—3 i — 3
\ = —,/32—x2
-3

Entonces, un cuarto del area estd dado por la integral

/3\/1—3_2—:c2da:.
0

Para dichas integrales, queremos deshacernos de ese espantoso signo de rai
drada, de modo que tratamos de convertir la expresién bajo la raiz cuadrada en

un cuadrado perfecto. Usamos la sustitucién

z=3sent y dz=3costdt, con
Cuando ¢ = 0, entonces z = 0, y cuando t = n/2, entonces T = 3. Por lo tanto,
nuestra integral se vuelve

Z cua-

0<t< /2.

/2 /2 :
/ \/32-328en2t3costdt=/ 9costcostdt
0 ()}
x/2
= 9/ cos?tdt
()
_9m
=7

Nétese que, en el intervalo mencionado, 0 <t < m/2, el coseno cost es positivo,

y asi

V1 —sen?t = Vcos?t = cost.
Si escogemos un intervalo donde el coseno es negativo, entonces, al t(?mar la raiz
cuadrada, necesitariamos usar un signo menos adicional. Esto es, si cost < 0,

Vcos2t = —cost.

entonces
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Como la integral anterior representaba 1/4 del drea del circulo, se sigue que
el 4rea total del circulo es 9.

En general, una integral que incluya expresiones como
V1-2z2?

se puede a veces evaluar usando la sustitucién
dz = cos # d6,
pues entonces la expresién bajo la raiz cuadrada se convierte en un cuadrado
perfecto, a saber, 1 —sen?6 = cos? 4.

Al hacer esta sustitucién, usualmente establecemos que

-nf2<0<72 'y -1<z<1.

Este es el margen donde

z =send,

z =senf tiene la funcion inversa @ = arcsenz.
Potencias negativas de seno y coseno

En general es molesto integrar potencias negativas del seno y del coseno, aunque
es posible hacerlo. Sépase de una vez que existe la férmula siguiente:

/ 1 d0=/sec0d0=log(sec0+tan0).

cos

Esto se hace por sustitucion. Tenemos
= sec = (sec 6)(sec @ + tanf)

cosf ~ secd +tan@d
Sea u = secf + tan@. Entonces Ia integral est2 en la forma

. /ldu.
u

(Esta es una buena oportunidad de insistir en que la férmula recién obtenida es
vélida en cualquier intervalo en que cos8 # 0 y

secd + tanf > 0.
De otra manera, los simbolos no tienen sentido. Determinar dicho intervalo
queda como ejercicio.) La expresién de la férmula anterior es tan complicada
que no deberdn memorizarla. Conviene consultarla cuando sea necesario.
Hay una férmula parecida para la integral de 1/sen @, que se obtiene usando el
prefijo co- en el lado derecho. La férmula es:

1
I= mdﬂ—/cscfhw— — log(csc 6 + cot 8),

que es similar a la respuesta dada antes para f(1/cosf)df. Claro que la res-
puesta es en un intervalo doride la expresion dentro del logaritmo es positiva. De
lo contrario se tiene que tomar el valor absoluto de esta expresién. La demos-
tracién es parecida, y también se puede verificar diferenciando el lado derecho
para obtener 1/senf.
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Advertencia En el lado izquierdo tenemos seno en lugar de coseno, de ma-
nera que se elimina el prefijo co-. En el lado derecho tenemos la cosecante y la
cotangente, de modo que se agrega el prefijo co-. Se debe recordar que existe
esta simetria, pero siempre se debe verificar cuél es la relacion correcta antes de
usarla, ya que, al usar esta simetria, aparecen ciertos signos menos, asi como el
signo menos que aparece ahora en el lado derecho. No se intente memorizar en

qué caso aparecen dicho signos menos; es mejor verificar cada vez que se necesite
una férmula similar, o verla en tablas de integrales. ‘

Ejemplo. Evaluemos la integral

1
I= | —————dx.
,/:cx/l—:c’ ‘

Sean z =senf, dz = cos0df. Entonces

1
I= / . S
sen 8/ cos? 0
Sobre un intervalo donde sea positivo cosf, tenemos

Vcos? 8 = cosb,

1
Iz/sengdo' \

Esta integral se evalud en el recuadro anterior.
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cosfdf.

y, por lo tanto,

Hallar las integrales siguientes.

1. /sen4 zdz 2. /c053 zdzx

Hallar el 4rea de la regién encerrada por las curvas siguientes.

2 2 2 2
v _ P
6=t 6 atE=!

3. /sen2 zcos® zdz

z_
4
7. Hallar el drea de un circulo de radio r > 0.

8. Hallar las integrales
(a) /\/l—cosﬂdﬁ (b) /\/1+c050d0

[Idea: Escribir = 2u. Esto deberd ayudar para hacer que la expresién bajo la raiz
cuadrada sea un cuadrado perfecto.]

2
4. z2+%=1 5.

9. Para cualesquiera enteros m y n, probar las férmulas:

sen mz sen nz = 1[cos(m — n)z — cos(m + n)z],
sen mz cos nz = i[sen(m + n)z + sen(m — n)z],

cos mz cos nz = 1[cos(m + n)z + cos(m — n)z].
[Idea: Expander el lado derecho y cancelar lo mis posible. Usar las férmulas de
suma del capitulo IV, seccién §3.]
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10. Usar el ejercicio anterior para hacer éste.
(a) Mostrar que

o

sen 3z cos 2z dz = 0.
-

(b) Mostrar que

L
/ cos 5z cos 2z dz = 0.

m

11. Mostrar en general que, para cualesquiera enteros positivos m y n, tenemos
”

sen mz cos nz dz = 0.

-

12. Mostrar en general que, para enteros positivos m y n,

™
/ sen mzsen nz dz = 0 sLm #n
. T, sim=n.
Idea: Si m jercici im=
[ # n, usar el ejercicio 9. Si m = n, usar sen® nz = 1(1 = cos 2nz).]
13. Hallar ftanzdz.

Hallar las integrales siguientes.
1
14. / ——dz -
Vo R i
1
16. / —ds [ =L
V2 - 4z2 ' Va2 — bh2z2 dz

18. Sea. ’ una fllncl I'_ .
on continua en el inter Valo , ﬂ] Deiimmos ]08 numeros co, Gn
y bn para enteros pOSlthOS n medlante laS formula.s

©=o /. f(z) dz,

" T

an =~ - f(z) cos nz dz, b = - f(z)sennzds.
-

Estos nlimeros, co, an y bs, se laman coeficientes de Fourier de f.

Ejemplo. = . . i
integ;]a.lr:np 0. Sea f(z) = z. Entonces el 0-ésimo coeficiente de Fourier de f es la

1
Co = —

o Tor 2

Estos coeficientes a, y b, estin dados por las integrales

™
m
a,.=;/ zcosnzdzx y b,.=i zsennzdz.
- 2r -
Deberin evaluarse estas integrales usando integracién por partes. Calcular los co-

eficientes de Fourier de las funciones sigui i i
guientes. (Si se hace primero el 19 i
que se tenga menos trabajo.) d o5 posible
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gz g
d) f(z)=c (e) f(z)=senz z) =sen’s
Esg f§£;=cz:2zz (b) f(z)=|senz| (@) f(z) =|cosz|
() f(=)=1 r

19. (a) Sea f una funcién par [esto es f(z) = f(~2)]. Mostrar que sus coeficientes de
Fourier b, son iguales a 0. ) )
(b) Sea f una funcién impar [esto es f(z) = — f(—z)]. ;Qué se puede decir acerca
de sus coeficientes de Fourier?

(a) f(z)== (b) f(z) =2?

X, §3. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

3
1. BT 2. /tan2:l:dz
sen

3. /e’ sene” dz

w/2 /3
2 6 S zdzx
5. cos’ zdz . sen’ T
o 0
L4 27 R
7. sen® £ cos® z dz 8. sen” 2z dz
0
-

nf2 w/4 .
9. ] sen? 2z cos® 2z dz 10. / cos’ zdz

o
11. z?y/1-z2ds

(1]
1
—_—d
2 [ @+ ™

1 1/ — 2
13. / L_ i 14. /———1 ——dz
o V1-—1? z

z3 4 16 / z° dz
15 /\./16-—z2 ’ ' V1422

En los ejercicios siguientes, sea @ un niimero positivo.

2
1 T
7 —_— 18. —dz
) /z\/a.?—-z’dz /Vaz_zz ,

1 1
—_— 2. | ——=——=ds
19. /z3 o dz /zz gt
/1 — 2 Va2 — 12
21. /—-l—z—dz 22. /———"zz = ds
z

a
24. / z*v/a? — 12dz
o

.
23. / (a? — z2)3P2 dz
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Queremos estudiar las integrales de cocientes de polinomios.
Sean f(z) y g(x) dos polinomios. Queremos investigar la integral

_f(x) dz.

9(=)
Usando la divisién, se puede reducir el problema al caso en que el grado de f es
menor que el grado de g. El ejemplo siguiente ilustra esta reduccién.

Ejemplo. Considerar los dos polinomios f(z) = d-z41y
g(z) =2 +1.

Al dividir f entre g (deben saber esto desde la secundaria) obtenemos un co-
ciente de = con residuo —2z + 1. Asi,

23—z +4+1=(c?+ )z + (-22+1).
Por lo tanto,
f(z) -2z +1
=2 .
9(z) z2+1
Para hallar la integral de f(z)/g(z) integramos z y el cociente de la derecha,

que tiene la propiedad de que el grado del numerador es menor que el grado del
denominador.

De ahora en adelante, supondremos que, cuando se considere un cociente
f(z)/9(z), el grado de f sera menor que el grado de g. Lo suponemos porque el
método que se describird trabaja sélo en este caso. Factorizando una constante,
de ser necesario, supondremos ademds que g(z) se puede escribir

g(z) = z% + términos de orden menor.

Comenzaremos estudiando casos especiales, y después describiremos cémo se
puede reducir a éstos el caso general.

Primera parte. Factores lineales en el denominador

Caso 1. Si a es un niimero y n es un entero > 1, entonces

L 1 1 .
/(z’—q)"dzz—n+1(a:—a)”‘] si n#l,

= log(z — a) si n=1.

Esto es bien conocido; y sabemos cdmo hacerlo. De hecho, tenemos

/(?-j—‘l-)—ndz=/(z—a)'"dz=/u‘”du.
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Suponer que n # 1. Entonces, por la sustitucién v = z — a, du = dz,
obtenemos '

- - (z—a)"'"'l _ 1 1
/(z G) dz = —n+l —_n+1(z_a)n_1
porque

u—"H = y—(=1) — unl—l‘

Suponer que n = 1. Entonces la integral tiene la forma

1
/;du-— log u,

/ 1 dz = log(z — a).

y, por lo tanto,

z—a

Caso 2. A continuacién consideramos integrales de expresiones como

/ 1 dz o / =zl dr

(z-2)(z-3) (z-1)2(z-2)

donde el denominador est4 formado por un producto de términos de la forma
(z—a1)-(z - an)

para algunos nimeros aj,...,a, que no necesariamente son distintos. El pro-
cedimiento equivale a escribir la expresién bajo la integral como una suma de
términos, como en el caso 1.

Ejemplo. Deseamos hallar la integral

Jeen

Para hacer esto, queremos escribir
1 = (5] + C2
-2)(z-3) z-2 =z-3
con algunos nimeros ¢; y ¢z que debemos despejar. Se coloca la expresién de
la derecha sobre un comin denominador y se tiene

@, @ _ci(z—3)+ ez —2)
z—-2 z-3  (z-2)(z-3)

Asi, (z — 2)(z — 3) es el comiin denominador, y

numerador = ¢1(z — 3) + ca(z — 2) = (1 + €2)x — 3¢y — 2¢2.

Queremos que la fraccién sea igual a 1/(z — 2)(z — 3), por lo que el numerador
- debe ser igual a 1; esto es, debemos tener

(c1 4+ ¢e2)z —3¢1 — 2¢2 = 1.
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Entonces basta resolver las ecuaciones simultineas

c1+c2=0,
—3¢1 — 2¢7 = 1.
Despejando ¢; y ¢ se tiene ¢ = 1 Yy ¢1 = —1. Por lo tanto,

1 oo [ 1
/(z—z)(x—s)" ‘/(z—z)"”/(r-s)"”
= —log(z - 2) + log(z — 3).

Ejemplo. Hallar la integral
z+1 d
c-Dz-2) "
Queremos hallar niimeros ¢, , C2, €3 tales que
z+1 . a C2 c3
c-12z-2) 2-1 @-12tz-2

’ 2 . . L
Nétese que (z—1)? aparece en el denominador del cociente original. Para tomar
esto en cuenta es necesario incluir dos términos con (z—1) y (z —1)? en sus
denominadores, que aparecieron como

C1 C2
-1t @-1Dr

Por otro lado, (z — 2) aparece sélo a la primera potencia en el cociente original,
de modo que da lugar tinicamente a un término

Cc3
z—-2

en la descon:q’)osmon en fracciones parciales. (La regla general se enuncia al final
de esta seccién.)

| D}e'scrlblnlos ahora c6mo hallar las constantes ¢, ¢2, c3, que satisfacen la
relacién

z+1 _a () c3
@-12@-2) z-1T(z-12 7.2

_aE—1)(=z—2)+cy(z — 2) + sz — 1)?

(z —1)%(z - 2) '
Aqui pusimos la fraccién de la derecha sobre el comin denominador
(z-1)*(z-2).

Tenemos
 + 1 = numerador = ¢;(z — 1)(z — 2) + c2(z —2) + c3(z — 1)?
(c1 + c3)a® + (=3cy +cp — 2¢3)x + 2¢1 — 2¢5 + c3.
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Asi que, para hallar las constantes ¢;, ¢z, c3, que satisfacen la relacién deseada,
tenemos que resolver las ecuaciones simultdneas
C1 + c3= 0;
—3e1+ €c2—2¢c3=1,
2¢y —2c2+ cz3=1.
Este es un sistema de tres ecuaciones lineales en tres incdgnitas, que se puede
resolver para determinar c;, ¢z y cs. Se halla que ¢; = -3, ¢c2 = -2, ¢3 = 3.
Por lo tanto,

(;—_%dzzj dz+/( d+/(

= —3log(z—1) to—7+ 3log(z — 2).

Este es un teorema algebraico con el cual, si se sigue el procedimiento anterior
para escribir una fraccién en términos de fracciones mas sencillas de acuerdo con
el método ilustrado en los ejemplos, siempre se podran despejar los coeficientes
¢1, €2, €3, .... No se puede dar la demostracion en el nivel de este curso,
pero en la practica, a menos que ustedes o yo cometamos algiin error, tan sélo
despejamos numéricamente en cada caso. Si tenemos potencias de orden superior
de algin factor en el denominador, entonces tenemos que usar también potencias
de orden superior en las fracciones mas simples del lado derecho.

Ejemplo. Podemos descomponer
z+1 __a c2 €3 Cq
G-1P@-2) z-1TG-1¢ (=197 z-2'
Al poner el lado derecho sobre un denominador comin, e igualando el numerador
con z + 1, podemos despejar los coeficientes

€1, C2, €3, C4.
Segunda parte. Factores cuadraticos en el denominador

Caso 3. Queremos hallar la integral

1
o

cuando n es un entero positivo. Si n = 1, no hay nada nuevo: la integral es
arctanz. Si n > 1, usaremos integracién por partes. Habrad un pequeiio giro en
el procedimiento usual, porque si integramos por partes I,, de la manera natural,
hallamos que el exponente n crece en una unidad. Hagamos el caso n = 1 como
ejemplo, de modo que comenzamos con

1
Il—/mdz.
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3

Sea

U=

1
= (2% + 1)1
2241 (z+1) ) dv = dz,
-2z

= ST dr =
z2 +1)2 ) v=r.
Entonces ( . )
I = z _ —232
1 2241 (zz + 1)“2 dz
*)

3:2 +1 ./(1:2 + 1)2
En la dltima mtegral de la derecha escribimos
+1-1
[ o= [ e
@ +12 @iz % 1-2 F1¢ /(:2 T

, = arctanz — [,.
1 ahora sustituimos esto en Ia expresién (*),

e?=2241-1, Entonces

obtenemos
. L = x2+1+2arctan:c-212
ntonces podemos despejar I, en términos de I, y hallamos que

2L, = m +2arctanz — J;

z
m + 2arctan ¢ — arctan z

= zz+1 + arctan z.

Al dividir entre 2 se obtiene el valor de I:

/—‘l_d __1 z 1
(z2+1)2 z= §£2+1+§arctan:c.

El mismo método funciona en general.

I_y, donde Queremos reducir I, para hallar
In—l = /; d ;
2 — x. t
Sea (a%+ 1)1
-1 ,
T (22 + 1)n-1 y dv = dz. ' !
Entonces, ( ) i
du = - — .\ :

(n 1)( 2+1)n y v=_.
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A
NG e A IR )

Escribimos z2 = 22+ 1 — 1. Obtenemos

I,._1=W'F%"‘1)/(72:—1_);—1dz_2(n—1)/(z2+1)" d=

o, en otras palabras,

z
L= '(;T_Fl_)n‘: +2(n—1)I,_1 —2(n — 1)I,.
Por lo tanto, n
2(n—-1)I = = +(2n = 3)I,_y,

de donde

1, 1 z
[erre = mnmr

(2n-3) 1
2(n—1) J (22 +1)n?

+ d$,

o, usando la abreviacién I,,, hallamos:

1 z 2n -3

+on gt

L= 2n —2(z2 4+ 1)n-1!

Esto nos da una férmula de recursién que baja el exponente n del denomi-
nador hasta que llega a n = 1. En ese caso sabemos que

/_._22:- . dz = arctan z.

Si se quiere hallar I3, se usa la férmula para reducirla a I, después se usa la
férmula de nuevo para reducirla a I;, que es arctanz. Esto da una formula
completa para I3. Una férmula completa para I, lleva n pasos. Esta claro que
no se deberd memorizar la férmula anterior; sélo se debera recordar el método
mediante el cual se obtiene y aplicarlo a un caso particular, digamos para hallar
Is (o] I4.

Eliminacién de constantes adicionales mediante sustitucién

A veces hallamos una integral que es una ligera variacién de una recién conside-
rada, con una constante extra. Por ejemplo, si b es un nimero, hallar

1
/—_(1;2 T oo dzx.
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Usando la sustitucién z = bz, dz = bdz, se reduce la integral a

1 b
[ e -

1 1
= b1 /(zz 1) dz.

Tenemos

1 1
/(z2 gy d’“/(zz+ Ty 4
porque las dos integrales difieren sélo enunc

usar una sustitucién para reducir el cdlculo
cuando b = 1, tratado antes.

ambio de letras. Esto muestra cdmo

Caso 4. Hallar la integral

z
/ \(zz'-f- 5y dz.
Esto es pan comido. Hagamos la sustitucién

u=z?4p? y du = 2z dr
Entonces

z _1 1
/“($2+b2)" dz = E/u—ndu,

que sabemos ¢émo evaluar, y asf hallamos

. 3 log(22 +5?2) si n=1,
(CETOTA g 1

2(-n+1) (22 + b2)n-1 si n#l

Ejemplo. Hallar
5z —-3 d

. 152 52 9%
Escribimos & )
5z — 3 z
270 e[ % 1
(22+5)2 dz 5/(32+5)2 dz—3/(zT+5—)2dz.
E@nces: :

5/ 2 e §/ 2z _5[1 5y~1 5 1
(= +5)2 2 (zz+5)2d”‘§/u—2d“=2—1=‘§z2+5‘
Para la segunda integral de la derecha podemos poner

z =+/5¢ y dz =/5dt.

de la integral con b al de la integral
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Entonces:

1 1 NG 1
/—-———(32 Ty de = /———_(5t2 ¥ 5)2\/§dt =25 / ——_(t2 e dt

y ya antes calculamos

1 1 t
/ @) dt = 3 (t?—l—l +arctant> .
Juntando todo, y usando t = z/ V5, hallamos: ,

/52—3 d:c——é 1 _‘/_‘F’l ._EME_+arctan—z‘—
@452 22245 252\ (2/VB)P+1 V5]

Tercera parte. El cociente general f(=)/g(x)
nces factorizamos o com-

Si nos dan un polinomio del tipo z? 4 bz + ¢, ento
pletamos el cuadrado. Asi, el polinomio se puede escribir en la forma
(c-a)e—B) o (@-a+s’

para nimeros adecuados a y . Surgen dos casos. Por ejemplo:

Caso 1. 22—z -6 =(z+2)(z—-3).
Caso 2. 2222 +5 =(xz—1)2+2%

En el caso 1 hemos factorizado el polinomio en dos factores y cada factor

tiene grado 1.
En el caso 2 no hemos factorizad
variables podemos cambiarlo a una expresion t2 + 1. A saber, sea

o el polinomio. Por medio de un cambio de

z—1=2t de modo que z=2t+1.

Entonces
(z-1)2+22 =242+ 22 =22t + 1).

Hicimos el cambio de variables de modo que 92 saliera como factor. Notemos

que en el caso 2 no podemos factorizar mas el polinomio.
Se puede probar el siguiente resultado general, pero la demostracién es larga
y no se puede dar en este curso.
Sea g(z) un polinomio con nimeros reales como coeficientes. Entonces g(z)
siempre se puede escribir como producto de términos del tipo

z-a) y le=B"+71"

donde n y m son enteros > 0, y algtn factor constante.

Puede ser bastante dificil hacer esto de manera explicita, pero en los ejercicios

la situacién esta preparada para que sea facil.
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Ejemplo. Al completar el cuadrado escribimos

2?2 +2243= (= 2
; =@E+1) °+2=(z+1)? 2
Podemos entonces evaluar la integral: ( )+ (\/5) .

1
. /z2+2z+3dz'
ea z+1=+2y dr=+/2dt. Entonces

1
/2 doe [— 1 1 1
2242243 (x+1)2+(\/§)2d1—5/t2+1‘/§dt

]

MISICINY

arctant '

z+1

arctan
Ejemplo. Hallemos
IES=T
S o  aSazr.
Escribimos 2242243
oz 1 f2+2-2 -
/z2+2z+3dz_§/mdz
=l/ 2z +2 4 1
2) 224+22+3 z—/md:&
2z + 2

YRSy
; 2) 224243 2/ u u=510g(z +22+3).
untando esto con el ejemplo anterior, hallamos:

xr
/md“%1°g<w2+2z+3)—i§arctan (“1)
2 ﬁ .

Entonces:

Ejemplo. Hallar la integral

.
(1‘2 + 1)2(2 — 3) dz.

1 h 1 29 c o q
I Ode 0S alla u
I NUmeros c¢. y C2, tales ue el coclente sea lgual a

23+5 c1+e
- 2z c3 + c4z Ci
@+1)2z-3) " 2+1 T @1y + z—_“‘—3
__a z 1
= +c: -
z2+1 2::2-{-1 +63(32+1)2

z 1
+ c.
4(z2+1)2 +05z_3.

7

327
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Hay un teorema del algebra que afirma que siempre se pueden despejar las cons-
tantes ¢;, c2, ¢3, c4, c5 para obtener dicha descomposicién de la fraccién ori-
ginal en la suma de la derecha, que se llama descomposicién en fracciones
parciales. Observen que, en correspondencia con el término con z2 + 1, se
necesitan varios términos en el lado derecho, especialmente aquellos con z en
el numerador. Si no se incluyeran se obtendria una férmula incompleta, que no
funcionaria. No se podrian calcular las constantes.

Calcularemos ahora las constantes. Colocamos el lado derecho de la descom-
posicién sobre el denominador comiin

(2 + 1)%(z - 3).
El numerador es igual a
2z + 5 =c1(z2 + 1)(z — 3) + c2z(z? + 1)(z — 3) + ca(z — 3)

+ caz(z — 3) + cs(z® + 1)%.

Igualamos los coeficientes de z%, 23, z2, z y las constantes respectivas y

obtenemos un sistema de cinco ecuaciones lineales en cinco incognitas, el cual
se puede resolver. Es tedioso hacerlo aqui y lo dejamos como ejercicio, pero
escribimos las ecuaciones:

o + cs=0 (coeficiente de z*),

c1—3c; =0 (coeficiente de z3),

—3c1 4+ ¢ + ca+2c5=0 (coeficiente de z?),
c1—3ca+ c3— 3¢y =2 (coeficiente de z),
-3¢y —3c3 + c5=5 (coeficiente de 1).

Para la integral obtenemos entonces:

2z +5
/m dz =c, arctanz + %02 log(z? + 1)

1 1 1
+C3/(22+1)2 dz — 2C4x2+1 + cs log(z — 3).

La integral que dejamos en pie es precisamente la del caso 3, de modo que hemos
mostrado cémo hallar la integral deseada.

Ejemplo. Esta es una descomposicién en fracciones parciales.

z4+2£—1 _cl+c2x+c3+64w Cs + C6Z
@+ -5 (@ +2) @42 ' (@2 + 2P
cr c8
+.1:—5+(-’L‘—5)2.
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Es tedioso calcular las constantes, y no lo haremos

La regla general es como s
gue: Su
f(z)/9(z) con grado de f<
sea posible en términos como

pongan que tenemos un cocient,
e
grado de g. Factorizamos g lo mis que

G- vy [e-p)2+ 3™,

donde n y m son enteros > 0. Entonces
—_— )

f(=z)

m = suma de términos del tipo siguiente:

C1 C2

——t— 4 ... _ %
T—q (z—a)2+ +(:c—a)"
+ di + ez dn +emz

G+t
para constantes adecuadas ¢, ,

€2, ..., dl', dz,..., € ey ...,

Una vez escrito el cociente

mitep integrar cada término,
del tipo siguiente:

Una funcién racional
Términos log
Términos arcotangente.

X, 34, EJERCICIOS
Hallar las integrales siguientes,

2z -3
1. —
G- ®

o [— 1
@ /(z—3)<z+z)"’

4. L d
(z+1)(z+ 2)(z+3) e

7. —_—r
+1)(z+2) dz

9. Escribir completamente la integral

10. Ya sea mediante integ
texto,

Tacién por partes repetida o vi
obtener completamente Jas sig pe o viendo la

Hf(a:)/ g(z) como arriba, los casos 1, 2 ¥ 3 nos per-
allamos entonces que la integral incluye funciones

z
=

‘ 1
© [ © 7

5 /z+2 dz —z
P g 6. Gri)e dz
2z — 3
8 [ —=_2
G-1)z-2%

1
/r2 1y dzx.

e férmula
ulentes integrales: seneral en ol /
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1 1
(a,) /mdz (b) ‘/———"(:’;2_{’1)4 dz.

Hallar las integrales siguientes.

2z — 3 . z+1
11. / CEE dz 12. / G2+ 9 dz
4 1
. —d 14. — (.
? / @riee / D@+ "
15. Hallar las constantes en la expresién del ejemplo que se encuentra en el texto:
2z+5 c1+czz+03+04z+ Cs

@ +1)2(z-3) 2241 @ (z2+12 z-3

16. Usando sustitucién, probar las dos férmulas:

1 1 z
(a) / _—1:2 e dr = 3 arctan b

1 _-1_ z+a
(b) _/(:c+a)2 T2 dr = 3 arctan 5

Para los problemas siguientes, factorizar > — 1 y z* — 1 en factores irreducibles.

1 z
17. (a) /z‘—_—ldz (b) /34 1 dz
18. (a) L s ) [ oy ds
. 3 —1 z(z2+z+1)
2
19. /a: —321:—2'12
z3 -1

Xl, §5. SUSTITUCIONES EXPONENCIALES

Esta seccidn tiene varios propdsitos.
El primero es ampliar nuestras técnicas de integracién mediante el uso de la
funcién exponencial.
El segundo es practicar con la funcién exponencial y el logaritmo usandolos
en un nuevo contexto, lo cual permitird aprender mds sobre estas funciones.
El tercero es introducir dos nuevas funciones
e 4 e~% ¥ —e~%
—2 - Y T3
En el capitulo siguiente se verdn estas funciones aplicadas a algunas situaciones
fisicas, para describir la ecuacién de un cable colgante o de una pompa de jabén
entre dos anillos. Dichas funciones se usardn también para hallar las integrales
que dan la longitud de varias curvas. Aqui las usaremos de manera sistematica
solo para hallar integrales.
Comenzamos mostrando como hacer una sustitucién sencilla.
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Ejemplo. Hallemos
I= /\/l—e’d:c.

Hacemos u = €® y du = ¢* dz, de modo que dz = du/u. Entonces
I= /\/1 - u% du.

Ahora ponemos 1 — u = y2 ¥ —du = 2vdv para librarnos del signo de la raiz
cuadrada. Entonces u = 1— v2 y obtenemos

- [ o [
I_/l—v2(—2v)dv—2/v2—1dv

vv—-1+1

=2 [T~

/ - a— dv
=2[/dv+/ 1 dv
v2 -1

_ 1
_2v+2/mdv.

Esta ultllna lnteg] al se puede inte rar Hledlaﬂte flacc p P
g
ones aICIaleS ara dal la

Hemos aprendido cémo integrar expresiones que incluyan

V1-2z2,

Sustituimos z = senf para que la expresién bajo el signo de la raiz cuadrada
sea un cuadrado perfecto. Pero, ;qué sucede si hemos de tratar con una integral

como
/ V14 z2dz?

Ne’cesn’,amos hacer una sustitucién que convierta la expresion bajo el signo de la
raiz cuadrada en un cuadrado perfecto. Hay dos tipos posibles de funciones que

po'demos usar. Primero, tratemos de sustituir z = tan ¢ para deshacernos de la
raiz cuadrada. Hallamos

V1+tan20 =sech =
cos @

sobre un intervalo donde cos @ es positivo. Nuevamente, una potencia negativa
de coseno no es de lo mis agradable. Peor aiin,

dz = sec? 0 dY,

/\/1+z2dx=/sec30d0=/ 1 do

cos3f '
que se puede hacer, pero no es sencillo, asi que no lo haremos.

de modo que

-
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Damos aqui una mejor manera de deshacernos de ese espantoso signo de raiz

cuadrada. Necesitamos un mejor par de funciones fi(t) y fa(t) tales que
1+ A1) = L
Dichas funciones se hallan facilmente usando la funcién exponencial et. A saber,
hacemos . . . .
et —e” e +e”

1) = — t) = .
f(t) 5 y  fA1) 2
Si se multiplica, se hallard inmediatamente que estas funciones satisfacen la re-
lacién deseada. Estas funciones tienen un nombre: se llaman seno hiperbélico
y coseno hiperbélico, y se denotan por senh y cosh. (senh se pronuncia
sench, mientras que cosh se pronuncia cosh.) Asi, definimos

et — et et +e?
ht = ———— osht = ———
sen 2 y cos 9

Efectuando las operaciones se muestra que

cosh?t — senh?t = 1.

Mi3s atn, las reglas usuales de la diferenciacién muestran que

dcosht dsenht
= senht y T cosht.

Estas formulas son muy parecidas a las del seno y coseno ordinarios, excepto
por algunos cambios de signo, y nos permiten tratar algunos casos de integrales
que no podiamos hacer antes, y en particular deshacernos de los signos de raiz

cuadrada como sigue.
Ejemplo. Hallar

I=/\/1+z2dz.

Hacemos la sustitucién
z =senht y dz = coshtdt.
Entonces 1+ senh’t = cosh®t, de modo que V1 + 2=V cosh’t = cosht. Por

lo tanto,
I= /cosht coshtdt

et+etetet
- [
1 / (€ +2+e ) dt

4
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1 e2t -2t
=1 (7 +- T)

) E§ obvio que la respuesta estd dada en términos de t. Si la queremos ¢

términos de z, necesitaremos estudiar la funcién inversa, que podemos lla.man

arcsenh (arcoseno hiperbdlico), y podemos escribir )

t = arcsenh z.

. lAl principio parece que estamos en una situacién parecida a la del seno y
el coseno, donde no pudimos dar una férmula explicita para la funcién in-

Eersa. Simplemente llamamos a esas funciones inversas arcoseno y arcocoseno
s asombroso que aqui podamos dar una férmula como sigue '

Si z =senht, entonces t=log(z+Vz2+1).

Demostracion. Tenemos
it -t
z=g(e" —e7).

YA
. . N 2 u u .
Multiplicamos esta ecuacién por 2u y obtenemos la ecuaciéon

u?—2uz—-1=0.
Podemos entonces despejar u en términos de z mediante la fSrmula cuadrética

y obtener
u= 2z + V4z2 + 4
2

Sea u = e'. Entonces

de modo que

¢ u=z+Vz2+1.
Pero u =e > 0 para todo t. Como Vz2+1 > z, se sigue que no podemos
tener el signo menos en esta relacién. Por lo tanto, finalmente,

et=u=z+ V22 +1.

Tomamos ahora el log para hallar

t = log(z + V2?2 + 1),

lo cual prueba la férmula deseada.

Asi, a diferenci i
» i, ncia dg ’los.casos del seno y el coseno, obtenemos aqui una férmula
explicita para la funcién inversa del seno hiperbdlico.

Si ahora sustituimos ¢ = log(z + v/z2 + 1) en la integral indefinida hallada
antes, obtenemos la respuesta explicita:

1{1
/\/1+:!:2dz= Z[-é(:l:+\/a:2+l 2 +2log(z + Vz2+1)
1
- -2'(2 + \/22 ‘+ 1)_2] .
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Quizé queramos también hallar una integral definida.

Ejemplo. Sea B > 0. Hallar

B
/ V1+z2de.
0

Sustituimos B en la integral indefinida, sustituimos 0 y restamos, para hallar:

¢ : o2t log(B+VB?+1)

B _ 2
/ \/1+:c2da:=l[e—+2t——
0 4

2 2 ],
= Y1(B+ VB? + 1) + 2log(B + VB2 + 1)
-iB+VvB2+1)7?

porque, cuando sustituimos 0 en lugar de ¢t en la expresién entre corchetes,

obtenemos 0.

En los casos en que se tenga que usar una funcién inversa para cosh, podemos
confiar en la siguiente afirmacién.

Para x > 0, la funcién z = cosht tiene una funcidn inversa, dada por

t =log(z + V&2 — 1).

Esto se prueba precisamente como la afirmacién andloga para senh. Hagan los
ejercicios 3 y 6, que en realidad estin resueltos en la seccién de respuestas, pero
antes de consultar esa seccién, para asi aprender mejor el tema.

Observacién. Las integrales como

/\/1+:c3d:c y /\/1+z4d:c

son mucho mis complicadas, y no se pueden hallar mediante las funciones ele-
mentales de este curso.

Xl, §5. EJERCICIOS

Hallar las integrales.

1. /\/1+e’dz 2. /l+e“dz
1 ! dz
3. /;;—;::;d]: 4. ]\/m

5. Sea f(z) = (" —e~") =senhz =y. '
(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para todo z.
(b) Trazar la grifica de f.
Sea = = arcsenh y la funcién inversa.
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(c) iPara qué nimeros y estd definido arcsenh y?
(d) Sea g(y) = arcsenh y. Mostrar que

1
En el texto se mostré que z = 9(y) = log(y + \/y"’T)
6. Sea f(z) = 1(e"+e™*) =coshz = y.
(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para z > 0.

Entonces existe la funcién inversa en este intervalo. Denotar esta funcién inversa
por = = arccoshy.

(b) Trazar la grifica de f.
(c) ¢Para qué nimeros y est4 definido el arccosh y?
(d) Sea g(y) = arccosh y. Mostrar que

9 (y)=

1
/
I(¥) = ——=
y? -1
(e) Mostrar que z = 9(y) = log(y + \/y2 — 1). En consecuencia se puede dar en
realidad una expresién explicita para esta funcién inversa en términos del logaritmo.
Este es otro aspecto en el que las funciones hiperbdlicas se comportan de manera mis

sencilla que el seno y el coseno, pues no podemos dar una férmula explicita para el
arcoseno y el arcocoseno.

Hallar las integrales siguientes.
7 / _L dz 8 / 1 dz
) Vz2 44 ' vz2 41
241
9. d 10. 2-1d
/x_ e s /\/z” Tds

11. Hallar el drea entre el eje z y la hipérbola

oy =1
en el primer cuadrante, entre r = 1 yz=B,con B>1.
Para la gréfica de la hipérbola ver el capitulo II, seccién §9.

12. Hallar el irea entre el eje £ y la hipérbola
¥ —z?=1
en el primer cuadrante, entre z = 0 y z=B.

13. Sea @ un ntimero positivo y sea y = acosh(z/a). Mostrar que
2 2
vy _1./, (ﬂ) )

dz?2 ¢ dz

[Esta es la ecuacién diferencial del cable colgante. Ver el apéndice después de la
seccién §3 del capitulo siguiente.]

14. Verificar que, para cualquier niimero a > 0, tenemos

/ a? +z2dz = }z\/a? + 22 + o? log(z + v/a2 + z2)].




CAPITULO  XII

Aplicaciones de la integracion

Las matematicas consisten en el descubrimiento y descripcién de ciertos objetos
y estructuras. Es esencialmente imposible dar una descripciéon que abarque a
todos esos objetos y estructuras. Luego, en lugar de dicha definicién, diremos
simplemente que los objetos estudiados por las matematicas, tal como las cono-
cemos, son los que se encuentran en las revistas de matematicas de los altimos
dos siglos. Hay muchas razones para estudiar estos objetos, entre las cuales hay
razones estéticas (a algunas personas les resultan agradables) y razones practicas
(algunos resultados son aplicables).

La fisica, por otro lado, consiste en la descripcién del mundo empirico me-
diante las estructuras matematicas. El mundo empirico es el mundo con el que
entramos en contacto a través de nuestros sentidos, mediante experimentos, me-
diciones, etc. Lo que caracteriza a un buen fisico es su habilidad para elegir,
entre muchas estructuras y objetos matematicos, aquellos que se pueden usar
para describir el mundo empirico. Por supuesto, las afirmaciones anteriores de-
ben ser aclaradas en dos sentidos; primero: la descripcién de situaciones fisicas
mediante estructuras matematicas sélo puede hacerse dentro del grado de pre-
cisién que permitan los aparatos de experimentacion. Segundo: la descripcién
debers satisfacer ciertos tipos de criterio estético (sencillez, elegancia). Después
de todo, una lista completa de la totalidad de los resultados de los experimentos
que han sido realizados seria una descripcién del mundo fisico; pero otra cosa
muy distinta es enunciar un solo principio que involucre simultidneamente a todos
los resultados de esos experimentos.

Por razones psicolégicas, es imposible (para la mayoria de las personas) apren-
der ciertas teorfas matemdticas sin ver primero una interpretacién geométrica o
fisica. Por eso, en este libro, antes de introducir un concepto matematico hemos
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dado con frecuencia alguna de sus interpretaciones geométricas o fisi Si
embargo, no deben confundirse estos dos campos. Con este fin, pod o Tormar
dos columnas, como se muestra mas adelante. » podemos formar
Por lo que respecta al desarrollo 16gico de nuestro curso, podriamos omiti
completamente la segunda columna, pero no lo hacemos p’orque se usaml o
muchos fines: para motivar el aprendizaje de los conceptos de la primera coluf:;a
(porque nuestro cerebro es de naturaleza tal, que necesita la segunda colu .
para comprender la primera); o para dar aplicaciones de la primera colurxlmr:la,a
)

aparte de a satis a)CClOll uramente estética (que pueden sentir a: ue]los a quienes

Matemaiticas Fisica y geometria
Nimeros Puntos de una recta
Derivada Pendiente de una recta
Razén de cambio
df .
pri K f(z) Decaimiento exponencial
Integral Longitud
Area
Volumen
Trabajo

De todos modos es importante tener en mente que la derivada, como el limite

o f@+h) - )
h—0 h ’

(}i' ls, integral, como el nimero unico entre la suma superior y la inferior, no se
plee ;zn::n;zzilr con l:nai pendlfente 0 con un area, respectivamente. Es sim-
pe tra mente la que interpreta el concepto matematico en términos
isicos o geometncqs. Ademas, es frecuente que asignemos varias de dichas in-
Ferpretaclones al mismo concepto matematico (por ejemplo la integral se puede
interpretar como un area o como el trabajo realizado por u’na fuerza.) g

Y, a propdsito, las observaciones anteriores acerca de fisica y mate;méticas no
pertenecen ni a la fisica ni a las matematicas. Pertenecen a la filosofia.

‘La experiencia muestra que, para un curso de un periodo sobre integracién
y fm:r}nula de Taylor, falta tiempo para cubrir todas las aplicaciones de la inte-
gracién dadas en el libro, asi como los célculos relacionados con la férmula de
’I:aylor y un estimado del residuo. Sin embargo, no se pueden omitir las aplica-
ciones bésicas como la longitud de una curva, volimenes de revolucién ypérea
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en coordenadas polares. Después, cada quién debe escoger entre las demas, las
que traten con conceptos geométricos (4rea de revolucién) o conceptos fisicos
(trabajo). Como ya se dijo en el prefacio, tengo la impresién de que, excepto por
la seccidn sobre trabajo, si falta tiempo es mejor omitir otras aplicaciones a fin
de tener tiempo suficiente para manejar los cilculos que resultan de la férmula
de Taylor.

Xil, §1. VOLUMENES DE REVOLUCION

Comenzamos nuestras aplicaciones con volimenes de revolucién. La razén prin-
cipal es que las integrales que deben evaluarse son mas ficiles que las de otras
aplicaciones. Pero al final deduciremos sistematicamente las longitudes, areas y
volimenes de todas las figuras geométricas usuales.

Sea y = f(z) una funcién de z, continua en algin intervalo ¢ < z < b.
Supongamos que f(z) > 0 en este intervalo. Si se gira la curva y = f(z)
alrededor del eje z, se obtiene un sélido cuyo volumen queremos calcular.

Sfled) +

4
-

T e e - -

Tomemos una particién de [a,b], digamos
a=290<z;<:-- <z, =b. .
Sea ¢; un minimo de f en el intervalo [z;, ;4+1] y sea d; un méximo de f en ese
intervalo. Entonces el sélido de revolucién en ese pequefio intervalo esta entre un
cilindro pequeiio y un cilindro grande. El ancho de estos cilindros es ;41 —z; y
el radio es f(c;) para el cilindro pequefio y f(d;) para el grande. Por lo tanto,
el volumen de revolucidn, denotado por V, satisface las desigualdades

n-1 n-1
dorf(e) (@igr —2:) SV <Y wf(d) (i1 — @)
i=0 1=0

Entonces es razonable definir este volumen como

b
V= / 7f(z)? dz.
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Ejemplo. Calcular el volumen de la esfera de radio 1.

4 'I(‘iorlna‘mos la funcién y = v/T= 22 entre 0 ¥ 1. Si rotamos esta curva alrede-
or del eje z obtendremos la semiesfera,. Entonces su volumen es

1
(1 —2?)dz = 27,
[) ( ) 3m
Entonces el volumen de la esfera completa es 3371'.

Ejemplo. Hallar el volumen obtenj i

: nido al rotar la regié =23

en el primer cuadrante alrededor del eje z. wenentrey ==
La grifica de la regién se ilustra en la fi

Yy==

1
V=7r/(; f(:c)zd:c—w/OIg(::)zd:c

1 1
=1r/ :c"’dz—r/ z8dz
0 0

oy
SIE]

Ejemplo. Podemos hacer ¢

himeneas sélidas infini 1ti
) 0 nfinitas y ver si t
finito. Considerar la funcién Y tenen volumen

. f(@)=1/V.

O<ac<l1.
El volumen de revolucién de la curva

y=1/Vz
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entre  =a y z = 1 estd dado por la integral
1

1
/; w;dr =wlogz

= —wloga.

Cuando a tiende a 0, loga se vuelve negativo muy grande, de modo que —loga
se vuelve positivo muy grande, y el volumen se vuelve arbitrariamente grande.
Ilustramos la chimenea en la figura siguiente.

Sin embargo, si se calcula el volumen de la curva
1
V=i
entre a y 1, hallaremos que tiende a un limite cuando a — 0. Resolver el
ejercicio 12.

En el calculo anterior determinamos el volumen de una chimenea cerca del eje
y. Podemos también hallar el volumen de la chimenea yendo hacia la derecha,
digamos entre 1 y un niimero B > 1. Suponiendo que la chimenea estd definida
por y = 1//z, el volumen de revolucién entre 1 y B esta dado por la integral

T (LY 7 el log B
T —= d:::/ n—dz = 7log B.
/1 (\/5) 1 2z

Cuando B — oo vemos que este volumen se vuelve arbitrariamente grande. Sin
embargo, usando otra funcién, como la del ejercicio 13, jse hallard un volumen
finito para la chimenea infinita!
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Xll, §1. EJERCICIOS

1. Hallar el volumen de una esfera de radio r.

Hallar los volimenes de revolucién con los datos siguientes:

2. y=1/cosz entre t=0y z = 1/4

3. y=senz entrez =0y z =7/4

4. y=cosz entrez=0y z =nx/4

5. La regién entre y =z y y = 5z

6. y=zge*/? entrec=0yz=1

7. y=z'%¢*/? entre z = 1 yz=2

8. y=logz entrez=1y z =2

9. y=\/l—+_;entrez=lyz=5

10. (a) Sea B un niimero > 1. ;Cuil es el volumen de revolucién de la curva y=e*

entre 1 y B? ;Tiende a algiin limite este volumen cuando B se vuelve grande? De
ser asi, jcudl es ese limite?
(b) La misma pregunta para la curva y = e~

(c) La misma pregunta para la curva y = \/53"2 .

2z

11. Hallar el volumen de un cono cuya base tiene radio r y altura h, formado al rotar

un recta que pasa por el origen, alrededor del eje z. ;Cuil es la ecuacién de la
recta?

]

12. Calcular el volumen de revolucién de la curva
1

Y=

z1/4

entre a y 1. Determinar el limite cuando ¢ — 0.
13. Calcular el volumen de revolucién de la curva
y=1/z°

entre £ = 2 y z = B para cualquier nimero B > 2. ;Tiende este volumen a un
limite cuando B — co? De ser asi, ja qué limite?
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14. ;Para qué niimeros ¢ > 0 el volumen de revolucién de la curva / \ 6. y=r,y=12°
— < p .,
y=1/z 7. La regién acotada por la recta z + y = 1 y los ejes coordenados
entre 1 y B tenderd a un limite cuando B — 00o? Hallar este limite en términos :
de c. 8. La elipse a®z? + b*y® = o2
15. ;Para qué nimeros ¢ > 0 el volumen de revolucién de la curva : 9. y=e ", entrez=1yz=5
y=1/z°
10. y=logz,entre z =1y z=2
entre a y 1 tenderd a un limite cuando ¢ — 0?7 Hallar este limite en términos de
c. 11. y=tanz, z=x/3 y el eje z
En los siguient. bl i ié :
XIil, §1. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS e :(g):l;:n ? problemas se pide hallar un volumen'de. revolucién de una regién entre
) y determinar si el volumen tiende a un limite cuando la cota B se vuelve
1. Hallar el volumen de una dona como la que se muestra en la figura. La dona se muy grande. De ser asf, dar el limite.

obtiene al rotar un circulo de radio a alrededor de una recta, digamos el eje z. .,
- 12. La regidn acotada por 1/z y el eje z, entre z =1y z = B para B> 1.

y = f2) . :
~ 13. La regién acotada por 1/z% y el eje z, entre £ =1 y £ =08 para B> 1.
14. La regi6n acotada por 1/y/7 y el eje z, entre z =1 y =B para B >1.
y = g(x) R
En los problemas siguientes, hallar el volumen de revolucién determinado por las cotas
que incluyen un nimero a >0 y determinar si este volumen tiende a un limite cuando
a tiende a 0. De ser asi, decir qué limite.
15. La regi6n acotada por y = 1/4/z y el eje z, entre z = a yrz=1,paral0<ac<]l,
16. La regi6n acotada por y = 1/z y el eje z, entre £ = a yzr=1l,con 0<a<l.
(8) La dona (b) Seccién transversal 17. La regién acotada por (cosz)/ /senz, el eje z, entre z = o y z = n/4, con
de la dona 0<a<n/4 ,

Sea R la distancia de la recta al centro del disco. Suponemos que R > a. Se puede
reducir este problema al caso estudiado en esta seccién, como sigue. Sea y = f(z) la Xil, §2

funcién cuya gréfica es la mitad superior del circulo y sea y = g(z) la funcién cuya , §2. AREAEN COORDENADAS POLARES
grifica es la mitad inferior del circulo. Escribir explicitamente f y g. Entonces se ., .
tendri que restar el volumen obtenido al rotar el semicirculo inferior del volumen Supongan que nos dan una funcién continua

obtenido al rotar el semicirculo superior. r = f(6)

Hallar los volimenes de los sélidos obtenidos al rotar cada regién indicada alrededor ; .
Hallar Lo definida en algiin intervalo a < < b. Suponemos que f(8) >0y b<a+2rm.
Queremos hallar una expresién integral para el 4rea abarcada 1

= 2 = = por la curva
2. y=z*,entre y=0y z=2 r = f() entre las dos cotas a y b.

4

3. y:;—+—i,z=—5,z=—2,y=0 Tomar una particién de [a,b], digamos
4. y=+/z,elejez yz =2 a=0;<6,<---<6, =b

5. y=1/z,z=1,z=3 yeleje z La figura entre 6; y 6,41 podria verse como se muestra en la pagina siguiente.
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~(f(s), si)

Sea s; un nimero entre 6; y ;4 tal que f(si) sea un mdaximo en ese
intervalo, y sea t; un niimero tal que f(¢;) sea un minimo en ese intervalo. En
la figura hemos trazado los circulos (més bien los sectores) de radios f(si) y
F(t:), respectivamente. Sea

A; = 4dreaentre 0 =20;, 6=0;41, y acotada por la curva
= 4rea del conjunto de puntos (r,8) en coordenadas polares tales que

0;<0<biyn y 0Zr<Zf(0).
El 4rea de un sector que tiene dngulo 6;4; — 6; y radio R es igual a la fraccién
0;11—0;
27
del 4rea total del circulo de radio R, a saber, 7R?. Por lo tanto, tenemos la
desigualdad . . 0 0
Ouss =0 e < < Bl

Sea G(9) = % f(6)®>. Vemos que la suma de las pequeiias piezas de drea A;
satisface las desigualdades

n-1 n-1 n-1

STGM)Bier —0) <Y A< Y Glsi)(Bivr — 65)-

=0 =0 =0
Asi, el drea deseada esté entre la suma superior y la suma inferior asociada con
la particién, de modo que es razonable que el 4rea en coordenadas polares esté
dada por

A= /: 17(6)* do.

Ejemplo. Hallar el rea acotada por un lazo de la curva
r? =2a%cos20  (a >0).

sl
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Si——<4

, entonces cos26 > 0. Asi, podemos escribir

r = V2aV/cos 26.

NP
NS

Por lo tanto, el area es

x/4
/ 32a® cos 20 df = a?.
-x/4

Ejemplo. Hallar el 4rea acotada por la curva

r=2+ cosb,

en el primer cuadrante.

< Primero trazamos el drea en el primer cuadrante, i.e. para 8 entre 0 y /2.
e ve asi:

El area estd dada por la integral

X x/2 2 x/2
5/0 (2+cos0)?dd = %/ (4 + 4 cos 8 + cos? §) do.
0
Todos los términos se integran ficilmente. La respuesta final es

%(21r+4+§).

Ejemplo. Hallar el drea encerrada por la curva dada en coordenadas polares
por

r=1+ 2send.
Notar que para —7/6 < 8 < 7/6, y sélo para esos @, se tiene que
1+ 2senf > 0.

La curva se ve como en la figura de la pagina siguiente.
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x/6

El 4rea es, pues, igual a

7x/6 .
=%/ 1+ 2sent)? do

-

x[2
=2.%/ (1+4sen6’+4sen20)d0.
-x[6

Usamos la’identidad 1—cos20

2
Entonces la integral se evalla ficilmente, y dejamos eso para el lector.

sen?8 =

Xll, §2. EJERCICIOS

Hallar el 4rea encerrada por las curvas siguientes:

1. r =2(1+cosb) 2. 2 =a%sen20 (a >0)

3. r=2acosf 4. r=cos30, —x/6 <8< /6
5 r=1+senf 6. r=1+sen 20

7. r=2+cosd 8. r=2cos30, —x/6<0<x/6

Xil, §2. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
Hallar las 4reas de las regiones siguientes acotadas por la curva dada en coordenadas
polares.

1. r=10cosd 2. r=1-cosf
3. r=\/i_—_co-s-5 4. r=2+sen26
5. r=sen’4 6. r=1-—senf
7. r=1+2senf 8. r=1+sen20 /
9, r =cos36 10. r =2+ cosé
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Hallar el drea entre las curvas siguientes dadas en coordenadas rectangulares.
11. y=4-2° y=0,entrez=-2y z=2

12. y=4—-2%, y=8—-2z%, entres=—-2y z=2

13. y=33+x2, y=23+1, entre r = -1 yrz=1

4. y=z—2% y=-z,entre =0y z=2

15. y=12%, y =z + 1, entre los dos puntos donde se intersecan las dos curvas.

16. y=2>y y=12+6 entre £ = 0 y el valor de z > 0 donde se intersecan las dos
curvas.

Xil, §3. LONGITUD DE CURVAS

Sea y = f(z) una funcién diferenciable sobre algin intervalo [a,b] (con a < b)
y suponer que su derivada f’ es continua. Deseamos determinar la longitud de
la curva descrita por la gréfica. La idea principal es aproximar la curva por
pequeiios segmentos de recta y sumarlos.

(xlr f(‘”l))

(22, f(=)) (24, f(z))

(a, f@))

1
1
i
1
]
1
1
i
'
l
Il

a=xy ) 3 T3 4= b

En consecuencia, consideramos una particién de nuestro intervalo:
a=zg<z1<--<2p=b.

Para cada z; tenemos el punto (z;, f(z;)) sobre la curva y = f(z). Trazamos
los segmentos de recta entre dos puntos sucesivos. La longitud de dicho segmento
de recta es la longitud de la recta entre

(@, f(=)) vy (%i41, F(zig1)),

y es igual a

V(@ig1 — 2)2 + (F(zig1) — f(2:))2
Por el teorema del valor medio concluimos que
f@ig1) = (@) = (Tig1 — 2:) ' (i)

para algin mimero ¢; entre z; y #;4;. Al usar esto vemos que la longitud de
nuestro segmento de recta es

V(@is1 — 2:)? + (@ig1 — 2:)2f" (i)
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Podemos factorizar (z;41 — z;)® y ver que la suma de las longitudes de estos
segmentos de recta es

n-1
Z 1+ f’(ci)2(£;+1 - 2,‘).
i=0
Sea G(z) = y/1+ f'(z)?. Entonces G(z) es continua y vemos que la suma

recién escrita es

n-1
Z G(c,-)(a:.-.,.l - ::,').

i=0
El valor G(c;) satisface las desigualdades

min G <G(¢) < mix G
[zi,zit1] [zi,zig1]

esto es, G(c;) esta entre el minimo y el maximo de G en el intervalo [z;, z;44].

Asi, la suma que hemos escrito esta entre una suma inferior y una suma superior

para la funcién G. Este tipo de sumas se conocen como sumas de Riemann.

Esto es cierto para toda particidon del intervalo. Sabemos de la teoria basica de

la integracion que hay exactamente un nimero que esta entre toda suma superior
Y y toda suma inferior, y que ese niimero es la integral definida. Por lo tanto, es
; razonable definir:

la longitud de una curva entre a y b

=Ab\/1+(%)2dzzlbmdz.

Ejemplo. Deseamos formar la integral para obtener la longitud de la curva
y=2% entre 2 =0y z = 1. De la definicidn anterior vemos que la integral es

1 1
/ V1+(2z)2dz :/ V1+4z2dz.
0 0

Esta integral es del mismo tipo que las consideradas en el capitulo XI, seccién
§5. Primero hacemos

u =2z, du = 2dx.

Cuando z =0, entonces u = 0, y cuando = = 1, entonces u = 2. Por lo tanto,
1 2 2
/ \/1+4:z:2d:c=/ \/1+u2%du=%/ V1 + u2du.
0 0 ()}

La respuesta viene entonces del capitulo XI, seccién §5.

EEEE
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Ejemplo. Queremos hallar la longitud de la curva y = e® entre z = 1 y
z = 2. Tenemos que dy/dz = e y (dy/dz)? = €2*, de modo que, por la férmula
general, la longitud est4 dada por la integral

2
/ V1+e2rdz.
1

Esto se puede evaluar mas rdpidamente, asi que realizamos el cilculo. Se hace
la sustitucién

1+ e%* =2,
Entonces

2e¢%* dz = 2udu.

Como e?z = u? — 1, obtenemos
5 _ udu u?
/\/1+e’dx_/uu2_1_/u2_ldu
u?—-1+1

_/ﬁdu

—/ldu+/ ! d

- w2 —1%
Pero

1 _1/1 1
w?-1" 2\u—-1 u+1/"

/\/1+e;’/d:c=u+%[]ogu—i

u+

Por lo tanto,

|-

Cuando z =1, u=V1+e2. Cuando z = 2, u = V1 +e?. Por consiguiente,

la longitud de la curva sobre el intervalo dado es igual a

2 u—1 Vitet
/ mdz=u+%[log ]
1 ut 1] /iye

g\/1+e4~1
Vi+et+1

\/1——2 1 Vi+e?-1
- +e? — 5 log ———.
V1i+e2+1

Un poco complicada, pero ésta es la respuesta explicita.

=V1+et+1ilo
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APENDICE. EL CABLE COLGANTE

Queremos mostrar aqui cdmo se puede determinar la ecuacién de un cable col-
gante como el que se muestra en la figura.

eje y
/.
rh Tsenf
T cosb
" A
1 w
0 eje T

Suponemos que el cable est fijo a un muro por su extremo izquierdo y esta
sujeto a una tensién T en una cierta direccién, en el otro extremo. Queremos
hallar de manera explicita la altura del cable

y= f(z).

La respuesta es como sigue.

Si a es la altura en el extremo izquierdo y el cable tiene pendiente
horizontal al tocar el muro, entonces

y = acosh(z/a).

Mostraremos esto deduciendo primero la ecuacién diferencial que satisface el
cable. Asi, mostremos primero que

El cable est4 fijo al muro en el punto A, sujeto a una tensién horizontal constante,
denotada por H. Sea w el peso por unidad de longitud y sea s la longitud.
Entonces el peso W del cable de longitud s es ws.

La tensién en P tiene que balancear la tensién horizontal H y el peso W
que jala hacia abajo. Esta tensién tiene una componente horizontal y una com-
ponente vertical, que estdn dadas por T'cos# y T sen @, respectivamente. Asi,

debemos tener
Tcosf = H, Tsenf =W = ws.

Al dividir obtenemos
Tsenf _ tanf = w
Tcos® — -

E-

sy
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Pero tand es la pendiente del cable en el punto P = (z,y). Entonces

dz ~ H
Por otro lado, sabemos que
ds dy\?
2 1+ (d_)
Entonces
dy _wds _w [ (dy)’
& " Hdz - "\ T\

Esta es la ecuacién diferencial que queriamos.
Quizd ya resolvieron un ejercicio en el capitulo XI, seccién §5, que mostraba
que la funcién
y = acosh(z/a)

satisface la ecuacién

d2y 1 2
*) == 1+<@>.
a d

Probemos ahora el reciproco.
Teorema 3.1. Si y = f(z) satisface (x), y ademds
f(0) = a, f'(0) =0,
entonces y = acosh(z/a).

~ La condicién f(0) = a significa que el cable estéd colgado en el extremo
izquierdo a una altura a sobre el eje z. La condicién f'(0) = 0 significa que, en
este punto, el cable es horizontal.
Sea .
dy
= =u.

dz
Nuestra ecuacion diferencial se puede escribir entonces como
du 1
— = -V1+u2
dz a
Asi,
1
V14 u?
e integramos mediante una sustitucién como en el capitulo XI, seccién §5. Ha-
cemos

du = ldt
a

u = senht, y du = cosh t dt.

Tenemos
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Vi+u?= V1 + senh®t = Vcosh?t = cosht,

1 pues cosht > 0 para todo t. Por lo tanto,
c

1 osh ¢
JR— = t =1t.
/\/1+u2du ./COShtd

t=l£+C
a

Entonces

para alguna constante C. Por lo tanto,
u=senht=senh(£+C) .
a
Pero, por hipétesis, u = dy/dz = f'(z),y f'(0) =0, por lo que,
senhC =0,
lo cual significa que C = 0. Entonces
dy _ oy _ z
T = f'(z) = senh (a) .
Integrando una vez mas, obtenemos
T -
y = f(z) = acosh (-‘;) + K
{ para alguna constante K. Pero f(0) = a,y cosh0 = 1, de modo que
‘ a=f0)=a-1+K.
Por lo tanto, K = 0 y asi, finalmente,
y = f(z) = acosh(z/a)

como se deseaba.

Xil, §3. EJERCICIOS

Hallar las longitudes de las curvas siguientes:

y=1% 0<z<14 2. y=logz, 1 <z<2
y=log:c,1$:z§e2 4. y=4-1%, -2<z<2
y=centrez=0y z=1.

y=13/2 entrez=1y z=3.

y=1i("+e ") entrez=~-1yz=1.

y=log(1-2%), 0<z<}

y=13(e"+e ), ~1'<z<0

®© ® N s oW

10. y =logcosz, 0 <z < /3
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Xil, §4. CURVAS PARAMETRICAS

Hay otra manera en que podemos describir una curva. Suponiendo que vemos
un punto que se mueve en el plano, sus coordenadas se pueden dar como funcién
del tiempo t. Asi, cuando damos dos funciones de ¢, digamos

z=f@1), y=90),

podemos verlas como la descripcion de un punto moviéndose a lo largo de una
curva. Las funciones f y g dan las coordenadas del punto como funciones de ¢.

Ejemplo 1. Sea £ =cosf y y =senf. Entonces
(z,y) = (cosf,sen f)

es un punto sobre el circulo.

(cos 6,sen 6)

Conforme @ crece, vemos el punto moviéndose a lo largo del circulo, en sentido
contrario al que giran las manecillas del reloj. En realidad no importa la seleccién
de la letra 6, y pudimos haber usado ¢. En la prictica, el 4ngulo # mismo se
expresa como funcién del tigmpo. Por ejemplo, si se mueve un insecto alrede-
dor del circulo con velocidad angular uniforme (constante), entonces podemos
escribir

0 = wt,

donde w es constante. Entonces
z=cos(wt) 'y y=sen(wt).

Esto describe el movimiento de un insecto alrededor del circulo con velocidad
angular w.

Cuando (z,y) se describe mediante dos funciones de ¢, como se acaba de
hacer, decimos que tenemos una parametrizacién de la curva en términos
del pardmetro ¢.
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Vd

Ejemplo 2. Trazar la curva z =12, y = .
Podemos hacer una tabla de valores de la manera acostumbrada.

t z y
0 0 0
1 1 1
2 4 8
-1 1 -1
-2 4 -8

Asi, para cada nimero ¢ podemos localizar el punto correspondiente (=,v).
También investigamos en qué caso z y y son funciones de ¢ crecientes o decre-
cientes. Por ejemplo, al tomar la derivada obtenemos

dz dy

— =2t —= = 3t2,

z=* v =3

Asi, z crece cuando ¢t > 0 y decrece cuando ¢ < 0. La ordenada es creciente,
pues t2 > 0 (a menos que ¢ = 0). Mas atin, la abscisa siempre es positiva (a

menos que t = 0), de modo que la grafica se ve asi:

eje y

La expresién paramétrica para la abscisa y la ordenada suele ser util para
describir el movimiento de un insecto (o una particula), cuyas coordenadas estan
dadas como funcién del tiempo ¢. Las flechas trazadas en la figura sugieren dicho
movimiento.

A veces podemos transformar una curva dada en forma paramétrica, en una
definida por una ecuacién, quiza con algunas desigualdades adicionales.

Ejemplo 3. Los puntos (t,t3) satisfacen una ecuacién “ordinaria”
v’ =23, o y=z2
Sin embargo, pudimos haber escrito la ecuacién
y* =2°,
la cual satisfacen todos los puntos de nuestra curva. Pero en este caso hay
soluciones de esta ecuacién que no estan dadas por nuestra parametrizacién, y
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que corresponden a valores negativos de z, por ejemplo,
z=-2 y=+2v2.

Asi, si queremos describir el conjunto de todos los puntos de la curva parametri-
zada con esta tltima relacién, debemos afiadir una desigualdad z > 0. Entonces
es correcto decir que el conjunto de todos los puntos sobre la curva ;arametrizada
es el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién

vt =28

que satisfacen la desigualdad z > 0.

De igual manera, también es correcto decir que el conjunto de todos los puntos

sobre la curva parametrizada es el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién
8 = 12

que satisfacen la desigualdad z > 0. Y asi sucesivamente.
La gréfica de la ecuacién y* = 2% es como se muestra en la figura.

eje y

Graficade y* = x*

eje =

Es sxmet;flca respecto a ambos ejes, el z y el y. Sin embargo, en la curva
parametrizada,

e=t?, y=1,
s6lo se presenta el lado derecho de esta grafica.
Ejemplo 4. Sea
t)=3('+e™') y  yt)= (et —e).
Ya sea que hayan verificado que
z(t)? —y(t)* =1,

o que lo verifiquen ahora realizando la multiplicacién y la resta, veran entonces

que el punto
(=), 3(®) = (3(e' +¢77), 4(e* — ™))
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est4 sobre la hipérbola definida por la ecuacién

22—y =1
Pero nétese que z(t) > 0, en otras palabras, la abscisa dada por la anterior
funcién de t, siempre es positiva. Asi, nuestras funciones

(600, 400) = (3" +), b(et = ™)

describen un punto sobre la rama derecha de la hipérbola.

Cuando ¢ es negativo grande, entonces z(t) es positivo grande, y y(t) es negativo
grande. Cuando ¢t es positivo grande, entonces z(t) es positivo grande y y(t)
también es positivo grande.

Conforme crece t, la ordenada y(t) crece de negativo grande a positivo
grande, por lo que un insecto que se mueve a lo largo de la hipérbola de acuerdo
con la parametrizacién anterior se mueve hacia arriba en la parte derecha de la
hipérbola.

Longitud de curvas parametrizadas

Determinaremos ahora la longitud de una curva dada por una parametrizacién.
Supongamos que nuestra curva esta dada por

z=f(t), y=9(1),

con a <t < b,y que tanto f como g tienen derivadas continuas. Consideramos
una particién del intervalo de valores ¢, [a,b]:

a=tg<t1 < Sta=b.
Entonces obtenemos los puntos
(ziayi) = (f(tt))g(t‘))
sobre la curva. La distancia entre dos puntos sucesivos es

VWis1 — %) + @ig1 — 2:)2 = V(F(tig) — F(8))2 + (9(ti41) — 9(8:))2.
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(z2,92) (&n:Un)
(z1,11) /:
(z0,30) (Tit1,9i+1)
(i,y:)®
a=ty t, L te-y  b=1t, 4 fiey

La suma de las longitudes de los segmentos de recta da una aproximacién de la
longitud de la curva cuando la particidn es lo suficientemente fina, esto es cuando
los niimeros t;, t;4+1 estan lo suficientemente cerca entre si. Por lo tanto, la suma

n—-1
SV (Ftirr) = @) + (9(tig1) — 9(8:))?
1=0
da una aproximacién a la longitud de la curva. Usamos el teorema del valor
medio para f y g. Existen nimeros ¢; y d; entre ; y t;4; tales que
f(tig1) = f(ts) = f'(e)(bigr — 1),
9(tip1) — 9(t:) = ¢'(di)(ti4r — 1i).
Al sustituir estos valores y factorizar (t;+1 — t;), vemos que la suma de las
longitudes de nuestros segmentos de recta es igual a

i: VF(e)? + ¢/(di)(tigr — ).

Sea
G@t)= V()2 +g(t)>

Entonces nuestra suma es casi igual a

n-—1
Z G(ei)(tig1 — ti),
i=0

que seria una suma de Riemann para G. No lo es porque no es necesariamente
cierto que ¢; = d;. No obstante, lo que hemos hecho hace que sea bastante
razonable definir la longitud de nuestra curva (en forma paramétrica)
como

b= [ VFOFTIORa

Una justificacién completa de que esta integral es un limite, en un sentido ade-
cuado, de nuestras sumas, requeriria algo mds de teoria, lo cual es irrelevante
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porque sélo queremos que se vea razonable el hecho de que la integral anterior
representa lo que entendemos fisicamente por longitud.
Observen que, cuando se da una curva en su forma usual y = f(z), podemos
hacer
t=z=9(t) y y=f().
Esto muestra cémo ver la forma usual como un caso especial de la forma paramé-
trica. En ese caso, ¢g'(t) = 1 y la férmula para la longitud en forma paramétrica
se ve igual que la férmula que obtuvimos antes para una curva y = f(z).
También es conveniente poner la férmula en la otra notacién usual para la
derivada. Tenemos s p ’
Z=ro vy F=40.
Por lo tanto, la longitud de la curva se puede escribir en la forma

Es costumbre hacer
s(t) = longitud de la curva como funcién de ¢.

Asi, podemos escribir
t[rdz\?  (dy
w=[ (%) +(&

“_ (&) +(%) - vroreswr.

A veces escribimos simbélicamente

(ds)? = (dz)? + (dy)?,

N

Esto da lugar a

para sugerir el teorema de Pitagoras.
Ejemplo. Hallar la longitud de la curva
z = cost, y =sent

entret=0yt=m.
La longitud es la integral

]; \/(—sen t)2 + (cost)? dt.

En vista de la relacién (—sent)? = (sent)? y de una férmula bésica que relaciona
al seno y al coseno, obtenemos
n
/ dt =m.
0

Si integramos entre 0 y 27, obtendremos 2. Esta es la longitud del circulo de
radio 1.
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Ejemplo. Hallar la longitud de la curva

z = cos3 4, y=sen39
para 0 <0 < /2.
Tenemos
X dz d
ﬁ=300320(—sen0) y d—g=3sen20cosﬂ.

Por lo tanto,

x/2
lg“:/; V/9cos* Bsen? § + 9sent 6 cos? 0 df

/2
= 3/0 Vcos? fsen26dd  (porque cos?§ + sen? § = 1)

/2
=3/0 ! sen 6 cos § df (porque sen 6 cos @ > 0 para 0 < 6 < 7/2).
Integramos esto haciendo u = sen 8, du = cos§df, de modo que la integral es
de la forma
/ udu = u?/2.
Entonces
/2 o g%t 0 " 3/2.
0

Ejemplo. Hallar la longitud de la misma curva como en el ejemplo anterior
pero para 0 < 0 < 2. ,

El mismo argumento que el anterior conduce a la férmula de la longitud
27
G =3 Vcos? §sen? 4 df.
0

Sin embargo, si A es un nmimero, la férmula
VAT = A
es vélida sélo si A es positivo. Si A es negativo, entonces
VAI= 4= |A].

Asi pues, al tomar la raiz cuadrada se debera tener cuidado de los intervalos

donde cosfsen 6§ es positivo o negativo. Tenemos que separar la integral en una
suma:

or /2 "
¢ =3/ cosasenada—a/ cosfsen 8 df
0 /2

27

3r/2
+3/ cosfsenfdf — 3 cosfsenddo.
T 3x/2
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Ahora éstas se pueden evaluar facilmente, como antes, para dar la respuesta final

6. Por otro lado, observar que
2

27
/ cosf@senfdf = -;-sen2 8l =0.
0 0
Aqui se obtiene el valor 0 porque a veces la funcién es positiva y a veces es

negativa, sobre el intervalo mis grande 0 < 6 < 27, y hay cancelaciones.
Coordenadas polares

Hallemos ahora una férmula para la longitud de las curvas dadas en coordenadas
polares. Digamos que la curva es ‘

r= f(0),
con 8; < 6 < 6,. Sabemos que

z =rcosf = f(6)cos b,

y=rsenf = f(6)sené.

Esto hace que la curva esté en forma paramétrica, como en las consideraciones
precedentes. En consecuencia, podemos aplicar la definicién como antes, y vemos

que la longitud es
b2 dz\? dy 2
J{l <:ﬁ;) + (2&;) dé.

Se puede calcular dz/df y dy/df usando la regla para la derivada de un pro-
ducto. Si se hace esto, se hallard que se cancelan varios términos y resulta que:

La longitud de una curva expresada en coordenadas polares por
r = f(6) estd dada por la férmula

/ " RO+ PR do.

Los lectores deberdn obtener esto por si mismos, pero para que quede constancia,
lo haremos todo aqui. Traten de no verlo antes de hacerlo por si solos.

Tenemos:
dz ,
5= —f(0)sen@ + f'() cos¥,
dy /
w0 = f(0) cosb + f'(f)senb.

Por lo tanto,

2 2
(j—;) + (%) = f(6)* sen® 0 — 2£(8) f'(6) sen 0 cos 6 + f'(0)? cos? 8
+ (6)? cos® 0 + 2f(6)£'(8) cos Hsen 6 + f'(8)* sen?

= 107 + 7' 0)°
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2 20 _ .. .
pues sen 0 +cos’0 =1 y los términos de enmedio se cancelan. La férmula se
obtiene al sustituir.

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva dada en coordenadas polares por
r=senf,entre 0 =0y 0 = /2.

‘ Usamos la férmula recién deducida y vemos que la longitud esta dada por la
integral ,
/2 x/2
/; V/sen?() + cos?(6) df = / df = =/2.
0

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva dada en coordenad
r=1-cosf para 0 <0< /4.
Hacemos f(f) = 1— cosf. La férmula da la longitud como

as polares por

x/4
= [ Vo ey an

x/4
=/ V1 —2cos0 + cos? 0 + sen? 6 do
0

x/4
= / V2(1 - cos6) dé.
0

Hacer 6 = 2u. Recordando que la férmula 1 — cos 2u = 2sen? u, entonces

1 — cosf = 2sen?(6/2).

Y asi, la integral es
. /4
o= / VAsen?(8/2) do.
0
* /4 9 ‘
= 2/0 sen (5) d9  (porque sen(6/2) > 0si 0< 6 < n/4)

0
=4 Z
cos (2)

Xll, $4. EJERCICIOS

LIE}

0 =4[l—cos(%)].

1. Realizar los cédlculos dando la longitud en coordenadas polares.

2. Hallar la longitud de un circulo de radio r.

3. Hallar la longitud de la curva = e cost, y = e'sen t entre ¢ = 1 yt=2.
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4. Hallar la longitud de la curva z = cos®t, y=sen’t (a)entre t =0y t = /4y
(b) entre t =0y t=m.

Hallar la longitud de las curvas en el intervalo indicado.

5. z=2t+1, y=1°, 0<t<2

6. s=4+2t, y=3t"+3, -2<t<2

7. =98, y=9*—3t, 0<t<1/V3

8. z=3t, y=4t—1, 0<t<1

9. z=1—cost, y=t—sent, 0<t<2x

10. z = a(l — cost), y=a(t—sent), con ¢>0,y 0<t<m.

11. Trazar la curva r = €® (en coordenadas polares), y también la curva r = e?.
12. Hallar la longitud de la curva r = e entred =1y 6=2.

13. En general, dar la longitud de la curva r = e® entre dos valores 6 y 2.
Hallar la longitud de las curvas siguientes dadas en coordenadas polares.

14. r=36> de =12 =2

15. r=e %, de §=12a =2

16. r=3cosf, de § =0 a O=m/4

17. r=2/0 de 6=3 a 0 =4 [Idea: Usar 6 = senht.]

18. r=1+cosf de § =0 a O=m/4

19. r=1—cosf de §=0a f=m

20. r=sen2-g- de §=0a =7

21. Hallar la longitud de un lazo de la curva r =1+ cosf

22. Igual, con r = cosf, entre —7/2 y =/2.

23. Hallar la longitud de la curva r = 2/cosf entre § =0y 0=rx/3.

Xil, §5. SUPERFICIE DE REVOLUCION

Sea y = f(z) una funcién continuamente diferenciable en un intervalo [a,].
Queremos hallar una férmula para el rea de la superficie de revolucién de la
gréfica de f alrededor del eje z, segiin se ilustra en la figura.
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Veremos que el 4rea de la superficie est dada por la integral

b / 2
S:/ 2ryr[1+ (Q) dz.
a dz

La ldea €s apIOXllllaI la curva pOI Illedlo de Seglllelltos de Iecta, segllll se ]luSth.
Usalllos una pal t 1Cl10n

a=20<z1<{22<---<z,=b.

f:eei ;:terva:lo pequeiio [z;, ;41], la curva se aproxima mediante el segmento que
puntos (z;, f(2:)) y (zi1, f(2i41)). Sea L; la longitud del segmento.
Entonces

Li = V(zig1 — 2:)? + (f(2ig1) — f(2:))2.

:la:el;ndgltuéi lde' un circulo de ra?io y es 2my. Si rotamos el segmento de recta
edor del eje z, entonces el area de la superficie de rotacién estara entre

2nf(ti)L;i  y  2wf(si)Ls,

f(zi-p l) ______ P
@) |-~ L
x; Tiv1

donde f(t;) y f(si) son el minimo y maximo de f, respectivamente, en el

intervalo [z;,z;4]. Esto se ilustra en la figura 1.
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Superficie de rotacién del
segmento de recta L;

Figura 1

Por otro lado, por el teorema del valor medio, podemos escribir
f@iv1) = f(zi) = f(c)(ivr — 23)
para algin niimero c; entre z; y Z;41. Por lo tanto,
Li = (zig1 — 2:)? + f/(c)*(zip1 — 2:)?
= V1+ f(e) (@i — 2i).

Entonces la expresién

27rf(c;) 1+ f’(c;)z(z,-_,.l - :c;)
es una aproximacién de la superficie de revolucién de la curva sobre el pequeiio
intervalo [z;,zi4+1]. Ahora tomamos la suma:

n-1
D 2mf(e)V1+ file) (zivr — 2i)-

i=0

Esta es una suma de Riemann, entre las sumas superior e inferior para la integral

b
S= / 2 f(@)VIF F(@)? da.

Asi, es razonable que el drea de la superficie deba definirse por esta integral,
como se queria mostrar.

Ejemplo fisico. En la practica sucede con frecuencia que se desea determinar
un superficie de revolucién minimal, obtenida al rotar una curva entre dos puntos
dados P, = (z1,41) ¥ P2 = (22,92) en el plano. A esto a veces se le llama el
problema de la pompa de jab6én. En efecto, dados dos anillos perpendiculares

Tomamos una particién
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al eje z, el problema es hallar una superficie d jabé
o 2, ¢l problema. p e una pompa de jabén formada

(zlvyl)

y = f(z) Py = (z2,32)

:.‘.a pompa de jabdn ser4 la superficie de revolucién minimal. ;Cudl es la ecuacién
e la curva y = f(z)? Resulta aniloga a la del cable colgante, a saber,
z—a
dond b o
onde a y b son constantes que dependen de los dos puntos
Aqui vemos otro uso de la funcién cosh. P (131) ¥ (ea:33).

y = bcosh

Area de revolucién para curvas paramétricas

Como sucede con la longitud, también pc
suc , 1€n podemos tratar con curvas
paramétrica. Supongamos que dedas en forma

e=f(), y=g@), a<t<Lb.

(f), 9(t)) Sf(ti-'»l)v 9(ti 1))
N~ L'_




/
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Entonces la longitud L; entre (f(t:),9(t:)) ¥ (f(ti41), 9(ti41)) esté dada por
Li = V(£ (ti41) = F(t:))2 + (9(tis1) — 9(8:))?
= VF(e)? + ¢'(di)(tivr — t),
donde ¢; y d; son niimeros entre t; y t;41. Por lo tanto,

2rg(ci)V/ f'(ei)? + ¢/ (di)? (i1 — 1)
es una aproximacién para la superficie de revolucién de la curva en el pequeiio
intervalo [t;,t;+1]. En consecuencia, es razonable que la superficie de revolucién
esté dada por la integral

b dz\?
S_/a 27y (H?) +

Cuando ¢ = z, ésta coincide con la férmula hallada previamente. También es
1til escribir esta férmula simbdlicamente

S= /2wyds,

donde, simbélicamente, hemos usado

ds = \/(dz)? + (dy)>.
Cuando se usa esta notacién simbélica no se ponen limites de integracién. Sélo
cuando usamos el parametro explicito ¢ sobre un intervalo a < t < b, si ponemos
los valores a y b para t, abajo y arriba del signo de la integral. En este caso, el
4rea de la superficie se escribe

- -
ds
S= /,. 2my T dt.

Ejemplo. Deseamos hallar el rea de una esfera de radio a > 0. Es mejor
contemplar la esfera como el area de revolucién de un circulo de radio a y
expresar el circulo en forma paramétrica,

r=acosf, y=asenb, 0<6<L .

Entonces la férmula produce:

T
S= / 27a sen 01/ a2 sen? 0 + a2 cos? § df
0

x
= / 97a? sen 8 df
0

L
= 2ma?(— cos f)

= 47a?.
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Veamos ahora las superficies de revolucién en términos de limites. Sea y=

f(:c) _una funcién positiva como la anterior, definida para todos los mimeros
positivos z. Sea:

VB =volumen de revolucién de la grifica de f entre z = 1 y ¢ = B;
Sp =4rea de revolucién de la grafica de f entre z = 1 yz=B

Es un hecho, que usualmente resulta asombroso, que puede haber varios casos
en que Vp tienda a un limite finito cuando B — oo jmientras que Sp se vuelve
arbitrariamente grande cuando B — oco!

EjemPlo. Sea f(z) = 1/z. Entonces, usando las férmulas para volimenes
y superficies de revolucién, hallamos:

Vi ®1 =
5 = A ?dz=1r 1-§ -7 cuando B — oo.

B
SB=[ 27ri\/l+bf’(a:)?dz

Ahora bien', f'(z)? es un ntmero positivo, de modo que la expresidn bajo el
signo de raiz cuadrada es > 1. Entonces

B
1
Sp > 27r/ ;dz =27logB — oo cuando B — 0.
1

Vemos aquf cémo el volumen tiende al limite finito =, mientras que la superficie
de revolucién se vuelve arbitrariamente grande. '

En términos de una interpretacién intuitiva, supongamos que se tiene una

cubeta de pintura con 7 unidades ciibicas de pintura. Entonces es posible llenar
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el embudo dentro de la superficie de revolucién con esta pintura. Ifero, aunque
parezca paraddjico, no hay pintura suficiente para pintar la superficie de revolu-

‘ ¢ién, cuando B — oo. Esto muestra lo traicionera que puede ser la intuicion.

Xll, §5. EJERCICIOS

1. Hallar el irea de la superficie obtenida al rotar la curva
=acos® 0, y=asen30
alrededor del eje . [Trazar la curva. Hay alguna simetria. Determinar el intervalo
apropiado de 6.]
2. Hallar el irea de la superficie obtenida al rotar la curva y = 22 alrededor del eje
z,entrez=0y z=1.
3. Hallar el 4rea de la superficie obtenida al rotar la curva
s=40+t, y=t+1
alrededor del eje z,de t =0 a t =4.
4. El circulo z2 + y® = a? se rota alrededor de una recta tangente al circulo. Hallar
el drea de la superficie de rotacién. [Idea: Formar unos ejes coordenados y una

parametrizacién conveniente del circulo. Recordar cémo se ve la curva r = 2a :en [}
en coordenadas polares. ;Qué sucede si se rota esta curva alrededor del eje 7}

5. Un circulo como el que se muestra en la figura se rota alrededor del eje ¢ para
formar un toro (nombre elegante para la dona). ;Cual es el area del toro?

e
Tl
o\

Seccidén transversal del toro El toro

1/2
6. Hallar el irea de la superficie obtenida al rotar un arco de la curva y = z'/? entre

(0,0) y (4,2) alrededor del eje z.

|
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Xil, §6. TRABAJO

Supongan que una particula se mueve sobre una curva y que la longitud de la
curva se describe por una variable u.

Sea f(u) una funcién. Interpretamos f como una fuerza que actia sobre la
particula, en la direccién de la curva. Queremos hallar una expresién integral
para el trabajo realizado por la fuerza entre dos puntos de la curva.

Cualquiera que resulte ser nuestra expresién, es razonable esperar que el
trabajo realizado satisfaga las propiedades siguientes:

Si a, by ¢ son tres nimeros, con a < b < ¢, entonces el trabajo realizado
entre a y ¢ es igual al trabajo realizado entre a y b mas el trabajo realizado
entre b y c. Si denotamos el trabajo realizado entre a y b por W2(f), entonces

deberemos tener
Wi(f) = Wa(f) + Wi (f)-

Maés aiin, si tenemos una fuerza constante M actuando sobre la particula, es
razonable esperar que el trabajo realizado entre a y b sea

M(b - a).
Finalmente, si g es una fuerza mas poderosa que f, digamos que f(u) < g(u)

sobre el intervalo [a,b], entonces realizaremos mds trabajo con g que con f, lo
cual significa que

Wa(f) < W2(9)-
En particular, si hay dos fuerzas constantes m y M tales que
m < fu) < M
en todo el intervalo [a,b], entonces
m(b - a) < W2(f) < M(b - a).
Veremos mas adelante que el trabajo realizado por la fuerza f entre una distancia
@ y una distancia b estd dado por la integral

b
W:(f) =/a f(u)du.

Sila particula u objeto se mueve a lo largo de una recta, digamos a lo largo del
eje =, entonces f estd dada como funcién de = y nuestra integral es simplemente

/: f(z)dz.

Mais aiin, si la longitud de la curva u estd dada como funcién del tiempo ¢
(como sucede en la practica, ver la seccién §3) vemos que la fuerza se vuelve una
funcién de t por la regla de la cadena, a saber, f (u(t)) . Asi, entre los tiempos
t1 y t2, el trabajo realizado es igual a

/t ’ f(u(®)) ‘fl—;‘ dt.
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Esta es la expresién mas practica para el trabajo, pues las curvas y las fuerzas
se expresan con mayor frecuencia como funciones del tiempo.
Veamos ahora por qué el trabajo realizado esta dado por la integral. Sea P

! una particién del intervalo [a,b]:

a=uy<uyLup<---Lup=b
Sea f(t;) un minimo para f en el pequefio intervalo [u;, uiy1], y sea f(s;) un
maximo para f en este mismo pequeiio intervalo. Entonces, el trabajo reali-
zado por la particula en movimiento desde la longitud u; a u;4; satisface las
desigualdades

F:) (uigr — ug) S Wit (f) < f(si) (i1 — wi).

Al sumar esto hallamos
n-1 n-1
Do FE) (v — w) SWR(H) < ) Fls)(winr — w).
1=0 $=0

Las expresiones a la izquierda y a la derecha son las sumas inferior y superior
para la integral, respectivamente. Como la integral es el inico mimero entre las
sumas inferior y superior, se sigue que

b
Wi(f) = / £(u) du.

Ejemplo. Hallar el trabajo realizado al estirar un resorte desde su posicion
natural hasta una longitud de 10cm de largo. Se puede suponer que la fuerza
necesaria para estirar el resorte es proporcional al incremento en la longitud.

Visualizamos el resorte como horizontal, sobre el eje z. Asi, existe una cons-
tante K tal que la fuerza estd dada por

f(z) = Kz.
Entonces el trabajo realizado es

10
/ Kzdz = %K - 100
0

=50K.

Ejemplo. Suponer que la gravedad es una fuerza inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia al centro de la Tierra. ;Cual es el trabajo realizado
al levantar un peso de 2 tons desde la superficie de la Tierra hasta una altura de
161km sobre la Tierra? Suponer que el radio de la Tierra es de 6437km.
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Por hipétesis, existe una constante C tal que la fuerza de gravedad esta dada
por f(z) = C/(z + 6437)%, donde z denota la altura sobre la Tierra. Cuando
z = 0, nuestra hipdtesis es que

C
f(O) = 2tons = (6—45—62-
Por lo tanto, C' = 82.87 x 10° tons. El trabajo realizado es igual a la integral
100 100
1
— 6 ___ -
f(z)dz=32x10 ( o 6450)) .
=32 % 10° e — 1 ton/km
B 6450 6550 '

Xill, $6. EJERCICIOS

1. Un resorte tiene 45cm de largo y se necesita una fuerza de 5kg para mantener al
resorte a una longitud de 40cm. Si la fuerza estd dada como f(z) = kz, donde k
es una constante y z es el decrecimiento en la longitud, jcual es la constante k?
;Cuénto trabajo se realiza al comprimir el resorte de 40cm a 30cm?

45 eje x

(a) (b)

2. Suponiendo que la fuerza est4 dada como ksen(rz/45), en el problema de la com-

presién del resorte ]
fuerza. » responder las dos preguntas del problema anterior para esta

3. Una particula atrae a otra particula con una fuerza inversamente proporcional al
cua.d’rado de la distancia entre ellas. Sea C la constante de proporcionalidad
LC}I’&I es el trabajo realizado al mover la segunda particula a lo largo de una recta'
alejindola del origen, de una distancia 7; a una distancia r > 1 del origen? ’

4. En el ejercicio anterior, determinar si el trabajo tiende a un limite cuando r se
vuelve muy grande, y hallar este limite si existe.

5. Dc.)bsop:rtlcul?s se rf:pelen una a la otra con una fuerza inversamente proporcional al
cu e su distancia. Si una particula est4 fija en el origen, ;qué trabajo se realiza

al mover la otra a lO lalgo del €e x de una dlstancm. de 10cm a una dlsta.rlCla de

6. Suponiendo, como es usual, que la gravedad es una fuerza inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia al centro de la Tierra, jcuél es el trabajo realizado al
levantar un peso de 453.5 kg desde la superficie de la Tierra a una altura de 6437 km
sobre la superficie? (Suponer que el radio de la Tierra es de 6437km.)
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7. Una barra de metal tiene longitud L y seccién transversal S. Si se estira en z
unidades, entonces la fuerza f(z) requerida estd dada por

@) =22s

donde E es una constante. Si una barra de 30 cm de seccién transversal uniforme
de 10cm? se estira en 25cm, hallar el trabajo realizado (en términos de E).

8. Una particula de masa M gramos en el origen atrae una particula de masa m
gramos en un punto a zcm del eje z con una fuerza de CmM/z? dinas, donde C
es una constante. Hallar el trabajo realizado por la fuerza
(a) cuando m se mueve de z =1/100 a z = 1/10;

(b) cuando m se muevede z =1 a z =1/10.

9. Una unidad de carga positiva de electricidad en 0 repele a una carga positiva de
cantidad ¢ con una fuerza de c¢/r?, donde r es la distancia entre las particulas.
Hallar el trabajo realizado por esta fuerza cuando la carga ¢ se mueve a lo largo de
una recta que pasa por 0 desde una distancia r; hasta una distancia r; de 0.

10. Hay aire confinado en una cdmara cilindrica ajustada con un pistén. Si el volumen
del aire a una presién de 20lib/pulg? es de 75pulg®, hallar el trabajo realizado
sobre el pistén cuando el aire se expande al doble de su volumen original. Usar la

ley
Presién - Volumen = Constante.

Xil, §7. MOMENTOS Y CENTRO DE GRAVEDAD

Suponer que tenemos masas m,,...,m, y puntos 2i,...,Z, sobre el eje . El
momento total de estas masa se define como

n
mzy+ -+ muz, = E miz;.
i=1

Podemos considerar que estas masas estan distribuidas en alguna varilla de den-
sidad uniforme, como se muestra en la figura.

m, my m,_y m,

) Tyeoe eee Ty z,

La masa total es R
m=my;+---+m, = Zm;.
i=1
Deseamos hallar el punto de la varilla tal que, si balanceamos la varilla en ese
punto, no se moverd hacia arriba ni hacia abajo. Llamar a este punto Z.
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Entonces Z es un punto tal que, si la masa total m se coloca en Z, tendra el

mlsrr.no. ?fecto de balanceo que las otras masas m; en z;. La ecuacién para esta
condicién es que

n
mT=mzy+- -+ mpz, = Zm;a:,'.
i=1
Asi, podemos despejar T y obtener

- Y omz; 1<
T==—2"_—- _
Zm; m

m;z;.
1

i=

Este punto T se llama centro de gravedad, o centro de masa de las masas
my,...,my,.

Ejemplo. Sea m; = 4 en el punto z; = —3 y sea my = 7 en el punto~
z3 = 2. Entonces la masa total es
m=44+7=11

¥ el momento es
4-(-3)+7-2=2.
Por lo tanto, el centro de gravedad esta en el punto
T =2/11.
Supongamos ahora que tenemos una varilla delgada, colocada a lo largo del

eje Z en un intervalo [a,b], como en la figura. Considerar que la varilla tiene
densidad constante (uniforme) K.

La longitud de la varilla es (b — a). La masa total de la varilla es entonces la
densidad por la longitud, a saber

masa = K(b — a).
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Es razonable definir el momento de la varilla como igual al de la masa total
colocada en el centro de la varilla. Este centro tiene coordenadas en el punto

medio del intervalo, a saber
a+b

2
Por lo tanto, el momento de la varilla es

M= K(—"—-;'—Q(b —a).

A continuacién, suponer que la densidad de la varilla no es constante, pero varia
continuamente, de manera que puede representarse mediante una funcién f(z).
Tratamos de hallar una aproximacién de lo que entendemos por el momento de
la varilla. Asi tomamos una particién del intervalo [a,b],

a=z0<z1<--<Tpn=b.

En cada intervalo pequefio [z;, z;+1] la densidad no variard mucho, y entonces
una aproximacién para el momento de la pieza de varilla a lo largo de este
intervalo esta dada por

f(ei)ei(zipr + i)
donde
Ttz
t 2
es el punto medio de este pequefio intervalo. Sea
G(z) = zf(z).

Al tomar la suma de las aproximaciones anteriores se tiene

n—-1
> fle)ei(@ipr — i)

=0

que es una suma de Riemann para la integral

/j G(z)dz = /: zf(z)dz.

En consecuencia, es natural definir el momento de la varilla con densidad va-
riable como la integral

b
M) = [ af(e)de.

Sea T la coordenada del centro de gravedad de la varilla. Esto significa que,

si la masa de la varilla se coloca en Z, entonces tiene el mismo momento que la
varilla misma y equivale a la ecuacién

b
T - masa total de la varilla = / zf(z)de.

a
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Por lo tanto, obtenemos una expresién para el centro de gravedad, a saber,

L 2f(z)dz

T =4t

[ f)de

Ejemplo. Suponer que una varilla de 5cm de longitud tiene densidad pro-
porcional a la distancia desde un extremo. Hallar el centro de gravedad de la
varilla.

Suponemos que la varilla est4 tendida de manera que un extremo esta en el
origen, como se muestra en la figura.

La hipdtesis acerca de la densidad significa que existe una constante C tal que
la densidad est4 dada por la funcién

f(z) =Cxz.

(i) La masa total es

5 5
/ f(z)dz =/ Czdz = 2§g
0 0 2
(ii) El momento es

5 5
/ zf(z)dz = / Czldzr = ——1250.
0 0 3

Entonces
125C/3

25C/2
Este centro de gravedad es tal que, si balanceamos la varilla en una punta
aguda en el punto Z, entonces la varilla no se inclinara hacia ningin lado.

=

_lo
L

= _ 10
T=%

-— O
-—

) Se puede realizar un analisis similar en espacios de dimensién superior para
areas planas y voliimenes sélidos. Para esto es mejor esperar hasta que halla-
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mos estudiado integrales dobles y triples en dos o tres variables, en el curso

siguiente.
Parte cuatro

4 XIl, §7. EJERCICIOS

Formula de Taylor

1. Suponer que la densidad de una varilla es proporcional al cuadrado de la distancia
desde el origen; la varilla mide 10cm de largo, y estd tendida a lo largo del eje =

entre 5 y 15cm del origen. Hallar su centro de gravedad. .
| y series

2. Igual que en el ejercicio 1, pero suponer que la varilla tiene densidad constante C.

3. Igual que en el ejercicio 1, pero suponer que la densidad de la varilla es inversamente
proporcional a la distancia al origen.

llEl)n esta par!ie estudian}os la aproximacién de funciones mediante ciertas sumas
: a.m.adas series. El capitulo sobre la férmula de Taylor muestra c6mo aproximar
unciones medlante' polinomios y cémo estimar el término de error para ver la
calidad de la aproximacién que podemos obtener.

Nétese que la deduccidn de la férm i
) . ula de Taylor es una i6
integracién por partes. Y aplicacién de a




CAPITULO Xl

Formula de Taylor

Finalmente llegamos al punto donde se desarrollard un método que nos permita
calcular los valores de funciones elementales como seno, exp y log. El método es
aproximar estas funciones mediante polinomios, con un término de error que se
estima facilmente. Este término de error se dard mediante una integral, y nuestra
primera tarea serd estimar integrales. Después recorreremos sistematicamente
las funciones elementales y deduciremos los polinomios de aproximacién.

Es conveniente revisar los estimados del capitulo X, seccién §3, que se usardn
para estimar nuestros términos de error.

Xil, §1. FORMULA DE TAYLOR

Sea f una funcién diferenciable en algin intervalo. Podemos entonces tomar su
derivada f’ en ese intervalo y suponer que esta derivada también es diferenciable.
Necesitamos una notacién para su derivada. La denotaremos por f(2). De
manera analoga, si existe la derivada de la funcién f(), la denotamos por f(3),
y asi sucesivamente. En este sistema, la primera derivada se denota por F(1).
(Es evidente que también podemos escribir f() = f”.)
En la notacién d/dz podemos escribir también:
f(Z)(z) = ﬁd_zi
dz?’

d3f
3 —
() = el
y asi sucesivamente.
La férmula de Taylor nos da un polinomio que aproxima la funcién en térmi-

nos de las derivadas de la funcién. Como estas derivadas usualmente son faciles
de calcular, no hay dificultad alguna para calcular estos polinomios.
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Por ejemplo, si f(x? = senz, entonces f()(z) = cosz, fP)(z) = —senz,
fO®)(z) = —cosz y f*(z) =senz. Y de aqui comenzamos otra vez.
El caso de e es atin mas facil, a saber, f(®)(z) = e para todos los enteros

positivos n.
También se acostumbra denotar la misma funcién f como fO. Asi, f(z) =

FO(2).

Necesitamos una notacién mas, antes de enunciar la férmula de Taylor. Cuan-
do tomamos derivadas sucesivas de funciones, se presentan con frecuencia los
nimeros siguientes:

1, 2-1, 3.2-1, 4.3.2-1, 5.4-3.2.1, et

Estos nimeros se denotan por

Asi,
1'=1, 41 =24,

21=2, 5! =120,
3! =6, 6! = 720.
Cuando n e un entero positivo, el simbolo n! se lee n factorial. Asi, en general,
nl=n(n-1)(n—-2)---2-1
es el producto de los n primeros enteros de 1 a n.
Ademis es conveniente acordar que 0! = 1. Esta convencién hace que ciertas

férmulas sean mas faciles de escribir.
Veamos el caso de un polinomio

P(z) =cg+ c1z + coz? + - -+ cpz”.

Los niéimeros co,..., ¢, se llaman coeficientes del polinomio. Veremos ahora
que estos coeficientes se pueden expresar en términos de las derivadas de P(z)
en z = 0. Deberan recordar lo que se hizo en el capitulo III, seccién §7, cuando
se calcularon derivadas de orden superior. Sea k un entero > 0. Entonces la
k-ésima derivada de P(z) esta dada por

P®)(z) = ¢ k! + una expresién que contiene a z como factor.

La razén es: si diferenciamos k veces los términos
k-1
€0,C1Z,...,Ck-1T ,
obtenemos 0. Y si diferenciamos k veces una potencia z/ con j > k, enton-
ces quedara alguna potencia positiva de z. Entonces, si evaluamos la k-ésima

derivada en 0, obtenemos
P®)(0) = cik!
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pues, cuando sustituimos zpor 0, todos los otros términos dan 0. Por consi-
guiente, hallamos la expresién deseada de ¢ en términos de la k-ésima derivada;

i alO}

C
k ]

:A continuacién, sea f una funcién que tiene derivadas hasta de orden n en
un intervalo. Estamos buscando un polinomio

P(z)=co+c1z 4+ caz® +--- + cpz®
cuyas derivadas en 0 (hasta de orden n) sean igual i
o es pelan, ) guales a las derivadas de f en 0;
P®(0) = fM(0).
iCuales deben ser los coeficientes ¢, c;,..., cp para lograr esto? La respuesta

es inmediata a partir de los calculos de los coeficientes de un polinomio, a saber
debemos tener , ’

k! Cp = f(k)(o)

p T -_ “ee p
ara Cada entero k 0, 1, N, I or 10 ta,nto, tenemOS la, expresion deseada
para Ck y & Sabel‘

f(k)(o)
Ck = T

DeﬁIIICI . P lln 1mio de Ia y lOI de Ta
on El 0. (o) dO <n ara ia I ncio. €es
g - P l u n f

Pa(2) = £(0) + Do) + -0 (22)'(0)12 et f‘""(O) o
N n:

Ejemp}o. Sea f(z) = senz. Es facil obtener las derivadas (vean la seccién
§3), hallaran que los polinomios de Taylor tienen la forma
3 5 7
Pompr(@) == S 4 &0 _E w2
+1(2) ETI T TR QR sy E

Sélo se presentan valores impares de n, de modo que escribimos

n=2m+1 con m>0.

Ejemplo. Sea f(z) = e®. Entonces f®)(2) = e* para todos los enteros

positivos k. Por lo tanto, f*)(0) = 1 para todo k. d inomi
de Taylor tiene la forma @ P © » de modo que el polinomio

z? 23 n
AT
n!

Pn(x)=1+1'+2' 30



'
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Queremos ahora saber la calidad de la aproximacién Pn(z) de f(x). Escri-
bimos :
F(2) = Pa(2) + Raya(2),
donde R4 se llama residuo.
Tendremos que estimar el término residuo Rp4+1(z). Finalmente probaremos
que existe un niumero ¢ entre 0 y z tal que )

f(n+l)(c) n+1
i)

Royi(z) =

Asi, el término residuo se verd como los términos principales, excepto que el
coeficiente
Ft(e)

(n+1)!
se toma en algin punto intermedio ¢ en lugar de tomarse en 0.
Como es facil estimar las derivadas de las funciones senz, cosz y e*, podre-
mos ver que los polinomios de Taylor dan buenas aproximaciones a la funcién.
Si aceptan como valida la expresién

$66) = 10+ 1002+ 507 4oy Bt )

donde

£ n
.—n.'—z

Rn(z) =

para algin nimero ¢ entre 0 y z, entonces pueden leer inmediatamente las sec-
ciones posteriores, §3 y sucesivas, para entrar a las aplicaciones de las funciones

elementales.
Observamos que no hay ninguna diferencia entre escribir

f(@)=Pa(z)+ Raga(z) vy f(z) = Pac1(2z) + Ra(2).
Esto equivale a un simple cambio de indices. Usaremos la férmula que nos
parezca mds conveniente.

Por supuesto, la afirmacién anterior no dice nada preciso acerca del nimero
¢ sino que ¢ estd entre 0 y z. Pero el meollo de la férmula y de su término
residuo es que no necesitamos mas precisién para estimar el término residuo. El
polinomio que precede al término residuo da un valor en z. Sélo queremos saber
lo cerca que esté este valor de f(z). Para ello basta dar una cota

FARIO]]
de modo que basta dar una cota para la n-ésima derivada |f(")(c)|. Se puede
dar dicha cota sin saber el valor exacto de la n-ésima derivada en el nimero c.
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Se puede ver cémo hacerlo en las secciones §3 y subs
de manera sistematica todas las funciones efem};n:alie:.c uenies, ctando tratemos
) Dfesarrollaremos ahora teéricamente la férmula de Taylor y probaremos que el
termu’no residuo tiene la forma mencionada. También sers conveniente trabajar
con niimeros arbitrarios a y b en lugar de los niimeros 0 ¥y z. Ademads se enun-
ciard la férmula de Taylor de una manera un tanto diferente para el término
residuo, pero que es como surge naturalmente en la demostracién. Después
probaremos que la forma integral es igual a la expresién enunciada antes.

’;‘eore’ma 1.1.  Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado entre
dos nimeros a y b. Suponiendo que la funcién tiene n derivadas en este
intervalo y que todas ellas son funciones continuas, entonces

D(a a
f(b)=f(a)+£(uﬁ(b—a) +L22)!(—)(b—a)2+~~

f(n—l)(a) a
+ (T—-l)-!-(b —a)" '+ R,,
donde R, (llamado término residuo) es la integral
= =" g
" a (n—l)! d (t) g

El término residuo parece ser un poco complicado. En el teorema 2.1 proba-

rel;los que R, se puede expresar en forma muy parecida a los otros términos, a
saber,

™)
R, = f—n'(—)(b —a)?

para algin nimero ¢ entre a y b. La férmula de Taylor con esta forma del
residuo ya es muy ficil de memorizar.

El caso mds importante del teorema 1.1 ocurre cuando a = 0. En ese caso
la férmula se lee ’

(0) £=1(0)
f(b) = £(0 +ib e -1
)= O+ bt o1 tEn
Mas aun, si z es c’ualquier nimero entre a y b, la misma férmula éigue siendo
vélida para este nimero z en lugar de b, simplemente al considerar el intervalo
entre a y = en lugar del intervalo entre q y b. Asi, si a =0, la férmula se ve:

f(z) = f(0)+ @m ot f(—:-_Ll()O!)x""l + R, (z),
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donde

Rula) = 1N

y ¢ es un nimero entre 0 y . Cada derivada £(0), f'(0),..., F=1)(0) es un
nlimero, y vemos que los términos que preceden a R, forman un polinomio en
z. Este es el polinomio de aproximacién.

Probaremos ahora el teorema. La demostracién es una aplicacién de la inte-
gracién por partes. Primero, para tener la idea de la demostracién, veremos dos

casos particulares.

™¢ Casos particulares. Procederemos por pasos. Sabemos que una funcién es
la integral de su derivada. Asi, cuando n = 1, tenemos

b
f(b)—f(a) = / £(t) dt.

Sea u = f/(t) y dv = dt. Entonces du = f"(t)dt. Estamos tentados a
poner v = t. Este es un caso en que escogemos otra integral indefinida, a saber,
v = —(b—t), que difiere de ¢ en una constante. Tenemos atn que dv = dt (jse
cancelan los signos menos!). Integrando por partes obtenemos

b
/ udv = uv
a

= —FW)b-1)

b b
—/vdu
a a

b b
_ / —(b—t)f(1) dt

b
= f'(a)(b—a) + / (b —t)f3(¢) dt.

Esta es precisamente la férmula de Taylor cuando n = 2.
Vamos un paso mds adelante, de 2 a 3. Reescribimos la integral recién

obtenida como A
/ FA() (b —t) dt.
Sean u = f®)(t) y dv = (b—1t)dt. Entonces
(3) —(b—1)? .
du= f(t)dt y v=——p = (b—1)dt.

Asi, al integrar por partes hallamos que nuestra integral, que tiene la forma
f:udv, es igual a

b
. —/a vdu = —-‘f‘("’)(t)(i:zt—)2

b
uv

b b
- [ o0

= f(2)(a)£b;2a£ + Rs.
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Aqui, Rj3 es el residuo deseado y el término precedente es el término propio de
la férmula de Taylor.

Si lo necesitan, pueden hacer el paso siguiente, de 3 a 4. Veremos ahora
cémo va el paso general, de n a n+1.

(?aso general. Suponer que ya obtuvimos los primeros n — 1 términos de
la férmula de Taylor, con el término residuo
b -
b— t)” 1
R. = g_____ (n)

que reescribimos

b _
_ [ ="
R, /af (®) m— dt.
Sea
= (n) — (b_t)n_l »
u=f"() y  dv= =1 dt.
Entonces

du= fD@)dt  y  w= L(b"_t)t
n!
Aqui usamos el hecho de que b es constante, y

/(b—t)"‘ldt = ———(b_nt)".

Noétese la aparicién del signo menos debido a la regla de la cadena. Usamos
también
n(n —1)! = n!
para dar el valor enunciado de v. Asi, el denominador va de (n —1)! a n!.
Integrando por partes hallamos:

- /bvdu - _f(n)(t)(_b_—';_t)"_

b b
R, = uv ; —

b n
[1 _ (b ;!t) f("+1)(t) dt

a a a

—a)® b _$\n
= @ Ly [ O e a

Hemos separado, pues, un término mas de la férmula de Taylor y el nuevo residuo
es el R, deseado. Esto concluye la demostracién.

Xill, §1. EJERCICIOS

1. Sea f(z)=log(1l+z).

(a) Hallar una férmula para las derivadas de f(z). Comenzar con f)(z) = (z +
1)1, f®(z) = —(z+1)~2. Obtener f(*)(z) para k =3, 4, 5 y depués escribir
la fé6rmula para k arbitrario.

(b) Hallar f(¥)(0) para k=1, 2, 3, 4, 5. Después mostrar en general que

FB(©0) = (—1)*+ (k- 1.
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(c) Concluir que el polinomio de Taylor Pn(z) para log(1l + z) es
22 3zt 12"
=g 42 _Z 4. . 4(-1 z..

Pa(g) =z =S+ 5 -+ + ()

L ' 2. Hallar los polinomios Pn(z) para la funcién f(z) = cosz y los valores n =1, 2,
3,4,5,6,7, 8.
Xiil, §2. ESTIMADO PARA EL RESIDUO

Teorema 2.1. En la formula de Taylor del teorema 1.1, existe un nimero
c entre a y b tal que el residuo R,, esta dado por

_ IP)G=a)
BPALI UL

Si M,, es un niimero tal que | f(")(:c)L< M,, para todo z en el intervalo, i.e.
si M, es una cota superior para |f(®)(z)|, entonces

’ M,|b—a|*
|Rnl £ =
Demostracion. La segunda afirmacién se sigue inmediatamente de la primera,
formando el estimado

|Rn| <

Probemos la primera afirmacién. Como f(®) es continua en el intervalo,
existe un punto u en el intervalo tal que f(")(u) €s un maximo y un punto v tal
que f(®)(v) es un minimo para todos los valores de f(®) en nuestro intervalo.

Supongamos que a < b. Entonces, para cualquier ¢ en el intervalo, b — ¢ es
>0, y, por lo tanto,

(b - t)" 1

(n—1)!

Usando el teorema 3.1 del capitulo X, seccién §3, concluimos que se cumplen

desigualdades parecidas cuando tomamos la integral. Sin embargo, f(™)(v) y

f(")(u) son nimeros fijos que se pueden sacar del signo de integral. En conse-
cuencia, obtenemos

‘ £ () / (Ul i t)"- dt < Ro < f™(u) / (b‘t)"- dt.

Ahora efectuamos la lntegraclon, que es muy facil, y obtenemos

/ (b )n-l dt = (b — t)n (b - a)” .

n) —al? —al?
U=l fo-al"
n! = n!

10 < S o0 < o205 10w,

n

a
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[Observacicn: ésta es la misma integral que surgio en la integracién por partes,
en la demostracién del teorema 1.1.] Por lo tanto,

1O < R, < g E=a

Por el teorema del valor intermedio, la n-ésima derivada f (")(t) toma todos los
valores entre su minimo y su maximo en el intervalo, por lo cual

f(")(t)(b—_mi)—

toma todos los valores entre su minimo y su mdximo en el intervalo. De este
modo, existe algiin punto ¢ en el intervalo tal que

Ra= (9=,

que es lo que queremos.
La demostracion en el caso b < a es parecida, excepto que se invierte el
sentido de ciertas desigualdades. La omitimos.

El estimado del residuo es particularmente iitil cuando b est4 cerca de a. En
ese caso reescribimos la férmula de Taylor haciendo b — @ = A. Obtenemos:

Teorema 2.2. Con las mismas hipdtesis del teorema 1. 1, tenemos

f(a+h)=f(a)+ f/(a)h+--- + f(= ”(a)( +R,

1)'
con el estimado

|Ra| < My, H

donde M, es una cota para el valor absoluto de la n-ésima derivada de f
entre ay a+h.

En las secciones siguientes damos varios ejemplos. A menudo tomamos a = 0,
de modo que tenemos

n-l
5= 10+ @z o4 L0t o)
coﬁ el éstimado
|Ra(a)] < M, 2T

si My, es una cota para la n-ésima denvada de fentre0yzx.

Esto significa que hemos expresado f(z) en términos de un polinomio y un
término residuo. Como ya dijimos, el polinomio

Pa(z)=co+ciz+--- +caz™,
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donde

Ck

_ f®0)
=

se llama polinomio de Taylor de grado< n de f(z). Llamamos a cj el
k-ésimo coeficiente de Taylor de f. Estos polinomios se calcularan explicita-
mente para todas las funciones elementales en las secciones siguientes.

En esencia, un polinomio es la funcién que se maneja con mayor facilidad.
Asi, es 1til que podamos probar que los polinomios de Taylor dan aproximaciones
a la funcién dada. Para que asi suceda, tenemos que estimar el residuo, y ver
si es cierto en el caso de las funciones elementales que el residuo R, tiende a 0
cuando n — oo. Esto significa que el polinomio de Taylor P,(z) tiende a f(z)
cuando n — 00, y obtenemos entonces la aproximacién polinomial deseada.

Xill, §3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea f(x) =senz y tomemos a = 0 en la férmula de Taylor. Ya mencionamos
cudles son las derivadas de senz y cosz. Asi,

fO)=0, f30)=0,

FO)=1,  f90)=-1
La férmula de Taylor para sen z es entonces como sigue:
P B _, amt
senz=z—or+ g -t -H™ @m=1) + Rom+1(2)-

Vemos que todos los términos pares son 0 porque sen0 = 0.
Podemos estimar senz y cosz de manera muy sencilla, pues

|senz|<1 'y  |cosz|<1
para todo z. En el teorema 2.2 tomamos la cota M, = 1, esto es

™) < 1
para todo n, y

(Ra(a)l < L

Asi, si observamos todos los valores de z tales que |z]| < 1, vemos que R,(z)
tiende a 0 cuando n se vuelve muy grande.

Ejemplo 1. Calcular sen(0.1) con 3 decimales.
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Aqui tenemos z = 0.1. Queremos hallar n tal que

n
Iill— <1073,
n.

Por inspeccién vemos que funcionard n = 3. En efecto, tenemos que
(0.1 10-3

3! 6
Dicho término de error nos colocaria en el margen de precisién requerido, por lo
que basta usar la férmula de Taylor

[R3(0.1)] <

senz = z + R3(z).
Hallamos '
sen(0.1) = 0.100+ E,
con el término de error E = R3(0.1), tal que |E| < £1073. Con esto vemos
cudn eficiente es la férmula para calcular el seno de valores pequeiios de z.

Definicién. Diremos que una expresién tiene el valor A con una precisién
de 10" si la expresion es igual a A + E con un término de error E tal que

|E| < 107",
En el ejemplo precedente podemos decir que sen(0.1) tiene el valor 0.1 con una

precisién de 1073,

Advertencia. No debe escribirse sen(0.1) = 0.1. Esto es falso. Es nece-
sario escribir siempre el error, esto es, escribir

sen(0.1) =0.1+ E,
y dar un estimado para |E|.

Ejemplo 2. Calculemos el seno de 10° con una precisién de 10~3. Primero
debemos convertir grados en radianes, y tenemos
T 7r
10° = 10—= = —radi .
80 = 1 8ra ianes

Ahora tenemos que calcular sen(r/18). Suponemos que 7 es aproximadamente
3.14159. .. y, en particular, 7 < 3.2. Esto se mostrard después. Entonces

T < 1

18 °5°
Tenemos que expresar sen(w/18) con el polinomio de Taylor de algin grado y
un residuo que debera estimarse. Esto requiere ir corrigiendo repetidos intentos.
Se debera experimentar con varias posibilidades. Aqui damos en seguida una

que funciona. Tenemos
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Si conocemos 7 con la precisién adecuada, podremos calcular los dos primeros
términos con cualquier precisién deseada, mediante sencillas operaciones arit-
méticas: suma, resta, multiplicacién y divisién. Tenemos entonces que estimar
Rs(7w/18) para saber si estd dentro de la precisién deseada. Tenemos

5
7 (<5 () < s (5) <50

mediante aritmética sencilla. Por lo tanto, los dos primeros términos

1 ( T )3
18 6 \18
dan una aproximacién de seno de 10° con una precisién de 10~%, que es

mejor que la que queriamos originalmente. Tratemos ahora de ver la calidad de
la aproximacién que se obtendria usando un solo término:

sen (%) = %—}- R3 (—1%) .

Ejemplo 3. Calcular sen (1 + 0.2) con una precisién de 10=%,
En este caso usamos la férmula de Taylor para f(a + k). Tomamos

== h=0.2.
a 5 y

Corrigiendo repetidos intentos, y adivinando, lo intentamos con el residuo Ry.
Asi,

(a+h)= h " z
sen{a + h) = sena + COS(“)'I‘ - sen(a)g - c”(“)ﬁ + R

2
Para R4 tenemos el estimado

(0.2) -

|, Yy 10202,

2 2

(0.2)* 16-10~*

que esta dentro de las cotas requeridas de precisién.

<107t

. Convencién. En los ejemplos 2 y 3 dejamos la respuesta como una suma
de unos cuantos términos mds un error que estimamos. No se necesita realizar
la expansién decimal de los primeros cuatro términos. Sin embargo, quien tenga
una calculadora de bolsillo podra efectuar los cdlculos y obtener una respuesta
decimal. Para esto la maquina viene siendo mejor que el cerebro, pero el cerebro
fue mejor para estimar el residuo.

Es cierto atin que el término residuo de la férmula de Taylor para sen z tiende
a 0 cuando n se vuelve grande, aun cuando z sea > 1. Para esto necesitamos
investigar 2" /n! cuando z es > 1. La dificultad es que, cuando z > 1, entonces
z" se vuelve grande cuando n — oo, y también n! — oo cuando n — oo. En
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estas condiciones, el numerador y el denominador pelean entre ellos y debemos
determinar quién gana. Trabajemos con un ejemplo, para tener una idea de
lo que sucede. Tomemos z = 2. ;Qué sucede con la fraccién 2"/n! cuando
n — 0o? Primero se hace una tabla:

n 1| 2 3 4 5
2" g | 8.4 | 16_1 32 _4
o2 6 3 24~ 2 120 15

De donde deberé deducirse experimentalmente que
i
-2-—' —0 cuando n — oco.
n!

Asi, adivinamos la respuesta experimentando numéricamente. A continuacion,
nuestra tarea es probar el resultado general.

Teorema 3.1. Sea c cualquier nimero. Entonces c*/n! tiende a 0 cuando
n se vuelve muy grande.

Demostracién. Podemos suponer que ¢ > 0. Sea no un entero tal que no >
2c. Asi, ¢ < ng/2,y ¢/no < }. Escribimos

" c-co--c c c e
17 1.2.-sng(no+1)(no+2) n

c* (1 1
<5 (3) ()
¢ (1\"7"
-5G)

Cuando n se vuelve grande, (1/2)"~"° se vuelve pequeiio y nuestra fraccién
tiende a 0. Tomando, por ejemplo, ¢ = 10, escribimos
10" _ 10---10 (10)---(10) _ 10%° (1)""”
nl ~ 1-2-.-20 (21)---(n) 20! \2
y (1/2)*~?° tiende a 0 cuando n se vuelve grande.
Del teorema vemos que el residuo

|Ra(z)] < L

n!
tiende a 0 cuando n se vuelve grande.

A veces una integral definida no se puede evaluar a partir de una iqtegral
indefinida, pero podemos hallar aproximaciones sencillas usando la expansion de

Taylor.
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En el ejemplo siguiente, y en ejercicios, usaremos con frecuencia el estimado
para una integral dada en los teoremas 3.2 y 3.3 del capitulo X, esto es: Sea
a < b ysea f continua en [a,b]. Sea M un nimero tal que |f(z)] < M para
todo z en el intervalo. Entonces

/: f(z)de

Ron Infante me dice que los cédlculos numéricos de integrales como la del
ejemplo siguiente ocurren con frecuencia en el estudio de redes de comunicacién,
en relacién con ondas cuadradas.

b
< [ V@)ds < M@ -a).

Ejemplo 4. Calcular hasta dos decimales la integral

1
sen
dz.
0o z

senT =z — — +R5(x) y |Rs(z)] < lzP I .

Tenemos

Por lo tanto,

2

senz _ ., _z* Rs(z) Rs(x)

z

|=|?
=5

Por lo cual

1
—| + E, donde E:/ —R—S(—Qd:c.
0 o Z

El término de error E satisface

Rs(z) / PR |
F| < dz < —d = = —
! '—/ =551, 600
Mis afin,
2 | 117
g- | =1- ===,
3-31|, 18~ 18
Por lo tanto,
1
sen z 17 1
de = —
/(; 2 18+E donde |B| < — 600"

Ejemplo 5. Calculemos

1
I:/ senz?dz.
0

ud
senu=u-— + Rs(u).

Hacemos u = 2. Entonces
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I:h/o1 (xz—g-f) d:c+/ Rs(z?) dz

Por lo tanto,

2 271
=|Z_E | +E
[3 76), "

=5-m+E

donde

Sabemos que
IRs(w) < 2.

Como u = z2, hallamos
lzlod 1 —3
Bl [ 57 de= g <1070

I=1-%5+E, con |E| <1073

Observacién. Aunque la notacién del ejemplo anterior es parecida a la
integracidén por sustitucién, se deberd insistir en que el procedimiento que se
sigui6 no es lo que previamente llamamos integracién por sustitucién.

Por consiguiente,

Hemos estudiado el seno. El coseno se puede estudiar de la misma manera.
Tenemos la férmula de Taylor

22 :c‘* 22m
—_— sy iy m
cosz=1-— 5 + T -+ (=1) (2 -1 + Romt2(2)
y
'x|2m+2
< —_—.
Rama2(2)l < oy

Observen que sélo los términos pares aparecen con coeficientes distintos de cero.
En la férmula del seno apérecen dUnicamente los términos impares porque las
derivadas de orden impar del coseno son iguales a 0 en 0, y las derivadas de
orden par del seno son iguales a 0 en 0.

Ejemplo 6. Suponer que queremos hallar el valor de

Leosz —1
——dz,
o z

hasta 2 decimales. Escribimos

22
cosz=1-— 7 + Ry4(z).
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Entonces
cosz —1 z  Ry(z)
—=—--+ )
z 2 z
ypara0<z<1,
Ry(2)| 2t _4°
z 4 T
Obtenemos
1 1
cosz — 1 !
/ _dzz-/ Zdr+E, donde E:/ R2) 4
0 z o 2 b =z
122
=-37, Ry
=-1+E.
Estimamos E':
z4|! 1
E| < ==
Bl < / 41 24 4, 96

Fallamos con el estimado deseado por sélo unos cuantos puntos de porcentaje.
Esto significa que, para obtener la precisién deseada, se debe usar un término
mas del polinomio de Taylor de cos z, de modo que se escribe

z? gt
cost=1-—— T E+R5(:c)
y
cosz—1 z 23 Re(z)
= 2tat—
Entonces ) .
cosz — 1 z g8
= o dr = 4z
/0 - f /0 [ 3 4!] dz + E,
donde .
FE Re(2) dz.
0 x
Ahora usamos el estimado
Ro(z)|  2° _a°
z |~ 6lz 6
y 1
z5 11
El < —dr= —=
IBl< | &%= 73055

Esto da el valor deseado con una precisién de tres decimales.
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Advertencia. La integral definida del ejemplo anterior no puede escri-
birse como una suma

1 _ 1 1
/ cos T ldz.':/ coszdx_/ —l-d:c.
0 z o T o T

Aunque es cierto que la integral de una suma es la suma de las integrales, esto
es cierto sélo cuando las integrales tienen sentido. La integral

1
/ld:c
oz

no tiene sentido. Primero, la funcién 1/z no es continua en el intervalo
0 <z <1 y colapsa cuando z tiende a cero. Aun si queremos interpretar esto
como un valor limite,

1 1 , 1 1 . ,
/0 ;dz—}!l_l}‘(l) A ;d:c—’{{%(logl——logh),

el limite no existe porque logh se vuelve negativo grande cuando h tiende a 0.
De modo que no podemos separar la integral deseada en una suma.
Ademas, se puede mostrar que no existe una expresién sencilla que dé

una integral indefinida
/———COSZ_ 1 dz = F(z),

con una funcién F(z) expresable en términos de funciones elementales.
Por otro lado, como hemos visto, podemos evaluar perfectamente bien la integral
definida, con cualquier precisién.

Xill, §3. EJERCICIOS

A menos que se especifique otra cosa, tomar la férmula de Taylor con e =0 y b =z.
En todos los célculos, incluir un estimado del término residuo (error), que muestre
que la respuesta dada estd dentro de la precisién deseada.

1. Escribir el polinomio de Taylor de grado 4 para cosz. Probar la férmula de Taylor
enunciada en el texto para cosz.

2. Dar los detalles para el estimado |Rem42(z)| < |2|*™2/(2m + 2)! para la funcién
f(z) =cosz.

3. Calcular cos(0.1) hasta 3 decimales.

4. Estimar el residuo R3 en la férmula de Taylor para cos z, para el valor z = 0.1.
5. Estimar el residuo R4 en la férmula de Taylor para sen z, para el valor z = 0.2.
6. Escribir el polinomio de Taylor de grado 4 para tanz.

7. Estimar el residuo Rs en la f6rmula de Taylor para tanz, para 0 <z < 0.2.

En los ejercicios.8, 9, 10 y 11, la férmula de Taylor se usa con a # 0.
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8. Calcular los siguientes valores hasta 3 lugares decimales.
(a) sen31° (b) cos31° (c) sen47°
(d) cos47° (e) sen32° (f) cos32°

9. Calcular el coseno de 31 grados hasta 3 decimales.
10. Calcular el seno de 61 grados hasta 3 decimales.
11. Calcular el coseno de 61 grados hasta 3 decimales.

12. Calcular las integrales siguientes hasta tres decimales.

1 0.1
sen cosz — 1
a d b ==
® [ =2 o [ =2=le
(C) ! 2 ! sen 22
senz” dz (d) —dz
0 o z
(e) 1 cosz?d " sen o
z f) - dz
o o T
13. Calcular

1/2
-1
/ cos T dz
o T

Xill, §4. FUNCION EXPONENCIAL

hasta 5 decimales.

Todas las derivadas de e” son iguales a ¢® y ¢ = 1. Por lo tanto, la férmula
de Taylor para e® es

. 1 1.2 13"—1
e =142+ —4+ -+ —
tortot 1) + Rn(z).
El término residuo satisface
n
R,(z) = ecz—',
n!

donde ¢ es un nimero entre 0 y z. Por lo tanto,

cJel”
|Bn(2)] < e* .

Nétese que e® siempre es positivo, y
siz <0, entonces ¢<0 y 0<e<l1.

‘ Como con la funcién seno, el teorema 3.1 muestra que el término residuo
tiende a 0 cuando n se vuelve grande.
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Ejemplo 1. Calcular e con 3 decimales.

Tenemos e = e!. Del capitulo VIII, seccién §6, sabemos que e < 4. Estima-
mos R7:

1 1
<e=<4— -3,
|R7|_e7!__45040<10
Asi
=141 ! ! R
e=1+ +§+"'+a+ 7
=2.718...

Claro que, mientras méas pequefio sea z, se necesitardn menos términos de la
serie de Taylor para aproximar e”.

Observacién. En el capitulo VIII obtuvimos el estimado ingenuo e < 4.
Ahora tenemos una evaluacién mucho mas fina, que muestra en particular que
e < 3. Asi, usando un estimado burdo y la férmula de Taylor podemos obtener
una determinacién precisa de e. Incluso si hubiéramos comenzado sabiendo que
e < 3 (podriamos haberlo obtenido mediante un estimado similar al del capitulo
VIII), no hubiera ayudado gran cosa para obtener un valor mas preciso.

Ejemplo 2. ;Cuantos términos de la férmula de Taylor se necesitan para
calcular e'/1° con una precisién de 10-37

Ciertamente tenemos e!/1° < 2. Asi

(/10 1.

Por lo tanto, necesitamos s6lo 3 términos (incluido el término 0-ésimo).

Xill, $4. EJERCICIOS

En los ejercicios, cuando se pida calcular una cantidad con cierto grado de precisién,
mostrar siempre el estimado obtenido del término de error para probar que se logra la
precisién deseada.

z

1. Escribir el polinomio de Taylor de grado 5 para e™”.
\y Estimar el residuo R3 en la férmula de Taylor para e” si z =1/2.

3. Estimar el residuo R4 para z = 1072,

4. Estimar el residuo R3; para z = 1072,

5. Calcular e hasta cuatro decimales, después hasta cinco decimales y después hasta
seis decimales. En cada caso, escribir e como una suma de fracciones mds un
término residuo y estimar el término residuo.[Este ejercicio trata de dar una idea
préctica del tamafio de los términos residuo, y de cuintos se necesitan para obtener
la precisi6én deseada. Se puede calcular la suma de las fracciones con una calculadora
de bolsillo.]



398 FORMULA DE TAYLOR [XII1, §5]

6. Ca.lgular 1/e hasta 3 decimales, y mostrar el residuo que daria una Pprecisién de
107°.

7. Estimar el residuo R4 en la férmula de Taylor para e® cuando

(a) z=2. (b) z=3.
8. Estimar el residuo Rs en la férmula de Taylor para e® cuando
(a) z=2. (b) z=3.
9. ;Cudntos términos de la férmula de Taylor para e” se necesitarfan para calcular e?
hasta
(a) 4 decimales? (b) 6 decimales?

10. Calcular e hasta 10 decimales. Primero darlo como suma de niimeros racionales.
Después usar alguna miquina calculadora para obtener los decimales. Mostrar el
estimado del término de error.

11. Calcular 1/e?® hasta 4 decimales.

12. Calcular las integrales siguientes hasta 3 o 4 decimales, dependiendo de cudnto se
quieran esforzar.

1,24 1 1,
(a) - dz (b) / e " dz (c) / e” dz
() o

1 1
d) e dz (e) f e dz
0

(1]

XHl, §5. EL LOGARITMO

Queremos obtener una férmula de Taylor para el log. No podemos manejar el
log escribiendo simplemente

logz = log0 + log/(0)z + - - -

porque no estd definido log0. Asi, para el log, es mejor obtener una férmula
con ¢ =1, de modo que

=10 / nepy (8= 1)?
logb = log1 +log'(1)(b — 1) + log (1)—2,— +--

La experiencia muestra que entonces es mas conveniente hacer
b=1+4+=2

de modo que b — 1 = z. De esa manera obtenemos una férmula de Taylor
5
log(l+z)=:c—%+~-~.

Dejamos como ejercicio (vean el ejercicio de la seccién §1) deducir esta férmula
de la manera usual, calculando las derivadas f(*)(0), donde f(z) = log(1+z).

Aqui obtendremos el resultado por otro método, que también sera aplicable
en la siguiente seccién y que, en algunos aspectos, es mds eficiente y hace que la
serie para el log sea fécil de recordar.
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Deberian conocer desde el bachillerato la serie geométrica
1

l1—u .

Mas adelante la deduciremos de nuevo, pero por el momento trabajaremos for-

malmente y no nos preocuparemos acerca del significado de la suma infinita. Al

reemplazar u por —z obtenemos

1

T+z

Al integrar el lado izquierdo y el lado derecho término a término, de nuevo

sin preocuparnos lo que significa la suma infinita, obtenemos
22 23 gt

log(1+x)_z—?+?——4—+-~.

Vemos que en el lado derecho los signos se alternan y que tenemos sélo n en el
denominador de z"/n en lugar de n!, como sucede para senz, cosz y e®.

Ahora debemos empezar de nuevo para deducir la férmula con un término

residuo que nos permita estimar valores para el log. Ademas, como log0 no esti

definido, tendremos que tomar z en algin intervalo de nimeros > —1. Resulta

que la férmula de Taylor dara valores para la funcién sélo en el intervalo
-l<z<1l

Esto contrasta con senz, cosz y e*, donde obtuvimos valores para todo .
Sea u cualquier numero # 1. Deseamos justificar la serie
L =l+ut+u®+ud ...
1-u
No se preocupen por ahora acerca del significado de la suma infinita de la derecha:
se usara formalmente. Si se multiplican los términos cruzados se obtiene

(I-w)(l+u+u?+u®+-)=1+utu’+ud+.

=l+u+t+ul+ud+....

=l-z+22-23+....

—u_uz_ua—...

=1
De modo que hemos justificado formalmente la serie geométrica.

A continuacién nos ocupamos de la suma infinita. No sabemos cémo sumar
una infinidad de nimeros, de modo que enunciaremos una relacién aniloga a la
anterior pero con un nimero finito de términos. Esto se basa en la férmula

1—-u®

1—-u
para cualquier entero n > 1. La demostracion se obtiene de nuevo multiplicando
términos cruzados:

I-w)(l+u+u+- e Y =14utu? 4. 4!

_u_u2__“_un-l_,un

=1l4+u+---+u?

=1-u".
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Como 1m g 1 o

l-u  1—-u 1-u

hallamos finalmente

1 2 n—1
1_—u=1+U+u +ood U

Queremos aplicar esta férmula con el fin de obtener una expresién para 1/(1+t),
porque por ultimo queremos obtener una expresién para

. s q
= —dt.
log(1+ ) /0 T+
Sustituimos u = —t y hallamos
n
1 — 2 3 _1\yn—-14n-1 —1)" t .
—1—+—t—l—t+t -7 4+ (-1 +(-1) 141

Consideremos el intervalo —1 < z < 1, y tomemos la integre}l de 0 a z
(en este intervalo). Son bien conocidas las integrales de las potencias de ¢. La

integral
71
/ ——dt = log(1 + )
o 1+t )
se calcula mediante la sustitucién u = 14t¢, du = dt. Asi obtenemos:

Teorema 5.1. Para —1 < z <1, tenemos

172 :Ca
_+—_

log(1+:t)=:t:—2 3

< (1" T 4 Raga(2)

donde el residuo Rp41(z) es la integral
n i tn
Roti(z) = (-1) /(; T+ dt.

Observen que fue esencial que z > —1 porque la expresi‘o'H 1/(141t) no tiene
significado cuando t = —1. La férmula anterior también ’vaIe para ¢ > 1:
Sin embargo, veremos que el término residuo tiende a 0 sélo cuando z esta
en el intervalo mencionado.

Casol. 0<z<1.
En ese caso, 1+¢> 1. Asi,

n

<t -
1+t ="
y nuestra integral esta acotada por j: t" dt. Asi, en ese caso,

n+41

T
T
|Rn41(2)] < /0 t"dt < o

En particular, el residuo tiende a 0 cuando n se vuelve grande.
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Observacién. En las aplicaciones usaremos un Tecurso que nos permita tra-
tar sélo con el caso 1. Asi que, si lo desean, pueden omitir el caso 2.

Caso 2. -1 <z<0.
En este caso t estd entre 0 y z Y es negativo, pero atin tenemos

z<t<0,
y0<1+z<1+t. Porlo tanto,
e (=
1+1¢ 1+t~ 142z

Para estimar el valor absoluto de la integral podemos invertir los limites (hacemos
esto porque z < 0), y asi

°(=t)"
[Rny1(2)] S/z Tz %
de modo que
(—z)rH |z|7+
Por lo tanto, el residuo también tiende a 0 en ese caso. Pero cuando z es
negativoy —1 < < 0, entonces 1 +2 < 1 y no podemos estimar 1/(1 + z) de

la misma manera que en el caso 1, porque no tenemos 1/(1+ z) < 1. Como
se ve, el caso 2 es desagradable y ésa es la razén por la cual lo evitamos.

Ejemplo. Calculemos log2 hasta 3 decimales. Sabemos que log(1 + z) se
puede calcular de manera eficiente sélo cuando z est4 cerca de 0. Pero 2 =1+1.
Tenemos que usar algin recurso auxiliar que nos evite sustituir z = 1 en la
férmula. Para ello escribimos

2=

Wi
(XY

Entonces
f=14) v go14d
Alusar ¢ = § y ¢ = 1 lograremos lo que queremos. En efecto,.
log2 = log(3 - §) = log(1 + ) + log(1 + 1.
Para hallar log(1 + §) usamos z = y

22 g3 gt 5
log(1+z)_z—7+?—7+?

Por el estimado del caso 1, obtenemos
IRs(5)I < 4(3)° < § x 1072,

+ Rs(z').

Por lo tanto,

logé =log (1 + %) = % _ (1/23)2 + (1/33)3 a (1/43)" 4 (1/5‘3l5 +E,

3
=A1+E1
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con
Ei=Re(}) v [|Bl<ix107%

Del mismo modo obtenemos log %:

3 1 1 (1/2)? 1/2)”
logazlog(1+§)=——£/—2)—+-~+( /7) + E;

2
=A+ E2
con el término de error E» = Rg(1/2). Tenemos el estimado
|Ba| = |Rs(3)] < § x 107°.
Por lo tanto,
log2 = log(1+ }) +log(1+ 5)
= A1+ A2+ E1 + Eo,

donde A; y Az son expresiones sencillas que se pueden calcular a partir de
las fracciones usando suma, multiplicacién y resta, y el término de error es
E = E; + E,. Podemos ahora estimar E, a saber

|E| < |By| + |E2l < § x 1072 +1x1073 <1072

Esto est4 dentro de la precisién deseada. Si tienen una pequefia calculadora de
bolsillo, pueden evaluar facilmente un decimal numérico para log2.

En el calculo anterior, atn necesitamos seis u ocho términos en la expresion
polinomial que aproxima el logaritmo para obtener los tres decimales de pre-
cision. En el ejercicio 2, siguiendo la misma idea general, verdn c6mo obtener
respuestas precisas usando menos términos. '

Ejemplo. Suponer que queremos calcular log% hasta 3 decimales. Noétese
que % < 1,y, si tratamos de evaluar
logg = log(1—3),
entonces tendriamos que usar el caso 9. Esto se puede evitar usando la regla
general

1
log S=- loga
para cualquier niimero positivo a, En particular,
log % = —log % ,
1o3? , 13° @3t /3
=—3+t73 *t73 s tTs P

|- E|=|E| < §x1072

Ejemplo. Calcular log 1.1 hasta tres decimales.

(X111, §6] EL ARCOTANGENTE 403

Para hacerlo, i.e. para calcular log(1+0.1
caso 1. Hallamos que g(1+0.1), tomamos n=2y z=0.1en el

|Rs()] < § x 102
Por lo tanto,

log(1.1) = 0.1-0.005+ E
con un error E tal que |E| < 1 x 1073,

Xill, §5. EJERCICIOS

1. Calcular los val igui isié
valores siguientes hasta una precisién de 10™2, estimando el residuo

cada vez.
(3) 10519.2 (b) log0.9 (c) log1.05
(d) log 15 () log 32 (f) log 32

2. (a) Verificar las férmulas siguientes:
log2 = T7log %° —2log ';'—i + 3log :—3,
log3 = llloglsc—' - 3103-3% + 5log g—%.
(b) Calcular log2 y log 3 hasta cinco decimales, usando estas férmulas.

Quiz4 se pregunten de dénde salieron estas férmulas. La respuesta es que alguien inte-

ligente, probablemente hace ma. ii
I mis de 200 afios, las 5 i i
I y hallé experimentando con nimeros,

Xill, §6. EL ARCOTANGENTE

Procedemos como con el logari
garitmo, excepto — 42 .
geométrica, y obtenemos ) pto que ponemos u = —t° en la serie
1
—1—12 4 _ _ m
1-|-t2—1 Ctt— (=)™ lt2m_2+(_1)m t

’ . 3 1 + t2 .
Después de la integracién de 0 a cualquier niimero z, obtenemos:

Teorema 6.1. EI arctan tiene una expansion

3 28 2m—1
arctanz = £ — — 4 — — coo (- m-12
373 + (=) g + Remia (2),
donde
T 2m
Ropmia(z) = (-1)™ ¢
m ( ) ( ) A 1122 dt,
y
|zl 2m
| Ram41(2)| S/ $2mdt < |z
0 = 2m+1°
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Cuando —1 < z < 1, el residuo tiende a 0 cuando n se vuelve grande.

Obsérvese como sélo aparecen potencias impares de z en la fdrmula de Taylor
para arctanz. Esta es la razén para escribir 2m + 1, o Ryn41. Si ponemos
n = 2m + 1, entonces podemos escribir el estimado para el residuo en la forma

|Rae)] < 2L

n
n .

Este estimado es el mismo que para el log, excepto que para el arctan tomamos
s6lo enteros impares n.

Observacién. Si z no esta en el intervalo prescrito, i.e. si |z| > 1, entonces
el término residuo no tiende a 0 cuando n se vuelve grande. Por ejemplo, si
z = 2, entonces el término residuo esta acotado por

22m+1
2m+1°

Al calcular unos cuantos valores con m = 1, 2, 3,...verdn que esta expresién
se hace grande muy rapido. Quizé sepan esto de su estudio de la funcién expo-

nencial.

A partir de nuestro teorema, obtenemos una bella expresién para 7/4:

T 1 + 1

4”737
de la férmula de Taylor para arctan1. Sin embargo, se necesitan muchos tér-
minos para obtener una buena aproximacién para w/4 usando esta expresion.
Hablando burdamente, con 1000 términos se puede obtener apenas una precisién
de 103, lo cual es muy ineficiente. Si usamos un enfoque mas inteligente podemos

hallar 7 con mucho mayor rapidez, como sigue. Primero tenemos:

Férmula de la suma para la tangente:
tanz 4+ tany
tan(z = ——.
(@+v) 1—tanztany
Demostracion. Usando las férmulas de la suma para el seno y el coseno de-
mostradas en el capitulo 4, teorema 3.1, tenemos
sen(z +y) senzcosy+ cosrseny
cos(z+y) coszrcosy—senzseny
Ahora dividimos el numerador y el denominador de la derecha entre cos z cosy.
La férmula deseada cae por su propio peso.

tan(z +y) =

En la férmula de la suma para la tangente, poner u = tanz y v = tany, de
modo que z = arctanu y y = arctanv. Como

arctan(tan(z + y)) = ¢ + y = arctanu + arctanv,
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5
obtenemos la férmula de la suma para el arcotangente:
arctan u + arctan v = arctan — +v .
- uv

Ejemplo. Considerar los valores i
Lo - especiales u = 1/2 - .
aritmética sencilla obtenemos, para estos valores, /2y v =1/3. Mediante

utv _1/24+1/3
l—w ™ 1-1/6

Como arctan1 = m/4, obtenemos la férmula:

z = arctan 1 = arctan 1 + arctan l
4 2 3

A continuacién usamos la férmula de Taylor para el arctan
)

23
arctanz = g — £y + Rs(z)
con
5
IRs(2)] < 2L,
Entonces obtenemos
(1) arctan 1 -1 1 1
y 272 7t (3

. 1Rs(3)] < 13-
: :lto nlo es f:xcepclonaln}ente bueno, pero muestra que con sélo dos términos
polinomio que aproxima arctanz obtenemos alrededor de 2 decimales de

recisid . P ,
p DlSlon. Al usar un par més de términos deberan obtenerse 4 decimales
€ manera analoga obtenemos ; .

(2) a.rcta,nl_—_—1-_9/_3_3 ¥ 1
, 373773 +R5(§)

Por lo tanto,

Tl 1.1 1
42 9 5—3_4+E=A+E,

donde E = Rs(1)+ Ry(L),y
|E] < |Rs(3)] + |Rs(3)] < 10-2.
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La expresién A es una suma de fracciones que se puede calcular facilmente con
una calculadora de bolsillo. Entonces

7 = 4(arctan } + arctan 1)=4A+14E,

donde
|4E] < 4 x 1072,

Nétese que este factor final de 4 hace que el estimado del término de error sea
algo més complicado. Por ello, al determinar los residuos que se deben tomar,
hay que asegurarse de que en el paso final, al multiplicar por 4, la precision esté
dentro de las cotas deseadas. Conviene experimentar con Rz y Ry para tener
buena idea del tamafio de estos residuos.

Xili, §6. EJERCICIOS

1. Probar las férmulas:
3u — o’

3 arctan 4 = arctan ———.
y & 1—3u2

2
2 arctan ¥ = arctan L.
1—u?

2. Probar:
(a) arctan} = arctan } + arctan }
(b) arctan i = arctan } +arctan §
(c) x/4 = 2arctan} + arctan } + 2arctan §
3. Hallar varias aproximaciones decimales para x estimando Rs(z), Rs(z), Rz (z) y
Ro(z) en la férmula de Taylor para el arcotangente y usando la expresién

kg 1 1
1 = arctan 2 + arctan 3

asi como la expresién (c) del ejercicio 2. Por iltimo, verificar que
T = 3.14159...
con una precisién de 5 decimales.

4. Probar la férmula 7/4 = 4arctan 1 — arctan 535 . (Cudntos términos de la férmula
de Taylor se necesitan para obtener la precisién anterior para una aproximacién
decimal de =7

Xill, §7. LA EXPANSION BINOMIAL

En la secundaria debieron haber aprendido el desarrollo de (a+b)" o (1+2)".
Por ejemplo,

(1+2)?=142z+2%

1+z)3= 1+ 3z + 322 + 28,

(1+z)= 1+ 4z + 622 +42° + 2%,

Usando sélo algebra se pueden determinar los coeficientes para la expansién de
(14z)" cuando n es un entero positivo. Sin embargo, aqui estaremos interesados
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ademds en pot’encias (1 + z)* cuando s no es un entero positivo. Para esto
usaremos el método general de la férmula de Taylor que dice:

£2) = 50 + 1O+ L2004 .y 20 o0 4 Rua()
= 20+ ot
Aplicamos esta férmula a la funcién
f(z)=(1+2).

Teorema 7.1. Sea n un entero positivo y z # —1. Entonces

(1+.’c)" =1+sr+s(s2_!1)x2+5(3_13)!(3'-2)1:3_'_.“
(s—=1)(s—2)---(s—n
4+t X 1)1! ( +1)zn+R"+l(z). \

Demostracion. Sea f(z) = (1+ z)*. Entonces calculamos las derivadas:

FO() = s(1 +2)-1, 1(0) =
1O(@) = a(s = (1 + 22, 700 = (s -1
fO(=) = s(s — 1)(s — 2)(1 + z)*~3, FO(0) = s(s —1)(s - 2),

f(")(:v) .= s(s=1)---(s—k+1)(1+2z)*F, f(”)(O) := s(s—1)---
(s—k+1).

Por lo tanto,

F®(0) _8(s=1)---(s—k+1)
’ kT k! ’
Por la férmula general de Taylor, esto prueba la expansién deseada para (1+z)°.

La férmula general para el término residuo es
(") (c)z"
Raf) = L0

con algin nimero ¢ entre 0 y z; entonces, en este caso hallamos:

Rn(z) = (e=l). -;lss —ntl) (1+c)"z".

Se !)uede mostrar que, si =1 < z < 1, entonces R,(z) — 0 cuando n — oo
Estimaremos el residuo cuando n = 2 y n = 3. No damos la demostracién el;
general de que R,(z) tiende a 0 cuando n — oo.

|
i
(R
i
:
i
t
3
i
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En estos estimados, usamos repetidamente el hecho de que
|ab| = |a[].

tos
Por ejemplo, productos como s(s — 1)(s — 2) se presentan a menudo en es
estimados. Entonces

|s(s —1)(s — 2)| = |slls — 1||s —2|.
Sis= %, hallamos que
1/1 1 111 || ol =125 _10
s G-2)l=als{l5-2=55s= =

Ejemplos que incluyen R;

Veamos ahora R;. Sea

f(z)=(1+2=),
donde s no es un entero. Tenemos
FO(z) = s(s —1)(1 +2)°"
La férmula de Taylor da

(l+z)=1+sz+ Ry(z),

donde 2
Rafa) = FO G

2
2z
=s(s—1)(1+¢)’ 23’,

in nimero c entre 0 y z. L
P o igni 4 ser una buena aproximacion
Para z pequeiio, esto significa que 1+ sz debera se

para la potencia s de 1+ z si se puede probar que Ry(z) es pequefio, y esto se
puede hacer ficilmente. Vemos que

iR = B D e,

donde ¢ estd entre 0 y z. Mediante un estimado fécillslg ve, por gjemglo,e(}::z
(1+2)!/? es aproximadamente igual a 1+ 32,y (1+2)'/® es aproximadam
igual a 1+ 3z, para z pequeiio.

j v 2 decimales.
Ejemplo 1. Hallar +/1.2 hasta
H':Lcemos z=02=2x10"! y s=1/2. Entonces

1.2=(1+40.2)/2 =1+ 0.2+ R5(0.2)
=1+0.1+ Ra(d).
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Debemos estimar Ry(1/5). Como 0 <e<1/5y s—2=-3/2, hallamos
1
$~2 __
(1+C) - (1 +c)3/2 S 17
pues, cuanto mds pequefio sea el denominador, més grande ser4 la fraccién. La
tnica informacién que tenemos sobre ¢ es que 0 < ¢ < 1/5, y el valor mis
pequefio posible del denominador es cuando ¢ = . En consecuencia,

1\|] 11
Ry (5), <3271
< %4 x1072 = % x 10~2,
Entonces el estimado para el término de error estd dentro de la precisién ade-
cuada.

Ejemplo 2. Calculemos V0.8 hasta 2 decimales.
Usamos s =1/2 y z = —0.2. Entonces
08=(1-02)"/?=1-10.2+ Ry(=0.2) = 0.9+ Ry(—0.2).
“Aqui tenemos —0.2< ¢ < 0. Por lo tant(@[&(.lkj )32< 1/(0.8)3/2 )y

]Rz(—0-2)l < % ,% - 1' %W(oz)?

2(0.2)? 0

11 i
Ss(oT)s/z'4x10 .

La presencia del término (0.8)%2 quees < 1 » €n el denominador lo hace un poco
més complicado de estimar que en el ejemplo anterior, pero aun asf no es tan

dificil. Sin esforzarnos gran cosa para hacer sencillo el estimado, reemplazamos
3/2 por 2. Entonces

L __ 1 _ 1 _10_5
(0.8)32 ~ (0.8)2 " 064 6 3

Por lo tanto,
|R2(-0.2)| < %24 x 1072 < 10~2.

Observacién. En el ejemplo 1 ¥y €l 2 encontramos los casos en que >0y
z < 0. En el estimado para R3, esto da lugar a dos casos diferentes:

(1+4¢)3/2 st cuando >0 y 0<c<uz;
1 < 1 cuando  z<0 y 2<c<O0.
A+ = (T4 )72 N

El segundo caso és més molesto de tratar.

En los ejemplos anteriores calculamos rajces de 14z cuando z es pequeiio.
Para hallar las raices de un ntimero arbitrario, a menudo podemos usar un truco
como en el ejemplo siguiente, a fin de reducir el problema a una raiz (1+z)°
con z pequefio.

NN — =
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Ejemplo 3. Hallar €l valor de V26 hasta dos decimales.
Para ello escribimos

26=25+1=25(1+ %)

V26 = 5(1+ £)1/?,

y podemos aplicar la férmula binomial de Taylor para hallar

1\? 1
(1+ 25) =14+ % +Rz(:c),

con z = 21—5 ys= % Estamos en el caso ¢ > 0, de modo que obtenemos
1 111 /1\? 11 1
oo {=) €c—=——.
R2(25)IS222(25) = 8625 5000

V26 =5(1+ &) +5Ry(55) =51+ E

Entonces

Por lo tanto,

donde
|| = 5|Ro( )| < 1072

Observen el factor 5 que aparece en el dltimo paso, y que multlphca el estimado
para R2(1/25) Para obtener la precisién final hasta 1073, se necesita una
precisién de (1/5) x 1073 para R3(1/25) debido a este factor 5.

Un ejemplo que incluye R3

Ejemplo 4. Hallar el valor de /26 hasta cuatro decimales.
Para esto escribimos 26 = 25(1+1/25), como antes. Por la fsrmula binomial

de Taylor hallamos

1\? 11 11 )(1)’ (1)
1L LA V(LY 4R
(1+25) 1+225+2<2 Vi) T\

Al estimar el residuo estamos en el caso ¢ > 0, de modo que

w ()| <3 H 15(=)

Entonces
261/2 = 5(1 4 1/25)/2

111
- 1 113, p
5(1“L50 4625)+ ’
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donde E = 5R3(1/25), y asi,

|E| < ﬂ x107* < 107%
Esto esta dentro de la precisién deseada. Nétese de nuevo el factor de 5 en el
iltimo paso.

El método del ejemplo anterior fue hallar un cuadrado perfecto cerca de 26 y
después usar la férmula de Taylor para (14z)'/2 con un z pequefio. En general,
podemos usar un método parecido para hallar la raiz cuadrada de un nimero.
Hallar un cuadrado perfecto lo mds cerca que sea posible del nimero y después
usar la férmula de Taylor. Una técnica similar funciona para raices cibicas u
otras raices.

La expansién binomial (1 + )" y (a + b)*

Concluimos esta seccién mostrando c6mo el desarrollo binomial para (1 + z)*
mediante la férmula de Taylor se vuelve mas sencillo cuando s es un entero
positivo n. Sea n, entonces, un entero positivo, y sea

@) =1+ o)

No tenemos dificultad alguna para calcular las derivadas:
fO() = n(1+2)", fO0) =n,
FO(z) = n(n = 1)(1+2)"7, f@) = n(n-1),
fO@)=n(-1)n-22""2  fO0)=n(n-1)(n-2),

f®)(z) =n!, 7(0) = n!
f("+1)(z) =0. f(n-l-l)(o) =0.

Aqui la nueva caracteristica es que f(»*+1)(z) = 0. Por lo tanto, f*)(z) = 0
para todo k > n+1, y el residuo después del término n-ésimo es igual a 0, de
ahi que ¥btengamos la expresién exacta:

Teorema 7.2. Sea n un entero positivo. Para cualquier nimero = tenemos

n(n—1) , nn-1)(n-2) 23
TR 3l

FEl coeficiente de z* en el lado derecho se denota usualmente por el simbolo

~ n
(+)
y se llama coeficiente binomial. Asi, de las derivadas que hallamos antes
obtenemos

(l+z)*=14+nz+ +.-- 42"

k k!

(n) _n(n-1)(n=2)-(n—k+1)
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El numerador est4 formado por el producto de enteros en orden descendente de
n a n—k+1. Difiere de n! en que falta el producto desde (n—k) hasta 1. Para
tener una expresién mds simétrica para el coeficiente binomial, multiplicamos el
numerador y el denominador por (n — k)!. Observamos que

n('n—l)(n-—-2)---(n—k+1)(n—k)!=n!

y, en consecuencia, podemos escribir el coeficiente binomial en la forma

() = momor

En esta férmula, hacemos 0 < k < n, y, por convencién, hacemos

ol=1.

3 3t 3 3!
(o)-z—ar" (1)v"ﬁ‘3’
3 1 3 3t
(2)"2!?‘3’ (3)‘@‘1

Los enteros 1, 3, 3 y 1 son exactamente los coeficientes del desarrollo para
(1+2)% =143z +32% +2°.

Al efectuar los ejercicios se pueden hallar los coeficientes para potencias mds
altas.

Si queremos el desarrollo de (a+b)" con nimeros arbitrarios a y b,y a # 0,
entonces hacemos z = b/a, de modo que:

(a+b)" =a" (1+ %) =,§,(:) (g)k

= i (:) a" k.

k=0
Asi, podemos escribir el desarrollo binomial en la forma

(a+b)" = z”: (';) "k,

k=0

Por ejemplo:

Podemos hallar este desarrollo de manera sofisticada, usando la férmula de
Taylor en el caso en que el residuo es 0. En el bachillerato habran deducido el
desarrollo de manera mucho més elemental. El punto es que aqui necesitamos
esta técnica mas general para calcular valores (14 )* con un exponente s mas
general que puede no ser entero. Por ejemplo, necesitamos calcular

1+2)? o (1+ z)'/3.

Tenemos que usar entonces el método de la férmula de Taylor.
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Definicién. Sea s cualquier niimero real. Definimos el coeficiente bino-

mial

k k!

(s) _ s(s—l)(s—2)---(s—k+1)'

Ejemplo. Supongamos que s = 1/3. Entonces
(1/3) _171 1 1
2) 7 3\38 )
/3 _1/1 1 .\ 1
(3)=3G-)G-2)=

GEIE

y asi sucesivamente.

Observen que, cuando s no es un entero, no podemos multiplicar el numera-
dor y el denominador por (s — k)! lo cual no tiene sentido. Tenemos que dejar
el coeficiente binomial como en la definicién.

Usando el signo de sumatoria, podemos escribir también

(1+2) = Zn: (Z) z¥ + Roya(2).

k=0

Xill, §7. EJERCICIOS

En cada uno de los casos siguientes, cuando se pida calcular un nimero, incluir el
estimado para el término de error para mostrar que esti dentro de la precisién deseada.

1. Estimar el residuo R: en la serie de Taylor para (1 + z)'/4:
(a) cuando z =0.01, (b) cuando £=10.2, (c) cuando z=0.1.

2. Estimar el residuo R3 en la serie de Taylor para (1 + z)I/ 2,
(a) cuando z =0.2, (b) cuando £ = -0.2, (c) cuando z =0.1.

3. Estimar R en el residuo de (1 + z)ll 3 para z en el intervalo
—0.1<z<0.1.
4. Estimar el residuo R; en la serie de Taylor de (1+ z)'/2:
(a) cuando z =—-0.2, (b) cuando z=0.1.

5. Calcular las raices clibicas hasta 4 decimales:
(a) V126, (b) V130, (c) V131 (d) ¥220.
6. Calcular las raices cuadradas hasta 4 decimales:

(@) VOT, (b)) VI, (o) VIB5, () VEB.
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Xill, §8. ALGUNOS LIMITES

Los limites de cocientes de funciones se pueden reducir a limites de cocientes de
polinomios usando unos cuantos términos del desarrollo de Taylor.
Veamos primero los polinomios.

Ejemplo 1. Hallar el limite o xS <2

2
. 3z —2z2 4524 > =
lim -—r——. !
z—0 7@

Dividimos el numerador y el denominador entre la menor potencia de z que
ocurra en cada uno, de modo que hallamos:

3z — 222 4+ 5z z(3 — 2z + 52°)
Tz = z-7
3—2z+ 5z
= —_7 — .
Ahora es facil hallar el limite cuando z tiende a 0; a saber, el limite es 5.

Ejemplo 2. Hallar el limite _ \ L
¢ ¥y = A
lim S5 = 1 4
z—0 zz :
Reemplazamos cos & por 1 —z2/2+ Ry(z), de modo que
cosz —1 —3z%+ Ry(z) _ _l Ry(2)

z2 z2 - 2 T2
1

Como |R4(z)| < |z|*, se sigue que el limite cuando z — 0 es igual a —3.

Ejemplo 3. Hallar el limite

senz — z + z3/3!

}1_1{(1) z4
Tenemos .
senz =z — ﬁ +R5(.1:)
Por lo tanto,
23
senz —z+ o = =Rs(z) y |Rs(2)| <= l2 l .

Por lo tanto,
senz — z + z3/3! < |R5(a:)| |=|
s STt S

El limite deseado es entonces igual a 0.
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Ejemplo 4. Hallar el limite

sen 122/

im .
z—0 ztanzx
Para esto se aplica el hecho de que -

T ., senu )
i lim =1,
u—0

u

i
'

y se hace u = z2. Ademas

. T . z
lim = lim cosz = 1.
z—0tanz z—0senz

Por lo tanto,

sen z2 , senz? =z

m = nm 2 =
z—0ztanz <=0 22 tanz

Ejemplo 5. Queremos hallar el limite

lim 080+ 2),
z—0 senzx
Por la férmula de Taylor,

log(1 + z) =  + Ra(z),
senz = « + S3(z).

(Escribimos S3 en lugar de R3 porque es un residuo diferente que para el log )
Para ellos tenemos los estimados

|[Ra(z)| < Clz> y  |Sa(z) < C'l=f?
para algunas constantes C, C’ y z suficientemente cercanas a 0. Por lo tanto,
log(1 + ) _z+ Ry(z)
senz z + S3(x)
Al dividir el numerador y el denominador entre z resulta \
- 1+ Ry(z)/=
1+ S3(z)/z”

Cuando z tiende a 0, cada cociente Ry(z)/x y S3(z)/x tiende a 0 , por lo que
el limite es 1, como se queria.

Ejemplo 6. Hallar el limite
, senx—e"+1
lim ——M@ .
z—0 z
De nuevo se escribe la férmula de Taylor con pocos términos:

senz = z + R3(z),

e =14z + Sa(z).
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Entonces
senz—e”+1 z—1—z+14 Ry(z)— Ss(z)
z - z
_ Rs(z) - 5y(x)

El lado derecho tiende a 0, de modo que el limite deseado es 0.

Xiil, §8. EJERCICIOS

z

Hallar los limites siguientes cuando z tiende a 0.

1, o582 — 14 2%/2!

11.

14.

17.

19.

22.

25.

28.

31.

33.

g COSZ— 14 z%/2!

z3 zt
sent +e” —1 4 senz —e” +1
z ’ z
e’ —1 sen(z?) tanz
6. —m= 7.
T (sen )? sen
arctan ¢ 9 log(1 + z) 10 log(1 + 2z)
z ’ T ’ T
e’ — (}2 + z) 12, sen zz— T 13. cos zz-— 1
T T z
log(1 + z?) 15 tan(z?) log(1 + z?)
sen(z2?) " (senz)? (sen z)?
x x
. seng 2e +1 18. CcCosZT — e
T z
Tz _ -z 2
ef—e 90, _S€nZ g1, SER°2
z e* —e~% sen z2
2 - z -z _
tan:: 2. log(1 — z) 24, & +e 2 2
sen? sen z z
x -—T — — —
e’ +e 2 2. sen z2 z 27, senT —
zsent z z3
T _ 1 T _ 1 2
ef—-1—1 g9 & =1l-2 30. log(1 + z*)
z z? z2
(1+2)!?-1-1g (142 -1-1g
. 32.
z 2

Sea f(z) una funcién que tenga n + 1 derivadas continuas en un intervalo abierto
que contiene al origen, y suponer que la (n + 1)-ésima derivada estd acotada por
una constante M en este intervalo. Sea Pn(z) el polinomio de Taylor de grado n
para f(z). ;Cudles son los limites siguientes?

(a) h'n}) L,_,B'(z) (suponiendo que n > 3)
T
(c) lim f(2) = Po(z (suponiendo que n > 2)

z
. f(z) = Pa(z)
(b) l"—% z" z—0 zn—1

[XIIL, §8]

ALGUNOS LIMITES

Determinar los limites siguientes cuando z tiende a 0.

senz +cosz — 1

34.
z

36, Smz=z+2’/3!
T

38. cosz —1 —z2/2!

z

senz+cosz—1—1z

35.

)

g7, SenZ = £5+ /3!
T

cosz — 1 —z2/2!

39, ——————
z

417



CAPITULO XIV

Series

Las series son la continuacién natural de nuestro estudio de las funciones. En el
capitulo anterior hallamos cémo aproximar nuestras funciones elementales por
medio de polinomios, con cierto término de error. Reciprocamente, podemos
definir funciones arbitrarias por medio de su serie. Veremos cémo se hace esto
en las secciones que siguen.

En la préctica se usan pocos criterios para determinar la convergencia de las
series. Esencialmente, el mds frecuente es el criterio de la comparacién. Mas
aln, las series mas importantes son aquellas que convergen absolutamente, asi
que pondremos mucho énfasis en ellas.

X1V, §1. SERIES CONVERGENTES

Supongan que tenemos dada una sucesién de niimeros
ai,az,as,...,

i.e. nos dan un nimero a, para cada entero n > 1. (Preferimos comenzar con
1, pero lo pudimos hacer con cualquier entero.) Se forman las sumas

Ssp=a1+az+---+an.
Parece no tener sentido formar una suma infinita
a+az+azg+---

porque no sabemos sumar una infinidad de niimeros. Sin embargo, si nuestras
sumas s, tienden un limite cuando n se vuelve grande, entonces decimos que
la suma de nuestra sucesion converge, y definimos ahora su suma como ese
limite.

X1V, §1] SERIES CONVERGENTES 419

El simbolo o
> an
n=1
se llamar4 serie. Diremos que la serie converge si las sumas sp tienden a un

limite cuando n se vuelve grande. De no ser asi, decimos que no converge, o que
diverge. Si la serie converge, el valor de la serie serd

oo

E anp = lim s, = lim (a3 + -+ + an).
1 n—00 n-—+00

n= Y

El simbolo lim se lee: “El limite cuando n se vuelve grande.”
n—00

Ejemplo. Considerar la sucesién

1111
’214’8’167""
y formar las sumas L1 )
Sn=1+§+z+"‘+2—n.

Probablemente ya sepan que estas sumas tienden a un limite y que este limite
es 2. Para probarlo, sea r = % Entonces
9 1— it 1 pntl
ny = _ .
(rdritotrt)= 1-7r l1-r 1-7r

Cuando n se hace grande, r"*! tiende a 0, de donde nuestra suma tiende a

/ ! = 2.
1-

[

En realidad, el mismo argumento funciona si tomamos como 7 a cualquier

numero tal que
-l1<r<1.

En ese caso, r"1! tiende a 0 cuando n se vuelve grande, y, en consecuencia,
podemos escribir

[ee]
" 1
E = .
1-r
n=0
Por supuesto, si |r| > 1, entonces la serie Y r" no converge. Por ejemplo,
las sumas parciales de la serie con r = —3 son

1-3+32-3%+..-+(-1)"3".

Observen que el término n-ésimo (—1)"3" ni siquiera tiende a 0 cuando n se

vuelve grande. o
En vista de que el limite de una suma es la suma de los limites, y de otras

propiedades usuales de los limites, obtenemos el teorema siguiente.
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Teorema 1.1. Sean {an} y {bn} (n=1, 2,...) dos sucesiones y suponer
que las series

(o] (o]
Z an y Z b,
n=1 n=1

o o] . .
convergen. Entonces )., (an + bs) también converge y es igual a la suma
de las dos series. Si ¢ es un niimero, entonces

oo )
E Ccap =C E Qy.
n=1

n=1
Finalmente, si
Sp=a1+---+ap

y
th=by+---+by,
entonces
(o] [e<]
E an an = "lin;o Sntn.
n=1 n=1

En particular, las series se pueden sumar término a término, pero jes obvio
que no pueden multiplicarse término a término!

También observamos que se cumple un teorema analogo para la diferencia de
dos series.

Si una serie ) a,, converge, entonces los niimeros a,, deben tender a 0 cuando
n se vuelve grande. Sin embargo, hay ejemplos de sucesiones {a,} para las cuales
la serie no converge, aunque

lim a, = 0.
n—00
Consideren, por ejemplo,
1 1 1
1+ =4 =4 ccdb=cF.n..
+ 2 + 3 +--+ n +

Insistimos en que las sumas parciales s, se vuelven muy grandes cuando n se
vuelve grande. Para ver esto, visualicemos las sumas parciales como sigue:

1. 1 1 1
1+5+§+Z+g+---+§+%+---+%+~-.
S~ N -~ 7N ~~ 4

En cada montén de los términos indicados reemplazamos cada término por el
que estd en el extremo derecho. Esto hace que nuestra suma sea més pequefia.
Asi, nuestra expresién es

1 1 1 1
2145+ 5+7 +§+--~+% +%+~-+% +-
S—— R /
1 1 1 1
>1 - - - —_ e
2145+ 5 + 3 + 5 +

¥, por lo tanto, se vuelve arbitrariamente grande cuando n se vuelve grande.
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XIV, §2. SERIES CON TERMINOS POSITIVOS

En esta seccién supondremos que nuestros niimeros a, son > 0. Entonces, las
sumas parciales
Sp=a1+---+ay,

son crecientes, i.e.
51<852<853< - <SpSSpp1 <000
Si no tienden a un limite, no se podran volver arbitrariamente grandes. Asi, en
este caso existe un nimero B tal que
sn < B

para todo n. Dicho niimero B se llama cota superior. Por minima cota
superior entendemos un mimero S que es una cota superior, y tal que cada
cota superior B es > S. Suponemos que existen las minimas cotas superiores.
La coleccién de nimeros {s,} tiene entonces una minima cota superior, i.e.
existe un nimero mds pequeiio S tal que

s < S

para todo n. En ese caso, la suma parcial s, tiende a S como limite. En otras
palabras, dado cualquier nimero positivo € > 0, tenemos

S—-e<s,<S
para todo n suficientemente grande.

4 bl el
t u T T

8 8 8n

Esto expresa simplemente el hecho de que S es la menor de todas las cotas
superiores para nuestra coleccién de nimeros s,. Expresemos esto como un
teorema.

Teorema 2.1. Sea {a,} (n =1, 2,...) una sucesidon de nimeros > 0 y
sea
Sp=ay+---+ an.

Si la sucesién de nimeros {sn} estd acotada, entonces tiende a un limite S,
que es su minima cota superior.

00

Ejemplo 1. Probar que la serie Y 1/n2 converge.
n=1

Veamos la serie:

1 1 1 1 1 1
ﬁ+2_2+§-§+:1—2-+“'+8_2+—.“+T6_2-+'“+”.'
N N N N !
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Distinguimos los grupos de términos segin se indica. En cada grupo de términos,
si disminuimos el denominador en cada término, entonces crece la fraccién. Re-
emplazamos 3 por 2, después 4, 5, 6 y 7 por 4, luego reemplazamos los
ntimeros del 8 al 15 por 8, y asi sucesivamente. Nuestras sumas parciales son
entonces menores o iguales que

1 1 1 1 1 1 1
+§+2—2'+4—2+"‘+4—2+8—2+"'+'8—2+"';
y notamos que el 2 se presenta dos veces, que el 4 se presenta cuatro veces, el
8 se presenta ocho veces, y asi sucesivamente. Por lo tanto, las sumas parciales

son menores o iguales que

P DK SUSIPUNS SHE SHD SR
22 " 42 g2 2 4 8
Asi, nuestras sumas parciales son menores o iguales a las de la serie geométrica
y estan acotadas. Por lo tanto, nuestra serie converge.

El teorema 2.1 nos da un criterio muy iitil para determinar cuando una serie
de términos positivos converge:

Teorema 2.2. Sean
(o] [e <]
dan ¥y Db
n=1 n=1
dos series, con a, > 0 para todo n y b, > 0 para todo n. Suponiendo que
existe un nimero C > 0 tal que
a, < Cb,

para todo n, y que Y .-, b, converge, entonces Y .o, a, converge, y

=) )
D a.<CY b
n=1 n=1

Demostracion. Tenemos
o
a1+ +a, SCby+---+Cby=Clbr+---+b,) <CY b,
n=1
Esto significa que C'Y_,~, b, es una cota para las sumas parciales
ay+---+an.

La minima cota superior de estas sumas es entonces < C )~ ; b, , lo cual prueba
nuestro teorema.

El teorema 2.2 tiene un analogo para mostrar que una serie no converge.

Teorema 2.2°. Sean
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dos series, con an ¥ by > 0 para todo n. Suponiendo que existe un niimero

C > 0 tal que
a, > Cb,

. ~ (oo}
para todo n suficientemente pequeno, y que En=l b, no converge, entonces
Yoo, an diverge.

Demostracién. Suponer que a, > Cb, para n > no. Como ) by diverge,
podemos hacer arbitrariamente grandes las sumas parciales

N
Z bn=bnu+“'+bN

n=ngo

cuando N se vuelve arbitrariamente grande. Pero

N N N
Slan> ) Cba=C ) b

n=ng n=no n=no

Por lo tanto, las sumas parciales

N
Zan=a1+"‘+‘1N
n=1
son arbitrariamente grandes cuando N se vuelve arbitrariamente grande, y por
ello, > | a, diverge, como habia que demostrar.

Ejemplo 2. Determinar si la serie

o0
>
nd3+1
n=1
converge.
Escribimos

n? _ 1 _1 1
B+l n+l/n2 n (1+1/n3) )
Vemos entonces que
n? > _1_
nd+1~ 2n°
Como 3" 1/n no converge, se sigue que la serie del ejemplo 2 tampoco converge.

Ejemplo 3. La serie
[e<]

n? 47
fpert 2nt—n+3
converge. En efecto, podemos escribir
n’+7 n?(1+7/n?) _ 1 147/
mt—n+3 n42-(1/n)3+3/n%) " n22—(1/n)3+3/n*

Para n grande, el factor

14 7/n?
2—-(1/n)3 +3/n*
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ciertamente es acotado y de hecho esti cerca de 5 Por lo tanto podemos

comparar nuestra serie con 1/n? para ver que converge, pues 3-1/n? converge
y el factor esta acotado.

XIlv, §2. EJERCICIOS

1. Mostrar que la serie Z:" 1/n® converge.

2. (a) Mostrar que la serie ) (logn)/n® onverge. [Idea: Estimar (logn)/n 1
(b) Mostrar que la serie ) (logn)?/n® converge.

Verificar si las series siguientes convergen:

2 a7 LD Do 5 2o
n=1 n=1 n=1
0 ] oo
n n |senn|
. 7. —_— .
6 Z:n-l-5 Zn3+n+2 8 Zn’+1
n=1 n=1 n=1
o f:|cosn|
1n"’+n
n=

XIV, §3. EL CRITERIO DE LA RAZON

Continuamos considerando sélo series con términos > 0. Para comparar dichas

series con una serie geométrica, el criterio mas simple estd dado por el criterio
de la razén.

Criterio de la razén. Sea Y me1Gn una serie con a, > 0 para todo n.
Suponiendo que existe un nimero ¢ con 0 < ¢ < 1 tal que

Qni1
Qan

<ec

para todo n suficientemente grande, entonces la serie converge.

Demostracién. Suponer que existe algiin entero N tal que

Gn+1
an

<ec
si n > N. Entonces
AN 41 S can,

ant2 <canyr < cfay
y en general, } r induccién,
anyr < ckaN.
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Asi,

N+k

Z an < ay +cany +clay + -+ cFay

n=N

San(l+et - +cf) <avg—.
En efecto, de esta manera hemos comparado nuestra serie con una serie geomé-
trica y sabemos que las sumas parciales estan acotadas. Esto implica que nuestra
serie converge.

Es costumbre usar el criterio de la razén en el caso de una serie con términos
positivos a,, tales que
. An 41
lim
n—oo @,

=c<1.

Ejemplo. Mostrar que la serie
[o°]
>
n=1 3
converge.
Hacemos a,, = n/3". Entonces
Gny1 _ n+1£_ n+11
a, 3"t n = n 3

Esta razén tiende a % cuando n — 00, y, por lo tanto, el criterio de la razén es
aplicable: la serie converge.

Xlv, §3. EJERCICIOS

Determinar si las series siguientes convergen:
1
-n 249-n
1. E n2 2. E n°2 3. E Togn
logn logn nl®
4 ) o 5. = 6. ) T

1 Vnd+1 n+1
7. ———— s YT 9. Y ———
z:\/n('n+1) Z er Z\/-n4+n+1
n+1 . 1 + cos(wn/2)
10. o 11. Z(4n_ beTs Y T

13. 2(135171?5 14. 3w 15. 3 n?e™
16. Y ne™ 17. Y nte™ 18. Z;’,‘;
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19. Sea {an} una sucesién de nimeros positivos, y suponer que

gotr 5y L

an = n
para todo n. Mostrar que la serie Ea,. diverge.

20. Se puede aplicar un criterio de la razén en el sentido opuesto para determinar
cuando una serie diverge. Probar el siguiente enunciado: Sea a, una sucesién de
nimeros positivos, y sea ¢ > 1. Si any1/an > ¢ para todo n suficientemente
grande, entonces la serie Y a, diverge.

X1V, §4. EL CRITERIO DE LA INTEGRAL

Deben intuir ya que hay una analogia entre la convergencia de una integral
impropia y la convergencia de una serie. Precisamos esto ahora.

Teorema 4.1. Sea f una funcidn que estd definida y es positiva para todo
z > 1, y es decreciente. La serie '

> f(n)

n=1

converge si, y solo si, la integral impropia
o0
[ t@as
1

Visualizamos la situacién en el diagrama siguiente.

converge.

Consideren las sumas parciales

f@2)+---+ f(n)

y supongan que nuestra integral impropia converge. El 4rea bajo la curva entre
1 y 2 es mayor o igual que el drea del rectingulo cuya altura es f(2) y cuya
base es el intervalo entre 1 y 2. Esta base tiene longitud 1. Asi,

x| ’ f(a)ds.
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De nuevo, como la funcién es decreciente, tenemos un estimado similar entre 2
y 3:

3
dz.
10 < [ 1) de
Podemos continuar hasta n y obtener
fQ+ @+ + ) < [ fe)ds.

Supusimos que, cuando n se vuelve grande, la integral tiende a un limite. Esto
significa que

f@Q+fB)+---+ f(n) s/lm f(z)dz.

Por lo tanto, las sumas parciales estdn acotadas y luego, por el teorema 2.1,
tienden a un limite, de modo que nuestra serie converge.
Reciprocamente, supongan que las sumas parciales

FQ) + -+ f(n)

tienden a un limite cuando n se vuelve grande.
El 4rea bajo la grifica de f entre 1 y n es menor o igual que la suma de las
areas de los rectangulos grandes. Asi,

/  f@)dz < F(1)@ - 1) = £()

3
| 1@< s)3-2) = 1)
Procediendo por pasos, y tomando la suma, vemos que
[ ) < s+ o+ S - 1),

Las sumas parciales de la derecha son menores o iguales a su limite. Llamemos
L a este limite. Entonces, para todos los enteros positivos n, tenemos

/1" f(z)de < L.

Dado cualquier nimero B, podemos hallar un entero n tal que B < n. Entonces

/le(w)sz/l"f(z)dzsL-

Por lo tanto, la integral de 1 a B tiende a un limite cuando B se vuelve grande,
y este limite es menor o igual a L. Esto prueba nuestro teorema.

Ejemplo. Probar que la serie

1
2wy
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converge.
Sea

1
@)= 57

Entonces f es decreciente y
T
1

Cuando B se vuelve grande, arctan B tiende a /2 y por lo tanto, tiene un
limite. Entonces la integral converge, y, por el teorema, la serie converge.

XlV, $4. EJERCICIOS

B
/ f(z)dz = arctan B — arctan 1 = arctan B —
1

1. Mostrar que la siguiente serie diverge: ) 0., 1/(nlogn).
2. Mostrar que la siguiente serie converge: ) oo (n +1)/((n + 2)n!).

Averiguar si convergen:

0 oo (o]
2 1 1
3. ) ne” 4y ——— 5y
ot ~ n(logn)® ~ n(logn)
21 a! S n S n +1
6. _ 7. —_ . —_—
n" en 8 Z nd 42
n=1 n=1 n=1
= 1 = n
9. —_— 10. _
Zln2+n—l Eln3—n+5
n= n=

11. Sea € un nimero > 0. Mostrar que la serie 2:;1 1/n'** converge.

12. Mostrar que las series siguientes convergen.

= log n s logn - logn
(@ > ®) > am © D g v e>0
n=1

n=1 n=1

@ gl 3 Goen)®

n=1 .

o0

13. Si € > 0, mostrar que la serie )~ 1/n(logn)'** converge.

X1V, §5. CONVERGENCIA ABSOLUTA Y ALTERNANTE

. . 00 ’ .
Consideramos una serie ) ", an, donde no suponemos que los términos a, son
> 0. Diremos que las series convergen absolutamente si la serie

. o]

E :Ian|:

n=1
formada con los valores absolutos de los términos a,,, converge. Esta es ahora
una serie con términos > 0, a la cual podemos aplicar los criterios de conver-
gencia dados en las dos secciones anteriores. Esto es importante, pues tenemos:
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Teorema 5.1. Sea {a,} (n =1, 2, ...) una sucesién, y supongamos que

la serie .

E |an|

n=1 -
.. . {o 0]
converge. Entonces también converge la serie )", an.
Demostracién. Sea a} igual a 0 si a, < 0, e igual a a, si a, > 0. Sea a;;

igual a 0 si a,, > 0, e igual a —a, si a, < 0. Entonces, tanto a} como a; son
> 0. Por hipétesis y comparacién con Y |a,|, vemos que cada una de las series

oo oo
Yooty e
n=1 n=1

converge. Por lo tanto, sucede lo mismo con su diferencia

=) 0o
+ -

PILED DL

n=1 n=1

que es igual a
[oe]
D (at - a)),
n=1

que no es mds que sz:l a, . Esto prueba nuestro teorema.

Usaremos otro criterio mas para la convergencia de una serie que puede tener
términos positivos y negativos.

Teorema 5.2. Sea Y .. a, una serie tal que
Jim =0,
con los términos a,, alternadamente positivos y negativos, y tales que |an41| <
|an| para n > 1. Entonces la serie es convergente.
Demostracion. Escribamos la serie en la forma
by—ci+be—ca+bz—c3+---,
con by, ¢, > 0. Sea
sn=bi—c1+by—ca+ -+ by,
th=bj—ci+by—ca+---+ b, —cp.
Como los valores absolutos de los términos decrecen, se sigue que
§1 2822832 y tu<t<tz<--,
i.e. que los s, son decrecientes y los ¢, son crecientes. En efecto,

Sn41 = 8p — Cn +bny1 y 0 <bpt1 < cn.
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Asi restamos mds de s, mediante ¢, de lo que sumamos después mediante b, 41 .
Por lo tanto, s, > spy1. Més atn, s, > t,, por lo que podemos visualizar
nuestras sucesiones como sigue:

Sp 2 8n41 2 -+ 2 tngr 2 .

Nétese que s, —t, = ¢,, ¥ que ¢, tiende a 0 cuando n se vuelve grande. Si L
es la méaxima cota inferior para la sucesién {s,}, y M la minima cota superior
para la sucesién {t,}, entonces

sn2L2>M2>t,

para todo n. Como la diferencia s, —t,, se vuelve arbitrariamente pequeiia, se
sigue que L — M es arbitrariamente pequefio y, por lo tanto, igual a 0. Asi,
L = M, y esto prueba que s, y t, tienden a L como limite, de donde nuestra
serie ) a, converge a L.

Ejemplo. La serie
1 1 1 1 1
1"—— S .
51 “2t3Tats Tt
n=1
es convergente, pero no absolutamente convergente.

Observacién. No todas.las series que son convergentes son absolutamente
convergentes o son del tipo alternante anterior. Sin embargo, estos dos tipos de
series son los que surgen con mas frecuencia en la practica, por lo que hemos
insistido en ellos.

X1V, §5. EJERCICIOS

Determinar si las series siguientes convergen absolutamente:
1 Esenn 2. Zl+cos1rn
sen mn + cos 2wn (=) ‘
3. E n3/2 4. E n2 41
n
5. E (=1)" 4 cos3n

n2+n .
i Cudles de las series siguientes convergen y cuiles no?

(-1 o
6 2 P
1 ( 1)n+1

8. -1)"—

Z( ) n+1 z:log('n+2)
10. Para cada nimero z, mostrar que la serie Y _(sen n’z)/n? converge absolutamente.

Sea f la funcién cuyo valor en z es la serie anterior. Mostrar que f es continua.
Determinar si f es diferenciable o no. (jEs asombroso que esto no se supiera durante

largo tiempo! Véase. J. P. Kahane, Bulletin of the American Mathematical Society,
Marzo de 1964, pag. 199. J. Gerver, estudiante de segundo afio en el Columbia
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College, mostré que la serie es diferenciable en todos los puntos mr/ n, donde m,

y n son enteros impares, que la derivada es —5 ¥ que éstos son los tinicos puntog

donde la funcién es diferenciable. Véanse sus articulos en Am. J. Math., 1970 y
1971.)

Determinar si las siguientes series convergen y si convergen absolutamente.

11. Eg-_ll\/_:_ﬂ 12. Z( ])"+2

logn

13. Z(_Tl)—" 14. Y (- n2+1
15 ) (-1 16. Y (- 1)"“‘1‘3ﬂ +2
AP E 1)"“"‘{2 18, Z;%

19. Z(—l)nn?_-l-l 20. Z%

XIV, §6. SERIES DE POTENCIAS

Quiza las series mds importantes son las series de potencias. Sea z cualquier
nimero y sea {a,} (n =0,1,...) una sucesién de nimeros. Entonces podemos

formar la serie
(o]
E a,z”.
n=1

Las sumas parciales son
a0+ a1z + azz’ + -+ + a2
Ya encontramos estas sumas cuando estudiamos la férmula de Taylor.

Ejemplo. La serie de potencias
e o]
>4
“~ n!
converge absolutamente para todo z. En efecto, bastara probar que, para cual-

quier nimero R > 0, la serie anterior converge para 0 < z < R. Usemos el
criterio de la razén. Sea

Entonces
bn+1 .’E"+1 n! z R
= —_= < .
(rn+1)!z" n+1-"n+1
Cuando n es suﬁc1entemente grande, se sigue que R/(n + 1) es pequefio, y en
particular es < 2, de modo que podemos aplicar el criterio de la razén para
probar nuestra afirmacién.




432 SERIES [X1V, §6]

Del mismo modo, podemos probar que las series
0 p2n+l R 220
- -t
E( Vamrnr Y g( U

convergen absolutamente para todo z, haciendo, por ejemplo,

b 272n+1
T (2n+ 1)
para la primera. Entonces, b,;1/b, = 22/[(2n+3)(2n+2)], y podemos proceder

como antes.

Teorema 6.1. Suponer que existe un nimero r > 0 tal que la serie

)
D lanlr™
n=1

converge. Entonces, para todo z tal que |z| < r, la serie

(o]

E a,z"
i » n=1
i converge absolutamente.
Demostracién. El valor absoluto de cada término es

n n

, lan] |2]* < |an|r™.
£ Nuestra afirmacién se sigue de la comparacién del teorema 2.2.

La minima cota superior de todos los nimeros r para los cuales tenemos la
convergencia enunciada en el teorema, se llama radio de convergencia de la
serie. Si no hay cota superior para los nimeros » tales que la anterior serie de
i potencias converja, entonces decimos que el radio de convergencia es infinito.

§ Supongan que existe una cota superior para los nimeros r anteriores, y sea
: s el radio de convergencia de la serie. Entonces, si ¢ > s, la serie

L

|

oo
2 lans”
n=1

no converge. Asi, el radio de convergencia s es el nimero tal que la serie converge
absolutamente si 0 < z < s, pero no converge absolutamente si £ > s.

~ El teorema 6.1 nos permite definir una funcién f; a saber, para todos los
nimeros z tales que |z| < r, definimos

f(=z)= nlin;no(ao +a1z+ -+ ayz").
Nuestras demostraciones de que el término residuo en la férmula de Taylor

tiende a 0 para varias funciones, nos permite ahora decir que estas funciones
estan dadas por su serie de Taylor. Asi,

z3 28
Sen£=$—-§!-+—5T—-~~,
2
e’f'_—_1+£+f_+...

2!

[XIV, §6] SERIES DE POTENCIAS 433

para todo z. Aiin mds,

z2
log(l+z)=z——2 +---
es vilido para -1 <z < 1.

(En este caso vimos que la serie converge para z = 1, pero no converge
absolutamente; vean la seccién §1.)

Sin embargo, podemos ahora definir funciones al azar por medio de series de
potencias, siempre que sepamos que las series de potencias convergen absoluta-
mente para |z| < r.

El criterio de la razén suele dar una manera ficil de determinar cudndo una
serie de potencias converge o cudndo diverge.

Ejemplo. Probar que la serie
[o0]
logn .,
> nZ *
n=2
converge absolutamente para |z| < 1, y diverge para |z| > 1.
Sea 0 < ¢ < 1y considerar z tal que 0 < = < ¢. Sea
logn
n?

by = z".

Entonces

by1 _ log(n+1)$,,+1 n® 1 _log(n+1)( n )22
- n+1

b~ (n+1)2 logn zn logn
Como log(n + 1)/logn y (n/(n + 1))2 tienden a 1 cuando n se vuelve muy
grande, se sigue que si ¢ < ¢; < 1, entonces para todo n suficientemente grande

bn+1
bn

¥, por lo tanto, nuestra serie converge. Esto es cierto para todo ¢ tal que 0 <
¢ < 1, por lo cual, la serie converge absolutamente para |z| < 1.

Sea ¢> 1. Si @ > ¢, entonces para todo n suficientemente grande, se sigue
que ba41/by > 1, de donde resulta que la serie no converge. Esto es asi para
todo ¢ > 1, y entonces la serie no converge si > 1. Por lo tanto, 1 es el radio
de convergencia.

Si una serie de potencias converge absolutamente sélo para z = 0, entonces
estamos de acuerdo en decir que su radio de convergencia es 0. Por ejemplo, el
radio de convergencia de la serie

<a

©0

E nlz”

n=1

es igual a 0,.como se ve al usar el criterio de la razén en el caso divergente.
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Criterio de la raiz. Sea ) a,z" una serie de potencias, y suponer que
lim|a,|'/" = s,

donde s es un nimero. Si s # 0, entonces el radio de convergencia de la serie
es igual a 1/s. Si s = 0, entonces el radio de convergencia es infinito. Si
|an|/™ se vuelve arbitrariamente grande cuando n se vuelve grande, entonces
el radio de convergencia es 0.

Demostracién. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a, > 0

para todo n. Suponemos primero que s es un nimero # 0,y sea 0 <r < 1/s.

Entonces sr < 1. Los nimeros ai/™r tienden a sr y, por lo tanto, existe algin

nimero £ > 0 tal que
at"r<1-¢
para todo n suficientemente grande. Por lo tanto, la serie 3 a,7" converge por
. . py_s . 1/n
comparacién con la serie geométrica. Si, por otro lado, » > 1/s, entonces a;' "' r
tiende a sr > 1 y, en consecuencia, tenemos

a"r>1+4¢

para todo n suficientemente grande. La comparacion por abajo muestra que la
serie ) a,r™ diverge. Dejamos al lector los casos s =0 0 s = 0.

Ejemplo. La serie 3 z"/n? tiene un radio de convergencia igual a 1, pues

1\ 1
lim (n—z) = lim —Tn = 1,

por el corolario 5.5 del capitulo VIIL.
Para dar otros ejemplos, podemos recordar una desigualdad que debieron
deducir en el capitulo X, seccién §1, a saber,

(n—1)!<n""e<nl

De aqui probamos:
Cuando n se hace grande, la expresién
()t [n!]ll"
n n"

tiende a 1/e.
Demostracién. Tomar la raiz n-ésima de la desigualdad n"e~"e < n!. Obte-
nemos ’
ne~te!/™ < (nt)t/m.

Al dividir entre n se obtiene

131/" < (n')lln

€ n
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Por otro lado, multiplicando ambos lados de la desigualdad
(n—1)! < n"e "
por n, obtenemos n! < n"e~"en. Tomamos una rajz n-ésima:
(n!)lln < ne~lel/npl/n
Al dividir entre n se obtiene
(n!)l/n
n

Pero sabemos que tanto n!/™ como e!/™ tienden a 1 cuando n se vuelve grande.
Asi, nuestro cociente se comprime entre dos ntimeros que tienden a 1/e, y, por
lo tanto, debe tender a 1/e.

< lellnnl/n‘
“e

Ejemplo. Tenemos

n—oo | n3n - 3_3

i [(3n)!]1_/" o
Demostracién. Escribimos
(3n)! _ (3n)!
n3n = (3n)3n
La 3n-ésima raiz de esta expresién es
(3n)! ] 1/3n
(3n)3n

33,

Hemos visto que .
m v tiend !
mm e e
cuando m se vuelve grande. Usamos m = 3n. Concluimos que
3n)! 1/3n .
((—)) tiende a ﬁ
e

n3n

Por lo tanto,

BGr)\" doa ¥
i tiende a pey)
segun se deseaba.

XIV, §6. EJERCICIOS

1. Usar la abreviacién lim para indicar: limite cuando n se vuelve muy grande.
n—0o :
Probar que
1/n 1/n -
, 3n)! 27 !
(a) lm [%%] = — (b) ULm [M] = L

n—o0o e3 n—oo | nln2n e?
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2. Hallar el limite:

1/n n)! ! 1/n
@ggmﬁ] @)HJ%%%]

Hallar el radio de convergencia de las siguientes series:
3. (a) Zn"z" (b) Z i:—"
4. Z n i 5::" 5. Z(log n)z" 6. E lo;nzn
7. (logn)’z" 8. S 9. Yy 27"

10. Y (1+n)"z" m oy = 12. ) f\/._.

13. Y14 (=M 14 Y A+(DN" 15 Z Ei"'));

o 3
16. ) Zra” 17. ZE;‘;))' 18. Z(zn)'nsn

n=1 n= n=1
* had Zlogn
(37,,)' sennw/2 , 21. g
193 e 2.3 T iz
n=1 n=1 n=1 .
) L *
1 0s 27N sen2xn o
22. Z—“L—Cg——-z" 23. ) nz" u. Yy ———
n=2 " n=2 n=1
- 2_n ~ cosn2 n 27 2
25. En T 26. Z e z . logn
n=2 n=1 n=2
oo R n
-1)" n! , =D)"+1 .
28. qu _)1zn 2. 2 wn® 30- E .
n=2 * n=1 n=1

Nota: Para algunos de los radios de convergencia anteriores, recordar que

tim (1+3)" = lim () =
n—0o n n—00 n

Xy, §7. DIFERENCIACION E INTEGRACION
DE SERIES DE POTENCIAS

Si tenemos un polinomio
ao+ a1z + -+ anz"

con nimeros ag, @1,..., G COMO coeﬁcnentes entonces sabemos cémo hallar su
derivada: es a; + 2a3z + -+ - + nayz”~ 1. Quisiéramos decir que la derivada de
una serie se puede tomar de la misma manera, y que la derivada converge si la
serie converge.
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Teorema 7.1. Sea r un niimero >0 y sea ) a,z™ una serie que converge
absolutamente para |z| < r. Entonces la serie Y na,z™~! también converge
absolutamente para |z| < r.

Demostracién. Como estamos interesados en la convergencia absoluta, pode-
mos suponer que a, > 0 para todo n. Sea 0 < z < r, y sea ¢ un niimero tal
que z < ¢ < r. Recordar que

lim n'/" =1.
n—00

Podemos escribir
nanz" = a,(n'/"z)".
Entonces, para todo n suficientemente grande, concluimos que

n/"z < ¢
pues nl/?z est4 arbitrariamente cerca de z. Por lo tanto, para todo n suficien-
temente grande tenemos

napz"” < apc®.
Podemos entonces comparar la serie ) napz™ con ) anc" para concluir que
Y- napz™ converge. Como

_ 1
E napz"~! = Z E anz”,

hemos probado el teorema 7.1.
Un resultado similar se cumple para la integracion, pero de manera trivial.

En efecto, si tenemos una serie Z:°=1 a,z™ que converge absolutamente para
|z] < r, entonces la serie

(o] oo

E In :z:"+1=:c§ In_gn
— n+1 —n+1
n=1 n=1

tiene términos cuyo valor absoluto es mas pequefio que en la serie original.

Los resultados anteriores se pueden expresar diciendo que una serie de poten-
cias absolutamente convergente se puede integrar y diferenciar término a término
y producir asi una serie de potencias absolutamente convergente.

Es natural esperar que, si

f@) = Y anz",

n=1

entonces f es diferenciable y su derivada esta dada al diferenciar la serie término
a término. El teorema siguiente prueba esto.

Teorema 7.2. Sea

f(z) = Z anz”

n=1
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una serie de potencias que converge absolutamente para |z| < r. Entonces
es diferenciable para |z| <7,y

f’(z) = Z na,.z”'l.

n=1 .

Demostracién. Sea 0 < b < r. Sea § > 0 tal que b+6 < r. Consideramosi

valores de z tales que |z| < b y valores de h tales que |h| < §. Tenemos e
numerador del cociente de Newton:

flz+h)— f(x)= ia”(a: +h)* - Ea,.:c" = Za,.[(z +h)" —z"].

n=1 n=1 n=1
Por el teorema del valor medio, existe un nimero z, entre z y z + h tal que
(z+h)" — 2" =na’'h
¥y, en consecuencia,
[e <]
-1
fz+h) - f(x)= Znanzz h.
n=1

Por lo tanto,

f_(_x_j'iz—_ﬂfl = gna”z;:_l.

Tenemos que mostrar que el cociente de Newton anterior tiende al valor de
la serie obtenida al tomar la derivada término a término. Tenemos

. 00 =
f(z + hlz - () _ inauzn—l =Y nanep=t = Y nanzt?
n=1

n=1 n=1

= 1
= nanfa ™ = 2"

n=1
Usando de nuevo el teorema del valor medio, existe y, entre z, y « tal que la
expresién precedente es

[t W= 1E) S0 ot = 3 n = Dnanyf~2(zn - 2).
fe+ B - f(z) 3 na, Y (n = Dnanyn~¥(

n=1 n=2
Tenemos que |y,| < b+ 6 < 7, y |z, — 2| < |h|. En consecuencia,
o] (o]
[t M1 _§™ ng,an=t| < Y n = Dolanllon ™I
n=1 n=2

< 113 (n = nlanl(b 8.

n=2
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Al aplicar dos veces el teorema 7.1 vemos que la serie de la derecha converge.
Es igual a una constante fija. Como h tiende a 0, se sigue que la expresién de
la derecha tiende a 0, de modo que la expresién de la izquierda también tiende
a 0. Esto prueba que f es diferenciable en z ¥ que su derivada es igual a
Y ome1napz™ ! para todo z tal que |z| < b. Esto se cumple para todo b, con
0<bd<r,y, por lo tanto, se concluye la demostracién de nuestro teorema.

Teorema 7.3. Sea f(z) = Y one1@,2" una serie de potencias que converge
absolutamente para |z| < r. Entonces la relacién

fe)de =3
/:c):c §n+1x

es vilida en el intervalo |z| < r.

n+1

Demostracién. Sabemos que la serie para f integrada término a término
converge absolutamente en el intervalo. Por el teorema, precedente, su derivada

término a término es la serie para la derivada de la funcién, lo cual prueba
nuestra afirmacidn.

Ejemplo. Si nunca hubiéramos oido hablar de la funcién exponencial, po-
driamos definir una funcién

2 3
f(:c)=1+:c+%+%!-+-~

Al tomar la derivada término a término vemos que
f'(z) = f(=).

Entonces, por lo que sabemos del capitulo VIII, seccién §1, ejercicio 8, concluimos
que

f(z) = Ke®
para alguna constante K. Al hacer z = 0 se muestra que
1=f(0)=K.

Asi, K=1y f(z)=e".
De manera analoga, si nunca hubiéramos ofdo hablar del seno ni del coseno,
podriamos definir funciones

23 28 22 gt
S(:c):x—%—!+-5—!—~-, C(m):l—ﬁ-{--‘l—!—n-.

Al diferenciar término a término se muestra que
S'(z)=C(z), C'(z)=-S(z).

Mss atin, S(0)=0y C(0)=1. Se puede mostrar ficilmente que cualquier par
de funciones S(z) y C(z) que satisfagan estas propiedades deben ser el seno y
el coseno.
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XIV, §7. EJERCICIOS

1. Verificar en detalle que, al diferenciar término a término la serie para el seno y el
coseno dadas al final de la seccidn, se obtiene

S'(z)=C(z) y C'(z)=-5()
2. Sea s
@)= Gy

Probar que f"(z) = f(z)-

3. Sea
f(z) Z (n|)2 *
n=0
Prob
rober e 22 f"(z) + zf'(z) = 42° f(2).
4. Sea s s .
f(z)=z_§3—+%_%+..._

Probar que f'(z) =1/(1 + 7%).

5. Sea - ooy n
1= G
Probar que

22 J"(z) +zJ'(z) + z2J(z) =0.

6. Para cualquier entero positivo k, sea
( -1 n (_)2n+k
Tu(z) = Z ol (n+ B!

Probar que
22T (z) + zJk(z) + (22 = ¥*)Ji(z) = 0.

APENDICE
a las primeras cuatro partes

Epsilon y delta

Este apéndice tiene como propdsito mostrar que los conceptos y propiedades de
los limites se pueden explicar y probar en términos de los conceptos y propieda-
des de los nimeros. Para ello daremos por supuestos estos tltimos, y en ellos
basaremos nuestras demostraciones.

Queda el problema de mostrar cémo se pueden definir los nimeros reales
en términos de los nimeros racionales, y los nimeros racionales en términos de
enteros. Eso es demasiado para incluirse en este libro.

Ademaés de las reglas ordinarias de suma, multiplicacién, resta y divisién (en-
tre nimeros diferentes de cero), orden, positividad y desigualdades, hay una
propiedad fundamental que satisfacen los nimeros reales. Esta propiedad esta
enunciada en la seccién §1. Nuestras demostraciones usan, pues, sélo estas pro-
piedades.

Advertencia. El nivel de comprensién abstracta y de uso del len-
guaje necesario para dominar este apéndice es considerablemente mas
elevado que para el resto del libro. Estamos comprometidos en “demostrar”
propiedades que son intuitivamente muy claras. Pordo tanto, no hay que tomar
demasiado en serio este apéndice, a menos que se tengan inclinaciones tedricas,
o se desee una introduccién a algunas de las herramientas esenciales del anélisis,
i.e. una primera visién que pondra algunas ideas en la cabeza para uso futuro
en cursos mas elevados, donde las técnicas descritas aqui se vuelven esenciales
debido a que se necesitan estimados mas complicados cuando se trata con dicho
anélisis superior. Es itil haber visto antes estas cosas, aunque no se domnen
desde la primera vez. Es parte de nuestra psicologia el que aprendamos por
aproximacién. Ain mas, el conocimiento en un nivel se domina por completo
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sélo cuando se usa en el siguiente nivel de profundidad. Por lo tanto, estudiar
cosas mas dificiles, aunque se tenga un conocimiento limitado de ellas, hace
posible entender por completo las cosas mas faciles.

No obstante, este apéndice deberd omitirse en circunstancias nor-
males. '

AP, §1. MINIMA COTA SUPERIOR

Encontramos de nuevo el problema de cudndo conviene entrar a la teoria. Re-
sultaria muy largo y tedioso entrar demasiado pronto, por lo cual, supondremos
conocido el contenido del capitulo I, secciones §1 y §2. Ahi se incluyen las opera-
ciones ordinarias de suma y multiplicacidn, y los conceptos de orden, positividad,
nimeros negativos y desigualdades. Aquellos interesados en el desarrollo 16gico
de estos conceptos pueden consultar libros de andlisis.

Una coleccién de numeros se llamara simplemente conjunto de nimeros.
Esta es la terminologia usual. Si un conjunto tiene al menos un niimero, decimos
que es no vacio. Un conjunto S’ se llama subconjunto de S si todo elemento
de S’ es un elemento de S, en otras palabras, si S’ es parte de S.

Sea S un conjunto no vacio de nimeros. Diremos que S estd acotado
superiormente si existe un niimero B tal que

z< B

para todo z en nuestro conjunto S. Llamamos entonces a B cota superior
para S.

Una minima cota superior para S es una cota superior L tal que cualquier
cota superior B para S satisface la desigualdad B > L. Si M es otra cota
superior, tenemos entonces que M > L y L > M, de donde L = M. En
consecuencia, una minima cota superior es tnica.

Los conceptos de acotado inferiormente y de maxima cota inferior se definen
del mismo modo, y queda como tarea para el lector.

Ahora daremos ejemplos que suponen que el lector tiene una nocién intuitiva
de los nimeros reales. Servirdn para aclarar nuestras ideas, pero no daremos
demostraciones. Aunque esto es lo inverso al orden 14gico, es el orden psicolégico
apropiado.

“

Ejemplo. El conjunto'de los enteros positivos {1,2,3,...} no est acotado
superiormente. Estd acotado inferiormente. El nimero 1 es la méaxima cota
inferior.

Ejemplo. Sea S el conjunto de niimeros z tales que 0 < z y 22 < 2. Este
conjunto esta acotado inferiormente, por ejemplo por 0; también esti acotado
superiormente, y esta claro que 2 es una cota superior. De hecho, v/2 es la
minima cota superior. Nétese que la minima cota superior no esté en el conjunto
S, esto es, no es un elemento de S.
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Ejemplo. Sea T el conjunto de ntimeros z tales que 0 <zyzigy De
nuevo, /2 es la minima cota superior de T', y es un elemento de T -—De.bei:;

ser intuitivamente claro que T difiere de S sélo en que contiene al e,
. . e
adicional /2. . mento

Ejemplo. Sea U el conjunto de todos los niimeros 1/n donde n varia sobre
los niimeros positivos. Asi, U esta formado por {1, %, %, ...}. Entonces [ est
acotado. El niimero 1 es su minima cota superior yestien U. El nimero ¢ o
la méxima cota inferior y no estd en U. e

Los niimeros reales satisfacen una propiedad que no satisface el conjunto de
los niimeros racionales, a saber:

Propiedad fundamental. Todo conjunto no vacio S de nimeros que esté
acotado superiormente tiene minima cota superior. Todo conjunto no vacjo
de nimeros S que esté acotado inferiormente tiene maxima cota inferior,

Proposicién 1.1. Sea a un nimero tal que
1
0<a< -
n

para todo entero positivo n. Entonces a = 0. No existe nimero b tal que b> n
para todo entero positivo n. B

Demostracion. Suponer que existe un nimero a # 0 tal que a < 1/n "para"“
todo entero positivo n. Entonces n < 1/a para todo entero positivo n. Asi,
para probar ambas afirmaciones, bastars probar la segunda.

Suponer que existe un niimero b tal que b 2> n para todo entero positivo
n. Sea S el conjunto de enteros positivos. Entonces S esti acotado, y, por
lo tanto, tiene una minima cota superior. Sea C esta minima cota superior.
Ningin nimero estrictamente menor que C puede ser cota superior. ‘Como
0 < 1, tenemos que C < C +1, de donde C — 1 < C. Por lo tanto, existe'un
entero positivo n tal que o

C-1<n. \

Esto imp!ica que C<n+4+1yn+1 es un entero positivo. Esto contradice
nue.st.ra hipétesis de que C' es una cota superior para el conjunto de los enteros
positivos, de modo que no puede existir dicha cota superior.

Se puede observar que la proposicién 1.1 prueba que el conjunto de los enteros
positivos no estd acotado superiormente. Es razonable preguntar si esta clase
de propiedades obvias realmente necesita del axioma de la minima cota superior
para probarse, y la respuesta es si. Es posible construir sistemas que satisfagan
todas las reglas ordinarias para la suma, multiplicacién, divisién (entre elementos
distintos de cero), desigualdades, y tal que no satisfaga el axioma de la minima
cota superior, y tal que exista un elemento ¢ en el sistema con la propiedad de
que n <t para todos los enteros positivos n. No queremos hacer muy largo este
apéndice y no construiremos dichos sistemas, pero quiza resulte esclarecedor
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confirmar que la propiedad de la minima cota superior fue necesaria para la
demostracién de la Proposicién 1.1.

AR, §1. EJERCICIOS

Determinar en cada caso si el conjunto est4 acotado superior o inferiormente, y describir
la minima cota superior y la mdxima cota inferior, si existen, sin dar demostraciones,
usando sélo su intuicién acerca de los niimeros.
1. (a) El conjunto de todos los enteros positivos pares.

(b) El conjunto de todos los enteros positivos impares.

(c) El conjunto de todos los niimeros racionales.

2. (a) El conjunto de todos los niimeros z tales que 0 <z y z° < 5.
(b) El conjunto de todos los nimeros z talesque 0 <z y 3 <5.
(c) El conjunto de todos los nimeros z tales que z° < 4.

(d) El conjunto de todos los niimeros z tales que 2z — 7 < 4.

3. Probar que existe un entero positivo N tal que, si n es un entero > N, entonces
3n > 150.

4. Sea B un nimero positivo. Probar que existe un entero positivo N tal que, si n
es un entero > N, entonces 5n > B.

5. Sea S el conjunto de niimeros z tal que 0 < z y z° < 2. Probar que la minima
cota superior de S es un ntimero b tal que b? = 2. [Idea: Probar que ¥>2y
b? < 2 es imposible.]

AP, §2. LIMITES

Sea S un conjunto de nimeros y sea f una funcién definida para todos los
nimeros en S. Sea zo un nimero. Supondremos que S estd arbitrariamente
cerca de z, i.e. dado ¢ > 0 existe un elemento z de S tal que |oy— zo| < €.
Sea L un nimero. Diremos que f(z) tiende al limite L cuando z tiende a
zo si se satisface la siguiente condicién:

Dado un nimero € > 0 existe un nimero 6§ > 0 tal que para todo = en S
que satisfaga

|z - zo| < 6
tenemos
|f(z)- L] <e.
Si ése es el caso, escribimos
g, f@) =L

Podemos reescl'ibil' esto como Slgue.
]lln ‘xo + h - L
f )

y decimos que el limite de f(zo + k) es L cuando h tiende a 0, si se
satisface la siguiente condicién:
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Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, cada vez que h sea un niimero con || < &
Yy 2o+ h en S, entonces
|[f(zo+h)—L|<e.

Notese que nuestra definicién de limite depende del conjunto S donde esta
definida f. Asi, deberiamos decir “el limite con respecto a S.” La proposicién
siguiente muestra que realmente esto es innecesario.

Proposicién 2.1. Sea S un conjunto de niimeros arbitrariamente cerca de
zo y sea S’ un subconjunto de S, también arbitrariamente cerca de z. Sea
f una funcién definida en S. Si

xll'l}";l f(z)=L (respecto'a S),
—*Zo
zll'nzl f(z)=M (respectoa §'),
—Zo
entonces L = M. En particular, el limite es inico.

Demostracién. Dado € > 0, existe 6; > 0 tal que, cuando z estd en S’ y
|z — zo] < 61, tenemos

€
@) -LI<,
y existe 63 > 0 tal que, si | — zo| < 82, entonces
€
1f(z) - M) < 5.

Sea 6§ = min(éy,482). Si |z — zo| < 8, entonces
IL-M|<IL~f(z)+ f(2) - M| < S+ % =e.

Por lo tanto, |L — M| es menor que cualquier € > 0 y, por la proposicién 1.1,
debemos tener |[L — M| =0, de donde

L—.\M=0

L=M.

En la practica, de ahora en adelante, omitiremos decir que z es un elemento
de S. El contexto lo har4 claro en cada caso.

M3s aiin, en muchas demostraciones subsecuentes necesitaremos que se satis-
fagan de manera simultanea varias desigualdades, al igual que en la demostracién
anterior tuvimos desigualdades con §; y 6;. En cada caso usamos un truco
similar, hacemos 6 igual al minimo de 6;, 8, 63, ...necesario para que sea
vélida cada desigualdad deseada. Asi, al escribir las demostraciones omitimos
las 6;, 62, 63, ...intermedias.

Observacién. Suponiendo que zlir;n f(z) = L, entonces existe § > 0 tal
—+Zo

que, si |z — 2| < §, tenemos

|f(z) < |L]+1.
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En efecto, dado 1 > 0 existe & tal que, si |z — zg| < §, tenemos
If(z) - LI < 1,

de modo que nuestra afirmacién se sigue de las propiedades usuales de las des-
igualdades.
Noétese ademas que tenemos, de manera trivial,

lim C=C

T—zTq

para cualquier niimero C, visto como una funcién constante en S. En efecto,

dado € > 0,
|IC-C|<e.

Observacién. Digamos una palabra acerca de limites “cuando = se vuel-
ve grande.” Sea a un nimeroy f una funcién definida para todos los nimeros
z > a. Sea L un nimero. Diremos que f(z) tiende a L cuando z se vuelve 4
grande, y lo escribimos "

lim f(z)=1L

-=+00
si se satisface la siguiente condicién. Dado ¢ > 0, existe un niimero A tal que,
si £ > A, tenemos

|f(z)—L| <e.

En la préctica, en lugar de decir “cuando z se vuelve grande,” decimos a
veces “cuando z tiende a c0.” Dejamos al lector definir los conceptos anélogos
“cuando z se vuelve negativo grande,” o “z tiende a —co0.”

En la definicién de lim tomamos una funcién f definida para z > a. Si

&=—+00
a1 > a, y restringimos la funcién a todos los nimeros > a;, entonces el limite
cuando z se vuelve muy grande sera el mismo.

Supongamos que a > 1. Definir una funcién g para valores de z tales que

0<z<l1/a
por la condicién
9(z) = f(1/z).
Entonces, un momento de concentracién permitira probar que

lim g(z)

z—0
existe si, y sdlo si,
lim f(z)
T—00
existe, y que son iguales.
En consecuencia, todas las propiedades que probamos respecto a limites cuan-

do z tiende a 0 (o a un nimero) inmediatamente dan lugar a propiedades
similares respecto a limites cuando z se vuelve muy grande. Dejamos al lector
su formulacién.
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Se presenta un caso importante cuando la funcidn se define para los ente-
ros positivos, lo cual se llama sucesién. Una sucesién de nimeros se denota
usualmente por

{al,ag,...,an,...}
o simplemente {a,}.
Ejemplo. Sea a, = f(n) = (—~1)". Entonces
a; = -1, az =1, az = -1, ay=1,
y asi sucesivamente. Observar que los niimeros de la sucesién con indice diferente,
por ejemplo ay y a4, pueden ser iguales.
Ejemplo. Sea a, = 2n. Esto define la sucesién de enteros pares positivos.

Ejemplo. Sea a, = 2n + 1. Esto define la sucesién de enteros impares
positivos > 3.

Ejemplo. Tenemos nlingo 1/ne = 0 para cualquier niimero z # 0. Para

probar esto, digamos que z > 0. Dado €, sea N un entero positivo tal que
1/N <ez. Si n> N, entonces

1 1

-—< =

Y <ezx,

por lo que 1/nz < £. Esto prueba nuestra afirmacién cuando z>0. La
demostracién cuando z < 0 es andloga. Realizarla completamente.

Los teoremas siguientes, que se refieren a las propiedades  basicas de los
ll.mltes, describen limites de sumas, productos, cocientes, desigualdades y fun-
clones compuestas.

Teorema 2.2. Sean S un conjunto de nimeros ¥y [ y g dos funciones
definidas para todos los niimeros en S. Sea zo un nimero. Si

A e =1L
y
Jim g(z) = M,

entonces zh'ril (f + 9)(z) existe y es iguala L+ M.
—To

Demostracién. Dado € > 0, existe § > 0 tal que, cuando |z —zo| < 6 (y =
esté en S), tenemos

f=) - Ll < 2,
lo(a) - M| < 2.
Observamos que
1f(2) +9(2) = L — M| < |f(2) - L] +|g(z) - M| <.
Esto prueba que L + M es el limite de (f + g)(z) cuando z tiende a zg.
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Teorema 2.3. Sean S un conjunto de nimeros y f y g‘dos funciones
definidas para todos los niimeros en S. Sea o un niimero. Si

lim f(z)=1L
T—To

y
lim g(z) = M,

T—ZTo
entonces xlfn: f(z)g(z) existe y es igual a LM .
Demostracién. Dado € > 0, existe § > 0 tal que, cuando |z — zo| < &,
tenemos
— LI < 1_6__
1 ¢
2|L}+1’
|f(2)l < |L]+1.

lg(z) — M| <

Tenemos
|f(z)g(z) — LM| = |f(z)g(z) = f(2)M + f(2)M — LM]|
< |f(z)g(z) - f(2)M| + |f(z)M — LM|
< f(@)llg(z) — M|+ 1f(z) - LI M|

1 €
1 e

= M
2]L]+1 2|MI'+1| |

<(|Ll+1)

IN
™ oo

+

N ™

A

Corolario 2.4. Sea C' un niimero y sean las mismas hipdtesis del teorema.

Entonces
lim Cf(z)=CL.
T—To

Demostracién. Clara.

Corolario 2.5. Sea la notacién como en el teorema 2.3. Entonces

lim [f(z) — g(z)] = L — M.
T—To
Demostracién. Clara.

Teorema 2.6. Sean S un conjunto de nimeros y f una funcién definida
para todos los nimeros en S. Sea o un nimero. Si

lim f(z)=1L
- Tr—To
y L # 0, entonces el limite

lim ——
T
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existe y es igual a 1/L.

Demostracién. Dado € > 0, existe § > 0 tal que, cuando |z — zo| < §
tenemos

3

Aoy~ 21 <
y también
2
#(e)~ 1l < 2.
De la primera desigualdad obtenemos
L] _ |L]

f@) e - B L
En particular, f(z) # 0 cuando |z — z4| < 6. Para dichos = tenemos

1 _gl _ L= f()]
fe) L [f(=)L]
2 |L-f(=)l
“ L L]
2 elLp _
L2 2 —
Corolario 2.7. Sean las mismas hipdtesis que en el teorema 2.3 y suponga-
mos que L # 0. Entonces

lim 2%

% 1(2)
existe y es igual a M/L.

Demostracién. Usar el teorema 2.3 y el teorema 2.6.

Teorema 2.8. Sea S un conjunto de niimeros y f una funcién en S. Sea
To un nimero. Sea g una funcién en S tal que g(z) < f(z) para todo z en
S'. Suponer que -
lm @=Ly Jim o) =
Entonces M < L.

Demostracion. Sea ¢(z) = f(z) — g(z). Entonces ¢(z) > 0 para todo z en
S. Ademas,
lim ¢(z)=L-M

T—To

por el corolari6 2.5. Sea K este limite. Debemos mostrar que K > 0. Suponer
que K < 0. Entonces —K >0 y |K|=—-K. Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que,
cuando |z — zo| < 8, tenemos

lé(z) - K| <,
de donde

é(z)-K <e.
Como ¢(z) > 0, obtenemos —K < ¢ para todo € > 0. En particular, para todos
los enteros positivos n tenemos —K < 1/n. Pero —K > 0. Esto contradice la
proposicién 1.1.
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Teorema 2.9. Sea la notacién como en el teorema 2.8 y supongamos que
M = L. Sea . una funcién en S tal que
9(z) < ¥(2) < f(2)
. para todo z en S. Entonces

lim ¥(z)

T—ZTo
existe y es iguala L (o M ).
Demostracién. Dado € > 0, existe § > 0 tal que, cuando |z — Zo| < &,
tenemos ¢
|y(z) - Ll < Zv

|f(2) - LI < 5.
También tenemos
|f(z) — ¥(2)| < |f(=) — 9(2)|
<If(@)-L+L-g(=)|
<|f(z) = LI+ 1L - 9(2)|
€

<§.

Pero
IL - ¢(2)| < L= f(2)| +|f(=) - ¥(2)]
€ €
< 2 + 2= €.
Teorema 2.10. Sean S y T conjuntos de nimeros y sean f y ¢ funciones
definidas en S y T, respectivamente. Sea Zg arbitrariamente cerca de 'S' .
Suponer que para todo z en S tenemos f (z) en T', de modo que esta definida
g o f. Suponer que
lim f(z)

T—Zo

existe y es igual a un nimero yo arbitrariamente cerca de T'. Suponer que

lim g(y)
y—Yo

existe y es igual a L. Entonces
zlirgog(f(z)) =L.
Demostracién. Dado ¢, existe 6 tal que, cuando y estien Ty
ly— yol <6,

tenemos
lo(y) — Ll <e.
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Para la 6 anterior dada, existe §; tal que, cuando x estien S y |z — zo| < 6,
tenemos |f(z) — yo| < 6. De aqui se sigue que

lg(f(z)) - Lli<e

lo cual prueba nuestra afirmacién.

[Nota: El teorema 2.10 justifica el procedimiento de limite usado para probar
la regla de la cadena.]

Esto prueba completamente todas las afirmaciones acerca de limites que hi-
cimos en el capitulo III.

AR, §2. EJERCICIOS

1. Sea g una funcién acotada en un conjunto de nimeros S. Sea f una funcién en S
tal que
lim f(z)=0.
T—zg
Probar que lim f(z)g(z) =0.
T—z0

2. Para un nimero arbitrario z, sea

f(z) = lim

n~—oo 1 + nzx ’
Hallar el limite explicitamente; probar todas las afirmaciones que se hagan.

3. (a) Sea b > 1, y escribir b =1+ ¢ con ¢ > 0. Probar: Dado un nimero positivo
B, existe un entero positivo N tal que, si n > N, entonces 5" > B.
(b) Sea 0 < z < 1. Probar que

lim z" =0.
n—00
(c) Si =1 < z <0, jellimite en (b) sigue siendo 0?7 De ser asf, dar una demostracién.
Ver lo que sucede con un ejemplo, i.e. escribir los valores " cuando z = —1/2

yn=1,234,56y7.

4. ;Para qué nimeros = existe el limite siguiente:

"
= li ?
=)= Mmoo

Dar explicitamente los valores f(z) para varios z para los cuales exista el limite.
5. Para z # —1, probar que el siguiente limite existe:
z" -1
m+1°

f(z) = lim

(a) ;Cudles son f(1), f(%), f(2)?
(b) ;Cuiél es h’rrg f(z)?
(c) iCudl es h’n_l1 f(=)?

6. Responder las mismas preguntas que en el ejercicio 5 si

N " —1\2
£ = m (557)

y z#-1.
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7. Ha.llarllos limites siggientes cuando 5n — 00. .
— b) = =2 _
@2 ®x ©ar @ 2
8. Hallar los limites siguientes.

@ vati-va  (b) Va+2-vn () Va-5-vn

[Idea: Racionalizar el “numerador.”]

AP, §3. PUNTOS DE ACUMULACION

Una sucesién es una funcién definida en un conjunto de enteros > 0. Usual-
mente, este conjunto esti formado por todos los enteros positivos. En ese caso,
una sucesién equivale a dar niimeros

a;,az,as,...
para cada entero positivo, y denotamos la sucesién por

{an}, (n=1,2,...).

Si el conjunto esta formado por todos los enteros > 0, entonces denotamos
la sucesién por {a,} (n=0,1, 2,...).

Sea {a,} (n=1, 2, ...) una sucesién. Sea C un nimero. Decimos que C
es un punto de acumulacién de la sucesién si, dado € > 0, existen infinidad
de enteros n tales que

la, —C|<e.

Sea {a,} (n =1, 2,...) una sucesién y L un nimero. Diremos que L es
un limite de la sucesién si, dado € > 0, existe un entero N tal que, para todo
n > N, tengamos ‘

lan — Ll <e.

Entonces el limite es dnico (la demostraciéon es del mismo tipo que la que
dimos para limites de funciones).

Diremos que la sucesién {a,} (n =1, 2, ...) es creciente si a, < an41
para todos los enteros positivos n.

Teorema-3.1. Sea {a,} (n=1, 2,...) una sucesion creciente, y suponer
b ’

que estad acotada superiormente. Entonces la minima cota superior L es un

Iimite de la sucesion.

Demostracion. Dado ¢ > 0, el nimero L — (¢/2) no es una cota superior
para la sucesién. Por lo tanto, existe alglin nimero ay tal que

L-—%SGN.

Esta desigualdad también se satisface para todo n > N, pues la sucesién es
creciente. Pero

a, <L
pues L es una cota superior. Asi

|L—a,,|=L—a,.5§<e

para todo n > N, probando asi nuestra afirmacién.
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Corolario 3.2. Sea {a,} (n=1, 2, ...) una sucesién, y sean A y B dos
numeros tales que A < a, < B para todos los enteros positivos n. Entonces
existe un punto de acumulacion C de la sucesién entre A y B.

Demostracién. Para cada entero n sea b, la maxima cota inferior del con-
junto de niimeros {@n,@n41,an+2,...}. Entonces b, < bpyy < -+, ie. {8}
(n=1, 2,...) es una sucesién creciente y B es una cota superior. Sea L su
limite, como en el teorema 3.1. Dejamos como ejercicio probar que este limite
es un punto de acumulacién.

Podemos reducir el concepto de limite de una sucesién al de los limites defi-
nidos previamente.

Sea S el conjunto de nimeros
1 1 1
'2-, g, ey ;, ooy
i.e. el conjunto de nimeros que pueden escribirse como 1/n donde n es un
entero positivo.

Si {a,} (n=1, 2, ...) es una sucesién, sea f una funcién definida por S

mediante la regla
1(3)=e
n) "

Entonces se verificard inmediatamente que

L

lim a,
n—00

existe si, y sélo si,

lim f(h)

h—0
existe, y en ese caso los dos limites son iguales. Decimos que una sucesién {a,}
tiende a un niimero L cuando n se vuelve grande si
L= lim a,.
n—oo

Asi, las propiedades respecto a los limites segiin se trataron en la seccién
§2 inmediatamente dan lugar a propiedades respecto a los limites de sucesiones
(por ejemplo, limites de sumas, productos y cocientes). Dejamos la traduccién
al lector.

AP, §3. EJERCICIOS

1. Sea {I,} una sucesién de intervalos cerrados, digamos que I, = [an,bn], donde
[a, b] significa el conjunto de nimeros = tales que @ < z < b. Supongamos que los
extremos izquierdos de esta sucesién de intervalos crece, esto es

ai S...SanSan_'_l s...
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y que los extremos derechos decrecen (esto es bny1 < bn para todos los enteros
positivos n). Sea L(I,) la longitud del intervalo I, esto es

L(In) = bn — an.
Si
lim L(I,) =0,
n—oo
probar que existe un punto ¢ en cada intervalo I, tal que

lim an = lim b,
-+ 00 =00

=cC.

2. Sea ¢, un elemento de I, del ejercicio 1. Con la misma hipdtesis que en el ejercicio
1, probar que

Iim ¢p =c.
n—00

AP, §4. FUNCIONES CONTINUAS

Sea f una funcién definida en un conjunto de niimeros S. Sea zy un nimero en
S. Entonces S esti arbitrariamente cerca de zo. Decimos que f es continua

en zo si

Jim f(2) = £(z0).

Nétese qué puede haber dos nimeros @ y b, con a < zo < b, tal que zo es
¢l tnico punto que estd en el intervalo y estd también en S. (En este caso se

podria decir que zo es un punto aislado de S'.)
Se sigue inmediatamente de nuestra definicién que, si {a,} (n=1, 2, .. )

es una sucesién de nimeros en S tal que

lim a, = o
n—o00

y f es continua en zo, entonces
Jim f(an) = f(20)-

Se obtiene de manera inmediata que la suma, el producto y el cociente de
funciones continuas también son funciones continuas. (En el cociente suponemos,
por supuesto, que f(zo) # 0.) Toda funcién constante es continua. La funcién
f(z) = z es continua para todo z. Esto se verifica con la mayor facilidad. Del

teorema del cociente vemos que la funcién
1
z) =~
fz)=-

(definida para z # 0) es continua.
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Tec’)rema 4..1. Sean f y g funciones continuas tales que los valores de f
estan contenidos en el dominio de definicién de g. Entonces go f es continua

Demostracién. Sea z, un niimero en el cual f estd definida, y sea

Yo = f(zo).

Dado ¢ > 0, como g¢ es continua en i .
Yo, existe §; > 0 tal -
entonces ’ 1 al que, si |y —y| < 6,

l9(y) - 9(wo)l < €.
Ahora, para 6; dada, existe § > 0 tal que, si |z — zg| < §, entonces

1f(z) = f(zo)| < 6.
Por lo tanto,

l9(£(2)) - 9(F(z0))| <,

probando asi nuestro teorema.

Teorema 4.2. . Sea f una funcidn continua en un intervalo cerrado a < z <
b. .Entonces existe un punto ¢ en el intervalo tal que f(c) es un méximo ;
existe un punto d en el intervalo tal que f(d) es un minimo. ’

) Demostracién. Probaremos primero que f esti acotada, i.e. que existe un
numero M tal que |f(z)| < M para todo z en el intervalo.
Sl' f no esta acotada, entonces, para todo entero positivo n, podemos hallar
un numero z, en el intervalo tal que |f(z,)| > n. La sucesién de dichos
tiene un punto de acumulacién C en el intervalo. Tenemos "

1f(zn) = F(O) 2 [£(2a)] - I£(C)|

2n-f(C).
Dado € > 0, existe § > 0 tal que, cuando
|zn — C| < 6,

tenemos |f(z,)— f(C)| < €. Esto tiene que suceder para infinidad de n, ya que
C es un punto de acumulacién. Nuestras afirmaciones son contradictoria’s ¥, por
lo tanto, concluimos que la funcién est4 acotada. ’

.Sea B la minima cota superior del conjunto de valores f(z) para todo z en
el intervalo. Entonces, dado un entero positivo n, podemos hallar un niimero
Zn en el intervalo tal que

1
fGem) = Bl < .
Sea ¢ un punto de acumulacién de la sucesién de niimeros
{zn} (n=1,2,..)).
Entonces f(c) < 8. Afirmamos que
fl=p
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(esto probara el teorema).
Dado € > 0, existe § > 0 tal que, cuando |z, — ¢| < §, tenemos

1£(za) = F(e)] <&

Esto sucede para infinidad de n, pues ¢ es un punto de acumulaciéon de la
sucesién {z,}. Pero

1f(e) = Bl < 1f(c) = f(zn)| +1f(2n) — B
1
<e+-—.
n
Esto es cierto para todo ¢ e infinidad de enteros positivos n. Por lo tanto,
|f(c)=Bl=0y f(c)=8.
La demostracién para el minimo es parecida y se dejard como ejercicio.

Teorema 4.3. Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado a <
z <b. Sean a = f(a) y B = f(b). Sea vy un nimero tal que a <y < .
Entonces existe un nimero c entre a y b tal que f(c) = 7.

Demostracién. Sea S el conjunto de niimeros z en el intervalo, tal que f(z) <
7. Entonces S es no vacio porque a estd ahi, y b es una cota superior de S. Sea
¢ su minima cota superior. Entonces ¢ estd en nuestro intervalo. Afirmamos
que f(c) = v. Si f(¢) < v, entonces ¢ # by f(z) < v para todo z > ¢
suficientemente cerca de c, pues f es continua en ¢. Esto contradice el hecho
de que ¢ es una cota superior para S. Si f(c) > v, entonces c# a 'y f(z) >y
para todo = < c suficientemente cerca de ¢, de nuevo porque f es continua
en ¢. Esto contradice el hecho de que ¢ es una minima cota superior para S.
Concluimos que f(c) = v, como habia que demostrar.

Parte cinco

Funciones de
varias variables

Enel primer capitulo de esta parte consideraremos los vectores que constituyen
la herramienta algebraica bésica para investigar funciones de,varias varia,bi'es
Los agpectos que veremos de la diferenciacién de vectores son los que se uedan.
manejar mediante los métodos de “una variable”. La razén para esto es pue en
espacios de dimensién superior, podemos unir dos puntos mediante una fur\:a

estudiar una funcién al ver sus valores sélo sobre esa curva. Esto reduce much .
problemas de dimensiones superiores a problemas de tipo unidimensional. .
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CAPITULO = XV

Vectores

El concepto de vector es basico para el estudio de funciones de varias variables
y proporciona una motivacién geométrica para todo lo que sigue. Por lo tanto,
se estudiaran por completo las propiedades tanto algebraicas como geométricas
de los vectores.

Una caracteristica principal de todos los enunciados y demostraciones de esta
parte es que no es mas ficil ni mas dificil probarlos en el 3-espacio que en el
2-espacio.

XV, §1. DEFINICION DE PUNTOS EN EL ESPACIO

Sabemos que se puede usar un nimero para representar un punto en una recta,
una vez seleccionada una unidad de longitud.

Se puede usar un par de nimeros (i.e. una pareja de numeros) (z,y) para
representar un punto en el plano.

Estos se pueden ilustrar como sigue:

Y179

|pF—-——-

0 z |
(a) Punto sobre una recta (b) Punto en un plano

Figura 1
Observamos ahora que se puede usar una terna de numeros (z,y,z) para
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representar un punto en el espacio, esto es, en el espacio tridimensional, o 3-
espacio. Simplemente introducimos més ejes. La figura 2 ilustra esto.

eje z

N \\ (zly!z)

®
1
|
|
|
i
]
i v eje y
1
|
1
|
|

Nalo

eje T
Figura 2

En lugar de usar z, y y z, podriamos usar (z1,z2,23). La recta se podria
llamar 1-espacio y el plano 2-espacio. .

Asi, podemos decir que un solo niimero representa un punto en el lespacio.
Una pareja representa un punto en el 2-espacio. Una terna representa un punto
en el 3-espacio.

Aunque no podemos dibujar una cuarteta de nimeros, nada nos impide con-
siderarla,

(131, T2, I3, 1}4)
y decretar que éste es un punto en el 4-espacio. Una quinteta seria un punto en
el 5-espacio, después continuariamos con una sexteta, septeta, octeta,. ...

Nos dejamos llevar y definimos un punto en el n-espacio como una
n-tupla de nimeros

(:cl, Zoye.. ,:L'"),
si n es un entero positivo. Denotaremos dicha n-tupla por una letra mayuscula
X, y trataremos de guardar las letras minisculas para nimeros y las letras
mayusculas para puntos. Los nimeros zi,...,Zn Se llaman coordenadas del
punto X. Por ejemplo, en el 3-espacio, 2 es la primera coordenada del punto
(2,3,—4),y —4 es su tercera coordenada. Denotamos el n-espacio por R”.

La mayoria de nuestros ejemplos ocurrirdn cuando n =2 0 n = 3. Asi el
lector puede visualizar cualquiera de estos dos casos a lo largo de todo el libro.
Sin embargo, se deben hacer tres comentarios.

Primero, tenemos que manejar n =2 y n = 3, asi que, para evitar multitud
de repeticiones, es util tener una notacién que cubra simultdneamente ambos
casos, aun cuando repitamos a veces la formulacién de ciertos resultados de
manera separada para cada uno.
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Segundo, ningiin teorema o férmula es més sencillo al hacer la hipétesis de
que n=2 o 3.
Tercero, el caso n = 4 se presenta en fisica.

Ejemplo 1. Un ejemplo clasico del 3-espacio es, por supuesto, el espacio
en el que vivimos. Después de seleccionar un origen y un sistema coordenado,
podemos describir la posicién de un punto (cuerpo, particula, etc.) mediante
3 coordenadas. Mas aiin, como ya se sabe desde hace mucho, es conveniente
extender este espacio a un espacio de 4 dimensiones (o tetradimensional), donde
el tiempo es la cuarta coordenada, y como origen para el tiempo se puede selec-
cionar el nacimiento de Cristo (aunque esto es completamente arbitrario. Quiza
fuera mds conveniente seleccionar como origen el nacimiento del sistema solar o
de la Tierra, si pudiéramos determinarlo con precisién). Entonces, un punto con
coordenada de tiempo negativa es un punto A.C. y un punto con coordenada de
tiempo positiva es un punto D.C.

Pero no se queden con la idea de que “el tiempo es la cuarta dimensién.” El
espacio tetradimensional anterior es sélo un ejemplo posible. En economia, por
ejemplo, se usa un espacio muy diferente, tomando como coordenadas, digamos,
el nimero de ddlares gastados en una industria. Por ejemplo, podriamos tratar
con un espacio 7-dimensional con coordenadas correspondientes a las siguientes
industrias:

1. Acero 2. Automotriz 3. Productos de granja 4. Pesca
5. Quimicos 6. Vestido 7. Transporte

Acordemos que un megaddlar por afio es una unidad de medicién. Entonces un
punto
(1000, 800, 550, 300, 700, 200, 900)

en este 7-espacio significard que la industria del acero gasté mil millones de
délares en el afio dado y que la industria quimica gasté 700 millones de délares
en ese aho.

La idea de considerar el tiempo como una cuarta dimensién es antigua. Ya
en la Encyclopédie de Diderot, que data del siglo dieciocho, d’Alembert escribe
en su articulo sobre “dimensién”:

Cette maniére de considérer les quantités de plus de trois dimensions est aussi exacte
que D’autre, car les lettres peuvent toujours étre regardées comme représentant des
nombres rationnels ou non. J’ai dit plus haut qu’il n’était pas possible de conce-
voir plus de trois dimensions. Un homme d’esprit de ma connaissance croit qu’on
pourrait cependant regarder la durée comme une quatriéme dimension, et que le
produit temps par la solidité serait en quelque maniére un produit de quatre di-
mensions; cette idée peut &tre contestée, mais elle a, ce me semble, quelque mérite,
quand ce ne serait que celui de la nouveauté.

Encyclopédie, Vol. 4 (1754), p. 1010
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Traducido, esto significa:

Esta manera de considerar las cantidades de mds de tres dimensiones es igual de
correcta que la otra, pues siempre se puede considerar que las letras representan
nimeros, ya sean racionales o no. Ya he dicho que no es posible concebir mids de tres
dimensiones. Un hombre inteligente que conozco piensa que, no obstante, podemos
contemplar la duracién como una cuarta dimensién, y que el producto del tiempo
por la solidez seria, de alguna manera, un producto de cuatro dimensiones. Esta
idea podra discutirse, pero tiene, a mi parecer, algin mérito, aunque no sea sino el

de la novedad.

Observen cémo d’Alembert se refiere a un “hombre inteligente” siendo que se
trata de él mismo. Es un tanto cuidadoso al proponer lo que en su tiempo ha de
haber sido una idea extraordinaria, y que logré presencia hasta el siglo XX.

D’Alambert también visualizé claramente los espacios de dimensién superior
como “productos” de espacios de dimensién menor. Por ejemplo, podemos ver el
3-espacio como si colocaramos lado a lado las primeras dos coordenadas (z1,z2)
y después la tercera, 3. Asi escribimos

R®*=R?xR.
Usamos el signo de producto, que no deberd confundirse con otros “productos”,

como el producto de mimeros. La palabra “producto” se usa en dos contextos.
De manera analoga, podemos escribir

R*=R?>x R
Hay otras manera de expresar R* como un producto, a saber,
R*=R?x R%.

Esto significa que vemos por separado las primeras dos coordenadas (z1, z2) y las
dos iiltimas coordenadas (z3, £4). Mdas adelante volveremos con estos productos.

Ahora definiremos c¢6mo sumar puntos. Si A y B son dos puntos, digamos
en el 3-espacio,

A=(ar,a2,a3) 'y  B=(b1,bs,b3)
entonces definimos A + B como el punto cuyas coordenadas son
A+ B= (al + b1,a3 + b2, a3 + b3)

tEjemplo 2. En el plano,si A= (1,2) y B =(-3,5), entonces
A+ B =(-2,7).
En el 3-espacio, si A= (-1,7,3) y B =(V2,7,-2), entonces
A+B=(V2-1,7+7,1).

Al usar un n neutral para cubrir ambos casos (del 2-espacio y el 3-espacio), los
puntos se podrian escribir

A=(a1,...,an), B=(b1,...,b”),
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y definimos A + B como el punto cuyas coordenadas son
(al +b1,... yQpy +bn)
Observamos que se satisfacen las reglas siguientes:

L (A+B)+C=A+(B+0).
2. A+B=B+A.
3. Si hacemos

0=(0,0,...,0)
el punto tal que todas sus coordenadas son 0, entonces
O+A=A+0=4
para todo A.
4. Sea A= (a1,...,8,) y sea —A4 = (=a1,...,~a,). Entonces

A+ (-A) =0.

Todas estas propiedades son muy simples, y son ciertas porque son ciertas

ar. i
para los nimeros, y la suma de n-tuplas se define en términos de la suma de sus
componentes, que son nimeros.

t Nota. No confundir el niimero 0 y la n-tupla (0,...,0). Usualmente deno-
aremos esta n-tupla por O y también la llamaremos cero, pues en la practica
no puede presentarse ninguna dificultad.

Ah . ., vyt

o nl’lora daremos una interpretacién geométrica de la suma y la multiplicacién
p meros, en el plano (se puede visualizar de manera simultinea lo que sucede
en el 3-espacio).

Ejemplo 3. Sea A = (2,3) y B=(-1, 1). Entonces
A+ B =(1,4).
La figura se ve como un paralelogramo (Fig. 3).
| a9 |

T (23)

—_— . N
T t t o ——

Figura 3
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Ejemplo 4. Sea A= (3,1) y B =(1,2). Entonces
A+B=(4,3)

Vemos de nuevo que la representacién geométrica de nuestra suma se ve como
un paralelogramo (Fig. 4).

Figura 4

La razén de que la figura se vea como un paralelogramo se puede dar en
términos de geometria plana como sigue. Obtenemos B = (1,2) al comenzar
desde el origen O = (0,0) y movernos 1 unidad a la derecha y 2 hacia arriba.
Para obtener A + B, partimos de A y de nuevo nos movemos 1 unidad a la
derecha y 2 hacia arriba. Asf los segmentos de recta entre O y B,yentre Ay
A+ B son las hipotenusas de los tridngulos rectangulos cuyos catetos correspon-
dientes son de la misma longitud y paralelos. Los segmentos son, por lo tanto,
paralelos y de la misma longitud, segin se ilustra en la figura 5.

A+B

|
[

Figura 5

Ejemplo 5. Si de nuevo A = (3,1), entonces —A = (-3,-1). Si locali-
zamos este punto, vemos que —A tiene direccién opuesta a A. Podemos ver —A
como la reflexién de A respecto al origen.

Consideremos ahora la multiplicacién de A por un nimero. Si ¢ es cualquier
ntmero, definimos cA como el punto cuyas coordenadas son

(cay, - .,can).
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L A
R
-3 -2 1 2 3
—A -1
Figura 6

Ejemplo 6. Si A=(2,—1,5)y c=7, entonces cA = (14,-17,35).
Es facil verificar las reglas:

5. c§A+B) =cA+cB.

6. Si ¢; y ¢z son niimeros, entonces

' (1te)A=ciAd+cd  y  (ae)A= c1(c2A).
Nétese ademds que
o (-1D)A = -A.
iCudl es la representacién geométrica de la multiplicacién por un ntimero?
Ejemplo 7. Sean A =(1,2) y ¢ = 3. Entonces

cA = (3,6)
como en la figura 7(a).
-i- 34= (316)
L 34
T f4=02
T/ =6D
T -34
(a) (b)
Figura 7

La multiplicacién por 3 equivale a estirar A por 3. De manera aniloga,
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%A equivale a estirar A por 11,-, i.e. a encoger A a la mitad de su tamaiio.
En general, si ¢ es un nimero, ¢ > 0, interpretamos t4 como un punto en
la misma direccién que A a partir del origen, pero t veces la distancia. De
hecho, definimos que A y B tienen la misma direccién si existe un nimero
¢ > 0 tal que A = cB. Insistimos en que esto significa que A y B tienen la
misma direccién respecto al origen. Para simplificar el lenguaje, omitimos las
palabras “respecto al origen”.

La multiplicacién por un ntimero negativo invierte la direccién. Asi, —3A se

representaria como en la figura 7(b). .

Definimos que dos vectores A, B (ninguno de los cuales es cero) tienen
direcciones opuestas si existe un nimero ¢ < 0 tal que cA = B. Asi, cuando
B = —A, entonces A y B tienen direcciones opuestas.

XV, §1. EJERCICIOS
Hallar A4+ B, A— B, 3A,—2B en cada uno de los casos siguientes. Trazar los puntos
de los ejercicios 1 y 2 en una hoja de papel cuadriculado.

1. A=(2,-1), B=(=1,1) 2. A=(=1,3), B=(0,4)
3. A=(2,-1,5), B=(-1,1,1) 4. A=(-1,-2,3), B=(-1,3,-4)

5. A=(m3,-1), B=(2r,-3,7) 6. A=(15-2,4), B=(7,3,-1)

A B

(O] (GY)

Figura 8
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7. Sean A= (1,2) y B=(3,1). Trazar A+ B, A+2B, A+3B, A—B, A-2B y
A — 3B en una hoja de papel cuadriculado.

8. Sean A y B como en el ejercicio 1. Trazar los puntos A+ 2B, A+ 3B, A~ 2B,
A—3By A+ 1B en una hoja de papel cuadriculado. ’

9. Sean A y B segiin estdn dibujados en la figura 8. Trazar el punto A — B. »
XV, §2. VECTORES FIJOS

Definimos un vector fijo como un par ordenado de puntos que escribimos AB.
(Esto no es un producto.) Visualizamos esto como una flecha que vade A a B.
A se llama punto inicial y B, punto final del vector fijo (Fig. 9).

bz"-az {

a; b,

—b)—a; —i

Figura 9

Observamos que, en el plano,

by=a; + (b1 - al).
De igual manera,

bg =as + (b2 - 02).
Esto significa que

B=A+(B-A)
Sean AB y CD dos vectores fijos. Diremos que son equivalentes si B—A =
D-C'. Todo vector fijo AB es equivalente a uno cuyo punto inicial sea el origen,
- . Yr——Te » ’ . .

pues AB es equivalente a O(B — A). Claramente éste es el tinico vector fijo

cuyo punto inicial es el origen y que es equivalente a AB . Visualizando la ley
del paralelogramo en el plano, resulta claro que la equivalencia de dos vectores
fijos se puede interpretar geométricamente diciendo que las longitudes de los
segmentos de recta determinados por el par de puntos son iguales, y que las
“direcciones” en las que apuntan son la misma.

En las figuras siguientes hemos trazado los vectores fijos O(B — A), AB y
O(A-B), BA.
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A/B

B-4

A/B

o ‘ (@]

ngura 10 Figura 11
Ejemplo 1. Sea P =(1,-1,3) y Q = (2,4,1). Entonces Fa es equiva-
lente a %", donde C=Q - P =(1,5,-2). Si

A=(4,-2,5) y B =(5,3,3),
entonces ﬁj es equivalente a _ﬁ, pues
Q-P=B-A=(1,5,-2).

Dado un vector fijo oC cuyo punto inicial es el origen, diremos que es un

vector fijo en el origen. Dado cualquier vector fijo Zﬁ, diremos que esta
fijoen A.

Un vector fijo en el origen estd completamente determinado por su punto
inicial. En vista de esto, llamaremos a una n-tupla indistintamente punto o
vector, dependiendo de la interpretacién que tengamos en mente.

Se dice que dos vectores AB y w son paralelos si existe un niimero ¢ # 0
tal que B— A = ¢(Q — P). Se dice que tienen la misma direccién si existe un
nimero ¢ > 0 tal que B— A = ¢(Q — P), y tienen direccién opuesta si existe
un nimero ¢ < 0 tal que

B—-A=¢Q-P).

En las figuras siguientes mostramos vectores fijos paralelos.

y / N

(a) Direcciones iguales
Figura 12

(b) Direcciones opuestas
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Ejemplo 2. Sea
P=3,7 vy Q=(-4,2).
Sea .
A=(51) y B =(-16,-14).

Entonces
Q- P=(-7,-5) y B — A= (-21,-15).
Por lo tanto, P_Q) es paralelo a ﬁ, porque B — A =3(Q — P). Como 3 >0,

—_— _
vemos también que PQ y AB tienen la misma direccién.

De manera anéloga, cualquier definicién acerca de n-tuplas se puede extender
a vectores fijos. Por ejemplo, en la seccién siguiente definiremos en qué consiste
que n-tuplas sean perpendiculares.

B-4 Q-Br P

g

Figura 13

Entonces podemos decir que dos vectores fijos AB y P—Q) son perpendiculares

si B—A es perpendicular a Q— P En la figura 13 hemos dibujado dichos vectores
en el plano.

XV, §2. EJERCICIOS

En cada caso, determinar cudles son los vectores fijos 7’6 y ﬁ equivalentes. ~
1. P=(1,-1), Q=(4,3), A=(-1,5), B=(5,2).

2. P=(1,4), Q= (—§,5), A=(51,B= (1,8).

3. P=(1,-1,5), Q =(~2,3,-4), A= (3,1,15, B =(0,5,10).

4. P=(2,3,—-4),Q= (-1,3,5), A= (-2,3,-1), B= (-5,3,8).
En cada caso, determinar cudles vectores fijos Té y AB son par;ﬂelos.

5. P=(1,-1), @ =(4,3), A=(-1,5), B=(7,1).
6. P=(1,4), Q=(-3,5), A=(57), B=(9,6).
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7. P=(1,-1,5), Q =(-2,3,—4), A=(3,1,1), B=(-3,9,-17).
8. P=(2,3,-4), Q=(-1,3,5), A=(-2,3,-1), B=(-11,3,-28).
9. Trazar los vectores fijos de los ejercicios 1, 2, 5y 6 en una hoja de papel cuadriculado

para ilustrar estos ejercicios. Trazar también los vectores fijos -Q_ﬁ y BA . Localizar
los puntos Q— P, B— A, P-Qy A-B.

XV, §3. PRODUCTO ESCALAR

Se sobreentiende que a lo largo de un analisis siempre se escogen vectores en el
mismo espacio n-dimensional. Basta pensar en los casos n =2y n = 3.
Sean A = (a1,a2) y B = (b1,b2) en el 2-espacio. Definimos su producto

escalar como
A-B= albl + azbg.
Sean A = (a1,as,a3) y B = (b1,b2,b3) en el 3-espacio. Definimos su pro-

ducto escalar como
A-B=aib + asby + azbs.

Sean A = (a1,...,a,) y B = (b1,...,bn) dos vectores en el n-espacio,
cubriendo asi los dos casos con una notacién. Definimos su producto escalar
o producto punto A - B como

aiby + -+ + anbs.
Este producto es un nimero. Por ejemplo, si
A=(1,3,-2) y B =(-1,4,-3),

.entonces
A B=-1+12+4+6=17.

Por el momento no damos una interpretacién geométrica para este producto
escalar, pero lo haremos después. Primero deducimos algunas propiedades im-
portantes. Las bésicas son:

PE 1. Tenemos A-B=B-A.
PE 2. Si A, B y C son tres vectores, entonces

A-(B+C)=A-B+A-C=(B+0C)-A.
PE 3. Si z es un nimero, entonces
(:cA)~B=§(§1'7B) y A-(zB)==z(A-B).
PE 4. Si A= O es el vector cero, entonces A- A = 0; de no ser asi,
A-A>0.

Probaremos ahora estas propiedades.
Respecto a la primera, tenemos

@by + -+ anby = bray + -+ buay,
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puesto que para dos niimeros a y b cualesquiera tenemos ab = ba. Esto prueba
la primera propiedad.
Para PE 2,sea C = (c,...,¢,). Entonces

B+C=(b1+c1,...,bn+¢5)

A-(B+C)=ai(bi+c1)+ -+ an(b, +¢,)

=aiby +aje; + - +.azb, + ancn.
Al reordenar los términos se tiene
carhy + -+ apby +arer + -+ ancy.
lo cual no es mas que A- B+ A.C. Esto prueba lo que queremos. Dejamos la
propiedad PE 3 como ejercicio.
Finalmente, para PE 4, observamos que si una coordenada a; de A no es
igual a 0, entonces existe un término a? # 0 y a? > 0 en el producto escalar

A-A=dl+. .. +d2.
Como todo término es > 0, se sigue que la suma es > 0,como se queria demos-
trar.

En la mayor parte del trabajo que realizaremos con vectores, sélo vamos a usar
las propiedades ordinarias de suma y multiplicacién por nimeros y las cuatro
propiedades del producto escalar. Mas adelante haremos un estudio formal de
éstas. Por el momento, observen que hay otros objetos conocidos que se pueden
sumar, restar y multiplicar por niimeros, por e¢jemplo las funciones continuas en
un intervalo [a,b] (ver el ejercicio 6).

Ademas de escribir A-A para el producto escalar de un vector consigo mismo,
sera conveniente escribir A%. (Este es el tinico caso en que permitiremos esta no-
tacién. Asi, A® no tiene sentido.) Queda como ejercicio verificar las identidades
siguientes:

(A+B)?=A’+24-B+ B?,
(A-B)Y?=A?-24-B+ B2
Un producto punto A - B bien puede ser igual a 0 sin que A o B sean el
vector cero. Por ejemplo, sean
A=(1,23) vy B=(2,1,-%).
Entonces
A-B=0

.Definimos que dos vectores A y B son perpendiculares (o, como también
decimos, ortogonales), si A-B = 0. Por el momento no esta claro que, en
el plano, esta definicién coincida con nuestro concepto geométrico intuitivo de
perpendicularidad, pero los convenceremos en la seccidn siguiente. Aqui sélo
veremos un ejemplo. Sean, digamos en R3,

E, =(1,0,0), E, =(0,1,0), E3=(0,0,1)
los tres vectores unitarios segin se muestran en la figura 14.
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E;

E;

Ey

Figura 14

Vemos entonces que E - E3 =0, y, de manera anéloga, E;-E; =0 si i # j.
Estos vectores, en efecto, se ven perpendiculares. Si A = (a1, a3, as), entonces
observamos que la i-ésima componente de A, a saber, '

a; =A-F;

es el producto punto de A con el i-ésimo vector unitario. Vemos que A es
perpendicular a E; (de acuerdo con nuestra definicién de perpendicularidad con
el producto punto) si, y sélo si, su i-ésima componente es igual a 0.

XV, §3. EJERCICIOS

1. Hallar A- A para cada una de las siguientes n-tuplas.
" (a) A=(2,-1), B=(-1,1) (b) A(-1,3), B =(0,4)
(c) A=(2,-1,5), B=(-1,1,1) (d) A=(-1,-2,3), B=(-1,3,-4)
(e) A=(x3,-1), B=(2x,-3,7) (f) A=(15,-2,4), B=(x,3,-1)

2. Hallar A- B para cada una de las n-tuplas anteriores.

3. Usando sélo las cuatro propiedades del producto escalar, verificar en detalle las
identidades dadas en el texto para (A+ B)? y (A— B)?.

4. ;Cudles de los pares siguientes son perpendiculares?
(2) (1,-1,1)y(2,1,5) (b) (1,-1,1)y(2,3,1)
(c) (-52,7)y(3,-1,2) (@) (x,2,1)y(2,-x,0)

5. Sea A un vector perpendicular a todo vector X. Mostrar que A = 0.
XV, §4. LA NORMA DE UN VECTOR

Definimos como norma de un vector A, y la denotamos por ||4||, el niimero
g [l4]| = VA - A.
Como A - A > 0, podemos tomar la raiz cuadrada. También se suele llamar
a la norma magnitud de A.
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Cuando n=2y A= (a,b), entonces

l4ll = Va2 + 92,

como en la figura 15.

3

ﬁ.-_-___-_-_

|

Q

Figura 15

Ejemplo 1. Si A= (1,2), entonces

Il = vVI+4= 5.

Cuandon=3y A= (a1, a3, a3), entonces

l4ll = \/af + a3 + 3.

Ejemplo 2. Si A= (-1, 2,3), entonces

Al =vV1+4+9=V14.

Si n = 3, entonces la ilustracién se ve como en la figura 16, con A = (z,y, z).

VRt 2= V2P

Figura 16

Si vemos primero las dos componentes (z,y), entonces la longitud del seg-
mento entre (0,0) y (z,y) es igual a w = /2% + 42, segiin se indica.
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Entonces la norma de A, de nuevo por el teorema de Pitagoras, seria
Vw? + 22 = /22 + y2 + 22.

Asi, cuando n = 3 nuestra definicién de norma es compatible con la geometria
del teorema de Pitagoras.
En términos de coordenadas, A = (ay, ...,a,), vemos qlre\

14l = y/at +---+a}.

Si A # O, entonces ||A|| # 0 pues alguna coordenada a; # 0, de modo que
a? >0, y, por lo tanto, a? + --- + a2 > 0, de modo que ||A|| # 0.
Observamos que, para cualquier vector A, tenemos

4l = 1| - Afl. ,
A= 4. A= \///\z’
Esto se debe al hecho de que

(_a1)2+...+(_an)2=a§+...+a’2”

porque (—1)2 = 1. Esto es, por supuesto, lo que se debe desprender de la figura:

A

—-A

Figura 17

Recuerden que se dice que A y —A tienen direccién opuesta y sin em-
bargo, tienen la misma norma (magnitud, como suele decirse cuando se habla de

vectores).
Sean A y B dos puntos. Definimos la distancia entre A y B como

l4 - Bl = (A~ B)- (4~ B).

Esta definicién coincide con nuestra intuicién geométrica cuando A y B son
puntos en el plano (Fig. 18). Es lo mismo la longitud del vector fijo 4B que la
del vector fijo BA.
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"B

& " Longitud =||4A - B||=||B—A||
B-4

o

A~z
Figura 18

Ejemplo 3. Sean A = (—1,2) y B = (3,4). Entonces la longitud del
vector fijo AB es ||B — A||. Pero B — A = (4,2). Asi,

|B - A = V16 + 4 = V20.

En la figura vemos que el lado horizontal tiene longitud 4 y el lado vertical tiene
longitud 2, de modo que estas definiciones reflejan nuestra intuicién geométrica
debida a Pitdgoras.

L1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 19

Sea P un punto en el plano, y sea 4 un nimero > 0. El conjunto de puntos

X tales que

|IX-P|l<a
se llamara disco abierto de radio @ con centro en P. El conjunto de puntos
X tales que

IX-Pl<a
se llamard disco cerrado de radio a y centro en P. El conjunto de puntos X
tales que

IX-Pl|=a
se conoce como circulo de radio a y centro en P; los dos se ilustran en la figura

20.
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Circulo Disco

Figura 20

En el espacio tridimensional, el conjunto de puntos X tales que
IX-Pl<a
se llamaré bola abierta de radio @ y centro en P. El conjunto de puntos X
tales que
IX-Pl<a
se llamara bola cerrada de radio a y centro en P. El conjunto de puntos X
tales que '
IX-Pll=a
se conoce como esfera de radio a y centro en P. En espacios de dimensién
superior se usara esta misma terminologia de bola y esfera.
La figura 21 ilustra una esfera y una bola en el 3-espacio.

Esfera Bola

Figura 21

La esfera es la cubierta exterior y la bola estd formada por la regién que se
encuentra dentro de la cubierta. La bola abierta es aquella en la que no se
incluye la cubierta, y la bola cerrada es aquella que comprende tanto la regién
dentro de la cubierta como la cubierta misma.

De la geometria de la situacién, es razonable esperar que si ¢ > 0, entonces
lleAll = c||A]l, i.e. si estiramos un vector A al multiplicarlo por un ndimero
positivo ¢, entonces la longitud también se estira en esa cantidad. Verificamos
esto formalmente usando nuestra definicién de longitud.
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Teorema 4.1. Sea z un nimero. Entonces
llAll = || ||All
(valor absoluto de z por la norma de A).

Demostracion. Por definicién tenemos que
llzAll* = (z4) - (z4),
que es igual a,—
z3(A- A)

por las propiedades del producto escalar. Al tomar la raiz cuadrada obtenemos
lo que queremos.

Sea S la esfera de radio 1, con centro en el origen. Sea a un ntmero > 0.
Si X es un punto de la esfera S, entonces aX es un punto de la esfera de radio
a, pues

lleX]l = al|X]| = a.

De esta manera obtenemos todos los puntos de la esfera de radio a. (i Demos-
tracién?) Asi, la esfera de radio a se obtiene al estirar la esfera de radio 1 al
multiplicar por a. '

Se aplica una observacién similar para las bolas abierta y cerrada de radio a,
obtenidas a partir de las bolas abierta y cerrada, de radio 1, al multiplicar por
a.

Disco de radio 1 Disco de radio a
Figura 22

Diremos que un vector E es un vector unitario si ||E|| = 1. Dado cualquier

vector A, sea a = ||A]|. Si a # 0, entonces

1

-A

a
es un vector unitario, puesto que
1
-A
a

=—l-a:=1.
a

Decimos que dos vectores A y B (donde ninguno es O) tienen la misma
direccién si existe un nimero ¢ > 0 tal que cA = B. En vista de esta definicién,

vemos que el vector
1

—A
llAll
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es un vector unitario en la direccién de A (siempre que A # O).

. Figura 23

Si E es el vector unitario en la direccién de A y ||A|| = @, entonces

A=aFE.

Ejemplo 4. Sea A = (1,2,-3). Entonces ||4]| = v14. Por lo tanto, el
vector unitario en la direccién de A es el vector

E= ( 1 2 -3 )
V14’14’ V14)
Advertencia. Hay tantos vectores unitarios como direcciones. Los tres vec-
tores unitarios comunes en el 3-espacio, a saber,

El = (1,0,0), E2 = (01 1)0)) E3 = (Oa 0; 1)

son simplemente los tres vectores unitarios en las direcciones de los ejes coorde-
nados.

También estamos en posicién de justificar nuestra definicién de perpendicu-
laridad. Dados A y B en el plano, la condicién de que

l4+ Bl =4 - B|

(ilustrada en la Fig. 24(b)) coincide con la propiedad geométrica de que A debe
ser perpendicular a B. i

A l4-B|

(8) )
Figura 24
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Probaremos que:

|[A+ B||=||A—-B|| si,ysélosi, A-B=0.

Denotemos por <= a “si, y sélo si,”. Entonces,
lA+Bl=|lA-B|| <= |lA+B|’=|l4- B|’
< A’+24-B+B*=A*>-24.-B+B?
< 4A-B=0
< A-B=0.

Esto prueba lo que queremos.

Teorema general de Pitdgoras. Si A y B son perpendiculares, entonces
4+ BI> = ||AlI> + || BIJ.
En la figura 25 se ilustra el teorema.
A+B

Figura 25

Para probar esto usamos las definiciones, a saber,
|A+ B|*>=(A+B)-(A+B)= A*+24-B + B?
= ||411” +1I1BI1%,
pues A-B =0, y, por definicién, A- A = ||4||?, B-B = ||B||2

Al
Observacién. Si A es perpendiculara B y z es cualqu1er nimero, entonces
A también es perpendicular a B, ya que

4 A-zB=zA-B =0.
Usaremos ahora el concepto de perpendicularidad para deducir el concepto
de proyeccién. Sean A y B dos vectorés y B # 0. Sea P el punto sobre la

recta que pasa por OB tal que PA es pérpendicular a O—B-), como se muestra
en la figura 26(a).
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(2) (b
Figura 26
Podemos escribir
P=¢B
para algiin numero c. Que:inos l:a_llf.r explicitamente este nimero c en términos
de Ay B. La condicién PA L OB significa que

A— P esperpendiculara B,
y como P = ¢B, esto significa que
(A-cB)-B=0,

en otras palabras,
A-B-cB-B=0.

Podemos despejar ¢ y hallamos que A-B =¢B- B, de modo que

A-B

cC= ——

B-B

Reciprocamente, si tomamos este valor para ¢ y después usamos la distributi-
vidad, multiplicando escalarmente A — ¢B por B, se obtiene 0', de modf) que
A — ¢B es perpendicular a B. Por lo tanto, hemos visto que existe un niimero
{inico ¢ tal que A—cB es perpendicular a B,y que ¢ estd dado por la férmula
anterior.

A-B
Definicién. . La componente de A sobre B es el niimero ¢ = BB
A-B
La proyeccién de A sobre B es el vector ¢B = ﬁB .

Ejemplo 5. Suponer que
B=E; =(0,...,0,1,0,...,0)

es el i-ésimo vector unitario, con 1 en la i-ésima componente y 0 en todas las
otras componentes. ‘

Si A=(ai,...,an), entonces A-E; =a;.

Asi, A- E; es la i-ésima componente ordinaria de A.

\
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De manera mds general, si B es un vector unitario, no necesariamente uno
de los E;, entonces tenemos simplemente
c=A-B
pues B - B =1, por la definicién de vector unitario.

Ejemplo 6. Sean A = (1,2,-3) y B = (1,1,2). Entonces la componente
de A sobre B es el nimero

B-B~ 6 2
Por lo tanto, la proyeccién de A sobre B es el vector

eB = (=11 ).
Nuestra construccién da inmediatamente la interpretacion geométrica para el
producto escalar. A saber, supongamos que A # O,y que @ es el angulo entre
— Ay B (Fig. 27). Entonces, por geometria plana, vemos que

| o8|
cosf = ——,
Al
o, sustituyendo el valor para ¢ obtenido antes,
A-B
A - B = ||A||||B||-cos 8 y cosf = ————n-,
t-B = lAllAl FATIB]
A
\\ B
v cB
Figura 27

En algunos tratamientos de vectores se toma la relacién
A-B = ||A||||Bl|cos¢

como definicién de producto escalar. Esto esta sujeto a las siguientes desventajas,
por no decir cbjeciones:

(a) Las cuatro propiedades del producto escalar PE 1 a PE 4 de ninguna
manera son obvias.

(b) Aun en el 3-espacio, tenemos que basarnos en la intuicién geométrica para
obtener el coseno del dngulo entre A y B, y esta intuicién es menos clara
que en el plano. En espacios de dimensién superior falla todavia més.

(c¢) Es extremadamente dificil trabajar con dicha definicién para obtener las
subsecuentes propiedades del producto escalar.
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Asi que preferimos basarnos en los fundamentos algebraicos obvios y de ahi
recuperar de manera sencillla todas las propiedades. Usamos geometria plana

para ver la expresion
A-B =||A]|||Bl|| cosf. .

Después de trabajar varios ejemplos, probaremos la desigualdad que nos permite
justificar esto en el n-espacio.
Ejemplo 7. Sean A = (1,2,-3) y B = (2,1,5). Hallar el coseno del
angulo 0 entre Ay B.
Por definicidn,
0 A-B _2+2—15_—11‘
"= TAIBI - VIR Va0

. —_—
Ejemplo 8. Hallar el coseno del angulo entre los dos vectores fijos PQ y
Fﬁ, donde
P=(1,2,-3), Q=(-2,1,5), R=(1,1,-4).

La ilustracién se ve asi:

Figura 28

Hacemos
A=Q-P=(-3,-1,8) y B=R-P=(0,-1,-1).

Entonces el 4ngulo entre T’a y PR es el mismo que entre A y B. Por lo tanto,

el coseno es igual a
0= A-B _0+1—8= =7 )
7T TANBl T Vive V12

Probaremos otras propiedades de la norma y el producto escalar usando nues-

tros resultados sobre perpendicularidad. Nétese primero un caso particular. Si
E; =(0,...,0,1,0,...,0)
es el i-ésimo vector unitario de R™,y

A:(al,...,an),

entonces
A-E;=a;
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es la i-ésima componente de 4, i.e. la componente de A sobre E;. Tenemos

lail = \/a} < yJaZ + - +a2 = ||A]],

de modo que el valor absoluto de cada componente de A es, a lo més, igual a la
longitud de A.

No tenemos que tratar sélo con el vector unitario particular, como recién
sucedié. Sea E cualquier vector unitario, es decir, un vector de norma 1. Sea ¢
la componente de A sobre E. Vimos que

c=A-E.
Entonces A — cE es perpendicular a E y
\ A=A-cE+cE.

Entonces A —cE también es perpendicular a cE Y, porel teorema de Pitagoras,
hallamos

411 = 1|4 = cEI* +||cE||> = [|A - cE||? + ¢
Asi tenemos la desigualdad ¢ < [|4]1%, y |¢| < |4]].

En el teorema siguiente generalizamos esta desigualdad a un producto punto
A - B cuando B no es necesariamente un vector unitario.

Teorema 4.2. Sean A y B los dos vectores en R". Entonces
|A-B| < ||A]l||BI|.

Demostracion. Si B = O, entonces ambos lados de 1a desigualdad son iguales
a 0, de modo que nuestra afirmacién es obvia. Supongamos que B # O. Sea ¢
la compouente de A sobre B, de modo que ¢ = (A-B)/(B- B). Escribimos

A=A-cB+cB.
Por Pitagoras, ‘
A7 = (|4 = eBII? + lleB[* = |4 - cBI[? + B
Por lo tanto, c?|B||? < ||4||*. Pero

qple= A B2 pe_|A-B? . |A B
Entonces
A-BJ?
L < Al

La demostracién concluye al multiplicar por ||B||? y tomar la raiz cuadrada.

A partir del teorema 4.2, vemos que para los vectores A y B en el n-espacio
el nimero
A-B

Al Bl

b
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tiene valor absoluto < 1. En consecuencia,

A-B
*= e <
y existe un angulo tnico 6 tal que 0 < 0 < 7,y tal que
A-B
A8
Definimos este dngulo como el Angulo entre A y B.
La desigualdad del teorema 4.2 se conoce como desigualdad de Schwarz.

cosf =

Teorema 4.3. Sean A y B vectores. Entonces
l4+ Bl < llAll + I BII-

Demostracién. Ambos lados de esta desigualdad son positivos o 0. Por lo
tanto, bastard probar que sus cuadrados satisfacen la desigualdad deseada; en

otras palabras, \
(A+ B)-(A+ B) < (llAll +1I1BI[)"

Para esto consideramos
(A+B)-(A+B)=A-A+2A-B+B-B.
En vista de nuestro resultado anterior, esto satisface la desigualdad
< 1411 + 2llAll11Bl + (1B,
y el lado derecho no es méis que
(4l + 11811
Nuestro teorema esta probado.

El teorema 4.3. se conoce como desigualdad del tridngulo. La razén
es que, si trazamos un tridngulo como en la figura 29, entonces el teorema 4.3
expresa el hecho de que la longitud de un lado es < que la suma de 14s longitudes
de los otros dos lados (ver el ejercicio 11).

li4l

Figura 29

Observacién. Las demostraciones no usan coordenadas, sélo las propiedades
PE 1 a PE 4 del producto punto. En el n-espacio nos dan desigualdades que
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de ninguna manera son obvias cuando se expresan en términos de coordenadas.
Por ejemplo, la desigualdad de Schwarz en términos de coordenadas es:

Jarby + -+ anba| < (@] 4+ -+ a)V2EE 4. 4 B2)V2,

Traten de probar esto de manera directa, sin la intuicién “geométrica” de Pita-
goras, para ver hasta dénde llegan.

XV, $4. EJERCICIOS

1. Hallar la norma del vector A en los casos siguientes.
(a) A=(2,-1), B=(-1,1)
(b) A=(-1,3), B=(0,4)
() A=(2,-1,5), B=(~-1,1,1)
(d) A=(-1,-2,3), B=(-1,3,-4)
(¢) A= (m3,-1), B = (27, -3, 7)
(f) A=(15,-2,4), B=(x,3,-1)
- Hallar la norma del vector B en los casos anteriores.
. Hallar la proyeccién de A sobre B en los casos anteriores.

. Hallar la proyeccién de B sobre A en los casos anteriores.

T W N

. Hallar el coseno entre los siguientes vectores A y B.
(a) A=(1,-2)y B=(5,3)
(b) A=(-3,4)y B=(2,-1)

~f{c) A=(1,-2,3) y B=(-3,1,5)

(d) A=(-2,1,4) y B=(-1,-1,3)

(¢) A=(-1,1,0)y B=(2,1,-1)

6. Determinar el coseno de los dngulos del tridngulo cuyos vértices son
(a) (2,-1, 1), (1,-3, -5), (3,~4, —4). ‘
(b)4 (3,1,1)#(—1,2, 1) < (2, -2, 5). )
7. Sean Ai,..., A, vectores distintos de cero que son perpendiéulares entre sf; en otras
" palabras, A;-A; =0 si i #j. Sean c1,...,c, nimeros tales que
ah +---+crAr = 0.
Mostrar que todo ¢; =0

8. Para cualesquiera vectores A y B, probar las relaciones siguientes:
(a) lA+B|>+|lA -~ B|* = 2||4)* + 2|| B||*.
(b) |14+ B|* = ||A|* +||BI* +24-B. -
() lA+B|*-||A-B|?=4A-B.
Interpretar (a) como una “ley del paralelogramo”.
9. Mostrar que si 6 es el dngulo entre A y B, entonces

14 = BI* = |AII* + 1 BII” - 21| A]l || Bl| cos 6.

10. Sean A, B y C tres vectores distintos de cero. Si A-B = A - C, mostrar con un
ejemplo que no necesariamente B = C.
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XV, §5. RECTAS PARAMETRICAS

Definimos la ecuacién paramétrica o la representacién paramétrica de
una recta que pasa por un punto P en la direccién de un vector A # O como

X =P+1tA,

donde t varfa sobre todos los nimeros (Fig. 30). '

P+tA

A\ ’

Figura 30

Al dar dicha representacién paramétrica podemos pensar en un insecto que
parte de un punto P en el tiempo ¢ = 0, y que se mueve en la direc§i6n de A.
En el tiempo t, el insecto esta en la posicién P +tA. Asi, podemos mterpretar
fisicamente la representacién paramétrica como una descripcién de movimiento,
en la cual A se interpreta como la velocidad del insecto. En un tiempo dado t,
el insecto estd en el punto o

X (t) =P+ tA,
que se llama posicién del insecto en el tiempo ¢, . '

Esta representacién paramétrica también es itil para describir el conjunto de
puntos que estan sobre el segmento de recta entre dos puntos dados. Sean Py
Q dos puntos. Entonces el segmento entre P y Q est4 formado por todos los

puntos
St)=P+t(Q@—-P) con 0Lt<L

Figura 31
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— 3 . . . ==
En efecto, O(Q = P) es un vector que tiene la misma direccién que PQ, como
se muestra en la figura 31.

Cuando t = 0, tenemos S(0) = P, de modo que en el tiempo ¢ = 0 el insecto
estd en P. Cuando t = 1, tenemos

S)=P+(@Q-P)=Q,
de modo que, cuando ¢t = 1, el insecto estd en Q. Conforme ¢t va de 0 a 1, el
insecto vade P a Q.

Ejemplo 1. Sean P =(1,-3,4) y Q = (5, 1,—2). Hallar las coordenadas
del punto que estd a un tercio de la distancia de P a Q.

Sea, como antes, S(t) la representacién paramétrica del segmento de P a Q.
El punto deseado es S(1/3), esto es:

SG)=P+§Q—H=0¢&@+§QL4)

7 -5 ' -
=|=,——,2]).
(552)
Advertencia. El punto deseado en el ejemplo anterior no esta dado por

P+Q
5

Ejemplo 2. Hallar una representacién paramétrica para la recta que pasa
por los dos puntos P = (1,-3,1) y Q = (-2,4,5).
Primero tenemos que hallar un vector en la direccién de la recta. Hacemos

A s P - Q,
de modo que
A=(3,-7,-4).
La representacién paramétrica de esta recta es entonces

X(@t)=P+tA=(1,-3,1)+1(3,-7,-4).

Observacién. Seria igualmente correcto dar una representacién paramétrica
de la recta como

Y(t)=P+tB donde B=Q-P.

Sin embargo, interpretada en términos del insecto en movimiento, una parame-
trizacién da la posicién de un insecto moviéndose en una direccién a lo largo de la
recta, comenzando en P en el tiempo ¢ = 0, mientras que la otra parametrizacién
da la posicién de otro insecto moviéndose en direccién opuesta a lo largo de la
recta, también comenzando en P en el tiempo ¢t = 0.
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Estudiaremos ahora la relacién entre una representacién paramétrica y la
ecuacién ordinaria de una recta en el plano.

Supongan que trabajamos en el plano y escribimos las coordenadas de un
punto X como (z,y). Sean P = (p,q) y A = (a,b). Entonces, en términos de
las coordenadas, podemos escribir

z=p+ta, y=gq+tib,
y podemos eliminar ¢ para obtener la ecuacién usual que relacionaa z y y.

Ejemplo 3. Sean P = (2, 1) y A= (-1,5). Larepresentacién paramétrica
de la recta que pasa por P en la direccién de A nos da

(*) r=2—1, y=1+5¢t.
Al multiplicar por 5 la primera ecuacién y sumar se tiene
() Sz+y =11,

que es la conocida ecuacién de una recta.

Esta eliminacién de ¢ muestra que todo par (z,y) que satisface la represen-
tacién paramétrica () para algin valor de ¢ también satisface la ecuacion (**).
Reciprocamente, supongan que tenemos un par de nimeros (z,y) que satisfacen
(**). Sea t = 2 — z. Entonces

y=11-5z=11-52—-1t) =1+ 5t

Por lo tanto, existe algin valor de t que satisface la ecuacién (*). Hemos probado
asi que los pares (z,y) que son soluciones de (**) son exactamente los mismos
pares de niimeros que los obtenidos al dar valores arbitrarios de t en (). Asi
pues, la recta se puede describir paramétricamente como en (%), o en términos
de su ecuacién usual (**). Al comenzar con la ecuacién ordinaria

Sr+y=11,
hacemos t = 2 — z para recuperar la parametrizacion especifica de (x).
Cuando parametrizamos una recta en la forma
' X =P +14,
es evidente que tenemos infinidad de posibilidades para P sobre la recta, y

también infinidad de posibilidades para A, que difieren en un multiplo escalar.
Siempre podemos seleccionar al menos una. A saber, dada una ecuacién

ax+by=c

con nimeros a, b y ¢, supongan que a # 0. Usamos y como pardmetro y
hacemos

y=t.
Entonces podemos despejar z, a saber,
b
= ¢ —t.
a a

X
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Sean P = (c/a,0) y A = (—b/a,1). Vemos que u itrari
satisfaga la ecuacidn ) que un punto arbitrario (z,y) que

az+by=c
se puede expresar paramétricamente, a saber,

(z,y) =P +1tA..

En dimensiones superiores, al comenzar con una representacion paramétrica
X =P+1iA4,

no podemos eI:quax_- t, y asi la representacion paramétrica es la dnica dis-
ponible para describir una recta.

XV, §5. EJERCICIOS

é Hallar una representacién paramétrica
pares de puntos.
(a) Pi=(1,3,-1) y P, =(-4,1,2)
(b) P=(~1,53)y P, = (-2,4,7)

para la recta que pasa por los siguientes

Hallar una representacién paramétrica para la recta que pasa por los puntos siguientes.

2. (1,1,-1) y (-2,1,3) 3. (-1,5,2) y (3,—4,1)

4. S‘eal} P=(1,3,-1)y Q = (-4,5, 2). Determinar las coordenadas de los puntos
siguientes: ‘

(2) El punto medio del segmento entre P y Q.

(b) Los dos .puntos sobre este segmento de recta que estdn a un tercio ¥ a dos tercios
del camino de P a Q.

(c) El punto que est4 a un quinto del camino recto de PaqQ.

(d) El punto que estd a dos quintos del camino recto de PaqQ.

5.8 PyQ son dos puntos arbitrarios en el n-espacio, dar la férmula general para
el punto medio del segmento entre P y Q.

XV, .§6. PLANOS

Pode.r‘nos describir planos en el 3-espacio mediante una ecuacién analoga a la
ecuacién de la recta. Procedemos como sigue.
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P+N

Y

Figura 32

— .
Sea P un punto en el 3-espacio y consideren un vector fijo ON . Definimos
el plano que pasa por P perpendicular a ON como la coleccién de todos

los puntos X tales que el vector fijo PX es perpendicular a ON . De acuerdo
con nuestras definiciones, esto equivale a la condicién

(X - P)-N=0
que también se puede escribir como :

l X-N=P-N.
L

También diremos que este plano es el perpendicul‘ar a N,y estd forme?,do'por

todos los vectores X tales que X — P.es perpendicular a N. Hemos dibujado

una situacién tipica del 3-espacio en la figura 32. 5 o
Ademais de decir que N es perpendicular al plano, también se dice que N

es normal al plano. '
Sea ¢ un nimero # 0. Entonces el conjunto de puntos X tales que

(X-P)-N=0
coincide con el conjunto de puntos X tales que
(X -P)-tN =0.

Asi podemos decir que nuestro plano es el plano que pasa'l')or P yes perp(?ndi-
cular a la recta en la direccién de N . Para hallar la ecuacién del plano pudimos

usar cualquier vector tN (con t # 0) en lugar de N.

Ejemplo 1. Sean
P=(2,1,-1) y N=(-1,1,3).

Sea X = (z,y,z). Entonces
X -N=(-lz+y+3z
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En consecuencia, la ecuacién del plano Que pasa por P y es perpendicular a N
es

—z4+y+32=-24+1-3

—z+y+3z2=-4.

Observen que en el 2-espacio, con X = (z,y), las férmulas conducen a la
ecuacion de la recta en el sentido ordinario

Ejemplo 2. La ecuacién de la recta en el plano zy que pasa por 4,-3) y
es perpendicular a (—5,2) es

-5z 42y = —20 — 6 = —26.

Ahora estamos en posicién de interpretar los coeficientes (-5,2) de z y y
en esta ecuacidn, y se ve que dan lugar a un vector perpendicular a larecta. En
cualquier ecuacién

axr+by=c
el vector (a,b) es perpendicular a la recta determinada por la ecuacién.
De manera andloga, en el 3-espacio, el vector (a,b,¢) es perpendicular al plano
determinado por la ecuacién

~

az + by +cz =d.

Ejemplo 3. El plano determinado por la ecuacién
2z — y+3z=5

es perpendicular al vector (2,—1,3). Si queremos hallar un punto en ese plano
es obvio que tenemos muchas posibilidades. Podemos dar valores arbitrarios a
z y y, y después despejar z. Para obtener un punto concreto, sean z = 1 y
y = 1. Entonces despejamos z, a saber,

3z2=5-241=4,
de modo que z = :4;. Asi,
(1,1,3)
es un punto en el plano.
Se dice que la ecuacién X - N = P - N en el n-espacio es la ecuacién de un
hiperplano. Por ejemplo, .
Jz—y+24+2w=>5

es la ecuacién de un hiperplano en el 4-espacio, perpendicular a (3,-1,1,2).

Se dice que dos vectores A y B son paralelos si existe un mimero ¢ # 0 tal
que cA = B. Se dice que dos rectas son paralelas si, dados dos puntos distintos
Py y Q; sobre la primera rectay Py y Q5 sobre la segunda, los vectores

P -
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y esto es, .
Py — Q2 (P+tN-Q)-N=o,

son paralelos. 0, después de usar las reglas del

Se dice que dos planos son paralelos (en el 3-espacio) si sus vectores normales € el producto punto,
son paralelos. Se dice que son perpendiculares si sus vectores normales son (P-Q)-N+tN-N=0.
perpendiculares. El d4ngulo entre dos planos se define como el dngulo entre sus Despejando ¢ se obtiene
vectores normales.

Ejemplo 4. Hallar el coseno del 4ngulo # entre los planos : =
2z - y+2=0, Asi. el . . N-N 14
42 —z=1. s1, el punto de interseccién dese?,do- es
Est 1 del dngulo entre 1 t ) P =(1,- 1
ste coseno es el coseno del angulo entre los vectores +iN =(1,-1,2) + £(1,2,3) = (%’_%, %)
A:;(?,—l,l) y B=(1,2,-1).
Entonces A.B 1 Ejemplo 6 )
cosf = W =-3 \ Jemplo 6. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos
‘ P =(1, 2,—1)3 Py = (-1, 1,4), P3=(1,3,-2).
Ejemplo 5. Sean Visualizamos esquematicamente los tres puntos asi:
Q=(>,1,1) y P=(,-1,2).
Sea ~
mn
N =(1,2,3).
)ﬁ Hallar el punto de interseccién de la recta que pasa por: P en la direccién de N, P

y el plano que pasa por @ perpendicular a N. ' P

La representacién paramétrica de la recta que pasa por P en la direccién de
N es )
(1) , X =P+iN.
La ecuaci6n del plano que pasa por-@-perpendiqular a N es . P
(2) X-Q):N=0/ I - L Figura 34

Visualizamos la recta y el plano como sigue:

Entonces hallamoé un vectorr"]V:— i 5 —_
S (N,._perpendicular a P,P. a PP
palabras, perpendicular a P, — P, ya Ps—P. Tenlenzlosy 1F3, o, en otras

Py = Py =(-2,-1,45),
Ps— P =(0,1,-1).

Sea N = (a,b,c). Debemos resolver

N-(Pz—P1)=0 y N'(PS‘PI)=O;
en otras palabras,

~2a—b+5¢c=0,
b— ¢=0.
Tomamos b = ¢ = 1 y resolvemos para a = 2. Entonces

N=(2,1,1)

Figura 33

Debemos hallar el valor de t tal que el vector X en (1) también satisfaga (2),
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satisface nuestros requerimientos. El plano perpendicular a N que pasa por P
es el plano deseado. Su ecuacién es entonces X - N = Py - N, esto es,
2e+y+2z=2+2-1=3.
Distancia entre un punto y un plano. Consideren un plano definido por

cién
la ecua (X—P)-N =0, | |
y sea @ un punto arbitrario. Deseamos hallar una férmula para la d;lstatncxa;
entre Q y el plano. Con esto nos referimos al segmento que va desde @) hasta e
punto de interseccién de la recta perpendia‘x}ar al plano que pasa por @, como
en la figura. Sea @’ este punto de interseccion.

XY

Figura 35

Por geometria tenemos: 3 L ,
longitud del segmento Q@' = longitud de la proyecccion de QP sobre QQ'.

Podemos expresar la longitud de esta proyeccion en términos del product_o punto,
como sigue. Un vector unitario en la direccién de N, que es perpendicular al

plano, esta dado por N/||N||. Entonces
longitud de la proyeccién de QP sobre QQ'

= norma de la proyeccién de @ — P sobre N/||N||

N
= - P) —|.
@=P) g

Esto también se puede escribir en la forma: T ,\‘
L T (;

) <"P) - N| |/

distancia entre @ y el plano =’|_(QW‘_— P
/ S ——

pes
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Ejemplo 7. Sean
Q=(1,3,5), P=(-1,1,7) y N =(-1,1,-1).
La ecuacién del plano es '
—z4+y—2z=-5.
Hallamos ||N|| = /3,
Q—-P=(22-2) y (@Q-P)-N=-24+24+2=2.
Por lo tanto, la distancia entre Q y el plano es 2/+/3.

XV, §6. EJERCICIOS

1. Mostrar que las rectas 2z + 3y = 1 Yy 52 — 5y = 7 no son perpendiculares.

2. 8ean y =mz+by y = m'z + ¢ las ecuaciones de dos rectas en el plano. Es-
cribir los vectores perpendiculares a estas rectas. Mostrar que estos vectores son
perpendiculares a todos los ottos si, y sélo si, mm’' = —1.

Hallar la ecuacién de la recta en el 2-espacio, perpendicular 2 N y que pasa por P,
para los valores siguientes de N y P.

3. N=(1,-1), P=(-5,3) 4. N =(-5,4), P=(3,2)
5. Most- .r que las rectas
3z -5y=1, 2z 4+3y =5

no son perpendiculares.

'6. ;Cudles de los siguientes pares de rectas son perpendiculares?

(a) 3z—5y=1y2r+y=2
(b) 22+Ty=1yz—y=5
(c) 3z —-5y=1y5z+3y=17,
d) ~z+y=2yz+y=9

7. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al vector dadé N y que pasa por el punto
dado P.

(a) N =(1,-1,3), P=(4,2,—1)
(b) N =(-3,-2,4), P=(2,n, -5)
(© N=(-1,0,5), P=(2,3,7)

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los tres puntos siguientes.
(a) (2,1,1), (3,-1,1), (4,1,-1)
(b) (-2,3,-1), (2,2,3), (—4,-1,1)
(C) (_5) _l) 2)y (1’ 21 —'])y (3> —11 2)

9. Hallar un vector perpendicular a (1,2,-3) y (2,—1,3) y otro vector perpendicular
a (=1,3,2) y (2,1,1).
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10. Hallar un vector paralelo a la recta de interseccién de los dos planos
2 —y+z=1, 3r+y+z=2. :

11. La misma cuestién para los planos
2c4+y+52=2, 3z —2y+2=3.

12. Hallar una representacién paramétrica para la recta de interseccién de los planos
 de los ejercicios 10 y 11.

13. Hallar el coseno del dngulo entre los planos siguientes:

(a)z+y+z=1 (b) 2z 43y —2=2
T—y—2=35 z— y +z=1
(¢c) z+2y—2=1 d) 2z2+y +2=3
—z4+3y+2=2 —z—y +z=7

14. (a) Sean P =(1,3,5) y A=(-2,1,1). Hallarla interseccién de la recta que pasa
por P en la direccién de A con el plano 2z +3y —z =1.
(b) Sea P = (1,2,—1). Hallar el punto de interseccién del plano

3r—4y+z=2,
con la recta que pasa por P, perpendiculaf a ese pla,nd.

15. Sean @ = (1,-1,2), P = (1,3,-2) y N = (1,2,2). Hallar el punto de la inter-
seccién de la recta que pasa por P en la direccién de N con el plano que pasa por
Q, perpendicular a N.

«o 16. Hallar la distancia entre el punto indicado y el plano.

(@) (1,1,2) y3z+y—5z=2
) (-1,3,2) y2z—4y+z=1
“(¢) (3,—2,1) y el plano yz
(d) (-3,-2,1) y el plano yz
17. Trazar el tridngulo con vértices A = (1,1), B = (2,3) y C = (3,—1). Trazar el
punto P tal que AP L BC y P pertenece a la recta que pasa por los puntos B
y C.
(a) Hallar el coseno del 4ngulo del tridngulo cuyo vértice estd en A.
(b) ;Cudles son las coordenadas de P?
18. (a) Hallar la ecuacién del plano M que pasa por el punto P =(1,1,1) y es per-
pendicular al vector ON, donde N = (1,2,0).
(b) Hallar una representacién paramétrica de la recta L que pasa por

Q= (174’0)

y es perpendicular al plaio M.
(c) ;Cual es la distancia de Q al plano M?

19. Hallar el coseno del dngulo entre los planos

2c+4y—2=5 y z—-3y+2z=0.

CAPITULO XV

Diferenciacién de vectores

XVI, §1. LA DERIVADA

Consi i
sion:ide[l:en un 11'1§ecto que se mueve a lo largo de una curva en el espacio tridimen-
- La posicion del insecto en el tiempo ¢ est4 dada por las tres coordenadas

(=(®), u(t), 2(2)),
que dependen de ¢. Las abreviamos como X

a,nt‘enor se vio que la posicién de un insecto
esta dada por

(t). Por ejemplo, en el capitulo
que se mueve a lo largo de una recta,

X(@)=P+14,

donde P es el punto inicial ¥y A da la direccién del insecto. Sin embargo

ode j i
podemos dm: ejemplos de cuando el insecto no se mueve sobre un recta. Primero
veamos un ejemplo en el plano. '

(cos@,sen )

Figura 1
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Ejemplo 1. Sea X(8) = (cosf,sen ). Entonces el insecto se mueve a lo
largo de un circulo de radio 1 en el sentido contrario al que giran las manecillas
del reloj. Aqui usamos 6 como la variable correspondiente al 4ngulo mostrado
en la figura. Sea w la velocidad angular del insecto y supongamos que w es
constante. Asi, df/dt =w y.

# = wt 4+ una constante.

Por sencillez suponemos que la constante es 0. Entonces podemos escribir la -

posicién del insecto como
X(6) = X (wt) = (coswt,sen wt).
Si su velocidad angular es 1, tenemos entonces la representacién mas sencilla,
X(t) = (cost,sent).

Ejemplo 2. Si el insecto se mueve alrededor de un circulo de radio 2 con
velocidad angular igual a 1, entonces su posicién en el tiempo t esta dada por

X(t) = (2cost,2sent).
De manera mis general, si el insecto se mueve alrededor de un circulo de radio
r, entonces la posicién estd dada por

X (t) = (rcost,rsent).
En estos ejemplos, obviamente suponemos que, en el tiempo t = 0, el insecto
comienza en el punto (r,0), esto es

X(0) = (r,0),

donde r es el radio del circulo.

Ejemplo 3. Suponer que la posicién del insecto estd dada en el 3-espacio

por
X (t) = (cost,sent).

Entonces el insecto se mueve a lo largo de una espi-
ral. Sus coordenadas estdn dadas como funciones

de t por
z(t) = cost, C
-

\/%k&Q

y(t) = sent,

z(t) =t.
La posicién en el tiempo t se obtiene al sustituir

un valor particular de ¢. Asi:
X(x) = (cosm,senw,7) = (—1,0,7) e

X(1) = (cos1,senl,1).
Podemos ahora dar la definicién de una curva en
general.

Figura 2
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Definicién. Sea I un intervalo. Una curva parametrizada (definida en
este intervalo) es una asociacién que a cada punto de I asocia un vector. Si X
denota una curva definida en I y ¢ es un punto de I, entonces X(t) denota el
vector asociado a ¢ mediante X . A menudo escribimos la asociacién ¢ — X (t)
mediante una flecha

X:T-R"

También llamamos a esta asociacién la parametrizacién de una curva. X(t)
se llama vector de posicién en el tiempo t, y se puede escribir en términos de

coordenadas, -
X(t) = (z1(t),- .., zal?)),

donde cada z;(t) es una funcién de ¢. Decimos que esta curva es diferenciable
si cada funcién z;(t) es una funcién diferenciable de ¢.

Observacién. Los intervalos de definicién de nuestras curvas seran abiertos,
cerrados, semiabiertos o semicerrados. Cuando definimos la derivada de una
curva, se sobreentiende que el intervalo de definicién contiene mds de un punto.
En ese caso, en un extremo se toma el limite usual de

fla+h) - f(a)
h
para aquellos h tales que tenga sentido el cociente, i.e. a+ h esté en el intervalo.
Si a es un extremo izquierdo, se considera el cociente sélo para h > 0. Si a
es un extremo derecho, el cociente se considera sélo para h < 0. Entonces las
reglas usuales para la diferenciacién de funciones son verdaderas en su mayor
generalidad, y asi también serdn verdaderas las reglas 1 a 4 que se verdn a
continuacién, asi como la regla de la cadena de la seccién §2. [En el ejercicio
11(b) se da un ejemplo de una afirmacién que no siempre es verdadera para
curvas definidas en intervalos cerrados.]
Tratemos de diferenciar curvas. Consideramos el cociente de Newton
X@t+h)—X(@1)
‘ h '

Su numerador se ilustra en la figura 3.

X0 xe+n

Figura 3
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Cuando h tiende a 0, vemos geométricamente que
X(t+h)—-X(®)
h

debera tender a un vector que apunte en la direccién de la curva. Podemos
escribir el cociente de Newton en términos de coordenadas,

X(t+h) = X(t) _ [zt +h)—24(2) z,(t + h) — a:,.(t))
h - h e h
y ver que cada componente es un cociente de Newton para la coordenada corres-
pondiente. Suponemos que cada z;(t) es diferenciable, y entonces todo cociente
z,'(t + h) - (C,'(t)
h
tiende a la derivada dz;/dt. Por esta razén definimos la derivada dX/dt como

dX _ (dzy d_z_>
dt T \dt>vdt )

De hecho, también pudimos decir que el vector
dzy dz,
(_dT yeocoy T)
es el limite del cociente de Newton
X(t+h) = X(f)
h
cuando h tiende a 0. En efecto, cuando h tiende a 0, cada componente

zi(t + h) — zi(t)
h

tiende a dz;/dt. Por lo tanto, el cociente de Newton tiende al vector
dzy  d2n
e’ dt )’

Ejemplo 4. Si X(t) = (cost,sent,t) entonces
dX
dt

Los fisicos denotan a menudo dX/dt por X; y en el ejemplo anterior también
pudimos escribir

= (—sent,cost,1).

X(t) = —sent,cost, 1) = X'(t).

Definimos el vector velocidad de la curva en el tiempo ¢ como el vector
X'(t).
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Ejemplo 5. Cuando X(t) = (cost,sen t,t), entonces
X'(t) = (—sent,cost,1);
el vector velocidad en ¢ = 7 es
X'(m) = (0,-1,1),
y para t = 7/4 obtenemos
X'(x/4) = (-1/v2,1/v/2,1).

El vector velocidad est4 fijo en ¢l origen, pero cuando lo trasladamos al punto

X (¢) lo visualizamos como tangente a la curva, como en la figura siguiente.

X0)+X'(0)
X@)

X'

Figura 4

Definimos la recta tangente a una curva X en el tiempo ¢ como la recta
que pasa por X(¢) en la direccién de X’(t), siempre que X'(t) # O. De lo
contrario no definimos ninguna recta tangente. Tenemos entonces dadas dos
interpretaciones para X'(t): '

X'(t) es la velocidad en el tiempo t;

X'(t) es paralelo al vector tangente en el tiempo t.

A veces, por abuso de lenguaje, llamamos a X '(t) vector tangente, aunque ha-

blando estrictamente, nos deberiamos referir al vector fijo X(t)(X(t) + X'(2))

como el vector tangente. Sin embargo, es complicado escribir cada vez este vector
fijo.

Ejemplo 6. Hallar una ecuacién paramétrica de la recta tangente a la curva
X(t) = (sent,cost) en t = 7/3. v
Tenemos que X'(t) = (cost,—sent), de modo que en ¢ = ~ obtenemos

(Y= (L 8 (L1
X(3)“(2’ 2) I /X(s)‘(2’2 :
Sean P = X(n/3) y A= X ’(7r/3) Entonces una ecuacién paramétrica de la
recta tangente en el punto rgq}lg;igg_ggm_m

L{t)=P+tA= (-? %) + (%‘/7?_’) '
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Usamos la letra L porque ya esta ocupada X .) En términos de las coordenadas
L(t) = (z(t),y(t)) , podemos escribir la recta tangente como

z(t) = - + Et’
y(t) = % - i;_)-t.

Ejemplo 7. Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la espiral
X(t) = (cost,sent,t)

cuando t = 7/3.

X'(x/38)=N

Figura 5

Sea el punto dado:

i T oen® T
P=X (5) = (cosé-,sen 3 3),
y, de manera mds sencilla,
1V3r
P= (5’ 2 ’3)'

Debemos entonces hallar un vector N perpendicular al plano en el punto dado

P.
Tenemos X'(t) = (—sent,cost, 1), de modo que

x (@)= 5) =~

La ecuacién del plano que pasa por P y es perpendicular a N es

X -N=P-N,
de modo que la ecuacién del plano deseado es

v3 .1 . _ V3 B
_Tz+§y+z—— 4 + 4 +

w| X

Wl

—
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Definimos la rapidez de la curva X(¢) como la norma del vector velocidad.
Si denotamos la rapidez por v(t), entonces, por definicién, tenemos

() = X" @)lI,

u(t)? = X'(1)? = X'(t) - X'(¢).

También podemos omitir la ¢ de la notacién y escribir

=X X =X

Ejemplo 8. La rapidez del insecto que se mueve sobre el circulo
X(t) = (cost,sent)
es la norma de la velocidad X’(t) = (- sent, cost), y es

v(t) = \/(—sent)? + (cos?t) = 1.

Ejemplo 9. La rapidez del insecto que se mueve sobre la espiral
X(t) = (cost,sent,t)

es la norma de la velocidad X’(t) = (— sent, cost, 1),yes

v(t) = /(—sent)? + (cos?t) + 1
=2.
1 Definimos el vector aceleracién como la derivada,
ax't) _ ..
dt - X (t):

siempre, claro estd, que X’ sea diferenciable. También denotaremos el vector
aceleracién por X*(t), como antes.

Ahora estudiaremos la aceleracién. Hay dos definiciones posibles para una
aceleracién escalar:

La primera es la razén de cambio de la rapidez, esto es

dv
i v'(2).

La segunda es la norma del vector aceleracion, esto es

X @ll.
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Advertencia. Usualmente éstas dos no son iguales. Casi cualquier ejemplo
lo mostrara.

Ejemplo 10. Sea
X (t) = (cost,sent).

Entonces:
o) =IX'@®l=1,. de modo que  dv/dt = 0.
X"(t) = (—cost,—sent), de modo que [1X"@®)| = 1.

Asi, cuando nos refiramos a una aceleracidn escalar, siempre deberemos decir a
cual. Podriamos usar la notacién a(t) para la aceleracion escalar, pero debemos
especificar cual de estas dos posibilidades es la que denota a(t).

El hecho de que las dos cantidades anteriores no sean iguales refleja la inter-
pretacién fisica. Un insecto que se mueve alrededor de un circulo con rapidez
uniforme tiene dv/dt = 0. Sin embargo, el vector aceleracién no es O, pues
el vector velocidad est4 cambiando constantemente. Por lo tanto, la norma del
vector aceleracién no es igual a 0.

Listaremos las reglas para la diferenciacién. Estas seran sobre sumas, pro-
ductos, y la regla de la cadena que diferimos para la seccién siguiente.

La detivada de una curva se define por medio componentes. Asi, las reglas
para la derivada serdn parecidas a las reglas para diferenciar funciones.

Regla 1. Sean X(t) y Y(t) dos curvas diferenciables (definidas para los
mismos valores de t). Entonces la suma X(t) +Y (t) es diferenciable, y
AXO+YQE) _dX | dY
dt Tat T dt
Regla 2. Sea c un niimero y sea X(t) diferenciable. Entonces cX(t) es
diferenciable, y
d(cX(t)) _ dX
a Cat
Regla 3. Sean X(t) y Y(t) dos curvas diferenciables (definidas para los
mismos valores de t). Entonces X(t)-Y(t) es una funcion diferenciable cuya
derivada es d

Z[X(t) Yl =X@)-Y'()+ X'(2) - Y(3).

(Esto es formalmente andlogo a la derivada de un producto de funciones, a
saber, la primera por la derivada de la segunda mds la segunda por
la derivada de la primera, excepto que ahora el producto es un producto
escalar.)

Como ejemplo de las demostraciones, daremos la tercera en detalle y dejamos
las otras como ejercicios.

Por simplicidad, sean

X@®) = (@0),220) vy YO =) y0)

L
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Entonces

%X(t) Y(t) = %[31(0‘3’1 (t) + z2(t)y2(t)]

— )P 95 dy2 | dza

= X()-Y'(t)+ X'()) - Y (1),

L
combinando los términos apropiados.

La demostracién para el 3-espacio o el n-espacio se obtiene al reemplazar 2
por 3 o n e insertando ... enmedio para tomar en cuenta las otras coordenadas.

Ejemplo 11. El cuadrado X(t)? = X(t) - X(t) se presenta con frecuencia
en las aplicaciones, pues, por ejemplo, puede interpretarse como el cuadrado de
la distancia de X(t) al origen. Al usar la regla de la derivada de un producto,
hallamos la férmula

d /
ax(t)” = 2‘X(t) - X'(t).

Deberdn memorizar esta férmula repitiéndola en voz alta.

Supongan que ||X(t)|| es constante. Esto significa que X(t) esta sobre la
esfera de radio constante k. Al tomar el cuadrado se obtiene
X(@)?= k?
esto es, X(t)> también es constante. Al diferenciar ambos lados respecto a ¢ se
obtiene

2X(t)- X'(t) =0, y entonces, X(t)-X'(t)=0.

Interpretacién. Suponer que un insecto se mueve a lo largo de una curva
X (t) que permanece a distancia constante del origen, i.e. ||X(t)|| =k es cons-
tante. Entonces el vector de posicién X (t) es perpendicular a la velocidad
X'(t). .

X'(t)

} Si || X(¢)|® =1 entonces X(t) L X'(¢).

Curva sobre una esfera
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Si X(t) es una curva y f(t) es una funcién, definida para los mismos valores

de ¢, entonces también podemos formar el producto f(¢)X(t) del nimero f(t)
por el vector X (t).

Ejemplo 12. Sean X(t) = (cost,sent,t) y f(t) = e!; entonces
f()X(t) = (' cost,e’ sent, e't),
y
f(m)X(7) = (e"(~1),€"(0),e"7) = (&7, 0,e" 7).
Si X(t) = (=(t),y(t), z(t)), entonces
FOX@) = (F(0)=(t), f()y(t), £(t)=(2))-
Tenemos una regla para dicha diferenciacién analoga a la regla 3.

Regla 4. Si tanto f(t) como X(t) estin definidas sobre el mismo intervalo
¥y son diferenciables, entonces lo mismo sucede con f(t)X(t), y

d
7 TOX(@) = [OX' @) + f ()X (@).

La demostracién es la misma que para la regla 3.

Ejexyxplo 13. Sea A un vector constante y sea f una funcién diferenciable
o.rdmarla,'de una variable. Sea F(t) = f(t)A. Entonces F'(t) = f'(t)A. Por
ejemplo, si F(t) = (cost)A y A = (a,b) donde a y b son niimeros fijos, entonces

F(t) = (acost,bcost)
y asi
F'(t) = (—asent,—bsent) = (—sent)A.
De manera andloga, si A y B son vectores constantes y
G(t) = (cost)A + (sent)B,
entonces

G'(t) = (—sent)A + (cost)B.

XVl, §1. EJERCICIOS

Hallar la velocidad de las curvas siguientes.
1. (e, cost,sent) 2. (sen2t,log(1+t),t)
3. (cost,sent). 4. (cos3t,sen 3t)

5. (a) En los ejercicios 3 y 4, mostrar que el vector velocidad es perpendicular al vector
de posicién. ;jSucede lo mismo en los ejercicios 1 y 2?

(b) En los ejercicios 3 y 4, mostrar que el vector aceleracién est4 en direccién opuesta
al vector de posicién.
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6. Sean A y B dos vectores constantes. ;Cudl es el vector velocidad de la curva
X=A+1tB?
7. Sea X(t) una curva diferenciable. A un plano o recta‘que sea perpendicular al
vector velocidad X'(t) en el punto X(t) se le llama normal a la curva en el punto

t o también en el punto X (¢). Hallar la ecuacién de una recta normal a las curvas
de los ejercicios 3 y 4 en el punto 7/3.

8. (a) Hallar la ecuacién de un plano normal a la curva
(', 1, %)

en el punto t =1.
(b) La misma pregunta en el punto ¢t =0.

7, 9. Sean P el punto (1,2,3,4) y Q el punto (4,3,2,1). Sea A el vector (1,1,1,1).

Sea L la recta que pasa por Py es paralela a A.

(a) Dado un punto X sobre la.recta L, calcular la distancia entre Q y X (como
funcién del pardmetro t).

(b) Mostrar que existe precisamente un punto Xo sobre la recta de manera tal que
esta distancia alcanza un minimo, y que este minimo es 2/5 .

(c) Mostrar que Xo — Q es perpendicular a la recta.

t).lo. Sean P el punto (1,—1,3,1) y Q el punto (1,1,—1,2). Sea A el vector (1,-3,2,1).

Resolver las mismas preguntas que en el problema anterior, excepto que en este caso
la distancia minima es 1/146/15.

11. Sea X(t) una curva diferenciable definida sobre un intervalo abierto. Sea @ un
punto que no esté sobre la curva.

(a) Escribir la férmula para la distancia entre Q y un punto arbitrario sobre la
curva.

(b) Si to es un valor de t tal que la distancia entre @ y X(t0) es un minimo,
mostrar que el vector @ — X (o) es normal a la curva en el punto X(%). [Idea:
Investigar el minimo del cuadrado de la distancia.]

(c) Si X(t) es la representacién paramétrica de una recta, mostrar que existe un
valor dnico to tal que la distancia entre Q@ y X (%) es un minimo.

12. Sean N un vector distinto de cero, ¢ un nimero y @ un punto. Sea Po el punt6 de
interseccién de la recta que pasa por Q en la direccién de N y el plano X -N =c.
Mostrar que para todos los puntos P del plano tenemos

Q- Poll < llQ - Pl

>r< 13. Probar que, si la rapidez es constante, entonces la aceleracién es perpendicular a la

velocidad.

14. Probar que, si la aceleracién de una curva es siempre perpendicular a su velocidad,
entonces su rapidez es constante.

15. Sea B un vector distinto de cero y sea X(#) tal que X(t)- B = t para todo t.
Supongamos ademds que el dngulo entre X'(t) y B es constante. Mostrar que
X"(t) es perpendicular a X'(2).
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16. Escribir una representacién paramétrica para la recta tangente a la curva dada en
el punto dado en cada uno de los casos siguientes.
(a) (cos4t,sen4t,t) en el punto t = /8
(b) (t,2t,1%) en el punto (1,2,1) .
(¢) (,e7%,3v2t) en t=1
(d) (t,¢%,4*) en el punto (1,1, 1)
17. Sean A y B dos vectores constantes distintos de cero. Sea
X(t)=e*A+e B
Mostrar que X"(t) tiene la misma direccién que X(t).

18. Mostrar que las dos curvas (ef,e*,1—¢™*) y (1 — 6, cos8,sen ) se intersecan en
el punto (1,1,0). ;Cuil es el dngulo entre sus tangentes en ese punto?

19. ;En qué puntos interseca la curva (2t2,1-1¢,3 + t?) al plano
3z — 14y + 2z —10 =07
20. Sea X(t) una curva diferenciable.

(a) Suponer que X’(t) = O para todo ¢ en su intervalo de definicién 1. (Qué se
puede decir acerca de la curva?

(b) Suponer que X'(t) # O pero X"(t) = O para todo t en el intervalo. Qué se

puede decir acerca de la curva?

21. Sea X(t) = (acost,asent,bt), donde a y b son constantes. Sea 6(t) el sngulo que
forma la recta tangente en un punto dado de la curva con el eje z. Mostrar que
cos 0(t) es la constante b/v/a2? + 2. '

22. Mostrar que los vectores velocidad y aceleracién de la curva en el ejercicio 21 tienen
normas (magnitudes) constantes.

23. Sea B un vector unitario constante, y sea X(t) una curva tal que X(t)- B = e*
para todo ¢. Suponer también que el vector velocidad de la curva forma un angulo
constante # con el vector B, con 0 < 8 < /2.

(a) Mostrar que la rapidez es 2¢%'/cos6.
(b) Determinar el producto punto X’(t) - X"(t) en términos de t y 4.

24. Sea )
2t 1-t
X = (n—tml)
Mostrar que el coseno del 4ngulo entre X(t) y X'(t) es constante.

25. Suponer que un insecto se mueve a lo largo de una curva diferenciable B(t) =
(z(t), y(t), z(t)) , que est4 sobre la superficie 2% = 1 4 z2 + ¢?. (Esto significa que
las coordenadas (z,y, z) de la curva satisfacen esta ecuacién.)

(a) Mostrar que
2z(t)z'(t) = B(t) - B'(¢).
(b) Suponer que el coseno del ingulo entre el vector B(t) y el vector velocidad
B'(t) siempre es positivo. Mostrar que la distancia del insecto al plano yz crece
cuando su abscisa es positiva.

[XVI, §2] LONGITUD DE CURVAS 509

26. Un insecto se mueve en el espacio sobre una curva dada por
X(t)= (@1, 2,
(a) Hallar una representacién paramétrica de la recta tangente en ¢t =1.

(b) Escribir la ecuacién del plano normal a la curvaen ¢t =1.

©27. Sea una particula moviéndose en el plano de modo que su posicién en el tiempo ¢

s .
C(t) = (e’ cost, e sen t).

. Mostrar que el vector tangente a la curva forma un dngulo constante de x/4 con el
vector de posicién.

XVI, §2. LONGITUD DE CURVAS

Suponer que un insecto viaja a lo largo de una curva. X (¢); la razén de cambio
de la distancia recorrida es igual a la rapidez, de modo que podemos escribir la
ecuacién dst) 0
a ~— 7
En consecuencia, es razonable dar la siguiente definicién.
Definimos la longitud de la curva X entre dos valores a y b de ¢ (a < b)
en el intervalo de definicién de la curva, como la integral de la rapidez:

/b "oty dt = / ' X0l de.

Por definicién, podemos reescribir esta integral en la forma

cuando X(t) = (z(t),y(1)),

Ejemplo 1. Sea la curva definida por
X (t) = (sent,cost).

Entonces X'(t) = (cost,—sent) y v(t) = Vcos?t +sen?t = 1. Por lo tanto, la
longitud de la curvaentre t =0y t =1 es
=1.

1
/ ot) dt =t
0 0

En este caso, obviamente, es facil evaluar la integral, pero no hay razén para que
esto siempre sea asi.

1
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Ejemplo 2. Formar la integral para obtener la longitud de la curva
X (t) = (¢*,sent,t)

entret=1yt=mn.
Tenemos X'(t) = (e, cost, 1). Por lo tanto, la integral deseada es

/ Ve2t 4 cos?t + 1dt.
1

En este caso no hay una férmula ficil para la integral. Sin embargo, en los ejer-
cicios, las funciones estan ajustadas de manera que la integral se pueda evaluar
mediante técnicas elementales de integracion. Pero no esperen que éste sea el
caso en la vida real. La presencia del signo de raiz cuadrada frecuentemente hace
imposible evaluar la integral de longitud mediante funciones elementales.

XVI, §2. EJERCICIOS

1. Hallar la longitud de la espiral (cos?,sent,t) entre t=0y t=1.

2. Hallar la longitud de las espirales
(a.) (cos2t,sen2t,3t) entre t=1y t=3.
(b.) (cos4t,sen4t,t) entre t =0y ¢t = /8.

3. Hallar la longitud de la curva indicada para la integral dada:
(a) (¢,2¢, t2! entre t =1y t = 3. [Idea: En algin momento llegaran a la integral
1+ u2du. La manera més ficil de manejar esto es hacer

t_ -t
u= % = senh ¢, de modo que 1+ senh® ¢ = cosh® ¢,
donde . -
cosht = C_'_*'éf_

Esto hace que la expresién bajo el signo de rafz cuadrada sea un cuadrado
perfecto. Este método probari, de hecho, la férmula general

/ a2+ z2ds = %[2\/:12 + 22 + a®log(z + Va2 + z2)).

Por supuesto, se puede verificar la férmula al diferenciar el lado derecho, y se
usard sélo para el ejercicio.

(b) (e,e7%,3v2t) entre t =0y t=1.
[Idea: En algin momento se llegar a la raiz cuadrada

Vet +et 42

La expresién bajo la raiz cuadrada es un cuadrado perfecto. ;Qué se obtiene al
elevar al cuadrado (e* 4 ¢7%)7]
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4. Hallar la longitud de la curva definida por
X(t) = (t—sent,1 — cost)
entre (a) t=0y t=2x,(b) t=0y t=n/2.
[Idea: Recordar la identidad .

sen? = 1- cosZO.
2
Entonces, al hacer t = 26, se obtiene
1—cost = 2sen’(1/2).
La expresién bajo el signo de raiz cuadrada serd entonces un cuadrado perfecto.)

5. Hallar la longitud de la curva X (t) = (¢,logt) entre:
(a) t=1yt=2,(b) t=3y t=5. [Idea: Sustituir u> = 1 + ¢ para evaluar la
integral. Usar fracciones parciales.]

6. Hallar la longitud de la curva definida por X(t) = (t,logcost) entre ¢t = 0 y
t=rx/4.

7. Sea X(t) = (t,1?,2¢°).
(a) Hallar la rapidez de la curva.
(b) Hallar la longitud de la curva entre t =0y t =1.

8. Sea X(t) = (6t,2t°,3v/2%). Hallar la longitud de la curva entre t =0 y ¢ = 1.



CAPITULO  XVIi

Funciones de varias variables

Consideramos las funciones de varias variables como funciones de puntos en
el espacio. Esto requiere nuestra intuicién geométrica y ademds relaciona con
mayor facilidad dichas funciones con la teoria de los vectores. El gradiente
aparecera como una generalizacién natural de la derivada. En este capitulo

estudiaremos principalmente las definiciones y conceptos bésicos. En el siguiente

trataremos los teoremas importantes.

XVIl, §1. GRAFICAS Y CURVAS DE NIVEL

Para ajustarnos a la terminologia usual y en aras de la brevedad, una coleccién |

de objetos se llamara simplemente conjunto. En este capitulo tratamos princi-
palmente con conjuntos de puntos en el espacio. _ :

Sea S un conjunto de puntos en el n-espacio. Una funcién (definida en S)
es una asociacién que a cada elemento de S asocia un nimero. Por ejemplo,
si a cada punto asociamos el valor numérico de la temperatura en ese punto,
tenemos la funcién de temperatura. )

Observacién. En el capitulo anterior consideramos curvas parametrizadas,
que asociaban un vector a un punto. No les llamamos funciones. Usamos la
palabra funcién sélo cuando los valores de la asociacién son nimeros. Nos
parece que para este curso ésta es la convencién mas 1til.

En la préctica, a veces omitimos la mencién explicita del conjunto S, pues
usualmente el contexto aclara cudles son los puntos en que estd definida la
funcién.
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l‘?jemplo 1. En el 2-espacio (el plano) podemos definir una funcién f
mediante la regla ' '

_ f(zy) =2+ 47,
la. cual estd definida para todos los puntos (z,y) y se puede interpretar geomé-
tricamente como el cuadrado de la distancia entre el origen y el punto.

E}jemplo 2. De nuevo en el 2-espacio, podemos definir una funcién f
mediante la férmula

2? — 2
f(z,y) = T3 P todo (z,y) # (0,0).
No definimos f en (0,0) (que también se escribe O).

lEjemplo 3. En el 3-espacio podemos definir una funcién [ mediante la
regla

f(2,y,2) = 2* - sen(zyz) + y2°.

Dado que un punto y un vector se representan por lo mismo (a saber, una
n-tu.pla), podemos imaginar una funcién como las anteriores también como una
funcién de vectores. Cuando no queramos escribir las coordenadas, escribiremos

f(X) en lugar de f(z1,...,2,). Aligual que con los ntimeros, llamamos a F(X)
valor de f en el punto (o vector) X.

- Del mismo modo que con las funciones de una variable, definimos la grifica

de una funcién f de n variables Z1,...,Zn como el conjunto de puntos en el
(n + 1)-espacio de la forma

(zl)“wznaf(xl)"')xn))’
donde (zi,...,z,) est en el dominio de definicién de f.

’Cuando n =1, la gréfica de una funcién f es el conjunto de puntos (2, f(z)).
Asi, la grifica est4 en el 2-espacio.

Cuando n =2, la grafica de una funcién f es el conjunto de puntos

(zry) f(l?, y))'

Cuandg n = 2, ya es dificil trazar la grifica, pues se trata de una figura en el
3-espacio. La gréfica de una funcién de dos variables se puede ver asi:

z= j(z‘,y)

]
/ : i(z, v)é S

Figura 1

Para cada ntimero ¢, la ecuacién f(z, y) = ¢ es la ecuacién de una curva en
el plano. Tenemos bastante experiencia en dibujar las gréificas de dichas curvas,

==
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por lo que podemos suponer que sabemos, en principio, trazar esta grafica. Esta
curva se llama curva de nivel de f en c¢. Nos da el conjunto de puntos (z,y)
donde f toma el valor c¢. Al trazar cierto niimero de dichas curvas de nivel
podemos tener una buena descripcién de la funcién.

Ejemplo 4. Sea f(z,y) = 22+ y?. Las curvas de nivel se describen por las
ecuaciones
2+ y2 =c.

Estas tienen solucién sélo cuando ¢ > 0. En ese caso son circulos (excepto
cuando ¢ = 0, en cuyo caso el circulo de radio 0 es simplemente el origen). En
la figura 2 hemos trazado las curvas de nivel para c=1y 4.

y
flzy)=4
| C N
fzy) =1
Figura 2

La grafica de la funcién z = f(z,y) = 22 + y? es entonces una figura en el
3-espacio, que podemos representar como sigue.

Gr&iﬁca de f

plano (z,v)

Figura 3
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- Ejemplo 5. Sea la elevacién de una montafia, en metros, dada por la
férmula
f(z,y) = 4000 — 222 — 3y*.
Vemos que f(0,0) = 4000 es el punto mas alto de la montafia. Conforme = y y
crecen, la altitud decrece. La montafia y sus curvas de nivel se pueden ver asi.

»

@

Figura 4

En este caso, el punto mas alto estd en el origen y las curvas de nivel indican
que la altitud decrece conforme nos movemos alejandonos del origen. :

Si tratamos con una funcién de tres variables, digamos f(z,y,2), entonces
(z,¥,2) = X es un punto en el 3-espacio. En ese caso, el conjunto de puntos:
que satisfacen la ecuacién

f (.’C Y, 2 ) =c

para alguna constante ¢ es una superficie. El concepto analogo a una curva de
nivel es una superficie de nivel.

Ejemplo 6. Sea f(z,y,2) = 22+ y?+ 2%. Entonces f es el cuadrado de la
distancia al origen. La ecuacién

2+ y2 +22=¢
es la ecuacién de una esfera para ¢ > 0, y el radio es, obviamente, \/c. Si ¢ =0,

ésta es la ecuacién de un punto, a saber, el origen mismo. Si ¢ < 0, no hay
solucién. Asi, las superficies de nivel para la funcién f son esferas.

Ejemplo 7. Sea f(z,y,z) = 322+ 2y? + z2. Entonces las superficies de
nivel para f estan definidas por las ecuaciones

322+ 2%+ 2 =c.

Estas tienen forma de elipses y se llaman elipsoides, para ¢ > 0.

Es mas dificil hacer figuras en 3 dimensiones que en 2 d1mens10nes, de modo
que nos restringimos a trazar curvas de nivel.

La gréfica de una funcién de tres variables es el conjunto de puntos

(z,9,2, f(z,9,2))

en el espacio tetradimensional. Esta grifica no sélo es dificil de dibujar, es
imposible. Sin embargo, es posible definirla, como lo hemos hecho, escribiendo
coordenadas de puntos.
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En fisica, una funcién f puede ser una funcién potencial, que da el valor de
la energia potencial en cada punto del espacio. Las superficies de nivel se llaman
a veces superficies de equipotencial. La funcién f puede dar una distribucién
de temperatura (i.e. su valor en un punto X es la temperatura en X). En ese
caso, las superficies de nivel se llaman superficies isotermas.

XV, §1. EJERCICIOS

Trazar las curvas de nivel para las funciones z = f(z,y), donde f(z,y) estd dada por
las expresiones siguientes.

1. 2% 4+29° 2 y-2o° 3. y—3z2
4. z-9 5. 3% + 3y° 6. =y
- N 122 y2
7. (z-1)(y-2) 8. (z+1)(y+3) 9. T+ 1%
10. 2z — 3y 11. /22 +¢2 ' 12. 2% —¢?
13. ¢° - 22 14. (z -1+ (+3)? 15 (e+1)° +¢°

XVii, §2. DERIVADAS PARCIALES

En esta seccidn y en la siguiente estudiaremos el concepto de diferenciabilidad
para funciones de varias variables. Cuando estudiamos la derivada de funciones
de una variable, supusimos que dicha funcién estaba definida en un intervalo.
Tendremos que hacer una hipdtesis parecida en el caso de varias variables, y para
ello necesitamos introducir un nuevo concepto.

Sea U un conjunto en el plano. Diremos que U es un conjunto abierto
si se satisface la siguiente condicién. Dado un punto P en U, existe un disco
abierto D de radio a > 0, con centro en P y tal que D esta contenidoen U.

Sea U un conjunto en el espacio. Diremos que U es un conjunto abierto
en el espacio si, dado un punto P en U, existe una bola abierta B de radio
a >0, con centro en P y tal que B esta contenidoen U.

Demos una definicién andloga de conjunto abierto en el n-espacio.

Dado un punto P en un conjunto abierto, podemos ir en todas las direcciones
desde P y avanzar una distancia pequefia, y estar ain dentro del conjunto
abierto.

Ejemplo 1. En el plano, el conjunto formado por el primer cuadrante,
excluyendo al eje z y al eje y, es un conjunto abierto.

El eje = no es abierto en el plano (i.e. en el 2-espacio). Dado un punto sobre
el eje z, no podemos hallar un disco abierto con centro en ese punto y contenido
en el eje z.

- Ejemplo 2. Sea U la bola abierta de radio @ > 0 con centro en el origen.
Entonces U es un conjunto abierto. Esto se ilustra en la figura 5
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Figura 5

En la siguiente figura hemos dibujado un conjunto abierto en el plano formado
por la regién dentro de la curva, pero que no contiene ningiin punto de la frontera.
También hemos localizado un punto P en U y una bola (disco) alrededor de P
contenido en U.

Figura 6

Cuando definimos la derivada como el limite de

f(z+h) - f(z)
h ’

necesitamos que la funcién f estuviera definida en algin intervalo abierto alre-
dedor del punto z.

Ahora sea f una funcién de n variables, definida en un conjunto abierto U .
Entonces, para cualquier punto X en U, la funcién f también est4 definida en
todos los puntos cercanos a X , a saber, en todos los puntos que est4n contenidos
en una bola abierta con centroen X y contenida en U. Obtendremos la derivada
parcial de f manteniendo todas las variables fijas excepto una, y tomando la
derivada ordinaria respecto a esa variable.

Comencemos con dos variables. Dada una funcién f(z,y) de dos variables
(z,y), mantengamos y constante y diferenciemos respecto a z. Hemos de con-
siderar entonces el limite, cuando h tiende a 0, de

f(:c+h,y)—-f(:c,y)
. h :

Definici6n. Si existe este limite, le llamamos derivada de f respecto a
la primera variable, o también la primera derivada parcial de f, y la
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denotamos por
(D1 £)(=,y).
Esta notacién nos permite usar cualesquiera letras para denotar las variables.
Por ejemplo,
h.v) —
’!l’n'(ll f(u + !v’z f(u) 'U) e le(u’,v)'

Nétese que D; f es una sola funcién. Con frecuencia omitimos el paréntesis y
escribimos

le(uy v) = (le)(u) 'U)
por simplicidad.
Ademas, si convenimos en las variables z y y, escribimos

le(:c,y) = g_.:'

De manera aniloga, definimos

Daf(z,y) = lim f(zy+ k;), — f(=z,9)

y también escribimos

DZf(zvy) = g_.;

Ejemplo 3. Sea f(z,y) = z%y®. Entonces

g—i = 2zy° y -‘;—i = 3z%y%

Observamos que las derivadas parciales son a su vez funciones. Esta es la
razén por la cual la notacién D;f es a veces mds itil que la notacién 9f/dz;.
Nos permite escribir D; f(P) para cualquier punto P en el conjunto donde esta
definida la parcial. No puede haber ambigiiedad o confusién con un simbolo (sin
sentido) D;(f(P)), pues f(P) es un nimero. Asi, D; f(P) significa (D;f)(P),
y es el valor de la funcién D;f en P.

Ejemplo 4. Sea f(z,y) = sen zy. Para hallar D, f(1,7), hallamos primero
8f/8y, o Daf(z,y), que es simplemente

Dy f(z,y) = (cos zy)z.

Por lo tanto,
Dyf(1,7) = (cosm)-1=—1.

* [XVII, §2] DERIVADAS PARCIALES 519

También,

g 3r 1 3
sz (3,2) = (COS-4—) 3= —72_ ‘3= —75.

En el 3-espacio se da una definicién semejante de la derivada parcial. Sea f
una funcién de tres variables (z,y, 2), definida en un conjunto abierto U en el
3-espacio. Definimos, por ejemplo,
af = ]im f(zvy)z'*' h,z_f(z,y’Z),

(Dsf)(z,y,2) = 5 = lim

y del mismo modo para las otras variables.

Ejemplo 5. Sea f(:c,g./, z) = z2y sen(yz). Entonces

é)
Ds3f(z,y,2) = 55 = 2%y cos(yz)y = z%y® cos(yz2).
Sea X = (z,y,2) para abreviar. Sean
E, =(1,0,0), E, =(0,1,0), E3 =(0,0,1)

los tres vectores unitarios usuales en las direcciones de los ejes coordenados.
Entonces podemos abreviar el cociente de Newton para las derivadas parciales

si escribimos
of _ I f(X +hE;) — f(X)
—— = lim .
3:::,- h—0 h

Dif(X) =
En efecto, observamos que
hE; = (h,0,0) de modo que f(X + hEy) = f(z+ h,y,2),

y de igual modo para las otras dos variables.

De manera similar, podemos definir las derivadas parciales en el n-espacio
mediante una definicidén que se aplique simultaneamente al 2-espacio y al 3-es-
pacio. Sea f una funcién definida en un conjunto abierto U en el n-espacio.
Sean las variables (z1,...,25).

Para valores pequefios de h, el punto

(z1+h,z2,...,2n)

estd contenido en U. Por lo tanto, la funcién esta definida en ese punto y
podemos formar el cociente

f(xi+h,za,...,20).— f(21,...,25)
A .

Si existe el limite cuando h tiende a 0, entonces le llamamos primera derivada
parcial de f y la denotamos por

D: f(z1,...,2n), o D;if(X), o también por ;Tﬁ
1
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Asimismo, sea
4]
Dif(X) = %

f(zy, ...,z +h,... z0) = fz1,...,2,)

= lim
h—0 h
si existe, y le llamamos i-ésima derivada parcial.

Sea
E; =(0,...,0,1,0,...,0)
el i-ésimo vector en la direccién del i-ésimo eje coordenado, que tiene todas las
componentes iguales a 0, excepto la i-ésima componente, que es 1. Tenemos

entonces
o S(X+RE) - £(X)
) h ’

(Dif)(X) = )

Esta es una notacién abreviada muy util, que se aplica igualmente al 2-espacio,
al 3-espacio, o al n-espacio.

Definicién. Sea f una funcién de dos variables (z,y). Definimos el gra-
diente de f, que se escribe grad f, como el vector

g fz.0) = (3.57).

Ejemplo 6. Sea f(z,y) = z?y3. Entonces
grad f(z,y) = (224°, 32%y?),
de modo que, en este caso,
grad f(1,2) = (16,12).
Asi, el gradiente de una funcién f asocia un vector a un punto X .
Si f es una funcién de tres variables (z,y, z), entonces definimos el gradiente
como

of of o
gradf(a:,y, z) = (55)%:5{) .

Ejemplo 7. Sea f(z,y,z) = z?ysen(yz). Hallar grad f(1,1,7). Primero
hallamos las tres derivadas parciales, que son:

6_£ = 2zysen(yz), /
% = z?[y(cos(yz)z, +‘sen(y)z)], ‘

g—'zf =22y cos(yz)y = z2y%cos(yz).
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Después sustituimos (z,y,z) por (1,1,7) en estas parciales, y obtenemos
grad f(1,1,7) = (0, —m, —1).

Sea f definida en un conjunto abierto U en el n-espacio y supongamos
que las derivadas parciales de f existen en cada punto X de U. Definimos el
gradiente de f en X como el vector

grad £(X) = (%,...,%) = (Df(X),..., Duf(X)),

cuyas componentes son las derivadas parciales. Esto se debe leer

(grad f)(X),

pero usualmente omitiremos el paréntesis alrededor de grad f. A veces escribi-
mos Vf en lugar de grad f. Asi, en el 2-espacio escribimos también

Vf(x,y) = (Vf)(z,y) = (le(x, y),sz(:c, y)),

¥, de manera anéloga en el 3-espacio,

Vf(ll?, Y, Z) = (Vf)(flf, Y, Z) = (le(x) Y, Z)) Dgf(x,y, Z), D3f(x’y: Z))
Hasta ahora hemos definido el gradiente sélo mediante una férmula con derivadas
parciales. En el capitulo XVIII, seccién §3, daremos una interpretacién geomé-
trica del gradiente. Ahi veremos que da la direccién de maximo crecimiento de
la funcién, y que su magnitud es la razén de crecimiento en esa direccién.

Al usar la férmula de la derivada de una suma de dos funciones y la derivada
de una constante por una funcién, concluimos de inmediato que el gradiente
satisface las propiedades siguientes:

Teorema 2.1. Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto abierto
U, y supongamos que sus derivadas parciales existen en todo punto de U .
Sea ¢ un nimero. Entonces,

grad(f + g) = grad f + gradg,

grad(cf) = cgrad f.
Mas adelante daremos varias interpretaciones geométricas y fisicas del gra-
diente.

XVIl, §2. EJERCICIOS

Hallar las derivadas parciales
of  of o
oz’ dy’ y 9z’

para las siguientes funciones f(z,y) o f(z,y,2).

S zy+z Q. %y +1 3. sen(zy) + cosz
4. cos(zy) 5. sen(zyz) 6y e*v*
7. z%sen(yz) B zyz Q zz+yz+zy
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10 zcos(y — 32) + arcsen(zy)
11. Hallar el grad f(P) si P es el punto (1,2,3) en los ejercicios 1, 2, 6, 8 y 9.
12. Hallar el grad f(P) si P es el punto (1,7, x) en los ejercicios 4, 5 y 7.
13. Hallar el grad f(P) si
f(z,y,2) = log(z +sen(y® — x))

P=(1,-1,1).

14. Hallar las derivadas parciales de z¥. [Idea: z¥ = e¥!°6% ]

Hallar el gradiente de las siguientes funciones en el punto dado.
15. f(z,y,2) = e ** cos(yz) en (1,w,7)
16. f(z,9,2) = e***¥sen(5z) en (0,0,7/6)

XVII, §3. DIFERENCIABILIDAD Y GRADIENTE

Sea f una funcién definida en un conjunto abierto U. Sea X un punto de
U. Para todos los vectores H tales que ||H|| es pequefio (y H # O), el punto
X'+ H también estd en el conjunto abierto. Sin embargo no podemos formar

un cociente
f(X+H) - f(X)
H

porque no tiene sentido dividir entre un vector. Para definir lo que enten-
demos por que una funcién f sea diferenciable, debemos hallar una manera que
no incluya la divisién entre H. :

Reconsideremos el caso de las funciones de una variable y fijemos un nimero
z. Hemos definido la derivada como

10y — 10 ETR) = f(2)
f (17) - IPH}J h *

—

Sea
o(h) = &_th):l_(fl - f'(2).

Entonces ¢(h) no esté definida cuando h = 0, pero
,!21?) (k) = 0.
Podemos escribir
f@+h) = f(z) = f'(x)h + ho(h).
Esta relacién tiene sentido en tanto h # 0. Sin embargo, observamos que,

si definimos ¢(0) como 0, entonces la relacién anterior es obviamente cierta
cuando h =0 (porque obtenemos 0 = 0).
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Sea
9(h) = p(h) si k>0,
g(h) = —p(h) si h<0.
Entonces hemos mostrado que, si f es diferenciable, existe una funcién g tal
que
1) f(z+h) = f(z) = f'(2)h + |hlg(h),

y
Jim g(h) = 0.

Reciprocamente, supongamos que existen un ntimero a y una funcién g(h)
tal que -

(1a) f(z+h) = f(z) = ah + |h|g(h).

y
lim g(h) = 0.

Hallamos, para h £ 0,

Al tomar el limite cuando h tiende a 0, observamos que

h
| fin o =0
Por lo tanto, el limite del cociente de Newton existe y es igual a a. Por ello, f
es diferenciable y su derivada f/(z) es igual a a.

Entonces, la existencia de un nimero a y una funcién g¢ que satisfaga (1a)
podria usarse como la definicién de diferenciabilidad en el caso de las funciones de
una variable. La gran ventaja de (1) es que no aparece k en el denominador. Es
esta relacién la que nos sugiere cémo definir la diferenciabilidad para funciones
de varias variables, y cémo probar para ellas la regla de la cadena.

Comencemos con dos variables. Hacemos

X=(zy) y H=(hk).

Entonces, la nocién correspondiente a £ + h en una variable es aqui

X+H=(z+hy+k).

Deseamos comparar los valores de una funcién fen X y X+ H,ie. queremos
investigar la diferencia

f(X+K) = f(X) = f(z+h,y+ k) — f(z,v).
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Definicién. Decimos que f es diferenciable en X si existen las derivadas

parciales
of of
2z Y By
y si existe una funcién g (definida para H pequeiio) tal que
A9 =
y
@ fathy+B) = £e,) = Lh S o).
Vemos el término 3f 6f
oz 6y

como una aproximacién a f(X + H) — f(X), dependiendo, de manera particu-
larmente sencilla, de h y k.
Si usamos la abreviacién

grad f = Vf,

entonces la férmula (2) se puede escribir

f(X+H) - f(X)=Vf(z)-H+]|H|lg(H).

Como con el grad f, se debe leer (V£)(X) y no V(f(X)), que carece de sentido,
pues f(X) es un namero para cada valor de X, y entonces no tiene sentido
aplicar V a un nimero. El simbolo V se aplica a la funcién f,y (Vf)(X) es
el valor de Vf en X.

Consideremos ahora una funcién de n variables.

Sea f una funcién definida en un conjunto abierto U. Sea X un punto de
U.Si H={(hy,.. h,.) es un vector tal que ||H|| sea suficientemente pequefio,
entonces X + H serad también un punto de U de modo que f(X + H) esta
definida. Nétese que

X+H=(2i+h1,...,¢0+ hy).

Esta es la generalizacién de z+h que tratamos antes, en el caso de una variable,
o (z+ h,y+ k) en dos variables. Ya nos quedamos sin letras apropiadas para
tres variables, asi que podemos escribir n en lugar de 3.

Definicién. Decimos que f es diferenciable en X si existen las deriva-
das parciales D; f(X),..., D, f(X), y si existe una funcién g (definida para H
pequefio) tal que '

}}Tg g(H)=0 (también se escribe Ililfil?—l' . g(H) = 0)
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Yy
f(X +H) = f(X) = D1f(X)h1 + -+ - + Dn f(2)hn + || H|lg(H).
Con la otra notacién para derivadas parciales, esta tltima relacién se lee:

SO+ )= 100 = gb bt oo+ o).

Decimos que f es dlferencmble en el conjunto abierto U si es diferenciable en
todo punto de U, de modo que la relacién anterior se cumple para todo punto
X enU.

En vista de la definicién de gradiente de la seccién §2, podemos reescribir
nuestra relacién fundamental en la forma

(3) F(X + H) = £(X) = (grad £(X)) - H + || H|lg(H).

El término ||H||g(H) tiene un orden de magnitud menor que el término anterior
que incluye al producto punto. Esta es una ventaja de la presente notacién.
Sabemos cémo manejar el formalismo de los productos punto y estamos acos-
tumbrados a él,'y a su interpretacién geométrica. Esto nos ayudara mas adelante
para interpretar geométricamente el gradiente.

Ejemplo 1. Supongamos que sdlo se consideran los valores para H que
apuntan en la direccién de los vectores unitarios usuales. En el caso de dos
variables, considerar, por ejémplo, H = (h,0). Entonces, para dicho H, la
condicién de diferenciabilidad dice:

FOX+H) = fle+hy) = F(e,9) + b+ |hlg(D).

En espacios de dimensién superior, sea E; = (0,...,0,1,0,...0) el i-ésimo
vector unitario. Sea H = hE; para algin niimero h, de modo que

H=(0,...,0,h,0,...,0).
Entonces, para dicho H,

FOX+H) = F(X +hE:) = F(X) + 2L

h + |hlg(H),
y con ellb, si h # 0, obtenemos

‘ h
Debido a la seleccién particular de H, podemos d1v1dxr entre el nimero h, pero
no estamos dividiendo entre el vector H.

Las funciones que se encuentran en la practica son diferenciables. El teorema
siguiente da un criterio que muestra que esto es cierto. Se dice que una funcién
»(X) es continua si

lim (X + H) = p(X),

para todo X en el dominio de definicién de la funcidn.

[
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Teorema 3.1. Sea f una funcién definida en algiin conjunto abierto U .
Suponer que existen sus derivadas parciales para todo punto en este conjunto
abierto, y que son continuas. Entonces f es diferenciable.

Omitiremos la demostracién. Observar que, en la practica, las derivadas
parciales de una funcién estan dadas por férmulas que evidentemente son conti-
nuas.

XVIl, §3. EJERCICIOS

1. Sea f(z,y) =2z —3y. ;Cudl esla 3f/0z yla 0f/0y?

2. Sea A= (a,b) y sea f la funcién en R? tal que f(X)=A-X.
Sea X = (z,y). Determinar 8f/8z y 8f/0y en términos de las coordenadas de
A.

3. Sea A= (a,b,c) ysea f lafuncién en R® tal que f(X)=A-X.
Sea X = (z,y, z). Determinar 8f/3z, 9f /3y y 3f/9z en términos de las coorde-
nadas de A.

4. Generalizar los dos ejercicios anteriores al n-espacio.

5. Sea f definida en un conjunto abierto U. Sea X un punto de U. Sea A un vector
y sea g una funcién definida para H pequeifio, tal que

lim g(H) =o.

Suponer que .
f(X+H) - f(X)=A-H+|H|g(H).

Probar que A = grad f(X). Se puede hacer primero este ejercicio en 2 variables
y después en 3 variables, y dejarlo ahi. Usar coordenadas, como A = (a,b) y
X = (z,y). Usar valores particulares de H, como en el ejemplo 1.

CAPITULO  XVIII

La regla de la cadena
y el gradiente

En este capitulo probaremos la regla de la cadena para funciones de varias varia-
bles y daremos algunas aplicaciones, entre las cuales tendremos varias interpre-
taciones del gradiente. Estas constituyen uno de los puntos centrales de nuestra
teorfa y muestran lo poderosas que resultan ser las herramientas acumuladas.

w

XVIIl, §1. LA REGLA DE LA CADENA

Sea f una funcién definida en algin conjunto abierto /. Sea C(t) una curva
tal que los valores C(t) estén contenidos en U. Entonces podemos formar la
funcién compuesta fo C, que es una funcién de ¢, dada por

(fo0)t) = F(C(1).

Ejemplo 1. Tomar f(z,y) = e”sen(zy). Sea C(t) = (t2,£3). Entonces-
F(C@t)) = " sen(t).

-La expresion de la derecha se obtiene al sustituir z por t2 y y por t3 en f(m, y).

Esta es una funcién de ¢ en el sentido antiguo de las funciones de una variable.
Si interpretamos f como la temperatura, entonces I (C(t)) es la temperatura
de un insecto que viaja a lo largo de la curva C(t) en el tiempo ¢.

La regla de la cadena nos indica cémo hallar la derivada de esta funcién,
siempre que conozcamos el gradiente de f y la derivada C’. Su enunciado es
como sigue.- ‘
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Regla de la cadena. Sea f una funcién definida y diferenciable en un
conjunto abierto U. Sea C una curva diferenciable (definida para a{gdn
intervalo de niimeros t) tal que los valores C(t) estén en el intervalo abierto

U . Entonces la funcién 7
f(c@)

es diferenciable (como funcién de t), y

df(C( )

= (grad f(C(1))) - C' (D).

Memorizar esta férmula repitiéndola en voz alta.
En la notacién dC/dt, esto se lee también como
df (C(t
YO _ (graa 1) (c(0) - %
Demostracion de la Regla de la cadena. Por deﬁmcxon debemos investigar el

cociente f(C(t +h)) - f(C(t)) )
h

K=K(,h)=C(@t+h)-C().
Entonces nuestro cociente se puede reescribir en la forma

f(Ct) +K) - f(C)

Sea

Usando la definicién de diferenciabilidad para f, tenemos
f(X + K) = f(X) = (grad f)(X) - K + || K[|9(K)

y
e ) = .
Al reemplazar el valor de K, a saber, C(t + h) — C(t), y dividiendo entre h,
obtenemos: o
C(t+h)) - f(C(t Cit+h)-C(t

h

i“w o5,

Cuando h tiende a 0, el primer término de la suma tiende a lo Gque queremos, a

saber,
(grad ) (C(1) - C'(H).
El segundo término tiende a
=C' )] lim g(K),
y cuando h tiende a 0, lo mismo sucede con K = C(t + h) — C(t). Por lo
tanto, el segundo término de la suma tiende a 0. Esto prueba nuestra regla de
la cadena.

[(xviii, §1] LA REGLA DE LA CADENA 599

“Con el fin de usar la regla de la cadena para ciertos célculos, es conveniente
reformularla en términos de componentes, y en términos de las dos notaciones
que hemos usado para las derivadas parciales
% = le(xiy)) g—';' = sz(:v,y)
cuando las variables son z y y.

Supongan que C(t) estd dado en términos de coordenadas por

C(t) . (tl(t)) L) zﬂ(t));

entonces
d(f(C)) _ of dr1 | .y Of dzn
dt ~ Oz dt dz,. dt

Si f es una funcién de dos variables (z, ), entonces

#(C() _ofdz  ofdy
dt T fzdt ' Oydt’

En la notacién D;, Dj, podemos escribir esta férmula en la forma

FUEO0) = (DN )E + (D) e,

y de manera andloga para varias variables. Por simplicidad, es comiin que omi-
tamos los paréntesis alrededor de D, f y D,f. Ademis, del lado derecho hemos
abreviado z(t) y y(t) como z y y, respectivamente. Sm abreviar, la férmula se
ve:

(f (=(),3())) = D1 f(=(2), y(t)) ; + Daf (2(t), y(t))

Ejemplo 2. Sea C(t) = (¢*,t,1?) y sea f(z,y,z) = z%yz. Entonces, al
poner '
z=¢e€', y=1t, z=12

obtenemos:

_6fdw Ofdy _ofds
f(()) Yovat Tz ar

-'2z'yze + 2%z + 2%y2t.
Si queremos esta funcién expresada totalmente en términos de t, sustituimos de
nuevo los valores para £, y y z en términos de ¢ y obtenemos

af(C(t)) = 2e'tt%e! + e2'1? + €212t

= 2132t 4 12620 4 9422,
En algunos casos, como en el ejemplo siguiente, no se usa la regla de la cadena
en varias variables, sino en la forma antigua del cdlculo de una variable.
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Ejemplo 3. Sea S
f(z,y,2) = sen(z? — 32y + z2).
Entonces, al mantener y y z constantes y diferenciar con respecto a «, hallamos
% = cos(z? — 3zy + z2) - (22 + 2).
De manera mas general, sea
f(z,y,2) = g(* — 3zy + z2),
donde g es una funcién diferenciable de una variable. [En el caso especial ante-
rior, tenemos g(u) = sen u.] Entonces la regla de la cadena da

g% =¢'(2? - 32y + z2)(2z + 2).

Denotamos la derivada de g por ¢’, como es usual. No la escribimos como dg/dz
porque z es una letra que ya estd ocupada para otros propédsitos. Podriamos
hacer

u=2?—-3zy+zz,

en cuyo caso seria correcto escribir ~

of _dgou
8z ~ dudz’

y obtendriamos la misma respuesta que antes.
XViill, §1. EJERCICIOS

B3 Sean Py A vectores constantes. Si g(t) = f(P + tA), mostrar que
” J'(t) = (grad f)(P+ 14) - A.
2. Suponer que f es una funcién tal que
' grad £(1,1,1) = (5,2,1),
Sea C(t) = (t3,t7%,t). Hallar

d
5(f(0(t))) en t=1

3. Sean f(z,y) = ***?¥ y g(z,y) = sen(4z + y). Sea C una curva tal que C(0) =
(0,0). Dado: .

4 5(cw) =1y 4 g(c) =1

hallar C’(0). =

4. (a) Sea P un vector constante. Sea g(t) = f(tP), donde f es alguna funcién
diferenciable. ;Cudl es g'(t)?

(b) Sea f una furcién diferenciable definida en todo el espacio. Suponer que

f(tP) = tf(P) para todos los nimeros t y todos los puntos P. Mostrar que

para todo P tenemos
f(P) = grad f(O) - P.
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5. Sea f una funcién diferenciable de dos variables y suponer que existe un entero
m > 1 tal que

‘ f(Qtz,ty) = 1" f(z,y)
para todos los niimeros ¢ y todo  y y. Probar la relacién de Euler

2Ly g,

[Idea: Sea C(t) = (tz,ty). Diferenciar ambos lados de la ecuacién dada con respecto
a t, manteniendo z y y constantes. Después hacer t =1.]

6. Generalizar el ejercicio 5 a n variables, a saber, sea f una funcién diferenciable de
n variables y suponer que existe un entero m > 1 tal que f(tX ) =t™f(X) para
todos los nimeros ¢ y todos los puntos X en R™. Mostrar que

Sf 9f _
Hogy ¥ Ong,, =mf(X),
que también se puede escribir X - grad f(X) = mf(X).
7. (a) Sea f(z,y) = (z* +y2)1/2. Hallar 8f/8z y 0f/0y.
(b) Sea f(z,y,2) = (z* +y* + z°)!/2. Hallar affox, df /oy y 0f/0x=.
8. Sea r = (2] + -+ +23)'/2. ;Cuil es 9r/dz;?

@ Hallar las derivadas con respecto a z y y de las funciones siguientes.
(a) sen(z®y + 22?) (b) cos(3zy — 4z)
(c) log(z2y + 5y) (d) (z2y + 4x)*/?

XVINl, §2. EL PLANO TANGENTE

Comenzaremos con un ejemplo que analiza una funcién a lo largo de una curva
donde los valores de la funcién son constante. Esto da lugar a un principio de
perpendicularidad de suma importancia.

Ejemplo 1. Sea f una funcién en R>. Interpretemos f como una funcién
que da la temperatura, de modo que, en cualquier punto X en R3, el valor de la
funcién f(X) es la temperatura en X . Supongamos que un insecto se mueve en
el espacio a lo largo de una curva diferenciable, que podemos denotar en forrﬁ@
paramétrica como

’ B(t). .

Asi, B(t) = (2(t),y(t),2(t)) es la posicién del insecto en el tiempo t. Su-
pongamos que el insecto parte de un punto donde siente que la temperatura es
agradable, y por lo tanto, la temperatura es constante a lo largo de la trayectoria
por donde se mueve. En otras palabras, f es constante a lo largo de la curva
B(t). Esto significa que, para todos los valores de t, tenemos

_ F(B() =k,

donde k es constante. Al diferenciar respecto a t, y usando la regla de la cadena,

hallamos que -

grad f(B(t)) - B(t) = 0.
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Esto significa que el gradiente de f es perpendicular al vector velocidad en todo
punto de la curva.

grad f(B(t))
B(t)

B(t)

Figura 1

Sea f una funcién diferenciable definida en un conjunto abierto U en el
3-espacio, y sea k un nimero. El conjunto de puntos X tales que

fX)=k vy gradf(X)#0

se llama superficie. Esta es la superficie de nivel, de nivel k, para la funcién f.
Para las aplicaciones que tenemos en mente, imponemos la condicién adicional
de que grad f(X) # O. Se puede mostrar que esto elimina los puntos donde la
superficie no es suave. v

Sea C(t) una curva diferenciable. Diremos que la curva est4 sobre la su-
perficie si para todo t tenemos

f(Cw) =k
Esto simplemente significa que todos los puntos de la curva satisfacen la ecuacién
de la superficie. Por ejemplo, sea la superficie definida por la ecuacién
24y +22=1.
La superficie es la esfera de radio 1, con centro en el origen, y aqui tenemos
flz,y,z2) =22 +y?> + 22. Sea
C(t) = (2(t), y(t), 2(t))
una curva, definida para t en algiin intervalo. Entonces, que C(t) esté sobre la
superficie significa que
z(t)? +y(t)2 4 2(t)> =1 para todo ¢ en el intervalo.
En otras palabras,
f(C@®) =1, o también C@t)3?=1.

Para propdsitos tedricos, es mejor escribir f(C(t)) = 1. Para propésitos de
célculos, tenemos que regresar a las coordenadas si queremos los valores numé-
ricos especificos en un problema dado. -~

Supongamos ahora que una curva C(t) esta sobre la superficie f(X) = k.

Asi tenemos
f(C(@#)) =k para todo ¢.
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Si diferenciamos esta relacién, obtenemos, de la regla de la cadena,
grad £(C(¢)) - C'(t) = 0.

Sea P un punto de la superficie, y sea C(t) una curva sobre la superficie que
pasa por el punto P. Esto significa que existe un nimero to tal que C(¢p) = P.
Para este valor g, obtenemos ’

grad f(P) - C'(t0) = 0.

Asi, el gradiente de f en P es perpendicular al vector tangente de la curva en
P. [Suponemos que C’(to) # O.] Esto es cierto para toda curva diferenciable
sobre la superficie que pasa por P. Por lo tanto, es razonable dar la siguiente

Definicién. El plano tangente a la superficie f(X) =k en el punto P es

el plano que pasa por P, perpendicular al grad f (P). \

Sabemos, por el capitulo XV, cémo hallar dicho plano. La definicién se aplica
sélo cuando grad f(P) # 0. Si "
grad f(P) = O, .

entonces no definimos el concepto de plano tangente.

El hecho de que grad F(P) sea perpendicular a toda curva que pase por
P sobre. la superficie, también nos da una interpretacién del gradiente como’
perpendicular a la superficie

Sf(X) =k, .
que es una Qe las superficies de nivel para la funcién f (Fig. 2).

grad f(P)

Superfide f(X) = k

/

Ejemplo 2. Hallar el plano tangente a la superficie

2+ +2=3

Figura 2

en el punto (1,1,1).
Sea f(X) = z?+y? + 2. Entonces, en el punto P = (1,1,1),

grad f(P) = (2,2,2).
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La ecuacién de un plano que pasa por P y es perpendicular a un vector N es
X-N=P-N.
En el caso presente, esto produce
2e+2y+22=2+2+4+2=6.

Observen que nuestros argumentos también dan un medio de hallar un vector
perpendicular a una curva en el 2-espacio en un punto dado, simplemente apli-
cando el andlisis anterior al plano en lugar de al 3-espacio. Una curva se define
por una ecuacién f(z,y) = k y, en este caso, grad f(zo,yo) es perpendicular a
la curva en el punto (zg,y0).

Ejemplo 3. Hallar la recta tangente a la curva

2?y+y3=10

en el punto P = (1,2), y hallar un vector perpendicular a la curva en ese punto.

Sea f(z,y) = z%y + y3. Entonces A
grad f(2,y) = (2zy, 2% + 3y°),

de modo que '
grad f(P) = grad f(1,2) = (4,13).

Sea N = (4,13). Entonces N es perpendicular a la curva en el punto dado. La
recta tangente estd dada por X - N'= P N, y asi, su ecuacidn es

4z + 13y = 4+ 26 = 30.

Ejemplo 4. También puede darse una superficie en la forma z = g(:c,y):
donde g es alguna funcién de dos variables. En este caso, el plano tangiente esta
determinado al considerar que la superficie estd expresada por la ecuacién

g(z,y) —2=0.
Por ejemplo, supongamos que la superficie est4 dada por z = 22+ y2. Queremos
determinar el plano tangente en (1,2,5). Sea f(z,y,2) = 22 +y? — z. Entonces

grad f(z:y»z) = (23":23/! —1) y gra,d f(1)2)5) = (2v4,"1)'

La ecuacién del plano tangente en P = (1,2,5) perpendicular a
N =(2,4;,-1)

22 +4y—z=P-N =5,

que es la ecuacién deseada.

A

e —
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. Ejemplo 5. Hallar una ecuacién paramétrica para la recta tangente a la
curva de interseccién de las dos superficies

2?4yl 42=6 y Byl 42=29,
en el punto P = (1,1,2).

La recta tangente a la superficie es la recta comiin a los planos tangentes de
las dos superficies en el punto P. Sabemos cémo hallar estos planos tangentes,
y en el capitulo XV aprendimos cémo hallar la representacién paramétrica de
la recta comiin a los dos planos, de modo que sabemos resolver este problema.
Realizamos por completo los cdlculos numéricos.

La primera superficie est4 definida por la ecuacién f (z,v, f) = 6. Un vector
N perpendicular a esta superficie en P estd dado por

Ny = grad f(P), donde grad f(z,y,2) = (2z,2y,22).
Asi, para P = (1,1,2), hallamos
Ny =(2,2,4).
La segunda superficie esta dada por la ecuacién g9(z,y,2) =2,y
gradg(z,y, 2) = (322, -2y, 1).
Asi, un vector N, perpendicular a la segunda superficie en P es
N, = gradg(1,1,2) = (3,-2,1).

Un vector A = (a,b,c) en la direccién de la recta de interseccién es perpen-
dicular tanto a N; como a N.. Para hallar A, tenemos entonces que resolver
las ecuaciones

A-N1=0 y A'N2=0.
Esto equivale a resolver

2a +2b+ 4c = 0,

3a—2b+c¢=0.
Sea, por ejemplo, a = 1. Al despejar b y ¢ se obtiene
a=1, b=1, c=-1.
De este modo, A = (1,1,—1). Finalmente, la representacion paramétrica de la

recta descada es
P+tA=(1,1,2)+1(1,1,-1).

XVIll, §2. EJERCICIOS

1. Hallar la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a cada una de las super-
ficies- siguientes en el punto especifico.
(a) 2°+9* +2° =149 en (6,2,3)
(b) zy+yz+22~1=0en (1,1,0)
() 22 +zy* +9° +24+1=0en (2,-3,4)
(d) 2y—2°—3zz=0en (1,7,2)
(e) z°y* +22—24°F 10 en (2, 1,4)
(f) senzy+senyz+senzz=1 en (1,=/2,0)
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\// Sean f(z,y,z) =z —e“seny, y' P = (log 3,3x/2,—3). Hallar:
(a) grad f(P),
(b) la recta normal en P a la superficie de nivel para f que pasa por P,
(c) el plano tangente a esta superficie en P.

/3(. Hallar una representacién paramétrica de la recta tangente a la curva de interseccién
de las superficies siguientes en el punto indicado.
(a) 2 +9* +2* =49y 2 +4° =13 en (3,2,—6)
(b) zy+2=0y 2+ +22=9 en (2,1,-2)
() 2—9*—2=1yz> -y’ +2 =9 en (3,2,2)
[Nota: La recta tangente anterior se puede definir como la recta de interseccién de
los planos tangentes en el punto dado.] '

4. Sea f(X) = 0 una superficie diferenciable. Sea @ un punto que no esté en la
superficie. Dada una curva diferenciable C(t) sobre la superficie, definida en un
intervalo abierto, dar la férmula para la distancia entre @ y un punto C(t). Suponer
que esta distancia alcanza un minimo para t =t . Sea P = C(%o). Mostrar que la
recta que une a Q con P es perpendicular a la curvaen P.

5. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto dado
P cuando f esla funcién siguiente:
(a') f(zyy) = z? +?/2y P= (3’4)25)
—77 (b) f(z,9) = z/(’:2 + y2)1/2 , P=(3,—4, %)
(c) f(z,y) =sen(zy) en P =(1,x,0)

6. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = e2¥~* en (1,1,2).

7. Sea f(z,y,2) = zy+ yz + zz. (a) Escribir la ecuacién de la superficie de nivel de
f que pasa por el punto P = (1,1,0). (b) Hallar la ecuacién del plano tangente a
esta superficie en P.

8. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie
3z —2y+2° =9
en el punto (1,1,2).
9. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie
z=sen(z + y)
en el puntodonde z=1y y=2.
10. Hallar el plano tangente a la superficie z° + y° — z° = 18 en el punto (3,5,—4).
11. (a) Hallar un vector unitario perpendicular a la superficie
P tzz=1

en el punto (1,2,-1).
(b) Hallar la ecuacién del plano tangente en ese punto.

12. Hallar el coseno del dngulo entre las superficies
z2+y2+zz=3 y z—zz-—y2=—3

en el punto (—1,1,—1). (Este dngulo es el dngulo entre los vectores normales en el
punto.) ‘ .
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13. (a) Una curva diferenciable C(t) se encuentra sobre la superficie
? + 4y2 +92% = 14,
y estd parametrizada de modo que C(O) =(1,1,1). Sea
f(z,y,2) = 2% + 49° + 92°
y sea h(t) = f(C(t)). Hallar '(0).
(b) Sea g(z,y,2) = 2> + 3> + 2* y sea k(t) = g(C(t)) . Suponiendo ademids que
C'(0) = (4,-1,0), hallar ¥'(0).
14. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie de nivel
‘ (z+y+2)e™* = 3e
en el punto (1,1,1).

XVlIi, §3. DERIVADA DIRECCIONAL

Sea f definida en un conjunto abierto y supongamos que f es diferenciable. Sea
P un punto del conjunto abierto y sea A un vector unitario (i.e. I|A]l = 1).
Entonces, P +tA es la representacién paramétrica de una recta en la direccidn
de Ay que pasa por P. Observamos que

d(P +tA)
a4
Por ejemplo, si n =2 y P = (p,q), A = (a,b), entonces
P+tA=(p+ta,q+1b),

0, en términos de coordenadas,

z=p+ta, y=gq+tb.

Por lo tanto;

dz _
dt y

&|&
1
S

de modo que
d(P +tA)
| T = (a,b) = A.
El mismo argumento funciona en dimensiones superiores.
Queremos considerar la razén de cambio de f en la direccién de A. Es
natural considerar los valores de f sobre la recta P + tA, esto es, considerar los
valores

f(P +1t4).

La razén de cambio de f a lo largo de esta recta estara dada entonces al tomar
la derivada de esta expresién, lo cual sabemos hacer. Tlustramos la recta P +tA
en la figura 3.
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Si f representa la temperatura en el punto P, vemos la variacién de tem-
peratura en la direccién de A, a partir del punto P. El valor f (P+tA) dala
temperatura en el punto P + tA Esta es una funcién de ¢, digamos

g(t) = f(P +tA).
La razén de cambio de esta funcién de temperatura es g'(t), la derivada con
respecto a t, y g'(0) es la razén de cambio en el tiempo ¢t = 0, i.e., la razén de
cambio de f en el punto P, en la direccién de A.

P+t4

i

Figura 3 -

Por la regla de la cadena, si tomamos la derivada de la funcién
9(t) = f(P +1t4),
que esta definida para valores pequefios de t, obtenemos

ﬂ%’—tﬁl = grad f(P +tA) - A.

Cuando t es igual a 0, esta derivada es igual a
grad f(P) - A.

Por razones obvias, damos ahora la

Definicién. Sea A un vector unitario. La derivada direccional de f
la direccién de A, en P, es el nimero

Daf(P) = grad f(P) - A.

Interpretamos esta derivada direccional como la razén de cambio de f a lo

largo de la recta en la direccién de A, en el punto P. Asi, si acordamos la

notacién D4 f(P) para la derivada direccional de f en P, en la direccién del
vector unitario A, entonces tenemos

df(P +tA)
di t=0

DAf(P) = = grad f(P) - A.

Al usar esta férmula, el lector debera recordar que A se toma como un vector
unitario. Cuando se da una direccién en términos de un vector cuya norma
no es 1, entonces debemos dividir primero este vector entre su norma antes de
aplicar la férmula.
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Ejemplo 1. Sea f(z,y) = 22+ y® y sea B = (1,2). Hallar la derivada
direccional de f en la direccién de B en el punto (-1, 3).
Notamos que B no es un vector unitario, pues su norma es v/5. Sea

A=-—1—B.

V3
Entonces A es un vector unitario que tiene la misma direccién que B. Sea
P=(-1,3).
Entonces grad f(P) =(—2,27). Por lo tanto, por nuestra férmula, la derivada
direccional es igual a:
grad f(P) - A = —= (=24 54) = 22
VAR 75

Consideren de nuevo una funcién diferenciable f en un conjunto abierto U .
Sea P un punto de U. Supongamos que grad f(P) # O, y sea A un vector
unitario. Sabemos que

D4 f(P) = grad f(P) - A = || grad f(P)]|||A]| cos 6,

donde 6 es el dngulo entre grad f(P) y A. Como ||A]| = 1, vemos que la
derivada direccional es igual a

Daf(P) = || grad f(P)|| cos§:

Recordamos al lector que-esta formula vale sélo cuando A es un.vector uni-
tario.

El valor de cos # varia entre —1 y +1 cuando seleccionamos todos los posibles
vectores unitarios A.

El valor méximo de cosf se obtiene cuando seleccionamos A tal que § =0,
i.e. cuando seleccionamos A con la misma direccién que grad f(P). En ese caso,
la derivada direccional es igual a la norma del gradiente.

Asi hemos obtenido otra interpretacién para el gradiente:

owt

La direccién del gradiente es la de maximo crecimiento de la funcién.

La norma del gradiente es la razon de crecimiento de la funcion en
esa direccion (i.e. en la direccién de crecimiento maximo).

. La derivada direccional en la direccién de A es un minimo cuando cosf = —1.
Este es el caso cuando seleccionamos A con la direccién opuesta a grad f(P).
Esa direccién es entonces la direccién de mdximo decrecimiento de la funcién.

Por ejemplo, f puede representar una distribucién de temperatura en el es-
pacio. En cualquier punto P, una particula que sienta frio y quiera calentarse lo
mas rapido posible deberd moverse en la direccién de grad f(P). Otra particula
que tenga calor y quiera refrescarse lo mas rapido posible deberad moverse en la
direccién de — grad f(P).
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Ejemplo 2. Sea de nuevo f(z,y) = 22+ 43,y sea P = (~1,3). Hallar la
derivada direccional de f en P, en la direccién de méaximo crecimiento de f.

Ya hallamos que grad f(P) = (—2,27). La derivada direccional de f en
la direccién de maximo crecimiento es precisamente la norma del gradiente, de
modo que es igual a

l| grad £(P)|| = [|(=2,27)|| = V4 +272 = V/733.

XVIll, §3. EJERCICIOS

1. Sea f(z,y,2) =z —e"seny, y sea P = (log3,37/2,—3). Hallar:
(a) la derivada direccional de f en P en la direccién de (1, 2,2),
(b) los valores maximo y minimo para la derivada direccional de f en P.

2. Hallar las derivadas direccionales de las funciones siguientes en los puntos especifi-
cados, en las direcciones especificadas.
(a) log(z® +9%)'/? en (1,1), direccién (2, 1)
(b) 2y +yz+ 2z en (—1,1,7), direccién (3,4, —12)
(c) 42° +9y* en (2,1) en la direccién de la mixima derivada direccional.
3. Una distribucién de temperatura en el espacio estd dada por la funcién
f(z,y) =10+ 6 cos z cos y + 3 cos 2z + 4 cos 3y.

En el punto (7/3, /3), hallar la direccién del mayor incremento de temperatura y
la direccién de mayor decrecimiento de temperatura.

4. ;En qué direccidn estdn creciendo mis rapido las siguientes funciones de X, en el
punto dado?
(@) «/IX|*?en(1,-1,2) (X =(2,9,2)
(b) I X|IPen(1,2,-1,1) (X = (z,9, 7, w))
5. (a) Hallar la derivada direccional de la funcién
f(z,y) = 42y +3y°
en la direccién de (2, 1), en el punto (1,1).
(b) Hallar la derivada direccional en la direccién de maximo crecimiento de la
funcidn.
6. Sea f(z,4,2) = (z +9)° + (y + 2)® + (2 + £)®. ;Cual es la direccién de mayor
crecimiento de la funcién en el punto (2,—1,2)? ;Cuél es la derivada direccional
de f en esta direccién en ese punto?

7. Sea f(z,y) = 22> + y + y*. ;Cul es la direccién en la cual f estd creciendo
mds ripidamente en el punto (—1,1)? Hallar la derivada direccional de f en esta
direccién.

8. Suponer que la temperatura en el (z,y, z)-espacio est4 dada por

f(z,9,2) =2’y + yz — €™
Calcular la razén de cambio de la temperatura en el punto P = (1,1,1) en la
direccién de PO .
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9. (a) Hallar la derivada direccional de la funcién
f(2,9, z) = sen(zyz)

en el punto P = (m,1,1) en la direccién de '071’, donde A es el vector unitario

(07 l/ﬁ) -l/\/i)'

(b) Sea U un vector unitario cuya direccién es opuesta a la de
(grad f)(P).
;Cuil es el valor dela-derivada direccional de f en P en la direccién de U ?

10. Sea f una funcién diferenciable definida en un conjunto abierto U. Supongamos
que P es un punto de U tal que f(P) es un méiximo, i.e. suponer que tenemos

f(P)> f(X) paratodo X en U.
Mostrar que grad f(P) = O

XVIil, §4. FUNCIONES QUE DEPENDEN SOLO DE
LA DISTANCIA AL ORIGEN

La primera de dichas funciones en la que pensamos es la funcién de distancia,
que en el 2-espacio estd dada por

r =l\/:c2 + 2.

En el 3-espacio estd dada por

En el n-espacio estd dada por

r=y/e?+zd+- +22.
Hallemos su gradiente. Por ejemplo, en el 2-espacio,

61‘
oz

( 2+y2) 1/2233
z

NCET

Al diferenciar con respecto a y en lugar de z, se hallara que

x
o

or _Yy
3y r
Por lo tanto,
Ty
dr=(%,%).
grad r b
Esto también se puede escribir como
X
dr=—.
gradr ==
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Asi, el gradiente de r es el vector unitario en la direccion del vector de posicién.
Apunta hacia afuera, desde el origen.
Si tratamos con funciones en el 3-espacio, de modo que

r=vVz24+y? + 22,

entonces la regla de la cadena da

or s or_y o _:
oz~ r’ 8y r’ Yo 8T
de modo que, nuevamente,
X
dr=—.
gradr = —

Advertencia. No se debe escribir 9r/3X . Esto sugiere la divisién entre un
vector X y es, por lo tanto, una mala notacién. La notacién dr/dz era una
notacién buena y correcta, pues diferenciamos sélo respecto a la nica vvarlable
z. La informacion que proviene de diferenciar respecto a todas las variables se
expresa correctamente mediante la férmula grad r = X/r del recuadro.

En el n-espacio, sea
r=fa+ .+ a2

Entonces 5
5 = i 2 o,
i

de modo que

or zi

Oz; r’

Por la definicion de gradiente, se sigue que

s>

gradr =

Pasemos ahora a otras funciones que dependen de la distancia, y que surgen
con frecuencia. Por ejemplo, una funcién de temperatura puede ser inversamente
proporcional a la distancia a la fuente de calor. Una funcién potencial puede
ser inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a cierto punto. El
gradiente de dichas funciones tiene propiedades particulares que analizaremos
posteriormente.

Ejemplo 1. Sea

f(z,y) = senr =sen /22 + y2.
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Entonces f(x,y) depende sélo de la distancia r de (z,y) a partir del origen.
Por la regla de la cadena,

g_dsenr'g:
oz~ dr Oz

= (cosr)3(z? + y?)~ %2z
z
= (cos r);
De manera analoga, 8f/8y = (cosr)y/r. En consecuencia,

grad f(z,y) = ((cos r) ;’ (cosr) ,2»)

cosr

=——(=9)

cosr

r
El mismo uso de la regla de la cadena que se dio al caso particular

f(z,y) =senr,
que trabajamos en el ejemplo 1, muestra:

Sea g una funcion diferenciable de una variable, ysea f(X) = g(r). Entonces

grad f(X) = Lf'r-)-X.

Resuelvan todos los ejemplos dados en el ejercicio 2. Deberan memorizar
y tener en mente esta expresién sencilla para el gradiente de una funcién que
depende sélo de la distancia. Dicha dependencia se expresa por medio de la
funcién g.

Los ejercicios 9 y 10 dan informacién importante acerca de las funciones
que dependen sélo de la distancia al origen, y deberan verse como complemento
esencial de esta seccién. Ahi se probara el resultado siguiente.

Una funcién diferenciable f(X) depende slo de la distancia de X al origen
si, y sélo si, grad f(X) es paraleloa X o0a O.

En esta situacién, el gradiente grad f(X ) puede apuntar hacia el origen o en la
direccién opuesta, dependiendo si la funcién es decreciente o creciente conforme
el punto se mueve alejéndose del origen.

Ejemplo 2. Suponer que se coloca un calentador en el origen y que la
temperatura en un punto decrece como funcién de la distancia al origen: digamos
que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al origen. Entonces
la temperatura est4 dada como

h(X) = g(r) = k/r?
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para alguna constante k > 0. Entonces, el gradiente de la temperatura es
1X 2k x
grad h(X) = —2k§7 =-7

El factor 2k/r* es positivo, y vemos que el grad h(X) apur}ta en la direccién de
—X. Cada circulo centrado en el origen es una curva de r}lve'l para la ten(liPer:.-
tura. Asi, el gradiente se puede trazar como en la ﬁgura mgunente'. I:)I glia l1en e
es paralelo a X, pero en la direccién opuesta: Ul:l insecto que viaje alo ’a,?go
del circulo estard a temperatura constante; si quiere calentarse lo mds rapido

posible, deberd moverse hacia el origen.

|
|
/ , \
I
Figura 4

Las lineas punteadas indican la trayectoria del insect? cuando se mu%\{e (in (13:
direccién de maximo crecimiento de la funcién. Estas lineas son perpendicular

a los circulos de temperatura constante.

XVill, §4. EJERCICIOS

1. Sea g una funcién de r,sean r = || X|| y X = (z,9,2). Sea f(X) = g(r). Mostrar

que

()= (2)'+ (%) + (&)

2. Sean g una funcién de r, y r = | X]||. Sea f(X) = g(r). Hallar el grad f(X) para

as funciones siguientes. .
l(a) ﬁ;(fl)= 1/rg (b) g(r) =1 © o(r) =1/r"
@) gr)y=e" (e) g(r)=1log1/r () g(r) =4/r
(g) 9(r)=cosr
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Quiz4 quieran resolver cada ejercicio por separado escribiendo

F=zl 4. 422,

y usar la regla de la cadena, hallando & f/dz;i en cada caso, o pueden aplicar la
férmula general obtenida en el ejemplo 1, con la cual si f(X ) =g(), tenemos -

grad f(X) = @X

Sin duda, serfa conveniente hacerlo de las dos maneras para acostumbrarse a las
varias notaciones y situaciones que puedan surgir.

Los siguientes cinco ejercicios tratan sobre parametrizaciones y algunos de los resultados
se usaran en el ejercicio 9.

3. Sean A y B dos vectores unitarios tales que A-B =0. Sea
F(t) =-(cost)A + (sent)B.

Mostrar que F(t) est en la esfera de radio 1 con centro en el origen, para cada
valor de ¢. [Idea: ;Quées F(t)- F(1)7)

4. Sean P y @ dos puntos sobre la esfera de radio 1 con centro en el origen. Sea
L(t) = P+ 4Q~P), con 0 < ¢ < 1. Si existe un valor de ¢ en [0, 1] tal que
L(t) = O, mostrar que ¢t = ,:-, Y que P=-Q.

5. Sean Py Q dos puntos sobre la esfera de radio 1. Suponer que P # —Q. Mostrar
que existe una curva que une a P ¥ Q sobre la esfera de radio 1 con centro en el
origen. Con esto queremos decir que existe una curva C(t) tal que C()> =1, o, si
lo desean, [|C(t)]| = 1 para todo ¢, y hay dos niimeros t; Yy %2, tales que C(t;) = P
y C(t2) = Q. [Idea: Dividir L(t) en el ejercicio 4 entre su norma.]

6. Si Py Q son dos vectores unitarios tales que P = —Q, mostrar que existe una
curva diferenciable que une’a P ¥ Q sobre la esfera de radio 1, con centro en el
origen. Puede suponerse qtie existe un vector unitario A que es'perpendicular a P.
Después usar el ejercicio 3.

7. Parametrizar la elipse (22/a?) + (¥*/b*) = 1 mediante una curva diferenciable.

8. Sea f una funcién diferenciable (en dos variables) tal que grad f(X) = cX para
alguna constante ¢ y todo X en el 2-espacio. Mostrar que f es constante en
cualquier circulo de radio a > 0, con centro en el origen. [Idea: Hacer z = acost
Y y=asent, y hallar df/dt.]

El ejercicio 8 es un caso particular de un fenémeno general, enunciado en el ejercicio
9.

9. Sea f una funcién diferenciable en n variables, Y suponer que existe una funcién h
tal que grad f(X) = h(X)X. Mostrar que f es constante sobre la esfera de radio
a > 0 con centro en el origen.
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[Que f sea constante en la esfera de radio a significa que, dados dos puntos PyQ@Q
cualesquiera sobre esta esfera, debemos tener f(P) = f(Q). Para probar esto usamos
el hecho, probado en los ejercicios 5 y 6, de que dados dos de dichos puntos, existe
una curva C(t) que une alos dos puntos, i.e. C(t1) = P, C(t2) = Q y C(t) esté sobre
la esfera para todo t en el intervalo de definicién, de modo que

Cc(t)-C@t) = a’.

La hipétesis de que grad f(X) se puede escribir en la forma k(X)X para alguna funcién

h, significa que grad f(X) es paraleloa X (oa O). En efecto, sabemos que grad f(X)

paralelo a X significa que grad F(X) esigual a un miltiplo escalar de X, y que este

escalar puede depender de X, de modo que tenemos que escribirlo como una funcién

h(X)]

10. Sea r = || X||. Sea g una funcién diferenciable de una variable cuya derivada nunca
es igual a 0. Sea f(X) = g(r). Mostrar que el grad f(X) es paralelo a X para
X#£0.

[Este enunciado es el reciproco del ejercicio 9. La demostracién es bastante facil: ver el

ejemplo 1. Se advierte entonces que la funcién h(X) del ejercicio 9 es igual a g'(r)/r]

XVIII, §5. LEY DE CONSERVACION

Definicién. Sea U un conjunto abierto. Un campo vectorial sobre U es
una asociacién que a todo punto de U asocia un vector de la misma dimensién.

Si F es un campo vectorial sobre Uyy X un punto de U, entonces denotamos
por F(X) el vector asociado a X mediante F y le llamamos valor de F' en
X , como es usual.

Ejemplo 1. Sea F(z,y) = (z%y,sen zy) . Entonces F' es un campo vectorial
que al punto (z,y) asocia (z2y,senzy), con el mismo nimero de coordenadas,
a saber, en este caso, dos.

En fisica a menudo se interpreta un campo vectorial como un campo de fuerza.
Un campo vectorial se puede visualizar como un campo de flechas que a cada
punto asocia una flecha, como se muestra en la figura.

Ry

Orem— [ s ot
\ ~ \
/
Figura 5

Cada flecha apunta en la direccién de la fuerza, y la longitud de la flecha repre-
senta la magnitud de la fuerza.
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f ]f n T U t I'vVamos que g] a(l
Sl €S una funclon d €re Clable Sob € , entonces ObSe A4
€s un calIlpo VeCtollal que asocla e] Vectot grad ’(P) al punto P de U f

Si F i iexi
€s un campo vectorial, y si existe una funcién diferenciable

F—gd}, f tal que

entonces el campo vectorial se llama conservativo. Como
— grad f = grad(~f)

no im i icié
Supg;taam usamos f o —f en la definicién de conservativo.
dito, po lg)] mos que F es un campo conservativo sobre U/ , ¥ sea ¢ una funcién
nciable tal que para todos los puntos X en U se tenga

F(X) = - grad(p)

En fisi i
ca, 9 se interpreta como energia potencial. Supongamos que una

par u m ~ . y
al tlc la de asa m-se mueve SObIe una curva dlfelenclable C(t) en D La le

F(C() = mC"(t)

para todo ¢ donde C(t) esté definida. L i
sl 2 15 o L) soté defh . :La ley de Newton dice que la fuerza es

Los fisicos definen la energia cinética como

1mC'(t)? = 1mo(t)?.

Ley de c i6
estg b u(:n;eivacwn.. Suponer que el campo vectorial F es conservativo
pa,t,’c,ljg e =- grzd,_zﬁ, donde 1 es la energia potencial. Suponer que una;
mueve sobre una ¢urva que sati
satisface la ley de N
par 5 : ey de Newton. Entonces
uma de la energia potencial y la energia cinética es constante

Demostracion. Tenemos que probar que
$(C(0) + 4mCr(ty?

€s COIlsta.nte. Ia.ra. vVer eStO dlfelellclanlos la suma. IOI la Iegla de la cad@na
VEImos que la derlvada €s lgual a

grad ¢!C-(t)) -C'(t) + mC'(t) - C"(2).

Pox: la ley de Newton, mC”‘(t) =F(C(t)) =
derivada es igual a »

grady(C(t)) - C'(t) — grad ¥(C@)) -C't) =0o.
Esto prueba lo que querfamos.

— grad 1/)(C(t)) . Por lo tanto, esta

No es cie i
rto que todos los campos vectoriales son conservativos. En el si-

guiente libro estudiaremos el problema de determinar cuales lo son

Lo . L.
s campos en la fisica clasica son en su mayoria conservativos
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Ejemplo 2. Considerar una fuerza F(X) que sea inversamente proporcio-
nal al cuadrado de la distancia del punto X al origen, y en la direccién de X .
Entonces existe una constante k tal que, para X # O, tenemos

1 1
F(X) = ks e,
%) X112 11|

pues X/||X|| es el vector unitario en la direccién de X . Asi,
1
F(X)= k,._s'X ,
donde r = ||X||. Una energia potencial para F estd dada por

k
H(X) = |
Esto se verifica inmediatamente al tomar las derivadas parciales de esta funcién.
Si éxiste una funcién ¢(X) tal que
F(X) = (grad p)(X), estoes, F =gradyp, -

entonces llamaremos a dicha funcién ¢, funcién de potencial para F. Nues-
tras convenciones son tales, que una funcién de potencial es igual a menos la
energia potencial.

XVill, §5. EJERCICIOS

1. Hallar una funcién de potencial para un campo de fuerza F(X) que es inversamente
proporcional a la distancia del punto X al origen y estd en la direccién de X.

2. La misma pregunta, reemplazando “distancia” por “cubo de la distancia.”

3. Sea k un entero > 1. Hallar una funcién de potencial para el campo vectorial F
dado por ‘ o
F(X) = 'lkx, donde = ||X]|.

[Idea: Recordar la férmula segiin la cual si ¢(X) = g(r), entonces
. o
grad o(X) = %"—)-X R

Hacer F(X) igual al lado derecho y despejar g.]

Respuestas a los ejercicios

le gran rec P y p y P
econocimiento para Alltllon Ietrello or la. mayoria de la.s respuestas a lOS

I, §2, p. 12 .

1. -3<2<3 2 -152<0 3. -V3<2<-161<2<V3
4.2<302>7 5. —1<2<26.2<-loz>17 —5<z<5
8. -1<z<09.z>10z=0 10. z<-10o0z=5

11. 1< -100z=5 12. z2loz=-} 13. z< —4

14. —5<z< -3 15. “3<2<-2y-2<z<-116. -2<z<2
17. -2<1<8 18. 2<z <4 19. —4<z<10 20. z< -4y z>10
21. £< =10y z>14

I, §3, p. 15

1
T (22 +1)

5. #v20 —v2. f(5)= 4 6. Paratodo z. e =3
7.(a) 1 (b)) 1 (c) =1 (d) -1 8. (a) 1 (b) 4 (c) 06 (d) 0
9. (a) =2 (b) =6 (c) 2”+42-2 10. z>0,2

1.

W

’

Nj

2 3. 0,2,108 4. 2z — 22 2w — w?

11. (a) impar (b) par (c) impar (d) impar



| RY RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R3
? II1, §2, p. 63
9 . 7 " ’ .
; L §4, I; : . 13 iya24ly NV Ly 16 9y8 : Recta tangente en z = 2| Pendiente en z = 2
t 1. 8y -5 Y- © 16 * 9 N
i . 1 1
7.-3y-18 {yi 9 ly—{10. —55¥5 tonde b e, Sea 1. 20 y=14z-3 4
it P s = —b, donde b es positivo. :
st ue a es negativo; escribir entonces a ) . 2 _ _
E " fluxslurl:lfl):tllil;oq positivo tal que ¢ = b. Entonces (—c)* = a, pues (-1)" = —1 | 2. 3z y=12z —-16 12
| 2 —
é porque n es impar. 3. 6z y =24z — 32 24
4. 6z y=12z —12 12
5. 2z y=4z -9
II, §1, p. 22
. itivo 4. z negativo, y negativo . 6. 4z 41 y=9z -8 9
08111 . y
3. @ negativo, y P 7. 4z -3 y=5z —8
. 3z2
11, §3, p. 31 8. T+2 y=8z —8 8
- . =12 : 1 -
5.'.!/:-—%1:—% 6-‘.’!—-\/2_1""57 z=V2 9. —m—; y—-—%z+§ —%
39 9/3 _ 10. y= -2z +2 2
. y= t+4——— 9. y=47z-3 10. y -2 —_2, 10 _2
8. y J3i+3 V3+3 10. CESYE y=-5z+7 3
11 y=—do+3+ % 12 y= VB 454V 19 =} 20 8
2 ) / ‘ III, §3, p. 68
: = (z — — ) +1 \ .
21. 2+v2 22. 1(3+VB) 23. y=(z W)(ﬁ—r> 2 1 2
1. 4z+3 2. — 3. 4. 2z+1 5. ———— 6. 9
3 ; | = @z+1F ¥ Gepp BT z—1p O %,
T—2 - _ 2 2
24. y=(z—\/§)(1_ﬁ>+2 25. y= (z+1)(ﬁ+1)+ ) 7. 4z 8. 52* 9. 6z 10. 3%+1 11. —2/z% 12. -3/z?
— 5 - — 2 - 2 - 2 - - 2
26. y=(z+l)(3+\/§)+\/§ 29. (a) z=—4y=-7 (b) z=%,y=3 . i: ;/(_231:13) 14. 13/_(3:&:+l) 15. -1/(z +5)* 16. —1/(z —2)
(c) e=-ty=1 (d) z=-6,y=-5 ‘ . =2z 8. =2(z+1)
' I1I, §4, p. 71
II, 84, p. 33 4 3 272 3, 14 3
.15 6. (4,-3) 7. 5y 5 ] 1. z° +42°h + 62°h® + 4zh® + b* 2. 4z
1. V97 2. V2 3. /52 4. V13 5 2\/_ ( ) 3. (a) %z—l/.% (b) _%z—5/2 (c) %21/6 4. y=92-8 5. y= %z+§, pendiente
8. (-2,5) 9.5y7 1
-3 7 -3 1 V3 1
¢ 6. y=— — diente — 7. y= —— -, diente —=
_— a7 , ) Yy 29:c-f-32,pen 1ene29 Yy 2\/52:+ 2 pen 1ene2\/§
3 p.2 (y+1)72=25 6. 2+ (y—17>=9 7. (s +1)7°+¢° =3 8. (a) 57 (b) {77 (o) V2(10¥%) (@) x7"
5. (z-2°+(@+1) = -z - = )
8. y+2 =20c+1)7 9. y—1=(z+2) 10. y+4=(2-1) 111, §5, p. 80
2 ’ 9 .
2 —22=212. (z-2+(@y—-10°=2 .
11. (z +21) +(y 1)2 . ._'1—( e . 1. (a) %z—2/3 (b) %z-lﬂ (c) z (d) %1;2
13. 2+ R =2(y+3)" M. z-1=(y 2. (a) 552'° (b) —82™° (c) %s° —152% 42z
- 3. (a) —2z7"/* (b) 3-62% (c) 20z* — 2122 42
111, §1, p. 57 ' 4. (2) 212 + 8z (b) §27'/°+202° — 322 +3
2. —23.24. 25 —-16 07 48 69, 31012 11. 2 5. (a) —25272 +627/2 (b) 62? +352° (c) 162° — 2122 +1
1. 42 =23 T4 * 6. (a) £2—162"7 (b) 122 —4z+1 (c) Twz® —40z* +1
12. 3 13. a




R4 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

7. (z® +z)+ (32° +1)(z — 1) 8. (22 — 1)4z® +4z(z* +1)
9. (z +1)(2z 4 Lz'/?) + (2 + 55°/?)
10. (2z —5)(122° + 5) +2(3z* +5z +2) .
11. (z-2/3 +z%) ( ¢ — —) (-%z =813 4 27) (z3 + %)
=3 _ -2 —2 -1 9 (=222 +2)
12. (2z +3)(-2z 7)) +2(z*+277) 13. @157 14. T3 1)

(t+1)(—1)(2t+2) — (£ +2t —1)2t

15. o1y
16 (£ +t—1)(=p/4)°* =14 (2t + 1)
’ (2 +t—1)2

5 — 5 4 1 — 1
17. S, y=t+ 55 18. Z,y=3t

o

111, §5, Ejercicios suplementarios, p. 80
1. 922 —4 3. 2z+1 5. 22%/2 - 22772 7, g% — 14 (z + 5)(22)
9. (22 + 2z)(z* — 99) + (23/% + 2?)(42°)
11. (42) ( +4z +s) 4227 +1) (— +4)
13. (z+2)(z+3)+(z+1)(z +3)+(z +1)(z+2)
15. 3z%(z2 +1)(z + 1) + 2°(2z)(z + 1) + (z°)(z* + 1)
-2 5(3z% + 41) -2z +1)+ 2z
. Gorar Y Grray 2 T Grp
(@ +1)(z = 1)3(327*?) — 31 ?[(z — 1) + (2 +1)]
(CERVIPE
(2% + 1)(z + 7)(52*) — (=° + 1) ((=z* + 1) + (2z)(z + 7))

23.

23 @+ 1)2(z +77
27 (1 - 22)(32%) — 2%(— 21:) (22 + 1)(2z — 1) — (s — 7)(2x)
’ (1-22) @ 1)
31 (z2+z-4)(2) - (2z+1)(2c+1)
' (22 +z —4)?
a3, (z24+2)(4 —32%)—(4z —=z )(2x) —5z — (1 — 5z)
(z2 +2)? z2
a7 (z+1)(z -2)(22) - 2*((z - 2) + (z + 1))
: @+ 1P -2p
39 (42° — 2 + 1)(122° + $2'/*) - (32* + z5/4) (1222 — 52*)

(4z° — 25 + 1)
41. (y—18) = L(z —16) 43. (y+12) =19z 45. (y—10) =14(z — 1)
4 -12 4 -4
L y—=="%(z—-2) 49. y— - = —(z—
47;1,:9 8l(z 2) y—3 9(: 2)
51. Punto de tangencia: (3,—3). Ambas curvas se intersecan aqui y tienen pendiente
-1.
53. Ambas curvas tienen el punto (1,3) en comin y tienen pendiente 6 en este punto.
55. Recta tang. te (y —7) = 16z en (0,7); recta tangente (y —19) = 16(z — 1) en
(1,19); recta tangente (y+ 13) =16(z +1) en (-1,-13).

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R5

II1, §6, p. 88

1. 8(z +1)7 2. l(2::-5) /2.2 3. 3(senz)?cosz 4. 5(logz)‘( )
5. (cos2z)2 6.

Cco3 T 1
2+1(2“”) 7. e (—senz) 8. —————(c" +cosz)

e’ + T
9. cos [logz + —] (l — l_) 10, Sen2z — (z + 1)(cos 2z)2
iz o2 (sen 2z)2

11. 3(2z% + 3)%(4z) 12. —[sen(sen 5z)](cos 52)5 13. (—sen2z)2
14. [cos(2z+5)2](2(2x+5))(2) 15. [cos(cos(z+I))](—sen(x+l))
16. (cose?)e” 17—t 432 - 17)-3 18, -(41)6 3(42)* - 4

2(sen 2z)(cos 2z) - 2 20. 2(cos 2z)(— sen 2z)2

(sen 22)* "~ (cos22)f
—(s—em-(cos 3z)-3 22. —sen’z +cos’z 23. (22 + 1)e® + 2z¢”
24. (2 + 2:c)(cos 3z) -3+ (3z% +2)sen 3z N .
25. “—(cos T —senz) 26. 2¢” cos 2z — (sen 2z)e” .

(sen z + cos )2 e2r
27, (z° +3)/z— (log z)(21:) cos 2z — (z 4 1)(—sen 2z) - 2
(2% +3)2 cos? 2z

29. (2z - 3)(6 + 1) +2(e® + ) 30. 1)(e®= . L a2 32

31. (z — 1)32° — (z® +1) 32‘” (2z + 2322 —)((:c - f)-; 5) +32%(e™ + 52)
(z—1) (2z + 3)2

33. 2(:64"3 %) +(4 1/3 _ e*)(2z +1)

34. (sen3z)iz 1 ‘3/4 + 3(cos 3:::)(:::1/4 1) 35. [cos(z?® + 5z)](2z + 5)

36. ¢%"+%(65) 37 =1 1,8
( l) [log(z‘+l)]2 11 4z

- 1
log(=7” + 20)F (@72 + ) (3=

—_ .4
40- 1+z°’65

~1/2 2e” — 2ze”

e2z

38.

+2) 39.

II1, §6, Ejercicios suplementarios, p. 89

1. %(2z+1)2 3. 7(5¢+3)°5 5. 3(22° +z — 5)%(4z

7. 33z +1)712(3) 9. —2(z2 45— 1)-3(2z + 1)) (‘111.+-1)-(z +5)8/3
13. (1; - 1):15: =52+ (z—5)° 15. 4(z® +22 -2z — 1)3(3z +2z—2)
17. E=DP@) @+ D) — a1 () (e — 1)

z-—1
19, B2 2)°(3)(22% + 2 — 1)*2(42 + 1) — (2% + & — 1)5/2(9) (32 + 2)5(3)
(3z + 2)1

21. 12+ 1)-1/2(2) 23. 1 (z +z+5)712(2z 4+ 1)
25. 3z%cos(z® +1) 27. (&° “)(33:2) 29. (cos(cos z))(—sen z)
31. (e*en(=* ‘“))(31: cos(z® + l))
33. [cos((z + 1)(2? +2))][(z + 1)(22) + (22 + 2)]
85. ("N ((z+1) + (3 - 3)) 37. 2cos(2z + 5)
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2
2z +1

39. 41. (cos

z—5) ((2x+4)—(z—m)

2z + 4 (2z + 4)?

1
43. (271374 (45 +3) 45. ——[cos(log2z +1)]2

47. —(6z — 2)sen(3z° — 2z +1) 49. 80(2z + 1)(2)
51. 49(logz)**(z~) 53. 5(e**+ —z)*(2e*"* — 1)
55. 1(3log(z® +1)— :1:3).1/2 ( "1 (2z) - 3z )
2(cos 3z)(cos 2z) — 3(sen 2z)(— sen 3z)
(cos 3z)?
(sen 2z%)(1/22°)4z — (log 22?)(cos £3)3z?
(sen z3)?
(cos 2z)(42°) — 2(z* + 4)(—sen 2z)
(cos 2x)?
(cos 2°)(4)(22° +1)*(42) + (222 + 1)* (sen 7°)(3%)
cos? 23
65. —3¢=3% 67. (e™** +*)(—8z +1)
e~*[2/(z? + 2)] — log(s? + 2))(e" 1)

e—27

57.

59.

61.

63.

69.

I, §7, p. 91
1. 18z 2. S(z +1)* -2 +20(z% +1)34z’ 3.04. 750 6.6

7. —coszx 8 cosz 9. —senz 10. —cosz 11. senz 12. cosz

Hay un patrén en los problemas 7 a 12. Nétese que las derivadas de sen z son:
f(z) =senz;
f(l)(z) = CoS T;
fP(z) = —senz;
P (z) = = cosz;
f*(z) =senz.

Entonces las derivadas se repiten. Asi, cada cuarta derivada es igual. Por lo tanto,
para hallar la n-ésima, basta dividir n entre 4, y si r es el residuo, de modo que

n = 4q + 7, entonces
M (2) = f7(=).

13. (a) 5! (b) T (c) 13! 14. (a) Kt (b) Kl (c) O (d) O

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

R7
II1, §8, p. 94
3—=z y—3z2‘ 62 1-2y
1. (21:+?l)/$.2- T Y saos * Wil > iy o1
1+ 4oy z(y* - 1)
. -y /e T — 9. (y—3)=3(z+1
T ey b i) > O 9=3Et)
10. y+1=4(z-3) 11. (y—2) = (3—6) 12. y+2=-3(z-1)
13. (y+4)=§(z-3) 14. y—2=-L(z+4) 15. y—3=I(z—2)

II1, §9, p. 101

1. (a) 1/6 (b) 0 (c) Imposible 2. 0 3. 320m/seg® 4. 0
5. 240m®/seg 6. 367 cm/seg 7. 21rr,12d % 8. < unids/seg

9. (a) 0.41m/seg (b) 0.3m/seg 10. (a) 0.51m/seg (b) 0.61m/seg
1. (3, 1)
12. La figura es como sigue.

&|&
I
]

Tenemos dado que dz/dt = —1 y que dy/dt = 2. El dreaes A = %:cy, de modo
e dA dy | ds N

i e g ] =iz -4
Tenemos dado que para algiin tiempo, £ = 8. Como la velocidad es uniforme hacia
“el origen, después de 2 min hallamos que z = 8 — 2 = 6. Ademis, después de 2
min hallamos que y = 6 + 4 = 10. Por lo tanto, después de 2 min obtenemos

dA

—=112-10]=1
Y 3[12 ] = 1cm? /min.

13. 90cm?®/seg 14. 0.49m/seg 15. 4.6 x 10™% m/min
16. 0.49/rm/min 17. t=1, ac. =4

18. Tanto z como y son funciones del tiempo . Al diferenciar cada lado de
y= 2 — 6z

con respecto a t, hallamos que
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Al cancelar dz/dt se tiene 4 = 2z — 6, de modo que T = 5y y=-5.

19. 222 m/min. Trazar la figura.

de la parte superior del agua a la parte superior del

Cuando h =1.65,la distancia
por Pitdgoras,

hemisferio también es 1.65, de modo que,
1.65% +1° = 3.3%
Entonces se puede despejar r. Usar dV/dt = 0.1 para hallar dh/dt.

20. 1(50%-7+60%- 1.5)(50° - 3.5 + 607 - 1.5%)"/?km/hr

21. 0.03/7 m/min

La hipétesis acerca del didgmetro implica que 1 = 3h/2, de modo que V = %whs .

Entonces
'A%

t

2dh
%rh T =0.1.

Cuando h = 1.22, esto da la respuesta.

22. —3/400 cm/min, —6mr/5cm?/min 23. 1/32m/min 24. 100~ pies® /seg

IV, §1, p. 118
1. V2/2 2. V3/2 3. Vv3/2 4. } 5. —V3/2 6. — V3/2

114, —V3/2 15. —1/2

1
L.

8. —v2/2 9.1 10, ¥3 11. 1 12. -1 13. -

1

16. V3/2 17. —/3/2 18. 3

1v, §2, p. 122

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

2.
| eje y
1
| | [ I
[ | 1 |
1 | 1 1
[ ! 1 1
1 | ! !
1 1 | 1
! I 1 I !
1 I | 1
! l | 1
! I | 1
[ T |
- 377" - _m ™ x 3al
| | = hdd
| 2I 2 2:
| | I |
I } I I
| | | |
1 | | 1
| | : |
| | | :
3. eje y
I ! I |
- : ! | |
! 1
] | | :
] | | |
| ! 1 1
1 ! ] I
' : | |
I | |
! ! I |
- =z a 7!" eje z
L2 2\
1 1 | :
l | !
1 : | I
| I |
| : | I
1 |
| |
I ) | :
4. (a)
(b)
Graficade y = sen 2x
f\ n 1
; f\_

4+ A

—

R9

eje =

Graficade y = sen 3x

&84
&
B \
|
wi
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R10
5. (a) Graficade y = sen :1;-\7
1 L
/
-n 7 27 3n 4n
-2
(b) Grificade y = sen %x
1..
! M m 3z -
6. (a) Grificade y = sen 7 x

(c) y =sen27nz

N.

-1 )

t t 1 12
2

=1

[S
>

[:\;1;|
2y

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R11

IV, §3, p. 126

1. %(\/:h 1) 2. %5(%—1)

@ L8-1 0 iy © Loy @ iy
© Loi-1 0 L0541 @ F 1) v

5. sen3z = 3senz — 4 sen® z,c053z = 4cos® z — 3cosz

IV, §4, p. 130

1. —csc®z 2. 3cos3z 3. —5sen5z

4. (8z +1)cos(4z® + z) 5. (3z%) sec?(z* — 5) 6. (42® — 32%) sec?(z* — z°)
7. coszsec’(seng) 8. sec’ z cos(tan z) 9. —sec? rsen(tanz) 10. —1
11. 0 12. v3/2 13. -2 14. 2 15. —2/\/3

16. (a) y=1 (b) (y_\/TZ‘T):—TI(z_%)
(@ y=1 @) (y+1)=s(z_§)
(€ y=1 @ w-vH=-v2(z-1)
® w-n=-2(z-2) @ y-1=2-1
(@) (y—%)=—‘i—§(z-§) @) (y—§)=";‘/§(z-1)
® y=1 0 (v-%)=4(--1)

17. (a) —-1.6 (b) 2 (c) +/3/30
18. T

eje y

T

Una revolucién cada dos minutos es media revolucién por minuto. Por lo tanto,
df/dt = x (en radianes por minuto). Pero

y="T5send

de modo que

dy _ _dsenf df _
2t =715 TR, = 7.5(cos 0)x.
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Cuando la altura de un punto sobre la rueda es de 12.75, entonces y = 12.75 -9 = ‘ Tenemos dado d _

3.75. Entonces, senf = 3.75/7.5 =1 y 6 = x/6. Por lo tanto, que df/dt = x/10. Tenemos ademis que
9—3s

tanf = =1]1-

9 1

i
5

dy =75 cos X )x = 7—55\/§1rm/min.
12 J6 6 Al dife
erenciar respecto a t y usar la regla de la cad :
19. (a) 54.6m/seg (b) 109.2m/seg (c) 682.5m/seg (d) 30m/seg (e) 464m/seg S g
. 25rad/hr ‘ (1+tan20)£=—l E'
| at ~ "9 dt
i
‘ Si 6 = x/6, entonces tan(r/6) = 1/v/3. Al sustituir se tiene:
— : \ (1) 54
f : t é=n/6
o i
306 I Podemos despejar ds/dt, a saber,
' ds -9 4\ « 6
Tenemos dado que df/dt = 4= (dos revoluciones= 4 radianes). Entonces i dt 6=m/6 - 3) 0° _g’”“/hf-

Y
= = = 306 9.
tanf 306° de modo que y = 306 tan 24. 10.74/x grad/min
Usando la regla de la cadena, i
) i { 25. Tenemos dado que dz/dt = 0.9. Hallar df/dt cuando r = 4.5
y 2 I
—= =30 tan® ) —.
7t 306(1 + tan” ) X
(a) El punto sobre el muro més cercano a la luz es cuando 8 = 0. Entonces tan0 = .
0, de modo que [
dy =306 - 47 = 12247 m/min. y 9
oo
(b) Cuando y = 153, entonces tan 6 = , de modo que sustituimos tané por 1y l 0
obtenemos
4 = 306(%)4r = 15307 m/min. S
at|,_1ss ¢ ’ Tenemos
22. 12,2327/135m/seg cosf = %
23. Sea s la longitud de la sombra.
Entonces, por la regla de la cadena,
—sen Gﬁ = l E_
dt  9dt
Cuando z = 4.5, tenemos que
Yy cosf = —
9-s send-= v/3/2. Entonces a * 1/2, y entonces 6 = /3. Por lo tanto,
\9 . o 11,
7 By - X
K dt z=15 \/5/2 9
-1
= —=rad/seg.
e— 9 — 5 ‘/5 /seg
26. 9/27 grad/seg
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27.

28.

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

Tenemos dado que dz/dt = 6. Queremos hallar d6/dt cuando z = 120. Tenemos
60
tanf = —,
z
de modo que, al diferenciar respecto a t y usar la regla de la cadena,
2 . d0 -1\ dz
(1+tan G)E-:SO (?2" i

= t S
Cuando z = 120, entonces sen § = 60/120 = 1/2. Por lo tanto, 9 = w/6 y entonce
tanf = l/\/.?_> Ademais, T = 60+/3. Esto da

1\ do -1 6
1+ —) = =60

( 3/ dt =120 60
=1
="

Entonces, finalmente,
do = -1—§=——rad seg.
E‘ T T304 o r2d/
2=120

—1/25rad/seg

IV, §69 p‘ 144

3.
4.

5.

3 WA () WESH/A) () 6.5/3) @ (7

@ G- 1 b1 () (oD L

R e Y e

(CZ) —I 2 -:S(Gy _E‘)ls):o::e: equivalente(g) r(i-\/acos-;.y Szlo los valores de 6 tales que

3 = va es simétrica
cosf > 0 contribuirdn a r. Ademds, como cos(—f) = cosf, la cur
respe&o al eje z. Hacemos una tabla

] T

0am/2 decr. de 1a 0
—x/2 a0 crec. de 0 a 1

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R15

En estos intervalos tenemos que 0 < cosf <1, y, por lo tanto,
Vcosf > cosf, (jcuidado!)
donde la igualdad se da sélo en los puntos extremos. Como r = cos 8 es la ecuacién

de un circulo (de manera andloga para r = sen 8, ver el problema 5), la grifica se
ve asi:

Gréficade r2 = cos 8

A
\_/

1

)

8. (a) r =sen?4d. El lado derecho siempre es > 0, de modo que existe un valor de r

para cada valor de 8. Como
—1<senf<1,

se sigue que sen?d < |sen 6]. Ademds, las regiones de crecimiento y de decreci-

miento son en intervalos de longitud x/2. Se deberdn hacer unas tablas de éstas y
advertir entonces que la gréfica se ve asf:

Los évalos son més delgados que circulos, al revés que en el problema, 6, donde son
mis extendidos que circulos.

. 7 =4sen?d. Nétese que el lado derecho siempre es 2> 0, y asi, existe un valor de
r para cada valor de . Ademis

sen(—6) = —send y senz(—é’) =sen’ 4
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r para cada valor de 6. Ademids
sen(—0) = —send y sen’(—8) =sen’§

de manera que la grifica es simétrica respecto al eje . Hacemos una tabla.

] T

0a /2 crec. de 0 a 4
r/2an decr. de 4 a 0.

Observamos también que sen?d < |sen| porque |send| < 1. Por lo tanto, la
grifica es algo asi:

10. z% +y% = 25 (circulo) 11. 2%+ 3 = 16 (circulo)
12. (a) rcosf =1 es equivalente a £ =1, jque es una recta vertical!

13. r = 3/cos¥. Esta esté definida para cos # 0. En este caso, la ecuacién es
equivalente a rcosf =3,y z = rcosf, de modo que la ecuacién en coordenadas

rectangulares es £ = 3, que es una recta vertical.

16. (2 +z+9?)2 =22 +9% 17. (22 +9* +29)> =2’ + 9 27. y* =2z +1

28. r= 2 . Hacemos una tabla:
2 —cos¥d
(/] cos @ 2 —cosf T
crec. de 0 a 7/2 decr. de 1 a 0 crec. de 1 a 2 | decr. de 2°a 1

crec. de 7/2 a & decr. de 0 a —1 | crec. de 2 a 3 | decr. de 1 a 2/3
crec. de 7 a 3x/2 crec. de —1 a 0 | decr. de 3 a 2 | crec. de 2/3-a 1
crec. de 57/2 a 27 | crec. de 0 a 1 decr. de 2 a1 | crec. de 1 a 2

s

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R17

Se puede ver que esta ecuacion es un,

e ! a elipse al converti
councitn on e cata e p vertir a coordenadas (z,9). La

7(2 —cosf) = 2, estoes, 2/g52 4 y2—z=2 *

Por ilgebra, esto es equivalente a 4(:0:2 + yz) = (z + 2)2 esto es
y )
3$ "43 +4y = 4.

Al completar el cuadrado, ésta es la ecuacién de una elipse
2 2
3 (z — _) 2 __ E
3) T4 = 3

29, \/z2 442 =4 ipStesi
m\ /ane r—: Zq “iv;lﬂ fz. Como, p01: hipétesis, r 2 0, debemos tener 4 — 24 > 0, o, de
ente £ < 2. Reqptocamente, Para z < 2, la relacién es eq—uiv’a.le,nte

a Ia. que se ObtuVO C y
ua-l’l.do eleva.mOS a.l Cuad ado a.lnbOS 0s € S
) ¢ la.d y ]a. cuacion se

2
z +y’=16—16x+4z’,

o, de manera equivalente,

Esta es la ecuacién de una hipérbola.

2 Asi, la ecuacié
equivalente a la ecuacién de una hipérb. ’ on Ia condiaisn nans polares es

ola, junto con la condicién adicional z < 2

30. r = tang = senf/cosf. Multiplicar ambos lados

L § or
€cuacion es equivalente a rcosf§ = senf, esto es por cos6 para ver que esta
’

T =send.

Por supuesto, la funcién no estg definida cuando cos§ = 0. Como

—l1<senf<1,
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31.

se sigue que —1 < z < 1. Hacemos una pequefia tabla:

9 z

0 0
x/4 1/V2
x/3 V3/2

crec. 0 a 7/2

crec. 0 al

Cuando @ tiende a 7/2, z tiende a 1. Pero cosé tiende a 0, y asi r = 'tan.0 se
vuelve positivo muy grande. Por lo tanto, la grifica se ve como en la figura siguiente
para 0 <z <1.

La grafica también tiene simetria. Como r = y/z y r 2 0, tanto y como z
deben tener el mismo signo, esto es, £, y >0 o 7, y < 0, a menos que £ =0.
El siguiente intervalo de 6 para el cual tan# es positivo es, entonces,

3
<0< —.
<0< 2

Ya sea haciendo una tabla, o por simetria, al usar
tan(f + 7) = tané

se ve que la gréfica es como se muestra para —1 <z < 0.
r =5+ 2send. Hacemos una tabla:

9 sen r
0a /2 crec. de 0 a 1 crec. de 5 a 7
/2 amw decr. de 1 a 0 decr. de 7 a 5

7 a 3r/2 decr. de 0 a -1 decr. de 5 a 3
3r/2 a 27 crec. de —1 a 0 crec. de 3 a 5

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

R19

32. r =|1+2cosf|. De nuevo hacemos una tabla. El signo de valor absoluto hace que
el lado derecho sea positivo, de modo que obtenemos un valor de r para cada valor
de 8. Sin embargo, queremos escoger intervalos que tomen en cuenta los cambios
de signo de 1+ 2cosé, esto es, cuando cosf = -1/2.

Hacemos la tabla de
acuerdo con esto, cuando 6 = 27/3 o 8 = 4x/3.

0 cos 8 r
0amn/2 decr. de 1 a 0 decr. de 3 a 1
/2 a 27/3 decr. de 0 a —1/2 decr. de 1 a 0
2r/3 arw decr. de —1/2 a —1 crec. de 0 a 1

Como cos(—8) = cos 8, la grifica es simétrica con respecto al eje T y se ve asi:

//_Z.
/
/
/

v 1
\f—\
1

w

33. (a) r = 2+sen26. Como sen 20 estd entre —1 y +1, se sigue que el lado derecho
es positivo para todo 6, y asi, existe un r que corresponde a cada valor de 4.
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Hacemos una tabla, escogiendo los intervalos que reflejen las regiones de crecimiento
de sen 20, es decir, intervalos de longitud /4.

9 20 sen 20 r
0an/4 0anx/2 crec. de 0 a 1 crec. de 22 3
xfdax/2 | =xf/2arx decr. de 1 a 0 decr. de 3 a 2
x/2 a 3n/4 % a 3x/2 decr. de 0 a —1 decr. de 2 a 1
3rf4arx 3x/2 a 27 crec. de -1 a 0 crec. de 1 a 2

La grafica se ve asi.

La parte para = < § < 27 se obtiene de manera similar, o por simetria.

34. 250, y=0 (eje = negativo)
35. z=0,y2>0 (eje y positivo)
36. =0, y<0 (eje y negativo)
37. 38
39.
33. (b) Hacer una tabla. Usamos intervalos de longitud x/4 porque senf cambia su
comportamiento en intervalos de longitud /2, de modo que sen2f cambia su
comportamiento en intervalos de longitud = /4.
0 260 sen 20 T =2 —sen26
crec. de 0 a 7/4 crec. de 0 a v /2 crec. de 0 a1l decr. de2al
crec. de /4 aw/2 [crec. dex/2anx |[decr. dela0 [crec.dela?2 V, §1, p. 149
- N 3
crec. de #/2 a 3x/4 | crec. de # a 3x/2 | decr. de 0 a —1 | crec. de 2 a 3 .12 23, sl 4. 1 5. % 6. 0 7. +1
crec. de 3x/4aw |crec. de 3x/2 a 2x | crec. de —1 a 0 | decr. de 3 a 2 s. ¥ 57
s gty 7 T2n7, n=entero. 9. nm,n=

entero
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10. % + nw,n = entero

V, §2, p. 157

1. Creciente para todo z.
2. Decreciente para z < %, creciente para ¢ > %
3. Creciente todo z.
4. Decreciente z < —1/2/3 y z > \/2% Creciente —\/2_/55 z < \/2_/§
5. Creciente todo z.
6. Decreciente para z < 0. Creciente para z > 0.
17. Min:1; méax:4
19. Méx: —1; min:4
21. Min: —1; max:—2,1
24. Sea f(z) =tanz —z. Entonces f'(z) = 1+tan’ z —1 = tan’ z. Pero tan’ z es un
cuadrado, y es entonces > 0 para 0 < z < x/2. Por lo tanto, f es estrictamente
creciente. Como f(0) = 0, se sigue que f(z) >0 para todo z-con 0 <z < 7/2.

26. Base= /C/3, altura= /C/12 27. Radio= /C/3x, altura= /C/37
28. Base= 1/C/6, altura= 1/C/6; Radio = \/C/6w, altura= 2,/C/6x
30. (a) f(t)=-3t+C (b) f(#)=2t+C 31. f(t)=-3t+1

32. f(t)=2t—5 33. z(t)="Tt—61 34. H(t) = —0.6t+9

VI, §1, p. 168
1. 0,0 2. 0,0 3. 0,0 4. 1,1 5 0,0 6. 0c0,—00 7. —00,00

3
8. -1 -1 9. —00,400 10. 0,0 11. 00,—00 12. —00,00
13. 00,00 14. —o0,—00 18. o00,—00 16. —o0,00

17. oo,00 18. —o00,—00

19.
n an T — 00 T — —00
Impar >0 f(z) = o0 f(z) = —o0
Impar <0 f(z) = —o0 f(z) = o0
Par >0 f(z) = f(z) = o0
Par <0 f(z) = —o0 f(x) = —oc0
20. Suponer que un polinomio tiene grado impar, digamos que

f(z) = az™ + términos de orden menor,

y a # 0. Suponer primero que ¢ > 0. Si £ — oo, entonces f(z) — oo y en
particular, f(z) > 0 para algin z. Si z — —oo, entonces f(z) — —oo, y, en
particular, f(z) < 0 para algin z. Por el teorema del valor intermedio existe
algiin nimero ¢ tal que f(c) = 0. El mismo argumento funciona si a < 0.

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R23

VI, §2, p. 172
1. Para senz: 0, 7 y afiadir 2n7 con cualquier entero n.

3

2
3. Sea f(z) =tanz. Entonces f'(z) =1+ tan’z, y

2. Para cosz: g, , y afiadir 2n«.

d
(=)= E;(l + tan® z) = 2(tan £)(1 + tan® z).
La expresién 1+ tan®z es siempre > 0,y f”(z) = 0 si, y sélo si, z = 0 (en el
intervalo dado). Si z > 0, entonces tanz > 0, y si £ < 0, entonces tanz < 0. Por
lo tanto, £ = 0 es el punto de inflexién.

4. Trazar las grificas de sen® z y |senz]|.

—

4

NS
N

|senz|

2

Observar que la funcién sen® z es diferenciable, y su derivada es 0 en z =0, 7/2,
«, etc., de modo que la curva es plana en estos puntos. Por otro lado, |sen z| no
es diferenciable en 0, 7, 27, etc., donde tiene “picos.” Por ejemplo, la grifica de
|senz| para ® < z < 27 se obtiene al reflejar la grifica de sen = respecto al eje z.

Sea f(z) =sen’z. Entonces f’(z) = 2senzcosz = sen2z. Ademis, f"(z) =
2cos2z. Esto permitird hallar ficilmente las regiones de crecimiento y de decre-
cimiento y'los puntos de inflexién, donde f”(z) = 0. Los puntos de inflexién
son cuando ‘cos2z = 0, esto es, 2z = 7/2 + nx con un entero n, de modo que
£ =7/4+ nx/2 con un entero n.

6. Se dobla hacia arriba para z > 0; hacia abajo para z < 0.

7. Se dobla hacia arriba para z > /3, —/3 < z < 0. Hacia abajo para z < —/3,
0<z<+3.

8. Se dobla hacia arriba para z > 1, —1 < z < 0. Hacia abajo para z < —1 y

0<z<1.

9. Mix en z =n/4. Min en z = 57/4.
Estrictamente creciente para 0 < z < v/4, 57/4 < z < 87 /4. Decreciente para
x/4 <z < 5x/4.

Puntos de inflexién: 3x/4 y Tx/4.
Trazar la curva f(z) =senz + cosz.
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(Ev?)
vzl
14

T

-14

VI, §3, p. 177
1. Sea f(z) = az® + bz® + cz + d. Entonces
f"(z) = 6az + 2b.
Existe una solucién dnica z = —b/3a. Mds aiin, si a > 0:
f'(z)=6az+20>0 <> z>-b/3a,
f'(z)=6az+26<0 <= z<-b/3a.
Por lo tanto, z = —b/3a es un punto de inflexidn, y es el tinico. Si a < 0, al dividir

una desigualdad entre a cambia la direccién de la desigualdad, pero el argumento
es el mismo.

17. (a), (e) 18. (c) : )
19. f"(z) = 122* + 18z — 2. De modo que L f"(z) =62> +9z -1,y f"(z) =0 si, y

sélo si,
_S9-VE 94 V@
12 12
Miés atn, la grifica de f” es una pardbola que se dobla hacia arriba (pues el

coeficiente 12 de z? es positivo) y asi

f"(z) > 0 si, y sélo si, 3 <°

-9 — V37 -9+ 87
< 12 .

Grifica de f'(x)

-9 ;zﬁ\/—9 +./87

12

Entonces f”(z) cambia de signo en las dos raices de f"(z), por lo que estas dos
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raices . n puntos de inflexién de f.
Tenemos que f'(z) = 4z° + 92% — 2z = £(422 4+ 9z — 2). Los puntos criticos de f
son las raices de f', esto es

-9 —+/113 -9+ V113
z3 =0, z2=——8—, z=—8——.

Nétese que f(—2) < 0 (por célculo directo), de modo que f(z) es negativo en algiin
z < 0. Ademias
si £ — —oo, entonces f(z) — oo,

si £ — oo, entonces f(z) — oo.
Si £ > 0, entonces f(z) > 0. En efecto, si 0 < £ < 1, entonces —z2 +5 > 0
y los otros dos términos z* + 3z° son ambos positivos, de modo que f(z) > 0. Si
z > 1, entonces
-z > 0,

y 3z% 4+ 5> 0, asi que, de nuevo, f(z) >0.
Podemos ahora trazar la grifica de f.

eje y
Grificade f

5 punto de inflexién

punto de inflexién

X3 .
+ + eje r
Vxl

21. Tenemos f'(z) = 62° — 62° + 2z = 3z(2z* — 222 + ). Sea u = z2. Entonces
las raices de f'(z) (que son los puntos criticos de f) son z = 0 y aquellos valores
obtenidos mediante la férmula cuadratica aplicada a u, a saber,

2’ -2u+2=0.
De aqui se obtiene u = 1/4 o u = 3/4, o, en términos de z,
z=%1/2 y z=+V3/2.
Observar que- f(z) también se puede escribir en términos de u = z2, a saber,
f)=v® - 20+ Zu—- 3.

Entonces se hallari que los valores de f en los puntos criticos son todos iguales a
1/32 o —1/32. (;Bonito?) La grafica se ve como se muestra en la pagina siguiente.
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eje y.

vning
VEL VALV

Los puntos de inflexién también se pueden hallar ficilmente. Tenemos
f"(z) = 302* — 182 + 2 = 30u® — 18u + 2,
Por lo tanto, f”(z) = 0 si, y sdlo si,

_ —18+ /189

u =
60

Esto da dos valores para u, Y entonces z = ++/u son los puntos de inflexién.

VI, §4, p. 182

Ver también las grificas que se muestran a continuacidn.

p.c. Crece Decrece
L|3+xv1l | 2<3-VAly 3—\/1_l$x1<3y
z>3+/11 3<z<34+/11
2. [3£V10 | 3-VI0<z<3+V10 3+4V10<z y
z<3-+/10
.| -1£V2 | -1-V2<2<-1+2 < -1-2y
T>-14V2
Para 4 y 5, ver las grificas que siguen.
0 z<0 \/2-<zy0$:c<x/5
7. | Ninguno z<—§,z>—§
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Mix. Min.
rel. rel. Crece Decrece
9. | -3 V3 1<—V3,z>V3 | —V3<z<0,
0<z<V3
12. | Ninguno | Ninguno | En ninguna parte | z <5/3,z > 5/3
14. | Ninguno | 0 z>0 -1<z<0
16. | Ninguno | Ninguno | En ninguna parte | £ < —/5,
-5 <z <V,
z > \/E
18. | 0 Ninguno | z < —2 0<z<2,z>2
-2<r<0

4. y= f(z) = £ —1/z; no hay punto critico. La funcién es estrictamente creciente en
todo intervalo donde estd definida.

5. y=f(z) =/(s° = 1); f'(z) =—(22° +1)/(s° - 1)’
f"(2) =62°(z* = 1)(z* +2)/(2* ~ 1)°
= (z® = 1)(2® 4+ 2) - un cuadrado.
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Punto criticoen z = —1/\/5. Punto de inflexién en z = —\"’/E.
Miéximo local en el punto critico.

VI, §5, p. 193

1.
2.

o

r\/i por %r\/i , donde r es el radio del semicirculo.
Sea z el lado de la base y y el otro lado, segiin se muestra en la figura.

Sea A(z) el drea combinada. Entonces

4.5 - 22

A(z) = % + 42y = 4.5, de donde y = yp

Si el volumen es V', entonces
3
V =2’y =1.125z — 54-.
Entonces V'(z) = 1.125 — 3z2/4 y V'(z) = 0 si, y s6lo si, £ = 1.22, y y = 0.61 al
sustituir en la expresién para y en términos de z. Tenemos, para z > 0:

Vi(z)>0 <= 1.125-32%/4>0 <= z<1.22,
V'(z) <0 <= 1.125-3z%/4<0 < z>1.22.

Por lo tanto, £ = 1.22 es un punto maximo.

. El costo total f(z) estd dado por

300 z2\ 30 300 300D +180 = 3z
== (24— )= A Al LA et
fe)==3 <+600>100+Dz z 20

Entonces f'(z) = 0 si, y sélo si, z2 = 20(300D+180)/3. Respuestas: (a) z = 20v/3
(b) = = 40v2 (c), (d), (¢) = = 60, pues los puntos criticos son mas grandes que

60, a saber, 204/13, 60+/2 y 20v/23 en los casos respectivos.
4v/2 por 82

. Respuesta: z = 8/3. Para z, y 2'0, requerimos que = + y = 4, y queremos

minimizar z2 + y*. Como y = 4 — z, debemos minimizar
f(z) =2+ (4 —2)°.

Entonces f'(z) = 2z —3(4 — )%,y f'(z) = 0 si, y sélo si, z = (26 £ 10)/6. La
solucién 36/6 esti fuera del margen 0 < z < 4. El punto critico en este margen
es, pues, z = 16/6 = 8/3. Mediante un célculo directo puede verse que f(8/3)
es menor que f(0) o f(4). Como hay un solo punto critico en el intervalo dado,
debe ser el minimo requerido. También se puede graficar f'(z) (pardbola) para ver

10
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que f'(z) <0si 0<z<8/3y f'(z) >0si8/3<z<4,demodoque f(z) es
decreciente a la izquierda del punto critico, y es creciente a la derecha del punto
critico, de donde el punto critico es un minimo en el intervalo dado.

. Minimo: usar 247 /(4 + x)cm para el circulo; 96/(4 + x) cm para el cuadrado.

Méximo: usar todo el alambre para el circulo.

Mostramos cémo hacer el ejercicio 7. Sea z el lado del cuadrado. Entonces 4z es el
perimetro del cuadrado, y 0 < 4z < 24, de modo que 0 < z < 6. Ademds, 24 — 4z
es la longitud del circulo, i.e. la circunferencia. Pero

24 — 47 = 2xr, donde r es el radio,
y 7r? es el drea del circulo. La suma de las 4reas es
‘u'r2 + zz.
Esto se expresa en términos de dos variables, £ y r, pero tenemos la relacién

24 — 4z
2r

de modo que la suma de las dreas se puede expresar en términos de una variable,
24 — 4z

s = (B52) 4

Ahora se puede minimizar o maximizar al hallar primero los puntos criticos y
después investigar si son mdximos o minimos, o si dichos extremos suceden cuando
4z = 24 o 4z = 0. Notar que la grifica de f es una paribola, doblada hacia arriba.
iQué es f(0)? ;Qué es f(6)7 Los valores posibles para z estin en el intervalo
0 < z < 6. El mdximo o minimo de f en este intervalo estd en f(0), f(6) o bien
en el punto critico z tal que f'(z) = 0. Trazar la grifica de f para tener idea de
lo que sucede.

Respuesta: (1,2). El cuadrado de la distancia de (z,y) a (2,1) es
(-2 +(y-1)"

Como y? = 4z, obtenemos z = y°/4, de modo que tenemos que minimizar
2
fly) = (% - 2) +(y-1)>%

Pero f'(y) = (4°/4) =2 y f'(y) = 0 si, y sélo si, y = 2, de modo que z = 1. Se
puede verificar que f'(y) >0siy>2y f(y) <0si y<2,demodoque y=2es
un minimo para f(y).

(\/5/2) %)1 (_\/.'5;? %)
El cuadrado deﬁ distancia entre (11,1)'y (z,y) es
(2 =112+ (y=1)° = (z = 11)? + (z* = 32 — 1)’ = f(z),

que es una funcién sélo de . La figura lo muestra.
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-1 0

Tenemos que minimizar f(z). Cuando z se vuelve positivo o negativo grande, f(z)
se vuelve positivo grande, pues

f(z) = 2° + términos de grado menor.
Por lo tanto, ocurre un minimo en el punto critico. Tenemos
f'(z) = 2(z — 11) + 2(z° — 3z — 1)(32° - 3)
de modo que
1f'(z) = 32° — 122° — 32% + 10z - 8.

Sustituyendo directamente z por 2 se muestra que f'(2) =0, y entonces 2 es un
punto critico. Si pudiéramos mostrar que 2 es el tinico punto critico de f, enton-
ces terminariamos. Obtengamos més informacién acerca de f'(z). Por divisién,
obtenemos un factor

1f'(z) = (z — 2)g(z) donde g(z) = 3z* +62° — 3z +4.

La funcién g(z) ain es complicada. Si g(z) # 0 para todo z, terminariamos,
pero se ve dificil, aunque sea cierto. Tratemos de evitar complicaciones técnicas
y simplifiquemos nuestro problema original por inspeccién. La figura sugiere que
todos los puntos (z,y) sobre la curva y = z3 — 3z tal que z < 1 estardn a mayor
distancia de (11,1) que de (2,2). En realidad esto se prueba ficilmente, pues
f(2)=82,y,si z <1, entonces

f(z) > (z — 11)% > 100 > 82.

Por lo tanto, basta probar que f(2) es un minimo para f(z) cuando z > 1,y basta
probar que 2. es el iinico punto critico de f(z) para z > 1. Asi, basta probar que
g(z) # 0 para z > 1. Esto es ficil, pues 3z* + 4 es positivo y

6z° — 3z = 3(2z° — 1) > 0 para z > 1.

Esto prueba que g(z) > 0 para z > 1. Entonces, z = 2 es el énico punto critico de
f para z > 1, y finalmente hemos probado que el minimo de f(z) estien z=2.

(5,3),(-5,3) 12. (-1/2,1v/2) 13. (-1,0)

14.

15.
16.

17.
18.

19.
20.
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Respuesta: (l 2). El cuadrado de la distancia entre (x,y) y (9,0) es
(z —9)® + y?. Como y = 2z%, tenemos que minimizar

f(z) = (z = 9)* + (22°)* = (z — 9)* + 4z*.

Entonces f'(z) = 16z +22—18,y f'(1) = 0. Se puede graficar f'(z) de la manera
usual. Como f”(z) = 48z% +2 > 0 para todo z, vemos que f'(z) es estrictamente
creciente, de modo que f'(z) = 0 sélo para z = 1, que es el inico punto critico de
f. Pero f(z) se vuelve grande cuando z se vuelve negativo o positivo grande, y
por ello f(xz) tiene un minimo. Como sélo hay un punto critico para f, el minimo
es igual al punto critico, lo cual da la respuesta.

= 2+/3Q/9b?
Respuesta y = 2h/3. Tenemos F'(y) = yi(h —y)~*/?(=1) + (h — y)*/?, de modo
e 2h — 3y
, —

Asf,bF’(y) = 0 si, y sélo si, y = 2k/3. Pero F(0) = F(h) =0 y F(y) > 0 para
todo y en el intervalo 0 < y < k. Por lo tanto, el punto critico debe ser el maximo.
(2,0)
mixz = 0 (ningin tridngulo); minz =
1 1

27 o3 + 35
cando z al tridngulo y L — z al circulo. Sea s el lado del tridngulo de modo que
33 = z; sea h la altura del tridngulo, y r el radio del circulo. Entonces

L . Cortar el alambre dedi-

L=z+42rr y A=%3h+7rr2.

Necesitamos otras relaciones para hacer de A una funcién de una variable z, a
saber,

h=sV3/2=2V3/6 y r=(L-z)/2n.
Entonces A(z) = zv/3/36 + ((L — :z:)/21r)2 y A'(z) = 2v/3/18 — (L —z)/27. Asi,

el punto critico es como se dio en la respuesta. Como la grifica de A(z) es una
parébola doblada hacia arriba, el punto critico es un minimo. El maximo ocurre en
un punto extremo del intervalo 0 < z < L. Para averiguar cudl extremo, evaluar
A(0) y A(L) y comparar los-dos valores para ver que A(0) es mayor.

2/373/2
e (397

Lo acabamos de armar. Sea r el radio de la base del cilindro y h la altura. Entonces

el volumen total, que es constante, es
V —4xr®/3

w2 ’ h

\_/

Vrrih + g-m'a.

Esto nos permite despejar h, a saber

h =

El costo del material es una constante por:
(4rea del cilindro) + (el doble del irea de la esfera).
Podemos expresar este costo como funcién de r y h, a saber

2rrh + 2 - 4772,
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Como h esti expresado como funcién de r, obtenemos el costo total expresado sélo
como funcién de r, a saber,

f(') =C [21;' (ZL:rLﬁ-/-i) +81rr*] =C [ZY_ + = ’] .

De aqui en adelante se puede hallar f'(r) y proceder de la manera usual para hallar
cudndo f'(r) = 0. Hay un solo punto critico, y f(r) se vuelve grande cuando r
tiende a 0 o r se vuelve grande. Por lo tanto, el punto critico es un minimo.

21. La figura es como sigue:

La varilla mis larga serd la que quepa en la distancia minima denominada z en la
figura. Sean z y y como se muestra en la figura. Tenemos

z=/2+ 7 + /22 + 82

Esto depende de las dos variables z y y, pero podemos hallar una relacién entre
ellas usando tridngulos semejantes, a saber,

8 | oo

=
41

de manera que

32
y T

Por lo tanto,
z=f(z)= 16+( ) + V22 + 64.
Entonces hay que minimizar f(z). La respuesta surge como
=4, z= 8v/5.
22. De la figura que aparece en el texto tenemos 0 <z <a,y
dist(P, R) = \/z2 + #2,
dist(R,Q) = v/(a — z)* + ¢2.

Por lo tanto, la suma de las distancias es

f@)=V22+ 8 + V(s —2)* + 3.

23.
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Entonces ( )
f()_\/:c’+y2 NEDEYT

Tenemos que f'(z) =0 si, y sélo si,
z _ a—3z
Vit Ja-zp+4
que es la relacién entre cosenos deseada.
En particular, vemos que hay un solo punto critico. Por lo tanto, el minimo de
f estd o bien en los puntos extremos z = 0 o z = a, o bien en el punto critico.

Probaremos ahora que el punto critico es el minimo. Tratamos de probar que la
grifica de f se ve mds o menos como ésta.

punto critico a

Cuando z esti cerca de 0 y ¢ > 0, entonces el primer término en f'(z) es
pequeiio y el segundo término estd cerca de

a

que es negativo. Por lo tanto, f'(z) < 0 cuando z estd cerca de 0, y la funcién
decrece cuando z estd cerca de 0.

Por otro lado, suponer que z estd cerca de a. Entonces el segundo término en
f'(z) estd cerca de 0 y el primer término est4 cerca de

a

——=>0

En consecuencia, f'(z) > 0 cuando z estd cerca de a. Por lo tanto, f es creciente
cuando z estd cerca de a. Como f(z) es decreciente para z cerca de 0 y creciente
para z cerca de a, se sigue que el minimo no puede estar en los puntos extremos, y
entonces ha de estar enmedio. Por lo tanto, el minimo es un punto critico, y hemos
visto que hay sélo un punto critico, por lo cual el minimo est4 en el punto critico.
Esto prueba lo que queriamos.

Sean z y a —z como en la figura que se muestra en la pigina siguiente. Entonces
0<z<a.
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P,
1>
Y1
1 a—2z
z | Q I
02| v,
P,

Sean t; el tiempo necesario para viajar de Pi a Q, y t2 el tiempo necesario para
viajar de Q@ a P». Entonces

_ _ dist(P1, Q) b= dist(Q, Pz)_
t = _—”1 2 %

Entonces,

1 1
t+t2 = f(z) = ;\/$’+y?+;;\/(a—z)’+y§-

Tanto v; como vz estin dados como constantes, por lo que de nuevo tenemos
que tomar f’(z) y hacerlo igual a 0. Esto es anilogo al ejercicio 22, y hallamos
exactamente la relacién que ha de probarse.

24. p = s/n. Como L(0) = L(1) =0y L(p) > 0 para 0 < p <1, se sigue que el
méximo esti en el punto critico. Pero
L) =p'(n=s)1-p)" "7 (=1) +sp° ' (1-p)""°
=" (1= )" [p(s — n) + 51~ )]
=y (1 =" (o)
Para 0 < p < 1, el factor p°~1(1 —p)"~*~! no es 0, de modo que L'(p) =9 si, y
s6lo si, —np + s =0, esto es, p = s/n. Por lo tanto, hay un solo punto critico, de
manera que el maximo estd en el punto critico.
25. (a)

(3, 1)

3N

eje T

Sean z y y los cruces de la recta con los ejes. Entonces el drea del tridngulo es

igual a
A= %z:y.

25.
26.

27.
28.
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Queremos minimizar el irea. Por tridngulos semejantes sabemos que

y_ z_
.= de modo que U

z-3’ -3

Entonces el 4rea estd dada por

Por consideraciones fisicas, estamos limitados al intervalo z > 3. Cuando z tiende
a 3 y z > 3, el denominador tiende a 0 y es positivo. Como z2 tiende a 9, se
sigue que A(z) se vuelve positivo grande. Ademis, cuando z — oo, A(z) — oo.
Por lo tanto, el minimo de a ocurrird en un punto critico.

Hallamos los puntos criticos. Tenemos
z—3)2z -2 z%-6z

(z=-32 = (z-3)*

Entonces A'(z) = 0 si, y sélo si, = 6 (se excluye z = 0 porque z > 3). Por
consiguiente, la recta deseada pasa por el punto (6, 0). La ecuacién es entonces

ZA'(:!,‘) = (

1-0 1
¥-0=3"2(z~6) = ~3(z—6).
o también
y—-2=—§-z.

(b) 3y =—2z+12
= (a1+:--+ an)/n. Tenemos dado
f(#)=(z—a1)’ + -+ (z —an)’.
Entonces
fl(@)=2(z-a1)+---+2(z —an)
=2z —2a1 + 2z — 2a2 + - - + 2z — 2a,
=n2z —2(a1 + - + an).

De este modo, f'(z) = 0 si, y sélo si, nz = ay + -+ + an. Dividir entre n para
obtener el punto critico de f. Como f(z) — oo cuando z — =00, ya que, por
ejemplo, sélo un término cuadrado (z — a1)? se vuelve grande cuando z se vuelve
positivo o negativo grande, se sigue que el minimo debe estar en un punto critico,
y hay sélo un punto critico. Por lo tanto, el punto critico es el minimo.

25/V2

Respuesta: 6 = 7/2. Sea h la altura del triingulo, segiin se muestra en la figura.

-— X —>

20 2 + h? = 202
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Basta maximizar el drea dada por critico, el tinico punto critico, y A(z) es una pardbola que se dobla hacia abajo, de
1.1 PR modo que el punto critico es un maximo.
A(z) = 3zh = 32V/20° —g? para 0<z <20. 33. (a) Hallar el radio y el 4ngulo de un sector circular de 4rea mixima si el perfmetro
Entonces A'(z) = (222 +20%)/2(20% —=z%)!/2 y A'(z) = 0-si, y slo si, z = 20/+/2. es de 20cm.
Pero A(z) > 0 y A(0) = A(20) = 0. Por lo tanto el punto critico es el maximo.
El valor anterior para z implica que 8 = 7/2, porque el tridngulo es semejante al T L
tridngulo con lados 1, 1, V2. ,
29. 7/3. Resolvdmoslo. Sea y la profundidad. Entonces senf = y/30. La capacidad ]
méxima ocurre cuando el irea de la seccién transversal es maxima. Esta drea es r
igual a
A =30y + 2(3y 30 cos 6). Sean r el radio del sector y L la longitud del arco
‘ e circular. Entonces L = (6/2x)2xr = fr. El perimetro
! Se puede escoger entre expresar A completamente en tem'um?s de y o completa- es Graficade A(r)
mente en términos de #. Supongamos que lo hacemos en términos de 4. Entonces P=2r+L =2 +8r = 20.
A(6) = 30° sen 8 + 30% sen § cos § = 30°[sen 8 + 1 sen 26]. Por lo tanto, podemos despejar # en términos de r,
& De modo que A’(8) = 30%[cosd + cos 28], y 0 < 8 < /2. Pero en este intervalo, esto es 20
0 cosf y cos26 son estrictamente decrecientes, por lo que A’(f) €s estrictamente =7 2.
b decreciente. Tenemos que A’() = 0 precisamente cuando cosf + cos2 = 0, lo El 4 R
& ’ rea del sector es ! :
| que ocurre cuando = x/3. Asi, A'(d) > 0si0< 6 < x/3y A'(f) <O si : ) 5 Qe r
ie' /3 < 6 < w/2. Por lo tanto, A() crece para 0 < 6 < x/3 y decrece para A= iﬂz - or”
& 7/3 < 6 < w/2. Por consiguiente, el maximo ocurre cuando § = 7 /3. 27 2
30. (a) a =16 (b) a = —54. Para ver esto, nétese que de modo que, en términos sélo de r:
ki ' _ _ 2 ] 2
‘\ fi(z) =2z a/z”, . A(r)=(2—0-—2)=%=10r—r2.
! y f'(z) =0 si, y s6lo si, a = 22°. Para £ =2 y £ = —3, esto da el valor deseado r
' para a. Se puede verificar directamente que éste es un minimo al determinar en La sra.ﬁca de A(r) es una pardbola que se dobla hacia abajo, de modo que el
dénde f'(z) >0 o f'(z) < 0. Como para la parte (c), éste es uno de los casos raros _ maximo estd en el punto critico. Pero
en que es itil tomar la segunda derivada. La segunda derivada es f”'(z) = 2+42a/z°, Al(r) =
1 e ; A ! r)=10-2r
y el punto critico se ha determinado para cuando a = 2z°; de modo que, si z es el
punto critico, obtenemos f”(z) = 6 > 0. Por lo tanto, el punto critico debe ser un de modo que el maximo es cuando 2r = 10, asf que r = 5. Entonces
minimo local. 20
31. Dista ——===de b 0=—-2=2.
1+ {/a/b , ) ] 5
32. base=8/(4 + ) y altura=4/(4 + ). La figura es asi. 33. (b) radio=4cm, ingulo= 2 radianes.

¢ 34. No hay que hacer las cosas mds complicadas de lo necesario. Observar que
! 2sen f cosf = sen 26. Esto es un miximo cuando § = 7/4.

| - e 35. 2(1+ ¥/36)%/?
; perimetro = 4 = = + 2y + Y 36. r= (V/x)l/a =y. Nétese que V = 7r?y, de modo que y = V/xr?.
5 —

* Area= zy+37r? = gy+37(z/2)*. Se puede despejar y en términos de z mediante
la ecuacién del perimetro, de modo que el drea estd dada como una funcién de z,
A(z). Al halar A'(z) = 0 se produce el valor deseado para z, que es un punto
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Sea S =superficie del irea, de modo que S = nr? + 2xry. Entonces
S(r) = xr? 4+ 2V/r.

Tenemos S'(r) = 2xr — 2V/r? = 0 si, y sélo si, r = (V/x)'/®. Hay un solo, punto
critico. Pero S(r) se vuelve grande cuando r tiende a 0 o también cuando r se
vuelve grande. Hay un minimo porque S(r) > 0 para r > 0, de modo que el
minimo es igual al dnico punto critico.

37. P=2r+1L=2r+47180.
De A = 0r?/2 obtenemos § = 2A/r%, de modo que P puede expresarse en términos
sélo de r mediante

P(r)=2r +2A/r.

Tenemos P'(r) =2 —2A/r?,y P'(r) =0 si, y sélo si, r = A'/2. De modo que P
‘tiene un solo punto critico y P(r) — oo cuando r — 0o y cuando r — 0. Por lo
tanto, P tiene un minimo y ese minimo estd en el punto critico. Este es un minimo
para todos los valores de r > 0. En la parte (a), tenemos que 6 < 7, de modo que
r2 > 2A/7, y los datos nos limitan al intervalo

V2A/x <.

Por lo tanto, en la parte (a) el minimo estd en el punto critico. En la parte (b),
tenemos 8 < 7/2, de modo que r? > 4A/x, que nos limita al intervalo

ViA/x <.
Como /4A/x > \/Z, el minimo est4 en el punto extremo r = \/4A/x.

Grifica de
P(r) =2r + 24]r

]
'
]
[
I
|
'
n

24 Jaa  [34
T n
38. z =20. Las ganancias estin dadas por

P(z) = 50z — f(z).

Entonces P'(z) = —3z% 4 90z — 600. Por la férmula cuadritica, P'(z) = 0 si, y
sélo si, £ = 20 o ¢ = 10. Pero la grifica de P(z) es la de una ciibica, y deben
saber cémo se hace. Ademds, P(10) es negativo, y P(0) también es negativo. Asi,
el maximo estd en z = 20.

39. 18 unidades, ganancia diaria $266

40. (50 + 51/94)/3. El mismo método que en los problemas 38 y 39.

41. 30 unidades; $8900
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42. 20. Sean g(z) las ganancias. Como p = 1000 — 10z, obtenemos
9() = (1000 — 10z) — f(z) = —20z2 + 800z — 6000.
La grifica de g(z) es una pardbola doblada hacia abajo, y g’ (z) = 0 si, y sélo si,
z =20, que da el méximo para g(z).
VII, §1, p. 201
1. Si; todos los ntimeros reales 3. Si; todos los nimeros reales 5. Si; para y <1
7. Si; para y > 1 9. Si; para y < —1 11. Si; para y >2
13. Si; para —-1<y <1
VII, §2, p. 203
0. Sea f(zr) = —z®+ 2z + 1. Entonces
fl(z)=-32*+2
=0 si, y sélo si, 322 =2
si, y sélosi, z =4/2/3 y z=—/2/3.
Estos son los puntos criticos de f. Ademais, '
f(z)>0 <= -3z22+2>0
= 3°<2
<= |z] < /2/3,
fl(g) <0 <= z*>2/3,
= >/2/3y z<—-/2/3.

Hay tres intervalos mdximos donde puede definirse una funcién inversa de I (ex-
cluyendo los puntos extremos):

T < —/2/3, —\/2/3<z<+/2/3, z>./2/3.

Grafica de
fx)=—-x}+2x+1
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Sobre cada uno de dichos intervalos existe una funcién inversa de f cuyo valor en
2 es algin punto del intervalo. Resolvemos los tres casos, pero serd suficiente que
el lector escoja uno de ellos. .

Caso 1. Observar que f(1) =2, y que 1> /2/3. De ahi que, en este caso, si g
es la funcién inversa, entonces

¢0)= 7y = g7 =

Caso 2. Tomar el intervalo —/2/3 < z < 1/2/3. Queremos resolver f(z)= 2,
esto es
-z +22+1=2, o z°-2z+1=0.

Al factorizar, esto es igual que
(z-1(z*+z-1)=0.
En el intervalo dado, £ = 1 no es solucién. Hay otras dos soluciones posibles:

-1 + V5 -1-6
IS cme— r = —
2
Pero (—1 — v/5)/2 no est4 en el presente intervalo de definicién. Por lo tanto, en

este caso hay un solo z posible, a saber, z1 = (=14 V5 5)/2. Si g es la funcién
inversa para el intervalo dado, entonces

1
/)= 7y = Twre

(Respuestas alternativas dependen de la seleccién de los intervalos.)

1.1 2.4 3. 36-3 4. -15 16-186. —%é—o,o:i:Z\/_

. 14 N L
7.1 8 —10i1x3V5 9. & 10. o075 ° Tos
ey 2 o1
11. g(y)—f,(x) @)’
g"(y) = o ))2f (9@)9'(w) = f,(z)zf (z)d'(v)-

Si f'(z) > 0, entonces g’'(y) > 0 por la primera formula, y ¢"(y) < 0 por la
segunda.

VII, §3, p. 207
1 y 2. Considerar el coseno como definido en el intervalo
0<z<
En este intervalo el coseno es estrictamente decreciente, y para 0 < £ < 7 tenemos

dcosz

iz =—senz < 0.
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Por lo tanto, la funcién inversa z = g(y) existe y se llama arcocoseno. Como
y = cosz decrece de 1 a —1, el arcocoseno est4 definido en el intervalo [—1,1]. Su
derivada estd dada por g'(y) = 1/f'(z), de modo que

d arccos Y _
y g =

—sen 2

Pero tenemos la relacién

sen’ z = 1 — cos® z,

y para 0 < z < 7 tenemos que senz > 0, de modo que

senz = /1 —cos?z = V1-2.

En consecuencia,
-1

g(y)—ﬁ

La gréfica del arcocoseno se ve asf.
eje y

‘Grifica de y = arccos x
\v eje z
1

3(3)2/\/- V2 (c) 7/6 (d) = e T
i \/%1/3(71)'4/ (d) =/4 () 2 () =/3

5. Sea y =secz en el intervalo 0 < z < 7/2. Entonces ¢ = arcsecy esti definido en

1
1<y,ydz/dy = ———.
Wy -1
6. —x/2 7.0 8. x/2 9. x/2 10. —x/4 11.

Nl\ﬁ

L

1
o
— z ——
-1 -1 4

12. 13. 14.
V/—(z% + 5z +6) (arcsen £)24/1 — 12 V1 — 4z2(arccos 2z)?

VII, §4, p. 215
1. x/4,w/6,fw/4,w/3 2. 1,3,1,1 3. 1/(1+4%)

4. (a) "7|’/4’(b) 0 (c) —7/6 (d) =/6 5. 3 7.0 9, _2C08228
14922 1+ sen?2z
11. (cos z)(arcsen z) — (sen z)//1 — z2 -1
(arcsen z)? 13. 1+ 22
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! :
~; .

i 1 j c) 2(cos2z)e " (d) ——=——==e"""" (&) —e~°

‘ 5. -~——9—(1+m'cs<-3n3:4r:)2 17. ( -—%)=\/§($—'ﬁ) ‘ ©) % ) @ V1-—2g2 (€)

/1-9 1 | () e (—2s ) () e’ e” () T2 () —r(cone®)e”

: 19. (y_£)=l(z__“/_§) 21. (y+%)=72_-(z+§) 22. 2/25 : Vi-g? THew?

| 3% @ @ 1 0l 1) () 1) () (1t

23. 140m/seg 24. 3/25 25. 0.02rad/seg 27. =6 send tanf " /1= (e* +1) |
2 ' rad/ ) 135 ad/ ‘ 6. (c) Sea f{z) =ze”. Suponer que ya se ha probado que
28. 29. L rad/seg 31. (a) ————p5 rad/seg

25v/21 125 & v (1202 + (37) ‘ F™(z) = (z + n)e®.

{i (b) 2 675 12 rad/seg v Entonces

| (180)% + (7;-)

33. Figura 1 (@)= Lol(e + )]

A

1‘ cohete = (z+n)e® +€” (derivada de un poducto)

Bgl =(z+n+1)e".

3*5 y==t2m B Esto prueba la férmula para la (n + 1)-ésima derivada.

g 8. (c) Diferenciar f(z)/e™®) por medio de la regla para cocientes y la regla de la
q cadena. Obtenemos:

| - 4 (1)) _ 1) - f(@)e O (z)

i dz \er(z) | — " e2h(z)

dado que dz/dt = —15. Cuando t = 0, tenemos que z(0) = 90, de modo (

Tenemos daodie 4/ MW (2)f(2) = f(2)e"N(z)

. ’ z(t) = 90 — 15¢. e2h(=)

M3is atin, dy/dt = t*. Queremos hallar df/dt. Tenemos =0 |

i tand =y/x, de modo que O = arctany/z. ‘ Por lo tanto, f(z)/e™* es constante, de modo que existe una constante C tal que
| (=)

1 Entonces 0 1 sdy/dt — ydz/dt ) =C.

i T 2 2 .

b dt 1+ (y/2) e Hacemos el producto cruzado para obtener f(z) = Ce™).

;g Pero y(5) = 1* y #(5) =90 — 75 = 15. Por lo tanto, 9. (y—e’)=2e*(z—1) 10. y—2e® =3e*(z—2) 11. y—5e° = 6e’(z — 5)

%g: 9| 1 15.25-1%.(-15) 12. y=2 13. (y—1)=-2z 14. y—e'=e(z 1)

4 dt|,_, 1 + (35)2 152 ‘ 15. Sea f(z) = e” + z. Entonces f'(z) = e” +1 > 0 para todo z. Por lo tanto, f es
{EA . estrictamente creciente. Tenemos f(0) =1,y f(=1)=1/e~1< 0, pues 1/e < 1.
f | = m rad/ seg. Por el teorema del valor intermedio, existe algiin z tal que f(z) =0, y este valor

de z es tnico, pues f es estrictamente creciente.
| 16. Ver la demostracién del teorema 5.1.
VIII, §1, p. 221 17. 5i £ = 1 en el ejercicio 16(b), obtenemos 2 < e. Si z = 1 en el ejercicio 16(c),

1. (a) y=2ez—€? (b) y=2e""z+5e™* (c) y=2z+1 obtenemos 2.5 < e.

i 2. (a) y=3e 2z +3¢72 (b) y= let?z+1 e’? () y=1iz+1 ; 18. Ver el teorema 5.2.

flfv 3. y =32z —4e° 4. (a) e“"”(cos 3z)3 (b) cos(e” -+ sen :c)(c + cos z) g 19. (a) Sea fi(z) =e™* — (1 —z). Entonces f{(z) = —e~* + 1,y como e > 1 para
& () cos(e’”)e’” (d) 4cos(e**=3%)ets—® z > 0, obtenemos o

/ __ 1

: 5. (a) e® (b) e”(—sen(3z +5))3 + e” cos(3z +5) fi(z) = —Z+1>0 para z>0.

1+ T+e="
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Asf pues, f es estrictamente creciente para z > 0. Como f1(0) = 0, concluimos
que fi(z) >0 para z > 0; en otras palabras,

e*—~(1-2z)>0 para z>0,

y entonces e~ > 1 —z para z > 0, como se deseaba.
(b) Sea fa(z) =1—z+1°/2—e*. Entonces

fi(z)=-1+z+e" = fi(2).

Por la parte (a) sabemos que fi(z) > 0 para z > 0. Por lo tanto, f2 es
estrictamente creciente para z > 0. Como f2(0) = 0, concluimos que f2(z) > 0,

para z > 0, de donde se sigue inmediatamente (b).
2

3
(c) Sea fi(z) = e™* — (1 —z+ % - %) . Entonces fi(z) = fo(z). Usar la
parte (b) y argumentos similares a los anteriores para concluir que fa(z) >0
para z > 0, de donde se sigue (c).
(d) Se deja al lector.

Si ponemos z = 1/2 en el ejercicio 19(a), entonces hallamos que % <e 12 o, en

20.
otras palabras, % < l/ellz. Por lo tanto, e/ <2y e<4. Siponemos z =1 en
el ejercicio 19(c), hallamos
l—l<e"1—l esto es l<l
2 6 Te’ 3 e’
de donde e < 3.
21. cosh?(t) = 1(e +e*)?=1(e* +2¢'e™" + e
= L +2+e7).
De manera aniloga,
senh?(t) = 1(e* — 2+ 7).
Al restar se obtiene cosh? —senh? =1.
Como para la derivada, cosh’(t) = (e’ — e™*); no se olvide usar la regla de la
cadena: sea u = —t. Entonces
de~t _detdu __ o
dt ~ du dt ~ )
22.
eje ¥ eje y
1 .
eje z eje
|
z -z et — -z
y = coshz = g +2e y =senhz = —
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VIII, §2, p. 230

1. (a) (y—1log2)=3(z-2)
(b) (y—1logs)=1(z-5)
(c) (y—log3)=2(z-1%)

2. (a) (y—1log2)=—(z+1)
(b) (y—log5)=4(z-2)

(c) (y—log10) = _Ta(z +3)

(a) :::: (b) cos(log 2z + 3)) 21::_ 5 2 (c)

@ (sen z)/z;n(zlc;g 2z) cosz
4 (y-log8) =1(z-3) 5. (y—log3)=2(z—4) 7. (y—1)=L(z—¢)
8. (y—e)=2(z—e) 9. (y—2log2) = (1 +1log2)(z —2) ¢
10. (y=-3)=>(z—¢) 11. (y-l):“T(z—e)

1
245 ’

2z

1 -1

12, (y- — ) =—=1 (o _

(y log 2) 2(log 2)? (z-2)

2z -1 log z —

14. 15. logz —1 -

2243 2(log 2)? " Qogz)? 17. %(logz) 2/3+(logz)l/3
18. —=%

1—z2

19. Sea f(z) =z +log z. Entonces f'(z) =1+ 1/z > 0 para z > 0. Por lo tanto f
es estrictamente creciente. Ademés f”(z) = —1/z°, de modo que f se dobla ha.::ia
la.ba_]o. Nétese que f(1) =1. Si £ — oo, entonces f(z) — oo, pues tanto z como
yogz se Cvuel:;en gra.n:)iesl. De hecho, f(z) esti a una distancia log z sobre la recta

=z. Cuando z — 0, logz — —o0o (pensar que z = 1/e* = e~*
Por lo tanto, la grifica se ve asf: ! fe @ donde 2= eo).

Grifica de
f(x)=x
+ log x
log x
. ~ rectay ==z
» (
!
1 x

VIII, §3, p. 235

1, 10°1og 10,7%1og 7 2. 3%log3,x*logx
5. (y—1)=(log10)z 6. y—* = x°log x(z — 2)
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7. (a) €*"°82logz +1] (b) z\*7[z~? 4 (log z)z*(1 + log z)] En (b) escribimos
z(z’) = e(r’)logz

y usamos la regla de la cadena. La derivada de (z)logz se halla por medio de la
regla para diferenciar un producto, y tenemos

_‘_i_ (z%)logz __ _(z%)logz | = l d(zz)
dze =e z z+ e logz|.

La derivada de z° se hall6 en (a), y la respuesta cae por su propio peso.
8. (a) y—1=z—-1 (b) y—4=2(1+1og2)(z—-2)
(c) y—27=27(1+1og3)(z —3)

9. (a) Sea f(z) = 2=/? = ¢='/* 16 Entonces

f(z)—z‘/_[\/_+ logz],

de modo que

=2 | L1 Lo
f'2) =2 [ﬁ+2ﬁlg2].

La recta tangente en z =2 es

y—2ﬁ=2ﬁ[\/_+710g2 -2).
(b) y-5¥5 =57 [\/_ 2\/_logS] (z - 5)
10. Sea f(z) =z'/* = ¢* /%1082 Entonces
f'(”)=$1/3 [ sl +3 iz 2/310gz] .
(a) La recta tangenteen z =2 es
y— 2% = 2272723 4 197 1og 9)(z — 2).

(b) La recta tangentten =35 es

~

/3. _ -
y— 57 =57 [57/% 4 1572/ 1og 5](z - 5).
11. Sea f(z) =z®—1—a(z —1). Entonces f(1)=0,y
f(z) = a2 —a.

Si £ > 1, entonces f'(z) > 0, de modo que f(x) es estrictamente creciente. Si
z < 1, entonces f'(z) < 0, de modo que f(z) es estrictamente decreciente. Por lo
tanto, f(1) es un valor minimo, de modo que para todo z > 0 y z # 1 obtenemos
f(z) >o0.

12. =0y z=-2/loga
yr

T
13. Tenemos (l + i) = (1 + l) . Si y — oo, entonces (l + %)y tiende a e, por
Yy

el Limite 3, de modo que su potencia r-ésima tiende a e”. Para esto se usa el
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hecho de que la funcién potencia r-ésima es continua. Si z tiende a 2o, entonces z"

tiende a z5. Aqui
1\?
= (l + —)
y
y z tiende a e, por el Limite 3.

h
14. (a) Podemos escribir g f(k) A () , donde f(z) = a®. Por lo tanto, el
limite es igual a f'(0). Como f'(z) = a”loga, hallamos que f’'(0) =loga.
(b) Al hacer h = 1/n tenemos que n(a'/™ —1) = g h_ !
viene de la parte (a).

; de modo que el limite

VIII, §4, p. 239
1. —log25 2. 5e™* 3. ~(°819197°¢ 4 90/¢ 5. _(log2)/K 6. (log3)/4

—3log 2
7. 12log10/log2 8. ——>28% __ 19, . 84/50. 9000 : 9 — 10°
0g10/log2 8. "= log 10 10 1984 (50000)2°/%%;2000 : 2 = 10
lo 5
11. 30217 12. 4[ g’f] 13. z[bi‘;]
lg3 ) log 3
log log &
14. (a) 40 [ =22 (b) 40| —2> 100[2]*/% 15,
@ [1055] o) 0 [225] @ w0z 15. 10e2

16. (a) zzlogl (b) 5568(log4/5)/(log 1/2)

VIII, §5, p. 246

2. 3.
WY (5 0 i (/y/2,1/1/2¢)
3 1 - —
(=1, =1/3/2¢) V2 2
f(x) =xe™* f(x) =xe~*
4 5.
2, 4/e?
(—1,1/e) 1, 1/e) P
i i )
f(x) = x%e™* Sy =wte™
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R48
6. 7.
(2,/4)
1,¢)
i )
J(x) = e [x*
f(x) = e*/x
8.
5
ey =l
10.
0. 1)
(0, 1)
fy=e—x

fo)= ¢ +x
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11. 12
(UB)]
1
Jx)=e*+x

13. Suponer primero que @ < 0. Sea f(z) = ¢” —az. Cuando z es positivo grande,

entonces
az
@=e(1-%)

es positivo grande. Cuando z es negativo grande, entonces e® ests cerca de 0 y
—az es negativo grande, de modo que f(z) es negativo. Por el teorema del valor
intermedio, la ecuacién f(z) =0 tiene una solucién.

Suponer a continuacién que a > e. Entonces f(1) =e —a < 0, y de nuevo f(z)
es grande cuando & es positivo grande. El teorema del valor intermedio otra vez
proporciona la solucién.

n
14. (a) -2—"log2
(b) El limite es 0 en ambos casos. Por ejemplo, sea z = e~¥. Cuando z tiende a
0, entonces y se vuelve grande, y
Y
= —ge~ ¥ = _2L
zlogz = ~ye™¥ = L
que tiende a 0, por el teorema 4.1. Ademds, z%logz = z(zlog ), y el producto
de los limites es el limite del producto de z y zlogz, de modo que es igual a 0.
15. Sea £ = e~ Y. Entonces logz = —y y
n__ -y n __ £
z(logz)” = e YY" = i
Cuando z — 0, y — 00, de modo que z(logz)™ — 0, por el teorema 4.2.
16. Sea r =Y. Cuando z — 00, y — oo, de modo que
n n
log 2) =L o por el Teorema 4.2.
z ey
17. () S(x)=xlogx (b) f(x) = x? log x
1/e e~32  o-12
. Nl
(l/e) _l/e) (e—lll, '—1/23)
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© @

/e, 4/e?) € /)

f(x) = x(log x)*

(1/e, 1/e) f(x) = x/log x
; i/e 1 ! é ;2

[

17. (a) f(z) = zlogz, definida para z > 0. Entonces:

flz)==2- i-{-logz =1+logz.
Tenemos: .
fllz)=0 = logz=-1 < z=e¢7,
flz)>0 <= logz>-1 <= z>e’,
) <0 <= logz<-1 <= z<e .
De modo que hay un solo punto critico, y las regiones de crecimiento y de
decrecimiento estin dadas por las regiones donde f' >0y f' <0.
Obtenemos también que f”(z) = 1/z > 0 para todo z > 0, de modo que f se
dobla hacia arriba.

Si £ — oo, entonces también log z — oo, de modo que f(z) — oo.
Si £ — 0, entonces f(z) — 0, por el ejercicio 14(b).
Esto justifica todos los elementos de la grifica.
17. (b) Damos los detalles para la grifica de f(z) = z*logz. Tenemos
f'(z) =z +2zlogz = z(1 + 2log z).
Como z > 0, se sigue que f'(z) >0 si, y sélosi, 1+2logz >0,y
1+2logz >0 si,ysélosi, logz>—1/2
si, y sélosi, z> /2,

Asi, f es estrictamente creciente para z > e~1/? y es estrictamente decreciente
para
0<z< e,
Del ejercicio 14 sabemos que zlogz tiende a 0 cuando z tiende a 0. Por lo

tanto, f'(z) tiende a 0 cuando z tiende a 0, lo cual significa que la curva se ve
plana cerca de 0. Tenemos

f'(z) = (1 +2logz) +2 =3+ 2logz.

Entonces f"(z) =0 si, y sdlo si, 3 +2logz = 0, o, en otras palabras, logz =
—3/2 y = = e~3/2. Asi, el punto de inflexién ocurre para z = e~3/2 . Esto
explica todas las caracteristicas indicadas en la grifica.
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17. (¢) f(z) = z(logz)® para z > 0. Entonces

f'(z) ==z -2(log z)i— + (log z)?

= (log z)(2 + log ).

Los signos de los dos factores logz y 2 + logz variardn de acuerdo con los
intervalos cuando alguno de los factores sea 0. Tenemos

fl(z)=0 <= logz=0 6 2+logz=0
< z=1 o logz=-2
= z=1 o z=¢e72,

De modo que hay dos puntos criticosen z =1y z = e¢~2. Hacemos una tabla
de regiones de crecimiento y de decrecimiento correspondientes a los intervalos
entre los puntos criticos.

intervalo logz 2+logz fl(z) f
0<z<e? neg. neg. pos. s.d.
e?<z<i neg. pos. neg. s.d.

1<z pos. pos. : pos. - 8d.

La segunda derivada no esti tan mal:
1 1
£"(2) = (logz) > + 2 (2 +logz) = %(1 +logz).

Para z > 0, tenemos 2/z > 0, de modo que f"’(z) =0 si, y sélo si, z = e™!.
Como
f'(z)>0 <= logz>-1 <= z>e7,

f'(z) <0 < logr<-1 < z<e
1

’

se sigue que z = e~ es un punto de inflexién. La grifica se dobla hacia arriba si
z >e! y se dobla hacia abajosi z < e™!

Si £ — o0, entonces logz - oo, de modo que f(z)— oo.
Si z — 0, eatonces f(z) — 0, por el ejercicio 15.

Esto justifica todas las caracteristicas dibujadas en la grifica.
17. (d) Veamos los detalles. Sea f(r) = z/logz para z >0,y z # 1. Entonces

£'()= (logz — = 7) /(log2)? = PEZL

Para z # 1, el denominador es positivo (es un cuadrado). Por lo tanto,
fl(z)=0 <= logz=1 <= =z=¢,
f(z)>0 <= logz>1 <= z>e,

fl(z)<0 <= logz<l <= z<e
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1 A continnacién listamos el comportamiento cuando z se vuelve positivo grande, { Como e* > 0 para todos los niimeros u, tenemos e*!°6% > 0 para todo z > 0, de
i cuando z tiende a 0 y cuando z tiende a 1 (pues el denominador no estd definido modo que

) enz=1). 1

Fl(z)=0 <= logz=-1 < z=¢7}
Si z — oo, entonces z/logz — oo, por el teorema 4.3. ; -1
f(z)>0 <= logz>-1 <= z>e'.

Siz — 0, entonces z/logz — 0.
’ [logz — Con esto queda listo el ejercicio 18.

Esto es asi porque log z se vuelve negativo grande, pero est3 en el denominador; asi,

al dividir entre un nimero negativo grande se contribuye a que la fraccién tienda a 19. Nétese que f(e™') = (e7*)!/¢ = e~/ = 1/e!/*. Ademis,
0. ) ’ -1
. . ) <0 &> logz<-1 < =z .
i Sizt — 1y 2z >1, entonces z/logz — o00. Demostracién: El numerador z f(=) & <e
it tiende a 1. El denominador logz tiende a 0, y es positivo para £ > 1. De modo Finalmente, f"(z) = e*'°8 *(1/z + (1 +log z)%] > 0 para todo z > 0, de manera
% que z/logz — 0. i que la grifica se dobla hacia arriba.

Siz -1y z <1, entonces z/logz — —oo. Demostracién: De nuevo, el
numerador z tiende a 1 y el denominador logz tiende a 0, pero es negativo para

a R
3' z <1, de modo que z/logz — —c0. ‘ f(x) = x* = grloes
4 Esto justifica la forma como se han trazado las grificas, al menos en lo que
respecta a las regiones de crecimiento y de decrecimiento, y al punto critico (hay ) 1.
un solo punto critico). Veamos ahora las regiones en que se dobla hacia arriba y en )
las que se dobla hacia abajo. Escribimos la primera derivada en la forma | €
) 1 1 +
- — e 1/e
(=) logz (logz)? /
Entonces . 20. Nétese que 7% = 1/z®. Pero hay que pasar por todo el trabajo de tomar la
" -1 1 _3l t _ que pasar po j
= === (- = erivada, etc., para ver la grifica como sigue.
F'(@) = Gogayrs ~ ("Dog2) "7 derivada, et la grifi ig
—1 (logz —2)
’ (logz)3 z
i Por lo tanto: R
. f'(z)=0 <= lgz=2 < z=¢. '
Ahora analizaremos el signo de f"(z) en varios intervalos, tomados entre los 1
:‘ﬁ puntos 0, 1 y €2, que son los puntos en donde los factores de f” (z) cambian de :
b signo. Nétese que el signo de f"(z) (mds o menos) se determinara por los signos I 1/e
i de logz, =,y logz — 2, junto con el signo menos al frente.
Si z > e?, entonces f"(z) < 0 y la grifica se dobla hacia abajo, pues logz —2 >
} 0, tanto log z como z son positivos, y el signo menos al frente hace que f”(z) sea 21. Sea f(z) = 22" = ®1°82¢7198 = = ¢=(1962+1962)  Ppionces
i negativo. .
g .
%; Si 1<z <e?, entonces f”(z) >0, pues logz — 2 < 0, tanto logz como z son f'(z) = 10824108 2) [z 1 +1og 2 +log z]
ﬁ: positivos, y el signo menos al frente, junto con el hecho de que log z — 2 es negativo, z
g“ llnacen que f"(z) sea positivo. Por lo tanto, la grifica se dobla hacia arriba para v =2°2°(1+log 2 + log 7).
<z<e".
Si 0 < z < 1, entonces f"(z) < 0, pues = es positivo, logz es negativo, Como 27z” > 0 para todo z > 0, obtenemos

logz — 2 es negativo, y el signo menos al frente combinado con los otros signos,
hace que f”(z) sea negativo. Por lo tanto, la grifica se dobla hacia abajo para
0<z<l1. e <> logz > —1-log2
18. Sea f(z) = z° = *!°5%. Entonces :

fl(z)= e’l°-"'(z . -i— +log :l:) = e"1°87(1 4+ log z).

fl(z)>0 <= 1+4log2+4logz >0

e— z> e—l—log2

y e 171082 = g=lg—log2 _ 1/2e, como habia que mostrar.
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IX, §1, p. 260

+ —(cos 2z)/2 2.

sen 3z

3 3. log(z + 1),z > -1 4. log(z +2),z > -2

IX, §3, p. 264

1.

IX,

1.

2.

3.

156 2. 2 3.2 4. log2 5. log3 6. 2 7. e—1
21y

§4, p. $74

(@ Ui=33-1)+42-3)
L=1G-1+50-3)

B =G -D+FEG-5+42-3)
L’—l(é N+EE-H+2e-3)

© Ui=8G-D+iG-D+HE-H+42-D
=1G-D+%3G-H+i¢-p+He-D

@ o=y [(1+5)2+(1+%)2+--'+(1+;)2]
B ORI

@ Ui=1G-1D)+3@-+3:G6-2+36-3)
R=3G-1+3C-H+2G-2+306-1)

(b) UF =1(3 —l)+ F-D+:6-H+EE-D+3G-D
+3(5 -

L3—1(1—1)+§(='= HHIE-DHIG-H+IE-DIE-3

(@ BF=1G3-D+:G-D+:i(G-D+3¢ -1
+8( 8)+ (10 %)+14_0(141 10)+ 11(12 T1)

B=tG-H+3E-D+3E-H+tG -1

+§(4rg)+1o(w 9)‘1'11("__)"'12(12 _)
@ Uf=§_1+(lj—%)+..-+(_171@]

+[%+_n+l+ R

R [ e | R e

(@ BB=3G-0+10-H+2E-1D+22-3)
[=0( -0 +301-3)+1G -1 +32-3)

B B=3G-0+3G-HN+1G-D+3GE -1
+H(E -5 +2A5-3)

)
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F-0+1G-H+3G-DH1-1)
[]
3—3)

© U=1G-0+iG-D+iG-H+10-9)

+2(8-1)+2 --—)+’(-—-)+2(2--)
L’=0(;—0)+ iG-D+H3G-H+30-
HE-D+HIG-D+3G-D+ie-D
(d) Uo=— + +- +—] L’-1[0+ +- +2"_1]
n
4. () B=1G3-0+11-1)+¢ -1 +42-3)

B=0-0+30-H+1E-n+3e-3)

() U=3G-0+3G-H+10-2)+ (4 -1)
+25 5 4)+4(2__)

B=0}-0+3G-D+40-D+1-1)
16(-——)+"’5(2— 3)

© U°=E 3—0)+4(——’)+16(4 2)+1(1_%)
+HRE-D+HIG- D+ EE-D+ae-D)
L=0i-0+4G-D+1iG- D+ Ea-5
HE-)+BG- DHIG-H+Re-D

i

@ =4[ (@) e (2]

e dfede (23]
5. Uf:% 1+(1:%)+...+(1+'1‘ 1)
=[%+n11+" +2n—-l
L%=i[(1;%)+(1;2)+ D
m
=[nil+n-li-2+m+% ‘

R55
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6. El 4rea bajo la curvay = 1/z entre 2 = 1y z = 2 es log2 —logl = log2.
Determinar que esta drea es menor que una suma Superior y mayor que una suma
inferior, y usar el ejercicio 5 para obtener las desigua.ldades deseadas.

7. Ul =[log2 +log3 + -+ log n] = log n!

L} =[logl +log2+ --- +log(n — 1)] = log(n — 1)!

X, §1, p. 283

1. £ 2. 03.0 4.0
5. (b) y(c) Sea f(z) = z~1/2 | y sea la particién P = {1,2,3,...,n} para el intervalo

[1,n]. Después comparar la integral

[ rie=2z
1 1

con las sumas superior e inferior.

6. (2) Usar f(z) =2* y P ={0,2,...,n}, con el intervalo [0,n]. La suma inferior
pudo haber comenzado con 0, pero este 0 se pudo omitir porque 0 + A = A para
todos los numeros A.

(b) Sea f(z) = :c P intervalo [0, 7], particién P = {0,...,n}.
(c) Sea f(z) = z'/*, intervalo [0, n], particién P = {0,...,n}.

i
Ll
‘:-;"

= 2(\/_—1)

7. (d) Usar f(z) = 1/z* sobre el intervalo [1,n] con la particién {1,...,n} que consta
de los enteros positivos de 1 a n. Entonces

/1 "=

Al comparar con la suma inferior y superior se obtiene

1 1 1 1 1 1 -~
2—4+§;+---+n—455 33_1-}- +-- +-(————i-);.
1
8. Sea f(z) = 1_:22. Entonces j: f(z)dz = arctanz| = =x/4. En el intervalo
0

[0,1], usar la particién P = {0, 12 . Z‘-} . Dibujar la figura.

3
9. Sea f(z) = z*. Entonces j; f(z)dz = ?' =1/3. En el intervalo [0,1], usar la
particién P = {0,1/n,...,n/n}. Dibujar la figura.
10. fl logzdz = (zlogz — z) 1 =nlogn—n+1.
La suma inferior es log1 +log2 + -+ +log(n — 1) =log(n — 1)! y
eauma inferior = (n _ 1)! porque elo;u = u.

Por otro lado,

enlog n—n+1 nlogn -n_1 -n

=e e =n"e"e.
Como suma inferior < integral, obtenemos €*"™* inferior ¢ gintegral ' de modo que

(n—1) < n" "e.
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15. v/2—1. En este problema la grifica es como sigue.

COS X
senx

INER
SRS

El primer punto de interseccién es cuando z = /4. Por lo tanto, el irea entre las
curvas es

/4
/ (cosz — senz)dz.
0

16. 9/2 17. %-% 18. 0 19. #°/2—-2 20. 4 21. 4 22. 1 23. 4
24. —n° 25. 4 26. (a) 14 (b) 14 (c) 2n

X, §4, p. 304

1. Si, V2 2. No
3. Si, #/2. Tenemos

B B
—_ dz = arctanz| = arctan B — arctan0
o 1+=z : o

= arctan B.

Cuando B — o0, arctan B — w/2. Recordar la grifica del arctan z, que es como
sigue.

N

N

4. No. Sea 0 < b< 5. Entonces .

b b
1
/ 5 dr = —log(5 — z)| = —[log(5 — b) — log 5]
0 -z 0

=log 5 — log(5 — b).
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Cuando b tiende a 5, 5—b tiende a 0 y log(5 — b) se vuelve negativo grande. Por
lo tanto, la integral de 0 a 5 no existe.

5. Sea 2 < e < 3. Entonces

3 3
/ z12dz=log(z—2) =log1 —log(a — 2)

= —log(a — 2).

Cuando ¢ — 2, log(a — 2) — —o0, de modo que —log(a — 2) — oo y no existe la
integral de 2 a 3.

6. No

7. Aqui tenemos 0 < z < 2. Recordar que tenemos la integral indefinida

/idz:log(—a:) y z<0.

Por lo tanto, si £ < 2, entonces

1
/z_zdz—log(‘z—z).

Se puede verificar esto mediante la regla de la cadena, diferenciando el lado derecho.
No olvidar el —1. Nétese que, cuando = < 2, entonces 2 — z > 0. El log no estd
definido en nimeros negativos. Ahora se puede hallar la integral definida para
0 < a < 2. Tenemos

‘1
/0 z_zd:z:log(Z—z)

El lado derecho tiende a —oco cuando a — 2, de modo que la integral
2 a
1
dz = lim ! dz
o T—2 a=2 J, T —2
8. La integral impropia no existe. Sea 2 < ¢ < 3. Entonces

3—1— T = z-2)"2dr = —(z —2)?
/c(z_2)2d _[( 2) “dz = —(z—-2)

1
——[1_0—2 ’

Cuando ¢ — 2, el cociente 1/(c — 2) se vuelve arbitrariamente grande.

=log(2 — a) —log 2.
o

no existe.

3

c

9. No existe.

10. Existe. Sea 1 < ¢ < 4. Entonces

/4(1: - 1) dg = 3(z - 1)?| =3[3'° — (c- 1)/}

c

11.

12.

13.

14.
15.
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Cuando ¢ — 1, (c—1)'/* - 0, y asf

4

lin}/ (g -1)"Pds =3.3'3,

o
(4

La integral existe para s < 1. Sea 0 < ¢ < 1. Entonces, para s # 1, obtenemos

1 1 al—a

T1-s 1-s

a
Si s <1, entonces 1 —s >0y a'~* tiende a 0 cuando a tiende a 0. Por lo tanto,

el limite del lado derecho cuando a — 0 existe y es igual a 1/(1 — s). Por el otro

lade, si s > 1, entonces

1-s 1
a = ——,
as—1

y s—1>0, de modo que a*~! — 0 cuando @ — 0,y 1/a*~! — o0, de modo que
la integral de 0 a 1 no existe. Cuando s =1,

1
1
/a‘ -z—d:c—log:c

Cuando a — 0, loga — —o0, de manera que la integral no existe.
La integral -[100 z~°dz existe para s > 1 y no existe para s < 1. Evaluar

B —s+1
/ z7%dz = B -1
1

1-3 1-3s’

1
=logl —loga = —loga.

a

Si s > 1, entonces escribimos B~**! =1/B*~! y s—1 > 0, de modo que 1/B*~! —
0 cuando B — co. El limite de la integral existe y es ignal a 1/(s—1). Si s <1,
entonces B~°*! = B'~* se vuelve arbitrariamente grande cuando B se vuelve
grande.

Si. Sea B > 1. Entonces

B
/ e *dr=—e""
1

Cuando B se vuelve grande, 1/e? tiende a 0, y la integral de 1 a B tiende a 1/e.
Existe.

No existe.

—1le728 4 %e—’. Si, %e"‘.

o 11
= —[e~B — _l=—_—_
1 - [e < e eB

XI, §1, p. 304

1.

5.

7.

13.
16.

e’ /2 2. l—%e"i 3. 1(1+2°%)? 4. (logz)?/2
(log z)~™*

1 sin#1,ylog(logz) si n=1. 6. log(z®> +z +1)
-n

2 3
z —log(z +1) 8. fr;_z 9. §er; £ 10. 0 11. 2 12. —arctan(cos z)

5
s(arctanz)® 14. 2/15. Sea u =1-12. 15. —}cos(r?/2) +

(a) —(cos2z)/2 (b) (sen2z)/2 (c) —(cos3z)/3 (d) (sen3z)/3 (d) e**/4
(f) €2/5 (g) —e™>7/5 17. —2e™® 1.5, 1 18. -1~ 41 51 1
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XI, §1, Ejercicios suplementarios, p. 305

5 ~sen® z -1 -1
1. }log(z* +2) 3. s \/ 7. 5327 1 3) 9. Feen? 2

1 [ut?/s 25 — cos 3z .
. = j—— = 13, —— 15. -
[17/5 12/5 donde u =z% +1. 3 cose

W2 2 T T

. 123, 222 55 T g7 T

17. log(logz) 19. log(e” +1) 21. ; 23. : 3 25 2 27 72
29. e-—l
e

XI, §2, p. 308
1. zarcsenz + /1 — 22. Sea
U = aICsen z, dv =dz,

du—;dz v=z
Vi ’

Entonces

arcsen zdzx = udu—zarcsen:c—/;dz
B B Vi—z2

Ahora la integral / \/l_—zdz se puede hacer por sustlt&)n, al hacer

u=1-22y du = —2zdz; asi,

z -1 -1/2
—_—dp = — du.
,/\/1——22'1’: 2 /u u

2. zarctanz — }log(z? +1). Sea u = arctanz.
2z
3. —3(25en 3z —3cos3z). Sea I = /e"sen 3zdz. Sea
u = 2%, dv = sen 3z dz,
du = 2¢*" dz, = —}cos3z.
Entonces

I= —§e2'c0s32+ %/ezzcoslizdz.

Aplicar el mismo procedimiento a esta segunda integral, con

u=e’®, dv = cos 3z dz,
du = 2¢%° dz, v= %sen 3z.
Entonces
I'=—}e*®cos3z + 2[Le*" sen 3z — 1]

1
3
= —%e" cos 3z + %e" sen 3z — ;—I.
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Asi vemos que I aparece en el lado derecho con algiin factor constante Podemos
despejar I para obtener

BI=2e"sen3s — 1 16%” cos 3z.

Multiplicar por 9 y dividir entre 13 para obtener la respuesta.
4. Le*"sen2z - se'“ cos 2z

5. z(logz)? — 2zlogz + 2z. Sea u = (log z)?, de modo que du = 2(log z) dz. Sea
dv =dz, v ==z. Entonces

/(log z)? dz = z(log z)* - / % log zdz.
&
Entonces z/z =1, y nos vemos reducidos a f logzdz =zlogz —z.
6. (logz)®z — 3f(log z)2dz 7. z%e® — 2ze® + 2¢°
8. —z%" —2ze™°* —2¢" 9. —zcosz+senz 10. zsenz + cosz

11. —-a:’cosz+2fzcoszdz 12. =z senz—Zfzsenzdz
13. 1[z*senz® + cosz?]. Escribir

I=/z3 cosz? dg = /zz(cosz2):c dz = %/zz(coszz)%‘ dz.

Primero hacer u = 22, du = 2z dz y, por medio de sustitucién, obtener

= %/ucosudu.

Despues usar integracién por partes.
(1 2)3/2 2(1 2)5/2 1(1 52)7/2. Sea u=1—z2:

/zsy/l—zzd:v::/:i‘\/l—z%dz

=-3 fa-wrwra

= _% / (W'? = 26% 4 u*?) du

15. 1z°logz—1z°. Sean u =logz y dv = z? dz. Entonces du = (1/z)dz y v = 2%/3,

de modo que
/zzlogzdz= 1z%logz — %/zzdz.

2 . ..
17. (log z)z% -3 z*logz dz. Repetir el procedimiento para obtener la respuesta

g
16. (logz)j; T

completa.
2 2
18. —3z%e™® —1e™®" . Primero sea u = 2.
1 1
19 ¢ (7=51) + Hoglt ==*)
20. —4r
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21. —Be~® — ¢~P 4+ 1. Si, 1. Evaluar primero la integral indefinida f:::e"z dz por
partes. Sea
u=g, dv=e "dz,
-z

du = dz, v=—¢

Entonces la integral es igual a

/ze" de = —ze™" + /e" dr = —ze " —e"".

Poner ahora los limites de integracién:
B B
/ ze " dr = —ze” " -
)

—e€
Cuando B — o0, los dos términos con B tienden a 0, con lo cual se obtiene la

B *
=-Be P _[e7F 1)
o

1]

respuesta.
22. Si, 5/e 23. Si, 16/
1 1
24. —m + — g2’ Si, 1/log2. Sea u =logz. Cuando z = 2, v = log2. Cuando

z=B,u —logB. Entonces
B 1 log B 2
e g = v~ du.
/2 z(logz)? ‘L c2
25. Si, 1/3(log 3)°

26. 2log2 — 2. La integral indefinida es zlogz — z. Sea 0 < a < 2. Entonces

2

2
/ logzdz = zlogz — z| =2log2—2— (aloga —a).

a

Cuando a — 0, sabemos del capitulo VIII, seccién §5, ejercicio 14, que aloga
tiende a 0. Por lo tanto, aloge — a tiende a 0 cuando a tiende a 0, lo cual da la
respuesta.

X1, §2, Ejercicios suplementarios, p. 309

1. 3(z?arctans + arctanz — z). Usar u = arctanz y dv = zdz. Usar también el

truco 2
T _ zc+1-1 _
/z2+ldz—/ pean dz = /ldz /

2. (a) Si I es la integral, entonces

I =z+/1—-122+arcsenz — 1,

de modo que 21 = z+/1 — z2 +arcsen z, y al dividir entre 2 se obtiene la respuesta.
(b) Al integrar por partes la integral se reduce a (a): u = arcsenz, dv = zdz.
Usar un truco como en el ejercicio 1.
s

3. 1(22®arccosz — arccos z — zv/1 — z2) 5. 1—% 7.5 % %
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10.
1 1
/ 1 -z2ds = / 22(1 — %)%z ds.
() o
Sea u =1— 22, du = —2zds. Cuando =0, u=1 ycuando z =1, u = 0.
Entonces

1 1 [ e
/ 2?(1-2%) P dz = —/ (1-wu!?du== / 6% — v*/?) du
o 2 J 2/

-1 [us/z us/z] °

32 7 52|,
-p-G-3]-2

11. —2¢~V*(23/? 4 3z + 62!/ + 6). Primero sea z = u?. Entonces

/ze"ﬂ dz = /uze"‘Zu du =2 /use-" du.

13. Sean u = (logz)" y dv=dz.

14. Sean v = z" y dv = €” dz.

15. Sean u = (logz)" y dv = 2™ dz. Entonces

du = n(log z)"_li dz y v=z"t/(m+1).

Primero hallamos por partes la integral indefinida con u = z™ y dv =e* dz, de

modo que
/z"e” dz = —z"e™ " +n /:w:"'le-z dz.

Entonces tenemos la integral definida

B B
/ "¢~ "dr = —B"e" % + n/ " e ds.
0 0

Al tomar el limite cuando B — oo y usar que B"e~F — 0, hallamos:

(e 3) o0
/ e "dr = n/ " le"% dz.
0 )

Sea I = ]:Q z"e"*dzx. Esta iltima desigualdad se puede reescribir en la forma

16

In = nIn_1.

Asi hemos reducido la evaluacién de la integral al paso siguiente. Por ejemplo,
Iio =101y; Iy = 913 I3 = 81, y asi sucesivamente. Al continuar de esta manera,

en n pasos se obtiene
o0
I, =nll, = n!/ e *dr,
o
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donde n! = n(n —1)(n —2)---3.2-1 es el producto de los primeros n enteros.
Esta integral final se evalia ficilmente, a saber,

oo B B
e *dz = lim e *dzr= lim —e™"
o B— oo o B=oo °

= lim -[e"P-1]=1.

B—.oo

XI, §3, p. 316

1. —%senazcosz—%senzcosz+%z 2. :‘;coszzsenz+§senz

3 5
3. MTE—E%—’:- 4. 3r 5. 87 6. 7ab (si a,b>0) 7. 7xr°
8. (a) —2v2cos8/2 (b) 2v/2send/2 13. —logcosz 14. arcseng

1 arcsen I%z . Sea z = au/b,

15. a.rcsenis- 16. % arcsen(v2z) 17. 3

dz = (a/b) du.
18. (a) co = an = 0 para todo n, b, = —(2/n)cosn~.
(b) co = 7?/3,a, = —(4/n%) cosnx,b, = 0 para todo n.
(c) co=%/2,8n =2(cosnx —1)/7xn?,b, = 0 para todo n.
19. (b) todo an y co =0

X1, §3, Ejercicios suplementarios, p. 318
2

1. logsenz — sex; z

2. Escribir tan? z =tan?z 4+ 1 — 1 y nétese que dtanz/dz = tan®z + 1.
z = = r r x

3. —cose® 4. Sea z =2u,dz =2du 5. 2 7. n 9. 16

11. larcsenz — }z(1-22°)V1-2% 13. er- 14. —arcsenz — i\/l — z2

15. —16u'/? + 14/? donde u =16 — z?
16. Sea u =1+ z. Entonces

z° dz _1 u—ld 1[ud? /2
/\/l+z2 /\/1+z7 / Wi T3 TR
Para el resto de los ejercicios se pone 7 = senf o z = asend, dz = acosfdf.

Damos las respuestas pero resolvemos por completo el ejercicio 19.

- VaZ — 22
17. —‘-l-l-log [a+ 2 z] 18. —a.z'csen(:n:/a)——a:\/a’—:c2
—aZ — g2 _1_log a++a? —z2?
z

24272 2a®
z =asend. El principio es el mismo. Hagdmoslo como de costumbre,

19. . Podemos escoger entre hacer £ = acosf o

z =asend, dz=acostdo.
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Entonces
1 1 1 1
—_—dr = _— = | —
/ N / a® sen? 6(a cos §) @ cos §df a® / sen® § ds.
Es complicada, pero mostramos aqui c6mo hacerla. Recordar que, para integrar

potencias positivas del seno, usamos integracién por partes. Usamos aqui un método
similar. Sea

== [ Ll g [ L 2
_‘/sen"’fida—'/‘senOSenzodo_/senemC 8.

En analogia con la tangente, tenemos
dcot 8

a2
2 = ¢ 9,
de modo que hacemos
v = dv = csc? 0o,
sen 6
du =———12—cos0d0 v = —coté.
sen? §
Entonces
cot 8 cos? 9 cos § 1—sen%d
“send / sen? @ db = “sen28 sen3 6 dé,
de modo que
cos 6
I= —_—
Tsen28 / dé,
de donde 1 p
cos
I= 2 [— Py log(csc 8 + cot 0)] .

Se puede dejar la respuesta en términos de 8, que es como suele hacerse. Pero si se
quiere la respuesta en términos de z, entonces usar:

sen0=§, cos @ =\/1—sen29=l\/a2—z"’,
: a
VaZ — 2
cscl = 1 = -a~, cotd = cosd = y& -z .
senf =z sen 6 z

20. _alz cot#, donde z = asenb, dd = acosb db.

1+Vita? '
21. V1—-2z%2—log (%) . El método es el mismo que en el ejercicio 19.

22. Sea z = at, dz = adt y reducir al ejercicio 14.

T z
23. ——=——= — arcsen —
a? — g2 a
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XI, §4, p. 329

1. —1log(z — 1) + ¥ log(z +7)

2. 1 _
2(z2 -
du =2z dz

3. (a) Lflog(z —3) —log(z +2)] (b) log(z + 1) —log(z + 2)

4. —1log(z +1) + 2log(z + 2) — £ log(z + 3)

5. 2log—log(z +1) 6. log(z+1)+ 1

) No usar aqui fracciones parciales; usar la sustitucién v = z2 — 3 y

z+1
7. — 1 2) —
log(z + 1) + log(z +2) 2+]
- —_— 41
8. log(z 1) +log(z — 2) 9. 2( 751 + jarctanz
z 3 z
10. (a) 4(1:2_{_1)2 + = 8(z2+1) g arctane
-1 T 1
11. $2+1—3[2(x2+1)+-2-arctanz]
1 -1 1 T 1 T 1 T 1 T
- = 213, = — arctan —
12 2:::2+9+181:2+9+ gerctany 13- o e T aeen g
110, EHD? 1
14. ¢log e + 2arctan$ Factorizacién:
2 —1=(-1)(2+z4+1) y z'—1=(z+1)(z—1)(z* +1).
15. G =—{5%,C = —55,Cs = =133, Cs = — 133, Cs = 155

16. (a) Sea z =bt,dz =bdt (b) Sea z +a = bt,dz =bdt.
17. (a) —arctanz + % “i) (b) }log(s? — 1) — log(? + 1)]
18. (a) 3log(z —1) — tlog(z® +z +1)
2
ljog—2 L 2241
(b) 3log ey arctan 7
19. —log(z —1) + log(:::2 +z+1)

XI, §5, p. 334

1. 2¢/1+e* —log(v1+e®+1)+log(v/1T+e*—1) 2. z—log(l+e€”)

3. arctan(e®) 4. —log(v/1+ ez +1)+log(v/1+e* —

5. Sea y = f(z) = }(e” — e~*) = senh z. Entonces

f'(z) = (" + e™%) = cosh z.

Pero coshz > 0 para todo z, de modo que f es estrictamente creciente para todo
z. Si z es negativo grande, entonces e” es pequefio y e™” es positivo grande, de
modo que f(z) es positivo grande. Si z es positivo grande, entonces e” es positivo
grande, y e~* es pequeiio. Por lo tanto,

f(z) = o© cuando z — oo,

f(z) = —c0  cuando z — —o0.
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Por el teorema del valor intermedio, los valores de f(z) estén formados por todos
los niimeros. Por lo tanto, la funcién inversa z = g(y) estd definida para todos los
nimeros y. Tenemos

d4)= = ——= - =—
f'(z)  coshz Vsenh®z +1 2 +1

Grificade
f(x)= %(f‘ — e %) =senh x

6. Sea y = f(z) = (e” +€™*) = cosh z. Entonces
f'(z) = (" — e™%) = senh z.
Si z >0, entonces e >1y 0<e™® <1, de modo que f'(z) >0 para todo z > 0.
Por lo tanto, f es estrictamente creciente, y la funcién inversa
z = g(y) = arccosh y
existe. Tenemos f(0) = 1. Cuando z — o0, € — oo y.e~® — 0, de modo
que f(z) — co. Por consiguiente, los valores de f(z) estin formados por todos los
nimeros > 1 cuando z > 0, y asi, la funcién inversa g estd definida para todos los
nimeros > 1. Tenemos
1 1

! = 1 = = =
9= f'(z)  senhz Vcosh? z — 1 V-1 )

1 Graficade
f(x)=%( +e*)=coshx
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Por iltimo, sea u = ¢*. Entonces y = %(u +1/u). Multiplicar por 2u y resolver
la ecuacién cuadrédtica para obtener

e“=u=y+/y?-1 o =u=y—\/y2 -1

La grifica de f(z) = coshz para todos los nimeros z se dobla seglin se muestra
en la figura, y hay dos funciones inversas posibles, dependiendo de dénde miremos
en el intervalo

z<0 o z2>0.

z =log(y + Vy* - 1)
se tiene la funcién inversa para £ > 0, y al tomar
z =log(y — /9* — 1) '

se tiene la funcién inversa para z < 0. En efecto, suponer que tomamos la solucién
con’el signo menos. Entonces, por simple dlgebra, se puede ver que

y—-vVy?-1<1.

[Demostracidn: se debe verificar que y—1 < 1/y2 — 1. Como y > 1, basta verificar
que (y—1)? < y* —1, lo cual equivale a

v -2y+1<9° -1,

Al tomar

o y > 1, que es lo que se quiere.]

Asi, y — /9 —1<1, de donde
log(y — v/¥2 —1) < 0.

Para z > 0 se sigue que tenemos que usar la solucién de la ecuacién cuadratica
para u en términos de y con el signo mds, esto es

f=u=y+y?-1 y z=logly+y*-1).

2
T

I= | —=dz.

/\/::2+4 ?

Sea z = 2senht, dr = 2coshtdt. Entonces z2 + 4 = 4cosh? t. Por lo tanto,

2
I=/4senh t2coshtdt

2cosht
4 -
=4/senh2tdt=z/(e2‘—l+e 2t) dt
=1e¥ —2t—1e%.

8. log(z + Vz2 +1)

9. Sea

]_/it_l__dz
- z—vVz2+1 )
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Sea z =senht, dz = coshtdt. Entonces

cosh? ¢
I= / senh ¢ — cosh ¢ cosh ¢ dt

cosh® ¢
= t -t t -t dt
e’ —e e +e

2 2

S

—e—t

8

1 4t 2t -2t
-2 (e—+3e—+3t+"_—2>.

=-= /e'(eat +3e' +3e™" +e7)dt

Il

8\ 4 2

10. —3log(z + V2% = 1) + 2/zZ =1 (ver el ejercicio 11)

11. —1log(B++/B% -1)+ %B\/B2 — 1. La gréfica de la ecuacién z2 —y2 =1 es una
hipérbola como la que se muestra a continuacién.

Grifica de

y=.x*~1

La parte superior de la hipérbola en el primer cuadrante es la grafica de la funcién

y= sz_l’

con la rafz cuadrada positiva, y £ > 1. Por lo tanto, el 4rea bajo la grafica entre 1

y B es
B
Area:/ Vz?2 - 1dz.
1

Queremos hacer que la expresién bajo la raiz cuadrada sea un cuadrado perfecto.
. .4
Usamos la sustitucién

z=cosht y dz=senhtdt.



R70 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

i Entonces obtenemos una integral formada por potencias de e y e™* que es ficil
i de evaluar. Cambiar los limites de integracién de la manera explicada en el iltimo
- ejemplo de la seccién. Hacer v = e' y despejar © en la ecuacién cuadritica. Se
hallari la respuesta dada.
12. log(B+vB?+1+ BvV/B? +1
13. Sea y = acosh(z/a). Entonces

g-?-l- = asenh(z/a) - % = senh(z/a),
d’y 1 1
oz = cosh(z/a) - o= cosh(z/a)

V1 + senh?(z/a)
= \/1 + (dy/dz)?. f

14. Sea z =az, dz = adz, y se reduce al caso resuelto.

XII, §1, p. 341

2 4
T g T 2:-5°w 2
— - 4, — 4= 5, 227 6. - 7.
n 4 5 -{-4 5 3 x(e —2) e

8. 7[2(log2)® — 4log2 + 2]. Integrar por partes /(log z)?dz, u = (logz)?, du =

1. $xr° 2. ¢ 3.

|3,

—2—10—_g£, dv =dz
z

9. 167 10. (a) 1(5;—:3;)'&‘ 5"—2

/(1 1 1 1 , T
0 3(G-m)% w0 F(G-am)i i
2
k2. 2x(1 - Va),2n
LNV ;
13. 2435 % 5 14. Para todo ¢ > 1/2,x/(2c - 1)
15. Para todo ¢ < 1/2,x/(1 — 2¢)

11. La ecuacién de la recta es y = %x. El volumen es
x

XII, §1, Ejercicios suplementarios, p. 342
1. f(z)= R+ Va2 — 12 y g(z) = R — v/a? — z2. El volumen es
a a
V=x[ f(z)dz- 1r/ g(z)? dz
—-a —-a
que, después de un poco de igebra sencilla, resulta igual a

41rR/ Va2 —z2dz = 272 Ra®.

2. 20 5 120 4 2r 5. Z 6 X7 Toa tran o, 2

-10
3 14 4 )
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10. =f2(log2)®> —4log2+2] 11. = [f— g] 12. = (1 - %) ,x cuando B — oo

L 1 L
13. 3 (1 1— -B—a) '3 cuando B — oo 14. xlog B
15. =wlog e No hay limite cuando @ — 0. El volumen crece sin cota.

16. =« (% - 1) . No hay limite cuando a — 0. El volumen crece sin cota.

17. = ? — cos a + log(v/2 — 1) — log(csca — cot a)]

No hay limite cuando a — 0. El volumen crece sin cota.

XII, §2, p. 346

1. 67 2. a® (al usar simetria y valores de 6 tales que sen20 > 0, el problema se

reduce a [, "/? 42 sen 26 do)

3. a? 4. % 5. 3x/2 6. 3x/2 7. 9x/2 8. x/3

XII, §2, Ejercicios suplementarios, p. 346

3r 9 3r 3x 3¢§ 3r
1. 257 2. — 3. . — 5. — 6. — 7. e =
T2 3 T 4 o 5 5 7- 27+ \/_ 8. 3
T 9T 2 4 5
9. 7 10. & 1L 103 12. 102 13. % 14. # 15. =— 16. 10

XII, §3, p. 352

5 4425

21032 -1) 2. ¥5 log { ——=

27( ) 2 +log 1+ 5 .

142 Vit + 4\
3. Vet +1+42-v2+1 4. 217 +log [ L2 1=
o °g( ) s (23)
Vite-1 VZ-1
5. \/1+e2 411 V2 + 11
Tt \/1+_2+1 i

L (3132 -13%/%) 7. ¢ - ;
8. Resolvemos el ejercicio 8 por completo.

3/4 2
. -2z
longtud—/ ‘/I+(1__22) dz
/ Vi (1 = z?)?

/’ V1 =222 + 2% + 422
= dt
(1]

1-—22

= ‘/3/4 —\/(1-'-_ ﬂdt
0

1-2z2
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/3/4 l+z2
= T ds
o 11—z

/4 3/4 2
2 z° -1
_[ ]_z,dz+/o s

3/4 3/4
1/ 1 1
=2 = — ) dz - !
/o 2(l—z+l+z) o /o “

3/4 3
= —log(l-z)+log(1+z)[ - 1
0
= lo, 1+3/4 -3 =log7-3/4
T8 \1—s) TTE
1 1
9. i(e—;) 10. log(2 + V3)

XII, §4, p. 361
2. 2xr 3. V2(e’ —¢) 4. (a) 2 (b) 3 5. 2v/5+1og(v5 +2)

6. 4\/§+2log%'—: 7.2v3 8.5 9.8 10 4a 12. VZ(e® —e)

13. V2(e® —e®1) 14. (8%/2 —53/%) 15, ——“417((:"—‘:‘8) 16. 3%

4
‘ V1T 8+ 2v17 T
17_ 5 — — ] — 18. —_—— — . . /
V5 - +log . 4sen822\/§194202

21. 8 22. 7 23. 2V/3

XII, §5, p. 368

1. 127a?/5 2. %(10«10—1) 3. %"(26\/26—2\/5) 4. 47%a® 5. 4x%aR
6. %(17—¢17—1)

XII, §6, p. 371

10 180 T 1 T
1. 2k ; 200 -k . — . - = Z -
g/cm; cm—kg 2 sent kg/cm; - [cot 9 3¢ 9] cm — kg

1 1 c 99¢
3. ¢c|]——~—| 4.s; — 5. — i i
c [“ r] sf; o 200 donde c es la constante de proporcionalidad

6. 3x10° 7. —f—cm—kg
8. (a) —90CmM dina—cm (b) 9CmM dina—cm 9. ¢ 11

. . ’ . rl r2 214
10. 1500log 2 pulg —lib. Si A es el 4rea de la seccién transversal del cilindro y P(z)
es la presién, entonces
P(z) - Az = C = constante.
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Si a es la longitud del cilindro cuando el volumen es 75 pulg®, entonces
2a 2a 2a c
Trabajo = / Fuerzadz = / P(z)Adz = / < dz = Clog 2.

Pero, de los datos iniciales, C = 20-75 = 1,500. Esto da la respuesta.

XII, §7, p. 376

4 _
1. %(%——:—5) 2. 10 3. 10/log3

XIII, §1, p. 385

k(L
L (a) fP(2)= W

(b) FB(0) = (-1)*+!(k - 1)!
(c) Como (k —1)!/k! =1/k, obtenemos de (b)

PO k-1 (=
K k! - k

n f(k) 0
Paz)= 3 1000,
k=0
Esto prueba que, cuando f(z) =log(1 + ), €l n-ésimo polinomio de Taylor estd dado

por
M (_1)k+1
Py(z) = Z -(-—II%-—zk.

=0

2. Para f(z) = cosz, f(™(z) = f("**)(z). Usar esto y la férmula para P,(z) para
deducir P,(z) para la funcién f(z) =cosz.

XIII, §3, p. 395

2 zt

1. 1- 2 + g
2. | f(")(c)l <1 para todo n y todos los nimeros ¢, de modo que el estimado se sigue
del teorema 2.1.

3
3. 1—9—'—3}-+R,(0.1)=0.995+R4(0.1) 4. |Rs|< (0;,)

5. |Ry < 2107

1 -3
= =x107".
6x

6. Po(z) =z + 2. Sea f(z) = tanz. Primero hay que hallar todas las derivadas

f‘l)(z), f(z)(z), f(s)(z), f“)(z), y después f(l)(O),...,f(‘)(O). Después usar la
férmula general para el polinomio de Taylor

Py(z) = £(0) + FO(@) +--- + fu)(o)%_
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7. |Rs| < 10™* mediante estimados burdos
T *\_1 \/5 -3
8. (2) sen(E"' 180) =3t3 (180) +Ey|E| <10

* * 3 1 x

) °°S(E+m)‘;’§/_(ﬁ6)”7
* 2% 2 2 (2«

© *“(zhso)*;*g(m) E
© 2r 2 2 (27

@ °°S(Z+'1's_)"T:/_T(180)+E
x 2% 1 3 (2%

(@ sen (5 +155) =5+ (386) +
4 1

© e (5 + 305) = 3 =5 () + 5

Hagamos todos los pasos de la parte (e).

o _ 2T _ T, T
sen 32 —sen( +180) sen( +90) sen(a + k)

_sen%+ cosE)9 + Ra(h)
1 \/§1r
=3tz et (90)
Y 2 3.15
V[ (E)L (3151 S -
R’(so)ls(so) 25(90) S (35x107)75 <10
[y r w/?_» 1/«
o °°s(6+1so)‘j__2(1so)+E
T L.y 3 1/«
10. ““(3*%)‘7’:/2(%)“3
T T 1 3(
11. cos(§+m)—2§—"2';gis—)+E
senz _ T Ry
12. (a) p =1 TR de modo que
! senz 1
A dz=1- 7 3|+E' donde |E|<5 5
-1
(b) — (‘”) +E donde |B|< A

o
(c) Escribir senu =u — -3—'- + Rs(u), de modo que, para u = 12, obtenemos

sen z° = z° —-—+R5(z )-

Tenemos, para v >0,
5 10

u T
IRs(u)l < 57 = 5

1
/ senz’dr =
0

de donde

1
“rath

O =
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donde .
z10 1 _3
IE'S[) —5'!—d2 1. 5'<l() .
@ Lo +E |E] < ——
276 3' vy Bl o5
1]— ——
(e) 5.2 TRl 4,+1'3, y IIE|<13 o
1/2 _ 1/2 4 _ 22 | 2* _
13. / csz—1 dz =/ -5 +5+Re(z) -1 dz
o z ) z
1/2
: =/ (-f+£+5ﬁ£’—)) dz
2 4! z
L \ 1]
N
=7 + % +E
1]
a1 1
T 16 96 +E,
y 1/2
1 [ 1 2% 1
FE| < = Sdr = —— = -5
Flsg ) =% =&%| “wem

XIII, §4, p. 397

2 2 =t 1 1
Ll-stg-Gty—g RIS onGl 2D L
3. [Ri<e 10-2 (107%)* 2(10‘8) 1078

= R 12
—2 (10~ 2)3 2(10‘“) 10~°
4. IR 10 2(
|Rs| <e | |3, <= 3
—1 1 1
6. |Rr|<e”! o=
Bl < e I 7 5040 \
7. (a) |R4|<e"|4" 5—3- (b) |R4|<e3'4l <214
5. () Iml< 28 ) ry < oBL 5—5—
16'12 16
9. (a) |Rus < 2",’ usandoe<4(b) |R,6|< 162, usando e < 4
13 :
= 1 2 _\ (=2 22
10.e—-1+§ —+E 11 _Z x +Ey|E|_13'
1
12, (a) l+2 2'+m+ T 7,+E donde |E|<8 3l
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4
(b) Escribir e* =14 u+---+ 1;—. + Rs(u). Para u <0, tenemos e* <1,y, por

5
lo tanto, |Rs(u)] < I“S_! Ahora hacer u = —z?. Entonces
—z? gt % 48
e’ =1—z2+5—§+E+R5(—z2).
Integrar término a término la primera parte formada por potencias de z. Obtene-
mos . ‘
_, 1 1 1
/0 d=1-34rm gt th
y
1 2 1 zlo 1 _3
IEI S/ |R5(—z )ldﬂ: Sl Fdz 1. 5' < 10
(© 143+ o+ o + 5o + Togy 1L E, donde IEj < =°— < L 107,
5. 2' 9-4! " 11. 5' 13 6' 3

(d) e* = 1+u+R2(u) y hacemos u = z?. Para 0 < z < 0.1, hallamos e* < 2
(estimado generoso). Por lo tanto,

2
IRa(u)l < 2 = 2,

Tenemos e*” =1+ 22 + Rz(z?), y |Ra2(2?)| < z*. Por lo tanto,
. 0‘5

0.1 3 0.1
/ e’zdz=0.l+-(0'3;)+E, donde |E|5/ ztdz <
)

0

(e) 0.1—(3)10"° + E, donde |E] <1078,

XIII, §5, p. 403

(0.2)2 (0.2)°
2 3
(b) log0.9= —1log10/9 = —log (1 + 5)

1. (a) log1.2=0.2— + Ry, |Ri| <4107

—_|1_ ey =_1._1
- [9 Ol | R/ = -+ 2 - maye)
y|—Rs(1/9)| < 2 x 1072
2 3
(c) 1og 1.05 = 0.05 (0'05) v |Rs| < 5? .107°

\ (d) log 9/10 = —log 10/9 como en (b)
(e) log 24/25 = —log25/24 = —log (l + 574-)
-1 1
T 24 T 20242 Rs(1/24),
y |Rs(1/24)] < 1073,
(f) log26/25 = 0.04 + R2(1/25),|R2| < 8 x 10~*
2. (a) Transformamos el lado derecho hasta que sea igual al lado izquierdo.
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Tenemos

2412 /81
~Tlog 7 0t 2log 23 % S+ 3log I so =log ( 9 ) (25) (Eﬁ)

1o 2751(23 . 3)2(34)3
=8 T32)T5 (26)75°
it i

= 108 Tynagfigr

=log2.

——

El caso de log3 se hace de la misma manera. Nétese que cada fraccién 9/10, 24/25,
81/80 esti cerca de 1, y, por lo tanto, el valor del log esti muy bien aproximado por
unos cuantos términos de la férmula de Taylor. Por ejemplo,

9 1
logﬁ = —log109 = —log-(l + 6) .

Entonces

log (1 + ?1;-) = % - (1/29)2 + (1/39)3 - Q/f)A + (1/59)5 + Rs(1/9),

IRs(1/o)) < L 1 pge
Por lo tanto,
() Tiog 3 = A, + B,
donde Ey =T7Re(1/9) y ‘
’ |E1] = T|Re(1/9)] < 3.5 x 1078,

Observar el factor 7 que surge aqui.
A continuacién, tenemos

los% =log (l + %) = % 52 tos 253 + Ra(1/25)
= Az + Ry(1/25),
y
[Rs(1/25)] < Q/—Z—5£ <1078,
Por lo tanto,
2) —2log = = —2A; — 2R4(1/25) = —2A; + E,
donde

|E2] = |2Ra(1/25)] < 2 x 1078,

[ 28
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En tercer lugar tenemos

81 1 1 1
loga)- = log (1 + %) = % - -86-2- +R3(1/80)
= Az + R3(1/80),

3
|R3(1/80)| < Q/%L < 11—5 x 1076,

Por lo tanto,
(3) 3log 8—1 = 3As + Es,
80
donde
|Es| = 3| Rs(1/80)] < 733 x 107 < 2 x 10~°.
Podemos ahora colocar juntos los cdlculos de los tres términos y hallar:

1032=7Al—2A2+3A3+E, donde E=FE)+E;+ E3

|E| < |Er| + |E2| + |Es] <3.5x107% +2x107% +2 x 107°

<1075,

Esto concluye el cdlculo de log 2.

El cdlculo de log 3 es similar. En cada caso, notar que los factores 7, —2, 3 para
log2 y 11, —3, 5 para log3, se deben tomar en cuenta y contribuyen al término
de error.

XIII, §6, p. 406

1. Usar tanz =senz/cosz. Entonces

sen(z+y) _senzcosy+coszseny
cos(z +y) coszcosy—senzseny’

tan(z +y) =

Después dividir el numerador y el denominador entre cos z.cosy.

2. (a) Sean u=1/2 y v =1/3 en la férmula para arctan u + arctanv.

(b) Sean u=1/5 y v =1/8 en esta misma férmula.

(c) Tenemos que aplicar de manera repetida la férmula de la suma. Comenzamos
con

1 1 1 1/54+1/5
2arctan 5= arctan 5 + arctan 5= arctan 1= 1/25
= arctan é-
= 2
A continuacién,
7 7
arctan i + arctan l = arctan M = arctan 4—

17 7 1-5/84 79°
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A continuacién,

1 1 1 1/8+1/8
2a.rctan8 = arctan 3 + arctan 8= arctan 1—1/64
= arctan 18
- 63"
Y, finalmente,
1 1 1 47 16
2 arctan 3 + arctan ,-7- + 2arctan 3= arctan E + arctan 83
= arctan 47/79 +16/63

= arctan 1 = x/4.

Por la fé6rmula de Taylor tenemos

5 5 3\5 5
de modo que
1 8 8 /1\3
(1) 8 - arctan 55573 (g) + B,
donde

1 5. —4
E1_8R5(5) y |EII585(5) =T =10

En segundo lugar tenemos

1 1/1\3 1
wetan 7= 7 -3 (7) +% ()
de modo que
1 4 4 /1\3
2) 4-a.rcta,n;—-§—§(7) + Ez,
donde

5
E; =4R;s (;1{-) y |E2| < 4l (l) <2107

En tercer lugar tenemos

8 8
de modo que
1 8 /1\2
(3) 8-a,tctan§= —§ (g) +E3,
donde

1—47-16/79 - 63

R79
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Al sumar las tres expresiones hallamos, por el ejercicio 2(c), que

1r=8arctan-§-+4arcta,n%+8arctan%

8 8 /1\® 4 4/1\3 8 /1\3
=5-5(5) +7-3(3) +1-3(5) +&

E=FE1+E;+Es y |E|L|Ei|+|E)+|Es|< 1073,
4. arctan(1/5) + arctan(1/5) = arctan 5/12 usando v = v =1/5,
arctan(1/5) + arctan(5/12) = arctan(37/55) usando u =1/5 y v =5/12,
arctan(1/5) + arctan(37/55) = arctan(120/119).

Este tdltimo valor es igual a 4arctan(1/5). Entonces
4arctan(1/5) — arctan(1/239) + arctan(120/119) + arctan(—2/239).
Sea u =120/119 y v = —1/239 y usar aritmética para obtener arctanl.

donde

XIII, §7, p. 413

En las respuestas damos sélo un valor aproximado, excepto en un par de casos a fin de
ilustrar un estimado para el término de error. Pero el lector deberd incluir el término
de error en su traba_]o

1. (a) |R2| < < — 10"4 <107°. Usamos s =1/4 y

.
A

Ra(e) = g |-7| 0+ 07 el
Como (1+¢)~"/* < 1, obtenemos
IR(0.1)| € (0.1 <

(b) |Rz|<- 1072 (¢) uzz|g§5-1o-2 '

2. (a) |R3|<5 107* (b) |Rs| < —(o 8)75/%(0.2)° S5
(c) |Ra| £ 1—6 107

3. Estimar Ry(z) para (1 +1z)'/?
con s=1/3 es

310t <10,
st <

1 - <107

y —=0.1 <z <0.1. La expresién general para Rz

|R2(2)] =

de modo que el término (1 + ¢)~*/® = 1/(1 + ¢)*/* serd mayor cuando z = 0.1.
Ademds, |z|* es mayor cuando z = 0.1. Por lo tanto,

|Ra(z)] < 332(0.9) 7 (0.0°

1 5/3 —2
<z(=

5(5) o

1

9

10 11,
< =1 1 102
(9)10 729 <7 %1

(1/3)(12/3 -1) l (14 )|

4. (a) |Rz|< %
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(08)-32.102 < 1. 1
(0.8) 107 <} e
1

1

5 (=) 5(”3 125)+E ®) 5(1+§'§§""'_)+E

6.

(c)5(1+_._6__l. 62)+E 3

3 125 9 1252
En esta parte incluimos el estimado para el error. Escribimos

131=l25+6=125( + 125)

6 1/3
(1t 5s) -
6 1251 6 1 -4
<=2 (2 = )
R (125)I—3333 (125) <9 x 10

13 _ 16 1 6
(13177 =35 (1 +t3125 79 (125)2 +E,

de modo que
(131)!% =

Entonces

Por lo tanto,

donde ¢ 5
- o i - -4
|E|_|5R3(125)I59x]0 <107,
4
(d)6(1+3 63)+E‘
1 3 1 3 2
(a) 10(1_5.m_§.1002)+E (b) 10(1+5 W)J'E
1 5 1 52
(c) 10(1+§°m—§°1—6-0—2-)+E
3 1 3 1 3 3
(d)5(‘*5'53“5'252+§'§‘253)+E

Al escribir 28 =

1072 <1072 (b) |Rz| < %1072

R81

25 + 3 = 25(1 + 3/25) se puede aplicar el mismo método que

en los ejemplos, y E = 5R4(3/25), de modo que tenemos que estimar R4(3/25)

Tenemos:

11351 (3 1 . .
R‘( )|522224'( )Ss"m

de modo que |E| < (5/8) x 107, que est4 dentro de la precisién deseada.

XIII, §8, p. 416

1.0 2.1/4 3.2 4.05.16.1 7.18.19.1 10.2 11. 1%
12.
22.

31.
38.

2

0 13. -3 14.1 15. 1 16. 1 17. -1 18. —1 19. 2 20. } 21.
123 -1 24.125.126.027. -1 28,0 29. 1 30.1
-3 32. -1 33 (a) 0 (b) 0 (c) O 34.1 35. -1 36. 0 37. %

039. -1

1
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XIV, §2, p. 424
3. No 4. Si 5. No 6. No 7. No 8. Sf 9. S{

XIV, §3, p. 425

1. Si 2. Si 3. No 4. Si 5. No 6. Sif 7. No 8. Si 9. No
10. Si 11. No 12. Sf 13. No 14. Si 15. Si 16. Si 17. Si
18. Si

XIV, §4, p. 428
3. Sf 4. S{ 5. Sf 6. Si 7. Si 8. Sf 9. Si 10. Si

XIV, §5, p. 430

1. Si 2. Si 3. Si 4. Si 5. Si
6. Converge, pero no absolutamente 7. Si 8. No
9. Converge, pero no absolutamente 11. Converge, pero no absolutamente
12. Converge, pero no absolutamente
13. No converge; no converge absolutamente
14. No converge 15. Converge, pero no absolutamente
17. Converge, pero no absolutamente 18. Si
19. Converge, pero no absolutamente 20. Converge, pero no absolutamente

XIV, §6, p. 435
2. (a) 4/¢* (b) 2°5°¢*/3® 3. (a) 0 (b) c0 4.1 5.16.17.18. 1}

9.2 10..0 11. 1 12. 1 13. } 14. } 15. § 16. l 17. 27 18. 44-2- 19. 0

20. o0 21. 2 22. 3 23. 1 24. o0 25. 1 26. o© 27. 1 28. o0 29. ¢
30. o

Ap., §1, p. 444

1. (a) la mci es 2; no existe mcs. (b) la mci es 1; no existe mcs.
(c) no existe mci; no existe mcs.
2. (a) la mci es 0;1a mcs es ¥/5. (b) la mci es 0;la mcs es ¥/5. (c) la mci es
—2; la mcs es 2.

(d) no existe mci; la mcs es i

2

App., §2, p. 451

4. f(z) existe para todo z; f(z) =1, |z| 2.1; f(z)=0, |z] <1
5. (a) f1)=0,f(})=-1,f2)=1
(b) No existe B_lg f(z) (c) No existe zl_f.n:l f(z)

6. (2) (1) =0, f(2) = -1,(2) =1
(b) lim f(z) =1 () lim f(z)=1
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7.(a) 0 (b) 0 (c) 0 (d) 0 8. (a) 0 (b) 0 (c) 0

XV, §1, p. 466

A+ B A-B 3A —2B
1. (1,0) (3,-2) (6,-3) (2,-2)
2. | (-1,7) (-1,-1) (-3,9) (0,-8)
3. | (1,0,6) (3,-2,4) (6,-3,15) (2,-2,-2)
4. | (-2,1,-1) (0,-5,7) (-3,-6,9) | (2,-6,8)
5. (37,0,6) (-=,6,-8) (37,9,-3) (—4r,6,—14)
6. | (15+x1,3) | (15-x,-55) | (45,-6,12) | (-27,—6,2)

XV, §2, p. 469
1. No 2. Sf 3. No 4. Si 5. No 6. S{ 7. Si 8. No

™

XV, §3, p. 472

1. (a) 5 (b) 10 (c) 30 (d) 14 (e) x> +10 (f) 245

2. (a) =3 (b) 12 (c) 2 (d) —17 (e) 22* —16 (f) 157 —10
4. (b) ¥ (@)

XV, §4, p. 485

1. (a) V5 (b) V10 (c) V30 (d) V14 (¢) VI0+ =2 (f) V245

2. (a) V2 (b) 4 (c) V3 (d) V26 (e) V58 +4x2 (f) V10 + =2

3. (a) (- -3 () (0,3);(c) (-3,%3,%) @) (3-% %
()h”2¢%,3na)5%r;mm—)

4. (a) ("3)3') (b) (_' ) (c) (125r 115’;) (d) —%(—1,—2,3)

u,”wm 1) @ E=205,-2,4)
(a)‘/_‘é_()s‘/-()‘/—\/_()‘/—\/—()‘/_
60 I’ ® Ao Ay e

7. Multipliquemos con producto punto la suma

aAi+-+c A =0

por A;. Hallamos
c1Ar1-Ai+-+ciAi - Ait - +erAr-Ai=0-A; =0,

E



‘R84 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

Como A; - A; =0 si j #1i, hallamos
ciAi-Ai=0.

Pero, por hipétesis, Ai-A; # 0. Por lo tanto, ¢; = 0, como habia que demostrar.
8. (a) |A+B|’+||[A-B|*=(A+B)-(A+B)+(A-B)-(A-B)
: =A’4+24-B+ BP+A*-24A.B+ B?
=2A% 4+ 2B = 2||A|]® + 2||B|?
9. ||[A - B|? = A -~ 2A. B + B? = || A|? - 2||A|| || B|| cos 8 + || BI|®

XV, §5, p. 489

1. (a) Sea A =\1 P, — P, = (—5,-2,3). La representacién paramétrica de la recta es
‘ D X(t) = P+ tA=(1,3,-1) + t(=5,-2,3).

i (b) (_1, 5, 3)+t(~lr—lr4)

‘{ 2. X =(1,1,-1)+1(3,0,—4) 3. X =(-1,5,2) +4(—4,9,1)

‘: 4. (a') (_%y4, 12_) ‘(b) (‘%: 15110)1 (—%) 13&)1) (C) (0’ 151’_§) (d) (—11 1.'>_9’ %)

5 5.P+§(Q—P)=&;—Q

XV, §6, p. 495

1. Los vectores normales (2,3) y (5,—5) no son perpendiculares porque su producto
punto 10 —15 = -5 noes 0.

\ 2. Los vectores normales son (—m,1) y (—m',1), y su producto punto es mm' + 1.
Los vectores son perpendiculares si, y sélo si, este producto punto es 0, lo cual es
equivalente a mm' = —1.

3.y=z+8 4. 4y=5z-7 6. (c)y (d)
7.(a) z—y+3z2=-1 (b) 3z+2y—42=2xr+26 (c) z—52=-33
8. (a) 2c+y+22=7 (b) T2 —8y—-92=-29 (c) y+2=1
9. (3,-9,-5), (1,5,—7) (Otros serin miltiplos de éstos.)
10. (-2,1,5) 11. (11,13,-7)
12. (a) X =(1,0,-1)+#(—2,1,5)
(b) X =(-10,-13,7) + (11,13, —7) o también (1,0,0) +¢(11,13,-7)

1 2o L @ -2
13. (a') -3 (b) _\/E () m (d) m
14. (a') (_4’ lzl’ %) (b) (%’ %‘5}1_'123') 15. (113:"'2)
8 13
17. (a) —2/v40 (b) (41/17,23/17) 18. (a) z+2y=3 (c) 6/V5
19. -12/7/6

XVI, §1, p. 506

1. (¢!, —sent,cost) 2. (2cos2t,—1- 1) 3. (—sent,cost)

1+¢
4. (—3sen3t,3cos3t) 6. B
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7. G?) + (%?) ,(=1,0) +1(~1,0), 0 y = V3z,y =0

8. (a) ezx+y+2:=€*+3 (b) z4+y=1
11 /(X - Q) - (X() - Q)

Si o es un valor de ¢ que minimiza la distancia, entonces también minimiza el

cuadrado de la distancia, que es ms ficil de trabajar porque no incluye el signo de
la raiz cuadrada. Sea f(t) el cuadrado de la distancia, de modo que

f=X®-Q7’=(X@t-Q-(X®)-Q)
En un minimo, la derivada debe ser 0, y la derivada es
fH=2X@t)-Q)-X'(t).

Por lo tanto, en un minimo tenemos (X (t0)— Q) -X'(to) =0, y entonces X(to)—Q
es perpendicular a X'(t), i.e. es perpendicular a la curva. Si X(t) = P +tA es
la representacién paramétrica de una recta, entonces X’(t) = A, de modo que
hallamos

(P+tA-Q)-A=0.
Al despejar to se obtiene (P —Q)- A+t A-A =0, de donde
Wo@=P) A
A-A
13. Diferenciar X'(t)? =constante para obtener

2X'(t)- X"(t) = 0.

14. Sea v(t) = ||X'(?)||. Para mostrar que v(t) es constante basta probar que v(t)? es
constante, y que v(t)> = X'(t)- X'(t). Para mostrar que una funcién es constante
basta probar que su derivada es 0, y tenemos

d 2 ! n
007 =2X'(8) - X"(2).

Por hipétesis, X'(t) es perpendicular a X"(t), de modo que el lado derecho es 0,
como se deseaba.

15. Al diferenciar la relacién X(t) - B = t, se obtiene
X'(t)-B=1,
de modo que || X'(¢)||||B||cosf = 1. Por lo tanto, || X’(t)|| = 1/||B|| cosd es cons-
tante. Asi, el cuadrado X'(t)? es constante. Al diferenciar se obtiene
2X'(t)- X"(t) =0,

de modo que X'(t)-X"(t) =0,y X'(t) es perpendicular a X"(t), segiin se deseaba.
16. (a) (0,1,7/8)+t(—4,0,1) (b) (1,2,1) +1(1,2,2)

(c) (e*,e7%,3v2) +1(3e%,—3e7%,3v2) (d) (1,1,1)+1%(1,3,4)
18. Sea X(t) = (¢',e*,1—¢~*) y Y(8) = (1 — 0,cos8,senf). Por lo tanto, las dos

curvas se intersecan cuando t =0 y 6 = 0. Ademids

X'(t)=(e",2¢**,e™") y Y'(8) =(—1,—sen¥,cosb),
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de modo que
X'(0)=(1,2,1) y Y'(0)=(-1,0,1).

El ingulo entre sus tangentes en el punto de interseccién es el dngulo entre X'(0)
y Y'(0), que es x/2, pues

X'(0)- Y'(0)
X @Iyl

19. (18,4,12) cuando ¢t = -3 y (2,0,4) cuando t=1.
Por definicién, un punto X(t) = (z(t),y(t), z(t)) estd en el plano si, y sélo si,

3z(t) — 14y(t) + 2(t) — 10 = 0.

coseno del dngulo = =0.

En el caso presente, eso significa que
3(26%) —14(1 - t) + 3+ *) —10 = 0.

Esta es una ecuacién cuadritica para t, que se debe resolver mediante la férmula
cuadritica. Se obtendrin los dos valores t = —3 o t = 1, los cuales se pueden
sustituir en la curva paramétrica (2t%,1— t,3 + t*) para obtener los dos puntos.
20. (a) Cada coordenada de X(t) tiene derivada igual a 0, de modo que cada coorde-
nada es constante, y asi X(¢) = A para alguna constante A.
(b) X(t) =tA+ B para vectores constantes A# O y B.
21. Sea E = (0,0,1) el vector unitario en la direccién del eje z. Entonces X'(t) =
(—asent,acost,b) y

X'()-E_ b
Xl va?+8"
23. Al diferenciar la relacién X(t) - B = e**, se obtiene

X'(t)- B =26 = | X'()] | Bl cos .

Tanto B como cos@ son constantes; dividir para obtener (a). Entonces || X'(?)|| =
2¢2 /|| B]| cos 8. Elevar esto al cuadrado y diferenciar. Se hallars

8ett

cos2 0’

cosf(t) =

X'(t)-X"(t)=
25. (a) Decir que B(t) esti sobre la superficie significa que las coordenadas de B(t)
satisfacen la ecuacién de la superficie, esto es
2(t)" =1+2(2)" - y(1)".
Diferenciar. Se obtiene
22(t)2"(t) = 22()="(2) — 20()y’ (1),
que, después de dividir entre 2, produce
™) 2(1)7' (1) = 2(1)2'(1) - Y (1)y'(¥),
Ahora
B(t)- B'(t) = z(t)z’(t) + 9(2)y' () + 2(2)2'(¥).
=2z(t)z'(t) por el (*)
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(b) Dado cualquier punto (z,y,2), la distancia de este punto al plano yz es preci-
samente |z|. De modo que, si z es positivo, la distancia es z mismo. Usamos
el criterio de la derivada: si z'(t) > 0 para todo t, entonces z es creciente.
Tenemos:

2()2'(t) = B®)- B'(t) por (2)
= IB@I I B'(#)l| cos 6(2).
Por hipétesis, cos8(t) es positivo, y las normas ||B(¢)||, ||B'(¢)|| son > 0, de
modo que, si z(t) > 0, al dividir entre 2z(t) se ve que z’(t) > 0, de donde z(%)
es creciente, como se queria demostrar.
26. (a) (1,1,2)+1(1,2,2) (b) z+2y+2z=1
27. Tenemos C'(t) = (—e‘sent + e cost,e’ cost+ e'sent). Sea 6 el dngulo entre C(t)
y C'(t) (el vector de posicién). Entonces
_C(M)-C(t)
ic@iie @i

y un poco de dlgebra mostrara que es independiente de ¢.

cosf =

XVI, §2, p. 510
1. V2 2. (a) 2VI3 (b) %Jﬁ
3. (a) S(VAI-1)+2 (1ogﬂ‘§) () e-1
2 4 5 e
4. (a) 8 (b) 4—2V2
b
La integral para la longitud es L(t) = / V2 - 2costdt. Usar la férmula

2 1 — cos2u
sen” u = —

con t = 2u.
2+2V2

5. (a) V5-v2+1
(a) + log 1+ ‘/5
La velocidad es || X'(t)|| = /1 + (1/t)?, de modo que la longitud es

2 vE 2
L=/ l\/1+t=dt=/ ———du
. y ¢ Vi ¥ -1
Vs 2 VB 3 ‘
=/ oo 21+1du=/ du+/ 21 du.
N u? -1 vz vz U -1

11 ( 11 )
w2—1" 2\u—-1 u+1)’
Estas iltimas integrales dan logs, con un niimero apropiado al frente.

(b) ~/2—6-w/1_0+%log (‘/%-1 ﬁ6+1) =~/2—6—~/1_0+los§(1+m)

Pero

V26+1 J10-1 1+/26
6. log(v2+1) 7.5/3 8. 8
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XVII, §1, p. 531

1

10.

2. \/
& Y
\\\\\ >0 c<0

=

O

s
“

=

Rectas

N\
/)

A

Circulos
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12. c<0
c>0
c<0
Hipérbolas
XVII, §2, p. 537
af oz af /oy af/0z
1. y z 1
2. 2zy° 5z2y* 0
3. y cos(zy) z cos(zy) —sen(z)
4. —ysen(zy) —zsen(zy) 0
5. yz cos(zyz) z2z cos(zyz) zy cos(zyz)
6. yze®¥*? zzeY*® zye™Y?
7. 2z sen(yz) 222 cos(y2) 22y cos(yz)
8. yz Tz zy
9. z+y z4+z T+y
y z '
10. cos(y — 3z) + —zsen(y — 32) + 3z sen(y — 32)
( 1—z2y? 1— 2242

11. (1) (2,1,1) (2) (64,80,0) (6) (6e%,3¢e, 2¢%) (8) (6,3,2) (9) (5,4,3)
12. (4) (0,0,0) (5) (#* cosw?, wcosa?, x cos x°)
(7) (2sen7?, 7 cosw?, xcos 7?)

v
13. (-1,-2,1) 14. % =yz¥! _38_27 =zYlogz

5v3
15. (—2¢ %cosn?, —me *senn?, —me~2) 16. (%,%,——2\/—-)

XVII, §3, p. 541 .

1. 2,-3 2. a,b 3. a,b, ¢
5. Seleccionar primero H = (h,0) = hE;. Entonces A- H = ha; si A = (a1,a2).
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Dividir ambos lados de la relacién XVIII, §2, p. 535
F(X + ) = f(X) = arh + |hlg(H) Plano Recta
i‘ entre h # 0 y tomar el limite para ver que a; = D; f(X). De manera andloga, usar _ _
i H = (0,h) = hE, para ver que a2 = D;f(z,y). El argumento es similar para tres (@) 6z +2y+32=49 X =(6,2,3) +1(12,4,6)
g variables. (b) T+y+2:=2 X=(1,1,0+11,1,2)
[ (<) 13z + 15y + 2 = —15 X = (2,-3,4) + (13,15, v1)
XVIIIL, §1, p. 530 (d) 6z — 2y + 152 = 22 X =(1,7,2) + t(—86,2, -—15)
d ) . (e) 4r+y+2=13 X =(2,1,4) +1(8,2,2)
1. E(P +tA) = A, de modo que esto se sigue directamente de la regla de la cadena. (0 2=0 X = (1,7/2,0) + (0,0, x/2 + 1)
| 2. (a) (3,0,1) (b) X = (log 3, 37” —3) +1(3,0,1)
2. 5. En efecto, C'(t) = (2t,—3t™*,1) y C’(1) = (2,—3,1). Hacer el producto punto (c) 3z+2z=3log3 -3
de esto con el grad f(1,1,1) dado, para obtener 5. 3. (a) X =(3,2,—-6)+1%2,-3,0) (b) X =(2,1,—2)+ ¢(—5,4,-3)
(©) X =(3,2,2) +1(2,3,0)
3. C'(0) = (0,1) 4. [|C(t) — Q]| y ver el ejexcicio 11 del capitulo II, seccién §1.
. =" 5. 6 8y—2=25 (b) 16 12y — 1252.= =75
Sea C'(0) = (a,8). Abora, grad /(C(0)) = (9.2) ¥ gradg(C(0) = (41), de & merarica e aeen
modo que, al usar la regla de la cadena en las funciones f y g, respectivamente, 7. (b) z4y+2:=2 8. 3z—y+6z=14
obtenemos p 9. (cos3)z + (cos3)y — z = 3cos3 —sen 3.
2= ‘.Ef(c(t)) =(9,2) - (a,b) = 9a + 25, 10. 3z + 5y +4z=18 11. (a) —\/15—7(5, 1,1) (b) 5z24+y+2—-6=
t=0
12. l‘; 13. (a) 0 (b) 6 14. 4ez + dey + dez = 12¢

=(4,1)-(a,b) = 4a +b. 312

d
= ﬁg(C(t)) t=0
Al resolver las ecuaciones simultineas se obtiene C'(0) = (0,1).

XVIII, §3, p. 540

* fﬁ; g:: i((iI)J)y.:a;:er t=0. ) 1. (a) ¢ (b) mix=+/10, min= —V/10
5. Contelflpla.ndo Ty y como constantes, hacer P = (z,y) y usar e! a;eiiercicio 4(a). 2. (a) m (b) £ (o) 24/145
7. g;spz: ;7«‘)}:‘:;;;_— y1 3?}352 1?‘*/’:02; ’ rse=h\al/l:::1;2r_es:jﬂa e 3. Creciente (__!)zii’ —%5) , decreciente (2\4—3—2, 3—?)
i (b;r?,; : (= + y22+ )iz’ 37{ = =+ y2y+ A 3s =jadivinen a qué? 4. (a) (2 - 27/4, 7 27/4 - 27/‘) (b) (1,2,-1,1)
o 5. (8 ~2/VE () VAT 6. (5,2,9.0%6 7. (13,2

8. %(2‘;—-5) 9. (a) 0 (b) —vVIiFan?

9. (a) 3f/0z = 3%y + 4z)cos£z3y +2z%)
) 10. Para cualquier vector unitario A, la funcién de ¢ dada por f(P + tA) tiene un

af/dy = z° cos(zy + 2z

(b) of/dz = —(6zy — 4) sen(3:1:2y —4z) mdximo en ¢t = 0 (para valores pequeiios de t), y, por lo tanto, su derivada es 0 en
df /8y = —3z% sen(3z%y — 4z) t = 0. Pero su derivada es grad f(P +tA)- A, que en t =0 es grad f(P)- A. Esto
9f/oz = 2zy af _ 2 +5 1 es cierto para todo A, de donde grad f(P) = O. (Por ejemplo, sea A cualquiera

(c) affoz = (z2y+5y)’ 0y z2y+5y y de los vectores unitarios comunes en las direcciones de los ejes coordenados.)

(d) 8f/oz =3(2zy+ 4)(z%y + 41:)-1/ 2 : Aunque el razonamiento anterior es el que funcionara en el problema 11, hay una
af /oy = %zz(zzy+4z)‘1/2 _ manera mas ficilde ver la afirmacién. Fijar todas las variables excepto una, y

ey

B
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digamos que z; es la variable. Sea
1 ) g(z) = f(z,az,...,an), donde P =(ai,...,an).

Entonces g es una funcién de una variable, que tiene un maximo en £ = a;. Por
lo tanto, g’(a1) =0 por el iltimo afio de cdlculo. Pero

g'(a1) = Dif(a1,...,an).

De manera andloga D;f(P) = 0_para todo ¢, como se afirmé.

XVIII, §4, p. 561

i] dg 8 d P
. é = ﬁ a—; = d_g ;‘ Rt'zemplazar z con y y 2. Elevar al cuadrado cada término
y sumar. Se puede factorizar
2 P A

pteta=t

T
2. (a) =X/r* (b) 2X (c) —=3X/r® (d) —2¢"" X (e) —X71?
(f) —4mX/r™*? (g) —(senr)X/r
3. F(t)> = (cost)?A® 4 2(cost)(sent)’B* =1
pues A2 = B% =1,yaque Ay B son vectores unitarios y, por hipétesis, A-B =0
Por lo tanto, ||F(t)]| =1, de modo que F(t) estd sobre la esfera de radio 1.

5 F(t) = (cost)A + (sent)B

A

4. Nétese que L(t) = (1—t)P+1tQ. Si L(t) =0 para algiin valor de ¢, entonces
7 (1 - t)P = —1Q.
Elevando al cuadrado ambos lados, usar P?> = Q2 =1 para obtener (1 —1)> = 2.

Se sigue que t = 1/2, de modo que %P = _TIQ, de donde P = -Q.

5. Por el ejercicio 4, L(t) 0 si 0 <t < 1. Entonces L(t)/||L(t)|| es un vec-
tor unitario, y esta expresién se compone de expresiones diferenciables, luego es
diferenciable. Mds ain, tenemos

Lo)=P y LO)=Q.

Asi, si hacemos C(t) = L(t)/||L(t)]|, entonces ||C(t)|| = 1 para todo ¢, y la curva
C(t) estd sobre la esfera. Ademais,

CO)=P y C(1)=Q.

10.
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Por lo tanto, C(t) es una curva sobre la esfera, que unea P y Q.
La figura se ve asi
C(1)

~7

Q

Sobre la esfera

seccién transversal

Nétese que C(t) es el vector unitario en la direccién de L(t).

. Suponer que P y Q son dos puntos sobre la esfera, pero que P = —Q. En este

caso no podemos aplicar el ejercicio 5, pero podemos aplicar el ejercicio 3. Sea
C(t) = (cost)P + (sent)A,

donde A es un vector unitario perpendicular a P. Entonces C(t)2 =1, de modo
que C(t) estd sobre la esfera, y tenemos

Cc(0)=P, C(x)=-P.

Asi, C(t) es una curva sobre la esfera, que une a P y a —P.

. Sea z =acosty y=bsent. .
. Sean P y Q dos puntos sobre la esfera de radio a. Basta probar que f(P) = f(Q).

Por los ejercicios 5 y 6, existe sobre la esfera una curva C(t) que une a P y Q,
esto es, C(t) estd definida en un intervalo, y hay dos niimeros t; y t, tales que
C(t1) = P y C(t2) = Q. En esos ejercicios lo hicimos sélo para la esfera de radio
1, pero se puede hacer para una esfera de radio arbitrario a al considerar aC(t),
en lugar de C(t) como se usé en el ejercicio 5 o 6. Ahora bien, basta probar que la
funcién f(C(t)) es constante (como funcién de t). Al tomar su derivada se obtiene,
por la regla de la cadena,

% F(C(1)) = grad £(C(1) - C' () = h(C(1)) C(t) - C'(1),

Pero C(t)? = a®, pues C(t) est4 sobre la esfera de radio a. Al diferenciar esto
respecto a ¢ se obtiene 2C(t) - C'(t) = 0, de modo que C(t) - C'(t) =0, lo cual se
sustituye arriba para ver que la derivada de f(C(t)) = 0. Por lo tanto, f(C(tl)) =

f(C(t2)), de modo que f(P) = f(Q).
grad f(X) = (9'(")%91(")%,9'(7);) = @X (digamos en ttes variables), y

g'(r)/r es un factor escalar de X, de modo que grad f(X) y X son paralelos.



R94 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

XVIII, §5, p. 548

k logr,1 k=2
1. klog||X|| 2. —— 3.
2r2 Gopr— £

Los ejercicios 1 y 2 son casos particulares del 3. Sea
1
fX)= :,-‘-X.

Tenemos que hallar una funcién g(r) tal que, si hacemos f(X) = g(r), entonces
F(X) = grad f(X). Esto significa que debemos resolver la ecuacién

!
—1;X= y_(_'ix,
r r

o, en otras palabras,
g(r)=r""

()= [rtan

que es una integral en una variable. Han de saber c6mo hallarla.

Entonces

Tabla de integrales

u
1. /udv:uv—/vdu 2. /a"du=—a—-+C, a#¥1l, a>0
Ina

3. /cosudu:senu+C 4. /senudu:—cosu+C

/(az+b)"d _(a_z(-_{-_:)l_;i_‘_c, n# -1

o

6. ;/(a:v:+b)_1 dr = %ln|az+b|+c
" 5™ raz+b
7. [ z(az +b)"dz = 42F [ ] -
/( )" dz a? n+2 n+l +0, n#-1,-2

-1 x b
8. /z(az+b) dz=;-—a—21n[az+b|+0
9. /z(az+b)"2dz=—l—[]n|az+b|+_b_]+C
a? az +b

dz 1 z
10. —_—=ln|—
/z(a:c+b) bln az+bl+c

n$2

Vazr +b dz
12 [ X" ds=2Vaz+b+b [ ———
/ z zv/az + b
2 az +b
13. —_ .
(a) /z i ta.n = +C,si b<o
s/az+ - b
————ln C,si b>0
) /zm \/m—_l_\/- + s1 >
14. /“”;'bdz: "“"" / +C
T a:\/az+
15‘/ dz =_\/Em__a_ dz +C
z2v/az + b bz 2b | z/az +0

dz 1 z
16. —_— -1z
/a2+z2 ata.n a+C
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TABLA DE INTEGRALES

T dzx z 1 12 i
. = —t hud / / ?
1 ~/(a,2+'.v:2)2 2a2(a2+1:2)+2a3 an a+C 37'/ xz—a2d;p=§- xz_az_%COSh_li-‘—C
a
dz 1 z+a
1. = |22 4o | s
/az_zz 2 —a 38. /(\/zz—aQ)"d:c=z( z? - a?)" /(\/zz—az)" 2de, n# -1

n+1 n+l

19 / dz __ _ T + 1 dz
© | @—2?2 " 2%(a? —2?) | 247 | @2 —3? 39. / dz _z(V/z? — a?)’>™"
e i / T
=senh™ 2 +C—1n|z+ Vet +z2|+C

/ 2 1 2 2 g2)\n+2
Ve 4 0. [o(/rmmayris= TS 10, a2
21. /\/a7+zzdz=-;-\/a2+12+%-senh—’§+C
2 2\. /a2 2 4
/12 a2+z2da:=x(a +228) atz —%senh—1§+c

20.

4
41. /zQ\/zz —a?2dz = §(2:r:2 —d®)\/z2 — a2 - Es—cosh—l Zic
a

S22 — a2
— 42. /—E—;Ldr=\/z2—a2—asec'l|£-‘+0
23. /—a—-*-—z—dz=\/a2+zz—asenh_ll%‘+C
z V12 — a2 2 _
43. /—z——z—i-d:czcosh'li—_z__az_*_c
/\/a2+z \/a2+$2+c, " z a T
T
44. =— —'1— ,/ — a2
z2 a? 1z 1Va?+z? /\/ —a2 COSh *t3 @ +C
\/——2__—_‘-_——;(11,‘:——2—88]1}1 ;+—-—2———+C
a T
2 2
26./_9__:_11““:‘____ val+22| o
zva? + z2 a T 46/ dz _Vz?—-a® C 47 dz -1 ({z—a
/ dz \/a?+z2+C 28. _/‘ dz -1Z.c ' ' 212 —a2  a’z + ’ \/Za:c—x2=sen ( a )+C
a a

22.

24. dz = senh™! z_
a

25.

—1

lee
a

et Elre o
—a a r

27. = = sen

z24/a? 4 z2 T T e’z 7 _ g2
2
2 48. 2a:c—z2dz=z———a 20z—z2+9—-sen_1 z—a +C
a2 — z2 z 24 % 1 Z / 2 2
29/ z2dz = 2 z+2sen a+C
— a)(/ '_2n
49, /(\/20:15—35"’"da:=(I a)(V2az — 2%) /2 — z2)""2
30. /22 a’—:czd:c=98—sen'1%—%z\/tﬂ—z?(az—2:2)+C ) n+1 n+1 (V2az —22)" " dz
2—-n
5— s 50. _ (z — a)(V2az — z?) (n—3) T
31. /—a—z—i—dz— a? — 12 n a_-{_—__:;__x__ +C /(\/2az—z2)" (n — 2)a? + (n—2)a? | (V2az — z2)"-2
2 _ r2 2 _ n2 51. — 2 =(I+a)(2z—3a)v2az-—:c2 ,as 1T—a
39, -z o en ' E_YEZT Lo /z 2az — z2dz 5 + 5 sen —4+cC
z? a z a
z? a? 1z 1 52 /—Wd = 2 -1Z—a
T dr=c——gen ' = - = 2 _ g2 . z=1+/2azx —z2+as
33. ot dz = 2 sen 2 zz\/a 224+ C z en +C

34. /——ix—-—=—lln
zva? — 2 a

dz z
36. — e —cosh™'=Z4+C=|z+12-a?|+C zdz 1T
/\/zz—:ﬂ a ! ! 54. Toay 7 —osen lzaa—\/Zaz—x2+C

a? — 2 dz Va? — z2
C . = - C V2azr — 12 - _
+C 35 /752\/‘12_I2 T 53. /_‘lzz_zdgw_z Z‘lz_z_s,m-: (”_a_“)+c
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55. / 2a—z i 2. /1+‘::naz=_%tm(?4£_%)+c
w\/Zaz—zz _
dz = -1- +C 57 cosazdz=lsenaz+0 73. —_J‘-’:—=ltm(£+ﬂ)+c
56. sen az z——acosaz . a ) 1 _—senaz & 2 2
z sen2az 2 z _ sen2az
58. | sen’azdz==>—-——+C 59. /cos atdz =+ ————+C dz - 2 -1 b— az 2
/ 2 4a 2 4a 74. bt ocosar — ol =9 tan s tan +C, ¥>
—sen””? -1 -
60. /sen"azdz: §en n:zcosaa: + ”n /sen" 2 azdzx 75 dz _ 1 1 ¢+ bcosaz + /2 — B2 senaz +C, B <
b+ccosar  av/c? — b+ ccosaz
cos"'arsenar K n-—1 n—2 d 1 d 1
61. | cos"azdz = + cos" " az dz , z 1. 9z z ~_1_.%
/ na n 76. /1+cosaz atall 2 +C . 1 —cosaz aCOt 2 +C
b -b ‘ 1 1
62. (a) /senazcosbzdz=—cozs((:Ib))z—co;((:_b))z+Cy a® £ 78. /zsenazdz:a—zsenax—-fcosaz+0 9. /zcosazdz:;—;cosaz+§senaz+0
_sen(a—b)z sen(a+bz ;2 .
(b) /senazsenbzdz— 2a—0)  2(a+b) ’ eV 80. /z"senazdz=—%—cosaz+%/z"'lcosazdz
sen(a —b)z  sen(a+b)z 5 , ;2 |
bz dz = + , b n
© /oosaa:cos v 2(a - b) 2(a +1b) * - 8l /z”cosazdz: %senaz—%/z"'l.senazdz
1
63. /senazcosazdz:—(&;?i+0 82. /tanazdz:—-;lnlcosaz|+0 83. /cotaa:da;:%lnlsenazl-}-C
1 1 .
n+1 84. tan’ ez dz = = tanaz —z 4+ C 85. /col;2 azxdz = —=cotaz —z+C
64. /sen"azcosazdz—s(ﬂw-kc n#-1 / a 2 z
' n _tan"'az n—2
45. :eo::; dz=%ln|senaz|+C 86. ]tan azdz—————a(n_l) /tan azdz, n#l
@ t"_l az
nt1 87. t"azdr = -2 _ [ cot" 2 azd
66. /cos”azsenazdz:—%—i)T+C n# -1 /co s as a(n-1) cot™"azdz, n#1
88. /secazdz:ilnlsecaz+ta.naz|+0 89. /cscazdz:—%lnlcscaz+cotaz|+C
67. Md:t::—-l-lnlcosa:c|+C‘
cosaz a 2 1 2 1
90. /sec az dz = - tanaz +C 91. /csc azdr = —=cotaz +C
" m sen"Yazcos™tlaz n-—-1 n—2 m e e
68. [ sen” az cos™ azxdz = — + sen™"* az cos™ az dz, -2
a(m +n) m+n aztanaz
92. [ sec” azds = > sec" 2azdr, n#1
n#—m  (Si n=—m, usar No. 86.) a(n -1) *a —1
-2
sen™t! az cos™ ! az n - _csc*?azcotaz  n—2 2
69. /sen" az cos™ azdz = a(m + ) + m+n sen” az cos™ 2 az dz, 93. [ csc"azdz a(n—1) + il A dz, n#1
' - =- 87.
m# —n (Si m = —n, usar No. 8T v 94. /sec"aztanazdz—m az+C n#0
dz = —2 tan™? _ct T8\ +c, > csc” az
70. b+csenazr  aB2 - 2 an b+c 4 2 ’ 95. /csc"azcotazdz:— +C, n#0
7 dz - -1 In ¢+ bsenaz + Vc? — b cosax +C, P < 96. /sen—l az dz = zsen=! az+l N az24+C
" J b+csenazr  ay/c? - b? b+ csenaz a
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97. /COS—I azdz = zcos 'az — %\/1 —a?z2 4 C

98. /tan"lazdz'::ctan az—z—ln(i+a 2z%)+C

n+1 a zn-{»l dz

-1 _z -1 -
99. /z"sen a:cdz_n+1sen az—”+l ﬁ—a’zz’ n#-1
" -1 _ zn+l 1 a n+l dz )
100. /a: cos azdz_n+1cos a:c+"+1 ek n #
N ™ » a " dz
- _-% -1
101. /z tan™ azdz n+1tan az e 1+a2£2, n#—
bdz
102. [e*de=ler 4 103, [6ode=22 4 b>0,b£1
a alnb

ar
104. /ze" dz = e—(az -1)+C 105. /z"e“ dz = Lgneos _ 2 /z”_le" dz
a? a a
njar "bee n n—1jaz
106. " de = ——— - —— [ "7 dz b>0,b#1
alnd alnd
az eaa‘
107. /c §enbzdz = m(csenbz —bcosbzr) + C
oz - ea:
108. /e cosbz dz = m(acosbz+bsenbz)+c
109. /lnazdz =zlnaz —z+4+C
" zn-l—l zn-H
110. /1‘ lnaxdz:mlnaz—m+0, n# -1
111. /z'llnazdz = -l-(lnaz)2+C 112. / dz =In|lnaz|+C
) 2 zlnaz

113. /senhaz dz = —l-coshaz+C 114. /cosh azdz = %senha:v +C
. a

senh 2azx

senh 2az T
4a

4a +C

115. /senhza:cdz= —%+C 116. /coshzazdz=

w|

n-1 -
117. | senh™ azdz = senh”” azcoshaz _n - ! /senh""2 ardz, n#0

na

cosh™ ! az senh az
ne

cosh” az dz = +2 ; ! /’cosh"'2 azdz, n#0

zsenh az dzr = scoshaz - al;senhaz-}-C

z cosh az dz = = senhaz — :—2coshaz+C
a

— — —, —

h—

121.

—
[
[V

— e e S S S S —,

123.

125.

127.

128.

129.

130.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

TABLA DE INTEGRALES T7

n
T n -
z" senh ar dz = — coshaz — — /z" ! coshaz dz
a a

n
T n _
z" cosh az dr = — senhaz — — /:c" ! senhaz dz
a a

tanhazdz = % In(coshaz) + C 124. /cot.h az ds = ‘—li In|senhaz|+ C

tanhza:cd:c=z—%ta.nhaz+c 126. /cothzazdz=z—lcothaz+C
a

n—1
tanh” azdz = — tanh™” az + /‘t:ml\"'2 azdz, n#1

(n-1)a

n—-1
%—Z—I +‘/‘coth"'2 azdz, n#1

coth” az dr = —

sechaz dr = %sen"l (tanhaz) +C

cschaz dz = % In

tanh% +C 131. /sech2 az dz = -‘l;tanh az +C

csch?azdz = -% cothaz + C

"24zrtanhaz n -2

sech n=1Da + p— /sech"_2 azdz, n#1

sech” az dz =

csch®%azcothaz n—2

hn dr = — - n—2
/csc az dz "-Ta n—l/CSCh azdz, n#1
/sech"a:cta.nhaz:d:r:-—sedl—az-}-c n#0
n csch” az
csch a:ccothazdz:———+C n#0
az __ff ebz e—bz 2
/e senh bz dz = 3 [_—a+b—a 5 +C, a* #V¥
az bz ~bzx
/e“coshbzdz: eT [ae-;-b + :——b] +C, a2 £
o0
/ " e *de =T(n) = (n—-1)!, n>0.
[
o0
/ —es dz--—\/— a>0
0
1-3-5. -1
/2 /2 -——2——# —, sl » es un entero par > 2,
/sen"zdz =/ cos"zdr = 4-6 2
o o 2-4-6---(n—1) . .
T' si n es un entero impar > 3
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