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Prefacio 

El objetivo de un primer curso de cálculo es enseñar a los estudiantes los con­
ceptos fundamentales de derivada e integral, y las técnicas básicas y aplicaciones 
relacionadas con ellas. Los alumnos muy inteligentes, con aptitudes obvias para 
las matemáticas, requerirán en seguida un curso sobre funciones de una variable 
real, más o menos como lo entiende un matemático profesional. Este libro no se 
dedica a ellos de manera especial (aunque espero que con él tendrán una buena 
introducción a temprana edad). 

No he escrito este curso en el estilo que hubiera usado para una monografia 
avanzada, o para temas sofisticados. Uno escribe una monografia avanzada para 
sí mismo, porque quiere dar forma permanente a la visión particular de alguna 
parte bella de las matemáticas que de otra manera no sería accesible, algo pare­
cido a cu.ando un compositor escribe su sinfonía en notación musical. 

Este libro está escrito para los estudiantes a fin de darles acceso inmedia­
to y agradable al tema. Espero haber logrado un equilibrio adecuado entre el 
tiempo excesivo dedicado a los detalles particulares y la insuficiencia de ejercicios 
técnicos necesarios para adquirir la familiaridad deseada con el tema. En todo 
caso, para un primer curso no son adecuados ciertos hábitos rutinarios de los 
matemáticos sofisticados. 

Rigor. Esto no significa que deba abandonarse el llamado rigor. El desarrollo· 
lógico de las matemáticas en este curso, a partir de los axiomas más básicos, se 
da a través de las etapas siguientes: 

Teoría de conjuntos 
Enteros (números completos) 
Números racionales (fracciones) 

Números (i.e. números reales) 
Límites 
Derivadas y subsecuentes. 

Nadie en su sano juicio sugiere que se deba comenzar un curso con teoría de 
conjuntos. El mejor lugar para entrar al tema es entre límites y derivadas. En 
otras palabras, cualquier estudiante está preparado para aceptar Cflmo intuitiva­
mente obvios los conceptos de números y límites y sus propiedades básicas. La 
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experiencia muestra que los estudiantes no tienen la base psicológica adecuada 
para aceptar un estudio teórico de los límites y se resisten de manera formidable. 

De hecho, sucede que se puede tener lo mejor de ambas ideas. Los razo­
namientos que muestran de qué manera se pueden reducir las propiedades de 
los límites a las de los números forman UQ conjunto completo en sí mismo. En 
términos lógicos su lugar es antes del tem~ de nuestro curso, pero lo incluimos 
como apéndice. Si algún estudiante lo considera necesario, basta que lo lea 
como si fuese el capítulo O. En ese caso, todo lo que sigue es tan riguroso como 
cualquier matemático pudiera desear (al menos en lo que respecta a los objetos 
que tienen una definición analítica). No es necesario cambiar ni una palabra 
en ninguna demostración. Espero que esto termine de una vez con las posibles 
controversias acerca del llamado rigor. 

La mayoría de los estudiantes no lo consideran necesario. Mi opinión es que 
la épsilon-delta debería quedar completamente fuera de un curso ordinario de 
cálculo. 

Lenguaje y lógica. No se suele reconocer que algunas de las principales 
dificultades al enseñar matemáticas son análogas a las de la enseñanza de una 
lengua extranjera. (Las escuelas secundarias son las responsables de esto. Un 
entrenamiento adecuado en las escuelas secundarias eliminaría por completo esta 
dificultad.) Por ello, he hecho un gran esfuerzo por guiar verbalmente al estu­
diante, por decirlo así, en el uso de un lenguaje matemático apropiado. Me 
parece fundamental que se exija a los estudiantes que escriban sus trabajos de 
matemáticas en frases completas y coherentes. Una gran parte de sus dificulta­
des con las matemáticas surge del uso caótico de los símbolos matemáticos y de 
fórmulas aisladas de frases con sentido y de cuantificadores apropiados. Se debe 
exigir que los trabajos sean limpios y legibles, y que no se vean como si acabara 
de brincar del tintero una mosca borracha. Al insistir en niveles razonables de ex­
presión se producirá una impresionante mejoría en el rendimiento matemático. 
Deberá enseñarse el uso sistemático de palabras como "sea," "existe," "para 
todo," "si ... entonces," "por lo tanto," como en las frases: 

Sea f(x) la·función tal que ... . 
Existe un número tal que ... . 
Para todos los números x con O < x < 1, tenemos .... 
Si f es una función diferenciable y K una constante tal que f' ( x) = I< f( x), 
entonces f(x) = CeKx para alguna constante C. · 

Conexión. Me parece que no tiene sentido considerar la "teoría" como rival 
de las aplicacion,e8o de los "cálculos." Este libro trata ambos aspectos como 
complementarid; entre sí. Un teorema nos proporciona casi siempre una herra­
mienta para .efectuar cálculos más eficientes (p.ej. la fórmula de Taylor para 
calcular valóres de funciones). Está claro que en distintas clases se podrán resal­
tar diferentes aspectos, y quizá se omitan algunas demostraciones, pero según mi 
experiencia, si no se actúa con excesiva pedantería, los alumnos están dispuestos 
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e incluso deseosos de entender las razones que justifican un resultado, i.e. su 
demostración. 

Es perjudicial para los estudiantes aprender cálculo (o para el caso, cualquier 
otra rama de las matemáticas) con miras a simplemente "conectar" fórmulas 
prefabricadas. La enseñanza adecuada consiste en hacer que el alumno tenga la 
aptitud de manejar un gran número de técnicas en forma rutinaria (en particu­
lar, saber cómo conectarlas), pero también consiste en adiestrar a los alumnos 
para que conozcan algunos principios generales que les permitan ocuparse de 
situaciones nuevas para las cuales no se conocen fórmulas que conectar. 

Es imposible en un semestre, o en un año, tener tiempo para tratar con todas 
las aplicaciones deseables (economía, estadística, biología, química, física, etc.); 
por otro lado, al cubrir el balance adecuado entre las aplicaciones elegidas y los 
principios generales seleccionados se brindará a los estudiantes la capacidad de 
manejar por sí mismos otras aplicaciones o situaciones. 

Problemas y ejercicios resueltos. Para conveniencia tanto de alumnos 
como de maestros, en la presente edición se ha añadido gran cantidad de pro­
blemas resueltos, y muchos de ellos se han colocado en la sección de respuestas, 
para su referencia. Lo hice así por dos razones cuando menos. Primera, en el 
texto podrían oscurecer las ideas principales del curso. Segundo, es buena idea 
hacer que los estudiantes piensen acerca de un problema antes de verlo resuelto. 
Serán entonces más receptivos, y retendrán mejor los métodos por haber enfren­
tado ellos mismos las dificultades (cualesquiera que sean, dependiendo de cada 
estudiante). Tanto la inclusión de ejemplos resueltos como su ubicación en la 
sección de ejercicios fueron peticiones de los estudiantes. Desafortunadamente, 
con esto entran en conflicto los requerimientos para una buena enseñanza, exa­
minación y presión académica. Los estudiantes muestran una tendencia de [acto 
a objetar que les pidan pensar (aunque fallen), pues tienen miedo a ser castiga­
dos con malas calificaciones en las tareas que realizan en casa. Los profesores 
pueden imponer grandes exigencias a los estudiant~s, o bien, pueden adoptar el 
camino del menor esfuerzo y no pedirles sino que pongan nuevos números en un 
tipo de ejercicio que ya se ha resuelto (en la clase o en el libro). Me parece que 
las condiciones de los exámenes (tiempo limitado, presiones de otros cursos y 
otros exámenes) hacen difícil (si no es que irracional) examinai a los estudian­
tes con algo más que los problemas básicos de rutina, pero no concluyo que el 
curso debiera consistir exclusivamente en este tipo de material. Algunos estu­
diantes adoptan la actitud de menospreciar el material del curso que no viene en 
los exámenes. Yo me opongo rotundamente a esta actitud, pero no tengo una 
solución global para estas presiones conflictivas. 

Organización general. No he hecho grandes innovaciones en la exposición 
del cálculo. Es natural que así sea, pues el tema se descubrió hace más de 300 
años. 
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He reducido la cantidad de geometría analítica a lo que es necesario y su­
ficiente para un primer curso general de esta rama de las matemáticas. Para 
algunas aplicaciones se requiere más, pero estas aplicaciones son bastante espe­
cializadas. Por ejemplo, si se requieren las propiedades particulares acerca del 
foco de una parábola en un curso de óptica, entonces ése es el lugar para presen­
tarlas, no en un curso general dirigido a matemáticos, físicos, químicos, biólogos 
e ingenieros, sólo por mencionar algunos. Considero como un desafortunado ac­
cidente histórico el tremendo énfasis en la geometría analítica de las cónicas que 
ha sido la moda durant~ muchos años. Lo importante es que la idea básica de 
representar un gráfica mediante una figura en el plano sea comprendida en su 
totalidad, junto con ejemplos básicos. Deben pasarse por alto las más abstrusas 
propiedades de las elipses, parábolas e hipérbolas. 

Se cubren primero la diferenciación y las funciones elementales; la integración 
se estudia en segundo lugar. Cada tema forma un todo coherente. Por ejem­
plo, en la parte de diferenciación se presentan tres veces los problemas de ra­
zones de cambio para ilustrar el mismo principio general pero en contextos 
de diversas funciones elementales (primero polinomios, después funciones tri­
gonométricas y después funciones inversas). Esta repetición a intervalos breves 
es pedagógicamente adecuada y contribuye a la coherencia del tema. También es 
natural deslizarse de la integración a la fórmula de Taylor, probada con el término 
de residuo mediante integración por. partes. Sería un tanto inconveniente romper 
con esta secuencia. 

La experiencia ha mostrado que los capítulos 111 a VIII constituyen un pro­
grama adecuado para un semestre (diferenciación y funciones elementa­
les), mientras que los capítulos IX a XIII forman un programa adecuado para 
un segundo semestre (integración y fórmula de Taylor). Los primeros 
dos capítulos se pueden usar como un rápido repaso para grupos que no estén 
particularmente bien preparados. 

Me parece que todos estos factores compensan con creces la posible desventaja 
de que en otros cursos (física, y quizá química) se necesite integración desde el 
principio. Esto puede ser cierto, pero también se necesitan los otros temas, y 
desafortunadamente el curso ha de proyectarse de manera totalmente ordenada 
en el eje del tiempo. 

Además, estudiar el log y la exponencial antes de la integración tiene la 
ventaja de que nos encontramos con un caso particular y concreto de la situación 
donde hallamos una antiderivada por medio del área: logx es el área bajo 1/x 
entre 1 y x. Vemos también en este caso concreto cómo dA(x)/dx = f(x), 
donde A(x) es el área. Después esto se hace en toda su generalidad al estudiar 
la integral. Más aún, al haberse utilizado en este caso concreto las desigualdades 
que incluyen sumas inferiores y sumas superiores, se comprenden más fácilmente 
en el ~aso g~pe~~l. ~as clase~ que comienzan su c.ur~o sobre .i~tegració~ sin pasar 
por diferenciaciOn bien podnan comenzar con la ultima secc10n del capitulo sobre 
logaritmos, i.e. la últ.ima sección del capítulo VIII. 

La fórm~la de Taylor se prueba con la forma integral del residuo, el cual 
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se estima de manera adecuada. La demostración con integración por partes es 
más natural que la 'otra (diferenciar una expresión complicada sacada de quién 
sabe dónde), y es la que se generaliza al caso de dimensión superior. Coloqué la 
integración después de la diferenciación, pues, de no ser así, no se dispondría de 
técnicas para evaluar integrales. 

En lo personal pienso que los cálculos que surgen de manera natural de la 
fórmula de Taylor (cálculos de valores de funciones elementales, cálculo de e, 11', 

log 2, cálculos de integrales definidas hasta unos cuantos decimales, a los que se 
les da poca importancia en los cursos de cálculo) son importantes. Esto ya era 
evidente hace muchos años, y es más patente ahora a la luz de la proliferación de 
las calculadoras de bolsillo. El diseño de dichas calculadoras se basa precisamente 
en medios efectivos de cálcu'lo que emplean los polinomios de Taylor. Cuando 
se aprende cómo e!ltimar de manera efectiva el término de residuo en la fórmula 
de Taylor se adquiere una excelente idea de las funciones elementales, que no se 
podría obtener de otra manera. 

También se debe destacar el cálculo de integrales como 

o 
[0.1 

lo e_.,• dx 

que se puede realizar con facilidad numéricamente, sin el uso de una forma 
sencilla para la integral indefinida. De nuevo, este cálculo da una buena idea, que 
no se puede obtener de otra manera, de un aspecto de la integral. Muchos libros 
dan poca importancia a estas aplicaciones en aras de un amplio tratamiento de 
las aplicaciones de la integración a varias situaciones de ingeniería, como presión 
de fluidos sobre una presa, principalmente por accidente histórico. No tengo 
nada en contra de la presión del fluido, pero se debe tener presente que dedicar 
mucho tiempo a algún tema evita que se asign~ a otros el tiempo adecuado. Por 
ejemplo, Ron Infante me dice que el cálculo numérico de integrales como 

[
1 ~dx, 

lo x 
que se efectúa en el capítulo XIII, se presenta con frecuencia en el estudio de 
redes de comunicación, en relación con ondas cuadradas. Cada profesor debe 
usar su criterio para elegir el tema que debería enfatizar, a costa de otros. 

Los capítulos sobre funciones de varias variables se incluyen para clases que 
puedan avanzar a mayor velocidad, y, por lo tanto, que tengan tiempo para 
estudiar material adicional en el primer año. En circunstancias ordinarias 
no se cubrirán estos capítulos durante un curso de primer año. Por 
ejemplo, no se cubren durante el curso de primer año en Yale. 

Inducción. Pienso que durante el primer curso de cálculo se está en un buen 
momento para aprender inducción. Sin embargo, al tratar de enseñar inducción 
sin haber encontrado primero ejemplos naturales, se afrontan grandes dificultades 
psicológicas. Por lo tanto, durante la parte de diferenciación no he mencionado 
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tormalmente la inducción. Cuando surge una situación donde se puede usar 
inducción he realizado procedimientos por pasos para ilustrar el procedimiento 
inductivo. Después de suficientes repeticiones, el estudiante está listo para ver 
un patrón que pueda resumirse mediante la "inducción" formal, que será ahora 
un nombre dado a un concepto que ya se ha comprendido. 

Material de repaso. La presente edición también subraya la importancia 
de presentar más material de repaso. El entrenamiento deficiente en la enseñanza 
media elemental es responsable de la mayoría de las dificultades experimenta­
das en el nivel medio superior. Estas dificultades no se deben al problema de 
comprender el cálculo sino a la incapacidad de manejar el álgebra elemental. 
Gran parte de los estudiantes no pueden dar de manera automática el desarrollo 
de expresiones como 

o (a+ b)(a- b). 

Las respuestas se deben memorizar como las tablas de multiplicar. 
Memorizar de rutina estas fórmulas básicas no es incompatible con aprender los 
principios generales: es complementario. 

Para evitar malas interpretaciones, deseo afirmar explícitamente que la pobre 
preparación de tantos. estudiantes de enseñanza media elemental no se puede 
atribuir a las "nuevas matemáticas" versus las "matemáticas antiguas". Cuando 
comencé a enseñar cálculo como estudiante graduado en 1950, hallé que la ma­
yoría de los alumnos de primer año de los colleges estaban mal preparados. Hoy 
día se halla sólo cierto número (es dificil medir cuántos). Por otro lado, un grupo 
. de tamaño definido, de los mejores, ha tenido la oportunidad de aprender algo de 
cálculo, incluso hasta por un año, lo cual hubiera sido inconcebible en tiempos 
anteriores. Por mala que sea la situación, hay, sin embargo, una mejoría. 

Deseo agradecer a mis colegas de Yale y a otros más antiguos el haber suge­
rido mejoras al libro: Edward Bierstone (University of Toronto), Folke Eriksson 
(University of Gothenburg), R. W. Gatterdam (University of Wisconsin, Par­
kside), y George Metakides (University of Rochester). Agradezco a Ron Infante 
su ayuda con la revisión de galeras. 

Mi reconocimiento también para Anthony Petrello por verificar los ejemplos 
resueltos y las respuestas en las ediciones anteriores. 

S. Lang 
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Repaso del 
material básico 

Si ya se dominan las propiedades elementales de los números, y si ya se sabe 
acerca de coordenadas y se conocen las gráficas de las ecuaciones comunes (ecua­
ciones lineales, parábolas y elipses), entonces debería comenzarse directamente 
con el capítulo 111 que trata sobre derivadas. 
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' CAPÍTULO 

Números y funciones 

No es posible probar todo cuando se comienza el estudio de cualquier tipo de 
matemáticas. Cada vez que introducimos un nuevo concepto debemos definirlo 
en términos de un concepto cuyo significado ya conocemos, y es imposible conti­
nuar por siempre estas definiciones de manera regresiva. Así que debemos escoger 
un punto de partida, lo que suponemos conocido, y lo que deseamos explicar y 
probar en términos de lo supuesto. 

Al principio de este capítulo describiremos la mayoría de las cosas que supon­
dremos conocidas para este curso; en realidad, es muy poco. A grandes rasgos, 
suponemos que se· sabe acerca de niímeros, suma, resta, multiplicación y división 
(entre números distintos de 0). Recordaremos las propiedades de las desigual­
dades (cuando un número es mayor que otro). En algunas ocasiones daremos 
por conocidas ciertas propiedades de números con las que quizá no se hayan 
encontrado antes y que siempre deberán precisarse. Para los interesados, en el 
apéndice se proporcionan las demostraciones de estas propiedades. 

1, §1. ENTEROS, NÚMEROS RACIONALES Y NÚMEROS REALES 

Los números más comunes son los números 1, 2, 3, ... que se llaman enteros 
positivos. 

Los números -1, -2, -3, ... se llaman enteros negativos. Cuando que­
remos hablar de los enteros positivos junto con los enteros negativos y el O, 
los llamamos sencillamente enteros. Así los enteros son O, 1, -1, 2, -2, 3, 
-3, .... 

La suma y el producto de dos enteros también son enteros. 
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' l f¡ • 3 5 _! _101 8 Ademas de os enteros tenemos racc1ones, como :;¡, 7, 8 , 27 , ¡¡¡, · · ·, 
que pueden ser positivas o negativas, y que se pueden escribir como cocientes 
m/n, donde m, n son enteros y n no es igual a O. Dichas fracciones se llaman 
números racionales. Todo entero m es un número racional, pues se puede 
escribir como m/1, pero, por supuesto, no es cierto que todo número racional 
sea un entero. Observamos que la suma y el producto de dos números racionales 
también son números racionales. Si afb y m/n son dos números racionales (con 
a, b, m, n enteros y b, n distintos de 0), entonces su suma y su producto están 
dados por las fórmulas siguientes, que conocen desde la escuela elemental: 

am am 
¡-; = 6;• 

a m an+bm 
¡+-;= bn 

En esta segunda fórmula simplemente pusimos las dos fracciones sobre el deno­
minador común bn. 

Podemos representar los enteros y los números racionales de manera geo­
métrica sobre una recta. Primero seleccionamos una unidad de longitud. Los 
enteros son los múltipla¡ de esta unidad, y los números racionales son partes 
fracionarias de esta unidad. Eri la recta a continuación hemos trazado algunos 
números racionales. 

-2 -1 -l o ! 
3 

1 ! 
4 2 

Observen que los enteros y números racionales negativa¡ están a la izquierda del 
cero. 

Finalmente, tenemos los números que se pueden representar mediante de­
cimales infinitos, como V2 = 1.414 ... o '11' = 3.14159 ... , y que se llamarán 
números reales o simplemente números. 

Los enteros y los números racionales son casos particulares de estos decimales 
infinitos. Por ejemplo, 

3 = 3.000000 ... ' 

y 

~ = 0.7500000 ... ' 

l = 0.3333333 ... . 

Vemos que puede haber muchas maneras·de denotar el mismo número, por ejem­
plo, ~omo la fracción l o como el decimal infinito 0.33333 . . . . Hemos escrito 
los decimales con puntos suspensivos al final. Si detenemos el desarrollo decimal 
en cualquier lugar dado, obtenemos una aproximación al número. Cuanto más 
lejos detengamos el decimal, mejor aproximación obtendremos. 

Es fácil hallar el desarrollo decimal para una fracción mediante el proceso de 
división que conocen desde la escuela elemental. 
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Más adelante aprenderemos a hallar desarrollos decimales para otros números 
de los cuales quizá ya hayan oído hablar, como '11'. Probablemente les han dicho 
que '11' = 3.14 ... pero no les dijeron por qué. En el capítulo XIII aprenderán a 
calcular un número arbitrario de lugares decimales para '11'. 

Los números se representan geométricamente como la colección de todos los 
puntos sobre la recta, no sólo aquellos que son una parte racional de la unidad 
de longitud o un múltiplo de ella. 

Notamos que la suma y el Ptoducto de dos números son números. Si a es un 
número distinto de cero, entonces hay un .número único b tal que ab = ba = 1, 
y escribimos 

1 
b=-

a 
o 

Decimos que b es el inverso de a, o "a inverso." Hacemos énfasis en que la· 
expresión 

1/0 o no. está definida. 

En otras palabras, no podemos dividir entre cero, y no atrib~ima¡' significado 
alguno a los símbolos 1/0 ó o-1 . 

Sin embargo, si a es un número, entonces el producto O · a está definido 
y es igual a O. El producto de cualquier número por O es O. Más aún, si b 
es cualquier número distinto de O, entonces 0/b está definido y es igual a O; 
también se puede escribir O· (1/b). 

Si a es un número racional '1 O, entonces 1/a también es un número racional. 
En efecto, si podemos escribir a= m/n, con enteros m y n ambos diferentes 
de O, entonces 

1 n 
-=-
a m 

también es un número ·racional. 

1, §2. DESIGUALDADES 

Además de la suma, multiplicación, resta y división (entre números distinta¡ de 
0), estudiaremos ahora otra importante característica de los números reales. 

Tenemos los números positivos, representados geométricamente sobre la 
recta por aquellos· números distintos de cero que están a la derecha dé O. Si a 
es un número positivo, escribimos a > O. Sin duda ya habrán trabajado con 
números positivos y con desigualdades. Las dos propiedades siguientes son las 
más básicas acerca de la positividad. 

POS l. Si a y b son positivos, entonces t~bién lo son el producto ab y la 
suma a+b. 

POS 2. Si a es un número, entonces a es positivo, o a,; O, o -a es posi­
tivo, y estas posibilidades son exclusivas entre si. 
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Si un número no es positivo y no es O, entonces decimos que este número es 
negativo. Por POS 2, si a es negativo, entonces -a es positivo. 

Aunque ya sepan que el número 1 es positivo, de hecho se puede probar a 
partir ·de nuestras dos propiedades. Quizá les interese ver la demostración, que 
va como sigue y es muy sencilla. Por POS 2 sabemos que 1 ó -1 es positivo; 
si 1 no es positivo, entonces -1 es positivo. Por POS 1 se deduce entonces que 
( -1 )( -1) es positivo, pero este producto es igual a l. · En consecuencia, es el 
1 el que debe ser positivo, no el -l. Usando la propiedad POS 1, podríamos 
concluir ahora que 1 + 1 = 2 es positivo, que 2 + 1 = 3 es positivo, y así 
sucesivamente. 

Si a > O , diremos que a es mayor que O . Si queremos decir que a es 
positivo o igual a O, escribimos 

a~O 

y esto se lee "a es mayor o igual que O." · . . 
Dados dos números a y b, diremos que a es mayor que b y lo escnb1mos 

a > b si a - b > O. Escribimos a < O (a es menor que O) si -a > O Y a < b 
si b > a. Así, 3 > 2 porque 3 - 2 > O. 

Escribiremos a ~ b cuando queramos decir que a es mayor o, igual que b. 
Así, 3 ~ 2 y 3 ~ 3 son desigualdades verdaderas. 

Hay otras reglas válidas acerca de las desigualdades. 
En lo que sigue, sean a, b y e números. 

Regla 1. Si a> by b >e, entonces a> c. 

Regla 2. Si a> by e> O, entonces ac >be. 

Regla 3. Si a> by e< O, entonces ac <be. 

La regla 2 expresa el hecho de que se preserva una desigualdad multiplicada 
por un número positivo. La regla 3 dice que si multiplicamos ambos lados de 
una desigualdad por un número negativo, entonces la desigualdad se invierte. 
Por ejemplo, tenemos la desigualdad 

1<3 

Como 2 > O, tenemos también que 2 · 1 < 2 · 3. Pero -2 es negativo y, si 
multiplicamos ambos lados por -2, obtenemos 

-2 > -6. 

En la representación geométrica de- los números reales sobre la recta, -2 está a 
la derecha de -6. Esto nos da la representación geométrica del hecho de que 
-2 es mayor que -6. 

Si desean, pueden dar por supuestas estas tres reglas, como lo hicieron con 
POS 1 y POS 2; todo esto se usa en la práctica. Sucede que las tres reglas se 
pueden probar en términos de POS 1 y POS 2. Ahora bien, no podemos dar 
por supuestas todas las desigualdades que se encuentren en la práctica, por lo 
cual, sólo para mostrar algunas técnicas a las cuales conviene recurrir para otras 
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aplicaciones, mostraremos cómo se pueden deducir estas tres reglas a partir de 
POS 1 y POS 2. Si desean pueden omitir estas (breves) demostraciones. 

. Para probar la regla 1 se supone que a > b y b > e. Por definición, esto 
significa que (a - b) > O y (b-e) > O. Usando la propiedad POS 1, concluimos 
que 

a- b+b- e> O, 

y c~ncelando b nos da (a- e) > O. Por definición, esto significa que a > e, como 
debla demostrarse. 

Para probar la regla 2 se supone que a > b y e > O. Por definición, 

a -b >O. 

Y usando la propiedad de POS 1 respecto al producto de números positivos, 
concluimos que 

, (a-b)c:>o: 

El lado izquierdo de est~ desigualdad no es otro que ac- be, que es por lo tanto 
> O. De nuevo por definición, esto nos da 

ac >be. 
' 

Dejamos la demostración de la regla 3 como ejercicio. 
Damos un ejemplo para mostrar cómo usar las tres reglas. 

Ejemplo. Sean a. b, e y d números ~on e, d >O. Suponer que 

a b 
-;; < d" 

Deseamos probar la regla de la "multiplicación cruzada" 

ad <be. 

Usando la regla 2, al multiplicar por e cada lado de la desigualdad original, 
obtenemos 

_/a< be/d. 

Usando de nuevo la regla 2 y multiplicando cada lado por d obtenemos 

ad <be, 

según se deseaba. 

Sea a un número > O. Entonces existe un número cuyo cuadrado es a. Si 
b2 = a observamos que 

(-b)2 = b2 

también es a, de modo que b o -b es positivo. Acordamos denotar por ..¡a la 
raí~ cuadrada positiva y llamarla simplemen.te raíz cuadrada de a. Así, .J4 
es 1gual a 2 y no a -2, aunque (-2)2 = 4. Esta es la convención más práctica 
que podemos hacer acerca del uso del signo .¡-. Por supues.to, la.raíz cuadrada 
de O es el O mismo. Un número negativo no tiene raíz cuadrada en los números 
reales. · 
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Así, hay dos soluciones a una ecuación 

x2 =a 

[1, §2]' 

con a > O. Estas dos soluciones son x = va y x = -va. Por ejemp1o, la 
ecuación x2 = 3 tiene las dos soluciones 

X = y3 :.= l. 732 ... y x =-va= -1.732 .... 
La ecuación x2 = O tiene exactamente una solución, a saber, x = O. La 

ecuación x2 = a con a < O no tiene solución en los números reales. 

Definición. Sea a un número. Definimos el valor absoluto de a como 

lal = #. 

En particular, 

Así, el valor absoluto de un número siempre es ~ O. El valor absoluto de un 
número positivo siempre es positivo. 

Ejemplo. Tenemos 

pero 
1-31 = .j(-3)2 = v'9 = 3. 

Además, para cualquier número a obtenemos 

1- al= V( -a)2 = .¡;j = 14 
Teorema 2.1. Si a es cualquier número, entonces 

l'al '== { á s~ a ~ O, 
-a si a< O. 

Demostración. Si a ~ O, entonces a es el único número ~ O cuyo cuadrado 
es a2 , de modo que lal = ..;;J =a. Si a< O, entonces -a >O Y 

(-a?= a2, 

por lo cual, en esta ocasión, -a es el único número > O cuyo cuadrado es a2 , 

de donde lal = -a. Esto prueba el teorema. 

Teorema 2.2. Si a y b son números, entonces 

labl = lallbl. 
Demostración. Tenemos 

labl = v(ab)2 = VoJb2 = Va2Jb2 = lallbl. 
Como ejemplo, vemos que 

1- 61 = 1(-3) . 21 = 1- 31121 = 3. 2 = 6. 
Hay una última desigualdad sumamente importante. 
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Teorema 2.3. Si a y b son dos números, entonces 

la+ bl :5 lal + lbl. 

Demostración. Observamos primero que ab es positivo, negativo, o bien O. 
En cualquier caso, tenemos 

ab :5 labl = lallbl. 
Entonces, al multiplicar ambos lados por 2, obtenemos la desigualdad 

2ab :5 2lallbl. 
Usando esta desigualdad hallamos: 

(a+ b)2 = a2 + 2ab + b2 

:5 a2 + 2lallbl + b2 

= (lal + lbl)2. 

Podemos extraer la raíz cuadrada de ambos lados y usar el teorema 2.1 para 
concluir que 

la+ bl :5 lal + lbl, 
con lo que probamos el teorema. 

Más adelante hallarán gran cantidad de ejercicios para que practiquen con 
desigualdades; desarrollaremos algunos ejemplos numéricos para mostrarles el 
camino. 

Ejemplo l. Determinar los números que satisfacen la igualdad 

lx+ ll = 2. 
Esta igualdad significa que x + 1 = 2 o que - ( x + 1) = 2, porque el valor 

absoluto de x + 1 es el mismo (x + 1) o bien -(x + 1). En el primer caso, al, 
despejar x obtenemos x = l, y en el segundo caso obtenemos -x 4,1 = 2 o 
x = -3. Así, la respuesta es x = 1 o 'x:: -3.· 

Sean a y b, númer;s. Podemos interpretar-

la- bl = J(a- b)2 

como la distancia entre a y b. 

Por ejemplo, si a > b, entonces esto está geométricamente claro a partir de 
la figura. 

/ 
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b a 

Por otro lado, si a < b, tenemos 

la- bl = 1- (b- a)l = lb- al, 
y b >a, de modo que vem6s de nuevo que la- bl =lb- al es la distancia entre 
a y b. 

En el ejemplo anterior, el conjunto de números x tales que 

lx + 11 = 2 

es el conjunto de números cuya distancia a -1 es 2, pues podemos escribir 

x+1=x-(-1). 
Así, de nuevo vemos geométricamente que este conjunto de números está formado 
por 1 y -3, como se muestra en la figura. 

• 1 • 1 • 
-3 -2 -1 o 1 

También daremos un ejemplo para mostrar cómo se determinan los números 
que satisfacen determinadas desigualdades. Para ello necesitamos cierta termi­
nología. Sean a y b números, y supongamos que a < b. 

La colección de números x tales que a < x < b se llama intervalo abierto . 
entre a y b, y a veces se denota por (a, b). 

La colección de números x tales que a $ x $ b se llama intervalo cerrado 
entre a y b, y a veces se denota por [a, b]. A un solo punto también se le llamará 
intervalo cerrado. 

En los dos casos anteriores, los números a y b se llaman puntos extremos 
de los intervalos. En ocasiones queremos incluir uno solo de ellos dentro del 
intervalo, y entonces definimos la colección de números x tales que a $ x < b 
como intervalo semicerrado, y de manera similar para aquellos números x 
tales qu¡ a < x $ b. 

Por ultimo, si a es un número, llamamos intervalo infinito a la colección 
de números x > a, o x ~ a, o x < a, o x $ a. A continuación se muestran 
dibujos de intervalos. 

a b a b 
Abierto Cerrado 

a b a b 
Semicerrado Semiabierto 

a 
Intervalo infinito 

. , . 
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Ejemplo 2. Determinar todos los intervalos de números que satisfacen 

lxl $4. 

11 

Distinguimos dos casos; el primero es x ~ O. Entonces, lxl = x, y en este 
caso, nuestra desigualdad equivale a 

0$ X$ 4. 
El segundo caso es x < O, donde lxl = -x, y nuestra desigualdad equivale a 
-x $ 4 o en otras palabras, -4 $ x. Así, en el segundo caso, los números que 
satisfacen nuestra desigualdad son precisamente los que están en el intervalo 

-4$ X< 0. 
Si consideramos ahora ambos casos, vemos que el intervalo de números que 
satisfacen nuestra desigualdad lxl $ 4 es el intervalo 

-4$ X$ 4. 
También podemos expresar la respuesta en términos de distancia. Los números 
x tales que lxl $ 4 son precisamente aquellos números cuya distancia al origen 
es $ 4 y en consecuencia conforman el intervalo cerrado entre -4 y 4, como se 
muestra en la figura. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 
-4 - 3 - 2 - 1 o 1 2 3 4 

De manera más general, sea a un número positivo. Un número x satisface 
la desigualdad lxl < a si, y sólo si, 

-a< x <a . 
El argumento para probar esto es el mismo que en el caso particular a = 4 recién 
estudiado. 

Ejemplo 3. Determinar todos los intervalos de números que satisfagan la 
desigualdad 

lx+11>2. 
Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades 

x+1>2 o -(x+1)>2. 
De la primera obtenemos la condición x > 1 , y de la segunda, la condición 
-x -1 > 2 o, en otras palabras, x < -3. Se tienen así dos intervalos (infinitos), 
a saber 

x>1 y X< -3. 

-3 -2 -1 o 

Ejemplo 4. Ahora, en cambio, queremos determi.'lar el intervalo de números 
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x tales que 
lx+ 11 < 2. 

Éstos son los números x cuya distancia a -1 es < 2, pues podemos escribir 

X+ 1 =X- ( -1). 

Por lo tanto, es el intervalo de números que satisfacen 

-3 <X< 1 

según se muestra en la figura. 

-3-2-1 o 

1, §2. EJERCICIOS 

Determinar todos los intervalos de números x que satisfacen las desigualdades siguien-
tes. 

l. lxl < 3 2. l2x + 11 :51 
3. lx 2 - 21::; 1 4. l:z: -51> 2 
5. (x+1)(x-2)<0 6. (x- 1)(x + 1) >O 

7. (x- 5)(x + 5) < O 8. x(x+1)$0 
9. x2 (x -1) ~O 10. (x- 5)2 (x + 10) ::; O 

11. (x- 5)4 (x+ 10)::; O 12. (2x + 1)6 (x- 1) ~O 

13. (4x + 7)20 (2:z: + 8) <O 14. lx + 41 < 1 
15. O< lx + 21 < 1 16. lxl < 2 
17. lx- 31 < 5 18. lx- 31 < 1 
19. lx- 31 < 7 20. lx- 31 > 7 
21. lx + 31 > 7 

Probar las desigualdades siguientes para todos los números x Y Y· 

22. lx +vi ~ lxl- IYI [Idea: Escribir x = x +y- y y aplicar el teorema 2.3 junto con 
el hecho de que 1- Yl = lvi-J . 

23. lx- vi ~ lxl- lvl 24. lx- Yl :5 lxl + lvl 

25. Sean a y b números positivos tales que a < b. Mostrar que a2 < b2 • 

26. Sean a, b, e y d números >O tales que afb < efd. Mostrar que 
a a+e a+e e 
b < b + d y b + d < "d" 

27. Sean a y b números >O. Mostrar que 

..rab<a+b. 
- 2 

28. Sea O < a < b y O < e <. d. Probar que 

ae < bd. 

-~ 
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1, §3. FUNCIONES 

Una función, definida para todos los números, es una asociac10n que a 
cualquier número dado asocia otro número. 

Se acostumbra denotar una función mediante una letra, así como una letra 
"x" denota un número. Así, si denotamos por f una función dada y x es un 
número, entonces denotamos por f(x) el número asociado con x mediante la 
función. Claro que esto no significa "f por x": no hay multiplicación aquí. Los 
símbolos f(x) se leen "f de x ." A veces se denota la asociación del número 
f(x) al número x mediante una flecha especial, a saber 

x f--+ f(x ). 

Por ejemplo, consideremos la función que a cada número x asocia el número 
x2 .• Si f denota esta función, entonces tenemos f(x) = x2 • En particular, el 
cuadrado de .2 es 4 y por consiguiente, /(2) = 4. El cuadrado de 7 .es 49, por lo 
que /(7) = 49. El cuadrado de .;2 es 2 y por lo tanto f( V'i) = 2. El cuadrado 
de (x +1) es 

x2 + 2x+ 1 
y así f(x + 1) = x2 + 2x + l. Si h es cualquier número, 

f(x + h) = x2 + 2xh + h2 • 

Para tomar otro ejemplo, sea g la función que a cada número asocia el número 
x + l. Entonces podemos describir g mediante los símbolos 

Xf--+X+l 

y escribir g(x) = x +l. Por lo tanto, g(l) = 2. Además, g(2) = 3, g(3) = 4, 
g(.f2) = V2 + 1 y g(x + 1) = x + 2 para cualquier número x. 

Podemos ver el valor absoluto como una función, 

x f--+ lxl 
definida por la regla: Dado cualquier número a, le asociamos el mismo número 
a si a 2:: O, y le asociamos el número -a si a < O. Denotemos, por F la función 
valor absoluto. Entonces F(x) = lxl para cualquier número x. Tenemos en 
particular que F(2) = 2, y también que F( -2) = 2. El valor absoluto no se 
define mediante una fórmula como x 2 o x + l. En seguida damos otro ejemplo 
de una función que no está definida mediante una fórmula. 

Consideremos la función G descrita por la siguiente regla: 

G(x) =O si x es un número racional. 

G(x) = 1 si x no es un número racional. 

Entonces en particular, G(2) = G(i) = G(-~) =O pero 

G(h) =l. 

Deben comprender que es posible construir una función con sólo prescribir de 
-,.manera arbitraria la regla que asocia un número a uno dado. 
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Si f es una función y z un número, entonces /(z) se llama valor de la 
función en z. Así, si f es la función 

z 1-+ z2, 

el valor de f en 2 es 4 y el valor de f en Í es i- . 
Para describir una función necesitamos simplemente dar su valor en cualquier 

número z . Ésta es la razón por la cual empleamos la notación z 1-+ f ( z) . A 
veces, por brevedad, hablama~ de la función J(z), queriendo referirnos con ello 
a la función f cuyo valor en z es /(z). Por ejemplo, diría.inos "sea f(:t) la 
función z3 + 5" en lugar de decir "sea f la función que a cada número, z le 
asocia z3 + 5." Usando la flecha especial ...... , también podríamos decir "sea f 
la función z 1-+ z3 + 5 ." 

También nos gustaría poder definir una función para algunos números y de­
jarla indefinida para otros. Por ejemplo, nos gustaría decir que ..¡x es una 
función (la función raíz cuadrada, cuyo valor en un número z es la raíz cua­
drada de ese número), pero observamos que un número negativo no tiene raíz 
cuadrada. Por tal motivo, es deseable hacer un poco más general el concepto, de 
función enunciando explícitamente para qué números está definida. Por ejemplo, 
la raíz cuadrada está definida sólo para números ;=:: O . Esta función se denota 
por ..¡x. El valor ..¡x es el único ,número ;=:: O cuyo cuadrado es z. 

Así en general, sea S una colección de números. Por función definida en 
S, entendemos una asociación que a cada número z en S le asocia un número. 
Llamamos a S el dominio de definición de la función. Por ejemplo, el dominio 
de definición de la función raíz cuadrada es la colección de todos los números 
>O. 
- Demos otro ejemplo de una función que no está definida para todos los 
números. Sea S la colección de todos los números ::1 O . La función 

1 
/(z) =-

z 
está definida para números z ::1 O y, por lo tanto, está definida en el dominio S. 
Para esta función particular tenemos /(1) = 1, /(2) = !, J(i) = 2, Y 

1 
j(../2) = ../2" 

En la práctica, las funciones se usan para denotar la dependencia de una 
cantidad con respecto a otra. 

Ejemplo. El área dentro de un círculo de radio r está dada por la fórmula 

A=1rr2 • 

Así pues, el área es una función del radio r, y podemos escribir también 

A(r) = 1rr2 • 

Si el radio es 2, entonces el área dentro de un círculo de radio 2 está dada por 

A(2) = 11'22 = 411'. 
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Eje~plo. yn automóvil se mu~ve a una rapidez constante de 50 km/hr. Si 
se rmde el ttempo en horas, la diStancia recorrida es una función del tiempo es 
decir, si denotamos por s la distancia, entonces ' 

s(t) = 50t. 

La distancia es el producto de la rapidez por el tiempo transcurrido, de modo 
que, después de dos horas, la distancia es 

s(2) =50· 2 = 100km. 

Una palabra final antes de pasar a los ejercicios: No existe ninguna razón 
mágica por, la cual siempre debamos usar la letra z para describir una función 
f(z). En lugar de hablar de la función /(z) = 1/z podríamos de igual manera 
decn f(y) = 1/y o f(q) = 1/q. Desafortunadamente, la manera más neutral de 
escribirlo sería /(espacio)= 1/espacio, y esto no es conveniente en absoluto. 

1, §3. EJERCICIOS 

l. Sea /(z) = 1/z. ¿C!uál es /(-l)? 

2. Sea de nuevo /(z) = 1/z. ¿Cuál es /(2z + 1) (para cualquier número z tal que 
z ~ -!)? 

3. Sea g(z) = lzl- z. ¿Cuáles son g(1) 1 g( -1) 1 g( -54)? 

4. Se~ f(y)=2y-y2 • ¿Cuálesson f(z), f(w)? 

5. ¿Para qué números se podría definir una función f(z) mediante la fórmula 

1 
/(z) = z2- 2? 

¿Cuál es el valor de esta función para z = 5? 

6. ¿Para qué números se podría definir un¡¡. función f(z) mediante la fórmula f(z) = 
?/i (raíz cúbica de z )? ¿Cuál es /(27)? 

7. Sea /(z) = z/lzl 1 definida para z ~O. ¿Cuáles son: 
(a) /(1) (b) /{2) (e) f(-3) (d) f(-i)? 

8. Sea /(z) = z + lzl. ¿Cuáles son: 
(a) !(V (b) /(2) (e) /(-4) (d) /(-5)? 

9. Sea /(z) = 2z + z2 - 5. ¿Cuáles son: 
(a) /(1) (b) !( -1) (e) /(z + 1)? 

10. ¿Para qué números se podría definir una función f(z) mediante la fórmula f(z) = 
.VZ (raíz cuarta de z )? ¿Cuál es /(16)? 

11. Se dice que una función (definida para todos los números) es una función par si 
/(z) = /(-z) para todo z. Se dice que es una función impar si f(z) = -/(-z) 
para todo z. Determinar si las funciones siguientes son impares o pares. 
(a) /(z) = z (b) /(z) = z2 (e) /(z) = z3 

(d) /(z)=1/z si z~O y /(0)=0. 
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12. Sea 1 cualquier funci6n definida para todos los números. Mostrar que la función 
g(x) = l(x) + 1(-x) es par. ¿Qué sucede con la función 

h(x) = l(x)- 1(-x), 

es par, impar o ni lo uno ni lo otro? 

1, §4. POTENCIAS 

En esta sección simplemente resumimos algo de aritmética elemental'. 
Sea n un entero ~ 1 y sea a cualquier número. Entonces an es el producto 

de a consigo mismo n veces. Por ejemplo, sea a = 3. Si n = 2, entonces 
a2 = 9. Si n = 3, entonces a 3 = 27. Así obtenemos una función llamada 
n-ésima potencia. Si f denota esta función, entonces f(x) = xn. 

Recordemos la regla ..• 
xm+n = xmxn 

para cualquier número 11 y enteros m, n ~ l. · 
' •t• D fi · l/n De nuevo, sea n un entero ~ 1, y sea a un numero post tvo. e mmos a 

como el único número positivo b tal que b" = a. (Con base en las propiedades 
de los números se sobreentiende que existe ese número único b.) Obtenemos una 
función llamada la raíz n-ésima. Así, si f es la raíz cuarta, entonces /(16) = 2 
y /(81)=3. 

La función raíz n-ésima también se puede definir en O, haciendo que la raíz 
n-ésima de O sea el O mismo. 

Si a y b son dos números ~ O y n es un entero ~ 1 , entonces 

(ab)l/n = alfnblfn. 

Hay otra regla útil y elemental. Sean m y n enteros ~ 1 y sea a un número 
> O. Definimos amfn como (a1fn)m, que también es igual a (am)l/n. Esto 
permite definir potencias fraccionarias, y da una función 

f(x) = xmfn 

definida para x ~ O. 
Prosigamos ahora con potencias con números negativos o O. Deseamos definir 

x0 cuando a es un número racional negativo o O y x > O. Queremos que la 
regla fundamental 

sea cierta. Esto significa que debemos definir x 0 como l. Por ejemplo, como 

23 = 23+0 = 23 20' 

vemos en este ejemplo que la única manera de que se cumpla esta ecuación es 
estableciendo 2° = l. De manera análoga, en general, si la relación 

Xa = xa+O = XaXO 

es cierta, entonces x 0 debe ser igual a l. 

[1, §4] POTENCIAS 17 

Supongamos finalmente que a es un número racional positivo, y sea x un 
número > O. Definimos 

Así pues, 

2-3 =..!:.. = ~ 

-a 1 
X - ~­- xa . 

y 23 8' 
Observamos que, en este cas~ particular, 

4-2/3 = _1_ 
42/3. 

En general, 
xax-a = xo = l. 

Estamos tentados a definir x 0 incluso si a no es un número racional. Esto 
es más delicado. Por ejemplo, carece totalmente de sentido decir que 2-/2 es el 
producto de 2 por sí mismo un número raíz cuadrada de 2, veces. El problema de 
definir 2a (o X 0

) cuando a no es racional se posterga para un capítulo posterior. 
Hasta ese capítulo, donde trataremos de dicha potencia, supondremos que existe 
una función, que se escribe X 0 , descrita como lo hemos hecho anteriormente para 
los números racionales y que satisface la relación fundamental 

Ejemplo. Tenemos una función /( x) = x-12 definida para todo x > O. Sin 
lugar a dudas es difícil describir sus valores para números particulares, como 
2-/2. Durante mucho tiempo no se supo si 2-/2 era o no un número racional. La 
soluc.ión (no lo es) fue hallada apenas en 1927 por el matemático Gelfond, quien. 
cobro fama por resolver un problema catalogado como verdaderamente difícil. 

Advertencia. No se confunda una función como x2 con una función como 
2" · Dado un número e > O, podemos ver e" como una función definida para 
todo.~ (la cual se an.alizará en detalle en el capítulo VIII). Esta función se llama 
func10n exponencial, de manera que 2" y 10" son funciones exponenciales. 
Seleccionaremos un número 

e= 2.718 ... 

Y la función exponencial e" como la que presenta ciertas propiedades que la 
hacen mejor que cualquier otra función exponencial. El significado de nuestro 
uso de la palabra "mejor" se explicará en el capítulo VIII. 

1, §4. EJERCICIOS 

Hallar a"' y xa para los siguientes valores de x y a. 
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l.a=2yx=3 

3. a=~ y x = 4 

5. a=-~ y x = 4 

7. a= -3 y x = -1 

9. a= -1 y x = -4 

NÚMEROS Y FUNCIONES 

2. a= 5 y x = -1 

4. a= k y x = 2 

6. a= 3 y x = 2 

8. a = -2 y x = -2 

10. a=-~ y x = 9 

[1, §4] 

11. Si n es un entero impar como 1, 3, 5, 7 , ... , ¿se puede definir una función de raíz 
n-ésima para todos los números? 

CAPÍTULO 11 

Gráficas y curvas 

Las ideas contenidas en este capítulo nos permiten traducir enunciados o afirma­
ciones entre el lenguaje de los números y el lenguaje de la geometría, en ambos 
sentidos. 

Esta posibilidad es fundamental para todo lo que sigue, pues así podemos 
usar nuestra intuición geométrica como ayuda para resolver problemas acerca 
de números y funciones y, recíprocamente, podemos usar teoremas acerca de 
números y funciones para obtener resultados acerca de geometría. 

11, §1. COORDENADAS 

Una vez seleccionada una unidad de longitud, podemos representar los números 
como puntos sobre una recta. Extenderemos ahora este procedimiento al plano 
y a pares de números. 

Consideremos una recta horizontal y una recta vertical intersecándose en un 
origen O. 

o 

Estas rectas se llamarán ejes coordenados o simplemente ejes. 
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Se selecciona una unidad de longitud y se corta la recta horizontal en segmen­
tos de longitudes 1, 2, 3, ... hacia la izquierda y hacia la derecha, y hacemos 
lo mismo con la recta vertical, pero hacia arriba y hacia abajo, como se indica 
en la figura siguiente. 

Sobre la recta vertical se puede considerar que los puntas que están por abajo 
del cero corresponden a los enteros negativos, así como consideramos que los pun­
tos de la izquierda sobre la recta horizontal corresponden a los enteros negativos. 
Vean la figura. 

3 

2 

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 
-1 

-2 

-3 

Ahora es posible cortar el plano en cuadrados cuyos lados tengan longitud l. 

(3 4) , 
4 

3 

2 
(1, 2) 

1 

4 - 1 1 ·na (-3, -2) 

Describamos cada punto donde se intersecan dos rectas mediante un par de 
enteros. Supongan que tenemos dados un par de enteros como (1, 2). Nos 
desplazamos hacia la derecha del origen 1 unidad y verticalmente hacia arriba 
2 unidades para obtener el punto (1, 2) señalado en la figura. También hemos 
señalado el punto (3, 4). El diagrama es muy semejante a un mapa. 

Más aún, también podemos usar números negativas. Por ejemplo, para des­
cribir el punto ( -3, -2) nos desplazamos hacia la izquierda del origen 3 unidades 
y verticalmente hacia abajo 2 unidades. 

En realidad no existe razón alguna para que nos debamos limitar a puntos 
descritos por enteros. Por ejemplo, también podemos tener el punto ( ~, -1) y 
el punto ( -../2, 3) como en la figura de la página siguiente. 

[11, §1] COORDENADAS 

(- v'2, 3) 
··----- 3 

1/2 

-v'2 
-1 ··(1/2, -1) 

21 

No trazamos todos los cuadrados sobre el plano, sino sólo las rectas útiles 
para hallar nuestros dos puntos. 

En general, si tomamos cualquier punto P en el plano y trazamos las rectas 
perpendiculares hacia el eje horizontal y hacia el eje vertical, obtenemos dos 
números x y y como en la figura que sigue. 

p y 

X 

La recta perpendicular desde P hacia el eje horizontal determina un número 
x que es negativo en la figura porgue está a la izquierda del origen. El número 
Y determinado por la perpendicular desde P hacia el eje vertical es positivo 
pues está arriba del origen. Los dos números x y y se llaman coordenadas del 
punto P, y podemos escribir P = (x, y). 

Todo par de números ( x, y) determina un punto del plano. Hallamos el punto 
desplazándonos una distancia x desde el origen O en la dirección horizontal y 
después una distancia y en la dirección vertical. Si x es positivo nos desplazamos 
hacia la derecha de O; si x es negativo, lo hacemos hacia la izquierda de O. 
Si Y es positivo, vamos verticalmente hacia arriba y si y es negativo vamos 
vert~calm~nte hacia abajo. Las coordenadas del origen son (0, O).. Usualmente 
el eJe honzontal se llama eje z y el eje vertical, eje y. Si un punto p 
se describe por dos números, digamos (5,-lO),.es costumbre llamar al primer 
número coordenada x o abscisa y al segundo número coordenada y u ordenada. 
Así, 5 es la abscisa y -10 es la ordenada de nuestro punto. Es obvio que podemos 
usar otras letras además de x y y, por ejemplo t y s, o u y v. 

Nuestros dos ejes separan el plano en cuatro cuadrantes, los cuales están 
numerados como se indica en la figura: 
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11 1 

III IV 

Si (z,y) es un punto en el primer cuadrante, entonces tanto z como y son 
> O. Si ( z, y) es un punto en el cuarto cuadrante, entonces z > O pero y < O. 

11, §1. EJERCICIOS 

l. Localizar los puntos siguientes: ( -1, 1), (O, 5), ( -5, -2), (1, O). 

2. Localizar los puntos siguientes: (t, 3), ( -1, -~), (1, -2), ( -h !). 

3. Sean (x,y) las coordenadas de un punto en el segundo cuadrante. ¿Es x positivo, 
o negativo? ¿Es y positivo, o negativo? 

4. Sean (x,y) las coordenadas de un punto en el tercer cuadrante. ¿Es x positivo, o 
negativo? ¿Es y positivo, o negativo? 

5. Localizar los puntos siguientes: (1.2, -2.3), (1.7, 3). 

6. Localizar los puntos siguientes: ( -2.5, l), ( -3.5, i). 
7. Localizar los puntos siguientes:(1.5, -1), ( -1.5, -1). 

11, §2. GRÁFICAS 

Sea f una función. Definimos la gráfica de f como la colección de todos los 
pares de números (z,/(z)) cuya primera coordenada es cualquier número para 
el cual f está definido y cuya segunda coordenada es el valor de la función en la 
primera coordenada. 

Por ejemplo, la gráfica de la función /(z) = z2 está formada por todos los 
pares (z,y) tales que y= z2 • En otras palabras, es la colección de todos los 
pares (z,z2), como (1,1), (2,4), (-1,1), (-3,9)', etc. 

Como cada par de números corresponde a un punto sobre el plano (una 
vez seleccionado un sistema de ejes y una unidad de longitud), podemos ver la 
gráfica de f como una colección de puntos en el plapo. E~ la siguiente figura 
se ha trazado la gráfica de la función /(z) = z2 junto con los puntos que dimos 
como ejemplo. 
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Para determinar la gráfica localizamos multitud de puntos construyendo una 
tabla con las abscisas y ordenadas. 

1 
2 
3 

/(z) 
1 
4 
9 

-1 
-2 
-3 

/(z) 
1 
4 
9 

1 1 _1 1 
2 4 2 4 

En esta etapa del juego no hay sino este método de ensayo y error para determinar 
la gráfica de una función. Más adelante desarrollaremos técnicas que permitirán 
elaborarlas con mayor destreza. 

Daremos ahora varios ejemplos de gráficas de funciones que se presentan con 
frecuencia en nuestro estudio. . 

Ejemplo l. Considerar la función /( z) = z. Los puntos sobre esta gráfica 
son del tipo ( z, z). La primera coordenada debe ser igual a la segunda. Así, 
/(1) = 1, /(-../2) = --./2, etc. La gráfica se ve así: 
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Ejemplo 2. Sea f(x) = -x. Su gráfica se ve así: 

( -1, 1) 

Se puede observar que las gráficas de las dos funciones anteriores son rectas.· Más 
adelante estudiaremos el caso general de una recta. 

Ejemplo 3. Sea f(x) = lxl. Cuando x ~O, sabemos que f(x) = x, y 
cuando x 5O, sabemos que f(x) = -x, de aquí que la gráfica de lxl se obtenga 
combinando las dos anteriores y se vea así: 

Todos los valores de f(x) son ~O, sin importar si x es positivo o negativo. 

Ejemplo 4. Hay una clase de funciones incluso más sencillas que las recién 
vistas, a saber, las funciones constantes. Por ejemplo, podemos definir una 
función f tal que f(x) = 2 para todos los números x. En otras palabras, 
asociamos el número 2 a cualquier número x. Es una asociación muy sencilla, 
y la gráfica de esta función es una recta horizontal que interseca al eje vertical 
en el punto (0, 2). 

f(x) = 2 

(0, 2) 
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Si tomáramos la función f(x) = -1, la gráfica sería una recta horizontal que 
intersecara al eje vertical en el punto (0, -1). 

En general, sea e un número fijo. La gráfica de cualquier función f(x) = e 
es la recta horizontal que interseca al eje vertical en el punto (0, e). La función 
f(x) =e se llama función constante. 

Ejemplo 5. El último de nuestros ejemplos es la función f(x) = 1/x (de­
finida para x =f. O). Tras localizar unos cuantos puntos de la gráfica, observarán 
que se ve como sigue. 

Por ejemplo, se pueden localizar los puntos siguientes: 

X 

1 
2 
3 

1/x 

1 
1 
2 
1 
3 

X 

-1 

-2 
-3 

t 2 -t 
1 3 1 
3 3 

1/x 

-1 

-t 
1 

-3 
-2 

-3 

Conforme x se hace positivo muy grande, 1/x se va haciendo muy pequeño. A 
medida que x se acerca a O desde la derecha, 1/x se va haciendo muy grande. 
Un fenómeno similar ocurre cuando x se acerca a O desde la izquierda; en ese 
caso x es negativo y 1/x es negativo. Por lo tanto, en ese caso 1/x es negativo 
muy grande. 

Al tratar de determinar cómo se ve la gráfica de una función, conviene obser­
var lo siguiente: 

Los puntos en los que la gráfica interseca a los dos ejes coordenados. 
Lo que sucede cuando x se vuelve muy grande positivo y muy grande nega­
tivo. 

Pero, en términos generales, la técnica principal que usarán al resolver los 
ejercicios es localizar multitud de puntos hasta discernir cómo se ve la gráfica. 



26 GRÁFICAS Y CURVAS [11, §2] 

11, §2. EJERCICIOS 

Traz¡¡.r las gráficas de las funciones siguientes y localizar al menos tres puntos sobre 
cada gráfica. En todos estos casos damos el valor de la función en z. 

l. z+1 2. 2z 3. 3z 

4. 4z 5. 2z+ 1 6. 5z+i 

7. !+3 8. -3z+2 9. 2z2 -1 
2 

10. -3z2 + 1 11. z3 12. z4 

13. ..¡z 14. z-1/2 15. 2z+ 1 

16. z+3 17. lzl+z 18. lzl+2z 

-lzl+z 21. 
1 

19. -lzl 20. 
z+2 

1 1 
24. 

1 
22. 23. 

z+3 z-3 z-2 

2 2 
27. 

2 
25. 26. 

z-2 z+2 z 

-2 3 
30. 

z 
28. 29. ¡;¡ z+5 z+1 

(En los ejercicios 13, 14 y del 21 al 30, las funciones no están definidas para todos los 
valores de z . ) 

31. Esbozar la gráfica de la función /(z) tal que: 
/(z) =O si z S O. /(z) = 1 si z >O. 

32. Esbozar la gráfica de la función /(z) tal que: 
/(z)=zsiz<O. /(0)=2. /(z)=zsiz>O. 

33. Esbozar la gráfica de la función /(z) tal que: 
f(z)=z2 si z<O. /(z)=z si z~O. 

34. Esbozar la gráfica de la función /(z) tal que: 
/(z) = lzl + z si -1 ~ z ~l. 
f(z) = 3 si z >l. [l(z) no está definida para otros valores de z.] 

35. Esbozar la gráfica de la función /(z) tal que: 
f(z)=z3 si z~O. /(z)=1 si 0<z<2. /(z)=z2 si z~2. 

36. Esbozar la gráfica de la función /(z) tal que: 
f(z)=z si O<z~l. /(z)=z-1 si 1<z~2. 
f(x)=x-2 si 2<z~3. /(z)=z-3 si 3<z~4. 

[/(z) quedó indefinida para otros valores de z, pero intenten definirla de manera que 
se preserve la simetría de la gráfica.] 
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11, §3. LA RECTA · 

Uno de los tipos básicos de funciones es el tipo cuya gráfica representa una recta. 
Ya vimos que la gráfica de la función /(z) = z es una recta. Si tomamos /(z) = 
2z, ent.onces la recta se inclina y se empina más, y aún más para /( z) = 3z. La 
gráfica de la función /(z) = 10 OOOz se vería casi vertical. En general, sea a un 
número positivo '1 O. Entonces, la gráfica d,~ la función 

/(z) = az 

representa una recta. El punto (2, 2a) está sobre la recta, pues /(2) = 2a. 
El punto (v'2, v'2a) también está sobre la recta, y si e es cualquier número, 
el punto (c,ca) está sobre la recta. Las coordenadas (z,y) de estos puntos se 
obtienen construyendo una transformación de semejanza, comenzando con las 
coordenadas (1, a) y multiplicándolas por algún número c. 

Podemos visualizar este procedimiento mediante triángulos semejantes. En 
la figura que se muestra a continuación tenemos una recta. Si seleccionamos un 
punto (z, y) sobre la recta y bajamos la perpendicular desde este punto al eje 
z , obtenemos un triángulo rectángulo. 

Si z es la longitud de la base del triángulo más pequeño de la figura y y es su 
altura, y si cz es la longitud de la base del triángulo más grande, entonces cy 
es la altura del triángulo más grande: el triángulo más pequeño es semejante al 
máS grande. 

Si a es un número <O, la gráfica de la función /(z) = az también será una 
recta, la cual se inclina hacia la izquierda; por ejemplo, las gráficas de 

/(z) = -z o /(z) = -2z. 

Damos ahora ejemplos de rectas más generales, que no pasan por el origen. 

Ejemplo l .. Sea g(z) = 2z+l. Cuando z =O, entonces g(z) =l. Cuando 
g( z) = O, entonces z = - i . La gráfica se ve como en la figura de la página 
siguiente. 

/ 
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Ejemplo 2. Sea g(z) = -2z- 5. Si z = O, entonces g(z) = -5. Si 
g(z) =O, entonces z = -!. La gráfica se ve como sigue 

11 = -22:-5 

Con frecuencia nos referiremos a una función /( z) = az + b como a una recta -
(aunque, por supuesto, es la gráfica la que es una recta). 

El número a que es el coeficiente de z se llama pendiente de la recta, y 
determina cuánto se inclina la recta. Como acabamos de ver en los ejemplos, 
cuando la pendiente es positiva, la recta está inclinada hacia la derecha, y cuando 
la pendiente es negativa, la recta está inclinada hacia la izquierda. A la relación 
y = az + b se le llama tar,nbién ecuación de la recta, y da la relación entre la 
abscisa y la ordenada de un punto sobre la recta. 

Sea /(z) = az+b una recta, y sean (z1,y¡) y (z2,Y2) dos puntos de la recta. 
Es fácil hallar la pendiente de la recta en términos de las coordenadas de estos 
dos puntos. Por definición sabemos que 

Y1 = az¡ + b 

y 

Y2 = az2 + b. 

Restando tenemos 

Y2 - Y1 = az2 - az¡ = a(z2- z¡). 

En consecuencia, si los dos puntos son distintos, z2 :j:. Z¡, entonces podemos 

[II, §3] LA RECTA 

dividir entre z2 - z 1 y obtener 

pendiente de la recta = a = Y2 - Yl 
Z2- Z¡. 
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Esta fórmula da la pendiente en términos de las coordenadas de dos puntos 
distintos sobre la recta. 

Geométricamente, nuestro cociente 

Y2- Y1 
Z2- Z¡ 

e~ simplem~nt~ la razón del lado vertical y el lado horizontal del triángulo del 
diagrama siguiente: 

.. ------/?]l-.. 
1/i ------ J. 

J...,__z2-z1-l 

X¡ 

: 
' ' 

En general, sea a un número y (z11 y1) algún punto. 

Deseamos hallar la ecuación de la recta que tenga pendiente igual a a y que 
pase por el punto (z1 , y1). 

La condición de que un punto (z, y) con z =/:- z 1 esté sobre la recta es equi-
valente a la condición de que -

y- Y1 ----a 
Z- Z¡- . 

Así, la ecuación de la recta deseada es 

Y- Yl = a(z- z¡). 

lis- 1/1 
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Ejemplo 3. Sean (1, 2) y (2, -1) dos puntos ¿Cuál es la pendiente de la 
recta que los une? ¿Cuáles la ecuación de la recta? 

Primero hallamos la pendiente. Tenemos: 
. Y2- Yl -1-2 

pendiente = --- = --- = -3. 
X2- X¡ 2-1 

La recta debe pasar por el punto dado (1, 2). Por lo tanto, su ecuación es 

y- 2 = -3(x- 1). 
Ésta es una respuesta correcta. A veces puede ser útil poner la ecuación en la 
forma 

y= -3x+5, 
pero es igualmente válido dejarla en la primera forma. 

Observen que no importa a cuál punto llamemos (x¡, y¡) y a cuál llamemos 
(x2 , Y2). Obtendríamos la misma respuesta para la pendiente. 

También podemos determinar la ecuación de una recta si conocemos la pen­
diente y un punto. 

Ejemplo 4. Hallar la ecuación de la recta con pendiente -7 que pasa por 
el punto (-1,2). 

La ecuación es 
y-2=-7(x+1). 

Ejemplo 5. En general, sean ( x¡, y1) y ( x2 , Y2) dos puntos distintos con 
x1 f. x2. Deseamos hallar la ecuación de la recta que pasa por estos dos puntos. 
Su pendiente debe, pues, ser igual a 

Y2- Yl 

X2- X¡ 

Por ello la ecuación de la recta se puede expresar mediante la fórmula 

y-y¡ Y2-Yl ---=---
X- X¡ 

para todos los puntos ( x, y) tales que x f. x1 , o para todos los puntos mediante 

( Y2- Y1) ( ) y- Yl = --- X- X¡ . 
X2- X¡ 

Por último, debemos mencionar las rectas verticales. Éstas no se pueden 
representar mediante ecuaciones del tipo y = ax + b. Supongamos que tenemos 
una recta vertical que interseca al eje x en el punto (2, O). La coordenada y u 
ordenada de cualquier punto sobre la recta puede ser arbitraria. Así, la ecuación 
de la recta es simplemente x = 2. En general, la ecuación de la recta vertical 
queintersecaaleje x en el punto (c,O) es x=c. 

Podemos hallar el punto de intersección de dos rectas al resolver simultánea­
mente dos ecuaciones lineales. 

[11, §3] LA RECTA 

Ejemplo 6. Hallar el punto de intersección de las dos rectas 

y= 3x- 5 y y= -4x +l. 
Resolvemos 

3x- 5 = -4x + 1 

o de manera equivalente, 7x = 6. Esto da x =~,de donde 

6 18 
y = 3 . 7 - 5 = 7 - 5. 

Por consiguiente, el punto común es 

11, §3. EJERCICIOS 

Trazar las gráficas de las rectas sigui en tes: 

l. y= -2x + 5 

3. y=~ +7 
2 

2. y= 5x- 3 
X 

4. y= -3 + 1 

~Cuál es la ecuación de la recta que pasa por los puntos siguientes? 

5. (-1, 1) y (2;-7) 6. (3, ~) y (4, -1) 

7. (J2, -1) y (J2, 1) 8. (-3, -5) y (Va,4) 
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)(¿Cuál es la ecuación de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por el punto dado? 

9. pen'diente 4 y punto {1,1) 10. pendiente -2 y punto (~,1) 
11. pendiente-~ y punto (J2,3) 12. pendiente J3 y punto (-1,5) 

Trazar las gráficas de las rectas siguientes: 

13. X= 5 

16. y= -4 

14. X= -1 

17. y= 2 

15. X= -3 

18. y= o 
¿Cuál es la pendiente de la recta que pasa por los puntos siguientes? 

19. (1, ~) y (-1, 1) 20. (t, 1) y (!, -1) 

21. (2,:3) y ( J2; 1) 22. (Va, 1) y (3, 2) 

¿Cuál es la ecuación de la recta que pasa por los punt;s siguientes? 

23. (7r,1) y (v'2,3) 24. (v'2,2) y (1,1r) 

25. (-1,2) y (J2,-1) 26. (-1,v'z) y (-2,-3) 

27. Trazar las gráficas de las siguientes rectas: 

(a) y= 2x 
(d) y= 2x- 1 

(b) y= 2x + 1 
(e) y=2x-5 

(e) y= 2x + 5 
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28. Se dice que dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. Sean y = ax + b 
y y = ex+ d las ecuaciones de dos rectas con b :/: d. (a) Si son paralelas, 
demostrar que no tienen punto en común. (b) De no ser paralelas, demostrar 
que tienen exactamente un punto en común. 

)(29. Hallar el punto en común de los siguientes pares de rectas: 
(a) y= 3x + 5 y y= 2x + 1 (b) y= 3x- 2 y y= -x + 4 
(e) y= 2x y y= -x + 2 (d) y= x + 1 y y= 2x + 7 

11, §4. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 

Sean (x1 ,y1) y (z2 , y2) dos puntos en el plano, como en los diagramas siguientes, 
por ejemplo. 

(a) (b) 

De este modo podemos construir un triángulo rectángulo. Por el teorema de Pi­
tágoras, la longitud del segmento de recta que une nuestros dos puntos se puede 
determinar a partir de las longitudes de los dos lados. El cuadrado del lado 
inferior es (x2 - x¡)2 , que es igual a (x1 - x2)2. 

El cuadrado de la longitud del lado vertical es (y2 - y1 ) 2 , que es igual a (y¡ -
y2) 2 • Si L denota la longitud del segmento de recta, entonces, por Pitágoras, 

L2 = (x¡ -.x2)2 +(y¡- Y2)2 

y en consecuencia, 

Ejemplo l. Sean los dos puntos (1, 2) y (1, 3). Entonces la longitud del 
segmento de recta entre ellos es 

v"'< 1----,1'"'"')2:-+-<=3 --""""'2)'"""2 = 1. 

A la longitud L también se le llama distancia entre los dos puntos. 

Ejemplo 2. Hallar la distancia entre los puntos ( -1, 5) y ( 4, -3). 
La distancia es 

../(4- (-1))2 + (-3- 5)2 = v'89. 

[11, §5] CURVAS Y ECUACIONES 

11, §4. EJERCICIOS 

Hallar la distancia entre los puntos siguientes: 

l. Los puntos ( -3, -5) y (1, 4) 

2. Los puntos (1, 1) y (0, 2) 

3. Los puntos ( -1, 4) y (3, -2) 

4. Los puntos (1, -1) y ( -1, 2) 

5. Los puntos (t, 2) y (1, 1) 
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6. Hallar las coordenadas de la cuarta ~uina de un rectángulo cuyas otras tres es­
quinas son (-1,2), (4,2), (-1,-3). 

7. ¿Cuáles son las longitudes de los ladasdel rectángulo encontrado en el ejercicio 6? 

8. Hallar las coordenadas de la cuarta esquina de un rectángulo cuyas otras tres es­
quinas son ( -2, -2), (3, -2), (3, 5). 

9. ¿Cuáles son las longitudes de los lados del rectángulo del ejercicio 8? 

10. Si x y y son números, definir la distancia entre estos dos números como lx- yj. 
Mostrar que esta distancia es la misma que la distancia entre los puntos (x, O) y 
(y, O) en el plano. · 

11, §5. CURVAS Y ECUACIONES 

Sea F(x, y) una expresión que incluya un par de números (x, y) .. Sea e un 
número. Consideremos la ecu~ción 

F(x, y)= c. 

Definición. La gráfica de la.ecuación es la colección de puntos (a, b) en el 
plano que satisfacen la ecuación, esto es, tal que 

F(a, b) =c. 
Esta gráfica ,también se conoce como curva, y usualmente no haremos distinción 
entre la ecuación 

F(x,y) =e 
y la curva que representa la ecuación. 

Por ejemplo, 
x+y=2 

es la ecuación de una recta y su gráfica es la recta. Estudiaremos a continuación 
importantes ejemplos de ecuaciones que surgen .con frecuencia. 

Si / es una función, entonces podemos formar la expresión y - f( x), y la 
gráfica de la ecuación 

y-f(x)=O 
no es otra que la gráfica de la función f como ya lo estudiamos en la sección 
§2. 
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Deberán observar que hay ecuaciones del tipo 

F(x,y) =e 

[II, §6] 

que no se obtienen a partir de una función y= f(x), i.e. de una ecuación 

y- f(x) =O. 

Por ejemplo, la ecuación x2 + y2 = 1 es una de dichas ecuaciones. 
Estudiaremos ahora ejemplos importantes de gráficas de ecuaciones 

F(x,y) =O o F(x,y) =c. 

JI, §6. EL C(RCULO 

La expresión F(x, y)= x2 +y2 tiene una interpretación geométrica sencilla. Por 
el teorema de Pitágoras, es el cuadrado de la distancia del punto (x, y) al origen 
(0,0). Así, los puntos (x,y) que satisfacen la ecuación 

x2 + y2 = 12 = 1 

son simplemente aquellos puntos cuya distancia al origen es l. Ellos forman el 
círculo de radio 1 , con centro en el origen. 

De manera análoga, los puntos (x, y) que satisfacen la ecuación 

x2 + y2 = 4 

son. aquellos puntos cuya distancia al origen es 2. Ellos forman el círculo de 
radio 2. En general, si e es cualquier número > O, entonces la gráfica de la 
ecuación 

x2 + y2 = c2 

es el círculo de radio e, con centro en el origen. 
Ya hemos señalado que la ecuación 

x2 + y2 = 1 

o x2 + y2 -1 =O no es del tipo y- f(x) =O. Sin embargo, podemos escribir 
nuestra ecuación en la forma -

y2 = 1- x2. 

Para cualquier valor de x entre -1 y +1 podemos despejar y y obtener 

y=Vl-x2 o y=-~. 
Si x # 1 y x # -1, entonces obtenemos dos valores de y para cada valor de 
x. Geométricamente estos dos valores corresponden a los puntos indicados en el 
diagrama de la página siguiente. 

[11, §6] EL CÍRCULO 35 

- vl-x2) 

Existe una función, definida para -1 ~ x ~ 1, tal que 

f(x)=~, 
y la gráfica de esta función es la mitad superior de nuestro círculo. De manera 
análoga, existe otra función 

g(x)=-~, 
definida también para -1 ~ x ~ 1, cuya gráfica es la mitad inferior del círculo. 
Ninguna de estas funciones está definida para otros valores de x. 

Ahora pedimos la ecuación del círculo cuyo centro es (1, 2) y cuyo radio tiene 
longitud 3. Está formado por los puntos (x, y) cuya distancia a (1, 2) es 3. 
Éstos son los puntos que satisfacen la ecuación 

(x- 1)2 +(y- 2? = 9. 

eje y :eje y 1 

1 

eje x' 

eje x 

En la figura anterior se ha trazado la gráfica de esta ecuación. También podemos 
poner 

x' = x- 1 y y'= y- 2. 

En el nuevo sistema coordenado (x', y), la ecuación del círculo es, pues, 

,2 + ¡2 9 X y = . 

Hemos trazado los ejes (x', y') como líneas punteadas. 
Como un ejemplo más, deseamos determinar los puntos que están a una 

distancia 2 del punto ( -1, -3). Son los puntos (x, y) que satisfacen la ecuación 

(x- ( -1)) 2 + (y- ( -3)) 2 = 4 



36 GRÁFICAS Y CURVAS 

o, en otras palabras, 
(z + 1)2 +(y+ 3)2 = 4. 

(·Observen cuidadosamente la cancelación de los signos menos!) 
de esta ecuación es el círculo de radio 2 y centro ( -1, -3). 

(II, §6] 

Así, la gráfica 

En general, sean a y b dos números y r un número > O. ~~tonces 
el círculo de radio r y centro (a, b) es la gráfica de la ecuacJOn 

Podemos poner 
z' = z - a y y' = y - b, 

por lo que, en términos de las nuevas coordenadas z', y', la ecuación del circulo 
es 

Completar el cuadrado 

Ejemplo. Supongamos que se da la ecuación 

z 2 + y2 + 2z - 3y - 5 = O, 

donde z2 y y2 tienen el mismo coeficiente l. Deseamos ver si ésta es la ecuación 
de un circulo, para lo cual usamos el método de completar el cuadrado, que 
repasamos ahora. 

Queremos que la ecuación sea de la forma 

(z- a)2 +(y- 6)2 = r2, 

porque así sabríamos inmediatamente que representa un círcu~o con centro en 
(a,b) y de radio r. Por ello, necesitamos que z2 + 2z sea el pnmero de los dos 
términos del desarrollo 

(z- a)2 = z2 - 2az + a2. 

De manera análoga, necesitamos que y2 - 3y sea el primero de los dos términos 
del desarrollo 

Esto significa que a= -1 y P = 3/2. Entonces, . 

' ' . ( )2 9 
z2 + 2z + y2 - 3y- 5::::: (~ + 1)2 - 1 + Y- ~ - ¡,-:- 5 .. 

Así, z2 + y2 + 2z - 3y - 5 = O es equivalente a 

( 3) 2 9 33 ' (z + 1)2 + y- 2 = 5 + 1 + ¡ = -¡-· 
En consecuencia, nuestra ecuación dada es la ecuación de un circulo de radio 
..j33[4, con centro en (-1,3/2). 

[11, §7] DILATACIONES Y LA ELIPSE 

11, §6. EJERCICIOS 

Esbozar la gráfica· de las ecuaciones siguientes: 

l. (a) (z- 2)2 +(y+ 1)2 = 25 
(e) (z- 2)2 +(y+ 1)2 = 1 

2. (a) z 2 +(y -1)2 = 9 
(e) z2 +(y- 1? = 25 

3. (a) (z + 1)2 + y2 = 1 
(e) (z + 1)2 + y2 = 9 

4. z2 + y - ~:¡; + 3y - 10 = o 
5. z~ + y2 + 2z - 3y - 15 = O 

6. z2 + y2 + :¡;- 2y = 16 . 1 

7. z2 + y2 -.z + 2y = 25 

(b) (z-2)2 +(y+1)2 =4 
(d) (z- 2)2 + (y+ 1)2 = 9 

(b) z 2 + (y - 1 )2 = 4 
( d) z 2 + (y - 1 ) 2 = 1 

(b) (z + 1)2 + y 2 = 4 
(d) (z+ 1)2 + y 2 = 25 

11, §7. DILATACIONES Y LA EUPSE 

Dilataciones 

37 

Antes de estudiar la elipse queremos hacer algunas observaciones acerca de "es­
tiramientos" o, para usar una palabra más adecuada, dilataciones. 

Sea ( z, y) un punto en el plano. Entonces (2z, 2y) es el punto obtenido al 
estirar sus dos coordenadas en un factor de 2, como se ilustra en la figura 1, 
donde ti:\Illbién hemos trazado (3z,3y) y (!z, ty). 

i.rz 2x :b: 

Figura 1 

Definición. En general, si e> O es un número positivo, a (cz,cy) le llama­
mos dilatación de (z,y) en un factor c. 

Ejemplo. Sea 
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la ecuación del círculo de radio 1 . Pongamos 

:¡; = cu y y= cv. 

Entonces, 
u= z/c y v = yfc. 

Por lo tanto, z y y satisfacen la ecuación 

o, de manera equivalente, 

:¡;2 y2 

2+2=1, e e 

z2 + y2 = c2. 

[11, §7] 

El conjunto de puntos (u, v) que satisfacen esta ecuación es el círculo de radio 
e. Así, podemos decir: 

La dilatación del círculo de radio 1 en un factor de e > O es el círculo de 
radio c. 

Esto se ilustra en la figura 2 con e = 3 . 

Figura 2 

La elipse 

No hay razón alguna por la cual debamos dilatar la primera y la segunda coor­
denadas en el mismo factor; podemos usar factores diferentes. Por ejemplo, si 
ponemos 

z= 2u y y= 3v 

estamos dilatando la primera coordenada en un factor de 2, y estamos dilatando 
la segunda coordenada en un factor de 3. En ·ese caso, supongamos que (u, v) 
es un punto sobre el círculo de radio 1; en otras palabras, digamos que se tiene 

u2 + v2 =l. 

Entonces, ( z, y) satisface la ecuación 
:¡;2 y2 

-;¡-+g-=1. 
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Interpretamos esto como la ecuación de un "círculo estirado," como se muestra 
en la figura 3. 

3 

2 

Figura 3 

De manera más general, sean a y b números > O. Pongamos 

Si (u, v) satisface 

(*) 

entonces (z, y) satisface 

z=au y y= bv. 

Recíprocamente, podemos poner u= zfa y v = yfb pára ver si los puntos que 
satisfacen la ecuación ( *) corresponden a los puntos de ( **) bajo esta transfor­
mación, y viceversa. 

Definici6n. Una elipse es el conjunto de puntos que satisfacen una ecuación 
( **) en algún sistema coordenado del plano. Acabamos de ver que una elipse es 
un círculo dilatado, mediante una dilatación en factores a, b > O en las primera 
y segunda coordenadas, respectivamente. 

Ejemplo. Esbozar la gráfica de la elipse · 

:¡;2 y2 

4 + 25 =l. 

Esta elipse es un círculo dilatado en factores de 2 y 5, respectivamente. Noten 
que, 

y2 
cuando z =O, tenemos 25 = 1, de modo que y2 = 25 y y= ±5. 

Además, 
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:¡:2 
cuando y = O, tenemos -¡- = 1 , de modo que :c2 = 4 y :e = ±2. 

Por lo tanto, la gráfica de la elipse se ve como en la figura 4. 

eje y 

x2 y2 
5 Gráftcade 4 + lS = 1 

Figura 4 

Ejemplo. Trazar la gráfica de la elipse 

(:e- 1)2 (y+ 2)2 - 1 
25 + 4 -. 

En este caso, pongamos 

:e'= :e- 1 y y'= y+ 2. 

Sabemos que en las coordenadas (u, v) 

u2 + v2 = 1 

es la ecuación de un círculo con centro (1, -2) y radio l. A continuación pone-
m os 

:e' 
u=-

5 
La ecuación original es de la forma 

y 
y' 

v=2· 

z'2 y'2 
52+ 22 = l, 

que puede escribirse en términos de u y v como 

u2 + v2 =l. 

Así, nuestra elipse se obtiene del círculo u2 + v2 = 1 mediante la dilatación 

u= :c'/5 y V= y' /2, 
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o, de manera equivalente, 

:e'= 5u y y'= 2v. 

La manera más fácil de esbozar su gráfica es dibujar el nuevo sistema de coor­
denadas con coordenadas :e', y'. Para hallar los cruces de la elipse con estos 
nuevos ejes, vemos que cuando y' = O, entonces 

z'2 
52= 1, de modo que 

Del mismo modo, cuando :e' = O, entonces 

y'2 
22 = 1, de modo que 

La gráfica se ve como sigue: 

:e'= ±5. 

y'= ±2. 

eje y . , (x - 1)2 (y + 2)2 
¡eje y 1 Graftca de --+ --• 1 
1 25 4 
1 
1 
1 

• 1 ------eje :e 

11, §7. EJERCICIOS 

Trazar las gráficas de las curvas siguientes. 

z2 y2 z2 y2 
l. 9 + 16 = 1 2· 4 + 9 = 1 

3. 
z2 Y2 
5 + 16 = 1 4. 

z2 y2 
-+-=1 
4 25 

5. 
(z- 1)2 (y+ 2)2 
--9-+-1-6-= 1 6. 4z2 + 25y2 = 100 

7. (z + 1)2 (y+ 2)2 
--3-+--4-= 1 8. 25z2 + 16y2 = 400 

9. (z-1)2+(y+3)2 =1 
. 4 
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11, §8. LA PARÁBOLA 

Una parábola es una curva que es la gráfica de una función 

y= ax2 

en algún sistema coordenado, con a '1 O. 

[II, §8] 

Ejemplo. Ya sabemos cómo se ve la gráfica de la función y = x2 • Conside­
remos ahora 

y= -x2. 

Por simetría se puede ver fácilmente que la gráfica es semejante a la de esta 
figura. 

eje y 

Si graficamos la ecuación y = (x- 1)2 , notaremos que se ve exactamente 
igual, pero como si el origen estuviera colocado en el punto (1, O). 

De manera análoga, la curva y- 2 = (x- 4)2 se ve de nuevo como y= x2 

excepto que toda la curva se ha movido como si el origen fuera el punto (4, ~). 
En el siguiente diagrama se han trazado las gráficas de estas ecuaciones. 

(1, O) 

Podemos formalizar estas observaciones como sigue. Supongan que en nuestro 
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sistema de coordenadas dado escogemos un punto (a, b) como el nuevo origen. 
Ponemos las nuevas coordenadas x' = x - a y y' = y - b. Así, cuando z = a, 
tenemos x' = O, y cuando y = b, tenemos y' = O. Si tenemos una curva: 

y'= x'2 

en el nuevo sistema coordenado cuyo origen está en el punto (a, b), entonces se 
produce la ecuación 

(y-b)=(x-a)2 

en términos del sistema de coordenadas antiguo. Este tipo de curva se conoce 
como parábola. 

Podemos aplicar la misma técnica de completar el cuadrado que usamos para 
el círculo. 

Ejemplo. ¿Cuál es la gráfica de la ecuación 

2y - x2 - 4x + 6 = O? 
Completando el cuadrado, podemos escribir 

x2 + 4x = (x + 2)2 - 4. 
Así, nuestra ecuación se puede reescribir como . 

2y = (x + 2)2 - 10 

o 
2(y+5) = (x+2)2 • 

Ahora escogemos un nuevo sistema de coordenadas 

x' = x + 2 y y' = y + 5 
de modo que nuestra ecuación se vuelve 

2y' = x'2 o y'= ~x'2 

Ésta es una función cuya gráfica ya conocen; su elaboración queda como ejercicio. 

o 

Observemos que, si tenemos una ecuación 
x-y2=0 

X= y2, 

obtendremos una parábola inclinada horizontalmente. 

Podemos aplicar ahora la técnica de cambiar el sistema coordenado para ver 
cómo es la gráfica de una ecuación más general. 
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Ejemplo. Trazar la gráfica de 

:1: - y2 + 2y + 5 = o. 
Podemos escribir esta ecuación en la forma 

(z+6) = (y-1)2 

y, por lo tanto, su gráfica se ve así: 

y 
Gráfl.ca de (x + 6) = (y - 1 )2 

Supongan que nos dan la ecuación de una parábola 

y= /(z) = az2 + bz +e, 

con a f. O. Deseamos determinar dónde interseca esta parábola al eje z. Éstos 
son los valores para los cuales J( z) = O y se llaman raíces de f. En la secundaria 
se muestra que .las raíces de f están dadas por la fórmula cuadrática: 

2a 

Deben leer esta fórmula en voz alta tantas veces como sea necesario para que la 
memoricen, igual que las tablas de multiplicar. Deberá. usarse automáticamente, 
sin mayor razonamiento, para hallar las raíces de una ecuación cuadrática. 

Ejemplo. Queremos hallar las raíces de la ecuación 

-2:~:2 + 5z- 1 =O. 

Las raíces son 

-5 ± /25=8 -5 ± Vfi 5 ± Vfi 
z= = = 

~-~ -4 4 
Así, las dos raíces son 

5+Vfi 
4 

y 
5-Vfi 

4 

Éstos son los dos puntos donde la parábola y = -2:~:2 + 5z- 1 cruza al eje x, y 
su gráfica se muestra en la figura. 
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5- vT7 
--4-
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Demostración de la fórmula cuadrática. Daremos ahora la demostración de 
la fórmula cuadrática para convencerlos de que es cierta. Con este fin, queremos 
resolver 

1 ax2 + bz +e= O. 1 
Como suponemos que a f. O, esto equivale a resolver la ecuación 

2 b e 
(••) z + -z +-=O 

a a 
obtenida al dividir entre a. Recordemos la fórmula 

(z + t)2 = z2 + 2tz + t2• 

Queremos hallar t de modo que z 2 + (;) x tenga la forma :~: 2 + 2tz. Esto 

significa que tenemos · 
b b 
- = 2t, esto es t = -. 
a 2a 

Sumamos ahora ( 2~) 2 
en ambos lados de la ecuación ( ** ), y obtenemos 

z2 +!x+ (~):2 +:_= (i_) 2 

a 2a a 2a 
Esto se puede reescribir en la forma 

o, de manera equivalente, 

( z + ..!.) 2 + :_ = (..!.) 2 
2a a 2a' 

(z+ ;ar = (2~r- ~ = b2 ~~ac 

de donde 

lo cual prueba la fórmula cuadrática. 
2a 
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Observación. Puede· suceder que b2 - 4ac < O, en .cuyo caso la ecuación 
cua,drática no tiene solución en los números reales. 

Ejemplo. Hallar las raíces de la ecuación 

3x2 - 2x + 1 = O. 

Las raíces son 
-( -2) ± V4=12 

x= 6 . 

Como 4 - 12 = -8 < O, la ecuación no tiene raíces en los números reales. La 
ecuación 

y= 3x2 - 2x + 1 
es la ecuación de una parábola cuya gráfica se ve como en la figura. La gráfica 
no cruza el eje x. 

El estudio de la fórmula cuadrática en esta sección ilustra algunos principios 
pedagógicos generales acerca de la relación entre la memorización rutinaria y el 
papel de las demostraciones al aprender matemáticas. 

l. Deben memorizar de oído la fórmula cuadrática: 

:z: es igual a menos b más menos la raíz cuadrada de b cuadrado 
menos 4ac sobre 2a 

como si memorizaran un poema, repitiéndolo en voo alta. Dicha memorización 
es necesaria para ciertas cuestiones de matemáticas básicas, a fin de inducir 
la obtención de la respuesta correcta como un reflejo condicionado, sin perder 
tiempo. 

2. Independientemente de usar la fórmula como reflejo condicionado, deberán 
ver la demostración completando el cuadrado. Aprender a manejar la lógica y el 
idioma español para establecer teoremas también es parte de las matemáticas. 
Además, la técnica de completar los cuadrados surge a menudo en el contexto de 
graficar círculos, elipses, parábolas y además, en la fórmula cuadrática. Saber 
la fórmula como reflejo condicionado y conocer la demostración son dos funcio­
nes complementarias diferentes en el entrenamiento matemático, ninguna de las 
cuales excluye a la otra. 

[11, §9] LA HIPÉRBOLA 

11, §8. EJERCICIOS 

Trazar la gráfica de las ecuaciones siguien~es: 

l. y= -x + 2 

3. X- 4y2 = 0 
2. y = 2x2 + x - 3 

4. X - y2 + y + 1 = 0 

47 

Completar el cuadrado en las siguientes ecuaciones y cambiar el sistema de coordenadas 
para ponerlas en la forma 

x12 +yl2 = ,2 

para cierta constante c. 

o 1 12 
y =ex o 1 12 

x = cy 

'-5. x2 + y2 - 4x + 2y - 20 = O 

7. ' x2 + y2 + 2x - 2 = O 

'9. y - x2 - 4x - 5 = O 

11.' x2 + y2 + 2x - 4y = -3 

13.- X- 2y2 - y+ 3::::: 0 

6. x2 + y2 - 2y - 8 = O 

8. y - 2x2· - x + 3 = O 

10. y- x 2+ 2x + 3 =O 

11, §9. LA HIPÉRBOLA 

12. x2 + 1? - 4x - 2y = -3 

~ x-y2 -4y=5 

Ya sabemos cómo se ve la gráfica de la ecuación 

xy= 1 o y= 1/x. 

Es evidente que es igual a la gráfica de la función 

f(x) = 1/x · 

(definida para x :f. O). Si escogemos un sistema de coordenadas cuyo origen esté 
en el punto (a,b), la ecuación 

1 
y-b= --. 

x-a 
se conoce como hipérbola. En términos del nuevo sistema de coordenadas 

x'::::: x-a 

y y' = y - b, nuestra hipérbola tiene el antiguo tipo de ecuación 

x'y' =l. 

Si nos dan una ecuación como 
, ........ 

xy - 2x + 3y = 1 ' 

queremos poner esta ecuación en la forma 

._(x- a){y- b) =e, 

o expandiendo, 
xy - ay - bx + ab = c. 
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Esto nos dice cómo deben ser a y b: Así 

xy- 2x + 3y = (x + 3)(y- 2) + 6. 
.·· . (,.,.,. 

t f ..... ,. • • • 

Por lo tanto xy - 2x + 3y = 1 es equivalente a 

(x + 3)(y- 2) + 6 = 1 

o, en otras palabras, 
(x + 3)(y- 2) = -5. 

La gráfica de esta ecuación se ha trazado en el siguiente diagrama. 

eje y 1 

1 eje y 

_)j 
-- - -- - - - - .. - - !.. - - ------ eje :e' (-3, 2)¡ 

Hay otra forma para la hipérbola. Trat.emos de graficar la ecuación 

x2 _ya== 1. 

Si despejamos y obtenemos 

' ' ' ' ' ' ' 

" / 
/ 

/ 

" / 

' 

/ 

' 

/ 

' ·', 
/ 

/ 
/ 

' 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
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de modo que 
y=±~. 

La gráfica es simétrica porque, si (x, y) es un punto sobre la gráfica, resulta que 
( -x, y), (x, -y) y ( -x, -y) ·son también puntos sobre la gráfica. En efecto, 
veamos la gráfica en el primer cuadrante cuando x 2:: O y , y 2:: O: · 

Como x 2 - 1 = y2 , se sigue que x 2 - 1 2:: O, de modo que x 2 2:: 1 . Por ello 
la gráfica existe sólo para x 2:: l. Afirmamos que en el primer cuadrante se ve 
como en la figura de la página ariterior. Para corroborarlo podemos, claro está, 
construir primero una tabla con unos cuantos valores para ver de manera experi­
mental la apariencia de la gráfica. Háganlo. Aquí la describiremos teóricamente 

A medida que crece X ' la expresión x2 - 1 crece, de modo que V x2 - 1 crece 
también y lo mismo sucede con y. . 

Además, como y2 = x 2 - 1 , se sigue que y2 < x 2 , de modo que y < x para 
x, y en el primer cuadrante. )Iemos trazado la recta y = x. El conjuntó de 
puntos con y< x se encuentra debajo de esta recta en el primer cuadrante. 

Dividamos la ecuación y2 = x2 - 1 entre x2 • Obtenemos 

y2 - 1-...!... 
x2- x2. 

Cuando x se vuelve grande, sucede que 

1 
1 - - tiende a l. 

x2 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " " 
/ 

" " " 

1 "' - / ' 
/ ' 

/ ' 
/ ', 

/ 

/ ' 

" / 

/ 

/ ' " ', 

/ 

" / 

/ ' " ' / 

La razón y/ x es la pendiente de la recta que va del origen al punto ( x, y). 
Por lo tanto, esta pendiente tiende a 1 cuando z se vuelve grande. Además, de 
la expresión 

y=~. 
vemos que cuando z es grande, z2 - 1 es casi igual a z2 y, por ende, su raíz 
cuadrada ser~ casi igual a x . Con esto la gráfica de la hipérbola se acerca más 

/ 
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y más a la gráfica de la recta y = x. Esto justifica que hayamos dibujado la 
gráfica de esa manera. 

Finalmente, por simetría, toda la gráfica de la hipérbola se ve como la figura 
anterior. Ésta se obtiene al reflejar la gráfica del primer cuadrante sobre el eje 
x y sobre el eje y, y también reflejando la gráfica respecto al origen. 

11, §9. EJERCICIOS 

Trazar las gráficas de las curvas siguientes: 

l. (x-1)(y-2)=2 2. x(y+1)=3 

4. 
2 

3. xy -4 =O y=--
1-x 

1 
6. (x + 2)(y- 1) = 1 5. y= x+1 

7. (x- l)(y- 1) = 1 8. (x- l)(y -1) = 1 
1 1 

9. y=--+4 10. y=---2 
x-2 x+l 
4x -7 

12. 
-2x -1 

11. y=-- y=~ x-2 
x+l 

14. 
x-1 

13. y=-- y=--
x-1 x+1 

15. Graficar la ecuación y2 - x2 = 1 . 

16. Graficar la ecuación (y- 1)2 - (x- 2)2 =l. 

17. Graficar la ecuación (y+ 1?- (x- 2)2 =l. 

"' 

Parte dos 

Diferenciación y 
funcjones elementales 

En esta parte aprenderemos a diferenciar. Geométricamente hablando esto equi­
vale a hallar la pendiente de una curva, o su razón de cambio. Analizaremos 
sistemáticamente las técnicas para hacerlo y la manera en que se aplican a 
las funciones elementales: polinomios, funciones trigonométricas, funciones lo­
garítmicas y exponenciales y funciones inversas. 

Una de las razones por las que diferimos la integración para después de esta 
sección es que las técnicas de integración dependen, hasta cierto punto, de nuestro 
conocimiento de las derivadas de ciertas funciones, pues una de las propiedades 
de la integración radica en ser la operación inversa a la diferenciación. 

En los capítulos 111, §9, IV, §4 y VII, §4, hallarán que los problemas de razones 
aplicados son semejantes entre sí pero con diferentes tipos de funciones. Éste es 
un ejemplo de cómo se hilvana de manera coherente la misma idea a lo largo de 
la parte de diferenciación. 



CAPÍTULO 111 

La derivada 

Los dos conceptos fundamentales en este curso son los de derivada e integral. En 
este capítulo nos ocuparemos del primero. 

La derivada nos dará la pendiente de una curva en un punto. También tiene 
aplicaciones en física, donde puede interpretarse como razón de cambio. 

Desarrollaremos algunas técnicas básicas que permitirán calcular la derivada 
en todas las situaciones comunes que probablemente encuentren en la práctica. 

111, §1. LA PENDIENTE DE UNA CURVA 

Consideremos una curva y tomemos un punto P sobre la curva. Queremos 
definir los conceptos de pendiente de la curva en un punto y de recta tangente 
a la curva en ese punto. Suele decirse que la tangente a la curva en el punto es 
la recta que toca la curva en un solo punto. Esto no tiene sentido, y las figuras 
subsecuentes los convencerán. 

Consideren una recta 

¿No quieren que la recta sea tangente a sí misma? ¿Sí? Pues esto contradice 
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flagrantemente que la tangente es la recta que toca a la curva en un solo punto, 
pues la recta se toca a ~¡~Í misma en todos sus puntos. 

En las figuras 1, 2 y 3 vemos la recta tangente a la curva en el punto P. En 
la figura 1 la recta corta a la curva en otro punto Q. En la figura 2, l~ recta es 
tangente a la curva también en el punto Q. En la figura 3, la recta horizontal es 
tangente a la curva y "corta" la curva. La recta vertical y la inclinada iritersecan 
la curva en un solo punto, pero no son tangentes. 

Figura 1 

Figura 2 Figura 3 

Observen además, que no pueden esquivar las dificultades al querer distinguir 
, " l , d' . d una recta que "corte a la curva" de una que toque a a curva, o 1c1en o que 

la recta debe estar a un lado de la curva (vean la figura 1). 
Por lo tanto tenemos que dejar de lado la idea de tocar la curva en un solo 

punto y buscar otra idea. 
Enfrentamos dos problemas. Uno es dar la idea geométrica correcta que nos 

permita definir la tangente a la curva, y el otro es comprobar que esta idea 
nos permite calcular de manera efectiva esta recta tan~~nte cuando la cu~;a 
está dada por una simple ecuación con coeficientes numer1cos. Es una cuestwn 
admirable que la solución al primer problema proporcione, de hecho, una solución 
al segundo. 

En el capítulo 11 vimos que si conocemos la pendiente de una recta Y un 
punto sobre la recta, podemos determinar la ecuación de· la recta. Por ello 
definiremos la pendiente de una curva en un punto y después obtendremos su 
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tangente mediante el método del capítulo 11. 
Nuestros ejemplos muestran que para definir la pendiente de la curva en P no 

debemos considerar lo que suceda en un punto Q alejado de P. Lo importante 
es lo que sucede cerca de P. 

Así pues, tomemos cualquier punto Q sobre la curva dada y = /(z), y 
supongamos que Q -:/; P. Entonces los dos puntos P, Q determinan una recta 
con cierta pendiente que depende de P y de Q y que escribiremos como S(P, Q). 
Supongan que el punto Q se acerca al punto P sobre la curva (pero se mantiene 
distinto de P). Entonces, conforme Q se acerca a P, la pendiente S(P, Q) de 
la recta que pasa por P y Q deberá acercarse a la pendiente (desconocida) de la 
recta tangente (desconocida) a la curva en P. En el diagrama siguiente hemos 
dibujado la recta tangente a la curva en P y dos rectas entre P y otro punto 

Figura 4 

sobre la curva cercano a P (figura 4). El punto Q2 está más cerca de P sobre 
la curva, por lo cual la pendiente de la recta entre P y Q2 está más cerca de la 
pendiente de la recta tangente que la pendiente de la recta entre P y Q1 . 

Si ·existe el límite de la pendiente S(P, Q) cuando Q tiende ~ P, entonces 
deberá considerarse como la pendiente de la propia curva en P. Esta es la idea 
básica de nuestra definición de pendiente de la curva en P. La tomamos como 
definición, quizá la definición más importante en este libro. Repitiendo: 

Definición. Dada una curva y= /(z), sea P un punto sobre la curva. La 
pendiente de la curva en P es el límite de las pendientes de las rectas que pasan 
por P y otro punto Q sobre la curva, cuando Q tiende a P. 

La idea de definir la pendiente de esta manera fue descubierta en el siglo XVII 
por Newton y Leibnitz. Veremos que 'esta definición nos permite determinar la 
pendiente de manera efectiva en la práctica. 

Primero observamos que, cuando y·= az + b es una recta, la pendiente de la 
recta entre cualesquiera dos puntos distintos sobre la curva es siempre la misma, 
y es la pendiente de la recta conforme la definimos en el capítulo anterior. 

Ejemplo. Veamos ahora el siguiente ejemplo sencillo, 

y= /(z) = z2: 

Deseamos determinar la pendiente de esta curva en el punto (1, 1). 
Tomemos un punto cercano a (1; 1), por ejemplo un punto cuya abscisa sea 

l. l. Entonces /(1.1) = (1.1)2 = 1.21. Así el punto (1.1, 1.21) está sobre la 
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curva. La pendiente de la recta entre dos puntos (zt, Yt) Y (z2, Y2) es 

Y2- Yt ---. 
Z2- Z¡ 

Por consiguiente, la pendiente de la recta entre (1, 1) y (1.1, 1.21) es 

1.21 - 1 = 0.21 = 2.1. 
1.1-1 0.1 

(III, §1] 

En general, la abscisa de un punto cercano a (1, 1) se puede escribir como 1 + h 
donde h es algún número pequeño, positivo o negativo, pero h f= O. Tenemos 

/(1 + h) = (1 + h)2 = 1 + 2h + h2 • 

(l+h, 1+2h+h2) 

.Figura S 

Así el punto (1 + h, 1 + 2h + h2 ) está sobre la curva. Cuando h es positivo, 
la ·recta entre nuestros dos puntos se vería como en la figura 5. Cuando h es 
negativo, entonces 1 + h es menor que 1 y la recta se vería así: 

Figura 6 

Por ejemplo, h podría ser -0.1 y 1 + h = 0.9. . 
Por tal motivo, la pendiente de la recta entre nuestros dos puntos es el cociente 

(1 + 2h + h2) - 1 
(1 + h) -1 
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que es igual a 

2h + h2 == 2 +h. 
h 

A medida que el punto cuya abscisa es 1 + h tiende a nuestro punto ( 1, 1), el 
número h tiende a O. Conforme h tiende a O, la pendiente de la recta entre 
nuestros dos puntos tiende a 2, de modo que es, por definición, la pendiente de 
la curva en el punto (1, 1). 

¡Podrán apreciar lo sencillo que resultan los cálculos y lo fácil que fue obtener 
esta pendiente! 

Tomemos otro ejemplo. Deseamos hallar la pendiente de la misma curva 
f(z) = z2 en el punto (-2,4). De nuevo tomamos un punto rercano cuya 
abscisa sea -2 + h para h pequeño f= O. La ordenada de este punto cercano es 

/(-2+ h) = (-2+ h)2 = 4- 4h+ h2 • 

La pendiente de la recta entre los dos puntos es, pues, 

4 - 4h + h2 - 4 -4h + h2 

-2 + h- ( -2) = h = -4 +h. 

Conforme h tiende a O, el punto cercano tiende al punto ( -2, 4) y vemos que 
la pendiente tiende a -4. 

111, §1. EJERCICIOS 

Hallar las pendientes de las curvas siguientes en los puntos indicados: 

l. y= 2z2 en el punto (1, 2) 2. y = z2 + 1 en el punto ( -1, 2) 
'3. y= 2z- 7 en el punto (2, -3) 4. y= z3 en el punto a. k) 

S. y=l/zenelpunto(2,!) 6. y=z2 +2zenelpunto(-l,-1) 
7. y= x2 en el punto (2, 4) 8. y = z2 en el punto (3, 9) 
9. y= z3 en el punto (1, 1) '10. y= z3 en el punto (2, 8) 

11. y = 2z + 3 en el punto cuya abscisa es 2. 

12. y= 3x -S en el punto cuya abscisa es l. 

13. y = ax + b en un punto arbitrario. 

(En los ejercicios 11, 12 y 13, usar el método de la h y verific~ si este método da la 
misma respuesta para la pendiente que la expuesta en el capítulo 11, §3.) 

111, §2. LA DERIVADA 

Continuamos con la función y = z 2 . En lugar de escoger un valor numérico 
definido para la abscisa de un punto, podríamos trabajar en un punto arbitrario 
sobre la curva. Sus coordenadas son, pues, (z, z 2). Escribimos la abscisa de 
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un punto cercano, como x + h para algún h pequeño, positivo o negativo, pero 
h =f:. O. La ordenada de este punto cercano es 

(x+h)2 =x2 +2xh+h2• 

Por lo tanto la pendiente de la recta entre ellos es 

(x + h?- x2 x2 + 2xh + h2 - x2 
~...:,_-7-:--- = 
(x + h)- x 

= 

x+h-x 

2xh + h2 

h 

= 2x +h. 

Conforme h tiende a O, 2x + h tiende a 2x. En consecuencia, la pendiente 
de la curva y= x2 en un punto arbitrario (x, y) es 2x. En particular, cuando 
x = 1 la pendiente es 2 y cuando x = -2 la pendiente es -4, como lo hallamos 
antes mediante el cálculo explícito usando las abscisas particulares 1 y -2. 

Sin embargo, esta vez hemos hallado una fórmula general que nos da la pen­
diente de cualquier punto de la curva. Así, cuando x = 3 la pendiente es 6 Y 
cuando x = -10 la pendiente es -20. 

El ejemplo que hemos resuelto nos brinda el procedimiento para tratar fun­
ciones más generales. 

Dada una función f(x), su cociente de Newton es 

f(x + h)- f(x) f(x + h)- f(x) 
x+h-x - h 

Este cociente es la pendiente de la recta entre los puntos 

(x,J(x)) y (x + h,/(x + h)), 

como se ilustra en la figura. 

Definición. Si el cociente de Newton tiende a un límite cuando h tiende a 
O, entonces definimos la derivada de f en x como este límite, esto es 

• , f(x+h)-f(x) 
der1vada de f en x = hm h · 

h-o 
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La derivada de f en x se denotará de manera abreviada mediante una de las 
notaciones f'(x), df/dx, o bien df(x)fdx. Entonces, por definición, 

f'(x) = 'df :;:: df(x) = lím f(x + h)- f(x). 
dx.' dx h-o h 

Es por eso que las dos expresiones f' ( x) y df / dx significan lo mismo. Sin 
embargo queremos subrayar que en la expresión df /dx no multiplicamos f o x 
por d, ni dividimos df entre dx. La expresión se lee como un todo. Hallaremos 
más adelante que, en ciertas circunstancias, la expresión se comporta como si 
dividiéramos, razón por la cual adoptamos esta manera clásica de escribir la 
derivada. 

La derivada puede verse entonces como una función f', definida en todos los 
números x tales que el cociente de Newton tienda a un límite cuando h tiende 
a O. Observamos que al tomar el límite, tanto el numerador f(x + h)- f(x) 
como el denominador h tienden a O. No obstante, su cociente 

f(x + h)- f(x) 
h 

tiende a la pendiente de la curva en el punto (x,/(x)). 

Definición. La función f es diferenciable si tiene derivada en todos los 
puntos donde está definida. 

Ejemplo l. La función f(x) = x2 es diferenciable y su derivada es 2x. 
Así, en este caso tenemos 

/'(x) = df = 2x. 
dx 

Hemos usado de manera sistemática la letra x, pero se puede usar cualquier 
otra letra: La veracidad de los enunciados matemáticos es invariante 
bajo permutaciones del alfabeto. Así por ejemplo, si f(u) = u2 , entonces 

f'(u) = df = 2u. 
du 

Lo que es importante aquí es que debe aparecer Ja misma letra u en cada uno 
de estos lugares, y que la letra u sea diferente de la letra f. · 

Resolvamos algunos ejemplos antes de pasar a los ejercicios de esta sección. 

Ejemplo 2. Sea f( x) = 2x + l. Hallar la derivada f'( x). 
Formamos el cociente de Newton. Tenemos f(x + h) = 2(x + h) +l. Así 

f(x+h)-f(x) = 2x+2h+l-(2x'+l) = 2h =2. 
h h h 

Cuando h tiende a O (lo cual también se puede escribir como h --+ O), este 
cociente de Newton es igual a 2, y porlo tanto, el límite es 2. Así 

df = /'(x) = 2 
dx 

para todos los valores de x. La derivada es constante. 

\ 
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Ejemplo 3. Hallarla pendiente de la gráfica de la función /( z) = 2z2 en el 
punto cuya abscisa es 3, y hallar la ecuación de la recta tangente en ese punto. 

Asimismo, podemos hallar la pendiente en un punto arbitrario sobre la gráfica; 
ésta es la derivada /'(z). Tenemos 

f(z + h) = 2(z + h)2 = 2(z2 + 2zh + h2). 

El cociente de Newton es 

Y por definición 

/(z + h)- /(z) 2(z2 + 2zh + h2)- 2z2 
h = h 

4zh+ 2h2 
= ---:"--

h 

= 4z+2h. 

/'(z) = lím(4z + 2h) = 4z. 
h-+0 

Así /'(z) = 4z. En el punto z = 3 tenemos 

/'(3) = 12, 

que es la pendiente deseada. 
Al igual que para la ecuación de la recta tangente, cuando z = 3 tenemos 

/(3) = 18. Por lo tanto debemos hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto (3, 18), con pendiente 12. Esto es fácil, y la ecuación es, a saber, 

y- 18 = 12(z- 3). 

Observaci6n sobre la notaci6n. En el ejemplo anterior tenemos 

df = 4z = f'(z). 
dz 

Queremos la derivada cuando z = 3. Aquí vemos la ventaja de la notación f' ( z) 
en lugar de la notación df 1 dz. Podemos sustituir z por 3 en /' ( z) para escribir 

/'(3) = 12. 

No podemos sustituir z por 3 en la notación df 1 dz, pues escribir 

df 
d3 

provocaría confusión. Si queremos usar la notación df ldz en dicho contexto, 
podemos valernos de un recurso como escribir 

! en z = 3 es igual a 12 

o, en ocasiones, 

- =12. . df' 
dz :~:=a / 

Pero obviamente es mejor usar la notación /'(z) en un contexto semejante. 
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Ejemplo 4. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y = 2z2 en 
el punto cuya abscisa es -2. 

En el ejemplo anterior calculamos la fórmula general para la pendiente de la 
recta tangente. Es 

/'(z) = 4z. 
Por lo tanto, la pendiente en el punto z = -2 es 

/'(-2) = -8. 

Por otro lado, /( -2) = 8, de manera que la ecuación de la recta tangente es 

y- 8 = -8(z + 2). 

Ejemplo 5. Hallar la derivada de /(z) = z3. Usamos el cociente de 
Newton, y escribimos primero su numerador: 

Entonces, 

/(z + h)- /(z) = (z + h)3 - z3 

= z3 + 3z2h + 3zh2 + h3 - z3 

= 3z2h + 3zh2 + h3. 

f(z + hi- /(z) = 3z2 + 3zh + h2. 

Cuando h tiende a O, el lado derecho tiende a 3z2, de modo que 

¡d(z3) - 3~2 
dz - "'· 

Al definir el cociente de Newton podemos considerar h positivo o negativo. 
A veces es conveniente, al tomar el límite, ver sólo los valores de h que son 
positivos. Entonces estaremos viendo solamente los puntos sobre la curva que 
tienden al punto dado, desde la derecha. De esta manera obtenemos lo que se 
llama derivada por la derecha. Si al tomar el límite del cociente de Newton 
tomáramos solamente valores negativos para h, obtendríamos la derivada por 
la izquierda. 

Ejemplo 6. Sea /(z) = lzl. Hallar su derivada por la derecha y su derivada 
por la izquierda cuando z = O. 

La derivada por la derecha es el límite 

r t(o + h)- t(o) 
.~ h . 
t.>O 

Cuando h > O, tenemos 
/(0 + h) = f(h) = h, 

y /(0) =O. Así 

/(0 + h¿- /(0) = ~ = l. 
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Por lo tanto, el límite cuando h - O y h > O es l. 
La derivada por la izquierda es el límite 

' /(0 + h)- /(0) 
l':.Ta h . 
•<o 

· Cuando h < O tenemos 
/(0 + h) = f(h) =-h. 

Por lo tanto, 
/(0 + h) - /(0) = -h = -l. 

h h 
Por consiguiente, el límite cuando h - O y h < O es -1 · . . . 

Vemos que la derivada por la derecha en O es 1 y 1~ derivada por la Izq~I~rda 
es -l. No son iguales. Esto se ilustra mediante la grafica de nuestra func10n 

/(z) = lzl, 

que se ve como la representada en la figura 7. . . . 
Existen tanto la derivada por la derecha como la derivada por la Izquierda, 

pero no son iguales. . . 
Podemos reformular nuestra definición de la derivada y decu que la derivada 

de una función /(z) se define cuando existen la derivada por la derec~a Y la 
derivada por la izquierda y son iguales, en cuyo caso a este valor comun se le 
llama simplemente derivada. 

Figura. 7 

Así la derivada de /(z) = lzl no está definida en z =O. , . 

Ejemplo 7. Sea /(z) igual a z si O< z ~ 1 y a z- 1 si 1 < z ~ 2; No 
definimos ¡ para otros valores de z. Entonces la gráfica de · / se ve como esta: 

2 

Figura. 8 
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La derivada por la izquierda de f en 1 existe y es igual a 1, pero la derivada 
por la derecha de / en 1 no existe. Dejamos a los lectores la verificación de la 
primera afirmación. Para verificar la segunda, debemos ver si existe el límite 

r /(1 + h)- /(1) 
,.':,Tu h . 
•>o 

Como 1 + h > 1, tenemos 

/(1 + h) == 1 +h....,. 1 = h. 

Además, /(1) = 1, por lo que el cociente de Newton es 

/(1 + h)- /(1) = h -1 = 1-.!. 
h h h' 

Cuando h tiende a O, el cociente 1/h no tiene límite, pues se vuelve arbitra­
riamente grande. Así, el cociente de Newton no tiene límite para h > O y la 
función no tiene derivada por la derecha cuando z .= l. 

111, §2. EJERCICIOS 

Hallar (a.) las derivadas de las funciones siguientes, (b) la. pendiente de la. gráfica. en el 
punto cuya. abscisa. es 2, y (e) la. ecuación de la\ recta. tangente e~ ese punto. \ 
'l. x2 + 1 '2. x3 

ía'J 2z3 4. 3x2 
~/ 

5. x2 - 5 6. 2x2 + x 

'7. 2x2 - 3x 

!!)., _1_ 
( ' X+ 1 

111, §3. L(MITES 

(8:1 tx3 + 2x 

!ÍO) X¡ 1 

Al definir la pendiente de una curva en un punto, o la derivada, usamos el 
concepto de límite, que consideramos intuitivamente claro. En realidad lo es. 
Pueden ver en el Apéndice, al final\_de la parte cuatro, cómo podemos definir los 
límites usando solamente propiedades de números, pero no nos preocuparemos · 
por ello aquí. Sin embargo haremos una lista de las propiedades de límites que 
serán usadas en lo que resta del libro, sólo para estar seg~ros de lo que suponemos 
acerca de ellos, y también daremos una técnica que permita calcular límites. 

Consideremos funciones F(h) definidas para todos los valores suficientemente 
pequeños de h, con excepción de h = O. Escribimos 

lím F(h) = L 
h-o 

para expresar que F(h) tiende a L cuando h tiende a O. 
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Primero notamos que si F es una función constante, F( x) = e para todo x, 
entonces 

lím F(h) =e 
h-+0 

es la constante misma. 
Si F( h) = h, entonces 

lím F(h) =O. 
h-+0 

Las siguientes propiedades relacionan los límites con la suma, resta, multipli­
cación, división y desigualdades. 

Supongan que tenemos dos funciones, F(x) y G(x), que están definidas para 
los mismos números. Entonces podemos formar la suma de las dos funciones 
F + G, cuyo valor en un punto x es F(x) + G(x). Así, cuando F(x) = x4 y 
G(x) = 5x312 , tenemos 

F(x) + G(x) = x4 + 5x312 . 

El valor F(x) + G(x) también se escribe (F + G)(x). La primera propiedad dt; 
límites se refiere a la suma de dos funciones. 

Propiedad l. Suponer que tenemos dos funciones F y G definidas para 
pequeños valores de h, y suponer que existen los límites 

lím F(h) y lím G(h). 
h-+0 h-+0 

Entonces existe 
lím[F(h) + G(h)] 
h-+0 

y 
lím(F + G)(h) = lím F(h) + lím G(h). 
h-+0 h-+0 h-+0 

En otras palabras, el límite de una suma es igual a la suma de los 
límites. 

Se cumple una afirmación análoga para la resta F - G, a saber 

lím (F(h)- G(h)) = lím F(h)- lím G(h). 
h-+0 h-+0 h-+0 

Después de la suma estudiemos el producto. Supongamos que tenemos dos 
funciones F y G definidas para los mismos números. Entonces podemos formar 
su producto FG cuyo valor en un número x es 

(FG)(x) = F(x)G(x). 

Por ejemplo, si F(x) = 2x2 - 2"' y G(x) = x2 + 5x, entonces el producto es 

(FG)(x) = (2x2 - 2"')(x2 + 5x). 

Propiedad 2. Sean F y G dos funciones definidas para valores pequeños 
de h, y supongamos que existen 

lím F(h) y lím G(h). 
h-+0 h-+0 
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Entonces el límite del producto existe y tenemos 

lím(FG)(h) = lím[F(h)G(h)] 
h-+0 h-+0 

= lím F(h) · lím G(h). 
h-+0 h-+0 

En palabras, podemos decir que el producto de los límites es igual 
al límite del producto. 

Como caso particular, supongamos que F(x) es la función constante F(x) ~ 
e. Entonces podemos formar la función cG, producto de la constante por G, y 
tenemos '\, 

lím cG(h) =e· lím G(h). 
h-+0 h-+0 

Ejemplo. Sea F(h) = 3h + 5. Entonces lím F(h) = 5. 
h-+0 

Ejemplo. Sea F(h) = 4h3 - 5h +l. Entonces lím F(h) = l. 
h-+0 

esto al considerar los límites , 

lím 4h3 = O, lím 5h = O, lím 1 = 1, 
h-+0 h-+0 h-+0 

y tomando la suma apropiada. 

Ejemplo. Tenemos que lím 3xh = O, y 
h-+0 

lím(3xh- 7y) = -7y. 
h-+0 

Podemos ver 

En tercer lugar, consideremos los cocientes. Sean F y G como antes, pero 
supongan que G(x) '1- O para cualquier x. Entonces podemos formar la función 
cociente F/G cuyo valor en x es 

F F(x) 
G(x) = G(x) · 

Ejemplo. Sean F(x) = 2x3 - 4x y G(x) = x4 + x113. Entonces 

F F(x) 2x3 - 4x 
G(x)= G(x) = x4+xl/3' 

Propiedad 3. Suponer que existen los límites 

lím F(h) y lím G(h) 
h-+0 h-+0 

y que 
lím G(h) '1- O. 
h-+0 

Entonces el límite del cociente existe y tenemos 

, F(h) límF(h) 
1~ G(h) = límG(h). 

En palabras, el cociente de los límites es igual al límite del cociente. 
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Como acabámos de hacerlo, a veces omitiremos escribir h -+ O para simplifi- , 
car. • 

La siguiente propiedad se enuncia aquí para completar el tema. No. se usara 
hasta que hallemos la derivada del seno y del coseno y, en consecuencia, puede 
verse hasta entonces. 

Propiedad 4. Sean F y G dos funciones definidas para valores pequeños 
de h; supongamCl'J que G(h) :5 F(h), y además que existen 

lím F(h) y lím G(h). 
h-o h-o 

Entonces, 
uro G(h) :5 lím F(h). 
h-o- · h-o 

Propiedad 5. Sean las mismas hipótesis que en la propiedad 4 y ademá.!f, 
supongamCl'J que 

lím G(h) = lím F(h). 
h-o h-o 

Sea E otra función definida para los mismCl'J números que F y G, tal que 

G(h) :5 E(h) :5 F(h) 
para todos los valores pequeños de h. Entonces, 

lím E(h) 
h-o 

existe y es igual a los límites de F y G. 

La propiedad 5 se. conoce como proceso de compresióu. A todo lo largo 
del libro encontrarán muchas aplicaciones de esto. 

Ejemplo. Hallar el límite 
1' 2zh + 3 
h~ z2 -4h 

cuando z =1 O • • 
El numerador de nuestro cociente tiende a 3 cuando h -+ O Y el denommador 

tiende a z2. Así el cociente tiende a 3/z2. Podemos justificar estos pasos de 
manera más formal al aplicar nuestras tres propiedades. Por ejemplo: 

lím(2zh + 3) = lím(2zh) + lím 3 
h-o h-o h-o 

= lím(2z) lím(h) + lím3 

= 2z ·0+3 

=3. 
Para el denominador tenemos 

lím(z2 - 4h) = límz2 + lím(-4h) 

= z2 + lím( -4) lím(h) 

= z2 + (-4) ·O 
= z2. 

Usando la regla para el cociente, vemos que el límite deseado es igual a 3/z2. 
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Ejemplo. En los ejemplos anteriores resultó que pudimos sustituir el valor 
O por h y hallar ellímite·apropiado. Esto no se puede hacer en general. Por 
ejemplo, suponer que queremos hallar el límite 

l• h2 - h 
1m 3 • 

h-o h +2h 

Si sustituimos h = O obtenemos la expresión sin sentido 0/0 y, por lo 
tanto, no obtenemos información acerca del límite. Sin embargo, para 
h =1 O podemos cancelar h del cociente y ver que 

h2 -h h(h-1) h-1 
h3 +2h = h(h2+2) = h2+2" 

Podemos determinar el límite a partir de la expresión de la derecha. En efecto, 
h- 1 tiende a -1 conforme h tiende a O. Además h2 + 2 tiende a 2 conforme 
h tiende a O. De ahí que, por la regla para cocientes de límites, concluimos que 

lí h2 -h l' h-1 -1 
m = Im--=-

h-o h3 + 2h h-o h2 + 2 2 

Observar que, en este ejemplo, tanto el numerador como el denominador tienden 
a O cuando h tiende a O. Sin embargo, el límite existe y vemos que es -l. 

Ejemplo. Hallar el límite 

z2ha.- ha 

l~ 3zh-h · 

En este caso podemos factorizar h del numerador y del denominador de modo 
que el cociente sea igual a 

z 2h2 - h 
3z-1 · 

Ahora se ve que el numerador tiende a·O y que el denominador tiende a 3z- 1 
cuando h tiende a O. Por lo tanto, el cociente tiende a O. Éste es el límite 
deseado. 

Las propiedades de los límites recién enunciadas permitirán calcular límites 
para determinar derivadas. Ilustramos esto con un ejemplo. 

Ejemplo. Sea /(z) = 1/z (definida para z =1 0). Hallar la derivada df /dz. 
El cociente de Newton es · 

1 1 
/(z + h)- /(z) _ ;:¡:¡;-; 

h - h 

_ z-(z+h) 
- (z+h)zh 

-h -1 
= (z + h)zh = (z + h)z · 
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Entonces toinamós el límite: 

lím /(z + h)- /(z) = lím -1 
h-o h h-o (z + h)z 

-1 
= lím(z+ h)z 

(por la regla para el límite de un cociente) 
-1 

Así hemos probado que: 

111, §3. EJERCICIOS 

[111, §4] 

Hallar las derivadas de las siguientes funciones, justificando los pasos al tomar los 
límites mediante las tres primeras propiedades: 

1 
l. f(z)=2z2 +3z 2. /(z)= 2z+ 1 

4. f(z) = z(z + 1) 5. /(z) = 2z ~ 1 

7. /(z) = z4 8. /(z) = z5 

3. /(z) = _z_ 
z+1 

6. f(z) = 3z3 

(Es particularmente importante que resuelvan los ejercicios 7 y 8 para ver el patrón. de 
desarrollo que se va a seguir en la sección siguiente.) 

9. f(z) = 2z3 10. /(z) = !z3 + z 
11. 2/z 12. 3/z 

1 
14. 

1 13. 
2z-3 3z+1 

1 
16. 

1 15. 
z+5 z-2 

17. 1/z2 18. 1/(z + 1)2 

111, §4. POTENCIAS 

Hemos visto que la derivada de la función z 2 es 2z. 
Consideremos la función /(z) = z3 y hallemos su derivada. Tenemos 

/(z + h) = (z + h)3 = z3 + 3z2h + 3zh2 + h3 • 
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Por lo tanto, el cociente de Newton es 

/(z + h)- /(z) z3 + 3z2h + 3zh2 + h3 - z3 

h = h 

3z2h + h2(3z + h) = h (después de las cancelaciones) 

= 3z2 + 3zh + h2 (después de cancelar h). 

Usando las propiedades de límit~ de las sumas y productos vemos que 3z2 

· permanece igual a sí mismo cuando h tiende a O, y que tanto 3zh como h3 

tienden a O . Por ello, 

/ '( ) - r /(z + h)- /(z) - 3 2 
z - h~ h - z. 

Esto sugiere que en general, cuando /(z) = zn para algún entero positivo 
n, la derivada /'(z) debe ser nzn-1. En efecto, así sucede, y se probará en el 
siguiente teorema. La demostración seguirá el mismo patrón del caso anterior 
en que /(z) = z3 . Convendría que, antes de ver el caso general, resolvieran 
en detalle el caso /(z) = z4 y qu: ~·también el caso /(z) = z5 (que fueron 
ejercicios de la sección anterior) par. -:onfirmar que en estos casos particulares 
se sigue el mismo patrón. Noten que, cuando tratamos /(z) = z3 obtuvimos 
una expresión para el cociente de Newton que tenía numerador 

3z2h + h2(3z + h), 

que incluía el término 3z2h, y otro término que incluía h2 como factor. Cuando 
dividimos entre h, 3z2 da el valor de la derivada, y el término restante h(3z+h) 
conserva a h como factor, por lo que tiende a O cuando h tiende a O. Hallarán 
de manera explícita un fenómeno similar para z 4 y z5 ; 

Teorema 4.1. Sean un entero~ 1 y sea /(z) = :¡:n. Entonces 

df = nzn-1. 
dz 

Demostración. Tenemos 

/(z + h) = (z + ht = (z + h)(z + h) · · · (z + h), 

donde el producto se toma n veces. Al seleccionar z de cada factor resulta un 
término zn . Si tomamos z de todos los factores excepto uno y h de los facto­
res restantes, obtenemos hzn-1 considerado n veces. Esto nos da un término 
nzn-1h. Todos los otros términos tendrán que seleccionar h al menos de dos 
factores, y los términos correspondientes serán divisibles entre h2 • Así obtene-
m os 

/(z + h) = (z + h)n = zn + nzn-1h + h2g(z, h), 

donde g(z, h) es simplemente alguna expresión que incluye potencias de z y h 
con coeficientes numéricos que, como veremos más adelante en la demostración, 
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no se necesita determinar. Sin embargo, usando las reglas para los límites de 
sumas y productos podemos concluir que 

límg(x,h) 
h-+0 

será algún número cuY: a determinación no es· necesaria. 
En esta forma el cociente de Newton es 
f(x + h)- f(x) _ xn + nxn-1h + h2g(x,h)- xn 

h - h 
nxn- 1h + h2g(x, h) 

= h 
= nxn-1 + hg(x, h) 

(porque se cancela xn) 

(dividiendo entre h el 
numerador y el denominador) 

Cuando h tiende a O, el término nxn-1 no cambia. El límite de h cuando h 
tiende a O, es O, de modo que por la regla del producto, el término hg(x, h) 
tiende a O cuando h tiende a O. Así, finalmente 

l . f(x + h)- f(x) n-1 
1m = nx , 

h-+0 h 
lo cual prueba nuestro teorema. 

Para otra demostración, vean el final de la siguiente sección. 

Teorema 4.2. Sea a cualquier número y sea f(x) = xa (definida para 
x; O). Entonces f(x) tiene una derivada, que es 

f'(x) = axa- 1 . 

No es difícil probar el teorema 4.2 cuando a es un entero negativo. Sin 
embargo, es mejor esperar hasta que tengamos una regla que nos dé la derivada 
de un cociente antes de hacerlo. También podríamos demostrarlo cuando a es un 
número racional. No obstante, probaremos el resultado general en un capítulo 
posterior, de modo que preferimos esperar hasta entonces, cuando dispongamos 
de más técnicas. 

Ejemplos. Si f(x) = x10 , entonces f'(x) = 10x9 • 

Si f(x) = x312 (para x > 0), entonces J'(x) = ~x1 1 2 • 
Si f(x) = x- 5/ 4 , entonces f'(x) = -~x-914 • 
Si f(x) = x..f2, entonces f'(x) = v'2x..f2- 1 . 

Noten especialmente el caso particular en que f(x) = x. Entonces /'(x) =l. 

Ejemplo. Ahora ya podemos hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a 
ciertas curvas que antes no podíamos. Considerar la curva 

y= xs 

Deseamos hallar la ecuación de su recta tangente en el punto {2, 32). Por el 
teorema 4.1, si f(x) = x5 , entonces f'(x) = 5x4 • Por lo tanto, la pendiente de 
la recta tangente en x = 2 es 

/'(2) = 5. 24 = 80. 
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Por otro lado, /{2) = 25 = 32. De aquí que la ecuación de la recta tangente sea 

y- 32 = BO(x- 2). 

111, §4. EJERCICIOS 

l. Escribir la expresión de (x + h)t en términos de potencias de x y h. 

2. Hallar directamente la derivada de la función xt usando el cociente de Newton. 

3, ¿Cuáles son las derivadas de las siguientes funciones? 

(a) x2/3 (b) x-3/2 

4. ¿Cuál es la ecuación de la recta tangente a la curva 11 = x 9 en el punto (1, 1}? 

5. ¿Cuál es la pendiente de la curva 11 = x213 en el punto (8, 4)'? ¿Cuál es la ecuación 
de la recta tangente en ese punto? 

6. Dar la pendiente y la ecuación de la recta tangente a la curva 11 = x-314 en el punto 
cuya abscisa es 16. 

7. Dar la pendiente y la ecuación de la recta tangente a la curva 11 = ..¡i en el punto 
cuya abscisa es 3. 

8. Dar las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indicados: 
(a) f(x) = x1/t en x = 5 (b) f(x) = x-l/t en x = 7 

(e) f(x) = x...ñ en x = 10 (d) f(x) = x,. en x = 7 

'} 

111, §5. SUMAS, PRODUCTOS Y COCIENTES 

En esta sección deduciremos varias reglas que permiten hallar las derivadas de 
sumas, productos y cocientes de funciones cuando se conoce la derivada de cada 
factor. ' 

Comen'zarri'os eÓn la definición de funciones continuas y la ra.Zón de que una 
función diferenciable sea continúa. 

Definición. Se dice que una función es continua en un punto x si, y sólo 
si, 

lím f(x + h) = f(z). 
h-+0 

Se dice que úna función es continua si es· continua en todo punto de su dominio 
de definición. 

Sea f un~ función con derivada f'(x) en x. Entonces f es continua en x. 
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Demostración., El cociente 
f(x + h)- f(x) 

h 
tiende al límite f'(x) cuando h tiende a O. Tenemos 

hf(x + h)- f(x) = f(x + h)- f(x). 
h 

(III, §5) 

Por lo tanto, al usar la regla para el límite de un producto y notar que h tiende 
a O , hallamos que 

lím f(x + h)- f(x) = Of'(x) =O. 
h-+0 

Ésta es otra manera de enunciar que 

lím f(x + h) = f(x). 
h-+0 

En otras palabras, f es continua. 
Está claro que nunca podemos sustituir h = O en nuestro cociente porque 

entonces se vuelve 0/0, lo cual no tiene sentido. Geométricamente, hacer h =O 
equivale a tomar los dos puntos sobre la curva iguales entre sí. Entonces es 
imposible tener una recta única que pase por un punto. Nuestro procedimiento 
de tomar el límite del cociente de Newton tiene sentido sólo si h f. O. 

Observen que, en el cociente de Newton, tanto el numerador como el deno­
minador tienden a O. Pese a ello, el cociente no necesariamente tiende a O. 

Ejemplo. Sea f(x) = lxl. Entonces la función valor absoluto f es continua 
en O, aunque no sea diferenciable en O. Es cierto aún que 

f(O + h) = f(h) = lhl 

tiende a O cuando h tiende a O, aunque la función no sea diferenciable en O. 
Como vimos en la sección §2, la función f( x) = lxl es diferenciable por la derecha 
en O y es diferenciable por la izquierda en O, pero no es diferenciable en O. 

Ejemplo. Sea f(x) =O si x <O y f(x) = 1 si x ~O. En la figura 9 se 
muestra la gráfica de f. 

Figura 9 

La función f no es continua en O. En términos generales, la función no es 
continua en C ,arque su gráfica tiene un "salto" en O. En la figura 10 se 
muestran otros ejemplos de gráficas con discontinuidades. 
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-1 

(n) (b) 

Figura 10 

En la figura 10(a), la función es continua excepto en x = -1. En la figura 10(b ), 
la función es continua excepto en x = 2. 

La observación que expresamos al principio de esta sección indica que si una 
función es diferenciable, entonces es continua. Como por ahora nos ocupamos 
principalmente de funciones diferenciables, no estudiaremos las funciones conti­
nuas con mayor profundidad, y esperaremos hasta después, cuando el concepto 
sea relevante para nuestro curso. 

Sea e un número y f(x) una función que tiene derivada f'(x) para todos 
los valores de x donde está definida. Podemos multiplicar f por la constante e 
para obtener otra función cf cuyo valor en x es cf(x). 

Una constante por una función. La derivada de cf está dada entonces 
por la fórmula 

(cf)'(x) =e· f'(x). 

En otras palabras, la derivada de una constante por una función es 
la constante por la derivada de la función. 

En la otra notación, esto se lee 

d(cf) df 
----;¡;;- = e dx · 

Para probar esta regla usamos la definición de derivada. El cociente de New­
ton para la función cf es 

(cf)(x + h)- (cf)(x) cf(x + h)- cf(x) f(x + h)- f(x) 
h = h =e h · 

Tomemos el límite cuando h tiende a O. Entonces e permanece fijo y 

f(x + h)- f(x2 
h 

tiende a f'(x). De acuerdo con la regla para el producto de los límites, vemos 
que nuestro cociente de Newton tiende a cf'(x), como se quería probar. 
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Ejemplo. Sea /(z) = 3z2. Entonces /'(z) = 6z. Si /(z) = 17z112, enton-
ces f'(z) = lj;z-112. Si /(z) = lOz", entonces f'(z) = lOaz"- 1 • 

y 

A continuación veremos la suma de dos funciones. 

Suma. Sean /(z) y g(z) dos funciones con derivadas f'(z) y g'(z), respec­
tivamente. Entonces la suma /(z) + g(x) tiene una derivada, y 

(! + g)'(x) = f'(x) + g'(x). 
La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas. 

En la otra notación se escribe: 
r-----------------~ 

Para probar esto tenemos que, por definición, 

(! + g)(x + h) = f(x + h) + g(x + h) 

(! + g)(z) = /(z) + g(z). 
Por lo tanto, el cociente de Newton para f + g es 

(! + g)(x + h)- (! + g)(x) f(x + h) + g(x + h)- /(z)- g(z) 
h = h 

Agrupando términos y separando la fracción, vemos que esta expresión es igual 
a 

f(z + h)- /(z) + g(z + h)- g(z) f(x + h)- f(x) g(z + h)- g(il:) 
h = h + h . 

Tomando el límite cuando h tiende a O y usando la regla para el límite de una 
suma, vemos que esta última suma tiende a f'(z) + g'(z) cuando h tiende a O. 
Esto prueba lo que queríamos. 

Ejemplo. 
d 
dz (x3 + x2) = 3z2 + 2z, 

d dx(4xl/2 + 5z-lo) = 2x-1/2- 50z-11. 

Llevados por el entusiasmo de poder determinar tan fácilmente la derivada 
de funciones construidas a partir de otras por medio de constantes y sumas, 
podríamos estar ahora tentados a enunciar la regla de que la derivada de un 
producto es el producto de las derivadas. Desafortunadamente esto es falso. 
Para ver que la regla es falsa, examinemos un ejemplo. 

Sean f(z) = x y g(x) = x2 • Entonces /'(x) = 1 y g'(z) = 2x. Por lo tanto 
/'(z)g'(z) ~ 2x. Sin embargo, la derivada del producto (fg)(x) = x3 es 3z2 , 

que ciertamente no es igual a 2z. Así, el producto de las derivadas no es igual 
a la derivada del producto. 

La regla correcta se descubrió mediante ensayo y error, y se puede enunciar 
como sigue: 
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Producto. Sean f(x) y g(x) dos funciones con derivadas f'(x) y g'(x). 
Entonces la función producto f(x)g(x) tiene una derivada, que está dada 
por la fórmula 

(/g)'(z) = /(z)g'(x) + f'(:~;)g(x). 
En palabras, la derivada del producto es igual a la primera por 
la derivada de la segunda, más la derivada de la primera por la 
segunda. 

En la otra notación, esto se ve como sigue: 

d(fg) = /(z) dg + df g(x). 
dx dz dx 

La demostración no es mucho más dificil que las demostraciones que hemos 
encontrado hasta ahora. Por definición, tenemos 

(fg)(x + h) = f(z + h)g(x + h) 

y 
(fg)(z) = /(z)g(z). 

En consecuencia, el cociente de Newton para la función producto fg es 

(fg)(x + h)- (fg)(x) _ f(x + h)g(x + h)- f(z)g(x) 
h - h 

A estas alturas quedan pocas esperanzas de transformar este cociente de modo 
que veamos fácilmente a qué límite tiende cuando h tiende a O. Pero usamos 
un truco y reescribimos nuestro cociente insertando 

- f(x + h)g(z) + f(z + h)g(z) 

en el numerador. Ciertamente esto no cambia el valor de nuestro cociente, que 
ahora se ve así: 

f(z + h)g(z + h)- f(z + h)g(z) + f(x + h)g(z)- /(z)g(z) 
h 

Podemos separar esta fracción en una suma de dos fracciones: 

f(z + h)g(z + h)- f(z + h)g(x) f(z + h)g(z)- /(z)g(z) 
h + h . 

Podemos factorizar f(x + h) en el primer término y g(z) en el segundo, para 
obtener 

/( h)g(z + h)- g(x) /(z + h)f(z) ( ) 
z+ h + h g x. 

Ahora la situación está bajo control. Conforme h tiende a O, f(x+h) tiende 
a /(z), y los dos cocientes en la expresión recién escrita tienden a g'(z) y f'(x) 
respectivamente. Así, el cociente de Newton de fg tiende a 

f(x)g'(x) + /'(z)g(z), 

lo cual prueba nuestra afirmación 
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J!Uemplo. Aplicando la regla del producto hallamos: 

.!!.._(z + 1)(3z2) = (z + 1)6z + 1 · 3z2 • 
dz 

De manera análoga, 

.!!.._[(2z5 + 5z4)(2z112 + z-1)) 
dz 

[III, §5) 

= (2z5 + 5z4) ( z-112 - : 2) + (~z4 + 20z3)(2z112 + z-1) 

lo cual pueden y deben dejar así, sin tratar de simplificar la expresión. 
Un caso particular de la regla del producto que se usa muy a menudo, es el 

de la potencia de una función. 

Ejemplo. 

d(/(z)2) = 2/(z)/'(z). 
dz 

En efecto, al diferenciar el producto y= /(z)/(z), obtenemos 

~: = f(z)f'(z) + /'(z)/(z) = 2/(z)/'(z). 

La última regla de esta sección trata de la derivada de un cociente. Comen­
zamos con un caso especial. 

Sea g(z) una función que tiene derivada g'(z), y tal que g(z) =F O. Entonces 
la derivada del cociente 1/g(z) existe y es igual a 

d 1 -1 1 

dz g(z) = g(z)29 (z). 

Para probar esto vemos el cociente de Newton 

1 1 
g(z+h)-UW 

h 
lo cual es igual a 

g(z)- g(z + h) 
g(z + h)g(z)h ·-

1 g(z + h)- g(z) 
g(z+h)g(z) h 

Al hacer que h tienda a O vemos inmediatamente que nuestra expresión tiende 
a 

según se deseaba. 

-1 
g(z)2g'(z) 

[III, §5) 

Ejemplo. 
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.!!.._ 1 - -1 (5;4- 3) 
d:z: (z5 - 3z) - (z5 - 3z)2 · 
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Se puede ahora enunciar y probar fácilmente el caso general de la regla para 
cocientes . 

Cociente. Sean f(:z:) y g(:z:) dos funciones que tienen derivadas f'(:z:) y 
g'( z) respectivamente y tales que g(:z:) =F O. Entonces la derivada del cociente 
f(:z:)fg(z) existe y es igual a 

g(:z:)f'(:z:)- f(:z:)g'(:z:) 
g(:z:)2 

En palabras esto es: 

El de abajo por la derivada del de arriba, menos el de arriba por 
la derivada del de abajo, sobre el de abajo al cuadrado 

(lo cual deberán memorizar como un poema). 

En la otra notación esto se ve como: 

d(f fg) g(z) df /d:z:- /(z) dgfdz 
--;¡;- = g(z)2 

Para probar esta regla, escribimos nuestro cociente en la forma 

f(:z:) 1 
g(:z:) = f(:z:) g(z) 

y usamos la regla para la derivada de un producto, junto con el caso especial que 
acabamos de probar. Obtenemos su derivada: 

d (l(:z:)) !'( ) 1 ( ) -1 '( ) 
d:z: g(:z:) = . :z: g(:C) + / z g(z)2g z 

_ g(:z:)f'(:z:)- /{z)g'(z) 
- g(:z:)2 

colocando esta expresión sobre el denominador común g( z )2 • Ésta es la derivada 
deseada. 

Resolvamos algunos ejercicios. 

Ejemplo. 

.!!_ ( z2 + 1 ) _ (3z4 - 2:z:)2:z::... (z2 + 1)(12z3 - 2) 
d:z: 3:z:4- 2:z: - (3z4- 2z)2 · 

Ejemplo. 
.!!.._ (~) _ (z + 4) · 2- 2z · 1 
d:z: :z:+4 - (z+4)2 · 
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Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva 

y= z/(z2 +4) 

en el punto z = -3. 
Hagamos /(z) = z/(z2 +4). Entonces 

(z2 + 4) · 1- z · 2z 
/'(z) = (z2 + 4)2 . 

De aquí, 
13-18 -5 

/'(-3) = 1"3"2 = 169" 

Ésta es la pendiente en un punto dado. Más aún, 

-3 
/(-3) = 13" 

[III, §5] 

Por ello las coordenadas del punto dado son ( -3, -3/13). La ecuación de la 
recta tangente es entonces 

3 -5 
y+ 13 = 169(z+ 3). 

Ejemplo. Mostrar que las dos curvas 

y = z2 + 1 y y = iz3 + ~ 

tienen una recta tangente común en el punto (1, 2). Hacemos 

/(z) = z2 + 1 y g(z) = iz3 + ~· 

Entonces 

/'(z) = 2z y 

Como /'(1) = g'(1) = 2, la pendiente de las rectas tangentes a la gráfica de / y 
a la gráfica de g es la misma en el punto (1, 2). De ahí que las rectas tangentes 
sean la misma, pues pasan por el mismo punto, a saber 

y- 2 = 2(z -1). 

Apéndice. Otra demostración de que dz" fdz = nz"-1 

Hay otra demostración de que 

dz" n-1 -=nz 
dz 

para cualquier entero positivo n, como se verá enseguida. Primero notamos que 
cuando n = 1, hemos probado directamente que 

dz_ 1 
dz- ' 
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usando el método de la h . 
Ahora vamos a usar la regla para la derivada de un producto. Para obtener 

la derivada de z2 , tenemos: 

d(z2) d(z · z) dz dz 
--= ---=z-+-z=2z. 

dz dz dz dz 
A continuación obtenemos la derivada de z3 : 

= z2 +2z2 

= 3z2 • 

Después obtenemos la derivada de z 4 : 

= z3 +3z3 

=4z3 • 

(por el paso anterior) 

(por el paso anterior) 

Podemos proceder de este modo para cualquier entero n. Supongamos que 
hemos probado la fórmula hasta cierto entero n. Entonces 

(por el paso anterior) 

= (n + 1)z". 

Esto muestra cómo se procede de un paso al siguiente. 
Este procedimiento se llama inducción. A lo largo del curso hallarán varios 

ejemplos de dicho procedimiento. En cada caso se resuelven los pasos para 
n = 1, n =· 2, n = 3, n = 4, y así sucesivamente, avanzando tanto como 
sea necesario para reconocer el patrón y familiarizarse con él. Después se debe 
tratar de formular y realizar el paso final, con n en lugar de un número específico. 
Después de encontrar suficientes ejemplos de este tipo, entenderán lo que significa 
la inducción y, en particular, comprenderán la siguiente definición formal. 

Supongan que queremos probar una afirmación A(n) para todo entero posi­
tivo n. Entonces una demostración por inducción consiste en probar: 

(1) La afirmación es verdadera cuando n = l. 
(2) Si la afirmación es verdadera para un entero dado n, entonces es verdadera 

paran+ l. 

El primer paso permite iniciar el procedimiento y el segundo paso permite ir de 
un entero al siguiente, tal como lo hicimos en el ejemplo anterior. 
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111, §5. EJERCICIOS 

Hallar las derivadas de las funciones siguientes:: 

1. '(a) 2x113 (b) 3x3/t (e) !x2 

2. (a) Sx11 (b) 4x-2 

3. (a) !x-31• (b) 3x- 2x3 

4. (a) 7x3 + 4x2 (b) 4x2' 3 + sx• - x3 + 3x 

[III, §5] 

(d) ix2 

(e) tx•- 5x3 + x2 - 2 

(e) 4x5 - 7x3 + 2x- 1 

s. ,(~ 25x-1 + 12x112 (b) 2x3 + Sx7 (c); 4x4 - 7x3 + x- 12 

6. '(a) ~x2 - 2x8 (b) 3xf- 2x2 +X- 10 (e) 'KX 7 - 8x5 +X+ 1 

7. (x3 + x)(x- 1) 8. (2x2 - 1)(x• + 1) 

9. (x + 1)(x2 + sx3/2) 10. (2x- 5)(3x• + Sx + 2) 

11. (x-213 +x2) (x3 + ;) 12. (2x+3) (:2 + ;) 

2x+1 2x 
13. x + 5 14. x2 + 3x + 1 

Para romper la monotonía de la letra x, usemos otra. 
- t2 + 2t- 1 16. es/• 

15. f(t) --(t + 1)(t- 1) t2 + t- 1 

17. ¿Cuál es la pendiente de la curva 

t 
1l=t+5 

en el pu~to t = 2? ¿Cuál es la ecuación de la recta tangente en este punto? 

18 ¿Cuál es la pendiente de la curva 

t2 
1l=t2 +1 

en t = 1? ¿Cuál es la ecuación de la recta tangente? 

111, §5. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 
Hallar las derivadas de las funciones siguientes ¡No simplifiquen sus respuestas! 
l. 3x3 - 4x + 5 2. x2 + 2x + 27 

3. x 2 +X - 1 4. x1/ 2 - 8xf + X-1 

5. xS/2 + x-s/2 6. xr + 15x-1/S 

7. (x2 -1)(x+5) 8. (x5 +;)(x"'+1) 

9. (x3/2 + x2)(x• - 99) 10. (x2 + x + 1)(x"'- x- 25) 

11. (2x2 + 1) (:2 + 4x + 8) 12. (x• - x2)(x2 - 1) 

13. (x + 1)(x + 2)(x + 3) 14. S(x- 1)(x- 2)(x2 + 1) 

15. x3 (x2 + 1)(x + 1) 16. (x• + 1)(x + 5}(2x + 7) 
1 1 -5 

17· 2x+3 18· 7x+27 19" x3 +2x2 
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20. 

23. 

26. 

29. 

32. 

35. 

38. 

44. 

45. 

46. 

48. 

50. 

3 
21. 

-2x 
22. x+1 

2x• + x3/2 x+1 x-5 
3x1/2 

24. 
2x112 + x3/t 

25. x5 +1 
(x + 1)(x ~ 1) (x + 1)x3 (x2 + 1)(x + 7) 

(x+ 1}(x +S} 
27. 

xa 
28. 

xs 
x-4 1-x2 x3/2 + x 

x2 - x 
30. 

x2 +2x +7 
31. 2x +1 

x2 +1 8x x2 +x-4 
xs 

33. 
4x -x3 

34. 
xa 

x2 +3 x2 +2 x2-Sx+7 
1-Sx 

36. 
1 +6x + x314 

37. 
x2 

X 7x-2 (x + 1)(x- 2) 
x1/2 _ x-1/2 

39. 
3x• +x514 

40; x-1 
x3/t 4x3 -x5 +1 (x- 2)(x- 3) 

11 = (x- 1)(x- 3)(x- 4) en 

11 = 2x2 + Sx - 1 

11 = (x2 + 1)(2x + 3) 

x-1 
11 =x+5 en x=2 

x2 +1 
11 =x3 +1 en x=2 

x-1 
x=1 11 =x2 +1 en 

en 

en 

x-=2 

.x= 1 

x2 
47. 11 = x3 + 1 en X =·2 

x2 
49. 11 = x2 _ 1 en x = 2 

51. Mostrar que la re<:ta 11 = ~x .. es tangente a la curva dada por la ecuación 

11 = x3 - 6x2.,+ 8x. 

Hallar el punto de tangencia. 

52. Mostrar que la recta 11 = 9x - 15 es tangente a la curva 

11 = x3 -:- 3x + l. 
Hallar el punto de tangencia. 

53. Mostrar que las gráficas de las ecuaci<?nes _ 

e 11 .,; 3x2 y . 11 = 2x3 + 1 
/ .,-

tienen la recta tangente común en el punto-. (1, 3) .. 'lrazar las gráficas. 

81 

~r \ · · r · 
54. Mostrar que hay exactamente dos recta& tangentes a la gráfica de y= (x + 1)2 que 

pasa por el origen, y hallar sus ecuaciones. 
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55. Hallar todos los puntos (xo, yo) sobre la curva 

y= 4x4 - 8x2 + 16x + 7 

tales que la recta tangente a la curva en (xo, yo) sea paralela a la recta 

16x- y +5 =O. 

Hallar la recta tangente a la curva en cada uno de estos puntos. 

111, §6. LA REGLA DE LA CADENA 

[III, §6] 

Ya sabemos cómo construir nuevas funciones a partir de las antiguas ~ediante 
sumas, productos y cocientes. Hay otra manera importante de constrmr nuevas 
funciones. Primero daremos ejemplos de esta nueva manera. 

Consideren la función (x + 2)10 • Podemos decir que esta función está hecha 
a partir de la función décima potencia y de la función x + '!: A saber, ~ado un 
número x, primero le sumamos 2 y después tomamos la decJma potencia. Sea 

g(x)=x+2 

y sea f la función de décima potencia. Entonces podemos tomar el valor de f 
en x + 2, a saber 

f(x + 2) = (x + 2)10 

y también podemos escribirlo como 

f(x + 2) = f(g(x)). 

Otro ejemplo: Consideren la funcién (3x4 - 1)112 . Si hacemos 

g(x) = 3x4 - 1 

y hacemos que f sea la función raíz cuadrada, entonces 

f(g(x)) = V3x4 -1 = (3x4 -1)112 . 

A fin de no confundirnos con la letra x , que no podemos seguir usando en todos 
los contextos, usamos otra letra para denotar los valores de g. Así podemos 

escribir /(u) = u112 • 
De manera análoga, sean f( u) la función u+ 5 y g( x) = 2x. Entonces 

f(g(x)) = f(2x) = 2x + 5. 

Un ejemplo más del mismo tipo: Sea 

y 

Entonces, 

1 
f(u) = u+ 2 

g(x)=x10• 

1 
f(g(x)) = x10 + 2" 
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Para que tengan suficiente práctica con muchos tipos de funciones, mencio­
naremos varias cuyas definiciones se darán posteriormente. Éstas serán sen y 
cos (que se leen seno y coseno), log (que se lee logaritmo o simplemente log) y 
la función exponencial exp. Seleccionaremos un número especial e (cuyo valor 
es aproximadamente 2.718 ... ), tal que la función exp está dada por 

exp(x) =e". 

Ahora veremos cómo se puede ~acer nuevas funciones con éstas: 

Sean f(u) =sen u y g(x) = x2 . Entonces 

f(g(x)) = sen(x2 ). 

Sean f(u) = eu y g(x) = cosx. Entonces 

f(g(x)) = ecou. 

Sean f(v) = logv y g(t) = t3 -l. Entonces 

f(g(t)) = log(t3 - 1). 

Sean f(w) = w10 y g(z) = logz +sen z. Entonces 

f(g(z)) = (log z +sen z) 10• 

Cada vez que tengamos dos funciones f y g tales que f esté definida para 
todos los números que sean valores de g, podremos construir una nueva función 
denotada por f o g cuyo valor en un número x es 

(!o g)(x) = f(g(x)). 

La regla que define a esta nueva función es: Se toma el número x, se halla el 
número g(x), y depués se toma el valor de f en g(x). Éste es el valor de fog en 
x. La función f o g se llama función compuesta de f y g. Decimos que g es 
la función interior y que f es la función exterior. Por ejemplo, en la función 
log sen x, tenemos 

f o g = log o sen . 

La función exterior es log, y la función interior es el seno. 
Es importante tener en mente que sólo podemos componer dos funciones 

cuando la función exterior está definida en todos los valores de la función interior. 
Por ejemplo, sean f(u) = u112 y g(x) = -x2 • Entonces no podemos formar la 
función compuesta fog porque f está definida solamente para números positivos 
(o O) y los valores de g son todos negativos, o O. Así, ( -x2) 112 no tiene sentido. 

Sin embargo, por el momento se les pide aprender el mecanismo de las funcio­
nes compuestas exactamente como aprendieron la tabla de multiplicar, a fin de 
adquirir reflejos condicionados eficientes para cuando se encuentren con funcio­
nes compuestas. Por lo tanto, para el entrenamiento dado por los ejercicios que 
se encuentran al final de la sección, deberán olvidar por el momentG el significado 
de los símbolos y operar con ellos formalmente, sólo para aprender de manera 
adecuada las. reglas formales. 
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Aunque no hemos definido la función exponencial e111 ni hemos visto formal­
mente sen :e u otra de las funciones recién mencionadas, no necesitamos conocer 
sus definiciones para poder manipularlas. Si nos limitáramos a las funciones con 
las que hemos tratado explícitamente hasta ahora, tendríamos una visión res­
tringida de cómo trabaja la composición de funciones y cómo trabaja la regla de 
la cadena a continuación. 

Pasemos al problema de sacar la derivada de una función compuesta. 
Comencemos con un ejemplo. Supongan que queremos hallar la derivada de 

la función (z + 1)10 . El cociente de Newton sería una expresión muy larga, 
y resultaría del todo infructuoso tratar de desenredarlo mediante fuerza bruta, 
único método que tenemos hasta ahora. Por lo tanto, es una agradable sorpresa 
saber que hay una manera fácil de hallar la derivada. Damos la respuesta al 
momento: la derivada de esta función es lO(z + 1)9. Se parece mucho a la 
derivada de las potencias. 

Antes de enunciar y probar el teorema general daremos otros ejemplos. 

Ejemplo. 
d 3 1 -(z2 + 2z)312 = -(z2 + 2z)1 2(2z + 2). 

d:c 2 
Observen cuidadosamente el término adicional 2z + 2, que es la derivada de la 
expresión z2 + 2z. Podemos describir la respuesta en los términos siguientes. 
Hacemos u = z2 + :e de modo que du/ d:c = 2z + 2. Sea /(u) = u312 • Tenemos 
entonces 

d(/(u(z))) df du 
d:c = dud:c" 

Ejemplo. 
d 

d:c (z2 + z)10 = 10(z2 + z)9(2z + 1). 

Observen de nuevo la presencia del término 2z + 1, que es la derivada de z2 +:e. 
Una vez más, si hacemos u= z 2 +:e y /(u)= u10 , entonces 

df(u(:c)) = df du' donde df = 10u9 y du = 2z +l. 
d:c dud:c du d:c 

¿Pueden adivinar la regla general a partir de las afirmaciones precedentes? 
La regla general también fue descubierta mediante ensayo y error, pero nosotros 
aprovechamos tres siglos de experiencia y podemos enunciarla y probarla de 
manera muy simple, como sigue. 

Regla de la cadena. Sean f y g dos funciones que tienen derivadas, y tales 
que f está definida en todÓs los números que son valores de g. Entonces la 
función compuesta f o g tiene una derivada, dada por la fórmula 

(!o g)'(z) = f'(g(:c))g'(:c). 

Esto se puede expresar en palabras diciendo que tomamos la derivada de la 
función exterior por la derivada de la función interior (o la derivada de lo que 
está adentro). 
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La afirmación anterior se conoce como regla de la cadena. 
Si ponemos u= g(z), entonces podemos expresar la regla de la cadena en la 

forma 

df(u(:c)) df du 
d:c = du4:c' 

o también 
d(!og) df du 

d:c = dud:c" 
Así, la derivada se comporta como si se cancelara du. En tanto hayamos pro­
bado este resultado, no hay nada de malo en trabajar como una máquina para 
calcular derivadas de funciones compuestas; daremos algunos ejemplos antes de 
los ejercicios. 

Ejemplo. Sea F(z) = (z2 + 1)10 . Entonces 

F(z) = f(g(:c)), 

donde 

Entonces 

Así, 

u= g(z) = z2 + 1 

/'(u)= 10u9 =! y 

y 

g'(z) = 2z = dg. 
d:c 

d(~= g) = ! ~= = 10u9 . 2z = 10(z2 + 1)9~z. 

Ejemplo. Sean /(u) = 2u112 y g( :e) = 5z + l. Entonces 

/'(u)= u-:1/2 =. df . y g'(z) = 5 = dg. 
du · d:c 

Así, 

d~ 2(5z + 1)112 = 2 · i{5z + 1)-112 • 5 = (5z + 1)-112 :5. 

(Presten atención a la constante 5, que es la derivada de 5z +l. Es muy posible 
que la olviden.) 

Para darles un entrenamiento más extensivo del que se puede alcanzar con 
las funciones consideradas, como las potencias, resumimos las derivadas de las 
funciones elementales que se considerarán posteriormente. 

d(senz) d(cosz) 
d:c = cosz, d:c = -senz. 

d(e111 ) 111 ~ 
--;¡;- =e (sí: e111 , ¡igual que la función!). 

d(logz) 1 
d:c = ;· 
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Ejemplo. 
d 

dz(senz)7 = 7(senz)6 cosz. 

En este ejemplo, /(u)= u1 y df/du = 7u6 • Además 

du 
u=senz, y dz = cosz. 

Ejemplo. 
d 

dz (sen 3z)7 = 7(sen 3z)6 cos 3z · 3. 

El último factor de 3 que se presenta en el lado derecho es la derivada d(3z )/ dz. 

Ejemplo. Sea n cualquier entero. Para cualquierfunción diferenciable / ( z) , 

Ejemplo. 
deseo.: df du 
-- = -·- = esen:e(cosz). 

dz dudz 
En este ejemplo, /(u)= eu, df/du = eu, y u= sen z. 

Ejemplo. 
dcos(2z2 ) = df du = _ sen(2z 2). 4z.-

dz dudz 
En este ejemplo, /(u) = cos u y df/ du = -sen u. Además u = 2z2 , de modo 
que dufdz = 4z. 

Ejemplo. 
dcos4z 
-- = -sen(4z) ·4. 

dz 
En este ejemplo, /(u)= cosu y u= 4z por lo que du/dz = 4. 

Insistimos en lo que ya afirmamos. Si nos limitáramos a polinomios o a 
cocientes de polinomios, no tendríamos ejemplos suficientes para practicar el 
mecanismo de la regla de la cadena. No hay nada de malo en usar las pro­
piedades de las funciones que no 8e han definido formalmente en el curso. De 
hecho podríamos crear funciones totalmente imaginarias para alcanzar el mismo 
propósito. 

Ejemplo. Supongan que hay una función llamada tonto(z), cuya derivada 
está dada por 

dtonto(z) _ 1 
dz - z+senz. 
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Entonces 

d ( 3 4 ) dtonto(u) du 
dz tonto z + z = du dz 

= 1 (3z2 + 4). 
(z3 + 4z) + sen(z3 + 4z) · 

Ejemplo. Supongan que hay una función vaca(z) tal que vaca'(z) = 
tonto(z). Entonces 

dvaca(z2) 2 
dz = tonto(z ) · 2z. 
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Demostración de la regla de la cadena. Debemos considerar el cociente de 
Newton de la función compuesta /o g, el cual es, por definición, 

Hagamos u= g(z) y sea 

f[g(z + h)] -/[g(z)] 
h 

k= g(z + h)- g(z). 

Entonces k depende de h y tiende a O cuando h tiende a O. Nuestro cociente 
de Newton es igual a 

f(u +k) -/(u) 
h 

Para el presente argumento supongamos que k es distinto de O para todos los 
valores pequeños de h. Entonces podemos multiplicar y dividir este cociente por 
k y obtener 

/(u+ k) -f(u) k /(u+ k) -/(u) g(z + h)- g(z) ~ 
k ¡;= k h 1 

Si hacemos que h tienda a O y usamos la regla para el límite de un producto, 
vemos que nuestro cociente de Newton tiende a 

!'(u)g'(z), 

y esto probaría nuestra regla de la cadena, bajo la hipótesis de que k no es O. 
No sucede con mucha frecuencia que k= O para valores arbitrariamente pe­

queños de h, pero cuando suceda, deberá afinarse el argumento anterior. Para 
los interesados, mostraremos ahora cómo se puede modificar ligeramente el ar­
gumento de modo que sea válido en todos los casos. El lector no interesado 
puede hacer caso omiso de ello. 

Distinguimos dos tipos de números h. Los del primer tipo, aquellos para los 
cuales g(z + h)- g(z) '#O, y los del segundo tipo, aquellos para los cuales 

g(z + h)- g(z) =O. 

Sea H1 el conjunto de h del primer tipo, y H2 el conjunto de h del segundo 
tipo. Supongamos que tenemos 

g(z+h)-g(z)=O 
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para valores arbitrariamente pequeños de h. Entonces el cociente de Newton 

g(z + h)- g(z) 
h 

es O para dichos valores, esto es, para h en H2 y, en consecuencia, 

Más aún 

'( ) l' g(z + h)- g(z) 0 
gz=~~~ h =· 

lím /(g(z + h})- /(g(z)) = 0 
•-o h ' 
•EH~ 

porque hes del segundo tipo, de modo que g(z+h)-g(z) = 0, g(z+h) = g(z) 
y, por lo tanto, f(g(z + h)) ...:... /(g(z)) = O. Aquí se toma el límite cuando h 
tiende a O, pero h del segundo tipo. 

Por otro lado, si tomamos el límite con h del primer tipo, entonces se aplica 
el argumento original, i.e. podemos dividir y multiplicar por 

k= g(z + h)- g(z), 

y hallamos 

l~ f(g(z + h)~- /(g(z}) = /'(g(z})g'(z) 
I>EH1 

como antes. Pero g'(z) =O. Por ello el límite es O= /'(g(z))g'(z) cuando h 
tiende a O, ya sea h del primer tipo o. del segundo. Esto concluye la demos­
tración. 

111, §8. EJERCICIOS 

Hallar las derivadas de las funciones siguientes. 

l. (s+1)8 

3. (sens)3 

5. sen2s 
7. eCOII/1 

9. sen (logs + ¿) 
11.· (2s2 + 3)3 

13. log(cos 2s) 

15. sen[cos(s + i)] 
1 

17. (3s- 1)• 

19. 1 
(sen2s)2 

21. 1 
sen3s 

2. (2s - 5)1/2 

4. (logs)5 

6. log(s2 + 1) 
8. log(e• +sens) 

10 . .!..±.!.. 
sen2s 

.12. cos(sen 5s) 

14. sen[(2s + 5)2] 

16. sen(e•) 
1 

18. (4s)3 

20. 1 
(cos2s)2 

22. (sen~)(cou) 
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23. (s2 + 1)e"' 24. (s3 + 2s )(sen 3z) 
1 

25. 
sens +coss 

26. 
sen2s 

e" 

27. 
logs 

28. s+1 
z2 +3 cos2s 

29. (2s- 3)(e" + s) 30. (s3 - 1)(e3" + 5s) 

s 3 + 1 32. 
s 2 -1 

31. 
s-1 2s+3 

33. (s4/ 3 - e"')(2s + 1) 34. (sen3s)(z114 -1) 

35. sen(s2 + 5s) 36. ea..~+8 

1 
38. 

1 
37. 

log(s4 + 1) log(s112 + 2s) 

39. 
2s 
e" 

-··::.:-. \1 

40. Sea f una función tal que /'(u~= 1;"3:." Se~ g(~).=_;fr2;~/Hallar ~'(s) y 
g'(2) .. No intenten evaluar 'f(u). ' - · "' 

41. Deséansar. 

111, §6. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 

Hallar las derivadas de las funciones siguientes. 

l. (2s + 1)2 2. (2s + 5)3 

3. (5s +3f 4. (7s- 2)81 

5. (2s2 + s- 5)3 6. (2s3 - 3s)4 

7. (3s + 1)1/2 8. (2s- 5)5/4 

9. (s2 +s -1)-2 . 10. (s4 + 5z + 6)-1 

11. (s + 5)-5/3 12. (z3 +2s + 1)3 

13. (s- 1}(s- 5)3 14. (2z2 + 1}2(s2 + 3z) 
15. (z3 +s2 -2s -1)4 16. (s2 + 1}3 (2s + 5}2 

17. 
(s + 1tl• 

18. 
(2s + 1}1/2 

(s -1)112 (s + 5)5 

19. 
(2s2 + s -'-1t/2 

20. {s2 + 1}{3s- 7}8 

(3s + 2}9 (z2 +5z- 4)3 

21. J2z + 1 22. Js+3 

23. Vs2 +s+5 24. V2s3 -s+1 

En los ejercicios siguientes se supone que existen las funciones sen u, cos u, log u y e" 
cuyas derivadas están dadas por las fórmulas siguientes: 

d sen u d cosu ---;¡;;- = cos u, ---;¡;;- = - sen u, 

d(e"} _ u 

du -e ' 
d logu 1 
--¡¡;;- = ;; . 



90 LA DERIVADA [III, §7) 

Hallar la derivada de cada .íunci6n · (con respecto a x ): 

25. sen(x3 + 1) 26. cos(x3 + 1) 27. e"'"+l 

28. log(x3 + 1) 29. sen(cosx) 30. cos(sen x) 

31. e•en(s3 +1) 32. log(sen(x3 + 1)] 33. sen((x + l)(x2 + 2)]. 

34. log(2x2 + 3x + 5) 35. e<s+l)(s-3) 36. e2s+1 

37. sen(2x + 5) 38. cos(7x + 1) 39. log(2x + 1) 

40. 1 2x + 1 
og x+3 

x-5 
41. sen 2x +4 42. 

2x -1 cos--
x+3 

43. e2s2+ss+l 44. log( 4x3 - 2x) 45. sen(log(2x + 1)] 

46. cos(e2"') 47. cos(3x2 - 2x + 1) 48. (x2-l) sen 2x3 + 1 

49. (2x + 1)80 50. (sen x)50 51. (log x)49 

52. (sen 2x)4 53. (e2s+l_x)s 54. (log x)20 

55. (3log(x2 + 1)- x3)1/2 56. (log(2x + 3)) ' 13 

57. 
sen2x 58. sen{2x + 5) 59. 

log2x2 

cos3x cos(x2 -1 . sen x3 
,... 

x4 +4 sen(x3 '- 2) 
60. 

e 
61. 62. 

x2 -1 cos2x sen2x 

63. 
(2x2 + 1)4 

64. 
e-"' 

65. -3s 
(cosx3) cos2x 

e 

66. e 
_,.2 

67. e-b2+s 68. -./e"'+ 1 

69. 
log(x2 + 2) 

70. 
log(2x + 1) 

e-"' sen(4x + 5) 

111, §7. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

Dada una función diferenciable f definida en un intervalo, su derivada /' es 
también una función en ese intervalo. Si sucede que también es diferenciable (lo 
cual es frecuente), entonces su derivada se llama segunda derivada de f y se 
denota por f"(:t). 

Ejemplo. Sea f(z) = (z3 + 1)2. Entonces 

f'(z) = 3(z3 + 1)3z2 = 9z5 + 9z2 y f"(z) = 40z4 + 18z. 

No hay razón alguna para detenerse en la segunda derivada, y sin duda po­
demos seguir con la tercera, la cuarta, etc., siempre que existan. Como resulta 
engorrosa una notación que acumula primas después de la f para denotar deri­
vadas sucesivas, escribimos 

¡Cn) 
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para la n-ésima derivada de f. Así, !" se escribe también ¡(2) • Si queremos 
referirnos a la variable z , escribimos 

Ejemplo. Sea /(z) = z3 . Entonces 

Ejemplo. 

df- 3z2 
dz- ' ~ /2 = f"(z) = ¡<2>(z) = 6z, 

dz 

d3 f - ¡(3)(z) - 6 
dz3 - -' 

~ /4 = ¡(4)(z) =O. 
dz 

Sea /(z) = 5z3 • Entonces 

f'(z) = 15z2 = ¿, 
¡<2>(z) = 30z = ~ /2 , 

dz 

¡<3>(z) = 30 = ~/3 , 
dz 

¡(4)(z) =O= ~~4. 
dz 

Ejemplo. Sea f(z) = senz. Entonces 

111, §7. EJERCICIOS 

/'(z) = cosz, 

¡C2>(z) = -senz. 

Hallar las segundas derivadas de las funciones siguientes: 

l. 3x3+5x+l 2. (x2 +1)~ 

3. Hallar la 80-ésima derivada de x7 + 5x- l. 

4. Hallar la séptima derivada de x.7 + 5x - l. 
\ ' 

5. Hallar la tercera derivada de x2 + l. 

6. Hallar la tercera derivada de x3 + 2x - 5. 

) 
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7. Ha.llar la tercera derivada de la función g(x) = sen,x. 

8. Hallar la cuarta derivada de la función g( x) = cos x. 
9. Ha.llar la décima derivada de sen x. 

10. Hallar la décima derivada de cos x. 

11. Hallar la 100-ésima derivada de sen x. 

12. Ha.llar la 100-ésima derivada de cos,x. 

13. (a) Ha.llar la quinta derivada de x5 • 

(b) Ha.llar la séptima derivada de x 1 • 

(e) Hallar la decimotercera derivada de x13 : 

[III, §8] 

En el proceso de ha.llar estas derivadas se debe observar un patrón. Sea n un entero 
positivo. Definir n! como el producto de los prim~ros n enteros. Así 

n! = n(n -1)(n -2)···2 ·l. 

A este número se le llama n factorial. Por ejemplo: 

2! = 2, 3! = 3 . 2 = 6, 4! = 4 . 3 . 2 = 24. 

Calcular 5!, 6!, 7!. Hallarán que n! se usa particularmente en el capítulo sobre la 
fórmula de Taylor, más adelante en el curso. 

14. En general, sea k un entero positivo. Sea 

(a) ¿Cuál es f">(x)? 
(b) ¿Cuál es ¡<">(ó)? 

f(x) = x~ •. ' 

(e) Sean un entero positivo >k. ¿Cuál es ¡<~>(o)? 
(d) Sean un entero positivo < i. ¿Cuál~ f">(o)? 

In, §8. DIFERENCIACIÓN IMPÚCITA 

Supongan que una curva está definida por una ecuación 

F(z,y) =O 

como un círculo, z 2 + y2 = 7, o una elipse, o bien, de manera más general, una 
ecuación como 

3z3y - y4 + 5z2 + 5 = O. 

Usualmente sucede que para la mayoría de los valores de z es posible despejar 
y como función de z , con lo cual se halla una función diferenciable 

y= /(z) 
que satisfaga la ecuación. Por ejemplo, en el caso del círculo, 

z2+y2=7, 

tenemos 
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y, por lo tanto, obtenemos dos posibilidades para y, 

Y=V7-z2 o y=-V7-z2. 

La gráfica de la primera función es el semicírculo superior y la gráfica de la 
segunda función es el semicírculo inferior. 

En el ejemplo 3z3y- y4 + 5z2 + 5 =O, es realmente un problema despejar 
y, y no lo haremos. Sin embargo, al suponer que y = /(z) es una función 
diferenciable que satisface esta ecuación, podemos hallar más fácilmente una 
expresión para la derivada, y lo haremos en un ejemplo posterior. 

Ejemplo. Hallar la derivada dyfdz si z2 + y2 = 7yn términos de z y y. 
Diferenciamos ambos lados de la ecuación usandr-ta regla de la cadena y el 

hecho de que dzfdz =l. Obtenemos entonces: 

Por lo tanto, 

d:e dy dy 
2z- + 2y- = O, esto es 2z + 2y- = O. 

dz. d:e dz 

dy -2z 
dz = 2;· 

Ejemplo. Hallar la recta tangente al círculo z2 + y2 = 7 en el punto z = 2 
yy='l/'3. 

La pendiente de la recta en este punto está dada por 

dyl - -2·2- -2 
dz (2,v'a) - 2'1/'3 - .¡a· 

Por lo tanto, la ecuación de la recta tangente es 

2 
y- v'3 = - .¡a(z- 2). 

Ejemplo. Hallar la derivada dyfdz en términos de z y y si 

3i3y - y4 + 5z2 = -5. 

Suponemos de nuevo que y es una función de z. Diferenciamos ambos la­
dos usando la regla para la derivada de un producto y la regla de la cadena. 
Obtenemos entonces: 

o, factorizando, 

Esto da 
dy 
d:e = 
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Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta tangente en el ejemplo anterior en 
el punto x = 1, y= 2. 

Primero hallamos la pendiente en el punto dado. Esto se obtiene al sustituir 
x = 1 y y= 2 en la expresión para dyfdx obtenida en el ejemplo anterior. Así: 

dy 1 - - 10 + 18 - 28 
dx (l,2)- 3-32 - 29' 

Entonces la ecuación de la recta tangente en (1,2) es 

y-2=~~(x-1). 

111, §8. EJERCICIOS 

Hallar dy/dx en términos de z y y en los problemas siguientes. 

l. z2 + xy = 2 2. (z- 3)2 +(y+ 1)2 = 37 

3. x3 - xy + y3 = 1 4. y3 - 2z3 + y = 1 

5. 2xy + y2 = z + y 6. .!. + .!. ;, 1 
:1: X 

7. y2 + 2z2 y + x =O 8. z 2 y2 = z 2 + y2 

Hallar la recta tangente a las curvas siguientes en los puntos indicados. 

9. z2y2 = 9 en (-1,3) 

10. z 2 + y3 + 2x- 5y -19 =O en (3, -1) 

11. (y-x)2 =2z+4 en (6,2) 

12. 2z2 - y 3 + 4xy- 2z = O en (1, -2) 

13. z2 + y2 = 25 en (3, -4) 

14. z2 - y2 + 3xy + 12 = O en ( -4, 2) 

15. z2 + xy- ~ = 1 en (2, 3) 

m', §9. RAZÓN DE CAMBIO 

La derivada tiene una interesante interpretación física, que está íntimamente 
relacionada con ella a lo largo de su desarrollo histórico, y vale la pena mencio­
narla. 

Supongan que una partícula se mueve a lo largo de cierta recta una distancia 
que depende del tiempo t . Entonces la distancia s es una función de t , que 
escribimos s = f(t). 

Para dos valores del tiempo, t¡ y t2, el cociente 

/(t2)- f(t¡) 
t2- t¡ 
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se puede considerar como una rapidez promedio de la partícula, pues da la dis­
tancia total cubierta dividida entre el tiempo total transcurrido. En un tiempo 
dado t0 es razonable considerar el límite 

lím /(t)- f(to) 
t-to t- to 

como la razón de cambio de s respecto a t. Esto no es más que la derivada 
f'(t), que se llama rapidez. 

Denotemos la rapidez por v(t). Entonces 

ds 
v(t) = dt. 

La razón de cambio de la rapidez se llama aceleración. Así 

dv () 1 .. d2s 
dt = a t = ace erac10n = dt2 • 

Ejemplo. Si la partícula es un objeto que se de.} a caer bajo la influencia de 
la gravedad, los datos experimentales muestran que 

S= !Gt2 , 

donde G es la constante gravitacional. En ese caso, 

ds 
dt = Gt 

es su rapidez. La aceleración es entonces 

d2s G . . al dt 2 = = constante grav1tac10n . 

Ejemplo. Una partícula se mueve de manera que en el histante t la distancia 
recorrida está dada por la función 

s(t) = t 2 +l. 
La derivada s'(t) es igual a 2t. Así la rapidez de la partícula es igual a O en el 
instante t = O. Su rapidez es igual a 4 en el instante t = 2. 

En general, dada una función y = /( x), la derivapa /' ( x) se interpreta como 
la razón de cambio de y respecto a x. Por ello f' también es una función. 
Si y crece cuando x crece, significa que la derivada es positiva, en otras palabras 
f'(x) >O. Si y es decreciente, significa que la razón de cambio de y respecto a 
x es negativa, esto es f'(x) <O. 

Ejemplo. Suponer que una partícula se mueve con rapidez uniforme a lo 
largo de una recta, digamos a lo largo del eje x hacia la derecha, alejándose del 
origen. Consideren que la rapidez es de 5 cmfseg. Podemos escribir entonces 

dx = 5. 
dt 
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• 12 

Vamos a suponer que en algún instante la partícula está a 12 cm a la derecha 
del origen. Después de cada segundo subsecuente de movimiento, la distancia se 
incrementa en otros 5 cm, de modo que después de 3 segundos, la distancia de 
la partícula al origen será 

12 + 3 · 5 = 12 + 15 = 27 cm. 

Es posible expresar la abscisa como función del tiempo. Con rapidez uniforme, 
la distancia recorrid·a es igual al producto de la rapidez por el tiempo. Así, si la 
partícula parte del origen en el instante t = O, entonces 

x(t) = 5t. 

Si, por otro lado, la partícula parte de otro punto x0 , entonces 

x(t) = 5t + xo. 

En efecto, si sustituimos t por O en esta ecuación, hallamos 

x(O) = 5 ·O+ xo = xo. 

Por lo tanto, xo es el valor de x cuando t = O. 

Ejemplo. Consideremos que una partícula se mueve hacia la izquierda a 
razón de 5 cm/seg. Entonces escribimos 

dx = _5_ 
dt 

Supongamos de nuevo que en algún instante la partícula está a 12 cm a la derecha 
del origen. Entonces, después de 2 segundos, la distancia de la partícula al origen 
será 

1'2_-2 ·5 = 12-10 = 2cm. 

+ ·----+--------
12 

Finalmente, supongamos que la partícula no parte cuando t = O, sino digamos 
después de 25 segundos, pero que se mueve con la misma rapidez constante. 
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Podemos medir el tiempo en términos de una nueva coordenada t'. En términos 
de t', la abscisa está dada por 

X= -5t1 • 

Podemos dar t' como función de t , mediante 

t' = t- 25. 

Entonces, , 
X= -5(t- 25) 

da x como función de t. 

En muchas aplicaciones hemos de considerar razones de cambio relacionadas, 
lo cual hace que intervenga la regla de la cadena. Supongamos que y es función 
de x y que además x está dado como función del tiempo, digamos x = g(t); 
entonces, mediante la regla de la cadena, podemos determinar tanto la razón de 
cambio de y con respecto a x, a saber dyfdx, como la razón de cambio de y 
respecto a t, a saber, 

por la regla de la cadena 

dy dy dx 
dt = dx dt 

Ejemplo. Un cuadrado se expande de manera que su lado cambia a razón 
de 2 cm/seg. Hallar la razón de cambio de su área cuando el lado mide 6 cm de 
largo. 

El área de un cuadrado como función de su lado está dada por la función 

. A(x) = x 2 • 

Si el lado x está dado como función del tiempo t, digamos x = x(t), entonces 
la razón de cambio del área respecto al tiempo es, por definición, 

d(A(x(t))) 
dt 

Ahora usamos la regla de la cadena, y si denotamos el área por A , hallamos 

dA dA dx dx 
-=--=2x-
dt dx dt dt · 

Nos dicen que x crece a razón de 2 cm/seg. Esto significa que 

dx = 2_ ( 
dt 

Así, cuando x(t) = 6, hallamos que 

dA 
dt = 2 · 6 · 2 = 24 cm/seg. 
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Ejemplo. Un punto se mueve a lo largo de la gráfica de y= z3 de modo 
que su abscisa decrece a razón de 2 unidades por segundo. ¿Cuál es la razón de 
cambio de su ordenada cuando z = 3? 

Tenemos que, por la regla de la cadena, 

dy = dy dz = 3z 2 dz. 
dt dz dt dt 

Nos dicen que z es decreciente. Esto significa que 

dz 
dt = - 2· 

Por lo tanto, la razón de cambio de y cuando z = 3 es igual a 

dy 1 = 3(32)( -2) = -54 unidades por segundo. 
dt •=3 

El hecho de que dyfdt sea negativo significa que y decrece cuando z = 3. 

Ejemplo. Hay un farol en lo alto de un poste a 7.65 m del suelo. Un hombre 
de 1.80m de alto camina alejándose del poste. ¿Cuál es la longitud de su sombra 
cuando está a 12.25m de la base del poste? Si camina a razón de 1.53m/seg, 
¿con qué rapidez crece su sombra en este punto? 

... p / . 
....::~ , ~._ .. 
.f 

7.65 

Necesitamos establecer una relación entre la longitud de la sombra y la dis­
tancia del hombre al poste. Sea 8 la longitud de la sombra y sea z la distancia 
entre el hombre y la base del poste. Entonces, por triángtilos semejantes, vemos 
que 

7.65 1.8 --=-
z+8 8 

Después de la multiplicación cruzada, vemos que 7.658 = 1.8z + 1.88, de donde 

1.8 
8 = 5.85:1:. 

Por lo tanto, d8/dz = 1.8/5.85, y 
d8 1.8 dz 
dt = 5.85 dt. 

[III, §9]' RAZÓN DE CAMBIO 99 

Como dz / dt = 1.53, obtenemos lo que queremos: 
d8 1.8 '2.754 
dt = 5.851.53 = 5.85 m/seg. 

Además, cuando z = 12.25, hallarnos que la longitud de su sombra está dada 
por 

- 1.8 . 12.25 - 22.05 1 
s - 5.85 - 5.85 m seg. 

Observación. Si el hombre camina hacia el poste, la distanda z será decre­
ciente y en este caso: 

dz 
dt = -1.53. 

En consecuencia, un argumento similar muestra que 
ds 2.754 
dt = - 5.85 m/seg. 

Ejemplo. El área de un disco de radio r está dada por la fórmula 

A= 1rr2 , 

donde r es el radio. Sea s el diámetro. Entonces s = 2r, de modo que r = s/2 
y podemos dar A como función de S mediante 

( s)2 7rs2 
A='lr 2 =-¡-· 

Por lo tanto, la razón de cambio de A con respecto a s es 
dA 2'1rB .n 
ds =-¡-=T. 

Ejemplo. Un cilindro se comprime lateralmente y se estira, de modo que 
el radio de la base decrece a razón de 2 cm/seg y la altura crece a razón de 
5 cm/seg. Hallar la razón a la que está cambiando el volumen cuando el radio 
es de 6 cm y la altura es de 8 cm. 

El volumen está dado por la fórmula 

V= 7rr2h, 

donde r es el radio de la base y h es la altura. 

Nos dicen que drfdt = -2 (el signo es negativo porque el radio está decreciendo), 
y dhfdt = 5, de modo que usando la fórmula para la derivada de un producto, 
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hallamos 

dV = 11' [r2 dh + h2r dr] = 11'[5r2- 4hr]. 
dt dt dt 

Cuando r = 6 y h = 8 obtenemos 

dV 1 r=S = 11'(5 · 62 - 4 · 8 · 6) = -1271'. 
dt h=S ' 

El signo negativo en la respuesta significa que el volumen está decreciendo cuando 
r=6yh=8. 

Ejemplo. Dos trenes parten de una estación con 3 horas de diferencia. El 
primero se dirige hacia el norte con una rapidez de 100 km/hr. El segundo se 
dirige hacia el este con una rapidez de 60 km/hr. El segundo parte 3 horas 
después del primero. ¿A qué razón está cambiando la distancia entre los trenes 
2 horas después de que partió el segundo tren? 

Sea y la distancia del primer tren a la estación y x la distancia del segundo 
tren a la estación. Entonces 

dy = 100 
dt 

y dx = 60. 
dt 

Tenemos que y = 100t, y como el segundo tren parte tres horas después, tenemos 

X= 60(t- 3). 

Sea f(t) la distancia entre ellos. Entonces 

f(t) = yf602!t - 3)2 + 1002t2 o 

Por lo tanto, 

/'(t) = ~[3600(t- 3? + 10000t2]_1, 2[2 o 602(t- 3) + 2 o 1002t]. 

El tiempo 2 horas después de que partió el segundo tren es t = 2 + 3 = 5. La 
razón deseada es entonces /'(5), de modo que 

!'(5) = ~[14400 + 25oooo¡- 112[14400 + 1ooooo]. 

y 

Ejemplo. Resolveremos el ejemplo anterior usando otro método. Sea z la 
distancia entre los trenes. Tenemos 

z2 = x2 + y2. 
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Más aún, x, y y z son funciones de t. Al diferenciar respecto a t obtenemos: 

dz dx dy 
2z- = 2x- + 2y-. 

dt dt dt 
Cancelamos 2 para obtener 

dz dx dy 
zdt =xdt +ydt" 

Escribamos x(t), y(t) y z(t) en lugar de x, y, z, como funciones de t. Entonces 

x(5) = 120, y(5) = 500, y, por Pitágoras, z(5) = V1202 + 5002. 

Sustituyendo t = 5, hallamos 

z(5) ddz 1 = x(5) ddx 1 + y(5) ddy 1 . 
t t=5 t t=5 t t=5 

Al dividir entre z(5) se obtiene: 

dz 1 = 120 · 60 + 500 ·100 
dt t=5 v'1202 + 5002 

111, §9. EJERCICIOS 

Se pueden usar las fórmulas siguientes para algunos de estos ejercicios. 

El volumen de una esfera de radio r es ~1rr 3 • 

El área de una esfera de radio r es 47rr2 • 

El volumen de un cono de altura h y radio de base r 
es k1rr 2 h. 
El área del círculo de radio r es 1rr2 • 

La circunferencia del círculo de radio r es 21rr . 

l. Una partícula se mueve de modo que en el instante t la distancia está dada pÓr 
s(t) = t3 - 2t. ¿En qué instante la aceleración es igual a· 
(a) 1 (b) o (cr-5? 

2. Una partícula se mueve de modo que en el instante t la distancia está dada por la 
función s(t) = 2t4 + t 2 • ¿En qué instante la rapidez es igual a cero? 

3. Un objeto viaja sobre una recta con una rapidez dada por la función v(t) = 4t5 • 

Hallar la aceleración en el instante t = 2. 

4. Una partícula se mueve de modo que en el instante t la distancia recorrida está 
dada por s(t) = t3 - 2t +l. ¿En qué instante la a~~leración es igual a O? 

5. Un cubo se expande de manera que su lado está cambiando a razón de 5 m/seg. 
Hallar la razón de cambio de su volumen cuando su arista mide 4 m de longitud. 
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6. Una esfera está. creciendo de modo que su radio crece a razón de 1 cm/seg. ¿Con 
qué rapidez está. cambiando su volumen cuando su radio es de 3 cm·? 

7. ¿Cuál es la razón de cambio del área de un círculo respecto a su radio, a su diámetro, 
a su circunferencia? 

8. Un punto se mueve a lo largo de la gráfica de y = 1/(x2 + 4) de manera que 
dx/dt = -3 unidades por segundo. ¿Cuál es la razón de cambio de su ordenada 
cuando x = 2? 

9. Hay un farol en lo alto de un poste a 6.10 m del suelo. Una mujer de 1.53 m de 
estatura camina alejándose del poste. Hallar la razón a la que cambia su sombra si 
ella camina a razón de 
(a) 1.22m/seg (b) 1m/seg. 

10. Si en el ejercicio 9 la mujer camina hacia la luz, hallar la razón a la cual su sombra 
decrece si camina a razón de 
(a) 1.53m/seg (b) 1.8m/seg. 

11. Una partícula se mueve de manera diferenciable sobre la parábola y= x2 • ¿En qué 
punto sobre la curva se mueven a la misma razón su abscisa y su ordenada? (Se 
puede suponer que dx/dt y dy/dt :F O para todo t.) 

12. Un lado de un triángulo rectángulo decrece 1 cm/min y el otro lado crece 2 cm/min. 
En algún instante el primer lado mide 8 cm y el segundo lado mide 6 cm. ¿Cuál es 
la razón de crecimiento del área 2 min después de ese instante? 

13. La longitud del lado de un cuadrado está. creciendo a razón de 3 cm por segundo. 
Hallar la razón de cambio a la cual está creciendo el área cuando el lado mide 15 cm. 

14. Una escalera de 5.20 m de largo está apoyada sobre una pared vertical. Si el extremo 
inferior de la escalera se está alejando del pie de la pared a razón de 0.92 m/seg, 
¿con qué rapidez está. descendiendo la parte superior cuando el extremo inferior está 
a 2.45 m de la pared? 

15. Una piscina tiene 7.65m de ancho, 12.25m de largo, 1m'de profundidad en un 
extremo y 2. 75 m de profundidad en el otro, siendo el fondo un plano inclinado. Si 
se bombea agua dentro de la piscina a razón de 0.3 m3 /min, ¿con qué rapidez se 
está. elevando el nivel del agua cuando tiene 1.22 m de profundidad en el extremo 
más hondo? 

16. Un depósito tiene forma de cono con el vértice hacia abajo, de 3.3 m de alto. El 
radio en la parte superior es de 1.22 m. Se vierte agua en el depósito a razón de 
0.15 m3 /min. ¿Con qué rapidez está subiendo el nivel del agua cuando la profun­
didad del agua es de 1.5 m? 

17. Una partícula se mueve de modo que en el instante t la distancia recorrida está 
dada por s(t) = 2t2 - t. ¿En qué instante la rapidez es igual a O? ¿Cuál es la 
aceleración de la partícula? 

18. Una partícula se mueve sobre la parábola con ecuación y= x2 - 6x. Hallar el punto 
sobre la curva en el cual la razón de cambio de la ordenada es cuatro veces la razón 
de cambio de la abscisa. (Suponer que dx/dt :F O para todo x.) 
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19. Fluye agua hacia dentro de un tanque con forma de hemisferio de radio 3.3m con 
el lado plano hacia arriba, a razón de 0.1 m3 /min. Sean h la profundidad del agua, 
r el radio de la, superficie del agua y V el volumen del agua en el tanque. Suponer 
que dV/dt = "Kr 2 dh/dt. Hallar con qué rapidez se está. elevando el aguá cuando 
h = 1.65m. 

20. Un tren parte de una estación en cierto instant~ y viaja hacia el norte a razón de 
50 km/hr. Un segundo tren parte de la misma estación 2 hr después de la partida 
del primero y se dirige hacia el este a razón de 60 km/hr. Hallar la razón a la que 
se están separando los dos trenes 1.5 hr después de la partida del segundo. 

21. Cae arena sobre una pila cuya forma siempre es de cono, a razón de 0.1 m3 fmin. 
Suponer que el diámetro de la base de la pila es siempre tres veces la altura. ¿A 
qué razón está. creciendo la altura cuando ésta es de 1.22 m? 

22. El volumen de una esfera está. decreciendo a razón de 12"Kcm3 /min. Hallar la razón 
a la cual están cambiando el radio y el área de la superficie de la esfera cuando el 
radio es de 20 cm. 

23. Cae agua dentro de un depósito cónico a razón constante de 2m3 /min. El vértice 
está a 18 m hacia abajo y el radio en la parte superior es de 24 m. ¿Con qué rapidez 
está elevándose el agua cuando tiene 6 m de profundidad? 

24. Cae arena sobre una pila, formando así un cono. Sea V el volumen de la arena, de 
modo que V= ~1rr2 h. ¿Cuál es la razón de cambio del volumen de arena cuando 
r = 3.3 m, si el radio de la base se está. expandiendo a razón de 0.6 m/seg y la 
altura está. creciendo a razón de 0.3 m/seg? Se puede suponer que r = h = O 
cuando t =O. 

,, 



CAPÍTULO IV 

Seno y coseno 

A partir del seno y del coseno de un ángulo definiremos funciones de números y 
determinaremos sus derivadas. 

Es conveniente recordar todas las cuestiones de trigonometría que usaremos, 
en particular la fórmula que nos da el seno y el coseno de la suma de dos ángulos. 
Así, en este libro el tratamiento de las funciones trigonométricas es explícito: 
no necesitan saber nada acerca del seno y el coseno antes de comenzar este 
capítulo. Sin embargo, la mayoría de las demostraciones de los enunciados que 
se encuentran en la sección §1 vienen de la geometría plana y se dejarán a los 
lectores. 

IV, §0. REPASO DE LA MEDICIÓN EN RADIANES 

Para eliminar confusiones de terminología a menudo es conveniente usar dos 
palabras diferentes para un círculo, y para un círculo junto con su región interior. 
Así reservamos la palabra círculo para el primero y al círculo con su interior le 
llamamo¡¡ disco, de ahí que hablemos de la longitud de un círculo, pero del área 
de un disco. 

Supongamos que tenemos una unidad fija de longitud. Esto determina una 
medida para el área. Por ejemplo, si la longitud está medida en metros, entonces 
el área está medida en metros cuadrados. 

Para nuestros propósitos inmediatos definimos 1r como el área del disco de 
radio l. Es claro que constituye un problema hallar la expansión decimal para 
1r, la cual, como quizá ya saben, es aproximadamente igual a 3.14159 .... Más 
adelante en el curso aprenderán a calcular 1r con cualquier grado de precisión. 

El disco d- radio r se obtiene mediante una dilatación (o ampliación) del 
disco de radio 1 , según se muestra en la figura siguiente. 

1 
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G 
¿Cómo cambia el área bajo la dilatación? Veamos primero lo que sucede con 

los rectángulos. Sea R un rectángulo cuyos lados tienen longitud a y b. Sea r 
un número positivo. Sea rR el rectángulo cuyos lados tienen longitud ra rb 
según se muestra en la figura. Entonces el área de rR es rarb = r2ab. Si A ~ 
el área de R, entonces el área de rR es r2 A. 

CJ ~ 1 Á.rea = r.'•b 1 bb 
a ra 

Bajo el efecto de la dilatación en un factor r, el área de un rectángulo cambia 
en un factor r 2 • Esto se aplica como un principio general a cualquier región: 

Sea S cualquier región en el plano. Sea A el área de S. Con 
una dilatación en un factor r, la región dilatBda tiene como 
área r2 A. 

Probaremos esto aproximando S mediante los cuadrados de una malla, como se 
muestra en la figura de la página siguiente. Si ampliamos S en un factor de r 
obtenemos una región rS. Sea A el área de S. Entonces el área de rS, ser~ 

~ 
V 

' 
V 

1\. 

' J 

Área A 
V 
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de nuevo r2 A, porque cada cuadrado pequeño se amplía en un factor de r, de 
modo que el área de un cuadrado pequeño cambia en un factor de r 2 . La suma 
de las áreas de los cuadrados da una aproximación al área de la figura. Queremos 
estimar cuán buena es la aproximación. La diferencia entre la suma de las áreas 
de todos los cuadrados pequeños contenidos en la figura y el área de la figura 
misma es a lo más el área de todos los cuadrados pequeños que tocan la frontera 
de la figura. Podemos estimar esto como sigue. 

Supongan que hacemos una malla de modo que los cuadrados tengan lados 
de longitud e. Entonces la diagonal de uno de dichos cuadrados tiene longi­
tud eV'i. Si un cuadrado interseca la frontera, entonces cualquier punto sobre 
el cuadrado está a lo más a una distancia eV'i de la frontera. Observen la figura. 

(a) (b) 

Esto sucede porque la distancia entre cualesquiera dos puntos del cuadrado es 
a lo más eV'i. Tracemos una banda de ancho eV'i a cada lado de la frontera, 
según se muestra en (b) de la figura anterior. Entonces todos los cuadrados que 
intersecan la frontera deberán estar dentro de la banda. Es plausible que el área 
de la banda sea, a lo más, igual a 

2eV'i veces la longitud de la frontera. 

Así, si tomamos e muy pequeño, i.e. si tomamos la malla muy fina, entonces 
el área de la banda es pequeña y el área de la figura está aproximada por el 
área cubierta por los cuadrados que están completamente dentro de la figura. 
Bajo dilatación se aplica un argumento similar a la banda dilatada para la figura 
dilatada, de modo que el área de la banda dilatada es a lo más 

r2 · c/2 veces la longitud de la frontera. 

Conforme e tiende a O, las áreas de estas bandas tienden a O. Esto justifica 
nuestra afirmación de que el área cambia en un factor de r 2 si se dilata en un 
factor r. 

Como definimos a 1r como el área del disco de radio 1 , obtenemos ahora que 

El área de un disco de radio r es 1rr2 • 

1 
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Seleccionemos una unidad de medición de ángulos tal que el ángulo llano sea 
igual a 71" veces el ángulo unitario. (Vean la figura siguiente.) El ángulo recto 
mide 71" /2. El ángulo completo que da una vuelta mide entonces 271". Esta unidad 
de medición para la cual el ángulo llano mide 1r se llama radián. Así, el ángulo 
recto tiene 1r /2 radianes. 

a +++ 
Hay en uso otra unidad de medición para la cual el ángulo llano mide 180. 

Esta unidad de llama grado. El ángulo llano tiene 180 grados y el ángulo recto 
tiene 90 grados. Tenemos además 

360 grados = 271" r~dianes, 

60 grados = 1r /3: radianes, 

45 grados = 1r /4 radianes, 

30 grados= 1rj6 radianes. 

Usaremos principalmente las mediciones en radianes, lo cual facilitará más ade­
lante algunas fórmulas. Es sencillo convertir de una medición a la otra. 

Ejemplo. Una rueda gira a razón de 50° por minuto. Hallar su razón de 
giro en rad/min y rpm (revoluciones por minuto). 

Tenemos 

l o 271" . 71" 
= 360 radianes = 180 radianes. 

Por lo tanto 50° por minuto es igual a 5071"/180 = 571"/18 radianes por minuto. 
Por otro lado, una revolución completa es de 271" radianes de modo que un 

radián equivale a 1/271" revoluciones y, en consecuencia, la rueda gira a razón de 

571" 1 5 
18 · 271" = 36 rpm. 

Un sector es la región del plano contenida en un ángulo. A menudo hablamos 
también del sector de un disco, refiriéndonos a la porción del sector contenida 
en el disco, según se ilustra en la figura de la página siguiente. 
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Sector de un disco 
de radio r 

[IV, §O] 

Un sector se mide por su ángulo. En la figura hemos denominado (} (teta) a 
este ángulo, con O :5 (} :5 21r. Se mide en radianes. El área del sector es una 
determinada fracción del área total del disco. Sabemos que el área total es 1rr2 . 

La fracción es 0/27r. Por lo tanto, si llamamos S al sector de ángulo (} en un 
disco de radio r, entonces el área de S es 

(} ()r2 
- ·7rr2 = -. 
27T 2 

Señalamos esto para futura referencia: 

El área de un sector cuyo ángulo es (} radianes, en 
()r2 

un disco de radio r, es igual a 2 . 

Si el radio es 1, entonces el área del sector es (} /2. Usaremos esto en la sección 
§4. 

Ejemplo. El área de un sector de ángulo 7r/3 en un disco de radio 1 es 1rj6, 
ya que el área total del disco es 1r y el sector representa un sexto del área total. 
Esto se ilustra en la figura. 

El disco de la figura está cortado en seis sectores y cada ángulo mide 1r /3 radia­
nes, lo que hace un total de 27r radianes. 
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A continuación trataremos con la longitud de arco del círculo. 
Sea e la circunferencia de un círculo de radio r. Entonces 

e= 27rr. 

Demostración. La demostración será un bello ejemplo de la idea de diferen­
ciación. Consideremos· un círculo de radio r y un círculo de radio ligeramente 
mayor, el cual escribiremos como r + h. Suponemos que estos círculos tienen el 
mismo centro, de modo que se obtiene una banda circular entre ellos. 

Sea e la longitud del círculo pequeño. Si tuviéramos una banda rectangular de 
longitud e y altura h, entonces su área sería eh. 

h hJt!!!ttit ... :t:':'::,::'''''t'\1/t¡¡,,,, ·'' .,,,,, '''''*''''Ji/1\üt! i!W//tl 
e 

Supongan que enrollamos esta banda alrededor del círculo. 

Como el círculo se curva hacia afuera, la banda rectangular necesitaría estirarse 
para cubrir la banda situada entre el círculo de radio r y el círculo de radio 
r + h. Así, tenemos una desigualdad para áreas: 

eh < área de la banda circular. 

De manera análoga, si C es la circunferencia del círculo más grande, entonces 

área de la banda circular< Ch. 

/ 
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Pero el área de la banda circular es la diferencia entre las áreas de los discos, la 
cual es 

área de la banda circular = 1r( r + h )2 - 1rr2 

= 1r(2rh + h2). 

Por lo tanto, obtenemos las desigualdades 

eh < 1r(2rh + h2 ) < Ch. 

Dividimos estas desigualdades entre el número pqsitivo h para obtener 

e< 1r(2r + h) < C. 

Ahora hagamos que h tienda a O • Entonces la circunferencia C del . círculo 
grande tenderá a la circunferencia e del círculo pequeño, y 7r(2r + h) tiende a 
211'r . Se sigue que 

c=211'r, 

probando así nuestra fórmula. 

Observen que la longitud de la circunferencia es precisamente la derivada del 
área. 

Un arco sobre un círculo se puede medir por su ángulo en radianes. ¿Cuál es 
la longitud L de este arco, como en la figura siguiente? 

La respuesta es así. 

Sea L la longitud de un arco de 8 radianes sobre un círculo de radio r . 
Entonces 

L= r8. 

Demostración. La longitud total del círculo es de 21rr, y L es la fracción 
8 /211' de 21rr , lo cual da precisamente r8 . 

Ejemplo. La longitud de arco de 11'/3 radianes en un círculo de radio r es 
r11'/3. 
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IV, §0. EJERCICIO 
Suponer que el volumen de una esfera de radio r es ~rr3 ¿Pueden imaginar ún 
razonamiento para obtener el área de la esfera? 

IV, §1. LAS FUNCION.ES SENO Y COSENO 

Supongamos que tenemos unos ejes coordenados y cierto ángulo A, según se 
muestra en la figura. 

Seleccionamos un punto (z, y) (no el origen) sobre el rayo que determina nuestro 
ángulo A. Sea r = vz2 + y2 • Entonces r es la distancia de (0, O) al punto 
(z, y). Definimos 

seno A=!!.= y 
r Jz2+ y2' 

cosenoA==-= z. 
r Jz2+y2 

Si seleccionamos otro punto (z¡,y¡) sobre el rayo que determina nuestro 
ángulo A y usamos sus .coordenadas para obtener el seno y el coseno, obtendr~ 
mos los mismos valores que con (z, y). En efecto, existe un número positivo e 
tal que · , 

Z¡ = CZ y Yt = cy, 
y podemos sustituir estos valores en 

Yl 

para obtener 
Yt cy 

Jz~ + Yl = Jc2z2 + c2y2. 
Podemos factorizar e del denominador y después cancelar e tanto en el nume­
rador como en el denominador para obtener 

y 

Jz2+y2" 

De esta manera vemos que el seno de A no depende dela selección del punto 
(z,y). 
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La interpretación geométrica del argumento anterior dice, simplemente, que 
los triángulos en el diagrama siguiente son similares. 

El ángulo A puede dar toda la vuelta. Por ejemplo, podemos tener un ángulo 
determinado por un punto (x,y) en el segundo o tercer cuadrante. 

(x, y) 

Cuando el ángulo A está en el primer cuadrante, su seno y ::oseno son posi­
tivos, pues las coordenadas x y y son positivas. Cuando el ángulo A está en el 
segundo cuadrante, su seno es positivo porque y es positivo, pero su coseno es 
negativo porque x es negativo. 

Cuando A está en el tercer· cuadrante, el seno de A es negativo Y el coseno 
de A también es negativo. 

Como se mencionó en la sección introductoria, podemos usar la medición en 
radianes para los ángulos. Supongamos que A es un ángulo de (} radianes y sea 
(x,y) un punto sobre el círculo de radio 1 que además está sobre la recta que 
determina al ángulo A, como se muestra en la figura. Entonces en este caso, 

r= Jx2+y2 = 1 

y, por lo tanto, 

(x,y) = (cosO,senO). 

En general, para todo radio arbitrario r, tenemos las relaciones: 

x =reos O, 

y = rsen 9. 
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También podemos definir el seno y coseno de los ángulos de un triángulo 
rectángulo como se muestra en la figura, por medio de las fórmulas: 

sen (} _ Lado opuesto 
- Hipotenusa 

Lado adyacente = --:......,...-___::....__ __ 
Hipotenusa 

cosO 

Cateto adyacente 

Hagamos una tabla de los senos y cosenos de algunos ángulos. 

Ángulo Seno Coseno 

7r/6 1/2 ../3/2 
7r/4 ·1¡.;5. 1/V'i 
7r/3 ../3/2 1/2 
7r/2 1 o 

7r o -1 
27r o 1 

A menos que se indique otra cosa, siempre usaremos la medición en radianes, 
y nuestra tabla está dada para esa medida. 

Los valores de esta tabla se determinan fácilmente usando las propiedades de 
los triángulos semejantes y geometría plana. Por ejemplo, deducimos que el seno 
del ángulo 7r/4 radianes = 45° por medio de un triángulo rectángulo con dos 
lados iguales, como el de la página siguiente. Podemos determinar el seno de 
7r/4 por medio del punto (1, 1). Entonces r = .;5. y el seno de 7r/4 radianes es 
1/-/2. Lo mismo para el coseno. 
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.19/11 
kJ 

1 

Podemos obtener el seno de un ángulo de 1f /6 si consideramos un ;riángu!o 
• 1 de -/6 y otro de 'lf/3 radianes (esto es, de 30 Y 60 , que tenga un angu o .. 

respectivamente). 

Si hacemos que el lado opuesto al ángulo de 30° tenga longitu~ 1.' entonc~s 1~ 
hipotenusa tiene longitud 2 y el" lado adyacente al ángulo de 30 tiene longitu 

./3. 
De este modo hallamos que 

~--------------~~ 
./3 1 

sen1r/6 = 2 

Por otro lado, tenemos 

y cos1r/6 = 2· 

~--------------~~ 
-./3 1 

sen 5'11"/6 = -, 
2 

como la figura muestra claramente. 

( -v'i, 1) 

cos51f/6 = - 2-

La selecéión de la medida en radianes nos ~er~ite definir el seno de un 
número en lugar del seno de un ángulo, de la s1gmente manera. d 

Sea z un número con 0 ~ z < 2'11". Definimos sen z como el seno e z 

radianes. 

[IV, §1] LAS FUNCIONES SENO Y COSENO 

Para un número arbitrario z escribimos 

z = zo +27rr¡ 

donde n es un entero, O ~ z0 < 2'11", y definimos 

sen z = sen zo. 

De esta definición vemos que 

sen z = sen(z + 2'11") = sen(z + 27rn) 

para cualquier entero n. 
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Evidentemente, a esta función la llamamos función seno. Así sen 1r = O, 
sen 7r /2 = 1 , sen 2'11" = O, sen O = O. 

De manera análoga tenemos la función coseno, definida para todos los 
números z mediante la regla: 

cos z es el número que es el coseno del ángulo de z radianes. 

Así pues, cosO= 1 y cos 7r = -l. 

Si hubiéramos usado los grados para medir los ángulos, obtendríamos otra 
función seno que no es igual a la función seno que hemos definido en términos de 
radianes. Supongamos que llamamos a esta otra función seno sen•. Entonces 

sen• (180) = sen '11", 

y en general 

sen*(180z) =sen 'II"Z 

para cualquier número z. Así 

sen• z =sen c;oz) 

es la fórmula que rP.laeiona a las dos funciones seno. Más adelante se verá con 
claridad por qué siempre escogemos la medida en radianes en lugar de la otra. 

Por ahora no tenemos modo de calcular otros valores para el seno y el coseno 
además de los casos muy particulares listados en la tabla anterior (y casos simila­
res basados en simetrías sencillas de triángulos rectángulos). En el capítulo XIII 
desarrollaremos un método que nos permitirá hallar sen z y cos z para cual'quier 
valor de z; con cualquier grado de precisión deseado. 

En la figura siguiente ilustramos un ángulo de fJ radianes. Por convención, 
el ángulo de -fJ radianes es la reflexión respecto al eje z. 
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(:r:, y) 

1 
1 
1 

[IV, §1] 

Si (.:z: y) son las coordenadas de un punto sobre el rayo que define al ángulo 
de (} ~adianes, entonces (.:z:, -y) son las coordenadas de un punto sobre el rayo 
reflejado. Así 

sen( -9) = -sen 9, 

cos( -9) = cos 9. 

Recordemos finalmente las definiciones de las otras funciones trigonométricas: 

(} 1 cos(J 
sen cot(J- -- = --, tan (} = --9 , - tan (} sen (} cos 

1 1 
secfJ - -- ese(} = --9. - cos(J' sen 

Las más importantes son el seno, el coseno y la tangente. Haremos unas obser~ 
vaciones adicionales acerca de la tangente. • _ (} al 

Es claro que la tangente está definida para todos los numeros t es que 

cos (} =F o. 
Éstos son los números distintos a 

11' 311' 511' 
2' 2' 2'"' 

en general (} =F (2n + 1)/2 para algún entero n · 
valores de la tangente. 

(} tan8 

o o 
11'/6 1/../3 
11'/4 1 

11'/3 ..j3 

Hacemos una tabla de algunos 

Deberían completar esta tabla para todos los valores similares de 8 en los 

cuatro cuadrantes. 
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Consideren un ángulo de 8 radianes y sea (.:z:,y) un punto sobre el rayo que 
determina a este ángulo, con .:z: =F O. Entonces 

tan8 = yf.:z: 

de modo que 
y= (tan8).:z:. 

Recíprocamente, cualquier punto (.:z:, y) que satisfaga esta ecuación es un punto 
sobre la recta que forma un ángulo (} con el eje .:z:, según se muestra en la figura 
siguiente. 

En una. ecuación y = a.:z: donde a es la. pendiente, podemos decir que 

a= tan8, 

donde 8 es el ángulo que forma la recta con el eje .:z:. 

Ejemplo. Tomar(}= 11'/6. Entonces tan(}= 1/../3. 
que forma un ángulo de (} con el-eje .:z: tiene la ecuación 

Por lo tanto, la recta 

Y - (tan~).:z: - 6 , b.• 1 
o tam Ien y= ..j3.:z:. 

Ejemplo. Tomar (} = l. No hay una manera más fácil de expresar tan 1 
que escribir tan l. En el capítulo XIII aprenderán a calcular aproximaciones de­
cimales arbitrariamente cercanas; aquí no nos ocuparemos de ello. Simplemente 
señalamos que la ecuación de la recta que forma un ángulo de 1 radián con el 
eje .:z: está dada por 

y= (tan l).:z:. 

Del mismo modo, la ecuación de la recta que forma un ángulo de 2 radianes 
con el eje .:z: está dada por 

y= (tan 2).:z: . 

Supongamos que 11' es aproximadamente igual a 3.14. Entonces 1 es aproxima­
damente igual a 11'/3. Así, la recta que forma un ángulo de 1 radián con el eje 
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z según se muestra en la figura 1(a), está. cerca de la recta que forro~ un ángulo 
d~ 11' /3 radianes. Asimismo, la recta que forma un ángulo de 2 radianes con el 
eje z, como se muestra en la figura l(b), está. cerca de la recta que forma un 
ángulo de 211' /3 radianes. 

1r /3 radianes 

(a) (b) 

Figura 1 

IV, §1. EJERCICIOS 

Hallar los valores siguientes de la función sen y de la función cos: 

2. sen 211'/6 

Hallar los valores siguientes: 

9 tan!. . 4 
211' 

10. tan6 

711' 711' 
13. sen 6 14. cos 6 

17. cos(-57r/6) 18. cos(-7r/3) 

19. Completar la tabla siguiente. 

(J 

2ll"/3 
311"/4 
511'/6 

1( 

711'/6 
511'/4 
7'ir/4 

211' 
3. sen3 

5ll" 
11. tan-¡-

4. sen ( 1r- i) 
511' 

8. cos-¡-

15. cos 2ll"/3 16. cos( -ll"/6) 

senfJ cosfJ tanfJ 
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IV, §2. LAS GRÁFICAS 

sena: 

Deseamos esbozar la gráfica de la función seno. 
Sabemos que sen O = O. Conforme z va de O a 11' /2, el seno de z crece hasta 

que z llega a 11' /2, punto en el cual el seno es igual a l. 
Conforme z va de 11' /2 a 11', el seno decrece hasta volverse 

sen1r= O. 

Cuando z va de 11' a 311'/2 el seno se vuelve negativo, pero en cualquier otro 
~aso se comporta de manera similar a como lo hace en el primer cuadrante, hasta 
llegar a 

311' 
sen 2 = -1. 

Finalmente, conforme z va de 311' /2 a 211', el seno de z va de -1 a O, y 
estamos en condiciones de comenzar de nuevo. 

La gráfica se ve así: 

ejey y=senz 

Si damos otra vuelta de 211', el seno y el coseno tomarán cada uno los mismos 
valores que tenían originalmente, en otras palabras 

sen(z + 211') =sen z, 

cos(z + 211') = cosz 

para todo z. Esto se cumple sin importar si z es positivo o negativo, y lo m~smo 
es cierto si tomamos ~ - 211' en lugar de z + 211'. 

Sería legítimo preguntar por qué un arco de la curva seno (o coseno) se ve 
como la hemos trazado, y no de la siguiente manera: 

A 
En la siguiente sección hallaremos la pendiente de la curva y = sen z. Es igual a 
cos z. Así, cuando z = O, la pendiente es cosO = l. Más aún, cuando z = 11' /2, 
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tenemo8 cos 1f /2 = O y, por lo tanto, la pendiente es O. Esto significa que la 
curva se vuelve horizontal, y no puede tener un pico como el de la figura anterior. 

Hasta ahora no tenemos manera de calcular más valores de sen z y cos z . 
Sin embargo, usando lo poco que sabemos y la derivada, nos podemos convencer 
de que la gráfica se ve como la hemos trazado. 

cosz 

La gráfica del coseno se verá como la del seno, pero comienza con cos O ::::: l. 

eje 11 

sen2z 

A continuación graficamos y = f( z) = sen 2z. Cómo el seno cambia su compor­
tamiento en intervalos de longitud 'lf/2, el sen 2z cambiará su comportamiento 
en intervalos de longitud 'lf/4. Así, hagamos una tabla donde z varíe en inter­
valos de longitud 'lf/4. 

z 2z sen2z 

cree. de O a 'lf/4 cree. de O a 1f /2 cree. de O a 1 
cree. de 'lf/4 a 'lf/2 cree. de 1f /2 a 1f dec. de 1 a O 
cree. de 'lf/2 a 31f/4 cree. de 1f a 31f /2 dec. de O a -1 
cree. de 31f/4 a 1f cree. de 31f/2 a 21f cree. de - 1 a O 

Después la gráfica se repite. Por lo tanto, la gráfica de sen 2z se ve así. 

Vemos que la gráfica de y = sen 2z tiene el doble de ondulaciones que la gráfica 
de y= senz. 
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También se vería que y = sen iz tiene la mitad de ondulaciones que la gráfica 
de y= senz. 

tanz 

• Finalmente, grafiquemos y= tanz. Noten que tan O= O. Tomamos el intervalo 
1( 1( 

-2 < z < 2• 
Si :¡;· está cerca de -'lf/2, entonces la tangente es negativa y muy grande. A 
saber 

tanz=~. 
cosz 

Cuando z está cerca de -'lf /2, cos z está cerca de O y sen z ·está cerca de -l. 
También se puede ver esto a partir de un triángulo rectángulo. 

Conforme z crece de -7t /2 a O , sen z crece de -1 a O . Por .otro lado, cuando 
z c~e.ce de -'lf /2 a O, cos z crece de O a l. Por lo tanto 1/ cos z decrece desde 
pos1t1vo muy grande hasta l. Así, cuando z crece de -'lf /2 a O, 

senz 
tan z = -- crece desde negativo grande ha8ta O cosz . 

De manera análoga, cuando z crece de O a 1f /2, sen z crece de O a 1 y cos z 
decrece de 1 a O. Por ello 1/ cos z crece de 1 a positivo muy grande y entonces 

senz 
tan z = -- crece desde O hasta positivo grande cosz . 

Con esto la gráfica de y = tan z se ve como en la página siguiente. 

Observación sobre la notación. No confundan sen 2z con (sen 2)z. 
Usualmente escribimos 

sen(2z) = sen 2z 

sin paréntesis para referirnos al seno de 2z. En cambio, (sen 2)z es el número 
sen 2 por z . La gráfica de 

y= (sen2)z 

es una recta, precisamente como y= cz para algún número fijo c. 
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eje !1· 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 y=tanx 1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 eje x 1 

71:1 71:1 
--1 21 21 

1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 1 

1 1 
1 
1 

IV, §2. EJERCICIOS 

1. Trazar la. gráfica. de ta.n x p;Ú-a. todos los valores de x . 

2. Sea. sec x = 1 ¡ cos x definida. cuando cos x :f:. O. Trazar la. gráfica. de sec x · 

3. Sea. cot x = 1/ ta.n x. Trazar la. gráfica. de cot x. 
(Sec y cot son abreviaciones de secante y cotangente.) 

4. Trazar las gráficas de las funciones siguientes: 
(a.) y= sen 2x (b) y= sen 3x 

Wv=~k ~y=~k 

5. Trazar las gráficas de las funciones sifuientes: 
(a:) y= sen !x (b) y= sen ¡x 

(d) y= cos !x (e) y= cos ~x 

(e) y= sen lx 
(f) y= cos ix 

6. Trazar las gráficas de: 
(a.) y = sen li'X 

(e) y= sen 2ll'x 

(b) !1 = COSli"X 

(d) !1 = cos 2li'X 

7. Trazar las gráficas de las funciones siguientes: 
(a.) y= 1 senxl (b) !1 = 1 cos:z:l. 

8. Sea. f(x) = senx + cosx. Localizar valores aproximados de f(nr/4), pa.ra. 

n=O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 
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IV, §3. FÓRMULA DE LA SUMA 

En esta sección enunciaremos y probaremos las fórmulas más importantes para 
el seno y el coseno. 

Para comenzar, demostraremos, mediante el teorema de Pitágoras, que 

(sen z)2 + (cos z)2 = 1 

para todo z. Para mostrar esto tomamos un ángulo A y determinamos su seno 
y su coseno a partir del triángulo rectángulo, como en la figura siguiente. 

~· 
b 

Entonces, por Pitágoras, tenemos 

a2 + 62 = r2. 

Dividiendo entre r 2 tenemos 

2 (6) 2 
(;) + ;: =l. 

El mismo razonamiento funciona cuando A es mayor que 1r /2, mediante un 
triángulo como éste: 

·~ 
b 

En ambos casos tenemos que el seno de A= afr y el coseno de A = 6/r, de 
modo que tenemos la relación 

(senoA)2 + (cosenoA)2 = 1. 

Se acostumbra escribir el cuadrado del seno y del coseno como sen2 A y cos2 A. 
Nótese que en el segundo caso 6 es negativo. 

Nuestro resultado principal es la f6rmula de la suma, que deberá memori­
zarse. 

Teorema 3.1. Para dos ángulos A y B cualesquiera. tenemos 

sen(A + B) = senAcosB +cosA sen B, 

cos(A + B) = cosAcosB- sen Asen B. 
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Demostración. Probaremos primero la segunda fórmula. 
Consideramos los dos ángulos, A y B, y su suma: 

~ o p 

[IV, §3] 

Tomamos dos puntos P y Q según se indica, a una distancia 1 del origen O. 
Calcularemos ahora la distancia de P a Q usando dos sistemas coordenados 
diferentes. 

Primero tomamos un sistema coordenado como es usual: 

Entonces P = (1, O) y 

Q = (cos(A + B),sen(A + B)). 

El cuadrado de la distancia entre P = (z¡, y¡) y Q = (z2, Y2) es 

(Y2 - y1)2 + (z2- z¡)2. 

Por lo tanto, 

dist(P, Q)2 = sen2{A + B)+ (cos(A + B)- 1)2, 

= -2cos(A + B) + 2. 

A continuación colocamos el sistema coordenado como se muestra en la figura 
siguiente. 

eje y 

Entonces las coordenadas de P se vuelven 

(cos( -A),sen( -A)) =(cosA,- sen A). 

[IV, §3] FÓRMULA DE LA SUMA 

Las de Q son simplemente { cos B, sen B). En consecuencia, 

dist(P,Q)2 = (senB +senA)2 + (cosB- cosA)2, 

= sen2 B + 2 sen B sen A + sen2 A 

+ cos2 B - 2 cos B cosA + cos2 A 

= 2+ 2senAsenB- 2cosAcosB. 
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"si igualam~s los cuadrados de las dos distancias obtenemos nuestra fórmula. 
D.e la formula de la suma para el coseno obtenemos algunas fórmulas que 

relaciOnan al seno y al coseno. 

sen z = cos ( z- i) , 
cos z =sen ( z + i); 

Para probar la primera comenzamos con el lado derecho: 

cos ( z- i) = cosz cos ( -i) -sen zsen ( -i) 
=O+senz=senz 

porque cos(-?r/2) =:.o y: -:sen(-8) =senO (con 8 = ?r/2). 
L~.segunda relac10n se s1gue de la primera haciendo z = z+?r/2 en 1 · 

relac10n. Entonces a primera 

sen (z+ i) = cos (z+ i- i) = cosz. 

Esto prueba la segunda relación. 
De igual manera, se puede probar que 

sen (i- z) = c~sz. 
Esto se usará en el siguiente argumento. 

La fórmula de l~ suma para el seno se puede obtener de la fórmula de la suma 
para el coseno med1ante el recurso siguiente: 

sen( A+ B) = cos (A+ B- i) 
=cosAcos ( B- i)- senA sen (B _ i) 
=cosA sen B +sen Asen(~_ p) 

2 . 
=cosA sen B +sen AcosB, 

probándose así la fórmula de la suma para el seno. 
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Ejemplo. Hallar sen('n"/12). 
Escribimos 7r 7r 7r 

[IV, §3] 

12 = 3- ¡· 
Entonces sen( 7r /12) =sen( 1r /3) cos( 1r /4)- cos( 7r /3) sen( 1r /4) y, sustituyendo los 

valores conocidos, hallamos 
v'3 -1 

sen(?r/12) = ¡;;-· 
2v2 

Ejemplo. Tenemos 
cos (x+ i) = -senx, 

pues 
cos (x + i) = cosxcos i- senxsen i =-sen x, 

ya que cos ?r/2 =O y sen ?r/2 = l. 
En los ejercicios deducirán algunas otras fórmulas útiles para el seno y el 

coseno, especialmente: 

sen 2x = 2sen xcos x, 

cos 2x = cos2 x- sen2 x, 

2 1+cos2x 
cosx= 2 y 

2 1- cos2x 
sen x= 2 

Las recordarán mejor después de haberlas obtenido, así que no las deduciremos 

en el texto. 

IV, §3. EJERCICIOS 

l. Hallar sen 7r/12. [Idea: Escribir 7r/12 = 4r/12 + 3r/12 .] 

2. Hallar cos 7 r /12. 

3. Hallar los valores siguientes: 
(a) sen7r/12 (b) cos 'lr/12 

(e) sen 57r/12 (d) cos 5r/12 

(e) sen llr/12 (f) cos llr /12 

(g) sen 107r/12 (h) cos 10r/12 

4. Probar las fórmulas siguientes. 
(a) sen2x=2senxcosx (b) cos2x=cos2 x-sen2 x 

2 1 + cos 2x 2 1 - cos 2x 
(e) cos x = 2 (d) sen x = 2 

[Idea: Para (e) y (d), comenzar con el caso particular de la fórmula de la suma para 
cos 2x. Después usar la identidad 

sen2 x + cos2 x = 1.] 
5. Hallar una fórmula para sen 3x en términos de sen x y cos x. Encontrar también 

una para cos 3x . 
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6. Probar 1ue sen( 1r /2- x) = cos x, usando sólo la fórmula de la suma para el coseno. 

7. Probar las fórmulas 

sen mxsen nx = ~[cos(m- n)x- cos(m + n)x], 

senmxcosnx = Hsen(m+ n)x +sen( m- n)x], 

cosmxcosnx = Hcos(m + n)x + cos(m- n)x]. 

(Idea: Expander el lado derecho mediante la fórmula de la suma y después cancelar 
todo lo que se pueda. El lado izquierdo se irá formando. Notar que, por ejemplo, 

cos(m- n)x = cos(mx- nx) 

= cos mx cos nx +sen mx sen nx.J 

IV, §4. LAS DERIVADAS 

Probaremos: 

Teorema 4.1. Las funciones sen x y cos x tienen derivadas y 

d(sen x) 
dx = cosx, 

d(cosx) 
dx = -senx. 

Demostración. Determinaremos primero la derivada de sen x. Tenemos que 
ver el cociente de Newton de sen x. Es 

sen(x + h)- sen x 

h 

Usando la fórmula de la suma para expander sen(x + h), vemos que el cociente 
de N ewton es igual a . 

sen x cos h + cos x sen h - sen x 
h 

Juntamos los dos términos que incluyen a sen x: 

cosx sen h +sen x(cos h- 1) 

h 
y separamos nuestro cociente en una suma de dos términos: 

senh cosh-1 
cosx-h-+senx h 

Ahora enfrentamos el problema de hallar el límite de 

sen h cosh - 1 
h Y h cuando h tiende a O. 
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Éste es un problema un poco más dificil que los otros encontrados hasta ahora. 
No podemos precisar de momento cuáles serán estos límites. En la sección si­
guiente probaremos que 

l, sen h 1 Im--= 
h-+0 h 

y 
r cosh-1 o 
h~ h = . 

Una vez conocidos estos límites, vemos de inmediato que el primer término tiende 
a cos x y el segundo término tiende a 

(sen x) ·O= O. 

Por lo tanto, 
r sen(x+h)-senx 
h~ h = cosx. 

Esto prueba que 
d(senx) 

dx = cosx. 

Para hallar la derivada de cos x podríamos proceder de la misma manera y 
encontraríamos los mismos límites. Sin embargo hay un truco que evita esto. 

Sabemos que cos x = sen ( x + i) . Hacemos u = x + i y usamos la regla 

de la cadena. Obtenemos 
d(cosx) d(sen u) du 

dx = du dx' 

Sin embargo, du/ dx = 1, por lo que 

d(cosx) ( 7!') dx = cos u= cos x + '2 = -sen x, 

lo cual prueba nuestro teorema. 

Observación. No es cierto que la derivada de la función sen* x sea cos* x. 
Usen la regla de la cadena para hallar cuál es su derivada. La razón para usar 
la medición de ángulos en radianes es obtener una función sen x cuya derivada 
sea cosx. 

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = sen 4x en el punto x = 
71'/16. Esto se hace fácilmente. Sea f(x) = sen4x. Entonces 

/'(x) = 4cos4x. 

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en x = 71'/16 es igual a 

!' (~) = 4cos G;) = 4cos (¡) = ~-
Por otro lado, tenemos 

( 71') (471') 71' 1 f 16 =sen 16 =sen¡ = V'i' 
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por lo que la ecuación de la recta tangente es 

1 4 ( 71') 
y - V2 = V2 X - 16 . 

Teorema 4.2. Tenemos 

d(tanx) 2 
dx = 1 + tan x = sec2 x. 

Demostración. U 1 1 samos a reg a para la derivada de un cociente, de modo que: 

!!_ (~) = (cosx)(cosx)- (senx)(-senx) 
dx COS X ( COS X )2 

cos2 x + sen2 x = --__:,...:..:.:::.__.=. 
cos2 x 

1 
= --2- = sec2 x. 

COS X 

Pero también 
cos2 x + sen2 x sen2 x 

cos2x = 1 +--2-=1+tan2x. 
E COS X 

sto prueba el teorema. 

. Ejemplo. Un globo se eleva comenzando en un punto p U b d 
situado 61 d' · · · n o serva or 
crece a r:zón: fige su mirada hacia el ~lobo y el áng)llo (J que forma el globo 
del glob. o 1 120 rad/dseg. Hallar la razon con la cual está creciendo la distancia 

. a s~~ o cuan o (J = 71' ¡ 4 . 
La Ilustracwn es como sigue, donde y es la distancia del globo al suelo. 

B 

61 p 

Tenemos que tan e= y/61, de donde 

y= 61 . tan e. 
Queremos hallar la razón con la cual está creciendo y . 
dyfdt Al t 1 d · d ' I.e. queremos hallar 

. '· ornar a eriva a con respecto al tiempo t se obtiene 

dy = 61 dtane 
dt . dt 

= 61(1 + tan2 O) dO 
dt 
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por el teorema 4.2 y la regla de la cadena. Por consiguiente, 

dy\ = 61 (1 + tan2 ¡);O 
dt 9=w/4 

1 
= 61(1 + 1)20 

= 6.1m/seg. 

[IV, §4] 

Ésta es nuestra respuesta. 

Ejemplo. En el ejemplo anterior, hallar la razón con la cual está creciendo 

la distancia del globo al suelo cuando sen 8 = 0.2. 

Tenemos dy - 61 d tan 8 d8 = 61(1 + tan2 8) d8. 
dt- d8 dt dt 

Cuando sen 8 = 0.2' tenemos que sen2 8 = 0.04' y 

cos2 8 = 1 - sen2 8 = 0.96. 

Por lo tanto, 
sen2 8 4 1 

tan2 8 = cos2 8 = 96 = 24. 

Como nos dan d8fdt = 1/20, hallamos 

dy 1 ( .!.) .!. - = 61 1 + 24 20 
dt sen9=0.2 

IV, §4. EJERCICIOS 

l. i. Cuál es la derivada de cot x 1 

6125 
= 2024 

305 
- -mfseg. 
- 96 

Hallar la derivada de las funciones siguientes: 
2 (3 ) 3. cos(5x) . sen x 3 

4. sen(4x2 + x) 5. tan(x - 5) 

6. tan(x' _ xa) 7. tan( sen x) 

8. sen(tanx) 9· cos(tanx) 

10 . Cuál es la pendiente de la curva y = sen x en el punto cuya abscisa e: 'll'? b . 
· ¿ 1 t 'ndicado (damos solo la a sc1sa 

Hallar la pendiente de las curvas siguientes en e pun o 1 

del punto): 

11. y= cos(3x) en x = 'll'/3 

[IV, §4] 

12. y= sen x en x = 'll'/6 

13. y=senx+cosx en x=3'll'/4 

14. y= tanx en x = -'ll'/4 

1 
15. y= -- en x = -7t/6 

senx 

LAS DERIVADAS 131 

16 .. Dar la ecuación de la recta tangente a las curvas siguientes en el punto indicado. 
(a) y=senx en x=r/2 (b) y=cosx en x=r/6 

(e) y=sen2x en x=r/4 (d) y=tan3x en x=r/4 

(e) y= 1/senx en x = r/2 {f) y =1/cosx en x = r/4 

(g) y= 1/tanx en. x = r/4 {h) y= tan!. en x = r/2 
' 2 

(1') X /3 y=sen 2 en x=r 

{k) y = sen 'li'X en x = ! 
(j) y = cos n en x = 1 

3 

(l) y=tanrx en x= 1 
17. En el siguiente triángulo rectángulo, suponer que 9 está decreciendo a razón. de 

io rad/sec. Hallar cada una de las derivadas indicadas: ~ 
(a) dy/dt, cuando 9 = r/3 y x es constante, x = 12. z 

. y 
{b) dz/dt, cuando 9 = r/4 y y es constante, y= 10v'2. ~ 
(e) dx/dt, cuando x = 1 si x y y están cambiando, x 
' pero z es constante, z = 2. 
Recordar que 9 está decreciendo, de modo que d9/dt =-lo. 

18. U na rueda de feria de 15m de diámetro efectúa una revolución cada 2 min. Si el 
centro de la rueda está a 9 m del suelo, ¿con qué rapidez se mueve verticalmente 
un pasajero éuando la rueda está a 13m sobre el suelo? 

19. Un globo se está elevando desde' el punto P. Un observador O, situado a·91m, 
dirige su mirada hacia el globo, y el ángulo 9 que forma con el globo crece a razón 
de 0.3 rad/seg. Hallar la razón con la que está creciendo la distancia del globo al 
suelo cuando · 
(a) 9 =; 'll'/4, {b) 9 = r/3, (e) cos9 = 0.2, 

{d) sen9=0.3, (e) tan9=4. 

20. Un aeroplano vuela horizontalmente sobre una recta a una rapidez de 1000 km/hr, 
a una altura de 10 km. U na cámara automática está fotografiando un punto del 
suelo, justo adelante. ¿Con qué rapidez debe girar la cámara cuando el ángulo entre 
la trayectoria del avión y la recta de la cámara al punto es de 30°? 

21. Una luz de un faro está localizada a 306m de un rompeolas y gira a razón constante 
de 2 revoluciones por minuto. 

(a) ¿Con qué rapidez se va moviendo el punto de luz a lo largo del rompeolas en el 
punto más cercano al faro? 

(b) ¿Con qué rapidez se va moviendo el punto de luz en un punto situado a 153m 
de este punto más cercano? 
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22. Un aeroplano va volando a una altura de 6116 m siguiendo un curso horizontal que 
pasa directamente sobre un observador en el suelo. El observador nota que cuando 
el ángulo entre el suelo y su línea de visión es de 60°, el ángulo está decreciendo a 
razón de 2° por segundo. ¿Cuál es la rapidez del avión? 

23. Un asta tiene 9 m de altura y está ubicada a 9 m al este de un edificio alto. Si el sol 
sale a razón de 18° por hora, ¿con qué rapidez se va acortando la sombra del asta 
sobre el edificio cuando la elevaci6n del sol es de 30° ? [Idea: La razón de salida del 
sol es la raz6n de cambio del ángulo de elevación (J. del sol. Primero convertir los 
grados a radianes por hora, a saber 

18grad/hr = 1811'/180 = ll'/10rad/hr. 

Si ses la longitud de la sombra, se tiene entonces que tanfJ = (9- s)/9.] 

24. Un globo meteorológico se suelta desde el suelo a 460 m de un observador y se eleva 
verticalmente a razón constante de 76 m/min. ¿Con qué rapidez está creciendo el 
ángulo entre la línea de visi6n del observador y el suelo, cuando el globo está a una 
altura de 612 m? Dar la respuesta en grados por minuto. 

25. Una escalera de 9 m de largo está apoyada sobre una pared. Suponiendo que la 
parte inferior de la escalera se desliza alejándose de la pared a razón de 0.9 m/seg, 
¿con qué rapidez está cambiando el ángulo entre la escalera y el suelo cuando la 
parte inferior de la escalera está a 4.5 m de la pared? 

26. Un cohete parte del suelo a 612 m de un observador y se eleva verticalmente a razón 
constante de 30.6 m/seg. ¿Con qué rapidez está cambiando el ángulo entre la línea 
de visi6n del observador y el suelo, después de 20 seg? Dar la respuesta en grados 
por segundo. 

27. Una cometa a una altura de 60m se mueve horizontalmente a raz6n de 6m/seg. 
¿A qué razón está cambiando el ángulo entre el cordel y el suelo cuando se han 
soltado 120m de cordel? 

28. Dos aeroplanos van volando en la misma dirección, a una altitud constante. En 
t =O el aeroplano A está 300m verticalmente arriba. del aeroplano B. El aeroplano 
A viaja. a. una. rapidez constante de 180 m/seg, y B a. una. rapidez constante de 
120 m/seg. Hallar la razón de cambio del ángulo de elevaci6n (J de A respecto a. B 
en el tiempo t = 10 seg. 

[IV, §5) DOS LÍMITES BÁSICOS 

IV, §5. DOS LfMITES BÁSICOS 

Probaremos primero que 

l , sen h 
1m-- -1 

h-.o h - · 
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Tanto el nume:ador como el denominador tienden a O cuando h tiende 

::a~:r~:::c: l:f,oobrtm~ión al intlentar alg~n procedimiento de cancelació: d~, l~ 
uv1mos con as potencias. 

Supongamos primero que h es positivo y veamos el diagrama siguiente. 

D 

A· 
·o A e 

Tomando un círculo de radio 1 y un án ulo de h d' 
triángulo pequeño OAB y t l d l t . 'g l ra Ianes, sea s la altura del 
l . , , a e r1angu o grande OCD E t d e tnangulo pequeño OAB · n onces, usan o , 

senh=~=s 
1 

Y usando el triángulo grande, OC D, 

tan h = ! = t = sen h 
1 cosh · 

Puede verse que: 

área del triángulo OAB <área del sector OC B <área del triángulo OC D. 

~:~ase OA del tr~~ngulo pequeño es igual a cos h y su altura AB es sen h 
ase OC del tnangulo grande es igual a l. Su altura C D es . 

t=~ 
cosh · 

El ~rea de cada triángulo es- t de la base por la altura. 
El area del sector es la fracción h/27r del área d 1 , 1 

tant 1 ' d 1 e cucu o que es 7r. Por lo o, e area e sector es h/2. Así se obtiene: , 

!coshsenh < !h < !~ 
2 2 2cosh' 

Se multiplica todo por 2 para obtener 

coshsenh < h < ~-
cosh 
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d. 'd b des-. h > 0 se sigue que sen h > O, y se lVl en am as Como supusimos que ' . 
igualdades entre sen h, con lo cual se obt1ene 

h 1 
cosh < --h <--h. sen cos 

e r h tiende a 0 tanto cos h como 1/ cos h tienden a l. Así h/ se~, h 
ontorme ' 1 h/ h tamb1en 

está atrapado entre dos cantidades ~~e tienden a 1 , por o que sen 
debe tender a l. Así podemos escr1b1r 

lím _h_ =l. 
h-+O sen h 

Como senh 1 
-h- = h/senh 

y el límite de un cociente es el cociente de los límites, se sigue que 
senh 

lím -- = 1, 
h-+0 h 

como queríamos demostrar. 
h > 0. Suponiendo ahora que h < O, Ya calculamos nuestro límite cuando 

podemos escribir 
h= -k 

con k > O. Entonces 
sen(-k) _~_sen k 

-k - -k - k . 
Cuando h tiende a O también lo hace k' por lo cual estamos reducidos al caso 

anterior, pues k> O. 
Falta probar el límite 

l, cosh -1 _ 0 
lm - • 

h-+0 h . 

Tenemos 
cosh-1 (cosh-l)(cosh+l) 

= h h(cosh + 1) 
' 

cos2 h- 1 
= h(cosh + 1) 

-sen2 h 
= h(cosh + 1) 

senh 1 
=--(senh) h+l h cos 

Usaremos la propiedad acerca del producto de los límites. Tenemos un producto 

de tres factores. El primero es 
sen h 

--h-
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y tiende a -1 cuando h tiende a O. 
El segundo es sen h y tiende a O cuando h tiende a O. 
El tercero es 

1 
cosh+l 

y su límite es t cuando h tiende a O. 
Por lo tanto, el límite del producto es O y ¡todo está probado! 

IV, §6. COORDENADAS POLARES 
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Además de describir un punto en el plano mediante sus coordenadas respecto a 
dos ejes perpendiculares, también las podemos describir como sigue. Trazamos 
un rayo entre el punto y un origen dado. El ángulo O que forma este rayo con 
el eje horizontal y la distancia r entre el punto y el origen determinan nuestro 
punto. Así, el punto está descrito por un par de números (r, O), que se llaman 
sus coordenadas polares. 

eje y 
(r, 9) 

eje :e 

Si tenemos los ejes usuales y z y y son las coordenadas ordinarias de nuestro 
punto, puede verse que 

:_=cosO y 
y 
-=senO, 

r r 

de donde 

z = rcosO y y= rsenO. 

Esto permite cambiar de coordenadas polares a coordenadas ordinarias. 
Se sobreentiende que r siempre es ~ O. En términos de las coordenadas 

ordinarias tenemos 

r=Jz2+y2. 

Por Pitágoras, r es la distancia del punto (z, y) al origen (0, O). Nótese que la 
distancia es siempre ~ O . 

Ejemplo l. Hallar las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas 
ordinarias son (1, .J3). 
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Tenemos que x = 1 y y = Y'3, de modo que r = v'f+3 = 2. Además 

X 1 y y'3 
cosO=-=-, senO=-=-. 

r 2 r 2 
Por lo tanto O= 7r/3, y las coordenadas polares son (2, 7r/3). 

Observamos que se puede tener varias coordenadas polares que correspon­
dan al mismo punto. El punto cuyas coordenadas polares son (r, O+ 27r) es el 
mismo punto que (r, O). Así, en el ejemplo anterior, (2, 7r/3+27r) también serían 
coordenadas polares para nuestro punto. En la práctica es común usar el valor 
para el ángulo que está entre O y 21r. 

Supongan que un insecto viaja en un plano. Su posición está completamente 
determinada si conocemos el ángulo O y la distancia del insecto al origen, esto 
es, si conocemos las coordenadas polares. Si la distancia r al origen está dada 
como función de O, entonces el insecto está viajando a lo largo de una curva y 
es posible trazar esta curva. 

Ejemplo 2. Trazar la gráfica de la función r = sen O para O :5 O :5 1r. 

Si 1r < O < 21r, entonces sen O < O y, por lo tanto, para dicha O no se 
obtendrá un punto sobre la curva. A continuación haremos una tabla de valores. 
Consideramos intervalos de O tales que sen O siempre crezca o siempre decrezca 
en esos intervalos. Esto indicará si el punto se mueve alejándose del origen o 
acercándose al origen, pues r es la distancia del punto al origen. Los intervalos 
de crecimiento y decrecimiento para sen O se pueden considerar de longitud 1r /2. 
Así hallamos la tabla siguiente: 

o senO= r 

cree. de O a 7r/2 cree. de O a 1 
cree. de 1rj2 a 7r dec. de 1 a O 

7r/6 1/2 

7r/4 lv'2 
7r/3 Y3/2 

Expresado en palabras: conforme O crece de O a 1r /2, sen O y, por lo tanto, r 
crecen hasta que r llega a l. Conforme O crece de 1r /2 a 1r, sen O y por lo tanto 
r decrecen de 1 a O. Por consiguiente, la gráfica se ve así. 

6=n 

6=n/2 

(1, ,.¡2) 

O/v'2, ,.¡4l 

6=0 

Hemos trazado la gráfica como un círculo. En realidad no se sabe si es o no un 
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círculo. 

Ejemplo 3. Cambiar la ecuación 

r=senO 

a coordenadas rectangulares. 
Sustituimos las expresiones 

r=../x2+y2 
y 

sen O= yfr = yj..jx2 + y2 
en la ecuación polar, para obtener 

Jx2 +y2 = Y 
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..jx2 + y2 · 

Es obvio que esta sustitución es válida sólo cuando r ../. O . O D . 
podemos sim }" fi l · • r- ' Le. r > · espues 
~ p l car a ecuacwn recién obtenida multiplicando ambos lad 

V x- -r y~. Entonces obtenemos os por 

x2 + y2 =y. 

~:r c~~c:~~ít~~:~r~:~:be que. si se comphleta el cuadrado, ésta es la ecuación de 
forma . s aqm como se ace eso. Escribimos la ecuación en la 

x2 + y2- y= O. 
Nos gustaría que esta ecuación tuviera la forma , 

, , x2 + (y - b )2 = c2' \ 
pues as1 se sabna de manera inmed" t · 
(O b) y rad" S b la a que se trata de un círculo con centro en 

' lO c. a emos que 

(y- b)2 = y 2 - 2by + b2 • 

Por lo tanto, hacemos 2b - 1 y b - l Ent - - 2· onces 
2 + 2 2 l X y -y= X +(y_ 2)2 _ t 

ya que se cancela t. Así, la ecuación 

x2 + y2- y= O 

es equivalente a 

, x2 + (y - t )2 = i. 1 

Esta ~s la ecuación de un círculo con centro en (O 1) y radio 1 El t 
pon diente a la coordenada polar r = O es el punt~ ¿o d 2 .d pun o corres­
x = O y y = 0 . n coor ena as rectangulares 
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Ejemplo 4. La ecuación del círculo de radio 3 y centro en el origen en 

coordenadas polares es simplemente 

r = 3 o J x2 + y2 = 3 o x 2 + y2 = 9. 

Esto expresa la condición de que esa distancia del punto (x, y) al origen es la 
constante 3. El ángulo 9 puede ser arbitrario. 

Ejemplo 5. Considerar la ecuación 9 = 1 en coordenadas polares. Un 
punto. con coordenadas polares ( r, 9) satisface esta ecuación si, Y sólo ~i ~u ángulo 
9 es 1 y no hay restricción en su coordenada r, i.e. r ;::: O. Ast, geometrtcamente 
este conjunto de puntos se puede describir como una semirrecta, o un rayo, como 
en la figura (a) de la página siguiente. . . 

Por la definición de tangente, si (x, y) son las coordenadas ordmartas de un 
punto sobre este rayo y y # O, entonces 

y/x=tanl y x>O, 

de donde 
y= (tan l)x y X> 0. 

y 

(a) (b) 

Por supuesto, el punto con x = y = O también está sobre ~l rayo. Recíproca­
mente, cualquier punto cuyas coordenadas polares (x,y) satisfacen 

y= (tan l)x y x;::: O 

están sobre el rayo. Por lo tanto, el rayo definido en coordenadas polares por 
medio de la ecuación 9 = 1 está definido en coordenadas o~dinarias mediante el 

par de condiciones 
y=(tanl)x y x;:::O 

En lugar de 1 se podría tomar cualquier número. P?; eje~plo, el. rayo definido 
por la ecuación 9 = 11' /6 en coordenadas polares tambten esta defimdo por el par 

de condiciones 
y= (tan11'/6)x y x;::: O. 

Dado que tan 11' /6 = 1/.,f3, podemos escribir el par equivalente de condiciones 

1 
y= .,f3x y X;::: 0. 
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~ótese que no hay una manera más sencilla de expresar tan 1 que escribir pre­
ctsamente tan l. Sólo al tratar con múltiplos fraccionarios de 11' tenemos la 
posibilidad de escribir las funciones trigonométricas en términos de raíces, como 
tan 11'/6 = 1/.,f3. 

Ejemplo 6. Esbocemos la curva dada en coordenadas polares por medio 
de la ecuación 

r = lsen29l. 

·El signo de valor absoluto hace que el lado derecho sea siempre ;::: O, y así existe 
un valor de r para todo valor de 9. Las regiones de crecimiento y decrecimiento 
para sen 29 ocurrirán cuando 29 varíe en intervalos de longitud 11' /2. Por lo 
tanto, es natural ver intervalos para 9 de longitud 11' f 4. Hagamos ahora una 
tabla del comportamiento de crecimiento y de decrecimiento de 1 sen 291 y r 
sobre dichos intervalos. · 

(} r = lsen29l 

cree. de O a 11'/4 cree. de O a 1 
cree. de 11'/4 a 11'/2 dec. de 1 a O 
cree. de 11'/2 a 311'/4 cree. de O a 1 
cree. de 311'/4 a 11' dec. de 1 a O 

y así sucesivamente 

Entonces la g~áfica se ve así: 

Gráfica de r =!sen 291 

Debido al signo de valor absoluto, para cualquier valor de 9 se obtiene un 
valor para r que es ;::: O. De acuerdo con nuestra convención, si queremos graficar 

r =sen 29 

sin el signo de valor absoluto, entonces hemos de omitir aquellas porciones de la 
gráfica anterior para las cuales sen 29 es negativo, i.e. aquellas porciones de la 
gráfica para las que 

y 
311' 
2 <9 <211'. 
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Así, la gráfica de r = sen 20 se vería como en la figura siguiente. 

Gráfica de r = sen 2 9 

Ejemplo 7. Queremos trazar la curva dada en coordenadas polares por 
medio de la ecuación 

r = 1 +senO. 

Vemos el comportamiento de r cuando O varía en los intervalos 

o senO r 

cree. de O a 7r/2 cree. de O a 1 cree. de 1 a 2 
cree. de 7r/2 a 1r dec. de 1 a O dec. de 2 a 1 
cree. de 1r a 37r/2 dec. de O a -1 dec. de 1 a O 
cree. de 37r/2 a 27r cree. de -1 a O cree. de O a 1 

De este modo, la gráfica se ve aproximadamente como sigue: 

Ejemplo 8. Veamos la ecuación ligeramente diferente 

r= 1+2sen0. 
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Funcionará un análisis similar, pero debemos tener cuidado con la posibili­
dad de que la expresión del lado derecho sea negativa. De acuerdo con nuestra 
convención, esto no produciría un punto, pues suponemos que r ~ O en coor­
denadas polares. Así, cuando 2 sen O < -1 , no se obtienen puntos. Esto ocurre 
precisamente en el intervalo 

77r o lb 
6< <6. 

La gráfica se verá entonces como en la figura de la página anterior, donde hemos 

77r lh: trazado también los rayos que determinan los ángulos de 6 y 6 . 

IV, §6. EJERCICIOS 

l. Localizar los puntos siguientes en coordenadas polares: 
(a) (2, 7r/4) (b) (3, 1r/6) (e) (1, -7r/4) (d) (2, -37r/6) 

2. Seguir las mismas instrucciones que en el ejercicio l. 
(a) (1, 1) (b) (4, -3) 

(Éstas son coordenadas polares. Exhibir de manera aproximada el ángulo represen­
tado por las coordenadas polares dadas.) 

3. Hallar las coordenadas polares para los puntos siguientes dados en las coordenadas 
usuales de abscisa y ordenada: 
(a) (1,1) (b) (-1,-1) (e) (3,3,;3) (d) (-1,0) 

4. Trazar las curvas siguientes y poner la ecua.Ción en coordenadas rectangulares. 
(a) r = 2sen8 (b) r = 3cos8 

5. Cambiar lo siguiente a coordenadas rectangulares y trazar la curva. Se supone que 
a> O. 
(a) r = asen8 (b) r =acosO 
(e) r = 2asen8 (d) r = 2acos8 
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Trazar las gráficas de las curvas siguientes da~as en coordenadas polares 
6. r2 = cos8 7. r =senO 

8. (a) r = sen2 8 (b) r = cos2 8 9. r = 4sen2 8 

10. r=5 

(a) 
1 

12. r=--
cos8 

14. r=1+cos8 

17. r=1-2sen8 

20. r = cos28 

23. r = 1 sen 381 

26. r = 1/8 

(b) 

11. r=4 

1 
r=-­

sen8 
13. r = 3/ cos8 

15. r = 1 -sen 8 

18. r = sen38 

21. r = cos38 

24. r = 1 cos 381 

16. r = 1 - cos 8 

19. r = sen48 

22. r = 1 cos 281 

25. r = 8 

[IV, §6] 

En los tres problemas siguientes poner la ecuación en coordenadas rectangulares Y 

trazar la curva. 
1 2 4 

27. r = 1 - cos 8 28. r = 2 - cos 8 29. r = 1 + 2 cos 8 

Trazar las curvas siguientes dadas en coordenadas polares. 

30. r = tan 8 31. r = 5 + 2 sen 8 

32. r=l1+2cos81 33. (a) r=2+sen28 
(b) r=2-sen28 

34. 8 = 7r 

36. 8 = -7r/2 

38. 8 = 37r/2 

35. 8 = 7r/2 

37. 8 = 57r/4 

39. 8 = 37r/4 

CAPÍTULO V 

El teorema del valor medio 

Dada una curva y = f( x), usaremos la derivada para obtener información acerca 
de la curva. Por ejemplo, hallaremos el máximo y el mínimo de la gráfica y las 
regiones donde la curva crece o decrece. Usaremos el teorema del valor medio, 
que es fundamental en la teoría de las derivadas. 

V, §1. TEOREMA DEL MÁXIMO Y EL MrNIMO 

Definición, Sea f una función diferenciable. Un punto crítico de f es un 
número e tal. que 

f'(e) =O. 

El hecho de que la derivada sea cero significa que la pendiente de la recta tangente 
es O y, por ello, que la recta tangente misma es horizontal. He aquí tres ejemplos 
de este fenómeno. 

7 ""'· e 

Figura 1 Figura 2 Figura 3 

El tercer ejemplo es una función como f(x) = x3 • Tenemos que f'(x) = 3x2 

y, por lo tanto, cuando x =O, f'(O) =O. 
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Los otros dos ejemplOs son los de un máximo y un mínimo, respectivamente, 
viendo la gráfica de la función sólo alrededor de nuestro punto e. Formalizaremos 
ahora estos conceptos. 

Sean a y b dos números con a< b. Se empleará repetidamente el intervalo 
de números entre a y b, a veces incluyendo los puntos extremos a y b, y a veces 
no. Recordemos la terminología usual. 

La colección de números x tales que a < x < b se llama intervalo abierto 
entre a y b. 

La colección de números x tales que a :$ x :$ b se llama intervalo cerJ::ado 
entre a y b. Denotamos este intervalo cerrado mediante los símbolos [a, b]. (Un 
solo,punto será también un intervalo cerrado.) 

Si deseamos incluir sólo un punto extremo, diremos que el intervalo es semi­
cerrado. Es evidente que hay dos intervalos semicerrados, a saber el formado 
por los números x con a :$ x < b y el otro que consta de los números x con 
a< x :$ b. 

Si a es un número, a la colección de números x > a (o x < a) en ocasiones 
se le llama intervalo abierto. El contexto ayudará a comprender esto mejor. 

Sea f una función y e un número en el que está definida f. 
Definición. Diremos que e es un punto máximo de la función f si, y sólo 

si, 
/(e)~ f(x) 

para todos los números x en los que está definido f. Si la condición /(e) ~ f(x) 
se cumple para todos los números x en algún intervalo, decimos entonces que la 
función tiene un máximo en e en ese intervalo. Llamama~ valor máximo 
a /(e). 

Ejemplo l. Sea f(x) =sen x. Entonces f tiene un máximo en 7r/2 porque 
/(7r/2) = 1 y senx :$ 1 para todos los valores de x. Esto se ilustra en la figura 
4. Nótese que -37r /2 también es un máximo para sen x. · 

r/2 

Figura 4 

Ejemplo 2. Sea f(x) = 2x, y vean a f como una función definida sólo en 
el intervalo 

0:$ X:$ 2. 
Entonces la función tiene un máximo en 2 en este intervalo porque /(2) = 4 y 
f(x) :$ 4 para todo x en el intervalo. Esto se ilustra en la figura 5. 

[V, §1] 
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k_ 
2 

Figura 5 
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Ejemplo 3. Sea !(x) = 1/x. Sabemos f , . 
Esta función no tiene máximo· se vuel q~e . no esta defimda para z = O. 
acerca a O y x > O Esto se "l . t lvefiarbitrariamente grande cuando z se 

· I us ra en a gura 6. 

Figura 6 

Definición. Un punto mínimo para fes un número e tal que 

f(x) ~/(e) para todo x donde está definida ¡ 
Un valor mínimo para la función es el valor f(e) . 

Ilustramos varios mínima~ 1 áfi '.tomado en un punto mínimo. 
con as gr cas de ciertas funciones. 

e .· C\. 

7 
Figura 7 

Figura 8 

En la figura 7 la función. tiene un mini E 
el extremo del intervalo. En las fi uras 3 ";¡o¡ n l~ ~gura ~ el mínimo está en 

En la figura sig· uiente el puntog y a funciOn no tiene mínimo. 
' ei se ve como un m· · 1 como un mínimo, siempre que se per aximo Y e punto e2 se ve 

l manezca cerca de esos t • o que sucede en otros lugares de 1 pun os y no se vea · a curva. 

,~ 
,;¡, 
.r r' 

¡i 1 

! 
1 

1' 
1 
1 

/1 

¡¡'1 
1 i 
1 1 
1': 

i 

1 
1 

'/' 
¡/ 

/1 
¡1 

1 

,¡ 
1 
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Figura. 9 

Hay un nombre para dichos puntos. Diremos que un punto e es un mínimo 
local o un mínimo relativo de la función f si existe un intervalo 

a 1 <e< b1 

tal que f(c) :5 f(x) para todos los números x con a 1 :5 x :5 b¡. 
La noción de máximo local o máximo relativo se define de rnanéra aná­

loga. (Hacerlo.) En la figura 9 el punto c3 es un máximo local, c4 es un mínimo 
local y c5 es un máximo local. 

El máximo y el mínimo reales están en los puntos extremos. 
Usando las propiedades básicas de los números podernos probar el teorema 

siguiente, el cual es tan obvio que omitirnos la demostración. 

Teorema 1.1. Sea f una función continua sobre un intervalo cerrado [a, b]. 
Entonces existe un punto en· e] intervalo donde f tiene un máximo y existe 
un punto donde f tiene un mínimo. 

Desearnos tener alguna idea del margen de valores de la función dida. El 
siguiente teorema brinda esta información. 

Teorema 1.2. Teorema del valor intermedio. Sea f una función con­
tinua sobre el intervalo [a, b]. Sea a= f(a) y ¡3 = f(b). Sea 'Y unnúrnero 
entre a y ¡3. Por ejemplo, si a < ¡3, sea a < 'Y < ¡3 y, si a > ¡3, entonces 
sea 

a > 'Y > ¡3. 

Entonces existe un número e tal que a < e < b y tal que 

f(c) ='Y· 

El teorema es intuitivamente obvio, pues una función continua no tiene saltos, 
corno se ilustra en la figura de la página siguiente. La demostración pertenece al 
conjunto de ideas del apéndice sobre épsilon y delta y puede omitirse sin peligro. 
Cabe mencionar que puede haber varios puntos e en el intervalo [a, b] tal que 
f(c) ='Y. En la figura hay tres de dichos puntos, denominados e¡, c2 y C3. 

[V, §1] 
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Corno se ha comentado, el punto donde f tiene , . 
de los puntos extremos del intervalo S" b un IDaJ~liDO puede ser uno 
punto extremo y la función es difer~n:in ~:n rg~, cu~~do dich? punto no es un 
figuras 4 o 9, donde vernos que la tan at e, a situaciOn es analoga a la de las 
horizontal; en otras palabras, la derh;;::a ed a ~a curv~ ,en ese punto es una recta 
esto en forma de teorema. e a funciOn es O. Podernos probar 

Teorema 1.3. Sea f una función ' · 
intervalo abierto a < x < b Sea e que e~ta defimda y es diferenciable en el 
función tiene un máximo loc~l o u~ ~umlero en el intervalo en el cual la 

un nnmmo ocal. Entonces 

!'(e)= O. 
Demostración. Esta demostración corres d 

Si se tornan valores pequeños de h ·rpon e al c~o de un máximo local. 
estará en el intervalo. Hallemos el Ií~ft~s~~~os ~ negativos), el número e + h 
acercarnos a e por la derecha y por la i . d cociente de Newton conforme nos 
el valor f'( e). zqUier a, Y de esa manera se determinará 

;>~ 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : 1 
' 1 
1 : 

·a e-k e c+h 
Figura. 10 

b 

Tornemos primero h positivo (ver la figura 10). Debernos tener 

!(e)~ /(e+ h) 
sin importar cómo sea h (siempre ue sea -
local. Por lo tanto, /{e+ h) _ f(c)~ O Cpequeno), Pl!es /(~) es el máximo 

- · orno h > O, el cociente de Newton 
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satisface 
f(e + hl- f(e) :5O. 

En consecuencia, el límite es :5 O o, en símbolos: 

l' f(e+h)-f(e) 0 
h1.P. h :5 . 
h>O 

Tomemos ahora h negativo, digamos h = -k con k > O. Entonces 

f(e- k)- /(e) :5O, f(e)- f(e- k) 2::: O 

y el cociente es 
f(e- k)- f(e) f(e)- f(e- k) 

= -k k 

[V, §1] 

Así, el cociente de Newton es 2::: O. Al tomar el límite cuando h (o k) tiende a 
O, vemos que 

r f(e + h)- f(e) >o 
h1.P. h - . 
h<O 

La única manera en que estos dos límites pueden ser iguales es que ambos sean 
O. Por lo tanto, f'(e) =O. Esto concluye la demostración. 

Podemos interpretar geométricamente estos argumentos diciendo que la recta 
entre nuestros dos puntos se inclina hacia la izquierda cuando tomamos h < O 
y se inclina hacia la derecha cuando tomamos h > O. Conforme h tiende a O, 
ambas rectas deben tender a la recta tangente a la curva. La única manera en 
que esto es posible es que la recta tangente en el punto cuya abscisa es e, sea 
horizontal. Esto significa que su pendiente es O, i.e. f'(e) =O. 

En la práctica, una función usualmente tiene sólo un número finito de puntos 
críticos, y es fácil hallar todos los puntos e tales que f' (e) = O. Se puede entonces 
determinar por inspección cuáles de éstos son máximos, cuáles son mínimos y 
cuáles no son ni lo uno ni lo otro. 

Ejemplo 4. Hallar los puntos críticos de la función f(x) = x3 - l. 
Tenemos f'(x) = 3x2 • Por lo tanto, hay un solo punto crítico, a saber, x =O, 

pues 3x2 = O sólo cuando x = O. 

Ejemplo 5. Hallar los puntos críticos de la función 

y= x3 - 2x +l. 

La derivada es 3x2 - 2. Es igual a O precisamente cuando 

~2- 1 
w - 3' 

lo cual significa que x = J2f3 o -J273. Éstos son los puntos críticos. 
En las siguientes secciones hallaremos varias maneras de ver si el punto crítico 

es un máximo o un mínimo local. En casos sencillos, con sólo esbozar la curva 
se puede determinar esto mediante inspección. 

1 

.¡ 
.1 

[V, §2] FUNCIONES CRECIENTES y DECRECIENTES 

V, §1. EJERCICIOS 

HallaJ los puntos críticos de las siguientes funciones. 
l. x - 2x + 5 2 2 2 3 · x- x-1 
3. 3x2 - x + 1 4 2 · -x +2x +2 
5. -2x2 + 3x- 1 6. xa + 2 
7. x3 - 3x 
9. COS X 

8. sen x + eos x 

10. sen x 

V, §2. FUNCIONES CRECIENTES y DECRECIENTES 
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Sea f una función definida en algún intervalo (que puede ser abierto o cerrado) 
n fi · "ó n· · 

e mct n. uemos que f es creciente sobre este intervalo si 

f(xt) :5 f(x2) 
cada vez que X¡ y x2 sean dos puntos del intervalo tales que 

X¡ :5 X2. 

Así, si un número está a la derecha d t 1 
mayor debe ser mayor o igual que el va~o~ ~~' 1: ;alo~ .de la func~ón en el número 

En la figura siguiente hemos trazado la gráficau~~wunnaenf el ~~mero ~enor. 
uncwn creciente. 

~ 
' ' ' 1 

X¡ 

Figura 11 

Decimos que una función definida ... . 1 · · 
intervalo si · en a gun mtervalo es decreciente en ese 

d f(x¡) 2::: f(x2) 
ca ~~ez que X¡ y x2 sean dos puntos del intervalo tales que x < x 

servamos que una función constante ( • 1 - 2 . 
ciente y decreciente. cuya grafica es horizontal) es ere-

Si queremos omitir el signo de igualdad/~ . . 
palabra estrictamente para e l'fi 1 • n nuestras defimcwnes, usaremos la 
f . a 1 car a creciente 0 decrecient A . f .. 

· es estrictamente creciente si e. st, una uncwn 

X¡ < x2 implica J(x¡) < f(x2) 
y f es estrictamente decreciente si 

X¡ < x2 implica f(x¡) > f(x2). 
Supongamos que una función tiene una deriv d . . . 

como se muestra, por ejemplo, en la fi ura 1 a a positiva en todo u~ mtervalo, 
esto como que la razón de cambi d f fi ~-. E~tonces se puede mterpretar 
tanto, que la función siempre es cr~ci:nt: ~ncwn. Siempre es positiva y, por lo 

. nunctamos esto como un teorema. 
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Teorema 2.1. Sea f una función que es continua en algún intervalo, y 
diferenciable en el intervalo (excluyendo los puntos extremos). 

Si f'(x) >O en el intervalo (excluyendo Jos puntos extremos), entonces f 
es estrictamente creciente. 

Si f'(x) <O en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f 
es estrictamente decreciente. 

Si f'(x) =O en el intervalo (excluyendo Jos puntos extremos), entonces f 
es constante. 

En esta última afirmación, la hipótesis de qué f'(x) = O en el intervalo 
significa que la razón de cambio es O, así que es plausible que la función sea 
constante. En la sección §3 puede verse cómo se ubican estas afirmaciones en un 
contexto más formal. 

Aplicación. Gráficas de parábolas 

Ejemplo. Graficar la curva 

y= f(x) = x2 - 3x+5, 

la cual, como ya se sabe desde el capítulo 11, es una parábola. Tratamos aquí la 
gráfica por el método que funciona en los casos más generales. Primero tenemos 

f'(x) = 2x- 3, 

y 

f'(x) =O si, y sólo si, X= 3/2, de modo que x = 3/2 es el 
único punto crítico. 

f'(x) >O si, y sólo si, 2x- 3 >O 

si, y sólo si, X> 3/2. 

f'(x) <O si, y sólo si, :t < 3/2. 

Así, la función es estrictamente creciente para x > 3/2 y estrictamente decre­
ciente para x < 3/2. De este modo, al usar la derivada podemos hallar el pico 
de la parábola. 

Los puntos donde f(:e) =O, esto es, donde la gráfica cruza al eje x, están 
dados por la fórmula cuadrática: 

3 ± v'9=20 3 ± yCIT 
x= 2 = 2 

No existen tales puntos, por lo que la gráfica se y~ como en la página siguiente. 

[V, §2J 
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Observen que au . , ' nque no conoc1eramos 1 · · 
podríamos deducirla ahora y b , a apariencia general de una parábola 
¡ 'fi sa riamos que x - 3/2 , 
a gra ca. Esto es porque f(x) t . - es un punto mínimo de 

estrictamente creciente para :e > ;/s 2es li~ta~nte decreciente para :e < 3/2 y 
• . . SI :e - 3/2 debe ser un mínimo. 

EJemplo. Esbozar la gráfica de 

Ahora tenemos 
Y= f(:e) = x2 - 5x + 9/4. 

f'(x) = 2x- 5 
En consecuencia h t ' 

' ay exac amente un punto crítico, a saber: 

f'(x) =O si, y sólo s1·, ¡ 
X= 52. 

f' ( x) > O si, Y sólo si, 2x _ 5 > 0 

!'(:e)< o 
si, y sólo si, 

si, y sólo si, 

:e> 5/2. 

2x- 5 <O 

De modo que ¡ t · 
si, y sólo si, x < 5/2. 

. es es rictamente creciente 
Ciente para :e< 5/2. Por lo tanto f f para~?" 5/2 y estrictamente decre-

Los cruces de la gráfica de f ' lle?e un mimmo en :e = 5/2. 
con e eJe :e son 

- 5 ±v'25=9 9 1 
:¡;- 2 = 2 y 2" 

Definición. Los cruces de la 'fi 
raíces de f. En el caso de un gral. ca d: f con el eje :e también se llaman 

d' t 1 • po momio cuadrátic 1 • me Ian e a formula cuadrática. o, as ralees se calculan 

Por lo tanto, la gráfica de f se ve como en la página siguiente. 
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t dos los números . 
. 'n estaba definida para o 

En los ejemplos a.nteriorfes l~ .funesc~~ definida sólo en un intervalo. 
. · te la unc1on • · de f 

En el ejemplo sigmen R ll el mínimo y el mruumo 
z) - z2- 5z + 9/4. a ar 

Ejemplo. Sea f( - . te decreciente para 
< 2 f es estrictamen 2 

para z - . . l terior sabemos que d 1 . tervalo, que es z = ' 
Por el eJemp o a.n • ·mo está. en el punto extremo e m !'(2) :f: O. Así, 

< 2 por lo cual el miDl ue en este punto extrem?, 
~~o 'se muestra en la figu~~· Note~~ido sólo en intervalos abiertos. 
el criterio de los puntos critlCOS es 

-4 

. or lo que usaremos 
tará. con frecuencia, p 

.• n "si Y sólo si" se presen 
La expresio tarla.· escribiremos 

un símbolo para represen ' . . ' d . "si y sólo si," 
como a.brev1ac1on e ' 
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Así pues, podemos escribir la. afirmación: 

z2 = 3 <=:::> z = .,/3 o z = -..13. 
De manera análoga., 

3±v'5 z=--2-. 

. Ejemplo. Demostrar que entre todos los rectángulos de área dada, el que 
tiene menor perímetro es un cuadrado. 

Sea. a el área. dada y sea. z la. longitud de un lado del rectángulo posible con 
área a. Expresaremos el perímetro como ·una función /(z). Despaés diferen­
ciamos con respecto a z , teniendo en mente que a es constante, y esto dará un 
valor para z que muestre que el rectángulo es un cuadrado. Para efectuar esto, 
tomamos O < z porque el lado de un rectá.ng~lo real no puede ser O o tener 
longítud negativa. Si y es la longitud del otro lado, entonces zy = a, de modo 
que y= afz es la longitud del otro lado. Por lo tanto, el perímetro es 

/(z)=2.(z+;) 
Tenemos 

y: 

/'(z) =O 
z2 -a · 

{::::::} --2-=0 
z 

{::::::} z2 - a= O 

{::::::} z2 =a 

{::::::} z=va, 
porque consideramos sólo a z >O. Así, el único punto crítico de f para z >O 
es cuando z = .JO.. Más aún, z2 > O para todo z .¡. O. Por lo tanto, la fracción 
(z2- a)/z2 es positiva si, y sólo si, su numerador z2- a es positivo. Así: 

/' ( z) > O <=:::> z 2 - a > O <=:::> z2 > a <=:::> z > Va, 
/' ( z) < O <=:::> z2 - a < O <=:::> z2 < a <=:::> z < Va. 

Por lo tanto: 
f es estrictamente creciente <=:::> z > .;a, 

f es estrictamente decreciente <=:::> z < Va· 
De modo que, finalmente, z = va es un mínimo para f. Cuando z = va 
tenemos también que y = .JO. porque 

y= afz = afJa. 

Esto prueba. que el rectángulo es un cuadrado. 
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Ejemplo. Mostrar que entre todas las cercas rectangulares de longitud dada, 

la que abarca la mayor área debe ser una cuadrada. 
Para esto, sea e la longitud fija y sea x uno de los lados. Si y es el otro lado, 

entonces 2x+2y= e, 
de modo que y = (e- 2x )/2. Por lo tanto, el área abarcada por la cerca es igual 

a x( e - 2x) xc - 2x2 A( ) 
xy= 2 = 2 = x. 

Esta área A(x) es una función de x, la cual tiene un punto crítico cuando 

A'(x) =O. Pero A'(x) =He- 4x). 
Así, A'(x) =O si, y sólo si, e= 4x, esto es, x = c/4 es el único punto crítico. 

Debemos ver ahora que es un máximo. La función 

A(x) = xc- 2x2 

2 
tiene una gráfica que es una parábola. Cuando x se vuelve positivo o negativo 
grande, entonces A(x) se vuelve negativo grande. Por lo tanto, la parábola se 

ve como en la figura siguiente. 

Sólo tiene un máximo y ese máximo debe estar entonces en x = cf4. Hallamos 
entonces que también y = c/4. En otras palabras, la cerca debe formar un 

cuadrado. 

Desigualdades 
El criterio de la derivada para funciones crecientes y decrecientes también se 

puede usar para probar desigualdades. 

Ejemplo. Probar que sen x < x para todo x > O. 
Sea f(x) = x-sen x. Entonces 

f'(x) = 1- cosx. 

En primer lugar tomamos O < x < 1r /2. Entonces /' ( x) > O pues cos x < 1 en 
este intervalo. Porlo tanto, f(x) es estrictamente decreciente para O~ x ~ 7r/2. 

Pero f(O) = 1 - cosO = O. 
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Por eso debemos ten /( ) Si x > /2 er x > O para O < x < 7r/2 
- 7r , entonces x > 1 ( u - · 

x cuando x > 7r/2. En estar. P ~ 7r :S aproximadamente 3.14) y • 
más sencillas, para x > 7r/2 orma, a desigualdad deseada se cumple pasi sen x < · , or razones 

. El ejemplo anterior ilustra una té . 
igualdades entre funciones. En genera~~ica que se usa para probar ciertas des-

r Suponiendo que se tienen dos f¡ . 
[a b] f unc10nes f y b . . , y que y g son diferenci bl . g so re cJerto mtervalo 

a es, cons1derar que 

f(a) ~ g(a), 

y que f'(x) < g'(x) en tod 1 · intervalo. - o e mtervalo. Entonces f(x) ~ g(x) en el 

Demostración. Sea 
h(x) = g(x)- f(x). 

Entonces, por hipótes.is , 

d . 
h'(x) = g'(x)- f'(x) >O 

e modo h - ' que es creciente en todo el intervalo e . omo 

. h(a) = g(a)- /(a) >O 

se sigue que h(x) > O - , - en todo el intervalo d d d , e on e 

. . . g(x)?: f(x). 
El prmcipio recién enunciado se ue . . . para el caso en que /(a) = g( a). p de Visuahzar en la figura siguiente, trazada 

/(a) =g(a) 

a 

Figura 12 

En otras palabras si f . más , .d ' es mas grande o igual rapJ o que g' entonces f(x) es más /ue g en x = a' y si f crece gran e que g(x) para todo x > a. 
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Ejemplo. Mostrar que para cualquier entero n ~ 1 y cualquier número 
z ~ 1 , tenemos la desigualdad 

z" - 1 ~ n(z- 1). 

Sea /(z) = z" -1- n(z- 1). Entonces 

/'(z) = nz"- 1 - n. 

Como z ~ 1, se sigue que z"-1 ~ 1 y, así, f'(z) ~O. Por lo tanto, fes 
creciente para z ~ l. Pero /(1) =O. Por lo que /(z) ~O para z ~ l. Esto es 
equivalente a la desigualdad deseada. 

Por otro lado, el siguiente teorema indica lo que sucede si dos funciones tienen 
la misma derivada en un intervalo. 

Constantes 

Teorema 2.2. Sean /(z) y g(z) dos funciones diferenciable~ en algún· 
intervalo y supongamos que 

/'(z) = g'(z) 

para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C tal que 

/(z) = g(:c) +e 
para todo z en el intervalo. 

Demostración. Sea h( z) = /( z )-g( z) la diferencia de nuestras dos funciones. 
Entonces 

h'(z) = /'(z)- g1(z) =O. 

Por lo tanto, h(z) es constante, por el teorema 2.1, esto es, h(z) = C para algún 
número e y todo :¡;. Esto prueba el teorema. 

Observación. El teorema es el recíproco del enunciado: 
Si una función es constante, entonces su derivada es igual a O. 

Usaremos intensivamente el teorema 2.2 cuando lleguemos al capítulo de inte­
gración. 

Para las aplicaciones del teorema, vean el principio del capítulo sobre loga­
ritmos y también el principio del capítulo X, §l. Aquí daremos aplicaciones más 
sencillas. 

Ejemplo. Sea f una función de z tal que /'( z) = 5. Suponer que /(0) = 2. 
Determinar completamente /(z). 

De nuestra experiencia anterior sabemos que la función 

g(z) = 5z 

tiene la derivada 
g'(z) = 5. 

f ¡ 
J 

·!' 

J 
·¡ 
,J 
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Por lo tanto · t 

' ElXIS e una constante C tal que 

/(z) = 5z+C. 
También se establece que /(0) - 2 p 1 t 

- · or o anto, 

2 = /(0) = o+ c. 
Entonces C = 2 y finalm t · , en e, 

/(z)=5z+2. 

Ejemplo Una t' 1 d 5 / . par lcu a se mueve sobre el . h . 
e e~ seg . Al tiempo t = 5 la part. 1 ~Je z ac¡a la izquierda a razón 

~el origen. Determinar compJ~tament;c~ a ~st~ en el puhto 8 cm a la derecha 
tiemNpo. a a scisa z = f(t) como función del 

os~ . 

d:c 1 

dt = 1 (t) = -5. 
Sea g(t) = -5t · Entonces también '( ) _ 
C tal que g t - -5, y por ende existe una constante 

f(t) = -5t+ e 
Pero también se sabe que /(5) - 8 p 1 t . 

- · or o anto, 

8 = -5 . 5 + e= -25 +c. 
En consecuencia, e = 8 + 25 _ 33 . . . 

- y, por ultimo, 

!(t) = -5t + 33. 

V, §2. EJERCICIOS 

Determinar los intervalos sob l 
crecientes. . re os cuaJes las funciones siguientes son crecientes r de-

l. f( x) == x 3 + 1 / 
3. f(x)=xa+x-2 2. f(x)==x2-x+5 

5. f(x) == 2xa + 5 4. !(x) == -xa + 2x + 1 

7. f(x) == -4xa- 2x 6. !(x) == 5x2 + 1 
8· f(x) == 5x3 + 6x 

Esbozar las gráficas d l 
cr¡'t¡"co. e as parábolas siguientes. D t · e ermmar en cada c~D~ l """' e punto 
9. f(x)==x2-x-I 

11. !(x) == -x2 +x -l 

13. f(x)==x2+3x+1 

15. f(x) == -2x2 + 4x -1 

10. !(x) == x2 + x + 1 
12. f(x) == -x2 _ x _ 1 
14· f(x)~x2 -5x-i-1 
16: f(x) == 2x2- 4x- 3 
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hall 1 ' · 0 y el mínimo para todo x 
Para cada una de las funciones siguientes, ar e maXIm 

en el intervalo dado. 

17. x2-2x-8, [0,4] 18. x2-2x+1, [-1,4] 

4- 4x- x2, [-1,4] 20. x- x2, [-1,2] 

~~: 3x _ x3, [-2, v'J] 22. (x- 4t, [3, 6] 
' ede robar desigualdades para el seno y 

23. Los pasos siguientes muestr~ c~m~ seJduad p:obada como ejemplo en el texto, a 
el coseno. Comen~amos con a es¡gu 

saber 

(a) sen x ~ x para todoEx t?:: O~s esta desigualdad es equivalente a la desigualdad 
Sea f¡ ( x) = x - sen x . n onc 

(1) f¡(x)?::. o para todo x?::. O. 

Probar ahora que: 
x2 

(b) 1 _ 2 ~ cos x para x ?::. O. 

) ( 1 x2
) yusar(1),paraprobar 

[Idea: Sea h(x = cos x- - 2 

(2) f2(x)?:; 0 para todo X?:; 0.] 

x3 [Idea: Sea /3(x) =sen x - (x - 3x·32) ·1 (e) x- 3.2 ~ senx. 

2 4 x3 xs 

(d) cosx~1-x2 + 4·x3·2 (e) senx~x-3.2+ 5·4·3·2 

24. Probar que tan x > x si O < x < 7r/2 · 

25. (a) Probar que 
t + !. > 2 para t > O. 

t - o 

[Idea· Sea f(t) = t + 1/t. Mostrar que f es estrictam:nte de~re~!ente para 
O< t.< 1 y f es estrictamente creciente para 1 ~t. ¿Cuál es f( ) .] 

(b) Sean-;; y b dos números positivos. Sea 
b 

f(x)=ax+; para x>O. 

Mostrar que el valor mínimo de f es 2..;;:b · 
b ad d y una superficie c.onstante 

26. Se va a fabricar una caja sin tapa co~ ulna lase cuh r~e aser máximo 
e o Determinar los lados de la ~aja SI e vo umen a o o 

Un recipiente en forma de cilindro sin tapa superior ha de tener ~n área d~ ~uperficie 
27. fija e. Hallar el radio de su base y su altura si ha de tener vo umen max¡mo. 

· d 1 · 1 recipiente están cerrados 
28. Resolver los dos problemas antenores cu~n o a caJ~ y e l "tud es de 27rx. El 

or arriba. (El área de un círculo de rad1o x es .'lrx Y s~ ongl 2 ) 
~olumen de un cilindro de altura y y cuya base t¡ene radio x es 'Ir X y. 

. ·· f' )tl f(x):f:.Oparatodox,y/'(x)=f(x). 
29. Suponer que eXI~te una ~~ncion ~x '(a )q~e ( ) Mostrar que existe una constante 

Sea g(x) cualqUier func10n tal que g x :- g x · . ] 
e tal que g(x) = e¡(x). [Idea: Diferenciar el coc1ente g/f. 

1 
,1 
1 

·¡ 

,· 
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30. Suponer que f es una función diferenciable de t tal que (a) f'(t) = -3, (b) 
f' ( t) = 2. ¿Qué pueden decir acerca de f( t)? 

31. Suponer que f'(t) = -3 y f(O) =l. Determinar completamente f(t). 

32. Suponer que /'(t) = 2 y /(0) = -5. Determinar completamente f(t). 

33. Una partícula se mueve sobre el eje x hacia la derecha a velocidad constante de 
7 m/seg. Si al instante t = 9 la partícula está a una distancia de 2m a la derecha 
del origen, hallar su abscisa como función de t. 

34. Está goteando agua de un tanque vertical de manera que la altura del agua dismi­
nuye a razón de 0.6 m al día. Cuando el tanque está lleno, la altura del agua es de 
9 m. Hallar de manera explícita la altura del agua como funció;>. del tiempo. 

V, §3. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Los teoremas de esta sección se pueden deducir intuitivamente, por lo cual, si 
lo desean, pueden omitir las demostraciones del teorema de Rolle y del teorema 
3.2, pero después de haber comprendido su enunciado. 

Primero supongamos que tenemos,,.una función sobre un intervalo cerrado 
[a, b] cuya gráfica se ve así. 

b 

Figura 13 

Entonces tenemos el siguiente teorema acerca de esta función. 

Teorema 3.1. Teorema de Rolle. Sean a y b dos números, a< b. Sea 
f una función continua en el intervalo cerrado 

a~:c~b 

y diferenciable en el intervalo abierto a< :e< b. SupongamCI'J que 

f(a) = f(b) =O. 

Entonces existe un punto e tal que 

a<c<b 

y tal que f'(c) =O. 

Demostración. Si la función es constante en el intervalo, entonces su derivada 
es O y cualquier punto en el intervalo abierto a < :e < b servirá. 
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Si la función no es constante, entonces existe algún punto en el intervalo donde 
la función no es O, y este punto no puede ser uno de los puntos extremos a o b. 
Supongamos que algún valor de nuestra función es positivo. Por el teorema 1.1, 
la función tiene un máximo en un punto c. Entonces /(e) debe ser mayor que 
O, y e no puede ser uno de los puntos extremos porque f(a) = f(b) =O. En 
consecuencia, 

a< e< b. 
Por el teorema 1.3, debemos tener /'(e)= O. Esto prueba nuestro teorema en 
caso de que la función sea positiva en algún lugar del intervalo. 

Si la función es negativa para algún número en el intervalo, entonces usamos 
el teorema 1.1 para obtener un mínimo y argumentamos de manera similar, 
usando el teorema 1.3 (aplicado a un mínimo). (Escribir, como ejercicio, toda la 
argumentación.) 

Sea f(x) una función diferenciable para a< x < b y continua en el intervalo 
cerrado 

a ::5 x ::5 b. 
Seguimos suponiendo que a< b. Esta vez no consideraremos que f(a) = f(b) = 
O, como en el teorema 3.1. Probaremos que existe un punto e entre a y b tal 
que la pendiente de la recta tangente en (e,/( e)) es la misma que la pendiente 
de la recta entre los puntos extremos de nuestra gráfica. En otras palabras, la 
recta tangente es paralela a la recta que pasa por los puntos extremos de nuestra 
gráfica. 

a e 

Figura 14 

La pendiente de la recta entre los dos puntos extremos es 
f(b)- !(a) 

b- a 
pues las coordenadas de los puntos extremos son (a,J(a)) y (b,J(b)) respecti­
vamente. Así, tenemos que h!!llar un punto e tal que 

!'(e)= f(b)- f(a). 
b-a 

Teorema 3.2. Teorema del valor medio. Sea a < b como antes. Sea f 
una función continua en el intervalo cerrado a ::5 x ::5 b y diferenciable en el 
intervalo a< x < b. Entonces existe un punto e tal que a< e< b y 

/'(e)= f(b)- f(a). 
b- a 
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Demostración. 
La ecuación de la recta entre los dos puntos extremos es 

En efecto, la pendiente 

_ f(b)- /(a) 
Y- b-a (x-a)+/(a). 

f(b)- f(a) 
b-a 
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es el coeficiente de x. Cuando x = a _ 
la ecuación de la recta qu.e t¡"en 1 'd~ - !(da)· Por lo tanto, hemos escrito 

e a pen Iente ada y 
Cuando. x = b notamos que y = f(b). pasa por un punto dado. 

. Cons.Ideremos ahora geométricamente la difer . 
Dicha diferencia se vuelve 0 en los p t · t eneJa ent:e f(x) Y la recta. 

. un os ex remos Esta Id 't . permite aplicar el teorema de Roll E t · . ea geome nca nos 
e. n o ras palabras, consideramos la función 

g(x) = f(x)- f(b)- !(a)( ) 
b-a x-a -!(a). 

Entonces 

y también 
g(a) =!(a)- /(a)= O 

g(b) = f(b)- f(b) =o. 
Podemos entonces aplicar el teorema 3 1 a la f .. 
un punto e entre a y b y que n . · 1 . unci?n g( x) · Sabemos que existe 

• o es 1gua m a a m a b, tal que 

Pero 

En consecuencia 

g'(c) =O 

g'(x) = f'(x) _ f(b)- f(a) 
b-a 

O= g'(c) =/'(e)_ f(b)- f(a) 
b-a 

Esto nos da el valor deseado para !' (e), y concluye la demostración. 

/ 

El objetivo del teorema del valor d" 
valor e tal que me 10 no es tanto hallar explícitamente un 

!'(e)= f(b)- f(a) 
. b-a ' 

smo usarlo para consideraciones teóricas. 

Corolario 3 3 Sea ¡ una f¡ · • d "j¡ 
!' ( x) = O pa;a. todo 1 ~ntcwn 1 1 erenciable en algún intervalo y tal que 

x en e m erva o. Entonces f es constante. . 
Demostración Sean a y b • d" . 

del valor medio, ~xiste e entre :u;e:~:l ~s~~ntos en el intervalo. Por el teorema 

f'(c)= f(b)-f(a) 
b-a 
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. • . ' -O Por ello, f(b)- f(a) =O y así f(b) =/(a). Por 
Pero, por hipotesis, /.(e) - . d 1 tos del intervalo, de modo que 1 tanto f tiene el mismo valor en to os os pun 
0 

' debía demostrar. 2 1 f es constante, como se h 1 t de la demostración del teorema . Del mismo modo daremos a ora e res o 
de la sección anterior: 

. ' O ara z en un intervalo, excluyendo los puntos 
Corolario 3.4. S1 f (x) ::- P 1 . t 1 entonces ¡ es estrictamente extremos, y si f es eontmua en e m erva o, 
creciente. 

. • dos untos del intervalo, y supongamos que 
Demostracwn. Sean Z¡ y Z2 d~ . te un punto e tal quez¡ < e < Z2 Z¡ < Z2. Por el teorema del valor me Io, exis 

Y f(z2)- /(z¡) 
f'(e) = X2- X¡ . 

•t• t emos La diferencia x2 - Z¡ es posi Iva, y en 

/(x2) _ f(z1) = (x2- X¡)f'(c). 

' do x en el intervalo, excluyendo los puntos 
Si la derivada f (x) es >O p(ara to t. n el intervalo). Por lo tanto, el t / '(e) > 0 porque e es a e 

extremos, en onces . . /( ) /(z¡) >o de modo que producto (x2- X.¡)/'( e) es positivo, y x2 - , 

f(x1) < /(x2)· 

f · · eciente 
Esto prueba que la . un~I~n es dcr t . . • de la afirmación que se refiere a las Dejamos como eJercicio la emos raciOn 

funciones decreci~ntes. ti' 1 de Taylor usaremos los teoremas del valor 
Cuando estudiemos .la orm.u a un ue no se conozca el valor exacto de 

medio para estimar varias funciOnes. Al qd . d Por e;emplo las funciones 
f ado para a enva a. ~ ' 

!'(e), se puede tener un e~ Im 1 b 1 t por l. En muchas aplicaciones, sen z y cos z se pueden estimar en va or a so u o 
esto es lo que cuenta. 

CAPÍTULO VI 

Trazado de curvas 

Hemos desarrollado técnicas suficientes para poder trazar ahora curvas y gráficas 
de funciones con una eficiencia mucho mayor. Investigaremos de manera sis­
temática el comportamiento de una curva, donde el teorema del valor medio 
desempeña un papel fundamental. 

Estudiaremos de manera especial los siguientes aspectos de la curva: 
l. Intersecciones con los ejes coordenados. 
2. Puntos críticos. 
3. Regiones de crecimiento. 
4. Regiones de decrecimiento. 
5. Máximos y mínimos (incluyendo los locales). 
6. Comportamiento cuando z se hace positivo grande y negativo grande. 
7. Valores de x cerca de donde y se hace positivo grande o grande negativo. 

Estos siete puntos de información serán suficientes para darnos una idea bas-
tante precisa de cómo luce una gráfica. Dedicaremos una sección a considerar 
otro aspecto, a saber: 

8. Regiones en donde la curva se dobla hacia arriba o hacia abajo. 

VI, §1. COMPORTAMIENTO CUANDO x SE HACE MUY GRANDE 

SupongamQ> que se tiene una función f definida para todos los números su­
ficientemente grandes. En ese caso podemos obtener información significativa 
referente a nuestra función si investigamos cómo se comporta cuando x se hace 
grande. 

Por ejemplo, sen x oscila entre -1 y + 1 sin importar cuán grande sea x. 
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Sin embargo, los polinomios no oscilan. Cuando f(x) = x2 , si x se hace 
positivo grande, también lo hará x2 • Lo mismo sucede con x3 , o x4 (etc.). 
Consideraremos esto sistemáticamente. 

Parábolas 

Ejemplo l. Considerar una parábola 

y = ax2 + bx + e, 

con a # O. Hay dos casos esenciales, cuando a > O y cuando a < O, y las 
parábolas respectivas se ven como en la figura. 

Casoa>O Casoa<O 

Veamos los ejemplos numéricos. 

Ejemplo 2. Trazar la gráfica de la curva 

y= f(x) = -3x2 + 5x- 1. 

Reconocemos esto como una parábola. Factorizando x2 se ve que 

f(x) = x 2 (-3 + ~- _!_) . 
x x 2 

Cuando x es positivo o negativo grande, entonces x2 es positivo grande y el 
factor de la derecha está cerca de -3. Por lo tanto, f(x) es negativo grande, lo 
cual significa que la parábola tiene la forma mostrada en la figura. 

Tenemos que f'(x) = -6x + 5. Así, f'(x) =O si, y sólo si, -6x + 5 =O o, 
en otras palabras, 

X=~· 
Hay exactamente un punto crítico. Tenemos 

!(~) = -3(~)2 + .2f -1 >o. 
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El punto crítico es un máximo h . hacia abajo. ' pues ya emos VIsto que la parábola se dobla 

La curva cruza el eje x exactamente cuando 

-3x2 + 5x - 1 = 0. 

Por la fórmula cuadrática (ver el capítulo 11 §8) esto d d , , suce e cuan o 

X = -5 ± v'25=12 - 5 ± v'I3 
-6 - 6 

Por consiguiente, la gráfica de la parábola se ve como en la figura. 

""s + VIT --6-, 

Se aplican los mismos principios para trazar cualquier parábola. 

~~) ~lb::~~s ~~~=~:::b~~:::od~b~: ~:~!:e !~~~voohgr~ndebo ?egativo grande 
( 11) U f . , , . aCia a aJo. 

(iii) 

na uncwn cuadratlca 

f(x) = ax2 + bx +e, 
tiene un solo punto crítico, cuando 

con 

f' ( x) = 2ax + b = O 

es decir, cuando 

x = -b/2a. 

~~~~end\~i la parábol~ ~e dobla hacia arriba o hacia abajo se sabe si el 
o cri Ico es un maximo o un mínimo y 1 1 / . . 

exactamente dónde está el punto crítico. , e va or x = -b 2a mdica 

~~=Jr~~~: donde la parábola cruza el eje x se determinan por la fórmula 

Ejemplo 3. Cúbicas. Considerar un polinomio 

f(x) = x3 + 2x- l. 

Podemos escribirlo en la forma 

x3 (1 + ~ - _!_) x2 x3 . 
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Cuando x se vuelve muy grande, la expresión 

2 1 
1 + x2- x3 

[VI, §1] 

tiende a l. En particular, dado un número pequeño b > O, tenemos, para todo 
x suficientemente grande, la desigualdad 

2 1 
1 - b < 1 + - - - < 1 + h. x2 x3 

Por lo tanto, f(x) satisface la desigualdad 

x3(1- b) < f(x) < x3 (1 + b). 

Esto nos dice que f(x) se comporta de manera muy parecida a como lo hace x3 

cuando x es muy grande. En particular: 

Si x se vuelve positivo grande, entonces f(x) se vuelve positivo grande. 

Si x se vuelve negativo grande, entonces /( x) se vuelve negativo grande. 

Se puede aplicar un argumento similar a cualquier polinomio. 
Es conveniente usar una abreviación para la expresión "se vuelve positivo 

grande." En lugar de decir que x se vuelve positivo grande, escribimos 

X-+ 00 

y decimos además que x tiende, o va a infinito. Advertencia: no existe 
un número llamado infinito. Los símbolos anteriores simplemente abrevian 
el concepto de volverse positivo grande. Tenemos una notación similar para 
cuando x se vuelve negativo grande: escribimos 

X-+ -00 

y decimos que x tiende a menos infinito. Así, en el caso de que 

f(x) = x3 + 2x- 1, 

podemos afirmar: 

Si x-+ oo, entonces f(x)-+ oo. 

Si x-+ -oo, entonces f(x)-+ -oo. 

Ejemplo 4. Considerar un cociente de polinomios como 

x3 + 2x -1 
Q(x) = 2x3 - x + 1· 

Factorizamos la potencia mayor de x del numerador y del denominador y, por 
lo tanto, escribimos Q(x) en la forma 

x3(1 + 2/x2 - 1/x3) 1 + 2/x2- l/x3 
Q(x) = x3(2 -1/x2 + l/x3) = 2 -l/x2 + 1/x3· 

(VI, §1] COMPORTAMIENTO CUANDO X SE HACE MUY GRANDE 
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<?uando x se vuelve muy grande, el numerador tiende a 1 y el denominador 
tiende a 2. Así, nuestra fracción tiende a t . Podemos expresar esto en la forma 

lím Q(x) = !. 
:1:-+00 2 

O podemos escribir: 

Si x-+ ±oo, entonces Q(x)-+ t. 

Ejemplo 5. Considerar el cociente 

Q(x) = x2 -1 . 
x3 - 2x+ 1 

¿Tiende éste a algún límite cuando x se vuelve muy grande? 
Escribimos . 

Q(x) _ x2(1- l/x2) 
- x3(1- 2fx2 + lfx3) 

= 1 1- l/x2 

x 1- 2fx2 + lfx3 · 

Conforme x se vuelve grande, el término 1/x tiende a O y el otro factor tiende a 
l. Por lo. tanto, Q( x) tiende a O cuando x se vuelve ne~ativo o positivo grande 

o 

También podemos escribir . 

Si x-+ ±oo entonces Q(x)-+ O, 

lím Q(x) =O . .:-..:too 

Ejemplo 6. Considerar el cociente 

x3 -l 
Q(x)=­

x2+5 
Y determinar lo que sucede cuando x se vuelve grande. 

Escribimos 

x _ x3(1- 1/x3) 
Q( ) - x2(1 + 5fx2) 

1- 1/x3 
=x 

1+5/x2 • 

Conforme x se vuelve grande, positivo o negativo, el cociente 

1- 1/x3 

1 + 5fx2 
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) d"fi de ~ en un factor cercano a l. Así pues, 
tiende a l. Por lo tanto, Q(x I ere "t" grande y se vuelve negativo ·r de cuando x es posi IVO ' 
Q(x) se vuelve posi IVO gr~n d . p demos expresar esto diciendo: 
grande cuando x es negatiVO gran e. o 

Si x _.. 00 , entonces Q(x)-+ 00 · 

Si x _.. -oo, entonces Q(x)-+ -oo. 

fi · n forma de límite: 
También podemos escribir estas a rmac10nes e 

lím Q(x) = oo Y ,.!!~oo Q(x) = -oo. 
,_oo d Q( ) 

. , se ueda decir que el límite e x 
Sin embargo, aunque se use esta n~tac10n y d ~nsistimos en que -oo no es un 
es -oo cuando x se vu~lv~ negati~O gran u:' cuando el límite es un número. Es 
número, por lo que este ~Imite.no es Igual q el límite de Q(x) cuando x---+ oo o 
correcto decir que no existe numero qu.e sea 

x -+ -oo · . . t' . de lo que sucede cuando tratamos 
Estos cuatro últimos eJemplos son Ipicos 

con cocientes de polinomios. entes y logaritmos, se encontrará 
Más adelante, cuando trate~os con ~xpon resiones que se vuelven grandes. 

el problema de comparar el cociente de os e~ps resumida en la tabla siguiente: 
Habrá una base común para algunos argumen o ' 

Positivo grande por positivo grande es positivo grande. 

Positivo grande por negativo grande es negativo grande. 

Negativo grande por negativo grande es positivo grande. 
· · de· no se puede saber Positivo pequeño por positiVo gran . 

sin tener más información. 

VI, §1. EJERCICIOS 
. Q( ) cuando x se vuelve positivo o nega-

Hallar los límites de los siguientes cocientes x 
tivo, grande. En otras palabras, hallar 

2x3 - x 
l. x4 -1 

x2 + 1 
4. ~ 

7. 
-x2 + 1 
x+5 
2x4 -1 

10. 
-4x5 + x2 

lím Q(x) 
.r-oo 

senx 
2. 

X 

5. 
sen4x 
-;a 

2x4 - 1 
8. 

-4x4 + x2 

y lím Q(x). 
x--oo 

cosx 
3. 

6. x 3 -1 

2x4 -1 
9. -4xa + x2 
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Describir el comportamiento de los polinomios siguientes cuando x se vuelve positivo 
grande y negativo grande. 

11. x3 - x + 1 12. -x3 - x+ 1 
13. x4 + 3x3 + 2 14. -x4 + 3x3 +2 

15. 2x5 + x2 -100 16. -3x5 + x + 1000 

17. 10x6 - x4 18. -3x6 +x3 + 1 

19. Una función f(x) que se puede expresar comosigue: 

f(x) = anxn + an-1Xn-1 + · · · + ao, 

donde n es un entero positivo y las an, an-1, ••• , ao son números, se llama 
polinomio. Si an i= O, entonces n se llama el grado del polinomio. Describir 
el comportamiento de f(x) cuando x se vuelve positivo o negativo grande, n es 
impar o par, y an > O o an < O. Habrá que considerar ocho casos y llenar la tabla 
siguiente. 

n an X--+ 00 x--+ -oo 

Impar >0 f(x)--+? f(x)---.? 

Impar <0 f(x) --+? f(x)--+? 

Par >0 f(x)--+? f(x) --+? 

Par <0 f(x) --+? f(x)--+? 

20. Usando el teorema del valor intermedio, mostrar que cualquier polinomio de grado 
impar tiene una raíz. 

Curvatura hacia arriba Curvatura hacia abajo 

VI, §2. DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA Y HACIA ABAJO 

Sean a y b números tales que a < b. Sea f una función continua definida en el 
intervalo [a, b]. Supongamos que /' y f" existen en el intervalo a< x < b. Se 
ve la segunda derivada /" como la razón de cambio de la pendiente de la curva 
y = f(x) sobre el intervalo. Si la segunda derivada es positiva en el intervalo 
a < x < b, entonces la pendiente de la curva es creciente, e interpretamos 
esto como una referencia a que la curva se dobla hacia arriba. Si la segunda 
derivada es negativa, interpretamos esto como una referencia a que la curva se 
dobla hacia abajo. Las dos figuras siguientes ilustran esto. 
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Ejemplo l. La curva y = x 2 se dobla hacia arriba. Podemos ver esto 
usando la segunda derivada. Sea f( x) = x2 • Entonces f" ( x) = 2, y la se­
gunda derivada siempre es positiva. Las consideraciones presentes justifican que 
hayamos dibujado la curva como lo hicimos, doblada hacia arriba. 

Ejemplo 2. Sea f(x) = senx. Tenemos f"(x) = -senx, y así r'(x) >O 
en el intervalo 1r < x < 27r. Por lo tanto, la curva se dobla hacia arriba en ese 
intervalo. De manera análoga, f"(x) <O en el intervalo O< x < 1r, por lo que 
la curva se dobla hacia abajo en este intervalo, según se muestra en las figuras 
siguientes. Por supuesto, esto justifica los dibujos que siempre hemos hecho para 
la gráfica de la función seno. 

Curvatura hacia arriba 

" " 
Curvatura hacia abajo 

Ejemplo 3. Determinar los intervalos donde la curva 

y= -x3 + 3x- 5 

se dobla hacia arriba y se dobla hacia abajo. 

Sea f(x) = -x3 + 3x- 5. Entonces f"(x) = -6x. Así: 

J"(x) >O 

J"(x)<O 

X< 0, 

X> 0. 

Por lo tanto, f se dobla hacia arriba si, y sólo si, x < O; y f se dobla hacia 
abajo si, y sólo si, x > O. La gráfica de esta curva se estudiará por completo en 
la sección siguiente, donde se grafican cúbicas sistemáticamente. 

Un punto donde una curva cambia su comportamiento de doblarse hacia arri­
ba para doblarse hacia abajo (o viceversa) se llama punto de inflexión. Si la 
curva es la gráfica de una función f cuya segunda derivada existe y es continua, 
entonces debemos tener !"( x) = O en ese punto. La siguiente figura ilustra esto. 

[VI, §2] DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA y HACIA ABAJO 
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En 1~ ~=:~}:¡;a~el:~e~~~:~se~~~~!ose(~0~5) es u~ pun~o de inflexión. 
puntos de inflexión, se tienen valiosos dato~an haci~ arriba o hacia abajo, y los 
saber que una curva en una región de decrectc:rca e as curvas: Por ejemplo, 
que el decrecimiento sucede esencial t miento se dobla hacia abajo indica 

men e como en esta figura: 

Y no como en estas otras: 

La segunda derivada puede usarse además e . . .• 
el caso en el que un punto crítico e , . omo un C~I~eno para determinar 

s un maximo, o un mimmo, local. 

Criterio de la segunda derivada S f d . 
renciable en un intervalo abie t . ea os :eces contmuamente dife-

r o y suponer que existe un punto e donde 

!'(e)= O y r'(e) >O. 
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Entonces e es un punto mínimo local de f. Por otro lado, si 

f"(c) <O 

entonces e es un punto máximo local de f. 

[VI, §2] 

Para ver esto, supongamos que f"(c) >O. Entonces f"(x) >O para todo x 
cerca de e, pues se consideró que la segunda derivada es continua. Así, la curva 
se dobla hacia arriba; en consecuencia, la gráfica de f es como la figura 1(a) y 
e es un mínimo local. 

f(e) 

f(e) 

e e 

(a) (b) 

Figura 1 

Un argumento similar demuestra que si f"(e) < O, entonces e es un máximo' 
local como en la figura 1 (b). 

VI, §2. EJERCICIOS 

l. Determinar todos los puntos de inflexión de sen x . 

2. Determinar todos los puntos de inflexión de cos x. 

3. Determinar todos los puntos de inflexión de f(x) =tan x para -7r/2 < x < 7r/2. 

4. Trazar la curva y = sen2 x. Determinar los puntos críticos y los puntos de inflexión. 
Comparar con la gráfica de 1 sen x 1· 

5. Trazar la curva y = cos2 x. Determinar los puntos críticos y los puntos de inflexión. 

Comparar con la gráfica de 1 cos x 1· 

Determinar los puntos de inflexión y los intervalos en donde se doblan hacia arriba, 
y donde lo hacen hacia abajo, las curvas siguientes. 

. 1 
6. y= X+­

X 
7. y= _x_ 

x 2 + 1 
8. y= _x_ 

x 2 -1 

9. Trazar la curva y= f(x) =sen x + cos x para O~ x ~ 21r. Primero localizar todos 
los valores f(n7r/4) con n=O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Después determinar todos 
los puntos críticos. Después determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento. 
Después determinar los puntos de inflexión y las regiones en donde la curva se dobla 
hacia arriba, y donde se dobla hacia abajo. 

[VI, §3] POLINOMIOS CÚBICOS 

VI, §3. POLINOMIOS CÚBICOS 

Podemos ahora trazar sistemáticamente las gráficas de polinomios cúbicos. 

~jemplo l. Trazar la gráfica de f(x) = x3- 2x + 1. 

Si x-+ oo, entonces, por §1, f(x)-+ 00. 

Si x-+ -oo, entonces, por §1, f(x)-+ -oo. 

2. Tenemos f'(x) = 3x2 - 2. Así 

!'(x) =O {=:} x = ±..j2!3. 
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Los puntos críticos 
1
de f son x = ..j2f3 y x = -..j2!3. 

3. Sea g(x) = ~ (x) = 3x2 - 2. Entonces la gráfica de g es una parábola, y 
los fcrudces de la grafica de g son precisamente los puntos críticos de ¡ (No se 
con un an las funciones f f' - ) L 'fi · h · "b . Y - g · a gra ca de U es una parábola doblada 

aCia arn a, como sigue. 

eje .Y 

Gráfica de g(x) = f'(x) 

eje x 

Por lo tanto: 

f'(x) > 0 {=:} X> ..j2J3 y X< -..j2!3, 
Y f es estrictamente creciente en los intervalos 

y X :5 -../273. 
De manera análoga: 

donde g(x) >O 

f'(x) <O {=:} -../273 < x < ../273, donde g(x) <O, 

Y (.es estrictamente decreciente en este intervalo. Por lo tanto, -..j2!3 es un 
maximo local para f, y V2/3 es un mínimo local. 

, 4 .. f"(x) = 6x Y f"(x) > O si, y sólo si, x > O. Además f"(x) < 0 · 
solo SI x < O Por 1 t t f d bl h , SI, y b . ' · 0 an o, se o . a acia arriba para x > O y se dobla hacia 
a aJo para x < O. Hay un punto de mflexión en x = O. 

Juntando todo esto hallamos que la gráfica de ¡ se ve como lo t 1 
figu d 1 • · · . mues ra a ra e a pagma s1gmente. 
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Gráfica de 
f(x) = x 3 - lx + 1 

Obsérvese cómo usamos un polinomio cuadrático, a saber, /'( x) = 3x2 - 2, 
como paso intermedio en la argumentación. 

Observación l. En lugar de usar el polinomio cuadrático, pudimos haber 
procedido como sigue, después de saber que los únicos puntos críticos de f son 
x = V2J3 y x = - V2J3. Considerar el intervalo x < - V2J3. Entonces 
f'(x) "f:. O para todo x < -V2J3. Por lo tanto, por el teorema del valor 
intermedio, f'(x) es > O para todo x < -V2J3, o f'(x) < O para todo x < 
-V2J3. ¿Cuál es? Basta con tratar un valor, digamos x = -10, para ver que 
f'(x) >O para x < -V2J3, pues f'(-10) = 3·102 -2 = 298. Por consiguiente, 

debemos tener f'(x) >O para x < -V2J3. 
Observación 2. Es mucho más difícil determinar las raíces para un polino­

mio cúbico, esto es, los cruces con el eje x, y usualmente no se hace, a menos 
que, por accidente, haya una manera fácil de hacerlo. En el caso anterior, cuando 

f(x) = x3 - 2x + 1, 

hay uno de dichos accidentes, pues /(1) =O. Por lo tanto, 1 es una raíz de f, 
de ahí que se factorice f(x) 

x3 - 2x + 1 = (x- 1)(x2 + x- 1). 

Las otras raíces de f son las raíces de x2 + x- 1, que podemos hallar por medio 
de la fórmula cuadrática: 

-1 ± v'5 
x= 

2 
Sin embargo, en el ejemplo siguiente no hay una manera fácil de hallar las 

raíces, y no las hallamos. 

Ejemplo 2. Trazar la gráfica de la curva 

y = -x3 + 3x - 5. 

l. Cuando x = O, tenemos y = -5. Con polinomios de grado 2: 3, en 
general no hay una fórmula sencilla para hallar los x tales que f( x) = O, de 

1 
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modo que no damos de manera explícita la intersección de la gráfica con el e;e 
X. ~ 

2. La derivada es 

f'(x) = -3x2 + 3. 

La ~ráfica de f'(x) es una parábola doblada hacia abajo como ya se sabrá 
gracias a la experiencia previa con parábolas. Tenemos ' 

!'(x) =O <==:> X= 1 y X= -1. 

Así, hay dos puntos críticos de f, a saber, x = 1 y x = -1. 

. 3. La gráfica de f'(x) se ve como una parábola doblada hacia abaJ"o como 
~oo: , 

Gráfica de 
3 f'(x) = -3x2 + 3 

Entonces: 

f es estrictamente decreciente <==> f'(x) <O 
<==> X< -1 y X> l. 

f es estrictamente creciente <==> f'(x) >O 
<==> -1 <X< l. 

Por tal motivo, f tiene un mínimo local en x = -1 y tiene un máxi"mo 1 1 
enx=1. • oca 

4. 

Si X --+ oo, 

Si x--+ -oo, 
entonces, por §1, f(x)--+ -oo. 

entonces, por §1, f(x)--+ +oo. 

5. Tenemos f"(x) = -6x. Por lo tanto f"(x) >o · '1 · 
f "(x) < 0 • 'l · ' SI, y SO O SI, X < 0 y 

SI, Y so o si, x· > O. Hay un punto de inflexión en x = O. 
, ~unt~ndo toda esta información vemos que la gráfica de ¡ se 1 

pagma siguiente. ve como en a 
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-1 

Observación. Cuando f es un polinomio de grado 3, su derivada /' ( x) es 
un polinomio de grado 2 y, en general, este polinomio tiene dos raíces, que dan 
los dos puntos críticos de la curva y = f(x). En el ejemplo precedente, estos 
puntos críticos están en ( -1, -7) y (1, -3). 

Nótese de nuevo cómo usamos la gráfica de una parábola, a saber, la gráfica 
de f' ( x), en el proceso de determinar la propia gráfica de f. 

En los últimos dos ejemplos, el polinomio cúbico tiene dos jorobas, en los dos 
puntos críticos. Ésta es la forma más general de los polinomios cúbicos, pero 
hay casos particulares en los que no hay punto crítico, o sólo un punto crítico. 

Ejemplo 3(a). Sea f(x) = 4x3 +2. Trazar la gráfica de f. 
Aquí tenemos que f'( x) = 12x2 > O para todo x =f. O. Hay sólo un punto 

crítico, cuando x = O. Por lo tanto, la función es estrictamente creciente para 
todo x y su gráfica se ve así. 

Gráfica de 4x3 + 2 

Ejemplo 3(b ). Sea f(x) = 4x3 + 3x. Trazar la gráfica de f. 

1 
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d A/ quí tene~os que !'( x) = 1~~2 + 3 > O para todo x, por lo que la gráfica 
e se ve as1. No hay punto critico. 

Gráfica de 4x' + 3x 

En ambos ejemplos tenemos 

/"(x) = 24x. 

Así, en los dos ejemplos hay un punto de inflexión en x - 0 1 áfi d ¡ 
dobla hacia b · 0 - · a gr ca e se 

a aJo para x < Y se dobla hacia arriba para x > O. La diferencia 
entre el ~~o (a) Y el caso. (b) es que en el caso (a) el punto de inflexión es un 
punto cntico, donde la denvada de f es igual a O de mod 1 l en 1 t 't" E ' o que a curva es pana 

e pun ° en Ico. n el caso (b ), la derivada en el punto de inflexión es 

f'(x) = 3, 

de modo que en el caso (b) la derivada en el punto ?e inflexión es positiva. 

VI, §3. EJERCICIOS 

l. Mostrar que una curva 

Y = ax3 + bx2 + ex + d 

con a # o. tiene exactamente un punto de inflexión. 
Trazar las gráficas de las curvas siguientes. 

2. x 3 - 2x2 + 3x 3. x3 + x2 _ 3x 

4. 2x3 - x 2 - 3x 5. ~x3 + x 2 - 2x 
6. x 3 - 3x2 + 6x - 3 7. x3 + x -1 
8. x3 - x -1 9. -x3 +2x +5 

10. -2x3 +x+2 11. x3 - x 2 + 1 
12. y= x 4 +4x 13. y= x5 + x 
14. Y= x6 +6x 15. y= x 1 + x 
16. Y= x 8 +x. 
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17. ¿Cuál de los polinomios siguientess tiene un mínimo (para todo x )? 
(a) X6 _X+ 2 (b) X -X+ 2 

(e) -xs- x + 2 (d) -xs- x + 2 

(e) xs + x + 2 (f) xs + x + 2 

Trazar las gráficas de estos polinomios. 
. . · 17 f un máximo (para todo x )? 

18. ¿Cuál de los polinomios del eJeraao lene 

En los dos problemas siguientes: . . 
f tiene exactamente dos puntos de mfleX16n. . 

(a) Demostrar que . 1' .t mente los puntos críticos. Deterrmnar 
(b) Trazar la gráfica de f. Determmar exp lCl a 1 h . b . 

las regiones donde se dobla hacia arriba y donde se dob a aaa a &JO. 

19. f(x)=x'+3x3-x2+5 

20. f(x) = x'- 2xa + x2 + 3 

21. Trazar la gráfica de la función 
6 3'+92_.1. f(x)=x -2x 1ex 32· 

'f Hallar los valores de f en estos puntos críticos. 
Hallar los puntos en ICOS. rimera vista. 
la gráfica de f. Se verá mucho más clara de lo que parece a P 

VI, §4. FUNCIONES RACIONALES 

Consideraremos ahora cocientes de polinomios. 

Ejemplo. Trazar la gráfica de la curva 
:z:-1 

y= f(x) = ;+1 

y determinar las ocho propiedades enunciadas en la introducción. 

l. Cuando x =O, tenemos f(x) = -1. Cuando x = 1, J(x) =O. 

2. La derivada es 2 

Trazar 

J'(x) = (:z: + 1)2· 
. t ) N es 0 y por lo tanto, la 

(Se puede calcular usando la .r~gla del cocien e. unca , 

función f no tiene puntos crltladcos. d l tanto siempre es positivo donde 
3 El denominador es un cu ra o y, por o , d J. 1 La · # 1 A • f'(x) > O para to o x r - · 

está definido, ~to es, para : -E. ~~ te que la función no está definida 
función es creciente para to o. x. d s .e~ en así que sería más preciso decir que 
para x = -1 y tampoco lo esta. ~u er1v a, 
la función es creciente en la reg¡on 

X< -1 

y es creciente en la región x >. -.1. 
4. No hay región de decrec1m1ento. 

1 
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5. Como la derivada nunca es O, no hay máximos o mínimos relativos. 
6. La segunda derivada es 

! "( ) -4 
x = (x + 1)3" 

.No hay punto de inflexión porque f"(x) # O para todo x donde la función 
está definida. Si x < -1, entonces el denominador (x + 1)3 es negativo, y 
f"(x) >O, de modo que la gráfica se dobla hacia arriba. Si x > -1, entonces 
el denominador es positivo y /"(x) <O, de modo que la gráfica se dobla hacia 
abajo. 

7. Cuando :z: se vuelve positivo grande nuestra función tiende a 1 (usando el 
método de la sección §1). Cuando x se vuelve grande negativo nuestra función 
también tiende a l. 

Otro elemento de información muy útil es ver lo que· ocurre cuando f(x) 
mismo se vuelve positivo o negativo, grande. Esto sucede cerca de los puntos 
donde el denominador de /(z) es O. En el ejemplo presente, :z: = -1. 

8. Cuando :z: tiende a -1, el denominador tiende a O y el numerador tiende 
a -2. Si x tiende a -1 por la derecha, de modo que :z: > -1, entonces el 
denominador es positivo y el numerador es negativo. Por lo tanto, la fracción 

x-1 
z+1 

es negativa, y es negativa grande. 

_)
¡ 

1 
1 
1 
1 

----------t-
1 

-11 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Figura 2 

Si x tiende a -1 por la izquierda de modo que x < -1, entonces :z: - 1 
es negativo, pero también x + 1 es negativo. Por lo tanto, /(z) es positivo y 
grande, pues el denominador es pequeño cuando x está cerca de -1. 

Juntando toda esta información vemos que la gráfica se ve como la figura 
anterior. 

Hemos trazado las dos rectas x = -1 y y = 1 , pues desempl!ñan un papel 
importante cuando :z: tiende a -1 y cuando x se vuelve positivo o negativo, 
grande. 
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Observación. Sea de nuevo 

x-1 
y=f(x)= x+l. 

[VI, §4] 

Entonces podemos escribir esta relación para ver directamente que la gráfica de 
f es una hipérbola, como se ve enseguida. Escribimos la relación en la forma 

_ X+ 1 - 2 _ l __ 2_ 
Y- x+l - x+l' 

esto es, y- 1 = -2/(x + 1). Al quitar los denominadores queda 

(y- l)(x + 1) = -2. 

Por el capítulo 11 se sabe que es una hipérbola. Realizamos el trazo por medio 
de un método más general porque también funciona en los casos en que no se 
puede reducir la ecuación a una de las curvas usuales, como círculos, parábolas 
o hipérbolas. 

Ejemplo. Trazar la gráfica de f(x) = x2 +lx. 
x-

Nótese que f no está definida en x = l. Podemos escribir 

f(x)= x(x+l). 
x-1 

Tenemos f(x) =O si, y sólo si, el numerador x(x + 1) =O. Así: 

f(x)=O si,ysólosi, x=O o x=-1. 

A continuación vemos la derivada, que es 

x 2 - 2x -1 
f'(x) = (x- 1)2 . 

(Calcularla usando la regla del cociente.) Entonces 

f'(x) =O {:::=:} x2 - 2x -1 =O. 

{:::=:} x = 1 ± ../2 (por la fórmula cuadrática) 

Éstos son los puntos críticos de f. 
El denominador (x- 1)2 en f'(x) es un cuadrado, por lo que siempre es 

positivo donde está definido, esto es, para x f; l. Por lo tanto, el signo de f'(x) 
es el mismo que el signo de su numerador x2 - 2x - l. Sea 

g( x) = x 2 - 2x - l. 

La gráfica de g es una parábola y, como el coeficiente de x2 es 1 > O, esta 
parábola se dobla hacia arriba como se muestra en la figura. 

1 
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Gráfica de 

g(x) = x1 - 2x - l 

Las dos raíces de g(x) = O son x = 1- v'2 y 1 + v'2. De la gráfica de g(x) 
vemos que 

g(x) <O 

g(x) >O 

cuando 

cuando 

1 - ../2 < X < 1 + ../2, 
X < 1 - ../2 O X > 1 + ../2. 

Esto nos da las regiones de crecimiento y de decrecimiento para /( x). 

Para X ~ 1 - v'2, f(x) es estrictamente creciente. 
Para 1- J2 ~X< 1, f(x) es estrictamente decreciente. 
Para 1 <X~ 1 + J2, f(x) es estrictamente decreciente. 
Para 1 + v'2 ~ x, f(x) es estrictamente creciente. 

Se sigue que f tiene un máximo local en x. = 1 - v'2 y ¡ tiene un mínimo local 
en x = 1 + v'2. .. 

Cuando x se vuelve positivo grande, f(x) se vuelve positivo grande como se 
deduce de la expresión 

f(x)= x2 +x = x2(1+1/x) =xl+l/x 
x-1 x(1-1/x) 1-1/x· 

Cuando x s~ vuelve negativo grande, f(x) se vuelve negativo grande. 
Cuando x ti~nde a 1 Y x. < 1, la función f(x) se vuelve negativa grande 

porque e~ denommador x-1 tiende a O y es negativo, mientras que el numerador 
x 2 + x tiende a 2. 

Cuan: do x. tiende a 1 y ~ > 1, la función f(x) se vuelve positiva graw' 1or­
que el d.e~omma?or x- 1 tiende a O y tanto el numerador como el denomin~.dor 
son positivos, mientras que el numerador tiende a 2. 

Por consiguiente, la gráfica se ve como se dibujó en la figura 3. 
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eje y 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 

Figura 3 

x2 + x 
f(x)=-­

x-1 

eje x 

(VI, §4] 

VI, §4. EJERCICIOS 

Trazar las curvas siguientes, indicando toda. la. información enunciada. en la. intro­

ducción. Puede considerarse opciona.lla. convexidad. 

:z;2 +2 :z:-3 :z:+1 
2. y= :z;2 + 1 

3. y= :z;2 + 1 l. y=--
:z;-3 

2:z:2 -1 :z;2 -1 1 :z; 
5. 6. y=~ 4. y=--=x-- :z;3 -1 :z; :z; 

2:z:- 3 4:z; 3 
8. :z;2- 9 

9. x+-
7. y= 3x+l :z; 

:z;2 -4 3:z:- 2 :z; 

10. 11. 12. 
~ 2:z: + 3 3:z;- 5 

2:z: 
:z;2 

15. 
:z:+1 

13. 14. 
Jx + 1 :z;2 +5 

:z:+4 

:z:+1 :z;2 + 1 :z;2 -1 

16. 17. 2;2 -1 
18. ~ ;2-=5 

19. Trazarla.gráfica.de f(:z:)=:z:+1/:z:. 

20. Sean a y b dos números positivos. Sea. 
b 

f(x) = ax + ;· 

Mostrar que el valor mínimo de f( :z;) para. :z: > O es 2...;;;6 · Da.r razones pa.ra ca.da. 
a.firma.ción. Deducir que ...;;;6 ~(a+ b)/2. Traza.r la. gráfica. de f pa.ra. :z: >O. 

1 
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VI, §5. APLICACIONES DE MÁXIMOS Y MfNIMOS 

En esta sección se estudiarán problemas expresados en lenguaje cotidiano que 
tratan sobre máximos y mínimos y aplican las técnicas estudiadas antes. En 
cada caso queremos maximizar o minimizar una función, la cual en un principio 
puede estar dada incluso en términos de dos variables. Procedemos como sigue. 

l. Se dan datos suficientes a fin de que una de estas variables, por medio de 
alguna relación, se pueda expresar en términos de la otra. Terminamos 
tratando con una función de una sola variable. 

2. Después se hallan sus puntos críticos haciendo la derivada igual a O, y en 
seguida se determina si los puntos críticos son máximos o mínimos locales. 

3. Verificamos si estos máximos o mínimos locales son también máximos o 
mínimos en todo el intervalo de definición de la función. Si la función 
está dada sólo en intervalos finitos, puede suceder que el máximo ocurra, 
por ejemplo, en un punto extremo, donde no se aplica el criterio de la 
derivada. 

Ejemplo l. Hallar el punto sobre la gráfica de la ecuación y2 = 4x que 
está cerca del punto (2, 3). 

Figura 4 

Para minimizar la distancia entre un punto (x, y) y (2, 3), basta minimizar 
el cuadrado de la di&tancia, que tiene la ventaja de que en su fórmula no hay 
ninguna raíz cuadrada. En efecto, suponer que z~ es un valor mínimo para 
el cuadrado de la distancia, con zo positivo. Entonces z0 mismo es un valor 
mínimo para la distancia, ya que un número positivo tiene una raíz cuadrada 
positiva única. El cuadrado de la distancia es igual a 

z2 = (2- x)2 + (3- y)2 • 

Así z2 está expresado en términos de las dos variables x y y. Pero sabemos 
que el punto (x, y) está sobre la curva cuya ecuación es y2 = 4x. Por lo. tanto, 
podemos despejar una variable en términos de la otra, a saber, y= 2fx. Al 
sustituir y = 2fx, hallamos una expresión para el cuadrado de la distancia sólo 
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en términos de x , a saber 

f(x) = (2- x)2 + (3- 2Vx)2 

= 4- 4x + x2 + 9 - 12Vx + 4x 

= 13+x2 -12Vz. 

Determinamos ahora los puntos críticos de f. Tenemos 

f'(x) = 2x- Jx• 
de modo que 

f'(x)=O {::::::} 2xvx=6 

{::::::} X = ?'9. 
Más aún, tenemos 

f'(x)>O {::::::} 2xvx>6 

{::::::} x 3 > 9. 

!'( x) < O {::::::} x3 < 9. 

[VI, §5] 

Por lo tanto, f(x) es estrictamente creciente cuando x > .y§" y es estrictamente 
decreciente cuando x < .y§". Por lo tanto, .y§" es un mínimo. Cuando x = .y§", 
el valor correspondiente para y es 

y = 2Vx = 2{/3. 

Por lo tanto, el punto sobre la gráfica de y2 = 4x más cercano a (2, 3) es el 
punto 

p = (?'9,2?'3). 

Ejemplo 2. Se va a fabricar una lata de aceite en forma de cilindro, para 
contener un cuarto de aceite. ¿Qué .dimensiones deberá tener de modo que el 
área de la superficie sea mínima (en otras palabras, que minimice el costo del 
material para hacer la lata)? 

Sea r el radio de la base del cilindro y sea h su altura. Entonces el volumen 
es 

V= 1rr2h. 

El área de la superficie total es la suma de la tapa, el fondo y los lados circulares, 
a saber, 

A = 21rr2 + 21rrh. 

Así, el área está dada en términos de las dos variables r y h. Sin embargo, 
también se indica que el volumen V es constante, V = l. De este modo obte­
nemos una relación entre r y h, 
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y podemos despejar h en términos de r, a saber, 

h = l{1rr2. 

185 

Por lo tanto, el área se puede expresar completamente en términos de r, esto es, 

A= 21rr2 + 21rr{1rr2 = 27rr2 + 2/r. 

Queremos que el área sea mínima. Primero hallamos los puntos críticos de A. 
Tenemos: 

A'(r) = 47rr- 2/r2 =O {::::::} 47rr = 2/r2 

Así hallamos exactamente un punto crítico 

3- 1 7rr - 2· 

Considerando factores físicos podemos ver que esto corresponde a un mínimo 
pero también podemos proceder de la manera siguiente. Cuando r se vuelv~ 
positivo grande, o cuando r tiende a O, la función A(r) se vuelve grande, d€ 

/ m?~o que debe haber ?? mínimo de la función para algún valor r > O. Este 
m1mmo es un punto cnt1co, y ya se sabe que hay sólo un punto crítico. Por lo 
tanto, hemos hallado que el mínimo ocurre cuando r es el punto crítico. En este 
caso podemos sustituir y encontrar h, como sigue: 

h = _1_ = (27r)2/3 = 22/3 
1rr2 7r 7rl/3 · 

Esto proporciona las dimensiones requeridas. 

Ejemplo 3. Un camión se va a conducir durante 320km a velocidad cons­
tante de x km/h. Las reglamentaciones de velocidad requieren que 50 < x < 
100. Supóngase que la gasolina cuesta 15 centavos/litro y se consume a-razó; 
de 

x2 
9 + 500 litfhr. 

Si el chofer gana $8 la hora, hallar la velocidad más económica. 
El costo total se expresa como la suma del costo de la gasolina y el salario. 

El tiempo total del viaje será 
320 

X 

pues (tiempo)(velocidad)=(distancia) si la velocidad es constante. El costo de 
la gasolina es entonces igual al producto de 

(precio por litro)(número de litros usados por hora)(tiempo total) 

de modo que el costo de la gasolina es 

G(x) = .15 (9+ :02
0) 3!0 . 
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Por otro lado, el salario está dado por el producto 

(salario por hora)( tiempo total), 

de modo que el costo del salario es 
320 

W(x)= 8·-. 
X 

Por lo tanto, el costo total del viaje es 

f(x) = G(x) + W(x) 

( x 2 ) 320 8 · 320 
= '15 9 + 500 ---¡- + -x-

( 9 X ) 2560 = 48 ; + 500 + -X-. 

Tenemos que 
f'(x) = _ 432 + ~ _ 2560 

x 2 125 x 2 

2992 12 
= ----;2 + 125. 

Por lo tanto, f'(x) =O si, y sólo si, 

en otras palabras, 

2992 12 
---;2 = 125 

2 93500 
X---- 3 . 

[VI, §5] 

Así x = 10fij-. (Tomamos x positivo, ya que es la solución que tiene 

significado físico.] 

Observamos ahora que 10~ es aproximadamente igual a 176, de modo 
que rebasa el límite de velocidad de 100 que se asignó al principio. Más aún, si 
O< x < 176, entonces 

f'(x) <O. 

Por lo tanto, la función f(x) es decreciente para O ::; x ::; 176. Su gráfica se 
puede esbozar como en la figura de la página siguiente. 

i 

1 

1 
l 
l 

[VI, §5] APLICACIONES DE MÁXIMOS Y MÍNIMOS 

50 100 150 ~00 

10j935/3 
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Como al empezar restringimos la velocidad posible al intervalo 50 ::; x ::; 100, 
se sigue que el mínimo de f en el intervalo debe ocurrir cuando x = 100. Por 
lo tanto, ésta es la velocidad que minimiza el costo total. 

Ejemplo 4. Suponer en el ejemplo anterior que no hay límite de velocidad. 
Vemos entonces que si x > 176, entonces f'(x) > O, de modo que f(x) es 
creciente para 

X> 176. 

Por lo tanto, 10~ es un punto mínimo para f cuando no se colocan restric­
ciones en x. En consecuencia, en este caso, la velocidad que minimiza al costo 
es 

x=10~. 

Ejemplo 5. Cuando la luz emitida desde una fuente puntual choca con 
una superficie plana, la intensidad de la iluminación es proporcional al coseno 
del ángulo de incidencia e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
desde la fuente. ¿A qué altura deberá colocarse una luz arriba del centro de 
un círculo de 12m de radio para dar la mejor iluminación a lo largo de la 
circunferencia? 

El ángulo de incidencia se mide a partir de la perpendicular al plano. La 
figura es así. 

Figura 5 
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Denotamos por O el ángulo de incidencia y por y la altura de la luz. Sea I la 
intensidad de la iluminación. Que dos cantidades sean proporcionales significa 
que existe una constante tal que una cantidad es igual a la constante por la otra. 
Así, existe una constante e tal que 

1 
I(y) =ecos O 122 + y2 

y 1 
= e-Vr.1:::::2:§:2=+=y=::2 122 + y2 

ey 
= (122 + y2)3/2. 

Los puntos críticos de I(y) son aquellos puntos donde I'(y) =O. Tenemos 

[
(122 + y2)3/2- y. ª(122 + y2) 1/2(2y)] 

I'(y) =e (122.: y2)3 ' 

y esta expresión es igual a O precisamente cuando el numerador es igual a O, 
esto es, 

(122 + y2)3/2 = 3y2(122 + y2)1/2. 

Al cancelar (42 + y2)112, vemos que esto equivale a 

122 + y2 = 3y2' 

o, en otras palabras, 

Despejando y se obtiene 
12 

y=± ,fi' 
Sólo el valor positivo de y tiene significado físico, y así la altura que da la máxima 
intensidad es de 4/.J2m, a condición de que sepamos que este punto crítico es 
un máximo para la función I(y) , para y > O. Esto se puede ver de la siguiente 
manera. 

Si y está muy cerca de O, entonces el numerador ey de I(y) está cerca de O, 
y el denominador ( 42 + y2)312 está cerca de ( 42)312 de modo que I(y) se analiza 
factorizando y2, a saber 

(122 + y2)3/2 = ( 1;2 + 1) 3/2 y3. 

Entonces I(y) tiende a O cuando y se vuelve grande, porque 

cy e 1 
I(y) = (término cercano a 1)y3 = (término cercano a 1) y2 

si y es positivo grande. Por lo tanto, hemos mostrado que I(y) tiende a O cuando 
y tiende a O o y se vuelve grande. Se sigue que I(y) alcanza un máximo para 

[VI, §5] APLICACIONES DE MÁXIMOS Y MÍNIMOS 189 

algún .• valor de Y > O, y este máximo debe ser un punto crítico. Por otro lado, 
ta~bten hemos. p~obado que hay un solo punto crítico. Por lo tanto, este punto 
cnttco .e.s el ma~Imo, según. ~e. deseaba. Así, y = 12/,fi es un máximo para 
la funcwn. En VIsta del anahs1s anterior, se puede trazar la gráfica como en la 
figura. 

12/V2 eje y 

Ejemplo 6. Un negocio fabrica transmisiones de automóvil que se venden 
en $400. El costo total de colocar en el mercado x unidades es 

f( x) = 0.02x2 + 160x + 400 000. 

¿Cuántas transmisiones deberán venderse para obtener una ganancia máxima? 
Sea P( x) la ganancia obtenida al vender x unidades. Entonces P( x) es la 

diferencia entre el ingreso total y el costo de colocar en el mercado. Por lo tanto, 

P( x) = 400x - (0.02x2 + 160x + 400 000) 

= -0.02x2 + 240x - 400 000. 

Queremos saber cuándo es máximo P(x). Tenemos: 

P'(x) = -0.04x + 240 

de modo que la derivada es O cuando 

0.04x = 240, 

o en otras palabras, 

240 
X = 0.04 = 6000. 

La ec.uación ~ ~ P(x) es una parábola, que se dobla hacia abajo porque el 
co~fi.ciente prmc1pal es -0.02 (negativo). Por lo tanto, el punto crítico es un 
maximo, y la respuesta es entonces 6000 unidades. 
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eje y 

eje t 

Parábola y = at2 + bt + e con a < O. 

Ejemplo 7. Un granjero compra un toro que pesa 270kg a un costo de 
$180. Cuesta 15 centavos diarios alimentar al animal, que aumenta 0.45 kg al 
día. Cada día que se tiene al toro el precio de venta por kilo declina de acuerdo 
con la fórmula 1 

B(t) = 1- 1800t 

donde t es el número de días. ¿Cuánto t~empo deberá esperar el granjero para 

maximizar sus ganancias? 

Para determinarlo, nótese que el costo total después del tiempo t está dado 

por 
f(t) = 180 + 0.15t. 

El total de la venta equivale al producto del precio B(t) por kilo, por el peso del 
animal; en otras palabras, 

S(t) = (1 - 18~0 t)(270 + .45t) 

= -0.00025t2 + 0.30t + 270. 

Por lo tanto, la ganancia es 

P(t) = S(t)- f(t) 

= .:::.o.ooo25t2 + o.15t + 90. 

Entonces 
P'(t) = -0.0005t + 0.15 

y P'(t) =O exactamente cuando 0.0005t = 0.15 o, en otras palabras, 

0.15 300 
t = 0.0005 = . 

Por lo tanto, la respuesta es que el granjero debe esperar 300 días antes de 
vender el toro, siempre que podamos probar que este valor de t da un máximo. 
Pero la fórmula para la ganancia es una expresión cuadrática en t, de la forma 

P(t) = at2 + bt + e, 
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y a< O. Por lo tanto, P(t) es una parábola, y como .a< O esta parábola se 
abre hacia abajo, como en la figura. Como resultado, el punto crítico debe ser 
un máximo, según se deseaba. 

VI, §5. EJERCICIOS 

l. Hallar la longitud de los lados del rectángulo de área más grande que pueda inscri­
birse en un semicírculo, de manera que la base inferior esté sobre el diámetro. 

2. Una caja rectangular tiene una base cuadrada y no tiene tapa. El área combinada 
de los lados y el fondo es de 4.5 m2 • Hallar las dimensiones de la caja de máximo 
volumen que cumple con estos requisitos. 

3. Probar que, entre todos los rectángulos de área dada, el cuadrado es el de menor 
perímetro. 

4. Se conducirá un camión por 300 km a una velocidad constante de x km/hr. Las 
reglamentaciones sobre velocidad requieren que 30 < x < 60. 
Suponiendo que la gasolina cuesta 8 centavos/litro-y s; consume a ra2ón de 8 + 

x 2 /600 lit/hr, y si el salario del chofer es de D dólares la hora, hallar la velocidad más 
económica y el costo del viaje si (a) D =O, (b) D = 1, (e) D = 2, (d) D = ,3, (e) 
D=4. 

5. Un rectángulo ha de tener un área de 64m2 • Hallar sus dimensiones de modo que 
la distancia de una esquina al punto medio de un lado no adyacente sea un mínimo. 

6. Expresar el número 4 como la suma de dos números positivos de manera que la 
suma del cuadrado del primero y del cubo del segundo sea lo más pequeño posible. 

7. Un alambre de 24 cm de largo se corta en dos, una parte se dobla para darle forma 
de círculo y la otra en forma de cuadrado. ¿Cómo deberá cortarse si la suma de las 
áreas del círculo y del cuadrado ha de ser (a) un mínimo, (b) un máximo? 

8. Hallar el punto sobre la gráfica de la ecuación y2 = 4x que está más cerca del punto 
(2, 1). 

9. Hallar los puntos sobre la hipérbola x2 - y2 = 1 más cercanos al punto (0, 1). 

10. Demostrar que (2, 2) es el punto sobre la gráfica de la ecuación y = x 3 - 3x que 
está más cerca del punto (11, 1). 

ll. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva x 2 - y2 = 16 que estén más 
cerca del punto (0, 6). 

12. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y2 = x + 1 que estén más cerca 
del origen. 

13. Hallar las coordenadas del punto sobre la curva y2 = Hx + 1) que estén más cerca 
del origen. 

14. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y = 2x2 que estén más cerca 
del punto (9, O). 
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15. Un anillo circular de radio b está cargado uniformemente de electricidad; la carga 
total es Q. La fuerza ejercida por esta carga sobre una partícula a una distancia 
z del centro del anillo, en una dirección perpendicular al plano del anillo está dada 
por F(z) = Qz(z2 + b2)-312 . Hallar el máximo de F para todo z ~O. 

16. Sea F la razón de flujo de agua sobre cierto vertedero. Suponer que F es propor­
cional a 11(h- 11)1/2 , donde 11 es la profundidad de la corriente y h es la altura y 
es constante. ¿Qué valor de 11 hace máxima a F? 

17. Hallarsobreeleje z elpuntotalquelasumadesusdistanciasa (2,0) y (0,3) sea 
un mínimo. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

Una pieza de alambre de longitud L se va a cortar en dos partes, una de ellas se 
va a doblar en forma de triángulo equilátero y la otra en forma de círculo. ¿Cómo 
deberá cortarse el alambre de modo que la suma de las áreas comprendidas sea (a) 
un mínimo, (bl un máximo? 

Una cerca de1li de alto está a 1~0m de la pared de una casa. ¿Cuál es la longitud 
mínima que debe tener una escalera para que uno de sus extremos descanse en el 
suelo, fuera de la cerca, y el otro sobre la pared de la casa? 

Un tanque ha de tener un volumen dado V y se hará en forma de cilindro circular 
recto con hemisferios agregados en cada ·extremo. El material para los extremos 
cuesta el doble por metro cuadrado que para los lados. Hallar las proporciones más 
económicas. [Se puede suponer que el área de una esfera es 4ll"r2 .] 

Hallar .la longitud de la barra más larga que puede transportarse horizontalmente 
y dar la vuelta en una esquina pasando de un corredor de 2.r m a uno de 1.~2 m. 

Sean P y Q dos puntos en el plano en el mismo lado del eje z. Sea R un punto 
sobre el eje z (figura 6). Demostrar que la suma de las distancias PR y QR es 
menor cuando los ángulos 81 y 82 son iguales. 

Figura 6 

[Idea: Usar primero el teorema de Pitágoras para dar una expresión para las distan­
cias P R y RQ en términos de z y de las cantidades fijas 111 , 112 . Sea f( z) la suma 
de las distancias. Mostrar que la condición f'(z) =O significa que cos81 = cos82. 
Usando valores de z cercanos a O y a a, demostrar que /(z) es decreciente cerca 
de z = O y es creciente cerca de z = a . Poi: lo tanto, el mínimo debe estar en el 
intervalo abierto O< z <a, y es, en consecuencia, el punto crítico.] 

23. Suponer que la velocidad de la luz es 111 en el aire y 112 en el agua. Un rayo de luz 
que viaja de un punto P1 sobre la superficie del agua a un punto P2 debajo de la 

24. 

25. 
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superficie, viajará por la trayectoria que requiera el menor tiempo D t 

Pe! radyo cruzará la superficie en el punto Q en el plano vertical qu~ p:~o;o:a~ quye 
2, e manera que 1 

sen 8¡ sen 82 --;;-- = --;;--, 
donde 81 y 82 son l ' l ad os angu os mostr . os en la figura de la página siguiente: 

P¡ 

y¡ 8¡ 

Figura 7 

~e P~~de suponer que la luz viajará en el plano vertical que pasa por p 1 

ambie~_se puede supo~er q~e cuando la velocidad es constante, e igual a v, e:t::~ 
una regwn, Y s es la distancia recorrida, entonces el tiempo t es igual a t = sfv.) 

Sea P la probabilidad de que ocurrirá cierto evento en todo ensayo S 
n ensayos el t b , · uponer que en 
L = • _eve~-~ se o servo s veces. La funció~ de posibilidad se define como 

(i!) P0 (1 P) • Hal!ar el valor de P que maXImice la función de posibilidad. 
mar :5 P :51.) Considerar n y s como constantes. 

~all~r una ~uac~ón para la recta que pasa por los puntos siguientes y forma con 

( o)s eJes coor ena os un triángulo de área mínima en el primer cuadrante· 
a que pase por el punto (3, 1). · 

(b) que pase por el punto (3, 2). 

26. Sean a¡ • · · ·, an números. Mostrar que existe un solo número z tal que 

(x- ad + · · · + (x- an)2 

es un mínimo, y hallar este número. 

27. ?uan~o la luz e~itid~ de~~e una fuente puntual choca con una superficie plana la 
~ntensidad de la Ilu~macwn es proporcional al coseno del ángulo de incidenci~ e 
~n:ers~mente proporcwnal ~cuadrado de la distancia desde la fuente. ¿A qué altura 

e era colocarse una luz arnba del centro de un círculo de 25 cm d d" d 
la mejor iluminación a lo largo de la circunferencia? (El a'ngulo de r~ I~dpar~ ar 
m"d d d 1 · · e mci encia se I e es e a perpendicular al plano.) 

28. yn r~~tie~te horizontal ~iene una sección transversal en forma de triángulo isósceles 
m ver I ?• onde la longitud de un cateto es de 20m. Hallar el ángulo ent 1 
catetos Iguales que den la capacidad máxima. re os 

29. 
Un recipiente tiene _f~ndo .ho~izontal plano y sección transversal como la mostrada 
~n ~a figualra de la pagma SigUiente. Hallar el ángulo de inclinación de los lados a la 

onzont que den la máxima capacidad. 
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30~ /Zm 
30m 

Figura. 8 

30. Determinar la. constante a tal que la. función 

f(x)=x2 +~ 
X 

[VI, §5] 

tiene (a.) un mínimo local en x = 2 , (b) uri mínimo local en x = -3 . (e) Demostrar 
que la. función no puede tener un máximo local para. todo valor de a. 

31. La. intensidad de iluminación en cualquier punto es proporcional a. la. potencia. de 
la. fuente de luz y varía. inversamente con el cuadrado de la. distancia. a. la. fuente. Si 
dos fuentes de potencia. a y b distan entre sí una. distancia. e, ¿en qué punto de la. 
recta. que las une será la. intensidad un mínimo? 

32. Una. ventana. tiene forma. de rectángulo con un semicírculo superpuesto. Hallar las 
dimensiones cuando el perímetro es de 4 m y el área. es lo más grande posible. 

33. Hallar el radio y el ángulo del sector circular de área. máxima. si el perímetro es 
(a.) 20cm (b) 16cm. 

34. Estamos regando el prado con la. manguera. hacia. arriba. con un ángulo de inclinación 
9. Sea. r el alcance de la. manguera., esto es, la. distancia. desde la. manguera. hasta. 
el punto de impacto del agua.. Entonces r está dado por 

2v2 
r = -sen9cos9, 

g 

donde v y g son constantes. ¿Para. qué ángulo es máximo el alcance? 

35. Una. escalera. se coloca. de manera. que pasa. sobre una. cerca. de 4 m de altura. y se 
apoya. en un muro que está a. 0.7m detrás de la. cerca.. ¿Cuál es la. longitud de la. 
escalera. más corta. que se puede usar? 

36. Se supone que un tanque cilíndrico ha. de tener un volumen dado V. Hallar las 
dimensiones del radio de la. base y de la. altura. en términos de V, de manera que 
el área. de la. superficie sea. mínima. El tanque deberá estar abierto por arriba pero 
cerrado por abajo. 

37. Se va a. arreglar una. cama de flores en forma. de sector circular de radio r y ángulo 
central 9. Hallar r y 9 si el área es fija. y el perímetro es un mínimo en el caso: 

(a) O < 9 :5 71" y (b) O < 9 :5 71"/2. 
Recordar que el área. de un sector es 

A = n 2 • !_ = 9r2 /2. 
271" 

La. longitud de un arco de un círculo de radio r es 

L= 2n ·.!!.... = r9. 
271" 
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38. Una firma vende un producto a $50 por unidad 
mercado x unidades está dado por la función . El costo total de colocar en el 

39. 

f(x) = 5000 + 650x- 45x2 + x 3 • 

¿Cuántas unidades deberán producirse al día. . . 
es la ganancia diaria para este nu' d .pdara maximizar las ganancias? 

mero e um ades? ¿Cuál 

El costo diario de producir x 
unidades de un producto está dado por la fórmula 

f(x) = 2002 + 120x _ 5x2 + .!x3 
3 . 

Cada unidad se vende por $264 . C , t "d 
· · · ¿ uan as um ades deb ' d · 

pa~a maximizar las ganancias? . Cuál e 1 . . . eran pro ucuse al día 
umdades? ¿ s a ganancia diana para este número de 

40. Un producto se coloca en el mercado a 50 d '1 . 
colocar x unidades del producto en el mercad: a;se~:or umdad. El costo total de 

f(x) = 1000 + 150x -100x2 + 2x3. 

¿Cuántas unidades deberán producirse . . 
ganancia diaria para este x? para. maximizar las ganancias? ¿Cuál es la 

41. 
Una compañía es el único fabricante de un producto cuya f . , d 

42. 

• uncwn e costo es 

f(x) = 100 + 20x + 2x2 • 

~i la compañía incrementa el precio, entonces se . 
SI expresamos el precio p( x) como un f . , ;elnd;n menos umdades, y de hecho, 

a uncwn e numero de unidades x' entonces 

p(x) = 620- 8x. 

¿Cuántas unidades deberán producirse ara . . 
esta ganancia máxima? [Idea· El . p ma~mizar las ganancias? ¿Cuál es 
de unidades por el precio.] . Ingreso total es Igual al producto xp(x)' número 

El costo de prod · ·d . . 
UCII x um ades de un producto está dado por la función 

f(x) = 10x 2 + 200x + 6000 

Si p es el precio por unidad, entonces el , : ~ 
está dado por numero de umdades vendidas a ese precio 

X= 1000- p 

·p ' al 10 
d¿ ~ra que V or de X Será positiva la ganancia? C ' 

ucuse para dar ganancias máximas? . ¿ nantas unidades deberán pro-



CAPÍTULO VIl 

Funciones inversas 

Supongamos que tenemos una función, por ejemplo 

y= 3x- 5. 
Entonces podemos despejar x en términos de y' a saber 

X= i(y+5). 
A · uede expresar como función de Y· . 
sJ:u~~:e podemos resolver mediante una fórn;t~la explícita, ~:yd~:~sfl;~~~~ 

santes en los que x se puede expresar como funciOn de y pero SI 

explícita. En este capítulo investigaremos estos casos. 

VIl, §1. DEFINICIÓN DE FUNCIONES INVERSAS 

Sea y = f(x) una función definida para todo x en algún in~erval~ ~ita~: 
cada valor y¡ de y existe exactamente un val?~ x; de x en el mterv o a q 
f(x¡) = YI' entonces podemos definir la funclOn mversa 

x = g(y) =al único número x tal que Y= f(x). 

Nuestra función inversa está definida sólo en aquellos números que son valores 
de ¡. Tenemos la relación fundamental 

f(g(y)) =y y g(f(x)) = x. 

• • 2 se supone definida sólo para Ejemplo 1. Considerar la func10n Y = x , qu: . , . 
1 

Todo número positivo (o O) se puede escnbir de manera u~Jca com~ .e 
x;::: O. , .t. ( O) Por lo tanto podemos defimr la func10n cuadrado de un numero pos¡ JVO 0 · ' 0 E la función 
inversa, que también será definida para y ;::: O' pero no para y < . s 
raíz cuadrada, x = /Y· 
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Ejemplo 2. Suponer que y = 5x - 7. Entonces podemos despejar x en 
términos de y, a saber, 

X= k(y + 7). 
Si f( x) = 5x - 7, entonces su función inversa es la función g(y) tal que 

g(y) = k(y + 7). 

En estos ejemplos podemos escribir la función inversa mediante fórmulas 
explícitas. En general esto no es posible, pero hay criterios que nos dicen en 
qué caso existe la función inversa, por ejemplo cuando la gráfica de la función f 
se ve así. 

--~ 
1 

1 

En este caso, f es estrictamente creciente y está definida en el intervalo [a, b]. 
Para cada punto x de este intervalo existe un valor f(x) = y, y para cada y 
entre f(a) y f(b) existe x único entre a y b tal que f(x) =y. Formalizamos 
esto en el siguiente teorema. 

Teorema 1.1. Sea f(x) una función estrictamente creciente. Entonces 
existe la función inversa y está definida en el conjunto de valores de f. 

Demostración. Esto es prácticamente obvio: Dado un número y1 y un nú-
mero X¡ tal que f(x¡) =y¡, no puede haber otro número x2 tal que f(x2) =y¡ 
a menos que x2 = x1 , pues si x2 ::f x1 , entonces 

o bien x2 >X¡, en cuyo caso !(x2) > f(x¡), 

o x2 < x¡, en cuyo caso !(x2) < f(x¡). 

Como la positividad de la derivada nos da un buen criterio para saber cuándo 
una función es estrictamente creciente, podemos definir funciones inversas cuan­
do la función es diferenciable y su derivada es positiva. 

Como es usual, lo dicho anteriormente se aplica igual a funciones que son 
estrictamente decrecientes y cuya derivada es negativa. 

El teorema siguiente se deduce intuitivamente y se prueba en el apéndice. Lo 
recordamos como el teorema 1.2 del capítulo V. 

Teorema del valor intermedio. Sea f una función continua en un inter­
valo cerrado [a,b]. Sea v un número entre f(a) y f(b). Entonces existe un 
punto e .entre a y b tal que f(c) = v. 
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Este teorema dice que la función f toma todos los valores intermedios entre 
los valores en los puntos extremos del intervalo, lo cual se ilustra en la figura 
siguiente. 

Usando el teorema del valor intermedio concluimos que: 

Teorema 1.2. Sea f una función continua en el intervalo cerrado 

a~x~b 

y suponer que f es estrictamente creciente. Sea f(a) = a y f(b) = f3. 
Entonces la función inversa está definida en el intervalo cerrado [a, ¡3]. 

Demostración. Dado cualquier número -y entre a y ¡3, por el teorema del 
valor intermedio existe un número e entre a y b tal que f(c) = -y. Nuestra 
afirmación se sigue ahora del teorema 1.1. 

Si hacemos que esta función inversa sea g, entonces g(a) =a y g(¡J) = b. 
Más aún, la función inversa se caracteriza por la relación 

f(x) =Y si, y sólo si, X= g(y). 

Nótese que podemos visualizar fácilmente la gráfica de una función inversa. 
Si queremos x en términos de y, simplemente se rota la página en un ángulo 
de 45° invirtiendo los papeles de los ejes x y y. Así, la gráfica de y = f( x) se 
refleja respecto a una recta inclinada a 45° para dar la gráfica de x = g(y). 

y X ¡-g(y) 
~(x) 

X y 

Daremos ahora algunos ejemplos de cómo se puede definir funciones inversas 
en ciertos intervalos. 
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Ejemplo 3. Tomar como f(x) un polinomio de grado 3. Cuando el coefi­
ciente de x3 es positivo, y cuando f tiene máximos y mínimos locales, su gráfica 
se ve así: 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

------1---
a 

A cualquier valor dado de y entre f(a) y f(b) corresponden tres valores posibles 
para x y, por lo tanto, la función inversa no se puede definir a menos que 
demos otras especificaciones. Para esto, supongamos primero que se considera 
f definida sólo para aquellos números :::; a. Entonces la gráfica de f se ve así: 

La función inversa está definida en este caso. Del mismo modo, podemos consi­
derar f como definida en el intervalo (a, b], o en el intervalo de todo x ~ b. En 
cada uno de estos casos, ilustrados en las siguientes figuras, estaría definida la 
función inversa. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

y -------1---
1 
1 

a 

' ------------~ 
1 1 

b X 

En cada caso hemos trazado un punto y y el valor correspondiente x de la 
función inveJ:sa. Ellos son diferentes en los tres casos. 
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Ejemplo 4. Consideremos un ejemplo numérico. Sea 

f(x) = x3 - 2x + 1, 
vista como una función sobre el intervalo x > J2f3. ¿Podemos definir la función 
inversa? ¿Para qué números? Si g es la función inversa, ¿cuál es g(O)? ¿Cuál 
es g(5)? 

Tenemos f' ( x) = 3x2 - 2. La gráfica de f' ( x) es una parábola doblada hacia 
arriba que cruza el eje x en x = ±J213. 

Por lo tanto, 

Gráfica de f'(e =3x'- 2 

f'(x) > 0 {::::::::> X> J2j3 y X < -J213. 
Considérese el intervalo x > J2f3. Entonces f es estrictamente creciente en 

este intervalo, de modo que la función inversa g está definida. Como f(x)---> oo 
cuando x ---> oo, se sigue que la función inversa g(y) está definida para todo 
y> /(J213), esto es, 

y > /( J213) = (2/3)3/2 - 2(2/3)1' 2 + l. 
Ahora 1 > J213, de modo que 1 está en el intervalo x > J213, y /(1) =O. 

Por lo tanto, g(O) = l. 
De manera análoga, /(2) = 5 y 2 está en el intervalo x > J213, de modo 

que g(5) = 2. 
Nótese que no damos ~na fórmula explícita para nuestra función inversa. 

Cuando se trata con polinomios de grado ;::: 3, no se puede dar fórmula alguna. 

Ejemplo 5. Por otro lado, tomar f definida por la misma fórmula, 

f(x) = x3 - 2x + 1, 

pero considerada como una función en el intervalo 

- fi.<x< fi.. Va- -Va 
La derivada de f está dada por f' ( x) = 3x2 - 2. Tenemos 

f'(x) <O {::::::::> -[i < x < [i. 
Por lo tanto, f es estrictamente decreciente en este intervalo, y la función inversa 
está definida, pero es bastante diferente de la del ejemplo 4. Por ejemplo, O está 
en el intervalo. v /(0) :::; 1, de modo que si h denota la función inversa, tenemos 
h(l)=O. , 

•• 
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Ejemplo 6. Sea f(x) = xn (donde n es un entero positivo) y considere­
mos f definida sólo para números x >O. Como f'(x) es nxn-1 , la función es 
estrictamente creciente, por lo que la función inversa existe. Esta función inversa 
g es, de hecho, lo que entendemos por raíz n-ésima. 

En todos los ejercicios de los capítulos anteriores se determinaron intervalos 
en los cuales ciertas funciones crecían y decrecían. Ahora se pueden definir 
funciones inversas para dichos intervalos. En la mayoría de los casos no se puede 
escribir tina fórmula explícita sencilla para tales funciones inversas. 

VIl, §1. EJERCICIOS 

Para. ca.da. una. de las funciones siguientes, determinar si existe una función inversa g 
y determinar los números para. los cuales está definida. g. 
l. f(x) = 3x + 2, para. todo x 2. f(x) = x2 + 2x- 3, O~ x 

3. f(x) = x3 + 4x- 5, para. todo x 4. f(x) = _x_, -1 < x 
x+1 

5. f(x) = _x_, -2 < x 6. f(x) = x + 1 , 1 < x 
x+2 x-1 
1 

7. f(x) = - 2 , O< x < 1 
X -

x2 
8. /(x)=-2- 1 , o<x<S X+ - -

x+2 
9, f(x) =X- 2 , 0 ~X< 2 

1 
10. f(x) =X+ ;;• 1 ~X~ 10 

1 
11. f(x) =X+-, 0 <X< 1 

X -
12. f(x) =X-!, 0 <X< 1 

X -
2x 

13. f(x) = 1 + x2 , -1 ~ x ~ 1 
2x 

14. f(x)= 1 +x2 , 1~x 

VIl, §2. DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS 

Enunciaremos un teorema que nos permita determinar la derivada de una función 
inversa cuando conocemos la derivada de la función dada. 

Teorema 2.1. Sean a y b dos números, a < b. Sea f una función 
diferenciable en el intervalo a < x < b y tal que su derivada f'(x) es > O 
para toda x en este intervalo abierto. Entonces existe la función inversa 
x = g(y) y tenemos 

'( ) 1 . 1 
g y = f'(x) = f'(g(y)) · 

Demostración. Se supone que investigamos el cociente de Newton 

g(y +k) - g(y) 
k. 

/ 
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La siguiente figura ilustra la situación: 

x x+h 

Por el teorema del valor intermedio, todo número de la forma Y+ k con valores 
pequeños de k se puede escribir como un valor de f. Sean x = g(y) Y h = 
g(y + k) - g(y). Entonces 

X= g(y) y g(y+k)=x+h. 

Más aún, y+ k= f(x + h) y, por lo tanto, 

k= f(x + h)- f(x). 

El cociente de Newton para g puede entonces escribirse como 

g(y+k)-g(y) _ x+h-x = h , 
k - f(x+h)-f(x) f(x+h)-f(x) 

y vemos que es el recíproco del cociente de Newton para f, a saber, 

1 

f(x + h)- f(x) 
h 

Cuando h tiende a O sabemos que k tiende a O, pues 

k= f(x + h)- f(x). 

Recíprocamente, cuando k tiende a O sabemos que existe exactamente _un valor 
de h tal que f(x + h) = y+ k, pues la función inversa está defimda. En 
consecuencia, el valor correspondiente de h también debe tender a O. 

Si tomamos ahora el límite del recíproco del cociente de Newton de f, cuando 
h (o k) tiende a O, tenemos 

1 
f'(x )" 

Por definición, ésta es la derivada g'(y) y nuestro teorema está probado. 

Ejemplo 1. Sea f(x) = x3 - 2x +l. Hallar un intervalo tal que la función 
inversa g de f esté definida, y hallar g'(O), g'(5). 

Por inspección vemos que 

/(1) =o y /(2) = 5. 

[VII, §2) DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS 203 

Entonces debemos hallar un intervalo que contenga 1 y 2 y tal que la función 
inversa de f esté definida para ese intervalo. Pero 

/'(x) = 3x2 - 2 

y f'(x) > O si, y sólo si, x > V2f3 o x < -V2f3. (Ver el ejemplo 4 de la 
sección anterior.) Seleccionamos el intervalo x > V2f3, que contiene tanto a 1 
como a 2. Entonces podemos aplicar el teorema general acerca de la derivada 
de la función inversa, que asegura que si y = f( x) entonces 

g'(y) = f':x)" 

Esto-da: 

'(O)- - 1--1 
g - /'(1) - y '( ) 1 1 

g 5 = /'(2) = 10. 
Favor de notar que la derivada g'(y) está dada en términos de f'(x). No tenemos 
una fórmula en términos de y. 

El teorema que nos da la derivada de la función inversa también se puede 
expresar diciendo que 

dx 1 
dy = dyfdx· 

Aquí también la derivada se comporta como si estuviéramos tomando un co­
ciente. Así, la notación es sugestiva y, a partir de ahora, podemos usarla sin 
dudar, pues ya probamos un teorema que la justifica. 

Observación. En el teorema 2.1 probamos que, de hecho, la derivada de la 
función inversa g existe, y está dada por g' (y) = 1/ f' ( x). Si sólo se supone que 
esta derivada existe, entonces puede darse un argumento mucho más corto para 
hallar su valor, usando la regla de la cadena. En efecto, tenemos 

f(g(y)) =y, pues g(y) = x. 

Al diferenciar respecto a y podemos hallar, mediante la regla de la cadena, que 

dy 
f'(g(y))g'(y) = 1, porque -=l. 

dy ' 
Por lo tanto, 

g'(y) = f'(g1(y)), 

como se debía demostrar. 

VIl, §2. EJERCICIOS 

En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, restringir f a un intervalo de modo que la 
función inversa g esté definida en un intervalo que contenga al punto indicado, y hallar 
la derivada de la función inversa en el punto indicado 
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O. f(x) = -x3 + 2x +l. Hallar g'(2). 

l. f(x) = x3 +l. Hallar g'(2). 

2. f(x) = (x- l)(x- 2)(x- 3). Hallar g1(6). 

3. f(x) = x2 - x + 5. Hallar g'(7). 

4. f(x) =sen x + cosx. Hallar g'(- ). 

5. f(x) = sen2x (O~ x ~ 21r). Hallar g'(-Já/2). 

6. f(x) = x4 - 3x2 +l. Hallar g'(-1). 

7. f(x) = x3 + x- 2. Hallar g'(O). 

8. f(x) = -x3 + 2x +l. Hallar g'(2). 

9. f(x) = 2x3 +5. Hallar g'(21). 

10. f( x) = 5x2 + l. Hallar g' (11). 

[VII, §3] 

11. Sea f una función continua en el intervalo [a, b]. Suponer que f es dos veces 
diferenciable en el intervalo abierto a< x < b, y que f'(x) >O y f"(x) >O en 
este int'ervalo. Sea g la función inversa de f. 
(a) Hallar una expresión para la segunda derivada de g. 
(b) Mostrar que g11 (y) < O en su intervalo de definición. Así g se dobla en la 

dirección opuesta a f. 

VIl, §3. EL ARCOSENO 

Es imposible definir una función inversa para la función y = sen z, ya que a 
cada valor de y le corresponde una infinidad de valores de z pues sen(z + 211") = 
sen z = sen( ?T - z). Sin embargo, si restringimos nuestra atención a intervalos 
especiales, podemos definir la función inversa. 

Restringimos la función seno al intervalo 
?T ?T -- < z < -. 2- - 2 

La derivada de sen z es cos z y en ese intervalo tenemos 

O < cos z, de modo que la derivada es positiva, 

excepto cuando z = 1r /2 o z = -?T /2, en cuyo caso el coseno es O. 

Entonces, en el intervalo 
-~ < z < ~ 
2- - 2 

la función es estrictamente creciente. La función inversa existe, y se llama ar­
coseno. 
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eje y 

Sea /(z) = senz, y z = arcseny, la función inversa. Como f(O) = O, 
tenemos arcsen O = O. Más aún, como 

sen(-?r/2) = -1 y sen( 1r /2) = 1, 

sabemos que la función inversa está definida en el intervalo que va de -1 a + 1, 
esto es, para 

-1 ~y~ l. 

En palabras_, podemos decir burdamente que arcsen z es el ángulo cuyo seno 
es z. (Decimos burdamente porque, hablando estrictamente arcsen z es un . . , 
numero, no un angulo, y además porque nos referimos al ángulo entre -?r /2 y 
?r/2 .) 

Ejemplo l. Sea /(z) = sen z y sea g(y) = arcsen y. Entonces 

arcsen(1/-/2) = ?r/4 

porque 
sen ?r/4 = 1/./2. 

De manera análoga, 
arcsen 1/2 = ?T/6 

porque 
sen 1r/6 = 1/2. 

Para cualquier valor de z en el intervalo -?r/2 ~ z ~ ?r/2 tenemos 

arcsen sen z = z, 

por definición de función inversa. Sin embargo, si z no está en este intervalo, 
entonces no tenemos · 

arcsen sen z = z. 



206 FUNCIONES INVERSAS (VII, §3] 

y 

Ejemplo 2 Sea x = -11". Entonces 

sen(-1r) =O, 

arcsen(sen(-1r)) = arcsenO =O f:. -11". 

Ejemplo 3. Tenemos 

arcsensen(37r/4) = 7r/4, 

porque sen37r/4 = 1/.../2, y arcsen 1/.../2 = 7r/4. 

Consideremos ahora la derivada y la gráfica de la función inversa. 
La derivada de sen x es positiva en el intervalo 

-11"/2 < X< 1rj2. 

Como la derivada de la función inversa x = g(y) es 1/ !' ( x), la derivada de 
arcsen y también es positiva en el intervalo 

-1<y<l. 

Por ello, la función inversa es estrictamente creciente en ese intervalo. Su gráfica 
se ve como en la figura que se muestra a continuación. 

eje x 

-1 

+ -?r/2 

De acuerdo con la regla general para la derivada de funciones inversas, sabe­
mos que, cuando y = sen x y x = arcsen y, la derivada es 

dx 1 1 
dy = dyjdx = cosx· 

Cuando x está muy cerca de 1rj2, se sabe que cos x está cerca de O. Por lo tanto, 
la derivada es muy grande, de ahí que la curva sea casi vertical. Igualmente, 
cuando x está cerca de -7r/2 y y está cerca de -1, la curva es casi vertical, 

como se dibujó. 

, 
l 
\ 
J 
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Por último, sucede que podemos expresar nuestra derivada de manera explí­
cita como función de y. En efecto, tenemos la relación 

sen2 x + cos2 x = 1, 

de donde 
cos2 x= 1-sen2 x. 

En el intervalo entre -'Ir /2 y 7r /2, el coseno es ;?:: O. Por lo tanto, podemos 
tomar la raíz cuadrada y obtener 

cosx = V1- sen2 x 

en ese intervalo. Como y = sen x, podemos escribir nuestra derivada en la forma 

dx 1 
dy- Vf=Y2 

la cual está expresada completamente en términos de y. 

Ejemplo 4. Sea x = arcsen y. Hallar dx / dy cuando y = 1/ .../2. Esto se 
hace fácilmente, a saber, si g(y) = arcsen y, entonces 

g'(1/-../2) = 1 = -../2. 
-j1- (1/.../2)2 

Una vez obtenida toda la información deseada acerca del arcoseno, volvamos 
a nuestras letras usuales. Enunciamos la propiedad principal como un teorema. 

Teorema 3.1. Considerar la función seno definida en el intervalo 

[-7r/2, 7r/2]. 

Entonces la función inversa está definida en el intervalo [-1, 1]. Vamos a 
llamarla 

g( x) = arcsen x. 

Entonces g es diferenciable en el intervalo abierto -1 < x < 1, y 

g'(x)= b· 
1- x 2 

VIl, §3. EJERCICIOS 

l. Considerar el coseno definido sólo en el intervalo [0, 1r] y proba;: que existe la función 
inversa arccos. ¿En qué intervalo está definida? Trazar la gráfica. 

2. ¿Cuál es la derivada del arcocoseno? 

3. Sea g(x) = arcsen x. Hallar los valores siguientes: 
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(a) g' (1/2)_ 
( d) g(1/ ../2) 

FUNCIONES INVERSAS 

(b) g' (1/ ../2) 
(e) g'(..;3f2) 

(e) g(1/2) 
(f) g( ../3/2) 

[VII, §4] 

4. Sea g(x) = arccosx. ¿Cuál es g'(t)? ¿Cuál es g'(1/../2)? ¿Cuál es g(t)? ¿Cuál 
es g(1/../2)? 

5. Sea sec x = 1/ cos x. Definir la función inversa de la secante en un intervalo ade­
cuado y obtener una fórmula para la derivada de su función inversa. 

Hallar los números siguientes. 

6. arcsen(sen 37r /2) 

9. arccos(cos -7r/2) 

7. arcsen(sen 21r) 

10. arcsen(sen -37r/4) 

Hallar las derivadas de las siguientes funciones. 

11. arcsen(x2 -1) 12. arccos(2x +5) 

13. 1 14. 2 
arcsen x arccos 2x 

8. arccos( cos 37r /2') 

15. Determinar los intervalos en los cuales la función arcsen se dobla hacia arriba y en 
cuáles se dobla hacia abajo. 

VIl, §4. EL ARCOTANGENTE 

Sea f( x) = tan x y considerar esta función definida en el intervalo 
1r 1r 

-2 <X< 2· 
Conforme x va de -?r/2 a ?r/2; la tangente va desde valores negativos muy 
grandes hasta valores positivos muy grandes. Cuando x tiende a 1r /2, la tangente 
tiene de hecho valores positivos arbitrariamente grandes y, de manera análoga, 
cuando x tiende a -?r /2, la tangente tiene valores negativos arbitrariamente 
grandes. 

Recordamos que la gráfica de la tangente se ve como en la figura siguiente. 

La derivada de tan x es 

_d(,_ta_n_x..:..) = 1 + tan2 x. 
dx 
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Por lo tanto, la derivada siempre es positiva y la función tan es estrictamente 
creciente. Más aún, cuando x varía en el intervalo 

-?r/2 <X< 1rj2, 

tan x varía de valores negativos grandes a valores positivos grandes. Por lo tanto, 
tan x varía sobre todos los números, y así, la función inversa está definida para 
todos los números. La llamamos arcotangente. 

Como sucedió con arcsen y arccos, podemos decir burdamente que arctan y 
es el ángulo cuya tangente es y. Decimos "burdamente" en nuestras afirmaciones 
porque, como ya señalamos, en realidad nos referimos al número de radianes del 
ángulo cuya tangente es y, tal que este número está entre -'Ir /2 y 1r /2. 

Ejemplo l. Tenemos que c.rctan(-1/v'3) = -1rj6, pero 

arctan( -1/Va) :j:. 57r/6, 

aunque tan5?r/6 = -1/v'3. 

Ejemplo 2. Con la misma disposición, hallamos que 

arctan tan5?r/6 = arctan(-1/Va) = -1rj6. 

La razón por la cual tan x :j:. x en este caso, se debe a la manera en que escogimos 
el intervalo de definición de la tangente para tener una función inversa y al hecho 
de que x = 5?r /6 no está en este intervalo. Es evidente que, si x está entre -?r /2 
y 1r /2, entonces debemos tener 

arctan tan x = x. 

Así, 
arctan tan( -?r /6) = -1r /6. 

La gráfica del arctan se ve así: 

-- - _-_::!~ - - - - - - - - - - -

-- - - - - - --- nf2- - - - - - - - -

Ahora la derivada. Sea x = g(y) = arctany. Entonces 

'( ) 1 1 gy----
- f'(x) - 1 + tan2 x 

de modo que 

g'(y)= 1:y2" 



210 FUNCIONES INVERSAS [VII, §4] 

Aquí de nuevo podemos obtener una fórmula explícita para la derivada de la 
función inversa. 

Como con el arcoseno, al tratar de manera simultánea con la función y su 
inversa, debemos mantener separadas nuestras letras x y y. Sin embargo ahora 
resumimos las propiedades del arctan en términos de nuestra notación usual. 

,3;,c. Teorema 4.1. La función inversa de la tangente está definida para todos los 
números. Llamémosla arcotangente. Entonces tiene derivada, y esa derivada 
está dada por la relación 

d( arctan x) 1 
dx = 1 + x2" 

Cuando x se vuelve positivo muy grande, arctan x tiende a Tr/2. 

Cuando x se vuelve muy grande negativo, arctan x tiende a -Tr/2. 
El arcotangente es estrictamente creciente para todo x. 

Ejemplo 3. Sea h(x) = arctan 2x. Para hallar la derivada usamos la regla 
de la cadena, haciendo u = 2x. Entonces 

'( ) 1 2 
h x = 1 + (2x )2 . 2 = 1 + 4x2. 

Ejemplo 4. Sea g la función arctan. Entonces 

'( ) 1 1 
g 5 = 1 + 52 = 26 o 

Ejemplo 5. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva 

y= arctan2x 

en el punto x = 1/(2v'3). 
Sea h( x) = arctan 2x. Entonces 

Cuando x = 1/2v'3 tenemos 

y= arctan ( 2 · 2~) :;::: arctan ~ = 1rj6. 

Por lo tanto, debemos hallar la ecuación de la recta con pendiente 3/2 que pasa 
por el punto (1/2v'3, 1rj6). Sabemos cómo hacerlo; la ecuación es 

y - i :;::: ~ (X - 2~). 
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~jemplo 6 Un globo se eleva desde el suelo a 100m de u b ad 
razon de 50m/ · ·e , . , no serv or, a 
la línea de visió:~~l ¿ b on q~e rapidedz esta creciendo el ángulo de elevación de 

L fi o. serva or cuan o el globo está a una altura de 100m? 
a gura es como sigue: · 

Es preciso determinar dejdt. Sabemos que dyjdt =50. Tenemos 

Como 

obtenemos: 

Por lo tanto, 

y 
lOO =tan e, de donde e = arctan (.JL) 

lOO . 

de de dy 
dt = dy dt 

de 1 1 

dt = t{I~o) 2too5o. 

d(} 1 1 '1 1 
dt Y=Ioo = 1 + 12 100 50 = 4 rad/min. 

VIl, §4. EJERCICIOS 

l. Sea ,u la función arctan. ¿Cuál es g( 1) ? ¿Cuál es ¡;; 
¿Cuál es g(vJ)? g(1/v3)? ¿Cuál es g(-1)? 

2· ~~:~ ;; !~(Jir? arctan. ¿Cuál es g'(1)? ¿Cuál es g'(l/vJ)? ¿Cuál es g'(-I)? 

3. Suponer que vamos a definir u f · ' · 
7r/2 < x < 37r/2 ·Cuál , 1 nda ~nadclon mversa para la tangente en el intervalo 

· ¿ sena a env a de esta función inversa? 

4. ¿Cuál es 

(a) arctan(tan37r/4)? (b) arctan(tan 211")? 
(e) arctan~tan 57r/6)? (d) arctan(tan -57r/6)? 

Hallar las denvadas de las funciones siguientes. 
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5. arctan 3x 

8. x arcsen x 

11. 
senx 

FUNCIONES INVERSAS 

6. arctan .../X 
9. arctan(sen 2x) 

12. arcsen(cosx -x2) 

7. arcsen x + arceas x 

10. x2 arctan 2x 
1 

13. arctan­
X arcsen x 

1 
14. arctan 2x 15. (1 + arcsen 3x)3 16. (arcsen 2x + arctan x2 ) 3 /2 

(VII, §4] 

Hallar la ecuación de la recta tangente en el punto indicado para las curvas siguientes. 

17. y= arcsenx, x = 1/h 
19. y= arctan 2x, x = Vl/2 
21. y= arcsen x, x = -! 

18. y= arccosx, x = 1/h 
20. y= arctan x, x = -1 

22. Un globo se eleva desde el suelo a 150m de un observador a razón de 60 m/min. 
¿Con qué rapidez está creciendo el ángulo de elevación de la línea de visión del 
observador cuando el globo está a una altura de 300m? 

23. Un aeroplano a una altura de 1400 m vuela horizontal y directamente alejándose de 
un observador. Cuando el ángulo de elevación es 7r/4, el ángulo está decreciendo a 
razón de 0.05 rad/seg. ¿Con qué rapidez está volando el aeroplano es ese instante? 

24. Un hombre va caminando a lo largo de una acera a razón de 1.5m/seg. A 10m 
de la acera hay un faro buscador apuntándole. ¿A qué razón está girando el faro 
cuando el hombre está a 5 m del punto de la acera más cercano al faro? 

25. Hay una torre al final de una calle. Un hombre va en automóvil hacia la torre a razón 
de 15m/seg, y la torre mide 150m de altura. ¿Con qué rapidez está creciendo el 
ángulo subtendido por la torre en el ojo del hombre cuando el hombre está a 300m 
de la torre? 

26. Un carro de polida se aproxima a un cruce de calles a 25 m/seg. Cuando está a 
60 m del cruce, un carro pasa por la calle transversal, viajando en un ángulo recto 
respecto a la dirección en que viaja el carro de polida, a razón de 18 m/seg. Si el 
polida dirige su rayo de luz sobre el segundo carro, ¿con qué rapidez está girando 
el rayo de luz 2 segundos después, suponiendo que ambos carros continúan a su 
razón original? 

27. Se jala un peso a lo largo de un piso horizontal mediante una cuerda que pasa sobre 
un gancho a 1.80 m sobre el piso. Si la cuerda se jala sobre el gancho a razón 
de 0.3 m/seg, hallar una expresión para la razón de cambio del ángulo (J entre la 
cuerda y el piso como función del ángulo 8. 

28. Un hombre parado en un punto fijo de un muelle jala un pequeño bote. El muelle 
está a 6 m sobre el nivel del agua. Si el hombre jala la cuerda a 0.6 m/seg, ¿con 
qué rapidez está creciendo el ángulo que forma la cuerda con el agua cuando la 
distancia del hombre al bote es de 15m? 

29. Un helicóptero despega a 300m de un observador y se eleva verticalmente a 6 m/seg. 
¿Con qué rapidez está cambiando el ángulo de elevación del helicóptero respecto al 
observador cuando el helicóptero está a 240m sobre el suelo? 

30. Determinar los intervalos en donde el arctan se dobla hacia arriba y en donde se 
dobla hacia abajo. 
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31. Un helicóptero parte de una base elevánd . 

32. 

velocidad de 4.5 m/seg Al . 't" ose verticalmente en línea recta a una 
· · mismo lempo que part l h r ' 

situado en un punto a 30m de 1 b . e e e lcoptero, un observador 
a ase comienza a ale;ar d 1 b l' una velocidad de 24m/ se . C , . • se e a ase en mea recta a 

del observador al helicópt;;o ¿cu::d~ue takdez ~tá cre~iendo el ángulo de elevación 
a 180m de la base? e 0 erva or esta (a) a 120m de la base? (b) 

Un tren se mueve sobre una r t al ·' d · 
6 m/seg. Un camarógrafo situa~~ :n ejan aste de la estación a un velocidad de 
al · un pun o a 15 m de la e t · ' · eJarse de la estación al mis t" s acwn com1enza a 
h mo lempo que parte el tren d" · · d 1 acia el tren se aleja de 1 t · , ' y, lng1en o a cámara 
de 3 m/seg. '¿A qué razó: e:s:~~;~r::~pe~d~c.ularmente a los rieles con una rapidez 
tren se ha movido (a) 25m? (b) 30m ?o e angula de la cámara después de que el 

33. Un carro viaja a 15 m/seg sobre una recta haci 
cohete. Cuando el carro está a 91 d l l : un punto donde se va a lanzar un 
cohete y su altura está dada com ;n ~- ':f~r . el lanzamiento, empieza a subir el 
dentro del carro está fotografianod unlclonh te tlemCpo por y= ~t3 m. Una persona 
, o e co e e. ¿ on qué · d , . 
angula de elevación de la cáma d , d rap¡ ez esta gHando el 

ra espues e 5 segundos de la partida del cohete? 



CAPÍTULO VIII 

Exponentes y logaritmos 

Recordemos las dificultades que tuvimos al principio con la función 2"' (o 3"', o 
10"' ). Por intuición se consideraba posible la existencia de dichas funciones, de 
modo que satisficieran la ecuación fundamental 

2"'+Y = 2"'2Y 

para todos los números x y y, y 2° = 1 , pero teníamos dificultades para decir 
cuál es el significado de 2v'2 (o 2 .. ). 

El propósito de este capítulo es estudiar estas funciones y otras parecidas. 

VIII, §1. LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 

Si n es un entero positivo, conocemos el significado de 2" : es el producto de 
2 consigo mismo n veces. Por ejemplo, 28 es el producto de 2 consigo mismo 
ocho veces. 

Más aún, también sabemos que 21/n es la raíz n-ésima de 2; es el número 
cuya n-ésima potencia es 2. Así, 2118 es el número cuya 8-ésima potencia es 2. 

Si x = mfn es un cociente de dos enteros positivos, entonces 

2m/n = (21/n)m = (2m)1/n 

se puede expresar en términos de raíces y potencias, de modo que es fácil com­
prender las potencias fraccionarias de 2. El problema surge al querer comprender 
2"' cuando x no es un cociente de dos enteros positivos. Por el momento dejamos 
este problema de lado y suponemos que existe una función definida para todo x, 
denotada por 2"', que es diferenciable. Veremos ahora cómo hallar su derivada. 

[VIII, §1] LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 

Formamos el cociente de Newton. Es 

5x+h- 2"' 

h 
Usando la ecuación fundamental vemos que este cociente es igual a 

2"'2h - 2"' 2h - 1 
-----2"' 
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. h - -h-

Cuando h tiende a O' 2"' permanece fijo, pero es muy difícil ver lo que sucede ~ 
2h- 1 

h 
No es muy claro que este coci:nte tenga un límite. Hablando en términos . . 

~:l~~l~~s1:0J:~~~~:~n una dtfi~ultad análoga a la que surgió cuando trat!:: 

directo causaría más d~fi:~:ad;:~:~~~r~~l~~: :i~~:~::~~~;:~~s un enfoque 

De hecho, es cierto que 

l• sen h 
Im-­

h ..... o h · 

l . 2h- 1 
1m---

. h-+0 h 
extst:. Ve~os que no depende de x' sino sólo de 2. 

St trataramos de tomar la derivada de 10"' t . . 
de determinar el límite ' ermmanamos con el problema 

l• 10h - 1 
1m-· 

h-+0 h ' 
que también es independiente de x. 

En general, supondremos lo siguiente. 

x Sea a u.n número > 1: Existe UJ.Ia función a"'' definida para todos los números 
' que satisface las propiedades siguientes: 

Propiedad l. La ecuación fundamental 

a"'+Y =a"' aY 
se cumple para todos los números x y y. 

~~opiedad 2. Si x es un número racional, x = mfn 
Posit1v t ¡ con m y n enteros os, en onces am n tiene el significado usual: 

amfn = (alfn)m = (am)lfn 

Propiedad 3. La función a"' es diferenciable. 

La función a"' se llama función exponencial. 

For~:~:o:l ec:~~:~:: ~~l~:~:o~"' el mismo procedimiento que aplicamos a 2"' 
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Como suponemos que a"' es diferenciable, se sigue que 

~~:+h "' ah -1 da"' . a -a =a"' lím --. 
-=hm h h o h dz h-o -

Así nos encontramos con el misterioso límite 
. ah -1 

lím--. 
h-o h 

(VIII, §1] 

. resentó al diferenciar sen z' pero antes 
Esta situación es ~~eJante( a 1\ )j~ :~do h tiende a O. Aquí no podemos to-
pudimos hallar el ~nrute dEell~n_t aclarará posteriormente cuando estudiemos mar un enfoque dnecto. Imi e se 

ell~f~ embargo, podemos analizar un poco más este límite. Sea 

f(z)=a"'. 

Afirmamos que 

Esto es porque a = aH~ = a . a o. 

Si multiplicamos por a-1 en ambos lados, obtenemos 1 = ao. 
De la misma manera hallamos 

~------, 

1 a-"'=;};, 

puesto que 

Ahora bien, si hacemos z = O en la fórmtlla 

entonces hallá.mos que 

ah -1 
/'(z) =a"' lím -h-, 

h-o 

ah -1 
f'(z) = lím -­

h-o h 

. 1 mJ"ste;ioso límite del lado derecho es la pen-pues ao = 1. En consecuenc1a, e 
diente de la curva Y = a"' en z = O· 

. . 2"' 0 3"' 0 bien 10"', locali-. Tratemos de ver la apanencta de curvas como , 2"'' 
zando algunos puntos. Damos una tabla de valores para . 
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:¡; 2"' :¡; 2"' 
1 2 
2 4 
3 8 
4 16· 
5 32 

10 1024 
20 1048576 

-1 1/2 
-2 1/4 
-3 1/8 
-4 1/16 
-5 1/32 

-10 1/1024 
-20 1/1048576 

Vemos que el valor y= 2"' crece rápidamente cuando z se vuelve grande, y 
tiende a O rápidamente cuando z se vuelve negativo grande, como se ilustra en 
la figura. 

Gráfica de y = 2z 

El comportamiento cuando z se vuelve negativo grande se debe a la relación 
2-11: = 1/2"'. Por ejemplo, 2-to = 1/210 , que es pequeño. Podemos escribir 

lím 2"' =O. 
ti:-+-oo 

Observen que 2"' > O para todos los números z. De igual manera, si a > O, 
entonces 

a"'> O. para todo z. 

Incluso podemos probar esto a partir de lo que hemos supuesto explícitamente. 
Para ello supongan que a e = O para algún numero e. Entonces, para todo z, 
tenemos 

a"' = a"'-c+c = a"'-cac =O, 
lo cual no es cierto, pues a1 = a =F O. 

Ejercicio. Hacer una tabla análoga para 3"', lO"' y (3/2)"'. 
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. b E sible que la curva b"' tenga 
unaAp~~~~:n~:c::;:;~~:a::o:u~~= ~"'~ aE:ta~o= r:teresados e1specialmeyn~ ~~ o s· b mu grande entonces a curva -
la pendiente cu~ndo x = · . I d es Y_ 0 Si ~ es > 1 pero está cerca de 
tendrá una pendiente muy empma a en x - : - - O Hemos 
1 entonces la curva y = a"' tendrá una pendiente pequena en x - . 
t;azado estas curvas en la figura siguiente. 

b 1 as 2"' 3"' y 10"' para ver lo Traten de localizar algunos puntos so re ~ curv , o a va a aumentando 
que sucede en estos casos concretos. Es po~Ible que, cuand d fa pendiente de 

. 1 (y > 1) a numeros muy gran es, desde numeros cercanos a 0 hasta valores 
"' x - O irá creciendo continuamente de valores cercanos a . 

;ra:~e~ y~ port!oigt~:~o~ ~ar~::g:: ~~~o::~:~eq~~~i~~~~e;n:ss e~ 'n~!:e~:~:~e:~: 
es precisamen · ' f( ) - e"' tenemos 
la pendiente de e"' en x = O es igual a 1 , esto es, para x - , 

!(o+ h) - /(0) . eh - eo 
lím = hm --- = l. 
h-o h h-o h 

De modo que, además de las tres propiedades enunciadas anteriormente, supo­
nemos: 

Propiedad 4. Existe un número e > 1 tal que 

de"' "' -¡;=e, 
o, de manera equivalente, 

eh- 1 
lím-- =l. 
h-o h • 

Este número e se llama base natural para las funciones exponenciales. 

f · 2"' x2 La derivada de x 2 Advertencia. No se confundan las unciOnes y . 
es 2x. La derivada de 2"' es 

d(2"') = 2"' lím 2h h- 1. 
dx h-o 

De manera análoga, cuando a es un número fijo, no se confunda la función a"' 
con xa , donde x es la variable. 

[VIII, §1] .LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 
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Al principio no tenemos idea de lo grande o pequeño que pueda ser e. En los 
ejercicios del 16 al 20 se aprenderá una manera muy eficiente de hallar una ex­
pansión decimal, o aproximaciones para e mediante números racionales. Sucede 
que e está entre 2 y 3, y en particular, es aproximadamente igual a 2.7183 .... 

Al suponer, tal y como lo hemos hecho, las propiedades básicas de e"', po­
demos aplicar algunas de las técnicas anteriores en el contexto de esta función 
exponencial. Mostramos primero que e"' es la única función igual a su propia 
derivada, salvo por un factor constante. 

Teorema 1.1. Sea g(x) una función definida para todos los números y tal 
que g'(x) = g(x). Entonces existe una constante C tal que g(x) =Ce"'. 

Demostración. Tenemos que probar que g(x)fe"' es constante, y sabemos 
cómo hacerlo. Basta probar que la derivada es O. Pero hallamos: 

.:!._ (g(x)) = e"'g'(x)- g(x)e"' 
dx e"' e2z 

= e""g(x)- g(x)e"" 
e2z 

=o. 
Por lo tanto, existe una constante C tal que g(x)fe"" =C. Al multiplicar ambos 
lados por e"' obtenemos 

lo cual prueba el teorema. 
g(x) =Ce"", 

Como un caso particular del teorema tenemos: 

Sea g una función diferenciable tal que g'(x) = g(x) y g(O) = l. Entonces 
g(x)=e"'. 

Demostración. Como g(x) =Ce"', obtenemos g(O) = Ce0 =C. Por lo tanto, 
C = 1 y g( X) = e-" . 

Así, hay una, y sólo una, función g que es igual a su propia derivada y tal 
que g(O) = l. Esta función se llama función exponencial, y a veces se denota 
por exp. Se puede escribir como 

exp'(x) y exp(O) =l. 

Pero usualmente utilizamos la notación previa e"', en lugar de exp(x). 
Hay muchas maneras de probar la existencia de una función g(x) tal que 

g'(x) = g(x) y g(O) = 1, en lugar de dar argumentos de plausibilidad como los 
anteriores. 

En el capítulo XIV daremos una demostración mediante series infinitas. Por 
otro lado, cuando estudiemos el logaritmo en la sección §6 de este capítulo, 
mostraremos primero que existe una función L(x) tal que L'(x) = lfx y L(l) = 
O. Entonces se podrá definir la función inversa, y es fácil ver que esta función 
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inversa g satisface g'(y) = g(y) y g(O) = l. Quien esté interesado en dicha 
teoría puede ojear estas últimas secciones a ver si se ajustan a sus gustos. 

Damos ahora ejemplos y aplicacionés relacionados con la función e"' . 

Ejemplo. Hallar la derivada de e3"'2 
• 

Usamos la regla de la cadena, con u = 3x2 • Entonces 

d(eu) = deu du = e3x•. 6x. 
dx du dx 

Ejemplo. Sea f(x) = ec052"'. Hallamos la derivada de f por medio de la 
regla de la cadena, a saber, 

f'(x) = é 052"'(- sen 2x)2. 

No tiene caso simplificar esta expresión. 

Ejemplo. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y = e"' en x = 2. 
Sea f(x) =e"': Entonces f'(x) =e"' y /'(2) = e2 • Cuando x = 2, y= e2 . 

Por lo tanto, debemos hallar la ecuación de la recta con pendiente e2 , que pasa 
por el punto (2, e2). Esta ecuación es 

y- e2 = e2(x- 2). 

Gráfica de e"' 

Tracemos la gráfica de e"'. Justificamos nuestros afirmaciones usando sólo las 
cuatro propiedades listadas antes. Como 

de"' - = e"' > O para todo x, 
dx 

concluimos que la función f(x) =e"' es estrictamente creciente. Como 

J"(x) = f'(x) = f(x) >O para todo x, 

concluimos que la función se dobla hacia arriba. 
Como /(0) = 1 y la función es estrictamente creciente, concluimos que 

/(1) =e > l. 
Por lo tanto, cuando n es un entero positivo, n = 1, 2, 3, ... , las potencias 
en se vuelven grandes conforme n se vuelve grande. Como e"' es estrictamente 
creciente para todo x, esto muestra también que e"' se vuelve grande cuando x 
es un número real grande. 

Hemos visto que 
e-"'=(e"')- 1 • 

Por lo tanto, cuando x es grande, la inversa 

(e"')- 1 = 1/e"' 

es pequeña (positiva). 
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Así podemos escribir: 

Si X ....... oo, 
Si x ....... - 00 , 

entonces e"' ....... 00 . 

entonces e"' ....... 0. 

Estamos ahora en posición de ver que la gráfica de e"' se ve así: 

y= e' 

VIII, §1. EJERCICIOS 

l. ¿Cuál es la ecuación de la recta tan ente a la 2x 
es (a) 1, (b) -2, (e) O? g curva Y= e en el punto cuya abscisa 

2 ·e ál 1 · · ¿bu. es a ecuacrón de la recta tangente a la curva y _ e"/2 1 a sc1sa es (a) -4, (b) 1, (e) O? - en e punto cuya 

3. ¿Cu~ es la ecuación de la recta tangente a la 
abscisa es 2? curva Y = xe" en el punto cuya 

4. (Hal) lar laas derivadas de las funciones siguientes· 
a esen x (b) . 

sen(e"+senx) 
(e) sen(e"'+2) (d) sen(e4r-s) 

5. (Hal) lar las de~vadas de las funciones siguientes: 
a arctan e (b) e"' cos(3x + 5) 

(e) eli:en 2x (d) earccosx 

(e) 1/e"' (f) xfe"' 
(g) e•.. (h) e-arcsenx 
(i) tan( e"') (j) arctan e2"' 
(k) 1/(sen e"') (l) arcsen(e"' + x) 
(m) e tan z 

(n) tan e"' 

6. (a) Mostrar que la n-ésima derivada de xe"' ( r 

(b) Mostrar que la n -ésima derivada de x -x es x(~1n)2e( para ~ = 1' 2' 3' 4' 5. 
3 4 5 e es x - n )e "' para n = 1 2 

(e) S~p~ne; que ya se probaron las fórm 1 · ' ' 
xe"' y xe-"' ·Cómo d ' u as antenores para la n-ésima derivada de 

· ¿ se proce ena para probar t r• 1 ésima derivada? es as rormu as para la (n + 1)-
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7. Sea f(x) una función tal que /'(x) = f(x) y /(0) = 2. Determinar completamente 
f en términos de e'" . 

8. (a) Sea f(x) _una función diferenciable en algún intervalo que satisfaga la relación 
f'(x) = Kf(x) para alguna constante K. Mostrar que existe una constante C tal 
que f(x) = CeK'". (Idea: Mostrar que la función f(x)feK'" es constante.] 
(b) Sea f una función diferenciable tal que /'(x) = -2xf(x). Mostrar que existe 

una constante C tal que /(x) = ce-'"2
• 

(e) En general, suponer que existe una función h tal que /'(x) = h'(x)f(x). Mos­
trar que f(x) = Ceh(s). (Idea: Mostrar que la función /(x)/eh(s) es constante.] 
La técnica de este ejercicio se usará en aplicaciones en la última sección. 

Hallar la recta tangente a la curva en el punto indicado. 
9. y=e2'", x=1 10. y=xe'", x=.2 

11. y=xe"', x=5 

13. y = e-"', x = O 

12. y= xe-'", x =O 

14. y=x2e-s, x=1 

15. Probar que existe un número único x tal que e,.. + x = O. (Idea: Mostrar que la 
función es estrictamente creciente, y que tiene valores positivos y negativos.] 

16. Probar las desigualdades para x > O: 

(a)1 <e'" (b) 1 + x <e'" 
x2 

(e) 1 +x + 2 <e'" 

(Idea: Primero probar (a) usando el método del capítulo V, §2. Después probar (b) 
usando (a). Después probar (e) usando (b).] 

17. Sea x = 1 en el ejercicio 16 .. Mostrar que 2 <e. Mostrar además que 2.5 <e. 

18. Probar para n = 3, 4, 5, 6 que, para x > O, tenemos 

x2 xn "' 
1 + x + 21 + ... + n! < e 

Por n! (se lee n factorial) nos referimos al producto de los primeros n enteros. 
Por ejemplo: 

19. Para x > O probar: 

(a) 1- x <e-'" 

x2 x3 _,. 
(e) 1- x + 2 - a:-2' <e 

1! = 1 

2! =2 

3! =6 

x2 x3 x4 
(d) e-s < 1- X+-- - + --

2 3·2 4·3·2 

4!= 24 

5! = 120 

6! = 720 

20. (a) Sea x = 1/2 en el ejercicio 19(a). Mostrar que e< 4. 
(b) Sea x = 1 en el ejercicio 19(c). Mostrar que e< 3. 

Funciones hiperbólicas 
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21. (~) Definir las funciones coseno hiperbólico y seno hiperbólico d" t 1 
formulas me 1an e as 

et + e-t 
cosht= ---

2 
y 

e'- e-t 
senht= ---2 o 

Mostrar que sus derivadas están dadas por 

cosh' = senh 

(b) Mostrar que, para todo t, tenemos 

y senh' = cosh. 

cosh2 t- senh2 t = 1. 

. "N_ota: Vemos que las funciones cosh t y senh t satisfacen la ecuación de una 

dhlperbo~a, de manera análoga al seno y coseno ordinarios que satisfacen la ecuación 
e un cuculo, a saber, 

sen2 t + cos2 t = l. 

Ésta es la razón por la cual cosh t y h t 11 sen se aman coseno hiperbólico y seno hi-
perbólico, respectivamente. 

22. Trazar la gráfica de la función 

f(x) = e"+ e-s 
2 

Localizar al menos seis puntos sobre esta gráfica. 

23. Trazar la gráfica de la función 

f(x) = e,..- e-"' 
2 

Localizar al menos seis puntos sobre esta gráfica. 

24. Sea /(x) =He"'+ e-")= cosh x =y. 

(a) !'1ostrar que 1 es ~trictamente creciente para x ~O. Entonces existe la función 
~(;)~sa para este mtervalo. Denotar esta función inversa por x = arccosh y = 

(b) ¿Para qué números y está definida arccosh y? 
(e) Mostrar que 

g'(y)= F.· 
y2 -1 

25. Sea /(x) =He"- e-")= senh x =y. 
(a) Mostrar que / es estrictamente creciente para todo 

función inversa. x. Sea x = arcsenh y la 

(b) ¿Para qué números y está definida arcsenh y? 
(e) Sea g(y) = arcsenh y. Mostrar que 

g'(y)= ~-
1 + y2 
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VIII, §2. EL LOGARITMO 

Si e"' = y, entonces definimos x = log y. Así, de aquí en adelante? ~~g es lo que 
algunos llaman log natural. No tratamos con otro log. Por defimcwn, tenemos 

entonces 
elog:r: = x y loge"' = x. 

Así el log es la función inversa de la función exponencial e"' · Como e"' es 
est;ictamente creciente, la función inversa existe. 

Ejemplos. Tenemos 

loge"'=2, 

loge-3 = -3, 

loge--.12 = -V'i, 
loge"' = 1r. 

De otra manera: 
elog2 = 2, 

Más aún, la relación e0 = 1 significa que 

1 logl =O. 

Como todos los valores e"' son positivos para todos los números x, se sigue que 

log y se define sólo para números positivos ' 

La regla e<a+b) = e4 eb se traduce en una regla para el log, como sigue. 

Teorema 2.1. Si u y v son >O, entonces 

1 log tiV = log u + log v. 

Demostración. Sea a = log u y b = log v. Entonces 
ea+b = eaeb = eloguelogv = uv. 

Por definición, la relación 

significa que 
log uv = a + b = log u + log v 

que era lo que se tenía que demostrar. 

Teorema 2.2. Si u> O, entonces 
,....----------¡ 

logu- 1 = -logu. 

Demostración. Tenemos que 1 = uu- 1 • Por lo tanto, 

O= log 1 = log(uu- 1) = logu + logu- 1 . 

Al sumar -log u en ambos lados, se prueba el teorema. 

[VIII, §2] 

Ejemplos. Tenemos 

EL LOGARITMO 

log(1/2) = -log2 

log(2/3) = log 2- log 3. 

225 

Es obvio que podemos tomar el log de un producto con más de dos términos, 
así como podemos tomar la exponencial de una suma de más de dos términos. 
Por ejemplo 

De manera análoga, si n es un entero positivo, entonces 

donde el producto de la derecha se toma n veces. 
Tenemos la regla correspondiente para el log, a saber, 

log(un) = nlogu. 

Por ejemplo, por el teorema 2.1, hallamos que: 

log(u2) = log(u ·u)= logu + logu = 2logu. 

log( u3) = log( u2u) = log u2 + log u 

= 2logu + logu 

= 3logu. 

Y así sucesivamente, para obtener log un = n log u. 
Se sigue ahora que, si n es un entero positivo, entonces 

1 
log u11n = -log u. 

n 

Demostración. Sea v = u1fn. Entonces vn =u, y hemos visto ya que 

logvn = nlogv. 

Por lo tanto, 

1 
log v = - log vn, 

n 

que es precisamente la relación log u 1fn = 1/n log u. 
El mismo tipo de regla vale para exponentes fraccionales, esto es: 

Si m y n son enteros positivos, entonces 

log umfn = m log u. 
n 
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Demostración. Escribimos umfn = (um)l/n. Entonces 

logum/n = log(um)l/n 

1 = -logum 
n 
m = -logu 
n 

al usar los dos casos por separado. 

[VIII, §2] 

Para dar idea del comportamiento de log, damos unos cuantos valores apro­

ximados: 
log 10 = 2.3, ... , log 10 000 = 9.2, ... , 

log 100 = 4.6, ... , log 100 000 = 11.5, ... , 

log 1000 = 6.9, ... , log 1 000 000 = 13.8, ... , 
Se puede ver que, si :e crece como una progresión geométrica, entonces log :e 
crece como una progresión aritmética. Los valores anteriores ilustran la regla 

log 10n = n log 10, 

donde log 10 es aproximadamente 2.3. 
En los ejercicios 17 y 19 de la sección §1 habrán probado que 2.5 <e< 3. 

Hacer una tabla de los valores en y log en = n. Entonces se puede comparar el 
crecimiento de en con logen de manera similar. Para enteros positivos se puede 
ver que log en crece muy despacio comparado con en . Por ejemplo, 

loge3 = 3, 

loge4 = 4, 

loge5 = 5, 

loge10 = 10. 
Usando el hecho de que e está entre 2 y 3, se puede ver que las potencias como 
es o e10 son bastante grandes comparadas con los valores de log, que son 5 y 
10, respectivamente, en estos casos. Por ejemplo, como e > 2, tenemos 

e10 > 210 > 1000. 
Se observa el mismo fenómeno en dirección opuesta para las potencias negativas 
de e. Por ejemplo: 

1 
log- = -1, 

e 
1 

log 2 = -2, 
e 
1 

log 3 = -3, 
e 
1 

log1o = -10. 
e 
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Hacer h = 1/ eY. Conforme h tiende a O, y se vuelve positivo grande, pero 
bastante despacio. Hacer una tabla análoga para log(1/10n) con n = 1, 2, 3, 
4, 5, 6, para obtener una idea con ejemplos numéricos. 

Observen que si :e es un número entero positivo y escribimos :e = eY , entonces 
y = log :e es negativo grande. Por ejemplo, 

si :e= 1/e10" = e- 10", 

si :e= 1/e¡o•oo = e-lo'oo, 

En resumen: 

entonces 

entonces 

log:c = -106 , 

logx = -10100 . 

Si x __,. O, entonces log x __,. -oo. 

La razón viene del comportamiento de eY • Si y __,. -oo, entonces eY __,. O. Del 
mismo modo, si y __,. oo, entonces eY __,. oo. Esto se traduce en la propiedad 
correspondiente de la función inversa: 

Si x __,. oo, entonces log x __,. oo. 

La derivada de log 

A continuación consideramos las propiedades de diferenciación de la función log. 
Sea 

y = e~~: y :e = log y. 

Por medio de la regla para diferenciar funciones inversas, hallamos 

dx 1 1 1 
dy = dyjdx = e~~: - y 

Por lo tanto, tenemos la fórmula: 

Teorema 2.3. 

d logy 1 
---¡y= y 

De la gráfica de e~~: vemos que e~~: toma todos los valores > O. Por ello la 
función inversa log está definida para todos los números reales positivos, y po~ la 
manera general de hallar la gráfica de una función inversa, vemos que su gráfica 
se ve como en la figura. 
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eje y 

y=logx 

eje x 

En la figura, la gráfica cruza el eje horizontal en 1, pues 

e0 = 1 significa que log 1 = O. 

Nótese que la derivada satisface 

d logx =.!.>O, para todo x >O, 
dx x 

de modo que la función log es estrictamente creciente. 
Más aún 

Concluimos que la función log se dobla hacia abajo según se mostró. 

[VIII, §2] 

Observación. A veces consideraremos funciones compuestas del tipo 
log(f(x)). Como log no está definida para números <O, la expresión log(f(x)) 
está definida sólo para números x tales que f( x) > O. Esto es lo que debe 
entenderse cuando se escriba este tipo de expresión. 

Entonces si escribimos log( x - 2), estará definida sólo cuando x - 2 > O, 
en otras pal~bras, x > 2. Cuando escribamos log(sen x), la expresión tendrá 
sentido sólo cuando sen x > O. No está definida cuando sen x $ O. 

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = log(x - 2) en el punto 
X= 5. 

Sea f(x) = log(x- 2). Entonces f'(x) = 1/(x- 2) Y 

!'(5) = 1/3. 

Cuando x = 5, log( x - 2) = log 3. Debemos hallar la ecuación de la recta con 
pendiente 1/3, que pasa por (5, log 3). Esto es fácil, como puede verse: 

y-log3=i(x-5). 

Ejemplo. Esbozar la gráfica de la función f( x) = x 2 + log x, para x > O. 
Comenzamos tomando la derivada, a saber, 

1 1 
f(x)=2x+-. 

X 

[VIII, §2] EL LOGARITMO 
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La función f tiene un punto crítico precisamente cuando 2x = -1/ x, esto 
es, 2x2 = -1. Esto nunca puede suceder, por lo cual no hay punto crítico. 
Cuando x > O, la derivada es positiva, por lo que en este intervalo la función es 
estrictamente creciente. 

Cuando x se vuelve positivo grande, x 2 y log x se vuelven positivos grandes. 
Por lo tanto, 

si x--> oo, entonces f(x)--. oo. 
Conforme x tiende a O por la derecha, x 2 tiende a O, pero log x se vuelve 

negativo grande. Por lo tanto, 

si x--.0 .Y x>O, entonces f(x)->-oo. 
Finalmente, para determinar las regiones donde f se dobla hacia arriba o 

hacia abajo, tomamos la segunda derivada y hallamos 

!" ( x) = 2 - _.!._ = 2x2 - 1 . 
x2 x2 

Entonces: 

f" (X) > 0 {:::::> 2x2 -1 >O X> 1/V2 

{:::::> se dobla hacia arriba. 

De manera semejante, 

!"(x)<O 2x 2 -1 <O X< 1/V2 

{:::::> f se dobla hacia abajo. 
Por lo tanto, 1/Vi es un punto de inflexión. Afirmamos que 

!(1/V2) >o. 
En efecto, 

/(1/vf2) = -2
1 -log(V2) =!-! log2. 

2 2 
Pero el log es estrictamente creciente y 2 < e, de modo que 

log2 < loge =l. 
Por lo tanto, 1 -log2 > O. Esto prueba que /(1/V'?.) > O. Se sigue que la 
gráfica de f se ve así. 

Gráfica de f(x) = x2 + log x 
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VIII, §2. EJERCICIOS 

l. ¿Cuál es la. recta. tangente a. la. curva. 11 = logx en el punto cuya. abscisa. es (a.) 2, 
(b) 5, (e) l? 

2. ¿Cuál es la. ecuación de la. recta. tangente a. la. curva. 11 = log( x2 + 1) en el punto 
cuya.a.bscisa.es(a.) -1,(b) 2,(c) -3? 

3. Hallar la.s derivadas de la.s funciones siguientes: 

(a.) log(senx) (b) sen(log(2x +3)) (e) log(x2 + 5) (d) log 2x 
senx 

4. ¿Cuál es la. ecuación de la. recta. tangente a. la. curva. 11 = log( x + 1) en el punto cuya. 
abscisa. es 3? 

5. ¿Cuál es la. ecuación de la. recta. tangente a. la. curva. 11 = log(2x - 5) en el punto 
cuya. abscisa. es 4 ? 

6. (a.) Probar que log(1 + x) < x para. todo x > O. [Idea.: Sea. f( x) = x -log(1 + x), 
hallar f(O) y mostrar que f es estrictamente creciente para. x 2: O.] 
(b) Para. x > O, mostrar que 

X 
-1 - < log(1 + x). +x 

Hallar la. recta. tangente a. la. curva. en el punto indicado. 
7. 11 = logx, en x =e 8. 11 = xlogx, en x =e 

9. 11 = xlogx, en x = 2 10. 11 = log(x3 ), en x =e 
1 1 

11. 11 = -- en x = e 12. y= --, en x = 2 
logx logx 

Diferenciar la.s funciones siguientes. 

13. log(2x + 5) 

X 
16. -1 -ogx 

14. log(x2 + 3) 

17. x(log x )1 / 3 

19. Trazar la. curva. 11 = x + log x, x > O. 

1 
15" logx 

18.log~ 

20. Probar que existe un número único x > O tal que log x + x = O. Tldea: Mostrar 
que la. función es estrictamente creciente y toma. valores positivos y negativos. Usar 
el teorema. del valor intermedio.) 

VIII, §3. LA FUNCIÓN EXPONENCIAL GENERAL 

Sea a un número > O. En la sección § 1 listamos cuatro propiedades de la función 
al& , con z como la variable. Listaremos una más: · 

Propiedad 5. Para todos los números z y y tenemos 

(al&)ll = al&ll. 
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Por ejemplo, si z = n y y = m son enteros positivos, entonces (am)" es el 
producto de am consigo mismo n veces, que es igual a amn . Deduciremos ahora 
algunas consecuencias de esta propiedad. 

En primer lugar, de la sección anterior sabemos que 

a= elog". 

Por lo tanto, 

Por la propiedad 5, se tiene 

pues (log a )z = z log a. Así por ejemplo, 
101& = e~&loglo. 

La fórmula anterior permite hallar la derivada de al&. Recuerden que a debe 
considerarse constante. 

Teorema 3.1. Tenemos 

Demostración. Usamos la regla de la cadena. Sea u= (loga)z. Entonces 
dufdz = loga y a"= eu. Por lo tanto, 

según se deseaba. 

Ejemplo. 

d(at&) d(eu) du -- = --- = eu(loga) = a"'loga 
dz du dz 

d(2"') -- = 2"'log2. 
dz 

Advertencia. La derivada de z"' NO es z"' logz. Obténgase en el ejercicio 
7. La diferencia entre zl& y al& (como 21& o 101&) es que a es constante, mientras 
que, en la expresión z"' , la variable z aparece dos veces. 

El resultado del teorema 3.1 aclara el misterioso límite 

1' 211 - 1 
~~~-h-

encontrado en la sección §1. Veremos ahora que este límite es igual a log2. De 
manera más ·general, sea a > O y sea 

/(z) =a"'>. 

En la sección §1 dimos el argumento de que 

a11 -1 
/'(z) =a"' lím -h­

Il-o 
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Por el teorema 3.1 sabemos además que 

Por lo tanto, 

J'(x) =a" loga. 

ah -1 
lím -- = log a. 
h-+0 h 
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Como el log es estrictamente creciente, hay un solo número a tal que log a = 1, 
y ese número es a = e. Así, la función exponencial e" es la única entre todas 
las posibles funciones exponenciales a" cuya derivada es igual a sí misma. Por 
el teorema 3.1, como 

da" 
-·-=a" loga, 
dx 

si a =f. e, entonces obtenemos el factor log a =f. 1 en la fórmula para la derivada 
de a". 

Como aplicación de nuestra teoría de la función exponencial podemos ocu­
parnos de la función potencia general (que dejamos pendiente en el capítulo 
III). 

Teorema 3.2. Sea e cualquier número, y sea 

f(x) = X 0 

definida para x >O. Entonces f'(x) existe y es igual a 

J'(x) = cxc-l. 

Demostración. Hacer u = e log x. Por definición, 

f(x) = eclogx = eu. 

Entonces 
du e 

dx X 

Usando la regla de la cadena, vemos que 

1 du ¡ e e e e -1 c-1 f (x) = eu ·- = e0 ogx ·-=X ·-=ex X =ex . 
dx X X 

Esto prueba nuestro teorema. 

Advertencia. El número e en el teorema 3.2 es constante, y x es la variable. 
N o confundir 

de" dx =e" loge con 
dxc c-1 
dx =ex . 

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y= x" en x = 2. 
Podemos escribir la función x" en la forma 

y= J(x) = e"logx. 

[VIII, §3) 

Entonces, 

LA FUNCIÓN EXPONENCIAL GENERAL 

f' (X) = e" log x (X · .; + log X) 

= x"(1 + logx). 

En particular, obtenemos la derivada (pendiente) en x = 2, 

/'(2) = 22 (1 + log 2) = 4(1 + log 2). 
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Tenemos /(2) = 22 = 4. Por lo tanto, la ecuación de la recta tangente en x = 2 
es 

y- 4 = 4(1 + log2)(x- 2). 

Definición. Cuando x y y son dos números tales que y = 2", es costumbre 
decir que x es el log de y de base 2. De manera análoga, si a es un número 
> O y y = a" = e" log a , decimos que x es el log de y de base a . Cuando 
y = e", decimos simplemente que x = log y. 

El log de base a se escribe a veces loga. 
Concluimos esta sección estudiando límites, que ahora son fáciles de manejar. 
En primer lugar tenemos 

Límite l. 

lím -h1 log(1 + h) = l. 
h-0 

En efecto, el límite del lado izquierdo no es más que el límite del cociente de 
Newton 

1' log(1 + h) -log 1 _ 1 '(1) 
h~ h - og · 

Como log'(x) = 1/x, se sigue que log'(1) = 1, como se deseaba. 

Límite 2. 

lím(1 + h)1fh =e. 
h-+0 

Demostración. Tenemos 

(1 + h)lfh = el/hlog(l+h) 

ya que, por definición, a" = e" log a. Acabamos de ver que 

1 
h log( 1 + h) --> 1 cuando h--> o. 

Por consiguiente, 

e(l/h)log(l+h) _.el= e cuando h--> o. 
Esto prueba el límite deseado. 
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Observación. Aquí estamos usando la continuidad de la función e"'. 

Si x tiende a un número x 0 , entonces e" tiende a e"' o. 

Que la función e"' sea continua se sigue de la hipótesis de que e"' es diferenciable. 

Por ejemplo, si x tiende a -/2, entonces e"' tiende a e../2. 
Si x tiende a 1, entonces e"' tiende a e1 = e. 
Si x tiende a O, entonces e" tiende a e0 = l. 
Regresemos al límite 2 y reformulemos este límite. Escribimos h = 1/ x. 

Cuando h tiende a O, x se vuelve grande, esto es, 

h --> O si, y sólo si, x --> oo. 

A partir de eso hallamos el límite: 

Límite 3. 

lím (1 +.!.)"'=e. 
Z-+00 X 

En los ejercicios se dedujo fácilmente de este límite que, para r > O, tenemos 

Esto tiene una aplicación interesante. 

Ejemplo. Interés compuesto. Sea A una cantidad de dinero invertida a 
interés compuesto anual de lOOr por ciento, donde r > O. Así r es la razón de 
la tasa de interés de 100 por ciento. Entonces esta cantidad original crece hasta 
las cantidades siguientes después del número indicado de años: 

Después de 1 año: A+ rA = (1 + r)A. 
Después de 2 años: (1 + r)A + r(l + r)A = (1 + r)2 A. 
Después de 3 años: (1 + r)2 A+ r(l + r)2 A= (1 + r)3 A. 

Al continuar de esta manera concluimos que, después de n años, la cantidad es 

An = (1 + rt A. 

Supongamos ahora que esta misma tasa de interés de lOOr se compone cada 
1/m años, donde m es un entero positivo. Esto es equivalente a decir que la tasa 
es de lOOr/m por ciento por 1/m años, compuesto cada 1/m años. Apliquemos 
la fórmula anterior al caso donde la unidad de tiempo es 1/m años. Entonces 
q años son iguales a qm ·1/m años. Por lo tanto, si el interés se compone cada 
1/m años, depués de q años la cantidad es 

( r )qm 
Aq,m = 1+ m A. 
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La cantidad que se obtiene después de q años, si el interés está compuesto 
continuamente, es el límite de Aq,m cuando m --> oo. A la luz del límite que el 
lector ya debe haber determinado, vemos que después de q años de composición 
continua, la cantidad es 

( r )qm 
lím 1 + - A = erq A. 

m-+oo m 

Para dar un caso numérico, suponer que 1000 dólares producen el 15 por 
ciento compuesto anualmente. Entonces r = 15/100. Después de 10 años, la 
cantidad será 

e*- 10 • 1000 = e1.51000. 

Como e es aproximadamente 2.7, se puede obtener una respuesta numérica 
definida. 

VIII, §3. EJERCICIOS 

l. ¿Cuál es la derivada de 10"'? ¿Y de 7"'? 

2. ¿Cuál es la derivada de 3"'? ¿Y de 7r'"? 

3. Trazar las curvas y = 3"' y y = 3-"'. Localizar al menos cinco J.>Untos. 

4. Trazar las curvas y = 2"' y y = 2-"'. Localizar al menos cinco puntos. 

5. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y= lO'" en x =O. 

6. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva de y = ll""" en x = 2. 

7. (a) ¿Cuál es la derivada de la función x"" (definida para x > O)? [Idea: x"" 
e:~:log :z-] 
(b) ¿Cuál es la derivada de la función x<x"')? 

8. Hallar la ecuación de la recta tangente ·a la curva y = x"" 
(a) en el punto x = 1 (b) en x = 2 (e) en x = 3. 

Hallar las rectas tangentes a las curvas siguientes: 

9. y= x..!i 

10. y= :r;-..!i 

(a) en x = 2 

(a) en :r; = 2 

(b) en :r; = 5 

(b) en x = 5 

11. Si a es un número > 1 y =!i > O, mostrar que •.. ' 

\;"···' ,., . x"- 1;::: a(x -1). 

12. Sea a un número >O. H~l~s puntos críticos de la función f(x) = x 2 fa'". 

13. Sea O < r. Usando el límite 3, probar el límite 

lím (1 + .!:.)"" = er. 
z-oo X 

[Idea: Sea :r; = ry y sea y--+ oo.] 
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14. Mostrar que 
lím n(ya-1)=loga. 

n-oo 

[Idea: Sea h = 1/n .) Este ejercicio muestra cómo se pueden obtener aproximaciones 
del logaritmo con sólo tomar raíces n-ésimas ordinarias. De hecho, al tomar n = 2k 
y usar enteros grandes k, obtenemos aproximaciones arbitrariamente buenas de log 
al extraer una sucesión de raices cuadradas. Hacerlo en una calculadora de bolsillo 
para verificarlo. 

VIII, §4. ALGUNAS APLICACIONES 

Se sabe (de datos experimentales) que cuando un trozo de radio se deja para 
que se desintegre, la razón de desintegración es proporcional a la cantidad de 
radio que queda. Dos cantidades son proporcionales cuando una es un múltiplo 
constante de la otra. 

Supóngase que en el tiempo t = O tenemos 10 gramos de radio y que en el 
tiempo t queda f(t) cantidad de radio. Entonces 

ldi=Kf(t) 
~ 

para alguna constante K. Tomamos K negativa porque la interpretación física 
es que la cantidad de substancia decrece. 

Mostremos que existe una constante e tal que 

f(t) = eeKt. 

Si tomamos la derivada del cociente 

f(t) 
eKt 

y usamos la regla para la derivada de un cociente, hallamos 

:!_ (f(t)) = eKtf'(t)-KeKt =0 
dt eKt e2Kt 

pues f'(t) = K f(t). Como la derivada es O, el c~ciente f(t)jeKt es constante, 
o, de manera equivalente, •hay una constante e tal que 

f(t) = eeKt. 

Sea t = O. Entonces f(O) = e. Así, e= 10, si,,se supone que comenzamos con 
10 gramos. 

En general, si f(t) = eeKt es la función que da la cantidad de substancia 
como función del tiempo, entonces 

t(o) =e, 
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y e se interpreta como la cantidad de substancia cuando t = O, esto es, la 
cantidad original. 

También se puede considerar una reacción química. Es frecuente el caso en 
que la razón de la reacción es proporcional a la cantidad de la substancia reactiva 
presente. Si f(t) denota la cantidad de substancia que queda después del tiempo 
t, entonces 

df = Kf(t) 
dt 

para alguna constante K (determinada experimentalmente en cada caso). Es­
tamos entonces en una situación semejante a la anterior, y 

f(t) = eeKt, 

donde e es la cantidad de substancia en t = o. 
Ejemplo l. Suponer que f(t) = 10eKt, donde K es una constante. Supo­

ner que /(3) = 5. Hallar K. 
Tenemos 

y entonces 

de donde 

e3K = ~ = ~ 
10 . 2' 

3K = log(1/2) y K= -log2. 
3 

Ejemplo 2. El azúcar se disuelve en el agua a una razón proporcional a la 
cantidad aún sin disolver. Si 25 kg de azúcar se reducen a 7 kg en 3 hr, ¿cuándo 
se disolverá el 20 por ciento del azúcar? 

Sea S(t) la cantidad de azúcar que aún no se disuelve, en el instante t. 
Entonces, por hipótesis, 

S(t) =ee-kt 

para constantes adecuadas e y k. Más aún, como S(O) = e, tenemos e= 25. 
Así 

También tenemos 

de modo que 

S(t) = 25e-kt. 

S(3) = 25e-3k = 7 

7 
e-3k = 25. 

Así podemos despejar k, a saber, tomamos el log y obtenemos 

-3k = log(7 /25), 

de donde 
1 

-k = 31og(7 /25). 
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Cuando se ha disuelto el 20 por ciento, queda el 80 por ciento. Nótese que el 
80 por ciento de 25 es 20. Queremos hallar t tal que 

o, en otras palabras, 

Obtenemos 

20 = 25e-kt, 

-kf 20 4 
e = 25 = 5· 

-kt = log( 4/5), 

de donde 
t = log( 4/5) = 3 log( 4/5) . 

-k log(3/10) 

Ésta es nuestra respuesta. 

Observación. No cambia el resultado si comenzamos con 

S(t) = ee-kt o S(t) = ee"t. 

Incluso pudimos haber trabajado el problema de otra manera. Para aplicaciones, 
cuando las substancias decrecen resulta conveniente -usar una convención tal 
que k > O, de modo que la expresión e-kt decrezca cuando t crece. Pero 
matemáticamente, los procedimientos son equivalentes, basta hacer K = -k. 

Ejemplo 3. Una substancia radiactiva se desintegra proporcionalmente a 
la cantidad de substancia presente en un instante dado, digamos 

f(t)ee-kt 

para alguna constante positiva k. ¿En qué instante quedará exactamente 1/4 
de la cantidad original? 

Para hacer esto, queremos saber el valor de t tal que 

f(t) = ej4. 

Por ello, queremos resolver 
ee-kt = ej4. 

Nótese que podemos cancelar e para obtener e-kf = 1/4. Tomando logaritmos 
se tiene 

-kt = -log4, 

de donde 
log4 

t= -k-. 

Observen que la respuesta es independiente de la cantidad original e. Los 
experimentos permiten determinar la constante k. Por ejemplo, si se pudiera 
analizar una muestra y determinar que queda 1j4 parte después de 1000 años, 
hallaríamos que 

log4 
k= looo· 
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Ejemplo 4 El crecimiento exponencial también refleja la explosión demográ­
fica de la población. Si P(t) es la población como función del tiempo t, entonces 
su razón de crecimiento es proporcional a la población total; en otras palabras, 

dp 
- = KP(t) 
dt 

para alguna constante positiva K. Se sigue entonces que 

P(t) = eeKt 

para alguna constante e' que es la población en el instante t = o. 
Supongan que buscamos el instante en que se duplicará la población. Debe­

mos entonces hallar t tal que 

o, de manera equivalente, 

Al tomar log se tiene 

de donde 

eeKt = 2e, 

Kt = log2, 

t _ log2 
- K. 

Nótese que este instante depende sólo de la razón de cambio de la población, no 
del valor original de e. 

VIII, §4. EJERCICIOS 

l. Sea f(t) = 10eK1 para alguna constante K. Suponer que se sabe que /(1/2) = 2. 
Hallar K. 

2. Sea f(t) = Ce21 • Suponer que se sabe que /(2) = 5. Determinar la constante C. 

3. Un gramo de radio se deja para que se desintegre. Después de un millón de años 
queda 0.1 gramo. ¿Cuál es la fórmula que da la razón de desintegración? 

4. Cierta substancia química reacciona. de manera que la razón de reacción es igual 
a la cantidad de substancia. presente. Después de una. hora., quedan 20 gramos de 
substancia. ¿Cuánta substancia. había. al principio? 

5. Una. substancia. radiactiva. se desintegra. proporcionalmente a. la. cantidad de subs­
tancia presente en un instante dado, digamos 

f(t) = CeKt. 

¿En qué instante habrá exactamente la. mitad de la cantidad origina.i presente? 

6. Suponer que K= -4 en el ejercicio anterior. ¿En qué instante habrá un tercio de 
la substancia.? 
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7. Si las bacterias crecen en número con una razón proporcional al número presente, 
¿cuánto tiempo pasará. antes de que 1 000 000 de bacterias aumenten a 10 000 000 
si tardan 12 minutos en aumentar a 2 000 000? 

8. Una substancia se descompone a razón proporcional a la cantidad presente. Después 
de 3 minutos se ha descompuesto el 10 por ciento de la substancia original. ¿Cuándo 
se descompondrá. la mitad de la cantidad original? 

9. Sea 1 una función de una variable t y crece a la razón di/ dt = kl, donde k es 
una constante. Sea an = 1( nt¡), donde t¡ es un valor fijo de t, t¡ > ,O. Mostrar 
que ao , a¡ , a2 , • • • es una progresión geométrica. 

10. En 1900, la población de una ciudad fue de 50 000 habitantes. En 1950 fue de 
100 000. Si la razón de crecimiento de la población es proporcional a la población, 
¿cuál será. la población en 1984? ¿En qué año será. de 200 000? 

11. 

12. 

Suponer que la razón de cambio de la presión atmosférica con respecto a la altura, 
a cualquier altura, es proporcional a la presión que hay ahí. Si en el barómetro se 
lee 30 a nivel del mar y 24 a 1835 m, hallar la lectura barométrica a los 3058 m 
sobre el nivel del mar. 

El azúcar se disuelve en el agua a razón proporcional a la cantidad to~ 
disolverse. Si 13.6 kg de azúcar se reducen a 4.5 kg en 4 hr, ¿cuándo se disolverá 
el 95 por ciento del azúcar? 

13. Una partícula se mueve con velocidad s(t) que satisface ds/dt = -ks, donde k es 
alguna constante. Si la velocidad inicial es de 16 unidades/min y si la velocidad se 
disminuye a la mitad en 2 min, hallar el valor de t cuando la velocidad es de 10 
unidades/min. 

14. Suponer que la diferencia x entre la temperatura de un cuerpo y su medio ambiente 
decrece a razón proporcional a su diferencia. Si x = 100° cuando t = O, y x = 40° 
cuando t = 40 minutos, hallar t (a) cuando x = 70°, (b) cuando x = 16°, (e) el 
valor de x cuando t = 20. 

15. Al apostar, un jugador inexperto pierde dinero a una razón igual a la cantidad que 
tiene en cada instante. ¿En qué instante t habrá. perdido la mitad de su capital 
inicial? 

16. Se sabe que el carbono radiactivo tiene una vida mediá' de 5568 años, lo cual 
significa que eso tarda en descomponerse la mitad de la cantidad original. Además, 
la razón de descomposición es proporcional a la cantidad presente, de modo que, 
por lo que hemos visto en el texto, tenemos la fórmula 

l(t) = CeKt 

para esta cantidad, donde C y K son constantes. 
(a) Hallar explícitamente la constante K. 
(b) Se halla algo de carbono descompuesto en una cueva y un análisis muestra que 

se ha descompuesto un quinto de la cantidad original. ¿Cuánto tiempo lleva el 
carbono en la cueva? 
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X VIII, §5. ORDEN DE MAGNITUD 

En esta sección aiJ.alizamos más de cerca el significado de nuestra expresión acerca 
de que e" crece mucho más rápido que z, y log z crece mucho más despacio que 
z, cuando z se vuelve grande positivo. 

Consideremos el cociente 
e" 
z 

cuando z se vuelve grande positivo. Tanto el numerador como el denominador 
se vuelven grandes, y la cuestión es: ¿cuál es el comportamiento del cociente? 

Primero hagamos una tabla para valores sencillos 2" / n cuando n es un en tero 
positivo, para ver expérimentalmente que 2" /n se vuelve grande cuando n se 
vuelve grande. Acordemos que n denotará siempre a un entero positivo a menos 
que se especifique otra cosa. ' 

n 2" 2"/n 
1 2 2 
2 4 2 
3 8 8/3 
4 16 4 
5 32 32/5 > 6 

10 1024 102.4 > 100 
20 1048576 52 428.8 > 5 X 104 

Como 2 < e, tenemos 2"/n < e"/n, y vemos experimentalmente que e"/n 
se ~uelve grande. Ahora queremos probar esto. Probemos primero algunas 
desigualdades para e". Usamos técnicas de los ejercicios de la sección §1 y 
procedemos por pasos. Consideremos z > O. 

(a) Mostremos primero que -

para z >o. 

Sea ft(z) =e"- (1 + z). Entonces faz)= e" -l. Como e"> 1 para z >O 
concluimos que ' 

/Hz)> O para z >O. 
Por lo tanto, f¡('z) e8 estrictamente creciente para z >O. Como f 1(0) =O, 
concluimos que ft(z) >O para z >O, lo cual significa Que 

e"- (1 + z) >O, o en otras palabras, e"> 1 + z, 
como se quería demostrar. 

(b) A continuación mostramos que 

1 +. + ~ < , ....... > o. 1 
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Sea f2(x) = e" - (1 + x + x2/2). Entonces /2(0) =O. Más aún, 

f~(x) =e"- (1 + x). 

Por la parte (a), sabemos que /~(x) > O para x > O. 
estrictamente creciente, y se sigue que h(x) > O para 

Por lo tanto, h es 
x > O, o, en otras 

palabras, 
para X> 0. 

Esto prueba la desigualdad deseada. 

Teorema 5.1. La función e"fx se vuelve grande cuando x se vuelve grande. 

Demostración. Dividimos ambos lados de la desigualdad (b) entre x Y obte-

nemos 1 x e" 
-+1+- < -. 
X 2 X 

Cuando x se vuelve grande, sucede lo mismo con el lado izquierdo, 

probado el teorema 5.1. 

y queda 

Teorema 5.2. La función e"¡ x2 se vuelve. grande cuando x se vuelve 
grande. De manera más general, sea m un número positivo. Entonces 

e" 
- -+ oo cuando x -+ oo. 
xm 

Demostración. Usarnos el mismo método. Primero se prueba la desigualdad 

(e) para X> 0. 

Recordar que, por definición, 2! = 2 y 3! = 3 · 2 = 6. Esta vez hacemos 

fa(x) =e"- ( 1 + x + ;~ + ~~) . 
Entonces fa(O) = O. Más aún, al usar la desigualdad (b) hallarnos 

f~(x) =e"- ( 1 + x + ;~) = h(x) >O para x >O. 

Por lo tanto, fa(x) es estrictamente creciente y entonces fa(x) >O para x >O. 
Esto prueba la desigualdad (e). 

Si dividimos ambos lados de la desigualdad (e) por x2 , hallaremos 

1 1 1 x e" 
x2 + ; + 2 + 6 < x2 · 

Cuando x se vuelve grande, el lado izquierdo se vuelve grande, de modo que 
e" fx2 se vuelve grande. Esto prueba-la primera afirmaciqn del teorema 5.2. 
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Podemos continuar con el mismo método para probar el enunciado general 
acerca de e"/ xn . En primer lugar deberá probarse que 

(d) para x>O 

para tener idea del procedimiento secuencial que se usó. Probaremos ahora el 
paso general usando un entero arbitrario n. En general, sea 

x2 x3 xn 
Pn(x) = 1+ x+ -21 + -31 + ···+ -¡-· . . n. 

Supongamos que ya se probó que 

x2 xn 
1 + x + - + ... + - < e" 

2! n! 
para x >O, 

o, en otras palabras, que 

Pn(x) <e"' para X >0. 

Después probaremos que 

para X> 0. 

Para esto, hagamos 

fn+I(x) =e"'- Pn+I(x) y 

Entonces, fn+l(O) =O y /~+ 1 (x) = fn(x) >O para x >O. Por lo tanto, fn+l 
es estrictamente creciente, y entonces fn+I(x) >O para x >O, como se deseaba. 

Así pues, dado nuestro entero m, tenemos una desigualdad 

para ;¡: >0. 

Dividimos ambos lados de esta desigualdad entre xm . Entonces el lado izquierdo 
está formado por una suma de términos positivos, el último de los cuales es 

X 

(m+ 1)!" 

Por lo tanto, obtenemos la desigualdad 

x e"' 
~-:-77<­
(m+ 1)! xm 

para X> 0. 

Como el lado izquierdo se vuelve grande cuando x se vuelve grande, sucede lo 
mismo con el lado derecho, y queda probado el teorema 5.2. 

Ejemplo. Tracemos la gráfica de f(x) = xe"'. Tenemos 

f'(x) = xe"' +e"'= e"(x + 1). 
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Como e"' > O para todo x, obtenemos: 

f'(x) ~O <==> x+1 ~O <==> x ~ -1, 

f'(x) > 0 <=:::> X+ 1 > 0 <=:::> X> -1, 

f'(x) < 0 <=:::> X+ 1 < 0 <=:::> X< -l. 
Hay un solo punto crítico en x ~ -1, y las otras desigualdades nos dan regiones 
de crecimiento y de decrecimiento para f. 

Respecto hacia dónde se dobla: 

f"(x) ~e"'· 1 + e"'(x + 1) ~ e"'(x + 2). 

Entonces: 

f"(x) =O <==> x = -2, 

f"(x) >O <==> x > -2 <==> f se dobla hacia arriba, 

/"(x) <O <==> x < -2 <==> f se dobla hacia abajo. 

Si X- oo, 

Si x-+ -oo, 

Por el teorema 5.1, 

entonces e"'-+ oo, de modo que /(x)-+ oo. 

entonces hacemos x =-y, con y-+ oo. 

xe"' = -ye-11 -+ O si y -+ oo. 

Finalmente, /(0) =O, /( -1) = -1/e, /( -2) = -2/e2 , por lo que la gráfica 
se ve así. 

Gráfica ele f(x) = xe• 

(-1, -1/e) 

Ejemplo. Sea O < a < 1, donde a es un número fijo. Hallar el máximo de 
la función 

f(x) = xa"'. 
Primero se toma la derivada: 

f'(x) = x ·a"' loga +a"' 

= a"'(x loga + 1) 

Como a"' > O para todo x, vemos que 
1 

f'(x) =O x=---. 
loga 
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Así, la función tiene exactamente un punto crítico. Más aún, 

1 
f'(x) >O <==> xloga+ 1 >O <==> x < ---

loga 

1 
/'(x) <O <==> xloga+ 1 <O <==> x > ---. 

loga 
(Recuerden que O < a < 1, de modo que log a es negativo.) En consecuencia, 
la función es creciente en el intervalo situado a la izquierda del punto crítico, y 
decreciente en el intervalo que está a la derecha del punto crítico. Entonces, el 
punto crítico es el máximo deseado. El valor de f en este punto crítico es igual 
a 

/(-1/loga) = __ 1_a-1/loga = __ 1_e-loga/loga 
loga loga 

1 
= - eloga · 

Ejemplo. Mostrar que la ecuación 3"' = 5x tiene al menos una solución. 
Sea /(x) = 3"'- 5x. Entonces /(0) = 1 y, mediante intento y corrección, 

hallamos un valor donde f sea negativa, a saber 

/(2) = 9 - 10 < o. 
Por el teorema del valor intermedio, existe algún número x entre 2 y O tal que 
/(x) =O, y este número llena nuestros requerimientos. · 

De los teoremas 5.1 y 5.2, por medio de un cambio de variable, podemos 
analizar lo que sucede cuando se compara log x con potencias de x. 

Teorema 5.3. Cuando x se vuelve grande, el cociente x/ logx también se 
vuelve grande. 

Demostración. Nuestra estrategia es reducir este enunciado al teorema 5.1. 
Hacemos un cambio de variables. Sea y = log x. Entonces x = ell y nuestro 
cociente tiene la forma 

x e" 
logx =y 

Sabemos que y= logx se vuelve grande cuando x se vuelve gra.11de. Y, por el 
teorema 5.1, lo mismo sucede con e" fy. Esto prueba el teorema. 

Corolario 5.4. Cuando x se vuelve grande, la función x -log x también se 
vuelve grande. 

Demostración. Escribimos 

X - log X = X ( 1 - lo: X) , 

que es el factor x en la expresión x -log x. Por el teorema 5.3, (log x )/ x tiende 
a O cuando x se vuelve grande y, como resultado, el factor 

1 _ logx 
X 
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tiende a l. El factor x se vuelve grande, por lo que el producto se vuelve grande. 
Esto prueba el corolario. 

Observación. Hemos usado la misma técnica de factorización que la usada 
al analizar el comportamiento de los polinomios, como cuando escribimos 

:::3 - 2x2 + 5 = x3 (1 - ~ + ~) 
x x3 

para ver que el término x 3 determina el comportamiento del polinomio cuando 
x se vuelve grande. 

Corolario 5.5. Cuando x se vuelve grande, x 11"' tiende a 1 como límite. 
Demostración. Escribimos 

Por el teorema 5.3 sabemos que {logx)/x tiende a O cuando x se vuelve grande. 
Por lo tanto, 

tiende a 1 , según se deseaba. 

Observación. En el corolario 4.5 usamos el hecho de que la función eu es 
continua, pues cualquier función diferenciable es continua. Si u tiende a uo 
entonces e u tiende a euo. Así, si u = {log x )/ x, entonces u tiende a O cuando 
x se vuelve grande, de modo que eu tiende a e0 = l. 

VIII, §5. EJERCICIOS 

l. Trazar la gráfica de la curva y = xe2"' • En éstos y otros ejercicios pueden conside­
rarse opcionales las cuestiones de convexidad, pero suelen salir fácilmente. 
Trazar las gráficas de las funciones siguientes. (En los ejercicios del 6 al10, x # O.) 

2. xe-"' 3. xe-"'2 4. x2 e-"'2 

5. x2e-"' 

8. e"' fx 3 

11. e-"'+ x 

6. e"'fx 

9. e"'- x 

12. Trazar la gráfica de /{ x) = x - log x. 

7. e"' fx 2 

10. e"' +x 

13. Mostrar que la ecuación e"' = ax tiene al menos una solución para cualquier número 
a excepto cuando O :5 a < e·. 

14. (a) Dar valores de x log x cuando x = ~, ! , l, ... , en general cuando x = 1/2"' 
para algún entero positivo n. 
(b) ¿Tiende xlogx a un límite cuando x-+ O? ¿Qué sucede con x2 logx? [Idea: 
Sea x = e-11 , donde y se hace grande.) 

15. Sea n un entero positivo. Probar que x(log x t -+ O cuando x -+ O. 

16. Probar que (logx)"'x-+ O cuando x-+ oo. 
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17. Trazar las curvas siguientes para x > O. 
(a) y=xlogx (b) y=x2 logx 
(e) y= x(logx)2 (d) y= xflogx 

18. Mostrar que la función f(x) = x"' es estrictamente creciente para x > 1/e. 

19. Trazar la curva /{x) = x"' para x >O. 

20. Trazar la curva /(x) = x-"' para x >O. 

21. Sea f(x) = 2"'x"'. Mostrar que f es estrictamente creciente para x > 1/2e. 

22. Hallar los límites siguientes cuando n -+ oo 
(a) (log n)1 /n (b) [(log n)/n]lfn 
(e) (n/en)l/n (d) (nlog n)l/n 

VIII, §6. EL LOGARITMO COMO EL ÁREA BAJO LA CURVA 1/x 

Esta sección es interesante por sí misma, pues nos da una idea más clara de lo que 
es el logaritmo. También proporciona una agradable y breve introducción a la 
integración, la cual se analizará en la parte siguiente. Daremos una interpretación 
del logaritmo como el área bajo una curva. 

Definimos una función L(x) como el área bajo la curva 1/x entre 1 y x si 
x ;:::: 1, y el negativo del área bajo la curva 1/x entre 1 y x si O < x < l. En 
particular, L(l) = O. , 

La parte sombreada de la figura siguiente representa el área bajo la curva 
entre 1 y x. Del lado izquierdo tomamos x > l. 

Gráfica de /(x) = lfx 

X 1 

L(x) para x > 1 L(x) para O< x < 1 

Si O < x < 1, tendríamos la figura que se muestra a la derecha. Hemos dicho 
que, si O < x < 1, entonces L( x) es igual al negativo del área. Así, L( x) < O si 
O< x < 1, y L(x) >O si x >l. 

Probaremos: 

l. L'(x) = 1/x. 
2. L(x) = logx. 
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La primera afirmación de que L'(z) = 1/z es independiente de todo lo demás 
en este capítulo, y lo enunciamos en un teorema separado. 

Teorema 6.1. La función L(z) es diferenciable, y 

dL(z) 1 
----;¡;-- =; 

Demostración. Formamos el cociente de Newton 
L(z + h)- L(z) 

h 
y debemos probar que tiende al límite 1/z cuando h tiende a O. 

Tomemos por el momento z ~ 1 y h >O. Entonces, L(z + h)- L(z) es el 
área bajo la curva entre z y z + h. Como la curva 1/ z es decreciente, esta área 
satisface las desigualdades siguientes: 

1 1 
h--h < L(z + h)- L(z) <h-. 
z+ z 

En efecto, 1/z es la altura del rectángulo grande según está trazado en la figura 
siguiente y 1/(z + h) es la altura del rectángulo pequeño. Como h es la base 
del rectángulo, y como el área bajo la curva 1/z entre z y z + h está entre 

1/x 

1/(x+_::h4) __ _l___l-:--====== 

los dos rectángulos, vemos que satisface nuestras desigualdades. Dividimos am­
bos lados de las desigualdades entre el número positivo h. Entonces se preservan 
las desigualdades y obtel!~mos 

1 · L(z+h)-L(z) 1 
--< <-. 
z+h h z 

Cuando h tiende a O, el cociente de Newton está comprimido entre 1/(z + h) 
y 1/z y en consecuencia tiende a 1/z. Esto prueba nuestro teorema en el caso 
h >o. 

Cuando h < O, usamos un argumento análogo, que dejamos como ejercicio. 
(Se deberá prestar atención al signo de L. Además, cuando se divida una des­
igualdad entre h y h < O, se invertirá el sentido de lJ'I. desigualdad. Sin embargo, 
se verá que de nuevo el cociente de Newton se comprimé entre 1/z Y 1/(z+h).) 
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Teorema 6.2. La función L(z) es igual a logz. 

Demostración. Ambas funciones, L( z) y log z, tienen la misma derivada, a 
saber, 1/z para z >O. Por lo tanto, existe una constante C tal que 

L(z) = logz +C. 
Esto es cierto para todo· z >O. En particular, sea z =l. Obtenemos 

O= L(1) = log 1 +C. 
Pero log 1 = O. Por lo tanto, C = O, y el teorema está probado. 

~uede usarse la identificación de log con el área bajo la curva 1/z para dar 
desigualdades para el log. Esto es sencillo y se propone como ejercicio. También 
podemos obtener un estimado para e. 

Ejemplo. El área bajo la curva 1/z entre 1 y 2 es menor que el área de un 
rectángulo cuya base es el intervalo [1, 2] y cuya altura es 1 según se muestra 
en la figura siguiente; ' 

3 4-

Por lo tanto, obtenemos la desigualdad 

log2 <l. 

Como log e = 1 , se sigue que 2 < e. Esto da un estimado por abajo de e. 
De manera análoga obtenemos un estimado por arriba. El área bajo la curva 

1/z entre 1 y 2 es mayor que el área del rectángulo cuya base es el intervalo 
[1, 2] Y cuya altura es 1/2, según se mostró en la figura anterior. Por lo tanto, 
obtenemos la desigualdad 

Entonces 

1 
log2 > 2. 

log4 = log(22) = 2log 2 > 2. ~ = l. 

Como log e = 1 , se sigue que e < 4. 
_En los ejercicios del16 al19 de la sección §1 vimos otro método para obtener 

estimados para e. El método con el área bajo la curva se puede usar en otros 
contextos, y es útil por sí mismo. 
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VIII, §6. EJERCICIOS 

1. Sea h un número positivo. Comparar el área bajo la curva 1/x entre 1 y 1 + h 
con el área de rectángulos adecuados para mostrar que 

1! h < log(1 + h) < h. 

2. Probar, usando el ejercicio 1, que 

lím -h1 log(1 + h) =l. 
h-o 

3. Probar, mediante comparación de áreas, que para todo entero positivo n tenemos 

- 1- < log (1 + .!.) < .!.. 
n+1 n n 

4. En lugar de usar, como en el texto, log 4 = log (22), usar dos rectángulos bajo la 
gráfica de 1/x, con bases [1, 2] y [2, 4], para mostrar que log 4 > l. 

\ ) VIII, APÉNDICE. DEMOSTRACIÓN SISTEMÁTICA DE LA TEORfA 
~ DE EXPONENCIALES Y LOGARITMOS 

En lugar de suponer las cinco propiedades básicas de la función exponencial, 
como en las secciones §1 y §3, pudimos dar una presentación del log y de la 
exponencial como sigue. Esto es sólo para quienes estén interesados en la teoría. 

Comenzamos definiendo L(x) como lo hicimos en la sección §6. La demos­
tración de que L'(x) = 1/x es autocontenida y produce una función L definida 
para todo x > O y que satisface 

L'(x) = 1/x y L(O) =l. 

Como 1/ x > O para todo x > O, se sigue que la función L es estrictamente 
creciente, de modo que tiene función inversa que denotamos por x = E(y). 
Entonces, al usar la regla para la derivada de una función inversa, hallamos: 

1 1 
E'(y) =-=-=X= E(y). 

L'(x) 1/x 

Así hemos hallado una función E tal que E'(y) = E(y) para todo y. En otras 
palabras, hemos hallado una función igual a su propia derivada. 

Como L(O) = 1, hallamos que E(1) =O. 
A continuación probamos: 

Para todos los números a, b > O tenemos 

L(ab) = L(a) + L(b). 

Demostración. Fijar el número a y sea f(x) = L(ax). Por la regla de la 
cadena, obtenemos 

f'(x) = _.!.._·a= .!.. 
ax x 
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Como L y ! tienen la misma derivada, hay una constante C tal que f(x) = 
L(x) +e para todo X> o. En particular, para X= 1 obtenemos 

L(a) = /(1) = L(1) + C =O+ C =C. 
De modo que 
propiedad. 

L(a) = C y L(ax) = L(x) + L(a). Esto prueba la primera 

Com~, L'(~ = 1/~ > O para .x > O, se sigue que L es_estric~amente creciente. 
Como L (x)- -1/x <O, se sigue que L se dobla hacia abaJo. 

Sea a > O. Obtenemos: 

L(a2 ) = L(a) + L(a) = 2L(a), 

L(a3 ) = L(a2a) = L(a2 ) + L(a) = 2L(a) + L(a) = 3L(a). 
Al continuar de esta manera, obtenemos que, para todos los enteros positivos n: 

L(a") = nL(a) 
En parti~ular, tómese a.> l. Como L(1) =O, concluimos que L(a) >O, pues 
L es estnctamente creciente. Por lo tanto, L( a") -+ oo cuando n -+ 00 . De 
nuevo, dado que L es estrictamente creciente, se sigue que L(x) -+ 00 cuando 
X-+ OO. 

De la fórmula 

concluimos que 
O= L(1) = L(aa-I) = L(a) + L(a-1) 

L(a-I) = -L(a). 

A continuación, sea x que tiende a O. Se escribe x = 1/y dondé y -+ oo. 
Entonces 

L(x) = -L(y)-+ -oo 
de modo que L(x)-+ -oo cuando x-+ O. 

cuando y-+ 00 

. Sea ahora E la función inversa de L. Ya probamos que E' = E. La función 
mvers~ de L se define en el conjunto de valores de L, que son todos los números. 
El conJunto de valores de E es el dominio de definición de L que es el conjunto 
de l~ números positivos. De este modo, E(y) > O para t~do y. Así E es 
estnctamente creciente y E"(y) = E(y) para todo y muestra que la gráflca de 
E se dobla hacia arriba. 

Tenemos que E(O) = 1, pues L(1) =O. 
Entonces podemos probar que Ir _E_(_u_+_v_) _=_E_( u_)_E_( v-).--. 

A saber, sean a = E(u) Y b = E(v). Por el significado de función inversa 
u= L(a) y v = L(b). Entonces: ' 

Por lo tanto, 
L(ab) = L(a) + L(b) =u+ v. 

E(u)E(v) = ab =E( u+ v), 
como había que mostrar. 
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Definimos ahora e = E( 1). Como E es la función inversa de L, tenemos 
L(e) = l. De la regla 

E( u+ v) = E(u)E(v) 

obtenemos ahora que, para cualquier entero positivo n, 

E(n) = E(1 + 1 + · · · + 1) = E(1t =en. 

De manera análoga, 
E(nu) = E(ut. 

Hacer u= 1/n. Entonces 

e=E(l)=E(n·~) =E(~r 
Por consiguiente, E(l/n) es la raíz n-ésima de e. A partir de ahora escribiremos 

eu en lugar de E(u). 

A continuación tratamos con la función exponencial general. 
Sea a un número positivo y x cualquier número. Definimos 

a"'= e"'loga. 

Así, 
a../2 = e../2Ioga. 

Al hacer u = x log a y usando log e u = u, hallamos la fórmula 

log a"' = x log a. 

Por ejemplo, 
log3../2 = ./2log3. 

Una vez hecha la definición general de a"', en aquellas casos donde tenemos una 
idea preconcebida de lo que deberá ser a"' , por ejemplo cuando x = n es un 
entero positivo, debemos estar seguros de que 

en loga es el producto de a consigo mismo n veces. 

Por ejemplo, tomar x = 2. Entonces 

e2loga = eloga+loga = elogaeloga =a o a, 

e3loga = eloga+loga+loga = elogaelogaeloga =a o a o a. 

y así sucesivamente. Para cualquier entero positivo n tenemos 

en loga = eloga+loga+···+loga 

= elog a elog a .•• elog a 

=a. a ... a (producto tomado n veces). 
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Entonces, si n es un entero positivo, enloga significa el producto de a consigo 
mismo n veces. 

De manera análoga, 

(e(l/n)logat = e(l/n)logae(l/n)loga · · ·e(l/n)loga (producto tomado n veces) 

= e(lfn) log a+(l/n) log a+· .. +(l/n) log a 

=a. 

Por lo tanto, la n-ésima potencia de e(l/n)Ioga es igual a a, de modo que 

e(l/n)loga es la n-ésima raíz de a. 

Esto muestra que e"'loga es lo que se espera cuando x es un entero positivo 0 
una fracción. 

A continuación probamos otras propiedades de la función a"'. En primer 
lugar: 

Demostración. Por definición, ao = eOloga = eo = 1. 

Para todos los números x y y tenemos 

Demostración. Comenzamos con el lado derecho para tener 

a"'aY = e"'logaeyloga = e"'loga+yloga 

Esto prueba la fórmula. 

Para todos los números x y y, 

Demostración. 

(a"')Y = eyloga~ 
= eY"'loga 

= a"'!l 

r-------.., 
(a"')!l = a"'Y. 

(pues uY = eYlogu para u> O) 
(pues log a"' = x log a) 
(pues a1 = e1 loga, con el 
valor particular t = xy = yx) 

probando así la propiedad deseada. 

Hasta aquí ya recuperamos las cinco propiedades de la función exponencial 
general que se usaron en las secciones §1, §2 y §3. 
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VIII, APÉNDICE. EJERCICIO 

Suponer que no se sabe nada acerca de las funciones logaritmo y exponencial. Se nos 
da una función. E tal que 

E'(x) = E(x) para todos los números x, y E(O) =l. 

Probar: 
(a) E(x) -:f; O para todo x. [Idea: Diferenciar el producto E(x)E(-x) para mostrar 

que este producto es constante. Usar E(O) = 1 y decir cuál es la constante.] 
(b) Sea f una función tal que !' ( x) = f( x) para todo x. Mostrar que existe una 

constante C tal que f(x) = CE(x). 
(e) Para todos los números u y v, la función E satisface 

E( u+ v) = E(u)E(v). 

[Idea: Fijar el número u y se'!-, f(x) =E( u+ x). Después aplicar (b).] 

Parte tres 

Integración 



CAPÍTULO IX 

Integración 

En este capítulo resolveremos de manera más o menos simultánea los problemas 
siguientes: 

(1) Dada una función f(x), hallar una función F(x) tal que 

F'(x) = f(x). 

Esto es lo inverso de la diferenciación y se llama integración. 
(2) Dada una función /( x) que sea ~ O, dar una definición de área bajo la 

curva y= f(x) que no recurra a la intuición geométrica. 

En realidad, en este capítulo damos las ideas que dan origen a las soluciones 
de nuestros dos problemas. Las técnicas que nos permiten calcular realmente 
cuando se dan datos específicos se postergarán para el capítulo siguiente.· 

Al desarrollar el problema (2) seguiremos una idea de Arquímedes. Se trata 
de aproximar la función f mediante funciones horizontales, y el área bajo f 
mediante la suma de pequeños rectángulos. 

~LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Sea /( x) una función definida en un intervalo. 

Definición. Una integral indefinida para f es una función F tal que 

F'(x) = f(x) para todo x en el intervalo. 

Si G(x) es otra integral indefinida de/, entonces también G'(x) = f(x). Por 
lo tanto, la derivada de la diferencia F- G es O: 

(F- G)'(x) = F'(x)- G'(x) = f(x)- /(x) =O. 



~ .. 

258 INTEGRACIÓN [IX, §1] 

En consecuencia, por el corolario 3.3 del capítulo V, existe una constante e tal 

que 
F(x) = G(x) +e 

para todo x en el intervalo. 
Ejemplo 1. Una integral indefinida para cos x sería sen x. Pero también 

sen x + 5 es una integral indefinida para cos x. 

Ejemplo 2. log x es una integral indefinida para 1/ x, y también lo es 

logx + 10 o logx -1r. 

En el capítulo siguiente se desarrollarán técnicas para hallar integrale~ inde­
finidas. Aquí simplemente observamos que cada vez que se prueba una formula 
para una derivada, tiene una análoga para la integral. . , 

Es costumbre denotar una integral indefinida de una func10n f por 

j f o j f(x)dx. 

En esta segunda notación, la dx carece de sentido por sí mi.sma. Es l~ ex­
presión completa J f( x) dx la que tiene sentido. Cuando estu~Ie~os el meto do 
de la sustitución en el siguiente capítulo, confirmaremos lo practico de nuestra 

notación. . . 
Haremos ahora una tabla de algunas integrales indefimdas usando la mfor-

mación obtenida sobre las derivadas. 
Sea n un entero, n ::f:. -1 . Entonces tenemos 

J xn+1 
xndx = n+ 1' 

Si n = -1 , entonces 

j ;dx = logx. 

(Esto es cierto sólo en el intervalo x > O_.) 
En el intervalo x > O tenemos ademas 

J x•+1 
x"dx= -­

c+1 

para cualquier número e ::f:. -:-1. . , . 
Las siguientes integrales mdefimdas son vahdas para todo x · 

j cosx dx =sen x, 

j ez: dx =ez:, 

j ~nxdx = -cosx, 

J~dx= arctanx. 
1+x 

[IX, §1] LA INTEGRAL INDEFINIDA 259 

Finalmente, para -1 < x < 1 tenemos 

j bdx=arcsenx. 

En la práctica se omite con frecu~ntervalo en el cual están definidas 
las diferentes funciones con las que trabajamos. Sin embargo, debemos tenerlo 
presente en cualquier problema específico. Por ejemplo, si escribimos 

j x-1/3 dx = ~. x2/3, 

esto es válido para x > O y también es válido para x < O. Pero O no puede 
estar en ningún intervalo de definición de nuestra función. Así, podríamos tener 

j x- 1/ 3 dx = ~ · x 213 + 5 

cuando x <O, y 

j x- 113 dx =! · x 213 - 2 

cuando x > O. También se podrían usar otras constantes cualesquiera además 
de 5 y -2. 

Acordemos que las integrales indefinidas están definidas sólo sobre intervalos. 
Así, al considerar la función 1/ x, tenemos que considerar separadamente los 
casos x > O y x < O. Para x > O ya observamos que log x es una integral 
indefinida. Sucede que también para el intervalo x < O podemos encontrar una 
integral indefinida, y de hecho tenemos 

j.; dx = log(-x), para x <O. 

Observen ,que, cuando x < O, -x es positivo, y así log( -x) tiene sentido. Por la 
regla de la cadena, la derivada de log( -x) es igual a 1/ x; a saber, sea u = -x, 
Entonces dufdx = -1, y 

dlog(-x) = _1 (-1) = .!.. 
dx -X X 

Para x < O, cualquier otra integral indefinida está dada por 

log(-x) +e, 
donde e es una constante. 

A veces se dice que, para todos los casos, 

j ;dx=logjxj+e. 

Con nuestras convenciones no atribuimos significado a esto, pues nuestras fun­
ciones no están definidas sobre todos los intervalos (lo impide la ausencia del 
punto 0). En todo caso, la fórmula sería falsa. En efecto, para x <O tenemos 

j .; dx = log jxj + e¡, 
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y para z > O tenemos 

J; dz = log lzl + c2. 
Sin embargo, las dos !!OBstantes no son iguales necesariamente, y, por lo tanto, 
no podemos escribir 

j ;dz = loglzi+C 

para todos los casos. Esta fórmula es cierta sólo sobre un intervalo que no 
contenga a O • 

IX, §1. EJERCICIOS 

Ha.llar integrales indefinidas para las funciones siguientes: 
1 

l. sen 2x 2. cos 3x 3. --1 x+ 
1 

4. 
x+2 

(En estos últimos dos problemas, especificar los intervalos sobre los cuales se halla la 
integral indefinida.) 

IX, §2. FUNCIONES CONTINUAS 

Definici6n. Sea /(z) una función. Diremos que f es continua si 

lím /(z + h) = /(z) 
h-o 

para todo z para el cual está definida la función. 
Se sobreentiende que, al tomar el límite, sólo se consideran valores de h para 

los cuales /( z + h) está definida. Por ejemplo, si f está definida en un intervalo· 

a~z~b 

(suponiendo que a < b ), entonces diríamos que f es continua en a si 

lím f(a + h) = f(a). ·-· ">O 
No podemos tomar h < O, ya quP 1~ función no estaría definida para a + h si 
h<O. 

En términos geométricos, una función es continua si no hay cortes en su 
gráfica. Todas las funciones diferenciables son continuas. Ya habíamos observado 
este hecho, pues si un "cociente 

/(z + h)- /(z) 
h 

tiene un límite, entonces el numerador /( z + h) - f( z) debe tender a O, puesto 
que 

lím f(z + h)- f(z) = lím hf(z + h~- /(z) 
h-o h-o 

= límhlím f(z+h~-f(z) =0. 
h-o h-o 

[IX, §3] ÁREA 

Las siguientes son gráficas de funciones que no son continuas. 

En lá figura 1 tenemos la gráfica de una función como 

Vemos que 

f(z) = -1 

/(z) = 1 

si 

si 

----4-1 

Figura 1 

z ~o, 

z >o. 

f(a + h) = f(h) = 1 

para todo h > O. Por lo tanto, 

lo que no es igual a f(O). 

límf(a+h) = 1, ·-· A>D 

.... / 

2tH 

Un fenómeno similar ocurre en la figura 2, en donde hay cortes. (Ver el 
ejemplo 6 del capítulo III, §2.) 

Figura 2 

IX, §3. ÁREA 

Sean a< b dos números y sea f(z) una función definida en el intervalo a < z < 
b. Este intervalo cerrado se denota por (a,b]. - -

Deseamos hallar una función F(z) que sea diferenciable en este intervalo y 
tal que 

F'(z) = f(z). 

En esta sección apelamos a nuestra intuición geométrica respecto al área. 
Suponemos que f(z);?: O para todo z en el intervalo. Sea: 

F( z) = medida numérica del área bajo la gráfica de f entre a y z. 
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La figura siguiente ilustra esto. 

Tenemos entonces que F( a) = O. El área entre a y a es O. 

Teorema 3.1. La función F(z) es diferenciable, y su derivada es /(z). 

Demostración. Dado que definimos geométricamente a F, tendremos que 
argumentar geométricamente. 

Tenemos que considerar el cociente de Newton 

F(:c + h)- F(:c) 
h 

Supongamos primero que :e no es igual al punto extremo b, y supongamos 
además que consideramos solamente valores de h > O. 

Entonces, F( :e + h) - F( z) es el área entre :e y :e + h, lo cual, representado 
en una figura, se vería así. 

El área sombreada representa F(:c + h)- F(z). 

Sea s un punto, en el intervalo cerrado [z,z + h], que es un máximo para 
nuestra función f en ese pequeño intervalo. Y sea t un punto, en el mismo 
intervalo cerrado, que es un mínimo para f en ese intervalo. Así, 

f(t) ~/(u)~ f(s) 

para todo u que satisfaga 
z ~u~ z+h. 

(Estamos forzados a usar otra letra, u , . pues ya se usó :e . ) 
El área bajo la curva entre z y :e + h es mayor que el área del pequeño 

rectángulo de la figura anterior, i.e. el rectángulo que tiene base h y altura 
f(t). 

El área bajo la curva entre :e y z + h es menor que el área del rectángulo 
grande, i.e. el rectángulo que tiene base h y altura /(s). 
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Esto nos da 
h · f(t) ~ F(z + h)- F(z) ~ h · f(s). 

Dividiendo entre el número positivo h se tiene 

f(t) ~ F(z + h~- F(:c) ~ f(s). 

Como s y t están entre z y z + h, cuando h tiende a O tanto f(s) como f(t) 
tienden a /(z). Por lo tanto, el cociente de Newton para F está comprimido 
entre dos números que tienden a /(z), de modo que también debe tender a /(z), 
y hemos probado el teorema 3.1 cuando h >O. 

La demostración es esencialmente la misma que aquella que usamos para 
obtener la derivada de log :e. La única diferencia en este caso es que escogimos un 
máximo y un mínimo sin poder dar un valor explícito para ellos, como lo hicimos 
para la función 1/z. Aparte de esto, no hay diferencia en los argumentos. 

Si :e = b, vemos valores negativos para h. El argumento en ese caso es 
completamente análogo al que escribimos en detalle, y de nuevo hallamos que el 
cociente de Newton de F está comprimido entre f(s) y f(t). Lo dejamos como 
ejercicio. 

Sabemos ahora que si F( z) denota el área bajo la gráfica de f entre a y :e, 
entonces 

F'(z) = f(z). 
Podemos calcular el área en la práctica mediante la propiedad que aparece en el 
cuadro de la página siguiente. 

Sea G cualquier función en el intervalo a ~ z ~ b tal que 

G'(z) = f(:c). 

Entonces el área bajo la gráfica de f entre z = a y z = b es igual a 

G(b)- G(a). 

Demostración. Como F'( :e) = G'( z) para todo :e, las dos funciones, F y G, 
tienen la misma derivada en el intervalo. Por lo tanto, existe una constante C 
~~ . 

F(:c) = G(z) +C para todo z. 
Sea z = a. Obtenemos 

O= F(a) = G(a) +C. 
Esto muestra que C = -G(a). Por lo tanto, al hacer z = b se tiene 

F(b) = G(b)- G(a). 

Así, el área bajo la curva entre a y b es G(b)- G( a). En la práctica es muy útil 
saber esto pues usualmente podemos adivinar la función G. 
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Ejemplo 1. Hallar el área bajo la curva y = z2 entre z = 1 y z = 2. 

Sea f(z) = z2 • Si G(z) = z3f3, entonces G'(z) = /(z). Por lo tanto, el 
área bajo la curva entre 1 y 2 es 

23 ¡a 7 
G(2)- G(l) = 3 - 3 =a· 

Ejemplo 2. Hallar el área bajo un arco de la función sen z. 

Tenemos que hallar el área bajo la curva entre O y 7r. Sea 

G(z) = -cosz. 

Entonces G'(z) =sen z, por lo que el área es 

G(1r)- G(O) =- cos 1r- (-cosO) 

=-(-1)+1 

=2. 

Nótese lo asombroso que es esto. El arco de la curva seno que va de O a 7r parece 
una curva muy irracional y, sin embargo, ¡el área resulta ser el entero 2!. 

IX, §3. EJERCICIOS 

Hallar el área bajo las curvas dadas entre las cotas dadas. 

l. 11 = z 3 entre z = 1 y z = 5. 

2. 11 = z entre z = O y z = 2. 

3. 11 = cos z, un arco. 

4. 11 = 1/z entre z = 1 y z = 2. 

5. 11 = 1/z entre z = 1 y z = 3. 

6. 11 = z• entre " = -1 y z =l. 

7. 11 = e" entre z = O y z = l. 

4 i, 
~· \) IX, §4. SUMAS SUPERIORES E INFERIORES 

Para mostrar '· existencia de la integral, usamos la idea de aproximar las curvas 
por medio de funciones constantes. 
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Ejemplo. Consideren la función /(z) = z 2 • Suponiendo que queremos ha­
llar el área entre su gráfica y el eje z, de z = O a z = 1, se corta el intervalo 
[O, 1] en intervalos pequeños y se aproxima la función por medio de funciones 
constantes, como se muestra en la figura siguiente. 

Gráfica de y = x2 

Hemos usado tres intervalos, <:k longitud 1/3, y en cada uno de éstos tomamos 
la función constante cuyo valm '*! el cuadrado del extremo derecho del intervalo. 
Estos valores son, respectivamente, 

/(1/3) = 1/9, /(2/3) = 4/9, /(1) =l. 

Así obtenemos tres rectángulos, situados sobre la curva y = z 2 • Cada rectángulo 
tiene base de longitud 1/3. La suma de las áreas de estos rectángulos es igual a 

i<i + ~ + 1) = M· . 
También pudimos haber tomado estos rectángulos debajo de la curva si hubié­
ramos usado los valores de / en los extremos izquierdos de los intervalos. La 
ilustración es como sigue: 

Gráftcade u= x2 

i f 

Las alturas de los tres rectángulos obtenidos así son, respectivamente, 

/(0) =o, /(1/3) = 1/9, /(2/3) = 4/9. 
La suma de sus áreas es igual a 

i(O + l + ~) = :1. 
De este modo, sabemos qu!'l el área bajo la curva y = z2 entre z = O y z = 1 
está entre 5/27 y 14/27. Esta no. es.JUuunuy buena aproximación a esta área, 
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pero podemos obtener una mejor si usamos intervalos más pequeños, digamos 
de longitudes 1/4, 1/5 o 1/6, o, en general, 1/n. Escribamos la aproximación 
con intervalos de longitud 1/n; los extremos de los intervalos serán entonces 

123 n-ln 0,-,-,-, ... ,--,- =l. 
n n n n n 

Si aproximamos la curva anterior, obtendremos rectángulos de alturas iguales a 

!(;;) = :2' ¡(~) = :: •... , t(;) = ::. 

respectivamente. El término general para la altura de dicho rectángulo es 

f (~) = k2 para k = 1, 2, ... , n. 
n n2 

En la figura siguiente dibujamos estos rectángulos. 

1 2 3 4 n 
nn·nn n 

Vemos en la figura que la aproximación a la curva ya está mucho mejor. 
de cada rectángulo es igual a 

1 k2 
k= l, ... ,n, ;; . n2' 

El área 

puesto que es igual a la base por la altura. La suma de estas áreas es igual a 

1 ~ 2 1 2 2 2) 3 L..Jk = -a(1+2 +3 +···+n . 
n l:=l n. 

Dicha suma se llama suma superior porque se toma el máximo de la función 

. [k -1 k] d ' d x2 sobre cada mtervalo --,- . Cuando tomamos n ca a vez mas gran e, 
n n 

es plausible que dichas sumas aproximen al área bajo la gráfica de x2 entre O y 
l. En todo caso, esta suma superior es mayor que el área. 

Escribiremos ahora en general las sumas que aproximan el área bajo una 
curva. Nótese que podemos tomar rectángulos que estén sobre la curva o bajo 
la curva, dando lugar así a sumas superiores y a sumas inferiores. 

Sean a y b dos números, con a :5 b. Sea f una función continua en el 
intervalo a :5 x :5 b. 

1 
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Definición. Una partición del intervalo [a, b] es una sucesión de números 

a= xo :5 x 1 :5 x2 :5 ... :5 Xn = b, (también se escribe {a= xo, . .. ,xn = b}) 

entre a y b, tal que x¡ :5 x;+l ( i = O, 1 , ... , n - 1 ). Por ejemplo, podríamos 
tomar sólo dos números, 

xo =a y X¡= b. 

A ésta se le llamará partición trivial. 
Una partición divide nuestro intervalo en una multitud de pequeños intervalos 

[x;, Xi+tl. 

Dado cualquier número entre a y b, además de xo , ... ,xn, podemos agregarlo 
a la partición para obtener una nueva partición que tenga un intervalo más 
pequeño. Si agregamos suficientes números intermedios, la partición se podrá 

· hacer arbitrariamente pequeña. 
Sea f una función definida en el intervalo 

a:5x:5b 

y continua. Si e¡ es un punto entre X¡ y X¡+l , entonces formamos la suma 

/(co)(x¡- xo) + /(ct)(x2- X¡)+···+ f(cn-t)(xn- Xn-1)· 

Dicha suma se llamará suma de Riemann. Cada valor /(e¡) se puede ver como 
la altura de un rectángulo, y cada (xi+l- x¡) se puede ver como la longitud de 
la base. 

Sea s¡ un punto entre X¡ y x;+l tal que f tenga un máximo en este pequeño 
intervalo [x;, Xi+tl en s;. En otras palabras, 

f(x) :5 /(s¡) para 

Entonces los rectángulos se ven como los de la siguiente figura, en donde sucede 
que s0 es igual a x1 , s1 = s¡ según se muestra, s2 = x2, sa = x4, s4 = s4 
según se muestra. 

La idea principal que vamos a desarrollar es que, conforme vamos haciendo 
cada vez más pequeños los intervalos de nuestras particiones, la suma de las áreas 
de los rectángulos tenderá a un límite, y este límite se puede usar para definir el 
área bajo la curva. 
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Si P es la partición dada por los números 

Xo :5 X¡ :5 X2 :5 · · · :5 Xn, 

entonces la suma 

f(so)(x¡- xo) + /(s¡)(x2- x¡) + · · · + f(sn-d(xn- Xn-t) 
se llamará suma superior, asociada con la función f y la partición P del 
intervalo [a, b]. La denotaremos por los símbolos 

U!(P,!) o, simplemente, U(P, !). 
Observen, sin embargo, que cuando f(x) se vuelve negativo, el valor f(s;) 

puede ser negativo. Así, el rectángulo correspondiente da una contribución ne­
gativa 

/(s;)(xi+l - z;) 
a la suma. Además, es aburrido escribir la suma repitiendo cada término, de 
modo que usaremos la abreviación 

n-1 
2: /(s;)(xi+l - x;) 
i=O 

para referirnos a la suma de los términos f(s;)(xi+ 1 - x;) cuando i varía de O 
a n - l. Así tenemos: 

Definición. La suma superior de f respecto a la partición es 
n-1 

U!(P, f) = 2: /(s;)(xi+l- z;), 
i=O 

donde f(s;) es el máximo de f en el intervalo [x;, Zi+1l· Nótese que los índices 
i van de O a n-l. Así, la suma se toma para i = 0, ... ,n-l. 

Por definición tenemos que 

máx f = /( s¡) = máximo de f en el intervalo x; :5 x :5 Xi+t. 
[z;,z;+,] 

Entonces la suma podría escribirse también con la notación 

n-1 ( ) 
U!(P, !) = 2: máx f (xi+l - x;). 

i=O [z;,Z;+,) , 

En lugar de tomar un máximo s¡ en el intervalo [x;, z;+t], pudimos haber tomado 
un mínimo. Sea t¡ un punto en este intervalo, tal que 

f(t;) :5 f(x) para x; :5 ;e :5 Xi+t· 
Llamamos a la suma 

f(to)(x¡- xo) + /(t1)(z2- z¡) + · · · + f(tn-1)(xn- Xn-1) 
suma inferior asociada con la función f y la partición P del intervalo [a, b]. 
La suma inferior se denotará por 

L~(P, f) o, simplemente, L(P, !). 
Así tenemos la 

. ·. 
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Definición. La suma inferior de f respecto a la partición es la suma 
n-1 

L~(P, f) = 2: /(t;)(xi+1 - x;), 
i=O 

donde f(t;) es el mínimo de f en el intervalo [x;, x;+tl· 

En la figura siguiente hemos dibujado un término típico de la suma. 

Podemos reescribir esta suma inferior usando una notación semejante a la usada 
en la suma superior. A saber, hacemos 

Entonces 

mín / = mínimo de / en el intervalo [x;, Zi+t] 
[z;,z;+,] 

= f(t;). 

n-1 ( ) L~(P, !) = 2: mín f (x;+t - x;). 
i=O [z;,z;+t) 

Para todos los números x en el intervalo [x;, Zi+t] tenemos 

f(t;) :5 f(x) :5 f(s;). 

Como x;+t - x; es ~ O, se sigue que cada término de la suma inferior es menor 
o igual que cada término de la suma superior. Entonces 

L~(P, /) :5 U!(P, /). 

Más aún, cualquier suma de Riemann tomada con puntos e; (que no necesaria­
mente sean máximos o mínimos) está entre la suma inferior y la suma superior. 

Ejemplo. Sea /(x} = x2 y sea el intervalo [O, 1]. Escribir las sumas superior 
e inferior para la partición formada por {0, ~, 1}. 

El mínimo de la función en el intervalo [0, ~] está en O, y /(0) = O. El 
mínimo de la función en el intervalo (t, 1] está en ~, y f( ~) = ~ . Por lo tanto, 
la suma inferior es 

LA(P,J) = /(O)(i- O)+ /(t)(l- i) = ~ · i = i· 
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y= xz 

\ 
y= x2 

o 

figura para la suma inferior figura para la suma superior 

El máximo de la función en el intervalo [0, !J está en ! y el máximo de la 
función en el intervalo [!, 1] está en l. Así, la suma superior es 

UJ(P,f) = /(!)(!- 0)+/(1)(1-!) = i +! = i· 
Hemos dado un valor numérico para las sumas superior e inferior. A menos que .· 
queramos compararlas explícitamente, podemos dejar la respuesta en la forma 
que está en el lado izquierdo de estas igualdades. 

Ejemplo. Escribiremos ahora las sumas inferiores en otro caso particular, 
cuando la función es positiva y negativa en el intervalo. 

Sea f(x) =sen x, sea el intervalo [0, 211'], y sea la partición 

{ 
11' 211' 311' 411' 511' 611' 711' 811'} 

P= 0•4•4•4•4•4•4•4•4 . 
Ilustramos esto en la figura siguiente. 

Cada pequeño intervalo de la partición tiene longitud 11'/4. Escribamos la suma 
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inferior: 

L(P,/) =o¡+ (sen¡)¡+ (sen 3:) ¡ +0¡ 

+ (sen 5:) ¡ + (sen 6:) ¡ + (sen 6:) ¡+(sen 7411') ¡ 

1 11' 1 11' 1 11' 11' 11' 1 11' 

= .;24+ .;24- .;24_4_4_ .;24' 
Observen que el primer término de la suma inferior es O porque el mínimo de la 
función sen x en el intervalo [O, 11' / 4] es igual a O. De manera análoga, el cuarto 
término también es O, de modo que lo podemos omitir, pues O + A = A para 
todos los números A. 

Observen además que: 

mínimo de sen x en el intervalo [511'/4, 611'/4] =sen 611'/4 

= -1. 
Con números negativos tenemos, por ejemplo, 

1 
-1 =sen 611'/4 < - lñ =sen 511'/4. 

· v2 
Así, la suma inferior L(P,!) contiene términos positivos y términos negativos. 
Los términos negativ~ representan menos (-) el área de ciertos rectángulos, 
como se muestra en la figura. 

¿Qué sucede con nuestras sumas cuando agregamos un nuevo punto a la 
partición? Veremos que la suma inferior crece y la suma superior decrece. 

(- 'ts'J1A- Teorema 4.1. Sea f una función continua en el intervalo [a, b]. Sea 

P = (xo, ... ,xn) 

una partición de [a, b]. Sea z cualquier número en el intervalo y sea Q la 
partición obtenida de P al agregar z a (xo, ... , xn). Entonces, 

L!(P,f) $ L!(Q,f) $ U!(Q,f) $ U!(P,f). 

Demostración. Veamos, por ejemplo, las sumas inferiores. Supongamos que 
el número z está entre x; y x;+l: 

Xj $ z$ Xj+l· 

La suma inferior que formemos para P será igual que la suma inferior para Q, 
excepto que el término 

f(t; )(x;+l - x;) 
se reemplazará ahora por dos términos. Si u es un mínimo para f en el intervalo 
entre x; y z, y v es un mínimo para f en el intervalo entre z y Xj+l, entonces 
estos dos términoS son 

f(u)(z- x;) + f(v)(x;+l- z). 
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Podemos escribir f(t;)(x;+l - Xj) en la forma 

f(t; )(xi+l - x;) = f(ti )(x- xi) + f(t; )(xi+l - x). 

Como f(t;) :5 f(u) y f(t;):::; f(v) (pues t; era un mínimo en todo el intervalo 
entre x; y Zj+l ), se sigue que 

f(t; )(xH1 - x;) :::; f( u)(x- x;) + !( v)(xi+l - x). 

Así pues, cuando reemplazamos el término en la suma para P por los dos 
términos en la suma para Q, el valor de la contribución de estos dqs términos 
crece. Como todos los otros términos son iguales, queda probada nuestra afir­
mación. 

La afirmación respecto al hecho de que la suma superior decrece se deja como 
ejercicio. La demostración es muy parecida. 

Como consecuencia de nuestro teorema, obtenemos: 

Corolario 4.2. Toda suma inferior es menor o igual que toda suma superior. 

Demostración. Sean P y Q dos particiones. Si' agregamos a P todos los 
puntos de Q y agregamos a Q todos los puntos de P, obtenemos una partición 
R tal que todo punto de P es un punto de R y todo punto de Q es un punto de 
R. Así, R se obtuvo agregando puntos a P y a Q. En consecuencia, tenemos 
las desigualdades 

L~(P,f) :5 L~(R,f) :5 U!(R,f) :5 U!(Q,f). 

Esto prueba nuestra afirmación. 

Ahora resulta natural preguntarnos si existe un número único entre las 
sumas inferiores y las sumas superiores. La respuesta es sí. 

Teorema 4.3. Sea f una función continua en [a, b]. Existe un número 
único que es mayor o igual que toda suma inferior y es menor o igual que 
toda suma superior. 

Definición. La integral definida de f entre a Y b 

es el único número que es mayor o igual que toda suma inferior y menor o igual 
que toda suma superior. 

Usaremos una notación como 

¡b f(t) dt. 
' (1 

o 
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No importa cuál sea la letra que usemos, pero deberá ser la misma en ambos 
casos, i.e. en f(x)dx, f(t)dt o f(u)du, et.c. 

No daremos los detalles de la demostración del teorema 4.3, la cual es tediosa. 
La técnica involucrada no se usará en ningún otro lugar en el curso. 

Hay otra afirmación cuyo conocimiento resulta revelador. Sea P una par­
tición, 

X o $ X¡ $ ... :5 Xn. 

La máxima longitud de los intervalos [x;, xi+1] se llama tamaño de la partición. 
Por ejemplo, si cortamos el intervalo [0, 1] en n intervalos pequeños de la misma 
longitud 1/n, entonces el tamaño de esta partición es 1/n. 

Teorema 4.4. Sea f una función continua en [a, b]. Entonces las sumas 
inferiores L~(P,!) y las sumas superiores U!(P,!) se acercan arbitrariamen­
te a la integral 

1~! 
si el tamaño de la partición P es suficientemente pequeño. 

De nuevo, no probaremos este teorema, pero dice, intuitivamente, que las sumas 
superior e inferior son buenas aproximaciones a la integral cuando el tamaño de 
la partición es suficientemente pequeño. 

Ejemplo. Damos un ejemplo físico que ilustra la aplicación de las sumas 
superior e inferior, relacionando la densidad con la masa. 

Considerar un intervalo [a, b] con O :5 a< b. Imaginemos este intervalo como 
una varilla, y sea f una función continua positiva definida en este intervalo. In­
terpretamos f como una densidad en la varilla, de modo que f(x) es la densidad 
en x. 

Dado 

., -,¡ b = Xn eje X 

a :5 e :5 d :5 b, 
denotamos por Mg(f) la masa de la varilla entre e y d, correspondiente a la 
densidad dada f. Deseamos determinar un concepto matemático para repre­
sentar Mg(f). Si f es una densidad constante, con valor constante K ~ O en 
[e, d], entonces la masa M!(!) deberá ser K(d- e). Por otro lado, si g es otra 
densidad tal que 

f(x) :5 g(x), 
entonces ciertamente deberemos tener M!(!):::; Mg(g). En particular, si k y 
K son constantes ~ O tales que 

k :5 f(x) :5 K 



274 INTEGRACIÓN [IX, §4] 

para x en el intervalo [e, d], entonces la masa deberá satisfacer 

k(d- e)$ M:(!)$ K(d- e). 

Finalmente, la masa deberá ser aditiva, esto es, la ~asa de dos piezas ajenas 
deberá ser la suma de la masa de las piezas. En particular, 

M~(!)+ M:(!).= M:(!). 

Veremos ahora que la masa de la varilla está dada por la integral de la densidad, 

esto es 

M!(!)= 1b f(x) dx. 

Sea P una partición del intervalo [a, b]: 

a = X o $ X¡ $ X2 $ · • • $ Xn = b. 

Sea f(t¡) el mínimo para f en el pequeño int:_rvalo [x¡,xi+d, Y sea f(s¡) el 
máximo para J en ese mismo intervalo pequeno. Entonces la masa de cada 
pieza de la varilla entre X¡ y Xi+l satisface la desigualdad 

J(t¡)(xi+1 - x¡) $ M;:+• (!) $ f(s¡)(xi+l - x;). 

Sumando esto, hallamos que 
1 n-1 E f(t¡)(xH1 - x¡) $M!(!) $ E f(s¡)(xHl - x¡). 

i=O i=O 

Las expresiones a la izquierda y a la derecha son las sum.as. infe~ior Y superior 
para la integral, respectivamente. Como la integral es el umco numero entre la 
suma inferior y la suma superior, se sigue que 

M!{!)= 1b f(x) dx, 

como queríamos mostrar. 

IX, §4. EJERCICIOS 

Escribir las sumas inferior y superior para. las funciones e intervalos siguientes. Us~r 
una partición tal que la. longitud de cada. intervalo _pequeño sea. (a.) ~' (b) t' (e) 4 • 

(d) ~. 

l. f(x) = x2 en el intervalo [1,2]. 

2. f(x) = 1/x en el intervalo [1, 3]. 

3. f(x) = x en el intervalo [0,2]. 

4. f(x)=x 2 enelintervalo'[0,2]. 
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5. Sea. f(x) = 1/x y sea. el intervalo [1, 2]. Sea. n un entero positivo. Escribir la. 
suma. superior y la. inferior usando la. partición tal que la. longitud de cada. intervalo 
pequeño sea. 1/n. 

6. Usando la. definición de integral definida., probar que 

1 1 1 1 1 1 --+ -- + ··· + -- < log2 <- + -- + ··· + --. 
n + 1 n + 2 n + n - - n n + 1 2n - 1 

7. Sea. f(x) = logx. Sean un entero positivo. Escribir las sumas superior e inferior 
usando la partición del intervalo entre 1 y n formada por los enteros del 1 al n, 
i.e. la partición (1, 2, ... , n). 

IX, §5. EL TEOREMA FUNDAMENTAL 

La integral satisface dos propiedades básicas que son muy parecidas a las que 
satisface el área. Enunciémoslas explícitamente. 

Propiedad l. Si M y m son dos números tales que 

m$ f(x)$ M 

para todo x en el intervalo [b, e], entonces 

m( e - b) $1c f $ M (e - b). 

Propiedad 2. Tenemos 

No daremos los detalles de las demostraciones de estas propiedades, pero haremos 
algunos comentarios que seguramente las aclararán. 

Para la propiedad 1, supongamos que queremos verificar la desigualdad del 
lado izquierdo. Podemos tomar la partición trivial del intervalo [b, e] formada 
precisamente por este intervalo. Entonces una suma inferior es ciertamente ~ 
m( e - b) . Como las sumas inferiores crecen cuando se toma una partición más 
fina, y como las sumas inferiores son a lo más iguales a la integral, vemos que la 
desigualdad de la izquierda 

m(c- b) $1c f 
es verdadera. La desigualdad del lado derecho de la propiedad 1 sé prueba de la 
misma manera. 

Para la propiedad 2, supongan que a $ b $ e. Sea P una partición de 
tamaño suficientemente pequeño, tal que la suma inferior L~(P,!) aproxime 
muy de cerca la integral J: f. Es posible que el punto b no esté en esta partición. 
Podemos tomar una partición más fina insertando este punto b, según se muestra 
en la figura. 
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P' P" 

a b e 

p 

Entonces P, junto con b, forma particiones P' y P" de los intervalos [a, b] y 
[b, e]. Si P tiene tamaño suficientemente pequeño, entonces P' y P" tienen 
tamaño pequeño, y las sumas inferiores 

L~(P',f) y Li,(P",f) 

dan buenas aproximaciones a las integrales 

¡b f Y le f, 
respectivamente. Pero tenemos 

L~(P', P",!) = L:(P', f) + L¡(P", !). 

Como L~(P',P",f) es una aproximación de la integral 

¡e f, 
se puede ver, pasando al límite, que 

¡e f = ¡b f + le f. 
La propiedad 2 se formuló para a < b < e. Queremos ahora formularla cuando 
a, b y e se toman en cualquier orden. Para ello, suponemos que a y b son 
números en un intervalo donde f es continua, y b < a. Definimos 

Entonces tenemos la Propiedad 2 en general: 

Sean a, by e tres números en un intervalo donde f sea continua. Entonces 

Demostración. Tenemos que distinguir cada caso. Supongamos por ejem­
plo que b < a < e. Entonces, por la propiedad original, para esta ordenación 
obtenemos 

por definición. 

Sumando J: en ambos lados se prueba la relación deseada. Todos los otros casos 
se pueden probar de manera análoga. 
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Teorema 5.1. Sea f continua en un intervalo [a, b]. Sea 

F(x) = l" f. 
Entonces F es diferenciable y su derivada es 

F'(x) = f(x). 

Demostración. Tenemos que formar el cociente de Newton 

F(x + h)- F(x) = .!_ (1"'+h _ 1"' ) 
h h f f , 

(1 (1 

y ver si tiende a un límite cuando h -+ O. (Si x = a, entonces se sobreentiende 
que h >O, y si x = b, entonces h <O. Si a< x < b, entonces h puede ser 
positivo o negativo. La demostración muestra entonces que f es diferenciable 
por la derecha en a y diferenciable por la izquierda en b ). 

Supongan por el momento que h > O. Por la propiedad 2, aplicada a los 
números a, x y x + h, concluimos que el cociente de Newton es igual a 

* ( 1"' f + L"'+h f- 1"' f) = * L"'+h f. 
Esto reduce nuestra investigación del cociente de Newton al intervalo entre x y 
x+h. 

Sea s un punto entre x y x + h tal que f alcance un máximo en este pequeño 
intervalo [x, x+h] y sea t un punto en este intervalo tal que f alcance un mínimo. 
Sea 

m= f(t) y M= f(s) 
y, aplicando la propiedad 1 al intervalo [x,x + h], se obtiene 

1x+h 
f(t)(x + h- x) S ., f -5, f(s)(x + h- x), 

que podemos reescribir como 

1.,+h 
f(t) · h -5, ., f -5, f(s) ·h. 

Al dividir entre el número positivo h se preservan las desigualC:ades y se obtiene 

.t+h f 
f(t) '5, h- -5, f(s). 

Como s y t están entre x y x + h, debemos tener (por continuidad) 

lím f(s) = f(x) y lím f(t) = f(x). 
h-o h-o 

Así, nuestro cociente de Newton está comprimido entre dos números que tienden 
a f(x) y, por lo tanto, debe tender a f(x), y el teorema queda probado para 
h >o. 

El argumento para cuando h < O es completamente análogo, y lo omitimos. 
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IX, §5. EJERCICIOS 

l. Usando el teorema 5.1, probar que si f es continua en un intervalo abierto que 
contenga a O, entonces 

lím _hl r 1 = /(0). h-o Jo 
[Idea: ¿Se puede interpretar el lado izquierdo como el límite de un cociente de 
Newton?J 

2. Sea f continua en el intervalo [a, b]. Probar que existe algún número e en el 
intervalo tal que 

f(c)(b- a)= l' f(t) dt. 

[Idea: Aplicar el teorema del valor medio a J: f(t)dt = F(x).] 

CAPÍTULO X 

Propiedades de la integral 

Éste es un capítulo corto. Muestra cómo se combina la integral con la suma y las 
desigualdades. No hay una buena fórmula para la integral de un producto. Lo 
más cercano es la integración por partes, pero la postergamos para el capítulo 
siguiente. 

Conectar la integral con la derivada es lo que nos permite calcular integrales. 
El hecho de que dos funciones que tienen la misma derivada difieran en una 
constante, se explota a fondo una vez más. 

X, §1. OTRAS CONEXI.ONES CON LA DERIVADA 

Sea f una función continua en algún intervalo. Sean a y b dos puntos del 
intervalo tales que a < b, y sea F una función diferenciable en el intervalo y 
cuya derivada es f. 

a b 

Por el teorema fundamental, las funciones 

F(x) y 

tienen la misma derivada. Por lo tanto, existe una constante e tal que 

¡"' f = F(x) +e para todo X en el intervalo. 
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¿Cuál es esta constante? Si hacemos z = a, obtenemos 

0= 1(J f=F(a)+C, 

de donde C = -F(a). Tenemos también que 

¡• / = F(b) +C. 

De esto obtenemos: Si dF/dz = /(z), entonces 

¡• f = F(b)- F(a). 

[X, §1) 

Esto es sumamente útil en la práctica, pues por lo general podemos adivinar 
la función F y, una vez adivinada, podemos calcular la integral mediante esta 
relación. 

Más aún, también es práctico usar la notación 

F(z{ = F(b)- F(a). 

Observación. El argumento que dimos para calcular C muestra que el valor 
F(b)- F(a) no depende de la selección de la función F tal que F'(z) = /(z). 
Pero quizá se quiera ver esto de otra manera. Supongan que también G'(z) = 
f(z) para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C tal que 

G(z) = F(z) + C para todo z en el intervalo. 

Entonces 

G(b)- G(a) = F(b) + C- [F(a) + C) 

= F(b)- F(a) porque e se cancela. 

Finalmente, a la integral indefinida como 

j senzdz o f 1 
--dz 
1+z2 

la llamaremos simplemente integral, pues el contexto aclarará su significado. 
Cuando tratamos con una integral definida 

a veces llamamos a los números a y b límite inferior y límite superior, 
t~pectivamente. 

[X, §1) OTRAS CONEXIONES CON LA DERIVADA 

&jemplo. Queremos hallar la integtal 

L~ senzdz. 

Aquí tenemos /( z) = sen z, y la integtal indefinida es 

j senzdz = F(z) =- cosz. 

Por lo tanto, 

L~ senzdz =- cosz[ = -cosr- (-cosO)= 2. 

&jemplo. Supongan que se quiere hallar 

[
3

z2dz. 

Sea F( z) = z3 /3 . Entonces F' ( z) = z2 . Por lo tanto, 

13 z2 dz = z313 = 27 - ~ = 26. 
1 31 3 3 3 

&iemplo. Hallema; ¡1 1 -
-1 2dz. 

o +z· 
Como d arctan z / dz = 1/1 + z 2, tenemos la integral indefinida 

j 1 : z 2 dz = arctanz. 

Por consiguiente, 

¡1 1 11 -1--2 dz = arctan z 
o +z o 

= arctan 1 - arctan O 

= r/4. 

&jemplo. Probar la desigualdad 

1 1 1 - + - + · · · + - < log n. 2 3 n-

281 

Para hacerlo tratamos de identificar el lado izquierdo con una suma inferior y el 
lado derecho con una integral correspondiente. Tenemos la integral indefinida 

logz = j ;dz. 

Sea /(z) = 1/z. 
Sea [a, b) el intervalo [1, n], esto es, todo z con 1 ~ z ~ n. 
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Sea la partición P = { 1, 2, ... , n} formada de los enteros positivos de 1 a n. 

2 3 4 n-1 n 

Entonces 1 1 1 
L(P f) = - + - + .. · + -

' 2 3 n 
pues la longitud de la base de cada rectángulo es igual a l. El valor de la integral 
es ¡n 1 In - dx = log x = log n - log 1 = log n. 

1 X 1 

Así obtenemos la desigualdad deseada porque una suma inferior es ~ que la 
integral. 

Al trabajar o probar desigualdades análogas, se debe dar: 

La función f(x); 
El intervalo [a, b J y el valor de la integral definida 

lb f(x)dx; 

La partición P del intervalo [a, b]. 

Se deberá entonces identificar la suma con una suma inferior (o suma superior, 
como puede ser el caso) con respecto a los datos anteriores, obteniéndose así una 
comparación con la integral del tipo deseado. 

Ejemplo. Por un método análogo se puede dar una desigualdad que tenga 
considerable interés práctico. Denotemos por n! el producto de los primeros n 
enteros. Así, 

Tenemos los primeros: 

n! = 1 · 2 · 3 · · · n. 

1! = 1, 

2! = 1. 2 = 2, 

3! = 1 . 2 . 3 = 6, 

4! = 1 . 2 . 3 . 4 = 24, 

5! = 24 . 5 = 120. 
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El ejercicio 10 mostrará cómo probar la desigualdad 

Es divertido hacerlo, de modo que no lo haremos aquí en el texto. 
El principio de estos ejemplos se aplica para comparar sumas de fu · . . nc1ones 

con ~ntegrales, y las funciones pueden ser decrecientes como, por ejemplo 1 
funciOnes ' as 

1 1 1 
;z: x1/2' x4, etc., 

o pueden ser crecientes, como las funciones 

x, 

Las gráficas se pueden ver así, digamos sobre el intervalo [l,n] donde n es un 
entero positivo, y la partición ' 

P = {1, ... ,n} 

está formada de los enteros positivos del 1 al n. 

2 3 ••• n-1 n 2 3 ••• n-1 n 

Función creciente Función decreciente 

En dicho caso, la base de cada rectángulo tiene longitud l. Por lo tanto obte-
nemos las desigualdades, para f creciente: ' 

4(1) + /(2) + · · · + f(n- 1) ~ ¡n f(x) dx ~ /(2) + ... + f(n), 

Y para f decreciente: 

/(2) + /(3) + · · · + f(n) ~in f(:z:)dx ~ /(1) + · · · + f(n -1). 

X, §1. EJERCICIOS 

Hallar las integrales siguientes: 
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2.¡1 z 113 dz 
-1 

4. L'lr coszdz 

5. Probar la desigualdades siguientes: 

(a) l + l + · · · +!; ~ log n ~ f + l + l + · · · + n_:1 

(b) ~+a$+ ••• + (n)\1~ ~ 2(y'ñ -1) 

(e) 2(y'ñ- 1) ~ 1 + ~ + a/r. + .. · + (n-:)1/2 

6. Probar las desigualdades siguientes: 

(a) 12 + 22 + ... + (n- 1)2 ~ ~a ~ 12 + 22 + ... + n2 

(b) 13 + 23 + ... + (n -1)3 ~ .... ~ 13 + 23 + ... +na 

(e) 11/4 + 21/4 + ... + (n _ 1)1/4 ~ ~n5/4 ~ 11/4 + 21/4 + ... + n1/4 

7. Dar desigualdades análogas a las del ejercicio 6, para las sumas: 

(a) ¿:;;: k4 (b) ¿:;.:: k1' 3 (e) E: .. 1 k5 (d) E: .. 1 : 4 

8. Probar las desigualdades 

1 n n2 lr 1 n-1 n2 
;; E n2 + k2 ~ ¡ ~ ;; E n2 + k2 · 

11=1 ~c .. o 

[X, §1] 

[Idea: Escribir n2: k2 = 1 + : 2 /n2 .] ¿Cuál es el intervalo? ¿Cuál es la par­

tición? 

9. Probar la desigualdad 

1 [(1)2 (2)2 (n 1)2] 1 ;; ;; +;; +···+ -n- ~a· 

10. Para este ejercicio, verificar primero que, si hacemos 

F(z) = zlogz- z, 

entonces F'(z) = logz. 
(a) Evaluar la integral in logzdz. 

(b) Comparar esta integral con las sumas superior e inferior asociadas con la par­
tición P = {1, 2, ... , n} del intervalo [1, n]. 

(e) En la parte (b) habrán encontrado ciertas desigualdades de la forma 

A~B~C. 

Usando el hecho de que 
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probar la desigualdad siguiente: 

Aquí denotamos por n! el producto de los n primeros enteros. 

X, §2. SUMAS 

Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas sobre algún intervalo, y sean F(z) y 
G( z) integrales (indefinidas) para f y g, respectivamente. Esto significa que 
F'(z) = f(z) y G'(z) = g(z). Como la derivada de una suma es la suma de las 
derivadas, vemos que F + G es una integral para f + g; en otras palabras, 

(F + G)'(z) = F'(z) + G'(z), 

y entonces 

j[f(z)+g(z)]dz= j f(z)dz+ j g(z)dz. 

De manera análoga, sea e un número. La derivada de eF(z) es ef(z). Por lo 
tanto, 

j ef(z) dz =e j f(z) dz. 

Una constante se puede meter y sacar de una integral. 

Ejemplo. Hallar la integral de sen z + 3z4 • 

Tenemos 

j(sen z + 3z4) dz = j seil z dz + j 3z4 dz 

= - cos z + 3z5 /5. 
Cualquier fórmula que incluya a la integral indefinida produce una fórmula 

para la integral definida. Usando la misma notación que antes, supongamos que 
tenemos que hallar 

Sabemos que es 

lo cual es igual a 

lb [/(z) + g(z)] dz. 

[F(z) + G(z)][ 

F(b) + G(b)- F(a)- G(a). 
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Así obtenemos la fórmula 

¡b [f(z) + g(:x)] d:x = ¡b f(:x) dz + ¡b g(z) dz. 

De manera análoga, para cualquier constante e, 

¡b ef(:x)d:x =e ¡b f(:x)d:x. 

Ejemplo. Hallar la integral 

1r [sen :x + 3z4] d:x. 

Esta integral (definida) es igual a 

- cos z + 3z5/5[ = - cos 71' + 371'5/5- (-cosO+ O) 

= 1 + 371'5 /5 + 1 

= 2+ 371'5/5. 

[X, §2] 

En algunas aplicaciones es posible encontrar una clase de funciones ligera­
mente más amplia que las funciones continuas. Sea f una función definida en 
un intervalo [a, b]. Diremos que f es continua a trozos en [a, b] si existen 
números 

a = ao < a¡ < · · · < an = b 

y en cada intervalo [a¡_¡, a;] hay una función continua/; tal que /(z) = /;{z) 
para a¡_ 1 < z < a¡. Si así sucede, definimos la integral de f de a a. b como la 
suma ¡b ¡a1 ¡a2 ¡an 

f= ft+ h+···+ fn· 
a ao a1 On.-1 

U na función continua a trozos se puede ver así: 

• 

a=ao a¡ 
,¡;_, 

Ejemplo. Sea f la función definida en el intervalo [0, 2] mediante las con­
diciones: 

f(z) = 1 

f(:x) = 2 

SI 

SI 

o::;z::;1, 

1 < :X :5 2. 

[X, §2] SUMAS 

La gráfica de f se ve así: 

2 

Para hallar la integral de f entre O y 2, tenemos 

12 
f = 11 

:x d:x +12 
2 dz = ~2 1: + 2z [ 

=t+(4-2)=i· 

También podemos hallar 

1" f(t)dt para 

Si o :5 X :5 1: 

1:: 1" :¡:2 f(t)dt= tdt=-. 
o o 2 

Si 1 :5 X :5 2: 

1" f(t) dt = 11 
f(t) dt + 1" f(t) dt 

1 1" 1 = - + dt = - + 2z - 2. 
2 1 2 

Ejemplo. Sea /(z) definida para O :5 z :5 71' por las fórmulas: 

f(z) = senz 

/(z) = cos:x 

si 

SI 

0 $X< 71'/2, 

71'/2 :5 ;¡: :5 71'. 

Entonces la integral de f de O a 71' está dada por: 

1.. 1"'2 ¡'Ir f = sen z dx + cos :x d:x 
O O r/2 

, r/2 Ir 
= - cos z +sen :x =O. 

O r/2 

287 
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La gráfica de f se ve así: 

La integral de una función representa el área entre la gráfica de la 
función y el eje x sólo cuando la función es positiva. Si la función es 
negativa, entonces esta área se representa por menos la integral. 

Ejemplo. La función sen x es ne6ativa en el intervalo [1r, 27r]. El área 
entre la curva y = sen x y el eje x sobre este intervalo está dada por menos la 
integral: 

12r 12r 
- r senxdx = -(-cosx) r = 2. 

El área entre la gráfica de sen x y el eje x entre O y 27r es igual al doble del 
área de uno de sus lazos, y es entonces igual a 4. Por otro lado, 

{2r 12r Jo senxdx = -cosx 
0 

=O. 

y= senx 

Ejemplo. Hl'l.llar el área entre la curva 

y= f(x) = x(x- 1)(x- 2) 

y el eje x. 

[X, §2] SUMAS 289 

La curva se ve así: 

Hay dos porciones entre la curva y el eje x, correspondientes a los intervalos 
[0,1] y [1,2]. Sin embargo, la función es negativa entre x = 1 y x = 2, de 
manera que para hallar la suma de las áreas de las dos regiones hemos de tomar 
el valor absoluto de la integral sobre la segunda. Por consiguiente, calculamos 
estas áreas separadamente. 

Primero expandemos el producto dando f(x) y obtenemos 

f(x) = x3 - 3x2 + 2x. 

La primera integral es igual a 

11 x4 xs x211 
f(x)dx=--3-+2-

o 4 3 2 o 

_1 1+1-1 - :¡- - 4· 

La segunda integral es igual a 

f(x)dx = =._- x 3 + x 2 12 4 12 
1 4 1 

= lf- 8 + 4- <t- 1 + 1) =-t. 

Por lo tanto, el área de las dos regiones es igual a 

i +¡=t. 

Ejemplo. Hallar la integral 

13 .. 

0 
isenxldx. 

Nótese que, debido al signo de valor absoluto, la gráfica de la función 1 sen xl se 
ve como lo muestra la figura de la página siguiente. 
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Gráfica de /(x) = lsen xl 

,. 

Si sen z ~ O en un intervalo, entonces 
Si sen z :5 O en un intervalo, entonces 

lsenzl =sen z. 

lsenzl = -senz. 

Por lo tanto, 

13,. 1,. ¡21f 13,. 
lsenzldz= senzdz- senzdz+ senzdz 

O O ,. 2r 

= 2+2+2 = 6. 

(X, §2] 

Advertencia. Es claro que el resultado es tres veces el área bajo un arco de 
la gráfica, debido a las simetrías. Pero si se intenta usar simetrías en ese tipo de. 
integrales, hay que estar seguros de probar que son válidas. 

Ejemplo. Hallar el área entre las curvas y = z y y = sen z para O :5 z :5 
'lf/4. 

Las gráficas son como sigue. 

¡ 2 

De las desigualdades probadas en el capítulo V, sección §2, se sabe que sen z :5 z 
para O :5 z . El área entre las dos curvas entre z = O y z = 1f /4 es la diferencia 
de las áreas bajo la curva más grande y la más chica, esto es: 

r'4 r'4 r'4 lo (z-senz)dz= lo zdz- lo senzdz 

z2
1
,./4 

1 
... /4 

=- +cosz 
2 o o 
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- 2 1 
= 32 +,¡;¡-l. 

En gen.eral, si f(z) y g(z) son dos funciones continuas tales que f(z);::: g(z) 
en un mtervalo [a, b], entonces el área entre las dos curvas de a a b es 

' ' 

X, §2. EJERCICIOS 

Hallar las integrales siguientes: 

l. j 4x3 dx 

3. j(2senx+3cosx)dx 

5. j (sez+ ;) dx 

7. f 2x5 dx 
L1 

lb (/(z)- g(z)) dz. 

a 

2. j (3x4 - x5 ) dx 

4. j(3x213 +5cosx)dx 

6. ¡:(senx+cosx)dx 

8. r e"' dx 9. r 4x2 dx 
1-l 1-l 

10. Hallar el área entre las curvas y = x y y = x2 de O a su primer punto de intersección 
para x >O. 

11. Hallar el área entre las curvas y= x y y= x 3 • 

12. Hallar el área entre las curvas y = x2 y y = x3. 

13. Hallar el área entre la curva y= (x -1)(x- 2)(x ~ 3) y el eje x. (Trazar la curva.) 

14. Hallar el área entre la curva y= (x + 1)(x- I)(x + 2) y el eje x. 

15. Hallar el .área entre las curvas y = sen x y y = cos x, el eje y y el primer punto 
donde se mtersecan esas curvas para x > O. 
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En cada uno de los problemas siguientes, del16 al 25: 
(a) Trazar la gráfica de la función /(z). 
(b) Hallar la integral de la función sobre el intervalo dado. 

16. En [-1,1], /(z) = z si -1 :5 z <O y /(z) = 5 si O :5 z :51. 
17. En [-1,1], /(z) = z2 si -1:5 z :5O y /(z) = -z si O< z :51. 

18. En [-1, 1], /(z) = z -1 si - 1 :5 z <O y /(z) = z + 1 si O :5 z :5 l. 
19: En[-r,ll'),/(z)=senz si -r:5z<Oy/(z)=zsi0<z:5r. 

20. En[-r,ll'], /(z)=lsenzl. '21. En[-r,ll'], /(z)=lcoszl. 
22. En [-1,1), /(z) = lzl. 23. En [-r,r), /(z) = senz + lcoszl. 
24. En [-ll',r], /(z) = z -lzl. 25. En [-r,ll'], /(z) = senz + lsenzl. 

[X, §3] 

26. Hallar el valor de las integrales (a) J:"'lsenzldz, (b) J:,.lcoszldz. (e) Para 
cualquier entero positivo n, J;,..l sen zl dz. 

X, §3. DESIGUALDADES 

Puede no leerse esta sección basta que se use para estimar términos residuo en 
la fórmula de Thylor. 

Teorema 3.1. Sean a y b dos números, con a :<S; b. Sean f_ y g dos 
funciones continuas en el intervalo [a,b] y suponer que f(x) :<S; g(x) para 
todo x en el interv_alo. Entonces 

¡• f(x)dx ::=;; ¡• g(x)dx. 

Demostración. Como g(x)- f(x);;::: O, podemos usar la propiedad básica 1 
del capítulo IX, sección §5 (con m = O) para concluir que 

¡·(g-!);;::: o. 

Pero 

b ¡· ¡· 1 (g - !) = 11 g - 11 J. 
Transponiendo la segunda integral a la derecha de nuestra desigualdad obtene-
m os 

como se deseaba. 

El teorema 3.1 se usará principalmente cuando g(x) = lf(z)l. Como un 
número negativo siempre es ::=;; que un número positivo, sabemos que 

f(xj :<S; lf(x)l 
y 

-f(x) :<S; lf(x)l. 

[X, §3] DESIGUALDADES 
2!13 

Teorema-3.2. Sean a y b dos números, con a::=;; b. Sea f una función 
continua en el intervalo [a, b]. Entonces 

¡¡• f(x)dxl :<S; ¡• lf(x)ldx. 

Demostración. Simplemente hacemos g(x) = lf(x)l en el teorema anterior. 
Entonces 

f(x) :<S; lf(x)l 
Y también -f(x) :<S; lf(x)l. El valor absoluto de la integral de la izquierda es 
igual a 

¡• f(x)dx o -16 fCx)dx. 

Podemos aplicar el teorema 3.1 ya sea a f(x) o a- f(x) para obtener el teorema 
3.2. 

Tenemos otra aplicación del teorema 3.2. 

Teorema 3.3. Sean a y b dos números y f una función continua en el 
intervalo cer~ado entre a y b. (No suponemos necesariamente que a < b.) 
Sea M un numero tal que lf(x)l ::=;;M para todo x en el intervalo. Entonces 

¡¡• f(x)dxl :<S; Mlb-al. 

Demostración. Si a :<S; b, podemos usar el teorema 3.2 para obtener 

l1b f(x)dxl :<S; lb Mdx =M ¡• dx = M(b- a). 

Si b < a , entonces 

¡· !=- 111 f. 
Tomando valores absolutos obtenemos el estimado M(a- b). Como 

a- b =lb- al 
en el caso b < a, hemos probado nuestro teorema. 

Teorema 3.4. Sea f una función continua en el intervalo [a, b] con a < b. 
Se supone que f(x) 2::: O para todo x en este intervalo, y f(x) >O para algún 
x en este intervalo. Entonces 

¡• f(x)dx >O. 

~m~t~ación. Sea e un número del intervalo tal que f(c) > O, y suponer 
por Simphcidad que e -:f: b. 
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La idea geométrica que sustenta la demostración es bastante sencilla en tér­
minos de área. Como se supone que la función f es ~ O donde sea, y > O en el 
punto e, entonces es mayor que algún número positivo fijo [digamos que f(e)/2] 
en algún intervalo cerca de e. Esto significa que podemos insertar un pequeño 
rectángulo de altura > O entre la curva y= f(z) y el eje z. Entonces el área 
bajo la curva es al menos igual al área de este rectángulo, que es > O. 

Esta "demostración" se puede expresar en términos de propiedades formales de 
la integral de la manera siguiente. Como f es continua, existe algún número d 
cerca de e en el intervalo, con e< d =::; b, tal que f(z) está cerca de f(e) para 
todo z que satisfaga 

e=::; x =::;d. 

En particular, tenemos 

Entonces 

f(x) ~ f~e)' e=::; x =::; d, 

¡b f(x) dx =¡e f + 1d f + 1b f 
~ 1d f(x)dx ~ 1d f~e) dx 

~ f~e) (d-e) >O. 

Esto prueba nuestro teorema si e :/= b. Si e = b, tomamos d < e y procedemos 
de la misma manera. 

El teorema 3.4 no se usará en el resto de este libro excepto en un par de 
ejercicios, pero es importante en aplicaciones subsecuentes. 

X, §4. INTEGRALES IMPROPIAS 

Ejemplo l. Comenzamos con un ejemplo. Sea O < e < l. Veamos la 
integral 

11 1 11 - dx = logx = log 1-loge = -loge. 
e X e 

(X, §4] INTEGRALES IMPROPIAS 

La figura ilustra esta integral. 

Gráfica de y = ~ 
"' 

295 

Se ha sombread? la pa_rte del área bajo la gráfica que está entre e y 1. Vemos 
que, cuando e tiende a O, el área se vuelve arbitrariamente grande, pues 

-log e ...... oo cuando e ...... O. 

Ejemp_lo 2. Sin embargo, es asombroso que ocurra una situación comple­
tamente diferente cuando consideramos el área bajo la curva 1/Fz = x-1/2. 
Tomamos x > O, por supuesto. Sea O < e < l. Calculamos la integral: 

Entonces 

y, por lo tanto, 

1
1 1 11 11 

e x1/2 dx = e x-1/2 dz = 2z1/2 e 

= 2- 2e112. 

cuando e ...... O, 

11 x-1/2 dx ...... 2 cuando O e ...... . 

. Pode~os ilustra_r la gráfica de 1/Fz en la figura siguiente. Nótese que, a 
pnmera VIsta, no difiere gran cosa del ejemplo anterior, pero el cálculo del área 
muestra la existencia de una diferencia fundamental. 

Gráfica de y = 2._ .,¡;;. 

Tanto en el ejemplo 1 como en el ejemplo 2 vemos una chimenea infinita cuando 
' 
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e --+ O. Pero en el ejemplo 1 el área se vuelve arbitrariamente grande, mientras 
que, en el ejemplo 2, el área tiende al límite 2. 

Definición. En el ejemplo 2 decimos que la integral 

11 z-1/2dz 

existe o converge, aunque la función z-1/2 no esté definida en O y no sea 
continua en el intervalo cerrado [0, 1]. 

En general, supongamos que tenemos dos números a y b con, digamos, a < b. 
Sea f una función continua en el intervalo a < z :::; b. Esto significa que, para 
todo número e con a < e < b, la función f es continua en el intervalo 

e:::; z:::; b. 

Sea F cualquier función tal que F'(z) = /(z). 
Podemos entonces evaluar la integral como de costumbre: 

lb /(z) dz = F(b)- F(e). 

Definición. Si existe el límite 

entonces decimos que existe la integral impropia 

lb f(z) dz 

y entonces definimos 

lb f(z) dz = lím lb f(z) dz = F(b)- lím F(e). 
a •-a e c-a 

Tendremos funciones parecidas cuando tratemos con un intervalo a :5 z < b 
y una función f que sea continua en este intervalo. Si existe el límite 

lím 1" f(z)dz 
c-+b 0 

entonces decimos que existe la integral impropia, y que es igual a este límite. 

Ejemplo 3. Mostrar que la integral impropia 

-dz 11 1 

o z2 
no existe. 

Sea O < e < l. Primero evaluamos la integral: 

11 z-1~ 1 ( 1) 1 e z-2 dz = -=1 e= -1- -~ = -1 + ~ 
Pero 1/e--+ oo cuando e--+ O y, por lo tanto, la integral impropia no existe. 

[X, §4] INTEGRALES IMPROPIAS 

Ejemplo 4. Determinar si existe la integral 

y de ser así, hallar su valor. 

13_l_dz 
1 z-1 
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Sea 1 <e< 3. Entonces la función 1/(z -1) no es continua en el intervalo 
[1, 3], pero es continua en el intervalo [e, 3]. Más aún, 

[ z ~ 1 dz = log(z- 1{ = log2 -log(e -1). 

Pero 
-log(e- 1)--+ oo cuando e--+ 1 y e> l. 

Por lo tanto, la integral no existe. 

Hay otro tipo de integral impropia, que trata con valores grandes. 
Sea a un número y / una función continua definida para z ?: a. Considerar 

la integral 

¡B f(z)dz 

para algún número B > a. Si F( z) es cualquier integral indefinida de f, 
entonces nuestra integral es igual a F(B)- F(a). Sitiende a un límite cuando 
B se vuelve muy grande, entonces definimos 

¡00 /{z) dz o r, / = lím {B f(z)dz, 
Ja B-+oo la 

y decimos que la integral impropia converge o existe. 
Así, 

¡oo lB / existe si lím f existe, 
a B-oo a 

Y es igual al límite. De no ser así, decimos que la integral impropia no converge 
o no existe. 

Ejemplo 5. Determinar si existe la integral impropia Jt 1/zdz, y, de ser 
así, hallar su valor. 

Sea B un número > l. Entonces 

l B .!. dz = log B - log 1 = log B. 
1 z 

Cuando· B se vuelve grande sucede lo mismo con log B y, por lo tanto, la integral 
impropia no existe. 

Veamos la función l/z2. Su gráfica es como en la siguiente figura. A primera 
vista no se percibe diferencia alguna entre esta función y 1/z, excepto que 
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1/z2 < 1/z cuando z > l. Sin embargo, hablando intuitivamente, hallaremos 
que 1/z2 tiende a O suficientemente más rápido que 1/z para garantizar que el 
área bajo la curva entre 1 y B tiende a un límite cuando B se vuelve grande. 

Ejemplo 6. Determinar si existe la integral impropia 

y, de ser así, hallar su valor. 

100 1 
-dz 

1 z2 

Sea B un número > l. Entonces 

l B 1 -l~B 1 
2 dz = - = --+l. 

1 z z 1 B 
Cuando B se vuelve grande, 1/ B tiende a O. Por lo tanto, el límite cuando 
B se vuelve grande existe y es igual a 1, que es el valor de nuestra integral. 
Tenemos así, por definición, que 

{
00 ~ dz = lím (- Bl + 1) = l. }¡ z B-oo 

X, §4. EJERCICIOS 

Determinar si las siguientes integrales impropias existen o no. 

100 1 
l. 3'2dx 

2 X : 

4. r-1-dx lo 5-x 

7. r-1-dx lo x -2 

9. ¡3 (x -12)3/2 dx 

l oo 1 
1 2. 213dx 

1 X 

5. [-1-dx 
2 X- 2 

8. [ (x~2)2 dx 

10. lt 1 1 dx 
1 (x- 1)2 3 

100 1 
3. -1--2 dx 

o +x 

6.¡4 
- 1-dx 

1 X -1 

En 101! ejercicios anteriores se evaluaron casos particulares de integrales impropias 
de la forma 

-dx. 
x• 

l b 1 

" Los dos ejercicios siguientes son importantes porque indican en general si 
dichas integrales existen o no. 

[X, §4] INTEGRALES IMPROPIAS 

11. (a) Sea 8 un número < l. Mostrar que la integral impropia 

existe. 

11 1 
-dx 
x• o 

(b) Si 8 > 1, mostrar que la integral no existe. 
(e) ¿Existe la integral cuando 8 = 1? 

12. (a) Si 8 > 1, mostrar que existe la siguiente integral. 

l oo 1 
-dx 

1 x• 

(b) Si 8 < 1, mostrar que la integral no existe. 

Determinar si existen las integrales siguientes· de ser Q~1• hall al , - , ar sus v ores. 

13. loo e-"' dx 14. loo e"' dx 
1 1 
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15. ~ea. Bt' und número'>. 2. Hallar el área. bajo la curva 11 = e-2"' entre 2 y B. • Esta. 
area 1en e a. un lím1te cuando B se v el d ¿ límite? u ve muy gran e? De ser así, ¿cuál es ese 



CAPÍTULO XI 

. . , 
Técnicas de 1ntegrac1on 

El propósito de este capítulo es enseñar ciertos trucos básicos para h_allar i~te-
1 · d fi¡ "das Obviamente es más fácil consultar las tablas de mtegra es, gra es m e n · , · 1 

pero es conveniente tener un entrenamiento mínimo en las tecmcas usua es. 

XI, §1. SUSTITUCIÓN 

Formularemos el análogo de la regla de la cadena par~ ~ntegración. , d fi . d 
Supongan que tenemos una función u(x) y otra func10n f t~l que est~ e m a 

f(u(x)). (Se supone que todas estas funciones están defimdas en mtervalos 
adecuados.) Deseamos evaluar una integral que tenga la forma 

j f(u) ~: dx, 

donde u es una función de x. Primero trabajaremos con ejemplos a fin de 
aprender la mecánica para hallar la respuesta. 

Ejemplo 1. Hallar J(x2 + 1)3(2x) dx · 

Hacer u= x2 + 1. Entonces du/dx = 2x y nuestra integral está en la forma 

j f(u) ~: dx, 

donde la función f es /(u) = us. Abreviamos (d~(dx)~x por du, como si 
pudiéramos cancelar dx. Entonces podemos escnbu la mtegral como 

J J u4 (x2 + 1)4 
f(u)du= u3 du=-¡= 4 
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Podemos verificarlo diferenciando la expresión de la derecha mediante la regla 
de la cadena. Obtenemos 

d (x2 + 1)4 4 
dx 4 = ¡(x2 + 1)3 2x = (x2 + 1)3(2x), 

según se deseaba. 

Ejemplo 2. Hallar Jsen(2x)(2)dx. 

Hacer u = 2x. Entonces du/ dx = 2. Por lo tanto, nuestra integral está en 
la forma 

j sen u ~; dx = J sen u du = - cos u = - cos(2x ). 

Observen que 

j sen(2x) dx f::- cos(2x). 

Si diferenciamos - cos(2x), obtenemos sen(2x) · 2. 
La integral del ejemplo 2 también se puede escribir 

j 2sen(2x) dx. 

Está claro que no importa dónde coloquemos el 2. 

Ejemplo 3. Hallar J cos(3x) dx 

Sea u= 3x. Entonces dufdx = 3. No hay un 3 adicional en nuestra integral, 
pero podemos meter y sacar una constante de ella. Esta integral es igual a 

1 j r¡ 1 1 3 3cos(3x)dx = 3 cosudu = 3 senu = 3sen(3x). 

Es conveniente usar una notación meramente formal que nos permita hacer 
una sustitución u = g(x) como en los ejemplos anteriores. Así, en lugar de 
escribir 

du 
-=2x 
dx 

en el ejemplo 1, podríamos escribir du = 2x dx. Del mismo modo, en el ejemplo 
2 escribiríamos du = 2 dx, y en el ejemplo 3 escribiríamos du = 3 dx. No 
atribuimos significado alguno a esto; es simplerp.ente un recurso semejante al 
que se usa al programar una máquina computadora. La máquina no piensa: 
uno simplemente ajusta ciertos circuitos eléctricos de manera que ejecute una 
operación determinada y proporcione la respuesta correcta. El hecho de que 
escribir 

du 
du = -dx 

dx 
nos proporciona la respuesta correcta se probará en un momento. 
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Ejemplo 4. Halla;r 

Sea 

Entonces 
du = (3z2 + 1) dz. 

Por lo tanto, nuestra integral es del tipo J 1( u) du y es igual a 

J 9 _ ulO _ (zs+z)lO 
u du- 10 - 10 · 

Mostraremos ahora cómo el procedimiento anterior, que puede verificarse en 
cada caso mediante diferenciación, da en realidad la respuesta correcta en todos 
los casos. 

Suponemos entonces que queremos evaluar una integral de la forma 

j l(u) ~= dz, 

donde u es una función de :z: • Sea F una función tal que 

F'(u) = l(u). 

Así pues, F es una integral indefinida 

F(u) = j l(u) du. 

Si usamos la regla de la cadena, obtenemos 

dF(u(z)) = dFdu =l(u)du. 
dz du dz d:z: 

Así hemos probado que 

J du 
l(u) dz dz = F(u(z)) 

según se deseaba. 

Debemos observar además que la fórmula para integración por sustitución se 
· aplica a la integral definida. Podemos enunciar esto formalmente como sigue. 

Sea g una función diferenciable en el intervalo [a, b] cuya derivada es continua. 
Sea 1 una función continua en un intervalo que contiene a los valores de g. 

Entonces 

1. d ¡·<•> l(g(z)) / dz = l(u)du. 
a Z g(a) 
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La demostración es ~nmediata. Si F es una integral indefinida para 1 en-
tonces F (g( z)) es una mtegral indefinida para ' 

l(g(z)) ;: 

de~ido a la regla de la cadena. Por lo tanto, el lado izquierdo ·de nuestra fórmul 
es tgual a · a 

F(g(b))- F(g(a)), 
que es también el valor del lado derecho. 

Ejemplo 5. Suponer que se considera la integral 

.[(z3 +z)9(3z2+ 1)dz 

con u = Z 3 + z · Cuando z = O, u = O y cuando z - 1 u - 2 Así, nuestra 
integral definida es igual a ' - ' - · 

Ejemplo 6. Evaluar 

¡ 2 9 u lo 12 210 
u du=- -­

o 10 o- 10. 

1.../i 
0 zsenz2dz. 

Hacemos u = z 2, du = 2z dz. Cuando :z: = O, u = O. Cuando z = ,¡:; u -
Entonces nuestra integral es igual a ' - 11' • 

i l" senudu= t(-cosu{ = i{-cou+cosO) =l. 

Ejemplo 7. Evaluar 

1 = j z5V1 - z2 dz. 

Hacemos u = 1- Z 2 de modo que du. = -2z,dz. Entonces .,2 = 
z4=(1-u)2,y ... 1-u, 

1 = -i /(1- u)2u112 du = -i /(1- 2u + u2)u112 du 

= - l j ( ul/2 - 2u3/2 + u5/2) du 

_ 1 (uS/2 u5/2 u7/2) 
- - 2 3/2 - 2 5/2 + 7/2 . 

Al sustituir u = 1 - z 2 se obtiene la respuesta en términos de z. 
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XI, §1. EJERCICIOS 

Hallar las integrales siguientes 

,l. j ze"2 dz 

¡3. j z2 (1 + za) dz 

5. j z(lo~ z )n dz ( R = entero) 

"'. j-z dz z+1 

"9. j sen2 z cosz dz 

11. 1" cos' z dz 

~13. ¡~dz 
1 +z2 

16. (a) j sen 2z dz 

(e) j sen 3z dz 

(e) j e'" dz 

'8. j senzcoszdz 

'10. 1" sen5 z cos z dz 

'12. j senz dz 
1 +cos2z 

(b) j cos2zdz 

(d) j cos 3z dz 

(f) j e5"' dz (g) j e-ss dz 

(XI, §l) 

En los problemas siguientes, usar los límites de la teoría de la función exponencial 
estudiados en el capítulo V, sección §5, a saber, 

lím ~=O. 
s-oo e 

17. Hallar el área bajo la curva 11 = ze-"'2 entre O y un número B >O. ¿Tiende esta 
área a un límite conforme B se vuelve muy grande? De ser así, ¿cuál es este límite? 

18. Hallar el área bajo la curva 11 = z 2e-'"3 entre O y un número B >O. ¿Esta área 
tiende a un límite cuando B se vuelve muy grand~? De ser así, ¿cuál es este límite? 

[XI, §2) INTEGRACIÓN POR PARTES 

XI, §1. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 
Hallar las integrales siguientes. 

l. J z'z:2 dz 

3. j sen' zcosz dz 

5. j Jz: _ 1 dx 

7. J (3x2: 5)2 dx 

9. ¡~dz 
sena z 

11. J(za + 1f/5z5 dz 

;13. j sen 3z dz 

""15. j e'" sen e'" dz 
17. j-1-dz 

zlogz 

19. j e"' e: 1 dz 

21. 1"'2 
sena z cos x dz 

;23. 11
./2- zdz 

1"12 cosz 25. · dz 
0 1 + sen2 z 

11/2 ~d~ 
-27. ¡:;---;; ~ 

0 v1- z 2 

¡1 1 +e2s 
29. --dz 

o e" 

2. j ./3z + 1 dz 

4. J e"' - e-s dz 
e"+ e-s 

6. j z\j;4+! dz 

8. j(x2 + 3)'za dz 

\0. j e"'Jes + 1 dz 

12. J (z2 ~ 4)a/2 dz 

14. j cos 4z dx 

16. jx2~dz 

18. j . senz dz 
1+cos2z 

20. j (lo: z )' dz 

,-~ 1 
22. La (z- 1)2 dz 

24. L" sen2.zcoszdz 

26. 12"' sen z dz 
0 1 + cos2z 

28. ¡1 arctan x dz 
o 1 +z2 

¡w/2 

30. 
0 

z sen z 2 dz 

XI, §2. INTEGRACIÓN POR PARTES 

Si f Y g son .dos funciones diferenciables de z, entonces 

d(!g) = /(z) dg + g(z) df. 
dz dz dz 
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Por lo tanto, 
f(x) dg = d(fg) _ g(x) df 

dx dx dx 
Usando la fórmula para la integral de una suma, que es la suma de las integrales, 
y el hecho de que 

j d~:) dx = f(x)g(x), 

obtenemos 

j f(x) ~! dx = f(x)g(x)- j g(x) :~ dx, 

que se llama fórmula para la integración por partes. 
Si hacemos u= f(x) y v = g(x), entonces la fórmula se puede abreviar en 

nuestra notación, como sigue: 

j u dv = uv - j ~ du. 

Ejemplo l. Hallar la integral J log x dx. 

Sea u = logx y dv = dx. Entonces du = (1/x) dx y v = x. Por lo tanto, 
nuestra integral está en la forma J u dv y es igual a 

UV - J V du = X log X - J 1 dx = X log X - X. 

Ejemplo 2. Hallar la integral J xe"' dx. 

Sea u= x y dv =e"' dx. Entonces du = dx y v =e"', de modo que 

j xe"' dx = j u dv = xe"' - j e"' dx = xe"' - e"'. 

Observen cómo dufdx es una función más sencilla que u misma, mientras que 
v y dvfdx son la misma, en este caso. Un procedimiento similar funciona para 
integrales de la forma J xne"' dx cuando n es un entero positivo, haciendo u = 
xn, du = nxn-l dx. Ver los ejercicios 7 y 8. 

Los dos ejemplos anteriores ilustran un hecho general: Funcionará pasar de. 
la función u a dufdx en el proceso de integración por partes, siempre que al ir 
de dv a v no se haga más complicado este lado del procedimiento. En el primer 
ejemplo, con u = log x, después du/ dx = 1/ x es una función más sencilla (una 
potencia de x ), mientras que al ir de dv = dx a v = x sólo se aportan potencias 
de x al procedimiento. 

A continuación damos un ejemplo donde se tiene que integrar por partes dos 
veces antes de obtener una respuesta. 

[XI, §2] INTEGRACIÓN POR PARTES 

Ejemplo 3. Hallar J e"' sen x dx. 

Sea u = e"' y dv = sen x dx. Entonces 

du = e"' dx y v = - cos x. 
Si llamamos a nuestra integral I, entonces 

I = -e"' cos x - j -e"' cos x dx 

= -e"' cos x + j e"' cos x dx. 
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Esto es como si estuviéramos dando vueltas en círculos, pero no hay que desa­
nimarse. En lugar de ello, conviene repetir el procedimiento en e"' cos x. Sea 

t =e"' y dz = cosxdx. 
Entonces, 

dt = e"' dx y z = sen x. 
La segunda integral se convierte en 

j t dz = tz - j z dt = e"' sen x - j e"' sen x dx. 

Hemos regresado a la integral original 

j e"'senxdx 

¡pero con signo menos! Así, 

I = -e"' cos x +e"' sen x -1. 
Por lo tanto, 

21 = e"' sen x - e"' cos x, 
y dividiendo entre 2, nos da el valor 

1 = e"' sen x - e"' cos x 
2 o 

Damos un ejemplo donde primero se hace una sustitución antes de integrar 
por partes. 

Ejemplo 4. Hallar la integral J e-fo dx. 

Hacemos x = u2 , de modo que dx = 2udu. Entonces 

j e-fo dx = j e-u2u du = 2 j ue-u du. 

Ahora esto se puede integrar por partes con u = u y dv = e-u du. Entonces 
v = -e-u , y dejamos que el lector haga el resto. 

Observación. Se puede mostrar, aunque no es fácil, que ningún procedi­
miento permitirá expresar la integral 

j e_.,• dx 

en términos de funciones comunes: potencias de x, funciones trigonométricas 
función exponencial o log, sumas, productos o composiciones de éstas. ' 
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XI, §2. EJERCICIOS 

Hallar las integrales siguientes. 

l. J arcsenxdx 2. J arctanxdx 

3. J e2"' sen 3x dx 4. J e-4:1: cos 2x dx 

5. J(logx)2 dx '\6. J (logx)3 dx 

7. J x2e"' dx '8. J x2e-"' dx 

9. J xsenxdx 10. J xcosxdx 

'11. J x2 senxdx '12. J x2 cosxdx 

13. J x3 cosx2 dx 14. jx5~dx 
(Idea: En el ejercicio 13, hacer primero la sustitución u= x2 , du = 2xdx. En el 
ejercicio 14, sea u = 1 - x2 , x2 = 1 - u.] 

15. J x2 logxdx 16. J x3 logxdx 

17. J x2(logx)2 dx 18. J x3e-"'2 dx 

J x1 1 .. x2 cosxdx 19. (1- x•)2 dx 20. 
-'11' 

En las siguientes integrales impropias usaremos límites de la teoría de ex­
ponenciales y logaritmos, estudiada en el capitulo VIII, sección §5. Estos 
límites son como sigue. Si n es un entero positivo, entonces 

Además, 

lím 11loga =O. 
.. -o 

El primer límite asegura que la función exponencial se vuelve grande con más rapidez 
que cualquier polinomio. El segundo límite se puede deducir del primero; basta escribir 
a= e-8 . Entonces a-+ O si, y sólo si, B--+ oo. Pero log a= -B. De modo que 

-B 
a log a= --¡¡-. 

e 
de donde vemos, al tomar n = 1, que el primer límite implica el segundo. 

,, 
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21. Sea B un número > O. Hallar el área bajo la curva y = xe-"' entre O y B. ¿Esta 
área tiende a un límite cuando B se vuelve muy grande? De ser así, ¿cuál es ese 
límite? 

22. ¿Existe la integral impropia hoo x2e-"' dx? De ser así, ¿cuál es su valor? 

23. ¿Existe la integral impropia hoo x3e-"' dx? De ~r así, ¿cuál es su valor? 

24. Sea B un número > 2. Hallar el área bajo la curva 

1 
y=___,.-~ 

x{logx)2 

entre 2 y B. ¿Esta área tiende a un límite cuando B se vuelve muy grande? De 
ser así, ¿cuál límite? 

25. ¿Existe la integral impropia 

De ser así, ¿cuál es su valor? 

26. ¿Existe la integral impropia 

De ser así, ¿cuál es su valor? 

100 1 d ? 

3 x{logx)4 x. 

L2
logxdx? 

XI, §2. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 
Hallar las integrales siguientes, usando sustituciones e integración por partes, según sea 
necesario. 

'l. J x arctan x dx 

2. (a) J ~dx (Idea: Usar u = ~ y dv = dx.] 

(b) J x arcsen x dx 

3. J x arccos x dx 4. J x3e2"' dx 

5. [, arcsen x dx 6. 12 
x3 logxdx 

. 1 

7. 
11/2 

0 
x arcsen 2x dx 8. 12 

./Xlogxdx 

9. 11 
xe"' dx 10. ¡1 xa~dx 

~ 

11. J xe-Vi dx 12. J ./Xe-Vi dx 
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Probar las fórmulas, donde m y n son enteros positivos. 

13. J (log x)" dx = x(logx)"- n J(logx)"-1 dx 

14. J x"e"'·dx = xne"'- n J x"-1e"' dx 

J m(l )n d xm+l (log X)" n ¡ m(l )n-1 d 
15. X og X X = m + 1 - m + 1 X og X X 

*16. Sea n! = n(n- 1) · · ·1 el producto de los primeros n enteros. Mostrar que 

l oo 
n -z 1 

0 
x e dx = n .. 

[Idea: Hallar primero la integral indefinida J xne-"' dx en términos de 
J x"-1e-"' dx como en el ejercicio 14. Después evaluar entre O y B y dejar que B 
se haga grande: Si In denota la integral deseada, deberá hallarse In = nln-l. Se 
puede continuar así, por pasos, hasta verse reducido a evaluar lo = fooo e-"' dx .] 

XI, §3. INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS 

Investigaremos integrales que incluyen al seno y al coseno. Será útil tener las 
fórmulas siguientes: 

1- cos2x 
sen2 x= ----

2 
1 + cos2x cos2 x = _;..._ __ 

2 

las cuales se prueban fácilmente usando 

cos2x = cos2 x- sen2 x y 

Ejemplo. Usamos la primera fórmula del recuadro para obtener: 

j sen2 xdx = j ~dx- ~ j cos2xdx = ~- ~sen2x. 
Los dos ejemplos siguientes tratan con potencias impares de seno y coseno. 

Se puede us~r un método en este caso, pero no se puede usar cuando haya sólo 
potencias pares. 

Ejemplo. Queremos hallar 

j sen3 xdx. 

Reemplazamos sen2 x por 1 - cos2 x, de modo que 

Jsen3 xdx= j(senx)(1-cos2x)dx 

= j senxdx- j(cos2 x)(senx)dx. 
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La segunda de estas integrales se puede evaluar por la sustitución 

u= cosx, du =-sen xdx. 

Hallamos entonces que 

J 3 cos3 x 
sen x dx = - cos x + - 3-. 

Para potencias bajas del seno y del coseno, los anteriores son los medios más 
fáciles. Especialmente si tenemos que integrar una potencia impar del seno o del 
coseno, podemos usar un método parecido. 

Ejemplo. Hallar I = J sen5 x cos2 x dx. 

Reemplazamos 

de modo que 

j sen5 xcos2 xdx = !(1- cos2 x?cos2 xsenxdx. 

Ahora hacemos 

Entonces 

u= cosx y du = -senxdx. 

I =- !(1- u2?u2 du =- !(1- 2u2 + u4)u2 du 

=- j(u2 - 2u4 +u6)du 

(u3 us u7) 
=- 3- 25+7 . 

Si se quiere la respuesta en términos de x, se sustituye de regreso u = cos x en 
esta última expresión. 

En los dos ejemplos anteriores tuvimos una potencia impar del seno. Enton­
ces, al usar la identidad sen2 x = 1 - cos2 x y la sustitución 

u= cosx, du =-sen xdx, 

transformamos la integral en una suma de integrales de la forma 

j u"du, 

donde n es un entero positivo. 
Este método trabaja sólo cuando hay una potencia impar del seno o del 

coseno. En general, se tiene que usar otro método para integrar potencias arbi­
trarias. 

Hay una manera general en la cual se puede integrar sen" x para cualquier 
entero positivo n: integración por partes. Tomemos primero un ejemplo. 
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Ejemplo. Hallar la integral J sen3 z dz. 

Escribimos la integral en la forma 

I = j sen2 zsenzdz. 

Sean u = sen2 z y dv = sen z dz. Entonces 

Así 

du = 2senzcoszdz y v=-cosz. 

I = -(sen2 z)(cosz)- j -cosz(2senzcosz)dz 

=- sen2 zcosz + 2 j cos2 zsenz dz:. 

[XI, §3] 

Esta última integral podría entonces determinarse por sustitución, por ejemplo 

t = cosz y dt = -senzdz. 

La última integral se vuelve -2 J t 2 dt, y, por lo tanto, 

I = j sen3 zdz = -sen2 zcosz- ~cos3 z. 

Para tratar con un entero positivo arbitrario n, mostraremos cómo reducir 
la integral J senn z dz a la integral J senn- 2 z dz. Procediendo por pasos hacia 
abajo se obtendrá un método que dará la respuesta completa. 

Teorema 3.1. Para cualquier entero n ~ 2 tenemos 

J 1 n-1¡ 2 senn zdz"= -;;senn- 1 zcosz + -n- senn- zdx. 

Demostración. Escribirnos la integral como 

In= Jsennxdx= Jsenn- 1 xsenzdx. 

Sea u = senn- 1 z y dv =sen z dz. Entonces 

Así 

du=(n-l)senn-2zcosxdz y v=-cosx. 

In= -senn-1 xcosx- j -(n -1)cosxsenn-2 xcosxdx 

=- senn- 1 x cosz + (n- 1) j senn- 2 x cos2 x dx. 

Reemplazamos cos2 x por 1 - sen2 x y obtenemos 

In= -senn-1 zcosz+ (n -1) j senn-2 xdz- (n -1) j sen~ x dx. 

[XI, §3] INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS 

Entonces 
In =- senn-1 z cos z + (n- l)In-2- (n- 1)In, 

de donde 
nin = -senn-1 zcosx + (n -1)In-2· 

Al dividir entre n obtenemos nuestra fórmula. 
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Dejamos como ejercicio la demostración de la fórmula análoga para el coseno. 

j cosn zdx = ~ cosn-1 zsenx + n: 1 j cosn-2 zdz. 

Las integrales que tienen tangentes se pueden hacer mediante una técnica 
similar, puesto que ' 

dtanz 2 ---;¡;- = 1 +tan x. 

Dado que estas funciones se usan menos que el seno y el coseno, no escribiremos 
las fórmulas para aligerar esta página impresa que, de otra forma, se volvería 
deprimente. 

Potencias mixtas del seno y del coseno 

Es posible integrar potencias mixtas del seno y del coseno al reemplazar sen2 x 
por 1 - cos2 x, por ejemplo. 

Ejemplo. Hallar J sen2 z cos2 z dx. 

Al reemplazar cos2 x por 1 - sen2 z, vemos que nuestra integral es igual a 

Jsen2 xdx- Jsen4 zdz, 

que sabemos cómo integrar. En este caso pudimos también hacer un truco, 
realizando las sustituciones del principio de la sección. Así, 

2 2 1- cos2 2z 
(sen z)(cos x) = 4 , 

lo cual reduce las potencia dentro de la integral. Otra aplicación de este mismo 
tipo, a saber, 

22 l+cos4z 
cos x= 2 

reduce nuestro problema más aún. Así que ¡a trabajar! Obtengan la integral, 
como ejercicio. 

Advertencia. Debido a identidades trigonométricas como 

2 1 2 1 sen z = -2 cos z + 2' 

son posibles diferentes formas de respuestas, las cuales diferirán en una constante 
de integración. 
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Cuando encontremos una integral que incluya una raíz cuadrada, con fre­
cuencia podremos deshacernos de la raíz cuadrada efectuando una sustitución 

trigonométrica. 

Ejemplo. Hallar el área de un círculo de radio 3. 

La ecuación del círculo es 
x2 + y2 = 9, 

y la porción del círculo en el primer cuadrante se describe mediante la función 

y= V32- x2. 

-3 

-3 

Entonces, un cuarto del área está dado por la integral 

13 fo -x2dx. 

Para dichas integrales, queremos deshacernos de ese espantoso signo de raíz cua­
drada, de modo que tratamos de convertir la expresión bajo la raíz cuadrada en 
un cuadrado perfecto. Usamos la sustitución 

x = 3sent y dx = 3costdt, con O:$ t :$ 1rj2. 

Cuando t = O, entonces x = O, y cuando t = 1r /2, entonces x = 3. Por lo tanto, 

nuestra integral se vuelve 

l r/2 1r/2 
0 

V32-32sen2t3costdt= 
0 

9costcostdt 

l r/2 
= 9 

0 
cos2 t dt 

91r 
=-¡-· 

Nótese que, en el intervalo mencionado, O :$ t :$ 1r /2, el coseno cos t es positivo, 

y así 
V1- sen2 t = Vcos2 t = cost. 

Si escogemos un intervalo donde el coseno es negativo, entonces, al tomar la raíz 
cuadrada, necesitaríamos usar un signo menos adicional. Esto es, si cos t < O , 

entonces 
Jcos2 t =- cost. 

" 

) . 
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Como la integral anterior representaba 1/4 del área del círculo, se sigue que 
el área total del círculo es 97r. 

En general, una integral que incluya expresiones como 

~ 
se puede a veces evaluar usando la sustitución 

x = sen 9, dx = cos 9 d9, 
pues entonces la expresión bajo la raíz cuadrada se convierte en un cuadrado 
perfecto, a saber, 1 - sen2 9 = cos2 9. 

Al hacer esta sustitución, usualmente establecemos que 

-'fr/2 :$ 9 :$ 1rj2 y - 1 :$X:$ l. 
Éste es el margen donde 

x = sen 9 tiene la función inversa 9 = arcsen x. 
Potencias negativas de seno y coseno 

En general es molesto integrar potencias negativas del seno y del coseno, aunque 
es posible hacerlo. Sépase de una vez que existe la fórmula siguiente: 

J c~ 9 d9= Jsec9d9=log(sec9+tan9). 

Esto se hace por sustitución. Tenemos 

_1_ = sec 9 = (sec 9)(sec 9 +tan 9) 
cos 9 sec 9 + tan 9 

Sea u = sec 9 + tan 9. Entonces la integral está en la forma 

· j ;du. 
(Ésta es una buena oportunidad de insistir en que la fórmula recién obtenida es 
válida en cualquier intervalo en que cos 9 .¡ O y 

sec9 + tan9 >O. 
De otra manera, los símbolos no tienen sentido. Determinar dicho intervalo 
queda como ejercicio.) La expresión de la fórmula anterior es tan complicada 
que no deberán memorizarla. Conviene consultarla cuando sea necesario. 
Hay una fórmula parecida para la integral de 1/ sen 9, que se obtiene usando el 
prefijo co- en el lado derecho. La fórmula es: 

l= j se~ 9 d9= jcsc9d8=-1og(csc9+cot8), 

que es similar a la respuesta dada antes para J(l/ cos 8) d(J. Claro que la res­
puesta es en un intervalo donde la expresión dentro del logaritmo es positiva. De 
lo contrario se tiene que tomar el valor absoluto de esta expresión. La demos­
tración es parecida, y también se puede verificar diferenciando el lado derecho 
para obtener 1/ sen 9. 
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Advertencia En el lado izquierdo tenemos seno en lugar de coseno, de ma­
nera que se elimina el prefijo co-. En el lado derecho tenemos la cosecante y la 
cotangente, de modo que se agrega el prefijo co-. Se debe recordar que existe 
esta simetría, pero siempre se debe verificar cuál es la relación correcta antes de 
usarla, ya que, al usar esta simetría, aparecen ciertos signos menos, así como el 
signo menos que aparece ahora en el lado derecho. No se intente memorizar en 
qué caso aparecen dicho signos menos; es mejor verificar cada vez que se necesite 
una fórmula similar, o verla en tablas de integrales. 

Ejemplo. Evaluemos la integral 

l=J bdx. x 1- x2 

Sean x = sen 9, dx = cos 9 d(J. Entonces 

I= j ~cos9d9. 
sen 9 cos2 (J 

Sobre un intervalo donde sea positivo cos 9, tenemos 

y, por lo tanto, 

Vcos2 9 =cosO, 

I = j -1-dO. 
sen (J 

Esta integral se evaluó en el recuadro anterior. 

XI, §3. EJERCICIOS 

Hallar las integrales siguientes. 

l. j sen4 x dx 2. j cosa x dx 3. j sen2 x cosa x dx 

Hallar el área de la región encerrada por las curvas siguientes. 

2 y2 x2 y2 x2 y2 
4. x + 9 = 1 5. 4 + I6 = I 6. a2 + -¡;2 = I 

7. Hallar el área de un círculo de radio r > O. 

8. Hallar las integrales 

(a) j JI- cosfJd(J (b) j JI +cosfJdfJ 

(Idea: Escribir fJ = 2u. Esto deberá ayudar para hacer que la expresión bajo la raíz 
cuadrada sea un cuadrado perfecto.] 

9. Para cualesquiera enteros m y n, probar las fórmulas; 

sen mxsen nx = Hcos(m- n)x- cos(m + n)x], 

sen mx cosnx = Hsen(m + n)x +sen( m- n)x], 

cosmxcosnx = ~[cos(m + n)x + cos(m- n)x]. 
[Idea: Expander el lado derecho y cancelar lo más posible. Usar las fórmulas de 
suma del capítulo IV, sección §3.] 

[XI, §3] INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS 

IO. Usar el ejercicio anterior para hacer éste. 
(a) Mostrar que 

¡:sen 3x cos 2x dx = O. 

(b) Mostrar que ¡: cos 5x cos 2x dx = O. 

11. Mostrar en general que, para cualesquiera enteros positivos m y n, tenemos 

1 .. sen mx cos nx dx = O. 
- .. 

I2. Mostrar en general que, para enteros positivos m y n, 

1 .. sen mxsen nx dx = {O, s~ m :f. n, 
-.- 1r, s¡ m = n. 

(Idea; Si m :f. n, usar el ejercicio 9. Si 2 1 m= n, usar sen nx = 2(I- cos2nx).] 

I3. Hallar J tan x dx. 

Hallar las integrales siguientes. 

I4. J--1-dx V9- x2 

I6. j I dx 
V2- 4x2 

I5. J 1 
---dx 
V3- x 2 

I7. j 1 dx Ja2- b2x2 
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18. Sea f una función continua en el intervalo [-1r 1r] Defini"mos lo • b . . • · s numeros c0 , an 
Y n para enteros positivos n mediante las fórmulas 

1 1 .. 
co = 211" -.- f(x)dx, 

an = ;¡ .. f(x)cosnxdx, bn =!J .. f(x)sennxdx. 
-.. 1r - .. 

Estos números, co, an Y bn, se llaman coeficientes de Fourier de ¡. 

. Ejemplo. Sea f(x) = x · Entonces el 0-ésimo coeficiente de Four1"er de 
mtegral: f es la 

I 1.. 1 2, .. 
co = - x dx = - =._ = o 

211" -.- 211" 2 . . _ .. 
Estos coeficientes an y bn están dados por las integrales 

11 .. an =; xcosnxdx 
- .. 1 1 .. bn =- xsen nxdx 211" . - .. y 

De~erán evaluars~ estas integrales usando integración por partes. Calcular los co­
eficientes de Founer de las funciones siguientes. (Si se hace primero el19 es posible 
que se tenga menos trabajo.) ' 
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(a) f(x) = x 
(d) f(x) = cosx 
(g) f(x) = cos2 x 
(j) f(x) = 1 

TÉCNICAS DE INTEGRACIÓN 

(b) f(x) = x2 

(e) f(x) = senx 
(h) f(x) = lsenxl 

(e) f(x) = lxl 
(f) f(x) = sen2 x 
(i) f(x)=lcosxl 

r 

[XI, §3] 

19. (a) Sea f una función par [esto es f(x) = f(-x)]. Mostrar que sus coeficientes de 
Fourier bn son iguales a O. , . 
(b) Sea f una función impar [esto es f(x) = -f(-x)]. ¿Que se puede decu acerca 
de sus coeficientes de Fourier? 

[XI, §4] FRACCIONES PARCIALES 

XI, §4. FRACCIONES PARCIALES 

Queremos estudiar las integrales de cocientes de polinomios. 
Sean f(x) y g(x) dos polinomios. Queremos investigar la integral 

J 
f(x) dx. 
g(x) 
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Usando la división, se puede reducir el problema al caso en que el grado de f es 
menor que el grado de g. El ejemplo siguiente ilustra esta reducción. 

Ejemplo. Considerar los dos poynomios f(x) = x3 - x + 1 y 

g(x) = x 2 +l. 

Al dividir f entre g (deben saber esto desde la secundaria) obtenemos un co­
ciente d.e x con residuo -2x +l. Así, 

Por lo tanto, 

x3 - x + 1 = (x2 + l)x + (-2x + 1). 

_f(_x) _ x + ---:::2x_+-:-1 
g(x) - x 2 + 1 · 

Para hallar la integral de f(x)fg(x) integramos x y el cociente de la derecha, 
que tiene la propiedad de que el grado del numerador es menor que el grado del 
denominador. 

De ahora en adelante, supondremos que, cuando se considere un cociente 
f( x) / g( x), el grado de f será menor que el grado de g. Lo suponemos porque el 
método que se describirá trabaja sólo en este caso. Factorizando una constante, 
de ser necesario, supondremos además que g(x) se puede escribir 

g( x) = xd + términos de orden menor. 

Comenzaremos estudiando casos especiales, y después describiremos cómo se 
puede reducir a éstos el caso general. 

Primera parte. Factores lineales en el denominador 

Caso l. Si a es un número y n es un entero ~ 1, entonces 

J 1 dx = - 1- 1 si n ::/; 1, (x -l;l)n -n + 1 (x- a)n-1 

= log( x - a) si n = l. 

Esto es bien conocido; y sabemos cómo hacerlo. De hecho, tenemos 

J (x ~ a)n dx = J(x- a)-n dx = J u-n du. 
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Suponer qué n :¡:. l. Entonces, por la sustitución u = x - a, du = dx, 
obtenemos 

porque 

J x a -n dx- (x- a)-n+l - __ 1_..,---1-,---:­
( - ) - -n + 1 - -n + 1 (x- a)n-1 

1 .,-n+l _ .,-(n-1} __ _ 
.. -... - un-1" 

Suponer que n = 1. Entonces la integral tiene la forma 

y, por lo tanto, 

j ;du= logu, 

J -1- dx = log(x- a). 
«-a 

Caso 2. A continuación consideramos integrales de expresiones como 

J 1 d 
(x-2)(x-3) x 

o J x+1 d 
(x- 1)2(x- 2) x, 

donde el denominador está formado por un producto de términos de la forma 

(x-a¡)··· (x- an) 

para algunos números a¡, ... , an que no necesariamente son distintos. El pro­
cedimiento equivale a escribir la expresión bajo la integral como una suma de 
términos, como en el caso l. 

Ejtm~plo. Deseamos hallar la integral 

f (x- 2)
1(x- 3) dx. 

Para hacer esto, queremos escribir 

1 C¡ C2 

(z-2)(x-3) = x-2 + x-3 

con algunos números c1 y c2 que debemos despejar. Se coloca la expresión de 
la derecha sobre un común denominador y se tiene 

C¡ C2 C¡(X- 3) + c2(X- 2) 
x- 2 + x- 3 = (x- 2)(x- 3) · 

Así, (x- 2)(x- 3) es el común denominador, y 

numerador= c¡(x- 3) + c2(x- 2) =(e¡+ c2)x- 3c¡- 2c2. 

Queremos que la fracción sea igual a 1/(x- 2)(x- 3), por lo que el numerador 
· debe ser igual a 1 ; esto es, debemos tener 

(e¡ + c2)x- 3c¡ - 2c2 = l. 

[XI, §4] FRACCIONES PARCIALES 

Entonces basta resolver las ecuaciones simultáneas 

e¡ +c2 =O, 

-3c¡ - 2c2 = l. 

Despejando e¡ y c2 se tiene c2 = 1 y c1 = -1. Por lo tanto, 

j (x- 2)~x- 3) dx = j (x ~\) dx + j (x ~ 3) dx 

= -log(x- 2) + log(x- 3). 

Ejemplo. Hallar la integral 

J x+1 
(x- 1)2(x- 2) dx. 

Queremos hallar números c1 , c2 , ca tales que 

x+1 -~ c2 ca 
(x- 1)2(x- 2) - x- 1 + (x- 1)2 + x- 2 · 
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Nótese que (x -1)2 aparece en el denominador del cociente original. Para tomar 
esto e~ cuenta es necesario incluir dos términos con (x- 1) y (x _ 1)2 en sus 
denominadores, que aparecieron como 

~+ c2 
x -1 (x -1)2 · 

Por otro lado, (x- 2) ~p~rece sólo a la p~imera pote.ncia en el cociente original, 
de modo que da lugar umcamente a un termino 

ca 
x-2 

en la descomposición en fracciones parciales. (La regla general se enuncia al final 
de esta sección.) 

Describimos ahora cómo hallar las constantes c1 c2 , ca, que satisfacen la 
relación ' 

X+ 1 C¡ c2 Ca ---+ + (x- 1)2(x- 2) - x- 1 (x- 1)2 x- 2 

= c¡(x- 1)(x- 2) + c2(x- 2) + ca(x- 1)2 
(x- 1)2(x- 2) 

Aquí pusimos la fracción de la derecha sobre el común denominador 

(x- 1)2(x- 2). 

Tenemos 

x + 1 =numerador= c1(x- 1)(x- 2) + c2(x- 2) + ca(x- 1)2 

= (e¡ + ca)x2 + ( -3c¡ + c2 - 2ca)x + 2c1 - 2c2 + ca. 
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Así que, para hallar las constantes c1 , c2, ca, que satisfacen la relación deseada, 
tenemos que resolver las ecuaciones simultáneas 

c¡ + ca= O, 

-3c¡ + c2- 2ca= 1, 

2c¡ - 2c2 + ca = l. 

Éste es un sistema de tres ecuaciones lineales en tres incógnitas, que se puede 
resolver para determinar C¡ , c2 y ca . Se halla que c¡ = -3, c2 = -2, ca = 3. 
Por lo tanto, 

J X + 1 J -3 J -2 J 3 
(x- 1)2(x- 2) dx = x- 1 dx + (x- 1)2 dx + (x- 2) dx 

2 
= -3log(x -1) + x _ 1 + 3log(x- 2). 

Éste es un teorema algebraico con el cual, si se sigue el procedimiento anterior 
para escribir una fracción en términos de fracciones más sencillas de acuerdo con 
el método ilustrado en los ejemplos, siempre se podrán despejar los coeficientes 
c1 , c2, ca, . . . . No se puede dar la demostración en el nivel de este curso, 
pero en la práctica, a menos que ustedes o yo cometamos algún error, tan sólo 
despejamos numéricamente en cada caso. Si tenemos potencias de orden superior 
de algún factor en el denominador, entonces tenemos que usar también potencias 
de orden superior en las fracciones más simples del lado derecho. 

Ejemplo. Podemos descomponer 

X + 1 C¡ C2 Ca C4 
(x -1)a(x- 2) = x -1 + (x -1)2 + (x -1)a + -x-~-2· 

Al poner el lado derecho sobre un denominador común, e igualando el numerador 
con x + 1, podemos despejar los coeficientes 

Segunda parte. Factores cuadráticos en el denominador 

Caso 3. Queremos hallar la integral 

cuando n es un entero positivo. Si n = 1, no hay nada nuevo: la integral es 
arctan x. Si n > 1, usaremos integración por partes. Habrá un pequeño giro en 
el procedimiento usual, porque si integramos por partes In de la manera natural, 
hallamos que el exponente n crece en una unidad. Hagamos el caso n = 1 como 
ejemplo, de modo que comenzamos con 

I¡ = J x2 ~ 1 dx. 

[XI, §4] 
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Sea 

1 
u= x2 + 1 = (x2 + 1)-1, 

dv = dx, 

Entonces 

du- -2x 
- (x2 + 1)2 dx, v= x. 

I - x 1 -2x2 
1 - x2 + 1 - (x2 + 1)2 dx 

X 1 2 - +2 X 
- x2 + 1 (x2 + 1)2 dx. 

En la última integral de la derecha escribimos x2 = x2 + 1 1 E 
2 - . ntonces 

1 x dx = 1 x2 + 1 - 1 1 1 
(x2+1)2 (x2+1)2 dx= ~dx-1 1 dx 

x + 1 (x2 + 1)2 

(*) 

. = arctan x- I 2 • 

SJ ahora sustituimos esto en la expresión ( •) obt , enemos 
X 

I¡ = x2 + 1 + 2 arctan x - 2[2, 
Entonces podemos d · 1 , . espeJar 2 en termmos de I h 11 

1, Y a amos que 
X 

2!2 = x2 + 1 + 2 arctan x - I1 

X 

= x2 + 1 + 2 arctan x - arctan x 

X 

= x2 + 1 + arctan x. 

Al dividir entre 2 se obtiene el valor de /2: 

J 1 1 X 1 
(x2 + 1)2 dx = 2 x 2 + 1 + 2 arctanx. 

El mismo método f · 
1 unciOna en general. Queremos reduc¡'r n-1, donde In para hallar 

Sea 
In-1 = 1 1 d 

(x2 + 1)n-1 x. 

1 
u = 7""";~--:---

(x2 + 1)n-1 y dv = dx. 
Entonces, 

du=-(n-1) 2x d 
(x2 + 1)n x y V= X. 
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Así, 
:¡; J :¡;2 

In-1 = (z2 + l)n-1 + 2(n- 1) (z2 + l)n dz. 

Escribimos z2 = z2 + 1 - l. Obtenemos 

In-1 = (z2 +z1)n-1 + 2(n- 1) J (z2 +\)n-1 dz- 2(n- 1) J (z2 ~ l)n dz 

o, en otras palabras, 
:¡; 

In-1 = (z2 + l)n-1 + 2(n- l)In-1- 2(n- l)In. 

Por lo tanto, 
n 

2(n- l)In = (z2 + l)n-1 + (2n- 3)In-1 1 

de donde 

J 1 dz = 1 z 
(z2 + l)n 2(n- 1) (z2 + l)n-1 

(2n- 3) ¡ 1 
+ 2(n- 1) (z2 + l)n- 1 dx, 

o, usando la abreviación In , hallamos: 

Esto nos da una fórmula de recursión que baja el exponente n del denomi­
nador hasta que llega a n = 1 . En ese caso sabemos que 

j z2 ~ 1 dz = arctan z. 

Si se quiere hallar I3 , se usa la fórmula para reducirla a I2 , después se usa la 
fórmula de nuevo para reducirla a I 1 , que es arctan z. Esto da una fórmula 
completa para I3. Una fórmula completa para In lleva n pasos. Está claro que 
no se deberá memorizar la fórmula anterior; sólo se deberá recordar el método 
mediante el cual se obtiene y aplicarlo a un caso particular, digamos para hallar 
I3 o I4. 

Eliminaci6n de constantes adicionales mediante sustituci6n 

A veces hallamos una integral que es una ligera variación de una recién conside­
rada, con una constante extra. Por ejemplo, si b es un número, hallar 

J (z2 ·: b2)n dz. 

[XI, §4] FRACCIONES PARCIALES 
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Usando la sustitución z = bz dz _ b dz se d 1 . 
• - , re uce a mtegral a 

J 1 bd - J b 
(b2z2 + b2)n z- b2n(z2 + l)n dz 

1 J 1 = ~ (z2 + l)n dz. 
Tenemos 

J (z2 ~ l)n dz = J (z2 ~ l)n dz 

porque las dos integrales difieren sólo en un cambio de 1 t 
usar duna sustitución para reducir el cálculo de la integ:a~~~n E:t:l ~uesl t~atcómo} 
cuan o b = 1, tratado antes. e a m egra 

Caso 4. Hallar la integral 

J (x2-: b2)n dz. 
Esto es pan comido. Hagamos la sustitución 

1 

u = x2 + b2 Y du = 2z dz 
Entonces 

J :¡; 1¡ 1 
(x2 + b2)n dx = 2 ~ du, 

que sabe~os cómo evaluar, y así hallamos 

si n = 1, 

si n :f; 1. 

Ejemplo. Hallar 

Escribimos 

J 5x-3 
(x2 + 5)2 dz. 

J 5x-3 j 
2 dz = 5 x dz 1 

(x + 5)2 (z2 + 5)2 - 3 j (x2 + 5)2 dz. 
El!E_onces: 

51 x dx-~j 2x 5¡1 5u-1 5 
(x2 + 5)2 - 2 (x2 + 5)2 dx = 2 2 du =- = --~. 

u 2-1 2 x2 + 5 
Para la segunda integral de la derecha podemos poner 

x = Vst Y dz = Vsdt. 
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Entonces: 

J 1 J 1 v'5J 1 
(x2 + 5)2 dx = (5t2 + 5)2 Vsdt = 25 (t2 + 1)2 dt 

y ya antes calculamos 

J (t 2 ~1)2 dt=~C2 ~ 1 +arctant). 

Juntando todo, y usando t = xj../5, hallamos: 

J 5x- 3 5 1 ../51 ( x/../5 x ) 
(x2 + 5)2 dx = -2 x2 + 5-3252 (x/../5)2 + 1 + arctan .J5 . 

Tercera parte. El cociente general f ( z) / g( z) 

Si nos dan un polinomio del tipo x 2 + bx + e, entonces factorizamos o com­
pletamos el cuadrado. Así, el polinomio se puede escribir en la forma 

(x- a)(x- ¡3) o 

para números adecuados a y ¡3. Surgen dos casos. Por ejemplo: 

Caso l. 

Caso 2. 

x2 - x - 6 = (x + 2)(x- 3). 

x2 - 2x + 5 = (x- 1)2 + 22 • 

En el caso 1 hemos factorizado el polinomio en dos factores y cada factor 

tiene grado l. 
En el caso 2 no hemos factorizado el polinomio. Por medio de un cambio de 

variables podemos cambiarlo a una expresión t 2 +l. A saber, sea 

x-1=2t de modo que x=2t+l. 

Entonces 
(x- 1)2 + 22 = 22t2 + 22 = 22(t2 + 1). 

Hicimos el cambio de variables de modo que 22 saliera como factor. Notemos 
que en el caso 2 no podemos factorizar más el polinomio. 

Se puede probar el siguiente resultado general, pero la demostración es larga 

y no se puede dar en este curso. 

Sea g(x) un polinomio con números reales como coeficientes. Entonces g(x) 
siempre se puede escribir como producto de términos del tipo 

(x -at y 

donde n y m son enteros ~ O, y algún factor constante. 

Puede ser bastante difícil hacer esto de manera explícita, pero en los ejercicios 
la situación está preparada para que sea fácil. 

[XI, §4] FRACCIONES PARCIALES 

Ejemplo. Al completar el cuadrado escribimos 
2 

x + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2 = (x + 1)2 + (v'2)2 
Podemos entonces evaluar la integral: . 

j z2 + ~.x + 3 d.x. 

Sea .x + 1 = .../2t Y dx = ..J2 dt. Entonces 

J 2 1 dx = j -~ 1 1 ¡ 1 
x + 2x + 3 (x + 1)2 + (.../2)2 d.x = 2 t 2 + 1 .../2dt 

..J2 
= 2arctant 

= ""; arctan .x ~1 . 
Ejemplo. Hallemos 

Escribimos 

J x d 1 ¡ 2x + 2- 2 · 
2 x-

x + 2x + 3 - 2 x2 + 2x + 3 dx 

- 1 J 2.x + 2 . J 1 -- 2 d.x-
2 x + 2x + 3 x2 + 2x + 3 dx. 

Entonces: 

~~ 2x+ 2 1 j 1 1 
2 x2 + 2x + 3 dx = 2 ;¡ du = 2log(x2 + 2x + 3). 

Juntando esto con el ejemplo anterior, hallamos: 

j x2 + ;x + 3 dx = t log(x2 + 2x + 3)- ..J2 arctan (.x + 1) 
. 2 ..J2 o 

Ejemplo. Hallar la integral 

J 2x+5 
(x2 + 1)2(.x- 3) d.x. 

Podemos hallar números e 
1 ' c2 ' ... tales que el cociente sea igual a 

2x+5 + 2 - C¡ C2X C3 -f- C4X Cs 

(x + 1)2(x- 3) - x2 + 1 + (x2 + 1)2 + x- 3 

C¡ X 1 = --+c2 + 
x2 + 1 x2 + 1 C3 ( z2 + 1 )2 

-f- X 1 
c4(x2+1)2 +csx-3· 
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Hay un teorema del álgebra que afirma que siempre se pueden despejar las cons­
tantes c1 , c2, es, c4, es para obtener dicha descomposición de la fracción ori­
ginal en la suma de la derecha, que se llama descomposición en fracciones 
parciales. Observen que, en correspondencia con el término con x2 + 1, se 
necesitan varios términos en el lado derecho, especialmente aquellos con x en 
el numerador. Si no se incluyeran se obtendría una fórmula incompleta, que no 
funcionaría. No se podrían calcular las constantes. 

Calcularemos ahora las constantes. Colocamos el lado derecho de la descom­
posición sobre el denominador común 

El numerador es igual a 

2x + 5 =c¡(x2 + 1)(x- 3) + c2x(x2 + 1)(x- 3) + cs(x- 3) 

+ c4x(x- 3) + cs(x2 + 1)2. 

Igualamos los coeficientes de x4 , x3 , x2 , x y las constantes respectivas y 
obtenemos un sistema de cinco ecuaciones lineales en cinco incógnitas, el cual 
se puede resolver. Es tedioso hacerlo aquí y lo dejamos como ejercicio, pero 
escribimos las ecuaciones: 

c2 + es= O (coeficiente de x4 ), 

e¡- 3c2 =0 (coeficiente de x3 ), 

-3c¡ + c2 + c4+2cs=0 (coeficiente de x 2 ), 

e¡- 3c2 + c3 - 3c4 =2 (coeficiente de x ), 

-3c1 - 3cs + es= 5 (coeficiente de 1). 

Para la integral obtenemos entonces: 

J 2x+5 1 2 
(x 2 + 1)2(x _ 3) dx =e¡ arctanx + 2e2log(x + 1) 

+es J (x2! 1)2 dx- ~e4x2 ~ 1 + eslog(x- 3). 

La integral que dejamos en pie es precisamente la del caso 3, de modo que hemos 
mostrado cómo hallar la integral deseada. 

Ejemplo. Esta es una descomposición en fracciones parciales. 

x4 + 2X - 1 e¡ + e2x Cg + C4X es + esX 
(x2 + 2)3(x- 5)2 = (x2 + 2) + (x2 + 2)2 + (x2 + 2)3 

+ e7 + -:--e.::.s .,..,.,­
-x---5 (x- 5)2 · 

[XI, §4] 
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Es tedioso calcular las constantes y n· o lo h 
' aremos. 

La regla general es como sig . S . 
f(x)fg(x) con grado de f < g:do ~:ong;n iue.tenemos un cociente 
sea posible en términos como g. ac orizamos g lo más que 

y 

donde n y m son enteros ?: O. Entonces, 

f(x) 
g( x) = suma de términos del tipo siguiente: 

+ d¡ + e¡x dm +e x 
( R) 2 2 + ... + m 
X-p +1 [(x-fJ)2+-y2]m 

para constantes adecuadas e¡ e d d 
' 2' ... ' l' 2' ... ' e¡ e2 .... 
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Una vez escrito el cociente f(x)fg(x) e . 
miten integrar cada término Hall tomo arnba, los casos 1, 2 y 3 nos per­
del tipo siguiente: . amos en onces que la integral incluye funciones 

Una función racional 
Términos log 
Términos arcotangente. 

XI, §4. EJERCICIOS 

Hallar las integrales siguientes. 

1 J 2x-3 ¡ 
. (x-1)(x+7)dx 2. (x2:3)2dx 

3. (a) J 1 d (b)· J 1 
(x- 3)(x + 2) x (x + 2)(x + 1) dx 

4. J (x + l)(x: 2)(x + 3) dx 5. J x~: ~ dx 

7. J x d ¡ 2x 3 
(~ ~ l)(x + 2)2 x 8. (x -l)(x- 2) dx 

9. Escnbu completamente la integral 

Ya . . J (x2 ~ 1)2 dx. 
10. sea mediante mtegración por partes re tida . ' 

texto, obtener completarnent l . . pe. o VIendo la formula general en el 
e .as siguientes mtegrales: 
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(a) j (x2 : 1)3 dx (b) J (x2: 1)4 dx. 

Hallar las integrales siguientes. 

J 2x - 3 dx ¡ x + 1 d 
11. (x2 + 1)2 12. (x2 + 9)2 x 

J 4 J 1 d 13. (x2 + 15)2 dx 14. (x + 1)(x2 + 1) x 

15. Hallar las constantes en la expresión del ejemplo que se encuentra en el texto: 

2X + 5 _ C¡ + C2X + C3 + C4X + ~. 
(x2 + 1)2(x- 3) - x2 + 1 (x2 + 1)2 x- 3 

16. Usando sustitución, probar las dos fórmulas: 

(a) J 1 1 X 
x 2 + b2 dx = -¡; arctan ¡· 

(b) J 1 1 x+a 
(x + a)2 + b2 dx =-¡; arct.an -b-. 

Para los problemas siguientes, factorizar x3 - 1 y x4 - 1 en factores irreducibles. 

17. (a) j x 4 ~ 1 dx (b) j x 4 ~ 1 dx 

18 ( ) J -1- dx (b) j 1 dx 
· a x3 _ 1 x(x2 + x + 1) 

19. dx J x 2 - 2x- 2 
x3 -1 

XI, §5. SUSTITUCIONES EXPONENCIALES 

Esta sección tiene varios propósitos. 
El primero es ampliar nuestras técnicas de integración mediante el uso de la 

función exponencial. · 
El segundo es practicar con la función exponencial y el logaritmo usándolos 

en un nuevo contexto, lo cual permitirá aprender más sobre estas funciones. 
El tercero es introducir dos nuevas funciones 

2 y 2 
En el capítulo siguiente se verán estas funciones aplicadas a algunas situaciones 
físicas, para describir la ecuación de un cable colgante o de una pompa de jabón 
entre dos anillos. Dichas funciones se usarán también para hallar las integrales 
que dan la longitud de varias curvas. Aquí las usaremos de manera sistemática 
sólo para hallar integrales. 

Comenzamos mostrando cÓmo hacer una sustitución sencilla. 

(XI, §5] SUSTITUCIONES EXPONENCIALES 
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Ejemplo. Hallemos 

1= jv1-exdx. 

Hacemos u= ex y du =ex dx, de modo que dx = dufu. Entonces 

1 = j vr=u; du. 

Ahora ponemos 1 - u = v 2 y -du = 2v dv para librarnos del signo de la raíz 
cuadrada. Entonces u = 1 - v2 y obtenemos 

1= j 1 .:!.v2(-2v)dv=2! v2v~ 1 dv 

= 2 J v2 - 1 + 1 dv 
v2 -1 

= 2 [j dv + j v2 ~ 1 dv] 

-2 2¡ 1 d - v+ (v+1)(v-1) v. 

Esta última integral se puede integrar mediante fracciones parciales para dar la 
respuesta final. 

Hemos aprendido cómo integrar expresiont'.s que incluyan 

~. 
Sustituimos x = sen O para que la expresión bajo el signo de la raíz cuadrada 
sea un cuadrado perfecto. Pero, ¿qué sucede si hemos de tratar con una integral 
como 

j V1 + x 2 dx? 

N~cesitamos hacer una sustitución que convierta la expresión bajo el signo de la 
ra1z cuadrada en un cuadrado perfecto. Hay dos tipos posibles de funciones que 
podemos usar. Primero, tratemos de sustituir x =tan O para deshacernos de la 
raíz cuadrada. Hallamos 

V1 + tan2 0 =secO= - 1-
cosO 

sobre un intervalo donde cosO es positivo. Nuevamente, una potencia negativa 
de coseno no es de lo más agradable. Peor aún, 

de modo que 

dx = sec2 O dO, 

J y'1+';2 dx = j sec3 O dO = j - 1- dO, 
cos3 O 

que se puede hacer, pero no es sencillo, así que no lo haremos. 
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y 

Efectuando las operaciones se muestra que 

cosh2 t - senh2 t = l. 

Más aún, las reglas usuales de la diferenciación muestran que 

d cosh t = senh t 
dt 

y ~=cosht. 
dt 

[XI, §5] 

Estas fórmulas son muy parecidas a las del seno y coseno ordinarios.' excepto 
por algunos cambios de signo, y nos permiten tratar algunos casos _de mtegral:s 
que no podíamos hacer antes, y en particular deshacernos de los s1gnos de ra1z 

cuadrada como sigue. 

Ejemplo. Hallar 

I= j~dx. 
Hacemos la sustitución 

x = senh t y dz = cosh t dt. 

Entonces 1 + senh2 t = cosh2 t' de modo que JI+ z2 = Vcosh2 t = cosh t. Por 

lo tanto, 

[XI, §5] SUSTITUCIONES EXPONENCIALES 
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1 (e2t e-2t) 
=¡ 2+2t--2- . 

Es obvio que la respuesta está dada en términos de t. Si la queremos en 
términos de z, necesitaremos estudiar la función inversa, que podemos llamar 
arcsenh (arcoseno hiperbólico), y podemos escribir 

t = arcsenh z. 
Al principio parece que estamos en una situación parecida a la del seno y 

del coseno, donde no pudimos dar una fórmula explícita para la función in­
versa. Simplemente llamamos a esas funciones inversas arcoseno y arcocoseno. 
Es asombroso que aquí podamos dar una fórmula como sigue 

1 Si z = senh t, entonces t = log(z + v'X2+!). 

Demostración. Tenemos 

Sea u = e1 • Entonces 

z=i(u-;). 

Multiplicamos esta ecuación por 2u y obtenemos la ecuación 

u2 - 2uz - 1 = O. 
Podemos entonces despejar u en términos de z mediante la fórmula cuadrática 
y obtener 

de modo que 

u = z ± y' z2 + l. 
Pero u = et > O para todo t . Como J z2 + 1 > z, se sigue que no podemos 
tener el signo menos en esta relación. Por lo tanto, finalmente, 

et = u = z + y' x 2 + l. 
Tomamos ahora el log para hallar 

t = log(z + y';2+}), 
lo cual prueba la fórmula deseada. 

Así, a diferencia de los casos del seno y el coseno, obtenemos aquí una fórmula 
explícita para la función inversa del seno hiperbólico. 

Si ahora sustituimos t = log(z + Jz2 + 1) en la integral indefinida· hallada 
antes, obtenemos la respuesta explícita: 

J V1 + z2 dx = Hi(z + v'x2 + 1)2 + 2log(x + v'z2 + 1) 

- i<z + Jz2 + 1)-2]. 
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Quizá queramos también hallar una integral definida. 

Ejemplo. Sea B > O. Hallar 

LB /1 + ,:¡;2 dz. 

[XI, §5] 

Sustituimos B en la integral indefinida, sustituimos O y restamos, para hallar: 

l B 1 [e2t - e-2t] log(B+'IiB'+l) 
V1+.x2dz =- - +2t--

o 4 2 2 o 

= t[t(B + /B2 + 1)2 + 2log(B + /B2 + 1) 

- i(B + /B2 + 1)-2] 

porque, cuando sustituimos O en lugar de t en la expresión entre corchetes, 
obtenemos O . 

En los casos en que se tenga que usar una función inversa para cosh, podemos 
confiar en la siguiente afirmación. 

Para z ;:::: O, la función z = cosh t tiene una función inversa, dada por 

t = log(z + Jz2 - 1). 

Esto se prueba precisamente como la afirmación análoga para senh. Hagan los 
ejercicios 3 y 6, que en realidad están resueltos en la sección de respuestas, pero 
antes de consultar esa sección, para así aprender mejor el tema. 

Observación. Las integrales como 

J /1 +z3 dz y 1 V1 +.x4dz 

son mucho más complicadas, y no se pueden hallar mediante las funciones ele­
mentales de este curso. 

XI, §5. EJERCICIOS 

Hallar las integrales. 

l. J ,j¡ + e" dx 2. j-1-dx 
1 +e" 

3. J 1 dx 4. J ~ dx e"'+ e-s ve" + 1 
5. Sea /(x) = l(e"'- e-"')= senhx =y. 

(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para todo x. 
(b) Trazar la gráfica de f. 
Sea x = arcsenh y la función inversa. 

[XI, §5] SUSTITUCIONES EXPONENCIALES 

(e) ¿Para qué números y está definido arcsenh y? 
. (d) Sea g(y) = arcsenh y. Mostrar que 

g'(y)= ~-
1 +y2 

En el texto se mostró que. x = g(y) = log(y + /y2 + 1). 

6. Sea /(x) = t{e"' +e-"')= coshx =y. 
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(a) Mostrar que / es estrictamente creciente para x ~ O. 
Entonces existe la función inversa en este intervalo. Denotar esta función inversa 
por x = arccosh y. 
(b) Trazar la gráfica de f. 
(e) ¿Para qué números y está definido el arccoshy? 
(d) Sea g(y) = arccosh y. Mostrar que 

g'(y)= F.· 
y2 -1 

(e) Mostrar que x = g(y) = log(y + p-=-i"). En consecuencia se puede dar en 
realidad una expresión explícita para esta función inversa en términos del logaritmo. 
Éste es otro aspecto en el que las funciones hiperbólicas se comportan de manera más 
sencilla que el seno y el coseno, pues no podemos dar una fórmula explícita para el 
arcoseno y el arcocoseno. 

Hallar las integrales siguientes. 

7. j.~dx 
vx2 +4 

9. J x~dx 
x- x2 + 1 

8. J vhrdx 

10. j~dx 
11. Hallar el área entre el eje x y la hipérbola 

x2- y2 = 1 

en el primer cuadrante, entre x = 1 y x = B, con B > 1. 
Para la gráfica de la hipérbola ver el capítulo 11, sección §9. 

12. Hallar el área entre el eje x y la hipérbola 

y2- x2 = 1 

en el primer cuadrante, entre x = O y x = B. 

13. Sea a un número positivo y sea y= acosh(xfa). Mostrar que 

d2y =! 1 + (dy)2. 
dx2 a dx 

(Ésta es la ecuación diferencial del cable colgante. Ver el apéndice después de la 
sección §3 del capítulo siguiente.] 

14. Verificar que, para cualquier número a> O, tenemos 



CAPÍTULO XII 

Aplicaciones de la integración 

Las matemáticas consisten en el descubrimiento y descripción de ciertos objetos 
y estructuras. Es esencialmente imposible dar una descripción que abarque a 
todos esos objetos y estructuras. Luego, en lugar de dicha definición, diremos 
simplemente que los objetos estudiados por las matemátic~, _tal como l~ c?no­
cemos son los que se encuentran en las revistas de matematicas de los ultimos 
dos si~los. Hay muchas razones para estudiar estos objetos, entre las cuales hay 
razones estéticas (a algunas personas les resultan agradables) y razones prácticas 

(algunos resultados son aplicables). 
La física, por otro lado, consiste en la descripci?~ del mundo empírico me­

diante las estructuras matemáticas. El mundo empmco es el mundo con el que 
entramos en contacto a través de nuestros sentidos, mediante experimentos, me­
diciones, etc. Lo que caracteriza a un buen físico es su habilidad para elegir, 
entre muchas estructuras y objetos matemáticos, aquellos que se pueden usar 
para describir el mundo empírico. Por supuesto, las. afi_r~acion_es a~teriore,s. de­
ben ser aclaradas en dos sentidos; primero: la descnpc10n de situaciOnes fisicas 
mediante estructuras matemáticas sólo puede hacerse dentro del grado d: ~r;­
cisión que permitan los aparatos de experimentación .. Segundo: 1~ descnpciO,n 
deberá satisfacer ciertos tipos de criterio estético (sencillez, elegancia). J?espues 
de todo una lista completa de la totalidad de los resultados de los experimentos 
que ha~ sido realizados sería una descripción del mundo físico; pero otra cosa 
muy distinta es enunciar un solo principio que involucre simultáneamente a todos 

los resultados de esos experimentos. 
Por razones psicológicas, es imposible (para la ma~oría de las ?;rsonas), a~ren­

der ciertas teorías matemáticas sin ver primero una mterpretaciOn geometnca o 
física. Por eso, en este libro, antes de introducir un concepto matemático hemos 
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dado con frecuencia alguna de sus interpretaciones geométricas o físicas. Sin 
embargo, no deben confundirse estos dos campos. Con este fin, podemos formar 
dos columnas, como se muestra más adelante. 

Por lo que respecta al desarrollo lógico de nuestro curso, podríamos omitir 
completamente la segunda columna, pero no lo hacemos porque se usa para 
muchos fines: para motivar el aprendizaje de los conceptos de la primera columna 
(porque nuestro cerebro es de naturaleza tal, que necesita la segunda columna 
para comprender la primera); o para dar aplicaciones de la primera columna 
aparte de la satisfacción puramente estética (que pueden sentir aquellos a quiene~ 
agrada la materia). 

Matemáticas 

Números 

Derivada 

df 
dx = I<f(x) 

Integral 

Física y geometría 

Puntos de una recta 

Pendiente de una recta 
Razón de cambio 

Decaimiento exponencial 

Longitud 
Área 
Volumen 
Trabajo 

De todos modos es importante tener en mente que la derivada, como el límite 

r f(x+h)-f(x) 
h~ h ' 

Y la integral, como el número único entre la suma superior y la inferior, no se 
deben confundir con una pendiente o con un área, respectivamente. Es sim­
plemente nuestra mente la que interpreta el concepto matemático en términos 
físicos o geométricos. Además, es frecuente que asignemos varias de dichas in­
terpretaciones al mismo concepto matemático (por ejemplo, la integral se puede 
interpretar como un área o como el trabajo realizado por una fuerza.) 

Y, a propósito, las observaciones anteriores acerca de física y matemáticas no 
pertenecen ni a la física ni a las matemáticas. Pertenecen a la filosofía. 

La experiencia muestra que, para un curso de un periodo sobre integración 
y fórmula de Taylor, falta tiempo para cubrir todas las aplicaciones de la inte­
gración dadas en el libro, así como los cálculos relacionados con la fórmula de 
Taylor y un estimado del residuo. Sin embargo, no se pueden omitir las aplica­
ciones básicas como la longitud de una curva, volúmenes de revolución y área 
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en coordenadas polares. Después, cada quién debe escoger entre las demás, las 
que traten con conceptos geométricos (área de revolución) o conceptos físicos 
(trabajo). Como ya se dijo en el prefacio, tengo la impresión de que, excepto por 
la sección sobre trabajo, si falta tiempo es mejor omitir otras aplicaciones a fin 
de tener tiempo suficiente para manejar los cálculos que resultan de la fórmula 
de Taylor. 

XII, §1. VOLÚMENES DE REVOLUCIÓN 

Comenzamos nuestras aplicaciones con volúmenes de revolución. La razón prin­
cipal es que las integrales que deben evaluarse son más fáciles que las de otras 
aplicaciones. Pero al final deduciremos sistemáticamente las longitudes, áreas y 
volúmenes de todas las figuras geométricas usuales. 

Sea y = f( x) una función de x, continua en algún intervalo a :::=; x < b. 
Supongamos que f(x) ;:::: O en este intervalo. Si se gira la curva y = f(x) 
alrededor del eje x, se obtiene un sólido cuyo volumen queremos calcular. 

f(c¡) 

Tomemos una partición de [a, b], digamos 

a = xo :::=; X¡ :::=; • · · :::=; Xn = b. 

Sea e¡ un mínimo de f en el intervalo [x;, Xi+l] y sea d; un máximo de f en ese 
intervalo. Entonces el sólido de revolución en ese pequeño intervalo está entre un 
cilindro pequeño y un cilindro grande. El ancho de estos cilindros es x;+l - x; y 
el radio es f(c;) para el cilindro pequeño y f(d;) para el grande. Por lo tanto, 
el volumen de revolución, denotado por V, satisface las desigualdades 

n-1 n-1 

E 7rf(c;)2(xi+l- x;) :::=; V:::=; E 7r/(d;?(xi+l - x;). 
i=O i=O 

Entonces es razonable definir este volumen como 
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Ejemplo. Calcular el volumen de la esfera de radio 1 
Tomama> la función y -~ e t O 1 s· . 

dor del eje x obtendremosla ser:iesfer:. r~nt:nc~s s~r~!~::::ne:~a curva alrede-

L17r{1- x2) dx = ¡1r. 
Entonces el volumen de la esfera completa es i7r. 

~je~plo. Hallar el volumen obtenido al rotar la región entre y = x3 y y = x 
en e pru~Ier cuadrante alrededor del eje x. 

La grafica de l.a región se ilustra en la figura. Tomamos sólo la part 
encue~tra en el pnmer cuadrante, de modo que O < x < 1 El 1 e qu~ se 

SV es Igual a la diferencia de Jos volúmenes obtenidos~} ~OtarV~ ~men req~ri~O 
ea f(x) = x Y g(x) = x 3 . Entonces x y y- x · 

V= 7r L1 
f(x) 2 dx- 1r L1 g(x) 2 dx 

= 7r Ll x2 dx - 7r Ll x6 dx 

1C' 1C' 

= 3-7. 

y=x 

fi "tEjeCmpl~d· Podemos h.~cer chimeneas sólidas infinitas y ver si tienen volumen 
m o. ons1 erar la funcwn 

Sea 
f(x) = 1/Fx. 

O<a<l. 
El volumen de revolución de la curva 

y= 1/Fx 
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entre x = a y x = 1 está dado por la integral 

¡l 1 11 7r- dx = 7r log x 
a X a 

= -7rloga. 

Cuando a tiende a O, log a se vuelve negativo muy grande, de modo que -log a 
se vuelve positivo muy grande, y el volumen se vuelve arbitrariamente grande. 
Ilustramos la chimenea en la figura siguiente. 

Sin embargo, si se calcula el volumen de la curva 

1 
Y= xl/4 

B 

entre a y 1, hallaremos que tiende a un límite cuando a ---> O. Resolver el 
ejercicio 12. 

En el cálculo anterior determinamos el volumen de u~a chimenea cerca del eje 
y. Podemos también hallar el volumen de la chimenea yendo hacia la derecha, 
digamos entre 1 y un número B > l. Suponiendo que la chimenea está definida 
por y= 1/Vz, el volumen de revolución entre 1 y B está dado por la integral 

¡B 'IT(Jxr dx= ¡B 7T~dx=7rlogn. 
Cuando B ---> oo vemos que este volumen se vuelve arbitrariamente grande. Sin 
embargo, usando otra función, como la del ejercicio 13, ¡se hallará un volumen 
finito para la chimenea infinita! 
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XII, §1. EJERCICIOS 

l. Hallar el volumen de una esfera de radio r. 

Hallar los volúmenes de revolución con los datos siguientes: 

2. y= 1/cosx entre x =O y x = 7r/4 

3. y=senx entre x=O y x=7r:/4 

4. y= cosx entre x =O y x = 7r/4 

5. La región entre y = x 2 y y = 5x 

6. y = xez/2 entre x = O y x = 1 

7. y= x 112 ezf2 entre x = 1 y x = 2 

8. y = log x entre x = 1 y x = 2 

9. y = Ji"'+'X entre x = 1 y x = 5 

10. (a) Sea B un número >l. ¿Cuál es el volumen de revolución de la curva y= e-z 
entre 1 Y B? ¿Tiende a algún límite este volumen cuando B se vuelve grande? De 
ser así, ¿cuál es ese límite? 
(b) La misma pregunta para la curva y= e-2z. 

(e) La misma pregunta para la curva y= >JXe-z2
• 

11. Hallar el volumen de un cono cuya base tiene radio r y altura h, formado al rotar 
un recta que pasa por el origen, alrededor del eje x. ¿Cuál es la ecuación de la 
recta? 

12. Calcular el volumen de revolución de la curva 

1 
Y= xl/4 

entre a y l. Determinar el límite cuando a-+ O. 

13. Calcular el volumen de revolución de la curva 

y= l/x2 

entre x = 2 Y x = B para cualquier número B > 2. ¿Tiende este volumen a un 
límite cuando B -+ oo? De ser así, ¿a qué límite? 
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14. ¿Para qué números e > O el volumen de revolución de la curva 

y= 1/xc 

[XII, §l] 

entre 1 y B tenderá a un límite cuando B --+ oo? Hallar este límite en términos 
de c. 

15. ¿Para qué números e > O el volumen de revolución de la curva 

y= 1/xc 

entre a y 1 tenderá a un límite cuando e--+ O? Hallar este límite en términos de 
c. 

XII, §1. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 

l. Hallar el volumen de una dona como la que se muestra en la figura. La dona se 
obtiene al rotar un círculo de radio a alrededor de una recta, digamos el eje x . 

(a) La dona (b) Secci6n transversal 
de la dona 

Sea R la distancia de la recta al centro del disco. Suponemos que R > a. Se puede 
reducir este problema al caso estudiado en esta sección, como sigue. Sea y = !( x) la 
función cuya gráfica es la mitad superior del círculo y sea y= g(x) la función cuya 
gráfica es la mitad inferior del círculo. Escribir explícitamente f y g. Entonces se 
tendrá que restar el volumen obtenido al rotar el semicírculo inferior del volumen 
obtenido al rotar el semicírculo superior. 

Hallar los volúmenes de los sólidos obtenidos al rotar cada región indicada alrededor 
del eje x. 

2. y = x2 , entre y = O y x = 2 

4 
3. y = --, X = -5, X = -2, y = 0 

x+l 

4. y = .Ji, el eje x y x = 2 

5. y= 1/x, x = 1, x = 3 y el eje x 
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343 ·~ 

7. La región acotada por la recta x + y = 1 y los ejes coordenados 

9. y= e-"', entre x = 1 y x = 5 

10. y= log x, entre x = 1 y x = 2 

11. y=tanx, x=r/3 y el eje x 

En los siguientes problemas se pide hallar un volumen de revolución de una región entre 
ciertas.cotas y determinar si el volumen tiende a un límite cuando la cota B se vuelve 
muy grande. De ser así, dar el límite. 

'12. La región acotada por 1/x y el eje x, entre x = 1 y x = B para B > 1. 

13. La región acotada por 1/x2 y el eje x, entre x = 1 y x = B para B > l. 

14. La región acotada por 1/vz y el eje x, entre x = 1 y x = B para B > 1. 

En los problemas siguientes, hallar el volumen de revolución determinado por las cotas 
que incluyen un número a > O y determinar si este volumen tiende a un límite cuando 
a tiende a O. De ser así, decir qué límite. 

15. La región acotada por y= 1/vz y el eje x, entre x =a y x = 1, para O< a< 1. 

16. La región acotada por y = 1/ x y el eje x , entre x = a y x = 1 , con O < a < l. 

17. La región acotada por (cosx)/.../senx, el eje x, entre x = a y x = r/4, con 
O< a< 7r/4. 

XII, §2. ÁREA EN COORDENADAS POLARES 

Supongan que n(.'S dan una función continua 

r = /(9) 

definida en algún intervalo a :5 9 :5 b. Suponemos que /( 9) ~ O y b :5 a + 271'. 

Queremos hallar una expresión integral para el área abarcada por la curva 
r = f( 9) entre las dos cotas a y b. 

Tomar una partición de [a, b], digamos 

a = 9o :5 9¡ :5 · · · :5 9n = b. 

La figura entre 9¡ y 9i+1 podría verse como se muestra en la página siguiente. 
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Sea s¡ un número entre 6¡ y 6¡+1 tal que /(s¡) sea un ma.x1mo en ese 
intervalo, y sea t¡ un número tal que /(t¡) sea un mínimo en ese intervalo. En 
la figura hemos trazado los círculos (más bien los sectores) de radios /(s¡) y 
/(t¡), respectivamente. Sea 

A¡ = área entre 6 = 6¡, 6 = 6¡+1, y acotada por la curva 
=área del conjunto de puntos (r,6) en coordenadas polares tales que 

y O~ r ~ /(6). 
El área de un sector que tiene ángulo 6¡+1 - 6; y radio R es igual a la fracción 

6i+1- 6¡ 
211" 

del área total del círculo de radio R, a saber, 1rR2 • Por lo tanto, tenemos la 
desigualdad 

6i+~; 6¡1r/(t¡)2 ~A¡~ 6;+~; 6¡ 1r/(s¡)2 • 

Sea G(6) = t/(6)2 • Vemos que la suma de las pequeñas piezas de área A¡ 
satisface las desigualdades 

n-1 n-1 n-1 
E G(t;)(6i+1 - 6¡) ~ :E A; ~ E G(s;)(6i+1 - 6¡). 
i=O i=O i=O 

Así, el área deseada está entre la suma superior y la suma inferior asociada con 
la partición, de modo que es razonable que el área en coordenadas polares esté 
dada por 

Ejemplo. Hallar el área acotada por un lazo de la curva 

r2 = 2a2 cos26 (a> O). 
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s· "" 6 "" 1 - ¡ ~ ~ ¡ , entonces cos 26 ~ O. Así, podemos escribir 

r =-~?.aJeos 26. 

Por lo tanto, el área es 

Ejemplo. Hallar el área acotada por la curva 

r=2+cos6, 

en el primer cuadrante. 
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Prim~ro trazamos el área en el primer cuadrante, i.e. para 6 entre O y 11"/2. 
Se ve as1: 

El área está dada por la integral 

r'2 r'2 
!Jo (2+cos6) 2 d6=!Jo (4+4cos6+cos2 6)d6. 

Todos los términos se integran fácilmente. La respuesta final es 

~ (211"+4+ i). 

Ejemplo. Hallar el área encerrada por la curva dada en coordenadas polares 
por 

r= 1+2sen6. 

Notar que para -11"/6 ~ 6 ~ 711"/6, y sólo para esos 6, se tiene que 

1 + 2sen6 ~O. 

La curva se ve como en la figura de la página siguiente. 
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El área es, pues, igual a 

17 .. "/6 

A= i (1 + 2sen9)2 d9 
-r/6 

l 'lr/2 
=2·i (1+4sen9+4sen2 9)d9. 

-r/6 

Usamos la'identidad 
29 1-cos29 

sen = 2 

Entonces la integral se evalúa fácilmente, y dejamos eso para el lector. 

XII, §2. EJERCICIOS 

Hallar el área encerrada por las curvas siguientes: 

l. r = 2(1 +cosO) 2. r 2 = a2 sen20 (a > O) 

3. r = 2acos0 (/ r = cos30, -r/6 $O $ r/6 

5. r=1+sen0 6. r=1+sen20 

7. r=2+cos0 8. r = 2cos30, -r/6 $O $ r/6 

XII, §2. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 
Hallar las áreas de las regiones siguientes acotadas por la curva dada en coordenadas 
polares. 

l. r = 10cos0 2. r=1-cos0 

3. r = -./1- cosO 4. r=2+sen20 

5. r = sen2 O 6. r=1-sen0 

7. r=1+2sen0 8. r = 1 +sen20 

tg: r=cos30 10. r=2+cos0 
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Hallar el área entre las curvas siguientes dadas en coordenadas rectangulares. 

11. y= 4 - x2 , y =O, entre x = -2 y x = 2 

12. y= 4- x2 , y = 8- 2x2 , entre x = -2 y x = 2 

13. y=x3 +x2 , y=x3 +1,entrex=-1yx=1 

14. y = x- x2 , y= -x, entre x = O y x = 2 

15. y = x2 , y = x + 1, entre los dos puntos donde se intersecan las dos curvas. 

16. y = x3 y y = x + 6 entre x = O y el valor de x > O donde se intersecan las dos 
curvas. 

XII, §3. LONGITUD DE CURVAS 

Sea y= /(z) una función diferenciable sobre algún intervalo [a, b] (con a < b) 
y suponer que su derivada f' es continua. Deseamos determinar la longitud de 
la curva descrita por la gráfica. La idea principal es aproximar la curva por 
pequeños segmentos de recta y sumarlos. 

(a, f(a)) 

En consecuencia, consideramos una partición de nuestro intervalo: 

·a = zo ~ Zl ~ · · · ~ Zn = b. 

Para cada z¡ tenemos el punto (z,,/(z¡)) sobre la curva y= f(z). Trazamos 
los segmentos de recta entre dos puntos sucesivos. La longitud de dicho segmento 
de recta es la longitud de la recta entre 

{z¡,/(za)) y 

y es igual a 
.j(za+l - z¡) 2 + (/(za+l)...:.. /(z¡))2. 

Por el teorema del valor medio concluimos que 

/(za+l)- /(z¡) = (za+l - z¡)f'(c¡) 

para algún número c1 entre z¡ y zi+1 • Al usar esto vemos que la longitud de 
nuestro segmento de recta es 

V~(Z_i_+_l ___ Z_¡~)2~+~(-z,-.+-1----z,~-)~2/~'~(c-¡=)2 . 
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Podemos factorizar (x;+l - x;)2 y ver que la suma de las longitudes de estos 
segmentos de recta es 

n~1 

L Vl + f'(c;) 2 (xi+1- x;). 
i=O 

Sea G(x) = Jl + f'(x)2. Entonces G(x) es continua y vemos que la suma 
recién escrita es 

n-1 

L G(c;)(xi+1- x;). 
i=O 

El valor G(c;) satisface las desigualdades 

mín G :'5 G(c;) :'5 máx G 
¡.,,,.,,+¡) ¡.,,,.,,+¡) 

esto es, G(c;) está entre el mínimo y el máximo de G en el intervalo [x;, x;+1]. 

Así, la suma que hemos escrito está entre una suma inferior y una suma superior 
para la función G. Este tipo de sumas se conocen como sumas de Riemann. 
Esto es cierto para toda partición del intervalo. Sabemos de la teoría básica de 
la integración que hay exactamente un número que está entre toda suma superior 
y toda suma inferior, y que ese número es la integral definida. Por lo tanto, es 
razonable definir: 

la longitud de una curva entre a y b 

Ejemplo. Deseamos formar la integral para obtener la longitud de la curva 
y = x 2 entre x = O y x = l. De la definición anterior vemos que la integral es 

11 Vl + (2x)2 dx = 11 Vl + 4x2 dx. 

Esta integral es del mismo tipo que las consideradas en el capítulo XI, sección 
§5. Primero hacemos 

u= 2x, du = 2dx. 

Cuando x = O, entonces u = O, y cuando x = 1, entonces u = 2. Por lo tanto, 

11 
Vl+4x2 dx= 12 ~!du=! 12 ~du. 

La respuesta viene entonces del capítulo XI, sección §5. 
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Ejemplo. Queremos hallar la longitud de la curva y = e"' entre x = 1 y 
x = 2. Tenemos que dyfdx =e"' y (dyfdx)2 = e2"', de modo que, por la fórmula 
general, la longitud está dada por la integral 

¡2 Vl + e2"' dx. 

Esto se puede evaluar más rápidamente, así que realizamos el cálculo. Se hace 
la sustitución 

Entonces 
2e2"' dx = 2u du. 

Como e2x = JJ 2 - 1, obtenemos 

! Vl+e2'"dx=Ju u2du =f-2u2 du 
u-1 u-1 

= j u2 -1 + 1 du 
u 2 -1 

= j 1 du + j u 2 ~ 1 du. 

Pero 

Por lo tanto, 

J J1 + er .. "'flx =u+ t (1og u- 1] . 
,J u+ 1 

Cuando x = 1, u = v'1+e2. Cuando x = 2, u = ~. Por consiguiente, 
la longitud de la curva sobre el intervalo dado es igual a 

Vl + e2"' dx =u + ! log ~ ¡2 
[ 1] lv'l+ei 

1 u+l v1+e> 

=~+llo ~-1 
2 g y'¡+ e4 + 1 

~ 1 v"l+e2-1 - V 1 + e~ - - log . 
2 v'I+'f2 + 1 

Un poco complicada, pero ésta es la respuesta explícita. 
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APÉNDICE. EL CABLE COLGANTE 

Queremos mostrar aquí cómo se puede determinar la ecuación de un cable col­
gante como el que se muestra en la figura. 

eje y 

o eje x 

Suponemos que el cable está fijo a un muro por su extremo izquierdo y está 
sujeto a una tensión T en una cierta dirección, en el otro extremo. Queremos 
hallar de manera explícita la altura del cable 

y= f(x). 

La respuesta es como sigue. 

Si a es la altura en el extremo izquierdo y el cable tiene pendiente 
horizontal al tocar el muro, entonces 

y= acosh(xfa). 

Mostraremos esto deduciendo primero la ecuación diferencial que satisface el 
cable. Así, mostremos primero que 

El cable está fijo al muro en el punto A, sujeto a una tensión horizontal constante, 
denotada por H. Sea w el peso por unidad de longitud y sea s la longitud. 
Entonces el peso W del cable de longitud s es ws. 

La tensión en P tiene que balancear la tensión horizontal H y el peso W 
que jala hacia abajo. Esta tensión tiene una componente horizontal y una com­
ponente vertical, que están dadas por T cosO y Tsen O, respectivamente. Así, 
debemos tener 

TeosO= H, TsenO = W = ws. 

Al dividir obtenemos 
T sen O = tan 0 = W. 
TeosO H 
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Pero tan 8 es la pendiente del cable en el punto P = (x, y). Entonces 

dy w 
dx = Hs. 

Por otro lado, sabemos que 

ds 
( dy)2 

1+ dx · -dx 

Entonces 

d2y w ds w (dy) 2 

dx2 = H dx = H 1 + dx 

Ésta es la ecuación diferencial que queríamos. 
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Quizá ya resolvieron un ejercicio en el capítulo XI, sección §5, que mostraba 
que la función 

satisface la ecuación 

(*) 

y= a cosh(x/a) 

d2y =.!. 
dx 2 a 

( dy)2 
1 + dx · 

Probemos ahora el recíproco. 

Teorema 3 .l. Si y = f ( x) satisface ( *), y además 

/(0} =a, f'(O} =O, 

entonces y= a cosh(xfa). 

La condición f(O} = a significa que el cable está colgado en el extremo 
izquierdo a una altura a sobre el eje x. La condición f'(O} =O significa que, en 
este punto, el cable es horizontal. 

Sea 
dy 
dx =u. 

Nuestra ecuación diferencial se puede escribir entonces como 

Así, 

du 1 ~ 
- = -v 1 +u2 • 
dx a 

1 1 
~du=~dx 

e integramos mediante una sustitución como en el capítulo XI, sección §5. Ha­
cemos 

u= senht, y du = cosh t dt. 

Tenemos 



352 APLICACIONES DE LA INTEGRACIÓN 

V1 + u2 = V1 + senh2 t = Vcosh2 t = cosh t, 

pues cosh t > O para todo t. Por lo tanto, 

J 1 du = J cosh t dt =t. 
v'1 + u2 cosh t 

Entonces 
1 

t = -z+e 
a 

para alguna constante e. Por lo tanto, 

u = senh t = senh ( ~ + e) . 
Pero, por hipótesis, u= dyfdz = f'(z), y /'(0) =O, por lo que, 

senhe =O, 

lo cual significa que e = O. Entonces 

dy = f'(z) = senh (~) . 
dz a 

Integrando una vez rnás, obtenemos 

y= f(x) = acosh (~)+K 
para alguna constante [{. Pero /(0) = a, y cosh O = 1, de modo que 

a = /(0) = a · 1 + K. 

Por lo tanto, K = O y así, finalmente, 

y= f(z) =a cosh(z/a) 

como se deseaba. 

XII, §3. EJERCICIOS 

Hallar las longitudes de las curvas siguientes: 

l. y = xa/2, O ~ x ~ 4 

3. y= logx, 1 ~ x ~ e2 

5. y = e"' entre x = O y x = l. 

6. y = x312 entre x = 1 y x = 3. 

2. y= logx, ~ ~ x ~ 2 

4. y = 4- x2 , -2 ~ x ~ 2 

7. y= He"'+ e-"') entre x = -1 y x =l. 

8. y = log(l - x2), O ~ x ~ ! 
9. y= ~(e"'+ e-"), -1 ~ x ~O 

10. y=logcosx, O~x~7f/3 

[XII, §3] [XII, §4] CURVAS PARAMÉTRICAS 353 

XII, §4. CURVAS PARAMÉTRICAS 

Hay otra manera en que podemos describir una curva. Suponiendo que vemos 
un punto que se mueve en el plano, sus coordenadas se pueden dar como función 
del tiempo t. Así, cuando damos dos funciones de t, digamos 

z = f(t), y= g(t), 

podemos verlas como la descripción de un punto moviéndose a lo largo de una 
curva. Las funciones f y g dan las coordenadas del punto como funciones de t. 

Ejemplo l. Sea z = cosO y y = sen O. Entonces 

(z,y) = (cosO,senO) 

es un punto sobre el círculo. 

Conforme O crece, vemos el punto moviéndose a lo largo del círculo, en sentido 
contrario al que giran las manecillas del reloj. En realidad no importa la selección 
de la letra O, y pudimos haber usado t . En la práctica, el ángulo O mismo se 
expresa como función del tieynpo. Por ejemplo, si se mueve un insecto alrede­
dor del círculo con velocidad angular uniforme (constante), entonces podemos 
escribir 

O= wt, 

donde w es constante. Entonces 

z = cos(wt) y y= sen(wt). 

Esto describe el movimiento de un insecto alrededor del círculo con velocidad 
angular w. 

Cuando (z, y) se describe mediante dos funciones de t, como se acaba de 
hacer, decimos que tenemos una parametrización de la curva en términos 
del parámetro t. 
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/ 

Ejemplo 2. Trazar la curva z = t2 , y = t3 • 

Podemos hacer una tabla de valores de la manera acostumbrada. 

t z y 

o o o 
1 1 1 
2 4 8 

-1 1 -1 
-2 4 -8 

[XII, §4] 

Así, para cada número t podemos localizar el punto correspondiente ( z, y) . 
También investigamos en qué caso z y y son funciones de t crecientes o decre­
cientes. Por ejemplo, al tomar la derivada obtenemos 

dz = 2t y dy = 3t2. 
dt , dt 

Así, z crece cuando t > O y decrece cuando t < O. La ordenada es creciente, 
pues t2 > O (a menos que t = O). Más aún, la abscisa siempre es positiva (a 
menos que t = O), de modo que la gráfica se ve así: 

eje y 

La expresión paramétrica para la abscisa y la ordenada suele ser útil para 
describir el movimiento de un insecto (o una partícula), cuyas coordenadas están 
dadas como función del tiempo t. Las flechas trazadas en la figura sugieren dicho 
movimiento. 

A veces podemos transformar una curva dada en forma paramétrica, en una 
definida por una ecuación, quizá con algunas desigualdades adicionales. 

Ejemplo 3. Los puntos (t2 , t3 ) satisfacen una ecuación "ordinaria" 

y2 = za, 0 y= z3/2. 

Sin embargo, pudimos haber escrito la ecuación 

Y4 = zs, 

la cual satisfacen todos los puntos de nuestra curva. Pero en este caso hay 
soluciones de esta ecuación que no están dadas por nuestra parametrización, y 
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que corresponden a valores negativos de z, por ejemplo, 

z = -2, y= ±2-/2. 
Así, si querem?s ?escribir .e,l conjunto de todos los puntos de la curva parametri­
zada con esta ultima relac10n, debemos añadir una desigualdad z > O. Entonces 
es correc~o decir que el conjunto de todos los puntos sobre la curva parametrizada 
es el conJunto de todas las soluciones de la ecuación 

Y4 = zs 

que satisfacen la desigualdad x > O. 
De igual manera, también es ~rrecto decir que el conjunto de todos los puntos 

sobre la curva parametrizada es el conjunto de todas las soluciones de la ecuación 

ys = z12 

que satisfacen Ia desigualdad x ~ O. Y así sucesivamente. 
La gráfica de la ecuación y4 = z 6 es como se muestra en la figura. 

eje y 

Gráfica de y4 = x• 

eje x 

Es simétrica respecto a ambos ejes, el x y el y. Sin embargo, en la curva 
parametrizada, 

x=t2 , y=t3 , 

sólo se presenta el lado derecho de esta gráfica. 

Ejemplo 4. Sea 

x(t) = t{e1 + e-1) 

Ya sea que hayan verificado que 

y 

x(t)2 - y(t)2 = 1, 

o que lo verifiquen ahora realizando la multiplicación y la resta, verán entonces 
que el punto . 

(x(t),y(t)) = (!(e1 + e-1), t(e1 - e-1)) 
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está sobre la hipérbola definida por la ecuación 
z2 _ y2 = 1. 

(XII, §4] 

Pero nótese que z(t) > O, en otras palabras, la abscisa dada por la anterior 
función de t, siempre es positiva. Así, nuestras funciones 

(z(t),y(t)) = (t(e' +e-'), !(e'- e-')) 
describen un punto sobre la rama derecha de la hipérbola. 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' " ' 

Cuando t es negativo grande, entonces z(t) es positivo grande, y y(t) es negativo 
grande. Cuando t es positivo grande, entonces z(t) es positivo grande y y(t) 
también es positivo grande. 

Conforme crece t, la ordenada y(t) crece de negativo grande a positivo 
grande, por lo que un insecto que se mueve a lo largo de la hipérbola de acuerdo 
con la parametrización anterior se mueve hacia arriba en la parte derecha de la 
hipérbola. 

Longitud de curvas parametrizadas 

Determinaremos ahora la longitud de una curva dada por una parametrización. 
Supongamos que nuestra curva está dada por 

z = f(t), y= g(t), 

con a ~ t ~ b, y que tanto f como g tienen derivadas continuas. Consideramos 
una partición del intervalo de valores t, [a, b]: 

a = to ~ t1 ~ · · · ~ tn = b. 

Entonces obtenemos los puntos 

(z¡,y¡) = (/(t¡),g(t¡)) 

sobre la curva. La distancia entre dos puntos sucesivos es 

V(Yi+1- y¡)2 + (zi+1- z¡)2 = V(/(ti+1)- /(t¡))2 + (g(ti+t)- g(t¡))2. 

( 
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(Xi+t. Yi+l) 

(:c¡,y¡)~ 

t¡ 

La suma de las longitudes de los segmentos de recta da una aproximación de la 
longitud de la curva cuando la partición es lo suficientemente fina, esto es cuando 
los números t¡ , ti+1 están lo suficientemente cerca entre sí. Por lo tanto, la suma 

n-1 

L: JU<ti+d- t<t,))2 + <u<ti+d- u(t,))2 

i:O 

da una aproximación a la longitud de la c~rva. Usamos el teorema del valor 
medio para f y g. Existen números e; y d¡ entre t; y t;+l tales que 

/(ti+¡)- f(t;) = /'(c;)(t;+l - t;), 

g(t¡+¡)- g(t;) = g'(d;)(ti+1- t¡). 

Al sustituir estos valores y factorizar (t;+l - t1), vemos que la suma de las 
longitudes de nuestros segmentos de recta es igual a 

n-1 

L: V/'(c¡)2 + g'(d;)2(ti+1 - t¡). 
i:O 

Sea 
G(t) = V/'(t)2 + g'(t)2. 

Entonces nuestra suma es casi igual a 
n-1 

L: G(c;)(t¡+l- t;), 
i=O 

que sería una suma de Riemann para G. No lo es porque no es necesariamente 
cierto que e; = d;. No obstante, lo que hemos hecho hace que sea bastante 
razonable definir la longitud de nuestra curva (en forma paramétrica) 
como 

l~ = ¡b "'/'(t)2 + g'(t)2 dt. 

Una justificación completa de que esta integral es un límite, en un sentido ade­
cuado, de n11estras sumas, requeriría algo más de teoría, lo cual es irrelevante 
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porque sólo queremos que se vea razonable el hecho de que la integral anterior 
representa lo que entendemos físicamente por longitud. 

Observen que, cuando se da una curva en su forma usual y = /( :t:), podemos 
hacer 

t = :t: = g(t) y y= f(t). 
Esto muestra cómo ver la forma usual como un caso especial de la forma paramé­
trica. En ese caso, g'(t) = 1 y la fórmula para la longitud en forma paramétrica 
se ve igual que la fórmula que obtuvimos antes para una curva y= /(z). 

También es conveniente poner la fórmula en la otra notación usual para la 
derivada. Tenemos · 

d:t: = f'(t) y dy = g'(t). 
dt dt 

Por lo tanto, la longitud de la curva se puede escribir en la forma 

Es costumbre hacer 
s(t) =longitud de la curva como función de t. 

Así, podemos escribir 

Esto da lugar a 

ds 
dt-

A veces escribimos simbólicamente 
Fl..:;;(;;;;;d~s)~2 ;_=_(-dz_)_2 +-(d-y-)2-,--, 

para sugerir el teorema de Pitágoras. 

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva 
:t: = cost, y= sent 

entre t = O y t = 1r. 
La longitud es la integral 

1" y'(-sent)2+(cost)2dt. 

En vista de la relación (-sen t)2 = (sen t)2 y de una fórmula básica que relaciona 
al seno y al coseno, obtenemos 

1" dt ='Ir. 

Si integramos entre O y 21r, obtendremos 21r. Ésta es la longitud del círculo de 
radio l. 
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Ejemplo. Hallar la longitud de la curva 

para O$(}$ 1rf2. 
Tenemos 

d:t: 
d(J = 3 cos2 fJ(- sen fJ) y 

r/2 
= 3 lo 'lfcos2 fJsen2 fJd(J (porque cos2 (J + sen2 (} = 1) 

r'2 = 3 lo sen(} cos (} d(J (porque sen (J cos 9 ;::: O para O $ (} $ 1r /2). 

Integramos esto haciendo u = sen(}, du = cos (} d(J, de modo que la integral es 
de la forma 

j udu = u 2/2. 
Entonces 

2 (} 1"'2 l~12 = 3se~ 
0 

= 3/2. 

Ejemplo. Hallar la longitud de la misma curva como en el ejemplo anterior, 
pero para O $ (} $ 21r. 

El mismo argumento que el anterior conduce a la fórmula de la longitud 

ro = 312
" 'licos2 (} sen2 (} dfJ. 

Sin embargo, si A es un número, la fórmula 

v'A2=A 
es válida sólo si A es positivo. Si A es negativo, entonces 

..(A2 = -A= IAI. 
Así pues, al tomar la raíz cuadrada se deberá tener cuidado de los intervalos 
donde cos (J sen fJ es positivo o negativo. Tenemos que separar la integral en una 
suma: 

17r/2 1" l~" = 3 cos fJ sen (} d(J - 3 cos (J sen (} dfJ 
O r/2 

¡3r/2 12r 

+ 3 cos fJsen (J d(J- 3 cos 6sen (} dfJ. 
r 3r/2 
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Ahora éstas se pueden evaluar fácilmente, como antes, para dar la respuesta final 
6. Por otro lado, observar que 

12
" cosOsenOdO= !sen2 ol:" =0. 

Aquí se obtiene el valor O porque a veces la función es positiva y a veces es 
negativa, sobre el intervalo más grande O :::; O :::; 271", y hay cancelaciones. 

Coordenadas polares 

Hallemos ahora una fórmula para la longitud de las curvas dadas en coordenadas 
polares. Digamos que la curva es 

r = /(0), 
con 01 :::; O :::; 02 . Sabemos que 

.-~---------------. 
x = rcosO = f(O)cosO, 

y = r sen O = f( O) sen O. 

Esto hace que la curva esté en forma paramétrica, como en las consideraciones 
precedentes. En consecuencia, podemos aplicar la definición como antes, y vemos 
que la longitud es 

{9" (dx) 2 (dy)2 19, dO + dO dO. 

Se puede calcular dxfdO y dyfdO usando la regla para la derivada de un pro­
ducto. Si se hace esto, se hallará que se cancelan varios términos y resulta que: 

La longitud de una curva expresada en coordenadas polares por 
r = f(8) está dada por la fórmula 

¡9, 

V /(0)2 + /'(0)2 dO. 
9, 

Los lectores deberán obtener esto por sí mismos, pero para que quede constancia, 
lo haremos todo aquí. Traten de no verlo antes de hacerlo por sí solos. 

Tenemos: 
dx 
dO =- f(O) sen O+ f'(O) cosO, 

dy 
dO = f(O) cosO+ f'(O) sen O. 

Por lo tanto, 

(~; r + (~~r = f(O? sen2 O- 2/(0)/'(0)sen O cosO+ !'(0)2 cos2 O 

+ /(0) 2 cos2 O+ 2f(O)f'( O) cosO sen O+ /'(0)2 sen2 O 

= f(O? + f'(O? 
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pues sen2 O+ cos2 O= 1 Y los términos de enmedio se cancelan. La fórmula se 
obtiene al sustituir. 

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva dada en coordenadas polares por 
r =senO, entre O= O y O= 71"/2. 
. Usamos la fórmula recién deducida y vemos que la longitud está dada por la 
mtegral . r'2 "'2 

lo vsen2(0) + cos2(0) dO= 1 dO= 1rj2. 

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva dada en coordenadas polares por 
r = 1- cosO para O:::; O:::; 71"/4 . 

Hacemos f( O) = 1 - cosO. La fórmula da la longitud como 

f~14 = 1"14 J /(0)2 + !'(0)2 dO 

r'4 
= lo V1 -2 cosO+ cos2 O+ sen2 o dO 

r'4 = lo V2(1- cosO) dO. 

Hacer O = 2u. Recordando que la fórmula 1 - cos 2u = 2 sen2 u, entonces 

1- cosO= 2sen2(0/2). 

Y así, la integral es 

!"14 (o) = 2 lo sen 2 dO (porque sen(0/2);::: O si O:::; O::; 71"/4) 

(o) 1"'4 = -4 cos 2 o = 4 r 1 _ cos G) J . 

XII, §4. EJERCICIOS 

l. Realizar los cálculos dando la longitud en coordenadas polares. 

2. Hallar la longitud de un círculo de radio r. 

3. Hallar la longitud de la curva x = e1 cos t, y = e1 sen t entre t = 1 y t = 2. 
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4. Hallar la longitud de la curva x = cos3 t, y = sen3 t (a) entre t = O Y t = 7r /4 Y 
(b) entre t = O y t = 1r. 

Hallar la longitud de las curvas en el intervalo indicado. 

5. X = 2t + 1 , y = t2 , 0 ~ t ~ 2 

6. X= 4 + 2t 1 y= tt2 + 3 1 -2 ~ t ~ 2 

7. X= 9t2 
1 y= 9t3 - 3t, 0 ~ t ~ 1/VJ 

8. X = 3t 1 y = 4t - 1 1 0 ~ t ~ 1 

9. x = 1 - cos t, y= t- sen t, O $ t ~ 211: 

10. x=a(1-cost), y=a(t-sent), con a>O, y O~t~1r. 

11. Trazar la curva r = e9 (en coordenadas polares), y también la curva r = e-9 • 

12. Hallar la longitud de la curva r = e9 entre 8 = 1 Y 8 = 2. 

13. En general, dar la longitud de la curva r = e9 entre dos valores 81 y 82. 

Hallar la longitud de las curvas siguientes dadas en coordenadas polares. 

14. r = 382 de 8 = 1 a 8 = 2 

15. r = e-49 , de 8 = 1 a 8 = 2 

16. r=3cos8, de 8=0 a 8=7r/4 

17. r = 2/8 de 8 = t a 8 = 4 [Idea: Usar 8 = senht.] 

18. r=1+cos8 de 8=0 a 8=7r/4 

19. r=1-cos8 de 8=0 a 8=11: 

20. r = sen2 ! de 8 = O a 8 = 7r 

21. Hallar la longitud de un lazo de la curva r = 1 + cos 8 

22. Igual, con r = cos 8, entre -7r/2 y 7r/2. 

23. Hallar la longitud de la curva r = 2/ cosO entre 8 =O y 8 = 7r/3. 

XII, §5. SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN 

Sea y = f( x) una funcion continuamente diferenciable en un intervalo [a, b]. 
Queremos hallar una fórmula para el área de la superficie de revolución de la 
gráfica de f alrededor del eje x, según se ilustra en la figura. 
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Veremos que el área de la superficie está dada por la integral 

La idea es aproxi~~~ la curva por medio de segmentos de recta, según se ilustró. 
Usamos una par.hc10n 

a = Xo $ Xl $ x2 $ ... $ Xn = b. 

En el intervalo pequeño [x;, Xi+l], la curva se aproxima mediante el segmento que 
une los puntos (x;, f(x;)) Y (xi+l,/(x;+l)). Sea L; la longitud del segmento. 

Entonces 

La longitud de. un círculo de ra~io y es 27ry. Si rotamos el segmento de recta 
alrededor del ~Je x, entonces el area de la superficie de rotación estará entre 

y 27rf(s;)L;, 

X; 

~onde f(t;) Y f(s;) son el mínimo y máximo de j, respectivamente, en el 
mtervalo [x;, x;+l]. Esto se ilustra en la figura 1. 
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Superficie de rotación del 
segmento de recta L¡ 

, Y Figural 

Por otro lado, por el t~ema del valor medio, podemos escribir 

f(xi+l)- f(x;) = /'(c;)(xi+l- x;) 

para algún número e; entre x; y Xi+l . Por lo tanto, 

L; = vf(x;+l- x;)2 + /'(c;)2(x;+l- x;)2 

= .j1 + /'(c;)2(xi+l - x;). 

Entonces la expresión 

27rf(c;)vfl + /'(c;)2(x;+l- x;) 

[XII, §5] 

es una aproximación de la superficie de revolución de la curva sobre el pequeño 
intervalo [x;, xi+d. Ahora tomamos la suma: 

n-1 

L27r/(c;)vfl + /'(c;)2(xi+1 - x;). 
i=O 

Ésta es una suma de Riemann, entre las sumas superior e inferior para la integral 

S= 16 27r/(x)vfl + /'(x)2 dx. 

Así, es razonable que el área de la superficie deba definirse por esta integral, 
como se quería mostrar. 

Ejemplo físico. En la práctica sucede con frecuencia que se desea determinar 
un superficie de revolución minimal, obtenida al rotar una curva entre dos puntos 
dados P1 = (x1, y1) y P2 = (x2, Y2) en el plano. A esto a veces se le llama el 
problema de la pompa de jabón. En efecto, dados dos anillos perpendiculares 
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al eje x, el problema es hallar una superficie de una pompa de jabón formada 
entre estos dos anillos. 

La pompa de jabón será la superficie de revolución minimal. ¿Cuál es la ecuación 
de la curva Y= f(x)? Resulta análoga a la del cable colgante, a saber, 

Y =bcosh~ . b ' 
don~e a Y b son constantes que dependen de los dos puntos (x¡,yl) y (x2 ,y2). 

Aqu1 vemos otro uso de la función cosh . 

Área de revolución para curvas paramétricas 

Como sucede con la longitud, también p~demos tratar con curvas dadas en forma 
paramétrica. Supongamos que 

X= f(t), 
Tomamos una partición 

y= g(t), a:$ t :$ b. 

a = to :$ t¡ :$ t2 :$ · · · :$ tn = b. 
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Entonces la longitud L¡ entre (/(t¡),g(t¡)) y (/(t¡+l),g(t¡+t)) está dada por 

L¡ = J(l(ti+1>- /(t¡))2 + (g(ti+t)- g(t¡))2 

= J /'(c¡)2 + g'(d¡)2(ti+1- t¡), 
donde e¡ y d¡ son números entre t¡ y ti+1 . Por lo tanto, 

2rg(c¡)J /'(c¡)2 + g'(d¡)2(ti+1 - t¡) 
es una aproximación para la superficie de revolución de la curv~ en el pequ~~o 
· t aJ [t· t· ] En consecuencia es razonable que la superficie de revoluc1on 10 erv o ., •+1 . ' · · 

esté dada por la int.re~gr:.:al=------;::=====::;--¡ 

S= 1· 2ry (~:r + (~~r dt. 

Cuando t = z, ésta coincide con la fórmula hallada previamente. También es 
útil escribir esta fórmula simbólicamente 

1 s~ J• .. d•, 

donde, simbólicamente, hemos usado,__...,...,--:-:-:-= 
ds = V(dz)2 + (dy)2. 

Cuando se usa esta notación simbólica no se ponen límites de integra~ión. Sólo 
cuando usamos el parámetro explícito t sobre un intervalo a $ t $ b, s1 ponemos 
los valores a y b para t, abajo y arriba del signo de la integral. En este caso, el 

área de la superficie se escri,...b_e-------:----, 

16 ds 
S = 

0 
2ry dt dt. 

Ejemplo. Deseamos hallar el área de una esfera de radio a > O. E~ mejor 
contemplar la esfera como el área de revolución de un círculo de rad1o a Y 
expresar el círculo en forma paramétrica, 

z=acos9, y=asen9, 0$9$r. 
Entonces la fórmula produce: 

S = 1• 2ra sen oJ a2 sen2 9 + a2 cos2 9 d9 

= 1• 2ra2 sen (J d(J 

= 2ra2(- coso>[ 

= 4ra2 • 
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Veamos ahora las superficies de revolución en términos de límites. Sea y = 
/(z) una función positiva como la anterior, definida para todos los números 
positivos z. Sea: 

VB =volumen de revolución de la gráfica de f entre z = 1 y z = B; 
SB =área de revolución de la gráfica de f entre z = 1 y z = B. 

Es un hecho, que usualmente resulta asombroso, que puede haber varios casos 
en que VB tienda a un límite finito cuando B-+ oo ¡mientras que SB se vuelve 
arbitrariamente grande cuando B -+ oo! 

Ejemplo. Sea /(z) = 1/z. Entonces, usando las fórmulas para volúmenes 
y superficies de revolución, hallamos: 

VB = lB z12 dz = 1r ( 1 - ! ) -+ 1r cuan de> B -+ oo. 

SB =lB 2r;vi +/'(z);z dz 

Ahora bien, /'(z)2 es un número positivo, de modo que la expresión bajo el 
signo de raíz. cuadrada es ~ l. Entonces 

1Bl 
SB ~ 2r -dz = 2rlogB-+ oo 

1 :¡; 
cuando B-+ OO. 

Vemos aquí cómo el volumen tiende al límite finito 1r, mientras que la superficie 
de revolución se vuelve arbitrariamente grande. · 

En términos de una interpretación intuitiva, supongamos que se tiene una 
cubeta de pintura con 1r unidades cúbicas de pintura. Entonces es posible llenar 
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el embudo dentro de la superficie de revolución con esta pintura. Pero, aunque 
parezca paradójico, no hay pintura suficiente para pintar la superfici~ de_r~~olu­

' ción, cuando B --> oo. Esto muestra lo traicionera que puede ser la mtmc10n. 

XII, §5. EJERCICIOS 

1. Hallar el área de la superficie obtenida al rotar la curva 

x = acos3 8, y= asen3 8 

alrededor del eje x . [Trazar la curva. Hay alguna simetría. Determinar el intervalo 

apropiado de 8 .] 

2. Hallar el área de la superficie obtenida al rotar la curva y = x 3 alrededor del eje 

x, entre x =O y x = l. 
3. Hallar el área de la superficie obtenida al rotar la curva 

X= !t2 + t, 
alrededor del eje x , de t = O a t = 4. 

y=t+l 

4. El círculo x2 + y2 = a2 se rota alrededor de una recta tangente al círculo. Hallar 
el área de la superficie de rotación. [Idea: Formar unos ejes coordenados y una 
parametrización conveniente del círculo. Recordar cómo se ve la curva r = 2a sen 8 
en coordenadas polares. ¿Qué sucede si se rota esta curva alrededor del eje x?] 

5. Un círculo como el que se muestra en la figura se rota alrededor del eje x para 
formar un toro (nombre elegante para la dona). ¿Cuál es el área del toro? 

Sección transversal del toro El toro 

6. Hallar el área de la superficie obtenida al rotar un arco de la curva Y= x 112 entre 
(0, O) y ( 4, 2) alrededor del eje x. 

[XII, §6] TRABAJO 369 

XII, §6. TRABAJO 

Supongan que una partícula se mueve sobre una curva y que la longitud de la 
curva se describe por una variable u. 

Sea f(u) una función. Interpretamos f como una fuerza que actúa sobre la 
partícula, en la dirección de la curva. Queremos hallar una expresión integral 
para el trabajo realizado por la fuerza entre dos puntos de la curva. 

Cualquiera que resulte ser nuestra expresión, es razonable esperar que el 
trabajo realizado satisfaga las propiedades siguientes: 

Si a, b y e son tres números, con a ::5 b ::5 e, entonces el trabajo realizado 
entre a y e es igual al trabajo realizado entre a y b más el trabajo realizado 
entre b y e. Si denotamos el trabajo realizado entre a y b por Wg(f), entonces 
deberemos tener 

W~(f) = W!(f) + Wb'(f). 
Más aún, si tenemos una fuerza constante M actuando sobre la partícula, es 

razonable esperar que el trabajo realizado entre a y b sea 

M(b- a). 

Finalmente, si g es una fuerza más poderosa que f, digamos que f( u) ::5 g( u) 
sobre el intervalo [a, b], entonces realizaremos más trabajo con g que con f, lo 
cual significa que 

W!(f) ::5 W!(g). 
En particular, si hay dos fuerzas constantes m y M tales que 

m ::5 f(u) ::5 M 

en todo el intervalo (a, b], entonces 

m(b- a) ::5 W!(f) ::5 M(b- a). 

Veremos más adelante que el trabajo realizado por la fuerza f entre una distancia 
a y una distancia b está dado por la integral 

W!(f)= ¡b f(u)du. 

Si la partícula u objeto se mueve a lo largo de una recta, digamos a lo largo del 
eje x, entonces f está dada como función de x y nuestra integral es simplemente 

¡b f(x)dx. 

Más aún, si la longitud de la curva u está dada como función del tiempo t 
(como sucede en la práctica, ver la sección §3) vemos que la fuerza se vuelve una 
función de t por la regla de la cadena, a saber, f(u(t)). Así, entre los tiempos 
t¡ y t2, el trabajo realizado es igual a 

112 du 
f(u(t)) -d dt. 

t, t 
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Ésta es la expresión más práctica para el trabajo, pues las curvas y las fuerzas 
se expresan con mayor frecuencia como funciones del tiempo. 

Veamos ahora por qué el trabajo realizado está dado por la integral. Sea P 
una partición del intervalo [a, b]: 

a = uo :5 U¡ :5 u2 :5 · · · :5 Un = b. 

Sea f(t¡) un mínimo para f en el pequeño intervalo [u¡, u¡+l], y sea /(s¡) un 
máximo para f en este mismo pequeño intervalo. Entonces, el trabajo reali­
zado por la partícula en movimiento desde la longitud u¡ a u¡+l satisface las 
desigualdades 

/(t¡)(ui+l- u¡) :5 w::i+'(f) :5 /(s¡)(ui+l- u¡). 

Al sumar esto hallamos 
n-1 n-1 

L /(t¡)(ui+l- u;) :5 W!(f) :5 Lf(s;)(ui+l- u¡). 
i=O i=O 

Las expresiones a la izquierda y a la derecha son las sumas inferior y superior 
para la integral, respectivamente. Como la integral es el único número entre las 
sumas inferior y superior, se sigue que 

W!(f) = ¡b f(u)du. 

Ejemplo. Hallar el trabajo realizado al estirar un resorte desde su posición 
natural hasta una longitud de 10 cm de largo. Se puede suponer que la fuerza 
necesaria para estirar el resorte es proporcional al incremento en la longitud. 

Visualizamos el resorte como horizontal, sobre el eje x. Así, existe una cons­
tante K tal que la fuerza está dada por 

f(x) = Kx. 

Entonces el trabajo realizado es 

{lO 
Jo Kxdx = tK ·100 

= 501<. 

Ejemplo. Suponer que la gravedad es una fuerza inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia al centro de la Tierra. ¿Cuál es el trabajo realizado 
al levantar un peso de 2 tons desde la superficie de la Tierra hasta una altura de 
161 km sobre la Tierra? Suponer que el radio de la Tierra es de 6437km. 
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Por hipótesis, existe una constante e tal que la fuerza de gravedad está dada 
por f(x) = ej(x + 6437)2 , donde x denota la altura sobre la Tierra. Cuando 
x = O, nuestra hipótesis es que 

e 
/(0) = 2 tons = (6450)2. 

Por lo tanto, e = 82.87 X 106 tons. El trabajo realizado es igual a la integral 

1100 f(x) dx = 32 x 106 ( (x + ~450)) co 
6 [ 1 1 ] = 32 X 10 6450 - 6550 ton/km. 

XII, §6. EJERCICIOS 

l. Un resorte tiene 45cm de largo y se necesita una fuerza de 5kg para mantener al 
resorte a una longitud de 40 cm. Si la fuerza está dada como f(x) = kx, donde k 
es una constante y x es el decrecimiento en la longitud, ¿cuál es la constante k? 
¿Cuánto trabajo se realiza al comprimir el resorte de 40 cm a 30 cm? 

L-45----.. 

~eeeeeeee• 
-40-

-Fuerza eje x o 5 45 eje x 

(a) (b) 

2. Suponiendo que la fuerza está dada como k sen(7rx/45) en el bl d 1 
Presión d 1 t d ' pro ema e a com-

e resor e, respon er las dos preguntas del problem t · fuerza. a an enor para esta 

3. u~ p~rtí~ula atr~e a o.tra partícula con una fuerza inversamente proporcional al 
~u _ra o e la ~Istancia entre ellas. Sea C la constante de proporcionalidad 
¿C~:U es el trab~JO realizado al mover la segunda partícula a lo largo de una recta. 
aleJandola del ongen, de una distancia r 1 a una distancia r > T¡ del origen? ' 

4. En el ejercicio anterior, determinar si el trabajo tiende a un límite cuando 
vuelve muy grande, Y hallar este límite si existe. r se 

5. Dos partícul~ se r~pele.n una a la otra con una fuerza inversamente proporcional al 
~ubo de su distancia. SI una partícula está fija en el origen, ¿qué trabajo se realiza 

1 mohver.la oltra. a lo largo del eje x de una distancia de lO cm a una distancia de 
cm acia e ongen? 

6· ~upo:endo, como e~ usu~, que la gravedad es una fuerza inversamente proporcional 
cu rado de la distancia al centro de la Tierra, ¿cuál es el trabajo realizado al 

le:antar un peso.de 453.5 kg desde la superficie de la Tierra a una altura de 6437 km 
so re la superficie? (Suponer que el radio de la Tierra es de 6437 km.) 
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7. Una barra de metal tiene longitud L y sección transversal S. Si se estira en x 
unidades, entonces la fuerza f(x) requerida está dada por 

ES 
f(x) = yx 

donde E es una constante. Si una barra de 30 cm de sección transversal uniforme 
de 10cm2 se estira en 25 cm, hallar el trabajo realizado (en términos de E). 

8. Una partícula de masa M gramos en el origen atrae una partícula de masa m 
gramos en un punto a x cm del eje x con una fuerza de Cm M/ x2 dinas, donde C 
es una constante. Hallar el trabajo realizado por la fuerza 
(a) cuando m se mueve de x = 1/100 a x = 1/10; 
(b) cuando m se mueve de x = 1 a x = 1/10. 

9. Una unidad de carga positiva de electricidad en O repele a una carga positiva de 
cantidad e con una fuerza de efr2 , donde r es la distancia entre las partículas. 
Hallar el trabajo realizado por esta fuerza cuando la carga e se mueve a lo largo de 
una recta que pasa por O desde una distancia r 1 hasta una distancia r2 de O. 

10. Hay aire confinado en una cámara cilíndrica ajustada con un pistón. Si el volumen 
del aire a una presión de 20 lib/pulg2 es de 75 pulg3 , hallar el trabajo realizado 
sobre el pistón cuando el aire se expande al doble de su volumen original. Usar la 
ley 

Presión· Volumen= Constante. 

XII, §7. MOMENTOS Y CENTRO DE GRAVEDAD 

Suponer que tenemos masas m1 , .•• , mn y puntos x1, •.. , Xn sobre el eje x. El 
momento total de estas masa se define como 

n 

m¡ X¡+···+ mnXn = L m;x;. 
i=l 

Podemos considerar que estas masas están distribuidas en alguna varilla de den­
sidad uniforme, como se muestra en la figura. 

X¡ 

La masa total es 

m • 
• x • ••• 

n 

m = m¡ + · · · + mn = L m;. 
i=l. 

Deseamos hallar el punto de la varilla tal que, si balanceamos la varilla en ese 
punto, no se moverá hacia arriba ni hacia abajo. Llamar a este punto x. 
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m• 
¡ 

E~ ton ces X es un punto tal que, si la masa total m se coloca en x, tendrá el 
miSI~o. ;recto de balanceo que las otras masas m; en x; . La ecuación para esta 
condicion es que 

n 

mx =m¡ X¡+···+ mnXn = ¿m;x;. 
i=l 

Así, podemos despejar x y obtener 

L:m;x; 1 n 
'X= =- ¿m;x;. 

L:m; m i=l 

Este punto x se llama centro de gravedad, o centro de masa de las masas 
m¡, ... ,mn. 

Ejemplo. Sea m¡ = 4 en el punto x1 = -3 y sea m2 = 7 en el punto 
X2 = 2. Entonces la masa total es 

m=4+7=11 
y el momento es 

4 . ( -3) + 7 . 2 = 2. 
Por lo tanto, el centro de gravedad está en el punto 

x = 2/11. 

. Suponga~os ahora que tenemos una varilla delgada, colocada a lo largo del 
eJe : en un mtervalo [a, b], como en la figura. Considerar que la varilla tiene 
densidad constante (uniforme) [{. 

K 
() • o a b 

a+b 
2 

La longitud de la varilla es (b - a). La masa total de la varilla es entonces la 
densidad por la longitud, a saber 

masa= K(b- a). 
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Es razonable definir el momento de la varilla como igual al de la masa total 
colocada en el centro de la varilla. Este centro tiene coordenadas en el punto 
medio del intervalo, a saber 

a+b 
-2-. 

Por lo tanto, el momento de la varilla es 

M 6 - K(a + b)(b- a). 
Q- 2 

A continuación, suponer que la densidad de la varilla no es constante, pero varía 
continuamente, de manera que puede representarse mediante una función /(z). 
Tratamos de hallar una aproximación de lo que entendemos por el momento de 
la varilla. Así tomamos una partición del intervalo [a, b], 

a = zo 5 Z¡ 5 · · · 5 Zn = b. 

En cada intervalo pequeño [z;, Zi+l] la densidad no variará mucho, y entonces 
una aproximación para el momento de la pieza de varilla a lo largo de este 
intervalo está dada por 

donde 
Z¡+l + Z¡ 

e¡= 2 

es el punto medio de este pequeño intervalo. Sea 

G(z) = z/(z). 

Al tomar la suma de las aproximaciones anteriores se tiene 
n-1 

Ef(c¡)c¡(z¡+l- z¡) 
i=O 

que es una suma de Riemann para la integral 

16 G(z)dz = ¡• zf(z)dz. 

En consecuencia, es natural definir el momento de la varilla con densidad va­
riable como la integral 

M!(!)= ¡• z/(z) dz. 

Sea z la coordenada del centro de gravedad de la varilla. Esto significa que, 
si la masa de la varilla se coloca en z, entonces tiene el mismo momento que la 
varilla misma y equivale a la ecuación 

i' ·masa total de la varilla= ¡• z/(z) dz. 
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Por lo tanto, obtenemos una expresión para el centro de gravedad, a saber, 

_ J: zf(z)dz 
z = • . 

fa f(z)dz 

Ejemplo. Suponer que una varilla de 5 cm de longitud tiene densidad pro­
porcional a la distancia desde un extremo. Hallar el centro de gravedad de la 
varilla. 

Suponemos que la varilla está tendida de manera que un extremo está en el 
origen, como se muestra en la figura. 

o 5 

La hipótesis acerca de la densidad significa que existe una constante C tal que 
la densidad está dada por la función 

/(z) = Cz. 
(i) La masa total es 

(ii) El momento es 

Entonces 

(' [ 5 25C lo f(z)dz =lo Czdz = - 2-. 

[ 5 ¡s 125C lo zf(z)dz =lo Cz2 dz = - 3-. 

_ 125C/3 10 
z= 25C/2 =a· 

Este centro de gravedad es tal que, si balanceamos la varilla en una punta 
aguda en el punto z, entonces la varilla no se inclinará hacia ningún lado. 

- 10 o x=a 5 

¡ l ! o ... () 

Se puede realizar un análisis similar en espacios de dimensión superior para 
áreas planas y volúmenes sólidos. Para esto es mejor esperar hasta que halla.-
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mos estudiado integrales dobles y triples en dos o tres variables, en el curso 

siguiente. 

XII, §7. EJERCICIOS 

l. Suponer que la. densidad de una. varilla. es proporcional al cua.dra.do de la. distancia. 
desde el origen; la. varilla. mide 1 O cm de largo, y está tendida. a. lo largo del eje z 
entre 5 y 15 cm del origen. Ha.lla.r su centro de gra.veda.d. 

2. Igual que en el ejercicio 1, pero suponer que la. varilla. tiene densidad constante C. 

3. Igual que en el ejercicio 1, pero suponer que la. densidad de la. varilla. es inversamente 

proporcional a. la. distancia. al origen. 

Parte cuatro 

Fórmula de Taylor 
y series 

En esta part.e estudiamos la aproximación de funéiones mediante ciertas súmas 
llam~as serie~. El capí.tulo ~obre la fórmula de Taylor muestra cómo aproximar 
fu~cwnes mediante polmomia; y cómo estimar el término de error para ver la 
cahd~d de la aproximación que podemos obtener. 
. Note~; que la deducción de la fórmula de Taylor es una aplicación de la 
mtegracwn por partes. 



CAPÍTULO XIII 

Fórmula de Taylor 

Finalmente llegamos al punto donde se desarrollará un método que nos permita 
calcular los valores de funciones elementales como seno, exp y log. El método es 
aproximar estas funciones mediante polinomios, con un término de error que se 
estima fácilmente. Este término de error se dará mediante una integral, y nuestra 
primera tarea será estimar integrales. Después recorreremos sistemáticamente 
las funciones elementales y deduciremos los polinomios de aproximación. 

Es conveniente revisar los estimados del capítulo X, sección §3, que se usarán 
para estimar nuestros términos de error. 

XIII, §1. FÓRMULA DE TAYLOR 

Sea f una función diferenciable en algún intervalo. Podemos entonces tomar su 
derivada f' en ese intervalo y suponer que esta derivada también es diferenciable. 
Necesitamos una notación para su derivada. La denotaremos por ¡(2). De 
manera análoga, si existe la derivada de la función f(2), la denotamos por f(3), 

y así sucesivamente. En este sistema, la primera derivada se denota por J(l). 

(Es evidente que también podemos escribir f(2) ::: f" .) 
En la notación dfdx podemos escribir también: 

y así sucesivamente. 

¡(2)(x) = ~~' 
¡C3)(x) = d3~' 

dx 

La fórmula de Taylor nos da un polinomio que aproxima la función en térmi­
nos de las derivadas de la función. Como estas derivadas usualmente son fáciles 
de calcular, no hay dificultad alguna para calcular estos polinomios. 
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Por ejemplo, si f(x) = senx, entonces JCl)(x) = cosx, f( 2)(x) = -senx, 
¡(3)( x) = _ cos x y ¡< 4)( x) = sen x. Y de aquí comenzamos otra vez. 

El caso de e"' es aún más fácil, a saber, ¡(n)(x) =e"' para todos los enteros 

positivos n. . . , (O) , _ 
También se acostumbra denotar la mtsma functon f como f · Ast, f(x)-

¡(o)( x). . , 
Necesitamos una notación más, antes de enunctar la formula de Taylor. <?uan­

do tomamos derivadas sucesivas de funciones, se presentan con frecuencta los 
números siguientes: 

1, 2 ·1, 3. 2 ·1, 4. 3. 2 ·1, 

Estos números se denotan por 

1! 

Así, 

2! 3! 

1! = 1, 

2! = 2, 

3! = 6, 

4! 5! 

4! = 24, 

5! = 120, 

6! = 720. 

5·4·3·2·1, etc. 

etc. 

Cuando n es un entero positivo, el símbolo n! se lee n factorial. Así, en general, 

n! = n(n- l)(n- 2) · · · 2 · 1 

es el producto de los n primeros enteros de 1 a n. . , . 
Además es conveniente acordar que O! = l. Esta convencwn hace que ctertas 

fórmulas sean más fáciles de escribir. 
Veamos el caso de un polinomio 

P(x) = co + C¡X + c2x2 + · · · + CnXn. 

Los números ca, ... , en se llaman coeficientes del polinomio. Veremos ahora 
que estos coeficientes se pueden expresar en términ~s de las deri;~das de P( x) 
en x = O. Deberán recordar lo que se hizo en el capitulo 111, seccwn §7, cuando 
se calcularon derivadas de orden superior. Sea k un entero ~ O. Entonces la 
k-ésima derivada de P(x) está dada por 

p(k)(x) = c¡,k! +una expresión que contiene a x como factor. 

La razón es: si diferenciamos k veces los términos 

c0 ,c1x, ... ,Ck-lXk-l, 

obtenemos O. Y si diferenciamos k veces una potencia xi con j > k, enton­
ces quedará alguna potencia positiva de x. Entonces, si evaluamos la k-ésima 
derivada en O, obtenemos 
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pues, cuando sustituimos xpor O, todos los otros términos dan O. Por consi­
guiente, hallamos la expresión deseada de e¡, en términos de la k-ésima derivada: 

p<k)(o) 
C¡, =-k-,-. 

A continuación, sea f una función que tiene derivadas hasta de orden 
un intervalo. Estamos buscando un polinomio 

P(x) = Co + CtX + c2x2 + · · · + CnXn 

n en 

cuyas derivadas en O (hasta de orden n) sean iguales a las derivadas de f en O; 
en otras palabras, 

p(k)(O) = ¡(k)(O). 

¿Cuáles deben ser los coeficientes c0 , e¡, ... , en para lograr esto? La respuesta 
es inmediata a partir de los cálculos de los coeficientes de un polinomio a saber 
debemos tener ' ' 

k! e¡, = ¡(1')(0) 

para cada entero k = O, 1, ... , n. Por lo tanto, tenemos la expresión deseada 
para e¡, , a saber 

J(k)(O) 
Ck =-k-,-. 

Definición. El polinomio de Taylor de grado :::; n para la función f es 
el polinomio 

Ejemplo. Sea f( x) = sen x. Es fácil obtener las derivadas (vean la sección 
§3), hallarán que los polinomios de Taylor tienen la forma 

x3 xs x 7 x2m+l 
P2m+l(x) =X--+---+ ... + (-l)m-,--__ 

3! 5! 7! (2m+ 1)! · 
Sólo se presentan valores impares de n, de modo que escribimos 

n =2m+ 1 con m~O. 

Ejemplo. Sea f(x) = e"'. Entonces ¡(lc)(x) = e"' para todos los enteros 
positivos k. Por lo tanto, f(k)(O) = 1 para todo k, de modo que el polinomio 
de Taylor tiene la forma 

x2 x3 xn 
Pn(x) = 1 + x +- +- + ... +-

2! 3! n! · 
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Queremos ahora saber la calidad de la aproximación Pn(x) de f(x). Escri­
bimos 

f(x) = Pn(x) + Rn+I(x), 
donde Rn+1 se llama residuo. 

Tendremos que estimar el término residuo Rn+l ( x). Finalmente probaremos 
que existe un número e entre O y x tal que 

¡(n+l)(c) n+l 
Rn+I(x) = (n + 1)! x . 

Así, el término residuo se verá como los términos principales, excepto que el 
coeficiente 

¡<n+1)(c) 

(n + 1)! 
se toma en algún punto intermedio e en lugar de tomarse en O. 

Como es fácil estimar las derivadas de las funciones sen x, cos x y e"' , podre­
mos ver que los polinomios de Taylor dan buenas aproximaciones a la función. 
Si aceptan como válida la expresión 

donde 

! (2)(0) ¡(n-1)(0) 
f(x) = f(O) + ¡(l)(O)x + - 2-1 -x2 + · · · + (n _ 1)! xn-1 + Rn(x), 

Rn(x) = ¡(n)(c) x" 
n! 

para algún número e entre O y x, entonces pueden leer inmediatamente las sec­
ciones posteriores, §3 y sucesivas, para entrar a las aplicaciones de las funciones 
elementales. 

Observamos que no hay ninguna diferencia entre escribir 

f(x) = Pn(x) + Rn+I(x) y f(x) = Pn-1(x) + Rn(x). 

Esto equivale a un simple cambio de índices. Usaremos la fórmula que nos 
parezca más conveniente. 

Por supuesto, la afirmación anterior no dice nada preciso acerca del número 
e sino que e está entre O y x . Pero el meollo de la fórmula y de su término 
residuo es que no necesitamos más precisión para estimar el término residuo. El 
polinomio que precede al término residuo da un valor en x. Sólo queremos saber 
lo cerca que está este valor de f( x) . Para ello basta dar una cota 

lf("\(c)llxl" :5 algo, 
n. 

de modo que basta dar una cota para la n-ésima derivada lf(n)(c)l. Se puede 
dar dicha cota sin saber el valor exacto de la n-ésima derivada en el número c. 
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Se puede ver cómo hacerlo en las secciones §3 y subsecuentes, cuando tratemos 
de manera sistemática todas las funciones elementales. 

. D.esarrol.larem~s ahora teóricamente la fórmula de Taylor y probaremos que el 
termmo residuo tiene la forma mencionada. También será conveniente trabajar 
con números arbitrarios a y b en lugar de los números O y x. Además se enun­
cia~á la fórmula de Taylor de una manera un tanto diferente para el término 
residuo, pero que es como surge naturalmente en la demostración. Después 
probaremos que la forma integral es igual a la expresión enunciada antes. 

Teorema 1.1. Sea f una función definida en un intervalo cerrado entre 
dos números a y b. Suponiendo que la funció11 tiene n derivadas en este 
inte1·valo y que todas ellas son funciones continuas, entonces 

J(l)(a) J(2)( ) 
f(b) = f(a) + - 1-(b- a) + - 1-a (b- a)2 + ... 

l. 2. 

J(n-l)(a) n-1 
+ (n _ 1)! (b- a) + Rn, 

donde Rn (llamado término residuo) es la integral 

rb (b t)n-I 
Rn =la (;:- 1)! ¡(n)(t) dt. 

El término residuo parece ser un poco complicado. En el teorema 2.1 proba­
remos que Rn se puede expresar en forma muy parecida a los otros términos a 
saber, ' 

Rn = f(n)(c) (b- a)" 
n! 

para algún número e entre a y b. La fórmula de Taylor con esta forma del 
residuo ya es muy fácil de memorizar. 

El caso más importante del teorema 1.1 ocurre cuando a = O. En ese caso, 
la fórmula se lee 

f(b) = f(O) + f'(O) b + ... + ¡<n-1)(0) bn-I + R 
1! (n- 1)! n· 

~~ aún, si x es cualquier número entre a y b, la misma fórmula sigue siendo 
vahda para este número x en lugar de b, simplemente al considerar el intervalo 
entre a Y x en lugar del intervalo entre a y b. Así, si a = O, la fórmula se ve: 

f(x) = f(O) + f'(O) X+ ... + ¡(n-1)(0) xn-1 + D(x) 
1! (n- 1)! '"" ' 
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donde 

y e es un número entre O y x. Cada derivada /(0), /'(O), ... , ¡<n- 1 ~(0) ~s un 
número, y vemos que los términos que preceden a Rn forman un polmom10 en 
x. Éste es el polinomio de aproximación. 

Probaremos ahora el teorema. La demostración es una aplicación de la inte­
gración por partes. Primero, para tener la idea de la demostración, veremos dos 
casos particulares. 

r-< Casos particulares. Procederemos por pasos. Sabemos que una función es 
la integral de su derivada. Así, cuando n = 1, tenemos 

f(b)- f(a) =lb f'(t) dt. 

Sea u = f'(t) y dv = dt. Entonces du = f"(t) dt. Estamos tentados a 
poner v = t. Éste es un caso en que escogemos otra integral indefinida, a saber, 
v = -(b- t), que difiere de t en una constante. Tenemos aún que dv = dt (¡se 
cancelan los signos menos!). Integrando por partes obtenemos 

b lb lb 1 u dv = uv a - a v du 

= - !'(t)(b- t{- lb -(b- t)f<2l(t) dt 

= f'(a)(b- a)+ lb (b- t)f<2l(t) dt. 

Ésta es precisamente la fórmula de Taylor cuando n = 2. 
Vamos un paso más adelante, de 2 a 3. Reescribimos la integral recién 

obtenida como 

Sean u= ¡<2l(t) y dv = (b- t) dt. Entonces 

du = ¡<3l(t) dt y v = -(b; t)2 = j (b- t) dt. 

Así, al integrar por partes hallamos que nuestra integral, que tiene la forma 

J: u dv, es igual a 

( 2) - ---=-t<3l(t) dt l
b ¡b (b t)21b ¡b (b t)2 

uva- a vdu = -f (t)~ a- a 2 

= ¡(2l(a) (b- a)2 + R3. 
2 
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Aquí, R3 es el residuo deseado y el término precedente es el término propio de 
la fórmula de Taylor. 

Si lo necesitan, pueden hacer el paso siguiente, de 3 a 4. Veremos ahora 
cómo va el paso general, de n a n +l. 

~Caso general. Suponer que ya obtuvimos los primeros n - 1 términos de 
la fórmula de Taylor, con el término residuo 

lb (b-w-1 
Rn = a (n- 1)! ¡(nl(t) dt, 

que reescribimos 

Rn = fb ¡<nl(t) (b- t)n-1 dt. 
la (n- 1)! 

Sea 

y 
(b- t)n-1 

dv = (n _ l)! dt. 

Entonces 

y 
-(b -tt 

v = n! , 

Aquí usamos el hecho de que b es constante, y 

(b- t)n 
n 

Nótese la aparición del signo menos debido a la regla de la cadena. Usamos 
también 

n(n- 1)! = n! 

para dar el valor enunciado de v. Así, el denominador va de (n- 1)! a n!. 
Integrando por partes hallamos: 

l
b ¡b (b t)n lb ¡b (b t)n Rn = UV - vdu = -f(n)(t) -, - ----1-¡(n+1l(t)dt 
a a n. a a n. 

= ¡(n)(a) (b ~!a)n +lb (b ~!t)n ¡<n+1l(t) dt. 

Hemos separado, pues, un término más de la fórmula de Taylor y el nuevo residuo 
es el Rn+1 deseado. Esto concluye la demostración. 

Xlll, §1. EJERCICIOS 

l. Sea f(x) =log(l +x). 
(a) Hallar una fórmula para las derivadas de f(x). Comenzar con ¡(l)(x) = (x + 

1)-1 , f( 2)(x) = -(x+ 1)-2 . Obtener ¡(k) (x) para k= 3, 4, 5 y depués escribir 
la fórmula para k arbitrario. 

(b) Hallar ¡(k) (O) para k = 1, 2, 3, 4, 5. Después mostrar en general que 

¡{k)(o) = ( -1l+ 1 (k- 1)!. 
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(e) Concluir que el polinomio de Taylor Pn(x) para log(l + x) es 

x2 x3 x4 xn 
Pn(x) =X- 2 + J- 4 + ... + (-l)n+l-;;-· 

2. Hallar los polinomios Pn( x) para la función f( x) = cos x y los valores n = 1 , 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8. 

XIII, §2. ESTIMADO PARA EL RESIDUO 

Teorema 2.1. En la fórmula de Taylor del teorema 1.1, existe un número 
e entre a y b tal que el residuo Rn está dado por 

¡(n)(c)(b- a)n 
Rn= 1 n. 

Si Mn es un número tal que 1/(n)(:z:)l $ Mn para todo x en el intervalo, i.e. 
si Mn es una cota superior para 1/(n)(:z:)l, entonces 

IRnl $ Mnl~~ aln 

Demostración. La segunda afirmación se sigue inmediatamente de la primera, 
formando el estimado 

lf(n)(c)llb- aln lb- aln 
IRnl$ 1 $Mn--1-. n. n. 

Probemos la primera afirmación. Como ¡(n) es continua en el intervalo, 
existe un punto u en el intervalo tal que ¡Cnl(u) es un máximo y un punto v tal 
que ¡<n>(v) es un mínimo para todos los valores de ¡(n) en nuestro intervalo. 

Supongamos que a < b. Entonces, para cualquier t en el intervalo, b - t es 
~ O, y, por lo tanto, 

(b- t)n-1 ¡(n)( v) < (b- t)n-1 ¡<nl(t) < (b- t)n-1 ¡(n)( u). 
(n-1)! - (n-1)! - (n-1)! 

Usando el teorema 3.1 del capítulo X, sección §3, concluimos que se cumplen 
desigualdades parecidas cuando tomamos la integral. Sin embargo, ¡<nl(v) y 
¡<n>(u) son números fijos_ que se pueden sacar del signo de integral. En conse­
cuencia, obtenemos 

¡b (b t)n-1 ¡b (b t)n-1 
¡(n)(v) - dt < Rn < ¡(n)(u) - dt. 

a (n- 1)! - - a (n- 1)! 

Ahora efectuamos la integración, que es muy fácil, y obtenemos 

(b-t)nlb = (b-a)n 
n a n 
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[Observación: ésta es la misma integral que surgió en la integración por partes, 
en la demostración del teorema 1.1.] Por lo tanto, 

¡(n)(v) (b- la)n $ Rn $ ¡Cnl(u) (b- la)n 
n. n. 

Por el teorema del valor intermedio, la n-ésima derivada ¡Cnl(t) toma todos los 
valores entre su mínimo y su máximo en el intervalo, por lo cual 

¡(nl(t) (b- a)n 
n! 

toma todos los valores entre su mínimo y su máximo en el intervalo. De este 
modo, existe algún punto e en el intervalo tal que 

Rn = ¡Cn)( e) (b- la)n' 
n. 

que es lo que queremos. 
La demostración en el caso b < a es parecida, excepto que se invierte el 

sentido de ciertas desigualdades. La omitimos. 

El estimado del residuo es particularmente útil cuando b está cerca de a. En 
ese caso reescribimos la fórmula de Taylor haciendo b- a = h. Obtenemos: 

Teorema 2.2. Con las mismas hipótesis del teorema 1.1, tenemos 

hn-1 
/(a+ h) =/(a)+ f'(a)h + · · · + ¡Cn-1l(a) (n _ 1)! + Rn 

con el estimado 
lhln 

1Rni$Mn-1 , 
n. 

donde Mn es unacota para el valor absoluto de la n-ésima derivada de f 
entre a y a+ h. 

En las secciones siguientes damos varios ejemplos. A menudo tomamos a = O, 
de modo que tenemos 

¡Cn-1)(0) 
f(x) = /(0) + /'(O):z: + ... + (n- 1)! :z:n-1 + Rn(x) 

con el estimado 

IRn(x)l $ Mn lxlln 
n. 

si Mn es una cota para la n-ésima derivada de f entre O y x. 

Esto significa que hemos expresado f(x) en términos de un polinomio y un 
término residuo. Como ya dijimos, el polinomio 

Pn(x) = Co + c1x + · · · + CnXn, 
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donde 
¡(I•)(O) 

C¡,::;:: -k-,-, 
se llama polinomio de Taylor de grado:::; n de f(x). Llamamos a Ck el 
k-ésimo coeficiente de Taylor de f. Estos polinomios se calcularán explícita­
mente para todas las funciones elementales en las secciones siguientes. 

En esencia, un polinomio es la función que se maneja con mayor facilidad. 
Así, es útil que podamos probar que los polinomios de Taylor dan aproximaciones 
a la función dada. Para que así suceda, tenemos que estimar el residuo, y ver 
si es cierto en el caso de las funciones elementales que el residuo Rn tiende a O 
cuando n ---+ oo. Esto significa que el polinomio de Taylor Pn( x) tiende a /( x) 
cuando n---+ oo, y obtenemos entonces la aproximación polinomial deseada. 

XIII, §3. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Sea f(x) = senx y tomemos a= O en la fórmula de Taylor. Ya mencionamos 
cuáles son las derivadas de sen x y cos x. Así, 

/(0)::;:: o, 
/'(O)= 1, 

¡<2)(0)::;:: o, 
¡(3)(0)::;:: -1. 

La fórmula de Taylor para sen x es entonces como sigue: 

x3 x5 x2m-1 
senx = x-- +-- · · · + (-1)m-l + R2 +I(x) 

3! 5! (2m-1)! m • 

Vemos que todos los términos pares son O porque sen O= O. 
Podemos estimar sen x y cos x de manera muy sencilla, pues 

lsenxl:51 y 1 cosxl :51 

para todo x. En el teorema 2.2 tomamos la cota Mn = 1, esto es 

l¡<n)(c)l :5 1 

para todo n, y 

IRn(x)l :5 lxl,n. 
n. 

Así, si observamos todos los valores de x tales que lx 1 :5 1 , vemos que Rn ( x) 
tiende a O cuando n se vuelve muy grande. 

Ejemplo l. Calcular sen(0.1) con 3 decimale!i. 
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Aquí tenemos x = 0.1. Queremos hallar n tal que 

lxl
1
n :5 10-3. 

n. 
Por inspección vemos que funcionará n = 3. En efecto, tenemos que 

(0.1? 10-3 

IR3(0.1)1 :5 3! = - 6-. 

3$9 

Dicho término de error nos colocaría en el margen de precisión requerido, por lo 
que basta usar la fórmula de Taylor 

sen x = x + R3 (x). 

Hallamos 
sen(0.1) = 0.100 +E, 

con el término de error E = R3(0.1), tal que IEI :5 k10-3 . Con esto vemos 
cuán eficiente es la fórmula para calcular el seno de valores pequeños de x. 

Definición. Diremos que una expresión tiene el valor A con una precisión 
de 10-n si la expresión es igual a A + E con un término de error E tal que 

En el ejemplo precedente podemos decir que sen(0.1) tiene el valor 0.1 con una 
precisión de 10-3 . 

Advertencia. No debe escribirse sen(0.1) = 0.1. Esto es falso. Es nece­
sario escribir siempre el error, esto es, escribir 

sen(0.1) = 0.1 +E, 

y dar un estimado para IEI. 
Ejemplo 2. Calculemos el seno de 10° con una precisión de 10-3 . Primero 

debemos convertir grados en radianes, y tenemos 

10°::;:: 10 1; 0 = 1~radianes. 
Ahora tenemos que calcular sen( 11' /18). Suponemos que 11' es aproximadamente 
3.14159 ... y, en particular, 11' < 3.2. Esto se mostrará después. Entonces 

11' 1 
18 < 5' 

Tenemos que expresar sen( 11' /18) con el polinomio de Taylor de algún grado y 
un residuo que deberá estimarse. Esto requiere ir corrigiendo repetidos intentos. 
Se deberá experimentar con varias posibilidades. Aquí damos en segúida una 
que funciona. Tenemos 

sen(~)=~-~ (¡~) 3 +R5 (~). 
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Si conocemos 1r con la precisión adecuada, podremos calcular los dos primeros 
términos con cualquier precisión deseada, mediante sencillas operaciones arit­
méticas: suma, resta, multiplicación y división. Tenemos entonces que estimar 
R5( 7r /18) para saber si está dentro de la precisión deseada. Tenemos 

IR5 (~)1 s; ~ (~)5 < 1~0 (D 5 < ~ x ¡o-5 

mediante aritmética sencilla. Por lo tanto, los dos primeros términos 

7r 1 (7r)3 
18 6 18 

dan una aproximación de seno de 10° con una precisión de w- 5 , que es 
mejor que la que queríamos originalmente. Tratemos ahora de ver la calidad de 
la aproximación que se obtendría usando un solo término: 

sen (¡~) = 1~ + R3 (¡~) . 

Ejemplo 3. Calcular sen ( i + 0.2) con una precisión de w-4 • 

En este caso usamos la fórmula de Taylor para f(a + h). Tomamos 
7r 

a=-
6 

y h = 0.2. 

Corrigiendo repetidos intentos, y adivinando, lo intentamos con el residuo R4 • 

Así, 

h h2 h3 
sen( a+ h) =sen a+ cos(a)-- sen( a)-- cos(a)- + R4 

1 2! 3! 

= ! + v'3 (O 2) - ! (0.2)2 - v'3 (0.2)3 + R4 
2 2" 22 2 6 . 

Para R4 tenemos el estimado 

IR 1 < (0.2)4 = 16. w-4 w-4 
4 - 4! 24 s; 

que está dentro de las cotas requeridas de precisión. 

Convención. En los ejemplos 2 y 3 dejamos la respuesta como una suma 
de unos cuantos términos más un error que estimamos. No se necesita realizar 
la expansión decimal de los primeros cuatro términos. Sin embargo, quien tenga 
una calculadora de bolsillo podrá efectuar los cálculos y obtener una respuesta 
decimal. Para esto la máquina viene siendo mejor que el cerebro, pero el cerebro 
fue mejor para estimar el residuo. 

Es cierto aún que el término residuo de la fórmula de Taylor para sen x tiende 
a O cuando n se vuelve grande, aun cuando x sea > l. Para esto necesitamos 
investigar xn /n! cuando x es > l. La dificultad es que, cuando x > 1, entonces 
xn se vuelve grande cuando n -+ oo, y también n! -+ oo cuando n ..... oo. En 
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estas condiciones, el numerador y el denominador pelean entre ellos y debemos 
determinar quién gana. Trabajemos con un ejemplo, para tener una idea de 
lo que sucede. Tomemos x = 2. ¿Qué sucede con la fracción 2n/n! cuando 
n -+ oo? Primero se hace una tabla: 

n 1 2 3 4 5 

16 1 
24 = 2 

32 4 

n! 
2 2 120 15 

De donde deberá deducirse experimentalmente que 

cuando n -+oo. 

Así, adivinamos la respuesta experimentando numéricamente. A continuación, 
nuestra tarea es probar el resultado general. 

Teorema 3.1. Sea e cualquier número. Entonces en fn! tiende a O cuando 
n se vuelve muy grande. 

Demostración. Podemos suponer que e > O. Sea no un entero tal que no > 
2c. Así, e< n0/2, y cfno < ~. Escribimos 

en c·c···C e e e 
n! = 1 · 2 ···no (no+ 1) (no+ 2) n 

$ cno (!) . . . (!) 
no! 2 2 

= en o (!)n-no 
no! 2 

Cuando n se vuelve grande, (1/2)n-no se vuelve pequeño y nuestra fracción 
tiende a O. Tomando, por ejemplo, e= 10, escribimos 

wn 10 .. ·10 (10) ... (10) 1020 (l)n-20 

~=1·2···20(21)···(n)<20! 2 
y (1/2)n- 20 tiende a O cuando n se vuelve grande. 

Del teorema vemos que el residuo 

IRn(x)J $ Jxl,n 
n. 

tiende a O cuando n se vuelve grande. 

A veces una integral definida no se puede evaluar a partir de una integral 
indefinida, pero podemos hallar aproximaciones sencillas usando la expansión de 
Taylor. 
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En el ejemplo siguiente, y en ejercicios, usaremos con frecuencia el estimado 
para una integral dada en los teoremas 3.2 y 3.3 del capítulo X, esto es: Sea 
a< by sea f continua en [a,b]. Sea M un número tal que if(x)i S M para 
todo x en el intervalo. Entonces 

l1b f(x)dxl S ¡b if(x)!dx S M(b- a). 

Ron Infante me dice que los cálculos numéricos de integrales como la del 
ejemplo siguiente ocurren con frecuencia en el estudio de redes de comunicación, 
en relación con ondas cuadradas. 

Ejemplo 4. Calcular hasta dos decimales la integral 

[ 1 sen x dx. 
lo x 

Tenemos 
x3 

sen x = x - 3T + R 5( x) y 

Por lo tanto, 

senx = 1 _ x 2 + Rs(x) 
X 3! X 

y 1 
Rs(x) 1 < lxl4 

X - 5!. 

Por lo cual 

¡1 senx x 3 11 
--dx = x- -- +E, 

0 X 3 · 3! O 

El término de error E satisface 

donde E= {1 Rs(x) dx. 
lo x 

IEI < r1¡Rs(x)l dx < t x4 dx = __:.:_¡1 = _1 . 
- lo x - lo 5! 5 · 5! 0 600 

Más aún, 

Por lo tanto, 

11 sen x d _ 17 E 
--X--+ ' 

O X 18 

Ejemplo 5. Calculemos 

Hacemos u = x 2 • Entonces 

donde 

u a 
sen u= u- 1 + Rs(u). 

3. 

1 
IEI S 600' 

[XIII, §3] 

Por lo tanto, 

donde 

Sabemos que 

FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

= [x33 -7~76L +E 

=k- -J2 +E, 

Como u = x 2 , hallamos 

{1 x1o 1 
IEI S lo 5f dx = 11· 120 < 10-3. 

Por consiguiente, 

con 
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Observación. Aunque la notación del ejemplo anterior es parecidl} a la 
integración por sustitución, se deberá insistir en que el procedimiento que se 
siguió no es lo que previamente llamamos integración por sustitución. 

Hemos estudiado el seno. El coseno se puede estudiar de la misma manera. 
Tenemos la fórmula de Taylor 

x2 x4 x2m 
cosx = 1--+-- ···+ (-1)m __ +R2 +2(x) 

2! 4! (2m)! m 

y 
lxl2m+2 

IR2m+2(x)l S (2m+ 2)! · 

Observen que sólo los términos pares aparecen con coeficientes distintos de cero. 
En la fórmula del seno ap~recen únicamente los términos impares porque las 
derivadas de orden impar del coseno son iguales a O en O, y las derivadas de 
orden par del seno son iguales a O en O . 

Ejemplo 6. Suponer que queremos hallar el valor de 

[ 1 cosx -1 dx, 
lo x 

hasta 2 decimales. Escribimos 
x2 

cosx = 1- 2 + R4(x). 
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Entonces 
cosx- 1 x R4(x) 

=--+--, 
X 2 X 

y para O :::; x :::; 1 , 

I
R4(x)l < ~ = x 3

. 
x - 4!x 4! 

Obtenemos 

¡1 COS X - 1 ¡1 X ---dx=- -dx+E, 
O X O 2 

donde E= t R4(x) dx. 
lo x 

1 x211 
=-22o+E 

= -i+E. 

Estimamos E: ¡1 x3 1 x411 1 
IEI < ldx= -- = -. 

- o 4. 24 4 o 96 

Fallamos con el estimado deseado por sólo unos cuantos puntos de porcentaje. 
Esto significa que, para obtener la precisión deseada, se debe usar un término 
más del polinomio de Taylor de cos x, de modo que se escribe 

y 

Entonces 

donde 

x2 x4 
cos X = 1 - 1 + 1 + R6( X) 

2. 4. 

cosx -1 x x3 R6(x) 
=--+-+--. 

X 2 4! X 

tcosx-1dx= f1[-:_+x3] dx+E, 
lo x lo 2 4! 

Ahora usamos el estimado 

1 
R6( x) 1 < ~ = x 5 

x - 6!x 6!' 
y 

¡1 x 5 1 1 
IEI < -61 dx= 720-6. - o . 

Así, el error satisface IEI < w-3, y 

t [-:. + x3] lo 2 4! 
1 1 

dx = -¡ + 96. 

Esto da el valor deseado con una precisión de tres decimales: 
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Advertencia. La integral definida del ejemplo anterior no puede escri­
birse como una suma 

{1 cosx -1 dx = {1 cosx dx- {1 .!:.dx. 
lo x lo x lo x 

Aunque es cierto que la integral de una suma es la suma de las integrales, esto 
es cierto sólo cuando las integrales tienen sentido. La integral 

{1 .!:.dx 
lo x 

no tiene sentido. Primero, la función 1/x no es continua en el intervalo 
O :::; x :::; 1 y colapsa cuando x tiende a cero. Aun si queremos interpretar esto 
como un valor límite, 

t.!:. dx = lím {1 .!:. dx = lím(log 1-logh), lo x h-oA x h-o 
el límite no existe porque log h se vuelve negativo grande cuando h tiende a O. 
De modo que no podemos separar la integral deseada en una suma. 

Además, se puede mostrar que no existe una expresión sencilla que dé 
una integral indefinida 

j cos: -1 dx = F(x), 

con una función F(x) expresable en términos de funciones elementales. 
Por otro lado, como hemos visto, podemos evaluar perfectamente bien la integral 
definida, con cualquier precisión. 

XIII, §3. EJERCICIOS 

A menos que se especifique otra cosa, tomar la fórmula de Taylor con a = O y b = x. 
En todos los cálculos, incluir un estimado del término residuo (error), que muestre 

que la respuesta dada está dentro de la precisión deseada. 

l. Escribir el polinomio de Taylor de grado 4 para cos x. Probar la fórmula de Taylor 
enunciada en el texto para cos x. 

2. Dar los detalles para el estimado IR2m+2(x)l ~ lxl2m+2 /(2m+ 2)! para la función 
f(x) = cosx. 

3. Calcular cos(0.1) hasta 3 decimales. 

4. Estimar el residuo R3 en la fórmula de Taylor para cos x, para el valor x = 0.1. 

5. Estimar el residuo R4 en la fórmula de Taylor para sen x, para el valor x = 0.2. 

6. Escribir el polinomio de Taylor de grado 4 para tan x. 

7. Estimar el residuo R5 . en la fórmula de Taylor para tan x, para O ~ x ~ 0.2. 

En los ejercicios. S, 9, 10 y 11, la fórmula de Taylor se usa con a=/= O. 
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8. Calcular los siguientes valores hasta 3 lugares decimales. 
(a) sen31° (b) cos31° (e) sen47° 
(d) cos47° (e) sen32° (f) cos32° 

9. Calcular el coseno de 31 grados hasta 3 decimales. 

10. Calcular el seno de 61 grados hasta 3 decimales. 

11. Calcular el coseno de 61 grados hasta 3 decimales. 

12. Calcular las integrales siguientes hasta tres decimales. 

(a) 11 senx dx 
O X 

(b) 
10.1 cosx- 1 dx 

O X 

(e) ¡1 
senx2 dx (d) 11 senx2 dx 

O X 

(e) ¡1 
cosx2 dx (f) 11 sen x2 dx 

x2 o 
13. Calcular 

11/2 cosx -1 dx 

O X 

hasta 5 decimales. 

XIII, §4. FUNCIÓN EXPONENCIAL 

Todas las derivadas de e"' son iguales a e"' y e0 = l. Por lo tanto, la fórmula 
de Taylor para ex es 

x2 xn-1 
e"' = 1 + x + - + · · · + + R (x) 2! (n- 1)! n · 

El término residuo satisface 

xn 
R (x) = e0 -n 1' n. 

donde e es un número entre O y x. Por lo tanto, 

Nótese que e0 siempre es positivo, y 

si x < O, entonces e < O y O < e0 < 1. 

Como con la función seno, el teorema 3.1 muestra que el término residuo 
tiende a O cuando n se vuelve grande. 
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Ejemplo l. Calcular e con 3 decimales. 

Tenemos e = e1 . Del capítulo VIII, sección §6, sabemos que e < 4. Estima­
mos R7: 

1 
1 1 3 

IR7 :5 e7i :5 \o40 < 10- . 

Así 
1 1 

e = 1 + 1 + - + · · · + - + R1 2 6! 

= 2.718 ... 

Claro que, mientras más pequeño sea x, se necesitarán menos términos de la 
serie de Taylor para aproximar ex. 

Observación. En el capítulo VIII obtuvimos el estimado ingenuo e < 4. 
Ahora tenemos una evaluación mucho más fina, que muestra en particular que 
e < 3. Así, usando un estimado burdo y la fórmula de Taylor podemos obtener 
una determinación precisa de e. Incluso si hubiéramos comenzado sabiendo que 
e < 3 (podríamos haberlo obtenido mediante un estimado similar al del capítulo 
VIII), no hubiera ayudado gran cosa para obtener un valor más preciso. 

Ejemplo 2. ¿Cuántos términos de la fórmula de Taylor se necesitan para 
calcular e1110 con una precisión de 10-3 ? 

Ciertamente tenemos e1110 < 2. Así 

IR3(1/10)1 :5 2(l/;,o)3 < ~10-3 . 
Por lo tanto, necesitamos sólo 3 términos (incluido el término 0-ésimo ). 

XIII, §4. EJERCICIOS 

En los ejercicios, cuando se pida calcular una cantidad con cierto grado de precisión, 
mostrar siempre el estimado obtenido del término de error para probar que se logra la 
precisión deseada. 

l. Escribir el polinomio de Taylor de grado 5 para e-"'. 

')/ Estimar el residuo R3 en la fórmula de Taylor para e"' si x = 1/2. 

3. Estimar el residuo R4 para x = 10-2 • 

4. Estimar el residuo R3 para x = 10-2 • 

5. Calcular e hasta cuatro decimales, después hasta cinco decimales y después hasta 
seis decimales. En cada caso, escribir e como una suma de fracciones más un 
término residuo y estimar el término residuo.[Este ejercicio trata de dar una idea 
práctica del tamaño de los términos residuo, y de cuántos se necesitan para obtener 
la precisión deseada. Se puede calcular la suma de las fracciones con una calculadora 
de bolsillo.] 
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6. Calcular 1/e hasta 3 decimales, y mostrar el residuo que daría una precisión de 
1o-3 • 

7. Estimar el residuo R.. en la fórmula de Taylor para e"' cuando 
(a) X= 2. (b) X= 3. 

8. Estimar el residuo Rs en la fórmula de Taylor para e"' cuando 
(a) X= 2. (b) X= 3. 

9. ¿Cuántos términos de la fórmula de Taylor para e"' se necesitarían para calcular e2 

hasta 
(a) 4 decimale&? (b) 6 decimales? 

10. Calcular e hasta 10 decimales. Primero darlo como suma de números racionales. 
Después usar alguna máquina calculadora para obtener los decimales. Mostrar el 
estimado del término de error. 

11. Calcular 1/e2 hasta 4 decimales. 

12. Calcular las integrales siguientes hasta 3 o 4 decimales, dependiendo de cuánto se 
quieran esforzar. ¡1 e"' -1 (a) --dx 

O X 

(d) ¡·1 
e"'2 dx 

(b) ¡1 
e-"'2 dx 

(e) ¡·1 e-"'2 dx 

XIII, §5. EL LOGARITMO 

Queremos obtener una fórmula de Taylor para el log. No podemos manejar el 
log escribiendo simplemente 

log:c = logO + log'(O):c + ... 

porque no está definido log O. Así, para el log, es mejor obtener una fórmula 
con a= 1, de modo que 

(b 1)2 
logb=logl+log'(l)(b-l)+log"(l) -, +···. 

2. 
La experiencia muestra que entonces es más conveniente hacer 

b=l+z 

de modo que b - 1 = z. De esa manera obtenemos una fórmula de Taylor 

z2 
log(l + z) =:e- 2 + .... 

Dejamos como ejercicio (vean el ejercicio de la sección §1) deducir esta fórmula 
de la manera usual, calculando las derivadas J(A:)(O), donde f(x) = log(l + x). 

Aquí obtendremos el resultado por otro método, que también será aplicable 
en la siguiente sección y que, en algunos aspectos, es más eficiente y hace que la 
serie para el log sea fácil de recordar. 
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Deberían conocer desde el bachillerato la serie geométrica 

- 1- = l+u+u2 +u3 + ···. 1-u 

399 

Más adelante la deduciremos de nuevo, pero por el momento trabajaremos for­
malmente y no nos preocuparemos acerca del significado de la suma infinita. Al 
reemplazar u por -z obtenemos 

_1_ = 1 - x + z2 - za + .... 
l+z 

Al integrar el lado izquierdo y el lado derecho término a término, de nuevo 
sin preocuparnos lo que significa la suma infinita, obtenemos 

z2 :ca z4 
log(l + z) = x- 2 + "3--¡- + .... 

Vemos que en el lado derecho los signos se alternan y que tenemos sólo n en el 
denominador de zn /n en lugar de n!, como sucede para sen z, cos z y e"'. 

Ahora debemos empezar de nuevo para deducir la fórmula con un término 
residuo que nos permita estimar valores para el log. Además, como log O no está 
definido, tendremos que tomar :e en algún intervalo de números > -l. Resulta 
que la fórmula de Taylor dará valores para la función sólo en el intervalo 

-1 <X :5 l. 
Esto contrasta con sen x, cos z y e"' , donde obtuvimos valores para todo x. 

Sea u cualquier número -¡1. Deseamos justificar la serie 

_1_ = 1 +u+ u2 + ua + .... 
1-u 

No se preocupen por ahora acerca del significado de la suma infinita de la derecha: 
se usará formalmente. Si se multiplican los términos cruzados se obtiene 

(1- u)(l +u+ u2 + u3 + .. ·) = 1 +u+ u2 + u3 + ... 

-u- u2 -u3 - ••• 

=l. 

De modo que hemos justificado formalmente la serie geométrica. 
A continuación nos ocupamos de la suma infinita. No sabemos cómo sumar 

una infinidad de números, de modo que enunciaremos una relación análoga a la 
anterior pero con un número finito de términos. Esto se basa en la fórmula 

1- un 1 -- = 1 +u+ ... + un-
1-u 

para cualquier entero n > l. La demostración se obtiene de nuevo multiplicando 
términos cruzados: 

(1- u)(l +u+ u2 + · · · + un-l) = 1 +u+ u2 + ... + un-1 

~· \ 
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Como 

hallamos finalmente 

,
r----1------------2--------n---1----u-"----, 

--=l+u+u +···+u +--. 
. l-u l-u 

Queremos aplicar esta fórmula con el fin de obtener una expresión para 1/ ( 1 + t) , 
porque por último queremos obtener una expresión para ¡., 1 

log(l + x) = -1 - dt. 
o +t 

Sustituimos u = -t y hallamos 

1 

1 tn -- = 1- t +t2 - t3 + · · · + (-1)"- 1t"- 1 + (-1)"--. 
l+t l+t 

Consideremos el intervalo -1 < x $ 1, y tomemos la integral de O a x 
(en este intervalo). Son bien conocidas las integrales de las potencias de t . La 
integral ¡., 1 

-- dt = log(l + x) 
o 1 + t 

se calcula mediante la sustitución u = 1 + t, du = dt. Así obtenemos: 

Teorema 5.1. Para -1 < x $ 1, tenemos 

, x2 x3 xn 
log(l + x) = x-- +-- · · · + (-l)n-1-- + Rn+1(x) 

2 3 n 

donde el residuo Rn+l(x) es la integral ¡., t" 
Rn+l(x) = (-1)" -1 - dt. 

o +t 
Observen que fue esencial que x > -1 porque la expresión 1/(1 +t) no tiene 
significado cuando t = -1. La fórmula anterior también vale para x > l. 
Sin embargo, veremos que el término residuo tiende a O sólo cuando x está 
en el intervalo mencionado. 

Caso l. O < x $ l. 

En ese caso, 1 + t ~ l. Así, 
t" 
-- <t" l+t- , 

y nuestra integral está acotada por J; t" dt. Así, en ese caso, 

{"' xn+1 
1Rn+1(x)i $Jo tn dt $ n + 1' 

En particular, el residuo tiende a O cuando n se vuelve grande. 

(XIII, §5] EL LOGARITMO 401 

O.bservación. En las .aplicac~ones usaremos un recurso que nos permita tra­
tar solo con el caso l. As1 que, s1 lo desean, pueden omitir el caso 2. 

Caso 2. -1 < x <O. 
En este caso t está entre O y x y es negativo, pero aún tenemos 

X$ t $0, 

y O < 1 + x < 1 + t . Por lo tanto, 

1-.:::_1 = .l!t. < (-t)" 
l+t l+t- l+x' 

Para estimar el valor absoluto de la integral podemos invertir los límites (hacemos 
esto porque x $ O), y así 

de modo que 

1Rn+1(x)j $1° (-t)" dt 
., 1 +X 

(-X )"+1 jxjn+1 
IRnH(x)i < = .,...-....:_..:,...,.....---

- (n+l)(l+x) (n+l)(l+x)' 

Por l? tanto, el residuo también tiende a O en ese caso. Pero cuando x es 
nega~Ivo Y -1 < x < O, entonces 1 + x < 1 y no podemos estimar 1/(1 + x) de 
la misma manera que en el caso 1, porque no tenemos 1/(1 + x) $ 1. Como 
se ve, el caso 2 es desagradable y ésa es la razón por la cual lo evitamos. 

Ejemplo. Calculemos lo? 2 has.ta 3 decimales. Sabemos que log(l + x) se 
puede calcular de manera eficiente solo cuando x está cerca de O. Pero 2 = 1 + 1. 
~enemos que usar algún recurso auxiliar que nos evite sustituir x = 1 en la 
formula. Para ello escribimos 

Entonces 
2 - i. ª - 3 2' 

~ = 1 +k y ~ = 1 + !· 
Al usar x = k y x = ! lograremos lo que queremos. En efecto,. 

log2 = log(~ · ~) = log(l +k)+ log(l + t). 
Para hallar log(l + k) usamos x = k y 

x2 x3 x4 x5 
log(l + x) = x - - + - - - + - + R6(x) 

2 3 4 5 . 
Por el estimado del caso 1, obtenemos 

IR6(k)i $ k<i)6 $ t x w-3 • 

Por lo tanto, 

log ~ = log (1 + !) = ! - (1/3)2 + (1/3)3 - (1/3)4 + (1/3)5 +E 
3 3 3 2 3 4 ----s 1 

= A1 + E1 
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con 
E1 = ~(i) y 

Del mismo modo obtenemos log ~: 

log ~ = log ·(1 + !) = ! - (1/2)2 + ... + (1/2)7 + E2 
2 2 2 2 7 

= A2 +E2 
con el término de error E2 = R8(1/2). Tenemos el estimado 

IE21 =JRs(~)l :5 ~X 10-3 • 

Por lo tanto, 
log2 = log(1 + ~) + log(1 + i) 

[XIII, §5] 

= A1 + A2 + E¡ + E2, 

donde A1 y A2 son expresiones sencillas que se pueden calcular a partir de 
las fracciones usando suma, multiplicación y resta, y el término de error es 
E = E 1 + E2 . Podemos ahora estimar E, a saber 

IEI :5IE11 + IE21 :5 ~X 10-3 +~X 10-3 < 10-3. 

Esto está dentro de la precisión deseada. Si tienen una pequeña calculadora de 
bolsillo, pueden evaluar fácilmente un decimal numérico para log 2. 

En el cálculo anterior, aún necesitamos seis u ocho términos en la expresión 
polinomial que aproxima el logaritmo para obtener los tres decimales de pre­
cisión. En el ejercicio 2, siguiendo la misma idea general, verán cómo obtener 
respuestas precisas usando menos términos. ' 

Ejemplo. Suponer que queremos calcular log ~ hasta 3 decimales. Nótese 

que ~ < 1 , y, si tratamos de evaluar 

log ~ = log(1- ~), 

entonces tendríamos que usar el caso 2. Esto se puede evitar usando la regla 

general 1 
log- = -loga 

a 

para cualquier número positivo a: En particular, 

log ~ = -log~ 
= _! + (1/3)2 + (1/3)3 _ (1/3)4 + (1/3)5 

_ E 
3 2 3 4 . 5 ) 

y 1- El = IEI :5 ~ X 10-3 . 

Ejemplo. Calcular log 1.1 hasta tres decimales. 
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Para hacerlo, i.e. para calcular log(1 + 0.1)' tomamos n = 2 y =O 1 l 
caso l. Hallamos que x · en e 

IR3(x)l :5 i x lo-3. 
Por lo tanto, 

log(l.l) = 0.1- 0.005 +E 
con un error E tal que !El :5 i x 10-3. 

XIII, §5. EJERCICIOS 

l. Caldcular los valores siguientes hasta una precisión de 10-3 estimando el "d 
ca a vez. ' res1 uo 

(a) log1.2 (b) log0.9 (e) log1.05 
(d) log fa (e) log ~ (f) log ~ 

2. (a) Verificar las fórmulas siguientes: 

log 2 = 7log L9° - 2log 22 + 3log l!! 24 80' 

log 3 = lllog !Q - 3log 22 + 5log l!! 9 24 80. 

(b) Calcular log 2 y log 3 hasta cinco decimales, usando estas fórmulas. 

~~~:e~~~~~!~~::::t: ~:!e~:e;;n2~~t~:r~:~~~a resp~esta es que alguien inte-
y después todo el mundo las copió. ' o expenmentando con números, 

XIII, §6. EL ARCOTANGENTE 

Proce?e~os como con el logaritmo, excepto que ponemos u = -t2 
geometnca, y obtenemos en la serie 

1 
1 + t2 = 1- t2 + t 4 - ••• + (-1)m-lt2m.,.2 + (- 1)m~. 

D ' d l · 1 +t espues e a mtegración de O a cualquier número x' obtenemos: 

Teorema 6.1. El arctan tiene una expansión 

x3 x5 2m-1 
arctanx = x-- +- _ ... + (-1)m-l_x __ +R ( ) 3 5 2m_ 1 2m+l X , 

donde 

y 
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Cuando -1 ~ x ~ 1, el residuo tiende a O cuando n se vuelve grande. 

Obsérvese cómo sólo aparecen potencias impares de x en la fórmula de Taylor 
para arctan x. Ésta es la razón para escribir 2m + 1, o R2m+l . Si ponemos 
n = 2m + 1 , entonces podemos escribir el estimado para el residuo en la forma 

IRn(x)l ~ lx~". 

Este estimado es el mismo que para el log, excepto que para el arctan tomamos 
sólo enteros impares n. 

Observación. Si x no está en el intervalo prescrito, i.e. si lxl > 1, entonces 
el término residuo no tiende a O cuando n se vuelve grande. Por ejemplo, si 
x = 2, entonces el término residuo está acotado por 

22m+l 

2m+l" 

Al calcular unos cuantos valores con m = 1, 2, 3 , ... verán que esta expresión 
se hace grande muy rápido. Quizá sepan esto de su estudio de la función expo­
nencial. 

A partir de nuestro teorema, obtenemos una bella expresión para 1r /4: 

7r 1 1 
¡=l-3+5-··· 

de la fórmula de Taylor para arctan l. Sin embargo, se necesitan muchos tér­
minos para obtener una buena aproximación para 7r/4 usando esta expresión. 
Hablando burdamente, con 1000 términos se puede obtener apenas una precisión 
de 103 , lo cual es muy ineficiente. Si usamos un enfoque más inteligente podemos 
hallar 1r con mucho mayor rapidez, como sigue. Primero tenemos: 

Fórmula de la suma para la tangente: 

( ) tanx +tan y 
tan x +y = ..,.-------=-

1- tan x tan y 

Demostración. Usando las fórmulas de la suma para el seno y el coseno de­
mostradas en el capítulo 4, teorema 3.1, tenemos 

( ) sen(x+y) senxcosy+cosxseny 
tan x +y = = . 

cos(x +y) cos x cos y- sen x sen y 

Ahora dividimos el numerador y el denominador de la derecha entre cos x cos y. 
La fórmula deseada cae por su propio peso. 

En la fórmula de la suma para la tangente, poner u = tan x y v = tan y, de 
modo que x = arctan u y y = arctan v. Como 

arctan(tan(x +y))= x +y= arctan u+ arctan v, 
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obtenemos la fórmula de la suma para el arcotangente: 

arctan u + arctan v = arctan ~ 
1-uv· 

405 

. Ej~~plo. Considerar los valores especiales u = 1/2 y v = 1/3. Mediante 
aritmetlca sencilla obtenemos, para estos valores, 

~-1/2+1/3 
1 - uv - 1- 1/6 = l. 

Como arctan 1 = 7r/4, obtenemos la fórmula: 

con 

~- 1 1 
4 - arctan 1 = arctan - + arctan _ 

2 3. 

A continuación usamos la fórmula de Taylor para el arctan 
' 

x3 
arctanx = x- "3 + R5(x) 

Entonces obtenemos 
IR5(x)l ~ 1~1 5 . 

(1) 1 1 1 (1) arctan 2 = 2 - 24 + R5 2 
y 

IR5{t)l ~ 1!0 • 

~=lto n~ es ~xcepcional~ente bueno, pero muestra que con sólo dos términos 
~~~momw que aproxima arctan x obtenemos alrededor de 2 d . 1 d 

pre~swn. Al usar. un par más de términos deberán obtenerse 4 deci:~~: es e 
e manera analoga obtenemos · 

(2) arctan! = ! _ (1/3)3 + R (!) 
3 3 3 5 3 

y 

IR5 (!) 1 < (1/3)5 < _1_ 1 -3 
3 - 5 - 2025 < 2 X lO . 

Por lo tanto, 
7r 1 1 1 1 
4 = 2 - 24 + 3 - 34 +E= A+ E, 

donde E= R5(t) + R5(i), y 

IEI ~ IR5(t)l + IR5(i)l < w-2. 
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La expresión A es una suma de fracciones que se puede calcular fácilmente con 
una calculadora de bolsillo. Entonces 

1r = 4(arctan i + arctan i) = 4A + 4E, 

donde 
I4EI < 4 X 10-2• 

Nótese que este factor final de 4 hace que el estimado del término de error sea 
algo más complicado. Por ello, al determinar los residuos que se deben tomar, 
hay que asegurarse de que en el paso final, al multiplicar por 4, la precisión esté 
dentro de las cotas deseadas. Conviene experimentar con R7 y R9 para tener 
buena idea del tamaño de estos residuos. 

XIII, §6. EJERCICIOS 

l. Probar las fórmulas: 
2u 

2 arctan u = arctan 1 _ u2 y 

2. Probar: 
(a) arctan t = arctan ~ + arctan t 
(b) arctan ~ = arctan t + arctan ~ 
(e) r/4 = 2 arctan l + arctan t + 2 arctan ~ 

3u- u3 

3 arctan u = arctan 1 _ 3u2 • 

3. Hallar varias aproximaciones decimales parar estimando R3(x), Rs(x), R1(x) Y 
R9 (x) en la fórmula de Taylor para el arcotangente y usando la expresión 

ll' . 1 1 - = arctan - + arctan -3 , 4 2 

así como la expresión (e) del ejercicio 2. Por último, verificar que 

ll' = 3.14159 ... 

con una precisión de 5 decimales. 

4. Probar la fórmula r f 4 = 4 arctan 1 - arctan 2!9 • ¿Cuántos términos de la fórmula 
de Taylor se necesitan para obte:er la precisión anterior para una aproximación 
decimal de r? 

XIII, §7. LA EXPANSIÓN BINOMIAL 

En la secundaria debieron haber aprendido el desarrollo de (a+ b )n o (1 + x )n . 
Por ejemplo, 

(1+x? = 1+2x+x2, 

(1 + x)3 = 1 + 3x + 3x2 + x3, 

(1 + x)4 = 1 + 4x + 6x2 + 4x3 + x4 • 

Usando sólo álgebra se pueden determinar los coeficientes para la expansión de 
(1 +z )n cuando n es un entero positivo. Sin embargo, aquí estaremos interesados 
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además en potencias (1 + x)• cuando s no es un entero positivo. Para esto 
usaremos el método general de la fórmula de Taylor que dice: 

f(x) = f(O) + ¡(l)(O)x + ¡(2)1(0) x2 + ... + ¡(n)(O) xn + Rn+I(x) 
2. n! 

- n J(k)(O) k 
- t;~x +Rn+I(x). 

Aplicamos esta fórmula a la función 

f(x) = (1 + z)". 

Teorema 7.1. Sea n un entero positivo y x-:/; -1. Entonces 

(1 + x)" = 1 + sx + s(s 2~ 1) x2 + s(s- 1)(s- 2) x3 + ... 
. 3! 

s(s-1)(s-2) .. ·(s-n+1) í 
+ n! xn + Rn+I(z). \ 

Demostración. Sea f(x) = (1 + x)•. Entonces calculamos las derivadas: 

¡(l>(x) = s(1 + x y-1, ¡(l>(o) = s, 
f(2)(x) = s(s -1)(1 + x)•-2, ¡<2>(0) = s(s -1) 
f(3)(x) = s(s -1)(s- 2)(1 + x)•-3, f(3)(0) = s(s -l)(s- 2), 

J(k)(x) =s(s-1) .. ·(s-k+1)(1+x)•-k, 

Por lo tanto, 

J(k)(O) = s(s -1) ... 
(s-k+ 1). 

J(k)(O) _ s(s-1) .. ·(s-k+1) 
k! - k! 

Por la fórmula general de Taylor, esto prueba la expansión deseada para (1+x)•. 

La fórmula general para el término residuo es 

¡(n)(c)xn 
Rn(x) = 1 n. 

con algún número e entre O y x; entonces, en este caso hallamos: 

s(s - 1) · · · (s - n + 1) 
Rn(x) = 1 (1 + c)"-nxn. 

n. 

Se ~uede mostrar que, si -1 < x < 1, entonces Rn(z) _.O cuando n _. oo. 
Estimaremos el residuo cuando n = 2 y n = 3. No damos la demostración en 
general de que Rn(x) tiende a O cuando n--+ oo. 
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En estos estimados, usamos repetidamente el hecho de que 

labl = lallbl. 

)( 2) esentan a menudo en estos Por ejemplo, productos como s(8- 1 8- se pr 
estimados. Entonces 

18(s- 1)(s- 2)1 = lsll8- 1118 - 21. 

Si 8 = 1 , hallamos que 

1 ~ ( ~ - 1) ( ~ - 2) 1 = ~ 1 ~ - 111 ~ - 21 = ~ ~ ~ = !~. 
Ejemplos que incluyen R:~ 

Veamos ahora R2. Sea 
f(z) = (1 + z)", 

donde 8 no es un entero. Tenemos 

¡C2)(z) = 8(8 -1)(1 + z)'-2. 

La fórmula de Taylor da 

donde 

~--------------¡ 

z2 
R2(z) = ¡(2>(e) 2! 

2 
)•-2 z = 8(8- 1)(1 +e 2• 

algún número e entre O Y z · · · • 
par;ara z pequeño, esto significa que 1 + 8Z deberá ~r(un)a buena ::~o;::: 
para la potencia s de 1 + z si se puede probar que 2 z es pequ , 
puede hacer fácilmente. Vemos que -

IR2(z)l = 18(8; 1)1(1 + c)'-21zl2, 

M d' t timado fácil se ve, por ejemplo, que 
donde e está entre O y z.. e. tanale u1n+~ (1 + z)1/3 es aproximadamente 
(1 + z )1/2 es aproximadament~ tgu a 2z, Y 
igual a 1 + iz, para z pequeno. 

Ejemplo l. Hallar v'f.2 hasta 2 decimales. 
Hacemos z = 0.2 = 2 x 10-1 y _8 = 1/2. Entonces 

1.2 = (1 + 0.2)112 = 1 + !0.2 + R2(0.2) 

= 1 + 0.1 + !l2( !>· 
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Debemos estimar R2(1/5). Como O 5 e 5 1/5 y 8-2 = -3/2, hallamos 

(1 + e)•-2 = (1 + ~)3/2 5 1, 

pues, cuanto más pequeño sea el denominador, más grande será la fracción. La 
única información que tenemos sobre e es que O 5 e 5 1/5, y el valor más 
pequeño posible del denominador es cuando e = O. En consecuencia, 

IR2 (D 1 ~ ~ /~ -11 ~(0.2)2 (J • 1 

5 ~4 X 10-2 = ~ X 10-2. 

Entonces el estimado para el término de error está dentro de la precisión ade­
cuada. 

Ejemplo 2. Calculemos ~jl_asta 2 ~ecimales. 
Usamos 8 = 1/2 y z = -0.2. Entonces 

0.8 = (1 - 0.2)112 = 1 - !0.2 + R~-::_9.2) =: 0.9 + R2( -0.2). 

~quí tenemos ~~.2 5 e :5O. P?r lo tant(-1¿P,...,f;~:3_l~5 1/(0.8)312, y 

,íR2(-0.2)15 ~ ~~ -11 ;, (0.8\31~(0.2)2 
1 1 4 1o-2 

5 S (0.8)3/2 X • 

La presencia del término (0.8)312 , que es < 1, en el denominador lo hace un poco 
más complicado de estimar que en el ejemplo anterior, pero aun así no es tan 
dificil. Sin esforzarnos gran cosa para hacer sencillo el estimado, reemplazamos 
3/2 por 2. Entonces 

1" 1 1 10 5 
(0.8)3/ 2 < (0.8)2 = 0.64 < 6 = 3' 

Por lo tanto, 

IR2(-0.2)1 < ~~4 X 10-2 < 10-2. 

Observación. En el ejemplo 1 y el 2 encontramos los casos en que z >O y 
z < O. En el estimado para R2, esto da lugar a dos casos diferentes: 

1 < 1 
(1 + c)3/2 - cuando z > O y O 5 e 5 z; 

1 < 1 cuando z <O y z 5 e 5O. 
(1 + c)3/2 - (1 + z)3/2 , 

El segundo caso ·es más molesto de tratar. 
En los ejemplos anteriores calculamos raíces de 1 + z cuando z es pequeño. 

Para hallar las raíces de un número arbitrario, a menudo podemos usar un truco 
como en el ejemplo siguiente, a fin de reducir el problema a hna raíz (1 + z)• 
con z pequeño. 

\ 
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Ejemplo 3. Hallar el valor de v'26 hasta dos decimales. 
Para ello escribimos 

26 = 25 + 1 = 25(1 + fs). 
Entonces 

56= 5(1 + "Í5)112, 

y podemos aplicar la fórmula binomial de Taylor para hallar 

( 
1 ) 1/2 1 

1+ 25 = 1+ 50 +R2(x), 

(XIII, §7] 

con x = i5 y s = t. Estamos en el caso e ~ O, de modo que obtenemos 

IR2 (2
1
5) 1 $ ~ ~ ~ (2

1
5) 

2 
$ ~ 6!5 = 5o

1oo· 
Por lo tanto, 

v'26 = 5(1 + fo) + 5R2( "Ís) = 5.1 +E 
donde 

IEI = 5IR2("Ís)l $ 10-3· 
Observen el factor 5 que aparece en el último paso, y que multiplica el estimado 
para R2(1/25). Para obtener la precisión final hasta 10-3, se necesita una 
precisión de (1/5) x 10-3 para R2(1/25) debido a este factor 5. 

Un ejemplo que incluye Rs 

Ejemplo 4. Hallar el valor de v'26 hasta cuatro decimales. 
Para esto escribimos 26 = 25(1 + 1/25), como antes. Por la fórmula binomial 

de Taylor hallamos 

( 1 + 215) 1/2 = 1 + ~ ;5 + ~ ( ~ - 1) ( 215) 2 + R3 ( 215) . 

Al estimar el residuo estamos en el caso e ~ O, de modo que 

IR3 (_!_) 1 <! 1!- 111!- 21 _!_ (_!_)3 25 - 2 2 2 3! 25 

1 1 3 1 ( 1 ) 3 

$ 2 2 2 3! 25 -

1 1 -4 
< 16 1.5 X 10 

< _!_ X 10-4• 
- 24 

Entonces 
26112 = 5(1 + 1/25)112 

= 5 ( 1 + ;o - ~ 6~5) +E, 

$1 ;¡ 
1 
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donde E= 5R3(1/25), y así, 

IEI $ ;4 X 10-4 < 10-4• 

Esto está dentro de la precisión deseada. Nótese de nuevo el factor de 5 en el 
último paso. 

El método del ejemplo anterior fue hallar un cuadrado perfecto cerca de 26 y 
después usar la fórmula de Taylor para (1 +x)ll2 con un x pequeño. En general, 
podemos usar un método parecido para hallar la raíz cuadrada de un número. 
Hallar un cuadrado perfecto lo más cerca que sea posible del número y después 
usar la fórmula de Taylor. Una técnica similar funciona para raíces cúbicas u 
otras raíces. 

La expansión binomial (1 + z)" y (a+ b)" 

Concluimos esta sección mostrando cómo el desarrollo binomial para (1 + x )• 
mediante la fórmula de Taylor se vuelve más sencillo cuando s es un entero 
positivo n. Sea n, entonces, un entero positivo, y sea 

f(x) = (1 + xt. 
No tenemos dificultad alguna para calcular las derivadas: 

¡(l)(x) = n(1 + x t-1, ¡(1)(0) = n, 

¡(2)(x) = n(n- 1)(1 + xt-2, ¡(2)(0) = n(n- 1), 

¡C3)(x) = n(n- 1)(n- 2)xn-3, ¡(3)(0) = n(n- 1)(n- 2), 

¡(n)(x) = n!, ¡Cn(O) = n! 

¡Cn+1)(x) =O. ¡Cn+1)(0) =O. 

Aquí la nueva característica es que ¡Cn+l)(x) = O. Por lo tanto, f("')(x) =O 
para todo k ~ n + 1, y el residuo después del término n-ésimo es igual a O, de 
ahí que ~tengamos la expresión exacta: 

Teorema 7.2. Sean un entero positivo. Para cualquier número x tenemos 

(1 + xt- 1 + nx + n(n- 1) x2 + n(n- 1)(n- 2) x3 + ... + xn 
- 2! 3! . 

El coeficiente de x" en el lado derecho se denota usualmente por el símbolo 

(~) 
y se llama coeficiente binomial. Así, de las derivadas que hallamos antes 
obtenemos 

(n) = n(n-1)(n-2)···(n-k+1) 
k k! . 
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El numerador está formado por el producto de enteros en orden descendente de 
n a n-k+ l. Difiere de n! en que falta el producto desde (n-k) hasta l. Para 
tener una expresión más simétrica para el coeficiente binomial, multiplicamos el 
numerador y el denominador por (n-k)!. Observamos que 

n(n- 1)(n- 2) ···(n-k+ 1)(n- k)!= n! 

y, en consecuencia, podemos escribir el coeficiente binomial en la forma 

(~) - k!(nn~ k)!· 

En esta fórmula, hacemos O :::; k :::; n, y, por convención, hacemos 

O!= l. 

Por ejemplo: 

( 3) 3! 
o = 0!3! = 1' 

( 3) 3! 
1 :;= 1!2! = 3' 

G) = 2~~, = 3' G) = 3~~, = l. 
Los enteros 1, 3, 3 y 1 son exactamente los coeficientes del desarrollo para 

(1 + x )3 = 1 + 3x + 3x2 + x3. 

Al efectuar los ejercicios se pueden hallar los coeficientes para potencias más 
altas. 

Si queremos el desarrollo de (a+ b )n con números arbitrarios a y b, y a f. O, 
entonces hacemos x = bfa, de modo que: 

(a+bt=an(1+~r =an~(~) (~r 

= t (~)an-kbk. 
k=O 

Así, podemos escribir el desarrollo binomial en la forma 

Podemos hallar este desarrollo de manera sofisticada, usando la fórmula de 
Taylor en el caso en que el residuo es O. En el bachillerato habrán deducido el 
desarrollo de manera mucho más elemental. El punto es que aquí necesitamos 
esta técnica más general para calcular valores (1 + x )• con un exponente s más 
general que puede no ser entero. Por ejemplo, necesitamos calcular 

(1 + x)l/2 o (1 + x)l/3. 

Tenemos que usar entonces el método de la fórmula de Taylor. 
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Definición. Sea s cualquier número real. Definimos el coeficiente bino­
mial 

(s) = s(s-1)(s-2)···(s-k+1) 
k ~ . 

Ejemplo. Supongamos que s = 1/3. Entonces 

c~3) = ~ o- 1) ~, 
(1/3) = ~ (~ - 1) (~ -2) .!. 

3 3 3 3 3!' 

C~3) = ~ G- 1) G- 2) ( ~- 3) i, 
y así sucesivamente. 

Observen que, cuando s no es un entero, no podemos multiplicar el numera­
dor y el denominador por (s-k)! lo cual no tiene sentido. Tenemos que dejar 
el coeficiente binomial como en la definición. 

Usando el signo de sumatoria, podemos escribir también 

(1 + x)' = ~ G)x" + Rn+l(x). 

XIII, §7. EJERCICIOS 

En cada uno de los casos siguientes, cuando se pida calcular un número, incluir el 
estimado para el término de error para mostrar que está dentro de la precisión deseada. 

l. Estimar el residuo R2 en la serie de Taylor para (1 + x)114 : 

(a) cuando x = 0.01, (b) cuando x = 0.2, (e) cuando x = 0.1. 

2. Estimar el residuo R3 en la serie de Taylor para (1 + x)112 : 

(a) cuando x = 0.2, (b) cuando x = -0.2, (e) cuando x = 0.1. 

3. Estimar R2 en el residuo de (1 + x )1 / 3 para x en el intervalo 

-0.1 :5 X :5 0.1. 

4. Estimar el residuo R2 en la serie de Taylor de (1 + x )112 : 

(a) cuando x = -0.2, (b) cuando x = 0.1. 

5. Calcular las raíces cúbicas hasta 4 decimales: 
(a) ifl26, (b) ~' (e) ~ (d) ~-

6. Calcular las raíces cuadradas hasta 4 decimales: 
(a) V97, (b) v'i02, (e) v'iOS, (d) v'28. 
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XIII, §8. ALGUNOS ÚMITES 

Los límites de cocientes de funciones se pueden reducir a límites de cocientes de 
polinomios usando unos cuantos términos del desarrollo de Taylor. 

Veamos primero los polinomios. 

Ejemplo l. Halllll" el límite 

3z- 2z2 + 5z4 lím _.¡;._=.:;.__;_...:__ 
., .... o 1~-

Dividimos el numerador y el denominadÓr entre la menor potencia de z 
ocurra en cada uno, de modo que hallam'os: 

3z - 2z2 + 5z4 _ z(3 - 2z + 5z3) 

7z - z · 7 

3-2z+5z3 

= 7 

Ahora es fácil hallar el límite cuando z tiende a O; a saber, el límite es ~ . 

Ejemplo 2. Hallar el límite 

r cosz-1 
"'~ z2 . 

Reemplazamos cos z por 1 - z2 /2 + 14( z), de modo que 

cosz-1_ -lz2 +J4(z) __ !_+_14_(z_) 
--z-=-2- - z2 - 2 z2 . 

Como IJ4(z)l ~ lzl4 , se sigue que el límite cuando z--+ O es igual a -l· 

Ejemplo 3. Hallar el límite 

Tenemos 

Por lo tanto, 

Por lo tanto, 

lí sen z - z + z3 /3! 
"'~ z4 • 

-· z3 

sena:= z- 31 + Rs(z). 

z3 
sena:- z + 31 = Rs(z) y 

lsenx-z+z3/3!1 < IRs(z)l < .!=1 
z4 - lzl4 - 5! · 

El límite deseado es entonces igual a O . 

que 

'd "'b; ___ 
'--'\\ 

1 
1 

1 

1 

1 

~1 
c~J 

\&1 

[XIII, §8] ALGUNOS LÍMITES 

Ejemplo 4. Hallar el límite 
2" 

lí senz 
m--. 

., .... o ztanz 
Para esto se aplica el hecho de que 

~--·- ·-···------. --·--· ---··- --, 
1 1• sen u 1 \ 1 Im--= , 
\ ...... o u 

y se hace u = z2 . Además 
. _ ___) 

Por lo tanto, 

lím _z_ = lím _z_ cos z = l. 
., .... o,ran z ., .... o sen z 

2 2 
lím ~ = lím sena: _z_ =l. 
., .... o z tan z ., .... o z2 tan x 

Ejemplo 5. Queremos hallar el límite 

l• log(1 + z) 
Im . ., .... o senz 

Por la fórmula de Taylor, 

log(1 + z) = z + R2(z), 

sen z = z + Sa(z). 
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(Escribimos S3 en lugar de R3 porque es un residuo diferente que para ellog.) 
Para ellos tenemos los estimados 

y 

para algunas constantes C, C' y z suficientemente cercanas a O. Por lo tanto, 

log(1 + z) z + R2(z) 
senz = z+Sa(z)' 

Al dividir el numerador y el denominador entre z resulta 

1 + R2(z)/z 
= 1 + Sa(z)/z · 

\ 

\ 
Cuando z tiende a O, cada cociente R2(x)/z y S3 (z)/z tiende a O, por lo que 
el límite es 1 , como se quería. 

Ejemplo 6. Hallar el límite 

l• sen z - e"' + 1 
Im . ., .... o X 

De nuevo se escribe la fórmula de Taylor con pocos términos: 

sen z = z + R3(z), 

e"'= 1+z+S2(z). 
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Entonces 
sen x-e"'+ 1 x- 1- x + 1 + R3(x)- S2(x) 

= X X 

X 

El lado derecho tiende a O, de modo que el límite deseado es O. 

XIII, §8. EJERCICIOS 

Hallar los límites siguientes cuando x tiende a O. 

cos x - 1 + x 2 /2! cos x - 1 + x 2 /2! 
l. 2. x3 

3. 
senx +e"' -1 

X 

5. 
e"' - 1 

X 

8. 
arctan x 

X 

e"'-(1+x) 
x2 11. 

log(1 + x2 ) 

sen(x2 ) 
14. 

senx- e"'+ 1 
17. ---::---'-­

x2 

19. 
ex- e-x 

X 

tanx2 

22' sen2 x 

e'"+ e-'"- 2 
25. 

xsenx 
e"' -1- x 

28. 
X 

(1 +x)1/ 2 -1- ~x 
31. 

6. 

9. 

12. 

15. 

20. 

23. 

26. 

29. 

x4 
senx- e'"+ 1 

4. 
X 

sen(x2 ) 
7. 

(sen x)2 

log(1 + x) 
10. 

X 

senx- x 
13. 

x2 

tan(x2 ) 
16. 

(sen x )2 

18. 
cosx- e"' 

X 

senx 
21. e%- e-x 

log(1- x) 
24. 

senx 
senx- x 

27. 
x2 

e"' -1- x 
30. 

x2 

tanx 
senx 

log(1 + 2x) 
X 

cosx -1 
x2 

log(1 + x2 ) 

(sen x )2 

sen2 x 

senx2 

e'"+ e-'"- 2 
x2 

senx- x 
x3 

log(1 + x2 ) 

x2 

32. 
(1 +x)1/ 3 -1- kx 

x2 

[XIII, §8] 

33. Sea f(x) una función que tenga n + 1 derivadas continuas en un intervalo abierto 
que contiene al origen, y suponer que la (n + 1)-ésima derivada está acotada por 
una constante M en este intervalo. Sea Pn(x) el polinomio de Taylor de grado n 
para f(x). ¿Cuáles son los límites siguientes? 

(a) lím f(x) -tn(x) (suponiendo que n ~ 3) 
x-o X 

(b) lím f(x)- Pn(x) (e) lím f(x)- Pn(x) (suponiendo que n ~ 2) 
x-o z" .x-o xn-1 

1 

1 

1 
;~l 

[XIII, §8] ALGUNOS LÍMITES 

Determinar los límites siguientes cuando x tiende a O. 
sen x + cos x - 1 sen x + cos x - 1 - x 

34. 35. 
X 

sen x - x + x3 /3! 
36. x4 

cos x - 1 - x 2 /2! 
38. 

X 

x2 

x& 
sen x - x + x3 /3! 

37. 

cos x - 1 - x2 /2! 
39. 

417 
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CAPÍTULO XIV 

Series 

Las series son la continuación natural de nuestro estudio de las funciones. En el 
capítulo anterior hallamos cómo aproximar nuestras funciones elementales por 
medio de polinomios, con cierto término de error. Recíprocamente, podemos 
definir funciones arbitrarias por medio de su serie. Veremos cómo se hace esto 
en las secciones que siguen. 

En la práctica se usan pocos criterios para determinar la convergencia de las 
series. Esencialmente, el más frecuente es el criterio de la comparación. Más 
aún, las series más importantes son aquellas que convergen absolutamente, así 
que pondremos mucho énfasis en ellas. 

XIV, §1. SERIES CONVERGENTES 

Supongan que tenemos dada una sucesión de números 

a¡,a2,a3, ... , 

i.e. nos dan un número an para cada entero n ~ l. (Preferimos comenzar con 
1, pero lo pudimos hacer con cualquier entero.) Se forman las sumas 

Sn =a¡+ a2 + · · · + an. 

Parece no tener sentido formar una suma infinita 

a¡ +a2 + a3 + · ·· 
porque no sabemos sumar una infinidad de números. Sin embargo, si nuestras 
sumas Sn tienden un límite cuando n se vuelve grande, entonces decimos que 
la suma de nuestra sucesión converge, y definimos ahora su suma como ese 
límite. 
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El símbolo 
00 

L>n 
n=l 

se llamará serie. Diremos que la serie converge si las sumas Sn tienden a un 
límite cuando n se vuelve grande. De no ser así, decimos que no converge, o que 
diverge. Si la serie converge, el valor de la serie será 

00 

"an = lím Sn = lím (a¡+···+ an)· 
L...,¡ n-+oo. n-+oo 
ti=l 

El símbolo lím se lee: "El límite cuando n se vuelve grande." 
n-+oo 

Ejemplo. Considerar la sucesión 

1 1 1 1 
1'2'4'8' 16''''' 

y formar las sumas 
1 1 1 

S = 1 +- +- + .. · + ~. 
n 2 4 2" 

Probablemente ya sepan que estas sumas tienden a un límite y que este límite 
es 2. Para probarlo, sea r = t. Entonces 

1 - r"+1 1 rn+l 
(1 + r + r2 + .. · + r") = = -- - -1-. 1-r 1-r -r 

Cuando n se hace grande, r"+1 tiende a O, de donde nuestra suma tiende a 

1 1 
--1 =2. 
1-2 

En realidad, el mismo argumento funciona si tomamos como r a cualquier 
número tal que 

-1 < r <l. 
En ese caso, r"+1 tiende a O cuando n se vuelve grande, y, en consecuencia, 
podemos escribir 

00 1 
l:r" = 1-r· 
n=O 

Por supuesto, si irl > 1, entonces la serie E r" no converge. Por ejemplo, 
las sumas parciales de la serie con r = -3 son 

1- 3+32 -33 + ... + (-1)"3". 

Observen que el término n-ésimo ( -1 )" 3" ni siquiera tiende a O cua~do n se 
vuelve grande. 

En vista de que el límite de una suma es la suma de los límites, y de otras 
propiedades usuales de los límites, obtenemos el teorema siguiente. 
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Teorema 1.1. Sean { an} y { bn} ( n = 1 , 2 , ... ) dos sucesiones y suponer 
que las series 

00 

y 
n=l n=l 

convergen. Entonces 2::'=1 (an + bn) también converge y es igual a la suma 
de las dos series. Si e es un número, entonces 

00 00 

¿can =e ¿an. 
n=l n=l 

Finalmente, si 
Sn =a¡+··· +an 

y 

entonces 

En particular, las series se pueden sumar término a término, pero ¡es obvio 
que no pueden multiplicarse término a término! 

También observamos que se cumple un teorema análogo para la diferencia de 
dos series. 

Si una serie 2: an converge, entonces los números an deben tender a O cuando 
n se vuelve grande. Sin embargo, hay ejemplos de sucesiones { an} para las cuales 
la serie no converge, aunque 

lím an =O. 
n-oo 

Consideren, por ejemplo, 

1 1 1 
1+2+3+ .. ·+;;+ .. ·. 

Insistimos en que las sumas parciales sn se vuelven muy grandes cuando n se 
vuelve grande. Para ver esto, visualicemos las sumas parciales como sigue: 

1111 11 1 
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + 8 + 9 + ... + 16 + .... 

......._,_,~~ 

En cada montón de los términos indicados reemplazamos cada término por el 
que está en el extremo derecho. Esto hace que nuestra suma sea más pequeña. 
Así, nuestra expresión es 

1111 11 1 
>1+-+-+- +-+ .. ·+- +-+ .. ·+- + ... 
- 2 -!_.! !.._,_.!. ~ 

~1+~+ 1 
2 + 

1 
2 + 

1 
2 

y, por lo tanto, se vuelve arbitrariamente grande CQando n se vuelve grande. 
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XIV, §2. SERIES CON TÉRMINOS POSITIVOS 

En esta sección supondremos que nuestros números an son ~ O. Entonces, las 
sumas parciales 

Sn =a¡+···+ an 

son crecientes, i.e. 

S¡ $ 82 $ Sg $ · · · $ Sn $ Sn+l $ ' ' ' · 

Si no tienden a un límite, no se podrán volver arbitrariamente grandes. Así, en 
este caso existe un número B tal que 

Sn $ B 

para todo n. Dicho número B se llama cota superior. Por mínima cota 
superior entendemos un número S que es una cota superior, y tal que cada 
cota superior B es ~ S. Suponemos que existen las mínimas cotas superiores. 
La colección de números {sn} tiene entonces una mínima cota superior, i.e. 
existe un número más pequeño S tal que 

Sn $S 

para todo n. En ese caso, la suma parcial Sn tiende a S como límite. En otras 
palabras, dado cualquier número positivo e > O, tenemos 

S- e$ Bn $S 

para todo n suficientemente grande. 

Bn 

Esto expresa simplemente el hecho de que S es la menor de todas las cotas 
superiores para nuestra colección de números sn . Expresemos esto como un 
teorema. 

Teorema 2.1. Sea {an} (n = 1, 2, .. . ) una sucesión de números ~O y 
sea 

Bn = a¡ + · · · + an. 

Si la sucesión de números { sn} está acotada, entonces tiende a un límite S, 
que es su mínima cota superior. 

00 

Ejemplo l. Probar que la serie 2: 1/n2 converge. 
n=l 

Veamos la serie: 
1 1 1 1 1 1 

12 + 22 + 32 + 42 + ... + 82 + ... + 162 + ... + .... ....__...... ....__...... ....__...... ...__,_.. 
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Distinguimos los grupos de términos según se indica. En cada grupo de términos, 
si disminuimos el denominador en cada término, entonces crece la fracción. Re­
emplazamos 3 por 2, después 4, 5, 6 y 7 por 4, luego reemplazamos los 
números del 8 al 15 por 8, y así sucesivamente. Nuestras sumas parciales son 
entonces menores o iguales que 

1 1 1 1 1 1 
1+-+-+ -+···+ -+ -+···+ -+··· 22 22 42 42 82 82 

y notamos que el 2 se presenta dos veces, que el 4 se presenta cuatro veces, el 
8 se presenta ocho veces, y así sucesivamente. Por lo tanto, las sumas parciales 
son menores o iguales que 

2 4 8 1 1 1 
1 + 22 + 42 + 82 + ... = 1 + 2 + ¡ + 8 + .... 

Así, nuestras sumas parciales son menores o iguales a las de la serie geométrica 
y están acotadas. Por lo tanto, nuestra serie converge. 

El teorema 2.1 nos da un criterio muy útil para determinar cuándo una serie 
de términos positivos converge: 

Teorema 2.2. Sean 
00 

y 
n=l n=l 

dos series, con an ~ O para todo n y bn ~ O para todo n. Suponiendo que 
existe un número e > o tal que 

an $ ebn 

para todo n, y que L::=l bn converge, entonces L::=l an converge, y 
00 00 

I>"::; eEbn. 
n=l n=l 

Demostración. Tenemos 
00 

a¡+ ... + an $ eb¡ + ... + ebn = e(b¡ + ... + bn) $e E bn. 
n=l 

Esto significa que e L:::1 bn es una cota para las sumas parciales 

a¡+···+ an. 

La mínima cota superior de estas sumas es entonces $ e L::=l bn , lo cual prueba 
nuestro teorema. 

El teorema 2.2 tiene un análogo para mostrar que una serie no converge. 

Teorema 2.2'. Sean 
00 00 

y 
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dos series, con an y bn ~ O para todo n. Suponiendo que existe un número 
e> o tal que 

an ~ ebn 

para todo n suficientemente pequeño, y que L::=l bn no converge, entonces 
L::=l an diverge. 

Demostración. Suponer que an ~ ebn para n ~ no. Como L: bn diverge, 
podemos hacer arbitrariamente grandes las sumas parciales 

N 

E bn = bn0 + · · · + bN 
n=no 

cuando N se vuelve arbitrariamente grande. Pero 
N N N 

E an ~ E ebn = e E bn. 
n=no n=no n=no 

Por lo tanto, las sumas parciales 
N 

E an = a¡ + · · · + a N 
n=l 

son arbitrariamente grandes cuando N se vuelve arbitrariamente grande, y por 
ello, L::=l an diverge, como había que demostrar. 

Ejemplo 2. Determinar si la serie 
00 2 

En:+1 n=l 
converge. 

Escribimos 
n2 1 1 ( 1 ) 

n3 + 1 = n + 1/n2 = ;; 1 + 1/n3 · 
Vemos entonces que 

n 2 1 -->­
n3 + 1 - 2n · 

Como L: 1/n no converge, se sigue que la serie del ejemplo 2 tampoco converge. 

Ejemplo 3. La serie 
oo n2 + 7 

E 2n4 -n+3 n=l 
converge. En efecto, podemos escribir 

n2 +7 n2(1+7/n2) 1 1+7/n2 

2n4- n + 3 = n4(2- (1/n)3 + 3/n4) = n2 2- (1/n)3 + 3fn4 · 

Para n grande, el factor 

2- (1/n)3 + 3fn4 
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ciertamente es acotado y de hecho está cerca de ! . Por lo tanto, podemos 
comparar nuestra serie con 1/n2 para ver que converge, pues L: 1/n2 converge 
y el factor está acotado. 

XIV, §2. EJERCICIOS 

l. Mostrar que la serie L:;:"=1 1/n3 converge. 

2. (a) Mostrar que la serie L:(log n)/n3 converge. [Idea: Estimar(log n)/n .] 
(b) Mostrar que la serie L:(log_n)2 /n3 converge. , · 

Verificar si las series siguientes convergen: 
00 00 00 

3. En:/2 4. E n2 
En:1 n4 +n 

5. 
n=l n=l n=l 

00 00 f: isennl 6. 
En:5 

7. E n2 
n3 +n+2 

8. 
n2 + 1 

n=l n=l n=l 

9. f: lcosnl 
n2 +n n=l 

XIV, §3. EL CRITERIO DE LA RAZÓN 

Continuamos considerando sólo series con términos ~ O. Para comparar dichas 
series con una serie geométrica, el criterio más simple está dado por el criterio 
de la razón. 

Criterio de la razón. Sea L:;:'=1 an una serie con an > O para todo n. 
Suponiendo que existe un número e con O < e < 1 tal que 

an+l < --_e 
an 

para todo n suficientemente grande, entonces la serie converge. 

Demostración. Suponer que existe algún entero N tal que 

an+l < --_e 
an 

si n~N. Entonces 

aN+l :5 caN, 

aN+2 :5 caN+l :5 c2aN 
y en general, ¡. : inducción, 

aN+k :5 c"aN. 

[XIV, §3] 

Así, 

EL CRITERIO DE LA RAZÓN 

N +k 
E an :5 aN + cáN + c2aN + · · · + c"aN 
n=N 

,. 1 
<aN(1+c+·.··+c )<aN--· - - 1-c 
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En efecto, de esta manera hemos comparado nuestra serie con una serie geomé­
trica y sabemos que las sumas parciales están acotadas. Esto implica que nuestra 
serie converge. 

Es costumbre usar el criterio de la razón en el caso de una serie con términos 
positivos an tales que 

lím an+l = e < l. 
n~oo On 

Ejemplo. Mostrar que la serie 
00 E; 

n=l 
converge. 

Hacemos an = n/3n. Entonces 

an+l n + 1 3n n + 11 
~ = 3n+l-;;- = -n-3· 

Esta razón tiende a l cuando n -+ oo, y, por lo tanto, el criterio de la razón es 
aplicable: la serie converge. 

XIV, §3. EJERCICIOS 

Determinar si las series siguientes convergen: 

l. L:n2-n 2. L:n22-n 3. Elo~n 
4. ¿: logn 

2R 5. ¿: lo!n 6. 
¿: n1o 

3R 

7. ¿: y'n(~ + 1) 
8. ¿: Jna + 1 

en 9. ¿: n+1 
v'n4 + n + 1 

10. En+1 
2n 11. L (4n- 1){n + 15) 

12. ¿: 1 +cos(n/2) 
en 

13. ¿: (log 
1
n )1° 14. ¿: 2 -n2 n e 15. ¿: 2 -n3 n e 

16. ¿: 5 -n2 n e 17. ¿: 4 -n nn 
n e 18. E n!3n 
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19. Sea {an} una sucesión de números positivos, y suponer que 

an+l >l-.!. 
an - n 

para todo n . Mostrar que la serie E an diverge. 

[XIV, §4] 

20. Se puede aplicar un criterio de la razón en el sentido opuesto para determinar 
cuándo una serie diverge. Probar el siguiente enunciado: Sea an una sucesión de 
números positivo8, y sea e ;?: l. Si an+t/an ;::: e para todo n suficientemente 
grande, entonces la serie E an diverge. 

XIV, §4. EL CRITERIO DE LA INTEGRAL 

Deben intuir ya que hay una analogía entre la convergencia de una integral 
impropia y la convergencia de una ser~e. Precisamos ·esto ahora. 

Teorema 4.1. Sea f una función que está definida y es positiva para todo 
z?:: 1, y es decreciente. La serie 

00 

Lf(n) 
n=l 

converge si, y sólo si, la integral impropia 

¡00 /(z)dz 

converge. 

Visualizamos la situación en el diagrama siguiente. 

2 3 4 5 

Consideren las sumas parciales 

/(2) + · · · + f(n) 

y supongan que nuestra integral impropia converge. El área bajo la cur~a entre 
1 y 2 es mayor o igual que el área del rectángulo cuya altura es /(2) y cuya 
base es el intervalo entre 1 y 2. Esta base tiene longitud l. Así, 

/(2) ~ ¡2 /(z) dz. 
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De nuevo, como la función es decreciente, tenemos un estimado similar entre 2 
y 3: 

/(3) ~ 13 f(z)d:r.. 

Podemos continuar hasta n y obtener 

/(2) + /(3) + · · · + f(n) ~ [ f(z) dz. 

Supusimos que, cuando n se vuelve grande, la integral tiende a un límite. Esto 
significa que 

/(2) + /(3) + · · · + f(n) ~ ¡00 f(z) dz. · 

Por lo tanto, las sumas parciales están acotadas y luego, por el teorema 2.1, 
tienden a un límite, de modo que nuestra serie converge. 

Recíprocamente, supongan que las sumas parciales 

/(1) + · · · + f(n) 

tienden a un límite cuando n se vuelve grande. 
El área bajo la gráfica de f entre 1 y n es menor o igual que la suma de las 

áreas de los rectángulos grandes. Así, 

¡2 /(z)dz ~ /(1)(2 -1) = /(1) 

y 

13 f(z) dz ~ /(2)(3- 2) = /(2). 

Procediendo por pasos, y tomando la suma, vemos que 

[ f(z)dz ~ /(1) + ···+ f(n -1). 

Las sumas parciales de la derecha son menores o iguales a su límite. Llamemos 
L a este límite. Entonces, para todos los enteros positivos n, tenemos 

i" f(z)dz ~L. 
Dado cualquier número B, podemos hallar un entero n tal que B ~ n. Entonces 

¡B f(z)dz ~ i" f(z)dz ~L. 
Por lo tanto, la integral de 1 a B tiende a un límite cuando B se vuelve grande, 
y este límite es menor o igual a L. Esto prueba nuestro teorema. 

Ejemplo. Probar que la serie 
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converge. 
Sea 

SERIES 

1 
/(z) = --¡---¡· z + 

Entonces f es decreciente y 

¡B f(z) dz = arctan B- arctan 1 = arctan B- ¡. 

[XIV, §5) 

Cuando B se vuelve grande, arctan B tiende a 'lr/2 y por lo tanto, tiene un 
límite. Entonces la integral converge, y, por el teorema, la serie converge. 

XIV, §4. EJERCICIOS 

l. Mostrar que la siguiente serie diverge: ¿:;:,2 1/(nlogn). 

2. Mostrar que la siguiente serie converge: L:;:"=1 (n + 1)/((n + 2)n!). 

Averiguar si convergen: 
00 00 00 

3. Ene-n" 4. 
E n(lo~n)3 5. 

E n(lo~n)2 
n=l n=2 n=2 

f: n! 
00 

00 n + 1 6. 7. E e: 8. 
En3+2 n" 

n=l n=l n=l 
00 00 

9. 
E n2 +

1
n-1 

10. 
Lna -:+5 

n=l n=l 

11. Sea e un número > O. Mostrar que la serie ¿:;:,1 1/n1+• converge. 

12. Mostrar que las series siguientes convergen. 

~logn (b) ~logn 
(a) L...., n2 L...., n3/2 

n=l n=l 

(d) ~ (log n)2 
L...., n3/2 
n.=l 

(e) ~ (log n)3 
L...., n2 
n=l 

~logn. 
(e) L...., ni+• y e;> O. 

n=l 

13. Si e >O, mostrar que la serie E;:"=2 1/n(log n)l+• converge. 

XIV, §5. CONVERGENCIA ABSOLUTA Y ALTERNANTE 

Consideramos una serie L::=l a,. donde no suponemos que los términos an son 
;;:: O. Diremos que las series convergen absolutamente si la serie 

00 

Llanl, 
n=l 

formada con los valores absolutos de los términos an , converge. Ésta es ahora 
una serie con términos ;;:: O, a la cual podemos aplicar los criterios de conver­
gencia dados en las dos secciones anteriores. Esto es importante, pues tenemos: 
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Teorema 5.1. 
la serie 

Sea { an} ( n = 1, 2, ... ) una sucesión, y supongamos que 

00 

Llanl 
n=l 

converge. Entonces también converge la serie L:::=1 a,.. 

Demostración. Sea at igual a O si a,.< O, e igual a a,. si a,.;;:: O. Sea a; 
igual a O si a,. > O, e igual a -a,. si a,. :::; O. Entonces, tanto at como a; son 
;;:: O. Por hipótesis y comparación con L: lanl, vemos que cada una de las series 

y 
n=l 

converge. Por lo tanto, sucede lo mismo con su diferencia 
00 00 

Eat- ¿a;;, 
n=1 n=l 

que es igual a 
00 

L(at- a;;), 
n=l 

que no es más que L::=l a,. . Esto prueba nuestro teorema. 

Usaremos otro criterio más para la convergencia de una serie que ppede tener 
términos positivos y negativos. 

Teorema 5.2. Sea ¿:::=1 a,. una serie tal que 

lím a,.= O, 
n-oo 

con los términos a,. alternadamente positivos y negativos, y taleiJque lan+ll :::; 
lanl para n ;;:: l. Entonces la serie es convergente. 

Demostración. Escribamos la serie en la forma 

b1 - e¡ + b2 - c2 + ba - ca + · · · , 
con b,., e,.;;:: O. Sea 

Sn = b1 - C¡ + b2 - C2 + • • • + bn, 

t,. = b1 - C¡ + b2 - C2 + · • · + b,. - e,.. 
Como los valores absolutos de los términos decrecen, se sigue que 

y 

i.e. que los s,. son decrecientes y los t,. son crecientes. En efecto, 

Bn+l = Sn - Cn + bn+1 y 
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Así restamos más de Sn mediante Cn de lo que sumamos después mediante bn+l . 
Por lo tanto, Sn ~ Sn+l . Más aún, Sn ~ tn , por lo que podemos visualizar 
nuestras sucesiones como sigue: 

Sn ~ Sn+l ~ · · · ~ tn+l ~ tn. 

Nótese que Sn - tn = Cn, y que Cn tiende a O cuando n se vuelve grande. Si L 
es la máxima cota inferior para la sucesión { Sn}, y M la mínima cota superior 
para la sucesión {tn}, entonces 

Sn~L~M~tn 

para todo n. Como la diferencia sn - tn se vuelve arbitrariamente pequeña,_ se 
sigue que L - M es arbitrariamente pequeño y, por lo tanto, igual a O. Así, 
L = M, y esto prueba que Sn y tn tienden a L como límite, de donde nuestra 
serie E an converge a L. 

Ejemplo. La serie 

~ n1 1 1 1 1 1 
~(-1) ;; = 1- 2 + 3- 4 +5-6+ ... 

es convergente, pero no absolutamente convergente. 

Observación. No todas-las series que son convergentes son absolutamente 
convergentes o son del tipo alternante anterior. Sin embargo, estos dos tipos de 
series son los que surgen con más frecuencia en la práctica, por lo que hemos 
insistido en ellos. 

XIV, §5. EJERCICIOS 

Determinar si las series siguientes convergen absolutamente: 

l. Es:~n E 
1 +cosrn 

2. 1 n . . 

E (-1)" 
4. 

n2 +1 
""' sen rn + cos 2rn 

3. LJ n3/2 

E -'-( -_1....t.)_"...;.+_c_os_3_n 
5. - 2 

n +n 
¿Cuáles de las series siguientes convergen y cuáles no? 

""' ( -1)" 7. ""' ( -1)" 
6. LJ n LJ n2 

8. ""(-1}"-1-
L..J n+1 

(-1)n+1 
9' E log(n + 2} 

10. Para cada número x, mostrar que la serie E( sen n2x )/n2 converge absolutamente. 
Sea f la función cuyo valor en x es la serie anterior .. Mostrar que f es continua. 
Determinar si f es diferenciable o no. (¡Es asombroso que esto no se supiera durante 
largo tiempo! Véase. J. P. Kallane, Bulletin ofthe American Mathematical Society, 
Marzo de 1964, pag. 199. J. Gerver, estudiante de segundo año en el Columbia 
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College, mostró que la serie es diferenciable en todos los puntos mr/n, donde m 
y n son enteros impares, que la derivada es -~ y que éstos son los únicos puntos 
donde la función es diferenciable. Véanse sus artículos en Am. J. Math., 1970 y 
1971.) 

Determinar si las siguientes series convergen y si convergen absolutament~. 

11. E <-1t+1 
12 . 

E (-1)n+2 
.jñ logn 

E <-1)" 2 
13. 

V'ñ 
14. E(-1)" n2n+ 1 

2 L( _1)n+1 n2+ 2 15. E(-1)" n3n+2 16. 
n3 +n -1 

17. E<-w+1 .Jñ 18. 
(-1)" 

n+2 E nS/2 +n 

19. E<-1>" n2 :1 20. E <-t>" 
v'Iogn 

XIV, §6. SERIES DE POTENCIAS 

Quizá las series más importantes son las series de potencias. Sea :e cualquier 
número y sea { an} ( n = O, 1 , ... ) una sucesión de números. Entonces podemos 
formar la serie · 

00 

Ean:Cn. 
n=l 

Las sumas parciales son 

ao +a¡ :e+ a2:c2 + · · · + an:cn. 

Ya encontramos estas sumas cuando estudiamos la fórmula de Taylor. 

Ejemplo. La serie de potencias 

00 :e;, 
E·n! 
n=l 

converge absolutamente para todo :e. En efecto, bastará probar que, para cual­
quier número R > O, la serie anterior converge para O < :e :::; R. Usemos el 
criterio de la razón. Sea 

Entonces 

zn 
bn=-. 

n! 

bn+l __ zn+l n! :e R 
---<--

bn (n+1)!zn- n+1- n+1' 
Cuando n es suficientemente grande, se sigue que R/(n + 1) es pequeño, y en 
particular es < t, de modo que podemos aplicar el criterio de la razón para 
probar nuestra afirmación. 
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Del mismo modo, podemos probar que las series 
ex> 2n+l oo 2n 

?;< -l)n (2: + 1)! y ?;< -lt (;n)! 

convergen absolutamente para todo z, haciendo, por ejemplo, 
z2n+l 

bn = (2n + 1)! 

[XIV, §6] 

para la primera. Entonces, bn+lfbn = z2/[(2n+3)(2n+2)], y podemos proceder 
como antes. 

Teorema 6.1. Suponer que existe un número r;::: O tal que la serie 
00 

Elanlrn 
n=l 

converge. Entonces, para todo z tal que lzl 5 r, la serie 

converge absolutamente. 

00 

Eanzn 
n=l 

Demostración. El valor absoluto de cada término es 

lanllzln 5 lanlrn. 
Nuestra afir~ación se sigue de la comparación del teorema 2.2. 

La mínima cota superior de todos los números r para los cuales tenemos la 
convergencia enunciada en el teorema, se llama radio de convergencia de la 
serie. Si no hay cota superior para los números r tales que la anterior serie de 
potencias converja, entonces decimos que el radio de convergencia es infinito. 

Supongan que existe una cota superior para los números r anteriores, y sea 
s el radio de convergencia de la serie. Entonces, si z > s, la serie 

00 

Elanlzn 
n=l 

no converge. Así, el radio de convergencia s es el número tal que la serie converge 
absolutamente si O < z < s, pero no converge absolutamente si z > s. 

. El teorema 6.1 nos permite definir una función /; a saber, para todos los 
números z tales que lzl < r, definimos 

/(z) = lím (ao + a¡z + · · · + anzn). 
n-oo 

Nuestras demostraciones de que el término residuo en la fórmula de Taylor 
tiende a O para varias funciones, nos permite ahora decir que estas funciones 
están dadas por su serie de Taylor. Así, 

zs z& 
senz = z-- +-- · · · 3! 5! , 

z2 
e"= l+z+-+··· 

2! 

[XIV, §6] 

para todo z. Aún más, 

SERIES DE POTENCIAS 

z2 
log(l + z) = z-- + ... 

2 
es válido para -1 < z < l. 

433 

(En este caso vimos que la serie converge para z = 1, pero no converge 
absolutamente; vean la sección §1.) 

Sin embargo, podemos ahora definir funciones al azar por medio de series de 
potencias, siempre que sepamos que las series de potencias convergen absoluta­
mente para lzl < r. 

El criterio de la razón suele dar una manera fácil de determinar cuándo una 
serie de potencias converge o cuándo diverge. 

Ejemplo. Probar que la serie 
00 

E logn n --·z n2 
n=2 

converge absolutamente para lzl < 1, y diverge para lzl > l. 
Sea O< e< 1 y considerar z tal que O<:: z 5 c. Sea 

bn = log2n zn. 
n 

Entonces 

bn+l = log(n+l)zn+l~..!.. = log(n+l) (-n-) 2 z 
bn (n+l)2 lognzn logn n+l · 

Como log(n + 1)/logn y (n/(n + 1))2 tienden a 1 cuando n se vuelve muy 
grande, se sigue que si e < e¡ < 1, entonces para todo n suficientemente grande 

bn+l < -- e¡ 
bn -

y, por lo tanto, nuestra serie .converge. Esto es cierto para todo e tal que O < 
e< 1, por lo cual, la serie converge absolutamente para lzl < l. 

Sea e > l. Si z ;::: e, entonces para todo n suficientemente grande, se sigue 
que bn+lfbn ;::: 1, de donde resulta que la serie no converge. Esto es así para 
todo e > 1, y entonces la serie no converge si z > l. Por lo tanto, 1 es el radio 
de convergencia. 

Si una serie de potencias converge absolutamente sólo para z = O, entonces 
estamos de acuerdo en decir que su radio de convergencia es O. Por ejemplo, el 
radio de convergencia de la serie 

00 

En!zn 
n=l 

es igual a O,.como se ve al usar el criterio de la razón en el caso divergente. 
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Criterio de la raíz. Sea L: anxn una serie de potencias, y suponer que 

lím lanl1/n = s, 

dondes es un número. Si s f= O, entonces el radio de convergencia de la serie 
es igual a 1/ s. Si s = O, entonces el radio de convergencia es infinito. Si 
lanl1/n se vuelve arbitrariamente grande cuando n se vuelve grande, entonces 
el radio de convergencia es O. 
Demostración. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que an ;::: O 

para todo n. Suponemos primero que s es un número f= O, y sea O :5 r < 1/ s. 
Entonces sr < l. Los números a~lnr tienden a sr y, por lo tanto, existe algún 
número é > O tal que 

a~lnr < 1- é 

para todo n suficientemente grande. Por lo tanto, la serie L: an r" converge por 
comparación con la serie geométrica. Si, por otro lado, r > 1/ s, entonces a~1"r 
tiende a sr > 1 y, en consecuencia, tenemos 

a~lnr 2: 1 +é 

para todo n suficientemente grande. La comparación por abajo muestra que la 
serie L: anrn diverge. Dejamos al lector los casos s = O o s = oo. 

Ejemplo. La serie L:x"/n2 tiene un radio de convergencia igual a 1, pues 

( 1 ) 1/n 1 
lím n2 = lím n2/n = 1, 

por el corolario 5.5 del capítulo VIII. 
Para dar otros ejemplos, podemos recordar una desigualdad que debieron 

deducir en el capítulo X, sección §1, a saber, 

De aquí probamos: 

Cuando n se hace grande, la expresión 

( n!)1/n = [.!:!.] 1/n 
n n" 

tiende a 1/e. 
Demostración. Tomar la raíz n-ésima de la desigualdad n"e-ne :5 n!. Obte-

nemos 

Al dividir entre n se obtiene 

1 (n1)1/n 
-e1/n < -·--. 
e - n 

[XIV, §6] SERIES DE POTENCIAS 

Por otro lado, multiplicando ambos lados de la desigualdad 

(n- 1)! :5 nne-ne 

por n, obtenemos n! :5 nne-nen. Tomamos una raíz n-ésima: 

(n!)1/n :5 ne-1e1fnn1/n. 

Al dividir entre n se obtiene 

(n!)1/n < !e1/nn1/n 
n -e · 

435 

Pero sabemos que tanto n1/n como e11n tienden a 1 cuando n se vuelve grande. 
Así, nuestro cociente se comprime entre dos números que tienden a 1/ e, y, por 
lo tanto, debe tender a 1/ e. 

Ejemplo. Tenemos 

lím [(3n)!]1!n = 27. 
n-+oo n3n e3 

Demostración. Escribimos 

(3n)! = (3n)! 33n 
n3n (3n)3n 

La 3n-ésima raíz de esta expresión es 

[ (3n )! ] 1/3n 
(3n)3n 3. 

Hemos visto que 

(-m! )1/m 1 
tiende a mm e 

cuando m se vuelve grande. Usamos m = 3n. Concluimos que 

( (3n)!) 1/3n 3 
tiende a n3n e 

Por lo tanto, 

( (3n)!) 1/n 
n3n tiende a 

27 
ea' 

según se deseaba. 

XIV, §6. EJERCICIOS 

l. Usar la abreviación lím para indicar: límite cuando n se vuelve muy grande. 
n-oo 

Probar que 

(a) lím [ (3n)l/n 27 [ (3 )' r/n 27 = (b) lí n . =-n-oo n3n e3 n-~ n!n2n e2 
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2. Hallar el límite: 
lím [ (2n)! (5n )! r/n (a) lím [ (2n)!] 1/n (b) 

n-oo n2n n-oo n4n(3n)! 

Hallar el radio de convergencia de las siguientes series: 

:z;n 
3. (a) En n (b) Enn n :z: 

4. E n n --:z; 
n+5 

5. E(logn):z:n 6. E 1 n 
logn :z: 

7. E(logn)2:z:n 8. E2n:z;n 9. E 2-n:z;n 

Ex: 
:z;n 

10. E(l+ntxn 11. 12. Ey~n 

E(l + ( -2t):z:n E(1+(-1t):z:n 15. t (2n)! n 
13. 14. (n!)2 :z: 

n=l 

tnn n 
00 ( ')3 

00 
n5n n 

17. En. n 18. E (2n)!n3n:z: 16. -:z: (3n)!:z: n! 
n=l n=l n=l 

19. t (3n)! n 20. t sen mr/2 :z:n 21. :tlogn 
(n!)2 :z: 2n 2n 

n=l n=l n=l 

00 00 
00 E sen21rn n 

22. E 1 + cos27rn :z;n 23. Enxn 24. ---:z; 
3n n! 

n=2 n=2 n=l 

00 

t cosn2 n 
00 

En2:z:n 27. E n n 
25. 26. --:z; logn :z: nn 

n=2 n=l n=2 

oo (-l}n n 00 ' t(-W+1 n En. n 30. 28. E-z 29. -:z; ' :z; n! -1 nn n. 
n=2 n=l n=l 

Nota: Para algunos de los radios de convergencia anteriores, recordar que 

( 1r c+nr lím 1 + - = lím -- = e. 
n-oo n n-oo n 

XIV, §7. DIFERENCIACIÓN E INTEGRACIÓN 
DE SERIES DE POTENCIAS 

Si tenemos un polinomio 

a0 +a¡x+ ··· + anxn 

con números a0 , a1 , •.. , an como coeficientes, entonces sabemos cómo ?aliar su 
derivada: es a 1 + 2a2 x + ... + nanxn-l. Quisiéramos decir que la denvada de 
una serie se puede tomar de la misma manera, y que la derivada converge si la 

serie converge. 
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Teorema 7.1. Sea r un número > O y sea E anxn una serie que converge 
absolutamente para lxl < r. Entonces la serie E nanxn-l también converge 
absolutamente para lxl < r. 

Demostración. Como estamos interesados en la convergencia absoluta, pode­
mos suponer que an ;::: O para todo n. Sea O < x < r, y sea e un número tal 
que x < e < r. Recordar que 

lím nl/n =l. 
n-+oo 

Podemos escribir 
nanXn = an(nlfnxt. 

Entonces, para todo n suficientemente grande, concluimos que 

nlfnx <e 

pues n11nx está arbitrariamente cerca de x. Por lo tanto, para todo n suficien­
temente grande tenemos 

nanxn < ancn. 

Podemos entonces comparar la serie E nanxn con E ancn para concluir que 
E nanxn converge. Como 

Enanxn-l =; Eanxn, 

hemos probado el teorema 7.1. 
Un resultado similar se cumple para la integración·, pero de manera trivial. 

En efecto, si tenemos una serie E~1 anxn que converge absolutamente para 
lxl < r, entonces la serie 

00 00 

"'""' an n+l "'""' an n L.J --x = x L.J --x 
n=l n + 1 n=l n + 1 

tiene términos cuyo valor absoluto es más pequeño que en la serie original. 

Los resultados anteriores se pueden expresar diciendo que una serie de poten­
cias absolutamente convergente se puede integrar y diferenciar término a término 
y producir así una serie de potencias absolutamente convergente. 

Es natural esperar que, si 
00 

f(x) = Eanxn, 
n=l 

entonces f es diferenciable y su derivada está dada al diferenciar la serie término 
a término. El teorema siguiente prueba esto. 

Teorema 7.2. Sea 
00 

f(x) = Eanxn 
n=l 
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una serie de potencias que converge absolutamente para lzl < r · Entonces 
es diferenciable para lzl < r, Y 

00 

/'(z) = Enanz"-1. 
n=1 

D t · ' Sea 0 < b < r Sea 6 > O tal que b + 6 < r. Consideramos 
emos rac10n. · lhl 6 'I1 s el 

valores de z tales que lzl < b y valores de h tales que < · enemo 
numerador del cociente de Newton: 

00 00 00 

/(z + h)- f(z) = E an(z + h)"- E anz" =E an[(z + h)"- z"]. 
n=1 n=1 n=1 

Por el teorema del valor medio, existe un número Zn entre :z: Y :z: + h tal que 

(z + h)"- :z:" = nz~- 1h 

y, en consecuencia, 
00 

"" n-1h f(:r: + h)- /(:z:) = .i..,¿ nanZn · 
n=1 

Por lo tanto, 

/(z + h)- /(z) = f nanz:-1. 
h n=1 

Tenemos que mostrar que el cociente de Newton ~nterior tiende al valor de 
la serie obtenida al tomar la derivada término a térmmo. Tenemos 

~ ~ . 00 

/(z + h)- /(z) -E nanzn-1 = E nanz:-1- E nanzn-1 
h n=1 n=1 n=1 

00 

"" [ n-1 n-1] = .i..,¿ nan Zn - z . 
n=l 

Usando de nuevo el teorema del valor medio, existe Yn entre Zn Y :z: tal que la 
expresión precedente es 

00 00 

/(z + h)- /(z) -E nanzn-1 = E<n -1)nany:-2(zn- z). 
h n=1 n=2 

Tenemos que IYn 1 ~ b + 6 < r, y lzn- zl ~ lhl. En consecuencia, 

1
/(z + h)- /(z)- f nanx"-11 ~ f(n -1)nlaniiYnl"-21hl 

h n=l n=2 
00 

~ lhl E(n- 1)nlanl(b + 6)"-2 · 
n=2 
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Al aplicar dos veces el teorema 7.1 vemos que la serie de la derecha converge. 
Es igual a una constante fija. Como h tiende a. O, se sigue que la expresión de 
la derecha tiende a O, de modo que la expresión de la izquierda también tiende 
a O. Esto prueba que f es diferenciable en x y que su derivada es igual a ¿::1 nanz"-1, para todo x tal que lxl < b. Esto se cumple para todo b, con 
O < b < r, y, por lo tanto, se concluye la demostración de nuestro teorema. 

Teorema 7.3. Sea f(x) = ¿::1 anx" una serie de potencias que converge 
absolutamente para lxl < r. Entonces la relación 

Jf(x) dx = f ~xn+l 
n=1 n + 1 

es válida en el intervalo lxl < r. 

Demostración. Sabemos que la serie para f integrada término a término 
converge absolutamente en el intervalo. Por el teorema precedente, su derivada 
término a término es la serie para la derivada de la función, lo cual prueba 
nuestra afirmación. 

Ejemplo. Si nunca hubiéramos oído hablar de la función exponencial, po­
dríamos definir una función 

x2 x3 
/(z) = 1 + x + 21 + 31 + · · ·. 

Al tomar la derivada término a término vemos que 

/'(x) = f(x). 

Entonces, por lo que sabemos del capítulo VIII, sección §1, ejercicio 8, concluimos 
que 

/(z) = /(eo: 

para alguna constante /(. Al hacer z = O se muestra que 

1 = /(0) =K. 
Así, K= 1 y f(x) = eo:. 

De manera análoga, si nunca hubiéramos oído hablar del seno ni del coseno, 
podríamos definir funciones 

x3 x5 
S(z) - x - - + - - · · · - 3! 5! ' 

z2 x4 
C(z) = 1 - - + - - · · · 2! 4! . 

Al diferenciar término a término se muestra que 

S'(z) = C(z), C'(z) = -S(z). 

Más aún, S(O) =O y C(O) = l. Se puede mostrar fácilmente que cualquier par 
de funciones S(z) y C(x) que satisfagan estas propiedades deben ser el seno y 
el coseno. 
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XIV, §7. EJERCICIOS 

1. Verificar en detalle que, al diferenciar término a término la serie para el seno Y el 
coseno dadas al final de la sección, se obtiene 

S'(x) = C(x) y C'(x) = -S(x). 

2. Sea "' 2n 
f(x) =E (~n)!' 

n=O 

Probar que f"(x) = f(x). 

3. Sea 
00 2n 

f(x) =E (:!)2 · 
n=O 

Probar que 
x2 f 11(x) + x/'(x) = 4x2 f(x). 

4. Sea xa xs x7 
/(z)=z-3+5-7+"·· 

Probar que f'(x) = 1/(1 + x2)· 

5. Sea 
00 !=!L (X )2n 

J(x) =E (n!)2 2 · 
n=O 

Probar que 
x2 J"(x) + xJ'(x) + x2 J(x) =O. 

6. Para cualquier entero positivo k, sea 

oo (-lt (z)2n+k 
Jk(x) = L: n! (n +k)! 2 · 

n=O 

Probar que 

APÉNDICE 
a las primeras cuatro partes 

Epsilon y delta 

Este apéndice tiene como propósito mostrar que los conceptos y propiedades de 
los límites se pueden explicar y probar en términos de los conceptos y propieda­
des de los números. Para ello daremos por supuestos estos últimos, y en ellos 
basaremos nuestras demostraciones. 

Queda el problema de mostrar cómo se pueden definir los números reales 
en términos de los números racionales, y los números racionales en términos de 
enteros. Eso es demasiado para incluirse en este libro. 

Además de las reglas ordinarias de suma, multiplicación, resta y división (en­
tre números diferentes de cero), orden, positividad y desigualdades, hay una 
propiedad fundamental que satisfacen los números reales. Esta propiedad está 
enunciada en la sección §l. Nuestras demostraciones usan, pues, sólo estas pro­
piedades. 

Advertencia. El nivel de comprensión abstracta y de uso del len­
guaje necesario para dominar este apéndice es considerablemente más 
elevado que para el resto del libro. Estamos comprometidos en "demostrar" 
propiedades que son intuitivamente muy claras. Por ;lo tanto, no hay que tomar 
demasiado en serio este apéndice, a menos que se tengan inclinaciones teóricas, 
o se desee una introducción a álgunas de las herramientas esenciales del análisis, 
i.e. una primera visión que pondrá algunas ideas en la cabeza para uso futuro 
en cursos más elevados, donde las técnicas descritas aquí se vuelven esenciales 
debido a que se necesitan estimados más complicados cuando se trata con dicho 
análisis superior. Es útil haber visto antes estas cosas, aunque no se doímnen 
desde la primera vez. Es parte de nuestra psicología el que aprendamos por 
aproximación. Aún más, el conocimiento en un nivel se domma por completo 



, ... 

442 EPSILON Y DELTA [AP, §1] 

sólo cuando se usa en el siguiente nivel de profundidad. Por lo tanto, estudiar 
cosas más difíciles, aunque se tenga un conocimiento limitado de ellas, hace 
posible entender por completo las cosas más fáciles. 

No obstante, este apéndice deberá omitirse en circunstancias nor­
males. 

AR, §1. M(NIMA COTA SUPERIOR 

Encontramos de nuevo el problema de cuándo conviene entrar a la teoría. Re­
sultaría muy largo y tedioso entrar dema8iado pronto, por lo cual, supondremos 
conocido el contenido del capítulo 1, secciones §1 y §2. Ahí se incluyen las opera­
ciones ordinarias de suma y multiplicación, y los conceptos de orden, positividad, 
números negativos y desigualdades. Aquellos interesados en el desarrollo lógico 
de estos conceptos pueden consultar libros de análisis. 

Una colección de números se llamará simplemente conjunto de números. 
Ésta es la terminología usual. Si un conjunto tiene al menos un número, decimos 
que es no vacío. Un conjunto S' se llama subconjunto de S si todo elemento 
de S' es un elemento de S, en otras palabras, si S' es parte de S. 

Sea S un conjunto no vacío de números. Diremos que S está acotado 
superiormente si existe un número B tal que 

z$.B 

para todo z en nuestro conjunto S. Llamamos entonces a B cota superior 
para S. 

Una mínima cota superior para S es una cota superior L tal que cualquier 
cota superior B para S satisface la desigualdad B 2:: L. Si M es otra cota 
superior, tenemos entonces que M 2:: L y L 2:: M, de donde L = M. En 
consecuencia, una mínima cota superior es única. 

Los conceptos de acotado inferiormente y de máxima cota inferior se definen 
del mismo modo, y queda como tarea para el lector. 

Ahora daremos ejemplos que suponen que el lector tiene una noción intuitiva 
de los números reales. Servirán para aclarar nuestras ideas, pero no daremos 
demostraciones. Aunque esto es lo inverso al orden lógico, es el orden psicológico 
apropiado. 

Ejemplo. El conjunto' de los enteros positivos {1, 2, 3, ... } no está acotado 
superiormente. Está acotado inferiormente. El número 1 es la máxima cota 
inferior. 

Ejemplo. Sea S el conjunto de nlímeros z tales que O $. x y x2 < 2. Este 
conjunto está acotado inferiormente, por ejemplo por O; también está acotado 
superiormente, y está claro que 2 es una cota superior. De hecho, V2 es la 
mínima cota superior. Nótese que la mínima cota superior no está en el conjunto 
S, esto es, no es un elemento de S. 

[AP, §l) MÍNIMA COTA SUPERIOR 

Ejemplo. Sea T el conjunto de números x tales que O$. x y x2 $ 2;:<Qe 
nuevo, -/2 es la mínima cota superior de T, y es un elemento de T.. Debei:á, 
ser intuitivamente claro que T difiere de S sólo en que contiene al elemento 
adicional -/2. ce 

Ejemplo. Sea U el conjunto de todos los números 1/n donde n varíá sobte 
los números positivos. Así, U está formado por {1, t, !, ... } . Entonces U ~\;á 
acotado. El número 1 es su mínima cota superior y está en U. El número Ó ··~ 
la máxima cota inferior y no está en U. · · .,. 

Los números reales satisfacen una propiedad que no satisface el conjunto de 
los números racionales, a saper: 

Propiedad fundamental. Todo conjunto no vacío S de números que esté 
acotado superiormente tiene mínima cota superior. Todo conjunto no vacío 
de números S que esté ac.otado interiormente tiene máxima cota inferior. 

Proposición 1.1. Sea a un número tal que 

1 
O< a<­- n 

para todo entero positivo n. Entonces a= O. No existe número b tal que b·> n 
para todo entero positivo n. -

Demostración. Suponer que existe un número a =F O tal que a < 1/n···para:· 
todo entero positivo n. Entonces n < 1/a para todo entero positivo n. 'Así, 
para probar ambas afirmaciones, bastará probar la segunda. 

Suponer que existe un número b tal que b 2:: n para todo entero positivo 
n. Sea S el conjunto de enteros positivos. Entonces S está acotado, y, por 
lo tanto, tiene una mínima cota superior. Sea e esta mínima cota superiór. 
Ningún número estrictamente menor que e puede ser cota superior. CoiÍlo 
O < 1, tenemos que e < e+ 1, de donde e - 1 < e. Por lo tanto, existe1u.n 
entero positivo n tal que ·! · 

e-1 < n. \ • ..... t' 

Esto implica que e < n + 1 y n + 1 es un entero positivo. Esto contradic:e 
nuestra hipótesis de que e es una cota superior para el conjunto de los enteros 
positivos, de modo que no puede existir dicha cota superior. 

Se puede observar que la proposición 1.1 prueba que el conjunto de los enteros 
positivos no está acotado superiormente. Es razonable preguntar si esta .clase 
de propiedades obvias realmente necesita del axioma de la mínima cota superior 
para probarse, y la respuesta es sí. Es posible construir sistemas que satisfagan 
todas las reglas ordinarias para la suma, multiplicación, división (entre elemen~O{I 
distintos de cero), desigualdades, y tal que no satisfaga el axioma de la mínima 
cota superior, y tal que exista un elemento t en el sistema con la propiedad de 
que n < t para todos los enteros positivos n. No queremos hacer muy largo,!lSt" 
apéndice y no construiremos dichos sisté'mas, pero quizá resulte esclarece,4or 



444 EPSILON Y DELTA [AP, §2] 

confirmar que la propiedad de la mínima cota superior fue necesaria para la 
demostración de la Proposición 1.1. 

AP., §1. EJERCICIOS 

Determinar en cada caso si el conjunto está acotado superior o inferiormente, y describir 
la mínima. cota superior y la máxima cota inferior, si existen, sin dar demostraciones, 
usando sólo su intuición acerca de los números. 
l. (a) El conjunto de todos los enteros positivos pares. 

(b) El conjunto de todos los enteros positivos impares. 
(e) El conjunto de todos los números racionales. 

2. (a) El conjunto de todos los números x tales que O :5 x y x3 < 5 . 
(b) El conjunto de todos los números x tales que O :5 x y x3 :55. 
(e) El conjunto de todos los números x tales que x2 :54. 
(d) El conjunto de todos los números x tales que 2x- 7 < 4. 

3. Probar que existe un entero positivo N tal que, si n es un entero ~ N, entonces 
3n > 150. 

4. Sea B un número positivo. Probar que existe un entero positivo N tal que, si n 
es un entero ~ N, entonces 5n > B. 

5. Sea S el conjunto de números x tal que O :5 x y x2 :5 2. Probar que la mínima 
cota superior de S es un número b tal que b2 = 2. [Idea: Probar que b2 > 2 y 
b2 < 2 es imposible.) 

AP., §2. L(MITES 

Sea S un conjunto de números y sea f una función definida para todos los 
números en S. Sea X o un número. Supondremos que S está arbitrariamente 
cerca de x0 , i.e. dado e> O existe un elemento x de S tal que 1:111- x01 <e. 
Sea L un número. Diremos que f(x) tiende al límite L cuando x tiende a 
xo si se satisface la siguiente condición: 

Dado un número e > O existe un número 6 > O tal que para todo x en S 
que satisfaga 

lx- xol < 6 
tenemos 

lf(x)- Ll <e. 
Si ése es el caso, escribimos 

lím f(x) =L. 
z-.zo 

Podemos reescribir esto como sigue: 

lím f(:xo + h) = L 
h-+0 

y decimos que el límite de f(x 0 + h) es L cuando h tiende a O, si se 
satisface la siguiente condición: 
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Dado é >O, existe 6 >O tal que, cada vez que h sea un número con lhl < 6 
y xo + h en S, entonces 

lf(xo + h)- Ll <e. 
Nótese que nuestra definición de límite depende del conjunto S donde está 

definida f. Así, deberíamos decir "el límite con respecto a S." La proposición 
siguiente muestra que realmente esto es innecesario. 

Proposición 2.1. Sea S un conjunto de números arbitrariamente cerca de 
X o Y sea S' un subconjunto de S, también arbitrariamente cerca de x0 • Sea 
f una función definida en S. Si 

lím f(x) = L (respecto a S), 
3:-+Zo 

lím f(x) =M (respecto a S'), 
z-+.to 

entonces L = M. En particular, el límite es único. 
Demostración. Dado é > O, existe 61 > O tal que, cuando :x está en S' y 

lx- zol < 61, tenemos 
é 

1/(:x)- Ll < 2' 
y existe 62 > O tal que, si l:x- zol < 62, entonces 

é 
lf(x)- MI< 2· 

Sea 6 = mín(6¡, 62). Si lx- x01 < 6, entonces 

IL- MI5IL- f(x) + f(:x)- MI<~+~= é. 

Por lo tanto, IL- MI es menor que cualquier e > O y, por la proposición 1.1, 
debemos tener IL - MI = O, de donde 

L-M=O 

y 

L=M. 

En la práctica, de ahora en adelante, omitiremos decir que x es un elemento 
de S. El contexto lo hará claro en cada caso. 

Más aún, en muchas demostraciones subsecuentes necesitaremos que se satis­
fagan de manera simultánea varias desigualdades, al igual que en la demostración 
anterior tuvimos desigualdades con 61 y 62. En cada caso usamos un truco 
similar, hacemos 6 igual al mínimo de 61, 62 , 63 , ... necesario para que sea 
válida cada desigualdad deseada. Así, al escribir las demostraciones omitimos 
las 61 , 62 , óa , ... intermedias. 

Observación. Suponiendo que lím f(:x) = L, entonces existe 6 > O tal 
Z-+Zo 

que, si lx - xol < 6, tenemos 

1/(:x) < ILI +l. 
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En efecto, dado 1 > O existe 6 tal que, si lz- zol < 6, tenemos 

1/(z)- Ll < 1, 

[AP, §2] 

de modo que nuestra afirmación se sigue de las propiedades usuales de las des­
igualdades. 

Nótese además que tenemos, de manera trivial, 

üm C=C 

para cualquier número C, visto como una función constante en S. En efecto, 
dado é >O, 

IC-CI <é. 

Observación. Digamos una palabra acerca de límites "cuando z se vuel­
ve grande." Sea a un número y f una función definida para todos los números 
z;::: a. Sea L un número. Diremos que /(z) tiende aL cuando z se vuelve 
grande, y lo escribimos · 

lím /(z) = L 
~~>-oo 

si se satisface la siguiente condición. Dado é > O, existe un número A tal que, 
si z > A, tenemos 

1/(z)- Ll < é. 

En la práctica, en lugar de decir "cuando z se vuelve grande," decimos a 
veces "cuando z tiende a oo ." Dejamos al lector definir los conceptos análogos 
"cuando z se vuelve negativo grande," o "z tiende a -oo." 

En la definición de üm tomamos una función f definida para z ;::: a. Si 
~~>-oo 

a1 > a, y restringimos la función a todos los números ;::: a1 , entonces el límite 
cuando z se vuelve muy grande será el mismo. 

Supongamos que a ;::: l. Definir una función g para valores de z tales que 

O< z $1/a 

por la condición 
g(z) = /(1/z). 

Entonces, un momento de concentración permitirá probar que 

lím g(z) 
~~>-O 

existe si, y sólo si, 
lím /(z) 

11'-00 

existe, y que son iguales. 
En consecuencia, todas las propiedades que probamos respecto a límites cuan­

do z tiende a O (o a un número) inmediatamente dan lugar a propiedades 
similares respecto a límites cuando z se vuelve muy grande. Dejamos al lector 
su formulación. 
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Se presenta un caso importante cuando la función se define para los ente­
ros positivos, lo cual se llama sucesión. Una sucesión de números se denota 
usualmente por 

o simplemente { an}. 

Ejemplo. Sea an = f(n) = (-l)n. Entonces 

a1 = -1, a2 = 1, aa = -1, a4 = 1, 

Y así sucesivamente. Observar que los números de la sucesión con índice diferente . ' por ejemplo a2 y a4, pueden ser iguales. 

Ejemplo. Sea an = 2n., Esto define la sucesión de enteros pares positivos. 

Ejemplo. Sea an = 2n + l. Esto define la sucesión de enteros impares 
positivos ;::: 3. · 

Ejemplo. Tenemos lím 1/nz = O para cualquier número z # O. Para 
n-eo 

probar esto, digamos que z > O. Dado é, sea N un entero positivo tal que 
1/N < éZ. Si n;::: N, entonces 

1 1 
- <- < éZ n- N ' 

por lo que 1/nz < é. Esto prueba nuestra afirmación cuando z > O. La 
demostración cuando z < O es análoga. Realizarla completamente. 

Los teoremas siguientes, que se refieren a las propiedades básicas de los 
límites, describen limites de sumas, productos, cocientes, desigualdades y fun­
ciones compuestas. 

Teorema 2.2. Sean S un coJtiunto de números y f y g dos funciones 
definidas para todos los números en S. Sea z 0 un número. Si 

lím /(z) = L 
a:-+:r:o 

y 

lím g(z) =M, 
:11-+l:o 

entonces lím (! + g)(z) existe y es igual a L +M. 
:11-+:r:o 

Demostración. Dado é > O, existe 6 > O tal que, cuando lz - zol < 6 (y z 
esté en S), tenemos 

é 
1/(z)- Ll < 2• 

é 
lu(z)- MI< 2· 

Observamos que 

1/(z) + g(z)- L- MI$ 1/(z)- Ll + lu(z)- MI< é. 

Esto prueba que L +M es el límite de (1 + g)(z) cuando z tiende a z 0 • 
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Teorema 2.3. Sean S un conjunto de números y f y g dos funciones 
definidas para todos los números en S. Sea xo un número. Si 

lím f(x) = L 
Z-+Z'o 

y 
lím g(x) =M, 

z-+zo 

entonces lím f(x)g(x) existe y es igual a LM. 
:r:-+xo 

Demostración. Dado e > O, existe 6 > O tal que, cuando lx - xol < 6, 
tenemos 

Tenemos 

1 é 
lf(x)- Ll < 21MI + 1, 

1 é 
lg(x)- MI< 21LI + 1, 

1/(x)l < ILI +l. 

lf(x)g(x)- LMI = lf(x)g(x)- f(x)M + f(x)M- LMI 

~ lf(x)g(x)- f(x)MI + lf(x)M- LMI 

~ lf(x)llg(x)- MI+ lf(x)- LIIMI 
1 é 1 é 

< (ILI + 1)21LI + 1 + 21MI + 1IMI 
é é <-+­- 2 2 

~ é. 

Corolario 2.4. Sea C un número y sean las mismas hipótesis del teorema. 
Entonces 

lím Cf(x) = CL. 
X-+Xo 

Demostración. Clara. 

Corolario 2.5. Sea la notación como en el teorema 2.3. Entonces 

lím [f(x)- g(x)] = L- M. 
:C-+Xo 

Demostración. Clara. 

Teorema 2.6. Sean S un conjunto de números y f una función definida 
para todos los números en S. Sea xo un número. Si 

y L :f. O, entonces el límite 

lím f(x) = L 
x-+xo 

l, 1 
lm --

3:-+Xo f(x) 
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existe y es igual a 1/ L. 

Demostración. Dado é > O, existe 6 > O tal que, cuando lx - x01 < 6, 
tenemos 

y también 
lf(x)- Ll < l~l 

lf(x)- Ll < cl~l2. 
De la primera desigualdad obtenemos 

1/(x)l ~ ILI- l~l = l~l. 
En particular, /( x) :f. O cuando lx- x01 < 6. Para dichos x tenemos 

1 1 11 IL- f(x)l 
f(x) - L = lf(x)LI 

2 IL-f(x)l 
~ ILi ILI 

2 ciLI2 
< ILI2 -2- = é. 

Corolario 2. 7. Sean las mismas hipótesis que en el teorema 2.3 y suponga­
mos que L :f. O. Entonces 

existe y es igual a M/ L. 

l , g(x) 
Im-­

x-+xof(x) 

Demostración. Usar el teorema 2.3 y el teorema 2.6. 

Teorema 2.8. Sea S un conjunto de números y f una función en S. Sea 
Xo un número. Sea g una función en S tal que g(x) ~ f(x) para todo x en 
S. Suponer que 

lím f(x) = L 
zo-+xo 

y lím g(x) =M. 
:C-+Xo 

Entonces M~ L. 

Demostración. Sea <j¡(x) = f(x)- g(x). Entonces <j¡(x) ~O para todo x en 
S. Además, 

lím <j¡(x) = L- M 
Z-+Zo 

por el corolario 2.5. Sea [{ este límite. Debemos mostrar que [{ ~ O. Suponer 
que ,K< O. Entonces -K> O y IKI = -I<. Dado é >O, existe 6 >O tal que, 
cuando lx - xo 1 < 6, tenemos 

I<P(x)- Kl <e, 
de donde 

<f¡(x)- K< c. 
Como </1{ x) ~ O, obtenemos -K < é para todo e > O. En particular, para todos 
los enteros positivos n tenemos -I< < 1/n. Pero -I< >O. Esto contradice la 
proposición 1.1. 
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Teorema 2.9. Sea la notación como en el teorema 2.8 Y supongamos que 
M = L. Sea t/J una función en S tal que 

g(z) :5 f/J(z) :5 f(z) 

para todo z en S. Entonces 

lím f/J(z) 
~~s-o 

existe y es igual a L (o M). 

Demostración. Dado g > O, existe 6 > O tal que, cuando lz - zol < 6, 
tenemos é 

También tenemos 

Pero 

lu(z)- Ll < 4' 
é 

1/(z)- Ll < ¡· 

1/(z)- f/J(z)l :5 1/(z)- g(z)l 

:51/(z)- L + L- g(z)l 

:5 1/(z)- Ll + IL- g(z)l 

IL- f/J(z)l :5 IL- /(z)l + 1/(z)- f/J(z)l 
é é 

<- +- =é. 2 2 
Teorema 2.10. Sean S y T cenjuntos de números y sean f Y g funciones 
definidas en S y T, respectivamente. Sea zo arbitrariamente cer~a de .s · 
Suponer que para todo z en S tenemos f( z) en T, de modo que esta defimda 
g o f. Suponer que 

lím /(z) 
$ ....... Zo 

existe y es igual a un número y0 arbitrariamente cerca de T. Suponer que 

lím g(y) 
Y-Yo 

existe y es igual a L. Entonces 

lím g(/(z)) =L. 
~-+Zo 

Demostración. Dado g, existe 6 tal que, cuando y está en T Y 

IY- Yol < 6, 

tenemos 
iu(y)- Ll < é. 
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Para la 8 anterior dada, existe 81 tal que, cuando z está en S y lz- zol < 81, 
tenemos I/( x) - Yo 1 < 8. De aquí se sigue que 

iu(/(x))- Ll < é 

lo cual prueba nuestra afirmación. 
[Nota: El teorema 2.10 justifica el procedimiento de límite usado para probar 

la regla de la cadena.] 
Esto prueba completamente todas las afirmaciones acerca de límites que hi­

cimos en el capítulo III. 

AP., §2. EJERCICIOS 

l. Sea g una función acotada en un conjunto de números S. Sea f una función en S 
tal que 

lím f(x) =O. 
:r-:ro 

Probarque lím f(x)g(x)=O. 
x-xo 

2. Para un número arbitrario x, sea 

f(x) = lím - 1-. 
n-oo 1 + nx 

Hallar el límite explícitamente; probar todas las afirmaciones que se hagan. 

3. (a) Sea b > 1, y escribir b = 1 +e con e> O. Probar: Dado un número positivo 
B, existe un entero positivo N tal que, si n ~ N, entonces bn > B. 

(b) Sea O< x <l. Probar que 
lím xn =O. 

(e) Si -1 < x <O, ¿el límite en (b) sigue siendo O? De ser así, dar una demostración. 
Ver lo que sucede con un ejemplo, i.e. escribir los valores xn cuando x = -1/2 
y n = 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7. 

4. ¿Para qué números x existe el límite siguiente: 
xn 

f(x) = lím --? 
n-oo 1 +xn 

Dar explícitamente los valores f(x) para varios x para los cuales exista el límite. 

5. Para x "1: -1, probar que el siguiente límite existe: 
xn -1 

f(x) = lím --. 

(a) ¿Cuáles son /(1), /(!), /(2)? 
(b) ¿Cuál es lím f(x)? ..,_1 
(e) ¿Cuál es lím /(x)? 

.x--1 

n-oo xn + 1 

6. Responder las mismas preguntas que en el ejercicio 5 si 

f(x) = lím (xn -1)2 
n-oo xn + 1 

y X"' -1. 
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7. Hallar los límites siguientes cuando n-+ oo. 
1 3 5 

(a) r.: (b) 2 (e) --¡-14 vn n n 

8. Hallar los límites siguientes. 
(a) v'ñ+l- ,fñ (b) ../n + 2- ,fñ 
[Idea: Racionalizar el "numerador."] 

AP., §3. PUNTOS DE ACUMULACIÓN 

1 
(d) ,fñ + 1 

(e) ../n- 5- ,fñ 

[AP, §3] 

Una sucesión es una función definida en un conjunto de enteros 2: O. Usual­
mente, este conjunto está formado por todos los enteros positivos. En ese caso, 
una sucesión equivale a dar números 

a¡, a2, aa, ... 
para cada entero positivo, y denotamos la sucesión por 

{an}, (n = 1,2, .. J. 
Si el conjunto está formado por todos los enteros 2: O, entonces denotamos 

lasucesiónpor {an} (n=O, 1, 2, ... ). 
Sea { an} ( n = 1, 2, ... ) una sucesión. Sea e un número. Decimos que e 

es un punto de acumulación de la sucesión si, dado e > O, existen infinidad 
de enteros n tales que 

lan- e¡< é. 

Sea { an} ( n = 1, 2, ... ) una sucesión y L un número. Diremos que L es 
un límite de la sucesión si, dado e > O, existe un entero N tal que, para todo 
n > N, tengamos 

ian- Ll < é. 

Entonces el límite es único (la demostración es del mismo tipo que la que 
dimos para límites de funciones). 

Diremos que la sucesión { an} ( n = 1, 2, ... ) es creciente si an ::; an+l 
para todos los enteros positivos n. 

Teorema 3.1. Sea {an} (n = 1, 2, ... ) una sucesión creciente, y suponer 
que está acotada superiormente. Entonces la mínima cota superior L es un 
límite de la sucesión. 

Demostración. Dado e > O, el número L - (c/2) no es una cota superior 
para la sucesión. Por lo tanto, existe algún número a N tal que 

é 
L- 2 :5 aN. 

Esta desigualdad también se satisface para todo n > N, pues la sucesión es 
creciente. Pero 

pues L es una cota superior. Así 
é IL- anl = L- an :5 2 < é 

para todo n > N, probando así nuestra afirmación. 
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Corolario 3.2. Sea { an} ( n = 1, 2, ... ) una sucesión, y sean A y B dos 
números tales que A ::; an ::; B para todos los enteros positivos n. Entonces 
existe un punto de acumulación e de la sucesión entre A y B. 

Demostración. Para cada entero n sea bn la máxima cota inferior del con-
junto de números {an,an+l,an+2,···l· Entonces bn::; bn+l::; ···, i.e. {b .) 
( n = 1, 2, ... ) es una sucesión creciente y B es una cota superior. Sea L su 
límite, como en el teorema 3.1. Dejamos como ejercicio probar que este límite 
es un punto de acumulación. 

Podemos reducir el concepto de límite de una sucesión al de los límites defi­
nidos previamente. 

Sea S el conjunto de números 

1, 
1 
2' 

1 
3' 

1 ... , 
n' ... , 

i.e. el conjunto de números que pueden escribirse como 1/n donde n es un 
entero positivo. 

Si { an} ( n = 1, 2, ... ) es una sucesión, sea f una función definida por S 
mediante la regla 

Entonces se verificará inmediatamente que 

lím an 
n-+oo 

existe si, y sólo si, 
lím f(h) 
h-+0 

existe, y en ese caso los dos límites son iguales. Decimos que una sucesión { an} 
tiende a un número L cuando n se vuelve grande si 

L = lím an. 
n-+oo 

Así, las propiedades respecto a los límites según se trataron en la sección 
§2 inmediatamente dan lugar a propiedades respecto a los límites de sucesiones 
(por ejemplo, límites de sumas, productos y cocientes). Dejamos la traducción 
al lector. 

AP., §3. EJERCICIOS 

l. Sea {In} una sucesión de intervalos cerrados, digamos que In= [an,bn], donde 
[a, b] significa el conjunto de números x tales que a :::; x :::; b. Supongamos que los 
extremos izquierdos de esta sucesión de intervalos crece, esto es 
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( b < b para todos los enteros y que los extremos derechos decrecen esto es n+t _ n 

positivos n ). Sea L(In) la longitud del intervalo In, esto es 

L(In) = bn- an. 

Si 
lím L(In) =O, 

n-oo 

probar que existe un punto e en cada intervalo In tal que 

lím an = lím bn 
n-oo n-oo 

=c. 

2. Sea Cn un elemento de In del ejercicio l. Con la misma hipótesis que en el ejercicio 
1, probar que 

lím Cn =c. 

AP., §4. FUNCIONES CONTINUAS 

Sea 1 una función definida en un conjunto de números S· Sea xo un núm~~o en 
S. Entonces S está arbitrariamente cerca de xo. Decimos que 1 es con mua 
en xo si 

lím l(x) = l(xo). 
:r:-to:r:o 

· ' b < x < b tal que xo es Nótese que puede haber dos numeros a y , con a o ' 
el único punto que está en el intervalo y está también en S. (En este caso se 
podría decir que xo es un punto aislado de ~ .. ~ . ) 

Se sigue inmediatamente de nuestra defimc1on que, si { an} ( n = 1' 2' · · · 
es una sucesión de números en S tal que 

lím an = xo 
n-oo 

y 1 es continua en x0 , entonces 

lím l(an) = l(xo). 
n-oo 

Se obtiene de manera inmediata que la suma, el producto. y el cociente de 
funciones continuas también son funciones continuas. (En el coc~ente s~potem_~s, 

t 1(~ ) ..J. O ) Toda función constante es contmua. a uncion por su pues o que ~o r · f T dad D 1 
l(x) = x es ~ontinua para todo x. Est.~ se verifica con la mayor acii . e 
teorema del cociente vemos que la func1on 

(definida para x # O) es continua. 

1 
l(x) =-

X 
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Teorema 4.1. Sean 1 y g funciones continuas tales que los valores de 1 
están contenidos en el dominio de definición de g. Entonces go f es continua. 

Demostración. Sea xo un número en el cual 1 está definida, y sea 

Yo= /(:ro). 

Dado e > O, como g es continua en Yo , existe 61 > O tal que, si IY - Yo 1 < 61 , entonces 

lu(y)- g(yo)l <e. 
Ahora, para 61 dada, existe 6 >O tal que, si lz- :rol< 6, entonces 

lf(:r)- f(:ro)l < 61. 
Por lo tanto, 

lu(l(:r))- u(J(:ro))l <e, 
probando así nuestro teorema. 

Teorema 4.2. Sea f una función continua en un intervalo cerrado a :5 :r :5 
b. Entonces existe un punto e en el intervalo tal que l(c) es un máximo, y 
existe un punto d en el intervalo tal que f(d) es un mínimo. 

Demostración. Probaremos primero que 1 está acotada, i.e. que existe un 
número M tal que 1/(z)l :5 M para todo :r en el intervalo. 

Si f no está acotada, entonces, para todo entero positivo n, podemos hallar 
un número Zn en el intervalo tal que 1/(xn)l > n. La sucesión de dichos Zn 
tiene un punto de acumulación e en el intervalo. Tenemos 

ll(:rn)- J(e)l ~ 1/(:rn)I-IJ(e)l 

~n-J(e). 

Dado e > O, existe 6 > O tal que, cuando 

lzn- ej < 6, 

tenemos ll(xn)- l(e)l <e. Esto tiene que suceder para infinidad de n, ya que 
e es un punto de acumulación. Nuestras afirmaciones son contradictorias y, por 
lo tanto, concluimos que la función está acotada. 

Sea f3 la mínima cota superior del conjunto de valores l(:r) para todo x en 
el intervalo. Entonces, dado un entero positivo n, podemos hallar un número 
Zn en el intervalo tal que 

ll(zn)- /31 < .!.. 
n 

Sea e un punto de acumulación de la sucesión de números 

{zn} (n = 1, 2, ... ). 

Entonces f(c) :5 /3. Afirmamos que 

l(c) = f3 
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(esto probará el teorema). 
Dado e > O, existe 6 > O tal que, cuando lzn - el < 6, tenemos 

1/(zn)- /(e)l <e .. 
Esto sucede para infinidad de n , pues e es un punto de acumulación de la 
sucesión { Zn} . Pero 

I/( e)- .BI ~ I/( e)- f(zn)l + lf(zn)- .BI 
1 

<e+-. 
n 

Esto es cierto para· todo e e infinidad de enteros positivos n. Por lo tanto, 
I/( e)- .BI =O y /(e)= ,B. 

La demostración para el mínimo es parecida y se dejará como ejercicio. 

Teorema 4.3. Sea f una función continua en un intervillo cerrado a ~ 
x ~ b. Sean a= f(a) y .B = f(b). Sea¡ un número tal que a<¡< ,B. 
Entonces existe un número e entre a y b tal que /(e)=¡. 

Demostración. Sea S el conjunto de números x en el intervalo, tal que f(x) ~ 
¡. Entonces S es no vacío porque a está ahí, y b es una cota superior de S. Sea 
e su mínima cota superior. Entonces e está en nuestro intervalo. Afirmamos 
que /(e) = ¡. Si /(e) < ¡, entonces e '# b y f(x) < ¡ para todo x > e 
suficientemente cerca de e, pues f es continua en e. Esto contradice el hecho 
de que e es una cota superior para S. Si /(e) > ¡, entonces e':/: a y f(x) > ¡ 
para todo x < e suficientemente cerca de e, de nuevo porque / es continua 
en e. Esto contradice el hecho de que e es una mínima cota superior para S. 
Concluimos que /(e)=¡, como había que demostrar. 

Parte cinco 

Funciones de 
varias variables 

En el pri~er capítulo d~ esta. ~arte consideraremos los vectores, que constituyen 
la herramienta algebraica basica para investigar funciones de varias variables. 
Los ~pectos _que veremos de la diferenciación de vectores son los que se puedan 
mane~ar med~ante ~~s méto~os de "una variable". La razón para esto es que, en 
espac~os de dime~~IOn superior, podemos unir dos puntos mediante una curva y 
estudiar una fu~cion ~l ver sus valores sólo sobre esa curva. Esto reduce muchos 
problemas de dimensiones superiores a problemas de tipo unidimensional. 



CAPÍTULO XV 

Vectores 

El conc~pto de vector es básico para el estudio de funciones de varias variables 
y proporciona una motivación geométrica para todo lo que sigue. Por lo tanto, 
se estudiarán por completo las propiedades tanto algebraicas como geométricas 
de los vectores. 

Una característica principal de todos los enunciados y demostraciones de esta 
parte es que no es más fácil ni más difícil probarlos en el 3-espacio que en el 
2-espacio. 

XV, §1. DEFINICIÓN DE PUNTOS EN EL ESPACIO 

Sabernos que se puede usar un número para representar un punto en una recta, 
una vez seleccionada una unidad de longitud. 

Se puede usar un par de números (i.e. una pareja de números) (x, y) para 
representar un punto en el plano. 

Éstos se pueden ilustrar como sigue: 

o X 

(a) Punto sobre una recta 

Figura 1 

y ----1 (x, y) 
1 
1 
1 
1 

X 

(b) Punto en un plano 

Observamos ahora que se puede usar una terna de números (x, y, z) para 
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representar un punto en el espacio, esto es, en el espacio tridimensional, o 3-
espacio. Simplemente introducimos más ejes. La figura 2 ilustra esto. 

eje z 

eje x 

Figura 2 

En lugar de usar x, y y z, podríamos usar (xl> x 2, x3). La recta se podría 
llamar 1-espacio y el plano 2-espacio. 

Así, podemos decir que un solo número representa un punto en el 1 espacio. 
Una pareja representa un punto en el 2-espacio. Una terna representa un punto 
en el 3-espacio. 

Aunque no podemos dibujar una cuarteta de números, nada nos impide con-
siderarla, 

y decretar que éste es un punto en el 4-espacio. Una quintet.a sería un punto en 
el 5-espacio, después continuaríamos con una sexteta, septeta, octeta, .... 

Nos dejamos llevar y definimos un punto en el n-espacio como una 
n-tupla de números 

(x¡,x2, ... ,xn), 

si n es un entero positivo. Denotaremos dicha n-tupla por una letra mayúscula 
X, y trataremos de guardar las letras minúsculas para números y las letras 
mayúsculas para puntos. Los números X¡, ••. , Xn se llaman coordenadas del 
punto X. Por ejemplo, en el 3-espacio, 2 es la primera coordenada del punto 
(2, 3, -4), y -4 es su tercera coordenada. Denotamos el n-espacio por Rn. 

La mayoría de nuestros ejemplos ocurrirán cuando n = 2 o n = 3. Así, el 
lector puede visualizar cualquiera de estos dos casos a lo largo de todo el libro. 
Sin embargo, se deben hacer tres comentarios. 

Primero, tenemos que manejar n = 2 y n = 3, así que, para evitar multitud 
de repeticiones, es útil tener una notación que cubra simultáneamente ambos 
casos, aun cuando repitamos a veces la formulación de ciertos resultados de 
manera separada para cada uno. 
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Segundo, ningún teorema o fórmula es más sencillo al hacer la hipótesis de 
que n = 2 o 3. 

Tercero, el caso n = 4 se presenta en física. 

Ejemplo l. Un ejemplo clásico del 3-espacio es, por supuesto, el espacio 
en el que vivimos. Después de seleccionar un origen y un sistema coordenado, 
podemos describir la posición de un punto (cuerpo, partícula, etc.) mediante 
3 coordenadas. Más aún, como ya se sabe desde hace mucho, es conveniente 
extender este espacio a un espacio de 4 dimensiones (o tetradimensional), donde 
el tiempo es la cuarta coordenada, y como origen para el tiempo se puede selec­
cionar el nacimiento de Cristo (aunque esto es completamente arbitrario. Quizá 
fuera más conveniente seleccionar como origen el nacimiento del sistema solar o 
de la Tierra, si pudiéramos determinarlo con precisión). Entonces, un punto con 
coordenada de tiempo negativa es un punto A.C. y un punto con coordenada de 
tiempo positiva es un punto D.C. 

Pero no se queden con la idea de que "el tiempo es la cuarta dimensión." El 
espacio tetradi.mensional anterior es sólo un ejemplo posible. En economía, por 
ejemplo, se usa un espado muy diferente, tomando como coordenadas, digamos, 
el número de dólares gastados en una industria. Por ejemplo, podríamos tratar 
con un espacio 7 -dimensional con coordenadas correspondientes a las siguientes 
industrias: 

l. Acero 2. Automotriz 
5. Químicos 6. Vestido 

3. Productos de granja 4. Pesca 
7. Transporte 

Acordemos que un megadólar por año es una unidad de medición. Entonces un 
punto 

(1000, 800, 550, 300, 700, 200, 900) 

en este 7 -espacio significará que la industria del acero gastó mil millones de 
dólares en el año dado y que la industria química gastó 700 millones de dólares 
en ese año. 

La idea de considerar el tiempo como una cuarta dimensión es antigua. Ya 
en la Encyclopédie de Diderot, que data del siglo dieciocho, d'Alembert escribe 
en su artículo sobre "dimensión": 

Cette maniere de considérer les quantités de plus de trois dimensions est aussi exacte 
que l'autre, car les lettres peuvent toujours etre regardées comme représentant des 
nombres rationnels ou non. J'ai dit plus haut qu'il n'était pas possible de conce­
voir plus de trois dimensions. Un homme d'esprit de ma connaissance croit qu'on 
pourrait cependant regarder la durée comme une quatrieme dimension, et que le 
produit temps par la solidité serait en quelque maniere un produit de quatre di­
mensions; cette idée peut etre contestée, mais elle a, ce me semble, quelque mérite, 
quand ce ne serait que celui de la nouveauté. 

Encydopédie, Vol. 4 (1754), p. 1010 
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Traducido, esto significa:· 

Esta manera de considerar las cantidades de más de tres dimensiones es igual de 
correcta que la otra, pues siempre se puede considerar que las letras representan 
números, ya sean racionales o no. Ya he dicho que no es posible concebir más de tres 
dimensiones. Un hombre inteligente que conozco piensa que, no obstante, podemos 
contemplar la duración como una cuarta dimensión, y que el producto del tiempo 
por la solidez sería, de alguna manera, un producto de cuatro dimensiones. Esta 
idea podrá discutirse, pero tiene, a mi parecer, algún mérito, aunque no sea sino el 
de la novedad. 

Observen cómo d'Alembert se refiere a un "hombre inteligente" siendo que se 
trata de él mismo. Es un tanto cuidadoso al proponer lo que en su tiempo ha de 
haber sido una idea extraordinaria, y que logró presencia hasta el siglo XX. 

D'Alambert también visualizó claramente los espacios de dimensión superior 
como "productos" de espacios de dimensión menor. Por ejemplo, podemos ver el 
3-espacio como si colocáramos lado a lado las primeras dos coordenadas ( x1 , x2) 

y después la tercera, x3 . Así escribimos 

R 3 =R2 xR1. 

Usamos el signo de producto, que no deberá confundirse con otros "productos", 
como el producto de números. La palabra "producto" se usa en dos contextos. 
De manera análoga, podemos escribir 

R 4 =R3 xR1 . 

Hay otras manera de expresar R 4 como un producto, a saber, 

R 4 = R 2 x R 2• 

Esto significa que vemos por separado las primeras dos coordenadas (x¡, x2) y las 
dos últimas coordenadas (x3 , x4). Más adelante volveremos con estos productos. 

Ahora definiremos cómo sumar puntos. Si A y B son dos puntos, digamos 
en el 3-espacio, 

y 

entonces definimos A + B como el punto cuyas coordenadas son 

A+B =(a¡ +b1,a2+b2,as+bs). 

1- Ejemplo 2. En el plano, si A= (1, 2) y B = ( -3, 5), entonces 

A+ B = ( -2, 7). 

En el 3-espacio, si A= ( -1, 1r, 3) y B = ( -/2, 7, -2), entonces 

A+B = (-/2-1,71"+7,1). 

Al usar un n neutral para cubrir ambos casos (del 2-espacio y el 3-espacio), los 
puntos se podrían escribir 

A=(a¡, ... ,an), B=(b¡, ... ,bn), 
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Y definimos A + B como el punto cuyas coordenadas son 

(a¡ +b¡, ... ,an +bn)· 

Observamos que se satisfacen las reglas siguientes: 

l. (A+ B) + C =A+ (B + C). 
2. A+B=B+A. 
3. Si hacemos 

O = (0, O, ... , O) 
el punto tal que todas sus coordenadas son O, entonces 

O+A=A+O=A 
para todo A. 

4. Sea A= (a¡,···, an) Y sea -A= (-a¡, ... , -an). Entonces 

A+(-A) =O. 
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T~das ~stas propiedades son muy simples, y son ciertas porque son ciertas 
para os numeros, Y la suma de n-tuplas se define en términos de la suma de sus 
componentes, que son números. 

Nota. No confundir el número O y la n-tupla (O O) u 1 t d 
taremos esta n t l O . , ' ... ' . sua men e eno-

d - up a por Y tamb1en la llamaremos cero pues en la práctica 
no pue e presentarse ninguna dificultad. ' 

A~ora daremos una interpretaci~n geométrica de la suma y la multiplicación 
por nl u3meros, _en el plano (se puede Visualizar de manera simultánea lo que sucede 
en e -espacw). 

Ejemplo 3. Sea A= (2,3) y B = (-1,1). Entonces 

A +B = (1,4). 

La figura se ve como un paralelogramo (Fig. 3). 

(1,4) 

(2,3) 

( -1,1) 

Figura 3 
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Ejemplo 4. Sea A= (3, 1) y B = (1, 2). Entonces 

~ 
A+ B = (4,3). 

Vemos de nuevo que la representación geométrica de nuestra suma se ve como 
un paralelogramo (Fig. 4). 

Figura 4 

La razón de que la figura se vea como un paralelogramo se puede dar en 
términos de geometría plana como sigue. Obtenemos B = (1, 2) al comenzar 
desde el origen O = (0, O) y movernos 1 unidad a la derecha y 2 hacia arriba. 
Para obtener A + B, partimos de A y de nuevo nos movemos 1 unidad a la 
derecha y 2 hacia arriba. Así los segmentos de recta entre O y B, y entre A y 
A+ B son las hipotenusas de los triángulos rectángulos cuyos catetos correspon­
dientes son de la misma longitud y paralelos. Los segmentos son, por lo tanto, 
paralelos y de la misma longitud, según se ilustra en la figura 5. 

A+B 

LJ 
A 

Figura 5 

Ejemplo 5. Si de nuevo A= (3,1), entonces -A= (-3,-1). Si locali­
zamos este punto, vemos que -A tiene dirección opuesta a A. Podemos ver -A 
como la reflexión de A respecto al origen. 

Consideremos ahora la multiplicación de A por un número. Si e es cualquier 
número, definimos cA como el punto cuyas coordenadas son 

(ca¡, ... , can)· 

[XV, §1] DEFINICIÓN DE PUNTOS EN EL ESPACIO 

A 

-A 

Figura 6 

Ejemplo 6. Si A= (2, -1, 5) y e= 7, entonces cA= (14, -7, 35). 

Es fácil verificar las reglas: 

5. c(A+B) =cA +cE. 
6. Si c1 y c2 son números, entonces 

(el+ c2)A = c1A + c2A 
Nótese además que 

y 

(-1)A =-A. 
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¿Cuál es la representación geométrica de la multiplicación por un número? 

Ejemplo 7. Sean A= (1, 2) y e= 3. Entonces 

cA= (3,6) 
como en la figura 7(a). 

3A=(3,6) 

3A 

-3A 

(a) (b) 

Figura 7 

La multiplicación por 3 equivale a est1'rar A 3 D por . e manera análoga, · 
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~A equivale a estirar A por ~, i.e. a encoger A a la mitad de su tamaño. 
En general, si t es un número, t > O, interpretamos tA como un punto en 
la misma dirección que A a partir del origen, pero t veces la distancia. De 
hecho, definimos que A y B tienen la misma dirección si existe un número 
e > O tal que A = cB . Insistimos en que esto significa que A y B tienen la 
misma dirección respecto al origen. Para simplificar el lenguaje, omitimos las 
palabras "respecto al origen". 

La multiplicación por un número negativo invierte la dirección. Así, -3A se 
representaría como en la figura 7 (b). . 

Definimos que dos vectores A, B (ninguno de los cuales es cero) tienen 
direcciones opuestas si existe Ul.J. número e < O tal que cA = B. Así, cuando 
B = -A, entonces A y B tienen direcciones opuestas. 

XV, §1. EJERCICIOS 

Hallar A+ B, A- B, 3A, -2B en cada uno de los casos siguientes. Trazar los puntos 
de los ejercicios 1 y 2 en una hoja de papel cuadriculado. 

l. A=(2,-1),B=(-1,1) 

3. A=(2,-1,5),B=(-1,1,1) 

5. A= (1r, 3, -1), B = (21r, -3, 7) 

(a) 

(e) 

B 

2. A= (-1,3), B = (0,4) 

4. A= (-1,-2,3), B = (-1,3, -4) 

6. A= (15, -2,4), B = (1r, 3, -1) 

/3 

(b) 

B 

(d) 

Figura 8 

A 

•• 
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7. Sean A=(1,2) y B=(3,1). Trazar A+B, A+2B, A+3B, A-B, A-2B y 
A - 3B en una hoja de papel cuadriculado. 

8. Sean A y B como en el ejercicio l. Trazar 'los puntos A+ 2B, A + 3B, A - 2B, 
A- 3B y A+ ~B en una hoja de papel cuadriculado. 

9. Sean A y B según están dibujados en la figura 8. Trazar el punto A - B. 

XV, §2. VECTORES FIJOS 

Definimos un vector fijo como un par ordenado de puntos que escribimos AB. 
(Esto no es un producto.) Visualizamos esto como una flecha que va de A a B. 
A se llama punto inicial y B, punto final del vector fijo (Fig. 9) . 

a¡ b¡ 

Figura 9 

Observamos que, en el plano, 

b1 = a1 + (b1 - a1). 

De igual manera, 

Esto significa que 
B =A+ (B- A) 

- ---+ Sean AB y CD dos vectores fijos. Diremos que son equivalentes si B-A = -D-C. Todo vector fijo AB es equivalente a uno cuyo punto inicial sea el origen, -pues AB es equivalente a O(B- A). Claramente éste es el único vector fijo -cuyo punto inicial es el origen y que es equivalente a AB . Visualizando la ley 
del paralelogramo en el plano, resulta claro que la equivalencia de dos vectores 
fijos se puede interpretar geométricamente diciendo que las longitudes de los 
segmentos de recta determinados por el par de puntos son iguales, y que las 
"direcciones" en las que apuntan son la misma. -En las figuras siguientes hemos trazado los vectores fijos O(B- A), AB y -O(A-B), BA. 
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A~B 

B-A 

A-B 

Figura 10 Figura 11 

---+ 
Ejemplo l. Sea P = (1,-1,3) y Q = (2,4,1). Entonces PQ es equiva-

lente a OC, donde C = Q- P = (1,5, -2). Si 

A= (4,-2,5) y B = (5,3,3), 

entonces PQ es equivalente a AB, pues 

Q- P = B- A = (1, 5, -2). 

Dado un vector fijo OC cuyo punto inicial es el origen, diremos que es un 

vector fijo en el origen. Dado cualquier vector fijo AB, diremos que está 
fijo en A. 

Un vector fijo en el origen está completamente determinado por su punto 
inicial. En vista de esto, llamaremos a una n-tupla indistintamente punto o 
vector, dependiendo de la interpretación que tengamos en mente. 

---+ ---+ 
Se dice que dos vectores AB y PQ son paralelos si existe un número e =f. O 

tal que B - A = e( Q- P). Se dice que tienen la misma dirección si existe un 
número e > O tal que B - A = e( Q - P), y tienen dirección opuesta si existe 
un número e < O tal que 

B- A= e(Q- P). 

En las figuras siguientes mostramos vectores fijos paralelos. 

B 

(a) Direcciones iguales (b) Direcciones opuestas 

Figura 12 
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Ejemplo 2. Sea 

p = (3, 7) y Q = (-4,2). 

Sea B~ A= (5, 1) y 

Entonces 
Q- p = (-7,-5) y B- A= (-21,-15). 

Por lo tanto, PQ es paralelo a AB, porque B - A = 3( Q - P). Como 3 > O, 
b.• ---+ ---+ 

vemos tam 1en que PQ y AB tienen la misma dirección. 
De manera análoga, cualquier definición acerca de n-tuplas se puede extender 

a vectores fijos. Por ejemplo, en la sección siguiente definiremos en qué consiste 
que n-tuplas sean perpendiculares. 

Figura 13 

Entonces podemos decir que dos vectores fijos AiJ y PQ son perpendi.culares 
si B-A es perpendicular a Q-P ·. En la figura 13 heinos dibujado dicha; vectores 
en el plano. 

XV, §2. EJERCICIOS 

En cada caso, determinar cuáles son los vectores fijos "'P'i$ y AlJ equivalentes. 

l. P=(1,-1), Q=(4,3), A=(-1,5), B=(5,2). 

2 . . P = (1, 4), Q = ( -3, 5), A = (5, 7), B = (1, 8). 
' ~ 

3. P=(1,-1,5}, Q=(-2,3,-4), A=(3,1,1}, B=(0,5,10). 

4. P=(2,3,-4}, Q=(-1,3,5), A=(-2,3,-1), B=(-5,3,8). 

En cada caso, .determinar cuáles vectores fijos PQ y AB son par;;,¡elos. 

5. P=(1,-1), Q=(4,3), A=(-1,5), B=(7,1). 

6. P=(1,4), Q=(-3,5), A=(5,7), B=(9,6). 
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7. P=(1,-1,5), Q=(-2,3,-4), A=(3,1,1), B=(-3,9,-17). 

8. P=(2,3,-4), Q=(-1,3,5), A=(-2,3,-1), B=(-11,3,-28). 

9. Trazar los vectores fijos de los ejercicios 1, 2, 5 y 6 en una hoja de papel cuadriculado 
---+ ---+ 

para ilustrar estos ejercicios. Trazar también los vectores fijos QP y BA. Localizar 
los puntos Q - P, B - A, P - Q y A - B. 

XV, §3. PRODUCTO ESCALAR 

Se sobreentiende que a lo largo de un análisis siempre se escogen vectores en el 
mismo espacio n-dimensional. Basta pensar en los casos n = 2 y n = 3. 

Sean A = (al, a2) y B = (b1, b2) en el 2-espacio. Definimos su producto 
escalar como 

A · B = a1 b1 + a2b2. 

Sean A= (a1,a2,a3) y B = (b¡,b2,b3) en el 3-espacio. Definimos su pro­
ducto escalar como 

A· B = a1b1 + a2b2 + a3b3. 

Sean A= (a¡, ... ,an) y B = (b1, ... ,bn) dos vectores en el n-espacio, 
cubriendo así los dos casos con una notación. Definimos su producto escalar 
o producto punto A · B como 

a1b1 + · · · + anbn. 

Este producto es un número. Por ejemplo, si 

A= (1,3,-2) y B = (-1,4,-3), 

entonces 
A·B=-1+12+6=17. 

Por el momento no damos una interpretación geométrica para este producto 
escalar, pero lo haremos después. Primero deducimos algunas propiedades im­
portantes. Las básicas son: 

PE l. Tenemos A· B = B ·A. 
PE 2. Si A, B y e son tres vectores, entonces 

A · (B +e) = A· B +A ·e= (B +e) ·A. 

PE 3. Si x es un número, entonces 

(xA) · B = ~(1· f1) y A· (xB) = x(A · B). 

PE 4. Si A = O es el vector cero, entonces A · A = O; de no ser así, 

A·A >O. 

Probaremos ahora estas propiedades. 
Respecto a la primera, tenemos 

a1b1 + · · · + anbn = b1a1 + · · · + bnan, 
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puesto que para dos números a y b cualesquiera tenemos ab = ba. Esto prueba 
la primera propiedad. 

Para PE 2, sea e= (el' ... ' en). Entonces 

y 

B+e= (bl +c1, ... ,bn +en) 

A· (B +e)= a1(b1 +el)+···+ an(bn +en) 

= a1b1 + a1c1 + · · · + anbn + anCn. 
Al reordenar los términos se tiene 

a1b1 + · · · + anbn + a1c1 + · · · + anCn. 

lo cual no es más que A · B + A • e. Esto prueba lo que queremos. Dejamos la 
propiedad PE 3 como ejercicio. 

Finalmente, para PE 4, observamos que si una coordenada a; de A no es 
igual a O, entonces existe un término a[ =f. O y a[ > O en el producto escalar 

A· A= ai +···+a~. 
Como todo término es 2: O, se sigue que la suma es > O ,como se quería demos­
trar. 

En la mayor parte del trabajo que realizaremos con vectores, sólo vamos a usar 
las propiedades ordinarias de suma y multiplicación por números y las cuatro 
propiedades del producto escalar. Más adelante haremos un estudio formal de 
éstas. Por el momento, observen que hay otros objetos conocidos que se pueden 
sumar, restar y multiplicar por números, por ejemplo las funciones continuas en 
un intervalo [a, b] (ver el ejercicio 6). 

Además de escribir A·A para el producto escalar de un vector consigo mismo 
será conveniente escribir A2 . (Éste es el único caso en que permitiremos esta n~ 
tación. Así, A3 no tiene sentido.) Queda como ejercicio verificar las identidades 
siguientes: · 

(A+ B)2 = A 2 + 2A · B + B 2 , 

(A - B? = A 2 - 2A · B + B 2 • 

Un producto punto A· B bien puede ser igual a O sin que A o B sean el 
vector cero. Por ejemplo, sean 

A=(1,2,3) y B=(2,1,-~). 

Entonces 
A·B=O 

.Definimos que dos vectores A y B son perpendiculares (o, como también 
decimos, ortogonales), si A · B = O. Por el momento no está claro que, en 
el plano, esta definición coincida con nuestro concepto geométrico intuitivo de 
perpendicularidad, pero los convenceremos en la sección siguiente. Aquí sólo 
veremos un ejemplo. Sean, digamos en R3 , 

E1 = (1,0,0), E2 = (0, 1, 0), E3 = (0,0, 1) 

los tres vectores unitarios según se muestran en la figura 14. 
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z 

Figura 14 

Vemos entonces que E1 • E 2 = O, y, de manera análoga, E¡ · Ej = O si i 1: j. 
Estos vectores, en efecto, se ven perpendiculares. Si A= (a¡, a2, as), entonces 
observamos que la i-ésima componente de A, a saber, · 

a¡=A·E¡ 

es el producto punto de A con el i-ésimo vector unitario. Vemos que A es 
perpendicular a E¡ (de acuerdo con nuestra definición de perpendicularidad con 
el producto punto) si, y sólo si, su i-ésima componente es igual a O. 

XV, §3. EJERCICIOS 

l. Hallar A· A para cada una de las siguientes n-tuplas. 
(a) A= (2, -1), B = ( -1, 1) (b) A( -1, 3), B = (O, 4) 
(e) A=(2,..:..1,5),B=(-1,1,1) (d) A=(-1,-2,3),B=(-1,3,-4) 
(e) A= (11',3,-1), B = (2r, -3, 7) (f) A= (15,-2,4), B = (lr, 3,-1) 

2. Hallar A · B para cada una de las n-tuplas anteriores. 

3. Usando sólo las cuatro .propiedades del producto escalar, verificar en detalle las 
identidades dadas en el texto para (A+ B)2 y (A- B)2 • 

4. ¿Cuáles de los pares siguientes son perpendiculares? 
(a) (1, -1, 1) y (2, 1, 5) (b) (1, -1, 1) y (2, 3, 1) 
(e) (-5,2,7)y(3,-1,2) (d) (r,2,1)y(2,-ll',0) 

5. Sea A un vector perpendicular a todo vector X. Mostrar que A = O. 

XV, §4. LA NORMA DE UN VECTOR 

' Definimos como norma de un vector A, y la denotamos por IIAII, el número 

i IIAII = ..¡A . A. 

Como A · A ~ O, podemos tomar la raíz cuadrada. También se suele llamar 
a la norma magnitud de A. 
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Cuando n = 2 y A= (a,b), entonces 

IIAII = ../a2 + 62, 

como en la figura 15. 

Figura 15 

Ejemplo l. Si A== (1, 2), entonces 

IIAII = v1 +4 = v'S. 
Cuando . n = 3 y A = ( a1, a2, as), entonces 

IIAII = .ja~ +a~+ ai. 

Ejemplo 2. Si A= (-1, 2,3), entonces 

IIAII = ../1 + 4 + 9 = v'M. 
Si n = 3, entonces la ilustración se ve como en la figura 16, con A= (z, y, z). 

1 
1 
1 
1 
1 

A 

1• 
1 

.k---1¡---~-
1 /' 

VJ', : ;,"' 
', 1 ,"' -----------::..V (z, y) 

Figura 16 

Si vemos primero las dos componentes (z, y), entonces la longitud del seg­
mento entre (0, O) y (z, y) es igual a w = .jz2 + y2, según se indica. 



,i 

! 
¡; 

¡·: 
'1 

•1 
1 

474 VECTORES (XV, §4) 

Entonces la norma de A, de nuevo por el teorema de Pitágoras, sería 

J w2 + z2 = J z2 + y2 + z2. 

Así, cuando n = 3 nuestra definición de norma es compatible con la geometría 
del teorema de Pitágoras. 

En términos de coordenadas, A = (a¡, ... , an), vemos que~ 

IIAII = J a~ + .. · +a~. . 

Si A f:. O, entonces IIAII f:. O pues alguna coordenada a¡ f:. O, de modo que 
a~ > O, y, por lo tanto, a~ + · · · + a~ > O, de modo que IIAII f:. O. 

Observamos que, para cualquier vector A, tenemos 

.1 IIAII~II-AII· 
¡q c. .=.. .-<J , A 

Esto se debe al hecho de que 

(-a1)2 + .. · + (-an)2 =a~+ .. ·+ a~, 

porque ( -1 )2 = l. Esto es, por supuesto, lo que se debe desprender de la figura: 

A 

-A 

Figura 17 

Recuerden que se dice que A y -A tienen direcci6n opuesta y sin em­
bargo, tienen la misma norma (magnitud, como suele decirse cuando se habla de 
vectores). 

Sean A y B dos puntos. Definimos la distancia entre A y B como 

IIA- Bll = J(A- B) . (A- B). 

Esta definición coincide con nuestra intuición geométrica cuando A y B son 
--+ 

puntos en el plano (Fig. 18). Es lo mismo la longitud del vector fijo AB que la -del vector fijo BA . 
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Longitud= IIA-BII = IIB-AII 

----~,..,---·-·· 

~~ 
Figura 18 

Ejemplo 3. Sean A= (-i,2) y B = (3,4). Entonces la longitud del -vector fijo AB es IIB - All. Pero B -A = ( 4, 2). Así, 

IIB - All = v'16 + 4 = v'20. 
En la figura vemos que el lado horizontal tiene longitud 4 y el lado vertical tiene 
longitud 2, de modo que estas definiciones reflejan nuestra intuición geométrica 
debida a Pitágoras. 

A 

-3 -2 

Figura 19 

Sea P un punto en el plano, y sea AJ un número > O. El conjunto de puntos 
X tales que 

IIX-PII <a 
se llamará disco abierto de radio a con centro en P. El conjunto de puntos 
X tales que 

IIX-PII5a 
se llamará disco cerrado de radio a y centro en P. El conjunto de puntos X 
tales que 

IIX-PII =a 

se conoce como círculo de radio a y centro en P; los dos se ilustran en la figura 
20. 
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Círculo Disco 

Figura 20 

En el espacio tridimensional; el conjunto de puntos X tales que 

IIX-PII <a 

[XV, §4) 

se llamará bola abierta de radio a y centro en P.' El conjunto de puntos X 
tales que 

1 IIX-PII ~a 
se llamará bola cerrada de radio a y centro en P. El conjunto de puntos X 
tales que 

IIX-PII =a 
se conoce como esfera de radio a y centro en P. En espacios de dimensión 
superior se usará esta misma terminología de bola y esfera. 

La figura 21 ilustra una esfera y una bola en el 3-espacio. 

Bola 

Figura 21 

La esfera es la cubierta exterior y la bola está formada por la región que se 
encuentra dentro de la cubierta. La bola abierta es aquella en la que no se 
incluye la cubierta, y la bola cerrada es aquella que comprende tanto la región 
dentro de la cubierta como la cubierta misma. 

De la geometría de la situación, es razonable esperar que si e > O, entonces 
llcAII = ciiAII, i.e. si estiramos un vector A al multiplicarlo por un número 
positivo e, entonces la longitud también se estira en esa cantidad. Verificamos 
esto formalmente usando nuestra definición de longitud. 
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Teorema 4.1. Sea :e un número. Entonces 

llzAII = lziiiAII 
(valor absoluto de :e por la norma de A). 

Demostración. Por definición tenemos que 

llzAII2 = (:cA)· (:cA), 
que es igual a,---

z 2(A ·A) 

477 

por las propiedades del producto escalar. Al tomar la raíz cuadrada obtenemos 
lo que queremos. 

Sea S1 la esfera de radio 1, con .centro en el origen. Sea a un número > O. 
Si X es un punto de la esfera S¡ , entonces aX es un punto de la esfera de radio 
a, pues 

llaXII = aiiXII = a. 
De esta manera obtenemos todos los puntos de la esfera de radio a. (¿Demos­
tración?) Así, la esfera de radio a se obtiene al estirar la esfera de radio 1 al 
multiplicar por a. 

Se aplica una observación similar para las bolas abierta y cerrada de radio a , 
obtenidas a partir de las bolas abierta y cerrada, de radio 1, al multiplicar por 
a. 

Disco de radio 1 Disco de radio a 

Figura 22 

Diremos que un vector E es un vector unitario si IIEII = l. Dado cualquier 
vector A, sea a = IIAII. Si a 1 O, entonces 

!A 
a 

es un vector unitario, puesto que . 

HAll= ;a= l. 
Decimos que. dos vectores A y B (donde ninguno es O) tienen la misma 

direcci6n si existe un número e > O tal que cA = B. En vista de esta definición, 
vemos que el vector 
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es un vector unitario en la dirección de A (siempre que A f. 0). 

A 

Figura 23 

Si E es el vector unitario en la dirección de A y IIAII = a, entonces 

A=aE. 

Ejemplo 4. Sea A = (1, 2, -3). Entonces IIAII = v'I4. Por lo tanto, el 
':ector m;litario en la dirección de A es el vector 

( 1 2 -3) 
E= JI4' y'I4' JI4 . 

Advertencia. Hay tantos vectores unitarios como direcciones. Los tres vec­
tores unitarios comunes en el 3-espacio, a saber, 

E1 = (1, O, 0), E2 = (0, 1, 0), E3 = (0,0, 1) 

son simplemente los tres vectores unitarios en las direcciones de los ejes coorde­
nados. 

También estamos en posición de justificar nuestra definición de perpendicu­
laridad. Dados A y B en el plano, la condición de que 

IIA + Bll = IIA- Bll 

(ilustrada en la Fig. 24(b)) coincide con la propiedad geométrica de que A debe 
ser perpendicular a B. 

B 
B 

-B 

(a) (b) 

Figura 24 
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Probaremos que: 

" 

LA NORMA DE UN VECTOR 

1 IIA + Bll = IIA- Bll si, y sólo si, A · B = O. 

Denotemos por {::::::::> a "si, y sólo si,". Entonces, 

IIA + Bll = IIA- Bll {::::::::> IIA + BW = IIA _: Bll2 

{::::::::> A2 + 2A · B + B 2 = A 2 - 2A · B + B 2 

{::::::::> 4A · B =O 

{::::::::> A .. B =0. 

Esto prueba lo que queremos. 
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Teorema general de Pitágoras. Si A y B son perpendiculares, entonces 

En la figura 25 se ilustra el teorema. 

A+B 

B 
A 

Figura 25 

Para probar esto usamos las definiciones, a saber, 

IIA + BW = (A+ B). (A+ B) = A2 + 2A. B + B2 

= IIAII 2 + IIBII 2 , 

pues A· B =O, y, por definición, A· A= IIAII 2 , B · B = IIBII 2 . 

ObservaCión. Si A es perpendicular a B y x es, cualquier número, entonces 
A también es perpendicular a xB, ya que , 

A · xB = xA · B = O. 

Usaremos ahora el concepto de perpendicularidad para deducir el concepto 
de proyección. Sean A y B dos vectores y B f. O. Sea P el punto sobre la 

--+ ----+ ,r ----+ 
recta que pasa por OB tal que P A es perpendicular a OB, como se muestra 
en la figura 26( a). 
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A A 

A-cB 

o o 
(b) (a) 

Figura 26 

Podemos escribir 
p =t:B 

para algún número e. Queremos hallar explícitamente este número e en términos --de A y B. La condición P A .l OB significa que 

A - P es perpendicular a B, 

y como P = cB, esto significa que 

(A- cB) · B =O, 

en otras palabras, 
A · B - cB · B = O. 

Podemos despejar e y hallamos que A · B = cB · B, de modo que 

1 
A·B 

e=--. 
B·B 

Recíprocamente, si tomamos este valor para e y después usamos la distributi­
vidad, multiplicando escalarmente A- cB por B, se obtiene O, de modo que 
A - cB es perpendicular a B. Por lo tanto, hemos visto que existe un número 
único e tal que A - cB es perpendicular a B, y que e está dado por la fórmula 

anterior. 
A·B 

Definición. . La componente de A sobre B es ~ número e = B . B · 
A·B 

La proyección de A sobre B es el vector cB = B . B B · 

Ejemplo 5. Suponer que 

B =E;= (0, ... ,0,1,0, ... ,0) 

es el i-ésimo vector unitario, con 1 en la i-ésima componente y O en todas 1~ 
otras componentes. \ 

Si A= (a¡, ... ,an), entonces A· E;= a;. 

Así, A. E; es la i-ésima componente ordinaria de A. 
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De manera más general, si B es un vector unitario, no necesariamente uno 
de los E;, entonces tenemos simplemente 

c=A·B 

pues B · B = 1, por la definición de vector unitario. 

Ejemplo 6. Sean A = (1, 2, -3) y B = (1, 1, 2). Entonces la componente 
de A sobre B es el número 

A· B -3 1 
c=--=-=--

B·B 6 2· 
Por lo tanto, la proyección de A sobre B es el vector 

cB = ( -~, -~, -1). 

Nuestra construcción da inmediatamente la interpretación geométrica para el 
producto escalar. A saber, supongamos que A ;f. O,y que 8 es el ángulo entre 
A y B (Fig. 27). Entonces, por geometría plana, vemos que 

1~ . ci!BII 

~~S~= IIAII, 
o, sustituyendo el valor para e obtenido antes, 

A · B = IIAIIIIBII·cos 8 y 

A 

Figura 27 

A·B 
cos8= ----

IIAIIIIBII" 

B 

En algunos tratamientos de vectores se toma la relación 

A . B = IIAIIIIBII cos 8 

como definición de producto escalar. Esto está sujeto a las siguientes desventajas, 
por no decir 0bjeciones: 

(a) Las cuatro propiedades del producto escalar PE 1 a PE 4 de ninguna 
manera son obvias. 

(b) Aun en el 3-espacio, tenemos que basarnos en la intuición geométrica para 
obtener el coseno del ángulo entre A y B, y esta intuición es menos clara 
que en el plano. En espacios de dimensión superior falla todavía más. 

(e) Es extremadamente difícil trabajar con dicha definición para obtener las 
subsecuentes propiedades del producto escalar. 



482 VECTORES (XV, §4] 

Así que preferimos basarnos en los fundamentos algebraicos obvios ~ de ahí 
recuperar de manera sencillla todas las propiedades. Usamos geometna plana 
para ver la expresión 

A· B = IIAIIIIBII cos8. 

Después de trabajar varios ejemplos, probaremos la desigualdad que nos permite 
justificar esto en el n-espacio. 

· 1 7 S A - (1 2 -3) y B = (2 1 5). Hallar el coseno del EJemp o • ean - , , , , 
ángulo 8 entre A y B. 

Por definición, 
A·B 2+2-15 -11 

cosB= IIAlliiBII = v'14VW = vf420' 

---+ 

Ejemplo 8. Hallar el coseno del ángulo entre los dos vectores fijos PQ Y 

PR, donde 

p = (1, 2, -3), Q = (-2, 1,5), R = (1, 1, -4). 

La ilustración se ve así: 

p 

Figura 28 

Hacemos 

A= Q- P = (-3,-1,8) y B = R- P = (0,-1,-1). 

Entonces el ángulo entre pq y PR es el mismo que entre A y B. Por lo tanto, 
el coseno es igual a 

A·B 0+1-8 -7 
cosB= IIAIIIIBll = .Jf4.../2 = .Jf4.../2. 

Probaremos otras propiedades de la norma y el producto escalar us~nd~ nu~~- · 
tros resultados sobre perpendicularidad. Nótese primero un caso parttcu ar. 1 

E;= (O, ... ,O,l,O, ... ,O) 

es el i-ésimo vector unitario de Rn, Y 

A= (al, ... ,an), 

entonces 
A· E;= a; 
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es la i -ésima componente de A, i.e. la componente de A sobre E;. Tenemos 

la;l = ¡;;i:::; Ja~ +···+a~= IIAII, 
de modo que el valor absoluto de cada componente de A es, a lo más, igual a la 
longitud de A. 

No tenemos que tratar sólo con el vector unitario particular, como recién 
sucedió. Sea E cualquier vector unitario, es decir, un vector de norma l. Sea e 
la componente de A sobre E. Vimos que 

c=A·E. 

Entonces A - cE es perpendicular a E y 

A =A- cE+cE. 

Entonces A- cE también es perpendicular a cE y, por el teorema de Pitágoras, 
hallamos 

11AII2 = IIA- cEW + llcE11 2 = llA- cEf + c2 . 

Así tenemos la desigualdad c2 :::; IIAW, y lcl :::; IIAII. 
En el teorema siguiente generalizamos esta desigualdad a un producto punto 

A · B cuando B no es necesariamente un vector unitario. 

Teorema 4.2. Sean A y B los dos vectores en R11 • Entonces 

lA·Bls;llAIIllBII. 

Demostración. Si B = O, entonces ambos lados de la desigualdad son iguales 
a O, de modo que nuestra afirmación es obvia. Supongamos que B ::f. O. Sea e 
la componente de A sobre B, de modo que e= (A · B)/( B · B). Escribimos 

A=A-cB+cB. 
Por Pitágoras, 

llAW = IIA- cBW + llcBll 2 = IIA- cBII 2 + c211BII2• 

Por lo tanto, c2IIBII2 :::; IIAW. Pero 

Entonces 

2 2 (A· B) 2 2 lA· Bl 2 · 2 lA· Bl 2 

e IIBII = (B. B)2 IIBII = l!B¡j411BII = IIBII 2 • 

lA ·Bl2 2 lBij2 :::; IIAII . 

La demostración concluye al multiplicar por IIBW y tomar la raíz cuadrada. 

A partir del teorema 4.2, vemos que para los vectores A y B en el n-espacio, 
el número 

A·B 
IIAIIIIBII 
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tiene valor absoluto ::;; l. En consecuencia, 

A·B 
-l::;; IIAIIIIBII::;; 1' 

y existe un ángulo único 8 tal que O ::;; 8 ::;; 11' , y tal que 

A·B 
cos 8 = IIAIIIIBII" 

Definimos este ángulo como el ángulo entre A y B. 
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La desigualdad del teorema 4.2 se conoce como desigualdad de Schwarz. 

Teorema 4.3. Sean A y B vectores. Entonces 

IIA+BII::;; IIAII+IIBII. 
Demostración. Ambos lados de esta desigualdad son positivos o O. Por lo 

tanto, bastará probar que sus cuadrados satisfacen la desigualdad deseada; en 
otras palabras, 

(A+ B) . (A+ B) ::;; (IIAII + IIBII)2 • 

Para esto consideramos 

(A+ B) ·(A+ B) =A ·A+ 2A · B+ B ·B. 

En vista de nuestro resultado anterior, esto satisface la desigualdad 

::;; IIAII2 + 2IIAIIIIBII + IIBII2, 

y el lado derecho no es más que 

Nuestro teorema está probado. 

El teorema 4.3. se conoce como desigualdad del triángulo. La razón 
es que, si trazamos un triángulo como en la figura 29, entonces el teore~a 4.3 
expresa el hecho de que la longitud de un lado es ::;; que la suma de lá's longitudes 
de los otros dos lados (ver el ejercicio 11). 

A+B 

o 

Figura 29 

Observaci6n. Las demostraciones no usan coordenadas, s6lo las propiedades 
PE 1 a PE 4 del producto punto. En el n-espac~o nos dan desigualdades que 
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de ninguna manera son obvias cuando se expresan en términos de coordenadas. 
Por ejemplo, la desigualdad de Schwarz en términos de coordenadas es: 

la1b1 + · · · + anbnl::;; (a~+···+ a~) 112M + ... + b~) 112 • 
Traten de probar esto de manera directa, sin la intuición "geométrica" de Pitá­
goras, para ver hasta dónde llegan. 

XV, §4. EJERCICIOS 

l. Hallar la norma del vector A en los casos siguientes. 

(a) A= (2,-1), B= (-1,1) 
(b) A= (-1,3), B = (0,4) 
(e) A=(2,-1,5),B=(-1,1,1) 
(d) A= (-1,-2,3), B= (-1,3,-4) 
(e) A= (r, 3, -1), B = (2r, -3, 7) 
(f) A= (15, -2,4), B = (r, 3, -1) 

2. Hallar la norma del vector B en los casos anteriores. 

3. Hallar la proyección de A sobre B en los casos anteriores. 

4. Hallar la proyección de B sobre A en los casos anteriores. 

5. Hallar el coseno entre los siguientes vectores A y B. 
(a) A= (1,-2) y B = (5,3) 
'(b) A= (-3,4) y B = (2, -1) 

··-{:{e) A= (1, -2, 3) y B = ( -3, 1, 5) 
(d) A= (-2, 1,4) y B = (-1, -1,3) 
(e) A=(-1,1,0) y B=(2,1,-1) 

6. Determinar el coseno de los ángulos del triángulo cuyos vértices son 
(a) (2,-1,1), (1,-3,-5), (3,-4,-4). 
(b)A (3, 1, 1) N -1, 2, 1) ,<-(2, -2, 5). 

7. Sean A1, ... , Ar vectores distintos de cero que son perpeiicúéulares entre sí; en otras 
'·palabras, A; · Aj = O si i =F j. Sean c1, ... , Cr números tales que 

c1A1 +···+erAr =0. 

Mostrar que todo e; = O 

8. Para cualesquiera vectores A y B, probar las relaciones siguientes: 
(a) IIA + Bll2 + IIA- Bll2 = 2IIAII2 + 2IIBII2 • 

(b) IIA + Bll2 = IIAII2 + IIBII2 + 2A. B. 
(e) IIA +BII2 - IIA- Bll 2 = 4A ·B. 
Interpretar (a) como una "ley del paralelogramo". 

9. Mostrar que si 8 es el ángulo entre A y B, entonces 

IIA- Bll2 = IIAII2 + IIBII2 - 2IIAII IIBII cos.8. 

10. Sean A, B y e tres vectores distintos de cero. Si A· B =A· e, mostrar con un 
ejemplo que no necesariamente B = e. 
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XV, §5. RECTAS PARAMÉTRICAS 

Definimos la ecuación paramétrica o la representación paramétrica de 
una recta que pasa por un punto P en la dirección de un vector A ::/; O como 

X= P+tA, 

donde t varía sobre todos los números (Fig. 30). 

~· 

Figura 30 

Al dar dicha representación paramétrica podemos pensar en un ins,ecto que 
parte de un punto P en el tiempo t = O, y que se mueve en la dirección de A. 
En el tiempo t, el insecto está en la posición P + tA. Así, podemos interpretar 
físicamente la representación paramétrica como una descripción de movimiento, 
en la cual A se interpreta como la velocidad del insecto. En un tiempo dado t, 
el insecto está en el punto 

X(t) = P+tA, 

que se llama posición del insecto en el tiempo t. 
Esta representación paramétrica también es útil para describir el conjunto de 

puntos que están sobre el segmento de recta entre dos puntos dados. Sean P Y 
Q dos puntos. Entonces el segmento entre P y Q está formado por todos los 
puntos 

S(t)=P+t(Q-P) con O~t~l. 

Q-P 

o 

Figura 31 
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En efecto, O( Q ..:.. P) es un vector que tiene la misma dirección que PQ , como 
se muestra en la figura 31. 

Cuando t = O, tenemos S(O) = P, de modo que en el tiempo t = O el insecto 
está en P. Cuando t = 1, tenemos 

S(1)=P+(Q-P)=Q, 

de modo que, cuando t = 1, el insecto está en Q. Conforme t va de O a 1 , el 
insecto va de P a Q . 

Ejemplo l. Sean P = (1, -3, 4) y Q = (5, 1, -2). Hallar las coordenadas 
del punto que está a un tercio de la distancia de P a Q. 

Sea, como antes, S(t) la representación paramétrica del segmento de P a Q. 
El punto deseado es S(1/3), esto es: 

( 1) 1 1 S 3 = P + 3(Q- P) = (1,-3,4) + 3(4,4, -6) 

( 7 -5 ) = 3'3' 2 . 

Advertencia. El punto deseado en el ejemplo anterior no está dado por 

P+Q 
3 

Ejemplo 2. Hallar una representación paramétrica para la recta que pasa 
por los dos puntos P = (1, -3, 1) y Q = ( -2, 4, 5). 

Primero tenemos que hallar un vector en la dirección de la recta. Hacemos 

A=P-Q, 

de modo que 
A= (3, -7, -4). 

La representación paramétrica de esta recta es entonces 

X(t) = P + tA = (1, -3, 1) + t(3, -7, -4). 

Observación. Sería igualmente correcto dar una representación paramétrica 
de la recta como 

. Y(t) = P + tB donde B = Q- P. 

Sin embargo, interpretada en términos del insecto en movimiento, una parame­
trización da la posición de un insecto moviéndose en una dirección a lo largo de la 
recta, comenzando en P en el tiempo t = O, mientras que la otra parametrización 
da la posición de otro insecto moviéndose en dirección opuesta a lo largo de la 
recta, también comenzando en P en el tiempo t = O. 
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Estudiaremos ahora la relación entre una representación paramétrica y la 
ecuación ordinaria de una recta en el plano. 

Supongan que trabajamos en el plano y escribimos las coordenadas de un 
punto X como (x,y). Sean P = (p,q) y A= (a,b). Entonces, en términos de 
las coordenadas, podemos escribir 

x = p+ta, y= q+tb, 

y podemos eliminar t para obtener la ecuación usual que relaciona a x y y. 

Ejemplo 3. Sean P = (2, 1) y A = ( -1, 5). La representación paramétrica 
de la recta que pasa por P en la dirección de A nos da 

X=·~ -t, y= 1 + 5t. 

Al multiplicar por 5 la primera ecuación y sumar se tiene 

5x+ y= 11, 

que es la conocida ecuación de una recta. 

Esta eliminación de t muestra que todo par (x, y) que satisface la represen­
tación paramétrica ( *) para algún valor de t también satisface la ecuación ( **) . 
Recíprocamente, supongan que tenemos un par d~ números (x, y) que satisfacen 
(**)· Sea t = 2- x. Entonces 

y= 11 - 5x = 11- 5(2- t) = 1 + 5t. 

Por lo tanto, existe algún valor de t que satisface la ecuación ( *) . Hemos probado 
así que los pares (x,y) que son soluciones de (**) son exactamente los mismos 
pares de números que los obtenidos al dar valores arbitrarios de t en ( *). Así 
pues, la recta se puede describir paramétricamente como en ( *), o en términos 
de su ecuación usual ( **). Al comenzar con la ecuación ordinaria 

5x+ y= 11, 

hacemos t = 2 - x para recuperar la parametrización específica de ( *) . 
Cuando parametrizamos una recta en la forma 

X= P+tA, 

es evidente que tenemos infinidad de posibilidades para P sobre la recta, y 
también infinidad de posil_>ilidades para A, que difieren en un múltiplo escalar. 
Siempre podemos seleccionar al menos una. A saber, dada una ecuación 

ax +by= e 

con números a, b y e, supongan que a '1 O. Usamos y como parámetro y 
hacemos 

y= t. 
Entonces podemos despejar x, a saber, 

e b 
X=-- -t. 

a a 
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Se~n P = (efa,O) Y A= (-bfa,1). Vemos que un punto arbitrario (x,y) 
satisfaga la ecuación que 

ax+by=e 
se puede expresar paramétricamente, a saber, 

(x,y) = P+tA .. 

En dimensiones superiores, al comenzar con una representación paramétrica 

X=P+tA, 

no ~odemos elimin_ru; t', ·y así la representación paramétrica es la única dis­
pomble para descr1b1r una recta. 

XV, §5. EJERCICIOS 

b Hallar una representación paramétrica para la recta que pasa por los siguientes 
pares de puntos. 
(a) P1 = (1,3,-1) y P2 = (-4,1,2) 
(b) pl = (-1,5,3) y p2 = (-2,4,7) 

Hallar una representación paramétrica para la recta que pasa por los puntos siguientes. 

2. (1,1,-1) y (-2,1,3} 3. ( -1, 5, 2) y (3, -4,1) 

4. ~e~ P = (1, 3, -1) Y Q = ( -4, 5, 2). Determinar las coordenadas de los puntos 
siguientes: 

(a) El punto medio del segmento entre P y Q. 

(b) Los dos .puntos sobre este segmento de recta que están a un tercio y a dos tercios 
del cammo de P a Q. 

(e) El punto que está a un quinto del camino recto de p a Q. 

(d) El punto que está a dos quintos del camino recto de p a Q. 

5. Si P Y Q so? dos puntos arbitrarios en el n-espacio, dar la fórmula general para 
el punto medio del segmento entre P y Q. 

XV, .§6. PLANOS 

Pod~~os describir planos en el 3-espacio mediante una ecuación análoga a la 
ecuac10n de la recta. Procedemos como sigue. 
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Figura 32 

Sea p un punto en el 3-espacio y consideren un vector fijo OÑ. Definimos 

el plano q~e pasa por p perpendicular a OÑ como la colección de todos 

los puntos X tales que el vector fi~o P X es per~~~dicular a OÑ. De acuerdo 
con nuestras definiciones, esto eqmvale a la cond1c10n 

(X -P)·N =0 

que también se puede escribir como 
~·-x-. -N~=-. p-. N:-.,..-.-, 

También diremos que este plano es el perpendicular a f!·, y está form~do. por 
todos los vectores X tales que X - P es perpendicular a N. Hemos dtbuJado 
una situación típica del 3-espacio en la figura 32. . • . • 

Además de decir que N es perpendicular al plano, tambten se dtce que N 
es normal al plano. 

Sea t un número :f. O. Entonces el conjunto de puntos X tales que 

(X- P) ·N= O 

coincide con el conjunto de puntos X tales que 

(X - P) · tN = O. 

Así podemos decir que nuestro plano es el plano que pasa por P Y es perp~ndi­
cular a la recta en la dirección de N . Para hallar la ecuación del plano pudtmos 
usar cualquier vector tN (con t :f. O) en lugar de N· 

Ejemplo l. Sean 

p = (2, 1, -1) y N= (-1, 1,3). 

Sea X= (x, y, z). Entonces 

X ·N= (-1)x+y+3z. 
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En consecuencia, la ecuación del plano que pasa por P y es perpendicular a N 
es 

-x +y+ 3z = -2 + 1 - 3 
o 

-x + y+ 3z = -4. 

Observen que en el 2-espacio, con X = (x, y), las fórmulas conducen a la 
ecuación de la recta en el sentido ordinario 

Ejemplo 2. La ecuación de la recta en el plano xy que pasa por ( 4, -3) y 
es perpendicular a ( -5, 2) es 

-5x + 2y = -20-6 = -26. 

Ahora estamos en posición de interpretar los coeficientes ( -5, 2) .de x y y 
en esta ecuación, y se ve que dan lugar a un vector perpendicular a la1recta. En 
cualquier ecuación 

ax+by =e 

el vector (a, b) es perpendicular a la recta determinada por la ecuación. 
De manera análoga, en el 3-espacio, el vector (a,b,c) es perpendicular al plano 
determinado por la ecuación 

ax + by + cz = d. 

Ejemplo 3. El plano determirí"ado por la ecuación 

2x-y+3i = 5 

es perpendicular al vector (2, -1, 3). Si queremos hallar un punto en ese plano 
es obvio que tenemos muchas posibilidades. Podemos dar valores arbitrarios a 
x y y, y después despejar z. Para obtener un punto concreto, sean x = 1 y 
y = l. Entonces despejamos z, a saber, 

3z = 5 - 2 + 1 = 4, 

de modo que z = ~. Así, 
(1, 1, ~) 

es un punto en el plano. 

Se dice que la ecuación X · N = P · N en el n-espacio es la ecuación de un 
hiperplano. Por ejemplo, 

3x - y + z + 2w = 5 

es la ecuación de un hiperplano en el 4-espacio, perpendicular a (3, -1, 1, 2). 
Se dice que dos vectores A y B son paralelos si existe un número e =/: O tal 

que cA = B. Se dice que dos rectas son paralelas si, dados dos puntos distintos 
P1 y Ql sobre la primera recta y P2 y Q2 sobre la segunda, los vectores 

P1- Ql 
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y 

son paralelos. 
Se dice que dos planos son paralelos (en el 3-espacio) si sus vectores normales 

son paralelos. Se dice que son perpendiculares si sus vectores normales son 
perpendiculares. El ángulo entre dos planos se define como el ángulo entre sus 
vectores normales. 

Ejemplo 4. Hallar el coseno del ángulo 9 entre los planos 
2z- y+z= O, 

z+2y- z= l. 
Este coseno es el coseno del ángulo entre los vectores 

A= (2,-1,1) y B = (1,2,-1). 

A·B 1 
cosO= IIAiiiiBII = -6. 

Entonces 

Ejemplo 5. Sean 
Q = (1, 1, 1) y p = (1, -1, 2). 

Sea 
N= (1,2,3). 

Hallar el punto de intersección de la recta que pasa por\P en la dirección de N, 
y el pláno que pasa por Q perpendicular a N . · 

La representación paramétrica de la recta que pasa por P en la dirección de 
N es ' 
(1) . X= P+tN. 
La ecuación del plano que pasa pw: Q perpen~lar a N es 
(2) L(X -JlJ o 1'!__-EJ!., X ·~ : f,¡ 

Visualizamos la recta y el p~como sigue: 

Figura 33 

Debemos hallar el valor de t tal que el vector X en (1) también satisfaga (2), 
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esto es, 

(P+tN- Q) ·N= O, 
o, después de usar las reglas del producto punto, 

(P- Q) ·N+ tN. N= O. 
Despejando t se obtiene 

_ (Q-P)·N 1 
t- --N-N - 14" 

Así, el punto de intersección deseado es 
¡ 

P + tN = (1, -1, 2) + -114 (1 2 3) = (12 _ll ~) 
' ' 14' 14' 14 o 

Ejemplo 6. Hallar la ecuación del plano que pasa por los tres puntos 

P1=(1,2,-1), P2=(-,.1,1,4), Ps=(1,3,-2). 

Visualizamos _esquemáticamente los tres puntos así: 

Figura 34 
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En1tonces ·hall~ un vector(~erpendicular a p 1p 2 y a p1p3 0 en otras 
pa abras, perpendicular a P2 - P1 y a p3 - p1 . Tenemos ' ' 

P2 -P1 = (-2, -1,+5), 

Ps- P1 = (0, 1, -1). 

Sea N= (a,b,e). Debemos resolver 

N· (P2- P¡) = O 

en otras palabras, 

y N· (Ps- P1) =O, 

-2a- b+5e= O, 

b- e= O. 
Tomamos b = e = 1 y resolvemos para a = 2. Entonces 

N=(2,1,1) 
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satisface nuestr<>S requerimientos. El plano perpendicular a N que pasa por P1 
es el plano deseado. Su ecuación es entonces X · N = P1 · N, esto es, 

2x + y + z = 2 + 2 - 1 = 3. 
Distancia entre un punto y un plano. Consideren un plano definido por 

la ecuación 
(X -P)·N =0, 

y sea Q un punto arbitrario. Deseamos hallar una fórmula para la distancia 
entre Q y el plano. Con esto nos referimos al segmento que va desde Q hasta el 
punto de intersección de la recta perpendicular al plano que pasa por Q, como 
en la figura. Sea Q' este punto de intersección. 

Figura 35 

Por geometría tenemos: 
longitud del segmento (JQ' = longitud de la proyeccción de QP sobre QQ'. 

Podemos expresar la longitud de esta proyección en términos del producto punto, 
como sigue. Un vector unitario en la dirección de N, que es perpendicular al 
plano, está dado por N/IINII. Entonces 

longitud de la proyección de QP sobre QQ' 

= norma de la proyección de Q- P sobre N /IINII 

= I<Q- P) ·u~ul· 
Esto también se puede escribir en la forma: 

[XV, §6] 

Ejemplo 7. Sean 

Q = (1,3,5), 

La ecuación del plano es 

Hallamos IINII = y/3, 

PLANOS 

p = (-1, 1, 7) y N= (-1, 1, -1). 

-x+y- z = -5. 

Q- P = (2, 2, -2) y (Q- P) ·N= -2 + 2 + 2 = 2. 

Por lo tanto, la distancia entre Q y el plano es 2/vl3. 

XV, §6. EJERCICIOS 

l. Mostrar que las rectas 2:z: + 3y = 1 Y 5:z: - 5y = 7 no son perpendiculares. 
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2. Sean y = m:z: + b y y - m':z: + 1 · d . . - e as ecuaciones e dos rectas en el plano Es-
cnbu los vectores perpendiculares a estas rectas Most t · 

d. · rar que es os vectores son 
perpen Iculares a todoo los otros si, y sólo si, mm'= -1. 

Halla1r la ealcuació~ d~ la recta en el 2-espacio, perpendicular a N y que pasa por p 
para os v ores siguientes de N y p. ' 

3. N=(1,-1), P=(-5,3) 

5. Most· .. r que las rectas 

4. N= (-5,4), P = (3,2) 

3:z:- 5y = 1, 2:z:+3y =5 

no son perpendiculares. 

· 6. ¿Cuáles de los siguientes pares de rectas son perpendiculares? 
(a) 3:z:- 5y = 1 y 2:z: +y= 2 
(b) 2:z: + 7y = 1 y :z:- y= 5 
(e) 3:z: - 5y = 1 y 5:z: + 3y = 7 
(d) -:z: +y= 2 y :z: +y= 9 ' 

7. dHadallar la ecuación del plano perpendicular al vector dadó N y que pasa por el punto 
o P. 

(a) N=(1,-1,3), P=(4,2,-1) 
(b) N=(-3,-2,4), P=(2,r,-5) 
(e) N=(-1,0,5), P=(2,3,7) 

8. H( al) lar( la ecuación del plano que pasa por los tres puntos siguientes. 
a 2,1,1), (3,-1,1), {4,1,-1) 

(b) (-2,3,-1), (2,2,3), (-4,-1,1) 
(e) (-5,-1,2), (1,2,-1), (3,-1,2) 

9. ~al(~a; ~n2 v)ecto(2r p1erp)endicular a (1, 2, -3) y (2, -1, 3) y otro vector perpendicular 
, , y , , 1 . 
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10. Hallar un vector paralelo a la recta de intersección de los dos planos 

2x- y +z = 1, 

11. La misma cuestión para los planos 

2x+y+5z = 2, 

3x +y+z = 2. 

3x- 2y+z = 3. 

• 

\ 
[XV, §6] 

12. Hallar una representación paramétrica para la recta de intersección de los planos 
de los ejercicios 10 y 11. 

13. Hallar el coseno del ángulo entre los planos siguientes: 
(a) x +y+ z = 1 (b) 2x + 3y - z = 2 

x-y-z=5 x-y +z=1 
(e) x + 2y- z = 1 (d) 2x +y + z = 3 

-x + 3y + z = 2 -x - y + z = 7r 

14. (a) Sean P = (1, 3, 5) y A = ( -2, 1, 1). Hallar la intersección de la recta que pasa 
por P en la dirección de A con el plano 2x + 3y - z = 1 . 

(b) Sea P = (1, 2, -1). Hallar el punto de intersección del plano 

3x -4y+z = 2, 

con la recta que pasa por P, perpendicular a ese plano. 

15. Sean Q = (1, -1, 2), P = (1, 3, -2) y N = (1, 2, 2). Hallar el. punto de la inter­
sección de la recta que pasa por P en la dirección de N con el plano que pasa por 
Q , perpendicular a N. 

,. 16. Hallar la distancia entre el punto indicado y el plano. 
·(a) (1, 1, 2) y 3x +y- 5z = 2 
(b) (-1,3,2) y 2x-4y+z=1 
(e) (3, -2, 1) y el plano yz 
(d) ( -3, -2, 1) y el plano yz 

17. Trazar el triángulo con vértices A= (1,1), B = (2,3) y C = (~,-1). Trazar el 

punto P tal que AP .i BC y P pertenece a la recta que pasa por los puntos B 
y c. 
(a) Hallar el coseno del ángulo del triángulo cuyo vértice está en A. 
(b) ¿Cuáles son las coordenadas de P? 

18. (a) Hallar la ecuación del plano M que pasa por el punt..o P = (1, 1, 1) Y es per­

pendicular al vector OÑ, donde N = (1, 2, O). 
(b) Hallar una representación paramétrica de la recta L que pasa por 

Q = (1,4,0) 

y es perpendicular al plano M. 
(e) ¿Cuál es la distancia de Q al plano M? 

19. Hallar el coseno del ángulo entre los planos 

2x+4y-z=5 y x -3y+2z =O. 

CAPÍTULO XVI 

Diferenciación de vectores 

XVI, §1. LA DERIVADA 

~onsideren un. i~~ecto q.ue se mueve a lo largo de una curva en el espacio tridimen­
siOnal. La POSlClon del msecto en el tiempo t está dada por las tres coordenadas 

(z(t), y(t), z(t)), 

que ~epend~n de t. Las abreviamos como X(t). Por ejemplo en el capítulo 
antt~rdtordse Vlo que la posición de un insecto que se mueve a lo lar~o de una recta 
es a a a por 

X(t) = P+tA, 

donde P es e~ punto inicial Y A da la dirección del insecto. Sin embargo 
podemos da~ ejemplos de cuando el insecto no se mueve sobre un recta. Primer~ 
veamos un ejemplo en el plano. 

Figura 1 
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Ejemplo l. Sea X ( 8) = ( cos 8, sen 8) . Entonces el insecto se mueve a lo 
largo de un círculo de radio 1 en el sentido contrario al que giran las manecillas 
del reloj. Aquí usamos 8 como la variable correspondiente al ángulo mostrado 
en la figura. Sea w la velocidad angular del insecto y supongamos que w es 
constante. Así, d8fdt = w y 

8 = wt + una constante. 

Por sencillez suponemos que la constante es O. Entonces podemos escribir la 
posición del insecto como 

X(8) = X(wt) = (coswt,senwt). 

Si su velocidad angular es 1, tenemos entonces la representación más sencilla, 

X(t) = (cost,scnt). 

Ejemplo 2. Si el insecto se mueve alrededor de un círculo de radio 2 con 
velocidad angular igual a 1, entonces su posición en el tiempo t está dada por 

X(t) = (2 cost, 2sen t). 

De manera más general, si el insecto se mueve alrededor de un círculo de radio 
r, entonces la posición está dada por 

X(t) = (rcost,rsent). 

En estos ejemplos, obviamente suponemos que, en el tiempo t = O, el insecto 
comienza en el punto (r,O), esto es 

X(O) = (r,O), 

donde r es el radio del círculo. 

Ejemplo 3. Suponer que la posición del insecto está dada en el 3-espacio 
por 

X(t) = (cost,sent). 
Entonces el insecto se mueve a lo largo de una espi­
ral. Sus coordenadas están dadas como funciones 
de t por 

z(t) = cost, 

y(t) =sen t, 

z(t) =t. 
La posición en el tiempo t se obtiene al sustituir 
un valor particular de t. Así: 

X(1r) = (cos7r,sen7r,7r) = (-1,0,11") 

X(1) = (cos 1,sen 1, 1). 

Podemos ahora dar la definición de una curva en 
general. 

Figura 2 
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Definición. Sea I un intervalo. U na curva parametrizada (definida en 
este intervalo) es una asociación que a cada punto de I asocia un vector. Si X 
denota una curva definida en I y t es un punto de I, entonces X(t) denota el 
vector asociado a t mediante X. A menudo escribimos la asociación t 1-+ X(t) 
mediante una flecha 

También llamamos a esta asociación la parametrización de una curva. X(t) 
se llama vector de posición en el tiempo t; y se puede escribir en términos de 
coordenadas, 

X(t) = (z¡ (t), ... , Zn(t)), 

donde cada z;(t) es una función de t. Decimos que esta curva es diferenciable 
si cada función z;(t) es una función diferenciable de t. 

Observación. Los intervalos de definición de nuestras curvas serán abiertos, 
cerrados, semiabiertos o semicerrados. Cuando definimos Ia derivada de una 
curva, se sobreentiende que el intervalo de definición contiene más de un punto. 
En ese caso, en un extremo se toma el límite usual de 

f(a + h)- /(a) 
h 

para aquellos h tales que tenga sentido el cociente, i.e. a+ h esté en el intervalo. 
Si a es un extremo izquierdo, se considera el cociente sólo para h > O. Si a 
es un extremo derecho, el co~iente se considera sólo para h < O. Entonces las 
reglas . usuales para la diferenciación de funciones son verdaderas en su mayor 
generalidad, y así también serán verdaderas las reglas 1 a 4 que se verán a 
continuación, así como la regla de la cadena de la sección §2. [En el ejercicio 
ll(b) se da un ejemplo de una afirmación que no siempre es verdadera para 
curvas definidas en intervalos cerrados.] 

Tratemos de diferenciar curvas. Consideramos el cociente de Newton 

X(t + h)- X(t) 
h 

Su numerador se ilustra en la figura 3. 

Figura 3 



. 500 DIFERENCIACIÓN DE VECTORES [XVI, §1] 

Cuando h tiende a O, vemos geométricamente que 

X(t + h)- X(t) 
h 

deberá tender a un vector que apunte en la dirección de la curva. Podemos 
escribir el cociente de Newton en términos de coordenadas, 

X(t + hi- X(t) = (z1(t + hi- Z¡(t), ... 
1 

Zn(t + hi- Zn(t)) 

y ver que cada componente es un cociente de Newton para la coordenada co.rres­
pondiente. Suponemos que cada z¡(t) es diferenciable, y entonces todo cociente 

x;(t + h)- x;(t) 
h 

tiende a la derivada dx;fdt. Por esta razón definimos la derivada dXfdt como 

d: = ( d~l 1 ••• 1 d;tn) . 

De hecho, también pudimos decir que el vector 

( dx 1 dxn) 
Tt·····Tt 

es el límite del cociente de Newton 

X(t + h)- X(t) 
h 

cuando h tiende a O. En efecto, cuando h tiende a O, cada componente 

x;(t + h)- z;(t) 
h 

tiende a dx;f dt. Por lo tanto, el cociente de Newton tiende al vector 

( d~l 1 ••• 1 d;tn) . 

Ejemplo 4. Si X(t) = (cost,sent,t) entonces 

dX 
-::::: (-sent,cost, 1). 
dt 

\ 
( 

Los físicos denotan a menudo dXfdt por X; y en el ejemplo anterior también 
pudimos escribir 

X(t) = -sent,cost, 1) = X'(t). 

Definimos el vector velocidad de la curva en el tiempo t como el vector 
X'(t). 

[XVI, §1] LA DERIVADA 

Ejemplo 5. Cuando X(t) = (cost,sent,t), entonces 

X'(t) = (-sent,cost,1); 
el vector velocidad en t = 71' es 

X'('~~')= (0, -1, 1), 
y para t = 71' /4 obtenemos 

X'( 71'/4) = ( -1/../2, 1/../2, 1). 
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El vector velocidad está fijo en él origen, pero cuando lo trasladamos al punto 
X(t) lo visualizamos como tangente a la curva, como en la figura siguiente. 

X(t)+X'(t) 

Figura 4 

Definimos la recta tangente a una curva X en el tiempo t como la recta 
que pasa por X(t) en la dirección de X'(t), siempre que X'(t) -::/: O. De lo 
contrario no definimos ninguna recta tangente. Tenemos entonces dadas dos 
interpretaciones para X'(t): 

X'(t) es la velocidad en el tiempo t; 

X'(t) es paralelo al vector tangente en el tiempo t. 

A veces, por abuso de lenguaje, llamamos a X'(t) vector tangente, aunque ha­

blando estrictamente, nos deberíamos referir al vector fijo X(t)(X(t) + X'(t)) 
como el vector tangente. Sin embargo, es complicado escribir cada vez este vector 
fijo. 

Ejemplo 6. Hallar una ecuación paramétrica de la recta tangente a la curva 
X(t) = (sent,cost) en t = 71'/3. 

71' 

Thn,_ :~·(;;(: ~i~f)~f) ,Yde ~~i~e~en~ ~obten~ 
ff_L_ - \ - J1_Q] 

Sean P = X( 71'/3) y A = X'( 71'/3). Entonces una ecuación paramétrica de la 

recta tangente ~~~~~~"'!"~~(,Ta ;) _TI :;ra) --]~· 
'···· L(~~ ~-~ ~.:~-·=·- 2 ~~ ... -~ .. ~.: ... 2 t. -··~ 
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(Usamos la letra L porque ya está ocupada X.) En términos de las coordenadas 
L(t) = (x(t),y(t)), podemos escribir la recta tangente como 

.;31 
x(t) = 2 + 2t, 

1v'3 
y(t) = 2- Tt. 

Ejemplo 7. Hallar la ecuación del plano perpendicular a la espiral 

X(t) = (cost,sent,t) 

cuando t = 1r /3. 

Figura 5 

Sea el punto dado: 

P=X (i) = (cosi,seni,i), 

y, de manera más sencilla, 

P=(i·~·i)· 
Debemos entonces hallar un vector N perpendicular al plano en el punto dado 

P. 
Tenemos X'(t) = (-sent,cost, 1), de modo que 

X' (i) = (- ~,i,1) =N. 

La ecuación del plano que pasa por P y es perpendicular a N es 

X·N=P·N, 

de modo que la ecuación del plano deseado es 

v'3 1 v'3 v'3 'Ir 
-Tx+ 2y+z= -4+ 4+ 3 

'Ir 

=3· 
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Definimos la rapidez de la curva X(t) como la norma del vector velocidad 
Si denotamos la rapidez por v(t), entonces, por definición, tenemos . 

v(t) = IIX'(t)ll, 

y así, 

v(t)2 = X'(t)2 = X'(t) · X'(t). 

También podemos omitir la t de la notación y escribir 

v 2 = X' · X' = X'2 . 

Ejemplo 8. La rapidez del insecto que se mueve sobre el círculo 

X(t) = (cost,sent) 

es la norma de la velocidad X'(t) = (-sen t, cos t), y es 

v(t) = v'C- sen t)2 + ( cos2 t) = 1. 

Ejemplo 9. La rapidez del insecto que se mueve sobre la espiral 

X(t) = (cost,sent,t) 

es la norma de la velocidad X'(t) = (-sen t, cost, 1), y es 

v(t) = J(-sent)2+ (cos2t) + 1 

= v'2. 
Definimos el vector aceleración como la derivada 

dX'(t) = X"(t) 
dt , 

siempre, claro está, que X' sea diferenciable. También denotaremos el vector 
aceleración por X"(t), como antes. 

Ahora estudiaremos la aceleración. Hay dos definiciones posibles para una 
aceleración escalar: 

La primera es la razón de cambio de la rapidez, esto es 

dv 
dt = v' (t). 

La segunda es la norma del vector aceleración, esto es 

IIX"(t)ll. 

1 
1 

1 

j
li 

1 

.1 
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Advertencia. Usualmente éstas dos no son iguales. Casi cualquier ejemplo 
lo mostrará.. 

Ejemplo 10. Sea 
X(t) = (cost,sent). 

Entonces: 

v(t) = IIX'(t)lJ = ,~'. 
X"(t) = (-cost,-sent), 

de modo que 

de modo que 

dvfdt =O. 

IIX"(t)ll = l· 
Así, cuando nos refiramos a una aceleración escalar, siempre deberemos decir a 
cuál. _Podríamos usar la notación a(t) para la aceleración escalar, pero debemos 
especificar cuál de estas dos posibilidades es la que denota a(t). 

El hecho de que las dos cantidades anteriores no sean iguales refleja la inter­
pr~tación ~lSica. Un insecto q~e se mueve alrededor de un círculo eón rapidez 
umforme tiene dv / dt = O. S m embargo, el vector aceleración no es O , pues 
el vector velocidad está. cambiando constantemente. Por lo tanto, la norma del 
vector aceleración no es igual a O. 

Listaremos las reglas para la diferenciación. Éstas serán sobre sumas, pro­
ductos, y la regla de la cadena que diferimos para la sección siguiente. 

La áeti~ada de una curva se define por medio componentes. Así; las reglas 
para la derivada serán parecidas a las reglas para diferenciar funciones. 

~gla l. Sean X(t) y Y(t) dos curvas diferenciables (deñnidas para Jos 
mJsmos valores de t). Entonces la suma X(t) + Y(t) es diferenciable, y 

d(X(t) + Y(t)) dX dY 
dt = dt+ dt' 

Regla 2. Sea e un número y sea X(t) diferenciable. Entonces cX(t) es 
diferenciable, y 

d(cX(t)) dX 
dt = cdt. 

Regla 3. Sean X(t) y Y(t) dos curvas diferenciables (deñnidas para Jos 
mismos valores de t ). Entonces X(t) · Y(t) es una función diferenciable cuya 
derivada es 

d 
dt(X(t) · Y(t)] = X(t) · Y'(t) + X'(t). Y(t). 

(Esto es formalmente análogo a la derivada de un producto de funciones a 
saber, la primera por la derivada de la segunda más la segunda p~r 
la derivada de la primera, excepto que ahora el producto es un producto 
escalar.) · 

Como ejemplo de las demostraciones, daremos la tercera en detalle y dejamos 
las otras como ejercicios. 

Por simplicidad, sean 

X(t) = (z1(t), z2(t)) y Y(t) = (y¡(t), Y2(t)). 
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Entonces 

d d 
dtX(t) · Y(t) = dt(z1(0,y1(t) + z2(t)y2(t)] 

dy¡ dz¡ dy2 dz2 
= Z¡(t)dt + dty¡(t) + Z2(t)dt + dtY2(t) 

= X(t) · Y'(t) + X'(t) · Y(t), 

combinando los términos ~~iopiados. 
La demostración para el 3-espacio o el n-espacio se obtiene al reemplazar 2 

por 3 o n e insertando ... ~nmedio para tomar en cuenta las otras coordenadas. 

Ejemplo 11. El cuadrado X(t)2 = X(t) · X(t) se presenta con frecuencia 
en las aplicaciones, pues, por ejemplo, puede interpretarse como el cuadrado de 
la distancia de X(t) al ori~en. Al usar la regla de la derivada de un producto; 
hallamos la fórmula 

!x(t)~ = ~X(t) · X'(t). 

Deberán memorizar esta fórmula repitiéndola en voz alta. 

Supongan que IIX(t)ll es constante. Esto significa que X(t) está sobre la 
esfera de radio constante k. Al tomar el cuadrado se obtiene 

X(t)2 = k2 

esto es, X(t)2 también es constante. Al diferenciar ambos lados respecto a t se 
obtiene 

2X(t) · X'(t) = O, y entonces, X(t) . X'(t) = O. 

Interpretación. Suponer que un insecto se mueve a Jo largo de una curva 
X(t) que permanece a distancia constante del origen, i.e. IIX(t)ll = k es cons­
tante. Entonces el vector de posición X(t) es perpendicular a la velocidad 
X'(t). ·· 

Si IIX(t)W = 1 entonces X(t) .L X'(t). 

Curva sobre una esfera 
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Si 4(t) es una curva y f(t) es una función, definida para los mismos valores 
de t, entonces tambjén podemos formar el producto f(t)X(t) del número f(t) 
por el vector X(t). 

y 

Ejemplo 12. Sean X(t) = (cost,sent,t) y f(t) = e1 ; entonces 

f(t)X(t) = (e1 cos t, e1 sen t, e1t), 

j(w')X(1r) = (e,..(-l),e,..(O),e .. 7r) = (é .. ,O,e,..7r). 

Si X(t) = (z(t), y(t), z(t)), entonces 

f(t)X(t) = (f(t)z(t), f(t)y(t), f(t)z(t)). 

Tenemos una regla para dicha diferenciación análoga a la regla 3. 

Regla 4. Si tanto f(t) como X(t) están definidas sobre el mismo intervalo 
y son diferenciables, entonces lo mismo sucede con f(t)X(t), y 

~f(t)X(t) = t(t)X'(t) + J'(t)X(t). 

La demostración es la misma que para la regla 3. 

Ejemplo 13. Sea A un vector constante y sea f una función diferenciable 
ordinaria, de una variable. Sea F(t) = f(t)A. Entonces F'(t) = f'(t)A. Por 
ejemplo, si F(t) = ( cos t)A y A = (a, b) donde a y b son números fijos, entonces 

F(t) = (a~ost,~cost) 
y así 

F'(t) = (-a sen t, -bsen t) = (-sen t)A. 

De manera análoga, si A y B son vectores constantes y 

G(t) = ( cos t)A + (sen t)B, 

entonces 
G'(t) = (-sen t)A + ( cos t)B. 

XVI, §1. EJERCICIOS 

Hallar la velocidad de las curvas siguientes. 
l. (e1, cos t, sen t) 2. (sen 2t, log(1 + t), t) 

3. (cos t, sen t) 4. (cos 3t, sen 3t) 

5. (a) En los ejercicios 3 y 4, mostrar que el vector velocidad es perpendicular al vector 
de posición. ¿Sucede lo mismo en los ejercicios 1 y 2? 

(b) En los ejercicios 3 y 4, mostrar que el vector aceleración está en dirección opuesta 
al vector de posición. e' 
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6. Sean A y B dos vectores constantes. ¿Cuál es el vector velocidad de la curva 

X =A+tB? 
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7. Sea X(t) una curva diferenciable. A un plano o recta que sea perpendicular al 
vector velocidad X'(t) en el punto X(t) se le llama normal a la curva en el punto 
t o también en el punto X(t). Hallar la ecuación de una recta normal a las curvas 
de los ejercicios 3 y 4 en el punto r/3. 

8. (a) Hallar la ecuación de un plano normal a la curva 

(e1,t,t2 ) 

en el punto t = 1 . 
(b) La misma pregunta en el punto t = O. 

'1 9. Sean P el punto (1,2,3,4) y Q el punto (4,3,2,1). Sea A el vector (1,1,1,1). 
• Sea L la recta que -pa.Sa· por P y es paralela a A: 

(a) Dado un punto X sobre la. recta L., calcular la distancia entre Q y X (corno 
función del parámetro t ). 

(b) Mostrar que existe precisamente un punto Xo sobre la recta de manera tal que 
esta distancia alcanza un mínimo, y que este mínimo es 2-/5. 

(e) Mostrar que X0 - Q es perpendicular a la 'recta. 

'1.10. Sean P el punto (1,-1,3,1) y Q el punto (1,1,-1,2). Sea A el vector (1,-3,2,1). 
Resolver las mismas preguntas ue en el problema anterior, excepto que en este caso 
la distancia mínima es 146/15. 

U. Sea X(t) una curva diferenciable definida sobre un intervalo abierto; Sea Q un 
punto que no esté sobre la curva. 
(a) Escribir la fórmula para la distancia entre Q y un punto arbitrario sobre la 

curva. 
(b) Si to es un valor de t tal que la distancia entre Q y X(to) es un mínimo, 

mostrar que el vector Q-X(t~) es normal a la curva en el punto X(to). [Idea: 
Investigar el mínimo del cuadrado de la distancia.) 

(e) Si X(t) es la representación pararnétrica de una recta, mostrar que existe un 
valor único to tal que la distancia entre Q y X(toJ es un mínimo. 

12. Sean N un vector distinto de cero, e un número y Q un punto. Sea Po el punt'ó de 
intersección de la recta que pasa por Q en la dirección de N. y el plano X · N = e. 
Mostrar que para todos los puntos P del plano tenernos 

IIQ- Poli ~ IIQ- Pll. 

>{( 13. Probar que, si la rapidez es con!ltante, entonces la aceleración es perpendicular a la 
velocidad. 

14. Probar que, si la aceleración de una curva es siempre perpendicular a su velocidad, 
entonces su rapidez es constante. 

15. Sea B un vector distinto de cero y sea X(t) tal que X(t) · B = t para todo t. 
Supongamos además que el ángulo entre X'(t) y B es constante. Mostrar que 
X"(t) es perpendicular a X'(t). 

1 
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16. Escribir una representación para.métrica para la recta tangente a la curva dada en 
el punto dado en cada uno de los casos siguientes. 
(a) (cos4t,sen4t, t) en el punto t = 1r/8 
(b) (t, 2t, t2 ) en el punto (1, 2, 1) 
(e) (e3t,e-3t,3Vít) en t=l 
(d) (t, t3 , t•) en el punto (1, 1, 1) 

17. Sean A y B dos vectores constantes distintos de cero. Sea 

X(t) = e2t A+ e-2t B. 

Mostrar que X"(t) tiene la misma dirección que X(t). 

18. Mostrar que las dos curvas ( et, e2t, 1 - e-t) y (1 - 9, cos 9, sen 9) se intersecan en 
el punto (1, 1, O). ¿Cuál es el ángulo entre sus tangentes en ese punto? 

19. ¿En qué puntos interseca la curva (2t2 , 1- t, 3 + t2) al plano 

3x- 14y + z- 10 =O? 

20. Sea X(t) una curva diferenciable. 
(a) Suponer que X'(t) = O para todo t en su intervalo de definición I. ¿Qué se 

puede decir acerca de la curva? 
(b) Suponer que X'(t) ::/: O pero X"(t) =O para todo t en el intervalo. ¿Qué se 

puede decir acerca de la curva? 

21. Sea X(t) =(a cos t, asen t, bt), donde a y b son constantes. Sea 9(t) el ángulo que 
forma la recta tangente en un punto dado de la curva con el eje z. Mostrar 'que 
cos9(t) es la constante bf-./a2 + b2. \ 

22. Mostrar que los vectores velocidad y aceleración de la curva en el ejercicio 21 tienen 
normas (magnitudes) constantes. 

23. Sea B un vector unitario constante, y sea X(t) una curva tal que X(t). B = e2t 
para todo t. Suponer también que el vector velocidad de la curva forma un ángulo 
constante 9 con el vector B, con O < 8 < 7r /2. 
(a) Mostrar que la rapidez es 2e2tfcos9. 
(b) Determinar el producto punto X'(t) · X"(t) en términos de t y 9. 

24. Sea 

( 2t l-t2 ) 
X(t)= l+t2'l+t2'1 . 

Mostrar que el coseno del ángulo entre X(t) y X'(t) es constante. 

25. Suponer que un insecto se mueve a lo largo de una curva diferenciable B(t) = 
(x(t), y(t), z(t)), que está sobre la superficie z2 = 1 + x2 + y2 • (Esto significa que 
las coordenadas (x, y, z) de la curva satisfacen esta ecuación.) 
(a) Mostrar que 

2x(t)x'(t) = B(t) · B'(t). 

(b) Suponer que el coseno del ángulo entre el vector B(t) y el vector velocidad 
B'(t) siempre es positivo. Mostrar que la distancia del insecto al plano yz crece 
cuando su abscisa es positiva. 

(XVI, §2] LONGITUD DE CURVAS 

26. Un insecto se mueve en el espacio sobre una curva dada por 

X(t) = (t, t2 , ft3 ), 

(a) Hallar una representación para.métrica de la recta tangente en t =l. 
(b) Escribir la ecuación del plano normal a la curva en t =l. 
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• 27. Sea una partícula moviéndose en el plano de modo que su posición en el tiempo t 
es 

C( t) = ( et cos t, et sen t). 

Mostrar que el vector tangente a la curva forma un ángulo constante de 7r/4 con el 
vector de posición. 

XVI, §2. LONGITUD DE CURVAS 

Suponer que un insecto viaja a lo largo de una curva. X(t); la razón de cambio 
de la distancia recorrida es igual a la rapidez, de modo que podemos escribir la 
ecuación 

ds(t) = v(t). 
dt 

En consecuencia, es razonable dar la siguiente definición. 
Definimos la longitud de la curva X entre dos valores a y b de t (a :5 b) 

en el intervalo de definición de la curva, como la integral de la rapidez: 

[' v(t) dt =lb IIX'(t)ll dt. 

Por definición, podemos reescribir esta integral en la forma 

( dx) 2 (dy) 2 dt 
dt + dt 

cuando X(t) = (x(t), y(t)), 

fb (dx) 2 (dy) 2 (dz) 2 

la dt + di + di dt cuando X(t) = (x(t), y(t), z(t)), 

lb cuando X(t) = (x¡(t), ... ,xn(t)). 

Ejemplo l. Sea la curva definida por 

X(t) = (sen t, cos t). 

Entonces X'(t) = (cost,-sent) y v(t) = vrcos___,.2_t_+_s-en"'""'2:-t =l. Por lo tanto, la 
longitud de la curva entre t = O y t = 1 es 

11 
v(t) dt = { = l. 

En este caso, obviamente, es fácil evaluar la integral, pero no hay razón para que 
esto siempre sea así. 
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Ejemplo 2. Formar la integral para obtener la longitud de la curva 

X(t) = (e',sent,t) 

entre t = 1 y t = 1r. 

Tenemos X'(t) =(e', cost, 1). Por lo tanto, la integral deseada es 

l" Je2' + cos2 t + 1 dt. 

En este caso no hay una fórmula fácil para la integral. Sin embargo, en los ejer­
cicios, las funciones están ajustadas de manera que la integral se pueda evaluar 
mediante técnicas elementales de integracion. Pero no esperen que éste sea el 
caso en la vida real. La presencia del signo de raíz cuadrada frecuentemente hace 
impo~ible evaluar la integral de longitud mediante funciones elementales. 

XVI, §2. EJERCICIOS 

l. Hallar la longitud de la espiral ( cos t, sen t, t) entre t = O y t = l. 

2. Hallar la longitud de las espirales 
(a.) (cos2t,sen2t,3t) entre t= 1 y t=3. 
(b.) (cos4t,sen4t,t) entre t=O y t=r/8. 

3. Hallar la longitud de la curva indicada para la integral dada: 
(a) (t, 2t, t2 entre t = 1 y t = 3. [Idea: En algún momento llegarán a la integral 

J 1 + u2 du. La manera más fácil de manejar esto es hacer 

donde 

et- e-t 
u=--- =senht, 

2 
de modo que 

et + e-t 
cosht= ---. 

2 

1 + senh2 t = cosh2 t, 

Esto hace que la expresión bajo el signo de raíz cuadrada sea un cuadrado 
perfecto. Este método probará, de hecho, la fórmula general 

j Ja2 + x2 dx = ~[xVa2 + x2 + a2log(x + .ja2 + x2)]. 

Por supuesto, se puede verificar la fórmula al diferenciar el lado derecho, y se 
usará sólo para el ejercicio. 

(b) (e31 ,e-3 t,3./2t) entre t =O y t = !· 
[Idea: En algún momento se llegará a la raíz cuadrada 

Je6t + e-6t + 2. 

La expresión bajo la raíz cuadrada es un cuadrado perfecto. ¿Qué se obtiene al 
elevar al cuadrado ( e3 t + e -at) ?] 
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4. Hallar la longitud de la curva definida por 

X(t) = (t- sent, 1- cost) 

entre (a) t =O y t = 2r, (b) t =O y t = r/2. 
[Idea: Recordar la identidad 

29 l-cos29 
sen= 2 . 

Entonces, al hacer t :::::; 29, se obtiene 

1- cost = 2sen2(t/2). 
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La expresión bajo el signo de raíz cuadrada será entonces un cuadrado perfecto.] 

5. Hallar la longitud de la curva X(t) = (t,logt) entre: 
(a) t = 1 y t = 2, (b) t = 3 y t = 5. [Idea: Sustituir u2 = 1 + t2 para evaluar la 

integral. Usar fracciones parciales.] 

6. Hallar la longitud de la curva definida por X(t) = (t,logcost) entre t = O y 
t = r/4. 

7. Sea X(t) = (t, t2 , ~t3 ). 
(a) Hallar la rapidez de la curva. 
(b) Hallar la longitud de la curva entre t =O y t = l. 

8. Sea X(t) = (6t, 2t3 , 3./2 t2 ). Hallar la longitud de la curva entre t =O y t = l. 



CAPÍTULO XVII 

Funciones de varias variables 

Consideramos las funciones de varias variables como funciones de puntos en 
el espacio. Esto requiere nuestra intuición geométrica y además relacion~ con 
mayor facilidad dichas funciones con la teoría de los vectores. El gradiente 
aparecerá como una generalización natural de la derivada. En este capítulo 
estudiaremos principalmente las definiciones y conceptos básicos. En el siguiente . 
trataremos los teoremas importantes. 

XVII, §1. GRÁFICAS Y CURVAS DE NIVEL 

Para ajustarnos a la terminología usual y en aras de la br:vedad, una colec:ió~ · 
de objetos se llamará simplemente conjunto. En este capitulo tratamos princi-
palmente con conjuntos de puntos en el espacio. . · 

Sea S un conjunto de puntos en el n-espacio. Una función (definida en S) 
es una asociación que a cada elemento de S asocia un número. Poi ejemplo, 
si a cada punto asociamos el valor numérico de la temperatura en ese punto, 
tenemos la función de temperatura. 

Observación. En el capítulo anterior consideramos curvas parametrizadas, 
que asociaban un vector a un punto. No les llamamos funciones. Usamos la 
palabra .función sólo cuando los valores de la asociación son números. Nos 
parece que para este curso ésta es la convención más útil. 

En la práctica, a veces omitimos la mención explícita del conj~nto S? pues 
usualmente el contexto aclara cuáles son los puntos en que esta defimda la 
función. 
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Ejemplo l. En el 2-espacio (el plano) podemos definir una función f 
mediante la regla 

f(x,y)=x2+y2, 
la cual está definida para todos los puntos (x, y) y se puede interpretar geomé­
tricamente como el cuadrado de la distancia entre el origen y el punto. 

Ejemplo 2. De iiuevo en el 2-espacio, podemos definir una función f 
mediante la fórmula 

x2 _ y2 
f(x,y) = -2--2 para todo (x,y) "# (0,0). 

X +y 
No definimos f en (0,0) (que también se escribe 0). 

Ejemplo 3. En el 3-espacio podemos definir una función f mediante la 
regla 

f(x, y, z) = x2 - sen(xyz) + yz3 • 

Dado que un punto y un vector se representan por lo mismo (a saber, una 
n-tupla), podemos imaginar una función como las anteriores también como una 
funció~ de vectores. Cuando no queramos escribir las coordenadas, escribiremos 
f(X) en lugar de f(x¡, ... , xn). M igual que con los números, llamamos a f(X) 
valor de f en el punto (o vector) X. 

· Del mismo modo que con las funciones de una variable, definimos la gráfica 
de una función 1 de n variables x¡, ... , Xn eomo el conjunto de puntos en el 
( n + 1) -espacio de la forma 

(x¡, ... ,Xn, /(x¡, ... ,xn)), 
dondt; (x¡, ... , Xn) está en el dominio de definición de f. 

Cuando n = 1, la gráfica de una función fes el conjunto de puntos (x, f(x)). 
Así, la gráfica está en el 2-espacio. 

Cuando n = 2, la gráfica de una función f es el conjunto de puntos 

(x, y, f(x, y)). 

Cuando n = 2, ya es difícil trazar la gráfica, pues se trata de una figura en el 
3-espacio. La gráfica de una función de dos variables se puede ver así: 

z = f(:r:,y) 

1 1 L_l 1 

~ 
Figura 1 

Para cada número e, la ecuación f(x,y) =e es la ecuación de una curva en 
el plano. Tenemos bastante experiencia en dibujar las gráficas de dichas curvas, 
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por lo que podemos suponer que sabemos, en principio, trazar esta gráfica. Esta 
curva se llama curva de nivel de f en c. Nos da el conjunto de puntos (:e, y) 
donde f toma el valor e. Al trazar cierto número de dichas curvas de nivel 
podemos tener una buena descripción de la función. 

Ejemplo 4. Sea /(z, y) = :~: 2 + y2 • Las curvas de nivel se describen por las 
ecuaciones 

Éstas tienen solución sólo cuando e ~ O. En ese caso son círculos (excepto 
cuando e= O, en cuyo caso el círculo de radio O es simplemente el origen). En 
la figura 2 hemos trazado las curvas de nivel para e = 1 y 4. 

y 

f(z,y)=l 

Figura 2 

La gráfica de la función z = f(z,y) = :~:.2 + y2 es entonces una figura,en el 
3-espacio, que podemos representar como sigue. 

z 

plano (:r:,y) 

Figura 3 
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Ejemplo 5. Sea la elevación de una montaña, en metros, dada por la 
fórmula 

/(z, y) = 4000- 2:~:2 - 3y4 • 

Vemos que /(0, O) = 4000 es el punto más alto de la montaña. Conforme z y y 
crecen, la altitud decrece. La montaña y sus curvas de nivel se pueden ver así. 

Figura 4 

En este caso, el punto más alto está en el origen y las curvas de nivel indican 
que la altitud decrece conforme nos movemos alejándonos del origen. 

Si tratamos con una función de tres variables, digamos /(z, y, z), entonces 
(:e, y, z) = X es un punto en el 3-espacio. En ese caso, el conjunto de puntos 
que satisfacen la ecuación 

f(z,y,z)=c 
para alguna constante e es una superficie. El concepto análogo a una curva de 
nivel es una superficie de n~vel. 1 

Ejemplo 6. Sea /(z, y, z) = :~: 2 + y2 + z2 • Entonces f es el cuadrado de la 
distancia al origen. La ecuación 

x2 + y2 + z2 =e 

es la ecuación de una esfera para e > O, y el radio es, obviamente, .¡e. Si e = O, 
ésta es la ecuación de un punto, a saber, el origen mismo. Si e < O, no hay 
solución. Así, las superficies de nivel para la función f son esferas. 

Ejemplo 7. Sea f(x,y,z) = 3x2 + 2y2 + z2 • Entonces las superficies de 
nivel para f están definidas por las ecuaciones 

· 3x2 + 2y2 + z2 = c. 

Éstas tienen forma de elipses y se llaman elipsoides·, para e > O. 
Es más dificil hacer figuras en 3 dimensiones que en 2 dimensiones, de modo 

que nos restringimos a trazar curvas de nivel. 
La gráfica de una función de tres variables es el conjunto de puntos 

(:e, y, z, f(z, y, z)) 
en el espacio tetradimensional. Esta gráfica no sólo es difícil de dibujar, es 
imposible. Sin embargo, es posible definirla, como lo hemos hecho, escribiendo 
coordenadas de puntos. 
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En fiSica, una función f puede ser una función potencial, que da el valor de 
la energía potencial en cada punto del espacio. Las superficies de nivel se llaman 
a veces superficies de equipotencial. La función f puede dar una distribución 
de temperatura (i.e. su valor en un punto X es la temperatura en X). En ese 
caso, las superficies de nivel se llaman superficies isotermas. 

XVII, §1. EJERCICIOS 

Trazar las curvas de nivel para las funciones z = f(x,y), donde f(x,y) está dada por 
las expresiones siguientes. 

l. z2 + 2y2 ~j y- z2 3. y- 3z2 

4. 2 x-y 5. 3z2 + 3y2 ~~ xy 

7. <2:- l)(y- 2) 8. (x + l){y + 3) 9. 
x2 y2 
-¡-+ 16 

10. 2x -3y 11. Jz2+y2 1~. z2 _ Y2 

13. y2 _ x2 14. (x-1)2 +(y+3)2 15,. (z + 1)2 + y2 

XVII, §2. DERIVADAS PARCIALES 

En esta sección y en la siguiente estudiaremos el concepto de diferenciabilidad 
para funciones de varias variables. Cuando estudiamos la derivada de funciones 
de una variable, supusimos que di<;ha función estaba definida en un intervalo. 
Tendremos que hacer una hipótesis parecida en el caso de varias variables, y para 
ello necesitamos introducir un nuevo concepto. 

Sea U un conjunto en el plano. Diremos que U es un conjunto abierto 
si se satisface la siguiente condición. Dado un punto P en U, existe un disco 
abierto D de radio a > O, con centro en P y tal que D está contenido en U . 

Sea U un conjunto en el espacio. Diremos que U es un conjunto abierto 
en el espacio si, dado un punto P en U, existe una bola abierta B de radio 
a > O, con centro en P y tal que B está contenido en U. 

Demos una definición análoga de conjunto abierto en el n-espacio. 
Dado un punto P en un conjunto abierto, podemos ir en todas las direcciones 

desde P y avanzar una distancia péqueña, y estar aún dentro del conjunt? 
abierto. 

Ejemplo l. En el plano, el conjunto formado por el primer cuadrante, 
excluyendo al eje z y al eje y, es un conjunto abierto. 

El eje z no es abierto en el plano (i.e. en el 2-espacio). Dado un punto sobre 
el eje z, no podemos hallar un disco abierto con centro en ese punto y cmitenido 
en el eje~· 

· Ejemplo 2. Sea U la bola abierta de radio a > O con centro en el origen. 
Entonces U es un conjunto abierto. Esto se ilustra en la figura 5 

., 
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Figura 5 

En la siguiente figura hemos dibujado un conjunto abierto en el plano formado 
por la región dentro de la curva, pero que no contiene ningún punto de la frontera. 
También hemos localizado un punto P en U y una bola (disco) alrededor de p 
contenido en U. 

Figura 6 

Cuando definimos la derivada como el límite de 

/(z + h)- /(z) 
h 

necesitamos que la función f estuviera definida en algún intervalo abierto alre­
dedor del punto x. 

Ahora sea / una función de n variables, definida en un conjunto abierto U. 
Entonces, para cualquier punto X en U, la función f también está definida en 
todos los puntos cercanos a X, a saber, en todos los puntos que están contenidos 
en una bola abierta con centro en X y contenida en U. Obtendrem~ la derivada 
parcial de / ~anteniendo todas las variables fijas excepto una, y tomando la 
derivada ordinaria respecto a esa variable. 

Comencemos con dos variables. Dada una función f(x, y) de dos variables 
(z, y), mantengamos y constante y diferenciemos respecto a z. Hemos de con­
siderar entonces el límite, cuando h tiende a O, de 

f(x + h, y)- /(z, y) 
h 

Definición. Si existe este límite, le llamamos derivada de f respecto a 
la primera variable, o también la primera derivada parcial de f, y la 
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denotamos por 
(Dtf)(x, y). 

Esta notación nos permite usar cualesquiera letras para denotar las variables. 
Por ejemplo, 

1' f(u+h,v)-f(u,v)_Df( ) 
h~ h - 1 u,v. 

Nótese que Dtf es una sola función. Con frecuencia omitimos el paréntesis y 
escribimos 

Dtf(u,v) = (Dtf)(u,v) 

por simplicidad. 
Además, si convenimos en las variables x y y, escribimos 

a¡ 
Dtf(x,y) = ox· 

De manera análoga, definimos 

y también escribimos 

D f( ) _ 1' f(x, y+ k)- f(x, y) 
2 x,y - h~ h 

a¡ 
D2f(x, y)= {)y. 

Ejemplo 3. Sea f(x, y) = x 2y3 . Entonces 

a¡ = 2xy3 y a¡ = 3x2y2. 
ox {)y 

Observamos que las derivadas parciales son a su vez funciones. Ésta es la 
razón por la cual la notación D¡f es a veces más útil que la notación of j{)x¡. 
Nos permite escribir D¡f(P) para cualquier punto P en el conjunto donde está 
definida la parcial. No puede haber ambigüedad o confusión con un símbolo (sin 
sentido) D; (f(P)), pues f(P) es un número. Así, D¡J(P) significa (D¡J)(P), 
y es el valor de la función D¡J en P. 

Ejemplo 4. Sea f(x, y)= sen xy. Para hallar D2/(1, 1r), hallamos primero 
offoy, o D2f(x,y), que es simplemente 

D2f(x,y) = (cosxy)x. 

Por lo tanto, 
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También, 

D2f(3,¡) = (cos 3:) ·3=-~-3=-~· 
En el 3-espacio se da una definición semejante de la derivada parcial. Sea f 

una función de tres variables ( x, y, z), definida en un conjunto abierto U en el 
3-espacio. Definimos, por ejemplo, 

(D /)( )- 8/ _ 1' f(x,y,z+h)-f(x,y,z) 
3 . x, y, z ~ {)z - h~ h , 

y del mismo modo para las otras variables. 

Ejemplo 5. Sea f(x,y,z) = x 2y sen(yz). Entonces 

D3J(x, y, z) = ~~ = x 2y cos(yz)y = x 2y2 cos(yz). 

Sea X= (x, y, z) para abreviar. Sean 

Et = (1,0,0), E2 = (0, 1,0), E3=(0,0,1) 

los tres vectores unitarios usuales en las direcciones de los ejes coordenados. 
Entonces podemos abreviar el cociente de Newton para las derivadas parciales 
si escribimos 

D ·J(X) _ of _ l' f(X +hE;)- /(X) 
• - {) - lm h . 

X¡ h-0 

En efecto, observamos que 

hE1 = (h,O,O) de modo que f(X +hE¡)= f(x + h, y, z), 

y de igual modo para las otras dos variables. 
De manera similar, podemos definir las derivadas parciales en el n-espacio 

mediante una definición que se aplique simultáneamente al 2-espacio y al 3-es­
pacio. Sea f una función definida en un conjunto abierto U en el n-espacio. 
Sean las variables (x¡, ... ,xn). 

Para valores pequeños de h, el punto 

(x¡+h,x2, ... ,xn) 

está contenido en U. Por lo tanto, la función está definida en ese punto y 
podemos formar el cociente 

f(x¡ + h, x2, ... , Xn).- f(x¡,.'., Xn) 
h 

Si existe el límite cuando h tiende a O, entonces le llamamos primera derivada 
parcial de f y la denotamos por 

Dtf(x¡, ... ,xn), o Dtf(X), o también por 8i 
OX¡. 
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Asimismo, sea 

a¡ 
D¡f(X) =-a 

X¡ 

l . f(x¡, ... ,x;+h, ... ,xn)-f(x¡, ... ,xn) = Im~~~~~~~~~~~~~~~ 
h-o h 

si existe, y le llamamos i-ésima derivada parcial. 
Sea 

E; = (0, ... , O, 1, O, ... , O) 

[XVII, §2) 

el i-ésimo vector en la dirección del i-ésimo eje coordenado, que tiene todas las 
componentes iguales a O, excepto la i-ésima componente, que es l. Tenemos 
entonces 

(D;f)(X) = lím f(X + h~)- /(X). 
h-o 

Ésta es una notación abreviada muy útil, que se aplica igualmente al 2-espacio, 
al 3-espacio, o al n-espacio. 

Definición. Sea f una función de dos variables ( x, y) . Definimos el gra­
diente de f, que se escribe grad f, como el vector 

( a¡ a¡) grad f(x, y)= ax, ay . 

Ejemplo 6. Sea f(x, y) = x2y3 • Entonces 

grad f(x, y) = (2xy3, 3x2y2), 

de modo que, en este caso, 

grad /(1, 2) = (16, 12). 
Así, el-gradiente de una función f asocia un vector a un punto X. 

Si f es una función de tres variables (x, y, z), entonces definimos el gradiente 
como 

( a¡ a¡ a¡) 
gradf(x,y,z)= ax'ay'az . 

Ejemplo 7. Sea f(x, y, z) = x 2 ysen(yz). Hallar grad /(1, 1, 1r). Primero 
hallamos las tres derivadas parciales, que son: 

:~ = 2xysen(yz), / 

a¡ -
ay = x 2[y_cos(yi)z + sen(7z)], 

a¡ = ·x2y cos(yz)y = x 2y2_..cos(yz). 
az . 
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Después sustituimos (x, y, z) por (1, 1, 1r) en estas parciales, y obtenemos 

grad/(1, 1, 1r) = (0, -11", -1). 
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Sea f definida en un conjunto abierto U en el n-espacio y supongamos 
que la.S derivadas parciales de f existen en cada punto X de U. Definimos el 
gradiente de f en X como el vector 

gradf(X) = (:~, ... , :~) = (D¡J(X), ... ,Dnf(X)), 

cuyas componentes son las derivadas parciales. Esto se debe leer 

(grad !)(X), 

pero usualmente omitiremos el paréntesis alrededor de grad f. A veces escribi­
mos V f en lugar de grad f. Así, en el 2-espacio escribimos también 

Vf(x,y) = (Vf)(x,y) = (Dd(x,y),D2f(x,y)), 

y, de manera análoga en el 3-espacio, 

Vf(x,y,z) = (Vf)(x,y,z) = (Dd(x,y,z),D2f(x,y,z),D3 f(x,y,z)). 

Hasta ahora hemos definido el gradiente sólo mediante una fórmula con derivadas 
parciales. En el capitulo XVIII, sección §3, daremos una interpretación geomé­
trica del gradiente. Ahí veremos que da la direcCión de máximo crecimiento de 
la función, y que su magnitud es la razón de crecimiento en esa dirección. 

Al usar la fórmula de la derivad,a de una suma de dos funciones y la derivada 
de una constante por una función, concluimos de inmediato que el gradiente 
satisface las propiedades siguientes: 

Teorema 2.1. Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto abierto 
U, y supongamos que sus derivadas parciales existen en todo punto de U. 
Sea e un número. Entonces, 

grad(f+g) =gradf+gradg, 

grad( e!) = e grad f. 
Más adelante daremos varias interpretaciones geométricas y físicas del gra­

diente. 

XVII, §2. EJERCICIOS 

Hallar las derivadas parciales 

a¡ a¡ a¡ 
ax' &y' y az' 

paralassiguientesfunciones f(x,y) o f(x,y,z). 

Ql. xy+z ~· x2 y5 +1 3. sen(xy)+cosz 
4. cos( xy) 5. sen( xyz) 1>.J e"'Yz 

7. x2 sen(yz) % xyz ~ xz + yz + xy 



522 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES [XVII, §3] 

1 O x cos(y - 3z) + arcsen( xy) 

11. Hallar el grad f(P) si P es el punto (1, 2, 3) en los ejercicios 1, 2, 6, 8 y 9. 

12. Hallar el grad f(P) si P es el punto (1,r, r) en los ejercicios 4, 5 y 7. 

13. Hallar el grad f(P) si 

f(x, y, z) = log(z + sen(y2 - x)) 

y 
p = (1, -1,1). 

14. Hallar las derivadas parciales de x 11 • [Idea: x" = e"logs .] 

Hallar el gradiente de las siguientes funciones en el punto dado. 

15. f(x,y,z)=e- 2"'cos(yz) en (1,r,r) 

16. f(x, y, z) = e3"+11 sen(5z) en (O, O, r/6) 

XVII, §3. DIFERENCIABILIDAD Y GRADIENTE 

Sea f una función definida en un conjunto abierto U. Sea X un punto de 
U. Para todos los vectores H tales que IIHII es pequeño (y H 1 0), el punto 
X·+ H también está en el conjunto' abierto. Sin embargo no podemos formar 
un cociente 

/(X+ H)- /(X) 
H 

porque no tiene sentido dividir entre un vector. Para definir lo que.enten­
demos por que una función f sea diferenciable, debemos hallar una manera que 
no incluya la división entre H. 

Reconsideremos el caso de las funciones de una variable y fijemos un número 
z. Hemos definido la derivada como 

Sea 

/ '()-1' /(z+h)-/(z) 
z - 11~ h . 

rp(h) = /(z + h)- /(z) _ /'(z). 
h 

Entonces rp(h) no está definida cuando h =O, pero 

lím rp(h) =O. 
11-o 

Podemos escribir 
/(z + h)- /(z) = f'(z)h + hrp(h). 

Esta relación tiene sentido en tanto h 1 O. Sin embargo, observamos que, 
si definimos rp(O) como O, entonces la relación anterior es obviamente cierta 
cuando h =O (porque obtenemos O= 0). 

[XVII, §3] 
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DIFERENCIABILIPAD Y GRADIENTE 

g(h) = rp(h) 

g(h) = -rp(h) 

si h >O, 

si h <O. 
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Entonces hemos mostrado que, si f es diferenciable, existe una función g tal 
que 

(1) /(z + h)- /(z) = /'(z)h + lhlg(h), 
y 

lím g(h) =O. 
11-o 

Recíprocamente, supongamos que existen un número a y una función g(h) 
tal que · 

(la) 

y 

Hallamos, para h 1 O, 

/(z + h)- /(z) '=ah+ lhlg(h). 

lím g(h) =O. 
11-o 

/(z + h)- /(z) lhl (h) 
h =a+-¡;u . 

Al tomar el límite cuando h tiende a O, observamos que 

lím lhhlg(h) =O. 
11-o 

Por lo tanto, el límite del cociente de Newton existe y es igual a a. Por ello, f 
es diferenciable y su derivada /'(z) es igual a a. 

Entonces, la existencia de un número a y una función g que satisfaga (la) 
podría usarse como la definición de diferenciabilidad en el caso de las funciones de 
una variable. La gran ventaja de (1) es que no aparece h en el denominador. Es 
esta relación la que nos sugiere cómo definir la diferenciabilidad para funciones 
de varia.s variables, y cómo probar para ellas la regla de la cadena. 

Comencemos con dos variables. Hacemos 

X= (z,y) y H = (h,k). 

Entonces, la noción correspondiente a z + h en una variable es aquí 

X +H = (z+ h,y+ k). 

Deseamos comparar los valores de una función f en X y X + H, i.e. queremos 
investigar la diferencia 

/(X+ K)- /(X)= /(z + h,y+ k)- /(z,y). 
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Definición. Decimos que f es diferenciable en X si existen las derivadas 
parciales 

a¡ 
ax 

y 
a¡ 
ay 

y si existe una función g (definida para H pequeño) tal que 

lím g(H) =O 
H--+0 

y 

(2) 
a¡ a¡ 

J(x+h,y+k)-f(x,y)= axh+ a/+IIHI!g(H). 

Vemos el término 
a¡h+a¡k 
ax ay 

como una aproximación a f(X + H)- f(X), dependiendo, de manera particu­
larmente sencilla, de h y k. 

Si usamos la abreviación 
gradf = \7/, 

entonces la fórmula (2) se puede escribir 

f(X + H)- f(X) = \7f(x) · H + IIHiig(H). 

Como con el grad f, se debe leer (\7 /)(X) y no \7 (/(X)) , que carece de sentido, 
pues f(X) es un número para cada valor de X, y entonces no tiene sentido 
aplicar \7 a un número. El símbolo \7 se aplica a la función f, y (\7 !)(X) es 
el valor de \7f en X. 

Consideremos ahora una función de n variables. 
Sea f una función definida en un conjunto abierto U. Sea X un punto de 

U. Si H = (h¡, ... , hn) es un vector tal que IIHII sea suficientemente pequeño, 
entonces X + H será también un punto de U, de modo que f(X + H) está 
definida. Nótese que 

X+ H = (x¡ + h¡, ... , Xn + hn)· 

Ésta es la generalización de x + h que tratamos antes, en el caso de una variable, 
o (x + h, y+ k) en dos variables. Ya nos quedamos sin letras apropiadas para 
tres variables, así que podemos escribir n en lugar de 3. 

Definición. Decimos que f es diferenciable en X si existen las deriva­
das parciales D¡J(X) , ... , Dnf(X), y si existe una función g (definida para H 
pequeño) tal que 

lím g(H) =O 
H-+0 ' 

(también se escribe lím g(H) =o) 
IIHII--+0 

[XVII, §3] DIFERENCIABILIDAD Y GRADIENTE 525 

y 
f(X + H)- f(X) = D¡J(X)h¡ + · · · + Dnf(x)hn + IIHiig(H). 

Con la otra notación para derivadas parciales, esta última relación se lee: 

f(X + H)- f(X) = aa¡ h¡ + · · · + aa¡ hn + IIHiig(H). 
X¡ Xn 

Decimos que f es diferenciable en el conjunto abierto U si es diferenciable en 
todo punto de U, de modo que la relación anterior se cumple para todo punto 
X en U. 

En vista de la definición de gradiente de la sección §2, podemos reescribir 
nuestra relación fundamental en la forma 

(3) f(X + H)- f(X) = (grad /(X)) · H + IIHiig(H). 

El término IIHIIg(H) tiene un orden de magnitud menor que el término anterior 
que incluye al producto punto. Ésta es una ventaja de la presente notación. 
Sabemos cómo manejar el formalismo de los productos punto y estamos acos­
tumbrados a él, y a su interpretación geométrica. Esto nos ayudará más adelante 
para interpretar geométricamente el gradiente. 

Ejemplo l. Supongamos que sólo se consideran los valores para H que 
apuntan en la dirección de los vectores unitarios usuales. En el caso de dos 
variables, considerar, por ejemplo, H = ( h, O). Entonces, para dicho H, la 
condición de diferenciabilidad dice: · 

a¡ 
f(X + H) = f(x + h, y) = f(x, y)+ ax h + ihig(H). 

En espacios de dimensión superior, sea E¡ = (0, ... , O, 1, O, ... O) el i-ésimo 
vector unitario. Sea H = hE; para algún número h, de modo que 

H = (0, ... , O, h, O, ... , 0). 

Entonces, para dicho H, 

f(X + H) = f(X +hE;) = f(X) + :~ h + ihig(H), 

y con ello, si h f O, obtenemos 

f(X + H1- f(X) = D¡f(X) + i~ig(H). 

Debido a la selección particular de H, podemos dividir entre el número h, pero 
no estamos dividiendo entre el vector H. 

Las funciones que se encuentran en la práctica son diferenciables. El teorema 
siguiente da un criterio que muestra que esto es cierto. Se dice que una función 
<p(X) es contin.ua si 

lím <p(X + H) = <p(X), 
H-+0 

para todo X en el dominio de definición de la función. 
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Teorema 3.1. Sea f una función deñnida en algún conjunto abierto U. 
Suponer que existen sus derivadas parciales para todo punto en este conjunto 
abierto, y que son continuas. Entonces f es diferenciable. 

Omitiremos la demostración. Observar que, en la práctica, las derivadas 
parciales de una función están dadas por fórmulas que evidentemente son conti­
nuas. 

XVII, §3. EJERCICIOS 

l. Sea f(x,y) = 2x- 3y. ¿Cuál es la 8f/8x y la offoy? 

2. Sea A= (a, b) y sea f la función en R 2 tal que /(X)= A· X. 
Sea X= (x,y). Determinar 8f/8x y 8f/8y en términos de las coordenadas de 
A. 

3. Sea A= (a, b, e) y sea f la función en R 3 tal que /(X)= A· X. 
Sea X=(x,y,z). Determinar 8f/8x, 8f/8y y IJf/IJz entérminosdelascoorde­
nadas de A. 

4. Generalizar los dos ejercicios anteriores al n-espacio. 

5. Sea f definida en un conjunto abierto U. Sea X un punto de U. Sea A un vector 
y sea g una función definida para H pequeño, tal que 

lím g(H) =O. 
B-o 

Suponer que 
f(X + H)- f(X) =A· H + IIHIIu(H). 

Probar que A = grad /(X). Se puede hacer primero este ejercicio en 2 variables 
y después en 3 variables, y dejarlo ahí. Usar coordenadas, como A = (a, b) y 
X= (x, y). Usar valores particulares de H, como en el ejemplo l. 

CAPÍTULO XVIII 

La regla de la cadena 
y el gradiente 

En este capítulo probaremos la regla de la cadena para funciones de varias varia­
bles y daremos algunas aplicaciones, entre las cuales tendremos varias interpre­
taciones del gradiente. Éstas constituyen uno de los puntos centrales de nuestra 
teoría y muestran lo poderosas que resultan ser las herramientas acumuladas. 

XVIII, §1. LA REGLA DE LA CADENA 

Sea f una función definida en algún conjunto abierto U. Sea C(t) una curva 
tal que los valores C(t) estén contenidos en U. Entonces podemos formar la 
función compuesta 1 o e, que es una funció!:l de t , dada por 

(!o C)(t) = f(C(t)}. 

Ejemplo l. Tomar /{z,y) = e~seP:_(zy). Sea C(t) = (t2 ,t3). Entonces· 

f ( C(t)} = e'2 sen(t5). 

~a expresión de la derecha se obtiene al sustituir z por t 2 y y por t3 en f.{:~·, y). 
Esta es una función de t en el sentido antiguo de las funciones de una vatiable. 
Si interpretamos f como la temperatura, entonces f(C(t)} es la témperatura 
de un insecto que viaja a lo largo de la curva C(t) en el tiempo t. 

La regla de la cadena nos indica cómo hallar la derivada de esta función, 
siempre que conozcamos el gradiente de f y la derivada C'. Su enunciado es 
como sigue .. 
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Regla de la cadena. Sea f una función definida y diferenciable en un 
conjunto abierto U. Sea C una curva diferenciable (definida para algún 
intervalo de números t) tal que los valores C(t) estén en el intervalo abierto 
U. Entonces la función 

f(C(t)) 
es diferenciable (como función de t ), y 

df(~(t)) = (gradf(C(t))) · C'(t). 

Memorizar esta fórmula repitiéndola en voz alta. 

En la notación dCfdt, esto se lee también como 

df(C(t)) = (gradf)(C(t)). dC. 
dt dt 

Demostración de la Regla de la cadena. Por definición, debemos investigar el 
cociente 

Sea 

f(C(t + h))- f(C(t)) 
h 

K= K(t, h) = C(t + h)- C(t). 
Entonces nuestro cociente se puede reescribir en la forma 

f(C(t) +K)- f(C(t)) 
h 

Usando la definición de diferenciabilidad para f, tenemos 

f(X +K)- f(X) = (grad /)(X) ·K+ IIKIIu(K) 
y 

lím g(K) =O. 
IIKII-O 

Al reemplazar el valor de K, a saber, C(t + h)- C(t), y dividiendo entre h, 
obtenemos: 

f(C(t + h)¿- f(C(t)) = (gradf)(C(t)). C(t + hi- C(t) 

± 11 C(t + hi- C(t) 11 g(K). 

Cuando h tiende a O, el primer término de la suma tiende a lo que queremos, a 
saber, 

(gradf)(C(t)) · C'(t). 
El segundo término tiende a 

±IIC'(t)lllím u( K), 
h-o 

y cuando h tiende a O, lo mismo sucede con K = C(t + h) - C(t). Por lo 
tanto, el segundo término de la suma tiende a O. Esto prueba nuestra regla de 
la cadena. 
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-Con el fin de usar la regla de la cadena para ciertos cálculos, es conveniente 
reformularla en términos de componentes, y en términos de las dos notaciones 
que hemos usado para las derivadas parciales 

a¡ a¡ 
a:z: = D¡f(:z:,y), ay= D2f(:z:,y) 

cuando las variables son :z: y y. 
Supongan que C(t) está dado en términos de coordenadas por 

C(t) = (z¡(t), ... , :z:n(t)), 
entonces 

d(/(C(t))) a¡ dz1 a¡ dzn =--+ .. ·+--dt a:z:¡ dt a:z:n. dt / 

Si f es una función de dos variables (z, y), entonces 

df(C(t)) a¡ d:z: a¡ dy 
dt = a:z: dt + ay'dt' 

En la notación D¡ , D2 , podemos escribir esta fórn¡.ula en la forma 

d ( ) d:z: . dy 
dt f(:z:(t), y(t)) = (D¡f)(:c, y) dt + (D2f)(:z:, y) dt' 

y de manera análoga para varias variables. Por simplicidad, es común que omi­
tamos los paréntesis alrededor de D¡f y D2f. Además, del lado derecho hemos 
abreviado :z:(t) y y(t) como :z: y y, respectivamente. Sin abreviar, la fórmula se 
ve: 

d ( ) dz dy dt f(z(t), y(t)) = D¡f(z(t), y(t)) dt + D2 f(:z:(t), y(t)) dt. 

Ejemplo 2. Sea .C(t) =; (ef,t,t 2 ) y sea f(z,y,z) = :c2 yz. Entonces, al 
poner 

obtenemos: 
z = e1, y=t, 

!!._ f(C(t)) = a¡ d:z: + a¡ dy + a¡ dz 
dt a:z: dt ay dt {)z dt 

= 2~yze1 + :r2z + :r2 y2t. 
Si queremos esta función expresada totalmente en términos de t, sustituimos de 
nuevo los valores para :r, y y z en términos de t y obtenemos 

d 
- f(C(t)) = 2e1tt2e1 + e21t 2 + e21t2t dt . 

= 2t3e2t + t2e2t + 2t2e21. 

En algunos casos, como en el ejemplo siguiente, no se usa la regla de la cadena 
en varias variables, sino en la forma antigua del cálculo de una variable. 

1 
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Ejemplo 3. Sea 

/(z, y, z) = sen(z2 - 3zy + zz). 

Entonces, al mantener y y z constantes y diferenciar con respecto a z, hallamos 

~~ = cos(z2 - 3zy + zz) · (2z + z). 

De manera más general, sea 

/(z, y, z) = g(z2 - 3zy + zz), 

donde g es una función diferenciable de una variable. [En el caso especial ante­
rior, tenemos g( u) = sen u.) Entonces la regla de la cadena da 

a¡ = g'(z2 - 3zy + zz)(2z + z). 
{Jz 

Denotamos la derivada de g por g', como es usual. No la escribimos como dg / dx 
porque z es una letra que ya está ocupada para otros propósitos. Podríamos 
hacer 

u= z2 - 3zy + zz, 
en cuyo caso sería correcto escribir 

r-------., 
a¡ dg {}u 
{Jz = du {}x' 

y obtendríamos la misma respuesta que antes. 

XVIII, §1. EJERCICIOS 

)~'Sean P y A vectores constantes. Si g(t) = f(P + tA), mostrar que 

g'(t) = (grad !)(P + tA) ·A. 

2. Suponer que f es una función tal que 

grad/(1,1,1) = (5,2,1), 

Sea C(t) = (t2 , r 3 , t). Hallar 

:t (f(C(t))) en t =l. 

®. Sean f(x, y) = e9"+2 11 y g(x, y) = sen(4x +y) .. Sea C una curva tal que C(O) = 
(0, O). Dado: 

y 

hallar C'(O). 
4. (a) Sea P un vector constante. Sea g( t) = /( tP), donde / es alguna función 

diferenciable. ¿Cuál es g'(t)? 
(b) Sea f una fuflciÓn diferenciable definida en todo el espacio. Suponer que 

f(tP) = tf(P) para todos los números t y todos los puntos P. Mostrar que 
para todo P tenemos 

/(P) = grad /(O)· P. 
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5. Sea f una función diferenciable. de dos variables y suponer que existe un entero 
m;;:: 1 tal que 

f(tx, ty) = tm f(x, y) 

para todos los números t y todo x y y. Probar la relación de Euler 
a¡ a¡ . 

X ax +y ay= mf(x,y). 

(Idea: Sea C(t) = (tx, ty). Diferenciar ambos lados de la ecuación dada con respecto 
a t, manteniendo x y y constantes. Después hacer t = 1.] 

6. Generalizar el ejercicio 5 a n variables, a saber, sea f una función diferenciable de 
n variables y suponer que existe un entero m 2:: 1 tal que f(tX) ~ tm /(X) para 
todos los números t y todos los puntos X en R n. Mostrar que 

X¡!..[ + · · · + Xn .!1_ = m/(X), ax1 axn 
que también se puede escribir X· grad /(X)= mf(X). 

7. (a) Sea /(x,y)=(x2 +y2)112 • Hallar a¡¡ax y af/ay. 
(b) Sea /(x, y, z) = (x2 + y2 + z2 ) 112 • Hallar a¡ ¡ax, a¡ /8y y a¡ ¡az. 

8. Sea r = (x~ + · · · + x~) 1 12 • ¿Cuál es ar¡ ax;? 
@ Hallar las derivadas con respecto a x y y de las funciones siguientes. 

(a) sen(x3 y + 2x2 ) (b) cos(3x2y- 4x) 
(e) log(x2 y + 5y) (d) (x2y + 4x)112 

XVIII, §2. EL PLANO TANGENTE 

Comenzaremos con un ejemplo que analiza una función a lo largo de una curva 
donde los valores de la función son constante. Esto da lugar a un principio de 
perpendicularidad de suma importancia. 

Ejemplo l. Sea f una función en R 3 • Interpretemos f _cqmo una función 
que da la temperatura, de modo que, en cualquier punto X erÍ R3 , el valor de la 
función /(X) es la temperatura en X. Supongamos que un insecto se mueve ~n 
el espacio a lo largo de una curva diferenciable, que podemos denotar en for~ 
paramétrica como 

B(t). 

Así, B(t) = (z(t), y(t), z(t)) es la posición del insecto en el tiempo t. Su­
pongamos que el insecto parte de un punto donde siente que la temperatura es 
agradable, y por lo tanto, la temperatura es constante a lo largo de la trayectoria 
por donde se mueve. En otras palabras, f es constante a lo largo de la curva 
B(t). Esto significa que, para todos los ~lores de t, tenemos 

/(B(t)) =k, 

donde k es constante. Al diferenciar respecto a t, y usando la regl¡!. de la cadena, 
hallamos que 

grad/(B(t)) · B'(t) =O. 

/· 
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Esto significa que el gradiente de f es perpendicular al vector velocidad en todo 
punto de la curva. 

grad f(B(t)) 

Figura 1 

Sea f una función diferenciable definida en un conjunto abierto U en el 
3-espacio, y sea k un número. El conjunto de puntos X tales que 

/(X)= k y grad /(X) "# O 

se llama superficie. Ésta es la superficie de nivel, de nivel k, para la función f. 
Para las aplicaciones que tenemos en mente, imponemos la condición adicional 
de que grad /(X) :f; O. Se puede mostrar que esto elimina los puntos donde la 
superficie no es suave. 

Sea C(t) una curva diferenciable. Diremos que la curva está sobre la su­
perficie si para todo t tenemos 

f(C(t)) =k. 

Esto simplemente significa que todos los puntos de la curva satisfacen la ecuación 
de la superficie. Por ejemplo, sea la superficie definida por la ecuación 

;2 + ;¡ + z2 = 1. 

La superficie es la esfera de radio 1, con centro en el origen, y aquí tenemos 
/(z,y,z) = z2 + y2 + z2. Sea 

C(t) = (z(t), y(t), z(t)) 

una curva, definida para t en algún intervalo. Entonées, que C(t) esté sobre la 
superficie significa que 

x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 = 1 para todo t en el intervalo. 

En otras palabras, 

f(C(t)) = 1, o también C(t)2 =l. 

Para propósitos teóricos, es mejor escribir /( C(t)) = l. Para propósitos de 
cálculos, tenemos que regresar a las coordenadas si queremos los valores numé­
ricos específicos en un problema dado. 

Supongamos ahora que una curva C(t) está sobre la superficie /(X) = k. 
Así tenemos 

f(C(t)) =k para todo t. 
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Si diferenciamos esta relación, obtenemos, de la regla de la cadena, 

grad /( C(t)) · C'(t) = O. 

Sea P un punto de la superficie, y sea C(t) una curva sobre la superficie que 
pasa por el punto P. Esto significa que existe un número t0 tal que C(t0 ) = P. 
Para este valor t0 , obtenemos · 

. gradf(P)·C'(to)=O. 

A~l gradiente de f en P es perpendicular al vector tangente de la curva en 
P: [Suponemos que C'(to) "# O.] Esto es cierto para toda curva diferenciable 
sobre la superficie que pasa por P. Por lo tanto, es razonable dar la siguiente 

Definición. El plano tangente a la superficie /(X) = k en el punto P es 
el plano que pasa por P, perpendicular al grad /( P). 1 

Sabemos, por el capítulo XV, cómo hallar dicho plano. La definición se aplica 
sólo cuando grad f(P) "# O. Si ( 

grad /(P) =O, 
.j 

entonces no definimos el concepto de plano tangente. 
El hecho de que grad /(P) sea perpendicular a toda curva que pase por 

P sobre la superficie, también nos da una interpretación del gradiente como· 
perpendicular a la superficie 

/(X)= k, 

que es una ~e las superficies de nivel para la función f (Fig. 2). 

gradf(P) 

Figura 2 

Ejemplo 2. · Hallar el plano tangente a la superficie 

x~ :t y2 + z2 =:= 3 
en el punto (1, 1, 1). 

Sea /(X)= x2 + y2 + z2 • Entonces, en el punto P = (l,J, 1), 

grad f(P) = (2, 2, 2). 
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La ecuación de un plano que pasa por P y es perpendicular a un vector N es 

X·N=P·N. 

En el caso presente, esto produce 

2z + 2y + 2z = 2 + 2 + 2 = 6. 

Observen que nuestros argumentos también dan un medio de hallar un vector 
perpendicular a una curva en el 2-espacio en un punto dado, simplemente apli­
cando el análisis anterior al plano en lugar de al 3-espacio. Una curva se define 
por una ecuación /(z, y) =k y, en este caso, grad /(z0 , Yo) es perpendicular a 
la curva en el punto (zo,Yo). 

Ejemplo 3. Hallar la recta tangente a la curva 

z2y+ y3 = 10 

en el punto P = (1, 2), y hallar un vector perpendicular a la curva en ese punto. 
Sea /(z, y)= z2y + y3. Entonces 

grad /(z, y) = (2zy, z 2 + 3y2), 

de modo que 
grad /(P) = grad /(1, 2) = ( 4, 13). 

Sea N = ( 4, 13). Entonces N es perpendicular a la curva en el punto dado. La 
recta tangente está dada por X · N = P · N, y ,así, su ecuación es 

4z + 13y = 4 + 26 = 30. 

Ejemplo 4. También puede darse una superficie en la forma z = g ( z, y) , 
donde g es alguna función de dos variables. En este caso, el plano tangente está 
determinado al considerar que la superficie está expresada par la ecuación 

' 
g(z,y) ~ z =O. 

Por ejemplo, supongamos que la superficie está dada por z = z2 + y2 . Queremo! 
determinar el plano tangente en (1, 2, 5). Sea /(z, y, z) = z2 + y2- z. Entonces 

gradf(z,y,z) = (2z,2y,-1) y grad/(1,2,5) = (2,4,-1). 

La ecuación del plano tangente en P = (1,2,5) perpendicular a 

N= (2,4;-1) 

es 
2z + 4y- z = P ·N = 5, 

que es la ecuación deseada. 
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• Ejemplo 5. Hállar una ecuación paramétrica para la recta tangente a la 
curva de intersección de las dos superficies 

z? +Y:-+ z2 = 6 y z3 - y2 + z = 2, 
en el punto P = (1, 1, 2). 

La recta tangente a la superficie es la recta común a los planos tangentes de 
las dos superficies en el punto P. Sabemos cómo hallar estos planos tangentes, 
y en el capítulo XV aprendimos cómo hallar la representación paramétrica de 
la recta común a los dos planos, de modo que sabemos resolver este problema. 
Realizamos por completo los cálculos numéricos. 

La primera superficie está definida por la ecuación /(,,y,~)= 6. Un vector 
N1 perpendicular a esta superficie en P está dado por , 

N1 = grad /(P), donde grad /(z, y, z) = (2z, 2y, 2z). 
Así, para P = (1, 1, 2), hallamos 

N1 = (2, 2, 4). 
La segunda superficie está dada por la ecuación g(z, y, z) = 2, y 

gradg(z,y,z) = (3z2,-2y,l). 
Así, un vector N2 perpendicular a la segunda superficie en P es 

N2 = gradg(l, 1, 2) = (3, -2, 1). 
Un vector A = (a, b, e) en la dirección de la recta de intersección es perpen­

dicular tanto a N1 como a N2. Para hallar A, tenemos entonces que resolver 
las ecuaciones 

A·N1 =O y A·N2 =O. 
Esto equivale a resolver 

2a + 2b + 4c = O, 

3a- 2b+ e= O. 
Sea, por ejemplo, a = l. Al despejar b y e se obtiene 

a=l, b=l, c=-1. 
De este modo, A= (1, 1, -1). Finalmente, la representación paramétrica de la 
recta deseada es 

P + tA = (1, 1, 2) + t(l, 1, -1). 

XVIII, §2. EJERCICIOS 

l. Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a cada una de las super­
ficies· siguientes en el punto específico. 
(a) x2 + y2 + z2 = 49 en (6, 2, 3) 
(b) xy+yz+zx-1=0en (1,1,0) 
(e) x2 +xy2 +y3 +z+1=0 en (2,-3,4) 
(d) 2y- z3 - 3xz =O en (1, 7, 2) 
(e) x2y2 + xz- 2y3 ~ 10 en (2, 1, 4) 
(f) sen xy +sen yz +sen xz = 1 en (1, r/2, O) 
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\)/.Sean f(z,y, 11) = 11- e" sen y, y' P = (log3, 3ll/2, -3). Hallar: 
(a) gradf(P), 

[XVIII, §2] 

(b) la recta normal en P a la superficie de nivel para f que pasa por P, 
(e) el plano tangente a esta superficie en P. 

j. Hallar una representación paramétrica de la recta tangente a la curva de intersección 
de las superficies siguientes en el punto indicado. 
(a) z 2 + y2 + 112 = 49 y z2 + y2 = 13 en (3, 2, -6) 
(b) zy + 11 =o y i2" + r + 112 = 9 en (2, 1, -2) 
(e) z2 - y2 - 112 = 1 y z2 - y2 + z2 = 9 en (3, 2, 2) 
[Nota: La recta tangente anterior se puede definir como la recta de intersección de 
los planos tangentes en el punto dado.) 

4. Sea f(X) = O una superficie diferenciable. Sea Q un punto que no esté en la 
superficie. Dada una curva diferenciable C(t) sobre la superficie, definida en un 
intervalo abierto, dar la fórmula para la distancia entre Q y Ím punto C( t). Suponer 
que esta distancia alcanza un mínimo para t = to. Sea P = C(to). Mostrar que la 
recta que une a Q con P es perpendicular a la curva en P. 

5. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 11 = f(z,y) en el punto dado 
P cuando f es la función siguiente: 
(a) f(z,y)=z2 +y2 , P=(3,4,25) 

--n (b) f(z, y) = z/(z2 + y2 ) 112 , P = (3, -4, ~) 
(e) /(z, y) = sen(zy) en P = (1, '11", O) 

\¡ 6. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie z = e271-z en (1, 1, 2). 

7. Sea f(z, y, 11) = zy + y11 + IIZ. (a) Escribir la ecuación de la superficie de nivel de 
f que pasa por el punto P = (1, 1, O). (b) Hallar la ecuación del plano tangente a 
esta superficie en P. 

8. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 

3z2 -2y+ i = 9 

en el punto (1, 1, 2). 

9. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 

11 = sen(z +y) 

en el punto donde z = 1 y y = 2. 

10. Hallar el plano tangente a la superficie z 2 + y2 - 112 = 18 en el punto (3, 5, -4). 

11. (a) Hallar un vector unitario perpendicular a la superficie 

z3 + z11 = 1 

en el punto (1, 2, -1). 
(b) Hallar la ecuación del plano tangente en ese punto. 

12. Hallar el coseno del ángulo entre las superficies 

z2 + y2 + ; = 3 y z - i - y2 = -3 

en el punto ( -1, 1, -1). (Este ángulo es el ángulo entre los vectores normales en el 
punto.) 

(r 
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13. (a) Una curva diferenciable C(t) se encuentra sobre la superficie 

z2 + 4y2 + 9112 = 14, 

y está parametrizada de modo que C(O) = (1, 1, 1). Sea 

f(x, y, 11) = z 2 + 4y2 + 9112 

y sea h(t) = f(C(t)). Hallar h'(O). 
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(b) Sea g(x, y, 11) = z 2 + y2 + 112 y sea k(t) = g( C(t)). Suponiendo además que 
C'(O) = (4, -1, O), hallar k'(O). 

14. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie de nivel 

(x +y+ 11)ezyz = 3e 

en el punto (1, 1, 1). 

XVIII, §3. DERIVADA DIRECCIONAL 

Sea 1 definida en un conjunto abierto y supongamos que 1 es diferenciable. Sea 
P un punto del conjunto abierto y sea A un vector unitario (i.e. IIAII = 1 ). 
Entonces, P + tA es la representación paramétrica de una recta en la dirección 
de A y que pasa por P. Observamos que 

d(P+ tA) =A 
dt . 

Por ejemplo, si n = 2 y P = (p, q) , A = (a, b), entonces 

P + tA = (p+ ta, q + tb), 

o, en términos de coordenadas, 

Por lo tanto{ 

de modo que 

z = p+ta, 

dz 
-=a 
dt 

y 

y= q+tb. 

dy =b 
dt 

d(P~tA) = (a,b) =A. 

El mismo argumento funciona en dimensiones superiores. 
Queremos considerar la razón de cambio de 1 en la dirección de A. Es 

natural considerar los valores de 1 sobre la recta P + tA, esto es, considerar los 
valores ~ 

I(P+tA). 

La razón de cambio de 1 a lo largo de esta recta estará dada entonces al tomai: 
la derivada de esta expresión, lo cual sabemos hacer. Ilustramos la recta P + tA 
en la figura 3. 
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Si f representa la temperatura en el punto P, vemos la variación de tem­
peratura en la dirección de A, a partir del punto P. El valor f(P + tA) da la 
temperatura en el punto P + tA. Ésta es una función de t, digamos 

g(t) = f(P + tA). 
La razón de cambio de esta función de temperatura es g'(t), la derivada con 
respecto a t, y g'(O) es la razón de cambio en el tiempo t =O, i.e., la razón de 
cambio de f en el punto P, en la dirección de A. 

P.f.tA 

Figura 3 

Por la regla de la cadena, si tomamos la derivada de la función 

g(t) = /(P + tA), 
que está definida para valores pequeños de t, obtenemos 

df(Pd~tA) =gradf(P+tA)·A. 

Cuando t es igual a O, esta derivada es igual a 
grad f(P) ·A. 

e 

Por razones obvias, damos ahora la .~ 
Definición. Sea A un vector unitario. La derivada direccional de f 

la dirección de A, en P, es el número · 

DAf(P) = gradf(P) ·A. 
Interpretamos esta derivada direccional como la razón de cambio de f a lo 

largo de la recta en la dirección de A, en el punto P. Así, si acordamos la 
notación DAf(P) para la derivada direccional de f en P, en la dirección del 
vector unitario A, entonces tenemos 

DAf(P)= df(P+tA)I =grad/(P)·A. 
dt t:O 

Al usar esta fórmula, el lector deberá recordar que A se toma como un vector 
unitario. Cuando se da una dirección en términos de un vector cuya norma 
no es 1 , entonces debemos dividir primero este vector entre su norma antes de 
aplicar la fórmula. 
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Ejemplo l. Sea f(z,y) = z 2 + y3 y sea B = (1,2). Hallar la derivada 
direccional de f en la dirección de B en el punto ( -1, 3). 

Notamos que B no es un vector unitario, pues su norma es v'fi. Sea 
1 

A= v'fiB. 

Entonces A es un vector unitario que tiene la misma dirección que B. Sea 

p = (-1,3). 

Entonces gradf(P) = (-2,27). Por lo tanto, por nuestra fórmula, la derivada 
direccional es igual a: 

1 52 
grad f(P) ·A = 75( -.2 +54) = ..¡'5' 

Consideren de nuevo una función diferenciable f en un conjunto abierto U. 
Sea P un punto de U. Supongamos que grad f(P) ::f:. O, y sea A un vector 

unitario. Sabemos que 

DAf(P) = gradf(P) ·A= llgrad/(P)IIIIA11cos8, 

donde 8 es el ángulo entre gradf(P) y A. Como IIAII = 1, vemos que la 
derivada direccional es igual a 

DAf(P) = llgradf(P)IIcos8: 

Recordamos al lector que-esta fórmula vale sólo cuando A es un. vector uni­
tario. 

El valor de cos 8 varía entre -1 y + 1 cuando seleccionamos todos los posibles 
vectores unitarios A. 

E;l valor máximo de cos 8 se obtiene cuando seleccionamos A tal que 8 = O , · 
i.e. cuando seleccionamos A con la misma dirección que grad/(P). En ese caso, 
la derivada direccional es igual a la norma del gradiente. 

Así hemos obtenido otra interpretación para el gradiente: 

La dirección del gradiente es la pe máximo crecimiento de la función. 

La norma del gradiente es la razón de crecimiento de la función en 
esa dirección (i.e. en la dirección de crecimiento máximo). 

La derivada direccional en la dirección de A es un mínimo cuando cos 8 = -1 . 
Éste es el caso cuando seleccionamos A con la dirección opuesta a grad f ( P) . 
Esa dirección es entonces la dirección de máximo decrecimiento de la función. 

Por ejemplo, f puede representar una distribución d~ temperatura en el es­
pacio. En cualquier punto P, una partícula que sienta frío y quiera calentarse lo 
más rápido posible deberá moverse en la dirección de grad f(P). Otra partícula 
que tenga calor y quiera refrescarse lo más rápido posible deberá· moverse en la 
dirección de -grad/(P). 
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Ejemplo 2. Sea de nuevo l(x,y) = x2 + y1, y sea P = (-1,3). Hallar la 
derivada direccional de 1 en P, en la dirección de máximo crecimiento de 1. 

Ya hallamos que grad I(P) = ( -2, 27). La derivada direccional de 1 en 
la dirección de máximo crecimiento es precisamente la norma del gradiente, de 
modo que es igual a 

llgradi(P)II = 11(-2,27)11 = V4+272 = V733. 

XVIII, §3. EJERCICIOS 

l. Sea f(x,y,z)=z-e"'seny,ysea P=(log3,3ll'/2,-3)." Hallar: 
(a) la derivada direccional de f en P en la dirección de (1, 2, 2), 
(b) los valores máximo y mínimo para la derivada direccional de f en P. 

2. Hallar las derivadas direccionales de las funciones siguientes en los puntos especifi­
cados, en las direcciones especificadas. 
(a) log(x2 + y2 ) 112 en (1, 1), dirección (2, 1) 
(b) xy+yz+zx en (-1,1,7),dirección (3,4,-12) 
(e) 4x2 + 9y2 en (2, 1) en la dirección de la máxima derivada direccional. 

3. Una distribución de temperatura en el espacio está dada por la función 

f(x,y) = 10 + 6cosxcosy + 3cos2x + 4cos3y. 

En el punto (ll'/3, ll'/3), hallar la dirección del mayor incremento de temperatura y 
la di~ección de mayor decrecimiento de temperatura. . 

4. ¿En qué dirección están creciendo más rápido las siguientes funciones de X, en el 
punto dado? 
(a) z/IIXII3/2 en (1, -1, 2) 
(b) IIXII6 en (1, 2, -1, 1) 

(X=(x,y,z)) 
(X= (x,y,z,w)) 

5. (a) Hallar la derivada direccional de la función 

f(x, y)= 4xy + 3y2 

en la dirección de (2, -1), en el punto (1, 1). 
(b) Hallar la derivada direccional en la dirección de máximo crecimiento de la 

función. 

6. Sea f(x, y, z) = (z + y)2 +(y+ z)2 + (z + z)2 • ¿Cuál es la dirección de mayor 
crecimiento de la función en el punto (2, -1, 2)? ¿Cuál es la derivada direccional 
de f en esta dirección en ese punto? 

7. Sea f(x, y) = x2 + xy + y2 • ¿Cuál es la dirección en la cual f está creciendo 
más rápidamente en el punto (-1, 1)? Hallar la derivada direccional de f en esta 
dirección. 

8. Suponer que la temperatura en el (x,y, z)-espacio está dada por 

f(x,y, z) = x2 y + yz- e"'". 
Calcular la razón de cambio de la iemperatura en el punto P = (1, 1, 1) en la 

dirección de PO. 

[XVIII, §4] DEPENDENCIA DE LA DISTANCIA AL ORIGEN 

9. (a) Hallar la derivada direccional de la función 

f(x, y, z) = sen(zyz) 
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en el punto P = (ll', 1, 1) en la dirección de OA, donde A es el vector unitario 
(0, 1/../2, -1/../2). 

(b) Sea U un vector unitario cuya dirección es opuesta a la de 

~ (gradf)(P). 

¿Cuál es el val~derivada direccion]de f en P en la dirección de U? 

10. Sea f una función diferenciable definida en u conjunto abierto U. Supongamos 
que P es un punto de U tal que f(P) es un áximo, i.e. suponer que tenemos 

f(P) 2: f(X) para t o X en U,, 

Mostrar que grad/(P) ==O. 

XVIII, §4. FUNCIONES QUE DEPENDEN SÓLO DE 
LA DISTANCIA AL ORIGEN 

,., 

La primera de dichas funciones en la que pensamos es la función de distancia, 
que en el 2-espacio está dada por 

r ='v'x2 + y2. 

En el n-espacio está dada por 

r = J X~ + X~ + .. · · + X~. 
Hallemos su gradiente. Por ejemplo, en el 2-espacio, 

8r = !(x2 + y2)-1122x 
8x 2 

X X 

= y'x2 +y2 = ;· 
Al diferenciar con respecto a y en lugar de x, se hallará que 

8r y 
8y =;: 

Por lo tanto, 

gradr = (;, ;) . 

Esto también se puede escribir como 

X 
gradr =·-. 

r. 
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Así, el gradiente de r es el vector unitario en la dirección del vector de posición. 
Apunta hacia afuera, desde el origen. 

Si tratamos con funciones en el 3-espacio, de modo que 

r = J z2 + y2 + z2' 

entonces la regla de la cadena da 

or y 
oy = ;· y 

or z 
oz- r 

de modo que, nuevamente, 

X 
gradr = -. 

r 

Advertencia. No se debe escribir orfoX. Esto sugiere la división entre un 
vector X y es, por lo tanto, una mala notación. La notación 8rf8x era una 
notación buena y correcta, pues diferenciamos sólo respecto a la única variable 
z. La información que proviene de diferenciar respecto a todas las variables se 
expresa correctamente mediante la fórmula grad r = Xfr del recuadro. 

En el n-espacio, sea 

r= Jx~+···+z~. 
Entonces 

8r l( 2 2)-1122 - = :¡;1 + ... + Zn Z¡, 
OZ¡ 2 

de modo que 

8r Z¡ 
-=-
OZ¡ r 

Por la definición de gradiente, se sigue que 

X 
gradr= -. 

r 

Pasemos ahora a otras funciones que dependen de la distancia, y que surgen 
con frecuencia. Por ejemplo, una función de temperatura puede ser inversamente 
proporcional a .a distancia a la fuente de calor. Una función potencial puede 
ser inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a cierto punto. El 
gradiente de dichas funciones tiene propiedades particulares que analizaremos 
posteriormente. 

Ejemplo l. Sea 

f(z, y)= sen r =sen Jz2 + y2 • 
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Entonces f(x,y) depende sólo de la distancia r de (z,y) a partir del origen. 
Por la regla de la cadena, 

a¡ dsenr 8r 
8x = --¡;:- · 8x 

= (cos r)i(z2 + y2)-1122z 

z 
= (cosr)-. 

r 
De manera análoga, 8ff8y = (cosr)yfr. En consecuencia, 

gradf(z,y) = ((cosr);,(cosr)~) 
cosr = -(z,y) 

r 

=~X. 
r 

El mismo uso de la regla de la cadena que se dio al caso particular 

f(x, y) =sen r, 

que trabajamos en el ejemplo 1, muestra: 

Sea g una función diferenciable de una variable, y sea f(X) = g( r). Entonces 

gradf(X) = g'(r) X. 
r 

Resuelvan todos los ejemplos dados en el ejercicio 2. Deberán memorizar 
y tener en mente esta expresión sencilla para el gradiente de una función que 
depende sólo de la distancia. Dicha dependencia se expresa por medio de la 
función g. 

Los ejercicios 9 y 10 dan informació_n importante acerca de las funciones 
que dependen sólo de la distancia al origen, y deberán verse como complemento 
esencial de esta sección. Ahí se probará el resultado siguiente. 

Una función diferenciable f(X) depende sólo de la distancia de X al origen 
si, y sólo si, grad f(X) es paralelo a X o a O. 

En esta situación, el gradiente grad f(X) puede apuntar hacia el origen o en la 
dirección opuesta, dependiendo si la función es decreciente o creciente conforme 
el punto se mueve alejándose del origen. 

Ejemplo 2. Suponer que se coloca un calentador en el origen y que la 
temperatura en un punto decrece como función de la distancia al origen: digamos 
que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al origen. Entonces 
la temperatura está dada como 

h(X) = g(r) = kfr2 
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para alguna constante k > O. Entonces, el gradiente de la temperatura es 

1 X 2k 
grad h(X) = -2k ,.a-;:-=- r4 X. 

El factor 2kjr4 es positivo, y vemos que el gradh(X) apu~ta én la dirección de 
-X Cada círculo centrado en el origen es una curva de mvel para la tem~era­
tura: Así, el gradiente se puede trazar como en la fi~ura siguiente: ~l gradtente 
es paralelo a X , pero en la dirección opuesta. Un msecto que vtaJe ~ lo !a:go 
del círculo estará a temperatura constante; si quiere calentarse lo mas raptdo 
posible, deberá moverse hacia el origen. 

Figura 4 

Las líneas punteadas indican la trayectoria del insecto cuando se mue~e en la 
dirección de máximo crecimiento de la función. Estas líneas son perpendtculares 
a los círculos de temperatura constante. 

XVIll, §4. EJERCICIOS 

1. Sea g una función de r, sean r = IIXII y X= (x, y, z). Sea /(X) = g(r) · Mostrar 
que 

(~:f = (:~f + (:~r + (:~f 
2. Sean g una función de r' Y r = liXII. Sea /(X)= g(r). Hallar el grad /(X) para 

las funciones siguientes. 
3 

(a) g(r) = 1/r (b) g(r) = r2 (e) g(r) = 1/r 
(d) g(r)=e-r2 (e) g(r)=log1/r (f) g(r)=4/rm 
(g) g(r) = cosr 
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Quizá quieran resolver cada ejercicio por separado escribiendo 

r = vx~ +···+x~. 
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y usar la regla de la cadena, hallando 8f/8x; en cada caso, o pueden aplicar la 
fórmula general obtenida en el ejemplo 1, con la cual si /(X) = g(r), tenemos 

grad /(X) = g'(r) X. 
r 

Sin duda, sería conveniente hacerlo de las dos maneras para acostumbrarse a las 
varias notaciones y situaciones que puedan surgir. 

Los siguientes cinco ejercicios tratan sobre parametrizaciones y algunos de los resultados 
se usarán en el ejercicio 9. 

3. Sean A y B dos vectores unitarios tales que A · B = O. Sea 

F(t) =·(cos t)A + (sent)B. 

Mostrar que F(t) está en la esfera de radio 1 con centro en el origen, para cada 
valor de t. [Idea: ¿Qué es F(t) · F(t)?J 

4. Sean P y Q dos puntos sobre la esfera de radio 1 con centro en el origen. Sea 
L(t) = P+t(Q-P), con O$ t $l. Si existe un valor de ten [0,1] tal que 
L(t) =O, mostrar que t =~y que P = -Q. 

5. Sean P y Q dos puntos sobre la esfera de radio 1 . Suponer que P :F -Q. Mostrar 
que existe una curva que une a P y Q sobre la esfera de radio 1 con centro en el 
origen. Con esto queremos decir que existe una curva C(t) tal que C(t)2 = 1, o, si 
lo desean, IIC(t)ll = 1 para todo t, y hay dos números h y t2, tales que C(t¡) = P 
y C(t2) = Q. [Idea: Dividir L(t) en el ejercicio 4 entre su norma.] 

6. Si P y Q son dos vectores,\mitarios tales que P = -Q, mostrar que existe una 
·curva diferenciable que unl¡!1 a P y Q sobre la esfera de radio 1, con centro en el 
origen. Puede suponerse q.Úe existe un vector unitario A que es 'perpendicular a P. 
Después usar el ejercicio '3. 

7. Parametrizar la elipse (x2 /a2 ) + (y2 /b2) = 1 mediante una curva diferenciable. 

8. Sea f una función diferenciable (en dos variables) tal que grad /(X) = eX para 
alguna constante e y todo X en el 2-espacio. Mostrar que f es constante en 
cualquier círculo de radio a > O, con centro en el origen. [Idea: Hacer x = a cos t 
y y= asen t, y hallar df/dt.J 

El ejercicio 8 es un caso particular de un fenómeno general, enunciado en el ejercicio 
9. 

9. Sea f una función diferenciable en n variables, y suponer que existe una función h 
tal que grad f(X) = h(X)X. Mostrar que f es constante sobre la esfera de radio 
a > O con centro en el origen. 
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[Que f sea constante en la esfera de radio a significa que, dados dos puntos P y Q 
cualesquiera sobre esta esfera, debemos tener f(P) = f(Q). Para probar esto usamos 
el hecho, probado en los ejercicios 5 y 6, de que dados dos de dichos puntos, existe 
una curva C(t) que une a los dos puntos, i.e. C(t1) = P, C(t2) = Q y C(t) está. sobre 
la esfera para todo t en el intervalo de definición, de modo que 

C(t) · C(t) = a2 • 

La hipótesis de que grad /(X) se puede escribir en la forma h(X)X para alguna función 
h, significa que grad /(X) es paralelo a X (o a O). En efecto, sabemos que grad /(X) 
paralelo a X significa que grad /(X) es igual a un múltiplo escalar de X, y que este 
escalar puede depender de X, de modo que tenemos que escribirlo como una función 

h(X).] 
10. Sea. r = IIXII. Sea g una función diferenciable de una variable cuya derivada nunca 

es igual a O. Sea /(X)= g(r). Mostrar que el grad/(X) es paralelo a X para 

x:¡:o. 
[Este enunciado es el recíproco del ejercicio 9. La demostración es bastante fá.cil: ver el 
ejemplo l. Se advierte entonces que la función h(X) del ejercicio 9 es igual a g'(r)/r.] 

XVIII, §5. LEY DE CONSERVACIÓN 

Definición. Sea U un conjunto abierto. Un campo vectorial sobre U es 
una asociación que a todo punto de U asocia un vector de la misma dimensión. 

Si F es un campo vectorial sobre UJ y X un punto de U, entonces denotamos 
por F(X) el vector asociado a X mediante F y le llamamos valor de F en 

X, como es usual. 
Ejemplo 1. Sea F( z, y) = ( z 2y, sen zy) . Entonces F es un campo vectorial 

que al punto (z,y) asocia (z2y,senzy), con el mismo número de coordenadas, 

a saber, en este caso, dos. 
En física a menudo se interpreta un campo vector~¡tl como un campo de fuerza. 

Un campo vectorial se puede visualizar como un campo de flechas que ~ cada 
punto asocia una flecha, como se muestra en la figura. 

-- 1 

Figura 5 

Cada flecha apunta en la dirección de la fuerza, y la longitud de la flecha repre­

senta .la magnitud de la fuerza. 
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Si f es una función diferenciable sobre U e~tonces b 
es ~~campo vectorial que asocia el vector gr~d f(P) al ;u~~~v~~s ~e grad f 
F - I F d efs un campo vectorial, y si existe una función diferenciab~e ¡" tal q 

- gra ' entonces el campo vectorial se llama conservativo. Como ue 

- grad f = grad(- f) 

no importa si usamos ¡ 0 ¡ 1 d fi . . . S - en a e mcion de conservativo. 
upongamos que F es un campo coñservativo b U 

diferenciable tal que para todos 1 t X so re • Y sea tP una función os pun os en U se tenga 

F(X) =- grad(t/J) 

En física, 1/J se interpreta como ener ·a t "al , 
partícula de m gi po encl • Supongamos que una 
de N t d~a m,se mueve sobre una curva diferenciable C(t) en U La ley 

ew on Ice que · · 

F(C(t)) = mC"(t) 

rg::l ~~ ~~~~:: ~(2e~:!!ct;:~ida. La ley de Newton dice que la fuerza es 

Los físicos definen la energía cinética como 

tmC'(t)2 = tmv(t)2. 

Ley de conservación Su 1 esto es, que F = - rad.. poner que e camp~ vectorial F es conservativo, 

faa:~:nu~adse 1 mueve ~obr~,p ¿n~~:;v~ ;::::~;;::: f:;;;~:1Ñ~;~;:.e~~~:nu::: 
e a energla potenclal y la energía cinética es constante. 

Demostración. Tenemos que probar que 

1/J(C(t)) + tmC'(t)2 

es con~tante. P~a ver esto diferenciamos la suma. p l 
vemos que la derivada es igual a or a regla de la ca~na 

grad 1/J!C(t)). C'(t) + mC'(t). C"(t). 

Po~ la ley d~ Newton, mC"Ct) = F( C(t)) = - grad ·'·(C(t)) 
denvada es 1gual a . · "~' · Por lo tanto, esta 

grad Tb(C(t)) · C'(t)- grad 1/J(C(t)) . C'(t) =O. 

Esto prueba lo que queríamos. 

N o es cierto que todo 1 . gu· t l"b . s os campos vectoriales son conservativos En el si-
Ien e I ro estudiaremos el problema de determinar cuáles lo son . 
Los campos en la física clásica son en su mayoría conservativos .. 
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Ejemplo 2. Considerar una fuerza F(X) que sea inversamente proporcio­
nal al cuadrado de la distancia del punto X al origen, y en la dirección de X . 
Entonces existe una constante k tal que, para X '# O, tenemos 

1 1 
F(X) = k IIXII2 IIXII' 

pues X/IIXII es el vector unitario en la dirección de X. Así, 

1 
F(X) =k ,.a X, 

donde r = IIXII. Una energía potencial para F está dada por 

t/J(X) = !. 
r 

Esto se verifica inmediatamente al tomar las derivadas parciales de esta función. 
Si éxiste una función <p(X) tal que 

F(X) = (grad <p)(X), esto es, F = grad <p, 

entonces llamaremos a dicha función <p, función de potencial para F. N ues­
tras convenciones son tales, que una función de potencial es igual a menos la 
energía potencial. 

XVIII, §5. EJERCICIOS 

l. Hallar una. función de potencial para. un campo de fuerza. F~X) que es inversamente 
proporcional a. la distancia del punto X al origen y está en la. dirección de X .• 

2. La misma pregunta, reemplazando "distancia." por "cubo de la. distancia." 

3. Sea k un entero ~ 1. Hallar una función de potencial para el campo vectorial F 
dado por 

1 
F(X) = -¡;X, donde r = IIXII. 

r 
(Idea: Recordar la fórmula según la cual si cp(X) = g(r), entonces 

gr;;ocp(X) = g'(r) X. 
r 

Hacer F(X) igual aliado derecho y despejar g .] 

Respuestas a los ejercicios 

~i g~~n reconocimiento para. Anthony Petrello por la. mayoría. de las respuestas a. 1 
eJerCiclOs. os 

1, §2, p. 12 

l. -3 < X < 3 2, -1 $X$ 0 3, -VJ $ X$ -1 Ó 1 $X $ VJ 
4, X < 3 O X > 7 5, -1 < X< 2 6, X < -1 O X > 1 7. -5 <X< 5 

8. -l $X$ 0 9, X~ 1 O X= 0 10, X$ -10 O X= 5 

11. X$ -10 O X= 5 12. X~ 1 O X=-~ 13. X< -4 

14. -5 < X < -3 15. -~ < X < -2 y -2 <X < -1 16, -2 <X < 2 

17. -2 <X< 8 18. 2 <X< 4 19. -4 <X< 10 20, X< -4 y X> 10 

21. i < -10 y X > 4 

1, §3, p. 15 

1 4 3 1 
• 3•-2 2. --- 3. 0,2,108 4. 2z-z2,2w-w2 (2x + 1) 

5. x ::/: .../2 o -.../2. /(5) = -fa 6. Para todo x. /(27) = 3 

7. (a.) 1 (b) 1 (e) -1 (d) -1 8. (a) 1 (b) 4 (e) O (d) o 
9. (a.) -2 (b) -6 (e) x2 + 4x- 2 10. x ~O, 2 

11. (a.) impar (b) par (e) impar (d) impar 



R2 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

1, §4, p. 17 

1. 8 y 9 2. ! y -1 3. fe. y 2 4. ~ y 21 ' 3 5. fe. y ~ 6. 9 y 8 
1 1 1 9 1 1 10 __L ! 7. -3 y -1 8. ¡y ¡ • y -¡ • -512 y 3 

11. Sí: Suponer que a es negativo; escribir entonces a= -b, donde b es positivo. Sea 
e un número positivo tal que e" = b. Entonces (-e)" =a, pues (-1)" = -1 

porque n es impar. 

11, §1, p. 22 

3. x negativo, y positivo 4. x negativo, y negativo 

11, §3, p. 31 

5. y= -~X-~ 6. y= -~X+ 5 7. X= Vi 
J9 9'/'3 

8 Y - --x + 4- -- 9. y= 4x - 3 10. y= -2x + 2 
. - v'3+3 v'3+3 

11. y= _!x + 3 + .¡2 12. y= v'3x + 5 + v'3 19. -t 20. -8 
2 2 V 

21. 2+-12 22. k(3+v'3) 23. y=(x-11") (.¡22-11") +1 

24. y=(x--12)(11"- 2 )+2 25. y=-(x+1)( ¡;/ )+2 
1-V2 v2+1 

26. y= (x + 1)(3 +Vi)+ Vi 29. (a) x = -4, y= -7 (b) x = ~.Y=~ 
(e) x=-t,y=~ (d) x=-6,y=-5 

11, §4, p. 33 

l. ..;97 2. Vi 3. J52 4. Vi3 5. !v's 6. (4, -3) 7. 5 y 5 

8. ( -2, 5) 9. 5 y 7 

11, §8, p. 47 

5. (x-2)2 +(y+1)2 =25 6. x2 +(y-1)2 =9 7. (x+1)2 +y2 =3 

8. y+'f=2(x+t)2 9. y-1=(x+2)2 10. y+4=(x-1? 

11. (x + 1)2 +(y- 2)2 = 2 12 .. (x- 2)2 +(y- 1)2 = 2 

13. X + 'f = 2(y + t )2 14. X - 1 = (y+ 2? 

111, §1, p. 57 

l. 4 2. -2 3. 2 4. ~ 5. -t 6. o 7. 4 8. 6 9. 3 10. 12 11. 2 

1•2. 3 13. a 

\ 
j 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

111, §2, p. 63 

Recta tangente en x = 2 Pendiente en x = 2 

l. 2x y= 4x- 3 4 
2. 3x2 y= 12x -16 12 
3. 6x2 y= 24x- 32 24 
4. 6x y= 12x -12 12 
5. 2x y= 4x- 9 4 
6. 4x + 1 y= 9x- 8 9 
7. 4x- 3 y= 5x- 8 5 

8. 
3x2 
2+2 y= 8x- 8 8 

9. 1 
y= -~X+~ -(x+1)2 

_! 
9 

10. 
2 

y=-~x+lj -(x+1)2 
2 

-9 

111, §3, p. 68 

l. 4x + 3 2. - 2 3. 1 4 2 1 5 1 2 
, (2x+1)2 (x+1)2 • x+ • -(2x-1)2 6. 9x 

3x2 
7. 4x3 8. 5x4 9. 6x2 10. 2 + 1 11. -2/x2 12. -3/x2 

13. -2/(2x- 3? 14. -3/(3x + 1)2 15. -1/(x + 5)2 16. -1/(x- 2)2 
17. -2x-3 18. -2(x + 1)-3 

111, §4, p. 71 

l. x 4 +4x3h+6x2 h2 +4xh3 +h4 2. 4x3 

R3 

3. \a) ~x-1 13 (b) -~x-5/2 (e) ~x 1 16 4. y= 9x- 8 5. y= tx +!,pendiente 
3 

6 - -3 !_ . -3 1 v'3 . 1 
• Y- 29 x + 32 , pendiente 9 7. y= --x +- pendiente --

2 2v'3 2 ' 2v'3 
8. (a) t5_3 , 4 (b) -¡7-5 / 4 (e) Vi(lo-12-1) (d) 11"7"-1 

III, §5, p. 80 

l. (a) ~x-2/3 (b) ~x-1/4 (e) x (d) ~x2 
2. (a) 55x10 (b) -8x-3 (e) ~x3 - 15x2 + 2x 

3. (a) -ix-7/ 4 (b) 3- 6x2 (e) 20x4 - 21x2 + 2 

4. (a) 2lx2 + 8x (b) ~x-'1 13 + 20x3 - 3x2 + 3 
5. (a) -25x-2 + 6x-112 (b) 6x2 + 35x6 (e) 16x3 - 21x2 + 1 
6. (a) ~x- 16x7 (b) 12x3 - 4x + 1 (e) 7n6 - 40x4 + 1 

.J 

1 



R4 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

7. (x3 + x) + (3x2 + 1)(x- 1) 8. (2x2 - 1)4x3 + 4x(x4 + 1) 
(x + 1)(2x + lfx112) + (x2 + 5x312) 9. 

10. (2x - 5)(12x3 + 5) + 2(3x4 +5x + 2) 

(x-2/3 + a:,2) ( 3x2- :2) + ( -~x-5/3 + 2x) (x3 + ; ) 

· 9 (-2x2 + 2) 
(2x + 3)( -2x-3 - x-2) + 2(x-2 + x-1) 13. (x + 5)2 14. (x2 + 3x + 1)2 

11. 

12. 

(t + 1)(t- 1)(2t + 2)- (t2 + 2t- 1)2t 
(t2 - 1)2 

15. 

(t2 + t- 1)( -9/4)t_9 , 4 - t_5 , 4 (2t + 1) 
(t2 + t- 1)2 

16. 

17. 5 y - 5 t + .i. 18 l y - lt :¡g, - i9 49 • 2' - 2 

111, §5, Ejercicios suplementarios, p. 80 

1. 9x2 - 4 3. 2x + 1 5. ~x312 - ~x-112 7. x2 -1 + (x + 5)(2x) 

9. (~x 1 12 + 2x)(x4 - 99) + (x* + x2)(4x3) 

11. (4x) (:2 +4x +8) + (2x2 + 1) (:; +4) 

13. (x + 2)(x + 3) + (x + 1)(x + 3) + (x + 1)(x + 2) 
15. 3x2 (x2 + 1)(x + 1) + x3(2x)(x + 1) + (x3)(x2 + 1) 

-2 5(3x2 + 4x) 21 -2(x + 1) + 2x 
17• (2x + 3)2 19" (x3 + 2x2)2 " (x + 1)2 

(x + 1)(x- 1)3(tx-112)- 3x112[(x- 1) + (x + 1)] 
23. (x + 1)2(x- 1)2 

(x2 + 1)(x + 7)(5x4)- (x5 + 1)((x2 + 1) + (2x)(x + 7)) 
25. (x2 + 1)2(x + 7)2 

(1- x2)(3x2)- x3(-2x) (x2 + 1)(2x -1)- (x2 - x)(2x) 
27. (1- x2)2 29. (x2 + 1)2 

(x2 + x- 4)(2)- (2x + 1)(2x + 1) 
31. (x2 + x - 4)2 

(x2 + 2)(4- 3x2)- (4x- x3)(2x) 35• -5x- (1- 5x) 
33. (x2 + 2)2 x2 

(x + 1)(x- 2)(2x)- x2 ((x- 2) + (x + 1)) 
37. (x + 1)2(x- 2)2 

(4x3 - x5 + 1)(12x3 + ~x 1 14 )- (3x4 + x514)(12x2 - 5x4) 
39. (4x3 _ x5 + 1)2 

41. (y- 18) = ~(x- 16) 43. (y+ 12) = 19x 45. (y- 10) = 14(x - 1) 

Y - ! = - 12 (x - 2) 49. y - ! = - 4 (x - 2) 
47. 9 81 3 9 . 
51. Punto de tangencia: (3, -3). Ambas curvas se intersecan aquí y tienen pendiente 

-l. 
53. Ambas curvas tienen el punto (1, 3) en común y tienen pendiente 6 en este punto. 
55. Recta tang, te (y- 7) = 16x en (O, 7); recta tangente (y- 19) = 16(x - 1) en 

(1, 19); recta tangente (y+ 13) = 16(x + 1) en ( -1, -13). 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

111, §6, p. 88 

l. 8(x+1)7 2. H~x-5)-1 '2 ·2 3. 3(senx?cosx 4. 5(logx)4 (;) 

5. (cos2x)2 6. - 2--(2x) 7. ecoo""(-senx) 8. 1 (e""+ cosx) 
x + 1 e"" +senx 

9. cos [log x + .!] (.! _ ..!.) lO. sen 2x- (x + 1)(cos 2x)2 
x x x2 (sen2x)2 

11. 3(2x2 +3?(4x) 12. -(sen(sen5x)](cos5x)5 13. - 1-(-sen2x)2 
2 ( cos 2x 

14. (cos(2x+5)] 2(2x+5))(2). 15. (cos(cos(x+1))](-sen(x+1)) 

16. (cose"")e"" 17. (3x~ 1)8 (4(3x-1)3]·3 18. -(4!)6 ·3(4x)2 ·4 
1 1 .·· 

19. ( 2 )4 2(sen 2x)(cos2x) · 2 20. ( ) 2(coiÍ 2x)(- sen 2x)2 sen x cos2x 4 
1 

21. (sen 3x)2(cos3x)·3 22. -sen2x+cos2x 23. (x2 +1)e""+2xe"" 

24. (x3 + 2x)(cos 3x) · 3 + (3x2 + 2) sen3x 
25 1 ( . ) 26 2e"''cos2z-(sen2x)e"'~ • ( cosx -senx • sen x + cos x )2 e2"' 

27• (x 2 + 3)/~- (log x)(2x) 28• cos 2x- (x + 1)(- sen 2x). 2 
(x2 + 3)2 cos2 2x · ' 

29. (2x- 3){e"' + 1) + 2{e'" + x) 30. (x3 -1)(e3"' · 3'+ 5) + 3x2(e3"' + 5x) 
(x- 1)3x2.- {x3 + l) · (2x + 3)2x- (x2 - 1)2 31. 32 

(x- 1)2 • (2x + 3)2 
33. 2{x413 - e"'),+ (~x1 13 - e"')(2x + 1) 
34. (sen3x)tx-314 +3{cos3x){x114-1) 35. (cos(x2 +5x)]{2x+5) 
36 •. é"'"+'8 (6 y a7 ""1 ·· 1 3 

x • Oog(x4 + 1))2 . x4 + 1 . 4x 

38. - 1 1 ( .. 1 -1/2 ) 2e'"- 2xe"" 
0og(~1/2 + 2x)]2 (x1/2 + 2x) 2x + 2 39. e2'" 

2x 4 
40. 1 + x6; 65 

111, §6, Ejercicios suplementarios, p. 89 

l. 2{2x + 1)2 3. 7(5x + 3)6 5 5. 3{2x2 + x- 5)2(4x + 1) 
7. t{3x + 1)_1, 2{3) 9. -2{x2 +X- 1)-3(2x + 1) 11. -Hx + 5)-8/3 

13. {x- 1)3{x- 5? + (x- 5)3 15. 4{x3 + x2 - 2x- 1)3(3x2 + 2x- 2) 
'(x -1)1/2{i)(x + 1)-1/4- (x + 1)3/4{t)(x- 1)-1/2 

17. 

19. 

21. 

25. 

31. 

33. 

35. 

x-1 
{3x + 2)9 (~){2x2 + x- 1)3/2{4x + 1)- (2x2 + x- 1)512 (9)(3x + 2)8 (3) 

, {3x + 2)18 
t{2x + Í)-1/2{2) 23. l{x2 +X+ 5)-112 (2x + 1) 

3x2cos(x3 + 1) 27. (e"'8+1){3x2 ) 29. (cos(cosx)){-senx) 
(e••n(:."+ 1l)(3x2 cos(x3 + 1)) 

(cos((x + 1){x2 + 2))][(x + 1){2x) + (x2 + 2)] 
(e<'"+1)(:.-3))((x + 1) + (x- 3)) 37. 2cos{2x + 5) 

R5 
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2 ( x- 5 ) ((2x + 4)- (x- 5)2) 
39. 2x + 1 41. cos 2x + 4 (2x + 4)2 

( 2s2 +3s+1)(4x + 3) 45 - 1-[cos(log2x + 1)]2 
43. e • 2x + 1 

47. -(6x-2)sen(3x2 -2x+1) 49. 80(2x+1f9 (2) 

51. 49(log x)48(x-1) 53. 5(e2s+1 - x)4(2e2s+1 -1) 

55. H3log(x2 + 1)- xa)-1'2 (x2 ~ 1 (2x)- 3x2) 

2(cos3x)(cos2x)- 3(sen2x)(-sen3x) 
57. 

59. 

61. 

63. 

(cos 3x)2 

(sen x3)(1/2x2)4x - (log 2x2)(cosx3)3x2 
(sen x3)2 

(cos2x)(4x3)- 2(x4 +4)(-sen2x) 
(cos 2x)2 

(cos x3)(4){2x2 + 1)3( 4x) + {2x2 + 1)4 (sen x3 )(3x2) 
cos2 x3 

65. -3e-3"' 67. (e-b"+"')(-8x + 1) 

e-"'[2x/(x2 + 2)] [Iog{x2 + 2)]{e-"}( -1) 
69. - e 2s 

111, §7, p. 91 . 

5{x2 + 1)4 ·2 + 20,(2? + 1)3 4x.1 3. O 4. 7! 5. O 6. 6 1. 18x _2. _ 

7. -cosx s. cosx 9 •. -senx 10. -cosx 11. senx 12. cosx 

Hay un patrón en los problemas 7 a 12. Nótese que las derivadas de sen x son: 

f(x) =sen x; 

f 1>(x) = cosx; 

f 2>(x) = -senx; 

¡(3>(x) = -cosx; 

f 4>(x) = senx. 

Entonces las derivadas se repiten. Así, cada cuarta derivada es igual. Por lo tanto, 

para hallar la n-ésima, basta dividir n entre 4, y si r es el residuo, de modo que 

n = 4q + r, entonces 

¡<n>(x) = ¡<r>(x). 

13. (a) 5! (b) 7! (e) 13! 14. (a) k!- (b) k! (e) O (d) O 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

111, §8, p. 94 

3 - x y - 3x2 . 6x2 1 - 2y 
l. -{2x + y)fx. 2. y+ 1 3. 3y2- x 4. 3y2 + 1 5. 2x + 2y -1 

1+4xy x(y2-1) 
6. -y2 /x2 7. 2( 2) 8. ( 2) 9. (y- 3) = 3{x + 1) 

y+x y1-x 
10. y+1=4{x-3) 11. (y-2)=i{x-6) 12. y+2=-j(x-1) 
13. (y+ 4) = i{x- 3) 14. y- 2 = -i(x + 4) 15. y- 3 = ¡(x- 2) 

111, §9, p. 101 

l. (a) 1/6 (b) O (e) Imposible 2. O 3. 320 m/seg2 4. O 

3/ / rd e 3 'd / 5. 240m seg 6. 36r cm seg 7. 2rr, 2, 2r 8. ii um s seg 

9. (a) 0.41 m/seg (b) 0.3 m/seg 10. (a) 0.51 mfseg (b) 0.61 m/seg 
11· n.D 
12. La figura es como sigue. 

dy=2G dt 

6 

8 tk 
-=-1 
dt 

R7 

Tenemos dado que dx/dt = -1 y que dyfdt = 2._ El área es A= ixy, de modo 
que 

dA 1 [ dy dx] 1 [ ] -;¡¡ + 2 x dt + y dt = 2 2x - y . 
\ 

Tenemos dado que para algún tiempo, x = 8. Como la velocidad es uniforme hacia 
·el origen, después de 2 rnin hallamos que x = 8- 2 = 6. Además, después de 2 
min hallamos que y = 6 + 4 = 10. Por lo tanto, después de 2 rnin obtenemos 

~~ = t[12- 10] = 1 cm2 /min. 

13. 90 cm2 /seg H. 0.4~ m/seg 15. 4.6 x 10-3 m/min 
16. 0.49/rm/rnin 17. t = t, ac. = 4 
18. Tanto x como y son funciones del tiempo t. Al diferenciar cada lado de 

y= x 2 - 6x 

con respecto a t, hallamos que 

dy _ 2 dx _ 6 dx 
dt - X dt dt • 

Cuando dy/dt = 4dx/dt, se obtiene 

4 dx = 2 dx _ 6 dx 
dt X dt dt. 



R8 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

Al cancelar dxfdt se tiene 4 == 2x- 6, de modo que x == 5 y y== -5. 

19. 0 ·~12 m/min. Trazar la figura. 

Cuando h == 1.65, la distancia de la parte superior del agua a la parte superior del 

hemisferio también es 1.65, de modo que, por Pitágoras, 

1.652 + r 2 == 3.32 • 

Entonces se puede despejar r. Usar dVfdt == 0.1 para hallar dhfdt. 

20. !(502 • 7 + 602 • 1.5)(502 • 3.52 + 602 • 1.52
)-

1
/

2 km/hr 

21. 0.03/'lr m/min 

----- ------....: 

La hipótesis acerca del diámetro implica que r == 3h/2, de modo que V == ~1rh3 • 
Entonces dV -ª-1rh2 dh_ 01 

dt - 4 dt - .. 

Cuando h == 1.22, esto da la respuesta. 

22. -3/400 cm/min, -67r/5 cm2 /min 23. 1/32 m/min 24. 1007r pies3 fseg 

IV, §1, p. 118 

l. Vz/2 2. ~/2 3. ~/2 4. ! 5. -~/2 6. -! 7. ~/2 

8. -Vz/2 9. 1 10. ~ 11. 1 12. -1 13. -! 14. -~/2 15. -1/2 

16. ~/2 17. -~/2 18. ! 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R9 

IV, §2, p. 122 

2. 

1 1 1 
1 1 

_-3:_3n;j:r---::_:!"-;---:"~l---t---"~l----1----·-1 - eje x 
" Jn/ 

21 -21 2' -1 

3. 

1 1 1 2 1 

if\i f\! 
eje y 

--=-~n~,--.,;,~--1--~<---_; __ eje x 

4. (a) 

1 
1 
1 

(b) 

Gráfica de y= sen 2.r Gráfica de y = sen 3.r 



RlO 

5. (a) 

-lt 

(b) 

6. (a) 

(e) y= sen 2ll'x 

7. (a) y= lsenxl 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

Gráfica de y = sen ~ x 

Gráfica de y = sen ! x 

27t 

Gráfica de y = sen 1< x 

lt 

2 

1 

1 

1 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

IV, §3, p. 126 

/ .../2 ¡;: - .../2 ¡;: 
l. -¡-(v3 + 1) 2. - 4-(v3- 1) 

3. (a) ~(Va-l) (b) ~(Va+l) (e) ~(Va+l) (d) ~(Va-l) 
(e) ~(Va-l) (f) -¿(Va+l) (g)! (h) -../3/2 

5. sen3x = 3sen x- 4sen3 x,cos3x = 4cos3 x- 3cosx 

IV, §4, p. 130 

l. - csc2 x 2. 3 cos 3x 3. -5 sen 5x 
4. (8x+l)cos(4x2 +x) 5. (3x2)sec2 (x3 -5) 6. (4x3 -3x2)sec2 (x4 -x3 ) 

7. cosxsec2 (senx) 8. sec2 xcos(tanx) 9. -sec2 xsen(tanx) 10. -1 
11. o 12 • .../3/2 13. --/2 14. 2 15. -2/.../3 

16. (a) y=l (b) (y-~)= ~1 (x-i) 
(e) y=l (d) (y+l)=6(x-¡) 

(e) y=l 

(g) (y-l)=-2(x-¡) 

(i) (y-~)=¿ (x- i) 
(k) y= 1 

17. (a) -1.6 (b) ~ (e) .../3/30 

(f) (y- .../2) = -.../2 (X- i) 
(h) y - 1 = X - _! 

4 

(j) ( 1) -ll'.../3( ) y-2 =-6-x-1 

(1) (y-~)= ~ll' (x-Ü 
1L ~ey 

Rll 

Una revolución cada dos minutos es media revolución por minuto. Por lo tanto, 
dtJfdt = ll' (en radianes por minuto). Pero 

y= 7.5senfJ 
de modo que 

dy dsenfJ dfJ 
dt = 7.5--;¡¡- dt = 7.5(cosfJ)ll'. 
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Cuando la altura de un punto sobre la rueda es de 12.75, entonces Y= 12.75-9 = 
3.75. Entonces, senil= 3.75/7.5 =! y 11 = 7r/6. Por lo tanto, 

dy 1 = 7.5 (cos ~) 1r = 7:} vJ1r m/min. 
dt 6=1r /6 

19. (a) 54.6m/seg (b) 109.2m/seg (e) 682.5m/seg (d) 30m/seg (e) 464m/seg 
25 rad/hr 

21. 

Tenemos dado que dllfdt = 47r (dos revoluciones= 47r radianes). Entonces 

tan 11 = 3~6 , de modo que y= 306 tan 11. 

U san do la regla de la cadena, 

dy = 306(1 + tan2 11) ddll. 
dt t 

(a) El punto sobre el muro más cercano a la luz es cuando 11 = O. Entonces tan O = 
O, de modo que 

d 1 . ..JI.. = 306 · 47r = 12247r m/min. 
dt 6=0 

(b) Cuando y = 153, entonces tan 11 = ! , de modo que sustituimos tan 11 por ! Y 
obtenemos 

dy 1 = 306( i )47r = 15307r m/min. 
dt y=l53 

22. 12,2327r /135 m/seg 

23. Sea s la longitud de la sombra. 

S 

-9-
1 

i,l 
. 

. 

. 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

Tenemos dado que dllfdt = 7r/10. Tenemos además que 

9- S S 
tan 8 = -- = 1 - -9 9. 

Al diferenciar respecto a t y usar la regla de la cadena obtenemos: 

(1 + tan2 8) dll = _! ds 
dt 9 dt. 

Si 8 = 1rj6, entonces tan(7r/6) = 1/../3. Al sustituir se tiene: 

( 1 + !) .!. ,; _,!dsl 
3 10 9 dt . 

9=1r/6 

Podemos despejar dsfdt, a saber, 

ds 1 (4) 1r 6 
dt = -9 3 10 = -57rm/hr. 

9=1r/6 

24. 10.74/'lrgrad/min 

25. Tenemos dado que dxfdt = 0.9. Hallar d8fdt cuando x = 4.5. 

t 
y 

1 

Tenemos 
-x-

X 
cos8 = g· 

Entonces, por la regla de la cadena, 

-senlld8 =! dx 
dt 9 dt. 

R13 

Cuando x = 4.5, tenemos que cos 8 = 1/2, y entonces 11 = 1r /3. Por lo tanto, 
sen 11 = vJ/2. Entonces 

26. 9/27rgrad/seg 

d8l 1 1 
dt = - ¡;;/ 90.9 

z=l5 v3 2 
-1 = r.; rad/seg. 

5v3 
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27. 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

1 
60 

1 -x---
d d dx/dt- 6 Queremos hallar d8/dt cuando z = 120. Tenemos Tenemos a o que - · 

60 
tan8 = -, 

X 

de modo que, al diferenciar respecto a t y usar la regla de la cadena, 

d8 (-1) dx 
(1 + tan2 8) dt = 60 -;2 dt' 

8- 60/120 = 1/2. Por lo tanto, 8 = 7r/6 y entonces Cuando z = 120, entonces sen -
tan 8 = 1/ ,j3. Además, x = 60VJ. Esto da 

Entonces, finalmente, 

( 1 + !) d81 = 60 o 6~ ~ 3 6 
3 dt z=l20 

-1 

30 

d81 __ _!_~=-_!_rad/seg. 
dt - 30 4 40 

z=120 

28. -1/25 rad/seg 

IV, §6, p. 144 

3. (a) (Vi,'lr/4) (b) (V2,57r/4) n (6,:~)~ (d) (1,7r) 

4. (a) (y-1)2+x2=1 (b) 2(x-2) +Y -a4 2 2 (a)2 

s. (a) (y-~f +x2= (i) (b) (x-2) +2Y =2 2 
2 )2 2 (d) (x- af±y =a 

(e) x +(y- a =a . - ,[CCSS Sólo los valores de 8 tales que 
6. r2 = cos 8. Esto es eqmvalente a r - cos (. 8) - cos 8 la curva es simétrica 

cos 8 > O contribuirán a r. Además, como cos - - ' 
respecto al eje x. Hacemos una tabla 

8 r 

O a 7r /2 decr. de 1 a O 

-7r/2 a O cree. de O a 1 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R15 

En estos intervalos tenemos que O :::; cos 8 :::; 1, y, por lo tanto, 

Jcos8 ~ cos8, (¡cuidado!) 

donde la igualdad se da sólo en los puntos extremos. Como r = cos 8 es la ecuación 
de un círculo (de manera análoga para r = sen 8, ver el problema 5), la gráfica se 
ve así: 

Gráfica de r 2 = cos 8 

8. (a) r = sen2 8. El lado derecho siempre es ~ O, de modo que existe un valor de r 
para cada valor de 8. Como 

-l:Ssen8:S1, 

se sigue que sen2 8 :::; 1 sen Bj. Además, las regiones de crecimiento y de decreci­
miento son en intervalos de longitud 1r /2. Se deberán hacer unas tablas de éstas y 
advertir entonces que la gráfica se ve así: 

Los óvalos son más delgados que círculos, al revés que en el problema 6, donde son 
más extendidos que círculos. 

9. r = 4 sen2 8. Nótese que el lado derecho siempre es ~ O, y así, existe un valor de 
r para cada valor de 8. Además 

sen(-8)=-sen8 y sen2 (-8)=sen2 8 
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R16 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

10. 

12. 

13. 

16. 

28. 

r para cada valor de (). Además 

sen( -0) = - sen O y 

al · Hacemos una tabla. de manera que la gráfica es simétrica respecto eJe x. 

() r 

O a rr/2 cree. de O a 4 

rr/2 a rr decr. de 4 a O. 

sen2 () <_ 1 sen o¡ porque 1 sen o¡ :$ l. Por lo tanto, la Observamos también que 
gráfica es algo así: 

1 ) 11 x2+y2 = 16 (círculo) x2 +y2 = 25 (círcu o • . 
1 

1 . es una recta vertical. (a) reos O= 1 es equivalente a x = , ,que . , 

, , . cos () f. O. En este caso, la ecuacwn es 
r = 3/ cos (). Esta esta defimda para() d d que la ecuación en coordenadas () 3 y x - r cos e mo o equivalente a r cos = ' - ' . 
rectangulares es x = 3' que es una recta vertical. 

(x2+x+y2)2=x2+Y 17. (x +y+ y -2 2 2 2 )2 - x2 + y2 27. y2 = 2x + 1 

r _ 2 . Hacemos una tabla: 
-2-cosO 

() cosO 2 cosO r 

cree. de O a rr/2 decr. de 1 a O cree. de 1 a 2 decr. de 2 a 1 

cree. de rr /2 a rr decr. de O a -1 cree. de 2 a 3 decr. de 1 a 2/3 

cree. de rr a 3rr/2 cree. de -1 a O decr. de 3 a 2 cree. de 2/3 a 1 

cree. de Srr /2 a 2rr cree. de O a 1 decr. de 2 a 1 cree. de 1 a 2 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 
R17 

-2 -1 

-2 

Se puede ver que esta ecuación es una elipse al convertir a coordenadas (x,y). La 
ecuación es equivalente a 

r(2- cosO)= 2, esto es, 2Vx2 + y2- x = 2. 

Por álgebra, esto es equivalente a 4(x2 + y2 ) = (x + 2)2 , esto es, 

3x2 - 4x + 4y2 = 4. 

Al completar el cuadrado, ésta es la ecuación de una elipse 

29. J x 2 + y2 = 4 - 2x. Como, por hipótesis, r ~ O, debemos tener 4 - 2x ~ O, o, de 
manera equivalente x :$ 2. Recíprocamente, para x :$ 2, la relación es equivalente 
a la que se obtuvo cuando elevamos al cuadrado ambos lados, y la ecuación se convierte en 

o, de manera equivalente, 

3x2 - 16x- y2 = -16. 

Ésta es la ecuación de una hipérbola. Así, la ecuación en coordenadas polares es 
equivalente a la ecuación de una hipérbola, junto con la condición adicional x :$ 2. 

30. r =tan()= senO/cosO. Multiplicar ambos lados por cosO para ver que esta 
ecuación es equivalente a r cosO= sen(), esto es 

x =senO. 

Por supuesto, la función no está definida cuando cos () = O. Como 

-1 <sen()< 1, 
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R18 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

se sigue que -1 < x < l. Hacemos una pequeña tabla: 

8 X 

o o 
7r/4 l/J2 
7r/3 V3/2 

cree. O a 1r /2 cree. O a 1 

Cuando 8 tiende a 7r/2, x tiende a l. Pero cosO tiende a O, Y así r = ~an.8 se 
vuelve positivo muy grande. Por lo tanto, la gráfica se ve como en la figura sigUiente 

para O~ x <l. 

La gráfica también tiene simetría. Como r = Y /x Y r 2: O, tanto Y como x 
deben tener el mismo signo, esto es, x, y > O o x, Y < O, a menos que x = O· 
El siguiente intervalo de 8 para el cual tan 8 es positivo es, entonces, 

37r 
7r ~ 8 < 2' 

Ya sea haciendo una tabla, o por simetría, al usar 

tan(8 + 1r) = tan8 

se ve que la gráfica es como se muestra para -1 < x ~ O· 
31. r = 5 + 2 sen 8 Hacemos una tabla: 

8 senO T 

O a 1r/2 cree. de O a 1 cree. de 5 a 7 

1r /2 a 1r decr. de 1 a O decr. de 7 a 5 

7r a 37r/2 decr. de O a -1 decr. de 5 a 3 

37r /2 a 21r cree. de -1 a O cree. de 3 a 5 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R19 

z=7 

32. r = 11 + 2 cos 8j. De nuevo hacemos una tabla. El signo de valor absoluto hace que 
el lado derecho sea positivo, de modo que obtenemos un valor de r para cada valor 
de 8. Sin embargo, queremos escoger intervalos que tomen en cuenta los cambios 
de signo de 1 + 2 cos 8, esto es, cuando cos 8 = -1/2. Hacemos la tabla de 
acuerdo con esto, cuando 8 = 21r /3 o 8 = 47r/3. 

8 cosO r 

O a 1r /2 decr. de 1 a O decr. de 3 a 1 
7r/2 a 21r /3 decr. de O a -1/2 decr. de 1 a O 

27r/3 a 1r decr. de -1/2 a -1 cree. de O a 1 

Como cos( -8) = cos 8, la gráfica es simétrica con respecto al eje x y se ve así: 

2 

-3 -2 3 

33. (a) r = 2 +sen 28. Como sen 28 está entre -1 y +1, se sigue que el lado derecho 
es positivo para todo 8, y así, existe un r que corresponde a cada valor de 8. 
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Hacemos una tabla, escogiendo los intervalos que reflejen las regiones de crecimiento 
de sen 28, es decir, intervalos de longitud ll'/4. 

8 28 sen28 r 

O a ll'/4 O a ll'/2 cree. de O a 1 cree. de 2 a 3 

ll'/4 a ll'/2 ll'/2 a ll' decr. de 1 a O decr. de 3 a 2 

ll'/2 a 3ll'/4 ll' a 3ll'/2 deer. de O a -1 deer. de 2 a 1 

3ll'/4 a ll' 3ll'/2 a 2ll' cree. de -1 a O cree. de 1 a 2 

La gráfica se ve así. 

33. (b) Hacer una tabla. Usamos intervalos de longitud ll'/4 porque sen8 cambia su 
comportamiento en intervalos de longitud ll'/2, de modo que sen 28 cambia su 
comportamiento en intervalos de longitud ll'/4. 

8 28 sen28 r = 2- sen28 

cree. de O a ll'/4 cree. de O a ll'/2 cree. de O a 1 decr. de 2 a 1 

cree. de ll'/4 a ll'/2 cree. de 'K/2 a ll' decr. de 1 a O cree. de 1 a 2 

cree. de ll'/2 a 37r/4 cree. de 'K a 3ll'/2 decr. de O a -1 cree. de 2 a 3 

cree. de 3ll'/4 a ll' cree. de 3'K /2 a 2ll' cree. de -1 a O decr. de 3 a 2 

34. 

35. 

36. 

37. 

39. 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

La parte para ll'. ~ 8 ~ 2'K .se obtiene de manera similar, o por simetría. 
x ~O, y= O (eJe x negativo) 
x =O, y~ O (eje y positivo) 
x = O, y~ O (eje y negativo) 

38. 

V, §1, p. 149 

l. 1 2. ~ 3. k 4. 1 5. ~ 6. o 7. ±1 
8. 7r + 2 Sll' ¡ n'K Y 4 + 2n7r, n = entero. 9. nll', n = entero 

R21 

r 
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l o ~ + n71', n =entero • 2 

V, §2, p. 157 

l. Creciente para todo x. 

2. Decreciente para x ~ ! , creciente para x ~ ! . 
3. Creciente todo x. 
4. Decreciente x ~ - ,j2f3 y x ~ ,j2f3. Creciente - ,j2f3 ~ x ~ ,J2f3. 
5. Creciente todo x. 

6. Decreciente para x ~ O. Creciente para x ~ O. 

17. Mín:1; máx:4 
19. Máx:-1; mín:4 
21. Mín:-1; máx:-2,1 
24. Sea f(x) =tan x- x. Entonces /'(x) = 1 + tan2 x -1 = tan2 x. Pero tan2 x es un 

cuadrado, y es entonces > O para O < x < 71'/2. Por lo tanto, f es estrictamente 
creciente. Como /(0) =O, se sigue que f(x) >O para todo x con O< x < 71'/2. 

26. Base= VCJ3, altura= .¡c¡Ii 27. Radio=~. altura=~ 
28. Base= .¡G76, altura= .¡Gj6; Radio=~. altura= 2~ 
30. (a) f(t) = -3t +e (b) /(t) = 2t +e 31. f(t) = -3t + 1 
32. f(t) = 2t- 5 33. x(t) = 7t- 61 34. H(t) = -0.6t + 9 

VI, §1, p. 168 

l. O, O 2. O, O 3. O, O 4. ~. ~ 5. O, O 6. oo, -oo 7. -oo, oo 
8. -!, -! 9. -oo, +oo 10. O, O 11. oo, -oo 12. -oo, oo 

13. oo, oo 14. -oo, -oo 15. oo, -oo 16. -oo, oo 

17. oo, oo 18. -oo, -oo 

19. 

n an X_. 00 x--+ -oo 

Impar >0 f(x)-> oo f(x)-> -oo 

Impar <0 f(x) ..... -oo f(x) ..... oo 

Par >0 f(x)--oo f(x)--oo 

Par <0 f(x) ..... -oo f(x) ..... -oo 

20. Suponer que un polinomio tiene grado impar, digamos que 

f(x) = axn +términos de orden menor, 

y a =f:. O. Suponer primero que a > O. Si x ..... oo, entonces /( x) -> oo y en 
particular, f(x) >O para algún x. Si x ..... -oo, entonces f(x) ..... -oo, y, en 
particular, f(x) < O para algún x. Por el teorema del valor intermedio existe 
algún número e tal que /(e) = O. El mismo argumento funciona si a < O. 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R23 

VI, §2, p. 172 

l. Para sen x: O, 71' y añadir 2n71' con cualquier entero n. 

2 P 71' 371' -ad' 2 • ara cosx: 2• 2 , y an u n71'. 

3. Sea f(x)=tanx. Entonces /'(x)=1+tan2 x,y 

!"(x) = ddx(1 +tan2 x) = 2(tanx)(1 +tan2 x). 

La expresión 1 + tan2 x es siempre > O, y /"(x) =O si, y sólo si, x =O (en el 
intervalo dado). Si x >O, entonces tanx >O, y si x <O, entonces tanx <O. Por 
lo tanto, x = O es el punto de inflexión. 

4. Trazar las gráficas de sen2 x y 1 sen xl. 

" " 3n 1t 3n 2n 
4 2 4 2 

sen2 x 

2 

isenxl 

" 3n 27l 
2 

Observar que la función sen2 x es diferenciable, y su derivada es O en x = O, 71' /2, 
71', etc., de modo que la curva es plana en estos puntos. Por otro lado, 1 sen xl no 
es diferenciable en O, 71', 271', etc., donde tiene "picos." Por ejemplo, la gráfica de 
1 sen xl para 71' ~ x ~ 271' se obtiene al reflejar la gráfica de sen x respecto al eje x. 

Sea f(x) = sen2 x. Entonces /'(x) = 2 sen x cos x = sen 2x. Además, f"(x) = 
2 cos 2x. Esto permitirá hallar fácilmente las regiones de crecimiento y de decre­
cimiento y' los puntos de inflexión, donde /" ( x) = O. Los puntos de inflexión 
son cuando 'cos2x =O, esto es, 2x = 71'/2 + n71' con un entero n, de modo que 
x = 71'/4 + n71'/2 con un entero n. 

6. Se dobla hacia arriba para x > O; hacia abajo para x < O. 

7. Se dobla hacia arriba para x > -./3, --./3 < x ~O. Hacia abajo para x < --../3, 
0 ~X< VJ. 

8. Se dobla hacia arriba para x > 1, -1 < x ~ O. Hacia abajo para x < -1 y 
O~x<l. 

9. Máx en x = 71'/4. Mín en x = 571'/4. 
Estrictamente creciente para O~ x ~ 71'/4, 571'/4 ~ x ~ 871'/4. Decreciente para 

71'/4 ~X ~ 571'/4. 

Puntos de inflexión: 37r/4 y 77r/4. 
Trazar la curva f(x) =sen x + cos x. 

( 
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-1 

-V2 
(!?¡' -v'2) 

VI, §3, p. 177 

l. Sea f(x) = ax3 + bx2 +ex+ d. Entonces 

f"(x) = 6ax + 2b. 

Existe una solución única x = -b/3a. Más aún, si a > O: 

f"(x) = 6ax + 2b >O 

f"(x) = 6ax + 2b <O 

x > -b/3a, 

x < -b/3a. 

Por lo tanto, x = -b/3a es un punto de inflexión, y es el único. Si a < O, al dividir 
una desigualdad entre a cambia la dirección de la desigualdad, pero el argumento 
es el mismo. 

17. (a), (e) 18. (e) 
19. /"(x)=12x2 +18x-2. Demodoque ~f"(x)=6x2 +9x-1,y f"(x)=O si, y 

sólo si, 
-9- V87 

X= 12 
-9 + ../87 

x= o 
12 

Más aún, la gráfica de f" es una parábola que se dobla hacia arriba (pues el 
coeficiente 12 de x2 es positivo) y así 

1 -9 - . /0;;.87 -9 + '87 !' (x) > 0 si, y sólo si, 12VOI <X< 12VOI. 

Gráfica de /_"(x) 

Entonces f"(x) cambia de signo en las dos raíces de f"(x), por lo que estas dos 
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raices _ n puntos de inflexión de f. 
Tenemos que f' ( x) = 4x3 + 9x2 - 2x = x( 4x2 + 9x - 2). Los puntos críticos de f 

son las raices de f', esto es 

X¡= 0, 
-9- v'i13 

X2 = ---,8,..:-- -9 + v'i13 
X3 = 

8 

Nótese que f( -2) <O (por cálculo directo), de modo que f(x) es negativo en algún 
x <O. Además 

si x-+ -oo, entonces f(x)-+ oo, 

si x-+ oo, entonces f(x)-+ oo. 

Si x ~O, entonces f(x) >O. En efecto, si O< x :51, entonces -x2 + 5 >O 
y los otros dos términos x4 + 3x3 son ambos positivos, de modo que f( x) > O. Si 
x ~ 1 , entonces 

x4 - x2 >O, 

y 3x3 + 5 >O, así que, de nuevo, f(x) >O. 
Podemos ahora trazar la gráfica de f. 

eje y 

Gráficade f 

punto de inflexión 

punto de inflexión 

21. Tenemos f'(x) = 6x 5 - 6x3 + ~x = 3x(2x4 - 2x2 + ~). Sea u= x2 • Entonces 
las raices de f'(x) (que son los puntos críticos de !) son x =O y aquellos valores 
obtenidos mediante la fórmula cuadrática aplicada a u, a saber, 

2u2 - 2u + ~ = O. 

De aquí se obtiene u = 1/4 o u= 3/4, o, en términos de x, 

X = ±1/2 y X= ±VJ/2. 

Observar que f(x) también se puede escribir en términos de u= x2 , a saber, 

f(x) = u3 - ~u2 + fsu- f2. 
Entonces se hallará que los valores de f en los puntos críticos son todos iguales a 
1/32 o -1/32. (¿Bonito?) La gráfica se ve como se muestra en la página siguiente. 
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Los puntos de inflexión también se pueden hallar fácilmente. Tenemos 

/"(x) = 30x4 - 18x2 + ~ = 30u2 - 18u + ~-
Por lo tanto, f"(x) =O si, y sólo si, 

-18 ± v'i89 
u= 60 . 

Esto da dos valores para u, y entonces x = ±.,fü son los puntos de inflexión. 

VI, §4, p. 182 

Ver también las gráficas que se muestran a continuación. 

p.c. Crece Decrece 

l. 3 ± v'li x:$3-y'liy 3-v'li:$x<3 y 

x~3+v'IT 3<x<3+v'IT 

2. 3±ViQ 3-ViOs;xs;J+ViO 3+VW:$xy 

x:$3-VW 

3. -1 ± v'2 -1 - v'2 :$ X :$ -1 + v'2 X:$ -1- v'2 y 

X~ -1 + v'2 
Para 4 y 5, ver las gráficas que siguen. 

6. o x:$0 v'2<x y O:$x<v'2 
7. Ninguno x < -~,x > -~ 
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Máx. Mín. 
rel. rel. Crece Decrece 

9. -,;3 ,;3 X < -VJ, X > VJ -VJ <X< 0, 
O<x<VJ 

12. Ninguno Ninguno En ninguna parte x < 5f3,x > 5/3 
14. Ninguno o x>O -1 <X< 0 
16. Ninguno Ninguno En ninguna parte X< -Vs, 

-Vs<x<Vs, 
X> Vs 

18. o Ninguno X< -2 0 <X< 2, X> 2 
-2 <X< 0 

4. y= f(x) = x- 1/x; no hay punto crítico. La función es estrictamente creciente en 
todo intervalo donde está definida. 

5. y= f(x) = xf(x3 -1); ¡'(x) = -(2x3 + 1)/(x3 -1? 
f"(x) = 6x2 (x 3 -1)(x3 + 2)/(x3 -1)6 

= (x 3 - 1)(x3 + 2) · un cuadrado. 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
11 
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Punto crítico en x = -1/../i. Punto de inflexión en x = - ~. 
Máximo local en el punto crítico. 

VI, §5, p. 193 

l. r ..fi por ~ r..fi, donde r es el radio del semicírculo. 
2. Sea x el lado de la base y y el otro lado, según se muestra en la figura. 

Sea A( x) el área combinada. Entonces 

4.5- x 2 
A(x) = x2 + 4xy = 4.5, de donde y=---. 

4x 

Si el volumen es V, entonces 

x3 
V= x2 y = 1.125x- -¡-· 

Entonces V'(x)=l.125-3x2/4 y V'(x)=O si, y sólo si, x=l.22,y y=0.61 al 
sustituir en la expresión para y en términos de x. Tenernos, para x > O: 

V'(x) >O <=> 
V'(x) <O <=> 

1.125 - 3x2 /4 > O 

1.125 -3x2 /4 <O 

Por lo tanto, x = 1.22 es un punto máximo. 
4. El costo total f(x) está dado por 

<=> X< 1.22, 

<=> X> 1.22. 

f( x) = 300 ( 2 ~) ~ D 300 = 300D + 180 3x. 
X + 600 100 + X X + 20 

Entonces /'(x) =o si, y sólo si, x2 = 20(300D+180)/3. Respuestas: (a) X= 20J3 
(b) x = 40../i (c)L (d), (e) x = 60, pues los puntos críticos son más grandes que 
60, a saber, 20v'i3, 60../i y 20J23 en los casos respectivos. 

5. 4../i por 8../i 
6. Respuesta: x = 8/3. Para x, y ?: O, requerirnos que x + y = 4, y querernos 

minimizar x2 + y3 • Corno y = 4 - x, debernos minimizar 

f(x) = x2 + (4- x)3 • 

Entonces /'(x) = 2x- 3(4- x) 2 , y /'(x) =O si, y sólo si, x = (26 ± 10)/6. La 
solución 36/6 está fuera del margen O ~ x ~ 4. El punto crítico en este margen 
es, pues, x = 16/6 = 8/3. Mediante un cálculo directo puede verse que /(8/3) 
es menor que f(O) o f( 4). Corno hay un solo punto crítico en el intervalo dado, 
debe ser el mínimo requerido. También se puede graficar f'(x) (parábola) para ver 
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que f'(x) <O si O< x < 8/3 y f'(x) >O si 8/3 < x < 4, de modo que f(x) es 
decreciente a la izquierda del punto crítico, y es creciente a la derecha del punto 
crítico, de donde el punto crítico es un mínimo en el intervalo dado. 

7. Mínimo: usar 2471"/(4 + 1r) cm para el círculo; 96/( 4 + 1r) cm para el cuadrado. 

Máximo: usar todo el alambre para el círculo. 

Mostramos cómo hacer el ejercicio 7. Sea x el lado del cuadrado. Entonces 4x es el 
perímetro del cuadrado, y O ~ 4x ~ 24, de modo que O ~ x ~ 6. Además, 24 - 4x 
es la longitud del círculo, i.e. la circunferencia. Pero 

24- 471" = 2ll"r, donde r es el radio, 

y 1rr2 es el área del círculo. La suma de las áreas es 

ll"r2 + x2. 

Esto se expresa en términos de dos variables, x y r, pero tenernos la relación 

24-4x 
r=~, 

de modo que la suma de las áreas se puede expresar en términos de una variable, 

( 24- 4x) 2 2 f(x)=7r ~ +x. 

Ahora se puede minimizar o maximizar al hallar primero los puntos críticos y 
después investigar si son máximos o mínimos, o si dichos extremos suceden cuando 
4x = 24 o 4x =O. Notar que la gráfica de fes una parábola, doblada hacia arriba. 
¿Qué es f(O)? ¿Qué es /(6)? Los valores posibles para x están en el intervalo 
O ~ x ~ 6. El máximo o mínimo de f en este intervalo está en /(0), /(6) o bien 
en el punto crítico x tal que /'(x) =O. Trazar la gráfica de f para tener idea de 
lo que sucede. 

8. Respuesta: (1,2). Elcuadradodeladistanciade (x,y) a (2,1) es 

(x- 2)2 +(y- 1)2 • 

Como y2 = 4x, obtenemos x = y2 /4, de modo que tenernos que minimizar 

f(y) = ( ~ _ 2 r +(y_ 1)2 • 

Pero /'(y) = (y3 /4)- 2 y f'(y) =O si, y sólo si, y= 2, de modo que x = l. Se 
puede verificar que f'(y) >O si y> 2 y f'(y) <O si y< 2, de modo que y= 2 es 
un mínimo para f(y). 

9. (VS/2,!),(-~!) 
10. El cuadrado de Ya distancia entre (11, 1) y (x, y) es 

(x -·11)2 +(y -1)2 = (x -11)2 + (x 3 - 3x- 1)2 = f(x), 

que es una función sólo de x. La figura lo muestra. 
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Tenemos que minimizar f(x). Cuando x se vuelve positivo o negativo grande, f(x) 
se vuelve positivo grande, pues 

f(x) = x6 +términos de grado menor. 

Por lo tanto, ocurre un mínimo en el punto crítico. Tenemos 

¡'(x) = 2(x- 11) + 2(x3 - 3x -1)(3x2 - 3) 

de modo que 
!f'(x) = 3x5 - 12x3 - 3x2 + lOx- 8. 

Sustituyendo directamente x por 2 se muestra que /'(2) =O, y entonces 2 es un 
punto crítico. Si pudiéramos mostrar que 2 es el único punto crítico de f, enton­
ces terminaríamos. Obtengamos más información acerca de /'(x). Por división, 
obtenemos un factor 

V'(x) = (x- 2)g(x) donde g(x) = 3x4 + 6x3 - 3x + 4. 

La función g( x) aún es complicada. Si g( x) 1 O para todo x, terminaríamos, 
pero se ve difícil, aunque sea cierto. Tratemos de evitar complicaciones técnicas 
y simplifiquemos nuestro problema original por inspección. La figura sugiere que 
todos los puntos (x, y) sobre la curva y= x3 - 3x tal que x ~ 1 estarán a mayor 
distancia de (11, 1) que de (2, 2). En realidad esto se prueba fácilmente, pues 
/(2) = 82, y, si x ~ 1 , entonces 

f(x) ~ (x -11)2 ~ 100 > 82. 

Porlo tanto, basta probar que /(2) es un mínimo paraf(x) cuando x > 1, Y basta 
probar que 2. es el único punto crítico de f( x) para x > l .. Así, basta probar que 
g( x) 1 O para x > l. Esto es fácil, pues 3x' + 4 es positivo y 

6x3 - 3x = 3(2x3 - 1) >O para x >l. 

Esto prueba que g( x) > O para x > l. Entonces, x = 2 es el único punto crítico de 
f para x > 1, y finalmente hem.os probado que el mínimo de f( x) está en x = 2. 

11. (5,3),(-5,3) 12. (-1/2,lv'2) 13. (-1,0) 
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14. Respuesta: (1, 2). El cuadrado de la distancia entre (x, y) y (9, O) es 
(x- 9)2 + y2 . Como y= 2x2 , tenemos que minimizar 

f(x) = (x- 9? + (2x2)2 = (x- 9)2 + 4x4. 
Entonces f'(x) = 16x3 +2x -18, y /'(1) = O. Se puede graficar f'(x) de la manera 
usual. Como f"(x) = 48x2 + 2 > O para todo x, vemos que f'(x) es estrictamente 
creciente, de modo que f' ( x) = O sólo para x = 1, que es el único punto crítico de 
f. Pero f(x) se vuelve grande cuando x se vuelve negativo o positivo grande, y 
por ello f( x) tiene un mínimo. Como sólo hay un punto crítico para f, el mínimo 
es igual al punto crítico, lo cual da la respuesta. 

15. F = 2.../3Q/9b2 

16. Respuesta: y= 2h/3. Tenemos F'(y) = y!(h- y)-112 ( -1) + (h- y)112 , de modo 

17. 

18. 

19. 

20. 

que 
1 2h- 3y 

F (y)= 2(h- y)l/2. 

Así, F'(y) =O si, y sólo si, y= 2h/3. Pero F(O) = F(h) =O y F(y) >O para 
todo y en el intervalo O < y < h. Por lo tanto, el punto crítico debe ser el máximo. 
(2,0) 

máx x = O (ningún triángulo); mín x = ( 1 L 1 ) • Cortar el alambre dedi-
27r 6..;3 + :r,;: 

cando x a! triángulo y L - x al círculo. Sea s el lado del triángulo de modo que 
3s = x; sea h la altura del triángulo, y r el radio del círculo. Entonces 

L = x + 21rr y A = ~sh + 1rr 2 • 

Necesitamos otras relaciones para hacer de A una función de una variable x, a 
saber, 

h = s..fi/2 = xVJ/6 y r = (L- x)/27r. 

Entonces A(x) = x2 .../3/36 + ( (L- x)/27r ) 2 y A'(x) = x.../3/18- (L- x )/27r. Así, 
el punto crítico es como se dio en la respuesta. Como la gráfica de A(x) es una 
parábola doblada hacia arriba, el punto crítico es un mínimo. El máximo ocurre en 
un punto extremo del intervalo O ~ x ~ L. Para averiguar cuál extremo, evaluar 
A(O) y A(L) y comparar los dos valores para ver que A(O) es mayor. 

4 [ 1 + c~-5 f'3r/2 
Lo acabamos de armar. Sea r el radio de la base del cilindro y h la altura. Entonces 
el volumen total, que es constante, es 

V1rr 2 h+ ~1rr 3 • 

Esto nos permite despejar h, a saber 

h _V- 47rr3 /3 
- ¡rr2 • h 

El costo del material es una constante por: 
(área del cilindro)+ (el doble del área de la esfera). 

Podemos expresar este costo como función de r y h, a saber 

21rrh + 2 · 47rr 2 • 
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Como h está expresado como función de r, obtenemos el costo total expresado sólo 
como función de r, a saber, 

[ . (V- 4ll'r3 /3) 2] [2V 16 2 ] f(r) =e 2ll'r ll'r2 + 8ll'r =e -;:- + 3ll'r . 

De aquí en adelante se puede hallar f'(r) y proceder de la manera usual para hallar 
cuándo f'(r) = O. Hay un solo punto crítico, y f(r) se vuelve grande cuando r 
tiende a O o r se vuelve grande. Por lo tanto, el punto crítico es un mínimo. 

21. La figura es como sigue: 

La varilla más larga será la que quepa en la distancia mínima denominada z en la 
figÚra. Sean x y y como se muestra en la figura. Tenemos 

z= J42+y2 +Jx2+82. 

Esto depende de las dos variables x y y, pero podemos hallar una relación entre 
ellas usando triángulos semejantes, a saber, 

de manera que 

Por lo tanto, 

! = ?!, 
X 4 

32 
y=-. 

X 

z = f(x) = J16 +e:) 2 + Jx2 + 64. 

Entonces hay que minimizar f( x). La respuesta surge como 

x = 4, z = s.JS. 

22. De la figura que aparece en el texto tenemos O :S x :S a, y 

dist(P, R) = ~' 
dist(R,Q) = J(a- x)2 +y~. 

Por lo tanto, la suma de las distancias es 

f(x) = Jx2 + !1~ + J(a-: x)2 +y~. 
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Entonces 
/'(x) = x _ (a- x) . 

Jx2+~ J(a-x)2+y~ 

Tenemos que f'(x) =O si, y sólo si, 

x a-x 

Jx2+~ = J(a-x)2+~' 
que es la relación entre cosenos deseada. 

En particular, vemos que hay un solo punto crítico. Por lo tanto, el mínimo de 
f está o bien en los puntos extremos x = O o x = a, o bien en el punto crítico. 
Probaremos ahora que el punto crítico .es el mínimo. Tratamos de probar que la. 
gráfica de f se ve más o menos como ésta. 

o punto crítico a 

Cuando x está cerca de O y x > O, entonces el primer término en f' ( x) es 
pequeño y el segundo término está cerca de 

a 

Ja2 +y~' 

que es negativo. Por lo tanto, f'(x) < O cuando x está cerca de O, y la función 
decrece cuando x está cerca de O . 

Por otro lado, suponer que x está cerca de a. Entonces el segundo término en 
!' ( x) está cerca de O y el primer término está cerca de 

a >O. 
Ja2 +y~ 

En consecuencia, !' ( x) > O cuando x está cerca de a. Por lo tanto, f es creciente 
cuando x está cerca de a. Como f(x) es decreciente para x cerca de O y creciente 
para x cerca de a, se sigue que el mínimo no puede estar en los puntos extremos, y 
entonces ha de estar enmedio. Por lo tanto, el mínimo es un punto crítico, y hemos 
visto que hay sólo un punto crítico, por lo cual el mínimo está en el punto crítico. 
Esto prueba lo que queríamos. 

23. Sean x y a - x como en la figura que se muestra en la página siguiente. Entonces 
O$x$a. 
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¡ 
Y2 

1 
p2 

Sean t1 el tiempo necesario para viajar de P¡ a Q, y t2 el tiempo necesario para 
viajar de Q a P2. Entonces 

dist(P1 ,Q) dist(Q,P2) 
t¡= y h= . 

V¡ V2 

Entonces, 

t1 + t2 = f(x) = I.Jx2 +y~+ I.J(a- x)2 +Y~· 
V¡ V2 

Tanto v1 como v2 están dados corno constantes, por lo que de nuevo tenernos 
que tornar f'(x) y hacerlo igual a O. Esto es análogo al ejercicio 22, Y hallarnos 
exactamente la relación que ha de probarse. . 

24. p = sfn. Como L(O) = L(1) =O y L(p) >O para O< p < 1, se sigue que el 
máximo está en el punto crítico. Pero 

L'(p) = p8 (n ·- s)(1- Pt-•-1 (-1) + sp•-1(1- Pt-• 

= p•-1(1- pr-·-1 [p(s- n) + s(1- p)] 

= p•-1(1- Pt-•-1( -np + s). 

Para o < p < 1, el factor p•-l (1 - p)n-•-l no es O, de modo que L'(p) ~? si, Y 
sólo si -np + s = O, esto es, p = s/n. Por lo tanto, hay un solo punto cntico, de ' .. manera que el máximo está en el punto critico. 

25. (a) 
eje y 

Sean x y y los cruces de la recta con los ejes. Entonces el área del triángulo es 

igual a 
A= ~xy. 
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Querernos minimizar el área. Por triángulos semejantes sabernos que 

!!. - _1_ 
x-x-3' 

Entonces el área está dada por 

de modo que 
X 

yx -3· 

x . 1 x 2 

A(x) = ~x x- 3 = 2;:::-a· 

R35 

Por consideraciones físicas, estarnos limitados al intervalo x > 3. Cuando x tiende 
a 3 y x > 3, el denominador tiende a O y es positivo. Corno x 2 tiende a 9, se 
sigue que A(x) se vuelve positivo grande. Además, cuando x-+ oo, A(x)-+ oo. 
Por lo tanto, el mínimo de a ocurrirá en un punto crítico. 

Hallarnos los puntos críticos. Tenernos 

, (x- 3)2x- x2 x2 - 6x 
2A (x) = (x- 3)2 = (x- 3)2 · 

Entonces A'(x) =O si, y sólo si, x = 6 (se excluye x =O porque x > 3). Por 
consiguiente, la recta deseada pasa por el punto (6, O). La ecuación es entonces 

1- o 1 
y- O= 3 _ 6 (x- 6) = - 3(x- 6). 

o también 

y-2 = -kx. 
25. (b) 3y = -2x + 12 

26. x =(a¡+···+ an)/n. Tenernos dado 

Entonces 

f(x) = (x- ad + · · · + (x- an)2 • 

f'(x) = 2(x- a¡)+···+ 2(x- an) 

= 2x - 2a¡ + 2x - 2a2 + · · · + 2x - 2an 

= n2x- 2(a¡ + · · · + an)· 

De este modo, f'(x) =O si, y sólo si, nx =a¡+···+ an. Dividir entren para 
obtener el punto crítico de f. Como f(x)-+ oo cuando x-+ ±oo, ya que, por 
ejemplo, sólo un término cuadrado (x- a¡)2 se vuelve grande cuando x se vuelve 
positivo o negativo grande, se sigue que el mínimo debe estar en un punto crítico, 
y hay sólo un punto crítico. Por lo tanto, el punto crítico es el mínimo. 

27. 25/Vi 

28. Respuesta: 8 = 1rj2. Sea h la altura del triángulo, según se muestra en la figura. -x-
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Basta maximizar el área dada por 

A(x) = ~xh = ~xy'202- x2 para O< x < 20. 

Entonces A'(x) = (-2x2+202)/2(202 -x2)1 / 2 y A'(x) =O si, y sólo si, x = 20/-/2. 
Pero A(x) ~O y A(O) = A(20) =O. Por lo tanto el punto crítico es el máximo. 
El valor anterior para x implica que 8 = 1rj2, porque el triángulo es semejante al 
triángulo con lados 1 , 1 , -/2. 

29. 1r /3. Resolvámoslo. Sea y la profundidad. Entonces sen 8 = y/30. La capacidad 
máxima ocurre cuando el área de la sección transversal es máxima. Esta área es 
igual a 

A= 30y + 2(!v30cos8). 

Se puede escoger entre expresar A completamente en términos de y o completa­
mente en términos de 8. Supongamos que lo hacemos en términos de 8. Entonces 

A(8) = 302 sen 8 + 302 sen 8 cos 8 = 302 (sen 8 + ~sen 28]. 

De modo que A'(8) = 302 (cos8 + cos 28], y O ~ 8 ~ 7r/2. Pero en este intervalo, 
cos8 y cos28 son estrictamente decrecientes, por lo que A'(8) és estrictamente 
decreciente. Tenemos que A'(8) = O precisamente cuando cos 8 + cos 28 = O, lo 
que ocurre cuando 8 = 7r/3. Así, A'(8) > O si O < 8 < 7r/3 y A'(8) < O si 
7r/3 < 8 < 1rj2. Por lo tanto, A(8) crece para O ~ 8 ~ 7r/3 y decrece para 
7r/3 ~ 8 ~ 1rj2. Por consiguiente, el máximo ocurre cuando 8 = 7r/3. 

30. (a) a= 16 (b) a= -54. Para ver esto, nótese que 

/'(x) = 2x- a/x2 , 

y f'(x) =O si, y sólo si, a= 2x3 • Para x = 2 y x = -3, esto da el valor deseado 
para a. Se puede verificar directamente que éste es un mínimo al determinar en 
dónde f'(x) >O o J'(x) <O. Como para la parte (e), éste es uno de los casos raros 
en que es útil tomar la segunda derivada. La segunda derivada es f" ( x) = 2+2a/ x3 , 

y el puntá crítico se ha determinado para cuando a. = 2x3 ; de modo que, si x es el 
punto crítico, obtenemos J"(x) = 6 >O. Por lo tanto, el punto crítico debe ser un 
mínimo local. 

31. Dista ~de b 
1 + 3 a/b 

32. base= 8/(4 + 1r) y altura= 4/( 4 + 1r). La figura es así. 

y 

X 

'Ir X 
perímetro = 4 = x + 2y + 2 

Área= xy+~1rr2 = xy+~7r(x/2)2 . Se puede despejar y en términos de x mediante 
la ecuación del perímetro, de modo que el área está dada como una función de x , 
A(x). Al há.!lar A'(x) =O se produce el valor deseado para x, que es un punto 
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crítico, el único punto crítico, y A( x) es una parábola que se dobla hacia abajo, de 
modo que el punto crítico es un máximo. 

33. (a) Hallar el radio y el ángulo de un sector circular de área máxima si el perímetro 
es de 20cm. 

r 

Sean r el radio del sector y L la longitud del arco 
circular. Entonces L = (8/27r)2n = 8r. El perímetro 
es Gráficade A(r) 

P = 2r + L = 2r + 8r = 20. 

Por lo tanto, podemos despejar 8 en términos de r, 
esto es 

8 = 20-2. 
r 

El área del sector es 

8 2 8r2 
A= -1rr =-

27r 2 

de modo que, en términos sólo de r: 

A(r)= CrO -2) = r: =10r-r2 

eje r 

La gráfica de A(r) es una parábola que se dobla hacia abajo, de modo que el 
máximo está en el punto crítico. Pero 

A'(r) = 10- 2r 

de modo que el máximo es cuando 2r = 10, así que r = 5. Entonces 

8 = 20 -2 = 2. 
5 

33. (b) radio= 4 cm, ángulo= 2 radianes. 
34. No hay que hacer las cosas más complicadas de lo necesario. Observar que 

2 sen 8 cos 8 =sen 28. Esto es un máximo cuando 8 = 1r/ 4. 
35. 2(1 + ~/36)3/2 
36. r = (V/'rr) 113 =y. Nótese que V= 1rr2 y, de modo que y = Vj1rr2 • 

y 

,..---------
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Sea S =superficie del área, de modo que S = rr2 + 2rry. Entonces 

S(r) = rr2 + 2V/r. 

Tenemos S'(r) = 2n- 2V/r2 =O si, y sólo si, r = (V/r)113 • Hay un solq punto 
crítico. Pero S(r) se vuelve grande cuando r tiende a O o también cuando r se 
vuelve grande. Hay un mínimo porque S(r) > O para r > O, de modo que el 
mínimo es igual al único punto crítico. 

37. P = 2r + L = 2r + r9. 
De A = 9r2 /2 obtenemos 9 = 2A/r2 , de modo que P puede expresarse en términos 
sólo de r mediante 

P(r) = 2r + 2A/r. 

Tenemos P'(r) = 2- 2A/r2 , y P'(r) =O si, y sólo si, r = A112 • De modo que P 
tiene un solo punto crítico y P( r) -+ oo cuando r -+ oo y cuando r -+ O. Por lo 
tanto, P tiene un mínimo y ese mínimo está en el punto crítico. Éste es un mínimo 
para todos los valores de r >O. En la parte (a), tenemos que 9 $ 1r, de modo que 
r 2 ;::: 2A/r, y los datos nos limitan al intervalo 

..¡¡:x¡; $ r. 

Por lo tanto, en la parte (a) el mínimo está en el punto crítico. En la parte (b), 
tenemos 9$ r/2, de modo que r2 ;::: 4A/r, que nos limita al intervalo 

.¡¡;:¡; $ r. 

Como ~ > JA, el mínimo está en el punto extremo r = .¡:¡;:¡:;. 

P(r) = 2r + 2Afr 

38. x = 20. Las ganancias están dadas por 

P(x) = 50x- f(x). 

Entonces P'(x) = -3x2 + 90x- 600. Por la fórmula cuadrática, P'(x) =O si, y 
sólo si, x = 20 o x = 10. Pero la gráfica de P(x) es la de una cúbica, y deben 
saber cómo se hace. Además, P(lO) es negativo, y P(O) también es negativo. Así, 
el máximo está en x = 20 . 

39. 18 unidades, ganancia diaria $266 
40. (50+ sVfi4)/3. El mismo método que en los problemas 38 y 39. 
41. 30 unidades; $8900 
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42. 20. Sean g(x) las ganancias. Como p = 1000 -10x, obtenemos 

g(x) = x(IOOO -lOx)- f(x) = -20x2 + 800x- 6000. 

R39 

La gráfica de g(x) es una parábola doblada hacia abajo, y g'(x) =O si, y sólo si, 
x = 20 , que da el máximo para g( x) . 

VII, §1, p. 201 

l. Sí; todos los números reales 3. Sí; todos los números reales 5. Sí; para y< 1 
7. Sí; para y;::: 1 9. Sí; para y $ -1 11. Sí; para y;::: 2 

13. Sí; para -1 $y$ 1 

VII, §2, p. 203 

O. Sea /(x) = -x3 + 2x +l. Entonces 

/'(x) = -3x2 + 2 

= O si, y sólo si, 3x2 = 2 

si, y sólo si, x = .J2j3 y x = - .J2ji. 
Éstos son los puntos críticos de f. Además, 

/'(x) >O <==> -3x2 + 2 >O 

<==> 3x2 < 2 

<==> lxl < .J213, 
/'(x) <O <==> x2 > 2/3, 

<==> X > .J2j3 y X < - .J2ji. 
Hay tres intervalos máximos donde puede definirse una función inversa de f (ex­
cluyendo los puntos extremos): 

X < - .J213, - .J2j3 < X < .J213, X > .J2ji. 
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Sobre cada uno de dichos intervalos existe una función inversa de f cuyo valor en 
2 es algún punto del intervalo. Resolvemos los tres casos, pero será suficiente que 
el lector escoja uno de ellos. 

Caso 1. Observar que /(1) = 2, y que 1 > J213. De ahí que, en este caso, si g 

es la función inversa, entonces 

1( ) 1 1 
g 2 = / 1(1) = -3+2 = -1. 

Caso 2. Tomar el intervalo -J213 < x < J213. Queremos resolver f(x) = 2, 
esto es 

-x3 + 2x + 1 = 2, o x3 - 2x + 1 = O. 

Al factorizar, esto es igual que 

(x- 1)(x2 + x- 1) =O. 

En el intervalo dado, x = 1 no es solución. Hay otras dos soluciones posibles: 

-1 + .¡s 
x= 

2 

-1- .¡s 
Y x= 

2 

Pero ( -1 - ..;5)/2 no está en el presente intervalo de definición. Por lo tanto, en 
este caso hay un solo x posible, a saber, X1 = (-1 + -15)/2. Si g es la función 
inversa para el intervalo dado, entonces 

1( ) 1 1 
9 2 = f 1(xt) = -3x~ +2' 

(Respuestas alternativas dependen de la selección de los intervalos.) 

1 1 1 1 ó 6 1• 1 ±1 l. 3 2. IT 3. 3 ó -3 4. -1 5. 1 -1 • -2 o-¡¡;, o 2..fi 

1 1 3 ~ .!. 1 -1 
7. i 8. -1 o 2 ± ¡¡;v5 9. 24 lO. 10..fi o 10..fi 

11. 
1 1 1 

9 (y)= 11(x) = / 1(g(y)) ' 

g"(y)= (-1 )2/"(g(y))gl(y) = ~~-(:)2/"(x)gl(y). 
JI g(y) . 

Si f 1(x) > O, entonces g1(y) > O por la primera f6rmula, y 
segunda. 

VII, §3, p. 207 

1 y 2. Considerar el coseno como definido en el intervalo 

0 :5 X :5 ll'. 

g"(y) < O por la 

En este intervalo el coseno es estrictamente decreciente, y para O < x < ll' tenemos 

dcosx ---;¡;-- = -sen x < O. 

l 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R41 

Por lo tanto, la función inversa x = g(y) existe y se llanta arcocoseno. Como 
Y= cos x decrece de 1 a -1, el arcocoseno está definido en el intervalo [-1, 1]. Su 
derivada está dada por g1(y) = 1//'(x), de modo que 

darccosy = g1(y) = __ 1_. 
dy -senx 

Pero tenemos la relación 
sen2 x = 1- cos2 x, 

Y para O < x < r tenemos que sen x > O, de modo que 

En consecuencia, 

senx = V1-cos2x = ~. 

1 -1 
g(y)= ~· 

y1-y2 

La gráfica del arcocos~no se ve así. 

eje· y 

11 Gráfica de y = arccos z 

----t--1--~..._----eje :e 
-1 

3. (a) 2/-./3 (b) ..fi (e) ll'/6 (d) r/4 (e) 2 (f) ll'/3 
4. -2/-./3, -..fi, ll'/3, ll'/4 . 
5. Sea Y = sec x en el intervalo O < x < ll' /2. Entonces x = arcsec y está. definido en 

1 
1 <y, y dxfdy = ¡:;--;. 

Yy y2 -1 

6. -ll'/2 7. O 8. ll'/2 9. r/2 10. -ll'/4 11. 1 
¡==:=::===:::::2x 
J1- (x2 -1)2 

12. - 1 13. -1 4 
( ~14. ~ 

yl-(x2 + 5x + 6) arcsenx)2v1- x- v1- 4x2(arccos2x)2 

VII, §4, p. 215 

l. ll'/4, ll'/6, -ll'/4, r/3 2. l, ~' l, 1 3. 

4. (a) -r/4 1 (b) O (e) -r/6 (d) ll'/6 

1/(1 + y2 ) 

5. _a_ 
1 +9x2 

-1 (cosx)(arcsenx)- (senx)/../1- x2 
11. 

(arcsenx)2 13. --2 
1+x 

7• 0 9• 2cos2x 
1 + sen2 2x 
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ll'i. 17. 

19. 21. (y+¡)= }s (z + D 22. 2/2S 

23. 
d9 1 

140 m/seg 24. 3/2S 25. 0.02 rad/seg 27. dt = 6 sen 9 tan 9 

28. 2 1 13S ad/ 
25$1 29. i2 rad/seg 31. (a) (120)2 + (~~5 ) 2 r seg 

( ) 13S ad/ 
b (180)2+(6J:)2r seg 

33. Figura: 

cohete 

1 3 
y= 3t m 

Tenemos dado que dz/dt = -1S. Cuando t =O, tenemos que z(O) = 90, de modo 
que, en general, 

z(t) = 90- 1St. 

Más aún, dy/dt = t2 . Queremos hallar d9/dt. Tenemos 

tan9 = y/z, de modo que 9 = arctany/z. 

Entonces 
d9 1 zdy/dt-ydz/dt 
dt = 1 + (y/z)2 z2 

Pero y(S) = 1~5 y z(S) = 90 - 7S = 1S. Por lo tanto, 

VIII, §1, p. 221 

d9' = 1 1S·2S-~·(-1S) 
dt t=S 1 + (~ )2 1S2 

180 
= -rad/seg. 

3S3 

l. (a) y= 2e2z- e2 (b) y= 2e-'z + se-• (e) y= 2z + 1 
2. (a) y= ie-2 z + 3e-2 (b) y= ~e1 ,2 z + ie1' 2 (e) y= iz + 1 
3. y= 3e2z- 4e" 4. (a) e••n 3"'(cos 3z)3 (b) cos(e"' +sen z)(e"' + cosz) 

(e) cos(e"'+2)e"+2 (d) 4cos(eb-s)eb-s 

5. (a) - 1-e"' (b) e"'(- sen(3z + S))3 +e"' cos(3z +S) 
1 +e2s 
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(e) 2(cos2z)e••n2s (d) ___ 1_e&rccoss (e) -e-s 
../1- z2 

(h) e-&rcsens (-=!...__) (") s 2 s Ü) _1 -2 2s (k) --=!._( ") s ,¡1 _ z2 1 e sec e 1 + e"" e sen2 e"' cose e 
1 . 

(1) (e"'+ 1) (m) sec2(ze'an"') (n) (1 + tan2 e ... )e"' 
• J1-(e"+z)2 

6. (e) Sea /(z) = ze". Suponer que ya se ha probado que 

Entonces 

¡<n>(z) = (z + n)e". 

¡<n+1>(z)= d:[(z+n)e"] 

= (z + n)e" +e" (derivada de un poducto) 

=(z+n+1)e". 

Esto prueba la fórmula para la (n + 1)-ésima derivada. 

8. (e) Diferenciar /(z)/eh(s) por medio de la regla para cocientes y la regla de la 
cadena. Obtenemos: 

~ (/(z)) = eh(s)/'(z)-/(z)eh(s)h'(z) 
dz eh(s) · e2h(s) 

_ eh(s)h'(z)/(z)- /(z)eh(s)h'(z) 
- e2h(s) 

=0. 

Por lo tanto, /(z)/eh(s) es constante, de modo que existe una constante e tal que 

/(z) -e 
eh(s) - . 

Hacemos el producto cruzado para obtener f(z) = eeh(s). 

9. (y- e2 ) = 2e2(z- 1) 10. y- 2e2 = 3e2(z- 2) 11. y- sé = 6e5(z- S) 

12. y= z 13. (y- 1) = -z 14. y- e-1 = e-1(z- 1) 

15. Sea /{z) =e"'+ z. Entonces /'(z) =e"'+ 1 >O para todo z. Por lo tanto, f es 
estrictamente creciente. Tenemos /(0) = 1, y /( -1) = 1/e- 1 <O, pues 1/e < l. 
Por el teorema del valor intermedio, existe algún z tal que /(z) =O, y este valor 
de z es único, pues f es estrictamente creciente. 

16. Ver la demostración del teorema 5.1. 

17. Si z = 1 en el ejercicio 16(b), obtenemos 2 <e. Si z = 1 en el ejercicio 16(c), 
obtenemos 2.S < e. 

18. Ver el teorema 5.2. 

19. (a) Sea /I(z)=t-s-(1-z). Entonces ff{z)=-e-"'+I,·ycomo e"'>1 para 
z > O, obtenemos 

/{{z) = _.!. + 1 >O para z >O. 
e"' 
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Así pues, f es estrictamente creciente para x ~O. Como ft(O) =O, concluimos 
que ft ( x) > O para x > O; en otras palabras, 

e-x-(1-x)>O para x>O, 

y entonces e-x > 1- x para x > O, como se deseaba. 
(b) Sea h(x) = 1- x + x2 /2- e-x. Entonces 

f~(x) = -1 + x +e-x= !1(x). 

Por la parte (a) sabemos que ft ( x) > O para x > O. Por lo tanto, h es 
estrictamente creciente para x ~ O. Como h(O) =O, concluimos que h(x) > O, 
para x >O, de donde se sigue inmediatamente (b). 

(e) Sea fa(x) = e-x- ( 1- x + x; - t3
2). Entonces f~(x) = h(x). Usar la 

parte (b) y argumentos similares a los anteriores para concluir que fa(x) >O 
para x >O, de donde se sigue (e). 

(d) Se deja al lector. 

20. Si ponemos x = 1/2 en el ejercicio 19(a), entonces hallamos que ! < e-1/2 o, en 
otras palabras, ! < 1/e112 . Por lo tanto, e1/2 < 2 y e < 4. Si ponemos x = 1 en 
el ejercicio 19(c), hallamos 

21. 

22. 

1 1 -1 1 
---<e = -, 
2 6 e 

1 1 
esto es 3 < ;• 

de donde e< 3. 

cosh2(t) = t(e1 +e-1 ) 2=t(e21 +2e1e-1 +e-21 ) 

= t(e2t + 2 + e-21). 
De manera análoga, 

Al restar se obtiene cosh2 - senh2 = 1. 
Como para la derivada, cosh'(t) = !(e1 - e-1); no se olvide usar la regla de la 

cadena: sea u = -t. Entonces 

de-t deu du -t 
--=--=-e 

dt du dt 

eje Y eje y 

eje x 

é~ + e-z 
y= coshx= 

2 
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VIII, §2, p. 230 

l. (a) (y -log2) = !(x- 2) 

(b) (y-log5)=k{x-5) 

(e) (y-lod)=2(x-!) 

2. (a) (y-log2)=-(x+1) 

(b) (y -log5) = t(x- 2) 

(e) (y-log10)= - 3 (x+3) 
5 

3. (a) ~ (b) cos(log 2x + 3)) - 1-.2 (e) 
senx 2x + 3 

(d) (sen x)/x- (log 2x) cos x 
sen2 x 

1 
x2 +5. 2x 

4. (y-log4)= t{x-3) 5. (y-log3)= Hx-4) 7. (y-1)= !.(x-e) 

8. (y-e)=2(x-e) 9. (y-2log2)=(1+log2)(x-2) e 
( ) 3 -1 

10. y- 3 =-(x-e) 11. (y -1) = -(x-e) 

12. (y-lo~2) = 2(1~12)2(x-2) e 

14. ~ 15 - 1 16 logx - 1 17 1(1 ) 2/3 ( )1/3 
x2 + 3 • x(logx)2 • (logx)2 • 3 ogx - + logx 
-x 

18. 1- x2 

R45 

19. Sea f(x) = x + log x. Entonces f'(x) = 1 + 1/x >O para x >O. Por lo tanto f 
es estrictamente creciente. Además f"(x) = -1/x2 , de modo que f se dobla ha~ia 
abajo. Nótese que /(1) =l. Si x--> oo, entonces f(x)--> oo, pues tanto x como 
log x se vuelven grandes. De hecho, f( x) está a una distancia log x sobre la recta 
Y= x. Cuando x--> O, log x--> -oo (pensar que x = 1/e" = e-z, donde z--> oo ). 
Por lo tanto, la gráfica se ve así: 

V,III, §3, p. 235 

Ir 10x log 10, 7"' log 7 2. 3"' log 3, 1r"' log,.. 
5. (y- 1) = (log 10)x 6. y-~ = ~ log r(x- 2) 
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7. (a) eslogs0ogx+1] (b) x<z">[x""-1 +(logx)x"(1+logx)] En(b)escribimos 

x<s") = e<s")logs 

y usamos la .regla de la cadena. La derivada de (x") log x se halla por medio de la 
regla para diferenciar un producto, y tenemos 

i_e(s")logs = e(s")logs [x" . .!. + d(x") logx]. 
dx x dx 

La derivada de x" se halló en (a), y la respuesta cae por su propio peso. 
8. (a) y-1=x-1 (b) y-4=2(1+log2)(x-2) 

(e) y- 27 = 27(1 + log3)(x- 3) 
1/> 1/>¡ gs 

9. (a) Sea f(x) = x"' =e"' 0 • Entonces 

de modo que 

f'(x) = x,¡s [...!... + - 1-logx], ..¡x 2..¡i 

¡'(2) = 2,/2 [ ~ + 2~log2]. 
La recta tangente en x = 2 es 

y- 2,/2 = 2,/2 [ ~ + 2~log2] (x- 2). 

(b) y- 5vs = 5vs [...!_ + - 1-log5] (x- 5) ,¡g 2,f5 
10. Sea f(x) = x113 = e"'1"logs. Entonces 

¡'(x)=x1/3 [x1/3;+lx-2/3logx]. 

(a) La recta tangente en x = 2 es 

y- 21/3 = 22''"[2-2/3 + l2-2/3log2](x- 2). 

(b) La recta tangentl! en x = 5 es 

Y - 51/3 = 55''" [5-2/3 + l5-2/3log 5](x - 5). 

11. Sea f(x) = x" -1- a(x- 1). Entonces /(1) =O, y 

/'(x) = ax"-1 - a. 

Si x > 1, entonces f'(x) >O, de modo que f(x) es estrictamente creciente. Si 
x < 1, entonces f'(x) <O, de modo que f(x) es estrictamente decreciente. Por lo 
tanto, /(1) es un valor mínimo, de modo que para todo x >O y x =/= 1 obtenemos 
f(x) >O. 

12. x=O y x=-2/loga 

13. Tenemos (1+;r = (1+;)
11
r. Si y-+oo,entonces (1+!) 11 tiende a e, por 

el Límite 3, de modo que su potencia r"ésima tiende a er. Para esto se usa el 
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hecho de que la función potencia r-ésima es continua. Si z tiende a z0 , entonces zr 
tiende a z~ . Aquí 

y z tiende a e, por el Límite 3. 
ah- 1 /(h)- /(0) 

14. (a) Podemos escribir - 1- = h , donde f(x) = a". Por lo tanto, el 

límite es igual a /'(O). Como f'(x) = a ... loga, hallamos que f'(O) = loga. 

(b) Al hacer h = 1/n tenemos que n(a11n - 1) = ah;: 1 , de modo que el límite 

viene de la parte (a). 

VIII, §4, p. 239 

1. -log 25 2. 5e-i 3. e-(log 10>10- 61 4. 20/e 5. -(log 2)/ K 6. (log 3)/4 

7. 12log10/log2 8. log~3~~~;l0 10. 1984:(50000)28if50 ;2000:2=105 

11. 30[!5]5/3 12. 4 [log f-1°] 13. 2 [log ~1 ] 
log 3 log 2 

14. (a) 40 [logf¡¡] (b) 40 [logfs] (e) 100[a]112 15. log2 
log~ log~ 5 

16. (a) 55168 log ~ (b) 5568(log 4/5)/(log 1/2) 

VIII, §5, p. 246 

2. 

4. 

-1 

3. 

5. 

(-1, -1/fo) 
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6. 

V 
(1; e) 

V 
(2, tl/4) 

2 

f(:s)- rt:s• 

f(:s)"" e"f:s 

8. 

f(:s) =rf:s, 

9. 10. 

1)• 
' g, 

'~ "r 

H 
'.\ 
~~ 

-~:, 

,, f(:s) = r -x 

ij 
/ f(x) = e" + :s 

·:{~ 
,, 

¡1 ,, 

tí ,, 
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ll. 12. 

(0, 1) 

/ 

/ 
/ 

/ 

f(x) =e-" +x 

13. Suponer primero que a < O. Sea. f( x) = e"' - ax. Cua.ndo x es positivo gra.nde, 
entonces 

f(x) =e'" (t- ::) 
es positivo gra.nde. Cuando x és,nega.tivo grande, entonces e'" está cerca. de O y 
-ax es negativo grande, de modo que f(x) es negativo. Por el teorema. del valor 
intermedio, la. ecuación f(x) =O tiene una. solución. 

Suponer a continuación que a 2: e. Entonces /(1) = e - a :::; O, y de nuevo f( x) 
es gra.nde cua.ndo x es positivo grande. El teorema. del valor intermedio otra. vez 
proporciona. la solución. 

n 
14. (a) - 2 .. log2 

15. 

(b) El límite es O en ambos casos. Por ejemplo, sea. x = e- 11 • Cuando x tiende a. 
O, entonces y se vuelve gra.nde, y 

xlogx = -ye-11 = -.1!.., 
e" 

que tiende a O, por el teorema 4.1. Además, x2 log x = x(x log x), y el producto 
de los límites es el límite del producto de x y x log x, de modo que es igual a O. 

Sea x = e-11 • Entonces log x = -y y 

x(logxt = e-11 yn = yn. 
e!l 

Cuando x-+ O, y-+ oo, de modo que x(logx)n-+ O, por el teorema 4.2. 
16. Sea x = ell. Cua.ndo x--+ oo, y-+ oo, de modo que 

(logx)n -- yn -+O 
por el Teorema 4.2. 

x e" 

17. (a) (b) f(:s) .. :s2 log :s 



,, 
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(e) (d) 

e 

1/e e 

17. (a) f(x) = xlogx, definida para x >O. Entonces: 

¡' (X) = X • .! + log X = 1 + log X. 
X 

Tenemos: 
¡'(x) =O {::::} logx = -1 

¡'(x) >O {::::} logx > -1 

/'(x) <O {::::} logx < -1 

{::::} 

{::::} 

{::::} 

-1 x =e , 

x > e-1 , 

x < e-1 . 

De modo que hay un solo punto crítico, y las regiones de crecimiento y de 
decrecimiento están dadas por las regiones donde /' > O y /' < O. 

Obtenemos también que /"(x) = 1/x >O para todo x >O, de modo que f se 
dobla hacia arriba. 

Si x-+ oo, entonces también logx-+ oo, de modo que f(x)-+ oo. 

Si x-+ O, entonces f(x)-+ O, por el ejercicio 14(b). 

Esto justifica todos los elementos de la gráfica. 

17. (b) Damos los detalles para la gráfica de f(x) = x2 logx. Tenemos 

/'(x) = x +2xlogx = x(1 +2logx). 

Como x > O, se sigue que / 1 ( x) > O si, y sólo si, 1 + 2log x > O, y 

1+2logx>O si,ysólosi, logx>-1/2 

si, y sólo si, x > e - 1/ 2 • 

Así, f es estrictamente creciente para x ~ e-1/ 2 y es estrictamente decreciente 
para 

0<x:5:e-1/ 2 • 

Del ejercicio 14 sabemos que x log x tiende a O cuando x tiende a O. Por lo 
tanto, f'(x) tiende a O cuando x tiende a O, lo cual significa que la curva se ve 
plana cerca de O . Tenemos 

/"(x) = (1 + 2logx) + 2 = 3 + 2logx. 

Entonces f" ( x) = O si, y sólo si, 3 + 2log x = O, o, en otras palabras, log x = 
-3/2 y x = e-312 • Así, el punto de inflexión ocurre para x = e-3 / 2 • Esto 
explica todas las características indicadas en la gráfica. 

.Jl&O 1- · 
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17. (e) f(x)=x(logx) 2 para x>O. Entonces 

17. 

/'(x) = x · 2(logx).! + (logx)2 

X 

= (logx)(2+logx). 

Los signos de los dos factores log x y 2 + log x variarán de acuerdo con los 
intervalos cuando alguno de los factores sea O. Tenernos 

/'(x) =O {::::} log x =O ó 2 + log x =O 

X= 1 O 

X= 1 O 

logx=-2 

-2 x =e . 

De modo que hay dos puntos críticos en x = 1 y x = e-2 • Hacemos una tabla 
de regiones de crecimiento y de decrecimiento correspondientes a los intervalos 
entre los puntos críticos. 

intervalo logx 2+ logx /'(x) 1 

O< x < e-2 neg. neg. pos. s.i. 
e-2 < x < 1 neg. pos. neg. s.d. 

1<x pos. pos. pos. s.i. 

La segunda derivada no está tan mal: 

/"(x) = (log x).! + .!(2 + log x) = ~(1 + logx). 
X X X 

Para x >O, tenemos 2/x >O, de modo que /"(x) =O si, y sólo si, x = e-1 • 

Como 
/"(x)>O {::::} logx>-1 {::::} x>e-1 , 

!"(x)<O {::::} logx<-1 {::::} x<e-1 , 

se sigue que x = e-1 es un punto de inflexión. La gráfica se dobla hacia arriba si 
x > e-1 y se dobla hacia abajo si x < e-1 • 

Si x -+ <X', entonces log x-+ oo, de modo que f(x) -+ oo. 
Si x-+ O, e~tonces f(x)-+ O, por el ejercicio 15. 

Esto justifica todas las características dibujadas en la gráfica. 
(d) Veamos los detalles. Sea f(x) = x/logx para x >O, y x #l. 

'( ) ( 1 ) /( 2 log x - 1 f x = logx- x ·; logx) = (logx)2. 

/ 

Entonces 

Para x # 1, el denominador es positivo (es un cuadrado). Por lo tanto, 

/'(x)=O {::::} logx=1 {::::} x=e, 

/'(x) >O {::::} logx > 1 {::::} x >e, 

/'(x)<O {::::} logx<1 {::::} x<e. 
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A continuación listamos el comportamiento cuando z se vuelve positivo grande, 
cuando z tiende a O y cuando z tiende a 1 (pues el denominador no está definido 
en z = 1). 

Si z-+ oo, entonces z/log z-+ oo, por el teorema 4.3. 

Si z -+ O, entonces z / log :¡; -+ O. 

Esto es así porque log :¡; se vuelve negativo grande, pero está en el denominador; así, 
al dividir entre un número negativo grande se contribuye a que la fracción tienda a 
o. 

Si z -+ 1 y z > 1 , entonces z / log z -+ oo. Demostración: El numerador z 
tiende a l. El denominador log z tiende a O, y es positivo para z > l. De modo 
que z/logz-+ oo. 

Si z-+ 1 y z < 1, entonces z/logz -+ -oo. Demostración: De nuevo, el 
numerador z tiende a 1 y el denominador log :¡; tiende a O, pero es negativo para 
z < 1, de modo que z/logz-+ -oo. 

Esto justifica la forma como se han trazado las gráficas, al menos en lo que 
respecta a las regiones de crecimiento y de decrecimiento, y al punto crítico (hay 
un solo punto crítico). Veamos ahora las regiones en que se dobla hacia arriba y en 
las que se dobla hacia abajo. Escribimos la primera derivada en la forma 

'( ) 1 1 
f z = logz - (logz)2 • 

Entonces 

!"(z) = ---=!..._.!.- (-2)(logz)-3 .!. 
(log z)2 z z 

-1 1 
= (log z )3 ;(log :¡; - 2). 

Por lo tanto: 
!"(z) =O <=::::> logz = 2 <=::::> z = e2 • 

Ahora analizaremos el signo de /"(z) en varios intervalos, tomados entre los 
puntos O, 1 y e2 , que son los puntos en donde los factores de /"(z) cambian de 
signo. Nótese que el signo de f"(z) (más o menos) se determinará por los signos 
de log z , z, y log z - 2 , junto con el signo menos al frente. 

Si z > e2 , entonces !" ( :¡;) < O y la gráfica se dobla hacia abajo, pues log z - 2 > 
O, tanto logz como z son positivos, y el signo menos al frente hace que f"(z) sea 
negativo. 

Si 1 < z < e2 , entonces f"(z) > O, pues log z- 2 < O, tanto log z como z son 
positivos, y el signo menos al frente, junto con el hecho de que log :¡;- 2 es negativo, 
hacen que f"(z) sea positivo. Por lo tanto, la gráfica se dobla hacia arriba para 
1 < z < e2 • 

Si O < z < 1, entonces f"(z) < O, pues :¡; es positivo, logz es negativo, 
log z - 2 es negativo, y el signo menos al frente combinado con los otros signos, 
hace que /"(z) sea negativo. Por lo tanto, la gráfica se dobla hacia abajo para 
O<z<l. 

18. Sea /(z) = z"' = e'"101 '". Entonces 

/'(z) = e"' 1oc:r( :¡; ·; +logz) = e"' 101"'(1 +l0gz). 
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Como e u >· O para todos los números u, tenemos e"' lo¡ ... > O para todo z > O, de 
modo que 

/'(z) =O 

/'(z) >O 

<=::::> log :¡; = -1 

<=::::> logz > -1 

Con esto queda listo el ejercicio 18. 

-1 z=e , 

19. Nótese que /(e-1 ) = (e-1 ) 1/e = e-1/e = 1/e11e. Además, 

!'(z) <O <===> logz < -1 <=::::> :¡; < e-1 • 

.Finalmente, J"(z) = e"' 10'"'[1/z + (1 + log z)2) > O para todo :¡; > O, de manera 
que la gráfica se dobla hacia arriba. 

e-1/e 

1/e 

20. Nótese que z-"' = 1/z"'. Pero hay que pasar por todo el trabajo de tomar la 
derivada, etc., para ver la gráfica como sigue. 

21. Sea /(z) = 2 ... :¡; ... = e"' 1012e"'·10' ... = e"'(Jog2+logs). Entonces 

f'(z) = e"'(Jog 2+Jocs) [z ·; +log2 +logz] 

= 2 ... :~:"'(1 + log2 + logz). 

Como 2 ... z" > O para todo :¡; > O, obtenemos 

/'(z)>O <===> 1+log2+logz>O 

<=::::> log z > -1 -log 2 

y e-1- 101 2 = e-1e-101 2 = 1/2e, como había que mostrar. 
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IX, §1, p. 260 

senax 
l. -(eos 2x)/2 2. a 3. log(x + 1), x > -1 4. log(x + 2), x > -2 

IX, §3, p. 264 

l. 156 2. 2 3. 2 4. log 2 5. log a 6. ~ 7. e - 1 
~14-

IX, §4, p. pi 
l. (a) Uj = H~ -1)+4(2- ~) 

L~ = 1(~- 1) + H2- ~) 
(b) Uf=lf(1-l)+~(~-!)+4(2-~) 

L~ = 1(! -1) + lf(~- !) + ~(2- ~) 
(e) Ul = ~(~ -1) + Ht- ~) + ~(f- V+ 4(2- t) 

L~ = l(i -1) + ~(~- i> + H~- t> + ~(2- t> 
(d) Ul =;o r (1 + ;r + (1 + ;r + ooo + (1 + ;rJ 

L~=;o[(l+;r +ooo+(l+n:lf] 

2. (a) u:= 1(~ -1) + H2- ~> + H!- 2) +Ha-!> 
Lj = H t - 1) + !(2 - ~) + H! - 2) + Ha - ! ) 

(b) u:= 1<! -1) + H~- !> + H~- ~>+~a-~>+~<!-~> 
+i<l- !> 

Lj = H~ -1) + H~- ~) + ~(~- ~) + H~- ~) + H~- i> + Hl- ~) 
(e) u:= l(i- V+ Ht- i> + H~- t> + t<~- n 

+H~- ~> + Hlf- ~> + !o<!f -lf> + rr<!f- !f> 
Lj = H i - V + H t - V + H ~ - V + H ~ - ~) 
+H~- V+ !o<lf- ~> + rr<!f -!!> + 12<!f- !f> 

(d) u:=; [1 + (1: !;) +o o o+ (1 + ~)] 
[ 1 1 1 ] 

+ ;; + n + 1 + o o o + an - 1 

L~ =; [ (1: !;) +o O. o+ (1: ~)] = [n: 1 +o o o+ a~] 
3. (a) U~=h{!-0)+1(1-~)+H~-1)+2(2-~) 

L~ =o(!- o)+ !(1-!) + 1(~ -1) + H2- ~) 

(b) ur= H!- O)+ ~a- k>+ la-~)+ H! -1) 
+H~- !> + 2(~._ ~> 
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L~ =·O(!- O)+ ~(~ - ! ) + ~(~ - ~) + 1(!- 1) 
+H~-!>+H~-~> 

(e) U~= H!- O)+ H~- l> + H~- V+ 1(1- ~) 
+Hi -1)+ H~- V+ tU- t>+2(2- t> 

L~ =O(i-O)+ H~- t>+ H~- V+ t{l- V 
+~<~ -1> + H~- i> +~a-~>+ f<2- t> 

(d) v 0 =- -+-+o o o+- Lo=- o+-+ o o o+--rr2 1 [ 1 2 2n] 2 1 [ 1 2n- 1] 
nn n n n n n 

4. (a) U~=H~-0)+1(1-~)+H~-1)+4(2-~) 
L~ =o(!- O)+ i(l- ~)+la -1) + H2- ~) 

(b) u~= H!- o)+ H~ -l> + 1(1- ~) + 1!(! -1) 
+~<i- !> + 4(2- ~) 

L~ =O(!- O)+ H~- ~) + Hl- H + 1(! -1) 
+!f<~- !>+ ~(2- V 

(e) U~= k<l -O)+H~- i)+ f¡¡(~.- !>+1(1- V 
+~<~ -1)+ H~- ~> + ~<i- V+4(2- H 

L~ =o(¡- o)+ h<i- l> + H~- t> + f8(1- V 
+~H -1) +~a- i> + Ht- ~> + ~<2 -n 

1 

2 · 1 [ 1 (2) 2 (2n)2] (d) U0 = ;; n2 + ;; +o o o+ -;;-

2 1 [ 1 (2n -1)2] Lo=;; O+ n2 +000+ -n-

R55 
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6. El área. ba.jo la. curva. ·y = 1/x entre x = 1 y x = 2 es log 2 - log 1 = log 2. 
Determinar que esta. área. es menor que una. suma. superior y ma.yor que una suma. 
inferior, y usa.r el ejercicio 5 pa.ra. obtener la.s desigua.lda.des desea.d a.s. 

7. Ui = Oog 2 + log 3 + · · · + log n J = log n! 
L'i = Oog 1 + log 2 + · · · + log(n -1)] = log(n- 1)! 

X, §1, p. 283 

l. §¡f 2. o 3. o 4. o 
5. (b) y (e) Sea. f(x) = x-112 , y sea. la. partición P = {1, 2, 3, ... , n} pa.ra. el intervalo 

[1, n]. Después compa.ra.r la. integra.! 

jn 1/2 In 
1 

f(x)dx,=;¡ 2 1 
=2(vÍn-1) 

con la.s suma.s superior e inferior. 
6. (a.) Usa.r f(x) = x2 y P = {0,2, ... ,n}, con el intervalo [O,n]. La. suma. inferior 

pudo ha.ber comenzado con O, pero este O se pudo omitir porque O + A = A pa.ra. 
todos los números A. 
(b) Sea. f(x) = x3 , intervalo [0, n], partición P = {0, ... , n}. 
(e) Sea. f( x) = x114 , intervalo [0, n], partición P = {O, ... , n} . 

7. ( d) Usa.r f(x) = 1/x4 sobre el intervalo [1, n] con la. partición {1, ... , n} que consta. 
de los enteros positivos de 1 a. n. Entonces 

jn f(x)dx = x-3 ~n = _!. (..!.. -1) =!.- -1 . 
1 -3 1 3 n3 3 3n3 

Al compa.ra.r con la. suma. inferior y superior se obtiene 

1 1 1 1 1 1 1 ./ -+-+o o o+- < --- < 1 +-+o o o+---. 
24 34 n4 - 3 3n3 - 24 ( n - 1 )4 

8. Sea. f(x) = 1 :x2 • Entonces .C f(x)dx = a.rcta.nx[ = 7r/4. En el intervalo 

[0, 1], usa.r la. partición P = {o,.!., ~, ... , ~}. Dibujar la. figura.. 
n n n 

1 x311 9. Sea. f(x) = x2 • Entonces fo f(x)dx = 3 
0 

= 1/3. En el intervalo [0,1], usa.r la. 

partición P ={O, 1/n, ... , n/n}. Dibujar la. figura.. 

10. J1nlogxdx = (xlogx- x)[ = nlogn- n +l. 

La. suma. inferior es log 1 + log 2 + · · · + log(n- 1) = log(n- 1)! y 

esuma inferior = ( n _ l )!, porque elogu =u. 

Por otro la.do, 
enlogn-n+l = enlogne-nel = n"e-"e. 

Como suma. inferior ~ integra.!, obtenemos e•uma inferior ~ einlegra.J , de modo que 
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15. ,¡;:¡- l. En este problema. la. gráfica. es como sigue. 

4 2 

El primer punto de intersección es cua.ndo x = 7r/4. Por lo ta.nto, el área. entre la.s 
curva.s es i'lf/4 

(cosx- senx) dx. 

16. 9/2 17. ~- t 18. 
24. -7r2 25. 4 26. (a.) 

o 19. 7r2 /2- 2 20. 4 21. 4 22. 1 23. 4 
14. (b) 14 (e) 2n 

X, §4, p. 304 

l. Sí, ,¡;:¡ 2. N o 
3. Sí, 7r/2. Tenemos 

r 1 lB Jo 1 + x2 dx = a.rcta.n x 
0 

= a.rcta.n B - a.rcta.n o 

= a.rcta.n B. 

Cua.ndo B --+ oc, a.rcta.n B --+ 1r /2. Recordar la. gráfica. del a.rcta.n x, que es como 
sigue. 

2 

. 4. No. Sea. O< b < 5. Entonces 

¡b 1 lb -- dx = -log(5- x) = -0og(5- b) -log 5] 
5-x o o 

= log 5 -log(5- b). 
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Cuando b tiende a 5, 5- b tiende a O y log(5- b) se vuelve negativo grande. Por 
lo tanto, la integral de O a 5 no existe. 

5. Sea 2 < a < 3. Entonces 

13 
_l_ dx = log(x- 2)1

3 = log 1 -log(a- 2) 
x-2 

a a 

= -log(a- 2). 

Cuando a--+ 2, log(a- 2)--+ -oo, de modo que -log(a- 2)--+ oo y no existe la 
integral de 2 a 3. 

6. No 

7. Aquí tenemos O ::; x < 2. Recordar que tenemos la integral indefinida 

J ; dx = log( -x) y x < O. 

Por lo tanto, si x < 2, entonces 

J -1- dx = log(2- x). 
x-2 

Se puede verificar esto mediante la regla de la cadena, diferenciando el lado derecho. 
No olvidar el -l. Nótese que, cuando x < 2, entonces 2 - x > O. El log no está 
definido en números negativos. Ahora se puede hallar la integral definida para 
O < a < 2. Tenemos , 

r _l_ dx = log(2- x)la = log(2- a) -log 2. Jo x- 2 o 

El lado derecho tiende a -oo cuando a ....... 2, de modo que la integral 

121 ¡al 
--dx = lím --dx 

O X - 2 a-2 O X - 2 

no existe. 

8. La integral impropia no existe. Sea 2 < e < 3. Entonces 

=- [1- _1 ] . 
e-2 

Cuando e--+ 2, el cociente 1/(e- 2} se vuelve arbitrariamente grande. 

9. No existe. 

10. Existe. Sea 1 < e < 4. Entonces 

14 
(x- l)-213 dx = 3(x- 1)1 / 3 [ = 3(31 / 3 - (e- 1)1 / 3 ]. 
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Cuando e--+1, (e-1)113 ....... 0,yasí 

lím 14 
(x -1)-2 / 3 dx = 3 · 31 / 3 • 

c-1 e 

11. La integral existe para s < l. Sea O < a < l. Entonces, para s -:f. 1, obtenemos 

11 x-• dx = x-•+1 11 
a -s + 1 a = 1 - s - 1 - s · 

Si s < 1, entonces 1- s > O y a1-• tiende a O cuando a tiende a O. Por lo tanto, 
el límite del lado derecho cuando a--+ O existe y es igual a 1/(1- s). Por el otro 
lado, si s > 1, entonces 

1-s 1 
a = as-1' 

y s- 1 >O, de modo que a•-!--+ O cuando a--+ O, y Ija•-! ....... oo, de modo que 
la integral de O a 1 no existe. Cuando s = 1, 

¡1 
; dx = log x [ = log 1 - log a = -log a. 

Cuando a --+ O, log a ....... -oo, de manera que la integral no existe. 
12. La integral ,{¡"" x-• dx existe para s > 1 y no existe para s < l. Evaluar 

l B -· n-•+1 I 
x dx = --- - --. 

1 1-s 1-s 

Si S> 1' entonces escribimos n-•+l = 1/ n•-! y s-1 >o, de modo que 1/ n•-l ....... 
O cuando B--+ oo. El límite de la integral existe y es igual a 1/(s- 1). Si s < 1, 
entonces n-•+l = B 1-• se vuelve arbitrariamente grande cuando B se vuelve 
grande. 

13. Sí. Sea B > l. Entonces 

lB -xd -xiB ¡-B -1] 1 1 e x = -e = - e -e = - - -¡¡. 
1 1 . e e 

Cuando B se vuelve grande, 1/eB tiende a O, y la integral de 1 a B tiende a 1/e. 
Existe. 

14. No existe. 
15. -!e-2 B + !e-4 • Sí, !e-4 

XI, §1, p. 304 

l. e"'2 /2 2. - ¡e-"'4 3. ~(1 + x3 ) 2 4. (log x )2 /2 
(log X )-n+l 

5. si n -:f. 1, y log(log x) si n =l. 6. log(x2 + x + 1) 
l-n 

sen2 x sen3 x 2 7. x-log(x+I) 8.-2-9. --3 -10. O 11.512. -arctan(cosx) 

13. !{ arctan x )2 14. 2/15. Sea u = 1 - x 2 • 15. - ¡ cos( ¡r2 /2) + ¡ 
16. (a) -(cos2x)/2 (b) (sen2x)/2 (e) -(cos3x)/3 (d) (sen3x)/3 (d) eb/4 

(f) sx/5 ( ) -s"/5 17 1 -B2 + 1 S' 1 18 1 -B3 + 1 SI', 3! e g -e . -;¡e 2. 1, 2 • -3e 3. 
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XI, §1, Ejercicios suplementarios, p. 305 

"'~- .. sen5 x -1 -1 
l. l log(x' + 2) 3. ~- 5:_i_x2- 1 7. 6(3x2 + 5) 9. 2 sen2 x 

1 [u17/5 u12/5] -cos3x "' 
11. 3 1715 - 1215 donde u= x3 +l. 13. --3- 15. -cose 

4~ 2 r r 2 
17.log(logx) 19.log(e"'+1) 21. l 23.-3--3 25. 4 27. 72 

29. e-! 
e 

XI, §2, p. 308 

l. x arcsen x + .../1 - x2 . Sea 

Entonces 

u = arcsen x, 
1 

du = ~dx, 
v1-x2 

dv = dx, 

v =x. 

J arcsenxdx = J udu = xarcsenx- J ..¡1 ~ x2 dx. 

Ahora la integral J . ~dx se puede hacer por sustit~n, al hacer 
v1-x2 

u = 1 - x2 y du = -2x dx; así, 

J __ x __ dx =.;::! ju-112 du. 
.../1- x2 2 

2. x arctan x- t log(x2 + 1). Sea u= ~ctan x. 

e2s ¡ 
3. 13(2 sen 3x - 3 cos 3x). Sea 1 = e2'" sen 3x dx. Sea 

u= e2"', dv =sen 3x dx, 

du=2e2'"dx, v=-lcos3x. 

Entonces 

1 = -~e2"' cos 3x + ~ J e2'" cos3x dx. 

Aplicar el mismo procedimiento a esta segunda integral, con 

Entonces 

u = e2"', dv = cos 3x dx, 

du = 2e2"' dx, v = l sen 3x. 

1 = -le2"' cbs3x + Hle2'" sen3x- ~I] 

= -le2'" cos 3x + fe2'" sen 3x- ti. 
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Así vemos que 1 aparece en el lado derecho con algún factor constante. Podemos 
despejar 1 para obtener 

lfl = fe2"' sen 3x -le2"' cos3x. 

Multiplicar por 9 y dividir entre 13 para obtener la respuesta. 
4. f¡¡e-4:1: sen 2x- !e-4:1: cos 2x 

5. x(logx)2 - 2xlogx + 2x. Sea u= (logx)2 , de modo que du = 2(logx)! dx. Sea 
dv = dx , v = x. Entonces x 

• j(logx)2 dx = x(logx)2 - J ;logxdx. 

Entonces xfx = 1, y nos vemos reducidos a Jlog x dx = x log x- x. 
6. (logx)3x- 3 J(logx)2 dx 7. x2e'"- 2xe"' + 2e"' 
8. -x2e-"' - 2xe-"' - 2e-"' 9. -x cbs x +sen x 10. x sen x + cos x 

11. -x2 cosx+2Jxcosxdx 12. x2 senx-2Jxsenxdx 
13. l[x2 sen x2 + cos x2). Escribir 

1 = J x3 cos x2 dx = J x2(cos x2)x dx = ~ J x2(cos x2)2x dx. 

Primero hacer u = x2, du = 2x dx y, por medio de sustitución, obtener 

1 = ~ jucosudu. 

Después usar integración por partes. 
14. -t{1- x2 ) 312 + H1- x2 ) 512 - t{1- x2f12. Sea u= 1- x2 : 

jx5~dx= jx•~xdx 

= -~ 1(1- u)2 u1 / 2 du 

= -~ 1<~1/2 _ 2ua¡2 + uS/2) du 

15. lx3 logx-lx3 • Sean u= logx y dv = x2 dx. Entonces du = (1/x) dx y v = x3 /3, 
de modo que 

J x2 logxdx = lx3 logx- ~ j x2 dx. 

x 4 · x4 
16. (logx)-¡-- 16 

17. (log x )2 ;
3 

- i j x2 log x dx . Repetir el procedimiento para obtener la respuesta 

completa. 
18 1 2 _..,2 1 _..,2 p . 2 • -2x e - 2e . nmero sea u= x . 

19. ! (-1-) + ! log(1 - x4 ) 4 1- x 4 4 

20. -4r 
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21. -Be-B - e-B + l. Sí, l. Evaluar primero la integral indefinida J xe-'" dx por 
partes. Sea 

u=x, 

du = dx, 

Entonces la integral es igual a 

_,. 
v= -e . 

J xe-s dx = -xe-s + J e-'" dx = -xe-s- e-'". 

Poner ahora los límites de integración: 

¡B xe-"' dx = -xe-"'[- e-'"[= -Be-B- [e-B -1]. 

Cuando B - oo, los dos términos con B tienden a O, con lo cual se obtiene la 
respuesta. 

22. Sí, 5/e 23. Sí, 16/e 

24. - 10;B + lo~ 2 · Sí, lflog2. Sea u= logx. Cuando x = 2, u= log2. Cuando 

x = B, u = log B. Entonces 

¡B l ¡IogB 
(l )2 dx = u-2 du. 

2 z ogz log2 

25. Sí, 1/3(log 3)3 

26. 2log2- 2. La integral indefinida es zlogz- x. Sea O< a< 2. Entonces 

12
logxdx = zlogz- x[ = 2log2- 2- (aloga- a). 

Cuando a - O, sabemos del capítulo VIII, sección §5, ejercicio 14, que alaga 
tiende a O. Por lo tanto, a log a - a tiende a O cuando a tiende a O, lo cual da la 
respuesta. 

XI, §2, }Uercicios suplementarios, p. 309 

1. t{z2 arctanz + arctanz- z). Usar u= arctanz y dv = zdz. Usar también el 
truco f z2z: 1 dx = f z2zt ~ ~ 1 dx = f 1 dz- f x2 ~ 1 dx. 

2. (a) Si I es la integral, entonces 

I = zVl- z2 + arcsenz -1, '-

de modo que 2I = zJI - x2 + arcsen x, y al dividir entre 2 se obtiene la respuesta. 
{b) Al integrar por partes la integral se reduce a (a): u = arcsen z, dv = z dz. 

Usar un truco como en el ejercicio l. 

3. t{2z2 arccosz- arccosx- zJI- z2 ) 5. 1- ~ 7. ~ 9. : 

-
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10. ¡1 x3~ dz = ¡1 
x2{1- x2)1' 2 z dz. 

Sea u = 1 - z 2 , du = - 2x dx . Cuando z = O, u = 1 y cuando x = 1 , u = O. 
Entonces 

11. -2e-,fo(x312 + 3x + 6x112 + 6). Primero sea x = u2 • Entonces 

J xe-,fo dx = J u2e-"2u du = 2 J u3 e-" du. 

13. Sean u= (logz)n y dv = dx. 

14. Sean u = xn y dv = e'" dz. 

15. Sean u=(logzt y dv=zmdx. Entonces 

du = n(logxt-1 .!.dz y v = zm+1/(m + 1). 
X 

16. Primero hallamos por pa&tes la integral indefinida con u = xn y dv ;, e-'" dx, de 
modo que . J xne-'" dx = -xne-s + n J zn-le-'" dx. 

Entonces tenemos la integral definida 

¡B zne-s dx = -Bne-B + n ¡B zn-le-'" dz. 

Al tomar el límite cuando B- oo y usar que Bne-B- O, hallamos: 

¡00 zne-'" dz = n ¡00 xn-le-'" dz. 

Sea In =foco xne-'" dx. Esta última desigualdad se puede reescribir en la forma 

In= nin-1• 

Así hemos reducido la evaluación de la integral al paso siguiente. Por ejemplo, 
Ito = 1019; I9 = 9ls; ls = 8lr, y así sucesivamente. Al continuar de esta.manera, 
en n pasos se obtiene 
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donde n! = n(n- l)(n- 2) · · · 3 · 2 · 1 es el producto de los primeros n enteros. 
Esta integral final se evalúa fácilmente, a saber, 

l oo e-"' dx = lím lB e-"' dx = lím -e-"'IB 
0 B-oo 0 B-oo 0 

= lím -[e-B- 1] =l. 
B-oo 

XI, §3, p. 316 

l. -lsen3 xcosx- ~senxcosx+ ~x 2. ~cos2 xsenx+ ~senx 

sen3 x - senó x 4. 3r 5. Sr 6. rab (si a,b >O) 7. li'T2 3 ' 3 5 
X 

8. (a) -2-./icosfJ/2 (b) 2-./isenfJ/2 13. -logcosx 14. arcsen 3 
1 bx / 15. arcsen .iJ 16. l arcsen(-./ix) 17. ¡; arcsen-;. Sea x = au b, 

dx = (a/b) du. 

18. (a) c0 = an =O para todo n, bn = -(2/n)cosnr. 
(b) c0 = r 2/3,an = -(4/n2)cosnll',~n =O para todo n. 
(e) co=r/2,an=2(cosnr-1)/rn ,bn=O paratodo n. 

19. (b) todo an y co =O 

XI, §3, Ejercicios suplementarios, p. 318 

sen2 x 
l. log sen x - - 2-

2. Escribir tan2 x = tan2 x + 1 - 1 y nótese que d tan x / dx = tan2 x + 1 . 
7( 7( 7( 

3. -cose"' 4. Sea x = 2u, dx = 2du 5. ¡ 7. 4 9. 16 

11. i arcsenx- ix(l- 2x2)Vl- x2 13. ; 14. -arcsenx-;~ 
15. -16u112 + ~u312 donde u= 16- x2 

16. Sea u = 1 + x2. Entonces 

J VI x~ x2 dx = ~ J V~2:xx2 dx = ~ J :~} du = ~ [ ~~; - ~~;] . 

Para el resto de los ejercicios se pone x = sen (J o x = a sen (J, dx = a cos 9 d(J. 
Damos las respuestas pero resolvemos por completo el ejercicio 19. 

17. -llog [a+ .,;;;.r:::X2] 18. a2 arcsen(x/a) -lxv' a2 - x2 
a x 2 

19 -.,;;;.r:::X2 _ -1-log [a+ .,;;;.r:::X2] . Podemos escoger entre hacer x = a cos 9 o 
' 2a2 x2 2a3 x 

x = a sen (J. El principio es el mismo. Hagámoslo como de costumbre, 

x = asenfJ, dx = acosfJdfJ. 
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Entonces 

J 
1 dx = J 1 acosO dO= ..!..f - 1- dO. 

x3va2- x2 a3 sen3 O( acosO) a3 sen3 O 

Es complicada, pero mostramos aquí cómo hacerla. Recordar que, para integrar 
potencias positivas del seno, usamos integración por partes. Usamos aquí un método 
similar. Sea 

1 = j-1-dO = /-1---1-dO = j-1-csc2 0d0. sen3 O sen O sen2 O sen O 

En analogía con la tangente, tenemos 

d cot O = _ csc2 0 
dO ' 

de modo que hacemos 

Entonces 

1 
u =senO' 

du = --1-cosOdO 
sen2 O 

dv = csc2 O dO, 

v =-cotO. 

1 =_cot0 -Jcos2 0 dO=- cosO -Jl-sen20 dO, 
sen O sen2 O sen2 O sen3 O 

de modo que 

1 = _cosO _ 1 +!-1-dO, 
sen2 O senO 

de donde 

1 = ~ [-s:;2 °0 - log( ese O + cot O)] . 

Se puede dejar la respuesta en términos de O, que es como suele hacerse. Pero si se 
quiere la respuesta en términos de x, entonces usar: 

senO = ~ cosO = Vl- sen2 O= !.Ja2- x2, 
a' a 

Csco a cosO Va2- x2 - - cotO - -- - ..:....::...._:....__ 
- sen O - :; ' - sen O - x 

1 
20. --cotO, donde x =asen O, dO= acosO dO. a2 

21. VI- x2 -log ( 1 + ~) . El método es el mismo que en el ejercicio 19. 

22. Sea x = at, dx = a dt y reducir al ejercicio 14. 

X X 
23. ~ - arcsen-

va2-x2 a 
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XI, §4, p. 329 

l. -l"log(x- 1) + 1[- log(x + 7) 

2. 2(x~~ 3) . No usar aquí fracciones parciales; usar la sustitución u = x2 - 3 y 

du = 2xdx 
3. (a) Wog(x- 3) -log(x + 2)] (b) log(x + 1) -log(x + 2) 
4. -~ log(x + 1) + 2log(x + 2)- ~log(x + 3) 

5. 2log -log(x + 1) 6. log(x + 1) + - 1-
x+l 

2 
7. -log(x+l)+log(x+2)- x+ 2 

S.log(x-l)+log(x-2) 9. 2(x2x+l)+~arctanx 
1 X 3 X 3 

10. (a) ¡ (x2 + l)2 + 8 (x2 + l) + 8 arctan x 

11. x2-~ 1 - 3 [ 2(x2x + 1) + ~ arctan x] 
1 -1 1 X 1 X 1 X 1 X 

12" 2 x2 + 9 + 18 x2 + 9 + 54 arctan 3 13" 8 x2 + 16 + 32 arctan 4 
14 1 l (x + 1)2 1 F . " 

• ¡ og x2 + 1 + 2 arctan x . actonzacron: 

x3 - 1 = (x- l)(x2 + x + 1) y x4 -1 = (x + l)(x- l)(x2 + 1). 

15. C1 = - 13030 ,C2 = - 1~0 ,03 =-~~~.e,= -~~~.es= 110~ 
16. (a) Sea x=bt,dx=bdt (b) Sea x+a=bt,dx=bdt. 

17. (a) -~ arctan x + l log (: ~!) (b) l0og(x2 - 1) -log(x2 + 1)] 

18. (a) ~ log(x- 1)- ~ log(x2 + x + 1) 
1 x2 1 2x + 1 

(b) -log -- arctan --
2 x2 + x + 1 v'3 v'3 

19. -log(x- 1) + log(x2 + x + 1) 

XI, §5, p. 334 

l. 2V'l+e"'-log(vl+J+l)+log(vl+e"'-1) 2. x-log(l+e"') 
3. arctan(e"') 4. -log( l+e"'+l}+log(vl+e"'-1) 
5. Sea y=f(x)= He"'-e-"')=senhx. Entonces 

¡'(x) =He"'+ e-"')= cosh x. 

Pero cosh x > O para todo x, de modo que f es estrictan1ente creciente para todo 
x. Si x es negativo grande, entonces e"' es pequeño y e-"' es positivo grande, de 
modo que f(x) es positivo grande. Si x es positivo grande, entonces e"' es positivo 
grande, y e-s es pequeño. Por lo tanto, 

f(x)-+ oo cuando x-+ oo, 

f(x)-+ -oo cuando x-+ -oo. 

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS R67 

Por el teorema del valor intermedio, los valores de f(x) están formados por todos 
los números. Por lo tanto, la función inversa x = g(y) está definida para todos los 
números y. Tenemos 

g'(y) = _1_ = _1_ = 1 = --==1= 
/'(x) coshx Vsenh2 x + 1 y'Y2"+1' 

Gráfica de 
/(:e) = f(r - e-") • seoh :e 

6. Sea y= f(x) =He'"+ e-"')= cosh x. Entonces 

!'(x) =He'"- e-"')= senhx. 

Si x >O, entonces e"'> 1 y O< e-"'< 1, de modo que /'(x) >O para todo x >O. 
Por lo tanto, f es estrictan1ente creciente, y la función inversa 

x = g(y) = arccosh y 
existe. Tenemos /(0) =l. Cuando x-+ oo, e"'-+ oo y .e-"' ..... O, de modo 
que /( x) -+ oo. Por consiguiente, los valores de f( x) están formados por todos los 
números ~ 1 cuando x ~ O, y así, la función inversa g está definida para todos los 
números ~ l. Tenemos 

g'(y) = _1_ = _1_ = 1 = 1 
/'(x) senhx Vcosh2 x -1 ~· 

Gráfica de 
/(:e) = i(r + e-") - cosh :e 
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Por último, sea u= e"'. Entonces y= t(u + 1/u). Multiplicar por 2u y resolver 
la ecuación cuadrática para obtener 

e"'=u=y+~ o e"'=u=y-~. 

La gráfica de f( x) = cosh x para todos los números x se dobla según se muestra 
en la figura, y hay dos funciones inversas posibles, dependiendo de dónde miremos 
en el intervalo 

X~ 0 O X~ 0. 

Al tomar 
x=log(y+~) 

se tiene la función inversa para x ~ O, y al tomar 

x=log(y-~) 

se tiene la función inversa para x ~O. En efecto, suponer que tomamos la solución 
con· el signo menos. Entonces, por simple álgebra, se puede ver que 

y-~~1. 

[Demostración: se debe verificar que y -1 ~ ~. Como y ~ 1, basta verificar 
que (y- 1? ~ y2 - 1, lo cual equivale a 

y2 - 2y + 1 ~ y2 - 1, 

o y ~ 1, que es lo que se quiere.] 

Así, y -~ ~ 1, de donde 

log(y-~) ~ O. 

Para x ~ O se sigue que tenemos que usar la solución de la ecuación cuadrática 
para u en términos de y con el signo más, esto es 

e"'=u=y+~ y x=log(y+~). 

7. Sea 

1 = 1 Jx:2+ 4 dx. 

Sea x = 2 senh t, dx = 2 cosh t dt. Entonces x2 + 4 = 4 cosh2 t. Por lo tanto, 

8. log(x + JX2+1) 
9. Sea 

1 = J 4 senh2 t2cosh tdt 
2cosh t 

1 2 4 1 2t -21) = 4 senh t dt = ¡ (e - 1 + e dt 

1 x2 + 1 
1= JX2+Idx. 

x- x 2 + 1 
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Sea x = senh t, dx = cosh t dt. Entonces 

1 = cosh tdt J cosh2 t 
senh t - cosh t 

_ ¡ cosh3 t dt 
- et- e et +e t __ 2 ____ 2_ 

( et-; e-tr 

=/ dt -e t 

= -~ J et(ét + 3et + 3e-t + e-3 t) dt 

1 (eH 3e2t e-2t) 
= -8 4 + -2- + at + -2 . 

10. -~ log(x + v'X2=J) + ~xv'X2=l (ver el ejercicio 11) 

11. -~ log(B + ../B2 -1) + ~B../B2 -l. La gráfica de la ecuación x2 - y2 = 1 es una 
hipérbola como la que se muestra a continuación. 

La parte superior de la hipérbola en el primer cuadrante es la gráfica de la función 

y= Vx2=1, 
con la raíz cuadrada positiva, y x ~ l. Por lo tanto, el área bajo la gráfica entre 1 
y Bes 

Área = 18 Jx2=l dx. 

Queremos hacer que, la expresión bajo la raíz cuadrada sea un cuadrado perfecto. 
Usamos la sustituci6n 

x = cosh t y dx = senh t dt. 
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Entonces obtenemos una integral formada por potencias de e1 y e-1 que es fácil 
de evaluar. Cambiar los límites de integración de la manera explicada en el último 
ejemplo de la sección. Hacer u = e1 y despejar u en la ecuación cuadrática. Se 
hallará la respuesta dada. 

12. log(B + ../B2 + 1 + B../B2 + 1 
13. Sea y= acosh(x/a). Entonces 

dy 1 
--=a senh(x/a) · - = senh(x/a:), 
dx a 

d2 1 1 
d ~ = cosh(x/a) · - = - cosh(x/a) 

x a a 

= !y'1 +senh2(x/a) 
a 

= .!.y'1 + (dyjdx)2. 
a 

14. Sea x = az, dx = a dz, y se reduce al caso resuelto. 

XII, §1, p. 341 

l. tn3 2. lr 3. 
~ lr 

4. 
lr2 11" 2. 54 11" 

6. r(e-2) 7. 1re2 --- 8+¡ 5. 
8 4 3 

8. r[2(log2)2 - 4log2 + 2]. 

2logx' dv = dx 
X 

Integrar por partes J (log x )2 dx, 

9. 1611" 10. (a) i e~ -e;B); sí, 2: 2 

{b) ¡ c. -)s); sí, 4:. (e) ¡ c2 - e2~2); sí, 4:2 

11 L . • d l r El l rr2 h . a ecuac10n e a recta es y= ¡x. vo umen es - 3-· 

13. 2: - 3; 3 ; sí, ~ 14. Para todo e> 1/2, 1r/{2c -1) 

15. Para todo e< 1/2, r/(1 - 2c) 

XII, §1, EjerCicios suplementarios, p. 342 

l. f(x) = R + ../a2- x2 y g(x) = R- ../a2- x2. El volumen es 

V= r ¡: f(x) 2 dx- r ¡: g(x)2 dx 

que, después de un poco de ágebra sencilla, resulta igual a 

4rR ¡: Ja2-x2 dx=21r2 Ra2 • 

u= (logx)2 , 

2. 3211" 3 12r 4 2r 5 211" 6 511" 7 .! 8 4 -a2 b 9 .!(e-2 - e-10 ) 5 • • • 3 • 14 • 4 • 3" • 2 

du = 
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10. r[2(log2?-4log2+2] ll.r[v'J-i] 12. r(l-~),rcuandoB-+oo 
13. i ( 1 - ~3 ) , ¡ cuando B -+ oo 14. r log B 

15. r log.!.. No hay límite cuando a-+ O. El volumen crece sin cota. 
a 

16. lr e; -1) . No hay límite cuando a -+ O. El volumen crece sin cota. 

17. ll" [..;; - cos a + log( ..f2 - 1) - log( ese a - cot a)] 

No hay límite cuando a-+ O. El volumen crece sin cota. 

XII, §2, p. 346 

l. 611" 2. a2 (al usar simetría y valores de 8 tales que sen 28 ;::: O, el problema se 

reduce a .fo"12 a2sen28d8) 

3. 1ra2 4. 1~ 5. 311"/2 6. 311"/2 7. 9r/2 8. r/3 

XII, §2, Ejercicios suplementarios, p. 346 

3r 
l. 2511" 2 • 

2 
3 4 911" 5 311" 6 3r 7 2- + 3../3 8 311" 

• ll". 2 • 8 • 2." 2 • 2 

9 .! 10 9lr 
• 4 • 2 

5../5 
11. 10~ 12. 10~ 13. t 14. t 15. 6 16. 10 

XII, §3, p. 352 

l. _287(103/2 -1) 2 . ../5 +lo (4 + 2../5) 
2 g 1+../5 

~ ~ ( 1 + ../2 ) ¡:;-;:; (..m +4)1/4 3. y e~ ;-l + 2- v2 + log ~ 4. 2v17 +log --¡:¡::;:;---
1 + V e4 + 1 V 17 - 4 

~ ../1 + e2 - 1 ( ~ ../2- 1) 5. y1;-e·+llog - v2+llog---
2 ../1 + e2 + 1 2 ../2 + 1 

6. f.¡(313/2- 133/2) 7. e- .!. 
e 

8. Resolvernos el ejercicio 8 por completo. 

longitud= ['
4 JI+ ( ~) 2 

dx 

r'·. 1 4x2 
= Jo V 1 + {1 - x2)2 dx 

1314 ../1 - 2x2 + x4 + 4x2 = dx 
o 1- x2 

_ 13/4 y'{l + x2)2 
- 1- x2 dx 

o 

1 

1 
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¡3/' 1 +x2 = --dx 
o 1- x2 

[ /' 2 ¡3/' x2 - 1 = --dx+ --dx 
o 1- x2 o 1- x2 

= 2 r''! (-1- + - 1-) dx- r'' dx lo 2 1 - x 1 + x lo 

= -log(1- x) +log(1 + x{'' ! 
( 1 +3/4) = log 1 _ 314 - ~ = log 7- 3/4 

9. ~(e-;) 10. log(2 + v'3) 

XII, §4, p. 361 

2. 2rr 3. v'2(e2 -e) 4. (a)~ (b) 3 5. 2Vs+log(Vs+2) 

6. 4-/2 + 2log ~ ~! 7. 2v'3 8. 5 9. 8 10 4a 12. v'2(e2 - e) 

13. v'2(e9" - e91 ) 14. (83/2 - 5312 ) 15. ,ff7 (e-4 - e-8 ) 16 3r 
4 • 4 

h ,ff7 [8 + 2,fff] lr r.:---iE 17. v5--4-+log r. 18. 4sen-=2V2--/2 19.4 20 21 
1 + v5 8 • 

21. 8 22. lr 23. 2v'3 

XII, §5, p. 368 

l. 12ra2 /5 2 • .!.(10VIO- 1) 3. 2
3ll' (26-/26- 2-/2) 4. 4r2 a2 5. 4ll'2aR 

ll' 27 
6. 6(17- ,fjj -1) 

XII, §6, p. 371 

l. 2 kg/cm; 200 cm- kg 2. ~ kg/cm; 180 [cot.! - !. ese!] cm- kg 
sen¡ ll' 9 2 9 

3. e [ r11 - ~] 4. sí; ~ 5. :~~ donde e es la constante de proporcionalidad 

6 a 9 E .¡x10 7.6cm-kg 

8. (a) -90 emM dina- cm (b) 9 emM dina- cm 9. e(.!.- .!.) 
10 1 . . , r1 r2 

• 1500 og ~ ~ulg - hb. S1 A es el are.a de la sección transversal del cilindro y P( x) 
es la pres10n, entonces 

P(x) · Ax =e= constante. 
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Si a es la longitud del cilindro cuando el volumen es 75 pulg3 , entonces 

12o 120 12o e 
Trabajo = Fuerza dx = P( X )A dx = - dx = e log 2. 

a a a Z 

Pero, de los datos iniciales, e = 20 · 75 = 1,500. Esto da la respuesta. 

XII, §7, p. 376 

3 (154 - 5') l. ¡ 153-53 2. 10 3. 10/log3 

XIII, §1, p. 385 

1 ( ) / (le)( ) - (-1)k+ 1(k -1)! 
• a . x - (1 +z)Tc 

(b) ¡<lc>(o) = ( -1)1c+1 (k- 1)! 
(e) Como (k- 1)!/k! = 1/k, obtenemos de (b) 

fk>(o) _ (-1t+1(k -1)! _ (-1t+1 
k! - k! - k 

y 
.. ¡<Tc> 

Pn(x) = L: ~x/c. 
k=O 

R73 

Esto prueba que, cuando f(x) = log(1 + x), el n-ésimo polinomio de Taylór está dado 
por 

n ( lc+l 
Pn(x) = L: i=Fxlc. 

k= O 

2. Para f(x) = cosx, ¡<n>(x) = ¡<n+'l(z). Usar esto y la fórmula para P .. (x) para 
deducir Pn(x) para la función f(x) = cosx. 

XIII, §3, p. 395 

z2 x' 
l. 1--+- ' 

2! 4! 
2. ¡¡<n>(e)l ~ 1 para todo n y todos los números e, de modo que el estimado se sigue 

del teorema 2.1. 
0.01 R ( ) ) . (0.1t 1 3 3. 1- 2 + 4 0.1 = 0.995 + R,(0.1 . 4. IR31 ~ 31 = ¡¡ x 10- . 

5. IR.I ~ ~10-• 
z3 

6. P,(x) =X+ a· Sea f(x) = tanx. Primero hay que hallar todas las derivadas 

j<1>(x), ¡<2>(x), j<3>(x), f'>(x), y después j<l>(o), ... ,f'l(o). Después usar la 
fórmula general para el polinomio de Taylor 
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7. IR51 5 lo-• mediante estimados burdos 

( ll' r ) 1 ../3 ( r ) IEI -a 8" (a) sen 6 + 180 = 2 + 2 180 +E y < 10 

( ll' lr ) ../3 1 ( lr ) 
(b) cos 6 + 180 = 2- 2 180 +E 

( lr 2ll' ) ../2 ../2 ( 2:11' ) 
(e) sen 4 + 180 = 2 + 2 180 +E 

( ! .!!.) - ../2 - ../2 (~) E (d) cos 4 + 180 - 2 2 180 + 

( ll' 211" ) 1 ../3 ( 211" ) 
(e) sen 6 + 180 = 2 + T 180 +E 

( ! .!!.) - .,f3 - ! (.!!.) E (f) cos 6 + 180 - 2 2 180 + 
Hagamos todos los pasos de la parte (e). 

sen32 =sen - +- =sen - +- =sen( a+ h o (ll' 2:11') (lr :11') ) 
6 180 6 90 

=sen-+ cos- -+R2(h) ll' ( ll') ll' 
6 6 90 . 

- ! .,f3 ~ R (~) 
-2+ 290+ 2 90, 

y 

IR (~) 1 < (~)2 .!_ < (3.15)2 .!_ < (3.5 x 10-2)2.!_ < 10-a. 2 90 -9o 2-90 2- 2-

9· cos (¡ + 1;0) = ~ - i ( 1;0) + E 

10• sen ( i + 1;0) = ~ + i ( 1;0) + E 

11• cos (i + 1;0) = i- ~ (1;0) +E 
senz z2 Rs(z) 

12. (a) -- = 1- 1 + -- de modo que 
:¡; 3. :¡; 

¡1 senz 1 1 
--dz = 1---+E donde IEI5 5 . 51 . 

o :¡; 3· 3! 

(b) - (O.l)2 +E donde IEI < 10- 4 

4 - 4·4! 
3 

(e) Escribir sen u= u-;+ Rs(u), de modo que, para u= z2, obtenemos 
3. 

2 2 Z 6 2 senz =z - 31 +Rs(z). 

Tenemos, para u ;;::: O, 

de donde 

senz2 dz= ----+E, ¡1 1 1 
o 3 7· 3! 
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donde r 10 1 
IEI5 lo z51 dz = ll· 51 5 10-3. 

\ 
1 1 1 

(d) 2- 6. 3! +E, y IEI 5 10. 5! 
1 1 1 

(e) 1- 5. 2! + 9. 4! +E, y IEI5 13. 6! 
1 1 

(f) 1 - 5. 3! +E, y IEI 5 9. 5! 

13. ¡112 cosz-1 ¡112 1-¿+~+Rs(z)-1 
.;;.;;..;..;:;.___.=. dz = 2 '· dz 

o :¡; o :¡; 

= ¡t12 (-! + z: + Rs(z)) dz lo 24. z 

y 

. 5 :¡; ~ 1 ¡1/2 1 ·6·11/2 1 
IEI 5 6i 

0 
z dz = 6i 6 

0 
= 61 . 6 . 26 < 10 · 

XIII, §4, p. 397 

1- z + z2 - za + z' - z5 2 IRal < e1/2 Cl)a < 2(i} =l. 
l. 2! 3! 4! 5! • - 3! - 6 24 

3 • IR.I < e1o-2 (to-2)' < 2(10-8 ) = 1o-8 

- 4! - 4! 12 
4. IRal < e1o-2 {lo-2t < 2(10-6) = 10-6 

- 3! · .. - 6 3 

6 IR 1 < -1 1- 117 < .!. - _1_ 
• 7 - e 7! - 7! - 5040 

7. (a) IR.I < e-2~ < 32 (b)' IR.I < e3~ < 214 
- 4! - 3 . - 4! -

8. (a) IR 1 < e2~ < 64 (b). IR 1 < eal3ls < 648 
5 - 5! - 15 5 - 5! - 5 

16 . 212 16 . 216 
9. (a) IR1al 5 ~ usando e < 4 (b) IR16I 5 ---¡¡¡¡-- usando e < 4 

13 1 12 ( -2)/c 213 
10. e= 1 + L: n! +E 11. e-2 = L: k! +E y IEI5 131 

n=1 lc=O 
1 1 1 e 

12. (a) 1 + 2 . 21 + 3 . 31 + · · · + 7 . 71 + E, donde IEI 5 8 . 81 



! 
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4 

(b) Escribir eu = 1 +u+···+:, + R6 (u). Para u :5O, tenemos eu :51, y, por 

lo tanto, IRs(u)l :5 ~~r. Ahora hacer u= -x2. Entonces 

2 x4 xe xs 
e-"' = 1- x2 +---+- + Rs(-x2). 

2! 3! 4! 
Integrar término a término la primera parte formada por potencias de x. Obtene-
m os 

y 

¡
1 ¡1 10 1 

IEI :5 0 IRs( -x2)1 dx :5 
0 

z51 dx = 11 . 51 :5 10-3. 
~ 

1 1 1 1 1 l e 1 -3 
(e) 1 + 3 + 5 · 2! + 7 · 3! + 9 · 4! + 11. 5! +E, donde El :5 13. 6! < 3 x 10 · 
(d) eu = 1 +u+ R2(u) y hacemos u= x2. Para O :5 x :5 0.1, hallamos eu :52 

(estimado generoso). Por lo tanto, 

2 
Tenemos e"' = 1 + x2 + R2(x2 ), y IR2(x2)l :5 x4 • Por lo tanto, 

'· 

¡
0.1 2 ~ ¡0.1 10-5 

0 e"' dx = 0.1 + ~ +E, donde IEI :5 0 x4 dz :5 - 5-. 

(e) 0.1- (k )10-3 +E, donde IEI :5 10-6 • 

XIII, §5, p. 403 

1. (a.) Iog 1.2 = o.2- (o:)2 + (o:)3 +R., IR.I :54. 10-4 

(b) log0.9=-log10/9=-log(1+~) 

[ 1 (1/9)2] 1 1 
= - -- - Ra(1/9) = --+-- Ra(1/9) 9 2 9 2. 81 

Y 1- Ra(1/9)1 < ~ X 10-3 

. í~t·lj>g 1.o5 = o.o5 - (o.~5)2 + Ra y IRal :5 S: . 1o-6 

(,_(.d)•log9/10 = -log10/9 como en (b). ·. 

(e) log24/25 = -log.25/24 = -log (1 + ; 4 ) 

-1 1 
= 24 + 2(24)2 - R3(1/24), 

y 1Ra(1/24)1 < 10-3. 
(f) log 26/25 = 0.04 + R2(1/25), IR2I :58 x 10-4 

2. (a) Transformamos el lado derecho hasta que sea igual aliado izquierdo. 
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Tenemos 

= log2. 

El caso de .log 3 se hace de la misma manera. NCStese que cada fracción 9/10, 24/25, 
81/80 está cerca de 1, y, por lo tanto, ',ll valor del log está muy bien aproximado por 
unos cuantos términos de la fórmula de Taylor. Por ejemplo, 

log !_ = -log 109 = -log-(1 + !) . 
10 9 

Entonces 

log (1 + !) = !. - (1/9)2 + (1/9)3 - (1/9)'4 + (1/9t + Re(1/9) 
9 9 2 3 4 5 ' 

y 

1Re(1/9)1 :5 ( 1~9t < i X 10-8 • 

Por lo tanto, 

(1) 10 
7log "9 = 7A1 + E1, 

donde E1 = 7Re(1/9) y 

IEll = 71Re(1/9)1 < 3.5 X 10-6 • 

Observar el factor 7 que surge aquí. 
A continuación, tenemos 

25 ( 1 ) 1 1 1 
log 24 = log 1 + 25 = 25 - 252 + 253 + R.(1/ 25) 

= A2 + R. (1/25), 

y 

IR.(1/25)I :5 (1/!5>' < 10-6 • 

Por lo tanto, 

(2) 
25 

-2log 24 ::::: -2A2- 2Rt(l/25) = -2A2 + E2, 

donde 



! 

1 
1 

1 

l 
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En tercer lugar tenemos 

81 ( 1 ) 1 1 log 80 = log 1 + 80 = So - 802 + Ra(l/80) 

= Aa + Ra(l/80), 

y 

IRa(l/80)1 :5 (1/:ot < 1~5 x 1o-8 • 

Por lo tanto, 

(3) 81 
3log 80 = 3Aa +Ea, 

donde 
lEal= 3IRa(l/80)I < 1~5 x 10-8 :52 x 10-8 • 

Podemos ahora colocar juntos los cálculos de los tres términos y hallar: 

y 

log 2 = 7 A1 - 2A2 + 3Aa + E, donde E = E1 + E2 + Ea 

IEI :51Ell + IE2I +lEal< 3.5 x 10-8 + 2 x 10-8 + 2 x 10-6 

< 10-5 • 

Esto concluye el cálculo de log 2. 
El cálculo de log 3 es similar. En cada caso, notar que los factores 7, -2, 3 para 

log 2 y 11' -3' 5 para log 3' se deben tomar en cuenta y contribuyen al término 
de error. 

XIII, §6, p. 406 

1. Usar tanx = senx/cosx. Entonces 

( ) sen(x+y) senxcosy+cosxseny 
tanx+y = = . 

cos(x +y) cos x cos y- sen x sen y 

Después dividir el numerador y el denominador entre cos x cos y. 

2. (a) Sean u= 1/2 y v = 1/3 en la fórmula para arctan u+ arctan v. 
(b) Sean u= 1/5 y v = 1/8 en esta misma fórmula. 
(e) Tenemos que aplicar de manera repetida la fórmula de la. suma.. Comenzamos 

con 
1 1 1 1/5 + 1/5 

2 a.rctan 5 = arctan 5 + arctan 5 = a.rctan 1 _ 1125 

= arctan ~. 
12 

A continuación, 

5 1 5/12 + 1/7 47 
arctan 17 + arctan 7 = a.rctan 1 _ 5184 = arctan 79 . 
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A continuación, 

1 1 1 1/8 + 1/8 
2 arcta.n 8 =.arcta.n 8 + a.rcta.n 8 = arcta.n 1 _ 1164 

16 
= arcta.n 63 . 

Y, finalmente, 

1 1 1 47 16 
2 arcta.n 5 + arcta.n 7 + 2 arctan 8 = arcta.n 79 + arctan 63 

47/79 + 16/63 
= arcta.n 1- 47 ·16/79 · 63 

= arctan 1 = 7r/4. 

3. Por la. fórmula. de Ta.ylor tenemos 

1 1 1 (1)a (1) arcta.n5=5-3 5 +Rs 5 

de modo que 

(1) 1 8 8 (¡)a 8 · arcta.n - = - - - - + E1 
5 5 3 5 ' 

donde 

En segundo lugar tenemos 

1 1 1(l)a (1) arctan7=7-3 7 +Rs 7 

de modo que 

(2) 1 4 4(1) 3 
4·arcta.n-=---- +~ 

7 7 3 7 ' 

donde 

En tercer lugar tenemos 

1 1 1 (¡)a (1) arctan 8 =8-3 8 +Rs 8 

de modo que 

(3) 1 8 (1)a 8 · arctan- = 1-- - +Ea, 
8 3 8 

donde 

R79 

.J 



RSO RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

Al sumar las tres expresiones hallamos, por el ejercicio 2{c), que 

1 1 1 
r = 8 arctan S + 4 arctan ;¡ + 8 arctan 8 

= ~ _ ~ (!.)a+!_! (!.)a+ 1 _ ~ (!.)3 +E 
535 737 38' 

donde _/ 

E= E1 + E2 +Ea Y IEI S IE1I + IE2I +lEal< 10-3. 

4. arctan(l/5) + arctan(l/5) = arctan 5/12 usando u = v = 1/5, 
arctan(l/5) + arctan(S/12) = arctan{37/55) usando u= 1/5 y v = 5/12, 
arctan(l/5) + arctan(37/55) = arctan(120/119). 

Este último valor es igual a 4arctan(l/5). Entonces 

4 arctan(l/5)- arctan(l/239) + arctan{120/119) + arctan( -2/239). 

Sea u= 120/119 y v = -1/239 y usar aritmética para obtener arctan l. 

XIII, §7, p. 413 

En las respuestas damos sólo un valor aproximado, excepto en un par de casos a fin de 
ilustrar un estimado para el término de error. Pero el lector deberá incluir el término 
de error en su trabajo. 

l.;~),JR21 S 3
3
2 · 10-4 < 10-s. Usamos 8 = 1/4 y 

1 
'o 

-'- V 

Como {1 + c)-714 S 1, obtenemos 

IR2(0.I)I S :2 {0.1)2 S 3
3
2 10-• < ¡o-5. 

(b) IR2I S ~ · 10-2 (e) IR2I S :2 · 10-2 

2. (a) IRal S s · 10-• (b) IRal S 1
1
6 (o.s)-512 (0.2)3 S 2 .

1
83 S to-a 

(e) IRal S 1
1
6 · 10-4 

3. Estimar R2(x) para (1 + x)1/3 y -0.1 S x S 0.1. La expresión general para R2 
con 8 = 1/3 es -

IR2(x)l = 1 {1/3){y3 -1) 1 {1 + c)l/3-21xl2 

de modo que el término (1 + c)-5/a = 1/(1 + c)51a será mayor cuando x = 0.1. 
Además, lxl2 es mayor cuando x = 0.1. Por lo tanto, 

IR2(x)l S ii~(o.9)-51a(o.I)2 

< !. (lO)s¡a 10-2 
- 9 9 

<!. (1o) 2 10-2 = _1_ <!. x 10:-2. 
-9 9 729 7 
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4. (a) IR2I S t · (o.s)-a12 · 10-2 S l· (o.~)2 · 10-2 S 10-2 (b) IR2I S l· 10-2 

5. (a) s(t+i· 1~5)+E (b) s(t+i· 215 -~· 6~5)+E 
(e) 5 (1 + i · 1~5 - ~ · 1~:2 ) +E. ~ 

En esta parte incluimos el estimado para el error. Escribimos 

de modo que 

Entonces 

Por lo tanto, 

donde 

131 = 125 + 6 = 125 ( 1 + 1~5) 

{131)1'a = 5 ( 1 + ~~sr'a. 

IRa (..!..) 1 < !.~~!(..!..)a< !. ¡o-• 
125 - 3 3 3 3! 125 - 9 X • 

(131)1/a- 5 (1 !...!__- !.~) E 
- + 3 125 9 (125)2 + ' 

IEI = lsR3 ( 1~5 )1 s ~ x 10-• < 10-4 • 

(d) 6 ( 1 + ¡. · 6~) +E 

6. (a) 10(1-~· 1~0 -~. 1~:2 )+E (b) to(1+~· 1~0)+E 
( 1 5 1 52 ) 

(e) 10 1 + 2 · 100 - 8 · 1002 +E 

( 1 3 1 32 1 3 3a ) 
(d) 5 1 + 2. 25 - 8. 252 + 3i. 8. 25a +E 

R81 

Al e8cribir 28 = 25 + 3 = 25(1 + 3/25) se puede aplicar el mismo método que 
en los ejemplos, y E = 5R,(3/25), de modo que tenemos que estimar R.(3/25). 
Tenemos: 

1 ( 3) 1 - 11 3 5 1 ( 3 )' 1 -4 
R4 25 S 2 2 2 2 ¡¡ 25 S 8 X 10 

de modo que IEI S (5/8) x 10-4 , que está dentro de la precisión deseada. 

XIII, §8, p. 416 

l. o 2. 1/4! 3. 2 4. o 5. 1 6. 1 7. 1 8. 1 9. 1 10. 2 11. l 
12. o 13. -t 14. 1 15. 1 16. 1 17. -t 18. -1 19. 2 20. t 21. 1 
22. 1 23. -1 24. 1 25. 1 26. o 27. -; 28. o 29. t 30. 1 

31. -k 32. -~ 33. (a) O (b) O (e) O 34. 1 35. -l 36. O 37. ~ 
38. o 39. -1 
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XIV, §2, p. 424 

3. No 4. Sí 5. No 6. No 7. No 8. Sí 9. Sí 

XIV, §3, p. 425 

l. Sí 2. Sí 3. No 4. Sí 5. No 6. Sí 7. No 8. Sí 9. No 
10. Sí U. No 12. Sí 13. No 14. Sí 16. Sí 16. Sí 17. Sí 
18. Sí 

XIV, §4, p. 428 

3. Sí 4. Sí 5. Sí 6. Sí 7. Sí 8. Sí 9. Sí 10. Sí 

XIV, §5, p. 430 

l. Sí 2. Sí 3. Sí 4. Sí 5. Sí 
6. Converge, pero no absolutamente 7. Sí 8. No 
9. Converge, pero no absolutamente 11. Converge, pero no absolutamente 

12. Converge, pero no absolutamente 
13. No converge; no converge absolutamente 
14. No converge 15. Converge, pero no absolutamente 
17. Converge, pero no absolutamente 18. Sí 
19. Converge, pero no absolutamente 20. Converge, pero no absolutamente 

XIV, §6, p. 435 

2. {a) 4/e2 (b) 2255 e-4 /33 3. {a) O {b) oo 4. 1 5. 1 6. 1 7. 1 8. ! 
1 1 1 1 . 4 9. 2 10. o u. 1 12. 1 13. 2 14. 2 15. i 16. - 17. 27 18. 2 19. o 

e . e 
20. oo 21. 2 22. 3 23. 1 24. oo 25. 1 26. oo 27. 1 28. oo 29. e 
30. 00 

Ap., §1, p. 444 

l. {a) la mci es 2; no existe mes. {b) la mci es 1 ; no existe mes. 
(e) no existe mci; no existe mes. 

2. (a) la mci es O; la mes es ifS, (b) la mci es O; la mes es ifS, (e) la mci es 
-2; la mes es 2. 

(d) no existe mci; la mes es lf. 

App., §2, p. 451 

4. /{z) existe para todo z; /{z) = 1, lzl ~ 1; f{z) =O, lzl < 1 
5. {a) /{1) =O,!(!}= -1, /(2) = 1 

(b) No existe lím f{z) {e) No existe lím f(z) 
z....,l z--1 

6. (a) J(I) = o,Ja) = -I, /{2) = 1 
(b) lím f(z) = 1 (e) lím f{z) = 1 

s-1 s--1 
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7. (a) O (b) O (e) O (d) O 8. (a) O (b) O (e) O 

XV, §1, p. 466 

A+B A-B 3A -2B 

l. (1, O) (3, -2) (6, -3) (2, -2) 

2. ( -1, 7) (-1,-1) ( -3, 9) (0, -8) 

3. (1,0,6) (3, -2,4) (6, -3, 15) (2, -2, -2) 

4. (-2,1,-1) (O, -5, 7) {-3,-6, 9) (2, -6, 8) 

5. (311", o, 6) (-lr, 6, -8) (3lr, 9, -3) (-411",6,-14) 

6. (15 + ll", 1, 3) {15 - ll", -5, 5) {45, -6, 12) {-2ll",-6,2) 

XV, §2, p. 469 

l. No 2. Sí 3. No 4. Sí 5. No 6. Sí 7. Sí 8. No 

XV, §3, p. 472 

l. (a) 5 (b) 10 (e) 30 (d) 14 (e) ?1"2 + 10 {f) 245 
2. {a) -3 (b) 12 {e) 2 {d) -17 {e) 2~- 16 {f) 15ll"- 10 

4. {b) ' (d) 

XV, §4, p. 485 

l. (a) VS (b) v'iO {e) ./30 (d) v'f4 {e v'10"+7 {f) y245· 
2. (a) V2 {b) 4 {e) va {d) v'26 {e) 58+ 4ll"2 {f) VIO+ ll"2 
3. (a) (~, -~) (b) (O, 3)¡ {e) { -~, ~. ~) (d) (M,-*,*) 

11"2 - 8 1511' -10 
(e) ~r2 + 29 (2lr,-3,7) (f) 10 +""2 (lr,3,-1) 

4. (a) {-~.~) {b) (-~,!f) (e) (fs,-¡\-,1) (d) -f¡(-1,-2,3) 

(e) 211'2 
- 16 {lr 3 -1) (f) 311"- 2 (15 -2 4) 

11"2 + 10 ' ' 49 ' ' 
-1 -2 10 13 -1 

5. (a) vsv'34 (b) V5 (e) v'i4v'35 (d) v'21v'IT (e) .Ji2 
6 { ) 35 . 6 o {b) 1 16 25 

' a .J41 . 35' v4I . 6' · .J11 · 26' .;'4IT7' .J26 · 41 
7. Multipliquemos con proqucto punto la suma 

c1A1 + ... + CrAr = o 
por A;. Hallamos 

c1A1 ·A; + · · · + c;A; ·A; + ···+erAr ·A; = O ·A; = O. 
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Como Aj ·A; =O si j =F i, hallamos 

c;A; ·A;= O. 

Pero, por hipótesis, A;· A¡ =F O. Por lo tanto, e¡ = O, como había que demostrar. 
8. (a) IIA + Bll2 + IIA- Bll2 =(A+ B) ·(A+ B) +(A- B) ·(A- B) 

='A2 + 2A · B + ~ + A2 - 2A · B + B2 

= 2A2 + 2B2 = 2IIAII2 + 2IIBII2 

9 • . IIA- Bll2 = A2 - 2A · B + B 2 = IIAII 2 - 2IIAIIIIBII cosO+ IIBII2 

XV, §5, p. 489 

l. (a) Sea A =~ P2 - P1 = ( -5, -2, 3). La representación paramétrica de la recta es 
X(t) = P1 + tA = (1, 3, -1) + t( -5, -2, 3). 

(b) (-1,5,3)+t(-1,-1,4) 
2. X= {1, 1, -1) + t(3, O, -4) 3. X= ( -1, 5, 2) + t( -4, 9, 1). 
4. (a) (-~,4,!)·(b) (-~,lf,o),(-~,.t¡,l) (e) (o,lf,-t) (d) (-l,lf,t) 
5. P+ H Q- P) = p ~ Q 

XV, §6, p. 495 

l. Los vectores normales (2, 3) y {5, -5) no son perpendiculares porque su producto 
punto 10-15 = -5 no es O. 

2. Los vectores normales son (-m, 1) y (-m', 1), y su producto punto es mm' + l. 
Los vectores son perpendiculares si, y sólo si, este producto punto es O, lo cual es 
equivalente a mm'= -1. 

3. y= x + 8 4. 4y = 5x- 7 6. (e) y (d) 
7. (a) x-y+ 3z = -1 (b) 3x + 2y- 4z = 211" + 26 (e) x- 5z = -33 
8. (a) 2x +y+ 2z = 7 (b) 7x- 8y- 9z = -29 (e) y+ z = 1 
9. (3, -9, -5), (1, 5, -7) (Otros serán múltiplos de éstos.) 

10. ('-2, 1, 5) 11. (11, 13, -7) 
12. (a) X= (1, O, -1) + t( -2, 1, 5) 

(b) X=(-10,-13,7)+t(11,13,-7) o también (l,O,O)+t(11,13,-7) 
2 4 2 

13. (a) -! (b) - ..,/42 (e) '\1'66 (d) - ..¡'i8 

14. (a) (-4,lf,!f) (b) m.*,-fa) 15. (1,3,-2) 
8 13 

16. (a) y'35 (b) v'2T 
17. (a) -2/V.W (b) (41/17,23/17) 18. (a) x+2y=3 (e) 6/Vs 
19. -12/7../6 

XVI, §1, p. 506 

1. (et,-sent,cost) 2. (2cos2t, 1 ~t,1) 3. (-sent,cost) 

4. ( -3 sen 3t, 3 cos 3t) 6. B 
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7. O·~) +t O·~) .(-1,0) +t(-1,0), o y= v'3x,y =o 

8. (a) ex+ y+ 2z = e2 + 3 (b) x +y= 1 

11. j(x(t)- Q). (X(t)- Q) 

R85 

Si to es un valor de t que minimiza la distancia, entonces también minimiza el 
cuadrado de la distancia, que es más fácil de trabajar porque no incluye el signo de 
la raíz cuadrada. Sea f(t) el cuadrado de la distancia, de modo que 

f(t) = (X(t)- Q)2 = (X(t)- Q) · (X(t)- Q). 

En un mínimo, la derivada debe ser O, y la derivada es 

/'(t) = 2(X(t)- Q) · X'(t). 

Porlo tanto, en un mínimo tenernos (X(to)- Q) ·X'(to) =O, y entonces X(to)- Q 
es perpendicular a X'(to), i.e. es perpendicular a la curva. Si X(t) = P + tA es 
la representación pararnétrica de una recta, entonces X'(t) = A, de modo que 
hallamos 

(P +toA- Q) ·A= O. 

Al despejar to se obtiene (P- Q) ·A+ toA· A= O, de donde 

(Q- P) ·A 
to = A· A . 

13. Diferenciar X'(t)2 =constante para obtener 

2X'(t) · X"(t) =O. 

14. Sea v(t) = IIX'(t)ll. Para mostrar que v(t) es constante basta probar que v(t)2 es 
constante, y que v(t)2 = X'(t) · X'(t). Para mostrar que una función es constante 
basta probar que su derivada es O, y tenemos 

:t v(t)2 = 2X'(t). X"(t). 

Por hipótesis, X'(t) es perpendicular a X"(t), de modo que el lado derecho es O, 
como se deseaba. 

15. Al diferenciar la relación X ( t) · B = t, se obtiene 

X'(t) · B = 1, 

de modo que IIX'(t)IIIIBII cosO= l. Por lo tanto, IIX'(t)ll = 1/IIBII cosO es cons­
tante. Así, el cuadrado X'(t)2 es constante. Al diferenciar se obtiene 

2X'(t) · X"(t) =O, 

de modo que X'(t)·X"(t) =O, y X'(t) es perpendicular a X"(t), según se deseaba. 

16. (a) (O,l,lr/8)+t(-4,0,1) (b) (1,2,l)+t(l,2,2) 
(e) (e3 ,e-3 ,3v'2)+t{3e-3 ,-3e-3 ,3v'2) (d) (l,l,l)+t(1,3,4) 

18. Sea X(t) = (et,e2',1- e-t) y Y(O) = (1- O, cosO, senO). Por lo tanto, las dos 
curvas se intersecan cuando t = O y O = O. Además 

X'(t)=(et,2e2t,e-t) y Y'(0)=(-1,-senO,cosO), 
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de modo que 
X'(0)=(1,2,1) y Y'(0)=(-1,0,1). 

El ángulo entre sus tangentes en el punto de intersección es el ángulo entre X'(O) 
y Y'(O), que es 7r/2, pues 

• X'(O) · Y'(O) 
coseno del angulo = IIX'(O)IIIIY'(O)II = O. 

19. {18, 4, 12) cuando t = -3 y (2, O, 4) cuando t = l. 
Por definición, un punto X(t) = (x(t),y(t),z(t)) está en el plano si, y sólo si, 

3x(t)- 14y{t) + z(t)- 10 =0. 

En el caso presente, eso significa que 

3(2t2)- 14{1- t) + {3 + t2 ) -10 =o. 

Ésta es una ecuación cuadrática para t, que se debe resolver mediante la fórmula 
cuadrática. Se obtendrán los dos valores t = -3 o t = 1 , los cuales se pueden 
sustituir en la curva paramétrica (2t2 , 1 - t, 3 + t2 ) para obtener los dos puntos. 

20. (a) Cada coordenada de X(t) tiene derivada igual a O, de modo que cada coorde­
nada es constante, y así X(t) =A para alguna constante A. 

{b) X(t) = tA + B para vectores constantes A :f. O y B. 
21. Sea E = {O, O, 1) el vector unitario en la dirección del eje z. Entonces X'(t) = 

(-a sen t, acost, b) y 

X'(t) ·E b 
cos9(t) = IIX'(t)ll = Ja2 + b2. 

23. Al diferenciar la relación X(t) · B = e2t, se obtiene 

X'(t) · B = 2e2t = IIX'(t)IIIIBII cos9. 

Tanto B como cos9 son constantes; dividir para obtener (a). Entonces IIX'(t)ll = 
2e2t /IIBII cos 9. Elevar esto al cuadrado y diferenciar. Se hallará 

8ett 
X'(t) · X"(t) = --. 

cos2 9 

25. (a) Decir que B(t) está sobre la superficie significa que las coordenadas de B(t) 
satisfacen la ecuación de la superficie, esto es 

Diferenciar. Se obtiene 

2z(t)z'(t) = 2x(t)x'(t)- 2y(t)y'(t), 

que, después de dividir entre 2, produce 

(*) 

Ahora 

z(t)z'(t) = x(t)x'(t)- Y(t)y'(t), 

B(t) · B'(t) = x(t)x'(t) + y(t)y'(t) + z(t)z'(t). 

= 2x( t)x' ( t) por el (*) 
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(b) Dado cualquier punto (x, y, z), la distancia de este punto al plano yz es preci­
samente lxl. De modo que, si x es positivo, la distancia es x mismo. Usamos 
el criterio de la derivada: si x'(t) ;::: O para todo t, entonces x es creciente. 
Tenemos: 

2x(t)x'(t) = B(t) · B'(t) por (a) 

= IIB(t)ll 'IB'(t)llcos9(t). 

Por hipótesis, cos9(t) es positivo, y las normas IIB(t)ll, IIB'(t)ll son ;::: O, de 
modo que, si x(t) >O, al dividir entre 2x(t) se ve que x'(t);::: O, de donde x(t) 
es creciente, como se quería demostrar. 

26. (a) (1, 1, f) + t(l, 2, 2) (b) x + 2y + 2z = 1 
27. Tenemos C'(t) = ( -et sen t + et cos t, et cos t + et sen t). Sea 9 el ángulo entre C( t) 

y C'(t) (el vector de posición). Entonces 

C(t) · C'(t) 
cos9 = IIC(t)IIIIC'(t)ll 

y un poco de álgebra mostrará que es independiente de t. 

XVI, §2, p. 510 

l. ./2 2. (a) 2v'f3 (b) iv'i7 
3. (a) ~(J41 -1) + ~ (log 6 + ~) (b) 1 

2 4 5 e-; 
4. (a) 8 {b) 4- 2./2 

La integral para la longitud es L(t) =Lb ../2- 2cos t dt. Usar la fórmula 

sen2 u = 1 - cos 2u 
2 

con t = 2u. 
~ ¡;; 2 +2./2 

5. (a) v<>-v2+log~ 
1+v5 

La velocidad es IIX'(t)ll = .jt + (1/t)2 , de modo que la longitud es 

L=1
2 !~dt=l,¡s ~du 

' 1 t V2 u2 -1 

l
,¡s u2 - 1 + 1 l,¡s . l,¡s 1 = 2 1 du = du + ~1 du. 

V2 u- V2 ,nu-

Pero 

u2 ~ 1 = ~ (u ~ 1 - u : 1) · 

Estas últimas integrales dan logs, con un número apropiado al frente. 

(b) ../26- vio+ !lo (../26 - 1 · Jiii + 1) = ../26- vio +lo ~ ( 1 + Jiii) 
2 g ../26+1 Jiii-1 g3 1+..;26 

6. log(./2 + 1) 7. 5/3 8. 8 
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XVII, §1, p. 531 

l. 2. 

Elipses Parábolas 

4. 

Parábolas Hipérbolas 

10. 11. 

Rectas Círculos 
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12. 

c>O 

c<O 

c<O 
Hipérbolas 

XVII, §2, p. 537 

a¡¡ax 

l. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

y 

2xy5 

y cos(xy) 
-y sen(xy) 

yz cos(xyz) 
yze"'Yz 

2x sen(yz) 

yz 

z+y 

cos(y- ~z) + y JI- x2y2 

a¡¡ay 

X 

5x2y4 

x cos(xy) 
-xsen(xy) 

xzcos(xyz) 

xz 

z+x 

-x sen(y - 3z) + x Jl- x2y2 
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a¡¡az 

o 
-sen(z) 

o 
xy cos(xyz) 

xye"'Yz 

x2y cos(yz) 

xy 

x+y 

3xsen(y- 3z) 

11. (1) (2,1,1) (2) (64,80,0) (6) (6e6 ,3e6 ,2e6 ) 

12, (4) (0,0,0) (5) (11'2 COS11'2 1 11'COS11'2 1 1!'COS11'2 ) 

(7) (2sen 11'2, 11' cos 1r2, 1rcos 1r2) 

(8) (6, 3, 2) (9) (5, 4, 3) 

OXY -1 OXY 
13. (-1,-2,1) 14. -¡¡;:=yxY ay-=xYJogx 

15. (-2e-2 cos11'2 , -1re-2 sen1r2 , -11'e-2 ) 16. ( ~. ~.- 5¿) 
XVII, §3, p. 541 

l. 2, -3 2. a, b 3. a, b, e 
5. Seleccionar primero H = ( h, O) = hE1 • Entoncés A · H = ha1 si A = ( a1 , a2 ). 
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Dividir a.m bos la.dos de la. relación 

f(X + H)- !(X)= a1h + lhlg(H) 

entre h ::¡. O y tomar el límite para. ver que a¡ = D1/(X). De manera. análoga, usar 
H = (O,h) =hEz para. ver que a2 = D2/(x,y). El argumento es similar para. tres 
variables. 

XVIII, §1, p. 530 

1. ~(P + tA) =A, de modo que esto se sigue directamente de la regla de la. ca.dena. 
dt 

2. 5. En efecto, C'(t) = (2t, -3r\ 1) y C'(l) = (2, -3, 1). Ha.cer el producto punto 
de esto con el gra.d/(1, 1, 1) da.do, para. obtener 5. 

3. C'(O) =(O, 1) 
Sea. C'(O) = (a,b). Ahora, gra.df(C(O)) = (9,2) y gra.dg(C(o)) = {4,1), de 
modo que, al usar la regla. de la. ca.dena. en las funciones f y g, respectivamente, 
obtenemos 

2 = :/(C(t))lt=O = (9,2) · (a,b) = 9a+2b, 

1 = :tg(C(t))t=o = (4, 1) · (a,b) = 4a + b. 

Al resolver las ecuaciones simultáneas se obtiene C'(O) =(O, 1). 

4. (a.) gra.d f(tP) ·P. 
(b) Usar 4{a.) y ha.cer t =O. 

5. Contemplando x y y como constantes, hacer P = (x, y) y usar el ejercicio 4(a). 
Después ha.cer t = l. Si se desarrolla, se hallará la. respuesta enuncia.da.. 

7. (a) a¡¡ax=x/r y a¡¡ay=y/r si r=..jx2+y2. 

(b) a¡= X , of = y , aj =¿a.divinen a oué? 
ax (x2 + y2 + z2)1/2 oy (x2 + y2 + z2)1/2 az & 

8. ~=~ 
ax; r 

9. (a.) a¡ ¡ax = (3x2y + 4x)cos(x3 y + 2x2) 
a¡ ¡ay= x3 cos(x3 y + 2x2) 

(b) a¡¡ax=-(6xy-4)sen(3x2 y-4x) 
a¡¡ay = -3x2sen(3x2y- 4;o;) 

(e) a 11 ax = 2xy ' a 1 = x2 + 5 = .!. 
(x2 y + 5y) ay x2 y + 5y y 

(d) a¡¡&x = ~(2xy+4)(x2y+4x)_1,2 

a¡ ¡ay= ~x2 (x2y + 4x)_1, 2 
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XVIII, §2, p. 535 

Plano Recta. 

(a) 6x+2y+3z=49 X=(6,2,3)+t{12,4,6) 

(b) x+y+2z=2 X=(l,l,O)+t(1,1,2) 

(e) 13x + 15y + z = -15 X= (2, -3,4) + t{13, 15, 1) 

(d) 6x-2y+15z=22 X=(1,7,2)+t(-6,2,-15) 

(e) 4x+y+z=13 X=(2,1,4)+t{8,2,2) 

(f) z =O X= (1, r/2, O)+ t(O, O, r/2 + 1) 

2. (a) (3, O, 1) (b) X= (log3, 3;, -3) + t(3, O, 1) 

(e) 3x + z = 3log 3 - 3 
3. (a) X= {3, 2, -6) + t(2, -3, O) (b) X= {2, 1, -2) + t( -5, 4, -3) 

(e) X={3,2,2)+t{2,3,0) 
4. IIC(t)- Qll y ver el ejercicio 11 del capítulo 11, sección §1. 
5. {a) 6x + 8y- z = 25 (b) 16x + 12y -125z = -75 

{e) n+y+z=211" 6. x-2y+z=l 
7. (b) x +y+ 2z = 2 8. 3x- y+ 6z = 14 
9. (cos 3)x + (cos 3)y- z = 3cos 3- sen 3. 

10. 3x + 5y + 4z = 18 11. (a) ~-(5, 1, 1) {b) 5x +y+ z- 6 =O 
v27 

-10 
12. r.;:; 13. (a) O (b) 6 14. 4ex + 4ey + 4ez = 12e 

3v12 

XVIII, §3, p. 540 

l. (a) i {b) má.x= v'iO, mín= --.JIO 
2. (a) 3¡;:- (b) ~ (e) 2Ji4s 

2v5 

o ( g..fi 3v'3) o (9v'32 3v'3) 3. Creaente --2-,--2- , decreCiente - 2-, - 2-

( 9 3 6 ) 
4. (a) 2·67/4'2·67/4'-2·67/4 (b) (1,2,-1,1) 

5. (a) -2/Vs {b) v'IT6 6. }s¡{5,2,5),6v'6 7. (~. ~) ,v'2 
1 

8. ..¡a{2e- 5) 9. (a) O (b) -v'1 + 2r2 
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10. Para. cualquier vector unitario A, la. función de t dada. por f(P + tA) tiene un 
máximo en t = O (para valores pequeños de t ), y, por lo tanto, su deriva.da. es O en 
t = O. Pero su derivada es gra.d f( P + tA) · A, que en t = O es gra.d /{ P) · A. Esto 
es cierto para todo A, de donde gra.d/(P) =O. {Por ejemplo, sea. A cualquiera 
de los vectores unitarios comunes en las direcciones de los ejes coordena.dos.) 

Aunque el razonamiento anterior es el que funcionará en el problema 11, hay una 
manera más fácilde ver la afirmación. Fijar todas las variables excepto una, y 
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digamos que x1 es la variable. Sea 

g(x)=f(x,a2, ... ,an), donde P=(a¡, ... ,an)· 

Entonces g es una función de una variable, que tiene un máximo en x = a¡ . Por 
lo tanto, g'(a¡) =O por el último año de cálculo. Pero 

g'(a¡) = D¡f(a¡, ... ,an)· 

De manera análoga D;J(P) = Q_para todo i, como se afirmó. 

XVIII, §4, p. 561 

l. a f = dg or = dg ~. Reemplazar X con y y z. Elevar al cuadrado cada término ax dr ax dr 1' 
y sumar. Se puede factorizar 

2. (a) -X/r3 (b) 2X (e) -3X/r5 (d) -2e-r' X (e) -Xr2 

(f) -4mX/rm+2 (g) -(sen r)X/r 
3. F(t)2 = (cos t)2 A2 + 2(cos t)(sen t)2 B2 = 1 

pues A2 = B2 = 1, ya que A y B son vectores unitarios y, por hipótesis, A· B =O 
Por lo tanto, IIF(t)ll = 1, de modo que F(t) está sobre la esfera de radio l. 

F(t) = (cost)A + (sent)B ---

4. Nótese que L(t) = (1 - t)P + tQ. Si L(t) =O para algún valor de t, entonces 

1 (1- t)P = -tQ. 

Elevando al cuadrado ambos lados, usar P2 = Q2 = 1 para obtener (1 - t)2 = t2. 
1 -1 

Se sigue que t = 1/2, de modo que 2P = 2Q, de donde P = -Q. 
5. Por el ejercicio 4, L(t) -:F·O si O :::; t :::; l. Entonces L(t)/IIL(t)ll es un vec­

tor unitario, y esta expresión se compone de expresiones diferenciables, luego es 
diferenciable. Más aún, tenemos 

L(O)=P y L(l)=Q. 

Así, si hacemos C(t) = L(t)/JIL(t)ll, entonces IIC(t)ll = 1 para todo t, y la curva 
C(t) está sobre la esfera. Además, 

C(O)=P y C(l)=Q. 
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Por lo tanto, C(t) es una curva sobre la esfera, que une a P y Q. 
La figura se ve así 

____ :~9 / -¡--- -, 
o 

Sobre la esfera sección transversal 

Nótese que C(t) es el vector unitario en la dirección de L(t). 
6. Suponer que P y Q son dos puntos sobre la esfera, pero que P = -Q. En este 

caso no podemos aplicar el ejercicio 5, pero podemos aplicar el ejercicio 3. Sea 

C(t) = (cos t)P +(sen t)A, 

donde A es un vector unitario perpendicular a P. Entonces C(t) 2 = 1, de modo 
que C(t) está sobre la esfera, y tenernos 

C(O) = P, C(1r) =-P. 

Así, C(t) es m1a curva sobre la esfera, que une a P y a -P. 
7. Sea x = a cos t y y = b sen t. 
9. Sean P y Q dos puntos sobre la esfera de radio a. Basta probar que f(P) = f(Q). 

Por los ejercicios 5 y 6, existe sobre la esfera una curva C( t) que une a P y Q, 
esto es, C(t) está definida en un intervalo, y hay dos números t¡ y t2 tales que 
C( t¡) = P y C( t2) = Q. En esos ejercicios lo hicimos sólo para la esfera de radio 
1, pero se puede hacer para una esfera de radio arbitrario a al considerar aC(t), 
en lugar de C(t) como se usó en el ejercicio 5o 6. Ahora bien, basta probar que la 
función f ( C( t)) es constante (como función de t ). Al tomar su derivada se obtiene, 
por la regla de la cadena, 

ftt(C(t)) = grad f(C(t)) · C'(t) = h(C(t))C(t), C'(t); 

Pero C(t)2 = a2, pues C(t) está sobre la esfera de radio a. Al diferenciar esto 
respecto a i se obtiene 2C(t) · C'(t) =O, de modo que C(t) · C'(t) =O, lo cual se 
sustituye arriba para ver que la derivada de f(C(t)) =O. Por lo tanto, f(C(tl)) = 

f(C(t2)), de modo que f(P) = f(Q). 

10. gradf(X) = (u'(r)~,g'(r)l!.,g'(r):..) = g'(r) X (digamos en tres variables), y 
r r r r 

g'(r )/r es un factor escalar de X, de modo que grad f(X) y X son paralelos. 
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XVIII, §5, p. 548 

k {logr, k= 2 
l. k log IIXII 2. - 2r2 3. (2- :)rlc-2' k #: 2 

Los ejercicios 1 y 2 son casos particulares del 3. Sea 

1 
/(X)= rkx. 

Tenemos que hallar una función g(r) tal que, si hacemos /(X) = g(r), entonces 
F(X) = grad /(X). Esto significa que debemos resolver la ecuación 

..!..x- g'(r) X 
rlc - r ' 

o, en otras palabras, 
g'(r) = r 1-A:. 

Entonces 

g(r) = J r1-k dr, 

que es una integral en una variable. Han de saber cómo hallarla. 

Tabla de integrales 

l. J u dv = uv - J v du 2. ¡ au a" du = ln a +e, a #: 1, a>O 

3. J cos u du = sen u + e 4. J sen u du = - cos u + e 

5. j< +btd - (ax+W+t e ax x- ( ) + , an+1 
n #: -1 

6. J (ax + b)-1 dx = ;.ln iax + bl +e 

7. jx(ax + bt dx = (ax + b)n+l [ax + b- _b_] +e n #: -1,-2 
a2 n +2 n + 1 ' 

8. jx(ax + b)-1 dx =!.- .!..lnlax + bl +e 
a a2 

9. jx(ax +b)-2 dx = ~ [lnlax + bl + _b_] +e 
a ax+b 

10' f x(a:x+b) = ~lnlaxx+bl+e 
11. j<v'ax + bt dx = ~ (v'ii'X+ii)n+2 +e n #: -2 

a n+2 ' 

12. J Jax +b dx = 2v'ax +b+bj ~ 
x x ax + b 

13. (a) J dx 2 t -1 J ax + b e . 
xv'ax + b = H an --::¡;- + ' SI 

b<O 

(b) -- n + SI J dx 1 1 ¡vax+b-Vbl e . 
xv'ax + b - Jb Jax + b + Jb ' b>O 

14. --- x=----+- +e ! Jax+bd Jax+b a¡ dx 
x2 x 2 xv'ax+b 

J dx Jax+b a¡ dx 
15' x2 Jax + b = __ b_x_- 2b xv'ii'X+ii +e 

16. ---=-tan -+e J dx 1 _1 x 
a2 + x 2 a a 



T2 TABLA DE INTEGRALES 

17. 1 . dx - X + 1 t -1 X e 
(a2 + x2)2 - 2a2(a2 + x2) 2a3 an ;; + 

18' 1 a2 : x2 = 21a ln 1: =: 1 +e 

19. 1 dx - x + 1 1 dx 
(a2 - x2)2 - 2a2(a2- x2) 2a2 a2- x2 

20.1 k=senh-1 ;+e=lnlx+Va2+x21+e 

21. J Ja2 + x2 dx = ~Ja2 + x2 + a4 senh-1 ~+e 
2 2 a 

22. 1x2Ja2 + x2 dx = x(a2 + 2x2)~ a4 h-1 x 8 -S sen ;; +e 

23. X dx = J a2 + x2 - a senh - 1 1 ;-¡ + e 1 ../a2 + x2 

24. 1~ dx=senh-1;-~+e 

25. ~dx = --senh-1- + ya- -rx- +e 1 x2 a2 x x ~ 

ya·-rx· 2 a 2 

26.1 dx 1 la+../a2+x21 
x../a2 + x2 = -;; ln X +e 

27.1 dx - ~+e 
x2../a2 +x2-- a2x 

8. f""?--:3 =sen - 1 - +e 2 1 
dx x 

ya2- x2 a 

V a· - x· x - va· - x· + -sen - +e 29. 1 ~d - ~ ¡;¡---;; a2 -1 x 
2 2 a 

3 1 2 ¡-;¡---:; a 4 -1 x 1 r;;---:; o. X va·-x·dx=ssen ;-8xva2-x2(a2-2x2)+e 

31. 1~dx=~-aln]a+~]+e 

32. 1 ~ -1 x ../a2 - x 2 
2 dx = -sen - - + e 

X a X 

J X 2 a2 -1 x 1 33. f""?--:3 dx = -sen -- -xJa2- x2 +e 
ya--:~;- 2 a 2 

34. J ~=-.!.ln]a+~]+e 35 J dx _ ~ X a X • x2../a2 _ x2 -- a2x +e 

36. 1 h = cosh-1 ; +e =ln ix + .jx2 -a21 +e 

44. J kdx= ~ cosh-1 ;+~~+e 

45. 1 xh = ~ sec-1 1;1 +e= ~cos-1 1;-1 +e 

46. 1 dx -~ e J dx ( x2../x2 - a2 - a2x + 47· = sen-1 ~)+e ../2ax- x2 a 

48. 1Jzax-x2 dx=~·'2ax x2+a2 
-1 (x-a) 2 V - 2sen -a- +e 

49. j(V2ax-x2tdx=(x-a)(../2ax-x2)" na2 ¡ n + 1 + n + 1 ( V2ax - x2t-2 dx 

50. 1 dx = (x-a)(../2ax-x2)2-n (n-3) J dx 
( ../2ax- x2)n (n- 2)a2 + ( 2) 2 n- a (../2ax-x2)n-2 

51. 1 xv2ax- x2 dx = (x + a)(2x- 3a)../,...2a-x---x-2 a3 -1 X- a 
6 +2sen -a-+e 

1 
../2ax- x2 

52. X dx = V2ax - x2 + a sen -1 X -a +e 
a 

53. 1 ../2a:2- x2 dx = -2J2a; x- sen-1 (x: a) +e 

54. 1 x dx - as -1 x -a . 1 ../2ax - x2 - en -a- - V 2ax- x2 +e 

T3 
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55_ ¡ dz __ !J2a-z +b 
zJ2az - z2 - a z 

56. Jsenazdz=-;cosaz+e 57. Jcosazdz=;senaz+e 

f 2 . z sen2az 
cos azdz=.;..+---+e 2 4a f 2 z sen2az 

58. sen az dz = - - ---+e 59. 2 4a 

72. J ds =_!tan(!.-~) +e 
1 +senas a 4 2 

f. ds 1 {11' as) 73. = -tan - + - +e 
1-senaz a 4 2 

74. f b+cd:osas = a~tan-1 [J§tan a;] +e, b2 >c2 

f n d -sen"-1 azcosas + n -1 ¡ n-2 d 60. sen as s = · -- sen as s 
na n 75. ¡ ds = ~lnlc+bcosas+.,¡;;r=b2senazl+e 112 <c2 

b+ccosas a c2 -b2 b+ccosas ' 

f ,. d cos"-1 azsenaz + n -1 ¡ n-2 d 61. cos as z = -- cos az z na n 76. =-tan-+ e 11. = -- cot- +e f dz 1 az ¡ dz 1 az 
1 + cos as a 2 1 - cos az a 2 

( ) f , d cos(a + b)z cos(a- b)z +e a2 ..J. ,2 
62. a senazcosz z= 2(a+b)- 2(a-b) • r 

78. J s sen as ds = ~sen as - !. cosas + e 19. J s cos az dz = 12 cosas + !. sen as +e 
a a a a 

f sen( a- b)z sen( a +b)s 2 2 
(b) senazsenbzdz= 2(a-b) - 2(a+b) • a #:b 80. J x" sen ax ds = - sa" cos ax + .;; J xn-1 cos ax ds 

f sen( a- b)s sen( a+ b)s a2 ..J. 112 
(e) cosascosbsdz= 2(a-b) + 2(a+b) • r 

f cos2as . 
63. sen as C08 az ds = ----¡;- + e 

f sen"+1as 
64. _sen"azcosazdz= (n+ 1)a +e, n#:-1 

f cosas 1 
65. --dz = -lnlsenasl +e 

senas a 

f cos"+1 as 
66. COSn as sen as ds = (n + 1)a +e, 

f senas 1 
67. --ds=--lnlcosazl+e 

cosas a 

f senn-1 as cosm+l as n - 1 ¡ n-2 m 
68. senn as cosm as dz =- · ( ) + -- sen az cos as dz, 

a m+n m+n 
n ,¡:-m (Si n =-m, usar No. 86.) 

81. J s" cosas ds = xa" sen as - .;; J s"-1 sen as ds 

82. jtanasds=-;lnlcosasl+e 83. jcotasdx=;lnlsenaxl+e 

84. f tan2 ax dx = ; tan ax - X +e 85. J cot2 ax dx = -; cota; - x + e 

86. J tan" as dx = t:{~: :) - J tan"-2 as dx, n ,¡: 1 

J n cot"-1 as ¡ ,._ 
87. cot axds=- a(n- 1)- cot 2 asdx, 

88. J sec ax ds = ; ln 1 secas+ tan asl +e 89. 

90. J sec2 ax dx = ; tan ax +e 91. 

n#:1 

J eseasdx = -;ln leseas +cotas!+ e 

J ese2 axdx =-;cotas +e 

J ,. -1ec"-2 as tanax n- 2 ¡ n-
92. sec as ds = ( ) + -- sec 2 ax ds, n ,¡: 1 an-1 n-1 

f sen"+1 ascosm-1 as m -1 ¡ n m-2 
69. sen,.azcosmasds = ( ) + -- sen azcos azds, 

am+n m+n 
m,¡: -n (Si m= -n., usar No. 87.) 

70. f b+cd;naz = a~tan-1 [J§tan {¡-a;)] +e, 1J2 > c2 

93 ¡ ,. d cscn-2 as cot as n - 2 ¡ ,._2 d n ..J. 1 . ese as s= a(n- 1) + n- 1 ese as s, r 

J sec"ax 
94. sec" ax tan as ds = --- + e' n "' o na 

J ese"ax 
95. ese" ascotaxds =----+e, n "'o 

na 

7l. ¡ ds = -1 lnlc+bsenas+~cosasl+e, b2 <c2 

b+csenas aJ&-b2 b+csenaz . 
96. J sen-1 asds=xsen-1 as+;~h-a2s2+e 

\ 
\ ... 
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97. j eos-1 ax dx = x eos-1 ax- ; Vl- a2x2 +e 

98. J tan - 1 ax dx = X tan - 1 ax - _..!._ In(l + a2 X.2) +e 
2a 

106 J
x"bax dx = x"ba"'- _n_ Jx"-1ba"' dx b >O, b ...1.1 

· ainb ainb r 

107. Jea"' sen bx dx = a2e: b2 (a sen bx- b eos bx) +e 

108. Jea"' eosbxdx = a2e:b2 (aeosbx + bsenbx) +e 

109. J In ax dx = X In ax -X +e 

110. J xn+1 xn+1 
x"Inaxdx= n+linax- (n+l)2 +e, n:f:-1 

111. J x-1 Inaxdx = !.(Inax)2 +e 112. J _Jdx = Iniinaxl +e 
2 x nax 

113. j senh ax dx = ; eosh ax + e 114. j eosh ax dx = ; senh ax +e 

· -¡ 2 senh 2ax x 
115. senh ax dx = 4a - 2 + e J 2 senh2ax x 

116. eosh ax dx = 4a + 2 + e 

J hn . d senh"-1 axeoshax n -1 ¡ hn-2 d n ...1. 0 117. sen ax x = - -- sen ax x, r 
na n 

J hn d eosh"-1 ax senh ax n- 1 ¡ hn-2 d 118. eos ax x = + -- eos ax x, 
na n 

n:f:O 

119. j x senh ax dx = .:_ eosh ax - ..;. senh ax +e 
a a 

120. j x eosh ax dx = .:_ senh ax - 12 eosh ax + e 
a a 

1 

1 

\ 
j 
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121. j x" senh ax dx = xa" eosh ax - ; j x"-1 eosh ax dx 

122. j x" eosh ax dx = xa" senh ax - ; j x"-1 senh ax dx 

123. J tanh ax dx = ; ln(eosh ax) +e 124. J eoth ax dx =;In 1 senh axi +e 

125. J tanh2 ax dx =X- ; tanh ax +e 126. J eoth2 ax dx =X- ; eoth ax +e 

J n tanh"-1 ax ¡ n-2 
127. tanh ax dx =- (n _ l)a + tanh ax dx, n :f: 1 

128. J n eothn-1 ax ¡ n-
eoth ax dx = - ( n _ 1 )a + eoth 2 ax dx, n :f: 1 

129. j seehax dx = ; sen-1 (tanh ax) +e 

130. J eseh ax dx = ; In ltanh a; 1 +e 131. J seeh2 ax dx = ; tanh ax +e 

132 .. j eseh2 ax dx = -; eoth ax +e 

J 
h" d seeh"-2 ax tanh ax n- 2 ¡ h"_2 d 

133. see ax x= (n- 1)a +n-l see ax x, 

3 ¡ h" d csch"-2ax eoth ax n- 2 ¡ h"_2 d 
14. ese ax x= (n- 1)a - n- 1 ese ax x, 

135. j seeh" ax tanh ax dx = 
seeh" ax e 
---+ , n:f:O 

na 

J 
n eseh"ax 

136. eseh ax eoth ax dx = - +e, n ::¡: O 
na 

137. jea"' senh bx dx = e;"' [a e: b - :~:] +e, a2 ::¡: b2 

138. jea"' eosh bx dx = e;"' [ ae: b + :~:] +e, a2 ::¡: b2 

139. ¡00 
x"-1 e-"' dx = f(n) = (n -1)!, n >O. 

140. ¡00 
-az2 1~ e dx =- -, a> O 

0 2 a 

n::/:1 

n::/:1 

{
1·3·5···(n-1) 1r 1"12 1"12 ·-,sin es un entero par 2:: 2, 

141. sen"xdx= eos"xdx= 2·4·6···n 2 
2·4·6···(n-1) 

0 0 7 , si n es un entero impar > 3 
3 ·5· ···n -
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