CALcULO DE ALGUNOS LIMITES

1. Demostrar usando solo la definicion glim x* = 9

X—3

Para cada > 0 debemos encontrar Wn> 0 —quelnicamente dependa deldado— de modo
que
O<|x-3 <6 = [|X¥*-9<e

Se trata de determinar a@udistancia debe estame 3 para poder asegurar gxfeva a estar a
una distancia menor que £dado del fimero 9.

Graficamente, esto lo po@dmos resolver as

Y

Es claro que todos lasque esin entreay b —al elevarlos al cuadrado— van a estar entres9
y 9 + &. Entonces, si tomamos uhmas chico que 3- a y tambén mas chico queb — 3

resultaé que (3- 6,3 + 6) c (a,b). En consecuencia, todos lase (3 - 6,3 + §) satisfaan

X% € (9-&,9+ ¢&). Esto lo podemos expresaii as

X-3<6 = |¥-9<e

De esta forma hemos hallado —al menoafigamente— la relagh que debe haber enteey
6. Pero no siempre la funmn es tan simple como en este caso y probablemente sea muy
complicado graficarla.

Una forma de lograr estanalticamentees reescribir la expre®n |[x?> — 9] como un producto
donde uno de los factores gea 3|, que es precisamente lo que necesitamos saberchico
debe ser para lograr qii& — 9| sea menor que.

Si factorizamosé — 9 = (x — 3)(x + 3) logramos nuestro objetivix® — 9| = |x — 3||x + 3.
Ahora bien, como eb que buscamos no puede dependésmue de, nuestro pdximo paso
se@ encontrar unimero —independiente de— que puedaeemplazaa |x + 3|.

Para lograr esto recordemos gque nuestro@sitp es ver quéx? — 9| es menor que, entonces
Si conseguéramos una expresi un poco mas grandeque|x? — 9| a la que pudiramos hacer
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menor ques nuestro objetivo esta logrado. Lo que se necesita entonces es encontrar un
nimero, llané@mosloM, tal que
X+ 3 <M

Sino le imponemos ninguna restricniax, esto no va a ser posible ya guer 3| puede tomar
valores arbitrariamente grandes. Para resolver este inconveniente pensamos lo siguiente: como
nos interesa estaercade 3, unaestriccion razonablesobrex seiia

2<Xx<4

gue es lo mismo que decir:
IXx—3 <1
(cualquier restriccion de la forma |x— 3| < d —cond > 0— serarazonablecuandox — 3)

Con esta restricon, podemos afirmar que23 < x + 3 < 4 + 3, es decir
5<x+3<7

Por lo tanto,
X+3 = x+3<7
x+3l5>0
De esta forma, gracias a la restrimeimpuesta &: |x—3| < 1, logramos eM que busabamos.
! Entonces, podemos decir

IX> =9 = |x=3||Ix+ 3| ? 7Ix - 3|
si [x=3<1

Y a partir de agues clara la vinculaéin entres y §: para que

-9 <e
bastara tomar
E
X—-3/ < =
| | 7

Resumiendo, para poder llegar a gxfe- 9| < € impusimos las siguientes condiciones:
x-3<1 y |x-3 <;

Esto nos dice que si tomamos
& = minimo entre 1 y%

podremos afirmar que
X-3 <6 = |¥-9<e

y por lo tanto tamk&n que
O<|x-3 <6 = |¥-9<e
gue era justamente lo que preteardos en un principio.

Comentario: desde luego que no se pretende que hagan una expotci detallada al de-
mostrar unilimite por definicbn. Alcanza con lo siguiente:

la este proceso de encontMro solemos llamaacotarla expresbn |x + 3|
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IX* =9 = |x=3|Ix+ 3|

Ahora bien, comx — 3 una restric@n admisible puede ser
IXx-—3 <1

En ese caso,
2<x<4 con lo cual < x+3<7

En particular, podemos asegurar gue 3 > 0 y en consecuencia

X+3=x+3<7

Entonces,
IX* =9 = |x=3|Ix+ 3| < 7Ix — 3|
si [x=3]<1
Entonces, si agregamos la conditi
7Ix-3 <e
es decir,
X = 3| < g
7

logramos lo que quémos:|x? — 9| < . Esto nos dice que alcanza con tomar
6 =min{1, £}
para garantizar que

O<|x-3 <6 = |¥-9<e

2. Demostrar usando s6lo la definicion q(ue;’m? 19)xy =-9
Xy)—(—1,

Dadoe > 0 debemos encontrar yun> O tal que
O<|x+1 <6 , O<ly-9<9o = IXy+9 <&

Razonando como en el ejercicio anterior, la idea seescribitxy+ 9] de modo tal que aparez-
can las dos expresiones que podemos achicar cuango-$ (-1, 9); es decir,

Ix+1 y ly-9

Una forma de lograrlo es restar —y sumar para que no altere— por ejempla: ‘9

2se puede trabajar de igual forma si sumamos y restama3y (
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Entonces,
IXy+ 9 = |Xy—9X+9x+ 9| = [X(y—9)+ 9(X+ 1)| < |X|y— 9] + 9x + 1] Q)

En el primer sumando se presenta una sifuaaimilar a la que tuvimos copx + 3| en el
ejercicio anterior. Luego, recordando que ahora —1, una restricén razonablees:

IX+1 <1
Considerando esta conditi podemos asegurar que
-l<x+1<1

0, equivalentemente,
-2<x<0

Luego,
Xl = =X < 2
7 1
x<0 —2<X

Volviendo a (1),

IXy+ 9| < IXly — 9 + 9|x + 1] f 2ly—9+9x+ 1]

si [x+1<1

A partir de aqiiqueda claro que bastarque se cumpliera

& E
2|y—9|<§ y 9|x+1|<§

es decir,

& &
y-9i<yz ¥ Ix+l<gg

(dos condiciones razonables dado que>» 9y x — —1)

para asegurar que
& + £ .
2 2

Resumiendo, para poder llegajxgt+ 9| < € impusimos las siguientes condiciones

IXy+ 9| <

e £
IX+1 <1 , |y_9|<Z, , |x+l|<1—8

De modo que si tomamos

6 =min{l, £, 55} = min{1, 55}
podemos afirmar que
O<|x+1 <6 , O<ly-9<9o = IXy+9 < e

COmo queramos.

Comentario: nuevamente, no se pretende que hagan una expodian detallada al de-
mostrar unilmite por definicbn. Es suficiente poner lo siguiente:
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IXy+9| = |Xy—9X+9x+9 = |X(y—9)+9(x+ 1) < IX|ly— 9 + 9x + 1]
Comox — —1 una restricén admisible puede ser
IX+1 <1
En tal caso,

-1<x+1<1 con lo cual -2<x<0

y en consecuencia
Xl = -x < 2
0 )
x<0 —2<X

Entonces,
IXy+ 9 =< |X|ly -9 +9|x+ 1] ? 2ly—9+9x+ 1
si |x+1<1

Si agregamos las condiciones
& E
2y-9 < = Ix+ 1| < =
y-9I<35 ¥y X+1 <3
que es lo mismo que decir,

g &
— il 1 < —
y-9<7 v Ix+li<gg

logramos quefxy + 9| < e. Esto nos dice que alcanza con tomar

6 = min{l, £, 5} = min{1, 33}

para garantizar que

O<|x+1 <6

= |Xy+9 <e
O<ly-9 <o
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Importante

Cuando se resuelve este tipo de ejercicios hay que tener mucho cuidado con las dgsigual-
dades.
Un error muy comun es olvidar la siguiente propiedad

a<b y ¢c<0 = ac> bc

Y entonces aparecen conclusioeeneas como seria el caso de afirmar que

O<x<y<z
= ax<hby<cz
a<b<c

sin preocuparse del signo @dg by c.

Por ejemplo,
1<3<7 y -6<-4<-2

pero
1(~6) < 3(~4) < 7(-2)

es clarament&ALSO.
Lo correcto, si se tienen las desigualdades
O<x<y<z y a<b<c<O

—Y uno quierenultiplicarlas miembro a miembre es multiplicar por1 la segunda caden
de desigualdades, con lo cual se tiene ahora

=2

O<x<y<z y 0O<-c<-b<-a
de dondesi se concluye —por ser todos los nimeros (de la segunda cadena) positivost que
X(—¢) < y(-b) < z(-a)

y finalmente multiplicando por1 llegamos a

az< by<cx

Otro error muy comin es decir que si dos numeros satisfacen determinada desigyaldad,
entonces sus respectivos modulos también. Eso, en geneFdllL8©. Consideremos, poy
ejemplo

-3< -1 escierto,pero |-3 <|-1 esFALSO

La funcibnmoéduloes decreciente €R_q y creciente erR.; es decir,no es monoétona eR.
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3. Probarque |lim (¢ -y?2+1)=-23
a (x,y>a(1,5)( y )

¢, @dmo se lle@ a la conclugin? Seguramente se tuvo en cuenta que

2

1
X¥—1 , Y¥—25 , Z—1 (2)

X—1 y—5 X x-1

Esto sugiere agrupar de la siguiente manera

=y 1 (-23) =¥ -y +3:-(1-25+1)=|(x*-1)- (Y- 25)+ (3 - 1)

< =1 +ly?—25+]% -1

cada pagntisis se achica
cuando ky)—(1,5)

— X=X+ Y+ ly-5ly+5+x-1 & —
S——— ——— S—— (xy)—(1,5)
I 1L L
0 2 0 10 0 1

Nora: tambien se considera probado si se usan las propiedadésitel le una suma y de un
producto y los resultados conocidos (2). Es decir,
lim 1y = X2 — lim + lim
(X,y)—>(1,5)( y2 ) (x y) (l 5) (X,y)—>(1,5)yz (xy)—(1.5)
=lim x> —lim y? + lim 1
x—1 y—5 y2 x—1 X

X =

=1-25+1=-23

. . . ; 1 1
4. Analizar la existenciade Iim -+ —
x)-00 X Y

. 1 1 - .
Notemos que la fundn f(x,y) = ” + §/ no esé definida sobre los ejes (luego, no nos vamos a
poder acercar al origen por esas direcciones).

Ademas sabemos que

. L
lim =i - fo%)
(Xy)—>(0 0) X x—0 X
) 1
lim =lim = =
(xy)—>(0 0) y x—0 y

Pero como tanta comoy pueden ser positivos 0 negativos cerca del origen, no podensos —
esta Unica informacior- decidir que pasa con la suma.

Aunque $seiia razonablesospechague podra no existir esteiinite. Analicemos un poco as
detalladamente la situai
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o sixeytienen el mismo signo (i.e.x(y) est en el primer o tercer cuadrante) es claro que

f(x, _ 5
(X Yl 00

o pero las cosas no ést tan claras si tienen signos distintos. Esspsi tomamog = —x

f(x,—x) = 1 -=0—0

;(_ X x—0

Parece claro entonces que esteite no existe. Una vez descubierto este hecho, una manera
simple de justificar que no existe es la siguiente

Seaf(x,y) = £+ % Consideremos las curvas

a® =t y pO=(@-1

Es claro que ambas tienden a@@cuanda — Oy

=0—0
t—0

-

fa®) = L) =2] —w .  TEO)=ftL-h=1-1

Siendo estodinites distintos, podemos asegurar ((:|u)ia”rgo L)i + )—1/ no existe.
X7y il el

Nota: si alguien hubiera preferido usar coordenadas polares (no recomendable en este caso
pues no facilita el axlisis) un posible tratamiento $ar

X=rcosd , y=rsend con: 0<6<2r y 6#0,3,735

pues esoéngulos excluidos corresponden a los ejes sobre los que l@funciesh definida.

Llamemos

1 N 1 _ send +cost 1send + cosd
rcosy rsend rsendcosd r sendcosd

g(r,0) = f(r coso,r serp) =

el hecho que la exprdsi quede dependiendo dahgulod nos sugiereque puede no haber
limite. Para comprobarlo debemos encontrar dos curvas que se acerquen al origen cuando
r — 0 que produzcarimites distintos al componerlas cgn

Notemos que si tomamos un valor fijo deue no anule el numerador (el denominador no se
puede anular por las restricciones sofjrel cociente se va a ir @ pero si el valor d& anula
el numerador, claramente el cociente es nulo y por lo tanto tiende a cero.

Esto nos sugiere considerar estas curvas (dadas en coordenadas polares)

a)=(.3) — 00 y b(r)=(r33)— (00
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Resulta
1 2 1
g@a(r)) = - V2 =2V2> —
r(v2/2)? [ r—0
1¥2_ 2
b r - - 2 2 = O O
o) = £ 255 =0 s
Ahora 3 podemos afirmar que éhhite no existe.
2
. Analizar la existencia de Iim se_é<y)
()-(00) X2 +y?
sonty) Cosenb(y) g o

Seaf(x,y) = . Como sabemos que cuand(x,y) —

podifia ocurrir hacer lo siguiente

(X, Y)

seni?y) X%y
X2y X2 +y?

f(xy) =

con lo cual tendamos resuelto elaculo. Pero ... el dominio del segundo miembro no es el
mismo que el de€. El Gnico punto donde no gsdefinidaf es el origen, mientras que la otra

funcién no esh definida sobre los ejes.
Si bien este inconveniente se ptadeludir considerando la furan

(xy) = {f(x, y) sixy#0 _ {Se;‘f;y) X;i’,z si xy#0

0 sixy=0 |0 si xy=0
y comprobando que n‘rgoo) a(x,y) = " )’lrrgoo) f(x,y), es mucho ras simple hacer lo siguiente
senfey)| _ [seny)l  _ XM _ " X
XR+Y2 | XR+yY 1 XR+y v Y2 (xy)—(0.0)

| sent|<[t|

debido a que el primer factor y4— tiende a cero y el segundo yz esh
acotado (entre Oy 1).

seng—-y)+cosx 8

6. Probar que [|im = —
g (xy)=(0.3) X2 +y? &

Teniendo en cuenta que
2

Vs
seng-y) — senf)=1 , cosx—> 1 vy x+y2———»—¢0
y_)7—r Xx—0 (xy)—(0, ) 4
2 2
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resulta, a partir de las propiedades dilite,

senfr — y) + cosx 1+1 8
X2+ y2 wy-ed =7

Importante

dos en clase.

conocidos (por ejemplo: la regla de L’'Hospital si correspondiera).

> Los limites especiales, tales como

. senx . Inx
im —=1 vy Im —=0
x—0 X X—+o00 X

por citar dos ejemplos, tampoco necesitan ser probados nuevamente ya qu
tema dado en Matematica .

> Sino se pide probar un limite por definicion, se pueden usar los resultados pyoba-

> Los limites de funciones de una variable se pueden calcular usando los resytados

e €S un




