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DEFINICIONES Y RESULTADOS

Base de un espacio vectorial

Si V es un espacio vectorial real de dimension n, se dice que el conjunto B = {vy,...,v,} CV
es una base de V si

¢ todo v € V se puede escribir en la forma:

v=avy+---+a,v,

la n—upla (ay,...,a,) € R" representa las coordenadas del vector v en la base B.
o si(ay,...,a,)y (by,...,b,) son las coordenadas de un mismo vector v en la base B,
entonces a; = b; paratodoi=1,...,n.

Base canonica de R”

{(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,...,0, D}
En el caso de R?, denotaremos

i=(1,0,00 , j=(,1,00 , k=(0,0,1)

Producto escalar

Dados u = (uy,...,u,), v = (vi,...,v,) en R", se define el producto escalar entre uy v
como el nimero
u-v=uvy+--+u,v,

Norma de un vector

Dado v € R”, con coordenadas (vy,...,Vv,) en la base candnica, llamamos norma de v al
numero
[|v]| = v%+---+v%
Propiedades

>u-u=ul e+ ul = |l

> u-v=|ullllv]cosa (o = dngulo entre u y v)

> lu-v| < ||| ||Vl Desigualdad de Schwarz
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v

u-v=0 siysolosi uy vsonortogonales

v

lla.ull = lal [ul] (@ €R)

v

lu;| < || < |uy|+---+|u,| paratodoi=1,...,n

v

[lw + viI < [[ul] + [|vI]

[all = IvIF < [l = {ivl | < [l =i

v

Rectas y planos en el espacio

Sean P = (xo,y0,20) » Q = (x1,y1,21) puntos de R*. La recta L que pasa por Py Q se puede
expresar en la forma

L:(x,y,2)=P+tQ~P) (t € R)

El vector v—de origen 0 y extremo Q — P = (x| — xo, Y1 — Yo, 21 — Z0)— es la traslacién al origen
—
del vector PQ y da la direccion de la recta.

A
L
‘ L
Q-P
V
Q
u
BN U
% Y&
u=tv
R=P+t(Q-P)

Sean P = (xo,Y0,20) » @ = (x1,¥1,21) ¥ R = (x2,¥2,22) tres puntos de R’ no colineales. El
plano 7 que pasa por P, Q y R puede expresarse en la forma

n:(x,y,2)=P+s(Q—-P)+t(R—-P) (s,t €R)

Siu # 0 es un vector ortogonal a los vectores Q — Py R — P ! , el plano  puede representarse

también mediante la ecuacion

mowe (X — X0,y —Y0,2—20) =0

Ipor ejemplo, u = (Q — P) x (R — P)
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Segmento que une dos puntos del espacio

Dados los puntos P = (xg,y0,20) Y O = (x1,y1,21), €l segmento con origen Py extremo Q
es el conjunto
[P,Ol={R€L/d(P,R),d(Q,R) <d(P, Q)

donde L es la recta que une ambos puntos.

A

L

Q \t >1
>

P
O<t<c 1
\t <0
R=P+t(Q-P)

Es decir, son los puntos de L que estan entre Py Q.

Consideremos el caso interesante: P # Q 2. Dado cualquier R € [P, Q], como en particular
R € L, existe t € R tal que
R=P+1tQ-P)

Vamos a tratar de encontrar una condicién sobre el pardmetro ¢ que nos permita identificar a
los puntos de la recta L que estin en [P, Q]. Para ello consideremos las distancias de R a los
extremos

d(P,R) = |R — P|| = |l{(Q — Pl

=l t]11Q - Pl
d(Q,R) =[P +1Q - P)—Qll = It - 1)(Q - P)I|
=lt=111Q- Pl

La condicién necesaria y suficiente para que los puntos de L estén entre P'y Q es que estas dos
distancias sean menores o iguales que d(P, Q) = ||Q — P||. Resulta entonces que los valores de ¢
deben satisfacer

[tIQ-Pl<IlQ-P y [t=1[IQ-PI<|Q-PI
lo que, simplificando el ndmero positivo ||Q — P||, equivale a que

ltI< 1 y [t-11]<1

%si P = Q, el segmento se reduce a un punto
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es decir,

que es lo mismo que decir

de modo que para que R esté en el segmento es necesario y suficiente que satisfaga

R=P+t(Q—-P) con 0<tr<1

Finalmente, podemos afirmar que

[POl={(1-0DP+1Q/0<t<1}={P+1Q-P)/0<t<1)

El punto medio de este segmento es el que verifica

M=P+1t(Q-P)(0<t<1) y d(P,M) =d(Q, M)

luego,

td(P, Q) = (1 -nd(P, Q)

por ser P # Q resulta d(P, Q) > 0 y entonces la igualdad anterior implica

t=1-1¢

es decir,

NS

y en consecuencia

1 1
M=—-P+—
2 2Q
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Paralelogramo determinado por dos vectores independientes

Sean u y v dos vectores linealmente independientes. Consideremos el paralelogramo P que
los tiene por dos de sus lados y sea R uno de sus puntos

Es claro que w satisface: w = u; + v; y también que los extremos P; de u; y Q; de v, estén,
respectivamente, sobre los segmentos [O, P] y [O, Q]. Por lo visto antes podemos afirmar que
existen 0 < 7, s < 1 tales que

Pi=0+1P-0) , 0,1=0+s(Q-0)

lo que, dicho en términos de vectores se escribe

W =1+ sV

o bien, recordando que w —como vector con origen 0— tiene extremo R — O,

R—-—0 =1+ sv

Deducimos de aqui que el paralelogramo P se puede expresar en la forma

P={O+rma+sv/0<ts<1}

Orientacion de bases

Consideremos la base canodnica {i, j, k} y la base {j, i, k}
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{i,j,k}

si ubicamos la mano derecha
de modo que el indice se curve
dei aj , el pulgar apuntara
hacia arriba; es decir, en la
misma direccion quek

{1,k

si ubicamos la mano derecha
de modo que el indice se curve
dej ai , el pulgar apuntara
hacia abajo; es decir, en la
misma direccion quek

Al procedimiento descripto en el grafico anterior se lo suele denominar regla de la mano

derecha. Cabe hacer notar que esto mismo se puede realizar con cualquier base de R*. Si

{u,v,w} es otra base de R?, decimos que tiene la misma orientacién que la base candnica

cuando aplicdndole la regla de la mano derecha resulta que, al curvar el indice de u a v, el

pulgar apunta hacia el mismo lado que w. Si por el contrario apunta hacia el lado contrario,

decimos que tiene la orientacion opuesta.

Producto vectorial

Dados a = (ay,a,,a3) y b = (by, by, b3), el producto vectorial entre ellos es el vector

a as
by b3

axb=

Este vector puede representarse en la forma

1
axb =det aj
b

ay as
by b3

ay az
+ b n| K
k
as
b3

donde “det” indica un determinante formal dado que i, j, k no son nimeros.

Propiedades
>axb=-bxa
>axb=0 siysolosi ay b son paralelos

>axbla , axb.Llb

v

v

|la X b|| = area del paralelogramo de lados ay b

lla x b|| = ||a]| ||b|| sen & (a = dngulo entre a y b)
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> Dados a y b independientes, {a,b,a X b} es una base de R® que tiene la misma orientacién
que la base candnica.

axb

Y

Producto mixto

Dados los vectores a = (a;,a,a3) , b = (b1, by,b3) y ¢ = (cy, 2, ¢3), €l producto mixto entre
estos vectores es el nimero

a ap das
(abc)=(axb)-c=|b; b, b3
Cci Cr (3

Propiedades
> (abc) = (cab) = (bca)
> Sia, by cno son coplanares, entonces

|(abc)| = volumen del paralelogramo determinado por a, b, ¢

> (abc) =0 — a, b, ¢ son coplanares

>ax(bxc)=(@-c)b-(a-b)c
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Conicas

2 2
x—a)F -8
1. DOS RECTAS NO PARALELAS : - =
a? b?
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2. DOS RECTAS PARALELAS : — = 1
a
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1
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(x - @)

6. ParABOLA : — -
a

G-B =0

Cuadricas

(-af 0-p =)

1. ELIPSOIDE :
a? b? c?

N2 Y
(x=af  -p)

2. HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA:

[ SR R

a? b2

x-a? G-B? @@= _

a? b2 c?

3. Cono: 0
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G- 0-p @-9’_

a? b? c? !

4. HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS :

N2 2
(=0 G-P° _

5. CILINDRO EL{PTICO : - 1
a b2
2 2
. xX—a -
6. CILINDRO HIPERBOLICO : ( - ) _6-P -1
a b2
2 2
X—a —
7. DOS PLANOS NO PARALELOS : ( > y_ o bzﬁ) =0
a

(x-a) _

8. DoS PLANOS PARALELOS : >
a

|
—
O o om @
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9. PLANODOBLE: (x—a)>=0

N2 a2
(x-af  -p)

10. PARABOLOIDE EL{PTICO : > >— (-7 =0
a b
Y Y
11. PARABOLOIDE HIPERBOLICO : x aza) _v bf Y _ (z-v)=0
(x—a)

12. CILINDRO PARABOLICO : >——(@-7=0
a

Coordenadas polares

Las coordenadas polares (r,0) de un punto (x,y) # (0,0) estdn definidas por
X =rcos@ , y=rsenf

donde
r>0 y 0<6<2nm
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Graficar usando coordenadas polares

Cuando debemos representar graficamente una curva dada en coordenadas cartesianas uti-

lizamos el siguiente sistema de ejes

xX=-2 A X=2 . o
y=2 20 U B SRS +-- 16 o)
Y=L i
i >
y=-1 1 ... .. S N oo
x=1 " x=3

que nos permite ubicar rdpidamente un punto de coordenadas cartesianas (xo, yo). Si, en cam-
bio, la ecuacién de la curva viene dada en forma polar, ubicar en aquel sistema el punto de

coordenadas (rg, 6y) ya no es tan inmediato.

Conviene en tal caso utilizar este otro sistema
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3m/2

donde las semirrectas representan a los distintos valores de los dngulos y las circunferencias a
los de los radios.

Ejemplo
Grafiquemos la curva dada por la ecuacion en coordenadas polares

r=cosf O

VA
S
VA
NN
N

Comencemos ubicando en el sistema antes definido algunos puntos de esta curva

1,00 , (25 , L&n , &n , 0

273




14 FACULTAD DE CIENCIAS FISICOMATEMATICAS E INGENIERIA — UCA — CALCULO AVANZADO — SeGunpo CuatrIMESTRE 2008 — TRABAJO PRACTICO 1

Si recordamos que la funcién coseno es monoétona decreciente en [0, 5] concluimos que el radio
de esta curva también va decreciendo conforme nos movemos entre § = 0y 6 = 7. Esto nos
garantiza que si unimos los puntos que ubicamos antes por una curva, como se muestra en el
grifico, vamos a obtener una aproximacion razonable del verdadero gréfico de la curva dada.
Loégicamente, cuantos mds puntos consideremos mejor serd la aproximacion.

Nora: en este caso es facil reconocer de qué curva se trata pasando a coordenadas cartesianas:

s
r* =rcosé 0<6<5
¥ +y=x (x,y) en el primer cuadrante
¥-x+y"=0 (x,y) en el primer cuadrante
1 .
(x=1yY+y* = 1 (x,y) en el primer cuadrante

Es decir, se trata de una semicircunferencia centrada en (%, 0) y radio % que estd en el semiplano
superior.

Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas (r, 6, z) de un punto (x,y,z) # (0,0, 0) estan definidas por

x=rcosf , y=rsenf , z=2
donde
r>0 , 0<06<2n , z€R
Z_—.w
..'~.,. (X,y,Z)

e (xy,0)

Vectores ortonormales asociados a las coordenadas cilindricas

Se trata de encontrar una terna de vectores ortonormales
€, 5 €y 5 eZ

que representen, para las coordenadas cilindricas, lo que los vectores i, j, k representan para las
coordenadas cartesianas. Comenzamos definiendo e, como el vector unitario paralelo al plano
xy que tiene la direccion del radio, de donde resulta que

e, = cos bi + sen 6j
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Tomamos e, = k y por dltimo
e =e Xe,

que resulta ser también paralelo al plano xy y tal que {e,, ey, €.} satisface la regla de la mano
derecha. Esto se ilustra en la siguiente figura

A A

Y
Y

Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas de (x,y, z) son (r, 0, ¢) y se definen por
x=rcosfseny , y=rsenfseny , Z=rcose

donde

"o (xy.0)
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PROBLEMAS

. En cada uno de los casos siguientes: hallar la ecuacion correspondiente y graficar

a) esfera de centro en (-1, 2, 3) y radio 2

b) esfera de centro en (2, —1, 3) que pasa por el origen

c¢) circunferencia que tiene al segmento [(—1, 3), (2, 6)] por didmetro.

d) segmento de recta que une (4,—1,3) con (2,3, 1)

e) elipsoide de semiejes 2, 1, 5 centrado en (—1,0, 1)

f) hiperboloide de dos hojas centrado en el origen que pasa por (0,0,2) y corta al plano
z = 4 en una circunferencia de radio 3.

Hallar todos los vectores v = ai + bj de R? que poseen las propiedades indicadas

a) forma un dngulo de 23 radianes con el eje x en sentido contrario al de las agujas del reloj
y tiene norma 2

b) forma un dngulo de —57” radianes con la parte positiva del eje x y tiene norma 3.

a) Sean Py Q dos puntos del espacio y sea R el punto de P_Q> cuya distancia a P es el doble
de su distancia a Q.

— — — 1 )
Seanp = OP,q = 0Q yr = OR. Demostrar que r = 3p + 3q.

b) Suponiendo que d(P,Q) = 1y que t, € [0,1], ;a qué distancia de los extremos del
segmento [P, Q] estd el punto R = P + t,(Q — P)? ;Vale lo mismo si d(P, Q) # 1?

c) Dados P = (3,0,-2) y Q = (1,-2, 1), hallar el punto de la semirrecta con origen en P
que contiene al punto Q que estd a distancia % de Q.

Determinar si las rectas de ecuaciones paramétricas
x=3t+2 x=3t-1
L;: y:t—] (IER) y L, : y:[—2 (IER)
z=06t+1 z=t

se intersecan. De ser asi, hallar la interseccion.

a) Suponiendo que a - b = ¢ - b para todo b concluir que debe ser a = ¢

b) ¢ Vale lo mismo para el producto vectorial?
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6. a) Demostrar que

4(a-b) = l|la +b|* - [la — b’
b) Usar a) para comprobar que

alb = [la + bl =|la—Db|

¢) Demostrar que si a 'y b son vectores no nulos tales que
(@a+b)L(@a-b) y Jla+bl=]a-bl

entonces el paralelogramo asociado a a y b es un cuadrado.
7. (En qué condiciones se verifica que |a - b| = ||a]| ||bl|?

8. Hallar dos vectores ortogonales a (-2, 0, 5) que no sean paralelos entre si.
(Se pueden encontrar dos vectores ortogonales a (—2, 0) que no sean paralelos entre si?

9. Dados dos vectores linealmente independientes a y b determinar si las siguientes bases de
R3 tienen o no la misma orientacién que la base canénica
a) {a,b,a x b}

b) {b,a,a x b}

c) {b,a,—a x b}

10. Sea r = f(0) la ecuacién polar de una curva del plano y sean
e, = cos 6i + sen 6 ey = —sen 6 + cos 0)

a) Demostrar que e, y e, son vectores unitarios perpendiculares

b) Sea P = (r,0) un punto de la curva. Demostrar que e, tiene la misma direccion y sentido
que el vector OP 'y que la direccion de e, forma un dngulo de 7 con e,, medido en sentido
contrario a las agujas del reloj.
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11. Usando coordenadas cilindricas y los vectores ortonormales e, , ey , €,

a) expresar cada uno de estos vectores en términos de i, jy k
b) calcular ey X j analitica y geométricamente
c) expresari, jykentérminosdee, , ey, e,

d) ;tiene {e,, ey, €.} la misma orientacion que {i, j, k}?
12. ;Cudles de los puntos P = (1,2,0), Q = (-5, 1,5) , R = (—4,2,5) estan en la recta
£:r(t) =i+2j + 1(6i+j—5k)?
13. Hallar los vectores normales unitarios de los siguientes planos e indicar en un esquema
grafico hacia qué lado del plano apuntan

a) x—2y+3z—-1=0
b) 4x-2y-10=0

14. Dibujar la grafica de los planos siguientes

a) x+2y+3z-6=0
b) S5x+4y+ 10z =20
c) x—y=0
d) y-2z=1

15. a) Mostrar que la ecuacién de una recta no vertical que pasa por el punto (a, b) es
y=m(x—a)+b

Sugerencia: por ser no vertical se puede suponer que es de la forma: y = mx + k

b) Mostrar que la ecuacion de un plano no vertical que pasa por el punto (a, b, c) es
z=Alx—-a)+ By—-b)+c
Sugerencia: por ser no vertical se puede suponer que es de la forma: z=Ax+ By + C

16. Graficar los siguientes puntos (7, 8) dados en coordenadas polares y hallar sus coordenadas
cartesianas.

5
2,0 , 2mn ., D . GFP , (3,5) . G

17. Hallar la representacion en coordenadas polares de los siguientes puntos dados en coorde-
nadas cartesianas

2,-2) , (-1,1) , (0,3 , 0,-4 , (V3,-1) , 3,4
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

Esbozar la grafica de la ecuacién polar y hallar la ecuacién rectangular correspondiente
1
1.4

— _n @ 31 5S¢
b) 0 =06y parath=2%,7.5.%

a) r=ry parary=1

c) r=cosd
d) r=3senb

e) r=cosf+senf
Esbozar la grafica de las siguientes curvas dadas en coordenadas polares

a) r = cos(26)
b) r=3+2sené
c) r=10

d) r=2cos(8-1%

Hallar la ecuacion polar que corresponde a la ecuacion cartesiana dada

a) y?—x*=4
b) > +y* =9
c) ¥*+y*=x
d y=3
e) x=2

a) Los siguientes puntos vienen dados en coordenadas cilindricas; expresar cada uno en
coordenadas rectangulares y esféricas

T
LD . Q5L . QLD . (LED) . Q2F-2)
b) Expresar en coordenadas cilindricas y esféricas los siguientes puntos (dados en coorde-

nadas cartesianas)

(0 52 5\/5)

\6
e Sy

Vi _
02y (=7,0,00 , (V2,1,1)

b 9 b

Describir el significado geométrico de las siguientes aplicaciones en coordenadas cilindricas
a) (r,0,2) — (r,0,—2)

b) (r,H,Z) B (r’6+7r’Z)

c) (r,0,2) — (r,0 +3%,2)

Describir el significado geométrico de las siguientes aplicaciones en coordenadas esféricas
a) (r’ga(p) — (r,6+ﬂ',90)

b) (rag,QO) — (raeaﬂ_‘)o)

c) (r6,9) — 2r,0+3,¢)
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24. a) Describir las superficies dadas en coordenadas cilindricas

r = constante , 6 = constante , Z = constante

b) Describir las superficies dadas en coordenadas esféricas

r = constante s 6 = constante s ¢ = constante

25. Representar graficamente los siguientes subconjuntos de R?

a) Ay ={(x,5,0) / x,y e R}

b) Ay ={(x,y,=2) / x,y € R}
©) A3 ={(x,»,2)/ x,y >0}

d) Ay ={(x,y,x) / x,y €R}

e) As = {(x,y,%) /1 < x,y <2}

f) As = {(x, 3,0 / ¥* +y* < 1)

26. a) Graficar la curvas dadas en coordenadas esféricas

i r=2,0=7%
(i) r=2,9=3%
(i) =%, p=1

b) Graficar las curvas dadas en coordenadas cilindricas

27. Un tanque que tiene forma de cilindro circular recto de radio 3m y altura Sm estd lleno hasta
la mitad de liquido y reposa de lado. Describir el espacio vacio dentro del tanque eligiendo
un sistema adecuado de coordenadas cilindricas.

28. Se consideran los vectores no nulos
u:(a7b) ) V:(_b’a) s W:(ba_a)

a) (Es cierto que {u, v} y {u, w} son bases de R??

b) Si la respuesta anterior fue afirmativa establecer si tienen la misma orientacion que la
base candnica o la opuesta.
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29. Hacer un esquema gréfico de las siguientes regiones descriptas en coordenadas esféricas

r=2
a)
0=73
by 4
=7
6=1
c) z
o=
d r<2
e) 2<r<3
)y r=3
g 0<6<3%
h) $<o0<n
1) <6< 2nm
D O0<e<}
k) I<¢<]
) I<e<n
r<?2
m)
=1
r<?2
n)
aSPs;
r<?2
0)
0=73
<6<t
4 2
p) s s
{a<¢<§
r<?2
q) s Vs
g<9<§
<2
r) 5
A

En los casos que corresponda indicar quiénes son las cuddricas que limitan a estas regiones.
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30. a) Utilizar el teorema del coseno para mostrar que

cos(a — B) = cosa cosf + sena senf

b) Deducir que

cos(5 — x) = senx

c¢) Utilizar los resultados anteriores para comprobar que
sen(a — B) = sena cos 8 — sen B cos a

d) Verificar que

cos(a + B) = cosacosfB —senasenf

sen(a + ) = sena cos 8 + sen B cos a

31. Dado el tridngulo de vértices A, B, C

B
X
C
Y
A
donde el segmento de extremos X , Y es paralelo al lado BC,
a) mostrar que existe # € [0, 1] tal que
X=A+tB-A) , Y=A+1C-A)

b) concluir que los puntos del tridngulo se pueden escribir en la forma
Z=A+st(C-A)+1t(1-s)(B-A)

para0<t,s<1.



