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DEFINICIONES Y RESULTADOS

Repaso
Sea f: (a,b) — Ry xq € (a,b)

> Decimos que lim f(x) = ¢ si para cada € > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que
X—X0

lf(x)—tl<e
cada vez que |x — xo| < 8. !

> Sea (x,) una sucesion contenida en (a,b). Si f(x) — ¢ cuando x — Xxp y X, — X,
entonces f(x,) — ¢.

> Sean (x,) y (x;,) dos sucesiones contenidas en (a, b) tales que x,, x;, — xp. S1 f(x,) — €}
y f(x)) — €, —con {; # {,— entonces, no existe el limite de f cuando x — x,.

> Decimos que f es continua en xy si f(x) — f(xp) cuando x — xp. Decimos que f es
continua en un conjunto A si es continua en cada punto de A.

> Si f es continua en [a, b], existe M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x € [a, b].

> (Teorema de Bolzano). Si f es continua en [a,b] y f(a)f(b) < 0, entonces existe ¢ € (a, b)
tal que f(c) = 0.

> Si f es continua en (a, b) y no se anula nunca, entonces
f(x) >0 paratodo x € (a,b) o bien f(x) <0 paratodo x € (a,b)
Es decir, una funcién continua que no se anula no puede cambiar de signo en el intervalo.

> Si f es continua en [a, b], entonces es integrable y se tiene

b b
ff(x)dx <f 0| dx

> Decimos que f es derivable en x, cuando existe un nimero —denotado f”(xy)— tal que

o L0 = fx0)
m ———

X—=X0 X — Xp

= f'(x0)

> Toda funcién derivable es continua.

"En la p4gina de la materia hay un apunte con ejercicios resueltos sobre este tema.
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> La composicion de dos funciones derivables f y g es derivable y vale la regla de la cadena
(f o g) (%) = f'(g(x))g' (x)

> Decimos que f es de clase C* (k € N) en (a, b) si admite derivadas continuas hasta el orden
k en (a,b).
> Una funcién ¢ : A — B se dice
inyectivasi“x#y = ¢x)# o)’

suryectiva si Imy = B.

> Se define el grdfico de f : (a,b) — R como el conjunto

graff = {(x, f(x)) / x € (a,D)}

Es un subconjunto del plano R

Funcion vectorial de una variable real

Seaf : (a,b) — R", f(t) = (fi(¥),..., f,(t)). Las funciones f; : (a,b) — R se llaman
componentes de f.

Ejemplos
Este tipo de funciones son las que utilizamos para parametrizar curvas en R? y en R?

1. £:[0,27] — R?, f(t) = (cost,sent)
La imagen de f es la circunferencia unitaria. En este caso, f(¢) = (f1(?), f>(¢)) con
fi(t) =cost , fo(t) =sent
2. £:[0,2n] — R?, f(f) = (cost,sent, 1)

La imagen de f es un tramo de la hélice circular

2T

\ 4
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En este caso, f(r) = (fi(?), f>(¢), f3(t)) con

filt) =cost , fo(t)=sent , fi(t)=t

Limite
Seaf: (a,b) — R"y ¢ty € (a,b). Se dice que f(¢) converge av = (vy,...,v,) € R" si para
todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

[t =1 <6

b }:>|f(t)—vl<8

y lo escribimos: lim f(#) = v.
-1

Proposicion
Seaf: (a,b) — R"y ty € (a, b). Entonces,

lim f(r)=v <= lim f((t)=v; paratodoi=1,...,n
t—t 11—t

Continuidad

Seaf: (a,b) — R"y ty € (a,b). Se dice que f es continua en t, si lim f(r) = f(z)). Y se
t—1

dice continua en (a, b) si es continua en cada r € (a, b).

Proposicion

Seaf: (a,b) — R". Entonces,

fescontinuaent € (a,b) &= cadaf :(a,b) — Rescontinuaenty(i=1,...,n)

Proposicion

Seanf: I — R",g: ] — R"ya:I— R continuas, entonces las funciones

f+g :I—>R" f+g) =10 +g® =(fi() +g®,.... LD+ &)
af [ — R" af() = a0 £F) = (@A), ..., a0 f0))
f-g :1—R f-g) =10) g = fi(Og(®) + - + fulD)gn(®)
fxg :1—R" fxg) =1 xg (n=23) y
el : 71— R Il = [If@)Il

también lo son.
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Funcion acotada

Decimos que la funcién vectorial f : I ¢ R — R” es acotada si su imagen es un conjunto
acotado; i.e., si existe un nimero M > 0 tal que

IfOI < M (tel

Es decir, todos los puntos de su imagen se encuentran dentro de la esfera de centro 0 y radio M.

Proposicion

Seaf: [a, b] — R”" continua, entonces f es acotada.

Integracion

Seaf: [a,b] — R" continuay (fi,..., f,) sus componentes. Se define la integral de f entre

b b b
ff(t)dt:(f filode, ... ,f f,,(t)dt)

a'y b como el vector

Proposicion

Seanf, g : [a, )] — R” continuas. Entonces,

b b b
> f [£(z) + g(O)] dt = f f(r) dr + f g(r) dt

b b
> f [af(1)] dt = « f f(r) dt , para todo escalar constante &

b b
> f [c-f(n)]dt=c- f f(7) dt , para todo vector constante c.

b b
f (1) dtf| < f |[£(2)|| dt

Derivabilidad

Seaf : (a,b) — R"yty € (a,b). Se dice que f es derivable en t, si existe un vector

>

—denotado f'(7y)— tal que

f(r) — 1(
tim ") gy
1=t t—1
Proposicion
Seaf: (a,b) — R”". Entonces,
f es derivableen ty € (a,b) <= cada f;: (a,b) — Resderivableent, (i =1,...,n)

En tal caso vale,

f'(t0) = (fi(to), ..., [, (1))
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Proposicion

Toda funcién f: I ¢ R — R” derivable es continua.

Proposicion

Seanf: I — R",g: ] — R"ya: I — R derivables, entonces las funciones
f+g of f-g fxgmn=3) |flf
también lo son y vale

f+g'@® =fO+g®
(af)y (@) =)L)+ a(t).f (@)
-2 =1 g+ g
txgy® =f@)xgn+f)xg@ ©n=3)
(Y (1) =2f@) - f(r)

y —si f(¢) # 0— ||fl| también resulta derivable y vale

f(r) - £(1)

fll' (1) =
II£1I"(®) Ty

Proposicion

Sean /'y J intervalosde Ry f: I — R", a : J — [ derivables. Entonces, foa : J — R”
es derivable y vale

(foa) @) =a'(®f(a(n)

Clase Ck

Una funcién f : I — R” se dice de clase C* si sus componentes son de clase C¥; es decir,
si admiten derivadas continuas hasta el orden k.

Curvas y Trayectorias

Llamaremos frayectoria a toda funcion vectorial continua f : / — R”, siendo / un intervalo
real. A suimagen
C=Imf={f(r)/tel}

se la denomina curva.

De esta forma, f permite describir paramétricamente los puntos los puntos de la curva C. Es
por ello que f también suele llamarse parametrizacion de C.

Si el intervalo I = [a, b], el punto P = f(a) se llama punto inicial y el punto Q = f(b) se
llama punto final.
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Curvas en el espacio

Comencemos por notar que a toda curva plana dada por f : [a,b] — R? la podemos
pensar como una curva en el espacio identificindola con la imagen de la funcién vectorial
f: [a, b)] — R? de componentes

f(1) = (), /1), 0)

Ejemplo
Si f : R? — R es la funcién cuyo gréfico se muestra en la siguiente figura, las curvas allf
representadas

resultan ser las imagenes de
r(t) = (cost—1,sent + 1,0) (la curva negra, sobre el plano z = 0)

c(t) =(cost—1,sent+ 1, f(cost — 1,sent + 1)) (la curva roja, sobre el grdfico de f)

Ambas estdn contenidas en un cilindro de eje vertical.

Vector velocidad — Rapidez

Seaf : I — R? derivable y sea C la curva que define. Llamamos vector velocidad en el
punto P = f(¢) al vector f' (7).

fit &

f
I )/\ (®)

o~

Y

f(t) se identifica con v
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El niimero ||f'(¢)|| se denomina rapidez.

Curva simple

Decimos que una curva C es simple si es la imagen de una trayectoria inyectiva f : I — R3.
Es decir, es una curva que no se corta a si misma.

Curva cerrada

Decimos que una curva C es cerrada si es la imagen de una trayectoria f : [a,b] — R?
para la cual el punto inicial coincide con el punto final; i.e., si f(a) = f(b).

Curva cerrada simple

Decimos que una curva C es cerrada simple si es la imagen de una trayectoria
f: [a,b] — R tal que f(a) = f(b) y f : [a, b)) — R" es inyectiva.

Es decir, los tnicos valores del pardmetro que dan lugar al mismo punto son los extremos
del intervalo de definicidon.

Parametrizacion regular

Una parametrizacién f de clase C! de una curva C se dice regular si f'(f) # 0 para todo ¢ en
el dominio de f.

Recta tangente

Seaf : I — R" una parametrizacién regular. Se define la recta tangente a la curva asociada
a f en el punto f(zy) por
T, : x =f(ty) + sf'(ty) (s eR)

Nora: si fuera f'(7y) = 0, no se podria hablar de recta.

Curva orientada

Cada parametrizacién de una curva induce en ella una orientacion, es decir, un sentido de
recorrido. Si f es una parametrizacién de una curva C definida en el intervalo [a, b], se la recorre
desde f(a) hasta f(b).

Cambio admisible de parametro

Sea f : [a,b] — R”" una parametrizacion de una curva C. Se dice que una funcién
¢ : [c,d] — a, b] es un cambio admisible de pardmetro si

@ es de clase c' ¢ #0paratodoren(c,d) , Im(p)=[a,b]

En tal caso, a la funcién g : [¢,d] — R”, dada por g(u) = f(¢(u)), se llama reparametrizacion
de C.
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% Siy¢’ >0, fy gdefinen la misma orientacién en C

% Si ¢’ <0, definen orientaciones opuestas.

Curva opuesta

Dada una curva C descripta por la parametrizacién f : [a,b] — R”, llamamos curva
opuesta — y la denotamos —C — a la imagen de la parametrizacion

g:la,bp] —R" , gt)y=fa+b-1)

Longitud

Seaf : [a,b] — R" una parametrizacion de clase C !"de una curva C. Definimos la longitud
de f entre a y b como el nlimero

b
Lf,a,b) = f I (D) dt

Proposicion

Sig: [a,b] — R”" es una reparametrizacién de f : [a, b] — R”, entonces

L(f,a,b) = L(g,c,d)

Observaciones

1. Las parametrizaciones f(f) = (cost,sent) (0 < t < 2m) y g(f) = (cos2t,sen2¢) (0 < t < 27)
definen la misma curva (la circunferencia unitaria). Sin embargo,

L(g,0,2m) = 4 = 2L(f, 0, 27)

2. Elejemplo anterior muestra que la definicion de L(f, a, b) realmente depende de la parametrizacion
f utilizada para describir la curva.

3. Silaparametrizacion f definida en el intervalo [a, b] es inyectiva, entonces el nimero L(f, a, b)
representa la verdadera longitud de la curva.

Empalme de curvas
Consideremos dos curvas C; y C, definidas, respectivamente, por las ecuaciones

Ci: f](l), a<t<b y C,: fz(f), c<t<d
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Supongamos que f;(b) = f,(c). Entonces, el empalme C, + C, de ambas curvas se define
mediante la parametrizacion

(1) sia<t<b
f(r) =
f,t+c—-b) sib<t<b+d-c
A
f2
f1

N R

fi(b) =f,(c)

La longitud de C; + C; es la suma de las longitudes de C; y de C».

Longitud de un arco de circunferencia

Dada la circunferencia x> + y> = r?, para medir la longitud ¢ del arco correspondiente a un
angulo @ € [0, 2] basta notar que dicho arco se puede describir mediante

x=rcosf , y=rsenf , 0<0<a

De esta forma, la funcién f(8) = (rcos#, rsen6), definida en [0, @], es una parametrizacién
inyectiva de esta curva y, por lo tanto,

fzf ||f’(9)||d9:f rdf =ra
0 0

Longitud en coordenadas polares

Sea C la curva dada en coordenadas polares por la ecuacion r = g(6). De tal forma, C se
puede representar paramétricamente por f(6) = (g(6) cos 6, g(6) sen 6), donde g es una funcién
derivable en el intervalo [a, b].

La longitud de C esta entonces dada por

b
f V& (O) + g(0) db
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Proposicion
Seaf : (a,b) — R" una funcidn vectorial derivable. Entonces,

IIfll = ¢ (constante) < f£-f =0

Aplicaciones Fisicas

Sea r una trayectoria de clase C*> que describe el movimiento de una particula durante un
intervalo de tiempo. Si llamamos C a su traza

C:r(t) = (x(1), y(1), 2(1)) (tel)

El extremo del vector r(¢) indica la posicion de la particula en el instante ¢.
El vector

V() =r'(1)
se llama vector velocidad en el instante ¢, mientras que el vector

al) =r"(@) =v' ()

recibe el nombre de vector aceleracion en el instante ¢.

Movimientos curvilineos

Llamamos rapidez del objeto a la magnitud de la velocidad; i.e.,

v(t) = ||v(¢)|| = rapidez en el instante t
!

Sea s(t) = I’ (w)|| du 1a funcidon que mide la longitud del arco de curva descripto por una
4]
particula entre el instante #, y el instante ¢. Se tiene entonces que la rapidez es la derivada de

esta funcidn respecto del tiempo,

(D) = IVl = 5'(1)

1. MOVIMIENTO RECTILINEO

r)=ro+ f(Hd (ldfl = 1)
2. MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME
r(t) = (rcos(6(1)), r sen(6(1))) (r>0)
Llamamos
0'(t) = velocidad angular , |6'(t)| = celeridad angular

Un caso particular se obtiene cuando la velocidad angular es una constante w > 0y da
lugar al movimiento circular uniforme
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PROBLEMAS

1. Dibujar la curva representada por la funcién vectorial dada indicando la orientacién

a) fO) =@, , t>0

b) f6)=2t,>) , t>0

o) fty=@#,20 , t=0

d) f(z) = (cht,shr) , t>0

e) f(r) = (3cht,2,4shr) , <0

f) f(r) = (5,2cost,3sent) , 0<r<2nm
) f(r)=(2t,5-2t,3t) , 0<tr<2
h) f(t) = (cost,sent,t), , 0<tr<n

i) f(r) = 2cost,2sent,2n—1t) , 0<t<2n
Indicar en cada caso de qué tipo de curva se trata.
2. Analizar la existencia de h’rr(l) f(r), siendo
11—

sen t 2

_ 2
a) f(t)—(T,et,;)
1 —cost t
b) f(r) =i+ j+
) 1) ! 3¢ J t+1

3. Calcular

21 1
3 ,f; (;’1+t) dt

2
c) f (sent,cost, 1) dt
1
4. Calcular la velocidad y aceleracion de las siguientes trayectorias
a) f(t) =4+ 28§ + (©* + 20k
b) f(¢) = (cos 2t, sen 2t, 41)
¢) f(t) = (V1,1 V1,In1)
5. En cada caso, hallar todas las f : R — R? tales que
a) f()=0 en a<rt<b
b) f(ry)=c en <t<b
¢) f'(r) = (,0),(0) = (1,1)

t
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d) f'(t)=af(t),a e R, f(0) = c.
Sug.: y'(x) = ay(x) siy so6lo si y(x) = ke®*

6. Suponiendo que g es derivable, hallar la velocidad y la aceleracion de f en términos de g

a) f(t) = 1g(t*) + ¢
b) f(t) = rg(Int) + tc

7. a) Determinar si los siguientes pares de trayectorias describen la misma curva

(1) f(r) = (cost,sent) , te][0,n]

g(t) = (cos2t,sen2t) , te€][0,Z%]

G f&O) =@ , teR
s)=@E,tH , teR

(i) f(r) = ¢, '3 , teR
st)=(,H , teR

) £ =(4.4) . 2<t<4
g = (1) . f<us<y

b) Sif(7) y g(#) describen la misma curva, jes cierto que f(¢) = g(¢) para todo ¢?
c) Para los pares de trayectorias del inciso ??) que describan la misma curva, determinar si

* son regulares en los mismos puntos
* pasan la misma cantidad de veces por cada punto de la curva
* larecorren en el mismo sentido

* tienen la misma velocidad en cada punto
8. Hallar el vector tangente a las curvas descriptas por

) fO=-2+2,-1) ,teR en el punto P = (2,2)

b) f(r) = (cos2t,sen3t) ,0<t<2m en el punto P = (‘/75, %i)
c) el graficode y = x¥°* +2 , para cada x € R

d) f(t) = (cosnt,sennt,2 — 1) enel punto P = (0,1, 2

e) ft) =a+1b + ’¢ parat=—1
Hf)=0+1,2+1,2+1) enel punto P = (1,1, 1)

g) f(r)=3ta+Db parat = 2, ;y para otro valor del pardmetro?

h) f(r) = (2cost,3sent, tgt) en el punto P = ( V2, 3%, 1)

9. Hallar la longitud del arco de curva indicado

SSI1S]

b) r(t) = (cost?,sent?)

a) r()= (-1, , i<i<
Vi<

ok

or=0 , V5<6<2V3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

d) r=secd , 0<r<]

e) r=cosf@+senf , 0<r<
f) r(t) = (acost,asent, bt) desde t = 0 hastat = 27
g) r(t) = (e'cost,e'sent,0)desder = Ohastat =n
h) r(r) = (3tcost,3tsent,4t) desde r = O hasta r = 4
1) r =1+ cosf desde 6 = 0 hasta § = 27

j) r = a6 desde 6 = 0 hasta 6 = 2n.

Mostrar que si r(f) = (sent,cost), entonces r(¢) y r’’(¢) son paralelos. ;Tienen el mismo
sentido?
Suponiendo que f(r) = Af”’(r) para todo ¢ (A constante), mostrar que f X f' es un vector

constante.

Sug.: si ¢ : R — R tiene derivada nula, ;qué se puede decir de ella?
Sea C : r(¢) = (t, 1 + %), hallar los puntos de la curva en los cuales r(f) y r'(f)

a) son perpendiculares

b) son paralelos y tienen el mismo sentido

c¢) son paralelos y tienen sentidos opuestos.

a) Definir una funcion vectorial r en el intervalo [0, 2] que satisfaga la condicion inicial
r(0) = (a,0) y que, cuando ¢ crezca hasta 2, describa la elipse b*x* + a*y* = a*b?

(i) una vez en sentido contrario al de las agujas del reloj
(i1) una vez en el sentido de las agujas del reloj
(iii) dos veces en sentido contrario al de las agujas del reloj

(iv) tres veces en el sentido de las agujas del reloj

b) Idem pero con la condicién inicial r(0) = (0, b)
Hallar una ecuacion cartesiana de la curva r(¢) = (#*,0, #*) y dibujarla.

a) (Donde es regular?

b) Hacer el mismo andlisis con la trayectoria ¢(f) = (z,0,7*%) y confrontar con el caso

anterior.
a) Demostrar que la curva
r(f) = —t+1,£ —t+2,sennt)

se corta a si misma en P = (1,2,0) hallando dos nimeros #; < t, para los cuales P es el
extremo tanto de r(z;) como de r(z,)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

b) Hallar los vectores tangentes a esta curva en P = (1,2,0) en ambos instantes y compa-
rarlos. ;Le sorprende el resultado? Dibujar una curva que esté en una situacién andloga
a ésta.

Sea C la hélice de ecuacion
r(r) =2costi+2sentj+4rk 0<t<2n)
a) Sea ¢(u) = u® para0 < u < V27 y sea
Ru) = r(e(u)) = 2cosu® i+ 2senu® j + 4u* k

Demostrar que ¢ es un cambio admisible de pardmetro que preserva la orientacion en
[0, V2x]
b) Sea y(v) = 2r —v? para0 < v < V27 y sea
S(v) = r(y(v)) = 2cos(2r — v?) i + 2sen(2r —v?) j + 42x —v) k

Demostrar que ¢ es un cambio admisible de pardmetro que invierte la orientacion en

[0, V27]

Con elementos del célculo elemental de una variable real se puede demostrar que la longitud
del gréfico de una funcién f : [a,b] — R de clase C! es

b
f 1+ (f"(x))* dx

Demostrar este hecho usando métodos vectoriales.

Sug.: parametrizar el grafico de f
Calcular los vectores velocidad y aceleracion en cada uno de los siguientes casos:

a) movimiento rectilineo: r(t) =ro+ f(r)d,d # 0
b) movimiento circular alrededor del origen: r(¢) = rcos8(t) i + rsen6(t) j, r > 0.

Interpretar la direccién y sentido de la aceleracion en el caso del movimiento circular
uniforme.

Una particula inicia su movimiento en r(0) = (1, 0, 0) con velocidad inicial v(0) = (1, -1, 1).
Su aceleracion es a(r) = (4t, 6¢, 1). Determinar su velocidad y posicion en el instante ¢.

Una particula se mueve sobre una circunferencia de radio R con rapidez constante V. Hallar
la velocidad angular y la magnitud de la aceleracion.

Una particula se mueve de tal forma que r(¢) = (at, b sen at). Demostrar que la magnitud de
la aceleracion de la particula es proporcional a la distancia de la particula al eje x.

Una particula se mueve de tal forma que r(¢) = (2,2, (t— 1)%). ;En qué instante serd minima
la rapidez de la particula?



