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Este libro es la continuacion de Caiculo 1, p_ubtic_:ado por primera vez h?gfeesr;{::
de diez afios. En ese tiempo he tratado d_e reunir mis exper;en;clasi :;rc:rar;odz closora
de la materia en ef nivel terciario y universitario, para compietartgs eD el cdlaulo
diferencial e integral con un enfoque elemental que, al mismo tiempo, p
ragurgsogégcﬁgagz:r?;izo en su mayor parte, cuestiones relacionadas con funciones
de dog y tres variables re’ales. También presenio, aunque de manera mencs detalia-

— i 15 I 4 Ao tna
da. funciones vectoriales, campos vectoriales’ y una introduccién-al-tema-de-las

cuaciones difersnciales. . o . -
© He utilizado una nolacion que busca simplificar la escritura. En efecto, ia mayo

a HE . H .

ria de los libros de Calcuic empiean simbolos en n:ag;lta parablrlt}jiiftir :Sn;;c:geesi
i i Esto no resulta practico, en abs \

vectoriales o campas vectoriales. &l ! o

i trivial pero tal vez novedoso,

os alumnos. Por eso, como algo v

D e b i i funci - { si es funcidén escalar, F i es campo
igui unciones: f si es funcion L F 8

ropuesto la siguiente notacion para Sl N ' 0

gscgttar {con dc?minio incluido en R" para n = 2), T sl es funcion vectorial {con recorr

F i inic incluido
do incluido en R" para n= 2) y F para campo vectorial {con dominio i P

en R" para n-= 2 y recorrido incluido en R™ para m = 2).

i 10 bviarse, por ser de-
& iderado que alguna demostracion puede obviar
a0 1 ; dificultades, he antepuesto, igual que en el

masiado extensa o presentar ciertas
v s
primer volumen, el simbolo §.
No guiero concluir estas as §
Asuncion Lépez Henriquez sus valiosos ‘
nales y a la profesora Marla Teresa ngueroa su
También mi reconocimiento a la Editorial
yG calido y eficiente.

Finalmente, quiero expresar mi deseo sincero de que este libro pueda ser (til, de §§

alguna forma, a quien lo iea. Ese fue e} motivo que me Havo a escribirlo.

lineas sin agradecer profundamenie a la ;Jrofesqrg
comentarios'y sugerencias ai leer los origi-
1 revision de los trabajos practicos. i
"El Ateneo“qpor haberme brindado un apo-

HEBE T. RABUEFETTI o

1. ESPACIO METRICO

Es necesario extender al plano, al espacio y al espacio n-dimensional las no-
siones de intervalo, entorno, punto de acumulacion, punto interior, etc., dadas con
eferencia a ia recta real. Para poder hacetio, debemos definir, en primer lugar, una
wdistancia entre puntos de un mismo espacio, asi como en la recta real se define
jiistancia entre dos puntos de la misma.

Todo conjunio no vacio, o espacio, entre cuyos elementos (llamados puntos)
be define una distancia, se denomina espacio métrico. A partir de la definicion de
distancia, puede darse, en cualquier espacio méirico, la nocion de entorno y, de in-
“mediato, la de punto de acumulacién, punto interior, conjunto cerrado, conjunto abier-
o, elcétera. :

- Distancia
Es usual definir una distancia en cualquier espacio no vacio E, como una fun-
ion de E X E en el conjunto de ios nimeros reales, sujeta a determinadas exigen-
Mias 0 axiomas. Al referirnos a una funcidn de £2 en R, indicamos que a cada par
e puntos de E le corresponde un dnico ntmero real, llamado distancia entre ambos.

De las nociones de geometria elemental surge que la distancia debe ser siermpre un
Gmero positivo si fos puntos son distintos,

- La funcién d 1 E x E — R es una distancia en & conjunto E st y sélo sl veri-
ica los siguientes axiomas:

1) Vavb: (aeE A beE = d{a;b)=0),

2) Va¥b: [acE A beE= (d(ab) = 0 & a = b)].

8) Vavb: (acE A beE = d(ab) = d(b;a)). |

4} VavbVc: (a€E A beE A ceE = d(aic)=d{ab) + d(bic)).

El axioma 1 indica que la distancia entre cualquier par de puntos de! espacio
;s un nlmero real no negativo. E! axioma 2 afirma que la distancia solamente es
_nula cuando los dos puntos coinciden. O sea, si los puntos no coinciden la distancia

i
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regla siguiente: vaeR"vbeR": d(@b) = [E(aiwbi)a} donde & = (a,@,-38,) ¥
=1

b= (b, by b, )

) es siempre un ndmero real positivo. £t axioma 3 da la condicion de simetria, es de- %
cir, que la distancia def punto a al punto b coincide con la distancia del punto b al @
punto a. Por ello, suele hablarse simplemente dé la distancia entre los puntos ay b, “
El axioma 4 es conocido como la desigualdad triangular. ' ‘

Es usual designar la distancia entreay b de la siguiente manera: d(ab) = ja—b|. g
Del axioma 4 puede probarse, por induccion completa: X

Es decir, d{a;b) = \/(a,wb1}2+(a2~—b2)2+...+(an—bn)2.

Eata funcidn, para la cual puede demostrarse que verifica los axiomas, es una
distancia en R" llamada distancia euclidea. £l espacio métrico (R",d) correspondien-
te, es el espacio metrico euclideo n-dimensiondl.

En particular, si n =1 es d{a;b) m\/('atb)—?= la=b, o sea, es el espacio me-
trico ya considerado en el ejermplo 1.

i
i
I
i

B Va,Va,.Va,: (a,€E A 3,€E A .. A 8,€E = d(a,ia) 5d(@;a)+... +dlan. ian)),

n
o sea, d{a, ;an)EE d{a_,:a), generalizacion de fa propiedad triangular a n puntos &8
i=2

del espacio. o el B Sin=2a=(a;a)b =(bh,) es d@b) =Via,~b,)+(@-b)"
El conjunto no \.tamo E y la funcion distancia d forman el espacio métrico (E,d).m En este caso, (F2,d) es el espacio méirico euclideo de dos dimensiones, y cada
o Veremos a continuacién algunos ejemplos de espacios metricos. m uno de los elementos del espacio, que es un par ordenado de nimeros reales, pue-
i @ de considerarse como punto del plano. La propiedad triangular corresponde a la pro-
T Ejemplo 1 P piedad geométrica conocida: “En todo tridngulo, la longitud de un lado es menor

. : . . . - m ; la suma de | ;

" [ El conjunto R de los nomeros reales y la distancia, definida como el valor ab-— 1 que L suma E.’, asdt?r_lgitid? de los 2 tros dos 5 . s

soluto o médulo de la diferencia entre dos nUmeros reales, es un espacio métrico.m . a e>_(presmn (@b = (a1~b1) +(e§2 —b,)” es fa formu!a; geométrica que da
eere distancia entre dos puntos por aplicacion del teorema de Pitagoras.

| O sea, (R,d) espacio métrico si VaeRvbeR: d(a:b) = ja—bl.

P dla;b) = ja—b] satisface los axiomas de distancia. Para ello recordamos primero |

j Para verificarlo debemos probar que la funcién d: R? — R definida por la regia G
o) definicién de valor absoluto de un ntimero real x: m

(x| = x si x=0) A {x] = ~x six<0).

Por lo tanto, {ja—bl = a—b si azb} A (ja-b| = b—a si a<b}.

X

i

I 1 os axiomas de distancia corresponden a propiedades demostradas en su opor- ’
| _ tunidad para el valor absoluto de un namero real (Calcuwio 1 - cap. 1). Los axiomam
1

H

1y 2 son consecuencias del Teorema 1: Va: {a+0 = |a|>0). El axioma 3 se verific
por el Teorema 2: lal=|-a|. Bl axioma 4 corresponde al Teorema 7. la-+bl=lal+ibl ’ Consideraciones andlogas pueden hacerse para ia distancia euclidea en el es-
. Fiemplo 2 pacio RS’. cuya_repres'entacién geométrica es el faspgclﬁo tridimeﬂsiona!: ' -

) Empio . “ La distancia euclidea, a pesar de ser la mas utilizada, no es la Unica funcion
También el éonjunto de los nimeros racionales con la distancia definida comm que transforma a F" en un espagcio métrico, como io indican los ejemplos siguientes.
el valor absoluto de la diferencia entre los nlmeros, es un espacio métnco. PR :

) O sea, {Q,d) espacio métrico si d(a;b) = ja—b}. Ejemplo 4

En R" se define d(&;b) = méax {ja,~b|/ieN A i=n}.
O sea, la distancia propuesta es el mayor entre 08 numeros |a, —b,i.ja,—~bolp-rt
la;—b,|. Puede verificarse que esta funcién satisface los axiomas de distancia {dis-

tancia de Minkowski).

Ejemplo 3

Consideremos ahora el conjunto R" formado por todas las n-uplas de nimerod® L s
) reaies. ;
- Ejemplo &

En R" se define ja funcién caracteristica y puede verificarse que es una dis--
tancia:

5 R = /% = (X,X5-7%,) A Vi {ieN ai=n = xeR)}




(d(ab) = 1 si a#b) A (d(a;d) =0 si a=0b).

El espacio métrico se llama discreto.
Ejernplo &

Sea C el conjunto de todas las funciones escalares continuas definidas en
el mtervato cerrado [0;1].
-~ Es-decir, Cpyp =/ {01} — R atfcontinuaf. ——————
‘ La distancia puede darse mediante una integral definida:
H
V1€Cyq.1) Vg€, : difig) =S 1Hx) - g(x)jclx
0
Puede verificarse que se satisfacen los axiomas y, por lo tanto, se confiere una
métrica al espacio de funciones continuas elegido.

Finalmente, puede observarse que cualguier subconjunto no vacio de un con-
junto E es espacio métrico para la misma distancia que conforma el espacio métri-
co (£,d).

EJERCICIOS

1} Probar que d:(ab) — { es una distancia en R2,

2) F’rebar que d: (&; b) la,~b,[ + [a,~b,| es una distancia en R? si

= (a;;8,8,) ¥ b

ia -b i+
1'2' 3)

3} En Cy,) se define: VieC
que d es una distancia.

[0;1]VgeC[D:1]:d{f;g) sup {f{x)—g00l/xe[0;11. Verificar

. Entorno y entorno reducido

La definicién dada para entorno de centro a y radio positivo r en el conjunto de
los niimeros reales puede extenderse simplemente a otros espacios.
Asi como se hizo en R, consideramos a R como espacic mélrico euclideo, o
sea, con la distancia euclidea.
Recordemos la definicidn estudiada en el conjunto R de los nimeros reaies:
E(a,n) = {x/xeR A [x—al<r}.

O sea, entorno de centro a y radio r es @i intervalo abiero (a~r; a + ).

En F?, dado el nimero positivo 1, entorno de centro & = (a,ia,} y radio r es el
conjunto de puntos X = (xy} interiores al circuio de centro (a, ag) y radio r.

Es decir, E(ay) = {&/d(X:a)<r}.
Al considerar, como se ha indicado, la distancia euclidea, es d(¥%;a) = [{~a| =

\/(x a,)?+{y—a,)% donde % = (X;y) ¥ &= (a,;:a,). Por lo tanto,
ia,)0) = {(xy)A/(x-a, )+ {y—a,l<r}.

E(ay) = {x/[x—al<r} o bien E((a,

que significa E'(af) =

Y
Iy
By e e = by
a' hd
E(ancr?

Obseérvese que, al indicar punios dei espacio R2, lo hacemos colocando un guién

%, Sobre la letra mindscula gque designa al punto. En general, haremos lo mismo al in-

" dicar puntos de R* sin > 1.

La definicion de entorno se extiende, sin ninguna dificultad, a R®, donde esta

gy representado por el conjunio de los puntos interiores a una esfera.

Si &= (a,a,a,), es

B0 = {/fx—al<r}t = {(y2)n/(x-a, 2 +{y-a, )2 +z~a)P<r)

E{ar) C Re

Es similar la definicion de entorno en R" para tualquier nGmero natural n > 3

% pero, en este caso, no admite representacion geométrica.

Si el centro no pertenece al entorno, se obtiene Ia definicion de entorno reduci-

. do, andloga a ta definicion sobre la recta.

En R se define entorno reducido de centro a y radio positivo r, de la siguiente

s Manera:

E'(ar) = {x‘/xeﬂ A O<fx~a<r},
E(ar—{a}.

En R% E'(ar) = {R/%€R2 A O<|t~a|<r} =
Six={xy) y a=(a;;a,), es

E(a,r)-{a}.

(431
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E'((a,.a,).r) = {(xiy)/0<v/ (;cua1)2~i~(ymaa)2<r}.

En R%E'(&r) = (x/keR® A O<[k—a&|<r}.
Si % =(xyz) y &={a,;a,:8;). es

E'{(a,ia,8,)r) = {(xyi2)/0<V/ (x—a, )+ (y~8,)2 +{z—a )’ <r}.
Finalmente, en B" vale la misma definicion:

E'(@1) = {/XeR" A 0<[x—a]<r}.

fii. intervalos

A n o .
abion au;;que eg Rn, par‘a n=2, se utilizan casl generalmente los entornos (o esferas
, puede recurrirse también a esferas cerradas y a intervalos abiertos o ce

. ' . N
rados n-dimensionales, extendiendo en forma ldgica las definiciones conocidas'

en R.
Sea &= (a,;a,;..;a) ¥ b={b;b, ask :
(aya,;.a,) v b={b;b,..;b ) con a*b. :
ooty y Ao (x,;xa;f.;xn). obgeibl) #h. Ademas, VkeN: {1=sk=nm=
intervalo abierto (&) = {x/a <x,<b, si 1 =k=n}
Imtervalo cerrado [&b] = {¥/a =x =b, sl 1=ksn}.

2 A= . b
En R® para 8 = {a;;a,), b = (b;;b,} con a,<b, y a,<b,, es

(é;?) = {{x;y}/a, <x<b, A a,<y<b,}.
[&b] = {{(xy)/a,=x=<b, A a,=y=b,}.

Graficamente, (&,b) es el interi : a:b
liyondo oa loden ;) rior de un rectangulo v [3;b] es el rectangulo, in-

Yy . ¥

oI e o 3
| V/*?b by :
azmmmwm___.éI j/.? Bjr——— él
: | 1
s b, X
{éls} ‘ l [éls]ag b1 X

Obsérvese gue un rectan i :

- gulo abierto o cerrado es un intervalo, y se lo debe

gimgpar con e;gtremos en el vértice inferior izquierdo y en el vértice superior derecho.
F gjempto, si queremos anotar como imtervalo al conjunto A = {{x;y)/3<x<6 A

A —2<y<0}, para a = (3;-2) y b= (6:0), es A= (&b).

E“ ‘ l el H lt@ VBEO cot |eSp(}“ 1 [ Iped[) ciayen I y
H R de a pa a]elep i Cl dO
y o ne Eas caras

6

e
_..-—+—- ————
H
!
K
1
£
1
i
S e
N

(&:6) = {(cy2)/a,<x<b, n 8,<y<by n 8;<2<Dy}
[ab] = {(xyizy/a,=x=b, A 8,Sy=b, A a,=z=hy}.

V. Conjunto acotado

£l conjunto C, incluido en R", estd acot
positivo k tal que VX (xeC = [Kl<k).

Obsérvese que [ = [k=0] = VX{+xE+... 3.

Es decir, un conjunto en R" esté acotado si y solo si puede incluirse en un en-
torno con centro en el origen.

De la definicién surge de inme
cluirse también en un entorno cerra

ado st y solo si existe un nimero real

diato que cualquier conjunte acotado puede in-
do y en algan intervalo abierto o cerrado.

Dafinicion

Diametro de un conjunto acot
formado con todas las distancias entre pares de pu

ado ©, incluido en R, es el supremo del conjunto
ntos pertenecientes a C.

Ejemplo 1
Consideremos ef entorno plano de centro (2:2) y radio 1.

vi
3
-
P
7N ™~
obed—ofl I\
j% A,/j \
i y
| | o
2 4 X

Se trata de un conjunto acotado pues esta tnciuido, por ejemplo, en el entorno

centrado en ef origen y radio 4.
7



Por o tanto, k = 4 es una cota del conjunto pues Vx: (ieE((O;O)J)m x| <4}, EJERCICIOS

Ef entorno de centro en el origen y radio 1 + /8 es el entorno de menor radio,
tentrado en el origen, que lo incluye.

El didmetro es el nimero 2, que es el supremo del conjunto de todas las dis-
tancias entre pares de puntos del misme, pero no es su maximo ya que, al np per-
tenecer al entorno los puntos de la circunferencia, no existe una distancia maxima
entre pares de puntos del entorno.

. Ejemplo 2

1) Caracterizar los sigulentes conjuntos:

NS /A

Sea A = {{(xy)/~1=x=4 A —1=y=3},

1 X i
B
P A
: z,
e y y
=17 / o A : X b __‘,_.5,‘;, ”
] DS 2

El conjunto esta acotado Y puede incluirse en cuaiquier entorno centrado en el
origen y radio mayor que 5. Obsérvese que el entorno de centro {0;0) y radio 5 no
incluye al conjunto pues el punto {4;3) € A y no pertenece al entorno,

£n este caso, no existe ningtn entorno con radio minimo entfe todos los que
incluyen al conjunto A. o

El didmetro del conjunto es el nimero /52742 = V41 que es el supremo del =s
conjunte de todas las distancias entre pares de puntos del mismo. También es el G
maximo pues es fa distancia entre dos vértices opuestos del rectangulo dado. '

(U rr—— A
My :

2} Para cada uno de los conjuntos del ejercicio anterior ver s son acotados. Silo
son, dar el diametro. . .
3) Graficar en B2 el conjunto A = {{xy)/0<Vx2+y?<2 v (xyy) = (4;1)}. Hallar su dia

metro. . )
4} Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con centro en el of

gen, que lo incluya. Indicar en cada caso, si existe alguno de ellos con radio
»
minimo.

Ejernplo 3 ' 3
B = {x;y}/0<\/x2ry2<q (X)) = (4004

A = {{(xy)/{x—2) +(y—4)*<1}
n+1
n

,/
s

I

mz(//\%

1
: = 22 e TEN A TTENT.
B = {uy)/x = AY oA neN A

i

C = {(x;y;2)/0<v/x2+y2 +22<3},

V. Punio de acumulacion

— i i de inmediato de R a R*{n=2)
El"conjunto esta acotado y una cota, por sjemplo, es el ntmero 5, pues B esta I:.a definicion de punto de g}t:guéae?;g; :;] :;t'c?;gi o y dé entorno reducido co-
incluido en el enforno de centro {0;0) y radio 5. No existe un entorno con radio rmi- n e consagsé?en;‘it%sen cada espacio,
nimo entre todos los que lo incluyen. Su didmetro es 6. wY rresp :

8

~ . o



Sea CCR". Bl 5
= . punto a = (a - T
de acumnulacion 0 8= (@;8--13,), que puede o no perte
0¥ o meno de C si y sdlo si a todo entormo reducid pd necera G, es punto
s. Un punto del conjunto C. 0, de centro &, pertenece

Puede probarse i
, con la misma d i
torno de un punt I8 ermostracion dada en R .
© finito no punto de acumulacién hay infinitos puntos del + Que en cualquier en-
puede tener puntos de acumulacion conjunto y que un conjun-

El conjunto formad
, i o por to
conjunto derivado C', por tados los puntos de acumuiacisn del conjunto C es ef

Un conjunto es c ]
Un _ errado si y soio si le
lacion. Es decir, C cerrado < C'CC (ver geé};eun'gc:f . lc;c:)osz}sus puios de acumu-
Ejemplo 1

SeaC = {(x;y)/|x|<1
' A lyl=2}. Represe i
, en tal s ntario grafic o i
y caso, hallar su didmetro. Hallar C' e ingicar :inzn:g;wizﬁ;ga?! o5 acotado
es cerrado.

NN
&k\_t\mm

C es un conj
onjunto acotado pues, por ejemplo, CCE(D,3). Su diametro es 2VE,

C' = {{x;y)/ '
{x;y)/Ixl=1 A yl=2} C no'es cerrado pues, por ejemplo, (1,0) €C A {1 0)#0
AT A{1; N

Ejemplo 2

B = {(x;y)/ 0<v/ (x— 1)2+{y— 21},

Se trata de un i
os 2. entorno reducido B = E'((1;2),1). Esta acotado y su diametro

B = {I(x;y)/v’_x:?ﬁ‘_-r_
(1;2)eB’ A (1;2)#3‘( }E+(y—-2)2=4}). B no es cerrado pues, por ejemplo
Ejemplo 3

Cm X :-_--i 1
{(xy)/x o Y= A neN A meNJ.
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metro es /2.

C es un conjunto acotado y su dié
' = (g (k=0 Ay = A meN)vly =0 A X = L o e vicy) =

C no es cerrado pues {0;00€C A (0:0)¢C.

(0:00}

Ejemplo 4

Veamos el caso similar al anterior, en el espacio ridimensional.

vy Ay m Az =

A= {xy2)/x =T AY="5A z=m A neN ~ meN A seN}

es /3, El punto (0;0:0), por ejemplo, es punto de
al conjunto. Por ko tanto, A no gs cerrado. Tambien
untos cuyas coordenadas son del tipo siguiente:

A esta acotado y su digmetro
acurnulacion de A y no pertenece
son puntos de acumulacion los p

(0;0;%), (O:»%;O), (%—;0;0). (%;—:ﬁ;O). (—:1-;0;—;—), (0;~:—n;-1§-}, con neN A meN A seN.
Observemos, por ejemplo, el punto {0;0;1) que no perienece al conjunto A. Gorn-
sideremos un entorno reducido con centro en dicho punto y radio e=-1—16~6. A

! :—1“-%;1)‘ con n>100y m>100.

dicho entorno pertenecen los puntos del conjunto (»r?

Para cuaiquier radic €, hasta tomar n>—j{ y m>%' Luego, (0:0;1) es punio de

acumulacion de A. Lo rismo sucede con los demas puntes indicados.

£JERCICIOS
1) Probar gue la unién de dos conjurnt

la interseccion.
tos siguientes, hallar el conjunto derivado y verificar

2y Para cada uno de los conjun
st el conjunio inicial es cerrado o no lo es. Previamente graficarlos, s €s posible.

A = {(y)/OE+4y? =16} B = {{(xy)/x—vyl=2}
C= {(x;y;z)/x2+y2+zz<9} D = {(xy)/x>0 Ay =2}
E = {(xy)/ (X|>2 AlylsB) v xy) = ©O)  F = {0xy)/xy=0}

os cerrados es un conjunto cerrado. idem para

11



G= {(x;y)/0<\/(x—1)2+(y+3)2<5}
H = {toy)/ (k- 1]=2 a ly+2]=5) v (xy) = (4:2)}
Vi. Punto interior

Sea CCR", Efpunto 4 € C es interior al ¢

_ onjunto C si y sdlo si exi
€ON centro en 3, totaimente incluido en C. Y $i existe un entorno

Es decir, a inferior a C le=» 3B(3): B(EH)CE.

Ejemplo 4

D= E’((2;4;3),1). D es el entorno reducido, incluido en R3, cuyo'ceniro es
(2:4:3) y cuyo radio es 1.
D, como todo entorno, es un cenjunto ablerto pues todos sus puntos son inte-

riores.
Demostraremos esta propiedad.

Teorema

GF ccn;‘gnto de ios.punto.s interiores al conjunto C, o designamos C
Cn cbqnjunto es abierto si y 60 si todos sus puntos son interiores.
abierto ¢ 1C, = C (ver Célculo 1 - cap. 2).

Ejamplo 1

-

A = {(xy)/ %y >0}

A esta formado por el primer
‘ Y tercer cuadrantes, exciu j
denados. A = Ay A es un conjunte abierto, Vendo ambos ejes coor-

Ejempin 2
Cm{(x;y)/x =.,,.j_,\ mi N
a Y m " EN A meN3.

Ningun punto de C es interior al con
sus puntos, en todo entorno del
al conjunto.

. junfo, pues, considerando cualquiera de
mismo hay siempre algtin punto gque no pertenece

Efemplo 3

B = {{(xy)/4<x®+y2=<g)

B, = {(x;y)/4<x?+yi<g),

B¢_B.,. En efecto, el punto {3;0),

rior al mismo. por ejempio, pertenece al conjunto y no es inte-

12
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Un entorno es un conjunto abierto. : :
El teorema, vélide en R" para cualquier valor natural de n, sera demostrado
para n = 2. Recurrimos, para su clarificacién, a un gréfico en el plano.

% Demositracién

Consideramos E(&,1, es decir, un entorno de centro a y radio r>0. Por definicion,
es E(a,r) = {X/|x—&|<r}.

Para probar que es un cohjunto abierto debemos probar que cualguier punio del
conjunto es interior al mismo. O sea, si X, es un punto cualquiera que pertenece al
entorno, hay que demostrar que existe E(X )CE(&.n.

Como X,eE(&,r) es: [x,—al<r.

Sea [%,—a| = €. Probaremos que el entorno de centro X, y radio r—€ esta inclul-
do en el entorno dado.

En efecto, si keE(X,,r— €), seglin id propiedad triangular, es: —a8|=[x—% \+ %, 8.

Como [k-%i<r-e y [%,—& = € resulta X—-a|<(r—€)+e=r.

O sea, |[x—ai<r y entonces XeE(ar).

Luego, Vx: (ReE(X,, r—€) = XeE(a,r)).

Por lo tanto, queda probadoe que existe E(X,, r—¢) incluido en E(ar), y X, es in-
terior al conjunto E(a,r). Como %, es un punto cualquiera del conjunto, éste es un

conjunto abiertg. )
(En el gréfico puede observarse que cualquier enforna de centro X, v radio po-

sitivo s<r—€, también est4 incluido en ¢! congunto.)

EJERCICIOS

1) Demostrar que la unién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto. idem
para la interseccién.

13
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2} Graficar cada uno de los siguientes conjuntos y hallar sus puntos interiores. 1.
dicar si el conjunto inicial es abierto o no 1o es.

A=y} |2x—yl=8). B = {puy)/|x+3y]>1}
C = {xy)/{X|<2 A lyl>1) v (xy) = (0;0)}.
D = {{x; 2/x2+y2—6x+4y =12}

VIi. Punto aislado, exterior, frontera

Punto aislado

Sea CCR". El punto 2€C es aislado si y s6lo si existe un entomo reducido de
& al cual no pertenece ningdin punto de C.

O sea, a aislado en C = aeC A AE'@)V/E'(BEINC = ¢+
En el conjunto A = {{xy)/x = Jn"% AY= »m:f; ~ meN A neN}, todos sus puntos
son aistados.

Punto exierior

Sea CCR. Un punto & es exterior al conjunto C si y stlo si existe un entorno
de & al cual no pertenece ningin punto de C. O sea, existe un entorno de 3 incluido
totalmente en e complemento de C.

Es decir, & exterior a C < IE@E)/EEFINC = ¢.
Al conjunto de todos los punies exteriores al conjunto C, lo designamos C..

Punio frontera

Sea CCR". Un punto & es frontera del conjunto C si y solo si & no es interior
ni exterior al misma.

Por lo tanie, en todo entorno de un punto frontera hay puntos que pertenacen
al conjunto y también puntos que no le perienecen.

La frontera de un conjunto es el conjunto al cual pertenecen todos sus puntos
frontera. La designamos C,.

Ejfemplo 1
Hallar puntos aistados y exteriores del conjunto A. Dar también su frontera,

A= iyl xe+yR<1)
y

Z

4
T
/
/7

-

A

1 X

-

‘\
A\
~

El conjunto de puntos exteriores es A, = {eyy e +y?>1l,

E! conjunto A no tiene puntos aislados. R .
L a frontera de A es la circunferencia con centro en el origen y radio 1.

A, = {xy)/E+yE = 1

Ejemplo 2
Analizar el conjunto sigutente:
B = {(uy)/(x—21<1 A y—1}s2) vx = 4 v (xy) = (52}
El conjunto B no esté acotado. B’ = o)/ (1=X=3 A ~1sy=3)vx = 4}

Obsérvese que los puntos de larectax = 4 son puntos de acumulacion del con-

iunto B en R pues verifican la definicion. o
: B no es cerrado pues B’¢B. Por ejemplo, (1;,0)€B" A (1 ,0)9!8.

% -

e

%<3 p —1<y<3L. Bnoes

i tos interiores es B, = {(xy) 1<
£! conjunto de pun ] Smcion x = 4 pertenecen

ablerto pues, por ejemplo, los puntos de la recta de e
conjunto pere no son interiores al misrmno.

B, = {lxy)/ (x-2l>1v ly=1=2) A x#4 A Ouy)E52))

El punto (5;2) es un punto aislado.
La fromtera

B, = {(x;,y)/(x =1 A -15y=3)v{X= 32 —153{512 vs(‘yz):';J A T=x=3) v
viy =3 A 1=sxs3}vx=4v(y) {5;

Obsérvese que un punto aislado es siempre frontera pues no es Interior ni ex-

terior al conjunto. . : o
Obsér\ﬂiase también que a un conjunto abierto no puede pettenecerle ningun

punto frontera. En cambio, un conjunto cerrado siempre incluye a su frontera, Etn-
tonces, si a un conjunto le pertenecen algunos de sus puntos frontera, pero no o

dos, no es abierto ni cerrado.
18



~—Conjunio perfecto

.Conjunte compacto

Un conjunto es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Conjunto denso en si

Un conjunte es denso en si, si y solo si todos sus puntos son de acumulacion

Viil. Algunas propiedades

Pueden probarse, adecuando las demostraciones ya vistas en R, propiedades
de conjuntos cerrados o abiertos en B

La union de dos conjuntos cerrados en R es un conjunto cerrado y también lo
es su interseccién. La propiedad puede extenderse a la union de una familia finita
de conjuntos cerrados en R y a la interseccion de una famifia cualquiera de con-
juntos cerrados.

Un conjunto es perfecto si y s6lo si es cerrado y denso en sl

El conjunto A del ejemplo 1 (pag. 14) no es compacio pues, aunque esta aco-
tado, no €s cerrado. Es‘ denso en si pues todos sus puntos son de acumutacion.
El conjunto B, dei ejemplo 2, no es compacto pues no es cerrado hi estd aco-

}ad_q. Tampoco es denso en si pues el punto (5,2) le pertenece y no es de acumu-
acion. -

EJERCICIOS

1) Dados los siguientes copjuntos en R2: a) graficarlos; b) hallar el conjunto deri-
vado v el de sus puntos interiores; ¢) clasificar los conjuntos iniciales ‘en abiertos
0 cetrados; d) hallar su frontera. ‘

A = {(xy)/ix—yl=4 A ly-4]<2}.

B = {{xy)C+y*>8y-15 A y2—By=-12-x?},
C={{xy)E+2x<y +3 A |x+2i=2}.

D = {{x;y)/y?<2x+4 A 2x+y2<d4}.

2) Grafzfzar fos siguientes cpnjuntos en R, Hallar puntos de acumulacion, interiores,
exteriores y frontera. Indicar si los conjuntos iniciales sen cerrados, abiertos, com
pactos, perfectos o densos en si.

A= {(xy)/x2+y2s1). B= {tayy e ryE>1},

C = {(xy}/x®+y?<4} ~ {(xy)/x=0 A y = 0}.

D= {(xy)/]x+yl=2}.  E = {{xy}/ (+y2—4)- (x2+y2~9)>0.
F = {{xy)/0<x==1 A O<y<t A X#y}h ‘

H = {yl/ (k=<2 A x>y} v () = (31}

3) idem en R® para:
A = {(Gyz) e ry? +zR=1), B = {puysz)/ 2+ y2+922 <1},
C = {{(xy2)/xl<2 A yl=1 A lz]=2).

4) Analizar los siguientes conjuntos en R?:
A = {{xy)/Ix+2y|>3 v [x—y] = 0}.
B = {{(xiy)/}x+2y|>3 v x+2y} = 0}
C=g((23)4) D= E((-4:1),2)

16

La union de dos conjuntos abierfos en K" es un conjunto abierto y tambiénto

es su interseccion. La propledad se extiende a la interseccion de una familia finita
de conjuntos ablertos y a la unidn de cualquier familia de conjunios abiertos.
Obsérvese que la propledad de la unidn de una familia de conjuntos cerrados,
asi como la interseccidn de ablertos, se refiere exclusivamente a familias finitas. Si
la familia es infinita, la unién no es necesariamente un conjunto cerrado ni la inter-

seccién abierto.
Un ejemplo simple puede darse en IR con la siguiente familia de conjuntos

abiertos.

Ap= (=11, A=(- —-;—;%)...An = (- —:—!-;—1—)...

1

vheN: A, = (- me;%—} es un conjumto abierio.

Consideremos la interseccion de los infinitos intervalos.
o

Es ﬂ A, = {0} y {0} ro es un conjunto abilerto.
h=1

Demostraremos algunas propiedades gue utilizaremos en R2

Teorema

Sea (A} una sucesi6n de intervalos cerrados bidimensionales {rectangulos ce-
rrados de lados paralelos a los ejes). Si cada uno de ellos esté incluido en el anterior
y las longitudes de sus lados tienden simultdneamente a cero, entonces la intersec-

cion de los infinitos rectangulos es un Unico punio,
{Este teorema corresponde al de intervalos encajados en R — Célculo 1, cap.

23
El reciangulo A, es el intervalo cerrado bidimensional {é,;&}.
Si &, = (a,;a)} y b, = (b,b}}, el rectangulo A, es el conjunto
A, = {{xy)/a,=x=b, A asy=b}.

Andlogamente A, = {{x;y)/a,=x=b, A a;syﬁbé}.

A, = {{xy)a =sx=b, A a";ysb;}.

17
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Ademas,
A DA DA DDA DLDA D A iggnx(bnmaﬂ) =0 Iirgx(b;—a;) = 0.

La proyeccion sobre el eje x del recténgulo A es el intervalo cerrado fa b} fa
del rectédngulo A2 es [323b2]- etc. O sea, {a ﬁb;}' [az;bz],...[ah;bh]... forman una suce-
sion de intervalos encajados, sobre el eje x, cuyas longitudes tienden a cero. De
acuerdo con el teorema en una dimensidn, su interseccion es un Unicd namero
real x,.

Considerando las proyecciones de los rectangulos sobre el efe y, obtenemos otro
encaje de intervalos cuyas longitudes tienden a cero:

fa;ibi], [azb,l...[a):b; ... que determinan, como interseccion, un Unico nime-
ro real y,.

E! punto & = {x,;y,) verifica la tesis del teorema.

- En primer lugar, pertenece a todos los rectangulos, pues

[+ o] [+2]
X, = Q la,b, A Y, = Q [ar:b!].

Ademés_, ambos son dnicos por el teorema de intervalos encajados en R.
Luego, & = (x,}y,) es el tnico punto gue pertenece & todos los rectdngulos.

Teorema de Bolzanc-Weierstrass (en RB?)

“3‘0(':!0 conjunto infinito y acotado tiene un punto de acumulacién. (E! enunciado
es el mismo que en una dimension y la demostracién que daremos puede extender-
se a cualquier dimensién.)

Consideramos un conjunto A tal que ACR? y A infinito y acotado. Como es un
cqnjunto acotado, se lo puede ingluir en un entorno de radio k>0 y centro en el
otigen. Este entorno, a su vez, puede incluirse en un rectangulo cerrado, de lado
2k, centrado en el origen, '

18
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Subdividiendo este cuadrado A, en cuatro cuadrados, a uno de estos cuadrados
pertenecen infinitos elementos del conjunte A. Sea éste A,. (Si cada uno de los cua-
tro cuadrados tuviese solamente un ndmero finito de elementos de A, su unién, o
sea, el cuadrado Inicial A, tendrfa soiamente un nimero finito de elementos de A)

Por lo tanto, A, es un cuadrado, cuya longitud de lado es k, al cual le pertene-
cen infinitos elementos del conjunto A. ‘

‘Subdividiendo A, de la misma manera, sea A, el cuadrado que tiene infinitos

elementos de A y la longitud de su lado es % Andlogamente, para As' ta lon-

gitud de su lado es % y asi sucesivamente A, es el cuadrado cuyo lado tiene
longitud —2:—_1 que contiene infinitos elementos del conjunto A.

Se ha formado, entonces, una sucesion de rectangulos encajados, cuyos lados
tienen longitudes que tienden a cero. Sea a la imerseccion de esos infinics rectan-
gulos, segun el teorema anterior, Probaremos que & es punto de acumulacion del
conjunta A, ' g

Consideremos un entorno cualguiera de centro &y radio €>0. En ese entorno
puede incluirse un cuadrado A, de la sucesion. Basta para ello que su diagonal sea
fenor que 2€ y ello es posible porque las fongitudes de las diagonales tienden a
cero con las de los lados.
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A ese cuadrado A, pertenecen infinitos puntos de A, y por lo tanto, hay algin
punto x#4 tal que keA y keE(&;€). Luego, & es punto de acumulacion de A.

¢ Propiedad de Boret

Ei teorema de Borel también es valido en R". Definimos primere’ cubrimiento
abierto de un conjunto A.
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La familia F de conjuntos es un cubrimienta abierio de A siy solo si:
19) F={F}y VneN:F_es un conjunto abierto;

n

2°) cada uno de los puntos del conjunto A pertenece, por lo menos, a uno de log
conjuntos F_. O sea, VXeATF €F tal que XeF,,
El cubrimiento es infinito si la §

amilia F esta formada por infinitos conjuntos y
finito en caso contrario.

Teorema

Sea ACR". Si A es un conjunto cérrado y acotado {compacte), y F es un cu-
brimiento abierto de A, entonces existe un subconjunto finito de F que también re-
cubre a A. (La demostracion es andloga a la vista en Calcuio 1 - cap. 2.)

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 1
Seccidén v

WA= {xy/=syl B = {{xy)/x2%°+y?a2<a?b? A X2 +y?>h?.
C={0xy)/2x+5y<10}. D = {{xy)/0=x<2 A O=y<2 A x#y A xFE2-y),
2) didm.B = 2a didm. D = /2 3) didm. A = 2++/17

4} AC E((O;O)JO). &l entorno centrado en el origeny radio r = 1+2v/5 es el de radio
minime que incluye a A.

BCE((0,0),5) CCE((0:0:0),10). El mismo conjunto C es el de radio minimo y
centro en el origen que incluye af conjunto.

Seccion v

2)-A=A A es cerrado
C = {{(xy2) 2 +y2 4 22=9).
D= {tay)/x=0 A y <2},
E = {{xy)/|x]=2 A ly[=3]. E no es cerrado.
FF=F Focerade @ = {0y} (x~1)2+{y+3)2=25).
H = {(y)/[x=1]=2 A ly+2}=5}. H no es cerrado.

B'=8B B es cerrado.
C no es cerrado,
D no es cerrado.

G rno es cerrado.

Seccion Vi
2) A = {(xy)/[2x—y|<5}. A no es abierto.
B =B B es abiento.

C. = {lxy) <2 A lyl>1).
D, = ¢ D no es abierto.

C no es abierto.

20
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Seccion Vil
1} A = {{xy)/[x—yl=4 A |y—4j=2} A no es cerrado.
A= {(xy)se—yi<d a ly—4<2} A no es abierto.
Ag={(xy)/{y = 2 A ~2x=6) v (y = 6 A 2=x=10) v (y = X—4 A 25y=<6) v
vy = x+4 A 2=y=6)}.

Y

»--:-:é\a N
N

-
Pl v
vl o
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*

B = {{(xy)/ %2 +{y—-4)2=1 A 2+ {y—4)2=4)}
B, = {(x;y)/x¥+{y—4)2=1 A X2+ ({y—-4)2<4}
B, = {{xy)/x®+(y—4) = 1vP+(y-4) = 4},

B no es cerrado.
B no es ahiero.

¢

C' = {{xy)/ y=x?+2x~3 A —4=x=0}  © no es cerrado.

C, = {{(xiy)/y>x2+2x-3 A ~4<x<0}  C no es abierto.

Cy= {xy)/{y = 5 A ~4=x=0)v (x = 0 o ~3y=5)y{y = (x+1)2-4 A
A "-45)(‘50)}.

‘mwm
o

-4
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D = {(x;y)/%yz—zﬁxszm %ya}. D no es cerrado.
D=D D es abierto.

Dy = {xyi(x = %y2~2 A =25y y (x = 2~ _%. y2 A —2sy=<D)}.

2) A=A A cerrado A = {[xy)x®+y* <1} A no es abierto.

22

A, =yl xE+y?>1) A = {{xy)/x3+y2 = 1} A es compacto, denso en si y

perfecio.

B’ = {(xy)/x®+y?=1}  Bno es cerradc B,=B B esablerto.
B, = ey x2+y2<1). B, = {(xy)/x?+y? = 1)
B no es compacto ni perfecto. B es denso en si.’
C' = {{cy)/x2+y?=4}  C no es cerrado.
G, =C  Ces abiero. _
= {(Gy)/ 2 +yE>4} = {{xy)/xE+y? = 4} U {{xiy)/y = O A O=x=2}.
C no es compacto. Es denso en si. No es perfecto.

D" = {{x;y)/|[x+y|=2} D es cerrado.
D, = {{xy)/ix+yi<2} D no es abierto.
D, = {xy)/|x+y[>2y D, = {(x;y)/Ix+yl = 2}.

D no es compacto. D es denso en si y perfecto.

» W 3

E' = {0yl (E+yE—-4) (¥ +y?-9)20} E no es cerrado.

E,=E Eesabierto E = {(xy)/ pE+yR—4) 02 +yE-9)<O}.
E, = {6y)/ (F+y*—4) (¥ +y?~9) = O}

£ no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

/iy,
7 /% //,
v

__,/E

Froe {(xy)/0=x=1 A Osy=1}  F no es cerrado.
F, = F={(xyyx =1}  F no es abierto.

Fo= {{xy)/(0=x=1 ny=0)v{0=xstay= Ty (x=0a0=sy=st)v

vi{x= 1 A O=y=1)v (x=y A 0<x<1)}.
F no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

W
Tk,
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H = {(x;yV/ix|=2 A xzy} H es cerrado.

H, = H-{{3;1}} H no es abierto.

H, = {(xy)/y>xv (x[>2 A ()= (31}

(3;1) es un punto aisiado.

He = {(xy}/ (x| = 2 A xzy}v (<2 A x =y} U {{3;1)}.
H no es compacio ni denso en si. No es perfecto.

///@

\\
/17
32
Fr=3  ~1 “: %////////;
27
3" ¥
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| .\/’}? bl ” ‘-;2-]— |
VI ‘ =

G/ R - B = {(x;y)/|[x+2y|=3vx=~2y} B no es cerrado.

B, = {(xy)/|x+2yi>3} B no es abierto.
B, = {(ay)/Ix+2y|<3 A x#-2y}.
y = {{xy)/x+2y[ = Bvx = -2y}
B no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

v

A=A Aescerrado A = {{(yz)/x*+y?+22>1} A no es abierto. - | . y= :3.'.’* X y
A, = {xy2)/ Fy?+22<1) A= {(eyz) xFy? bz o 1), T ” 2{[/[%

A es denso en si y perfecto. No es compacto.

B’ = {{xyz})/x*+y*+92°=1} B rno es cerrado.
B,=B Besabieto B, = {{xyz)/+y?+922>1}.
B, = {(xy:2)/ @ +y2+82°7 = 1} B no es compacto ni perfecto. Es denso en si.

C' = {(y2)/[X=2 A |¥|=1 A [2I=2}  C no es cerrado.

G, = {(qyiz)/[d<2 A lyl<1 A lz]<2}  'C no es abierto. ‘ i

C, = {{xyz)/ix|=2v [yl=tv 2|2} s

Cp = {ixy2/ (I = 2 A =1 & fzf=2)v (XI=2 A .= 1 A 21=2) v (=2 A ‘
Alyl=t Al = 2

C' = {(xy)/{x~2)2+(y—3)2=18}" C no es cerrado.
C,=C Cesabierto C, = {xy)/{x—2)2+{y-3)>18}.

Es denso en si. No es perfecto ni compacto. - gr!] :[ {(y)/(x—2)2+(y-3)2 =16}  C no es compacto ni perfecto. Es denso
A" = {{y) x+2yl=8v x =y}  Ano es cerrado. D' = {{xy)/(x-+4)2+{y~1)?=4} D no es cerrado.

A = {(xy)/|x+2y[>3} A no es abierto. i D=0 Desabieto D, = {xy)/{x+472+(y—~1)2>4}.

Ao = Ly} r2y]<3 n xay). - Dy = {(xy)/ (x+ 412+ (y—1)% = 4} U {(~411)}.

Ay = {xy)/x+2y] = Bv (x =y A —T<x<1). A il Es denso en si. No es compacto ni perfecto.

A no es compacto ni perfecto. Es denso en si. Sl
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2. VECTORES

El material de este capitulo no corresponde, de manera directa, al calculo. Ge-
neraimente los alumnos ya lo conocen, por haberlo estudiado, en forma mucho mas
completa, en &lgebra lineal o en geometrfa analitica.

He ubicado en este capilulo definiciones y propiedades que seran usadas en ef
iibro, en especial para el estudio de funciones vectoriales y campos vectoriales,

. 8i el estudiante las tiene presentes, puede obviar la lectura de este capitulo y
recurrir a &l cuando necesite recordar algunas nociones vectoriales o de geometria
analitica que se utilizardn mas adelante.

l. Espacio vectorial

Consideramos primero la definicidn de la estructura de espacio vectoriat para
cualquier conjunto V, no vacio, respecto de un cuerpo conmutativo (K, +, -).

Sean @ y 11 dos operaciones.

(V. @, K, D) es espacio vectorial si y s0lo si se verifica;

1) {V, @) es grupo conmutativo, _

2) 3 es una ley de composicién externa con operadores o escalares en K.
O sea: 0:KxV— V/VaeKYieV: anveV. _

3) Ia ley externa satisface la asociatividad, enunciada asf:

VaeKYBeKYVeV: (o BIOV = an(Bv).

4) la ley externa es distributiva respecto de la adicién en K. Propiedad enun-
ciada asi:

VaeKVBeKYVEV: (o+ BV = (aDV)@(BLV).

5) la ley externa es distributiva respecto de ia adicién en V. Propiedad gue se
indica:

VaeKVkeVVieV: al(kDY) = {anX)®{anl).

6} la unidad del cuerpo es elemento neutro para la ley externa.
O sea: ¥VveV: 10V = ¥, donde 1 es la unidad en el cuerpo (K, +, )
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El conjunto K recibe el nombre de conjunto de escalares y cada uno de sus
elementos es un escalar. El conjunto V es el conjunto de vectores y cada uno de sus
elementos es un vector.

+ y - son las leyes internas en el cuerpo y se flaman adicidn y multiplicacion
de escalares. La ley interna @, definida en V, es la adicion de vectores, y la ley ex-
terna o es la multiplicacion de escalar por vector.

Obsérvese que la ley externa se define como funcion de KxV en V, y como el
producto cartesiano no es conmutative, no tiene sentido cambiar el orden y maulti-
plicar vector por escalar.

El produclo de un escalar por un vector es, como ya se ha indicado, un vector.
El neutro para la adicion en V es el vector nulo, que se designa G.

He usado simbolos diferentes para designar las operaciones en K y en V, con
el objeto de clarificar Jas nociones iniciales que caracterizan la estructura abstracta
de espacio vectorial. Si bien los simbolos diferentes permiten aclarar dichas nocio-
nes, en el uso repetido complican y hacen muy tediosa la notacidén. Por eso, una vez
comprendido su significado, prescindiremos de ellos al trabajar con ef tdnico modelo
que nos interesa en este texto, que es R" con escalares en B. Es decir, al vector
@y lo designamos simplemente X+¥, al vector aov lo Indicamos oV, etcétera.

Comenzamos con un modelo simple de espacio vectorial, considerando como
conjunto de vectores al conjunto R? y como conjunto de escalares al conjunto R de
los niimeros reales.

Para verlficar que (R°, @&, R, o} es espacio vectorial, definimos las dos leyes
de composicion:

1} la adicién de vectores es (a;b)®{c;d) = (a+c;b+d).

Obsérvese que la adicion en e! primer miembro es & (en R?) y la que aparece
en el segundo miembro es + (en R). .

Puede verificarse de inmediato que 12, con @&, adquiere estructura de grupo
conmutativo donde el vector nulo es (0:0). :

2} la multiplicacion de un escalar por un vector es efi(ab) = (a-aa-b).

Puede probarse ahora, en forma muy sencilla, que se satisfacen los restantes
axiornas de espacio vectorial.

Para simplificar la notacion, como hemos anticipado, nos referimos al espacio
vectorial R? con escalares en B,

Por lo tanto, un elemento perteneciente a R? es un vector. Si el vector es
v = (a;b), a es la primera componente y b la segunda y puede representarse en el
plano por el punto de abscisa a y ordenada b. El vector nuto corresponde al origen.

¥

Do — ¥ = {a;b)

En geometria y en fisica es usual representar un vector mediante una flecha
con extremo iniciat en el origen de coordenadas y extremo final en ef punto indicado
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en el plano. La recta determinada es |a direccion del vector v los extremos dan el
sentido. La suma de dos vectores es un vector cuyas componentes son ordenada-
mente las sumas de las componentes respectivas. El vector opuesto es un vector
cuyas componenies son [os nameros opuestos de las componentes iniciales.

Geométricarmnente, la suma de vectores se obtiene utilizando la conocida “regla
del paralelograma’.

Otro ejempio de espacio veclorial que utiizarernos es el de R con escalares
en R. Todo elemento de R* puade representarse mediante un punto del espacio
tridimensional o un vector con tres componentes.

Utilizaremos la terna dextrogira o derecha. {Si colocamas el dedo pulgar de 1a
mano derecha en la direccion positiva del eje x, y el indice en el sentido positivo det
ele y. el dedo central indica naturalmente la direccion positiva del eje z.)

G
\\\\
Hlabic)
|
i b
. [ Yy X
~~. b7
[ A — b
{ab)
% ferna dextrogira ¥ terna levogira

En general, el conjunto K" tambien adquasre estructura de espacic vectonal
para cualguier n>3, con escalares en K. Para eilo se definen la ley interna y 1a ley
externa en forma andloga a la realizada en R y R%.

Igualdad de vectores en R”®

Considerando la igualdad de n-uplas, dos vectores son iguales st y s6lo si sus
componentes son respectivamente iguales,
Es decirt X = § o Vii{x =y, A 1=isn A neN).
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Esto permite considerar siempre vectores cuyo origen coincide con el origen de
coordenadas.

N

i

B

£n B2, por elemplo, sea
&= (a,;a,) A b= (b, —Xiy %)

d=bena =b % a, = b,—X,.

Norma de un vector en R®

Si consideramos la métrica euclidea, la distancia de un punto al origen se de-
nomina norma, longitud o modulo del vector correspondiente.

Six = X Xyiax,) €8 [} = VEHE++xE o sea, [§| = ZXJ
En R: |1 = V/xZ, propiedad ya vista para médulo de un namero real.

En F2: x| = v/%?+y2, efcétera,
Un vector es unitario si y s6lo si su norma es 1. Se lo denomina versor.

il. Dependencia lineal
Definicion 1
En R" el vecior & es combinacidn lineag de los vectores & 1,é2,._.,és si y s6lo si
existen escalares « I,aa,.‘...as tales que & =g: @B,
Definicion 2

Un conjunto {a,,az,, 4.} de s vectores de R" es linealmente independiente si
y solo si la tnica combinacion fineal de los mismos que da ef vector nulo tiene todos
los escalares nulos. °

En simbolos:

k)
{a,,8,,..8,} linealmente indep. en R" ¢ > a5 =0 = Vi e, = 0.
i=1
Por ejemplo, en F? los vectores 1= (1,0) y | = {0:1) forman un conjunte lineal-
mente independiente.
) Andlogamente, en R? los vectores coordenados unitarios:
T= (1,00, 1= (0;1;,0) yk = (0:0;1} forman un conjunto {inealmente mc&ependcente
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Si un conjunto de vectores de un mismo espacio no es linealmente indepen-
diente, se denomina linealmente dependiente. Puede probarse de manera muy sim-
ple que un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y sdlo si uno de ellos
es combinacion lineal de los demas.

Por ejernplo, sean &, y &, dos veclores ge R? que forman un conjurto lineal-

mente dependiente. Por definicion, Ji tal que 2 o8 =0 A o#0. Suponiendo o, #0
j=1

es o8, +a,d, =0 A 21#0.
- 2 - - -
Luego, &, = ( e )a1 y los vectores &, y &, resultan paralelos en el plano.
H

La dependencia lineal, entonces, significa geométricamente en R? que fos vec-
tores estan incluidos en rectas paralelas. Considerados a partir del origen (vectores
libres) se ubican sobre la misma recta.

De manera similar puede verificarse en R® que si tres vectores forman un con-
junto lineatmente dependiente, entonces existe un plano al cual ios tres veciotes re-
sultan paralelos.

Base de un espacio vectorial
Definicion

Ef conjunto {%,,%,.-...%,} es una base det espacio R" si y s6lo si se verifica:

1) el conjunto es linealmente independiente.

2) fodo vector del espacio puede expresarse como combinacion fineal de los
mismos. .

Tienen especial importancia en R" los siguientes vectores unitarios:

G, = (1,0:0;...,0), G, = (0;1;0;...;0).....\0_ = (0:0;...;1),

Hamados vectores coordenados unitarios o versores principales.

Es usual la siguiente notacién para dichos versores:

enR% {(1:0) =1, (0;1) = |
en F% (1;0;0) =1, (0;1,0) =}, (0:0;1) = k
Puede probarse facimente la siguiente propiedad en R"™
a= (a,a,,..a) < a=ab ral,+.tal.
Puade demostrarse también que el conjunto {i.j} es una base en R y ik} o

es en R%. Lo mismo sucede con {o,,0,,..,4 } en A". Cada una de estas bases recibe
el nombre de base candnica del espacio correspondiente. '

Sia=

b=

a0, entonces a,,a,,..a, son las companentes de & respecto de la

im
base candnica o simplemente las componentes de a.

- = a B N
Si 3#0, entonces _|-—§_ es un vector unitario o versor.

a
5 a, a a
En efecto, —— = {— 2 "
lal la &l fal
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Su norma:

- a? a2 a2

=l = l * 2 . 7 et - 2

2 2 2 2 2

(8] a?+al+..+al a+al+. .+a? a?+ad+..+a?

n 12

- 2 @)

a =

= =\ =1

3]

; (@)

La division de un vector por su médulo suele llamarse “normalizacion” del vector.
Por ejemplo, siendo & = 2i+5] es |a| = /29,

& 4 25

- U s A

| 29 29

Hi. Algebra vectorial

Ademas de las operaciones ya definidas: adicion de vectores y multiplicacion
de escalar por vector, pueden darse ofras leyes de composicion con referencia a
vectores.

La definicién de sustraccidn es inmediata y se apoya en la existencia del vec-
tor opuesto para cada vector. )

Es d = a~b &« d= a+(-bj.

Interesan, en especial, dos tipos particulares de multipticacion.

a) Producto escalar

+

Definimos en R" el prodiucio escalar o producto internc de dos vectores de la
siguiente manera:
. siendo X = (x1;x2;.,.>;n), V=(y,¥,y,) €8 X ¥ =Xy XY . FX Y.

n
OseaX-y = Exiyi .
i=1

De acuerdo con esta definicion, el producto escalar de dos vectores de un mis-
mo espacio es el nimero real que se obtiene como suma de los productos de las
respectivas componentes.

Pueden probarse las siguientes propiedades del producto escalar:

1) propiedad conmutativa; &-b = b.a.

2} propiedad distributiva respecto de la adicion de vectores:

Ae(b+E) = (A-b)+{a-B)
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3) propiedad “asociativa”: (ad)+b = a{a-b).

4) propiedad del médulo: a-3 = |aP

5} desigualdad de Cauchy-Schwarz: |a-b|=ia|[b|.
% Probaremos la Gitima propiedad

a) sia = 0vb = 0, entonces los dos miembros de la desigualdad indicada dan
el nimero real 0 vy se satisface la igualdad

Osea a=0vb=0=> |a-b] = 0 A Jallb] = 0= fa-b{ = [alb| = {a-B|=|aljp).

b} suponemos a#0 A b»0.
Considerando que « es un nimero real cualguiera, definimos 1 funcién escalar
{ de la siguiente manera:

R — R/Ha) = |oed+b]?

Observemnos que el recorrido de f esta formado por nimeros no negativos.
Por la propiedad 4, es f{a) = (afi+b)«(aa+D).
Aplicando las propiedades 1, 2 y 3, resulta:
f(e) = o2ja[2+2aa « b+[b|?
Completamos un cuadrado en el segundo miembro, de la siguiente manera:

Ha) = |alz[a2+2a a:b +(—§lé—)2]+lﬁ§2“

fa laf?

b 2 2102
§|2) fl‘*{laﬂbi ~@h) ]

Elegimos el valor de o que anula al primer término de la suma. Para ello basta
a-b

i
Como los valores de f no son negatives, &5 Ya: {a)=z0, y por lo tanto:

3+b 1 . .
f(-— a ) = —~[ a2bi?—(a-b)? | =0
) = | - )
Luego [af*bl=(a-b).
Por tratarse de niimeros no negativos, extraemos raiz cuadrada en cada miem-
bro y resulta |a.bj=|ajlb|, que es la tesis.

(a-by?
la?

Luego, fle) = a2 (a+

hacer o = ~

Otra forma de expresar la desigualdad de Cauchy-Schwarz es:

Sonl= (59)” )"

je N
Utilizando directamente la definicién de producto escalar, puede probarse en RY:
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El producto escalar tiene en R? y en R una importante interpratacién geomé-
trica.

Sean & y b dos vectores del espacio R® y « el angulo que forman (0<a<w). En
el plano de ambos vectores queda determinado un tridnguio al cual podemos apli-
carle el teorema del coseno de trigonometria plana.

Los lados del triangulo determinado por C,a y b tienen las siguientes longitudes:
&, b] y lb—a].
Por el teorema del coseno es:

[b-a[2 = ja]*+ b —~2ajbicose (1)
Por propiedad del producto escalar, es también:
b = bt +|&i2-232.b (2)
De (1) y {2}, resuita & < b = |&]|bj cos «, expresion que suele darse en 2 y R° co-

mao definicion geométrica del producto escalar, y que se veritica también si
a=0va =

Be esta formula podemos sacar aigunas conclusiones. En primer lugar, como
& y |b] son niimeros positivos si ninguna de los vectores es el vector nulo, el signo
del producio escalar es el signo del coseno del dngulo que forman los vectores.
Por lo tanto, ef nimero a-b es negativo st y sélo si cos o es negativo, 0 sea, si

% <a=. Ademas, si & y b son vectores no nulos, el producto escalar es nulo si

cosa = Q. Esto sucede si o = wg«f en cuyo ¢aso i0s veciores son perpendiculares

u ortogonales.

Luego, 2 b=0wa=0vb=0vaLb.

Por otra parte, si el producto escatar no es nulo, la definicién geométrica permite
calcutar el d4nguio que forman entre si dos veclores dados, si se conocen las com-
ponentes de dichos vectares,

e
e 2]

En efecto, si i@ |b|+0 es cosa =

g
=
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a,b,+ab, +ab,
Va?+ai+al Vb2+bZ+b2

La férmula geométrica indica también que, para hallar el producto escaigr de
dos vectores, se puede multiplicar la fongitud de uno de ellos por la longitud de la
proyeccion del otro sobre él.

Si &= (a;a,8,) b= (bbb, cosa=

4;X.

o)

|at cos e

(|ai cos e)b| = &b
b} Producto vectorial

Este producto, a diferencia del escalar gue se define analiticamente en cualquier
dimensidn, solo se define en R2.

Dados en R? los vectores & = (a,;a,;a,) Y b = (b,;b,:b,), el producto vectorial de
a por b es el vector

& n b= (a,b,~a,b,iab,~abab —ab),

o bien, & A b = (a,b,~a,b,)i+(ab,—a,b,)+(a,b,~a,b, )k

Para recordar la definicion anterior, es usual darle al segundo miembro la “for-
ma" de un determinante:

-
B X

]
a2

b,

jasll

>

o
i

1 3

a
b

o

1 3

Pueden probarse las siguientes propiedades del producto vectorial:
1}anb=—(bna.

2} 3 A (b+8) = (3 A D)+(a A ).

3} afd A D)= (aB) A Db =a  (ab).

4 as(@ab)=b-(anb=

De la propiedad 4 surge que el producto vectorial es un vector perpendicular
al vector & y al vector b.

Demostraremos ahora que |3 A b] = |a|ib| sen o. Esta férmula permite definir
geometricamente af producto vectorial.
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Por definicién de producto vectorial y de modulo de un vector, es
[a A B2 = {a,by~a,b,)?+(ab, —a,bl* +(a,b,~a,b, 2.

Luego, [& A bf2 = a2b2+a2b2+a2b?-+a2b?+a2b2 +a2b2—2a,b,a,0, ~2a,b,a.b,
~2abab, (1.
Por otra parte, 152bi2 sen? o = |ARDR(1~ cos? o) =

= |al’lbP*~ (4B cos®a = [aP[bl* - (& - b)* =
= (a?+a2+ad)(b2+bj+b3) - (a,b, +ab,+a.b,)? =
= a?bi-+afbi+albi+albl+alb?+albi-2a b a,b,~2a,b,ab,~2a,b,a.b, (2).

De la igualdad entre (1) vy {2) surge:

|a A B = &PP[b2sen®

' y por lo tanto, & ~ B} = |&[b]|sen «f.

Finaimente, como sen a0 pues 0=e=, oblenemos
|& A bl = |5]|b| sen

Esta formula indica que la longitud del vector a A b es el &rea del paralelogramo
que determinan los vectores dados.

am -

I
-~

b

Ahora bien, hemos hailado la direccion det vector resultado, gue es perpendi-
cular al plano determinado por a y b, vy su longitud que es ef area del paralelogramo
que los tiene por lados. Falta dar su sentido.

El sentido depende de la posicion relativa de los ejes coordenados. Si el sistema
de coordenadas esta dado en el espacio por una terna dextrégira, el sentidode A b
también viene dado por la terna derecha. Es decir, suponiendo que el vector & gira
hacia b, st los dedos de fa mano derecha siguen esa rotacion, el sentido de 8 » b
estd sefialado por ef dedo pulgar.
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Si bien, al dar la definicidon geométrica, el sentido debe exigirse por definicion,
la expresion analitica lleva también a un vector con el sentido indicade. Para veri-
ficarlo, basta recordar la propiedad 6 (pag. 34) donde se ha probadoi » | = k. Al va-
riar las componentes de los vectores a'y b, el sentido se mantiene pues, considerado
como funcitn, & A b es continuo respectode ay b.

De la expresion geomeétrica surge de inmediato gue, si los vectores son para-
lelos, su producto vectorial es nulo pues sen ¢ = 0. Reciprocamente, si el producto
vectorial es nulo y los vectores no 10 son, entonces resultan paralelos.

¢} Producto mixto

El producto escalar y ef producto vectorial pueden combinarse, formando el pro-
ducto mixto. ]

En R® sean 4 = (a,53,:3,), b = (b,b,b,), & = (c,ic,ic,)i &+ b ~ Cles el nime-
ro que se obtiene del producto escalar entre los vectores ay b A &.

Utilizando las definiciones conocidas, se prueba de inmediato que

a; 8 &
a-bac= | b, b, b,
C C. C

1 2 3

También puede probarse, utilizando propiedades de los determinantes, que
B+bAB=05+anb=b+& A 4 0seaque se pueden permutar ciclicamente los vec-
tores sin que altere el producto mixto.

Finalmente se demuestra también gue pueden intercambiarse las operaciones
sin que altere el resultado final: A-b A =8 b &

E! valor absoluto del producto mixto coincide con el volumen del paratelepipedo
que tiene a los vectores dados como aristas.

En efecto, a » b tiene por modulo el drea del paraielogramo correspondiente
y es perpendicular al plano del mismo. Si 8 es el dngulo que forman entre sia A by&,
su producto escalar es |3 ~ bl il cos 8 v iellcos B! corresponde ala altura del para-
lelepipedo indicado.

Si el angulo ,8<—g—, el producto & b + & es positivo, y negativo si ,G>%. Por ello,
el producto mixto & ~ b =& es positivosia A by & estan en el mismo semiespacio
respecto del plano determinado por a y b.
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EJERCICIOS

1) Considerar en R los siguientes vectores: & = (1,-3:4), b= (2:-1;5), & = (-~2,0;3).
Hallar a) &+b+&, b)a-&+b, ¢) &+48-3b, d) 4-& ¢) &, DDA g bag
h) &b At

2) Siendo & = 41-2j+4k y b = —3i+2]—7k verificar la desigualdad de Cauchy-
Schwarz. :

3} Haltar-el-mddualodet vector corrorigen-em A =523 que une Acon P =(xy;z).—

4) Hallar un vector unitario con la direccion y sentido de ¥ = —5i+3j—4k.

5) Hallar un versor paralelo a 8+ si & = i+2]+5k, b = 4i+3]—6k.

6) Demostrar que & = i+j+5k, b = 2i+3j~k y & = 168/~ 11]—k forman un conjunto
ortogonal de vectores (perpendicutares dos a dos).

IV. Angulos y cosenos directores
1) En R?

Consideremos en el plano un vector ¥ = {a;b). Como ya hemos indicado, ay b
son las componentes del vector y son las longitudes de ias proyecciones de ¥, resr
pectivamente, sobre cada uno de los ejes coordenados. Interesan los angulos que
forman cada uno de los semiejes positives con el vector, llamados dngulos directo-

res del vector, y sus cosenos, ilamados cosenos directores. L.os angulos varian entre
0y « y sus cosenoes, por lo tanto, pueden ser positivos ¢ negativos.

ay B angulos directores de ¥

o] Ap—
>

2) En ®°
Las mismas definiciones anteriores se repiten en el espacio.

¥ = {(ahbic)
a, Byy é&ngulos directores de ¥
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Los cosenos directores de los an i

; gulos son proporcionales a las compo

respectivas. Ponentes
En efecto, es

a b
COS ot = e Cos f = —— cosv=i (1
i W) W

oo 2 - 1, .
conv =+a +b2+02: Estas igualdades permiten calcular ias componentes si se co-
nocen los cosenos directores y la longitud del vector.

‘F"or otra parte, los cosenos directores estan relacionados por la siguiente ex-
presion: cos? a+cos? B-+c0s2 y = 1, que se obtiene elevando al cuadrado primero y
sumando luego las tres igualdades (1).

‘ Qe Ja§ zguaidades {1) se deduce también que las componentes de un vector
unitario coinciden con sus cosenos directores. En efecto, si [v] = 1 resulta cos o =
=aAncCo88=bnacosy=c

Al vector nulo no se le adjudican dngulos directores.

Vectores paralelos en R°

S- y B e I by [
i dos vectores no n.ulos a=(a;;a,a,) y b= (b,h,;b,} son paralelos y del mis-
mo sentido, tienen los mismos cosenos directores:

a
cos =L o 2 _ % B 8 b
lal i lal 1Bl la bl
a a a 3
Yy, por fo tanto, —— =~ = e = ' gj
b, b, b, o N POnbO

Si los vectores son paralel i i i
_ 0s pero tienen sentido contrario, los cosenos ti
valores opuestos. s tenen

O sea, wim_LAj&mwfi % _ b,
I bl al bl
a, a, a 5
Y resutta e s et = ol o W_J?_L_
b, b, b, b}

nale sEn ambas situaciones, las componentes de vectores paralelos son proporcio-

Reglprocament@, puede demostrarse: si las componentes de dos vectores son
proporcionales, entonces los vectores resultan paraleios.
Es decir,

razor?i las razones son posttivas, los vectores tienen igual direccién y sentido. Si las
BS 50N hegativas, los vectores tienen igual direccion y sentidos opuestos.
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EJERCICIOS
1) Hallar los cosenos directores de a = {—3:5:4).
2) |[¥] = 4y sus cosenos directores son, respectivamente, -g«, ;‘9_1 y—g—. Hallar v.

3) Cosenos directores del vector con extremo inicial en {2;~1,3) y extremo final en
(45,—7).
4) Si % y ~§4i son dos de los angulos directores de un vector, calcular el tercero.

V. Nociones de geometria analitica en &

Ya hemos visto gue existe una biyeccion entre puntos y vectores del espacio
tridimensional, que permite utilizarlos indistintamente. Por o tanto, al considerar el

punto P = (xy;2), nos referimos de igual forma al vector OP = xi+yj+zk. En-

tonces, usaremoes indistintamente las expresiones vector P, punto P o vector OP. Si
en algin caso es necesario distinguir entre punto y vector, surgira de la indole del

problema.

Rectas en B®
a) Una recta en el espacio puede determinarse mediante uno de sus puntos y

uh vector paralelo a elia.
Sea P, = {X,1¥y:2,} un punio gue pertenece a larecta £ y & = (a,}8,;a,) un vec-
{or paralelo a €.

SiP = (x;y;z) es un punto cualquiera de Ia recta ¢, el vector posicidn OP puede
considerarse como suma de los vectores OP y P P donde P P = t & para un nime-

ro real .
Resulta P = P,+1&, ecuacién vectorlal de la recta £, paralela al vector & por el

punto Py,
Recordando la igualdad de vectores, puede llevarse la ecuacion antetior a su

forma cartesiana
P= "f’;Hé = (Xy,Z) = (xo;yo;zc)ﬂ{az;az;as).
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Obtenemos el siguiente sisterna de ecuaciones:

X =Xo+tta, Ay =y +ta, A z=2 +ta, ecuaciones paramétricas de la recta con-

siderada.

Si los numeros a,.a, ¥ &, no son nulos, puede hallarse el valor comin t en las

tres ecuaciones paramétricas y obtener:

, ecuaciones sirnélricas de la recta.

Comao las companentes del vector & son proporcionales a sus cosenos directo-

res, las ecuaciones simétricas pueden darse también asi:

X=X, Y=Y, z-z, g \
e siendo cos a, cos cos vy lo i-
s B o5y C By vy los cosenos di

rectores (no nulos) de & que se Haman también cosenos directores de la recta,

COS o

b) Una recta en el espacio también puede determinarse por dos puntos que le
pertenecen. ‘

... Hallemos, por ejemplo, la ecuacion de la recta a la cual pertenecen los puntos
Py=0y12) ¥ Py = (X%,32,).

) Observese que el vector PP, da la direccion de fa recta y corresponde al vector
a det caso anterior.

Luego, es P = ﬁﬂ(ﬁz —F’:}, expresion que también puede escribirse
P=(1-)P,+P, (1).

Si O=st=1, entonces el punto P pertenece al segmento P_1Pw2. Los demas puntos
de la recta se obtienen dando a t valores reales mayores gue 1 o valores negativos.

De (1) podemos obtener, igual que en el caso anterior, ias ecuaciones parame-
ticas: x = X, +Ux,~x ) A Y =y, +Uy,~y,) A 2 = 2,+1(z,~2,)

ymyg
ygwy1

PR X—X,
y las simétricas: =
X~ X,

z-z,

Py (e #X, A Yo Y, A Z,#Z,)
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Ejemplo
a) Ecuacion de ia recta a la que pertenece I_?’; = (3;1;—4)y es paralela al
vector (2;5;—3).
" Ecuacion vectoriak: (xyiz) = (3;1;-4)+1(2;5,~3).
Ecuaciones paramétricas: X =3+2t Ay = 1+8laz= —~ 431

i~

e N T

. o x=3 _ y-t _ z+4
Ecuaciones simetricas: 5 =g —5
— b}~ Eeuacién-de-a recta determinada por (3,8, 2y (—1;7:4).
. s %x—3 y—86 _  z+2
Ecuaciones simétricas: = = .
-4 1 [¢]
planos en R°
a) Un plano queda determinado si le pertenece el punto P, = (X,1¥0iZy) ¥ €8 per-
pendicular (normal) a un vector no nulo & = (a,:8,8,).
L a condicién necesaria y suficiente para que un punto P = {2} pertenezca a
dicho plano es que el vector P--P, sea perpendicular al vector &.
z
{
p
Y
X
i Ei producto escalar & - ("FS-“IE’;) es nulo. Luego,
' a- (P-P,) =0 es la ecuacion vectorial del plano.
La definicién de producto escalar permite escribir la ecuacion anterior en forma
: cartesiana: a1(x—xo)-l-az(ywyo)+aa(zwzo) = 0. ¢
O hien ax+ay+a,z = aX,+a,y,+87, queé puede expresarse
: ax+ay+az =d siendo d = aX,+ay,+a;Z, {
Luego, ia ecuacion de un plano en R° es lineal en x,y.2.
b) Un ptano también queda determinado por dos rectas que se cortan en un
A opunto P, o o
Sean & y b dos vectores no paralelos, cuyas direcciones coinciden con las de
las rectas. .
41
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X

- Como el vector & A bes ?erpendicular al plano, si P es un punto cualquiera del
misme, resulta (P-P_G) - (&8 A b) = 0, ecuacion vectorial def plano.
En forma cartesiana, utilizando 1a definicion del producto mixto, es

:-(—)(‘J Y=Y Z—Z,
a1 aa a3 = )
b, b, b,

. c) Un plano_” puede determinarse también por tres puntos no alineados. Sean
Po = o¥eiZeh Py = (x,iv,i2,) ¥ P, = (x,y,2,) dichos puntos:

Es el mismo caso anterior haciendo, por ejemplo, 4 =P ~P_yb=P.~P
Luego, es (P~Po)+ (P, ~Py) A (P,~P) = 0.

X=X

0 Y=Y z-z,
X, —X - - - L
17X Yi¥s  Z2,-Z, |=0 es, entonces, la ecuacion del plano al cual
X2 mxa ya ~¥ 22 —Zy

pertenecen | t t li 0
N 05 tres puntos no alineados ' } 2
Ejempk) 7

Ecuacion det plano al

vector @-37) que pertenece el punio (1,6;—4) ¥ es perpendicular al
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La ecuacion vectorial es (PP )+ & = 0.

Luego, (x-Ty-6z+4) «(9,~37) =0
9{x—1)—-3{y-6)+7(z+4) = 0
Ix—3y+7z = —37.

Ejemplo 2
Ecuacion del plano determinado por {2:0:5), (—1;3:6) y (—2;~-4,0).
x~2 y z-5
3 -3 -1 =0 -11x-18y+24z = 98
-4 -4 -5

EJERCIGIOB

1) Hallar las intersecciones del plano de ecuacién 2x-+y--2z+8 = 0 con los ejes
coordenados y también con los plancs coordenados. Dar un vector unitario per-
pendicular al ptano.

2} Ecuacion del plano al que pertenecen los puntos (3;~1;2), (4,0,-3} vy (=1,5:1).

3) Ecuacion del ptano al que pertenece?; = (2;5;— 1} y es perpendicular al vector

a = {2:4:5).

4) Ecuacion del plano perpendicular ai vector ¥ = 2i—3}+4k en el punto (3;~1;-2).

5) Ecuacién del plano que pasa por el origen y esta determinado por los vectores
a=(213) y b= (~1.2-4).

8) Dar un vector perpendicular &l plano determinado por los vectores & = 2i—]+5k
y b =1+2j-3k. ‘

7) Ecuacion de la recta perpendicular al plano de ecuacion 2x+4y—-z =3 en el
punto {5;~1;7). -

Vl. Representaciones graficas en R°

Para el estudio de algunas funciones de dos variables, puede resultar conve-
niente, a veces, recurrir a su representacién gréafica en el espacio tridimensional.
También para el célculo de integrales dobles y sus aplicaciones, ayuda un gréfico
méas o menos aproximado de algunas superficies, aun cuando ellas no correspondan
al grafico de funciones.

Consideramos, a continuackn, algunos recursos para interpretar gréficamente
ecuaciones asociadas a superficies en e espacio de tres dimensiones.

Planos

Ya hemos visto que a todo plano del espacio tridimensional le corresponde una
ecuacion del tipo ax+by+cz = d (@ +b®+¢*#0), y toda ecuacion de este tipo co-
rresponde a un plano, donde a, b y ¢ son niameros reales no simulténeamente nulos.

Si uno de los tres nlimeros reales a, b ¢ ¢, es cero, o dos de ellos lo son, el plano
tiene caracteristicas especiales gue facilitan su grafico.
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‘ a) Siuno .de los tres numeros reales a, b, o ¢, es cero, &l plana es paralelo al
eje correspondlente a la coordenada cuyo coeficiente es nulo.
l 'Por ejempio, el plano de ecuacion ax--by = d (a#0 A b0 A d#0) es paraleio
al eje z.
‘ Si el término independiente es cero, entonces el plano contiene a dicho eje. Es
decir, el plano de ecuacion ax-+by = 0 (a#0 » b#0) incluye ai eje z.

t.z
/i Bx-+5y = 2

1
I
i
]
|
G o8

. // v

2/3),=
_/—/-M‘/— x

Andlogamente, el plano by+cz  d {b#0 A ¢#0) es paralelo al
, e x y el plano
ax-+cz = d (a#0 A ¢#0)} es paralelo al eje y. e

b) Si dos de los coeficientes son nulos, el plano resuita paralelo al plano que
torman io_s dos ejes para los cuales los coeficientes de sus coordenadas son nufos
Por ejemplo, el plano de ecuacion ¢z = d {c#0 A d=0) es paralelo al plano coor—l
denado xy. 5i d=0, se obtiene la ecuacion de diche piane coordenado z=0.
. xz{\néiogamente x = 0 es la ecuacion del plano coordenado yz e y = 0 a del pla-

f:) Para el caso en que a#0 A b0 A c#0 puede dibujarse el plano ubicando
prewgmente tres puntos no alineados que pertenezcan al mismo. La manera méas
sencilla de oblenerlos es anular dos de las coordenadas.

Sea ax+by+tcz =d (a#0 A b#0 A ¢20 A d#0)

d.,. a. d
(-5-,0,0), (0,—6—,0} y (0;{);?) son tres puntos del plano, intersecciones del mismo con
los tres ejes coordenados.
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, X,y . zZ
Basta considerar ——— +—— 4 == 1
& "4 4

a b ¢

i
k.

Por ejemplo: x+3y+42 =9 < ..g,,.;,_é_+

szlcpim

N

ST N

9/4

<¥

La traza del plano anterior sobre el plano coordenado 2=0 es la recta de ecua-
cion x+3y = 8, etcétera,

Superficies cilindricas

Consideremos una curva plana C y una recta ¢ que corta a la curva en el punto
M. Por los puntos de la curva C se trazan rectas paralelas a ¢. Estas rectas generan
una superficie cilindrica y la curva C es la directriz de la misma.

Si la recta ¢ es perpendicular al plano de la curva, la superficie es recta. Sila
curva es una circunferencia, por ejemplo, la superficie es una superficie cilindrica

circular recta.

Si la curva directriz se encuentra en el plano coordenado xy, y las generatrices
son paralelas al eje z, en la ecuacion de la superficie cilindrica correspondiente, no

aparece la coordenada 2.
£n general, una ecuacién en sélo dos de fas tres coordenadas corresponde a

una superficie cilindrica.
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St x no aparece, las generatrices son paralelas al eje x, etcétera.

i i . 2 - .
Por ejemplo, la ecuacion y = 4x2 corresponde a unz superficie cilindrica parabé-

lica con generatrices paralelas al eje z.

La ecuacién 3x? = —(z-3) il i
) corresponde a un cilindro parabdlico con -
trices paralelas al eje y. b senera

rf_AnaEc.}’gan}ente. la _epuacéén 4z’ = 12~-3y* se representa medianie una su-
perficie cilindrica parabdlica con generatrices paralelas al eje x

4

b

g

i &

B,

Luego, si F(xy) = 0 es la ecuacion de una curva C en el plano xy {geometria
plana), esa misma ecuacion en el espacio tridimensional es la ecuacion de una su-
perficie cilindrica de directriz C y generatrices paralelas al eje z.

Andlogamente para G{x;z) = 0 y M(y:z} = 0.

Otros efemplos

[

Y.
W/m/\

[
A\ P ol ] e
Y Y
a
* Superficie cilindrica hiperbdlica de
_— s N - 2
Superficie dilindrica circular recta X unvadirectiz e - o
de gurva directriz x° + {z—1)° =1 a? h?
y generatrices paralelas al eje v y generatrices paralelas al aje z.

Superficies cuadricas

Después de los planos y las superficies cilindricas, las superficies mas simples
en el espacio son las definidas por ecuaciones de segundo grado en coordenadas
canesianas oriogonales, del tipo:

ax?+by? +cz% + 2dxy+ 2eyz +2ixz+gx-+hy+mz-+k = 0 (a#0v b#0v c#0).

Las superficies cilindricas, que ya hemos considerado, son casos particuiares

de la ecuacién antetior donde no aparece una de las coordenadas.
En general, una seccidon plana de una cuddrica es una cénica o una forma de-

generada o limite de ésta (pares de rectas).
Por rotaciones y traslaciones de ejes, ia ecuacion de una cuadrica puede lle-

varse a una de jas dos formas siguientes:
axd+byPrczi =d (1) v ax+by+cz=0 (2)

1) Las ecuaciones del primer tipo pueden corresponder a uno de los tres casos
siguientes:
2 2 2
a) X b L+ L w1 (a0 A b%0 A c20).
32 - b.’-.‘ 02
Su representacion es un elipsoide con centro {(h0;0), o una superficie esféerica
centrada en el origensia=b =¢.
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Las intersecciones con los plancs coordenados son elipses o circunferencias

S S

a? p? o2
La cuadrica recibe el nombre de hiperboloide de una hoja.

b)

En este caso, Jas secciones con planos paralelos a los planos coordenados

y=0, x=0, son hipérbotas. Las secciones con planos paralelos a z=0 son elipses

o LaLcuadrrcg asociada a esta ecuacion recibe el nombre de hiperboloide de dos
12s. L.as secciones con planos paralelos a los planos coordenados z = 0, x=0 son

hipérbotas. Las secc
1 . ones paralelas al plano y=0 son elipses, tambié
un punto o no existir. paes, tambicn pueden ser
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X

2) Las ecuaciones del segundo tipo corresponden a cuadricas sin centro.

z 2 y*
a) = =-—— 4+ - (a#0 A b0 A c#0).
c a? b?

El gréfico es un paraboloide eliptico, o circular si a = b.

En el primer caso, las intersecciones con planocs paralelos al plano coordenado
) z=0 son elipses, un punto o no existen. Si ¢>>0, entonces toda la superficie se en-

cuentra ubicada por encima del plano z=0, y debajo de &l si c<0.

z

'\ . ”

c>0

X

N Similares son los graficos correspondientes a las ecuaciones
2 2 2 2
-l : x_ ¥y .z Y _ X .z
e a B2 c? b a? o
z_ ¥ X
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Corresponde a un paraboloide hiperbdlico.

4

X

Las Intersecciones con planos paralelos a z=0 son hipérbolas. Las secciones
con planos paralelos a los planos y=0, x=0, son parabolas cuyas concavidades tie-
nen sentidos opuestos. La interseccién con el plano z=0 es un par de rectas.

Representaciones andlogas corresponden a las ecuacionss:

2 2 2 2
z X X z
= m —y—~, LA SN ——, sicétera.
c a? he  a b? c?

Se pueden considerar también casos particulares de las ecuaciones (1) y (2)
de la pagina 47.

Si en (1}, por ejernplo, es d=0y a,b,c no son nulos, la ecuacién puede corres-
ponder a una superficie conica.

En general, la ecuacion de la superficie conica admite una expresion del lipo

2
- %2 . NP
siguiente; 2% = — + % Si a=b se trata de una superficie cdnica circular recta
a
cuyo efe es z y cuye vértice es el origen.

et Il L,
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Las notas presentadas sobre cuadricas no son rigurosas ni completas.. Estan
destinadas exclusivarmente a obtener una gula minima para poder visualizar en el
espacio algunas superficies. '

Al estudiar funciones de dos variables, o dominios para funciones de tres varia-
bles, se notara, de inmediato, que las representaciones en F® resultan muy compli-
cadas y, por ello, no es posible recurrir asiduamente a los gréaficos para explicar con-
ceptos o propiedades, como podia hacerse para funciones escalares.

Veremos, a continuacién, algunos ejemplos de representaciones. Previamente
anotamos una sintesis de los casos mencionados hasta aquf.

1. Planos

{a#0 A b#ED A c#0 A d#0)
ax+by+cz = d <« corta a los tres ejes coordenados
ax+by+cz =0 <« [e pertenece el origen
by+cz = d <+ paralelo al eje x
hy+cz = 0 <« incluye al ejg x
cz =d < paralelo al plano xy
z=0 « planoxy

2. Superficies cilindricas (generatrices paralelas a un eje coordenado)

Corresponden a ecuaciones en dos de las tres coordenadas. La forma se revela
estudiando la curva en el plano correspondiente a las dos coordenadas que apare-
cen en la ecuacién y ubicando generatrices paralelas al eje de la coordenada gue
faita. :

En R? la superficie dada por F{xy) = 0 es una superficie cilindrica cuya direc-
triz es la curva F(xy) = 0 en el plarno z = 0 y generatrices paralelas al eje 2.

3. Superficies cuddricas (no degeneradas)

«? y2 42
e e A —— = ] elipsolde o superficie esférica
az b2 G2
NG 2 22 .
XY % .4 nhiperboloide de una hoja
a b? c?
e 2 z? . .
LA AU - 1 hiperboloide de dos hojas
a° b? c?
xz 4
= + - paraboloide eliptico o circular
at b?
_x ¥ o
= ? paraboloide hiperbolico
a
%2 y2
e superficie conica eliptica o circular
a® b?
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Efemplo 1

x2+y2+2z2 = 16 corresponde a una superficie esférica con centro en el origen
y radio 4.

Ejemplo 2

o2 yR 72 B+ Ay B2 = 7. También-correspondea-unasuperficie estérica, .

pero su centro no es ef origen, Una forma sencilla de efectuar la trastacion es utilizar
el método conocido de “completar el cuadrado” {Célculo t - cap. 3).

(@—6x+9)+ (y2 +4y+4)+(z?~82+16) = T+9+4+16
(X3 +{y+2+(z—4) = 36,

La estera tiene radio 6 y su centro es ef punto {3;~2;4).

4

Ejemplo 3

27 +3y? +7%— 8x +8y-42--3 = 0. Corresponde a un elfipsoide cuyo centro de-

terminamos completando los cuadrados.

(62— 4+ A)+ 3y +2y + 1)+ {22~ 4z+4) = 3+8+3+4
2(x—2)E+3y+ 17 +(2—2)? = 18

N V) N o
9 6 18

1

Elipsoide con semigjes a =3, b =6, ¢ =32 y centro (2,-1:2).

Ejemplo 4

X?

2
z = —yg— - Corresponde a un paraboloide hiperbdlico.
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Buscamos intersecciones con algunos planos:

Lo ‘-s.‘ .
M=,

= 1 —-—é‘— - —EM =1 hipérbata
'yi" SR
x=0 z= 3 parabola de concavidad positiva
y=20 2 _543* parédbola de concavidad negativa
Ejemplc 5
y?+2z2 = 4x. Paraboloide circular con eje x.

La interseccién con el plano de ecuacién x=4 es la circunferencia de ecuacion
yo+z2 = 18,

EJERCICIOS

1) Para cada una de las siguientes circunferencias, elipses o hipérbolas, ubicar el
centro completando el cuadrado. idem para hallar el vértice de cada parabola.
Hacer el grafico en R? indicando radio, ejes, etcétera.

a) xa-—ax-ywh% = 0, b) x—3y?—6y = 0.

d) 2x2+2y%-x = 0.
f) 4x2+9y?—48x-+72y+ 144 = 0.

c) x2+y2~8x+10y—12 = (.

e) 9x2+16y2—36x+96y+36 = 0.

g} 9x2—16y2—18x—-64y—199 = 0.
2) Graficar las siguientes superficies cilindricas en R°, ubicando primero la curva

directriz en el planc correspondiente.

a) ¥*+z-4=0. b) z+3y2—6y—1 = 0. ) y? = 4x. d) xy = 9.

3) Representar los siguientes planos haliando las intersecciones con ios ejes y las
trazas en los plancs coordenados.

a) 3x+2y = 12, B z= 2. d) 3x+7y+2z = 9,

c) 2x—~4z = 1.
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4} Hallar el vértice del paraboloide de ecuacion:
2x2 + 422 4% ~24z2~y+36 = 0.

5) Indicar el tipo de cada una de las siguientes superficies:
a) ¥-3y2-2z2 = 1.  b) x¥+3y*-22% = 1.
) 5x2+y2+27%-3x+y—8z = 17.  e) 2x¥+4f-yF = Q,

g) 9x2+y? = 36z h) z°-5z—-2y = 1.

c) xty¥+z8 = 9,

f} x2+3x+y?+z%—2z = 15,

Vil. Sistemas de coordenadas

1. Coordenadas polares {en R?)

Para ubicar un punto en el plano se elige un punto O llamado polo, y uh eje po-
far que es la semirrecta coincidente con el semieje positivo de abscisas del sistema
cantesiano ortogonal.

A cada punto P del plano se le asignan coordenadas r y t, la primera Hlamada
radio vector y la segunda argumento.

0O

r es la longitud del segmento OP y t es &l dngulo que forma el eje polar con el
segmento OF, medido en radianes.

Obsérvese que el par de coordenadas polares que se asigna a un punto P no es
Gnico, pues le corresponden también los infinitos pares {r;t+2kwr) con keZ.

Para que exista una hiyeccidn entre los punios del plano y los pares correspon-
dientes a sus coordenadas polares, pueden darse distintas convenciones. Es usual
hacer corresponder al origen exclusivamente el par (0,0} y a cualquier otro punto del
plano el par {rt} con r>0 y O=t<27.

Las formuias de pasaje entre el sistema polar y el cartesiano ortegonal son las
siguientes:

X =1eost r= %2 Hy?

t = arc tgl (x#=0) A t = arc sen e
X NVEFYE

y =rsent

2. Coordenadas citindricas (en B°)

Las coordenadas cilindricas se obtienen mediante un sistema de coordenadas
polares en un plano y un eje perpendicular al mismo en el polo. El plano polar coin-
cide con el cartesiano z = 0 y el eje vertical con el eje 2.

Cualquier punto P del espacio se ubica mediante una terna de ndmeros reales
{rit;z) donde r y t son las coordenadas polares de la proyeccion de P sobre el plano
xy. Z es la coordenada cartesiana.
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{ as formulas de pasaje son:

x=rcost
y=rsent
z2=12

r=V/x2+y?

t= arcig %{x-—#()) At =arcsen

zZ=Z

SN S

. A—
VRE+y?

£n coordenadas cilindricas, e grafico correspondiente a la ecuacion r = Kk (K
constante) es una superficie cilindrica recta de radio k y eje 2.

Ei grafico para ¢

z

K es un semiplano limitado por el eje z.
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Finalmente, el grafico de z = k &s un planc paralelo at xy.

El gréfico para t = k (0=k<2x) es un semiplano tirnitado por el eje 2. o
Finalmente, el grafico correspondiente a ¢ = K {0<k<r) es una superficie coni-

ca de abertura k, eje z y vértice en el origen.

r4

RESPUESTAS A EJERCICIOS

" Do seccion

2o 1) a) (1;-4i12) b} (5;~46) ) (~130;1) & 10 e) V26 )30

3. Coordenadas esféricas (en RY) »:

Un punto cualquiera P de R® se ubica mediante una terna de nimeros reales = g) —3i-16j-2k LR
(pitie) , o B4 Ebl-evE~ar2
i DR A R R R
: 5 . 5 -« 1 ¢ Ahe=hei=08"4=0.
o 5) —2— T+ jm——k 6) a:b=b-c=2¢
) /51 /51 V51
e Seccién IV
- B a2z V2 2v2 2. _4 16
s - 1) TR ' — 2) ' 9’ 9
o 102’ 5 9 -
1 3 -5 ) T 27
3 ( ; =) 4 3o
"\ TE VR VER 83

p es la longitud del segmento OP, t es el angulo polar correspondiente a la pro-  giaen
yeccidn de P sobre el plano z = 0y ¢ es la medida en radianes del 4ngulo que forma
el semieie positivo z con OP. Al urigen le asignamos exclusivamente la terna (0:0,0).  #8E

Para cualquier otro punto de R® es p>0, 0st<2x y Osp=r (p = 0 para puntos
ubicados en el semieje positivo z y ¢ = 7 para los puntos det semieje negativo z).

Las fdrmulas de pasaje pueden hallarse faciimente teniendo en cuenta que

Seccién V
.o2.1 #WM%;"(
1) (~4,00), (0;-80) y (00:4) U =-gitzj--7X

2) 29x+21y+10z = 86. 3) 2x+4y+52 = 19. 4) 2x~-3y+4z = 1.
' x-5 _ y+1 _ z-7

Fepsene,  x=roost  y=rsent §) 2x-y-z=0. 6 v=-T11j+sk  7) —5 ==y
Resulta: ‘
X = p &N ¢ COst | p=Vx+y?+z? Séccién VI
' 31 ; — wr e m
y 1) a) pardbola eje x=—§— V e= (":"2";7) b) pardb. eje y = —1V = (-3;—-1).
y=psengsent t = arc cos A= 8rC SN 2 .
) V¥ +y? VxE+y? ) 1 1
z Vi +y? ¢) circ. centro (4~5) r=+/53 d) circ. centro (7;0) f*“&"-
Z=pCosSg @ = 8rC C0S —pmmummamnmz A @ = @IC S6N ———sc— . i ) =6 b=4
- Vryz? VittyPez e) elipse centro (2;-3) a=4, b=3. ' f) elipse centro (6;-4) a=6,b=4

I

En coordenadas esféricas, el grafico para la ecuacion p = k {k constante) es
una superficie esférica centrada en el origen vy radio k.

g) hipérboia centro (1;-2) a=4 b=3.
2) a) directriz z = 4—x2 parabola en plano y = 0.
b) z = —3{y—1)2+4 parabola en plano x = C.

) .parabola en plano z = {. d) hipérbola equilatera en plano z = 0.
56 ,
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3) a) (4;0:0), (0:6:0).  b) {0,0;-2). o) (%;0;0), (0:0: “511_ )

d) (300). (0:5:0). (0:0:3).

4) (1,-2;3).
5} a) hiperboloide dos hojas eje x.
¢} paraboloide circular eje x. d) elipsoide.

e) sup. conica eje y. f) sup. esféric j i
h) sup. cilindrica parabéliva, p 2. g) paraboloide eliptico eje z.

b} hiperboioide una hoja gje z.
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3. CAMPOS ESCALARES

Recordemos, en primer lugar, 1a definicion general de relacion funcional o fun-

cion de A en B (Caleulo * - cap. 2}
R CAXB es funcion <Dy = A A vxvyVa{(xy)eR » (xa)eR = y= a).

Es decir, todo elemento del primer conjunto debe tener imagen Gnica.

Nos interesa ahora, especiaimente, ef caso en que ACPR" y BCR.

Sin = 1, se trata del caso ya estudiado de funciones escalares.

Sin=2 o sea, si ACR?, entonces FIA— R es una funcion de dos variables.
Su dominio, por estar incluido en R, puede representarse en el plano. Ei gréfico de
la funcion es una superficie en el espacio de tres dimensiones. Usamos la notacion
z = F(x;y) para designar al nimero real z como imagen del par ordenado {x;y}.

Resulta, grafico de F = {{xyy:z}/z = FGyn

Sin = 3, o sea, st ACR?, entonces F:A— R es funcion de tres variables y su
dominio puede representarse por una superficie en el espacio. El grafico de la fun-
¢ion no puede interpretarse geométricarnente,

En todos los casos, para h =2, la funcién de n variables se denomina funcion
de vector o campo escalar.

igual que sucede con las funciones es
para determinar ia funcién, en cuyo caso,

calares, €5 comdn dar una o varias reglas
se le asigna el dominio mas conveniente.

i. Funcién de dos variables

+5 -
1} Sea F:(xy) — _X*3Y A su dominio no le puede pertenecer el origen.

#+y?
Es decir, D = R2~{(0;0}}.
2y SiFixy) — x+x7y-3 . su dominio no puede incluir a la recta de ecuacion
y=X
Ya
' v
v
7
Ve
7
Al S o
// x
~
70 / D, = Fe — {(xyly = x}
s /
s
s
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1

3} Fixyy) = W

a) Para que la imagen de cada par ordenado sea un nimero real, debe ser

X+y—-3>0,

bj Para que el denominador no sea nulo, debe ser x+y-3Ftpuesin 1 = 0

Luego, por a) y=>3-x y por b} y# 4—x

2) siintervienen rafces de indice par, deben eliminarse los pares cuyas compo-

nentes transforman al radicando en un nimero negativo.

para z = \/3—x2+y debe ser 3—x®+y=0.

3) si aparece una expresion logaritmica, solo pueden pertenecer at dominio los

pares que transforman al argumento en un ndmero positivo.

para z = InhE+2y—5) debe ser x*+2y—5>0.

il

D = {{(y)/y=>3-x A y #4-x}.

arc sen (y-x?)

4} Fixy) —
” V2-ix|

En este caso, debemos tener en cuenta jos valores de Ia funcién trigonomeétrica

seno, adernas def denominador. ‘

a) fy-x=1 e ~izy-x2s1 & y=x—1 Ay x@+1,

b) 2-[x[>0 = <2 > ~2<x<?.

Por tratarse de un radicando no i

a X puede ser negativo para que el resultado sea
un numero real. Como, ademas, es un denominador, tampoco puede ser cero.

vy

D = {(Gyl/x2—1=y=x2+1 a —2<x<2h

e}

De los sjemplos presentad i
‘ ; 08 surge que es importante ten i-
guientes condiciones: ¥ e o cuenta fas o

) 5 del p! iMmer Coryjur lto tOd p y p
r debel ) ei“”” 18I 0S IOS ares (x cu Compor ]e“tes

- i .
z= _;?ZYT exige [xf e
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4) finalmente deben tenerse en cuenta valores adecuados para las funciones
trigonométricas,

para z = arc cos {2x—3y) debe ser |2x~3y}=1.

Ejempla 1
in(x+y) in{d4—x-y)

22 Hallar un dominio adecuado y hacer un
V16— —y?

Sea Fixyy) —

gréfico del mismo.
Debe cumplirse:

x+y>0 A 4w~x~»~y:>0‘ A 16--x2-y2>0

¥
4

«//»""“\

{:’, ~/( & \"‘
| G

1

7 . /ﬁh'}%ﬁ ‘ %
- \ % ‘
4

A
\\
bt /,

o e =

—4

D = {xyl/y=-%X Ay <d4—X A ®2+y2<16}
Ejemplo 2

2x+2~lyl

Fxy) —
) 3y +4dx~12

Para que el radicando sea positivo y el denominador no nulo, debe cumplirse
una de las dos posibilidades siguientes:

a) 2x+2-y|=0 A By2+4x—12>0 v b) 2x+2-|yi=0 A 3y*+4x-12<0
61
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a) (@x+2~-|yj=0 < |yl=2x+2 = —2x—2=y=2x+2)
N 3 2
(3y2+4x~12>0 ¢ 4x>12~3y® & X3 -y )

b) (2x+2~|y|=0 e |yj=2x+2 & yz2x+2vys—2x-2)

A
(3y2 +4x— 120 = Ax<12-3y? = x<3~ 3¥°)

EJERCICIOS
1) Siendo FIR*—R/F{xyy) = 3x3y—2xy hallar a) F(0;0) b} F{~1;3) ¢) Flawy)

d) F(x:2) el F(; 2)

2) Siendo F:R2 — R/F{xy) = 3x?~4y? hallar a) FVZ-V3)  b) Flat+hb+k)

cy F(—a;~y)

3) Siendo Fi(x;y) — 3xy-—2~ hallar a} dominio adecuado byF(2~1)  c}F0—-1)
d) F(1;0).
-% xy<0
4) Siendo Fi(xyy) hallar a) dominio adecuado  b) F{~1,2)
3xy xy=>0 ’

c) F(- %;~ %) d) F(-v/2/3).

In(x-+y+2) si Jyl=x

5) Sea F:A-»> R tal que F(xy) =
2%ty si xy=0 » x<0
hy F(—-1.2} dy F(~2,-2).

a) hallar y graficar A ¢y F(1,~1)
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x2-y st {(xy)#(0:0)
6) Siendo Fixy) > .
4 si(xy) = (00) g

hallar a) F(—3;4) b F{~2;a) c) F{0;0) d) F(a;0).

7} Hallar dominio adecuado para cada una de las siguientes funciones y hacer un

grafico del mismo en cada caso:

a) Fixy) — V5 +dy? 1 b) F:gy) — In[{x+3}(y—2)]

_ 1-8x2— —x2—y?
InN(5—x2+y) cos {wy)
In(3x—6} 2x+y
e Fxy)— — fy Fixyy) > arc sen ( )
} y V 16—x2—16y? ) Fon) y?
jdem para:
arc cos (X +y* -3 In(3—-x*+
) Ffey) VD) by iy eI
X2 +y? -4 Vi-xt-y
x2 1

2
c) Fixyy)— 5n{(x+2yw~4) aheTy %r] d) Fifxy)

¢os (3x—2y+1)

if. Curvas y superficies de nivel

Curvas de nivel

L.a representacion gréfica de funciones escalares resulta casi siempre bastante
simple por tratarse de curvas planas. En cambio, representar las superficies asocia-
das a funciones de dos variables es, en la mayoria de los casos, excesivamente
complicado. Por eilo, es usual, para determinadas funciones, recurrir a curvas pla-
nas, llamadas de nivel.

Si, por ejemplo, una funcion F de dos variables estd dada por la expresion
z = F(xy} v se considera F(x;y} = ¢, esta ecuacion corresponde a los puntos de la
superficie que se obtienen seccionandola con el plano de ecuacion z = ¢, paralelo al
plano coordenado z = 0, o sea, al determinado por los ejes x e y.

Para diferentes valores de ¢ se obtienen distintas curvas planas que forman
una familia de curvas de nivel.

Definicion

Dado un campo escalar de dos variables por la expresion z = F(x)y), curva de
nivel ¢ es el conjunto de puntos (x;y) del dominia para los cuales es F(xy) = c.
O sea, la curva de nivel ¢ es el conjunto {(xy)/Fixy) = cl.

Ejemnplo 1
Sea F:(x;y)— x2+y2
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En este caso, la representacion geometrica en el espacio tridimensional es un ¢ —9 4y = -9 = e =1
paraboloide circular, con vértice en el origen y eje z. g 9
Las curvas de nivel, que se obtienen déndole a F valores positivos, son circun- 4
ferencias conceéntricas. ' . , \
:ar‘a ¢ = 1, la curva de nivel 1 es la circunferencia de ecuacion x*+y? = 1, cm 17 A—y? = —17 < y:ox ]
nalogamente, 17 17
para ¢ = 4, la curva de nivel 4 es la circunferencia de ecuacion x2+y? = 4, 2 .

para ¢ = 7, la curva de nivel 7 es la circunferencia de ecuacion x2+y? = 7, elcétera,

—tas trescircunterencias-elegidas-estan centradas-en et origen..La primera-tiere——¢
radio 1, la segunda 2 y la tercera \/7.

Para valores positivos de ¢, las curvas de nivel son hipérbolas con centro en el
origen y con eje en el de abscisas. Para valores negativos de ¢ resultan hipérbolas
con eje en el de ordenadas. Para ¢ = 0 corresponden dos rectas, las de ecuaciones
y = 2x e y = ~2x, es decir, las asintotas de las hipérbolas hatladas. ‘

La superficie es un paraboloide hiperbdlico.

Ejernplo 2

=Y

Sea F:xy) — 4xF-y%
Dandole a F algunos valores positivos, obtenemos:

2
Z=CAc=114x%my? = c:>~i1———y2=1

_4h c =4
y2
C=4:4%% -y =4 mxz—w2__=1
2 2 ]
= 15 4x2—y2 = —XHM—L---_'-*] S
Xy 15@l§ 15
4

Si damos a F valores negativos, resulta: Superficie de nivel
Si F es una funcion de tres variables, cuyos valores se obtienen mediante la
férmula u = F(x;y:z), la funcion no tiene representacion grafica usual, pero pueden

hailarse sus superficies de nivel.

2

para ¢= —1 -y = -1 = y2_~_’i1__n_.~1

4
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Definicion _
Dado un campo escalar de ires variables por la expresion u = F(xjy;z}, super-
ficie de nivel ¢ es el conjunto de puntos {x;y;z), para los cuales es F{x;y;z) = ¢.
O sea, la superficie de nivel ¢ es el conjunto {(xy:i2)/FOGyz) = ¢}
Ejemplo

Sea Fixyy;z)— x2+y2+2%.
Las superficies de nivel son superficies esiéricas ceniradas en el origen.

EJERCICIOS

1) Hallar curvas de nivel para cada una de las siguientes funciones. En cada caso
considerar, segun el recorrido, los valores que pueden asignarse a Z.

¢} Fixy)— Y

b) F(xy) — x2+3y*+1
x*+3

. 1
a) F:xy) - By x
2) idem para:

a) Fixy) —> 4x-+y-5 ¢} Fixy) - x?+y—2

b} Fi(xiy) > 4—Ix|—y]
3) Hallar superficies de nivel para:

2 2
a) F:(x;y;z)—:»-m—: +y2+~——zg b) Fi{xyz) =@ +y -2

¢) Fifxyz) — ¥ ~y?-2* d) Fifoyiz) — 104475
) y

ii. Limite funcional doble (simultaneo)

Sea F:D — B una funcion de dos variables (DCR?) y & = (X,y,) un punto de
acumulacion de su dominio.

E! concepto de limite doble para un campo escalar de dos variables es anélogo
al de limite simple para una funcién escalar de una variable. Tarmpoco acd interesa
si el punto (x,y,) pertenece o no al dominio de la funcion considerada, pero si exi-
gimos que sea punto de acumulacion det mismo.

Definicién

El nimero real ¢ es el limite de la funcion F en el punto & = (%47y,) de acumula-

cién de su dominio, si y solo si, para cualquier namero positivo €, existe un NAmMero

positivo & (en general dependiente de €) ial que, para todo punio (x;y), que perte-

nece simultaneamente al dominio de F y ai entorno reducido de centro & y radio 8,

el valor Fix;y) pertenece al entorno de centro ¢ y radio € prefijado.
Siendo X = (xy) Yy & = (%g¥,) 12 definicion dada puede esquematizarse asi

lim,F(xiy) = £ e=> Ve>035(€)>0VX : (k€D n 0<|x~8{<s = [F(x)- ¢]<e).
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O bien:
Ve=038>0V(xy):((xy)eD, A 0<Vx—x P +Hy—yp)2<s = IFiGy)—¢l<e).

Graficamente, elegido un entorno cuaiquiera gde centro ¢ y radio €, es posible
hallar un entorno reducido de centro a y radio 8, tal que si (x:y)eD.ME"'(3,5), enton-
ces F(x;y)eE(¢.€).

En el espacio, la idea anterior significa que la porcion de superficie correspon-
diente a los valores de F para los puntos del entorno reducido haflado, se encuen-
tra ubicada entre los planos de ecuaciones z = ¢~€ y z = {+6.

Obsérvese que, igual gue en una variable, el 3 encontrade no es Unico, pues
cualguier otro nimero positivo menor que & también satisface la definicion.

Debe entenderse que el Unico método que permite asegurar 1a existencia de -
mite finito para una funcién, es demostrar que se cumple a definicion. Elic no es sim-
ple, salvo para funciones determinadas por reglas sencillas. Daremos algunos ejem-
plos de este tipo.

En general, usamos la natacion Efxm F(x;y) =¢. Si en la_ expresion aparecen

) . . Qo) .
otras letras, a fin de evitar confusiones sobre cudles son las variables, puede recu-

rrirse a Hm Fioy) = £.
(y-sixgivo) 0Gy)
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Ejemplo 1
Probar igg)(x+y) =5
Para ello, debe verificarse: '

Ve>035>0V(xy)eD (0 (x—3)2+{y~2)*<d = [x+y—5j<e).

Observamos primero que [X+y—5] = |x-3+y-2|=x--3|+|y-2f (1)
Ademas, siendo x e y nimeros reales, es:

En efecto, Ye>0 sea 0<5s—;~:

< (x—1P+H{y—2)%<8 = }x»~1|<8 A ly—2l<s = 3ix-1]<38 A 4y-2|<48 =

por (1) y (2

= 3x—1|+4ly—2/<78 = 31Xm1|+4[y—2;<7§ = 3lx—1|+4ly-2j<e

x-3[=Vx—3)2+(y-2)° (2) A ly-2[=V(x-37+{y-2 (3).
Si V(x—3)2+{y—2)2<8, entonces [x—3|+ly~2[<28 por (2} y (3).

Eligiendo 0<65§, resulta:

Ve>036 = -§/O<\/(x—~3)"’+(y—2)2<8 = Vi3 +y-2P<g =

o 24/ (X—3R+H{y—2R<e = V(x—3F +{y—2F +V/{x~ 3 +{y~2)<e.
Por (2) y (3) es |x—3|+ly~2i<e ¥ por (1) ix-+y-5l<e.
Queda asi demosirado lgg]'(x+y) = 5,

Ejemplo 2

Consideramos un caso analogo al anterior, probando que
!{ﬁ;g)((ﬂx+4y) =11,
Debe verificarse:

Ye>035>0:(0<V (x— 1) +(y~27<s = |3x-+dy-11[<e).
Sabemos que [x—1]=Vi{x—1)2+(y—2)2 (1) » [y—2|=vVx—1)2+(y—2)2 (2).
Célculos auxiliares:

[3x+4y 11| 2 €
[3x 3+ 4y~8] & €
B~ 1)+4{y—2)| < €
x—1i+dly—2| < €
Estos célculos indican que basta elegir 5 tal que 0<<’§$—_§ para que se cumpila la
definicion.
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Por la propiedad triangular: [3{x—1)+4(y—2)i = 3lx-1]+4ly-2].

Luego, si 3|x—1|+4ly—2j<e, entonces también [3(x—1)+4{y—2)|<e.

Es decir, Bx+4y—11|<e si 0<V{x— 1) +{y—2)°<8.

Entiéndase que en los célculos auxiliares colocamos signos de interrogacion
pues las implicaciones que utilizamos en la demostracion son reciprocas de las que
corresponden alli y, por lo tanto, no tienen necesariamente el mismo valor de verdad.

Ejempio 3
Siendo Fi(xyy} — x2+xy, probar gue lgn “F(x;y) = .

intertamos previamente algunos célculos auxiliares que nos permitan encon-
trar & para cada €. Estos célculos son similares a los efectuados ern los ejemplos an-
teriores y dan un procedimiento general, aplicable a funciones polindémicas.

Para ello, como el consecuente de la definicidn de limite para este caso es

[x2+xy—6i<e, tratamos de acotar X*+xy—6| utilizando x~3| y ly+1l.
Podemos anotar:

[x2-+xy—6] = {(x—3)2+6x—9+(x—~3Hy+1)+3y+3-x~6] =
= [{(x=3)2+(x~3)(y+1)+5x+3y- 12| =
= I(XM3)2+(X—~3)(y+1)—|~5(x—3)+3(y+1}[.
Por consideraciones anteriores sabemos que
X—3|=V (X3 +(y+1)7<8 A ly+ =V (x— 3P+ {y+ 1)<

Exigimos, para simpiificar, 0<8=1.
Luego, x—3j=1 A jy+1ist.

Obtenemos:
X2 +xy-B| = Kx—3)(x=3)+ (x=B)(y+ 1} +5{x~3) +3y+1)|= '
shx-3] - 1+x=38] - 1+56x-3|+3y+1].

Por lo tanto, p@-+xy-6]<105.
Luego, basta elegir & tal que 0<8:<_1—EO A 81, o sea, para cada €, 3 es el

menor entre los nimeros positivos 1y —1%
Resulta entonces, Ve>0‘:]_8/0<65—% A §=1: 0/ =32 +{y+1)°<3 =

69

SN, TN ST



= 10V (X3P +(y+1)2<105 = x—3|[x—3}+x—3|ly+1]+5x—3|+3ly+ t}<e =

= §(x~3)2+(x~—3)(y+1)+5(x—3)+3(y+1)i<e = |[x?+xy—6|<e.

Ejemplo 4
Probar que lim (x®+2y) = 5.
(12

En este caso procedemnos de una manera ligeramente distinta, partiendo direc-
tamente del antecedente de fa definicion de limite.

0< VX1 +{y -2 <t = |x~1]<8 A ly-2/<s =
= 1-F<X<T+E A 2-FCYy<2HE = ‘
(1-82<<(1+8)% A 2(2-8)<2y<R(2+8) =

]

o 128+ 82 <1 +25+87 A 4-25<Ry<4+25 =
sumande

e}

545+ <x? +2y<B+ 4545 = — 45+ 8P <x2 2y 545 +8%,

Si D<s=1 es 8°=8 y siempre —§<&?

Luego, para 0<§=1:~55<x?+2y—-5<58 = [x2+2y—5|<58 = €.
€

Por lo tanto, para todo €0 es 0<é= minimo {1; 5

Ejemplo &
2442
Probaremaos lim B A o
©:.0) X2+y?"
s X2y?
Debemos demostrar: Ve>0§la>0:(0<vx2+y2<a = S -0 <e).
X2y

St x e y son nimeros reales, es x2mx2 4y A Y4y

xi! y2

Luego, X2y =(x2+y*)x%+y%) y también ——-——= x?+y? (1} si Y20,
X2y

Como x2+y? = [K7, basta elegir 0<6=Ve
En efecto, Ve>035 = Ve tal que (xy}eD_ n 0<VXEHYR<E =

2,2
= Vietyi</e = x2+yl<e = —i(gi;mgx2+y2<e por (1) =
_ xE+y
= [F(x;y)—0i<e.

& Ejemplo 6
. Xy 1
Demostraremos que lim —-—— = —
A x2+y? 2
Efectuamnos algunos calculos auxiliares previos a la demostracion, considerando
el consecuente de la definicion de limite para &l ejemplo elegido.
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xy 117
. SN Wy g2 2
x2ey2 2 \ < @
o2 ’
\ 2y-xE-y? 17
2(x2+y?)
BTV
2xy : 4 A

[2x=A)y~ 1)+ [~ (x— P [~y = 1] < €
20— 1)y~ D= 1[2+ly=17 < €

?
Ix—1|- 1+ix—~1 - 1+ly-1l-1 < e (1)

Pensando en obtener una cadena de implicaciones que partiendo de (1) he-
gue a {2), exigimos las siguientes condiciones, que deben cumplirse simultanea-
mente:

0<55§ A 2034+y3=1 A -1t oA y-1]<d
(a) (b) (c) (d)

Consideremos primero las condiciones (¢} y {d), que también significan x—1F +
+ly—12<2, o sea, que los puntos (x:y} deben ser interiores a un circulo centrado

I/
%

I E

Por io tanto, de las condiciones &, ¢ y d, puede pensarse que § sea el minimo
entre »f—:- y V2.

Veamaos qué sucede si se cumpie también la condicién b.

Obsérvese que la condicion b: X +y’=‘z—;— exige gue los puntos {x;y)zdel do-
minio no sean interiores al circulo centrado en el origen de radio 5 Para

2
que eslo se verifique, basta elegir 0<8.<_w-?-.,
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Luego, la conjuncion de las proposiciones a, b, ¢ y d. nos permite elegir

o € \/5)
S—mnnumo(4.—2 .

Verifiquemos ahora que este 8, elegide para cada €>0, satisface la definicion
de limite: :

Ve=045 = min (%,u\—g_g-)/o<\/(x«~1)2+(y—1)2<a =

= VR-TEF - i<y = 4GPl -TE<e =

= 2\/()(—1)2+(y—1)2+\/(x»_~1)2+(y—-1)2+\/(x—-1)2+(y——1)2<e =
—=> 21|+ = +|y-1]<€ = 2x~1] - 1+x-1] 1+ly-1] - 1<e =
pwﬁy%fx—ﬁlyﬂlﬂxﬂleM1E+ly—1!Ey~1l<€ = 21y = 1|+ {x=1)7+{y- 1) <€ =
= 2x= 1y~ 1+ [~ x— 12+ |~ (y=1¥|<e = Rx=1Hy—1)-(x—1)2~{y~1)*|<e =

. 2 __x2___ 2 Dy o -
= |2xy—x2—yE|<e = [2xy Al A y <€ =
' pord 208 +y3)] 202 +y?)
oY~ llce
X2+y? 2
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Propiedades del limite doble finito

l.as propiedades demostradas para limite finite de funciones escalares {Céicu-
lo 1 - cap. 4) subsisten, con demostraciones analogas, para limite finito de campos
escalares. La Unica diferencia esta en la interpretacién de la expresion {x—-3.

1) 8i [:’rrL)F(x;y) = £ entonces existe un entorno del punto (a;b) donde la funcién F
&,

estd acotada. (Ver pag. 85))

2} i E:‘;r:))F(x;y) = £, (I;’m Gixyl= £ y D. = Dy entonces
i;’;fg)}[F(X:yHG(X:y)} = f+¢
Propiedades similares pueden probarse para la resta y el producto. También para
el cociente si el limite del divisor no es nulo.

3) lim {Feay)| = llim F(ay)l

4) Si iggf(x;y) = ¢ A £20, entonces existe un entornoe reducido del punto (a;b} don-

de los valores de la funcién son positives para los puntos de ese entorne. Sucede
algo anglogo si £<0.

5) Si para todo (xy): F(x;y)>0, entonces |(frré)F(x;y)RD.
A

6} Toda funcion es igual a su limite mas un infinitésimo en el punio.
O sea, si 1(Enl)F(x;y} = £, entonces F{xy) = ¢+ M({xy) con iz’m M{x;y) = 0.
al a0}

Estas propiedades se extienden a funciones de n variables con n>2.

igual que para funciones de una variabie, el célculo directo de iimite doble se
apoya en las propiedades anteriores. Para el caso en que el limite resulte indetermi-
nado: cociente de infinitésimos, cociente de infinitos, etc. (Célculo 1 - cap. 4), pue-
de recurrirse a simpiificaciones o artificios previos. El cdleulo directo se apoya tam-
bién en la continuidad de la gran mayoria de las funciones que se utilizan.

Ejernplos
Bx3y—3y?
1) fim Y 87
cEn 2xEayd 9

2y -1 8 () # (—1;2)
2) Sea Fixy) — {
) 7 st (xy) = (~1,2)
lm;e]F(x;y} =8

2
im (3+y?) senx

3
) (0.0} X

e e senx |,
i [ervr |-
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Generalizacion del concepto de limite

Fly) == e ve=035070cy) {(xy)edy A 0<V (X=X )2+ {y—y <8 =
)

Km
{xo¥o = [Fixyll>e).
Andlogamente pueden definirse:
— 2
Hm Fgy) = +o & Ve>036>07(xy):((x:y)eDs A DV (X=X )2+ —Y,) <8 =
{xovp) = Fixy)>e).

lim Figy) = — @& vex035>0v(xy):(0cy)eDe A 0N/ (X=X Py =Yy <8 =

tegvo) = Fy)r<—e).
Ejemplo )
Probar que lim = o0,
4 00 x2+y?
1
Yer0 sea 0<ds—r.
‘ Ve
1 1 1
PTTT s w Do/ by = XEA YL — = 6
OV P YR < DV XE Y e Yo oy

Tarnbién pueden darse definiciones adecuadas para las siguientes expresiones:

fim Flxy) = ¢, lim )F(x;y) = o8, lEm )F(x:y) @ + o, Y '{m )F(xzy) =~ %
() i % P

El Gltimo caso, por ejemplo, significa:

i Flgy) = —= & Ve>035>0V(xy):(xy) €D, n VIE+Y 28 = Fxy)<—€).
()

Es decir, para cualquier niimero positivo prefiiado €, es posible hallar un circulo

centrado en el origen y radio 8, tal que todos los puntos {xiy} del dominio de F, ex-

teriores a dicho circulo, tienen su imagen Fixy)<—¢€.

£JERCICIOS
1) Probar la existencia de los siguientes Himites hallando §{€) en cada caso:

b) Hm (3xF—xy) =4
{~1:1)

a) Eigz 2){7’)(—2y) = 11
( d) lim  (E-3xy+5) = 15
(~2:1)

o) lim  (5x—-2y2+x2) = 12
@-1

2) Hallar 5(€) para demostrar.
1

by lim ‘ = 4w
(2 i py?-2x—4y+5

a) Hm w00

im ————
O A/ +y?
3} Calcular, si es posible:

-2)
. 3 7 b) i y seh (x
a) i:g{s}){y(x Iig (————x__a )} ) :%Mxe_a,
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xy—x*+3

]
o lim —25 gy i
ek} X o1

e) l{m)[y slen (%)}

V. Limites sucesivos o reiterados

A veces conviene considerar intuitivamente la idea de limite doble y compararla
con la de limite simple.

Al buscar un limite simple se observa a qué ndmero se aproximan los valores
{(x) cuando x se “acerca”, por derecha y por izquierda, af punto de acumuiacion ele-
gido. La misma idea en el plano significa aproximarse ai punto por “cualquier camino
que se elija”. Es decir, pueden elegirse rectas paralelas a los ejes (limites sucesi-
vos), reclas cualesquiera que pasen por el purto {limites radiales), y también curvas
planas, de cualquier tipo, incluidas en el dominio, a ias cuales pertenezca el punto.
Por supuesto, la posibilidad de elegir un camino diferente no se agota nunca.

Esta idea.es muy Util para probar que una funcién carece de limite doble, pues,
si una funcion tiene, por ejempto, limites radiales distintos, enfonces no puede tener
limite doble. En efecto, la unicidad del limite asegura que los valores de fa funcion
tienen que aproximarse al fismo numero, a lo largo de cualquier curva que pase
por el punto, _

Caleular limites sucesivos significa fifar primero una de las variables y calcutar
iimite simple para la otra. Este limite define, a su vez, una nueva funcion para la pri-
mera variable, cuyo limite simple se calcula finaimente.

Consideramos, en primer lugar, algunos ejempios que aclaren esta idea de li-
mites sucesivos o reiterados.

X2 +y?

Ejermplo 1
Sea F:(x;y) — 4—x2—y? cuyo dominio es R? y calculamos limites sucesivos en

3
el punto (1,2).
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Fijamos primero la variable y. £s decir, tomamos un valor fi.jg dey, al cua} lla-
mamos Y, En el plano de ecuacién y = y, consideramos la funcidén de una variable
G. H —
x, dada por la férmula F{xyy,) = 4—x?-y2 y buscamos su miteenx = 1.
O sea, Iim1(4—x2my§) = 3~-y2
A~

En nuestro caso, lo mismo sucede para cualguier olro valor fijo de y, 2es decir,
queda definida una nueva funcién g, de una variable y, slendo gy} = 3-y*.
]

Queda, finalmente, ¢,, = lim [Iim 3(4wx2_.y2):| - %
x—>%

y=3

2

sl b e o T

Puede buscarse ahora el limite en y = "E"

3
: ST YA T
Es lim g{y) = ilm3(3 ¥4 2

3/2fwm—= -3

Resumiendo, los dos limites que hemos calculado sucesivamente:

Xt

. . _3
£, = i;ms{hm (4A—x2—y2)}— e

)‘"*’“2“

"En forma andloga, podemas considerar primero valores fijos de x y determinar,
en cada uno de los planos correspondientes, funciones de una sola variable y.

Es Iims(éwx‘*myg) =

¥

2

- %2 = h{x)

NN

= Hn .,Z, — 2) :.?_
Luego, fim h(x) = iﬂ( Lox) =
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; h(X):—;-—~x2

32 -

B8/2

B3
»

Hemos encontrado, entonces, los dos limites sucesivos.
En el primer caso, la notacion €., significa que la primer variable que actta en
el limite es la variable 1 0 sea x, y en segundo término la variable 2, 0 sea y.

£,, indica que se calcula primero el limite para y, luego para x.

Ejemnplo 2

Sea F:{xy) - 5x%y—xy?, Buscamos ambos limites sucesivos en (3;1).
= lim [k 1] = —~3y2) = 42,
£y !;rz [IiTSF(x,y)] 152;1 (45y—-3y?) = 42
= i - == 2 z=z
€, t;r_xfs[lﬁf(x,y)] lim (5x°—x) = 42.

En general, consideremos F:A— R tal que z = F(x;y) con ACR? y (2b) punto
de acumulacion (superficial) de su dominio.

Tal como hicimos en los dos casos particulares, fijamos y = y, buscando el Hi-
mite en a de la funcidn de variable x. Si este limite de una variable x existe, depende
del valor y, siendo limaF(x;yG) = gly,). Obsérvese que gly,) es el limite en a de

F(xi¥o), ¥ no es necesariamente igual a F(ay,). (En los ejemplos dados fesultd
gly,) = Flay,) por ser F continua en ambos casos.)

Si'hacemos variar ahora v, es decir, si consideramos distintos valores fijos de
y. queda definida la funcidn g, de una variable y, de la siguiente manera:

gy - lim F{xy).
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Consideremos £, = lim 1{iirn 2F“()(;y)}. Para calcular Hm 2F(x;y), observamos que
bl Y- y—

2, en el caso propuesto, no es purto de acumulacion para el dominio de ninguna
funcion de variable y (fig. 1). Por lo tanto, no se cumple la condicién de punto de
acumulacion que exige la definicidn de limite en una variable, y no es posible cal
culario.

"(’- g Lo mismo sucede en ¢, para calcular Hm 1F(x;y) siy # 2 {fig. 2).
fherentts K-

wi o VN (n
‘ T

<
]
[S]

]
il

i

2 af -

g
JY P

X

. 4 @
, . . § - = f .
Buscamos ahora I;rﬁ bg(y}. Si existe, resulta ILnl b[lir[l aF(X'V)] 12

En realidad, para calcular ¢,; €5 necesario exigir que, en cualguier paratela al

3 _ los fimites sucesivos. ey B eje y, existan infinitos puntos de! dom_ir_ﬁo ¥ que Ig E_nterseccién de cada paralela con
£n forma andloga, se puede considerar el ctro orden en o o M larectay = 2 sea punto de acumulacion del dominio. Para ¢,, debe suceder lo mis-
) S > mo con las paralelas al eje x.

j Rl Para simplificar, aunque la exigencia es mayor, pedimos, para calcular limites

sucesivos y, mas adelante, radiales, que el punto sea de acurmulacion “superficial”.
Esto significa que, en todo entorno reducido del purio, la interseccién de dos rec-
tas cualesquiera es punto de acumulacién de! dominio. Esto no se verifica para (1;2)

! en el caso presentado, pues es de acumulacion solo sobre una recta y no sobre una
el superficie.

Estudiaremos ahora fa relacion que existe entre los limites sucesivos y el limite
el doble.

- Si el limite doble existe en un punto, dicho limite es tnico. Por lo tanto, para gue
e pueda verificarse la definicion de limite doble ¢, si existen limites sucesivos, deben

apen,  coincidir con el nimero ¢. Luego, si fos limites sucesivos existen, pero no son iguales,
no existe limite doble.

P
i Seallerge,  Cjemplo
E ] o - 3x2+y2
. o Sea F:(x;y)w»m»-ﬁ y (0;0) punto de acurmulacion (superficial) de su do-
! y r Cine o Hgm oL X +y
{ , x fim {lim F(x;y)} = tor- “ N minio.
| , R O
il My e, =1lim (ifm Hety? )— fim 4= 1
| & Para calcular limites sucesivos en un punto (ab). no basta exigir qt;e sea e o yso\x—o x2+y? y—0
J de aé umulacién del dominio. Tampoco basta que el con;unto s_,ea denso en s .1 | . ‘
- En efecto, sea FiA— R con ACR? A A = {xy)/y = 2}. Si se trata de‘c_a cular R P i 3x2+y2 3
) ; ' : = i6n del dominio. Por 2p T MM AIM —o——)=lim 3=3
iimite doble en (1:2), por ejemplo, este punto es de acumtuiamz?t s soumuacion - =0\ ym 0 X24y2 x>0
g i f 5 todos sus puntos s ' Gbminiarail
otra parie, también A es denso en si, puest e e £ iste limi i
Sin e?’nbargo, no tiene sentido pensar en limites sucesivos. =" 12 * €5, asegura que no existe limite doble en el origen.

9 78 78




Téngase en cuenta que la desigualdad de los limites sucesivos asegura que no
existe limite doble, pero su iguaidad no informa schre la existencia del iimite doble,

Teorema 1

Sea F.A ~> R con ACR? y (aib) punto de acumulacion (superficial) de su domi-
nio. Si existe lim F(x;y} = ¢y existe ¢,, = lim ( iim F(x:y}), entonces ambos son
iguales. ta) y=# x—a

Demaostracion

Por definicién de limite doble, Ye>035>0 tal que:

(GY)€E ((ab).) = [Fly)— <5

‘Demaostracion

Por definicion de timite doble ¢;

Ve>035>Q¥(xy) : ((xiy)eD, A 0V {x—a)2+(y—b)2<s = [Fxy)-¢i<e).

O sea, f—éf..F(x:YkMe si (xy)eE ((ab) ).

Considerando exclusivamente la variable x, por pro;aéeciades del limite simple,
aes ¢—ex<lim F(xyy)<¢+€yaque, por hipdtesis, existe lim F{x;y).
X g X &
Como, también por hipotesis, existe m (iim F(x;y)), es:
¥ P

¢—€ = lim (h‘m F(x;y)) = f+e
y—by x-a

Luego, Ve>0: {—e=¢ =¢+€ en E'((ab)3).

O sea, Ye>0: |¢ ,—f|=e. Por ser £,y ¢ nimeros reales, resulta ¢=¢,,
En forma ansloga, si existe ¢ y existe £,,, puede probarse £ = ¢,.
Puede darse el caso en que exista limite doble y no existan los limites sucesivos.

Ejemplos

1} Fi{xy) — xsen % Puede probarse ¢ = ¢,, = 0. No existe ¢,,. -~ (v r‘y
f e il _ - .
2) Fi(x;y)— ysen < ¢ = ¢, =0 Noexiste ¢,

3) Fixyy)— (x+y)(sen‘-;~r- + sen -«3)

Puede probarse ¢ = 0. No existen ni £, nl ¢,,.

¢ Teorema 2

Sea F:A— R .con ACR? y (a;b) un punto de acumulacion (superficial) de su
dominio. Si existe limite doble £ en (a;b} y existe, en un entorno reducido de b (sobre
la recta de ecuacién x = a) la funcién g, tal que gly) = im F(xyy), entonces también

X a

existe €12 = {im

(in‘m F(x;y)) y coincide con £.
y-b a

X -2
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O sea, ¢~ —%<F(x;v)<£+§— si(xy)eE {{a:h).5)

Fijando ¥, buscamos lim .

X—ra

Resulta:
€ .. € ,
£ o Eﬁi;rﬂaF(x;y)ﬂHE si (xy)€E’((a;b),5).

También f‘_— K'i'il aF(x;y)<f+e. o sea: £—e<gly)<f+e, relacion que se veri-

tig:a si y es la ordenada de un punto del dominio que pertenece a la recta de ecua-
cion x = a y al entorne reducido.

Luego, Ve>038>0: (0<|y-bl<s = |gly)~¢|<e).
O sea, 3m 2’g(y) = g
y—-i

Por lo tanto =L

Consecuencia

St F es infinitésimo en (ab) vy h’;n aF(x;y) = {J, entonces existe

fim (lfm F(X;Y)):‘ ‘«012 Yy es 612 = 0.

y—+b\ x—a
En algunos casos conviene considerar, para negar la existencia del limite doble,

!imites radiales, Estos son limites simples para restricciones de la funcién sobre con-
juntos unidimensionates.
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Ejemplo 1.
Sea Fi(xy)— —*;X"y—; y (0;0) punto de acumulacion (superficial).
X2 4y

Podemos calcular €,, = £, = 0.
Consideremos ahora, en F?, las infinitas reclas que pasan por el origen, cual-

guiera de ellas con ecuacion y = mx,
L os valores de F sobre una de esas rectas estan dados por

2

Foey) = Fiomx) = — .
Fooy) = Flomx) = —

Para x # 0 es Fixmx} = .
. 1+m?

1
Por ejemplo, sobre la recta de ecuacion y = x es F(xy) =5

. 2
sobre la recta de ecuacidn y = 2x €8 Fixy) =§.

3
sobre la recta de ecuacién y = 3x es Fixv) =15 etcétera.

Es decir, F es constante a fo largo de cualquier recta gue pasa por el origeft
y la constante es distinta para rectas distintas. Por lo tanto, en ningln entormo redu-
cido del origen los valores de F se acercan a un numero ¢ y F no tiene limite en el

origen, ) ‘
Cada una de las constantes halladas es el im DF(x;mx), es decir, de una res-
. o

triccion de F al conjunto G| = {(x;y)fy = mx}. Cada uno de estos limites es un limite

radial.

Y
o
N o
y=

Si el punto donde se calcula el limite es (a;b), los limites radiales corresponden

a las rectas que pasan por dicho punto, cuyas ecuaciones son del tipoy = m{x—a}+b.
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Ejemplo 2

3xy?

Consideremos Fi{xyy) — Tty busquemos limiles sucesivos y radiales en
Y

X2+
el origen.
Es ¢, = {, = ¢, =0, osea, todos coinciden, lo cual no informa sobre la exis-
tencla de lmite doble.
Sea A= {{xy)/y* = x}. La restriccion de F sobre A estd dada por F(xy) =
= F(y?y). Calculemos su limite en &l origen, que es punto de acumulacion de A.
. .
lim F(y2y) = lim ~L = 3.
y—+0 y—r 0 2)(4 2

_ Como este limite es distinto de los anteriores, afirmamos que F no tiene iimite
doble en el origen.

Ejempic 3

Calcular Him ij_j?_

(1:1) x3_y2 .
£l .Iim'it’e propue_sto es indeterminado. Buscamos limites radiales y consideramos
¥ la restriccién al conjunto A = {{(x;y)/x = 1} que corresponde a la recta de ecuacion
sl < = 1, que pasa por el punto (1;1).

b TR e AT B

S ’: y -+ 1 1_y2 ¥ 1 1+y 2
“1 0 Sobre B={(xy)/y =1} es im “lim e = L
X1 x3eq x=t a3

Por Ef) tanto, no existe limite doble en (1;1).
~ Podriamos haber considerado ta recta de ecuacién y = 3x—2, que también pasa
por el punto. O sea, Iz restriccidon de F a C = {{x;y)/y = 3x~2}

: . 2_x—1 4
Es lim Fuxy) =lim ——oio2X=1 % iy i
(X , distinto de los anteriores,
%=1 x> 1 x3—gy?+ 1254 3
i ) ‘Para fl{nciones de n variables se extiende ta definicién de limite doble a limite
} multiple utiizando entornos n-dimensionales.

SemE® = ERCICIOS

= 1} Verificar que no existe limite doble en el origen, mediante limites sucesivos

X— 2 gy
Y b) Fix;y)}— 6x"—5y

a) Fxy}— S
Xty x2_§,2y2
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2) Sea

Fi{xy)— 2y

siguientes conjuntos: A = {

A
;Se abtiene aiguna conclusion?

4y idem para F:(xy) —

' 5
-3)-idem W&E‘{x—yl,ﬁ%ﬁ%f: sobre A = {(xy)/y =4}, B=1&nly = -5

e —

B = {{xy)/y = 2x—1}

5) idem para F:(x;y) —~ oy

B = {(xy)y = 2%}

6) idem para F:(xy}—

B = {{(xy)/y = ¥* 3}

7) Investigar si existe limite doble en el origen para.
a) Fixyy)
¢} Fuxy) —

8) Investigar si existe limite doble en {

3xty

X2 +y?

' _ 1--Xy
a) F:(x,y)**—';z_?,“

V.

Continuidad

La funcién de vector F es continua en el

si y s6lo si se verifican jas t
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Si el punto 3 es aislad

2xy? Calcular limite en el origen para sus restricciones a los 4

2x-¥=1 o (1:4) sobre A = {(xiy)/y = X +2k,

et e

x=¥'=1 2y sobre A= {tay)/y = 28}
X2~ 4y '

LA S by F:{xy) >
- x4+ 2x%y +y? : vt

x2y2+{x=y)

gy = 30, B = {oayhy =¥, C = (v = b

en(1;1) sobre A= {{xiy)/y = X

xy*

2

1;1) para

X2 xy—2

b) Filxy) = 7y

punto & de acumulacion de su dominio
res condiciones siguientes:

1) 3F(@)
2) 3 lim,F(x).
3) lim F(x) = F(a).

o F es continua en & si existe F(a).
L]

En R? la definicion puede precisarse asi:
F continua en (ajb) e Ye>038>0V(xy): ((xy)eD, A V{x—a)+(y~D)2<s =
= {Flxy)-Fabi<e).

St existe limite dable pero la funcidn no es continua, la discontinuidad se deno-
mina evitable. 8i no existe limite dobls, la discontinuidad es esencial.

Funcién de vector acotada

Una funicién de vector, igual que una funcion escalar, estd acotada si su reco-
rrido es un conjunto acotado. Como el recorrido de una funcién de vector, o campo
escalar, es un conjunto de ntimeros reales, al estar acotado ¥ No ser vacio, tiene su-
premo y tiene infimo. El supremo del recorrido es, por definicion, et supremo de la
funcion. Lo mismao sucede para el infimo.

Sea F:A-+ R con ACR?, ‘
F esta acotada si y s6lo si existe un ntimero real y positivo k, tal que

Yixy): ((xy)eD, = [Fiay)=k).

Por ejemplo, F:A~ R con A = {{xy)/x®+y?<4} A F(xyy) = 3+x2+y?  estd
acotada pues Y(xy): ((xy)eA = IF{y)=10).

3 es el infimo v 7 el supremo.

En cambio, F:R* - R con F(xy) = 3+x3+y2 no estd acotada.
Solamente esta acotada inferiormente y su infimo es 3.

p Extremos absolutos y locales

El ndmero real F(a;b) es el méaximo absoluto de F en el conjunto A, incluido en
K2, si y sdlo si:

Yxy): {(xy)eA = Fxy)=F(apb)).
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Anzlogamente, Fiab) es el minimo absoluto de F en el conjunto A, incluido en
132, si y solo sl

vixy): ((xy)eA = Fixy)=F(ab).

Pueden definirse también extremos locales o relafivos.
F(a;b) es méaximo local de F si y solo 8i, en primer lugar, (a;b) es interior a su
dominio, y existe un entorno de (a;b) tal que

vixy): ((xy)eEab) = Flxy)sFlab)).

F(a;b) es maximo absoluto y local. E no tiene minimo absoluto ni local en A.

Como puede ohservarse, las definiciones son analogas a las conocidas para
funciones de una variable y pueden extenderse a cualquier nimero de variables.

También pueden probarse todas las propiedades de funciones continuas, ya de-
mostradas para funciones escalares.
Por ejemplo:

1) si F es continua en el punto & de acumulacién de su dominio, entonces existe

un entorno de & en el cual la funcion estd acotada, :

2} si F es continua en ef punto & de acumulacion de su dominio y F(3) es un
nimero positivo, entonces existe un entorno del punto & donde los valores de la fun-
cién también son positivos. (Lo mismo sucede para valores negativos.)

3) sl Fy G estan definidas en el mismo conjunto y ambas son continuas en el
punto @, entonces F+G, F-Gy FG son continuas en dicho punto. También o es

% si G(a) # 0, etcétera.

Contiauida& en un conjunto

Una funcién de vector F es continua en un conjunto A si lo es en cada uno de
sus punios.

Teoremas de Weierstrass
Sea F:A— B con ACRZ.
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! Primer teorema

Si F es continua en un conjunto cerrado y acotado (compacto), entonces F esta
acotada en dicho conjunto.

"™ Demostracion

Sea A un conjunto cerrado y acotado. Por estar acotado, se lo puede incluir en
un circulo con centro en et origen y radio 8, y éste a su vez puede incluirse en un

cuadrado cerrado B de iado 23
Suponemos, para demostrarlo por el absurdo, que F no estd acotada en Ay,

y por lo tanto, no o esta en su interseccion con el cuadrado. Es decir, F o esta aco-

tada en ANB.

Si subdividimos B en cuatro cuadrados, en ia interseccion de A con uno.de ellos,
por lo menos, la funcion no esta acotada.

£n efecto, si estuviese acolada en cada una de las intersecciones de A con

b cada uno de los cuatro cuadrados, también lo estaria en el conjunto inicial A. Llama-

mos B, al segundo cuadrado cerrado, asi elegido. Subdividiendo B., elegimos de la
misma forma, B, etcétera. '

4
5
B1
_\
A /BE
N 18
X
B

Definimos entonces una sucesion (B, ) de rectangulos cerrados, cada uno inclui-
do en el anterior, cuyas dimensiones tienden a cero. La interseccion de esos infini-
tos rectangulos es un gnico punto (a;b} (pag. 17).

En cualquier entorno de (a;b) puede Incluirse uno de ios cuadradds B, de la su-
cesion y F no esté acotada en ANB,.

Tal como ha sido hallado (ajb), este punto no puede ser exterior ai conjunio A,
pues en todo entorno de (a;b) puede incluirse, como se ha visto, uno de los cuadra-
dos de la sucesion (B,). Por lo tanto, (ab) debe ser interior a A o punto frontera del
mismo. Si es interior, (ab)eA. Si es frontera y es aislado, también pertenece a A. Si
es frontera y es punto de acumulacion, pertenece al conjunto A porgque éste es ce-

rrado.
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En todas las situaciones, (ab)eA. Luego, F es continua en {a;b), por hipdtesis.
Ahora bien, por propiedad de las funciones continuas, existe un entorno de {a;b) &
donde F estd acotada. Por lo tanto, en la interseccion de este entorno con AMB, F

esta acotada y no 1o estd. Con esta contradiccién, el teorema queda probado.

Segundo teorema

— SiFescontinga en i conjunto cefrado ¥ acolado, entonces F alcanza maximo

y minimo absolutos en dicho conjunto, '

La demostracion es andloga a la del teorema para funciones escalares. (Céloy-

o 1-cap 5)

Sea F:A— R con ACR?. Por el primer teorema F esta acotadaen A. SeaMsu @

supremo. ‘ :
Por definicidn de supremo V(xiy): ((xiy)eA = F(xy)=M)

El nimero real M puede o no pertenecer al recorrido de F. Si pertenece, se trata g

del méximo absoluto. Es decir, debe probarse que Alx,y,) €A tal que Flxgy,) = M.
Por el absurdo, suponemos que no existe dicho punto, es decir

V(xy): Fxiy)<M

Luego, Y{xyy): M—F{xy}>0.
Consideremos una funcion auxiliar G, definida en A de la siguiente manera;

s
G:{x;y) M- Foxy)

G es continua y todos, sus valores son positivos. Por el primer tearema,

1 -

k>0 tal que 0<W5k

Resuita Y(x;y): FOGy)=M — —;{— <M. Esto s absurdo pues M ~ % s una cota

superior menor que el supremo.
Este absurdo-provino de suponer ¥{x;y) : Fixy)<M. Luego, 3(x,y,)eA tal
que F(x,y,) =M maximo absoluto de F.

Considerando el Infimo, en lugar del supremo, se demuestra la existencia de
minimo absoluto,

También se extienden a campos escalares las definiciones de continuidad uni-
forme y el teorema de Heine para conjuntos compactos en R" {Calculo 1 - cap. 5).

Para un campo escalar F de dos variables, la continuidad uniforme se define asi
F uniformemente continua en A <

= V€>038>0V(-x1;y,}V(xa;ye) Sy, €A A {(X,¥,)€A AN/ (X, =% 2 +{y, ~y, )P <8 =
= [F{x, 3y ) - Fxg )i <e).
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1 teorema de Heine, para dos variables, demuestra:
Si F:A— R.(con ACR?) es continua y A es un conjunto compacto, entonces F

™ es uhiformemente continua en A.

" EJERCICIOS

1) Estudiar continuidad en el origen para cada una de las siguientes funciones. Si

./—\

—es-discontinua-clasificaria

2 2
itha S {xiy) # (0:0)
X2 4y?
a) F. {xy)—
) 0 s (xy)=1{(00)
xamyz
) Fily)— iy
2yl
LV i (xiy) # (00)
..I..
c) F:{xy)— Xy
0 st {xy) = (0;0)
[ xsen-- si y# 0
d) Fi{xy)— 1
) Fiixy) o siy=o
L
2
W i pxy) # (0:0)
%%+ 3y?
e) Fiixy)—> |
! 5 . si (xy) =00
__ya,,_1
2) Estudiar continuidad en (2;1) para F: (xy)— % ay
RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 3
Seccion |
1) a) 0 b} -3 o} Saay—Say d) 6x°—4x &) ~ 5"
2) a) -2 b) 3(a+h}2~«4(b+k)2 ¢} 3a?—4y*
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3yayR2 b)) ~-10 o -1 d) -2

4 RZW ’ == = - __3__ i . ..?,,,.
) a) {xy)/x=0yy=0} b 5 o - d) 5
5) a) A bynod@ ¢ in2 d) -6

6} a) 5 b} 4-a c) 4 d) no se puede hallar.

1

7} a) /%% N D = {{xiy)/x®+ay2=1}.
g

Z

D = {{xy)/ (x+3) {y-2)>0}.

c} D= {{xy)/y= % - gxz A Y=RE—5 A

Ay EXE-4)

90

D = {{xyl/2=x2+y2<4),

b) D = {(xy)/y>xE—3 A y<t=x2}.

.. Y
o '/ﬁ/;' 2 2 1 3
d) ]‘/ D = {(xy)/F+{y—1)°<1 A y# 5 A y # E}.
-
y
o \
Cu B o = Iyl x>2 <, 21}
I @ S P D = {{xy)/x=>2 A by <)
. _ T
,,,,,, \_ )}F _(
N D=d _— _wm e
- 07 _
. /
2y Y
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ny

e,
c) DQY[&“ | D= {{(xyly>2~ -%x ~ T; E -§<i}
% 5
y
&
/ /! PR 4 /
/ 1./‘:'/ //
/ Q_J,z/ fb/xl /
/ AR,
d VA el A,
4 / / X
/ // / 1= /
/ 2 4
VA A

Seccion §

1) a) haz de reclas para]e?as de pendiente —-“_;(z = ().

b) elipses concéniricas en el origen. zz1 (el origen es |z curva de nwet 1,

¢) haz de pardbolas de eje y para z = 0. Eje x paray = 0.

2) a) haz de rectas paralelas de pendiente - 4.
b) z = 0 cuadrado de vértices (~4;0), (0; -4}, (4:0) y (0:4).

z = 3: cuadrado de vértic_es (100 (0;,-1), {(1,0) y (0:1). elcétera. z=4.

¢} haz de pardbolas de eje vy con concavidad negativa,

3) a) elipsoides concéntricos en el origen. u=0.
b} hiperboloides de una hoja si u>0, de dos hojas si u<0.
¢} hiperboloides de dos hojas si u>0, de una hoja si u<0.
d) esferas concéntricas en el origen y radic viog u. u=1.
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(
{
{
Seccion i
L.
1) a) 0<6=S  b) O<d=min (——1) ¢ O<é=min (——,1) ¢
9 127 16 \
(
., E
d) 0<8= min( 7 1). (
9} a) 0<b=—-  b) O<b=—— '
N e T Ve -
¢
3) a0 by 0 ct 0 d) 3 e) 0.
(
Seccion IV L.
‘ 5 (
Na)by=~1 by =1 b (,=~5 (=6 (,
2) £,=0; £5=0; ¢.=0. Ninguna conclusion. {
3) £, = L £o= - No existe Hmite doble (
* 6" F 33 ' ¢
-
2 . . -
4) &, = 3 ¢4 = 0. No existe limite doble. )
by £, = - 1L £ -2 No existe limite doble. (
A 2’ a8 7 (
6) ¢, == ¢,=—__ Noexiste limite doble. (
A4 T8 12
7) a) noexiste ¢ b) no exis!e{ ¢} no existe ¢. (
8) a) no existe ¢ B) no existe ¢. {
-
Seccién V (
1) a) discontinuidad esencial; b) disc. esencial; ¢) discont. esencial; (TV
d) continua; e} discont. esencial. S
-
2) discontinuidad esencial. ¢
(
(

(]
W

-
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4. DERIVADAS

Andlogamente, puede definirse e interpretarse geométricamente ia derivada par-

El prablema de ia derivacién para campos escalares no cambia respecto de 1o cial de F respecto de y:

ya visto para funciones escalares. Es decir, siempre se efectia fa derivacion segln
una sola de'las variables gque intervienen, dejando fijas las demés. Por ello, se trata
de una derivacién parcial. Subsisten, por lo tanto, todas las reglas para derivar fun-
ciones de una variable, .

y-b '

Fifasb) = lim
y——’

I. Derivadas parciales

Sea F:A— R {(ACR?) y {a:b) un punio interior al dominio.
Si fijamos una de las variables, por ejemplo y = b, F depende exclusivamente
de ia variable x. Resulta F(x;b) = g(x). Si g es derivable en a, su derivada es, por

definicion, g'(a) = fim- 9%~9@
X 8 X—a

gg = F;{a:b)

Luego, definimos “derivada parcial de F, respecto de x, en el punto (gb)"”, at
siguiente limite simple, si existe:

F{x;b} — Flab)

im a = F {a;b}.

%

Se utlliza también la notacidn IF (a;b), F (ab), F,(a;b} o D (a;b). o ‘ |
> . También pueden utilizarse las siguientes definiciones, equivalentes a las ante-
B riores:

El grifico de g es una curva en el plano de ecuacion y = b, interseccion de la
supetficie definida por F y el plang mencionado. Por definicion, g'(a) es la pendiente
de la recta tangente a esa curva en e punto (a;g(a}).

Por lo tanto, la derivada parcial Fl(ab} es la pendiente de la recta tangente,
en el punto A = (a;b;F(ab)), ala curva plana, interseccion de la superficie corres-
pondiente a 2 = F{x;y} con el plano de ecuacién y = b.

Fla+h;b) — F(a;b) F (aib) = lim Flajh+k) - Flab) ,
h LA k- 0 k

F {ab} = l;m .

35
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Para un campo escalar de n variables, se define:

‘ Fla.;a ;.. x.:..a) ~ e ;-
A8,) = lim (8,8, oA, ) F(at,az,...,ai,...;an)
Xi—ai .

Ajwr By

F.la;a,.

Ejemplo 1

Calcular apiicando la definicion i
! ion, fas derivad i
F:( ;y) 2y, 13 as parciales de F en (2;_.1) si

X=2 2 X““‘*2 — JIKIIEZ x—2 = i:tfg)a(x"‘g) = 4
F'(2;-1) = lim Fy) - F@-1) im  Aty-3
Av—’ -1 y+1 yoot YRl
Ejemplo 2

Caleout inicion, F’{0; i
ar, por definicion, F/(0;0) siendo F(xiy) = e*seny

F1(0:0) = tim _FOy) - F(0:0) (i _Seny
e y STy !

Efemplo 3
Calcular, por definicion, F(2:1) si Fixy) = ¥P+ev

Foct) —F1)
x-2 T e

¥ ieX-B—g?
X—-2

Fi{2;1) = lim
X

+

Como se trata de un coclente : infinitési
L'Hapitai (Calculo 1 - cap. 7). entre infinitésimos podemos aplicar la regla de

3x2 4+

F!(2;1) = lim
K 2 1

= 12+e2,

Cualqui j
culanas ;}r el\?iﬁn deen tIa:)si re;sultgﬁos dq los ejemplos anteriores pueden verificarse cal-
€ 1a funcion derivada parcial, utiizando las reglas de derivacién

de wa O !SIdetandO a ia Otla var Iabie €O

Por ejemplo, para F(xyy) = x3+ev
Fixy) = 3+ye™ = Fy2:1) = 12+e?
Fixy) =xe¥ = Fyzt)=2e.
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Ejemplo 4

Consideramos una funcion de tres variables independientes y calculamos direc-
tamente sus tres derivadas parciales. :

Frxyy;2) — I/ xE+y? + 225,

Al derivar respecto de x, las otras dos variables permanecen constantes,

1 1 r ’ .
T on SR B2t Fox = Fuxyz) = 2 "2 2.
VE+yE+ 2 A E 4y +z 2 +y2 47

Luego, Fl(qy:z) =

¥ z
U S——A S b AT A T R
<) Ry?+22

Analogamente: F;(x;y;z) a
X2 +y2+2?

Teorema del valor medio (del calculo diferencial)

Sea F:A-— R(ACR?) unafuncion con derivadas parciales finitas en un entor-
no del punto (aib), interior al dominio. Si el punto (a+hjb+k) pertenece a dicho

entorno, entonces s
F(a+h;b+k)~F(ajb) = h F;(a+c1h;b) + K F;(a+h;b+cak)

con 0<c¢, <1 A 0<c,<1. (Por lo tanto, a+ch esta entre a y a+h, y b+c k entre
bybtk)

E! teorema es una apiivacién reiterada del teorema del valor medio def célculo

diferencial de funciones escalares (Calculo 1 - cap. 7). Recordemos que el teo-
rema en una variable tiene como tesis para el intervato {ab]: i(b)—f(a) = (b—a)f'(c)

concentreayhb.
También puede expresarse: f(b)—fia) = (b—a)f'{a+c,{b—a)) con 0<c,<1.
Si ef intervalo es {aa+h] es: f{a+h)—-fa} = hf'(a+c,h}.

Demostracion

{a+hip+k) -

b I e e e o e b e st — ]
Ha+hbrck)

i
i

a a+h : X

_______ hib
b {a;b) !l (a+c,hb} a+hib)
1
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En.el plano de ecuacion y = b, F depende exclusiv
R amente de x, y pu b
carse el teorema de una variable: Y puede api

Fla+h;b)—F(ab) = h Flatchb) (1) - 0<e, <1,

En el plano de ecuacién x = a-+h, F depends exclusivamente de y.
Luego, Fla+hb+k)—Fla+hb) =k F;(a+h;b+c2k) 2)

. O<c, <1,
Sumando (1) y (2) queda Ia tesis.

I Qbsérvese que, si en lugar de elegyy ia peligonal de Ia figura anterior, se toma
a poilgor?al determinada per los puntos {ab), (asb+k) y {a+hb+k) seobtiene una
tesis sirnilar, con diferentes puntos intermedios.

b
______ {fab+k)  (a+dhpb+k)
bk - — T {a+hb+k
fao-+d,k) }
) I —— — i
(a;b} :
i
a ‘ a+h X

La tesis es:
Fla+hb+k)~F(ab) = kF/(ab+d k) + h Fi(a+d hb+k)

El valor F(a+h;b-+k)—F(a;b) suele indicarse AF ;
més Simalomo o p en (ab) respecto de hy k, o

Aptlicacién

1 )H;Hag:s; ;)tégt)os intermedios del teorema anterior pgra Fi{x;y} — 3x* +2y° antre
F2+h1+K)—F(2;1) = 3(2+h)2+2(1+K)}2 14 =
= 12-4+12h+3h°+2+4k+2k%— 14 =
= 12h-+3h% +4k+2k? {t)
F iy =68x = Fi2+ehi) = 6(2+c,h) = 12+6¢,h
F;(x;y) =4y = F;(2+h;1 +Cyk) = 4(1-+c,K) = 4+4¢,k "
hF;(2~f~c1h;1)+kF;(2+h;1 +C,k) = 12h+6¢ h?+4k+4c,k {2}
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0<d1<1 A 0<d2<1.

i

m puntos de un recinto conexo y abierto, entonces la funcidn es constante en dicho

m recinto.

" De (1) y {2), por el teorema:

12h+3h2+4k+2k? = 12h+6c,h?+4k+4c k?
3h2 +2Kk? = Bc, h?+4c Kk

_Por lo tanto, 3=6¢, A 2=4c, = c1m%,\cz=%.

Luego, (a+c,hb) = (20051} ya que h = 0,01
{a+hb+c,k) = (2,01:1,01) ya que k = 0,02,

Si bien el teorema asegura la existericia de los puntos intermedios, su calculo,
g en general, no es simple.

e Conjunto conexo (en R?)

Un conjunto es conexo si y s6lo si tado par de puntos fue pertenecen al mismo
puede ser unido por una poligonal incluide en él. Puede demostrarse que la unidn de

R dos conjuntos no vacios y disjuntos no es-conexo. También que fa poligonal, si exis-
te, puede elegirse con lados paralelos a los ejes coordenados.

(D @@

conjunto conexo conjunto nNo conexc

< Conjunto simplemenie conexo (en R?)

Un conjunto plano es simplemente conexo st y s6lo st es conexo y el poligono
determinado por cualquier poligonal cerrada estd incluido en el conjunto.

b &

conjunto simplemente conexo conjunto conexo y
ng simpfemenie conexo

Propiedad
Si una funcién de dos variables tiene derivadas parciales nulas en todos los
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Elegidos dos puntos cualesquiera del recinto (x];y I) y (xz;yz), siempre existe : EJERCICIOS

una poligonal de lados paralelos a los ejes que une dichos puntos en el plano, ) o ) . .
: 1) Aplicando la definicidn, calcular detivadas parciales en el origen para

y F:(xy)— ysenx — cosy + &9,
2) Por definicion caleular F!(3;~2) si Fxy) = xy—ye.

3) Por definicion calcular Fi(—1;2) y F;(-—2;—3) si Fy) = x%y.

4) Derivadas parciales, por definicion, en' el origen, si existen, para

Faxy) — Vx3+y2.

5) idem para F:(xyy) -» 3x3+y5_

Por el teorema del valor medio: B 6) idem para Fixy) — VXE+y2.

V{x,1y,) V0GiY,) T Fixy )= F(xy,) = 0., ~x )+0.4y,~y) = 0 a =
1771 2152 272 1% 2 1 2 1 ' fx - si (x;y)#(O;O)
O sea, V{xy ) Vx,y,) Fixy)=Fx,y)y F es constante. > 7) idem para F(xy) > Xy _ ‘
' ' 0 si (xy) = (0,0}

Si los dos puntos pueden unirse, coma en la figura, mediante una poligonal de

dos tados, basta aplicar el teorema una sola vez. 8i la poligonat tiene n lados, el @ Ay -

8) Calcular, por definicidn, F.(-3/1} si Fi{xy}—

teorema se aplica reiteradas veces a vértices consecutivos. X2y
Obsérvese gue si el dominio no es conexo, la propiedad no se verifica nece- ) utilizando formulas de derivacion.
sanamente.. : Sty 9) Calcular derivadas parciales de:
s 2 g 4<x®+y?<9 _ _
Por ejemplo, para F: (x;y) — - a) F:xy) — cos (x*—3y3x) b} Fi(xy) — InGE -2 sen y)
: 5 si 0<E+y?<t . . g : 2
¢} Fixy)— arctg (xy) d} Fi(xy} — 3¥-In(x%)

En este caso, las derivadas parciales son ambas nuldas en el dominio y la fun-
¢ién no es constante pues el recinto no es conexo.

e) Filxy) — sen[tgidx-2y)] . f) Fixy)- VN2 +y?)
g) Fi(xy) — x3y+ei) —gsentxy) hy Fioy) —» ytax — arctg

-..-- N

e 10) Derivadas parciales de a) Fi(x,y.z}) — (xy}* b) Fixyz)— %7,

11} Derivadas parciales de a) Fixy,z) — x¥-+y*+25

1

ol Wy o i Fi{x.y, - Eypy
b b) Filxy.z)— In{xy-+yz+2zx) ¢} Filxyz) = x X
> ] r x1+x2
~ 2 12) Hallar F—'x‘ ¥ i’fxé para F.(x,,xlz,xs..x“)-—_aarc tg W

Fi(xy)—> 2x%+5y? entre (3;1) v (3,01,1,03). _

Dominio de F, abierto y no conexo w14} Idem para F:(xy) — x2—y para {a;b) = (1;2), h = 0,02, k = 0,03.

160 -

_ Xy
Key?

X -
— Verificar ef resuitado
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Il. Derivadas parciales sucesivas

Pueden considerarse, a partir de una funcién inicial de dos o mas variables, (8
nuevas funciones definidas mediante las derivadas parciales primeras. Estas funcio- g
nes pueden admitir, a su vez, nuevas derivadas parciales, definidas de la misma ¥
manera. ‘

Fo(xy) — Fiixy
Fixyy) - Fixy)
Fy: (xy) — Fi{xy)

FLxb)-F (a;b) . il
F,.(ab) = lim —TE si existe, es la derivada segunda de F respecto
X+ @ -

de x dos veces.

. Flay)-Flap) , .
Folab) = lim ——mmn 5 existe, es ta derivada segunda de F respecto @
. ¥ .

y—b .

de x y luego respecto de y, etcétera. g

Andlogamente: o B

F’{x;b)~F:{a;b} F!{a;y)—F'{ab) i

=4 B) = . y ¥ F''(a:by = i ¥ ¥ ] s y

vx(a b) Iirf.a x—a wia) yrzb y-b e

Tambi " e F 9F .
ambién puede utilizarse la notacién Fl = ——— F// = wemee, gicétera.

axa ¥ ayax I -

Obsérvese que en la tltima notacion, atribuida a Leibniz, el orden de derivacion gimesi

e

se indica de derecha a izquierda, contrariamente a lo que sucede con F;; donde el .. L .o
orden es de izquierda a derecha. Lo
a?F o BN

Andglogamente F;; = indica que primeso se deriva F respecto de y, y

X0
luego F; respecio de x.

ihi ' H H rrr 115 ey
Pueden definirse en forma similar F,[, F., F. ", etcétera.

Ejemplo 1

- Slendo Fix;y) — x cosy + y cos x, hallar lag derivadas parciales de orden dos. ‘

Previamente: N

F.(xy) = cosy ~ ysenx F;(x;y) = CO$ X — X Sen Yy

Faloy) = —ycosx, Foixy)=—seny - senx, _
Freay) = —senx —seny,  Fxy) = ~xcosy

En este caso, Y(xy) es F(xy} = Fii(xy).
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Ejemplo 2

Fgy) > XY -e®

Fixy) =yx'-yeY Fr(xy) = XY Inx—xe™
Froixy) = y (y= e -2 -y%e®,
Folxy) =Yy x-Hnx4RY - e —yxet,

Frbay) = X1 pyxy~ln x--e¥ —yxe,
F;;(x;y) = Yinfx—x?e".
También resulta F;;(x;y) = F;;(x;y) en cualguier punto.

. : " i
Sin embargo, la igualdad de las derivadas mixtas F i ¥ Fix nose cumple ne
cesarlamente si no se exigen ciertas condiciones.

Consideretnos la funcion definida en B?, asi:

xP4y?

XY X o) # (00
Fxy) { si (xy) # (00)
0 si(xy) = (0,0

y caiculemos sus derivadas' mixtas en el origen.
Primero buscamos F) en cualquier punto {x;y) # (3;0) utilizando tas reglas de
derivacion.
)
By -y I+ -2 XY s (0:0),
(x2+y2)2

Es F0qy) =

Fi(0y) - F{0:0) o) v F(0:0
Como F}/(0;0) = i;rﬂ R hailamos F {0y} y- F(0:0)

|

\ F(x,0)~F(0:0) _
SRR -

F1(0:0) = tim 0.

F (0y) = — v =~y{y # 0}
Luego F/(Q0) =tm —%=-1 (1.
ueg e y—0 y

(3~ By2x) (2 +y2) ~ 2y(yC ~xy°) i (<) # (00).

Anglogamente F (xy) =

(x2+y2)2
*}l‘ =
F (x;01—F/{0:0) " e
Como Fy(0;0) = fim _—Vm—k—-&—_—— buscamos F,(x:0} y F;(0:0)

§ OO = I F(Oy}—F(0:0)
Fix0) =2 =x(x#0)  Fj(00) =Im o_mi_!)T&—_— =o.
X
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A X
Luego Fyx((),o) = E;r_rl e XS 1 {2).

De (1) y (3) F{0:0)= ~1 Fi0;0) = 1.

L.as condiciones para fa igualdad de i i ii
siguionts teaeon ot las derivadas mixtas quedan fijadas por el

Teorema-de Schwarz

Si F s 3] (ACHQ) tiene deri iales F' F'F continuas en un entor-
] _iVada§ parc | % ol i en u
R | pU”tO (a;b), interior al dominio, er EtOﬂCE!S existe F’’ a,'b Y I i V F! V
o de - ] N‘( ) ) es igual a (&:b)

¢ Demostracion

Consideremos un punto (a+hb interi

) b+K), interior al entorno de la hipétesi i
e T . is’ ~
namos una funcién auxiliar g, de variable x, en el intervalo [a;a+h]: ° Y e

o{x} = F(ub+k)—F{x:b).

. e ar, ' inter vVal a

Resulta g(a+h)—g(a) = g'(a+th) h con O<t,<1.
Reemplazando g vy ¢', es:

Fla+hb-+k)~F(a+hb)~Flab+k)+F(a) = [Fi(a+t,hb+k)—Fi(a+t,hib)] h " _ n

Si dividimos por k # 0 y buscamos lim | queda:
k-0

lim [ F(a+h;b+§<&—‘f-’(a+h;b) Flaib+k)—Flab) }

k

- fim Fi(a+t hb+k)~F/(a+t,hb)
K~ ) k

Luego, F'{a+hb)}~F'{ab) = ] )
hipéfesis? fa+hib)-Fi(ab) = Fi/(a+t,hib) h, ya que estas derivadas existen por

Si ahora dividimos por h # 0 y buscamos lint |, obtenemos:
h—g ’

Lo o

lim
h—@Q h

=lim _Flia+thib).
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Como F,’ es continua por hipotesis, el limite en el segundo miembro existe y
es F;;(a;b).
F;(a+h;b} - F;(a;b)
h

Luego, lim = F'{ab).
ueg hs 0 "Y( )

Pero el primer miembro es F;;((a;b).
Finalmente, entonces F;,;(a:b) = F;;(a;b).

Fy(a+hib)~F (ab) - -

1 a conmutatividad en el orden de derivacion se extiende a las derivadas par-
ciales superiores, siempre que se verifique 1a continuidad de las derivadas corres-
H 3 H X S [ (N
p{?ndientes. Por ejemplo, para las derivadas terceras, resulta F . = Fax = Fyxo et

célera.

EJERCICIOS

1) Calcular por definicion las cuatre derivadas parciales segundas de:
Fibxy) — 2x+y? en {(~1;2).

2) Derivadas parciales segundas para Fiogy) = xf Gixyz) — 2°+89.
3) Siendo F:(xyy}-» arcig (xy) haliar F;;;(1;—1).
4) Calcular por definicion F(0;1) si F:(y) — e'y+erx.

Byx2—2xy?

Ty si (xy} # (0:0)

5) Calcular F;;(D;O) Vi F;;(O;O) si F:(xy) -~
0 si (xy) = (0;0)

lil. Derivada direccional

Veremas ahora otro tipo de derivacion, gue incluye a la derivacion parcial como
caso particular.

Consideremos un purito {ab), interior al dominio de una funcion F de dos va-
riables y un vector ¥ de componentes hy ki ¥ = hi-+k].

Sea « el angulo que forma el semieje positivo x con el vector V.

Definimos como derivada de F en (ah), en la direccidn y el sentido dados
por el vector ¥ {o por el é4ngulo o) al limite del siguiente cociente incremental:

F{a+h;b+k)~F(a;b)

e cuando el modulo del vector ¥ tiende a cero.
Vi +k?

F(a+h;b+k)—-Fla;b)
/h2 42 '

O sea F!(ab} = lim
h2 452~ 0

105
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Finalmente, F,_(1:2)=lim  _~(0+4) 4 _ o &

'} FUOoeeTm TTVR
. Ejemplo 2
™ Caleular por definicién F/(1;1) si a = ~—2§»— y Fixy) — 3x2—2y2
N R et ‘“jv
‘ 0= a<2n o F{1+h;1+k)—F(1;
. ' S o ] A F; (13) = Ifm ( 1 k) F(1 1) =
- il 1 O T VhZek @ Vhe+k?
1 | ) .

) a a+h X G

5 - fim 3(1+hP-2(1+KPF-1 im 3h?+6h—4k—2k?
. } N < vheak? o VhE+k? VheexE 0 VhE+k? ‘

) Obsérvese que Vvh?5kE 0 implica que h y k tienden simultaneamente a i

cero. Sin_embargo, ne se trata de un limite doble pues k = hm, ya que la direccion
v el sentido son fijos en el plano y m = tg & si h # 0. Por lo tanto, las derivadas ~ EFSNREE

M direccionales se calculan mediante limites simples. o
- . . Nt .2m
P Ejemplo 1 k{1 3

y 1
) Utilizando fa definicién, calcular la derivada de F en (1;2) en la-direccion y sen- el e k= -3 A h<0 A k>0
iy tido dados por un &ngulo de 135° si Fi(x;y) — x2~2y. h
(1 i2) = lim F(1+h;2+k)—Fﬁ;2) = ST ‘
L VhEE - VHEHKE , 3h2 4+ Bh—4(—h/3)—2{~m/3)? ~3h2+6h+4h/3

. ke o (11) =1lim = lim =

3 . = o h—0 Vh2+3h? 0 2|hj
» _tim (hthP-2@4K)-(-8) _ he+2h—2k

VhZakZ 0 V2 +i? Vitadao  VRERRE = I h(-3h+6+4V/3) -3 - 2V3

! T heo —2h )

)

' , Luego, F;_(1;1)= -3 - 2V3

I k{l 3

. (AN

i e e—

; n Férmula para el caiculo de la derivada direccional

. Para relacionar las derlvadas direccionales en un punto, con las derivadas par-

' ciales en el mismo, utiizamos el teorema del valor medio, suponiendoe que la funcion
i Para la direccion y el sentido e]ggidos, es k = —h, F tiene derivadas parciales continuas en un entomo del punto (a:b), interior al do-

Por lo tanto: ‘minio de F.

;

.] VK- 0 e V22— 0 e |h| = 0 e h— 0. Fab) = | Fia+c,hib)h+Fifa+hb+c,kk

’ ' {a;b) = lim A D<e <1 A O<c,<t.

j ‘ “ vhZek2 0 Vhe+k? ! z
Luego, F; (1 2y = lim _P°+2h+2h - lim h®+4h " hih-+4)

‘ ‘{a;b) = lim ‘{a+e hb) —mmee- + Fi{a+hb+c K) —mme— |.

] Como h<0, es || = ~h. “ (5% gl * ! N = ¥ AN
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P60 ——the = co8 & P S, .F"(X'y) .. . = F(2;2) = — -
he + k2 N YT @ gy a 2
Luego, F.(ab) = tirr}m {F;(aurc,h:b) cos a+F (a+hb+c.k) sen a}.
» he4k2 =0 y -
Finalmente, F!(ab) = Fab) cos o + F;(a;b) sen o pues las derivadas parcia-
les son continuas. 5
. IS BN 4}
Sia = 0, la derivada en la direccion y sentido de! sermieje x positivo es la derivada 2vs 10

parcial F {a;b). Analogamente, para o = mg» en la direccidn y sentido del semieje

y positivo, obtenemos la derivada parcial F{a:b). Ejemplo 3 -

Calcular 1a derivada en (2;5) para Fi{xy) — x2--5yx en la direccidn y el sentido
del vector v = 3i-3i.

Ejemplo 1
Calcular Fy, (151) si Fi{xy) — 8x2~2y2, aplicando la frmula, St Fixy) = 28y = Fi(25) = -21 A Fi{xy) = ~5x = Fi(25) = ~10.
, Ay ra. 27 . 2m 1 3 ‘ 7-
F 1,‘; "F 1,1 ““'—+F 1:1 mern——— T -"-—)-- (-———)=~»~ - iy
jim( ) = F{ti) cos — y151) sen— ( 5) 45 32\/:? y
Luego, F, (1;1) = ~8-2V/3, resultado ya obtenido en la pagina anterior, apli- 7w
2 a= L
cando [a definicion. e W 5—~6\K2:5)
|
Ejemplo 2 . 2 — Y
"~ < | 1
. 2_y2 . ; | 1
Derivada en {2;2) de Fi(xy) — %m« en la direccién hacia el punto (3;4). & ¢ ° X
XE 4y
o Los cosenos directores del vector v son:
Y " ez
TR COSa=W1mACOS,B=Sena=~—'1—-
A= —a(34) - = 1 1 1 11
| e N9 2= 10— - oo VE
el T - |
L] .’f
27 g Pl

Variacion de la derivada direccionat

Recordemos ia férmula para derivada direccional en %

.. 4 , 1
FrGy) o ——tw— = FH(212) = —, .
2 x
(x*+y%)? 2 F'(aib) = F(ab) cos a+ F;(a;b) sen o.
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Conocido el punto {a;b) y calcutadas las derivadas parciales de F en ese punto,
la expresion anierior define una funcidn con la Unica variable real a, es decir, una
funcién escalar g, dada por

gle} = F (&b} cos a+ F;{a;b) sen a.

Por ejemplo, si Fixy)—x*-3y » (ab) = (111), la funcién g estd dada por
gle) = 3cos @ — 3sena pues Fi(1i1) =3 n F(1:1) = 3.
Calculemos algunos valores {(aproximados) para esta funcion.

Resulta: g(0) = 3, g(g) = 1,10, g(—g)= ~1,10, g(wg) - -3,

3rY .- - ,Si)m (&m)z
g( i ) 424, g(w) 3, g( 7] 0, g 3 4,10,

ks
g(T) ~ 4,10, ...

Entre los vaiores calculados para ia derivada direccional de ¥ en (1;1), en fun-
cion del anguio «, hemos encontrado un valor méximo y un valor minimo. Queremos
averiguar si, entre todos los valores existentes, hay un méximo absoluto y un mini-

mo absoluto.
Para ello, buscamos primerg, si existen, los extremos locales de g, que es una

funcidn escalar derivable.
Hallamos, previamente, los puntos criticos donde se anula su derivada primera

g'(e) = ~3sena - 3C0S «
gla)=0 st lgoa = —1

Luego, « - Y o, = Im son 105 puntos criticos buscados.
1 4 2 4

Para saber si corresponden a maximo o minimo lacal, buscamos el signo de g
en dichos puntos:
g''(o) = —3cosat3sena
2 32
Q”(“élr*) = —3(—% + \[>0

(—?11—?—\ minimo local
Ay
g’ ( i ) = ~—3l/i2~ +3 (w —-\;g)dl = g(%’i) maximo local

Ademas puede verificarse que ¢ (m:%%rm) es minimo absoluto y g (]—f—) es ma-

Ximo absoluto.
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Luego, la derivada direccional de F en (1,1) es méxima en la direccion y sentido
dados por un angulo de 315°, a partir del semieje positivo de abscisas.
£} valor de la méxima derivada direccional en (1;1) para F es, entonces

7o\ e e T 7w N2 (M\/é“)__
g(—z—)—F%(1.1)WSCOST~SsenT_37~3 ~5- =3/Z

Anélogamente, el valor de la minima derivada direccional en (1;1) es

ST\ p (1) = Bz _ BT
9(4)_F_3§r_(1,1) 3 cos —— - 3sen-=; 2.

Hemos verificado, entonces, que una vez dados F y (a;b), los valores de fas de-
rivadas varian segun la direccidon y el sentido del vector elegido. En R?, dicha va-
riacion depende exclusivamente del angulo «. Para hallar los extremos utilizamos
la condicion necesaria para existencia de extremos locales en una funcion escalar
derivable, calculando la derivada primera respecto de o y luego igualandola a cero
para hallar los puntos criticos.

Stendo gle) = Fi{ab)cos o + F;(a;b) sen o
g'la) = ~F (ab) sen « + F;(a;b) cos «

¢g'la) =0 si ~F{ab)sena + F;(a;b) cos o = 0.

O L F;(a;b) i Fil{aib)# 0
sea Qa—”%r si F (ab} # 0.
s \ ( F;(a;b) ' ( F)’r(a;b) )
ean a, = arcty W) A o, = arcty W COﬂota-"—a1+7?.
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St g''{a,}<<0 entonces gle,) es maximo locat de g.
St g"'(e,)>0 entonces g(w,) es minimo local de g.
(o bien g"(a1)>0 A G (e,)<0) . .

Puede verificarse, haciendo un grafico de g en su dominio D = [0;2m) que,
ademas, son extremos absolutos.

El método aplicado sdlo puede utilizarse para funciones de dos variables, puas
para tres variables no puede expresarse la derivada direccional como funcién de un
solo angulo.

Presentamos ahora un método mas general y mas simple, que sirve en dos y en
tres dimensiones.

Derivada direccional como producto escalar
Recordemos nuevamente la férmula
Fi{ab} = Fl(a:b) cos e + Filab) sen

Si consideramos un vector cualquiera ¥ en la direccion y sentido dados por el
angulo &, a es su primer anguio director y, §i llamamos B al segundo &ngulo direc-
tor, en cualquier cuadrante es sen « = cos g.

Luego Fé(a;b) = Fl/{ab)cos o + F;(a;b} cosf (1)

Y

<
=

En particular, para V= cos « 1 + cos 8], este vestor tiene la misma direccion
y sentido elegidos y su médulo es 1 pues V| = \/ cos%a + cost g = 1.
Por lo tanto, la expresion (1) es el producto escatar de dos vectores, y resulta

Foab) = [Fi(ab)i + F(a:b}i] - [cos o T + cos Bi

El primer vector tiene por componentes las derivadas parciates y recibe ei nom-
bre de gradiente de F en (a;b).

O sea, grad F{a;b) = Fr(@b)i+F;(ab)
Por lotanto, si v es un vector unitario, es F‘; {aib) = grad F(ab) « ¥, vy la derivada
direccional puede hallarse, en todos los casos, coma el producte escalar del vector

gradiente en el punto por un versor en a direccidn y sentida elegidos.
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> Efernplo 1

‘\/3—3

.
Calcular Fi(~3:1) si Fixy) -» 3y-y>x, V= =7 - —=j,

Fi(~3;1) = =19 A F)(~3{1) = 36 = grad F{~3;1) = ~19i+36}

" Verificamos que V] =\/ﬁ§zfﬁ“\2@ J=r

Vi H 1. \/:-3—-:
Luego, F (—3;1) = (~191+36)) .(..2_, - _2_;)

Fi{-81) = ~ —1-29— ~ 18V/3

Ejemplo 2

. 1 X2 - ¥
Calcular F(2,-2} si Fi{x;y) - 7Y = 3i—]

7. %
Fi(2;-2) = % A F;(a;—.?.) =1 = g_rad F(2;-2) = ”Z_H]'

Como el vector dade no es unitario, lo dividimos por su médulo, para obtener
un versor en ia misma direccidn vy sentido

3.'.“_ 1;-

V10 V10

\7:

Luego, Fi(2i-2) = (%sfj) : (\/:31_0"'“ \/%i)

17+/10
Rla-2=—%% —
Ejernplo 3 .
Aplicando producto escaiar, hatlar F'__ (1;~1} si Filxiy) — 3xty-2y

Fi(1:-1)= =8 A Fii~1)=1= gradF(1;~1) = ~Gi+]

Buscamos un vector unitario en la direccion y sentido dados por el angulo
Sar ‘

o = ——

6

t
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cos -2 | sen -—“cos,B——-l:‘* \7=——3—‘+—1—T
* > “ 2 2 2
93+1
Fe, (1) =———p—
Sa 2
6

Obsérvese nuevamente que, para poder caleular la derivada direccional median-
te un producto escatar, el vector en la direccion y sentido elegidos debe ser unitario.

Recordemos ahora la propiedad geométrica del producto escalar:
X+ = [l cos .
donde « es el 4ngulo comprendido entre los vectores X e ¥.

Resulta Fi(ab) = |arad F{a;b)| V| cos w, donde w es el angulo que forma el
vector gradiente con el versor V.

Como [V| = 1, queda: Fi{a;b) = |grad Fla;b)] cos e.

En esta Ultima expresion observamos que el valor de la derivada direccional
depende de! dngulo que forma ef versor con el gradiente.

Si @ = 0, entonces cos o = 1 y el producto indicado alcanza su valor maxi-
mo. Es decir, la derlvada direccional es méaxima en la direccion y sentido dei vector
gradiente. Ademas, el valor de la méxima derivada direccional en un punto es el
mddulo del vector gradiente en dicho punto.

La minima derivada direccional se obliene para cos = —1, es decir, para
@ = . Corresponde a la direccion del gradiente y al sentido opuesto. Su valor es
el nimero opuesto al modulo del gradiente.

Por otra parte, la derivada direccional es nula en la direccion perpendicular a

fa del gradiente, pues cosw = 0 para o = —725 o bien o = 321

’ \
\ a{\ﬁ\a -
\ der. Toor
\a -
(ab) M\
B T
aet: e !\6
/ rial | LY
a \\ X

Si analizamos nuevamente el ejercicio resuelto en la pag. 111, obtenermos:
grad F(1;1) = 8i-3]. Luego, [3-3] = /18 = 3v/2

es la derivada direccianal maxima. E} ndmero opuesto —3+/2 es la derivada minima.
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Aplicacion

Calcutar derivada direccional maxima y minima en {(—2;3}

para F: {xy) ~»> x*—3xy?

o B Fi(~2:3) = ~15 A F)(~23) = 36 = grad F(~23) = ~ 151+36]

|~ 181+-36]] = /1521 = 39.

Luego, la derivada méxima es 39 y la minima ~39.

Derivada segiin una curva orientada

= En problemas de aplicacidn, por ejemplo en fisica, interesa a veces la variacion

P = de los valores de una funcion a lo largo de una curva plana ofientada. Para ello, se

"W define como derivada de una funcidn en un punto, seglin una curva criertada que

pasa por el mismo, a la derivada en la direccion v sentido del versor tangente a la
misma en dicho punto. {(Ver pag. 305.}

&

.
i
T

#

&

Derivada direccional en R

R Para una funcién F de tres variables y un versor en el espacio, podemos defi-
nir derivada en la direccidn y sentido dados por dicho versor en un punto (a;b;0) in-
terior al dominio, donde F admite derivadas parciales continuas.

Por un camino totalmente andlogo al aplicado en R?, se demusstra que:

Fi(aibic) = Fi(abic) cos e + F;(a;b;c) cos B + F (abic) cos y

siendo V=cosaf+cos@]+cosyk

También, Fi{abic) = grad F(abc) - ¥, y subsisten las propiedades demostra-
das en F2.

Ejemplo

Fixy;z) — X2y —x23+yz

a) calcular Fi(1;2;-1) si v = 3i~4j+5k
N b) haliar la derivada direccional méxima y minima en dicho punto
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10) Sea F: (St;y)—-> V4 x2—y2, Hallar: a) derivada en {1;-1) hacia {(4,-3),
b} derivada maxima y minima en {1;~1).

* 11) Derivada direccional maxima por dos métodos para F:xy)— x*~3y? en (3;1).

12) ¢En qué direccién es nuia Fi{=1,~1) para F:{xy) — x2y~x?

a) .
Filizim1) =5 A Fy(1i2-1) = =8 A F(12i=1) = 1 = grad F(1;2i-1) = i3] +k
X 1=t
_ y vo_ 82 2vZ. V2
iv|=\/55=5\/§=>v=«~ﬁ~~ o 5 i
L. (VE. 7, V3.
F:(1:2,—1) = (81-3]+k) -(w—m—i - TJ"‘“T")

16
Fitiz-1) = 2

|
b) |grad F{1;2;~1)[=/35.
Derivada direccional maxima: ~/35.
Derivada direccional minima: ~~/35.

- EJERCICIOS

. 5 "
1) Calcular por definicion ¥ (3;-1) si o = TW A Fix;y) — x+3y7,
2) Calcular por definicion F/(3;-2) si a = 335 ~ Fifxiy) = xy+ 3y,

. 3 " B
3) Calcular por definicion F/{—1:4) si a = —4—1’— A Exfxcy) — X2~2x+y.

3x2
4) Caleulara) F (-2,—1) si @ = —23i A Fi(xy) "*mgm - ln{xy).
by FU3—1) si ¥ = 21-3] a F:{xy)— Sy*x—x?y.

5} Calcular F (3:4) si ¥ esta dado en la direccion y sentido de (3;4) hacia {(—2;1} A
2 . .
A Fixy)— x4y+% -1,
6) F:(x;y}— x?~3xy. Observar la variacion de . (2;—1) para los siguientes valores
. T w T 3w 57 bnm M .
dea.o,g‘,—é*,'-é'."r.ﬂ.“‘?._an 6
Hallar la derivada maxima y ia minima.

¢ 7 o 3w 7o 3n
7) idem para F:(xy)— x2-3y% en {2;1) a rUrtre ™ T
8) Derivada maxima y minima en (0;1) para F:(x;y) — &'y,
9) Derivada direccional minima en (1;1) para F:(xy) — x®—3y.
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4
13) Derivada direccional minima en (1;0) para Fixy) — 2x% + yi1 . Caleularla
por dos métodos.

X+y

VxZ+y? )

14) idem para la derivada méxima en (34) si F:(xy) —

15) Derivada direccional maxima y minima en (1;1) si Fi(xy) — 2+In(7x) - @
18} Siendo Fi(xy;z) — x*+yx®—2x%2+2%, hallar Fi{1;2,-2) si ¥ = 41+2]-3k.

2 3
17) Fixy2) — _’;M - -?gw ~y?z. Calcular la derivada en {0:1,-3) hacia (5;-2;4).

18) Hailar la derivada en la direccion que forma angulos iguales con los tres ejes
coordenados para F:(xy;z) — xyz en (1;2;3).

IV. Funcion diferenciable

Al considerar funciones escalares o de una variable real, se demuestra que si
una funcién tiene derivada Jnita en un punto, entonces es continua en dicho punto.

O sea que, en una varlable, derivabilidad implica continuldad, aunque el reciproco
es falso.

En dos o més variables, el concepto de derivada parcial es mucho mas débil,
La existencia de derivadas parciales finitas en ur punto no asegura la_continuidad

en dicho punto, como tampoco la asegura la existencia de derivada en cuglguier di-
reccion y sentido.
R e

Efernplo 1

Consideremos la funcidn definida por la regla siguiente:

—2Y S ) # (00)

F: (xy) — Xy

0 si {xyl=(00)
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F esta definida en el origen pero no tiene limite doble en el mismo. Por lo tanio,

presenta una discontinuidad esencial en el origen.

Sin embargo, F admite derivadas parciales en (00).
En efecto,

F(x;0)F(00} FOy)-FO:0) _

FI(0;0) = li = "(0;0) = i
{0;0) I;rﬂ . x 0 A FY(O,D} E;rﬂ o 7 .
Ejemplo 2
3 2
2 si () # (0:0)
Elegimos ahora F: (xy) — x2+y*
¢ si {(xy) = (O:0)
\ " F{x;0}~F(0,0 . - F{O
FI(0;0) = lim _(___.)_L,,_)_ =0 A FI0:0) = Iim m = 0,
Xx—0 - X ¥ Y0 y ‘
__Si buscamos derivadas direccionales en el origen, es:
, . F(0+h;0+%) ~ F(0;0)
F {0:0) = I : k=
L o SR ~ mh (m # 0)
Queda,
F(0:0) = lim 3h - m?h? - 3hm?

sih

d=F/

f = {im .
HESS ] (h2+m“h4)" /h2+m?h? b+ 0 (1+m4h2)§h}~f'$+m2

Este limite existe para cualquier direccidn y sentido, pues:

, 3m? ) -3m?
= 0 entonces F'{0;0) = —sm—— A st h<0entonces F(0;0) = —=——r
“ V14m? o ARG

(h>0 = 0<a<w~7~7~v3—2"<a<2w) A (h=0 = -12—T<a<'n'v ﬂ<a<i;~}

2

/ /
o 30y —» =00 (Gt:") -3 'F-r%go /‘_Fjﬂ'/-b =0
Luego, F tiene derivada en cualguier direccion y sentido, y sin embargo, No es

gontinua en {0,0) pues no tiene limite doble en el punto {pag. 83).

Obsérvese que en este ejempio no_es posible hallar F/ mediante la_formula

F{0:0) cos e + F;(O;G) sena pues F.y F; no son continuas en el origen.
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Por ofra parte, es l6gico esperar, pensanhdo en forma intuitiva, que el concepto
de derlvada parcial e incluso el de derivada en cualquier direccion, sea menos fuer-
te que el de derivada en una variable que es una derivada "total”. Sucede algo si-
mitar cuando se compara limite doble en un punito, con limite simple.

Por elio, se busca, para carmpos escalares, un congeplo més fuerie que el de

derivada direccional, que gsegure la continuidad y sea equivalénte a una derivacion

wotal”. Ese concepto es el de funcion diferenciable.

Definicion
Sea F una funcién de dos variables y (a:b) un punto interior a su dominio. F es
diferenciable en (a;b), respecto de los nimeros reales hy k, si existen dos nOmeros
reales A v B tales que:
G(hk) = 0. s AnitEs )
o) .

Fla+hib+k) — F(ab) = Ah+Bk+G{hkVhe+k? A'afm)

B

_Obsérvese gue h y k son dos nlmeros reales cualesquiera, con la dnica con-
dicion de que el punto (a+h;b-+k) pertenezca al entorno de (&;b) en que la funcién

esta definida, por ser (a;b) interior ai dominio.
Es decir, que F es funcion de las dos variablesx ey, y ademas existen otras dos

variables independientes hy k.

Para comprender mejor esta definicion recordaremos diferencial para funcion de

una_variable.
Sif es funcion escalar, derivable en a, por propiedad del limite finito, es

) farh)~ta) ., }z
o, (420 p]-o
fla+h} — f(a) — F(@ h

. :

Si hacemos g(h) =
es I'Em og(h) =0 ¢ 5ea, g es infinitésimo en 0.
Por lo tanto, f(a+h) — f(a) = f'(a} b + gth} h A lim 0g(h) == (),

La definicion dada para funcion diferenciable en dos variables generaliza esta
tltima expresion, pues probaremos que los numercs A y B son las derlvadas par-
ciales en (a;b).

Teorema 1

SiF es diferenciable en {a;b), interior a su dominio, entonces F tiene derivadas
parciales en (a:b).

119



Demostracion

Por definicion existen nimercs A y B, tales que:

Flathb+k) — Flaib) = Ah+Bk+G(hkrn/h?+k? A lim G{hik) = G,
th

k) - (0.0}
Probaremos que A = FlabyanB= F;{a;b).
Si consideramos k = 0 y dividimos por h # 0, resulta:

Flathb) ~ Flab) oV
h = A + G(h;0) o

Buscamos limite para h — 0

tim Fla+hb) - Flab}
h-0 h

- A+ o
= A+ i;l’ﬂo [G{h,O) ""'““H*--}

Por {a definicién de funcion diterenciable, G es infinitésimo si h ¥ k tienden si-

. h
multaneamente a cero. Ademas —EFI—I— es una funcién acotada.

. h
Luego, I:‘rﬁe [G(h;O)——Eh—I] =0y queda Fi{ahb) = A,

Analogamente se demuestra que F;(a;b) = B,
Entonices, para F diferenciabie:

(1} Flat+hib+k)-F(ab) = F;(ab)h-+F {ab)k+G(hi)vPE+% A lim Gihik) = 0.

(k) (0.0}

Aplicacién

Utitizando la definicién probar que Fix;y) — x2+2xy es diferenciable en cual-
quier punto (ab)efR?.

(Fixiy) = 2x+2y = Fi(ab) = 2a+2b) n (Fi{xy) = 2x = Fi{ab) = 2a).
Reemplazando valores en la férmula (1) anterior, queda:
Fla+hb+k)—-Flab) = (2a+2bjh+2ak+Gth:kivhZ+iE,

Debemos probar que lim Githk) = 0.
(R} — (0,0}

Reempiazando los valores del primer miembro, quedé;
(a+h)?+2(a-+h){b+k)—(a?+2ab) = 2ah+2bh+2ak+G(h;k)vh?+k2,
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Cancelando convenientemente: h2+2hk = G(h;k)vh?+k2,

in-+2hK|
Glhik)| = —=——== para VHh*+i® # 0.
(Gl =~ e P

Por la propiedad triangular:

f é |h§

(G| — A + 2]

—_—
Vh+i? Vh+k?
Como ——-—;{\/%:{?——ﬁt es |Gthk)|=|hi+2K.

Luego, i{im) (O'b)G(h;k) =0 y queda probado que F es diferenciable en R2.

Diferencial total

Es comdn llamar AF o Az a la diferencia F(a+h;b+k)~F(ab). Ademas, se de-
fine como “diferencial total” de F en (a;b), respecto de h y k, a la suma de los dos
primeros términos def segundo miembro, o sea, la parte lineal del incremento.

dF{(a:b),(hk)) = F{ab)h+F (ablk.

En notacion vectorial, el diferencial total puede definirse como el producto es-
calar def vector gradiente por ef veglor de componentes hyk.

O sea, d_F((a;b),(h;k)) = (F(a:b)i+F;(ap)) « (hi+Kj).

lgual que en una variable, es usual llamar Ax al nimero h y llamar Ay al nime-

ro K
También puede demostrarse que Ax =dx y Ay = dy.

£n efecio, para F(xy) = x, F es diferenciable siendo dx = 1Ax+0Ay.

O sea, Ax = dx.
Andlogamente, para F(x;y) =y se demuestra que Ay = dy.
Obtenemos, entonces, la siguiente expresion para el diferencial total:

dF(ab) = F (a;bjdx+ F;(a;b)dy.

La notacion usual para el céleulo del diferencial total de una funcién en un punto
cualquiera es!

dz = z] dx+z; dy

0 bien, dz = 2 ax+ oz dy.
ax ay
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Al admitir esta notacion, debe tenerse claro que dx y dy son dos valores arbi-
trarios, independientes ambos de las respectivas variables x e y. Ademas, se en-
tiende dque el diferencial de la funcion dada por la expresion z = F(x)y) se calcula
en un punto cualquiera (x;y), las derivadas parciales se calculan en el mismo punto
{x;y) y la formula tiene sentido solamente si la funcién es diferenciable.

El diferencial de una funcién en un punto da una aproximacién conveniente para
el incremento de la funcién al pasar del punto (a;b) al punto (a+h;b-+k).

Al definir plano tangente a una superficie, veremos la interpretacion geométrica
del diferencial total.

Aplicacién

F:{x;y) — 3xy—x® Hallar Az y dz en el punto {1;2) respecto de los valores
dx = 0,01 dy = 0,02

Az: F(1,01:2,02)—-F(1;2) = 5,1005—-5 = 0,1005
dz: dF(1;2) ='F;(?;2)dx+F;(1;2)dy
dF(1;2) = 4.0,01+3. 0,02 = 0,1000

Teorema 2

8i F es diferenciable en (a:b), interior a su dominio, entonces F es continua en

(a;b).
Para demostrarlo, debemos probar: lim
{riy) - (ab

Haciendo h = x—a, k = y—b, en la expresién de una funcidn diferenciable, ob-
tenemos:

)F(x;y) = F(a;b).

Flxiy)-F(ab) = Fi(ab){x—a)}+F,(ab){y—b)+G(x—ay—bh/{x—a)2+(y~b)2

siendo lim
-yl {ad

b)G:(x——a;y—b) ={.
Ademdas, como |x—al=v/{x—a)?+(y-b)]?, resulta:

Ve>038 = € tal que O<V({x—al’+(y-blR<s = |x~a|<e.

Por lo tanto, fim

%—a) = Q.
{xiy) — (a:b}( )

Analogamente, es lm
{

—-h) =0
Ka‘)—’(a:b}(y )

Liego, i{im) (a_b][F(x;y)—F(a;b)} = 0, y el teorema queda probado.
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Teorema 3

Si F es diferenciable en {a;b), Interior & su dominio, entonces F tlens derivada

en cualguier direccion y sentido, en dicho punio.

Demostracion

Consideramos, en el plaho, el vector (hk), que forma un angulo « con el semieje
positivo de abscisas.
Por ser F diferenciable sabemos que:

Fla+hib+K)~F(aib) = F{aibjh+F(ab)ic+ Gihik)v/hE+E

A Hm G(hk) = 0.
{hiky - (0,0}

Dividiendo por vh?+k® # 0, es

Fla+h;b+k)—F(ab) h k
w Friah) — e + Flah) ———— + G{h;k).
Vh2+k? (@0) VhZ+k? /a0) Vhe+k2

Fla+hb+k)—F{ab)
VR

Si calculamos el limite para \/h?+k?® — 0, resulta:

C bien,

= F {ab) cos o + F;(a;b) sen a + Ghk).

F;(a;b) = Fi{ab) cos « + F{a}b) sen a.

Luego, Va:3F'(ab) y se ha vuelto a obténer ta formula ya conocida por apli-
cacion def teorema det valor medio. :

£

Sabemos ahora que una funcion diferenciable es continua y admite derivadaen
cualquier direceion y sentido. Las propiedades rectprocas son falsas. Es decir, una
funcion puede tener derivada en cualquier direccidn y sentido y no ser diferenciable,
ni siquiera continua {ver pag. 118}.

Buscamos, entonces, una condicidn mas fuerte que la existencia de derivadas
parciales o direccionales, que asegure la diferenciabliidad en e punto. Esta con-
dicion consiste en exigir que la funcion tenga derivadas parciales continuas en un
entorno del punto elegido.

Teorema 4

Si F tiene derivadas parciales gontinuas en un entorno del punto (a;b), interior
al dominio, entonces F es diferenciable en (ab).
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Demaostracion

Por el teorema del valor medio (pag. 97):
Fla+hb+k)—F(ab) = F;(a«rt;h;b)h+F;(a~i~h;b+22k)k A O<t, <1 A O<ty<<t,

Como F, y F;, son continuas en el entorno considerado, es

Fi{a+t hb) = Fi{a:b)+M(h; i K) =
La+thb) = Fi(ajb)+ (hk)/\lﬁ)_’m;o)M(h K) = 0 )

El reciproco de este tecrema es falso, pues existen funciones diferenciables cu-
yas derivadas parciales ng son continuas,

For ejemplo,

(X2 +y?} sen (w;;i—;z—) st (xy) # (00

F(xiy) —

Fl(a+hb+tk) = F (a;b)+ Nih; i k) =
! LK) = F(a;b)+N(h k)’\i:ﬂ)ﬂmmeh’k) 0

pues to?a funcién continua es igual a su lmite mas un infinitésimo en el punto
(pag. 73).

Luego, F(a+h;b+k)—F(a;b)=F;(a;b)h+F;(a;b)k+M(h;k)h+N(h;k)k.
Para vh2-+k? # 0, es:

Fla+hb+k)—F(ab) = F(abjh+ F;(a;b}k+ (-M%W) VhE+k2,
+

Mh:k)h+N(h;iok
Por io tanto, G(hik} = v debemos probar que
VhA+4E d ° 4
G(hk) = 0.

iim
{hik) — {0;0}
Ahora bien, hj=vh2+iE A K=vVh2+k2 =

h
- l I =1 A ikl =1
Ve k2 Vh2+ k2

h k .

| -1 I ey by | 2

I VhA+id l Vh2+k? @

Sabemos que lim G{hk) = i [M hk h | K
W = oo (k) k1~ 001 thik) VAt 2 Nk vhitig |
. h

Pero, Hm M{hK) ————e-| = infi-
e 00) [ (h:k) e J 0 por tratarse del producto de un infi

nitésimo por una funcidn acotada, segtn {1) y (2).
. , K
Analogamente, i L ] =
9 (b — {0:04 { ( ) ~hE+k2
Luego, i K= i j {a;
g im)-»go;o)G(h ki=0 yFes dlfgrenc:iable en (ab).
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2. B 0

L0 si (y)y = (00}

Puede probarse qué F es diferenciable en (0;0), pero sus derivadas parciales
son discontinuas en (0,0).

Generalizacion
La definicién de diferencial total y la de funcién diferenciable pueden extenderse
a cualquier dimension,

Si FiD-» R{DCRY es diferenciable, entonces su diferencial total en {a;b;c),
interior al dominio, es:

dF(abic) = F (a:bojdx+ F)’,(a;b;c)dy+ F.(abic)dz

Andlogamente, para una funcion de n variables: x .x

2,...,Xn. es

dF(a,;a,...a,) = F‘;1(a;\1 ;aa;...;an)dxg»%F;a(a,;az;---;a,,)dxg+---+F";n(a1 Byt 8l X

O sea, dF(a;a,..ca) = E Fy @gay..;a,)dx,
=1

Diferenciales sucesivos

Si 1a funcidon F:D - R con DCR?, tiene derivadas parciales continuas de or-
den superior, considerando h y k constantes, puede obtenerse el diferencial seégun-
do de la siguiente manera:

a ’ ¥ - a ! I L +
FF(xy) = d(dF(xy)) = W(F*(x;y)h+F,(x,y}k)h+~5(ﬁ{x.y)h+ F(xiy)k)k
d?F(y) = [Frlxiyh+Fayikh+Fayh+Fixiy)klk.
Como las derivadas parciales son continuas, queda:
. o [T fage 2 FE g s 15 foape 2
d?F(x;y) = Fa(xyyh?+2F (xy)hk+F0Gy)K™.
Este diferencial segundo puede anotarse simbdlicamente:

e (v w (o _a__)(a) )
GPF(xy) = (i) FOay)
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expresion que se imMerpreta asi: se desarrolia el paréntesis segun la férmula del cua-

drado de un binomio y uego se considera que el exponente, aplicado a una deri-

vada, indica el orden de la derivacién. Las derivadas se calculan para la funcion F
en el punto {x;y). ’

3 AN, & & ‘232) o
O sea, (h = Tk ay) F{x,y)-—(h —a;—?—+2hk FYEN +k Y F{x;y) =
2 . 2. - 2 -
-k FFY) +ohk a*F{x;y) e FFY) _
axe axXay ay?

= h2FL(xy)+2hkE Oy +K2F 7 (cy).

Si consideramos el operador vectorial® nabla: V = (@WM@M)
ax By

el hinomio (h{;&kwﬁw) puede escribirse como el producto escalar
3 d

- (-2 ;a—y~) = (hK)- V.

Luego, d?F = ((hk)+ V)YZE{xy).
Haciendo h = dx, k = dy, suele indicarse:

2F - F! 2 1t " o
oF = F12(ck)? + 27 cx dy-+F1(dy).

De la misma forma se demuestra que:

I o e 3 e 2 rry 2 1y a _f _a_ _a_ )]
OFF = Fr72{0)%+-3F 2 (d)%dy-+ 3, dx(dy)+ Fs(y) ~(dx 2y ay) E.

Andiogamente, por induccion, resulta:

La fdrmula det diferencial primero es iguaimente valida cuando x & y no son va-
riables independientes. No pasa lo mismo con los diferenciales de orden superior.

* En general, un operador es solamente un simbolo para indicar que deben efectuarse ciertas opera-
ciones. £l operador vectorial 7 indica que debe derivarse. Por ejemplo, aplicado a 1a funcidn F en el punto
{a;b) da como resultado el vector gradiente en dicho punto.

O sea: VF(aib) =(%:—£f—)f=(a;b> = (Fi(ab)Fylab)) = grad Fla).
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| EJERCICIOS |
1) Probar que F es diterenciable en (2;1) si Fi{xy)— 5xy—y*.
2} Probar que F es diferenciable en (a;b)e.F!2 si Ffxy) = yo—xy.
3) idem para Fifxy) — 3x%y-+x—y.
4) Hallar diferencial total para cada una de las siguientes funciones:
Y

X
Fiy) — & + = Gixy) — arctg———
o X ¥ X2 +y

. ! y
Hilxy) - ytg x — 32 M:(cy) — XY~ aretg -

5} Hallar dz st z = sen (521} + iy

6) Hallar dF(2;~1) si Fy)— xay—2x2y2+y3.

X+y

7) Hallar dz en (3:4) st z ===

8) Calcular Az y dz siendo z = F{x;y) con F{xy) = ®y-+2xy*+3 en {—11) para
dx = dy = 1072,

9) idem para F(xy) = xay——S—z{— en (1;—2), Ax = 10-3, Ay = 10-2.

10) idem péra Fioy) = ¥y—3y? en (2,-1), Ax = 1072, Ay = 1073
11) Hallar d°F en (1;2) si Fiixy) — x%y? ~6x2y°.
12} Hallar d®z si z = (3x*~ 2,

13) Hallar d%z si z = VA2 +4y2xt,

V. Plano tangente y recta normail a una superficie

Recordemos, en primer lugar, que et grafico de una funcilép F de gos variables
es el conjunto {(xy:z)/z = Fixy)}. que determina una.super!:cae en R F e e

Si Py = {Xg¥pizy) €5 un punto que pertenece ‘a'dacha superficie y F tiene et
vadas parciaies continuas en (x¥,), queremos definir plano tangente ala supetficie
en P,. Para ello, nos apoyamos en la idea geométrica de gue el plano tangente a
una superficie en un punto de la misma, es el lugar geométrico de lgs_ rectas tangen-
tes a todas las curvas que pasan por el punto'y estan en la superficie.
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Sabemos que F tiene derivadas parciales en (%g:¥,)- Porlotanto, Fi{x,y.} es
la pendiente de la recta tangente en P, a la curva interseccitn de la super?ici?a (?on el
plano de ecuacién y = ¥, ¥ lo mismo sucede para F'(x_y ) en el plano x = x
(pag. 94). e °

Liamaremos plano tangertte al determinado por esas dos rectas.

) Para encontrar su ecuacion, podemos considerar, en primer lugar, el vector
v, = (1 ;O;F'(xo;ya)). Dicho vector tiene ta direccion de la recta tangente mencionada,

X

enelplano y =y,

— - Entonges,-la-scuacion-del plano-tangente a ta supedicie dada por z = F(xy)

Filxgivel

Andlogamente, v, = (0;1:F'{x ;y )) tiene la direccid
. v, L ; ccian de la recta tangente,
el plano de ecuacién x = x,. yLere s "
‘Por io tanto, la ecuacién del plano tangente puede obtenerse como la de un pla-
no gue pasa por PD y es paralelo a los vectores ¥,y ¥, no paralelos.
Su ecuacidn es (pag. 42): e

X=X, ¥Y-¥y Z,—F{xgi¥,)
1 ¢ Fi{x,:¥,) = ()
0 1 Fi(x,¥,)

(C; bierl, 2~ Fxg¥e) = FilXoiyolx—xg) +F (¥, My =¥,).
(Ern esta ecuacion z, = T(xy) es la altura para un i
(angeriey s p punto ubicado en el planc

Observacion

'La ecuacion. del plano tangente puede oblenerse también sin recurrir a las ex-
presiones vecloriales que hemos usado.

Para ello, recordemos que fa ecuacion de un

s plano al que pertenece el
Py = (X5¥,:2,) es del tipo: wee ® & puo

a(x—x0}+b(y~»yo)+c(z—zo) =0,
. o _ _a b

Sic#0es: z-z,=— —c-(x—xo) - Wéu(ymyo).

O sea z—z, = Ax—xo}+Bly-y,).
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Si se trata del plano tangente buscamos el valor de las constantes A y B.
{a recta interseccién del plano tangente con ef plano de ecuacion y =y, tiene
2,74
_x_._.;(;._
Luego, para y =y €8 Z -2 = FL(XONO)(X“XG} ¥, por io tanto, resuita:
A= Frxy,). '
Andlogamente, para x = x; se obtiene B = F;(xo;yo}.

ecuacion = XY

en el punto (X,y,:Z,) s
22y = F;(xu;yg)(xmxg)+F;(x{3;y0)(ymyo)'

¢ Ahora bien, asi como se dio una interpretacién geométrica a cada derivada
parcial, también puede darse una interpretacion similar para derivada direccional.

Para ello, considersmos un plano perpendicular al plano xy, cuya traza, orien-
tada positivamente, forme un angulo o con el semieje positive de abscisas y cuya
interseccion con la superficie es la curva C.

Definimos como recta tangente a la curva C en el punto P, a la recta, incluida
en dicho plano, cuya pendiente es F. (X}

Demostraremos que esta recta estd incluida en el ptano tangente a la superficie
en Py = (X3¥,Z5)

Para ello, cbservemos en primer jugar, que el vector:

v, = (cos a; sen &; F(Xy¥,)).

con origen en P, esté incluido en la recta tangente a la curva CenP,.
En efecto, ¥ = {cos o) sen ) es un vector unitario. Si lo pensamos con origen

en P, y punto final Q, la pendiente de la recta tangente mencionada es la distancia
vertical entre el punto Q y dicha recta, o sea, F.{x;iy)-
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Flixgye)

X

Necesitamos probar, entonces, que el vector v es o v Y

4 ; ; ) . oplanar con 7, y ¥

determinaron dicho plano. P Py e ane
Ello se verifica si el productoe mixto v eV, A ¥,) =10 {pag. 42).

cos o sen o F{(xgv,)
‘Tfa . (\71 A \72) = 1 0 F;(xa;yo) uz
0 1 Folxg¥)

e F {3 e) — FrfX,y,) cos o - F;(xo;y{}) sen a.
Como las derivadas parciales son continuas, queda:
Voo (V) A V) = FLlxoiv0) = Frlxgiy,) = 0.

Por lo tanto, el plano tangente, de ecuacion
T(X;Y)WF(X();YQ) = F,:(Xa;yo)(x - xo) + F;(xo lyg){ymya)

contiene a todas las rectas tangentes en P a las ic
_ curvas de la superficie que pa
por dicho punto. ° i e pasan

Interpretacion geométrica del diferencial total

’ Recordemos la definicién de diferencial total para un campo escalar de dos va-
riables en el punio (xe;yo) respecto de los incrementos Ax = X=Xy, Ay =y-y:
o

dF(x ¥ = FLx v llo-x d+ Filx iy My =y, ).

Vemos que su expresion coincide con ef segundo miembro de la ecuacion ha-
llada para el plano tangente a la superficie en (Rg¥piZy b

Es decir, resulta  dF{x,iy,) = T(xy) ~ Fix;y,).
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Luego, en un entorno del punto (x,y,). 5i se aproxima el incremento de ta fun-
cién mediante el diferencial, se considera la altura hasta el plano tangente, en lugar
de hacerlo hasta la superficie.

la interpretacién geométrica es analoga a la vista para funciones de una varia-
ble, donde el diterencial indica el incremento hasta la recta tangente en tugar de

hacerlo hasta la curva. _
Por definicion de funcidn diferenciable, la diferencia Az~dz es infinitésimo para

{6y} — (Xgi¥o)

Aplicacion
Hallar la ecuacién del ptanc tangente a la superficie dada por
Fixy) — 3x2-2xy en (-2;3;F(~23))
Fi(xy) = 6x—2y = F (-2;3) = —18
F‘;{x;y) = —2X =3 F;(—Q;S) = 4

Ademds, F{—-23} = 24.
Luego, ia ecu_acién del plano tangente en (~2;3;24), es

z,~24 = ~18(x+2)+4{y~3).

Osea 18x—4y+z = —24.

Recta normal

Si la superficie correspondiente a la funcion F admite plano tangente en P, en-
tonces definimos como recta normal a la superficie en P, a la recta perpendicular
al plano tangente en dicho punto.
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Podemos escribir de 1a siguiente manera la ecuacion det planc tangente:
FelXo¥o) (X =%g) + F (xgi¥o )y ~Yo) + (= 1) (Tixiy) ~ F{x gy} = O,
expresion que corresponde al producto escalar;
(Fixoiya)s Fy(xgivohi = 1) = (x=x4 y =i T0y)~ Flxyivg)) = O.

Pero si el producto escalar de dos vectores es nulo, ambos vectores tienen di-
recciones perpendiculares entre st. Ahora bien, el vector

Apticacion

Hallar la ecuacion de la recta normal a la superficie determinada por Fi(x:y) -

—»%«« 3x2y3 en el punto (1,-2;22}.

Verificamos primero si el punto perienece a la superficie, o sea F(1,-2) = 22.

Fi(1;-2) = 50 A Fl(1;-2) = —35.

—

V= (x=xg: y=Yoi TOXY)~F(Xgy,))
es urn vector cualquiera incluido en el plano tangente. Por |o tanto, ef vector
(Fitxoiyohs Fyxoyghi =1)
es perpendicular a dicho plano vy su direccién es la de la recta normal a la superficie
en P,
¢

= (e xgy =Y, T Oy~ Fixgiv,))

™

Recordemos que la ecuacidn de una recta en el espacio, que pasa por el punto
{%0:¥,; F(%,¥,)) es de la forma:

donde a,a,ya,son nameros no nulos tales que la recta es paralela al vector
(a8}
Luego, la ecuacion de la recta normal en P, paralela al vector
(F;(xo;yg)» F;(xo;yo)-; _1), es!

XX Y=Yo 2, -Fixgy,)

Filowe) Py  —1

si ambas derivadas parciales no se anulan en (Xgi¥o)-
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Cox~1 y+2 Zn'"“"22
Luego, n T -

EJERCICIOS

1) Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en (3;-1;—-33) a la superficie
determinada por  F:(xy) — x*y—2y*x.

2) idem para Fixy)— x®-3x%y+y? en (1;-2;F(1;-2)).
3) idem para Fix;y)— ey en (Oim1).

4) idem para F:xy)— x*-3x%y+y?x en (~1:2,-11).

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 4

Seccion |

2) Fi3i-2) = -2
4) F(00) =0  F(0:0) no existe

1) F00) =0  FIO0) =0
8) Fi(~1:2)= -4 F(-2~3)=4
5) F{0:0) =1 Fi{0:0) =1 6) no existe

11

8) F;(-—G;I) = -—5—2——

9) a) Fiixy) = [sen (C-B3y2)}(3y?~3x%)  F (xy) = Bxy sen (x°~3y"x)

7) F{00)=3  F(0:0)=0

, oy Er(xey] = 2cosy
b) .Fx(x;y) " Tx—2seny WY = g een y—x
Y . X
y) = Fi{xy) = —————
¢} F i) Ty yy) Y

133

DT T e N T

ST ST ST T '-"\ Eatat

TN _/‘-\\ L

i

TSN N



1

d) F{xy} =yin33¥ - 2 Fixy) = x In3 3% — e, SeCCION I
X ¥ y o

e) Fi{xiy) = 4 cos[tg(4x—2y)] sec? (4x—2y) ey 1) F(-1:2) =0 F(-12)=F (-1:2) = 0 Fu-t2)=2

Fi{xy) = ~2 cos [tg(4x—2y)] sec? (4x~2y) 2) Friixy) = yly=1h0 2 Fylxy) = Fpibay) = ¢! 1oy st linx

f) Fxy) = — X Frixy) = y & Flixy) = xv In?x
2\, /1 yyr o
OE+YAVIn(x+y?) O +y?PVIn(x? +y?) ' Grxyz) = Y23 3Y  GU{xyz) = Gliayiz) = 3%In B+yx 39In®3
g} Fr(xy) = 3xy-+y2en? —y3n I3 cos (xy) G, v ! ’
Frixy) = x3+e®22xy~x3%" 413 cos (xy) T GLxyiz) = Glxyiz) =0 Glyiz) = Gilxyz) = 0
y2—x2+2xy Gy (xiy:z) = X33y GlL{xyiz) =6z

h) Fi(xy) =y sec?x —
Oy iy

3) Fti=1) = -

xyx

" 4) F;;(Oﬂ} =0 5 F;;{O;O) = ~a F;;(O;O) =3

pof—

xZ—y24.2xy
(X2 +y?)+ (x-y)?
10) &) Ffxiyiz) =2y Fiayiz) = zxey)™" - Fxiyiz) = (xy)inGy)
b) Fifxiyiz) = yz X' Flixy) =zx%Inx  Flxyiz) = y ¥4n x
1) a) Fixiyiz) =yx¥"+2inz  Fl(cyz) = xinx + zy* o
Fo(xyiz) = yiiny + x 2%

Flboy) =tgx +

Seccion Hi

1) __g_\/’z'(h =k<0) 2 _—Mg*—?g____\/é‘ (k=m/3>0) 3) %\/Z_(h = —k A h<0)

Y N —{y+zZ .
b) Fuxyy:z) = {y+2) _ —25-220/F 106+/13 21619
(xy-+yz +ZX)IN2{xy +yz +2x) : 4) a) i b} - —5— 5) w4
Fiixyz) = ~{x+2) ~ -' i o ’ L e 10
’ ey +yz+ 2x)In?(xy+yz +2x) gy ©) FolZ-1) =7 F% (23-1) = 306, z @=1 ”
—{y+X) F:a (2;—1) = —6, Fial (2;—1} m‘_9,19, F;T(Q;w‘!} = -7,
2 4

Frixyz) =

(xy-+yz+ )N (xy+yz+7x) FL (2;-1) = ~0,71, FL (2:~1) = 8,69,

4 3
{2;-1)=9,06 der.méx. = V85 = 8,22, der.min. = —/85 = —9.22

FI
c) Fixiyz) = 2y x®~1 + -’52~ +yz9¥inz B E
: X 7 FL (24 = VB FL (1) =-6  F, (&)= -5V2  F@1)=-4
FY{X;Y;Z) =2xInx + x2%n z F;(x;y;z) = - _q:?__,. Xyz¥ ! ) = @ 5 @1} _32, ‘
Fr o (21)=3-2V8, Fp @1)=6
X3~ X 5 il
12) F!{X,X,%g%,) = 5 4 _5/5E
KRS X S (X, X, g) VZy-v2 9) -3v2 10) a) ——ww———{ ) 1y ~1 11 6VE
X, X
F (X XyiXgiX,) = L. 3 . ; 44~/55
% T Ry X P (X, X, 2 R R VZ y ~VE 16—
13} (3,005;1) y (3,01;1,015) 14) t, = cualquier t./0<t, <1 22183 113 1V
1T 2 0<t, 17) — == 19 . y 5
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Seceién IV

1

(Y 1
4) dF = (m T*?) dx +(— - -%-)dy

X

X y
_ y2—x2 +2xy y2—x2—2xy
(Y22 + (x—y)? (2 +y2 )2+ (x—y)? v
— dH = {y sec®x-3¥In 3) dx + {tg x ~ 3*2¥In.2) dy
M = (y 2+ —T—y i+ (Winx ~ —Z) gy
XT+y x2+y?
5. FUNCIONES COMPUESTAS
5) dz= 10xcos (5x2w1)dx-wm—1-—dy ' .
y In?y
. La idea de funcién en una o mas variables puede generalizarse considerando
6) dz = ~20dx+27dy 7) dz = 125 dx - 1:2;5 dy =) funciones cuyo recorrido es un conjunto de vectores n-dimensionales.

8) Az = ~0,029897 dz = -0,030000

9 Az = -0,0539 dz = —(,054 10) AZ~= -3,030063 dz = ~0,030000
11) —56(dx)2—216 dx dy — 56(dy)? i I
12) (1(}8x2w12y3)(dx)2 - 72xy?dx dy -+ (~36yx® + 3(‘)31“')(dy)2
13) 96y2x(dx)3+(24y3+288yx2}(dx)2dy+(72y2x+96x3)dx(dy)2+24yx2(dy)3 o .,

Seccion V

1} 29><m.’315)y+zt =93
2} 15%—7y-~z, = 18
3) 3x+z—-1=0

4) 19x~7y~z,+22 = 0
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|, Generalizacién del concepto de funcion

Recordemos, en primer lugar, los tipos de funciones que ya hemos utilizado:

1) funcidén escalar

La funcion f es escalar, o de una variable, si y sélo si fA— R » ACR.

¢ W

2} campo escalar

4

La funcién F es campo escalar, o funcién de vector, o funeion de n variables, si
“EY y g6l si FIA -» B A ACR™ A nz=2.

Agregamos ahora la siguiente clasificacién:

b 3) funcién vectorial

TR PR

X ] La funcién f es funcién vectorial si y s6lo st F:A-—» BY A ACR a nz2,

==z =1 Aym G . - . . .

3 " ¥ o Por o tanto, una funcidén vectorial es un conjunto de pares ordenados, cuya pri-
: ’ i

mera componente es un nimero real y cuya segunda componente es un vector

%> n-dimensional.
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Como ia imagen de cada nimero real t, perteneciente al dominio, es un vector,
dar la imagen significa dar las componentes de dicho vector. Cada componente del
vector imagen se obtiene mediante una funcién escalar de variable ty, por lo tanto,
la funcion vectorial es una n-upla de funciones escalares.

T=(td,..0f) significa x, = £ A X, = ,{)) A

Estas tltimas n ecuaciones son las ecuacnones paramétrzcas gue pueden aso-
ciarse a la funcion vectoriat.
Por gjiemplo,

Bles (Gys2)/x = 21 Ay = 2048 A 2 = £-31,

define una funcién vectorial de R en R
Puede indicarse también:

) = (2—~1.2t4+3;2-3t) 0 ) = (12— 1)1+ (20+3)]+ (5~ 30)k.

La variable t se denomina pardmetro y es usual que el dominio sea un intervale
cerrado {a;b). Es decir, ast=b, donde [a;b] es el intervalo parameétrica. Si la funcién
€8 continua, segtn definicidn que veremos mas adelarte, el recorrido se lama curva.

4) campo vectorial

La funcidn F es campo vectorial, o funcién vectorial de vector si y s6lo s
F:A— RY 5 ACR" A m=2 A n=2,

En este caso, la funcién es un conjunto de pares ordenados cuya primera com-
ponente es un vector n-dimensional y cuya segunda componente es un vector m-di-
mensional.

El campo vectorial se define, enionces, mediante una n-upla de campos esca-
lares.

Por ejemplo, .
Fix;y)— (5 x2+y)l+3xy -{4x— y)
es un campo vectorial de R? en R3. Esta dado por tres funciones de dos variables:
Filxy) = 5x2+y a Fo(xy) = 3xy A Fy(xy) = 4x—y
Luego, F= (FOFLF,).
En general:

F= (FoF o F

Yo = Flxan X ) Ay, = Fulx,x
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Funciones compuestas

l.as funciones generalizadas, o sus restricciones, solamente pueden componer-
se st el recorrido de la primera funcién que se aplica esta incluido en el dominio de
ta segunda. Condicidn de existencia analoga a la que se exige para funciones es-
calares (Galculo 1 - cap. 3).

El caso mas simple, luego de la composicidn de dos funciones escalares, se
presenta cuando se aplica primero una funcién vectorial de R en R? y luego un cam-
po escalar de R? en R. La funcidn compuesta es una funcion escalar:

B B

i 7

R FRE- R  FotR—R alique

VieR: h(t) = (F o T)t) = F{i(t)] si t)eD,

T L

En forma similar, paré FR"-» R™ ¥ G:R™ — B®, si se dan las condiciones
=¥ de existencia, es G o F:R" — B tal que

(G o FYx Xy} = GIF(, X0, )]

donde la funcién compuesta de dos campos vectoriales es también un campo vec-
torial.

Ejemplo 1
CFxy) s x4y, Gz (2-1;22+5;28-4). HallargoF
D, =R D, =R

N N W

RZ

i o F:A%— R® es un campo vectorial obtenido ast:
H =FoFixy) = (Uvwlu=g,@) nv=g,2} anw=g @) nz= Fixy)
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O sea Hixy) = (z) = §lx+y) = (g, (x+y)ig,(x+y)igy(x+y)) =
= (X+y=T1;2(x+y) + 5i{x+y)?~4) = (XY= 1fi+{2% +2y+5)j+ (x2+ 2xy +y2 — 4)k

Por ejemplo, H(2;-3) = -2i+3j-3k donde z= F(2i-3) = -1 A g(-1) =
= (~2:3,-3).

u = Gxy;2) = H{viw)

La composicién anterior suele presentarse, sobre todo en aplicaciones, de la
siguiente manera:

A= {{vw)/veR » weR'} B=R?°
u=2z~1x v=22+5 A W522m4/\2=x+yl

Se indica, en este caso, que x e y son las variables independientes, z es ia va-
riable intermedia.

Fifvw) — (v—w;vw; —:’;) Gixyz) — 3x—-y+z
= - o v v
Luego, Hiv;w) = (Ga F){viw) = G[F(lvw)] = G(ww;vw; Tv-) = B{v-W)-VW + -
Ejernplo 2

. Por ejemplo, H(~4;1) = —15 siendo F(=411) = (~5;=4;~4) A G(-5;—4;~4) = ~15
Formalizar la composicidn de funciones dada por las férmuias ’

= 2- = = 3
Z=X42¢y AX =5t A y=41. Ejemplo 4

Observamos que z = Fy) A % = g{t) » y = h{t) donde fnalmente es z = f(1). Es bastante comun la situacién siguiente que se presenta, usualmente, con fun-

ciones definidas en forma implicita.
Sea u = x5+y*+2? donde z = 7x+y.

N I Puede considerarse u = F{xy;z) con z = M{xy). |
Si se quiere formalizar la composicion de funciones correspondiente, puede ob-
servarse gue la funcién compuesta permite obtener

u = Fx;y;M(xy)) = T{xy).

__-e.-—.‘_ LUGQO, es:

R 1%, FR2— R. Luego, FofR— R

e - (xy:2)
ft— (Bt3+1), Fixy)— xB+2y, f=Foht—s (B +2(83+1).

Resulta f(t} = 2512421342, xy)

La funcién compuesta es una funcin escatar. En la composicion, t es la variable
independiente, x e vy las intermedias.

Resulta T=FoL dondeL es un campo vectorial cuyo dominio esta incluido

Ejernplo 3 en R? y cuyo recorrido esté incluido en R®.
Hallar dominios adecuados y formalizar la composicion de funciones dada por: - . Plxy) = x
' Es L={QM) siendo { Qxy) =y
v M{xyy) =z
uw3x~y+z,«x=v»wf\y=vw;\zmm

r 22 2P EE
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Obsérvese que P no depende de y. Q no depende de x. Suele decirse que la
funcion compuesta tiene varables independientes x e y, con variables intermedias
x.y.z, donde x no depende de y, y no depende de x, pero'z depende de x y de y.

X=X

En el ejemplo dade, es: F(xyz) =x*+y¥"+22 con{ y =y
Z = Tx+y

EJERCICIOS

1) Siendo §t— (% In t), F: (x;y) — x+2y—1, hallar F o f indicando el dominio.

+7), Fi{uv)—» u—3v, hallar Fo F indicando

2) Siendo Fifxy;z) — (x2—zy; yfz

el dominio.
3) Formalizar la siguiente composicién de funciones:
X=u-igtay=1243t nu=Vi+w—z A t=w +2v.
4) idem para h = x2+y3+ % AX=U+V Ay =uv A Z=2u~3v. Indicar dominio
adecuado para la funcidn compuesta.

5) idem para U= x24+2y-z A X =v—t Ay =5l Az = 2v+t,

6) idem para z = u— AU*X2+yAV=2X+“l+1.

v ¥
! = yBpng2y Bt
7) idem para u = x2+3x A x = yo+22% 4 e y
1 1 : 3t z z
B) ldem para u = x2— AV =Xy~ AX = — Ay =
y+2 y? 2 -1 241

ll. Derivacién de funciones compuestas
Generalizaremos ahora la regla de la cadena.

1) Consideramos primero el caso més simple.
Sea R — R? una funcion vectorial tat gue | = {g;&).

Es x=g(th ny= £ con g y ¢ derivables en t,.
Sea F:R?— R un campo escalar con derivadas parciales continuas en (x,:Y,).
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Podemos hallar la funcién co{'npuesia Fof: R— R, que es una funcidn escalar
s=Fof )
Demosiraremos que s es derivable en i, y que

8" () = Folxyi¥,o)g (o) +E (¥ ' (L)

Como s es funcion escalar, aplicamos la definicion de derivada en t:

v 2 = Ficy) = s

" ZO = F(xe;yn) = S(to)

FOoyl—F(xoy,)
t—t,

Luego, s'(ty) = lim
t- iy

2 Utilizamos el teorema del valor medio para una funcién de dos variables, con
, la notacién x—x, = h, y—y, =k (pag. 97).

F(xy)~FXgyg) = X+, (x—%o)iyo (X =Xg) #F {1y + Moy =y ) My —Yo)
0<m <1 A 0<m <1

Fr{xg+m, (X—X,); yo){g t-g(t,) I+ F,(xyy+m,(y- Yol )€ — €0}

’ = [
. Luego, s'(t) EIT . -
Como g y ¢ son continuas por ser funciones escalares derivables, si -1, en-
tonces x— Xy, Y- Y, Ademas, como F, ¥ F; scn continuas por hipdtesis, re-
suita:

lim F;(xo-i-m,(x»—xo);yo) = fim F! (%o +mm, (X=Xg)i¥p) = FilXgi¥,)
1est, - X0

R N . , '
=W I:Tt i (XrYo‘i'mg(ymyc)) = |;¥I’1 YQFY(X;yG+m2(ymy0)) = Fy(xo;ya)
G | sty L (O
gy Low0 500 = Rtk i S ¢ R I,

Finaimente, s'(ty) = Fi{X,iy,)a’ (1) +F (x5 ¥a)¢" (&)-
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Si consideramos que grad F(x,y,) = Fi{x,y i+ F‘;(xu;yo)i Y, COMO veremos
mas adelante, ['{t,)) = g'(t,Ji+ () es s’(ta) = (Fo f)'(t0)= grad F(x,:y,) -i‘(zu),
que expresa la derivada de la funcion compuesta como producto escalar.

La formula hallada puede indicarse también de la siguiente manera, haciendo

z = F(xy), x=g{i), y= £

dz_ ab
i)

d
1) = — (x oy ) =T (1) 25y o (1),
ar ° ax gt o ay CeUedt o

Para calcular la funcién derivada, resulta fa expresion tradicional

dz gz dx . ez dy
dt axdt ay dt’
donde las letras x, vy,
. . X
Esta férmula es simple para recordar si se usa el esquema z<y>t

¢ 2} Consideramos ahora un case mas general en que la funcidn compuesta
€5 un campao escalar.

Sea T:R2— R2 un campo vectorial, tal que T = (G;H), teniendo G y M deriva-

das parciales continuas en {u,;v,).

Sea F:iR2-» IR un campo escalar con derivadas parciales contmuas en

(XO:Y(;) T(Ugvvo
La funcién compuesta M=F o T es un campo escalar, para el cual demostrare-
mos que tiene derivadas parciales en (Uyv,):

M. {Uyvg) = Frlxgiyo) Gllugive) + Fiixgive) Hifugvy)
A

Milugsve) = FLlxgiy,) Gy,

Vo) + Xy H{ugv )

z = Fxiy)

Flxgy,) = M)

Obsérvese que T(u;\.r0
diente al incremento  Au = t-u,
dicho incremento. Es decir, T(u;vo) =

= (x4
(x,y,)} eon x, = Guvy) A Y, = Hluvgh
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z, representan los valores de las funciones correspondientes. @

= M{u;v} ®

pues x experimenta una variacion correspon-
pero también v experimenta variacion relativa a g

Por definicidn de derivada parcial, es M/ {u,:v,) = lim
u u— up u -y

M{uvy) = F(Guvo) Hluv)) = Fixiy,)  con x, = Guv,) vy, = H{uw,)

M{ugiv,) = F(G(UOIVO); H(ugv)} = Flxgy,)  con Xo = Glugvgl y, = Hiugivy)
Fix oy ) =Flxgiyg)
Es M!{u,v,) = fim 1 5:: T Yol .
U=ug L Uy

Aplicando el teorema del valor medio, resulta:

F(xg ;Y] )_ F(XQ;YQ} =

Faxo M %, Xghyo ), =X} + P13 T Maly; Yol Y, ~¥o)

O<m, <1 A 0<m, <

Ademas U— Uy = X, —> X, A Y, Y,
Como F| y Fy son continuas, queda:

Gi{uv,) - Glugv,) Huved—Hiugv,)

M {Ugvg) =

Frx,:y,) lim + Fi(x. v, i
x( g’yu) v g U — UO y( ()nyU) IUFE v U= U(}

Finalmente,

Milugivel = FolXgiye) Gilu,

Vo) + Fo(%giy,) Hy{Ugivy)

Analogamente se obtiene M {u,v,}-

Esquematizando, para calcular las funciones correspondientes a las derivadas
parciales, es:

gz oz ax+az ay
au X au 3y du

az az dz &y
+ —_— —

av ax  av ay  av

En forma vectorial, para T= (G;H} podemos indicas:

3 I ar [+ 1 ]
= Gul‘{"Huj I8 —TE—V— = GVH"ij

au

4
i

aM
Luego, ng;adF.ﬂmAﬁMw__gadF.ﬂ
au au av Y
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Para todas las situaciones en que ia funcién compuesta es un campo escalar, &

se obtlienen formulas analogas.

Por ejemplo, si

GR - RYG = (G,:G,iGy) con x = G (Uiviw) A y = Gyluviw) A 2 = G luviw)
F:R2? — R/h = F(xyy;z). Si se dan las condiciones de existencia, es H = FoG tat

gue H(u;v;w)' = (Foﬁ)(u;v;w), resultando la siguiente derivada parcial, si existe
para la funcion compuesta H: '

aH aF  ax

OF oy, F &
X du

y  au dz  4u

M 3
o bien, 2 = grad F -2 gonde A& - 281y, %2 . 9Gs
éu au du au au au
Andlogamente, il = grad F -Qié‘— A i = gradF .ma“
av av ]

En general, sean

G R R"G = (G1;Gz;...;Gm) con X = Gt t,.5t) para 1=1,2,..m
FFR™ — R/z= F(X X5 5%,)
Osea, Gi{tityit) = (G, (t;tyit); Gyltyityiit )i G (t 55t )
N
F: (X, XX ) — Flx, X )

Si se dan las condiciones de existencia;

Fol: (titt ) — !’-"(_(5(11 it} = Ht st )

G = (6,16,...G,)

H=Fsl

Si las funciones que intervienen son derivables con continuidad, resultan las

siguientes derivadas parciales para la funcion compuesta, que es un campo esca-
lar en n variables:
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AaH _ o AF X
A Ak a

para =1, 2,..n

| 9 4

yoloril, sON las variables independientes

XXX, SON las variables intermedias

m

También puede indicarse cada derivada como un producto escalar:

i i oH aG
e N e rad F oo e
el L at, gra at,

Hemos considerade la generalizacion de la regla de fa cadena solamente para
los casos en gue la funcion compuesta es funcion escalar o campo escalar. Los
i gréficos y las demostraciones fueron hechos para campos escaiares o vectoriales
e CON domtinio R" ¢ R™ para clarificar las ideas. Nada cambia si se consideran res-
- F 9 tricciones & conjuntos ablertos incluidos en R" o R™ respectivamente.

La regla de la cadena puede extenderse también si la funcién compuesta es un
campo vectorial, preferentemente usando matrices.

oo R ciemplo 1

Hallar —%‘:— si u=x3~2xy A X =~—?~ Ay = -1

de _ su dx  qu _dy
dt ax  dt ay ot
du
. a2
= (3% 2y)( ) 2% 21
- du = ox2 6y ~ axt
o 12 12

._c_jx_ = x’(t)

T para derivada total
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Ejemplo 2

oT
. e = By +08x+ 1y
Siendo u = x2+5y%+372% A x = psenpcost Ay = psenpsent A z = pcose @ 9%

hallar u, u vy u. . AT o L Errv s ok
Anglogamente, ‘ Ty_ =FP + Fy() y + EM
Es g =00 X M % M Pz
° ax  dp ¥y I dz  ap ii. =Bx4 0+ 3y2-1+ 221
Luego, u; = 2x senpcost+ 10y sengsent + 6z cos ¢. ;;
Andlogamente, e 3y? + 2z = 3y? + 14x + 2y

u;mzx;»cos«pcost+ 10y pcospsent ~Bzpsene

Aqui, la notacion tradicional debe usarse con cuidado pues puede resultar equi-
voca:

u' = -2xpsenpsent+ 10ypsenpcost

+
t

Ejernplo 3 au du ax b au  ay 5 au oz
Sea u=x%+y%+22 gon z = 7x+y (ver pag. 141). .3:5, Ei o v z
Hallar derivadas parciales de u respecto de las variables independientes x e y. - 1 @)

Si reemplazamos z en la primera expresion, obtenemos:

U = X5y (7x+y)2 "™ (1) indica la derivada respecto de x de la funcién compuesta, designada anterior-
: mente T,
u RN 0y an i ; ‘ s ior £,
Luego, au ~ x4+ 98-+ 14y, o 342+ 14x-+2y. . R (2) e carﬂblo, e5s la derivada reépecto de x de la funcion exterior ‘F
x Iy : g~ También suele anotarse asi: ’

-

Si queremos derivar mediante la regla de ia cadena, debemos considerar ia si-

od
guiente composicién de funciones:

ay

notacion ambigua pues u no representa la misma funcién, va que

au au ax ay au 0z
v) = p o .
e (xy) e {xy:z) prald xy:2) PRl (x.y.Z)mmax,

X =X s
Figyz) =x8+y*+22 con { y=y
' Z = Tx+y. ;

au au
B B v {xy) =T 059 A e (xyiz) = Fi(xyz).
Osgea, esT=F¢ L con L= {P;Q;M) siendo )

Pix;y) =x A QiXy) = ¥ A M{Xy) = Tx+y

e EJERCICIOS
- {xyiz) =Y
i - az y
o i . T = @Y = QUV
1) Hallar v Siz=senax=e" Ay 2

R o) Hallar 92 & 2 = sen sy au=—"0 A v=3te1,
v Vi

) - B dt
aT e raYl YT L e
ax = Fxpxﬂiﬁ_FnyszMx il - dx 1 3
i D) Haliar—at—-six=arctg—y~+322,«ymcosztnzm -
LN Sx4-1+3y2- 04227 .‘ u
2 DR 4) Hallar z, si z = arc lg—Au=e¥av=x
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ye(b—k;b+k). Ademdas esta funcion f es continua y derivable en el intervalo
@ (a—h;ath) ' :
i 5} Hallar U si U-”‘“~——3L/\ym-.j—_/\z=321. (a )
) * § inx Geométricamente, la existencia de la funcion { indica que, en un enio.rno del
N p punto (asb), existe la curva de nivel cero para la syperficafa correqun_daente a
i’\ 6) Haltar 2 i z=1nv WY A u=arcig—— Ay = V- 7 = F{xiy). O sea, que el grafico de { es la interseccion de dicha superficie con el
: \ ax X plano de ecuacién z = 0.
. : au ey v \
) e = = Ay = 3420, . )
o 7} Hailar = si u=¢g A X T A y Existencia
‘ .‘.] 9z y Sin perder generalidad, como F{ab) # 0, suponemos F;(a;b)e:(). Como F; es
i 8 Halar au si z = arc tg; AX=UTAY =V continua, mantiene su signc en un entorno de (a;b). )
= Si fijamos x = a, lafuncién escalar g, dada por gly} = Flay} es deqrec&ente.en
B dz | 1 ; un entorno de b. Elegimos en dicho entorno el intervalo [b k:b+k] incluido también
- H — 2 - i

- 9) Calcular g Para t=1 8 z=x3y-3y? A x= 7 Ay = arcigt. en E(ab).

Luego, s Flab-K>0 » Flab+k)<0.

10) Hallar z, v z, si Zzarctg—:”-/\uwe"Y;\Vﬂy*.

11) Hallar u) y u/ sl u=e*"¥"&Z Ax =31 ay w—‘;— A Z =Ry,

") lli. Funciones definidas implicitamente

Ya hemos considerado, en Caloulo 1, algunas funciones escalares definidas en ¥
S forma implicita. iy
Recordemos que la funcion f, de una variable x, esté definida implicitamente por _ §
} Fix;y) = 0 siysodlosi Vx: Fxi)) = 0. Andlogamente, F(xy) = 0 define implicita- G
mente a la funcidn g, de una variable v, si y sélo si Wy: F{gly)y) = 0.
En ocaslones, se puede pasar a la expresion explicita de la funcion escalar.

B Sin embarge, aungue ello no sea posibig, se logra caloular su derivada (Célculo 1 - (i
cap. 6). : o
Por lo tanto, dada la ecuacion F(xy) = 0, interesan dos problemas. Uno, dar
condiciones para que esa expresion en dos variables defina, en ciefio conjunto, una gSerEas

funcidn de una variable. En segundo lugar, calcular su derivada sin llevaria a la for-

) ma explicita. Estos dos problemas los resuelve ef importante teorema que demostra- g
- mos a continuacion. Luego, se extenderan sus conclusiones a funciones de varias gageligesm,
o variables. ‘

¢ Teorema de existencia y derivabilidad para una
funcién definida en forma implicita

Como F es continua, existe un entorno del punto (ajb~k) donde Fixy)>0, y

un entorno del punto (ajb+k) donde Fixy)<O0. . _
Sea (a-hja-+h) un intervalo cuyos puntos tienen una abscisa que satisface

ambas condiciones.

8i F:D— R{DCR?) es una funcion continua que cumple las siguientes condi- go 3
) ciones: 1} 3{a;d) interior al dominio fal que F(ajb) = 0; 2) F; y F; existen y son™

-+ continuas en un entorno de (a;b); 3) F/(a;b) # 0, entonces, con centro en (ab) exis-§@
te un rectangulo abierto A = {(x;y)/awyh<x<a+h A b—k<y<b+k} tal que, para ca-
da xela~h;a+h), la ecuacidn F(x;y) = 0 tiene solucidn Gnica y = {{x) con
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Por ejemplo, X €(a-ha+h} A F(x,:b—k)>0 A F{x;;b+k)<0. Si aplicamos of &
tearema del valor intermedio para funciones continuas a F, con respecto a la varia- §
ble y (Célculo 1 - cap. 5), resulta que existe y,e(b—kb+k) tal que Fix;y,) = 0.
Esto sucede para cualquier x que pertenece al intervalo (a~h;a+h). :

Por lo tanto, Vxe(a—h;a-kh)aye(b~k;b+k) tal que F(xy) = 0. Para que los pa-
res (xiy), obtenidos de esta forma, determinen una funcion f, debe verificarse que y .
€s nico para cada x. Para probario, suponemos que existe YoitY FY,) = 0 A
A F(xiy,) = 0. Por el teorema de Rolle, existe ¢ entre y, e y,, tal que Fxic) = 0.
Esto es absurdo pues F;, no se anula en el entorno elegido,

———Luego-los-pares-obtenidos-determinamara funcion f ial que

y = f(x) A F{x;H{x)}} = 0 con xe(a-na+h) A ye(b-k;b+k).

Continuidad

Elegido cualquier €>0, en la demostracion anterior tomamos k/O<k=e. Por
el procedimiento seguido, encontramos h tal que

x-al<h = |f(x)~Ha)l<e
pues, para todo x, si xe{a—h;a+h), entonces ye(b—kb+k).

Luego, f es continua en a. La misma demostracion se verifica para cualquier x
del intervalo (a~h;a+h).

Derivabilidad

Para cualquier punta (x;y) det dominio de F, interior al recténgulo hallado, es
F{x;y} = 0. Ademas es F(a;b) = 0.

Por el teorema del valor medio para funciones de dos variables, es:

Y

F{xy)-F(ab) = F;(a+t1(x—a);b)(xma)+F;(x;b+t2(y_b))(y_b) -0
O<t, <1 A O<t,<1

Como F| y F; son continuas, resulta:

F'{a+t (x—a)b) = F‘{a;b)i«M()&;y} AlimMxy) =0
X 1 x {ak}

N
Fy (xib+t,{y~b)) = Flasb)+Nixy) A l:’g’ta])N(x;y) w0
Luego, [F;(a;b)+M(x;y)](x—a)+[F;(a;b}+N(x;y)](y~b) = (),
Si tomamos x#a, queda:
y—b Fl{ab)+Micy) .
= e F ;b : o i EE
@ T TRab) e P FER N0 . D
i} Fi(aib) +Mx; i
O bi@nl M P M‘ "
X—a F;(a;b) +N(x;y) P

152 g

Buscando Hmite para x— a, €8

F.(a:b)

I e

ya que, al ser | continua, i x— a entonces y— b, yes

- lm My =0l Ny =0.
‘ i

X—ra
La misma demostracion se adapta a cualguier punto del intervalo (a--h;a-+h).

Para obtener la i6rmula que da la derivada, puede recurrirse también al diferen-

ciat total de la funcién F, que se anula en los puntos det rectangulo:

dF = Flex +Fldy = 0.

Ejemplo

Ay inci i6n hallada.
i F' m , que coincide con la expresion
5i Fy # 0, es i F; q
dy d?y
Siendo x*-2xy+5 = 0 hallar e y ——~dx2
Fix;

& —mm’f( D F:y) %0

dx Fy(x;y)

dy 3x?-2y _ -2y .

dx | < 2%

Calculamos también ahora la derivada segunda:

dPy  (6x—2y')2x—2(3x%-2y)
e 4%2

{Obsérvese en esta derivacion
que y depende de x)

Reemplazando y', resulta:

3x2 -2y ) 2
[ AU S L, (YO 1YY §
(Gx 2 ox Y

d’y

dx? 4x2

d?y 12x2 —Bx2 + 4y —6x2 + 4y
e 4x?
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2
Finaimente, —~9«—~y-— we _2_y
ax? x?

El teorema de existencia y derivabilidad se extiende a campos escalares defi-
nidos implicitamertte.

Por ejemplo, la ecuacién Fixy;z) = 0 define implicitarnente al campo escalar
de dos variables G tal que z = G(xy) si se verifica:

1) F(x;y;G(x;y)) =0 2)F, F;, F, existen y son continuas  3) F, #0.

Puede demostrarse, por un teorema analogo at anterior, gue G es continua y tiene
derivadas parciales. l.a expresidn para e cdlculo de estas derivadas parciates puede

hallarse aplicando et teorema del valor medio para tres variables, 0 de manera mas
simple, diferenciando:

dF = F;(x;y;z}dx+F;(x;y;z)dy+ F{cyzidz = 0.

F.(y:2)
Luego, dz = — —= -
 Lueg F4 F; ) dx

Fylxy:z)
Flxiv;z)

Como es  dz = z/(x;y) dx+z (xy) dy, con x e y variables independientes, re-
sulta:

F.(xy:2)

F.(xiy:2)
Filxy;z)

Z{x:y} = ~ W

A ZKy) = -

Analogamente, Fixiy;z) = 0 puede definir imp!icitamente_r Htal que y = H{x;z).

F F:

Con condiciones similares, queda: y, = - T’f AYL= - szz—
S y y
_ F F!

También, si x = M(y;z) es: Xy = - —F—f—- AKX = e
. X X

En general, si Fix %% ) = 0 define implicitamente al campo escalar F, tal
que X, =F,{x,1X;5..;x ) y ademas F! , * 0, cumpliéndose condiciones adecuadas
de continuidad y derivabllidad, resulta:

I, F;z ax, F;B AxX F

—— ZT o A

X, Fr, x,  F ) ax F

Ejemplo 1

Siendo eY—2 gen y+xz+z2+32+ > x = 0, verificar condiciones de existencia

para una funcién de dos variables, definida implicitamertte, en un entorno del punto
(2;0;~1).
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g
=

i

» W

Para ver si existe G tal que z = G(x;y) comprobamaos primero si F(2,0;-1) se
anula.
F(2,0;~1) = 1-2+1-3+3 =0

Fixy;z) = y ev+z+ % A F;(x;y;z) = xe¥-2c0osy A F{xyz) = x+22+3.
l.as tres detivadas son continuas y, ademés, F;(2;0:~1) =3 % Q.

Fu2:0,-1)
Luego, z,(2:0) = ~ —gmg =~
20,

Fi(2:0,-1)

1 ’ - T e e————abn e Ve Y T
s 1 AB0="EEn

Si Z3-2xy+zx+5 = 0 define implicitamente la funcién G tal que z = Gixy),
caloular z,. ,

F’ —2y+z .
7 = - L z =

* F, 3z24X

2y~z
32%+x

Derivando e cociente anterior respecto de x, y recordando que z = G(xyy), es

~Z!{32% +x)~ {622, +1)(2y—-2)

2y~
X

{322 +x)°
., ~32%z) —xz; ~12yzz, +62°2, -2y +2 .
B ™ (322 +x)?
2y~z .
Reemplazando z, = ~——, queda:
327 +x

., 2xz—dxy—24y*z+12yz°
o (322+x)°

Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal
i ict : i i ion Fxyy;z) = 0, ade-
Si una superticie esta dada implicitamente por fa ecuacion
mas F(abic) = 0, v las tres derivadas parciales de F no se anul:?m en el punto‘
{aib:e), entonces fa ecuacion del plano tangente a la superficie en dicho punio es:
F;(a;b;c}(x—a)+F;(a;b;c)(y~b)+F;(a;b;c)(z‘—c) = 0.
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ara juS Imear esta p es N C S & £ =
‘Z) tf T St expresion, re Hl(iaH!{} la ecuacion de! pianO !angen{ el
pu; tO (& b C) a ’a Supel !icle aSOC’ada a ia IUnCiGH del“ H.da expi iia ne

1y {

Z,~ Glab) = z{ab)(x~a)+z(a:b)(y~b).

Filabc)

Reempiazando z!(ab) = ~ o glab) = -

) gz
n se obtiene la

7 Wik T

ecuacion propuesta.

Analogamente, para la recta normal a la superficie en (a;b;c) es:

X—a y-b Z,—C

F.(abic) - F (abic) F:(abic}

Efernplo ‘

Ecuacién del plano tangente y de 1a recta norma ici
| a la superficie definid
x2yz-2y2x+25~4=0 enelpunto (~2:1,0) o P

Fixyiz) = 2xyz~2y2 n Fi{xy;z) = x2z—dyx » Fixyz) = x2y+5z+

Fi{~21,0) = -2 A F;(—2;!;G) =8 F{-2,1,0) = 4.

Plano tangente: —2(x+2)+8(y—1)+4z = 0 .

x~4y—2zl+6 = (3.

Recta normal: —Xt2_ . ¥=1 _ Z,

i B ey

EJERCICIOS ‘

1} Hallar — si yx— =
) o S Y 3+y =0,

2) Halar - 9%
dx dx2

en x, =1 st 2xy—x2+y3+x = 0.

3} Ecuaciones del plano tangente v recta normal a larsuperticie definida por
X2yz3-2xz 4+ 42y 7 = 0 en (1;-1;-1}.

4) idem para 8xby-2xyz+z2x-2 =0 en (1:171).

156

Ry 5) xy~2z32-zx-3 = 0, Condiciones de existencia en (1;-2;—1) para las funcio-

nes que define implicitamente v hailar fas derivadas.

6) Hallar z;; si z8--xy2+7 = 0 define implictamente 2 = G{x;y).

@ ¢ V. Funciones definidas implicitamente

por sistemas de ecuaciones

Asi como una superficie puede estar definida en forma implicita por una ecua-
cién, también una curva en el espacio puede estar definida implicitamente por un
sistema de dos ecuaciones.

Por ejemplo, si dos superficies estan definidas respectivamente por las ecua-
ciones F(xiy;z) = 0 A G(x;y;2) = 0, si existe un punto Py= (X¥sZ,) aque perte-
nece a ambas, entonces puede existir, si se-cumplen ciertas condiciones, una curva
comin a ambas superficies, definida en un entorno de P, por dos funciones f y g

"~ tales que Y = 1(x) A Z = g(x) A Fx:f{x):ig(x)) = 0. En esta situacion decimos que el

sisterna de dos ecuaciones define implicitamente a dos de las variables como fun-

gy ciones de la restante.

O sea, y = f(x), z = g{x), estdn definidas implicitamente por el sistema:

{- Fixysz) = 0
G(xy;z) = 0

t as condiciones de existencia son similares a las que ‘exige el teorema para
definicién implicita de una sola funcidn y las enunciaremoes, en forma general, me-
diante e} teorema de Cauchy-Dini. También pueden calcularse las derivadas de fy g,
si existen, utilizando un determinante funcional lamado jacobiano.

Para ello, en el caso considerado, s F(xy;z) = 0 » G{xy;2) = 0 definen impli-
citamente f y g, tales que y = f(x} x z = g(x), entonces si Fy G son diferencia-
bles, es: )

dF = Frdx+ F;dy+F;dz =0

dG = G'dx+G'dy+G'dz = 0
X v z

{ Frdy+F'dz = —F'dx
Luego, ¥ z X
G'dy+G'dz = ~Gldx
Y Z X
, dy , 4z
AT
Siendo dx # 0, queda:
Py
Gy i + G o G,

El determinante del sistema se llama jacobiano de F y G respecto de las varia-
bles v, z.
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. FooF
Se lo designa: LEG) 4y ?
a(ywz) GI Gf

¥ z

dy dz .
5 = P, “ax ~ 9%}, que pueden hallarse aplicando la regla de Cramer.
FoR F; F
G’ ' , )
Resuita: -.g%_ = — ,,?’x__ﬁg_ . iz _ |G G
¥ -Fz dx F; F;
GV Gz G;, G;

Si usamos una notacién andloga a la ya vista, para cada jacobiano, obtenemos: €

3{F;@&) 3(F:G)
Ay ek dz N
dx A{F,G) dx ARGy
aly:z) Talyz)

Aplicacion

Suponiendo que se verifican condiciones de existencia, caleular A y
dx

para las funciones definidas implicitarmente por & sisterna

{ X342y 8741 = )

X=~y+z8—4 = 0
El jacobianc que figura en el denominador, para las variables elegidas, e
aFe) _F R ey -5
3y7) = = 18y?22-5 % 0
G’ <) -1 3z2
F’ F 3x'2. -5
dy |6 g _ 3z2 9x2z2+5
dx 18y2z2_5 18y222-5  5.18y22
F; Fr 6y?  3x2
@ |G g _ -1 By2+3x2
dx 18y2z2-5 18y2z2-5 - 5—18y?z2
158

Si este jacobiano no se anuia, el sistema tiene solucion Gnica para las incognitas .‘J.'

S:

Fixiyuv) = 0 ~ Glxyiuv) = 0

eiemplo, las correspondientes a2  u = H{x;y} ~ v = M(x}y).

ciales de F y G.

Diferenciando F y G. obienemos:

{ dF = Fidx+Fdy+F/du+F/dv = 0
dG = Gdx+ G;dy+G;du+G;dv = 0

FautFdv = —~F dx—Fidy
G'du+Gldv = ~G/dx—G'dy
u v X ¥

E! jacobianc del sistema es m =

También, bajo ciertas condiciones, las dos ecuaciones

afuvy G; G\”

- pueden definir implicitamente dos funciones de dos variables independientes, por

Podemos hallar las derivadas parciales de H y M mediante las derivadas par-

Fiax+Fidy  F' FoOF F:
i i, X ¥ v X v v
dz RS . 4 Gx+Gidy G G G g ap
L= e uego, dau = — = - X - .
o 0 FF FF Pl
- u v [t} v v
o Gf G’ G G G’
= u v i v v
3(F;G) a{F.G)
B{x:v) 3lyiv}
O sea, du = ~ -
e Tare)
auv) 3u;v)

Como, ademas,

au
ax

o du =

au Axv) au

il A e

ax HF;G) Iy
Al

a(F;VG) . a(F ;&)
iy
G
auv)

au . ; .
dx + v dy, resulta, para x e y variables independientes:
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Analogamente, al calcular dv, se obtienen

a(F,G) AFG)
v o au) o auyy)
x T aFEe " Twy T T Targ

auw) S auw)

En general, enthlQeS.EdadasJa,ecuacione&en.,n:idqfvariabies,ﬁeiﬂsisiemerpuede*’def i

finir implicitamente n funciones de h variables independientes, de acuerdo con el
enunciado del teorema siguiente:

Teorema de Cauchy-Dini

Consideremos n campos escalares de A en R, con ACR™, gs decir, n fun-
ciones de n+h variables, con

A= {(x1;x2;...;xn;y1;y2;A..yh)/EIFi(xg;xa;...;xn;y1;y2;...yh) ~ 1N A Tmi=n),
Si se verifica:
1) E!PU = (a?;az;...;an;bi;...;bh)/PoeA A Vi:Fi(Po) = Q.
2} Vi: F, tiene derivadas parciales continuas en un entorno de P .

4

8(?"1;F2;...;Fn)
alx,x X))
te n funciones de h variables independientes:

3) el jacobiang

H (t=i=n)/ F;(H,(yi;-.-;yh);Hg(y1;.--:yh);...Hn(y1:...yh);y,;yz;...:yh) = 0.

Estas funciones son continuas, tienen derivadas parciaies en ¢l punto corres- ,
pondiente a P, vy las derivadas parciales estan dadas por las formulas:

AHF iF )
o - Y XX)
21 My 6(F1;F2;__,;;:n)
X X pieniX )

P,

o, bbb il b b
"“”"é"r( [ lad"Sattl h) ""“_é");":“"( 1

P,)

G(F1;F2;...;Fn)
A
. a(F1;F2;...;Fn) ’
© (X 1;x2;...;xﬁ) o

H, _ ax,
a7, OPa0) = i) < -

ey
1680 ‘

P)+0, entonces el sistema define impiicitamen-

a(F1;F2;...;Fn) )
H, ‘ X, bbb ) = Ay, XX O
*—"—“ayh (bbyiiby) '”_3gh_“( 1gre a(FiF i ) )
alx o 2;...;xn) ¢
Analogamente, :
HEFF) o
Xy Xy O
BHZ L%, 1174 I
bbb )= (bbb )= —
m (b,byiniby) m bbby aF,FiF ) @)
a(xi;xa;...;xn) o
Finalmente, abreviando ia notacion, es
a(Fg;Fz;...;Fn)
ax _ a(x1;x2;...;yh)
ay, 6(F1;F2;..,;Fn}

HX X5 X )

Tedas las férmulas pueden deducirse diferenciando ias n funciones Fi.

gy Efemplo 1

X3-uy+z—v+4 =0

Consideremos las ecuaciones{ Yy supongamos que se

xv+y—2zu?+1 =0
@ verifican las condiciones para que existan u y v como funciones de X.y.z.

au

Se pide deducir la formuia para haliar o y calcutaria.
Sea: Fqyizuv) =0 A GGyzuv) = 0,
" 8i F y G son diferenciables, es
{ dF = Fdx+F/dy+F,dz+F du+Fdv = 0

dG = G;dx+G;dy+G’;dz+G;du+G;dv =0
{ F:jdu+F"ldv = MF;dxMF;dy- F;dz

G du+Gidv = —mG;dme;dwaZdz

=8 wre (R R

e Si— 1l = * 0, es
y d(U;V) G G’
u v

161

N s R T A T T e T e S i T e N

R



FoOR FE P gu _ Byva+24xiv4xy?
N y oo z v ax  16yuv+2uxy
du T el %S
H(FG) O M= o xveu
a{uv) Aluv) afuv) _HFG) Y
. av F{uyy) 20 —X
Analogamente, — = — IS
L FG) 9 ay HF;G) ~16yuv—2uxy
; SEX alusvy
Luego, W‘H’,H_ E— __d_(_)&y_)_
ax (F;G)
afuv)
v 2xyu—2xuv-+2us
, ) , ay  1Byuv+2uxy
LGOI LT IR
En nuestro caso, o) = = = 3x3+y
' G, G |v x b) Ahora es x = L(uv) A ¥ = Nuv)
a(F; Fo R -y -1
d(i@) - Vi = —xy—4uz s aF;&) ~2yu xv--u?
6(uv) G G —dzu X @ X auy) | au —X 2yux—2uxv-+2u3
o a U a(F.G) YWH3X2 Xy -u? 33+ uly
. a » :
Por lo tanto, w»(?}i— = __M_ o a(xy) ~y —X
ax Xy +4uz G
S yv-+3XZ xy
Ejemplo 2 & _HFG)
oy a{x;v) _ -y Bv Bv2y+24x2y-+xy?
XYV —yuZ+x3~2 = 0 ¥ v 8(F;G) ~3x3-u?y 3x3-+ Uy
Siendo { a(xy)
4v2yl-xy+1 =0
ou ov ax d |
a) calcular ——— y e by cal LTV
ax T oy ) caleular —7-y ~= EJERCICIOS

a) En este caso, para Fgy,uv) =0 A G{xyuv) = 0 és u = HiGy) A v = MOCY) XU—Xzv+y—3 = 0
‘ 1} Siendo { , deducir las fdrmulas para calcular
3F;G) yz4xu-Bxv+v = 0
S o06) 966 #= 0 By gu u av @V BV
ox a(F;G) a{tv) ’ ?—, o, —?« y (,,—, s, —— Y allarlas.
Y gx Ay ez o oay Z
a{uv)
yw+3x2  xy | 2) Si xy,zt estdn relacionadas por las ecuaciones
Luego, {ju __ -y 8\;. _ ByvR2axivixy? Xty —zt8-+2x~1 = 0 A 2x2+y%z—-1z2+4 = 0, hallar
X -2yu Xy —16yuv—2uxy a) ax X oy b) oz oz @ &t
2u v oz ' 9z 4t ot ax ' eyl e ey
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3) Anatizgr condiciones de existencia en un entorna de P o Para u.v, como funciones
de variables independientes x,y, relacionadas por las ecuaciones

US+y34+x3-3y = 0 A uS—vB+4x+ux—y2-2 = 0, siendo
Py = (Ugvx oy = (= 1:0,1:0).

Consideramos a F como funcién compuesta con variables intermedias u = tx,
v = ty, w= lz y variable independiente 1.
Si derivamos (1) respecto de t, obtenemos:

4} Las superficies definidas por las ecuaciones eyt Y ety tz) -3  (txitysz) S ™ TRy,
X3—2y4—5z5—1 = 0 A x2~y2+32-6 =0, Fultxityitz) - = Flltxityitz) =g+ B (batyitz) =g = m1 bzl
tienen en comun el punto (2;-1;1). Ver si tienen alguna curva comdn, - |
du dv dw
Pero, —— =X, —w- =y, —— =2,
€0 " T Ta T T

V. Funciones homogéneas
L.uego, xF;(tx;ty;tz)+yF"I(tx;ty;!z)+2F;(tx;ty;tz) = Am-1 F(xy:z).
Como esta expresion se verifica para cualquier valor de ¢, elegimos t = 1. En
ese caso, U =X, v=y, w=2z yporlotanio,

Definicion

El campo escalar F:A-» R con ACR® e i :
i ; : - s una funcitén homogénea d
m si y s0lo si ° © grado

xF;(x;y;z)+yF;(x;y;z)+zF;(x;y;z) = mF{x;y;Z}.

VieR: F(tx o

peniX )= :mF(xigxz;...;xn).

que es ia identidad de Euler para una funcién homogénea de tres variables.
Los casos mas simples de funci : i

' ) nciones homogéneas los constituyen los polinomi

“homogénens”. ’ F >

Por ejemplo, F:(x;y;z) —» x*+x2y2+2y3 h .
VieR, es: y*+zy° es homogeénea de grado 4, pues,

Para n variables la demostracion es completamente anatoga.

~

"8 Aplicacion
Ftxity;tz) = t4x4+t2x22y 2+ 138 = ti(x4+x2y2+2y9) = t4F{xy;2). TER P
i . . Verificar la identidad de Euler para F: (Xy) — 3x2+5xy—y2
También es homogénea la funcion G: (xyy) - arc ig X . pues resulta TR P
Gltx:ty) = tx+ty . 5% Ghorigpeil) F(bty) = t2F(xy) => F es homogénea de grado 2.
iy} = arctg B - "Glxy). El grado de homogeneidad es cero. -

Una funcidn es positivamente homogé i INicio i Fllxy) = 6xt5y n Fifxiy) = Sx=2y
génea si la definicion s - : " ’
mero real positivo. @ verifica para { nd

. il xF 1 (xy)+yF (Gy) = x(6x+5y)+y(5x—2y) = 6x2+10xy—2y?.
Por ejemplo, F:{xyiz) »/x+y+z es positivamente homogénea de grado - SIS : !
pues sit>0, entonces  F(txtyitz) = VI F{xy;z). 2 e Luego, XF;{x;y)-FyFy(x;y) = 2(3x2+5xy—y?) = 2F(xyy).
Rl Si la funcidn es positivamente homogéneas, la identidad de Euler es condicion

Teorema de Euler {directo} . necesaria y suficiente de homogeneidad.

Si F:A— RACR") es homogénea de grado m y es diferenciable en el con-

junto abierto A, entonces se verifica: & . ¢ Teorema de Euler (reciproco)

X P 0 Xgin %) XX XX )+ (X XX ) = mF(X X 50x ) il 8i un campo escalar diferenciable verifica la identidad de Euler, entonces es una
a EAAPELAE . e = = ;

i » v =K~ funcion positivamente homogénea.

La igualdad anterior se conoce como la identidad de Euler. " y

Para facilitar la notacidn, lo demostramos para una funcién de tres variables. Lo demostramos también para tres variables, para simplificar notaciones.

Sea F:A-»R con ACR/Vt: Fitx;tytz) = tF(xy:z}(1). Ademas, A es un con- Si F: A— R{ACR® es diferenciable en ¢l conjunio ablerto A, y se verifica:

junto abierto y F es diferenciable en &,
xE'{yz)yF oz +zF (xyiz) = m F{Gy.z),
164 Ly HyF iy iz)+2F (xyiz) (xiyiz)
165
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entonces F es positivamente homogénea de grado m, o sea:
V0. Flbchytz) = (mFixyiz) si {ixtyitz)eA.

Demostracion

Consideramos f(t) = F(tx;ty;tz} donde f es funcidn compuesta de variable inde-
pendienie t y variables intermedias u = tx, v=1y, w =1z

1ty = Fl"{tx Yydz)x-+Fittytz)y+F {bctyitz)z,

Multiplicarmos ambos miembros de la igualdad anterior por t>0. -
Queda:

1) e th;(tx;ty;tz)HyF;(tx;ty;tz)+tzF:v(tx;ty;tz)
o hien,
tE#l) = uFL(u;v;wH-vF;(u;v;w)+wF:v(u;v;w).
Aplicando la hipdtesis al segundo miembro, es:
uF;(u;v;w) +vF;(u;v;w)+wF;(u;v;w) = mF{uv,w).
Lusgo, ti({) = mF{xtyz).
También t{(t) = m (),
o bien, t'{t)~mit} =0 (1)
Segin esta Glitima expresion, 1a funcidn g tal que g{t) = t-M f(t) estd definida
para t>0 vy tiene derivada constamemente nula.
En efecto, g'{t) = t-m{'(t) — mat-m-1§{1)
g')) =t () — mi(t))
gtth=0 por (1)

Luego, existe una constante k tal que g(t) = k.

Por lo tanto, t-m{{f) = k 0 bien, f{t) =ktm (2).
Para t =1 es (1) = k. Pero f{1) = F{x)y;z} = k.

> f(t} = tmF{cy;z).
-Finalmente: F{tx;ty;tz) = tmF(x;y;z).

Reemplazando en (2), queda:

EJERCICIOS

1) Verificar si fas siguientes funciones son homogéneas:
. XMY

G (y) - ‘-—-._»-«“}'1 S ot
b > BRY2Y x+y

F: (xy) — e3%

166

x5...y5.}.25

Y = ey a4z

2) Verificar que las siguientes funciones son positivamente horrogéneas:

' Inx-—4
F- (x;y’z} Y M G (x;y) - M.
3x Vx+y

3) Para cada una de las funciones homogéneas anteriores, verificar la identidad de
Euler.

4) Demostrar que el cociente de dos funciones homageéneas de igual grado es una
funcién homogénea de grado cero.

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 5

Seccion |

1) Fie) = _:_ +20nt— 1 D,z = {t/teRt A t>0}.

— 3
) FiF(cyiz)] = xé-2xzy+zye - — 2o —8 Dy = {fxya)y # 2}

3) F R R2, G:R2— R2, GoF: R3— R/

?(v;w;z) = (VE+W=ZW+ZV] A Glust) = (u—tg tu2+3t).
R !
4) ?(u;v} = (X;y;2) A G{xy;z) = h A DGOF = AR {{uvi/u = %v}.
5) F(vit) = (xy:z) A Glxy:z) = u n Dz = R2
8) Fixy) = (V) AGluy) =z A D == fxyiy TJ:. Oy F - -—a2~v~;-}

7) Flyzt) - xnf) =unD = {lyztiy+ O}

8) Fit:z) = (xy) A Glxy) = (UV) A D= {tzi/t# 1 at# -Trz# Onz#
# —212-2}.
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Seccion 1l
> u
1) 20 =~ - e%cos L — L 1n22Veos -
ux? X xy? X
’ 1 3
23?~=Mcos(in—‘i)( : ,1___)'
! Vilaupt v
2-sen2t
3y Xl =—=200=l 3 nha-azn,
1+y2
4z = —Y (yerux)
* u2+v2 )
5) u'(x) = ~ 3  6yin3-3% .
zx In3x z2
6) 2, =—L— (yveiny - ),
u2+y2 X2 4y2 .
7} uw = — g~y (-—-——2V +3tin 3)_
t 2
1
8) 72 = e Ay -
H X2+y2 (@xlnv i —yvue.
9) (1) =~ - &
5 )
10} 2, ='“""“'””‘y“—‘ XY g o X - 2
) 2, U2tv? (vew ~uy-iiny), z = (verw — uyri).

11) U; = @X~y Rz (3\/ fv-1 4 g ——2), l.i; = gXeyrex (31" int— __1 5 4‘,).
{2 1

Seccion il

k gi ) :{;;’2 | 2) y;=%y;;-0

3) 4x—5y-9z = 18 x-1 _ y+1 _ Z+1
1 ) E "

4) Bx+y=9 X—éf e Azn=1_

1568

. 5 LA — _3_ L. _§.~
V= KT TE KT T3
{
e B e M3 3 ,
y 13 5 Y 3 (
Byz3--dxy? ‘
L X — yz - xy H h
&) z, = Wgzs si z % 0. (
{
Seccion 1V (
1)y = XAV oo IS OV (
* B2~ x—x2z Y Bx2-x-xz ? Bx2—x—x2z ‘
v = Zvx—5vx . XZ—X v Xy +x2 (
¥ Bxt-x—xZz ¥ Bx2-x—x22 * Bx2-x-XEZ g
2) a) X' = — 3y2tez+ ByZzx—~y3xt-+ 22z . 3xySz—-OtZy2z2+xiz?
z 4x21-Bydtz—3y2z? ot 4x2t—3y3tz - 3y?z2 €.
(
Oyt zy? -2ty - U734 4K AxR v = —~tyz?—z3 —4x8y + 127z
z Ax2t—3y3tz ~ By2z? o 4x2t - Bydtz—By2z2
b) 2’ = ~tyz2—z3+12712x—4x2y 2" = - xtz8+9t2z2y2— 3xy>z
¥ xyt+xz2- Btézy3—2trxy + 51922 ¥ xytexz?-- 3t2zy3—2taxy 4 Bt9z?
v = 212yz+ 2122+ 452 — 4tk - 2y 3y _ - By243z +Jy2zx —yixt+ 218z
¥ xyd—xz2-3t22yS ~ 2tzxy+ 7322 Y xyt-xr?-Bt2zy8-2tzxy + 71322
(
3) Mé(uT) {P,} = 0. Lluego, nose puede aplicar el teorema de Cauchy-Dini.
4) _%%L =74 # 0. Luego, las superficies fienen una curva comin,
.
Seccién V (
1) F grado cerc G no es homogénea H grado cuatro {
2) F grado . G grad S ¢
2 2’ ¢
169
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6. MAXIMOS Y MINIMOS

I. Férmula de Taylor

Sea FiD— R con DCR? una funcién con derivadas parciales continiras has-
ta el orden enésimo y (a;b) un punto interior al conjunto D con E{(gb)CD. Si
{a+h;b+k) es un punto que pertenece al entorno, entonces la formula de Taylor
para dos variables permite haltar valores aproximados para Fla+hb+k), conoci-
dos los valores de F y de sus_derivadas parciales sucesivas en el punto {a;b).

La férmula que demostraremos es:

F(a+h;b+k) = F(a;b)+hF;(a;b)"|"kF;(a‘,b)-i—-wmz-"-l_(hZF;;(a;b)+2hkF;;‘(a;b)+k2F;;(a:b)),+

Tn es el término complementario o resto, donde las derivadas parciales enési-
rmas se calculan en un purto de! entorno, ubicado entre {a;b) y {a+h;b+k).

Para sintetizar la férmula, recordamos las definiciones de diferenciales sucesi-
vos ¥ la forma de anotarlos (pag. 126):

b fh ) = R - roan fy B a .
dF((ab)hik) hFx(a,b)+kFy(a,b)m(h?+k—-5§«)f=(a,b)

d2F({a:b);(hik)) = h2F''(a; g 1 o ] 3N _
((aib)ihik)) (aib)+2hikF (aib) +k?F (aib) (h—g)«(wauk_gy_j Fla:b)

d"F((ab)ihik)) = (h—&—ﬂ—%—) e ().

Luego, la férmula puede anoctarse:

n-1 _
Flathb+k) = «.1—(h—a-+ki)"’r= e (o @ --a){n} .
% T\ ax PRy (asb)+ o »hax +k~5§ F(a+ch;b+ck)
con O<ce<t.
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‘ )
Se entiende que (hw—‘?—— +k~—-‘}——) F(ab) = F(a;b).
ax ay

Para demostrar la fdrmula, recordamos la de Mac Laurin para una funcién es-
calar {Célculo 1 - cap. 8), con variable independiente t: '

2 3
F1) = H(0)+1 (O)t+£"(0) —-‘2-E~+s"'(0) a«%?w+...+i("% () -%;—- A 0Ot

Para el segmento determinado por (a;b) y {a+h;b+k), cualquier punto del mis-
mo tiene coordenadas dadas por las ecuaciones sigulentes:

X = at+th Ay = b+tk A O=t=1.
(a+h;b+k)
(vt

{a:b)

Por o tanto, la funcidn F de dos variables puede considerarse como funcion
compuesta de variables intermedias x e y, con variable independiente 1, es decir:

Fix;y} = Fla+thb+tk) = f() con tef0;11

Si aplicamos la formula de Mac Laurin para t = 1, obtenemos:

- a1 1(0) f'(0) fi0 ey
f(1) = f{(O)+{0)+ o + 3l +ot o {xjcon O<e<t.

"En primer lugar, es (1) = Fla+h;b+k) y f(0) = F{ab).

Calculareros ahora las derivadas sucesivas de {, mediante la regla de la ca-
dena, siendo

) = Fixy) con x = g{l) n y = s(f).

Es () = F (xy) g'(H+F (xy) ')
. d . v d
con g'(f) = & {a+th) = h A s'(t} = e {b+tk) = k.

Luego, 'ty =h F;{x;y)+k F;(x;y) (1}
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Recordando que F' y F' también son funciones compuestas de variables in-

termedias x e y, con variable fndependuente t. resulta:
d d
fl! = h 1 + o+ L .
O =h = Foan) = k— (F1ixy)

(0 = h(F ey gk +k(F: (xy)h B k)

M OES h2F;;(x;y)+2F;;(x;y)hk+ k2F;;{x;y} (2) ya que, at ser continuas las deri.

vadas parciales, es Fr'=F"
Analogamente, ‘

f' ' '(E) = haF;;;(X,y)+3h2kF;;;(xiy) -+ 3hk2F;;;,(X,V) “+ kSF;;;(X.V) (3)' etcétera.
Luego,

de (1): #(0) = hF'(ab)+kF'(ab) = (b«m—d +§<——ﬁ~—)F(a;b)
* Y ax ay
. e = MEF"inY. P P fma — 8 a ){2l -
de {2): "(0)=h Ffab) k2hkny(a,b)+k2Fw{a,b) = (h_:a?+kmfiy Flab)

de (3):F7'(0) = (%*rwf?—-%k a ){Q)F(a‘b)
' ax ay . '

Finalmente,

{n}
fo)(c) == (h—(%—-i—k—%—) "Fla+chibick) con D<o<t,

Reemplazando en {*), obtenemos Ia formula propuesta.

Haciendo t = x~a k = y~b, se obtiene la notacidn mas usual:

Fiay) = Flaib)+(x—-a)F {ab)+ (y-b)F (aib)+ —;; [(x—a)}2F (a;b)+

+2(x~a)(y-b)F;;(a;b)+(y— b)2F ab)[+..+T

n-1

o bien, F(xy) = 2% ((x~a) -g(— + {y~b) "‘“’g‘?;,‘) “}F(a;b)-i-"l’n

i=0
Aplicaciones
La férmula de Taylor para dos variables permite, igual que la de una variable,
aproximar funciones mediante polinomios. £l error que se comete en dicha aproxi-
macion esta dado por ei término complementario.
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Ejemplo 1 :
Desarrollar  F: (x;y) ~> x® segun fdrmula de Taylor para (ab) = (1,1 con )
= {
Tn - Ta :,
F(1;1) = 1 i
Flocy) = 2y x2y-1 = F(11}=2 (
x -
F'{xy) = 2x#Inx = F)= 0 (
Frixy) = 2y(2y—1)x2/-2 = Fo(h1) =2 {
Frxy) = 2x3-14-4yx-inx = F’'{1;i}=2 (
xyt o h xy '
F. 0xy) = ax3n2 x = Frti)=0 (‘
tuego, ﬁ..
{
X3 = 142X~ 1) +0(y—1}+ % (200~ 1)2+4(x~ 1)y~ 1) +0(y— 1)+ T, )
XH = 1200 1)+ (X - 124 2(x = )y - 1)+, ¢
Para hallar T se buscan las derivadas parciales de orden tres y su valor debe (
calcularse en un punto ubicado entre (1;1) y (xy). Elegido et punio (xy), se puede ¢
acotar el valor del término complementario. (‘ .
Ejemplo 2 (.
Si se aplica la formula de Tayior a una suncion poiinlémica de grado n, se ia {
puede expresar segun potencias de (x—a) e {y-b). El término complementario Tn+ ; (
es nulo. ‘ :
Querernos desarroflar  F: (x;y} - x3-3x%+1 segun potencias de {(x+2) e
{y—1). Para ello, apticamos la férmula de Taylor en el puntop (—2;1).
F(-~21) = —19
Fi(xy) = 3xs—6xy = F(-21)=24
Fixy) = -3 " = F{-21)=-12
Fulxy) = 6x ~8y = F(-2i1)= ~18
F;;(x;y) w —B) = F‘;y{maﬂ) =12
F;;(x;y) = = FW(—2;1) =0
Fadxy) = 6 = Fo-21)=6
FoyXy) = —6 = Fogl=21) = -6 (
Forlxy) =0 = Fo(-2;1)=0 (
F;;;(x;y) =0 = Fm(-—z;i) =Q (
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XE—-3x2y 41 = —19+24(x+2)~ 12(y~ 1)~ B(x+2)2+ 12{x+ 2}y 3) +

+{x+2)2-3(x+2)2(y—1 ).

Si en la formula de Taylor hacemos (a;b) = (0;0), . obtenemos la férmula de
Mac Laurin:

n-1 . ‘
Fixy) = F(0:0)+ 2% (x_.a__. +y_.§m_)m F0) + _r:_ (xw«?—— W,_ay_)(n)
i=1 7" -

con O<e<1,

Ambas férmulas, de Taylor y Mac Laurin, pueden generalizarse a n variables.

Ejermplo 3

Apticando fa formula de Mac Laurin, desarrolar  F: (xy) — a2y con T =T,

F(0;,0) = 1
Filxy) =262 = F(0;0) =2
Filxy) =e=v = F(00) =1
Fuloy) = de2y = F(0,0) = 4
F;;(x;y} = 2@y F;;(D;O) = 2
F”(X'y) = g¥ty = F“(O;O) = 1
FLale) = Bty = F(00) =8
Flaxy) = ety = F(0,0) =
Fraxiy) = 203y = Fu(0,0) = 2
Froxiy) = ey = Fri(0,0) = 1

L eFY = T2y + wzl'm (4x2+dxy+y2)+ ““SE;“ (Bx3+12x2y +Bxy2+y3)+ T

T

4

PHAY y2 4 yﬂ
QMY = 1 +2x+y+2x2+2xy+ - + —§x3+2x2y+xy2+ 5

EJERCICIOS

1) Desarrollar segun formula de Taylor F.{xy)—x¥ en un entorno de (1:2).
T =T,

2) idem para F:{xy)-» arcty —g— en un entorno de (1;1), Tn =T
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3) idem para F:(xy}— e*cos y en un entorno de (0;0). Indicar T .

4) idem para F: (xiy)— y2Inx en un entorno de (1,0). T, =T,

5} ldem para F:(x;y} > cos (xy) en un entorno de (0;0). T.=T,

6) Desanollar F: (x;y) — x8~2y%+3xy segUn potencias de (x—1) & {y~2).
7} Desarrollaf F: {xy} — x3-8xy+y2x—7 en potencias de (x—1) e {y+2).
8) Desarrollar F: {x;y)— senxseny segun Mac Laurin para T =T,

9) idempara F:{xy)— exseny oo T, =T,

y2

10) Aproximar F(0,9;1,1} si F: {x; y)meinmvm + Jn—2— .

11} Utilizar la férmula de Mac Laurin para aproximar F:( 30 ' 48 )

F: {x;y) — cos x cos V.

Il. Extremos de un campo escalar

Ya se han definido extremos locales y extremos absolutos para funciones de
dos variables {pag. 85). Tratamos ahora de encontrarios. Todas las consideraciones
hechas para funciones escalares pueden repetirse aqui, adaptando el problema del
plano al espacio. ‘

En general, si la funcidn es diferenciable, los extremos locales se encuentran
buscando primero los puntos de ta superficie que admiten plano tangente horizontal.
El punto correspondiente es un punto critice de fa funcidn, interior a su dominio, don-
de se anulan ambas derivadas parciales.

La anulacion de las derivadas no es suficiente para la existencia de extremos
relativos © locales. Para ello, hay que recurrir a las derivadas parciales segundas.

El problema se complica bastante cuando es necesario detectar extremos ab-
solutos, por la imposibilidad, en la mayorfa de los casos, de graficar las superficies
para estudiar su comportamiento, Es conveniente, a veces, estudiar los valores de
la funcion en la frontera def dominio y también investigar los puntos criticos en que
la funcion no tiene plano tangente,

Definimos previamente “punto de ensilladura” que es el correspondiente, en el
espacio, al punto de inflexién en el plano.

Detinicién

E! punto P = (ab;F(a:b)) es de ensiladura en la superficie asociada a la fun-
cion diferenciable F si v sdlo si el plano tangente atraviesa a la superficie en dicho
punto, siendo (a;b} un punto interior al dominio.
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Es decir, se verifica en todo entorno de (ab) que existe un punto {x oY 1} del
dominio para el cual es F(x J¥ ) > Flab) y un punto (xz;ya) para el cual es

F(x,¥,} < Flab).

1
¥

l -
e

Veremos ahora gque, anulandose las derivadas primeras, puede presentarse
cualquier situacion. Es decir, no es una condicién suficiente para garantizar la exis-
tencia de valores extremos como lo prueba el ejernplo 3.

Ejemplo 1
Sea F:(xy)-» 9—x2-y2

A S —

i
i
;
]
/

P purto de ensiliagira

Condicién necesaria para existencia de extremos locales

Si F:D— R, con DCR2, tiene derivadas parciales en (ab), interior al do-
minio, y F{ajb) es maximo {o minimo} local de F en D, entonces:

Fi{ab) =0 a F(aib) = 0.

Flaibih

Sea F{ajb) un méaximo local y considaremos el entorno de centro {ash) v ra-
dio 8, para el que se verifica la definicién de méximo local.

£n el plano de ecuacion y = b, obtenemos una funcién escalar { de variable x
tal que fix— F{x;b).

En el intervalo {a—5;a-+8), a es un punto interior al dominio det, y f(a) es ma-
ximo local para esa funcion de una variable. Luego, por la condicién necesaria para
existencia de extremao local en funciones de una variable, es f{a} = 0 con f(a) =
= F'(a;h).

J‘Anéﬂcgamente. en el plano de ecuacion x = a, gqueda definida la funcién
g:y— Flayy) con g(b) maximo local y, por lo tanto, g'(b) = F;(a;b) = {,

Luego, queda probada ia condicion necesaria.
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Frixy) = =2x a F;(x;y) = ~2y.

r4
9

w

(0;0) es el Unico punto critico donde se anulan simultaneamente ambas deri-
vadas.

Estudiando los valores de F en R, resulta V(y): Fixy)=9 v F(0;0) = © es
maximo local (y absoluto) de F en R2.

Ejemplo 2
Sea F:(xyy) > 9+x%+y2

F/(0,0} = 0 A F/{0:0) = O.
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En este caso, V(xy): Fixy}=9 y F(0;0) = 9 es minimo local (y absoluto) de
Fen R .

Ejemplo 3

Sea F:(xy)— 9—x2+y2

/

X

. También (0,0} es el Unico punto critico. Sin embargo, en el plaro de ecuacion
y =0, F(0;0) es maximo local para la funcion de variable x, v en el plano de ecua-
cin x = 0, F(0;0) es minimo local para fa funcion de variable v.
La superficie presenta en (0;0;9) un punto de ensilladura.’

Por lo tanto, deben completarse condiciones para localizar los extremos rela-
tivos.

En casos sencillos, como los tres ejemplos presentados, ello puede hacerse di-
rectamente estudiando el comportamiento de los valores de la funcién en un entor-
no del punto critico. En otras situaciones, recurrimos a las derivadas parciales se-
gundas, mediante aplicacion de la #6rmula de Taylor.

Condicion suficiente para existencia de extremos locales

Cpme hemos indicado, daremos una condicion suficiente con intervencion de
las derivadas de segundo orden.

Para ello, definimos previamente un determinante de orden dos, formade con
ellas, que recibe el nombre de hesslano.

Definicién

8i F es una funcidn con derivadas continuas de segundo orden, llamamos
hessiano de F en el punto (a;b) al siguiente determinante;
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£ {ab) F;;(a;b)
H{ab} =
F (&b} Flaib)

Si el hessiano es positivo en el punto (a,b), puede asegurarse que F(ab) es
un extremo local, segin lo demostraremos en el teorema siguiente.

Teorema

Sea F:D— R, con DCR2 una funcidn con derivadas parciales segundas
continuas y {a;b) un punto interior al dominio, donde se anulan las derivadas par-
ciales primeras. O sea, F{ab) = F;(a;b} =0 y consideramos gque no se anulan en
{ab} todas las derivadas segundas. Por ejemplo, F '(aib} # 0.

1} 8i H{ab)>0 A F (ab)>0, entonces F(ab) es minimo focal.
2} 8t H{aby=0 » F;;(a;b)<0, entonces F{ah) es maximo local.
3} Si H(ab)<0, entonces (ab;F(ajb)) es punto de ensilladura.
Si Hia;b) = 0 no puede anticiparse el resultado.

& Demostracion

Consideramos en primer lugar H{a;b)>0.
Como las derivadas segundas son continuas, fa funcién H, determinada por el
hessiang, también es continua.

Fr{xy) Fay
O sea, H:(xy)— es continua en {ab).

FLey) Feobay)

Como toda funcidn continua en un punto interior a un conjunto, mantiene su sig-
no en un entorne del punto (pag. 86). Lo mismo sucede con la funcion £ en un en-
torno conveniente de (a;b). En la interseccidn de ambos entornos, entonces, Hy
F., mantienen su signo.

Sea E(ab) dicho emdomo, donde (a+hb+k) representa un punto cualquie-
ra del mismo,

Escribimos ahora la formula de Taylor con término complementario de orden
dos, recordando que se anulan los términos de primer orden:

F{a+hb+k}~F{a:b) = —%— [F;;(a+ch;b+ck)h2+2F;;’{a+ch;b+ck)hk+

+ F;;(a+ch;b+ck)k2} con O<e<t.

Nos interesa averiguar el signo del primer miembro, en ¢l entorne E{a;b).
Para ello, el recurso es completar un cuadrado. Para simplificar la notacion,
anotamos:
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247 = F;;h2+2F;;hk+ F‘;;k2 donde cada derivada se considera calculada en el
punto {a-+chib+ck}. ' '
Como F # 0 en el entorno, podemos anotar:

F"
282 = F (ha+2hk —2) + R
XX F ¥y

xx

********** -Completamos et cuadrado dentro del paréntesis:

1y 12

4
oAz = E' | h2 e Y 2z X
o [h #2Mk— & ( o ) }+F—"Wk k2 2

y P\, FaFuFaFe
2Az = F (h+k = ) + e k2
XX X

FWF;;meFW es el hessianc H, en el punto intermedio.

1

2 2

Entonces, 24z = F (h+i<———"L—) +H K {1.
Xxx FN r_"u
xx XX

Ahora bien, €l hessiano es positivo en el entorno elegido y, por Io tanto,
H{a+ch;b+ck)>0.

Luego, en la expresion (1), el signo del segundo miembro depende exclusiva-
mente de F'(a-+ch;b+ck).

Si F (a;b)>0, entonces F!’(a+chib+ck)>0 y resulta
2Azz0 y también Fla+h;b+k)~F(ab)=0.

Por lo tanto, existe un entorno donde F(ab)=F(a+ hib+k) vy F(a;b) es minimo
local.

Andlogamente, si F;;(a;b)<0, en el entorno resulta Flab)=F(a+hb+k) y
F{a;b) es maximo local.

Veremos ahora qué sucede st H{ab)<0. )
Podemos verificar, en este caso, si F//(aib) # 0, que F no alcanza un extremo
en (ab) pues el incremento Az toma signos diferentes en tado entorne de {a;b).

Por ejemplo, para k=0 y h+ 0 (sobre fa recta y=b) es .
2Az = F/'h? y el incremento tiene el signo de Fl.

Si, por otra parte, damos a h y k vaidres que anulen al paréntesis, resulta

H k2 . .
= Como H<0, el incremento Az torna signo contrario al de F;; sohre

XX
la recla ~orrespondiente.
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Luego, (a;b;F(a;b)) verifica ta definicién de punto de ensilladura, Una demos-

tracién similar puede darse si F;;(a;b) # 0 vy, con algunas variantes, si Flab) =

= F (aib) = 0.

s

Veremos ahora, con distintos ejemplos, qué puede pasar si el hessiano se anu-
la en el punto critico.

a} Sea F:{Gy)—» 3x3-xy2

Fi{xiy} = 9x2—y2 A F;(x;y} = —2Xy.
(0:0} es punto critico donde se anulan ambas derivadas primeras.
F;;(x;y) = 18X A F;;(x;y} = ~2¥ A F;q‘l(x;y} = ~2% = H{0;0) =0
En este caso, el hessiano es nulo y la superficie presenta punto de ensilladura
en {0;0:0). En efecto, basta considerar la interseccion de la superficie con el plano
de ecuacion y = 0, que es la curva de ecuacion z = 3x3 para ver que hay puntos
de la superficie por encima del plano tangente v puntos por debajo de él, en cual-
guier entorno del origen.
b} Sea F:{x)y)-> 5x?y?
F;{x;y) = 10 Xy? A F;(x;y) = 10x2y
(0;0} es punto critico donde se anuian ambas derivadas primeras.

Frabay) = 10y2 A Frifxy) = 20xy & F{xy) = 10x2 = H(0;0) = 0.

En este caso, también el hessiano es nulo. Considerando.los valores de 1a fun-
cidn, se chserva de inmediato que F(0;0) es minimo local.

c) Fi{gy)— —x2y2
En este caso, también (0;0) es punto critico con derivadas rulas, el hessiano

H{0;0) = 0 y F(0;0) es maximo local para la funcitn, que toma valores negativos
en cualquier punto distinto del origen.

Por lo tanto, con el hessiano nulo puede presentarse cualquier posibilidad.

Aplicaciones

Ejemplo 1

Halfar extremos locales para F: {xy) — X2+xy—6x+y2~3y+1,

Frixy) = 2x+y-6 a Fixy) = x+2y-3.
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Al anular ambas derivadas parciaies, resuilta el siguiente sistema:

2x+y =6
X+2y =3

o E} dominio de esta funcion es B = {{xjy)/x2+y? =< 4}, Consideramos, como ya
" se ha visto, las derivadas parciaies en puntos interiores al mismo, o sea, en

. ¥ el Unico punto critico es (3:0).
. . -::‘_ DF- = {(x;y)/xa-}-yE < 4}

Fulay) =2 = F(30) =2

ryr » 2 1 R " r - . — — . x2y

N Frxy) =1 = F/(3:0) = 1 Luego, H(3;0) = L 2‘ =320 y Flxy) = yVAmETYE - e
ke Frioy) =2 = F(3,0) =2 ,
i : Xy

H(3;0)>0 A F;;(B;O)>0 =3 F{3;0) minimo iocal

B £ ocy) = Ay - Y
i) y Aoy

Y t.a anulacion simultanea de ambas derivadas lleva al siguiente sisterna de ecua-
ciones:

] Ejemplo 2

Hallar extremos locales para F:{x)y) — 2x3—9x2+ 3.3y 2

’ p {(xy) Ox2+12x+2y%--3y2+ 1, Va-2e-y) =0 o oivecd
; F/{xy) = 6x2—18x+12 {x2w3x+2 =0 X(4—2y2—x%) =0 '

Fyay) = By=-6y ye-y =0 Un primer punto critico es P = (G;0).

, En general, la dificutad de estos problemas radica en la resolucion del sistema,

o ya que no existen formulas, si no son lineales, y es facil perder soluciones si no se
¥ considera detalladamente cada posibitidad.

En el caso propuesto, para x £ 0 ~ y # 0 debe ser

Al resolver el sistema aparecen cuatro puntos criticos:

) (10} (20} (11) y 21)

N
B Frixy) = 12x~18 A l“-‘;;(x:y) =0 na F;;(x;y) = 12y--8, 4-0x2-y2 = Q0 A 4—2y2—-x2 = 0,
) Calcularn iano: )
. 0 el valor de cada hessiano: De la segunda ecuacién obtenemos x2 = 4-2y2 (1} gue, al reemplazarla en
' -6 0 . IV . _2V3
. H(1,0) = = 3620 » F/(10)<0 = F(110) méximo focal la primera, nos da  4—-2(4-2y?)-y2 =0 = 3y2 =4 = |y| 3
e 0 -8 ‘ , =
! Reemplazando y2 en (1) obtenemos x| = y resultan cuatro puntos
‘ ) 8 0 - P
1N H(2:0) = = —-36<0 = (2:0;5) punto de ensilladura oriticos mas:
- 0 -6 _
J 2v8 2v3 2v8 2\/3“)- P"( 2\/;2\/5)
' -6 0 Pzﬂ("‘a' '3 ) Pa”(_‘s TTTE s~ \7 733
; H(1;1) = = —836<0 == (1;1;5) punto de ensiliadura
) 0 6 ' P_(_ 2\/@”‘“2\/_3_)
8 o 5 3 3 )
- H@1) = = 36>0 A F(2,1)>0 = F(2;1) mini
[E ' 0 5 ~ R (2;1) minimo local Como se ha indicado previamente, la obtencidn de extremos absolutos no es
i sencilia en la mayoria de los casos.
i ; Veremos dos ejemplos.
b Efemplo 3 :
| ) vad Para la ?iguiente funcidn hallar fos puntos en que se anulan las primeras deri- " D Ejemplo 4
. as parciales; o .
nod P F: (xiy) — xyV/a-xP—y? ST Hallar extremos absolutos, si existen, para F: {xy)— x2+y?+1  definida en
L ' ‘ DR D = {(xy)/x2+y?<4}.
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Para hallar el maximo absoluto que también existe por tratarse de-funcién con-

inua en dominio compacto, estudiamos el comportamiento de F sobre la frontera del
. . g y?

s dominio, que es la elipse de ecuacidn  x2+ = = 1.

Si consideramos las ecuaciones paramétricas de esta elipse:

X=Ccostay= 2sém ~ O=t<2mr,

/

-2 resulta  Fiy) = H(t) = 3 cos® t+4 sen2t— cos t+1

/?7’ 7 AJ
/e v

(1) = sen?{- cos t+4.

Estudiamos el comportamiento de esta funcion escalar en el intervalo [0;27)
y buscamos sus extremos locales.

X

F(0;0) = 1 es minimo local y absoluto.

 esta acotada en ef conjunte D y su supremo es 5.

No tiene maximo absoluto pues 1os puntos de la circurderencia, frontera del do-
minio, no pertenecen al mismo, ' ' '

Si se considera la misma regla de definicidn para una funcidn con dominio
A = {{xy)/x2+y2=4), esa funcidn tiene maximo absoluto 5 vy 1o alcanza en cual-

o o e

I

I

g

N

1

|

H
b e —

quier puntc de la frontera. B 1 I ;
! i
- |
% Fjemplo 5 ! i
i |
Extremos absolutos de  F: (xy) — 3x2+y2—x+1 definida sobre | i 2.
[ 1
1 ] B
w lixize Y2 ! i,
C = {{(x;y)/x2+ ekl ‘23?‘ T Az dr
Fr{xy) = 6x—1 A F'{x;y) = 2y.
1 Ly n Fifxy) =2y f{t) = sent {1+2cos 1)
(E; 0) es punio critico donde se anulan ambas derivadas. 2 4n
‘ f{t) =0 sit=0vtzmtm——~«; vt=—=
FI'ixyy = 6
) 6 0 f(t) = cost+2 cos 2t
1 1 )
F” X; . 0 H(""‘""“; )m‘ e o ) = -
"Y( Y) =% 0 o 2 Z0nF, (6 0)>0 = En los puntos interiores al intervalo, es:
Frrixy) = 2

f”(—zél)d) = f(w%"'fw).méximo jocal

1 " .
FI—0 )= i ,
= (6 ) 5 es minimo local

- . ' (m)>0 =» f(7r) minimo local
La superficie correspondiente a F es un paraboloide eliptico con vértice en

1 11 ) o : .
;0; el minimo local es tamb bsoluto.
( ¥ el miino lacal s también absol.t P (42)<0 = 1(“2) maxmo iocal
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Resulia f(—gg—) = f(w‘%r—) maximo absoluto.

Volviendo ahora a la funcion F sobre el conjunto G, obtehemos

() 04)  (5)-r 39

Ambos valores coinciden, siendo

F(m 1va)=r(- % ~v3) =2

=3 no corresponde a un extremo absoluto de F pues

—— @l maximo absoluto de F en C.

El valor f{0) = F(1;0}
sablamos que % es ef minimo absoluto y —%L el maximo absoluto. El valor

f(z) = F{~1,0) = 5 tampoco es extremo absoluto.

EJERCICIOS

1) Extrernos locales y puntos de ensilladura, si existen, para:

a) F:(xy)— 8y3—12xy+x3 by F:ixy) —» %3+ —ﬁ)?m +y2+-4y

c) F:ix ,y)—>xy+%+wg~z~—

x Y} Fr{xy) — X3+ 3P+ Axy +y?

@) F:(xy) — 2x3+ 16y3—9xy g) Fr(xy) — x8+y2-3x

h}y F:{x;y}— 3axy-x3—y® ) F(y) — y23xRy —3x2-3y2+2
D F{xy)— y3+3yxe—-15y—12x K} F:(xy) — x2+ 3yt —dy3—12y?
2) Punios criticos para:

(Bx—xZ)2y~y?)
X224 %2—xy2 4 5x~7

a} F:{xy)— xy(3-x—~y) by F: (xy)—
¢} F:{uy) — xyv/1-x2-y? d) F:{xy)—

3) Dividir el nimero 600 en tres sumandos positivos tales que fa suma de sus pro-
ductos binarios sea maxima.

4} Una caja rectanguiar, con tapa, debe tener volumen 1000. Dar sus dimensiones
para que el gasto de material sea minimo.

5} Dividir el nimero 1200 en tres sumandos positivos tales que su producto sea
rméaximo.
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ot I
Pty 6) Dimensiones de una caja rectanguiar sin tapa, para que su volumen sea 4000

l y SU supetficie total minima.

p 7) Méximo y minimo absolutos de F: (xy)~>3x+2y sobre A = [2:5)x[1:4]
l ™ 8) Hallar, para un paralelepipeda rectanguiar de area total constante, el de maximo

volumen.
0

B 8) Paralelepipedo rectangular de rnaxlmo volumen, inscripto en una esfera de
radio a.

10) ;Cual es ei cilindro recto de rea total méaxima, inscripto en una esfera de ra-
dio 27

"1 1} Maximo y minimo absolutos para F(x;y) — x?—y? sobre” A = {xy)/x2+y2=8).

plil. Extremos condicionados

En la seccidn anterior se propuso la resolucidn de algunos problemas de apli-
, cacion, mediante el céleulo de maximos y minimos para campos escalares, Lo mis-
*> mo se habia hecho, oportunamente, para funciones escalares.
Un problema clasico, en una variable, es hallar un poligono de area maxima,
| con perimetro constante. Por ejemplo, haliar el rectangulo de mayor area, con perl-
B~ metro 100 (Caiculo 1 - cap. 7). Lo enfocamos ahora como un problema en dos
3 Myvariables condicionadas.
eEfemplo 1
Si llamamos x e y a fos lados del rectangulo, su area es F{xy} = xy, siendo
i x+y = 50 la condicion gue vincula ambas variables. En este caso, puede despe-
jarse una de las variables en la ecuacion de vinculo. Al reemplazar en la expresion
del drea, queda una funcidn escalar, cuyo maximo local, y absoluto, da la solucién
buscada.
Sin embargo, en muchos casos, las condiciones de vinculo no permiten despe-
iar unas variables en funcién de otras. Por ello, se busca un métado que pueda uti-
lizarse también cuando las condiciones de vinculo solamente definen funciones en
forma implicita.

En el ejemplo propuesto, tenemos una funcién F de dos variables y una condi-
cion de vingulo: '

F(xiy) =

z = F{xy) n Gixyy =0

Xy A x+y—-50=0.
O sea,
Esto significa que tratamos de haltar los extremos de una funcién F de dos va-

zgilyriables, condicionadas por la ecuacion Gixy) = 0. O sea, buscamos los extremos
de una restriccidn de F al conjunto A = {{xy}/G{x)y) = 0}, es decir, los extremos
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En nuestro eiempio, de la ecuacion x+y—50 = 0, podemos despejar y = 50X
En un caso general, aplicamos el tecrema de existencia de funcion impiicita a la_~
expresion G(xy) = 0. Para ello exigimos que G tenga derivadas parciales conti
nuas, una de fas cuales no se anuie Por ejemplo, si G' # 0, existe y = g{x) de
finida implicitamente por G{xyy) =

Resulta F(x;y) = Flx;a(»)) = F {x), Yy queremos encontrar los extremos de F

El método utilizado. por. Lagrangeasegura que se pueden encontrar los puntoc

criticos de F , buscando los puntos criticos de una funcién auxiliar, definida asi:

H;(x;y;z;A} = XZ r A
H;(x;y;z;)\) = Xy+A
H;(x;y;z;?\) = X4+y+z2—90.

{Obsérvese que H; = 0 es siempre la ecuacion de vinculo.)

Debemos resolver el sistema:

Vi) = FOoy)+AG{y).
HiyA) = Fecy) by YZ+h =0 A XZ+A = 0 A Xy+h = 0 o X+y+2-80 =0,

donde A es un nimero real que se designa como “multiplicador de Lagrange”.
En nuestro caso, es:

De las tres primeras ecuaciones resulfta x =y ~ y = Z. De ja cuarta ecuacién:
iy 3x = 90.
HOGYA) = Xy+A(x+y—50), Por lotanto, x =y =z = 30.

La_ventaja del método de Lagrange es de caracter eminentemente practico y
resu[ta sencilfo por la smetna de fas expres;ones que intervienen. ng_e@ﬂgrgo es

nEcesano NSistr en_que solo permite. hallar puntos criticos. En cada casc §g_mde5 3

ompletar e estudio meq;ante discusiones basadas en la indole del problema. He-
N currir a derivadas sucesivas parciales suele ser demasiado complicado. ..

H es derivable por serlo F y G. Buscamos los puntos criticos donde se anular§
las derivadas parciales.

H (XA = y+h A H;(x;y:h) = X+h.n H(XyA) = x+y—50.

Resolvemos el sisterna: .

' ) Efemplo 3

y+h =0 n xX+h = 0 A xX+y—50= 0.

En la pagina 184 se utilizd, para hallar los extremos absolutos de
Resulta x =y A 2x = 50.
Luego, el punto critico para F, con la restriccion propuesta, tiene coordenada

X = 25 Ay = 25

F: {xy) — 3x2hy2—x+1,

Ejemplo 2
Hallar tres ndmeros naturales cuyo producto sea maximo v su suma 90, o
Si aplicamos el método de Lagrange, es

F(x;y;2) = xyz con x+y+z = 90
H{xy:A) = 3x2-+y2—x+ 1+ A (x2+

2
5; ~1),
Buscamos los puntos criticos de F, o sea, de la restriccidn de F al conjunto

= {(xyz)/x+y+z2-90 = O},
En este caso también es posible despejar una de las variables en la ecuacion

de vinculo. Por gjemplo, 2 = 90—x—y.
Al reemplazar, resulta F(xy;z) = xy(90—x—y) = F {x,y) y se buscan los pun-

tos criticos de F, que es una funcién de dos variables.’

H)’((x;y;)t) = @X—1+2AX
I -y g — Ay
Hy(x,y,h) = 2y+ >

Si apiicamos el mélodo de los multiplicadores, es:

2
H;(x;y;?\) = %2+ —14—— -~ 1.
Hcy:zin) = Fixyz) +AGxyz)

H{xy;Z:\) = xyz+A{x+y-+2-90) Bx—1+2hx = 0
) " ' El sistema para resolver es: Aybry =0
JXYZA) = yZ+A
(ayizn) = vz Ax2+y2-4 = 0
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Hxy:z:A) = F(xy:z)+AG(xy;z) donde {ab;c} pertenece al dominio de F y

) De la primera ecuacién: A = -8 six 0. Wde G.
- . 3 2x O sea, probaremos gue los puntos criticos de F, donde se anulan sus derivadas
; En la segunda ecuacion A = —4 si y # 0. - parcnales son puntos criticos de H.
=y Luego, -Bx=T-6x-= ~2x=1 = x=~ —12—
o : 2 y . . "‘. .
) En la tercera ecuacién y2 = 3. Obtenemos asi los puntos crrhcos > ¢ Demostracion.

X Siendo, en A, G(y;z) = 0 con G; # 0, por el teorema de existencia de fun-
cién implicita, existe, en un entorno de (a;b), una funcion M tal que z = M{xiy} y

GlxyMxy)) =
Para ¢ = M{ab), es

"\ 1 1
. .._\I — ____; - W_;___ 3 .
! (-2)s (-3-9)
Veamos ashora qué sucede si x=0 v y=0,
) Para x = 0, la primera ecuacion no tiene solucion pues resulta —1=0. Lue-

go, 5 X # 0.
Si y =0, es x2=1. Obtenemos los puntos criticos {1;0) y (—1;0).

Por lo tanto, los puntos criticos son (m %*\/5) (— %;—\/5), (1:0) v ¢

! {—1;0). Estos puntos fueron hailados al estudiar los valores de F sobre su frontera g
en pag. 186.

e

G (abic) G, (aibic)

M (ab) = — % (1} A M(ab} = - *”G—;m (2,

. segun la formuta para derivar una funcion definida implicitamente,
Ademds, es F(xy:z) = F{xy:M{xy)) = F (xy).
Por hipdtesis F, tiene un punto critico en (a;b} donde se anulan sus derivadas

Para el caso de dos condiciones de vinculo, el método de Lagrange propone

dos multiplicadores. - parm;!sesd.edr F, (ab) =0 A F (a-b) =
Para F(xy;z) = u con G ?{x;y;z) =00 z)(x;y;z) = 0, lafuncidn auxiiiar H tiene gl
N cinco variables y se define asl: - ST PeroF, puede consnderarse como funcion compuesta de varlables independien-
j iy fowm (05 X © Y, con variables intermedias x,y,z (ver péy. 148).

Hixyizin ih) = Floy2)+ A, G, (xyiz) + A, G, (xiyi2). Si aplicamos 1a regla para derivar funciones compuestas, es:

| El sistema que permite halfar los puntos criticos esta dado por la anutacion de (i, Fi (aib} = Fiiabic)+F (abic) Mifab) =0 (3)
3o fas cinco derivadas parciales de H, o bien, por la anulacion de sus tres primeras deri- . K
E ’ vadas parciales y las dos ecuaciones de vinculo. Ll R ay 9z
m P b F ok F e
i . ) prcelloen, ( X ¥ ax  F 9 )
r1 ) En el caso general, para u= F{x XoppeneiX S conm condicicnes de vinculo [ =
% (m<n), se utiizan m pardmetros y la funclon auxifiar segln Lagrange, es: T 0
1: oo (IR
: i m T oxml "

; Limm Rns Andlogamente,

HOX X5 X A A A ) = PO o 2 MG X X300 ) ! g

L i1
) ' il | Fi (ab) = F'(aibic) +F(asbic) M/(aib) =0 (4).

Como el método de los multiplicadores es eminentemente préctico, lo demostra- @ v Y 4

remos solamente en un caso particular, para fres variables y una condicion de gon

vinculo. B C

Si en {3) reemplazamos M {a;b) segln (1), obtenemos:

gl . GYabio)
Teorema de Lagrange . Fx(a;b;c)sz(a;b;C)W B
F y G son funciones de ires variables, ambas con derivadas parciates continuas ¢

y las derivadas de G no son todas nulas, por ejemplo, G, #0. SeaF, la restric- o |
cién de F al conjunto A = {(xy;2)/Gxy:z) = 0}
Si (a;b) es punto critico de F, donde se anulan las derivadas parciales, enton- @ik

‘ ces existe un nimero real A, tal que (a;bc; )\0) es punio critico de la funcidn H, de- ol
! finida asi:- e

Andlogamente, si en (4) reemplazamos M;(a;b) segdn (2), resulta:

Gy(a;b;c)

Frlabio)-F (abic) Gabo) =
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F;(a;b ic}

Haci =
aciendo AO G;(a;b;c}

(5), queda:

F;(a;b;c)ﬂ OG)"{r:;l;b;c) =0 F;(a;b;c)+AOG;(a;b;c) =0
Ademas, por (5) F;(a;b;c)M\DG;(a;b;c) =

Obsérvese ahora que:

[N {y \,'.7,)\)—““V—E—;(X;y‘;z}:bkn;{*;‘,’;7)

A

H (xyzi\) = F (xyiz) +AG (x;y:2)
A

H (xy:zi\) = F (xy:2)+AG {xy:2)
A

H (xyizih) = Gixy:z).

Por lo tanto, H (asbicin 0) = F (aibicy+r G{abel = 0.

También, H;(a:b:c;)\o) =0 A H;(a;b;c;hu) =0 A H;(a;b;c;;\ 0) =0, y queda de- ~ T

mostrado que si {(a;b)} es punto critico de F , entonces {a;b;c;)\o) lo es de H.

Del teorema surge que los puntos criticos de la la funcion con variables condicio-

nadas pueden encentrarse ublcando los puntos criticos s de ia funcnon auxa[:ar _pro-
puesta por Lagrange -

EJERCICIOS

1) Resolver ios problemas de la seccidn anterior, aplicando el método de Lagrange. _

2) Haliar tres nimeros positivos x,y,z, tales que xZy*z8 sea méximo siendo
X+y+z =1,

3) Hallar maximo absoluto de F: (xy;2) — x~2y+22 sobre la superficie
S = {xy;2)/x2+y2+22 = 9},

4} Hallar el riangulo de drea maxima y perimetro 2s.
{Usar la formula' area2 = s(s—x}s—y)(s—2) con x+y+z = 2s)

5) Hallar tres niimeros positivos x,y,z, tales que xy?z3 sea maximo si x+y+z = 18, i

6} Puntos criticos para F: (xy) —» x2+12xy+y? sobre el circuls de ecuacion
X2+y2 w4
x

7} Minimo de F:(xyy) — x#-+y? sujeta a la restriccién P

Y
o=
+b
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~ 8) Producto maximo y minimo de tres nimeros positivos X,y.Z, tales que
X+y+z =5 A xy+yz+zx = 8.

RESPUESTAS A EJERCICIOS

¥ CAPITULO 6

> geccion |

p 1) X = 1+2(x——1)+(x-1)2+(x—1)(y-2)+%(x-—1)2(ym2)+1‘4‘

D 2) arc:§i=1’~-—(x 1)+_(y U (x 1)2H-(y 12+ T,

X2 2 x®3 xy2.
3) excosy—1+x+——2—w.ﬁ%ﬂ+_6_~m 5 +T,

T, = il (x4cos cy —4x3y sen oy ~6x%y? cos cy + 4xy? sency + ¥4 cos ¢y)
24 con O<o<1

]
4) yAnx = (x-1y2 = o (X-1)E+ T

5} cosxy=1-— lz xByZ+T .
B) X3—2y3+38xy = —8+8{x~1)=21(y~2}+3(x—1)2+3(x—1){y~2)—- 12y ~2)*+
+{x-1y3~-2(y-2)%

7) x3--3xy+y2x—-7 = 4+1B(X'—1}m?(y+2)+3(x—1)2-7(x—1)(y+2)+{y+2)2+
+{x— 133+ (X~ Ty +2)%

Xy X3y
8) senxseny—*xyw—wmé % + T,

Zy y3
9) eXseny = y+xy+ < g + T,

2 ? 1 1 1
10) in - +in A e = ) e 12y )2 1

1 . -
+gly=1P+T,  FO911) = ~001.

s
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7) F(1;2) = 7 minimo absoluto F(4;5) = 22 maximo absoluto.

s, 2 4 2y 4
3 1) cosxcosyzimx—z-m-uxm—uz, Xt XY Y LT
‘ 7B R 3 24 " 's P
8) cubo 9} cubo 10) radio de la base \/2+ 55
, cos —-:—;%-m cos —gsm = (,8907374, |
11) F{0;3) = F(0;~3) = —9 minimo absoluto.

F(3:0) = F(—3;0) = 9 maximo absoluto.

) Seccion If

! 1) a) F(2;1) minimo local (0;0:0) punto de ensiliadura. Seccion H

b) F(2;-2) minimo logat {~2;—2;~386) punto de ensiliadura. 101 1 ‘
- = a5 3) F(1,-22) =9
3 9 4 - 6' 3 2
, c) F -:2—;—%— minime local.
4) trianguio equiliters . B} 3, By 9.

6) (V2 V2, (—VZV2), (V2 -V2) y (-V2 —V2).

d) F(%; - —%) minimo local {0;0;0) punto de ens.

i
5o . ab? 2
i 3 8) . - T)F( go? ., &b )
o e) F(—4-; 73.) minimo local {0;0;0) punto de ens. a24h2 a?+b2
J ] g) F(1;0) minimo local (—1;0;2) punto de ens. 8) F-“(4‘ 4. 7)_ F(4- 7 4) (7 4 4) 112 .
! ' s == =) =l ) = maxime
h) F{a;a) max. local si a>0 o F(asa)} minimo local si a<0. {0;0:;0) punto de ens, 3 33 333 3'3 3 a7
F{2:2:1) = F{2,1:2) = F{1;2;2) = 4 minimo.

iy F(0;0) maximo local F(0;2) minimo local {1:1;0) y (—1;1;0) puntos de ens.
j) F(1;2) = —28 minimo local {2;1;—26) punlo de ens.

F(—1;~2) = 28 maximo local (~2;-1;26) punto de. ens.
K} F((;2) = —32 minimo focal F{0;--1) = —5 méximo local (0;0;0} pto. de ens.

N
~—

a) (0:0), (03), (3:0) y (1)
i b) (0:0), (0:2), B:1), (60) y (62)

o (V3. VB (V3. N3
9 00 _(:”é"_T) (- )
N V3. V3 V3. V3
(58)0 (-5-F)

3" 3

?=|} d) (00}, (* —2";0). (05} y (0:—VB).

) 3) x =y =z = 200.
4y cubo de arista 10.
§) 400, 400 y 400.

6) x=20, y=20, z=10 (z es la aftura).
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7. INTEGRACION MULTIPLE

La integral definida simple, es decir, aplicada a funciones escalares, es uncon- @

cepto que puede extenderse a campos escalares. Si el campo escalar es una fun-

cion de dos variables, la integrat definida recibe el nombre de integral doble. Se co- @

mienza considerando la integral doble para funciones definidas y acotadas sobre
rectangulos planos, de lados paralelos a los ejes, y luego se extiende ia definicién
a recintos planos mas generales. El planteo inicial es totalmente similar al de inte-
gral definida simple y pueden utilizarse extremos de conjuntos de sumas superiores
o inferiores, o bien, de sumas intermedias.
Si el campo escalar es una funcién de trés variables, la integral es triple.

Bl calculo practico se reduce, en ambos casos, al de integrales simples suce-
sivas.

La generalizacion puede hacerse en forma similar para funciones de n va-
riables. ' s

Asi como el acercamiento intuitivo al concepto de integral simple se puede efec-
tuar aproximando el drea de un recinto plano de ordenadas mediante sumas de
areas de rectangulos, inscriptos o circunscriptos en el mismo, la idea geométrica
que lleva a fa integral doble aparece si se desea asignar un volumen al sélido S que,
en el espacio tridimensional, esta limitado por la superficie correspondiente a una
funcion no negativa F y los planos de ecuaciones z =0, x = a, x = b, y=¢ y=d,
donde la funcion F esta definida y acotada sobre el rectangulo

R={xy/asx=hnrcsy=d.

z = F{x;y)

198

£l volumen de este sdlido puede aproximarse sumando los volimenes de pa-

¥ raleleplpedos inscriptos en el rmismo.

Por ejemplo, si se subdivide el rectangulo R en cuatro rectangulos:
lql' RQ’ RS y R4,

‘ y se consideran cuatro paralelepipedos, cada uno de los cuales tiene a unc de los

rectangulos como base y al infimo de ¥ en dicho rectangulo como altura, la suma

B de los cualro voldmenes es menor o igual que el volumen del sdlido.

\\
1

e o e o s s

or

=
xn

o

Es decir, V(P )+V(P)+V(P)+V(P,) = V(S), donde P,P, P, ¥y P, son

3 los paralelepipedos inscriptos en S.

Analogamente, considerando el supremo de F sobre cada subrecténgulo y lla-

N mando P;, P'a, Pé, P; a los paralelepipedos correspondientes, es

V(P:)+ V(P + V(P +V(PL) = V(S).

O sea, una definicion apropiada de volumen debe permitir:

D V(P) = V(S) = D, (P,
ja=1 =1

donde P, son paralelepipedos inscriptos en el sélido S y P! circunscriptos al mismo.

5i volvemos a subdividir cada uno de los cuatro rectangulos de forma ané!oga,
la aproximacion por defecto y por exceso mejora, en general, con cada refinamiento

> de la subdivisidn.

En resumen, si el volumen existe {por efemplo si F es continua), se desea que

) cumpla propiedades similares a ias del drea.
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Asl:

1) Para todo sdlido S: V(S) = 0.

2) Si 8 es un recinto planc, entonces V(S) = 0.

3) Si 8,y S, son dos sdlidos congruentes, entonces VIS)) = V(s,).

4) Si S1g82, entonces V(S ) = V(S,).

5} Si8=8US,ys8 n 8, tiene volumen nulo, entonices V(S) = VS )+V(S). @

8) SiA es un paraletepipedo de base rectangular Ry altura ¢, entonces VIA) =
=abe donde a y b son las longitudes de fos tados de R.

La funcion volumen, que cumpla las condiciones pedidas, se Ruede obtener me-
diante la integral dobie de funciones no negativas continuas y se extiende a sdlidos
Clyas bases son recintos planos simples no rectangulares.

Las consideraciones efectuadas hasta aqui sdlo sitven para interpretar geomeé-
tricamente las sumas inferiores y superiores que se veran a continuacion y justifican
la definicion que se dard mas adelante para volumen de un solido que cumple cier-
tos requisitos. o

I. Integral doble

Elegimos un campo escalar F, de dos variables, definido y acotado en un rec-
tangulo R={xyYas=x=brc=y=d.

La funcién F, al estar acotada, admite supremo e infimo, segin el axioma de
continuidad del conjunto de los nimeros reales. '

Flaic} supremo v, en este caso, maximo absolute de F en R.
k infimo de F en R. No tiene minimo absoluto.

Veremos ahora algunas definiciones analogas a las ya conocidas para funcio-
" nes escalares.

198

Subdivision

Sea P =[a= XK KgpeneiX, = b] una subdivision def intervalo [ab] vy
P.=[c= y0'1y 1'y2'.§.-y =d] una subdivision del intervale [c;d], segun las defini-
VYo !
ckz)nes conocidas en la recta real (Calculo 1 - cap. 1 2')._‘
Estas sendas subdivisiones originan una subdivisidn del rectanguio R en n.s
subrectdngulos. L
£t progducto cartesiano P =P, x P, es una subdivision del rectangulo R.

Cada subrectangulc de ia subdivision P es

- {oayhx,_, =x=xn y_ =Y= yé} con i=12,..,n |J=12..85

¥
g =Y == i ; T T
1 ] )
) S S S 7T
1
Yt — ...“1 ,,,,,, : ...._..:_._.
1 |
e
G = Yo T 1 1
1 ] 1 1
a=X, X Y ¥ X, =b X

Norma de una subdivision P es la longitud maxima entre las longitudes de las
diagonales de todos los rectangulos de dicha subdivision.
O sea,

Pl = \/(Xi‘xm)zﬂyiwyi"‘)z

si R es el subrectangulo cuya diagonat tiene longitud méaxima.
i ,

Ademds area (Rij) = Aij = (xi~xiw1}(yi»yi_1). .
Indicamos ahora la condicion para que una subdivisidn P’ sea mds fina que ofra
subdivision P:

siPmP1xP2yP’=P;xP’2,

entonces P’ es més fina que P si y solo si P| es mas fina que P,y P, es mas fina
que P, - ' -

Como F esta acotada en el rectangulo R, también lo esté en cualquier subrec-
tanguto de una subdivision.

Suma inferior de la funcidn F en el rectangulo R, corre_sppnd'tente a Ig subdivi-
sién P, es la suma de los productos que se obtienen multiplicando el infimo de F
en cada subrectdngulo por el drea del mismo.
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Es decir, si mii es &l infimo de F en el rectangulo Hij:

s (A= 2 2 m X=X Y ).

i=1 =1

O bien,

_S_P(F) = m”(ximxo)(y1——yo)+m12(x1—xo)(yQ-yi)—rmw(x‘—xo)(yawyajﬁ» ..........

s B X X WY Y )

Analogamente, suma_superior es la suma de todos los productos que se ob-
tienen multipicando el supremo de F en cada subrecténgulo por el drea del mismo.

1] §

Sp(F) = ; pa M.(x~x,_My~y_) donde M, es el supremo de F en el rec-
tanguio le.
Ejemplo

Siendo F:({x;y) — 256~-x2—-y2 definida sobre el rectdngulo R = {0;3] x {0:4]
hallar suma inferior y superior para cada una de las subdivisiones siguientes:

1} P=P xP_ si P =[03]yP,=[04]
2) P =P x P si P, =[013] y P, =[0;14)
3) P =Py x P si PV ={01,23] y P =[0;1;2,3;4].

Z = 25l ony?
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Y
4
1) P, =[08] P,=[04] P=PxP,
S (F)=F@4)-12=0-12=0
P
5 3 % S (F) = F(O0) 12 = 25712 =300
¥
4
2) P =[018] P,=[0114] P =P xP]
1
3] 1 3 X

§ (F)= F(11)- 1+F(31) - 2+F(1:4) - 3+F(3:4) 6 =
P =23-1+15-2+8-3+0-6 = 23+30+24 = 77
S,.(F) = F{0;0) - 1+F(1,0) - 24 F(0;1) - 3+F(1;1) - 6 =
=25-1+24-2+24 -3+23 -6 = 25+48+72+138 = 283

¥

4

3

2 3 Py =[01;2:8] Py =[01:234] P =FY
1

0 1 2 3 %

S (F)=F(1;1) 1+F(1;2) - 1+F(1;3) - 1+F(3;4) - 1+ F2 1)y - 1+F(@22) - 1+
pre

e
b P2

+ E@3) - 1+F(2:4) - 1+ F(@3i1) - 1+F(3;2) - 1+F(3:3) - 1+F(34) - 1 =

= 154
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Sp.{F) = F(0,0) - 1+F(011) - 1+F(0:2) - 1+F(0:3) - 1+ F(1,0) - 1+F(1:1) - 1+
+F(12) - 1+F(1:3) - 14 F(2,0) - 1+F(2:1) - 14F(2:2) - 1+F(2:3) - 1
= 238

il

Resulta S (F)=S (F)=S (F)AS.(F =5 8 F)
[P=8 F=8 (F)rSF=8,()=8,(F).
Una suma intermedia para P es, por ejemplo,
SP(F) = F(1;2) - 12 = 20 - 12 = 240,
Resulta S (F) = S,(F) = 5_(F).
o P

Como puede chservarse, el célculo es totalmente andlogo al correspondiente a

funciones escalares, con las dificultades lSgicas al pasar de una a dos dimensiones.

Demostraremos ahora fas propiedades sugeridas para sumas inferiores Yy supe-
riores.

Lema 1

SiF es}é definida y acotada en R = [a;b] x [cid], para cualquier subdivision
P, la suma inferior ro supera a la suma superior.

O sea, VP:S (F) s§P(F).
P -

Demostracion

'De acuer_do con las definiciones de suma inferior y superior, en la primera in-
terviene el infimo de F en cada subrectangulo de la subdivision P y en la segunda
el supremo,

Por definicién de infimo y de supremo, resulta Vivim =M
Luego, ) !

n k=1

Z m}i(xiwx,ﬁ,)(yfyjq) = E 2 M;j(xs"x*—1)(yi_yi"‘)'

o= Pl el

1]
i=

es decir, § (F) sgp(F)_
: P

Lemg 2

SiF es?é definida y acotadaen R = {é;b} x {cdl, Py P’ son dos subdivisio-
nes de R, sienda P’ mas fina que P, entonces se verifica

RETGERNG 2) §,(F)=S,,(F).
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Demostracion

Sea F{ij un subrectangulo cualquiera de ia subdivision P. Puede suceder, para la
subdivision mas fina P’, gue haya permanecido invariable o que haya sido reempla-
zado por un nimero finito de subrecténgulos cuya suma de &reas coincide con el
drea de H“.

En la primera situacién, su contribucién a la sumainferior S (F) es la mis-
o

ma. En la segunda situacién, el producto mﬁ(xi—x‘iw %){yj—yw) sera reemplazado
por una suma de productos en cada uno de los cuales aparece el infimo de F en el
subrectangulo parcial, que es mayor o igual que mié.' Por o tanto, si llamamos TI; a

la suma de dichos productos,
A X_ Y ) =T

Como esto sucede para cada rectangulo de P, queda justificada la ptimera parte
de ia tesis.
Analogamente se procede con la segunda.

fema 3

Si F esté definida y acotadaen R = [ab] x [c;d], y Py H son dos subdivisio-
nes cualesquiera de R, entonces la suma inferior de una cualquiera de ellas no su-
pera a la superior de la otra.

Demaostracion

Sea T un refinamiento comiina Py a H. .
Si P=P,xP,yH=H,xH, un refinamiento comin puede hallarse ha-

cendo T=T xT,conT =P UH, y T,=P,UH,
Por ¢l lema 2, es

§ (F)=$ (F) (primera parte) S,,(F) = S_(F) (segunda parte)
T
Vinculando las relaciones anteriores mediante el lema 1, queda:
8 (F) =8 (F) = S.(F) = 8 (P,
P T

Luego, por transitividad, es: S (F) EEH(F) donde P vy H son dos subdivi-
P
siones cualesquiera de R. :

EJERCICIOS
1} Siendo F:{x;y)—>6 ~ —3— X — —g—- y, definida sobre el rectangulo

R = [0;2] % [0;3], hallar suma inferior y suma superior para cada una de las si-
guientes subdivisiones:
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a) P=P_xP, siendo P =[0:2] P, = (03]
b) P’ =P x P siendo P! = [0;1;2] P, = [02;3}
¢) P =P x P} siendo P = [0;1:2] P, =[0:1,2:3]
2) En el ejercicio anterior, hallar en cada caso uha suma intermedia.

3) Para el mismo rectangulo y las mismas subdivisiones del ejercicio 1, hallar sumas
inferiores, superiores e intermedias para F: &Gy} — 2+x2+vy2. Verificar que se

Comuo H F es el supremo de A, o sea, la menor de sus cotas superiores, re-
R

[l

sulta

cumplen las propiedades demostradas en los lemas.

i. integral doble segiin Riemann

Si llamamos A al conjunto de todas las sumas inferiores de una funcién F, defi-
rida y acotada sobre el rectdngulo R = [a;b] x [c:d], podemos observar que el
conjunto A estd acotado. Una cota inferior es el producto mi{b—a)(d—c), donde m
es el infimo de F en R. Una cota superior, de acuerdo con el lema 3, es cualquier
suma superior.

Por el axioma de continuidad det conjunto de los nimeros reales, existe el su-
premo del conjunto A. Dicho supremo recibe el nombre de integral doble inferior de F
sobre el rectangulo R.

Es decir, supremo de A= HF

Analogamente, el infimo del conjunto B de sumas superiores es fa integral doble
supetior.

O ses, infimo de B =ﬂ F.

Puede demostrarse ahora que-gF 5B F.
R R

1) Demostracion

Como ﬁf‘" es el infimo de B, vP: 8§ (F) H F, donde S (F) es una cola

inferior cualguiera del conjunto B.

De la relacion anterior resulta queﬂ. F es una cota superior para el conjunto
R
A de sumas inferiores.
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& 2) Otra demostracion (Por el absurde)

Suponemos ﬂ F>ﬂ F.
JJR R

De la suposicidn anterior, resulta el siguiente esquema:

8, h g

H

Ir Det Dt g
Sea f:‘m ﬂRF —ﬂ:R.

tal que §P(F) <Jj[ F+ wgm(i)'. Si no fuera asi,ﬁ F+ % seria una cota inferior
R R

T de B mayor que el infimo.

o g Anélogamente, como ﬂ‘ F es el supremo del conjunto A de sumas inferiores,
R

9 IS (F) tal que S (F) > ﬂ Fel (2)
H H Mr 3

Si a (2) le restamos (1), resulta:

. I SEURE <F>>ﬂ HF~—
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Comoﬂ F es el infimo del conjunto B de sumas superiores, ng(F)eB
B

o,

e
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— h — ‘ ’
. Luego, §H(F) = S,(F) e §H(F) > S,(F), absurdo segun el lema 3.
" Por lo tanto, se verifica |a tesis.

o, Por consideraciones anteriores, es también;

- m(b—a)(d~c) SJI E SJ‘J. F < M(b“a)(d*-C},
.'-.‘3 —_— H H

"1 donde m es el infimo y M el supremo de F sobre el recténgulo.

. Definicién

: Siendo R = [ab] % [ed],

. F integrable en R < ﬁ F :JJ F.
: R R
)i

El valor comin se llama integral doble de F en R, segtn Riemann:

[0l e

Puede anotarse también ﬂ‘ Fly) Oﬂ Fix;y) dx dy.
A f

_ Condicién de integrabilidad (segon Riemann)
)

t F definida y acotada en R = [a;b] x {c;d] es integrabie si y sélo si para todo
" miimero positivo € existe una subdivisién P de R, tal que

S-S F<e
=]

. ® Primera parte
SiF es integrable en R, entonces se cumple la condicién.

v Demosiracion

7 Como F es Integrable, es ﬂ F =J] F.  donde ﬂ F  es el supremo del
‘ R R MR

" conjunto A de sumas inferiores.
=
-, 208

cd

Por propiedad def supremo,

Ye>0 38 €A tal que § >ﬂl‘:»i (1).
H H R 2

Como ﬂ F es el infimo del conjunto B de sumas superiores, por propiédad
R

det infimo,

— — €
HSTGB tal que ST <JL F o+ 5 {2).

Al ser’ H F =,g F. resuita el siguiente esquema:
=R A

S =8 (3 y S,=8 @
P TH

De (2) y (4), por transitividad: §P < ﬂ F+ %
/R

y de (1) y (3), por transiividad: S > J] Fe
P f 2

Restando las dos dltimas desiguaidades: §P -8 <€ que es la condi-
P
cién propuesta.

¢ Segunda parte

Si Ye>02P tal que "émp -8 < € entonces F es integrable.
P

Demostracicn

Por propiedades anteriores, para cualquier subdivision P del rectangulo R, es:
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n
A
wnl
-

-4
_
X

1

v

HO]
B

Restando resulta:

Para esa subdivision P,

P,

teorema anterior

Luego Ve>0: Osﬂ F- g F<e Como ambas integrales son nimeros
R R

reales, se verifica JI F =ﬂ F vy ia funcion es integrable,
R R

Utilizando la condicién de Riemann, puede demostrarse que toda funcidn conti-
nua sobre un rectangulo es integrable en él.

Teorema
Si F es continua en R = [ab] x [cid], entonces F es integrable en R.

¢ Demostracién
n S
Sabemos que VP:§ -8 = (M&—mei)(x;xik,)(yi*yiq) donde, al ser
P =1 = ,
F continua en R, ij es el maximo absoluto que alcanza F en Héj ym, el minimo ab-
soluto.

Por el teorema de Heine para funciones de dos variables, F es uniformemente
continua en R. Por io tanto, 1a diferencia entre dos valores de F puede hacerse, en
valor absoluto, menor que cualquier niimero positivo que se elija. Para ello, basta
tomar los puntos, en el dominio de F, suficientemente proximos.

O sea, Yex035>0: (\/(x1—x2)2+(y1—ya)2<8 = [Flx,y,) — Fix,y,)|<€).

Elegimos una subdivision P del rectanguio cuya norma sea menor que &. En
cualquier subrectangulo de P, la diferencia entre dos valores de F es menor qus €.
Esta relacion se verifica también para el valor méaximo y el minimo que alcanza F
en cada subrectangulo.

Luego, Ve>03P, tal que, en todo subrectangulo R, de P, es

€
0= M_@ -m, < ‘—“ﬁ(b—a)(d—c) X

208

O 3
8,-8,=2 g(Mi;mi,.)(x;xiy1)(y;~yi_1} < i‘
It s €
< e (X X Y )=
2 2 aag )
— 3 s S (p-a)(d-c)
= - - = ~aid~C) = €
{b~a)(d—c) ; b=, ?1 VYid = “5oaE—o
y se cumple la condicién de integrabilidad. ¢
Propiedades de ia integral doble {
Por los mismos métodos que se utilizaron en las demostraciones para integra- {
les simples, se pueden probar las siguientes propiedades: (
1. Si F es integrable en un rectangulo R, entonces también es integrable en (
cuaiquier subrectanguio de R. - ¢
2. Si F es integrable en un rectangulo R ‘(de- fados pan:aieios alosejes)y R’y e
R’* son dos rectangulos que se obtienen dividiendo R mediante una paralela a uno '
de los ejes coordenados, entonces {
i
ﬂ F =Jj F +J] F {propiedad aditiva). (
a . "
{
La propiedad se generaliza para cualquier niimero finito de subrectangulos. ¢
3. Si F y G son integrables en R y ademas VY(xyk F(x;y) = Gix;y}, entonces (
{
ﬂ F=l§ G
R R €
4. SiF y G son integrables en R, entonces también lo es F+G y resulta: \
.
H(FHB) =ﬂ F +ﬂ G. {
A AL R ,
(
5. Si ¢ es una constante y F es una funcion integrable sobre el rectanguio A, ¢
entonces ‘
ﬂ cF = cﬂ F. "
R R (
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6. Sic y ¢, son constantes y F_y F, son integrables en el rectangulo R, en-
tonces

o ﬂ (c,F1+c2F2) = c1ﬂ F,+ czﬂ F, (propiedad fineal).
oy R R R

Esta propiedad generaliza las propiedades 4 y 5.

Es conveniente la utilizacion adecuada de los diferenciales para precisar cudl es
la variable de integracién, aunque ello puede desprenderse de fa observacion de los
extremos de cada integral. _

Si, a su vez, la funcidn escalar g es integrable respecto de su Gnica variable x,

b b pd
puede calcularse A =g gix) dx =S B Fiy) dyJ ax.

a a <
Esta integral recibe el nombre de integral iterada y puede anotarse también

- \

7. Si F es integrable en el rectanguio R, entonces

i

ik Integrales reiteradas (sucesivas o iteradas)

Do

+] d
S de F(x:y} dy, para simplificar fa notacion.

a o

o \‘I
) b
De forma totalmente similar puede definirse h{y) = S Fix:y) dx, vy si h es inte-

a

o
}

grable respecto de y,

Sea F una funcidn definida y acotada sobre el rectangulo R = [ab] x [cdl d °[er ? °
Considerernos un valor fijo de la variable x, por ejemplo, x = x_, en el cual la fun- B =\ h(y)dy mS . Flxiy) ax | dy mS dyS Fixy) dx.
) cion F es integrable, respecto de la (nica variable y, en el intervalo [c;d).

c c a < a

) d
) Luego, existe el valor gix ) =S F{xy) dy.

<

. Ejemplo 1

Calcular integrales sucesivas para F: (xy)}— %2 — yx + 5 sobre
Re {{xy)/1=x=4aA2=<y=3}

)

4 y=3 4 y2 yud

) 1) S [S (x2—yx+5} dy {dx wS (xzy —— x+5y) dx =
2

1 y=2 1 y=2

} :
) ‘ 9 i 5
= S (3x2 — x+15) ~ (2x2-2x+10) | dx =S (x2 - -x+5) dx =
i 1 4 t 2
M._—.Y__.—__J

) g{x}
j
~ (B )*”‘_(ﬁa_ )_(J__ﬁ )__.@,?m
) ( 3 Z %x24+-5x . ={"3 20+20 "3 +5 Y

)

! Obsérvese gue, en el primer paso, al integrar respecto de la variable y, la ofra

variabie X se considera constante.

3] ((x=4 3 x3 %2
2} gz[gm(xzw yx 45} dx} dy —Sa(mgm -y ru +5x)

X Si Fix;y) = 0, entonces g(x,) es el valor del 4rea del recinto de ordenadas
J plano correspondiente,

8I F es integrable respecto de la variable ¥ para cualquier valor fijo de x, com-

.4 . d
) prendido entre a y b, queda formada una funcién g: [ab] — R/g(x) =S Fix;y) dy.

<
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=r[(—%§~ —8y+20) - (-%— - —;—+5)] dy mga(~ J;y+36) dy =

2

| —
hy)
15 ¥=3 135 69
= (* ---—y2+36y) = (w ——+108) = A 18472) = e,
4 - 4 3

Ejemplo 2

Fixy) > x3y2—xy +1 sobre R={(xy)/0=x=14 -2 y = 0}

! y=0 t y3 yE y=0
1)y dx {(By2~ xy +1) dy = (x3-~— ~—x——+y) dx =
0 y= -2 G 3 2 yu—2
1 1
- 8 8
= 0 - (— - x3~w2x——2) dax = (—-—x3+2x+2) dx =
G 3 4] 3
. x=1 ’
= (3x4+x2+2x) = ._11_.
3 3
PLIH]
0 x=1 & X 2 x=1
2) g dyS (23y2—xy+ 1} dx mS (_—m- Yo X y+x) dy =
-2 R0 -2 4 2 2=0
Sy y Yy y=0 2 11
== mw—...]-") = ) = -n-(-—-—.mﬂ--m)r:—m.
ng( i gt (32 RS s O-\-3-12)=—

Trataremos shora de relacionar las integrales iteradas con [a integral doble. Pa-
ra ello, tanto las sumas superiores, como las inferiores o intermedias, pueden tomar-
.8€ como sumas iteradas.

En efecto, para las sumas inferiores, por ejemplo, es

{3

n
jaz

ms;(xa*";-1)‘y|“y;_9 = Z %) ,__,,21 MYy =

L

[
-

N 21: =Yy > M=, )
= =

Eslo permite suponer que, exigiendo ciertas condicibnes. la integral doble podra
calcularse mediante integrales iteradas o sucesivas.
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Teorema .
Si existe ﬂ F(xy)dxdy, o sea, si F esintegrabie sobre el rectangulo
R
d

R =[ab] x [c;d}, yademas para todo xe[ab] existe g(x) =j F{x;y) dy, entonces

[+

b
g es integrable en [ab] yg a(x) dx-=g Fixy) dx dy.
a R

. brod
Es dec%r.ﬂ Fix;y) dx dy =S [ S Fixiy) dY}dX-
A ¢

a

& Demostracion

Consideramos una subdivision cualquiera P del rectangulo R, tal que
P=pP xP, donde P, =[a= XX X = b] es una subdivision de [ab] y
P,= [c= Yoi¥ o3y, = d] es subdivisién de [cid}.

Probaremos en primer lugar que:

$S=8 =5_=
2=2
donde § es suma inferior y §P suma superior de F en el rectangulo R para la
P

subdivisién P, y § y §P suma inferior v superior respectivamente para la fun-
P, 1

d
cion de una variable g:{a;bl-> R tal que g(x) =S F{x;y) dy, que existe por hipo-

L]

tesis, y corresponden a ta subdivision P defabl

iz
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Sea R =[x e B [y .y} un subrectanguio de la subdivisién P. Sea m, el

infimo de F en Ft Y M. su supremo

Observemos qgue m es el infimo de F en todo ef rectangulo R.. Si filamos x, el
infimo de F para ese valor constante, en el intervalo [y sylesm z L = m.. Eslo suce-
de para cualguier x en el intervaio X, Rt ' o

Analogamente, si para x constan:e as M el supremo de F en {y ?,y] es
M = M

O ses; m, =
fijo entre x_, y x
Tamblen como YoV >0, es

m,ly—

;5 M = Mij donde mi ¥ Mj se consideran para cualquier x
)

Yo =My ) =My Y ) s Mty -y

Estas relaciones se verifican en cualguier subintervalo {y Jv] de la subdivi-
sion P, 0 sea, valen para j=1,2,.5. '

Efectuando la suma, es:

E I}(y Y. 1)Wzmy Y, )_ZMi{yi”yj EMd(Y ~Yi-

j=1

pero Z my.-y,

g
S Y §P sg F{x;y) dy por definicién de integral simple

2 2 ).

apltcada a la variabie y en [c;d], que existe por hipdtesis,

Analogamente EM(Y /s 1)““

j=1

d
= S Fx:y) dy.
2

o

Por io tanto, queda

]

s d —
2miy-y, )= SSF(X;v)dyfsS,,zs MYy, )

=1 Pa
y también

s

d
2y, ) SS Fxy) dy =
j=1 <
G seal

2y

1 D E = DM v~y ) (1) donde x efx_ x])
I= j=1
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DMy Y, X, = mg)x

Ahora bien, g depende de x y esta acotada en [xi_ 4], por lo tanto tiene infimo

y Y Supremo en este intervaic v es m](g} = Mi(g), valores infimo y supremo de g en
~ el intervalo [x,_|

Por lo tanto de la expresitn (1), que se verifica para cualquier valor de g en
(X%} se deduce:

2 MY, = mie) = Mg
j=t

8
= 2 MY, )
j= 1

Muttiplicando por x.-x._ >0, resuita:

-x,_) = M@)x-x,_) = ;Mi;(xa"’fm}(y,-“yw)'

j 1

Estas relaciones se verifican de la misma forma para todos los subintervalos de
la subdivision P , de {asb].

Efectuando las sumas:

n

Zm@xx,

2 M)y,

=1 jet

= >, Mg)x,-
=

f

5 . M,_{xi~xi"1 (y;_—yé“?)'

1]
=g !

Q sea

Como existe la integral doble g Fixy) dx dy, por la condicion necesaria y su-
ficiente, segtin Riemann: R

Ve>0aP:8 -5 <esiendo P=P xP_
=] o 1 2

=S,~8 <€

De la relacidn (2} surge: §P§— _S_P .

1
Por lo tanto, aplicando la condicién de integrabilidad a ta integral simple corres-
3]
pondiente, se verifica que existe S glx) dx.
a
Ademas, por propiedades de las sumas inferiores y superiores respecto de su
integral correspondiente, es: ,
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_S_P sﬂRF(x:y) dxdy = SP (3)

. b
B es decir f Fi{x,y) dx dy25 {

Tamb £8 = =
ambién §P <§_p <)ag(x) dx = SF’x =85, por {2).

b
0 sea: S = dx =S
5 Lg(x) x=5, ()
Come § = ﬂ Fixy) dxdy =S_ (3)
P R’ P

o b
S, = S gxpdx =8 {4).
p

&

Restando miembro a miembro (3) vy (4}, queda:

— b —
§ ~-Sp= g F(x;y) dx dy mS gix) dx = 8.,-8
Mr P

e a
o bien
— b —
—{Sp-8 }sﬂ. Fix;y)dxdy -} g{x)dx=<S_-8 .
p A Ja P =p
h o
Finalmente ﬂ Fi{x;y) dx dy —S glx) dx| = S,-8 .
R a P

X :
Luego, VE>OHP:’ﬂ F(x.y) dxdy mS g{x) dx
R a

P

Como las dos integrales son numeros reales, resulta

X -
ﬂ Fiy) dx dy = S gi(x) dx,
R a ’
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s§?~_8_ < €.

d
K Fx;y) dy] dx, gue es la tesis.
»J R ERRL
St en el teorema anterior intercambiamos x e y, se prueba:
f b
Si existe J F{x;y) dx dy y también existe h{y) = S F(x;y) dx para todo v €fcd], en-

o

tonees%mstw&hfyyd%saendeig—ﬂky}éxéh&%&exy) dxﬁ].Ayﬁ -

Aplicacién

Calcular ﬂ (v/X+y~3x2y) dx dy siendo R = [0;1] x {1;3]
R ‘ o

1 =3
a} ﬂ‘ (\/;-ry~3x2y)_ dx dy = S [Sy (Vx+y - 3x2y) dy]dx =
R

GLJ y=1

y=3

1
_\f ¥ 2.&)
= Se(y\/;t« 5~ M

y=1

- g:[(sw+§m£§xa) (v&s

P
i
rofe
b4

ny
i
| S
a
>
H

1
WS (2VX+4 ~ 12x7) dx = %.
0

b) Podemos calcular también ia integral doble cambiando el orden en {as inte-

B grales sucesivas,

a Re=1
Resulta ﬁ (VX 4y —3x2y) dx dy =5 B (VX +y—3x2y) dx] dy =
R

1 x=
3

3 3 %=1 3
S;(3X +xy - X3y dy } 3+y y j dy 3 %dy 3

%=0

Segln el teorerna anterior, si exisle la integral doble y existe una de las inte-
grales iteradas, entonces también existe ia otra y las tres coinciden.

Sin embargo, la existencia de integrales suces:vas no permite asegurar ka exis-
tencia de la integral doble.
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Por ejemplo, consideremos ia funcion F definida sobre el rectangulo
R = [0;1] x [0:1] de la siguiente manera:

1 si x€Q
2 (xy) -
4y3 si xeQ

1 1
En este casoj H Fix:y) dy] dx = 1.

0 4]

En cambio, no existe la integral doble, pues ﬂr—‘ * ﬂF Tampoco existe la otra

integral iterada.

EJERCICIOS
1) Calcular las siguientes integrales iteradas:

2 I
a) S dyS (x2+2y) dx

5 4
b} S de (Xy—y2x2) dy.
0 ¢ -5

-2
2} Calcular ﬂ F{x;y) dx dy siendo
R

a) F:(xy) — x2-8y+5
b) F:(xy} — 4x—y-+xy

R={xy/l=x=sd4a-3=sy=<3}
R ={-2:0] x [0;3]

2
6) F: (xy) — — R = [~1:1] x [02]
1+x2
1 si ygQ
3) Siendo F:{xy}— R = [0;1] % [0;1], calcular, si existen, inte-
3x2 si yeQ

grales sucesivas.

IV. Integracion sobre regiones no rectangulares

Para definir integral doble sobre una regién plana no rectangular, es necesa-
rio considerar especialmente su frontera, pues, al efectuar subdivisiones, dicha re-
gidn puede no estar cubierta exactamente por rectangulos.
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Para la regidn DCR2, los rectangulos que no estén totalmente incluidos en D

B son tales que la suma de sus dreas puede hacerse arbitrariamente pequena si se
. consideran subdivisiones suficientemente finas del rectangulo [ajp] x [c:d]. Cuan-
= do esto sucede se indica que la frontera de la region D es un conjunto de 4rea nula,
@ Pues puede incluirse en la union de un ndmero finito de rectangulos cuya area total
~ tiende a cero.

o Conjuntos de érea nula.
=~ Definicion

Un conjunto plano ACR? tiene area nula si y sélo si, para todo nimero >0,

¥ ‘existe una coleccion finita de rectangulos cuya unién incluye a A y cuya 4rea total
@ &5 menor que €. (Se entiende por drea total de la union de los rectangulos, 1a suma
de las dreas de todos los rectangulos que intervienen.)

Los puntos aislades y los segmentos son conjunios de drea nula.
Probaremos que toda curva plana, grafico de funcidn escalar continua, es tam-

@ bién un conjunto de area nula.

B ¢ Teorema

Sea f:fajb]— R una funcion escalar derivable. La curva asociada C, de

g ocuacion y = f{x) tiene drea nula en R2.

Y

(b}

Ha)r

A= (af(a)) B = (bif(b))

P! A,
T e
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Al estudiar aplicaciones de la integral simple, se probd que la curva C es recti-

<3
ficable y su longitud es s = g N TH[P0]2 dx {Calculo 1 - cap. 12).
W a
Elegimos un numero natural cualquiera n, y consideramos sobre la curva C,
puntos P, P, P ..P =B, talesquela longitud entre cada uno de ellos vy el punto
A es, respectivamente:

-1
s 25 (h—1)s s

1 paaay ey 3

(1] [ il

Construimos, con centro en cada uno de dichos puntos, sendos cuadrados, de §

; . 4
lados paralelos a los ejes coordenados y cada lado con longitud TS

0
k-l
i
u
>
By

<1

P A,
o U,
[

Todo punto de la curva C se encuentra, respecto de algln punto Pi, a una dis-

tancia menor o igual que wgw y, por lo tanto, es interior, al menocs, a uno de los n
cuadrados.

1652
n?

El drea de cada cuadrado es y se han construido n cuadrados. Ef

16s%

area total es, entonces,

2 1652
< € 0 sea N> \
€

Para cualquier €>0, basta elegir n tal que

y el drea total correspondiente es mencr que €. Se ha probado, entonces, que la
curva C tiene area nula en R2

La misma propiedad puede demostrarse para ia-curva asociada a una funcién ¥

escalar continua en Intervalo cerrado, basandose en la continuidad uniforme de di-
cha funcion.
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. 5& verifica Mi-—mi<

Teorema

Si f:{ahj— R es una funcidn escalar continua, entonces ia curva asociada C

@ tiene drea nula en R2,

& Dernostracion

Por el teorema de Heine para funciones continuas en intervalos cerrados, f es
uniformemente continua en [a;b].

. Fijado €, elegimos una subdivision P = [a;x S X = b] cuya norma sea me-

$ nor que §.

Consideremos, por ejemplo, el intervalo [x_g_ ;%) Como f es continua en dicho
intervalo, alcanza en él un maximo y un minimo absolutos: M, y m_. La gréfica de f,
correspondiente al subintervalo [x, _ ,;x.] esta incluida en un rectanguio R, cuya lon-

) gitud de base es {x,~x;_,) y cuya longitud de altura es (M,—m,).

3
i
i
i
i
{
~
\‘m

(93 TP

T o=

Ef drea del rectangulo Fli es (M;ml)(xi—xi_ 1).
Si consideramos rectangulos del mismo tipe para cada uno de los.n subinter-
valos de P, el area total o suma de areas, es

A= (M=-m)x-x ).

=1

Por la continuidad uniforme, como la norma de la subdivisién es menor que €,

€ .
a = 12,0
b2 para i n

n
€ - € _ _ € ) ]
“~! b-a (X‘ X, *) b oa 2 (X. X, 1} b-a {p-a) =€ vy

la curva C tiene area nula.

22

Poro-tanto;, paratodoe > G-existe 8> 0, tatque, paracualquier parde puntos
y x.x delintervalo [ab), si |ximxi{ < & entonces }f(xi)-f{xi)| < €.
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Ya hemos visto que una funcion de dos variables, continua sobre un recténgu]o ¥
es integrable en dicho rectangulo.
El préximo teorema nos permitird caicular integrales dobles sobre recintos pla- G
nos acotados, cuya frontera tiene area nula. s S ]
20 B R !
wwwwww o | lip0 2
ghelRR 0000 | 11
Teorema ‘ .
T I 1 tipo 1
Sea I un campo escalar acotado y definido sobre un recténgulo R = [gb] x o B O~ — a ,“
x [e;d]. Si el conjunto C, de puntos de discontinuidad de F tiene drea nula, enion- @ i ! A
ces F es integrable sobre el rectdngulo. E ! R
a b x

® Demostracion o » )
Separamos los términos de (1), segln los dos tipos de rectdngulos:

Dado € >0, sea {R,, R} un conjunto finito de rectangulos que cubre §
Cycuya area total es menor que €, {existe porque C tiene area nula).
Consideramos, para cada uno de estos rectangulos, otro rectangulo R/ que -
cluye a R, tiene el mismo centro y cada uno de cuyos lados tiene una Iong:tud dable.
Resulta: area de Rl =4 area de R,

CA(R) = 4 A(R).

S, -8 = Z (M, ~m A+ g (M,—m A,

~ siendo A= (=X )y -y, )

\ Ahora bien, todos los rectangulos del tipo 1 tienen, por b menos, un punto en
p cornin con aigin R, Como la subdivision P tiene norma menor que ¢, cualquier rec-
tangulo cel tipo 1 tiene, comoe maxima longitud de tado, un ndmeroc h menor que ¢.

Como ZA(R) = AR )+AR)+..+AR ) < €,

o1

q=4

es A(R)+AR )+ +AR)) < 4e.

Llamamos 2¢ a la menor longitud eritre los lados de los rectangulos iniciales.

Si del rectangulo total R excluimos los puntos interiores a los rectiangulos
Ft (i = 1,2,...,n), obtenemos un conjunto R’, cerrado y acotado.

La funcidn F es continua en R’ v también uniformemente continua en él,

Luego, para todo € > 038{e} > 0 tal que, para cualquier par de puntos (Xg¥ b

{x,;y,) de R’, si \/(x1-xé)?+(y1-ye)2 < §, entonces [F(x iy )-Flx y )| <€ (1).
Consideremos ahora una subdivisién P del rectangule R, cuya norma sea menor
que &y también rmenor que £

Luego, cada rectanguio de la subdivisidn P, tipo 1, estd incluido en el corres-
_ pondiente B

> Como esto sucede para todos los rectangulos del tipo 1 (estos rectdngulos no
se superponen entre si por tratarse de una subdivision), resulta que la suma total
de sus areas es menor o igual que la suma total de lfas &reas de los rectangulos R7,
¥, por lo tanto, menor que 4 €.

Es decir, 2 Aij <4de .
: 1

O sea |IP|| < minimo (3, £).
Con esta subdivision P probaremos que se verifica la condicién de integrabilidad.

. Ademds, como F estd acotada en R, existe un ndmero real k> 0, tal que
Yixy)eR: [Fixy)l = k.
Por lo tanto, M,—m, §M -m | = M, |+|wm | = 2k,

Sabemos que §P - _Lip 2 E (M, -m{x, x“;)(yj Y

i=1 j=1

Para evaluar el valor de esta diferencia de sumas, dividimos los recténgutos g
R de la subdivision P, en dos tipos:
1) los gue tienen por o menos un punto en comun con algln R

Entonces, 2, (M,~m)A =2k 3, A <2k-4e, = Bke,.
2} ftodos los otros. k i
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Para los rectangulos del tipo 2, por continuidad uniforme, resulta
ViviiM -m <€
i i} 2
st los puntos del dominio se han elegido suficientemente proximos.

tuego, 2 (Mii—m&)Aii <€, 2 Aei = eEA{ﬂ), " donde A(R) es el Zrea del rec-
2 2
tahgulo total R.

Por 1o tanto, S;- 8 < 8ke, *A(RJe,,
~p 1 2

S‘ I 1 > 0, = M“--WME e .—.,.,,.,..._._6
i para todo € hacemos €, o y €, ZA(R) queda
a € € . .
— << B e —_— =
SP S? _ 16k A(R) SAR) € si §|F’}! < Mings, £}.

Se ha demostrado, entonces, que fa funcion F es integrable en R.

Nuestro objetivo es ahora, como aplicacién de los teoremas demostrados, cal-
cular integrales dobles sobre conjuntos planos no rectangulares. Para eflo, consi-

deramos previamente las regiones que utilizaremos como recintos de integracion.

Recintos simples

Las fronteras de estos recintos estan dadas por curvas que son graficos de fun-
ciones escalares continuas.

Tipo 1

h

y=Hh{x}

[u g SRR

A= {xyyasx=baf )=y =16
f JY f2 son funciones escalares contindas_ de variable x.

Suele indicarse, en este caso, que el conjunio A es convexo en la direccion
del eje v. ‘

224

“Tipo 2

B={(qylesy=dag,ly)=x=g,
g, ¥ g, son funciones escalares continuas de variable y.

El recinto es convexc segln el eje de abscisas.

Las regiones que utiizaremos para integracion serdn de los dos tipos mencio-
nados o también regiones que pueden subdividirse en un nimero finito de las ante-
tiores.

Todas ellas se llaman regiones 0 recintos simples.

. Si un recinto es simultaneamente del tipo 1 y del tipo 2, lo Hamamos “doble-
mente” simple. '

Ejemplos

1)

= {{xyl/a =x=b A f{x) = y=g{x}
xyib=x=m » p(x) =y = g(x}-
{yim = x = naplx)=y =< hix}}

A
B
C

I

Recinto simple subdividido en tres regicneé del tipo 1.
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2)

A={xy)lc=y=dafly) = x = ply).
B={xy/d=y=snafly)=sx=gy)

Recinto simple subdividido en dos regiones del tipo 2.

3)

A={xyVe=y=dnailly)=x=gy}
B={xyla=x=bahix)=y=rx).
C={xy)bsx=manahx)sy=ch
Recinto simple subdividido en dos regiones del tipo 1 (B y C) y una regién del
tipo 2 {A).
Para integrar sobre cualquiera de los recintos de Iés tipos propuestos, vemos
en primer lugar que dichos recintos son acotados. Por lo tanto, se puede incluir a

cualquiera de elios en algin rectangulo de lados paralelos a los ejes,

226

S . G: ()(,y) oy

iy

A

f oo o O
bY]

Sea F un campo escalar de dos variables, continuo sobre el recinto simple D.
Queremaos calcular su integral doble sobre dicho recinto.
: Sea R un rectangulo que incluye a D.
. Consideramos la sigulente funcién auxifiar, definida en el rectangulo:

Fiay) si (xy)eD

T 0 si (xy)e(R-D}

-

Definimos ahora U F{x;y) dx dy =J] G({x;y) dx dy.
o R

Por un teorema anterior (péag. 222), G es integrabie en el rectangulo R pues es
continua sobre dicho rectangulo, salvo en la frontera del recinto D, que es un con-
junto de drea nufa.

Ademas, la definicion dada tiene sentido pues no deperde del rectangulo que

B 2 se elige para incluir al recinto.
o 4

H,

2

En efecto, ﬂ G(x;y) dx dy =ﬂ G(x:y) dx dy - Eﬂ- Gixyy) dx dy =
Ay R B

227



= U F{x;y} dx dy, pues la funcidon G se anula en {R,~D) v, por lo tanto, también 1a
D

integral doble es nula en dicho conjunto.

O sea, para hallar ta integral doble de F sobre el recinto simple D, considera-
mos que dicha funcién se anula fuera del recinto D y calculamos su integral doble

sobre cualquier rectangulo, de lados paralelos a los ejes, gue incluya a D.

—.-Céleulo de-integrales dobles sobre recintos simples

&)

di-———

oh————
>

F:D-» R es una funcidn continua.

0 es un recinto simple del tipo 1, limitado por segmentos incluidos en las rectas
verticales de ecuaciones x=a y x =b, y por las curvas correspondientes a las

funciones escalares continuas { Jyf tales que y =71(x) e y=1x)
Sea R = [ab] x [c;d} un rectanguio gue incluye a D.

_ Fixy) si (GyeD
Definimos G (x;y) —
0 si (xy)e(R-D)

G es integrable sobre R y es ﬂ G= B F.
A Aip

Para calcular ga(x;y)dx dy la reducimos a integrales sucesivas
MR

bfrd
S “ Gxy) dy} dx.

d

Para cada valor fijo xefa;b] existeg G(x;y) dy = é{x) pues G presenta sola-

< .
mente dos discontinuidades en ios puntos (xif (x}) ¥ (x;f,(x)}. -
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Ademds, Gxy}=0 st y<f()vy>1x)
FaS

Gixy) = Fixyy) st f(x) =y =1 {x).
Luego, Vxelab]:

y=la(x}

~ o y=l1(x) .
\ Gix;y) dy = E G{xy) dy + g G{xy) dy + g

Jy ysh g}

y=la{x) y=talx)
= + S G(xy) dy + 0 = g Fx;y) dy.

yefix} ytylx

Finalmente, entonces,
* b e ysdnin}
g F{xyy) dx dy =S B F(xy) dy | dx.
/O el y=1yix)

Ejemplo

' Calcular ﬂ(y+3x) dxdy siendo D = {{xy0sx=1x?s=y=x+2}
N ‘

Para hallar los extremos de las integrales sucesivas, fijlamos primero un valor

R de x, por ejemplo x o ¥ Vemos c0mo varfa la ordenada y, sobre ia recta x = x , dentro

del recinto.
Los extremos del segmento AB estan dados por y = xg ey=x, r2, en ese

b orden. Lo mismo sucede para cualquier x fijo ubicado entre Oy 1.
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Por lo tanto,

1{(y=x+2
ﬂ (y+3x)dx dy = S [S {y-+3x) dy} dx.
] Q y=x2

También puede anotarse;

1 Y =X+2 1 5
S dxj {y+3x) dy = g (_y_+3xy)
0 yox? 0 2
| e

1
(' x+2) x4 g \
—5 [——2“—+3X(X+2} - (—é—+3x3) dx = S (Ex2+8x— 12— —3x3+2)dx =

0 o

Y=Xh @

x2

7 T x5 3
= (= X3AxT— - — x4y
(6 10 a X 42x)

b} Para un recinto det tipo 2, se procede en forma andloga:

X = g, (y})

#[ (*=goly)
J Fiqy) dxdy = S H Flxy) dx ] dy.
o oL x=g40y)

Ejemplo
Calcularﬂ (x2+8xy—1) dxdy siendo D= {{xyV/i =y =2 A y=x=3}L
D .

1230

Y
o SR ek
S 72!
3 /
L 1 i
{ i
1
| |
i ! I
1] 1 2 £ X

Consideramos un valor fiic y =y, y vemos cémo varia la abscisa para deter-

minar el segmento MN.
Los extremos de MN, en funcion de la ordenada, estan dados por x =y, ¥

¥ = 3, en ese orden. Lo misimo sucede para cualguier otro »ialer fijo de y entre
y:'ﬁey:z ; .

2 x=3
Luego, ﬂ (x2+8xy—1) dx dy =5 dyj {x2+8Bxy~1) dx
]

1 =y

x=3

it

2 13
dy =S (37y - —:—3—-~y3+6)dy =
1

4 X3
S (~—+4x2y—x)
A3

'..:m%Z—Z...,__E_Q )
(2 y g2y+6y

Para resolver el calculo anterior, se ha fitado primero la variable y. observando-
se luego cémo varia la abseisa x entre las dos curvas que limitan el recinto simple
det tipo 2.

Si se desea fijar primero la variable x, el calculo no puede resolverse mediante
un solo par de integraies sucesivas. Es necesario, para cambiar el orden de las in-
tegrales anteriores, conhsiderar al recinto como unién de dos recintos simples del

tipo 1.

xX=y

2

4

181
R

20} i o —
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2 yex 3 y=2
g (x2+8xy~1) dx dy mg dxg (x2+8xy—1) dy + S dxg {(x2+8xy-1) dy =
D 1 y=1 2 y=1
y=x 3 y=2
dx + S (x2y+4xy’=’—y)l dx =
y=1 2 ye1

2
= S {x2y +4xy?-~y)

1

2 3
s | 45x3;5x:x&1}dx+~][\tx2+‘=2x H-dx
H

Esta dltima parte del ejercicio resuelto, sugiere que las propiedades de [a inte-
gral doble para funciones definidas sobre rectanqulos, se extienden también a fun-
ciones definidas sobre recintos simples.

Si D es un recinto simple, pueden probarse entonces las siguientes propie-
dades:

1 ﬂoks - kﬂ;
2 ﬂ =N L& ﬂs

38 D=D S U Da, donde D ;N D2 €s un conjunic de area nula, entonces

fi-fl

4} La propiedad 3 se extiende, por induccion completa, a n recintos en condi-
ciones similares.

Otros ejemplos
Ejemplo 1

Ubicar los extremos en las integrales sucesivas que permiten calcular
i wﬂ. Fluy) dxdy siendo D = {(x;y)/() =x=400=y=s2- %}
D

232

i consideramos al conjurto D como recinto simpie .del tipo 1,.ﬁjarnos primer.o‘ X
(entre 0 y 4) y vemos que la ordenada varia desde el eje de abscisas, de ecuacion

‘ o ‘ X
y = 0, hasta la recta de ecuacion y = 2~ 5

4 y=2 - —;"
Luego, |= S dxg F{xyy) dy.

0 Jy=0

Pero también el conjunto D puede considerarse como recinto gimpie ddeI ttp;}ai.
Fijamos primero y (entre 0 y 2). observando que X \{arlaientre el ele de on enaCiér;
de ecuacién ¥ = 0, y la misma recta anterior, considerandela ahora con ecua

X = 4w2y.

"2 rxed 2y
Resuita Iﬁs dy5 Flxy) dx.
4] x=0

£n este ejemplo, el recinto D es “doblemente” simple.

Ejermnplo 2
. ; 3 - 2}
Caleular | :ﬂ xydx dy para D= {{x;y)/() x5 4n "y X5y =254
b ¥
a
) 5 y = /25 ~x?
K 74
o
o % 48 X
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~+ glones del tipo 2,

* hasta la recta de ecuacién x =

Si consideramos D como recinto de b
tras y varia entre la recta y el arco de circunferencia.

4 =25 %7 4 y y= /25 x2
Resulta | = S dxj s Xy dy mj (x—-—»)’ dx =
0

2
2 3
y-wk-x 0 ym—d-x

4 4
_ {(25~x2) 9x2 _ (25 X3 S .
M" 7 e ) (e ) e

4

4
:j (___2&“ X o _g...s._ xa) dx = (__2_5, X2 25 xd)

, > 3o 2 wﬁ? = 100-50 = 50,
Q
b) ¥
gl X = Va5-y?
Y8
3
Yos A
i
4] 45 Y

Si se cambia e orden de integracion, es necesario dividir el recinto en dos re-

Si fijamos y, entre 0 y 3, x varia desde el eje de ordenadas, de ecuacion x = 0

% y. Al fijar una ‘ordenada Y. entre 3y 5, la abs-

' cisa varia desde el eje de ordenadas hasta el arco de circunferencia de ecuacion

J

1

1 XN 25y2
3 xm%y 5 r x=y/26y2
Resulta | =j dyj T oxydx +j dyj Xy dx =
[1] x={F 3 Kemfy

3

'3 5 .
-] i ) dy = B (WXL’,,)
} QLY dy + 2L(25Y y3) dy 5 \"7

X=4/25 -y2

x=0

4
Xy 5
3 dy “{i[ )(22 v

x=0 3

3 8
8 {25-y2)
dy == | a3 et =
y Jogy dy+L 5 ydy

[

3
1 ye_y")_
0+2(25? ;

;= 18+32 = 50,

1234

"

i

po 1, fijlamos primero x, entre 0 ¥ 4, mien-

. Ejempio 3

X
Calcular | mﬂ e dx dy siendo D = {(x;y)/o =x=3A0=sys —é-}
D : ,

Y

i i is doblemen-
£1 recinto puede considerarse tanto de tipo 1 como de t:{)oiﬁtzu?:i €s
te simple y, en ambos casos, el calculo se redu__ce a una sola nagordénada eulta
Sin err;bargo si se lo considera del tipo 2, fijando primero u ,

| = 51 dygx=se€x2) dx, donde se fropieza con el problema de calcular una antideriva-
4] x=8y 2)
da, respecto de x, para e, | .
£n cambio, al invertir el orden de integracion, ia integral puede calcularse
)
manera muy sencilla.

x 3
"3 ? 3 1{°, e _tael =1 89--1).
i= adxsy %ot dy ﬁs (y et3) dx ““?s‘S;‘ et d =~ - (
0 y=0 0 y=
Ejemplo 4

Dibujar el recinto y cambiar el orden de integracion para

2 ya/2xex®
,=S dxg Flx:y) dy
1 | ym2x
y
L pmates el
e :
s H
/ H
Il |
i ; )
) L] X, 2 b
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En la integral propuesta se ha considerado al recinto del tipo 1. Al fijar primero x,
entre 1y 2, la ordenada varia entre la recta de ecuacion ¥y = 2~x y el arco de cir-
cunferencia de ecuacion y = v/2x %2,

Al cambiar e} orden de integracion, se fija primero una ordenada y.entre Oy 1,
La abscisa varia entre la recta, considerada ahora CON ecuacion x = 2y, y el arco
de circunferencia considerado como el grafico de una funcidn f tal que x = f(y).

Para hallar fa expresicn de f, procedemos de la siguiente manera:

Y= VKT =yl e Dyx? = X2-2X+y2 = 0 = (x—1)24y2 = 1,

] - )
= (x+ sen X+ mj? ¥ 18-x2+4 arc sen —)

O sea, completando el cuadrado, vemos que la circunferencia tiene centro en
el punto (1,0} y podemos despejar x.

Como es x =1, queda: x = 1+ 1-y2,

Luego, 1 mj F{x;y} dx.

Q

1 X = H—\f?—-ya
dyj-

X By

& Ejemnplo 5

Calcular ﬂ. dx dy siendo D el recinto ptano limitado superiormente por la cur-
0 )

va de ecuacion y = 1+ cosx, inferiormente por el arco de elipse de ecuacién
X2 y2

—— ot

6 T 1y iateralmente por las rectas de ecuaciones x = 0y x=4,

Dibujar el recinte v cambiar el orden de integracion.

Y
2
v =1+ cosx
T+ CO8 ARl gl e e e
T
4 X
-2 X2 y2
I el

Considerando al recinto D como recinto def ipo 1, el cdloulo se efectia me-
diante un solo par de integrales sucesivas.

4 ¥=1+cos 4 "
H =J dxj dy =j (1+ COS X+ ) 16—x2) dx =
0 - —%\/1s-x2 0

236

4

4

0

= A4+ sen 4-+4 arc sen 1 = 4+ sen 4+2m.

Para cambiar &l orden de integracion es necesario subdividir al conjunto D en
tres recintos del tipo 2.

S —— —_— g=-are-eos-fy~H————f Hh-cos 4 s
7 d e dx + 1 dy dx+jL dyS dx =
“"': y ] o 4] xm_ arc gos (y~1)

-2 x=0 K
0 2 1+ cos 4 dy =
= 2S /A=y? dy +S arc cos (y~1) dy +S {4 arc cos (y—1)]dy =
V' \ i
-2

’ +[{y~1} arc cos (y—1}-v2y~y?]

-2

2
+
]

= (y'\ /4—y2+4 arc sen %)

1+ cos4

+(4y—(y~1) arc cas (y-1)+v2y—y?)

0

= 4 arg sen (—1)+ arc cos 1+ arc cos (—1)+4{1+ cos 4)—
~ ¢os 4 arc cos (cos 4)+v/1— cos? 4 — arc cos (—1) =
= 27+4+4 cos 4—4 cos 4+ sen 4 = 2x+4+ sen 4.

EJERCICIOS

1) Calcular las siguientes integrales iteradas:

3 x=5 2ar p=a
a)f_ dyj {x-+2y) dx b) S daS pdp
‘::;_3\ x:y2_4

0 p=asen o
2) Dibujar los recintos de integracion que corresponden a cada integral:

2 AmB -y
a) g dyS o Foay)dx
-6

X v == |

3 yw-v‘siiw:«.a
b} S de F(xy) dy

0 y=0

2 y=x+2 J y=2x .
c) j dxj Fixwy) dy d) S dx}  Flxy)dy
9 2 1. Y=

y=x

]
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,\J 5 x40~y 0 Wem ; &»y?
o e) dyj Fixy) dx ~i~j cfyj F(xy) dx

i 0 x=y -8 x=Q

3) Colocar los limit i iG i i

- oy Imites de integracién para cada recinto Y cambiar el orden de in-
a) rectdngulo ABCD siendo A = (06), B=(20), C= 1), D=(01)
b) tridangulo ABC siendo A = (0.0}, B=(1,0), C= {(H1) '
¢} sector circular con centro en el origenyarco ABcon A = (-1} yB=(1;1)

B ‘)

4} Calcutar J} F(x:y) dx dy:
D

Toa) Frxy) - 3x-y+1 D={xviix=0r0= 3y = 3—x}
b} F: (x;y) — x+y D= {y)/x=0ny=0nx2iy2 =g
j €) F:{Xy) — x2+y? D={xy)/1=y=x2,x=x2)
3 d} Fi(xy) - xy D= {{xy)y = x2 a y = x+2)
: e} F:{xy)— 5xy—xzy D={xy)/0=sysxay=2a0sx= 3}
= fy F:(ty) — x2-yx D={xyytsx=4r0=yx 3-+x}

Ins x=lny
5) Calcular J. dyj ex*y dx. Graficar el recinto e invertir el orden de integra-

! 1 x=0

cion.

H

8) Calcular i = {{x;
) JLy dx dy siendo D = {(xy)/'y=0n X2+2y2 = 4}, Inverir ol orden

3
de integracion,

'y 7) Dibujar e! recinto y calcular:

1 Y=
"T =1+ CoS X
a) j dxj Xy? dy b) j dxf y sen x dy
‘ o y= =X 0 y=0
2 vesdn x ' i
. 1 s %=3 5og y
¢ dx e 2
) 5} &mo = dy d) j i dyj X2 sen?y dx
iy x=0

) 8) Dibujar el recinto y cambiar el orden de integracion:

- s
Ty a) Sde WF ; ’ e
.; | {(xy)dy + \/é'de Fixy) dy

u] -
; y=0 3—2w Y=
= 238
H :'5

i

1 Y=y V2 y=/2-x?
b) j dx F(x:y) dy +5 dxg Fixy) dy
o Jy=-x 1 y= ~v2-rd

0 | 1 ym X1
) S de Foxy) dy +S de Fixy) dy
-2

y= —2x~-1 ¢ Y 1 x?

0 y= —2-x

0 ye 4...,(2 4 y=2--2x
e) S dxs Fxy) dy +S de Flxy) dy
2

g} Caleutar J.J. (3x2+2y?) dx dy siendo D el tridngulo limitado por las rectas de
o

ecuaciones y =0, y= 2%, y=x+1.

10} Caleular H {xy2+yx2) dx dy siendo D el tridngulo limitado por los ejes coorde-
s

nados y la recta de ecuacion x+y = 1,

11) Calcular ﬂ X% dx dy siendo D el recinto limitade por las rectas de ecuaciones
[#]

y=x% y=0, x=8 ylacurva de ecuacion xy = 16

12} Calcular ﬂ senydx dy siendo D el tridngulo limitado por las rectas de ecua-
o
ciones 2y =x, 2x =y, X = 7.

13) Dibujar el recinto, calcular la integral doble y verificar el resultado cambiando
el orden de integracién:

. fz- y=4 cos x 4 y=/ 16 x? it VX
a) dxj yidy b) S de dy ¢ S de xy? dy
¥

-2
o y=0 0 m-.le—s—x—— Q ~JBx
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V. Aplicaciones geométricas de la integral 'doble
1} Volumen

Si consideramos un campo escalar constante, definido sobre el rectanguio
D = {ab] x [c:d], el volumen del paralelepipedo recto que queda determinado se
obtiene multiplicando el drea de su base por F(x;y) que corresponde a la altura.

Sea, por ejemplo, F:{xy}-— & sobre D = [1:4] x [2:6]

Volumen=3:4-5 = 60,

41 16
Por otra parte, ﬂ F{x;y) dx dy =ﬂ 5 dx dy = g [S 5 dy]dx =
D D

4
= S (8y)

y=6& 4
dX"—-S 20 dx = 80.
t

y=2 1

Consideraciones andlogas a las efectuadas para definir el 4rea de un recinto
de ordenadas mediante integral simple, nos llevan a una definicién “légica” del vo-
lumen de un sdlido fimitado superiormente por la superficie asociada a una funcién

comntinua no negativa e inferiormente por un recinto plano simple ubicado en el pla-
no xy.

Definicién

8i F: D — R es una funcicn continua no negativa y D es un recinto plano sim-
ple, entonces

volumen de S =ﬂ Fixiy) dcdy donde S = {(x;y;z)/(x;y)eD A 0 = z = F{x:y}}.
o} ‘

240

z = F{xy}

Ejemplo 1

Volumen de! sdlido S ={(xy:z)/0=y=6 0=z = 4-x2

2 y=6 .
V(S) = S dx S (4-x2) dy = S (24-6x2) dx = 64.
2 -2

y=0

Efemplo 2

Volumen del cuerpo ubicado en el primer octante, limitado por ias superficies
citindricas de ecuaciones xZ+y2 = 18, x#+2? = 16.

Z

Xzt =16
4 / y

7.

|| ey =18

<

4 . o~ 4 X

Recinto de integracion
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i OdelElOS GO IS!dEIa COMo ?EC"“O de 4 I?eg aclon ai conpunto D en g Fai!() y
B
J l p Xy

. S={{yZ)x2+y2 £ 16 A x= 0 A Yz0aA0=z=16-x2

4 =/ 16-x2
Luego, V(8)= ﬂ\ﬂﬁ—)@ dx dy =S dxj'y i V16-x2 dy =
3 ¢ B

y=0

4 4
mj (162 d = (16x- —’i) ~ 128
1] 3 o} 3

Tamble;n buede considerarse e! recinto de integracidn en el plano xz y el solido

S={xyz2)/x+z22 16 Ax=0nrz20 A 0=y =/16-x8)

Es V(S) mj VAR gz = wigi

[+]

4 2= 16-x2
dxg

=0

"y Efemplo 3

Volumen de S = xyz)/0sx= 1-z-2y? 2/\ z = 0}

- Podemos considerar
de ecuacion x = 1

El recinto de integracién es D = {{y;z)/0 = 2 = 1-2y2}

que el sélido esta limitado superiormente por la superficie:

J ~Z~-2y? e Irferiormente por el plano x = 0.

1

V(S)-—~JI (1~z-2y?) dy dz = VE dy
} D

2
V-

;:=1-—2y2
S (1-z~2y?) dz =

z=0

i

= 242

&l S R
_ ] (Z"' _1. Zzwaygz) dy = 2 (_+2y4—-2y2) dy =
2N 2 0 -
VZ V2
A A
o 3 4/ 2
(Al s B =_1¥e
( yt =¥ 3 ¥ ) 1 15

En general, si bien graficar el solido en ¢} espacio suele presentar dificulta-
des, ef caloulo de volimenes puede hacerse representando solamente el recinto de
integracion. Para ello hay que ubicar primero, con cuidado, la funcién integrando,
eligiéndola convenientemente para que la proyeccién de la superficie asociada sea
un recinto plano simple.

En algunos casos es indistinto proyectar fa superficie sobre cualquiera de los
tres planos coordenados. Elio sucede cuando existen funciones positivas correspon-
dientes a cada par de variables. '

Por ejemplo, queremos calcular el votumen del solido ubicado en el primer octan-
te debajo del plano de ecuacion z = 4 e interior a la superficie cifindrica x2+y2 = 16.

Por geometria elemental, dicho volumen es 16 .

4

e

Si proyectamos scbre el plano z = 0, es

4 y==\116-—x2
V=ﬂzdxdyms de 4dy =167
A

0 y=0

-
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Proyectando sobre el plano y = 0, es

4 2=4
v =J] y dx dz my dx[ V16-x2dz = 18 .
B

& 20

Finalmente, si proyectamos sobre el plano x =0, es

0 2w

4 Zedy
V“ﬂ x dy dz =f dyj V16-yidz = 16 7.
o] o .

/Cf

Nota: si F toma exclusivamente valores negativos sobre un recinto, puede darse,
igual que se hizo para 4reas en una variable, la siguiente definicion:

V(8) = —ﬂ F{xy) dx dy si V{xy): F(xy) < 0.
]

Si la funcién toma valores

positivos y también valores negativos, entonces es
necesario subdividir el recinto. :

2) Area

Dado un recinto simple D se define

A(D) = ﬂ dxdy.
o

244

Para justificar eéia definicion basta pensar que e} namero que expresa e volu-
men de un paralelepipedo de altura 1, es también el drea de Si‘.f base. Lo mismo su-
cede para un sdlido, si la funcidn que determina su “techo” esté dada por F{xy) = 1

en la expresion g F(x;y} dx dy.
5}

Por otra parie. consideremos un recinto simple D, segun el grafico siguiente:

b [ y=falx) b
J] dx dy =S B dy} dx =S [Ez(x)mf1(x}] dx.
D aLJy=1(x) a

Por calculo de 4rea de un recinto mediante integral simple, resuita también:
b

AD) mS [1,()~1,(x)] dx.

a

Ejemplo 1

Calcular, mediante integral dobie, el drea del triénguio

T:{(x;y}/05y54m%x;\Osxﬂiﬂk

Y
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Ejempia 2

Area del recinto D ={(xy}/-1=x=1Ax2=ys= 1)

~q : 1 X -~

Por razones de simetria, es

s

1 y:1 1 1 AR
A{D) = 25 dxs dy = 2S {(1-x% dx = Q(X___ x3 ) =4
@ y=x? 0 3 o 3
Analogamente,
1 x=V¥ o
0 x= =y 0 3 . L
Efemplo 3

Area del recinto D = {(x;y)/4—4x =< y? =< 4-x).
El recinto est4 comprendido entre dos parabolas de eje x.

W‘* %
-2

2 =gy ? 2
A(D)=j csyS g dx=5 (smiyz)dy=a.
2 4 LV 4

248
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ET™ * £iERCICIOS

1) Catcular, mediants integrales dobles, las areas de los siguientes recintos:
2
A= {(x;y)/yT =X =V}
B = {{(y)/ 2~ 12x+31 =y = —x2+6x—5}
C={lxy/t-y=x=s1ay=sx3+1}
D={xy)0=y=inx n x=4}

2) Calcular, mediante integral doble, el area del recinto limitado por las curvas

x?
2 =2 N —
y X, ¥ 5

3) idem sl y=5-x2ay=4x nx=0.

4} Dibujar el recinto, calcular el drea y cambiar el orden de integracion:
A= [(xy)y?+1 =x = 4} B = {(xy}/0 =y = x2—6x+10 A 0 = x = 5}.

5) Dibujar e} recinto, plartear un par de integrales sucesivas y luego cambiar el
orden de integracion para | =ﬁ Fix;y) dx dy siendo
B

a) D = {{xy)/x2-8x-+y2~2y+1 = 0}
b) D = {{xy)/x2~6x+y2 =0 A x= 3 A ¥y = VXL

) Dibujar el recinto y calcular el drea correspondiente, cambiando previamente
el orden de integracion en las integrales sucesivas siguientes:

. 2 X2y & yeBx-x?
a) S dyg /2 dx b} S de dy.
~6

[ y=x2—x

R |

a

7} Volimenes de los siguientes solidos, mediante integrales dobles:
A= {(xyz)zZ =< 4-x2~4y2 Ax+y =1 AaXx=0Ay=0}
B = {(x;y;2)/V/x2+y? = z < 4},
C={xy2/0=xz=2-Xn8xz=yZ
D= {xyZ)/xz=0ny=0az=0naxty+tzs 1}.
E={{xyz)/0= 2=2y A x?+y2 =36 p x = 3}
Ho= {y2)/0 = x = 1-z8-y2},
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8) Caleular el volumen del cuerpo ubicade en ef primer octante, limitado por ias
superficies cilindricas z2 = x, x? = 2 y por los planos y=0 e y=uz+x

9) Idem, en el primer octante, timitado por x2 = 9y, y+8z = 3.

10} Volumen del solido

S={xyz)0=sy=9- %xz A Xz O A 20x+4y+52 = 100}

La integrai tripie se extiende a sdlidos que no son paralelepipedos recto-reclan-

O

~+H-Calcular-etvolurmerrdetcuerpo ubicads en el primer octante, {imitado por ia su-
perficie cilindrica y = 4-x2 y el plano z = 6.
Resolverlo de tres formas diferentes, proyectando sobre 10s tres planos coor-
denados.

12) idem para x = y+z, 4z2+9y? = 36.

13} Calcular el volumen de cada uno de los siguientes sdlidos:
A ={{xyz)/0 5 2= x+2y A x2+y2 = 1},
B={xyz)/0s2=4-y2 A dx+8y =12 Ax=0 A y =0}
C={xy)/0=z=9-y2 A 0sy=3-x2 A x= o} .

D = {{xy:z)/x = 4y?+422 o 0 = x = 4}.

Vi. Integral triple

Para definir integral triple puede seguirse un esquema totaimente analogo al
utilizado para integral doble. Deben adaptarse las definiciones a campos escalares
de.tres variables y a recintos de integracion tridimensionales. ‘

Puede comenzarse con una funcién F de tres variables, definida vy dcotada en
un conjunto V = {ab] x [¢:d] < [e:hl o sea, en el paralelepipedo recto-rectangulo
V={xyz)/asx=baic=ys=dare=zs h} y llegar a integral triple inferior y
superior.

Si ambas coinciden, la funcién es integrable, segin Riermann, y resulta:

ﬂj Fix;y;z) dx dy dz = UJ Fix;y:z) dx dy dz =m Fxyiz) dx dy dz.
Ko W, S
v

La condicion necesaria vy suficiente de integrabilidad es la misma, ya vista para
funciones de una ¢ dos variables.

El calculo de una integral triple puede efectuarse mediante tres integrales sim-

ples sucesivas:
Y b d h
Uj Fixy:z) dx dy dz = S dxg dyg Flxy:z) dz.
« v Jeo a !

a

248

i i He j jumen nulo en R3,
los, previa consideracion de conjuntos dg VO n ; o ‘
& Ta?nbién aqul los cuerpos de integracion son sélidos smples de distintos tipos.
Consideramos, por ejemplo, un cuerpo S, limitado superiormente por la ?uper—
ficie de ecuacion z = Fz(x;y) e inferiormeqtg porj ‘z = F,{xy) con F oY F2 co—n ;nuas;
S esta limitado lateralmente por las superficies cilindricas de ecuaciones y = ) (
y = f (x) y por los planos de ecuaciones x = a, X =D, siendo f, y f, continuas.
2
' Z = Fy(xiy}
z=F,(xy)

yE L

e o

S={xyzl/a=x=baf()=ysT00aF () =2=Fyh

N

En este caso, el sélido S se proyecta scbre el plano xy segin el recinto D, que

es un recinto simple del tipo 1. _ . .

Para calcuiar la integral triple, fijamos primero un pur‘ﬁo qualqusera {cy), en el
recinto D, y observamos la variacion de z entre la frontera inferior y la fron!erq supe-
rior de S. Luego, el calculo se reduce al de una integrat doble sobre el recinto D.

Sea F una funcién integrable de tres variables, entonces:

* z=Fa{xiy)
m Flx;y;z) dx dy dz ﬂﬂ B Fiy:z) dz] dx dy.
RANE:] O lJz=fyixy

Luego,

N ] A ¥ falx) 2=Folry)
m‘ F(x;y;z) dx dy dz = S dxg dyS F{x;y:z) dz.
3

a y=1ylx} z=F by}

l.a misma situacion se presenta si el sélido se proyecta en el plano xy segun
un recinto plano del tipo 2.
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)

Solidos similares son aquelios que pueden proyectarse sobre los otros planos
coordenados. ' ' ‘ ‘

Se entiende que un sdlido se proyecta 'sabre el plano xz. segdn el recinto sim-
ple D, del tipo 1 0 2, si las superficies que lo limitan inférior y superiormente quedan
definidas por vy = G 1(x;z), y = G,(xiz), con {x;z)eD, siendo G .Y Gz continuas.

Un solido es proyectable sobre ef plano yz si las superficies que‘lo Himitan infe-
rior y superiormente estdn dadas por x = H vzl %= H.(y:z), con (yz)eD, sien-
do D) un recinto simple y H, y H, funciones continuas.

El sdlido es “triplemente” simple, si es proyectable sobre 1os tres plancs coor-
denados, lo que sucede, por ejemplo, con una esfera.

En otros casos, serd necesario subdividir el sélido de integracién en sélidos de
fos tipos indicados.

Ejemplo

Hallar la expresion para el célculo de | WJTJ F(x;y;z) dx dy dz, siendo
s
8 = {{xy;z)/3x+2y+62 =6 Ax= 0 Ay=0nAz= 0}

{En integrales triples, como es obvio, solamente puede representarse el sélido
de integracion, ya que una funcion de Ires variables no admite representacién geo-
métrica usual.)

3x+6z =B

El solido S es proyectable sobre cualquiera de los tres planos coordenados.
Proyectando sobre ei plano xy, es

_ . - - B3
ny— {(x,y)/0~xs2 A Oﬁy..——z——w},

Para hallar los extremos de las tres integrales sucesivas, filamos primero un
punto cualquiera del tridngulo D, v observamos que la altura z varia, en el interior
de S, desde el plano z = 0 hasta el plano 3x+2y+6z = 6. A continuacion busca-
mos los extremos de la integral doble calculada sobre el recinto simple ny.

250

'}L .
3F(x;y;z) dz.

Proyectando sobre el plarno xz, resuita:

X

2 2:1—? y=3- -%x~31
| = S dx S dzs F(x;y:2) dy.

o =0 y=0

Finalmente, si proyectamos sobre el plano zy, obtenemos:

P T
; =S dyj dzg F{x;y;z) dx.

0 =0 x=0

M. Aplicacion geométrica

Para un sdlido stmple S, se define su volumen de'la siguiente manera:

V(S) = ﬂ} dx dy dz,
5

LS

I}
‘I8 tegral doble como volumen.

g Ejemplo 1
:'i- Calcular el volumen de S ={xyz)/0sy=86A0=z=4-x%
.
g
._.,"

? ‘ y

2

Tl V) =S de
g D R

Rasin  cxpresion que puede justificarse recordando la interpretacion geometrica de la in-
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Este volumen fue calculado, en pag. 241, mediante una integral doble.’
Ejemmplo 2

Calcutar el volumen de § = {oyzy a2yt < 7 = 10}

Se ilala de una paile de palab()lotde eilptico con su inter 104 Uh}{:a[i() enty
v ¥ 1 € el

81 81 81 81

=Ty T TR e T

Luego, V(8)= %1-— .

Todas las definiciones y propiedades demostradas para integrales dobles se

I O razones de simetr 'a, en este caso, se pu ar men (:()Hes;)t Hag

1

8 pr=mea® eeen
V(S}“S dy\ ¢ dxg dz

4] Sa=( zm4x2-n-y2+1

O -
X 29\;

1 3 X vév'g‘y'2 3
—IV(S) = S dyj (9—4x2-y2) dx mj (53)(w —g-xﬂqux) dy =
oV

] =0

x=0

NI--A

3
1 3
50[9\/9—-# - 79-y9)? wya\/w} dy =

3

Al(o

yWEyE+ " 1 2 27
( ¥2+9 arc sen 3) . ma_[y(g-yz)2+m~2_y\/g~ya+

243 y ja 1 3
+——arcsend || - — |- L 5.8

2 ; 3” 2 [ 3 f9“Y2)2+§(y\/9~y2+9 arc sen%)“a=

G
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funciones de n variables, integrables sobre recintos n-dimensionales.

EJERCICIOS

1) Calcular, mediante integrales triples, los volimenes solicitados en los ejercicios
11 a 18 de la seccidn anterior. ‘

2) Calcular, mediante integral triple, el volumen de
S = {cy;2)/0 =y 5 16-x2~2%}

3) Calcular, mediante integral triple, proyectando sobre el plano z = 0, el volurnen
det sdlido S ={(xy;2)/0=2=10-2x-5y Any=0ax= 0}. Verificar el resul-
tado proyectando sobre los otros planos coordenados.

4) idem para S:{(X;y;Z)/OEXﬁz*““—%‘Z—%yAVZOI\ZZO}.

5} Volumen de S={{xyz}/0=x=y+znrnz= y2 A Y =23

6) Volumen de S = {(xy;z)/0 =z =9-x2-9y% A X+2y = 2Axz=0ayz=0}

RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO 7
Seccion |
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}
Seccion (i
14
1) a) —3~ b -11e8.
S 2a) = b) 42 g m;im
o . - 1 .
a9 S dyS Fixy)dx=1 no 35 dx
. 0 x={) 0 y=0
}
-
© Seccion v
. 252 2
1} a) == 7 A
1) a S b) z—
)
}
b 2)
0
)
)
X
,
i
' y
S
|
f al_ xrl'
: by
. 217 1 €)
H ;"l
.. ! 5 H
) -1 3

y
8h. y= VI
3vE
b}
0 3 "'"_x—
Y

X
) 2 y=1 4 %2
3) a) S de F(xy) dy =S dyS F(xy) dx
G y=0G o *=0
1 y=X 1 x=1
b) S de F(x:y) dymg dys F(x;y) dx
o] y=0 o} Ky
o =2 x2 1 pyeEex? 1 ey
c) S de Fix;y} dy +S de Fixy} dy wg dyg F(xy) dx +
-1 Yo X [¥] yax & = -y
VB pxev-y? '
+ S csyS Fixy) dx
1 x= ~v/2-y?
11 1006 45 287 15
4} a) "2— b) 18 c) 105 d ""s"" e) 5 ) 8
5) Y
Ins I
A in(ins} y=in5
™ 5 de extydy = 5In5-10+e
: 0 y=e¥
]
1
!
in{in5) X
8
8) 3
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7)
¥y ct ¥
2 b) 2 w Y = V1B-wE 4 x=/16~y2
Y S. dyj Fxy) dx
y = 14C05 X
L iy b [} x={;
#-%-
3 5 [ 4 %
——— i 32 3 '
oJ‘ /1 X 15 z 7 = )
_.._._\:f: E
dj ¥
c) d) y b
. H
= %1
y 2 ] )>\
X = 3 o8y 1
-2 1 X
12 YL{
eV 2o ’ 3 —
KN i
- N2 2
1 2 X 2 _._127_ - o g 1_3,2~ 3 a=t—y
S dyg F{x;y) dx +S dyS 1F(x;y) dx
8) a} o) y
Y
3
iz-— xmvg—y2 -
""""" dYS F(xiy) dx
‘\¢+ 0 x=y
] a3 X
]
a3l
y fE ‘ ° R 2 Y E e
-5 0 x=V/2-y? T peeyzey? S dyS F{xy) dx +g dyS EF(X’Y) *
v dy Flx:y) dx + g dyS F(x;y) dx 8 w2y o PERRY/H
-
_1_...\+ 1'! 1
— —_ 11) 448 12) 2
9 6 10) 30 )
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»
Jo®aee par- S g 88y 6 a
3

Seccién V

=y 5 .
DA B) 9 C) o D) 4In4-3 24
= Y 10
7y f—=¥ = X*-BX+10 ;
.) \/g__m 5H-w— ;_l i ‘: y=a-% v = &4
1 i . . B I/’j “, o ‘ h - Wz\/g(ﬁ 3
XY 43 3% ¥ 50 g
\ B 3 il
P
y 5 a) y o
} 2 F— il » b)
) '
i 1 %
0 R e B
)
Yy 8 ¥l 4 /Bx-x® 5 w=d /15y 242y o~
5 de Fixy}dy ———J dyg Fix:y) dx
3 0 y=1-Vex-xE 3 e A5 yRiay i

x=3+\/9"¥2

; y - o) ; o x=3 7 TE 3 9
' y= v il B S dvj o +j ffvg (Ox =86+ 5w
b) VB ot Ee -9 ¥m3-YE g 0 X239y
} )
! 3 . £ >
i
) - 19 64 128 1 45 H X
) NA— B3 O-F Ds B ) 35
B B - g
- Sad 5y=\/z_x 0 pxe3 CVE e il i 5
* Flxiy) dy “*E dyS Fixiy) dx +5 dyj Fixy) dx Sl 3 12V/3 4236
; ; Tl = 12} 10
o 0 y= =~V x2 -3 X=3— 9*)’2 a . %2 ( Y} ; 8) 10 9) E 10} 56 11) 32 }
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8. LA INTEGRAL COMO LIMITE

£n Calculo 1, como va se ha recordado, la integral definida simple fue conside-
rada como supremo del conjunto de sumas inferiores o infimo del de sumas supe-
riores.

L a integral simple puede definirse también valiéndose de la idea de limite, idea
que puede extenderse a integrales dobles y triples. En algunos casos, en especial
para aplicaciones fisicas, ello resulta mas intuitivo.

" Puede considerarse, utilizando propiedades demostradas para sumas infericres,
una sucesion creciente y acotada de sumas inferiores gue converge a su supremo,
o sea, a la integral inferior, O, andlogamente, una sucesion decreciente de sumas
superiores que converge a su infimo, la integral superior. O también sucesiones de

sumas intermedias.
Pero en ningln caso se trata de un fimite comin, sino de una adaptacion con-

veniente del concepto de limite finito.

I. La integral simple como limite

Demostraremos, para una funcion integrable, que la integral puede interpretarse
como limite de una sucesién de sumas cuando la norma de las subdivisiones co-
rrespondientes tiende a cero. (Ver Célculo 1 - cap. 12)

4 Teorema

Si f esta acotada y es integrable seglin Riemann en [a:b], entonces

<o)

£+
Ve > 033(€) > 0 tal que VP: (gpn <5 = l's‘P—S f
a

Demaostracion

[+
Por ser { inlegrable, S es el infimo del conjunto de sumas superiores. For
a .
io tanto, por propiedad del infimo de un conjunto:
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b
e €
VE>03P.SP,<Sf+-§ {1).

a

Sea P’ una subdivisién con n subirtervalos, y h la menor entre fas longitudes de
dichos subintervaios.

Elegimos ahora § menor que el minimo entre h y

nimero positivo tal que Vx: {xefa;b] = H0q = M),

Siendo P una subdivision cualquiera, cuya norma es menor que 8, probaremos
con ella la tesis,

Si comparamos las subdivisiones P y P, los intervalos de P se pueden separar
en dos tipos:

1} tienen en su interior un punto de P’ (no pueden tener dos, porque incluitian
-un intervalo de P cuya longitud es mayor); ‘

2} no tienen ninglin punto de P

Consideramos P'* come refinamiento comin a Py P'. Resulta §P, = §P,, {2).

Queremos hallar zhora §_ - SP,,.

En esta resta, los términos que corresponden a intervalos del tipo 2, se cance-

fan mutuamente porque aparecen en ambas sumas. Ahora bien, en §_ y §p,
puede haber sumandos diferentes, que corresponden a subintervalos del tipo 1.

En SP puede haber n sumandos que ro se cancelan pues hay, a lo sumo, nin-
tervalos con puntos de P’. En Sp.. esos n términos han sido reemplazados, a lo
sumo, cada uno por dos. Luego, en :’:‘:P - S, quedan, & lo sumo, n+2n = 3n
términos que no se cancelaron,

» Cualquiera de ellos es del
Dx_pix ]~
Para todos ellos se verifica Mx-x, ) =M.
Luego I§P -8 , = 3nMs.

€
v donde M es un

i

po Mi(xiwxi“ 1) donde Mi es el supremo de f en

€ €

Como & < Py resuita ISP - SP,,[ < 3nM i

= £
5

Como P es mas fina que P, es S, = SP.

=85 ~8§ =18 a €
Luego, 0= 8.~ S,. ‘SP - SP"I << 3).
b
- s B = s = €, €
Ahora_ bien, SP = SP,, + (SP SP,,) = SP, + (8, Sp.) <j f+ >+ >

a

por (1), (2) y (3).

i) 5
O sea, SP <j-f+e=» Os:SP —Sf<e.

a &

- b
Por lo tarto, Ve > 035 > 0 (ilPif < § = /SP_j f
a

<e)

La expresion anterior suele considerarse como un limite convencional, es dectr;

<d)

Debe tenerse en cuenta, sin embarge, gue de ninguna forma se trata de ;}Jg 15»
mite comun. La variable considerada en dicho limite es la norma de cada subdivi

i S jones de la norma puesto gue, para cada nor-
sion, pero las sumas SP no son funcion p

ma 1P} hay infinitas subdivisiones del intervalo [a;b]y, por lo tanto, infinitas sumas
que corresponden a cada una de ellas.

o
f

&

-b i "
im S mS f wVe>(}36(€)>OVP:(§|P§| < § = fsp—g
o |

a

De forma andloga se puede demostrar, si f esta acotada y es integrable en [ab]:

b
8 — f<e).
e ),

Ve > 038(e) > OVP: (HPH <§=

D
se interpreta: lim 8§ =S f.
Esto P W0 P

&

Lo mismo sucede si, en lugar de elegir sumas'su'periores o im‘enore;s, se con{;
sideran sumas intermedias. En estas sumas intermedias se reemplaza e su;nr&f;m
o el infimo segun el caso, por valores intermedios cualesquiera que alcanza la fun
cién en cada intervalo de la subdivisién P.

Resulta VP:§ =8 = §?-
F)

Habiendo demostrado:

b b .
f<eAO<_:Sf~_S_ < € si [|Pf < 5,
P

a

Ye>035>0: 0 sg?wg

a

b _ b
es g f-.&<_S_P£8P<S f+€

v también

<e)

O sea, Ve > 035 > OVP: (HP[; <5=

-4
SP—S f
a
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b
Y por lo tanto iifigi QSP mS f, donde S, es una suma cualquiera asociada a la
3

subdivision P,
Puede probarse también, dada la definicion anterior de im SP que la condi-
el — o

clén necesaria y suficiente para que una funcicn definida y acotada en [a;b] sea in-
tegrable, es que exista dicho limite, o sea:

(i1

2 M—fe)](x,~x,_,)

=1

= (xi~x§_1).

i=1

= i l M;f(ci)‘

Como M, maximo de fen [x,_ x]. s un valor de la funcion, por la continuidad

: *
uniforme, segun (1), es

n
€ =
XX < b-a g(ximxi—l) =€

En:lMimf(ci)

[

lim SP = A donde A=\| f
1Pl =0 a

l_ma propiedad anterior simplifica notablemente su demostracion si en lugar de
considerarse una funcién acotada e integrable, se trata de una funcién continua.

Teorema

Si f es continua en [ab], entonces Ve > 035{€} > 0 tal que, para toda sub-

— b
Spwj fi < e).
a

Por la continuidad uniforme de f en [ab],

division P; (IEPH < §=

Demostracion

Ve > 035 > 0 tal que Vx Vx,: (ix;le < § = [f(x?)~f(x2}§ < be ) {1).
Sea P una subdivision Cuya norma es menor que 8.
Por e;f teorema del valor medio del calculo integral (Célculo 1 - cap. 12}, en
cada subintervalo [xi %] de la subdivision P existe celx, x) tal que
1 ! I

J l f= f{ci)(xi—xi J (2).

X

b n X,
Por otra parte, segin fa propiedad aditiva, 5 = ES‘ H

a it g,

i1 H

- N . i XF n
y también, segin {2): ES f= f(cg}(xi—xi &
1

Ay

Luego,

ie3 j=1

= EMi(xi-xi J- Eﬂci)(xi-hxi N l =

264

H

y se verifica la tesis.

Obsérvese gue si se sustituye el maximo Mi por el minimo m, o por un valor
cualquiera fer), la demostracion es la misma y la propiedad se verifica para cualquier
tipo de suma.

Queda demostrado, entonces, si f es continua

. . )
im. S5.=Ilim 8. =Im & =S f,

lri—o P fpl-0F  ypj-0 .

Segin ya se ha indicado, ia integral definida coma limite se utiliza generalmen-
te para aplicaciones fisicas y geométricas. Esa idea permite aproximar integrales,
en particular las de funciones continuas, mediante un nimero finito de multiplicacio-
nes y adiciones. La aproximacion sera mejor para una subdivision de norma suficien-
termente pequeda,

£n la practica es conveniente considerar sucesiones de subdivisiones “regu-
lares”.

En toda sucesidén de subdivisiones "regulares”, si el nimero de intervalos de las
subdivisiones tiende a infinito, entonces la norma de las mismas tiende a cero.

Sucesiones de subdivisicnes "regulares” pueden obtenerse, por ejemplo, de la
siguiente manera:

as b P, = {ab]
a e +b M_ . b-a
ol b2a b P,=|aa+ > b
a L
“h-a 7, b-a T
a+ &+ 33—
r Y b-a b-a b~a
= . 3 ¥
P, ua.a+ 7 a2 3 a+ y b}
P =|aar 273 as(en-1.1)L202 ,b]
n i an- 1 2n-1
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: . = [0;1;2;3
) (P} =(P:P,iP.i.iP ) esunasucesién de subdivisiones “regulares” cuya norma Por ejemplo, para P, = [ !

‘ tiende a cero. . S =1f(1)- 1+1(2) - 1+4(3) - 1.
Y P

b-a b—a b-a 8

. En efecto, P, = b—wa;”Pzﬂ == ——2m;ijsﬁ = P eI = g -
- : _ ‘ R En general,
£y . - T e D

. Si n— , entonces [iP || 0 pues lim fIP I} = tim b-a _ 0. i " ¢ 3y.8 _ En; i3 .3_.9 2. -9 _nintl) pues

n L N @ PR SP = f F ...ﬁ..__ n n ne n# 2
b . n =1 L3 fm= i
b Por 1o tanto, puede calcularse s f = lim (SP )
- a fmEvon o n{n+1
) _ Ei = { 5 )

- Obsérvese que no siempre n—» = = ?lp,,“ - 0. ER =1
_:) Por ejemplo, consideremos el intervalo [a:b} vy un punto a, interior al Mismo: . 9 nzen

4. (ab] = [&a,] U [a,;b} ‘ Luego, SF’n =T

& 3 b 8 9n2+91 _ 9
. . Por lo tanto, { x = lim e T o
El ndmero de subintervalos en subdivisiones sucesivas puede tender a infinito, 0 N 2n
manteniéndose fijo el intervalo

[a:a,] y considerandose una sucesion de subdivisio-

b nes "regulares” de [a_;b].

Verificando, segln regla de Barrow, es:
Y En este caso, n — o no implica gue la norma de las subdivisiones de [a;b] tier-

da a cero. - 3 2 12 g
s . - . " oo . . o pins, X
1 Por eso, si se desea utilizar este tipo de limites para calcular una integral defi- . i S X | %
nida, conviene elegir, como ya se ha dicho, sucesiones de subdivisiones “regulares”, € = 0 0
J es decir, aquellas en que si n — « entonces P l| —o.

Ejemplo 1

Ejemplo 2
3

) Calcular, por limite, Sx.
: 0

n(n;+~1)(2n+‘i')
—--w»uwmv—-G—-——-.

1 n ‘
Caleular por lirnite, S x? sabiendo que Es'«’ =
0 i=1
o Consideremos una sucesion (P ) de subdivisiones "regulares” del intervalo [0:3]

con P ='[0; —g; 2 _51; 3-—3—;...;3].
n n n n

; Como f es estrictamente creciente, péra las sumas superiores utilizamos el valor
de f en el extremo final de cada subintervaio.

Utilizamos también en este caso, por simplicidad, sumas superiores, ya que la
funcidn es estrictamente creciente en [0;1].

n

n . H 21 .
1.2 5 Sy 1. (_*) LA
Para p[o___1] 5, - 2i()+=2(3) +
. imt

y i=1
K D ! N g 1 i'z“—q“‘ nin+1)@2n+1) 2n3+3n2+n'
J : ! E B e Thz N a3 i=1 nE n® 6 6n?

» % )

" [ N X Lusgo S1x2= lim 2n3+3n24n =1
| "Jo ne= 62 3
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3
En efecto, sz =,—5—~
[¢]

EJERCICIOS

3

{
~1) Calcutar por imite, J 1.
o

" n+1)2 2
2) Sabiendo que Eis:_r‘__(%m.).__ hallar, por limite, Sx_ﬂ.
. i=1 WG

1
, calcular, por lHmite, Sx“.
0

n 8n5+15n4+10n3-
3) Sabiendo que Eps L 5”30 On3-n
=

3
4) Caicular, por limite, S {x+x2).
o]

5

5) Expresar la integral como limite de una suma para j Vx.
o]

li. Integral doble y triple como limite

Tanto la integral doble como la triple pueden definirse también mediante la idea
de limite. Insistimos, igual que para ia integral simple, gue en ningln caso es un li-
mite comtin, pues, si bien puede hablarse de un limite cuando la norma de las subdi-

visiones tiende a cero, ef resultado es independiente de la forma en que se efectian
las subdivisiones.

Sea F una funcién de dos variables, definida y acotada en un recténguio R y
sea P una subdivision cualquiera del rectangulo. En cada subrectangulo R_ elegimos
un valor cualquiera que toma F an &l F(“éﬁ;) con {a’_;ﬁ.)eﬂ;_. Etvator F-‘(ai;,el.) pue-
de ser ol maximo o e minimo, si existen, de F en ef subrectdngulo, o el infimo o
el supremo, o un valor intermedio cuatquiera. :

Formamos la suma

n 3

Sa(F) = 2 2 FlaiB ) =x_)y~y, )

=1 je=1

258

Definimos:  Hm SP(F) = A siysllo si paratodo € > 0 existe § > O tal que
fiFll - o :

VP (P < 8 = [S.(F)-A] < €)

El nimero real A es independiente de las subdi\{isiones y de los valores ‘?'e%?"
dos para la funcién F. Por ello, afirmamos una vez mas, que no se trata de un limite
comin. El nimero A coincide con fa integral dob!e‘defmtda como ex_tremo del con-
junto de sumas inferiores, o superiores, o intermednas._ La demgstracaon es andloga
ala efectuada para la integral simple como limite, ,SUSi!luyLeDdOJDIBiDLﬁLQSke_ﬂJ&LeﬂiL, ﬁﬁﬁﬁﬁ
por rectiangulos en el plano, funcién escalar por campo escalar de dos variables, et-
cétera.

O sea, lim SP(F) mg F(x;y) dx dy.
Pl -0 R

La definicién se extiende al caso en que el recinto de integracion no es un rec-
tangulo sino un recinto con frontera de area nula. »

Para generalizar aiin mas la definicion de integral doble como I:mlig, puede tra-
tarse en forma similar toda la teoria para sumas inferiores o superiores o mtermec!ias,
subdividiendo el recinto de integracién mediante cualquier red de curvas de drea
nula o bien, asociadas a funciones continuas. o o

Por ejemplo, el conjunto de “superficies elementales”, indicado en el gréfico si-
guiente, es una "subdivisién curvilinea” del recinto simple D, en n recintos

D, (i = 1.23....n).

Norma de esla subdivision curvilinea P es el nimero ||PY], maximo entre los dia-
metros de los conjuntos acotados D..
Por propiedades elementales de area, es

n
drea D = 2 area Dr

=1
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B

-Por similitud con definicionss anteriores:

area D = lim

n
{area D) =ﬂ dx dy.
Pl 0 Y ' o

También, si F es un campo escalar integrable sobre D, es

ﬁ Flxy) dx dy = Iim 2 Fla;8) area D,
o

Il — 0 1Y
donde (ai;,Bi) es un punto cualquiera perteneciente al subrecinto D.

Un esquema simitar puede eshozarse también para integrales triples, conside-
rando “subdivisién curvilinea” una subdivision de un sdlido simple mediante super-
ficies cilindricas de volurmen rulo.

8i P es cualquier subdivisién curvifinea del solido simple S y F es una funcion
de tres variables, integrable en S, entonces

m F{x;y:z) dx dy dz = lim 2 F(ai;,@i;'yi) -volumen §,
Jiv

P~ 8 723

Esta generalizacion de las definiciones de integral doble y triple como limite
para subdivisiones curvilineas de recintos y s6lidos, permite aplicaciones inmediatas,
tanto geométricas como fisicas, y también permite efectuar cambios convenientes
de variables en el caiculo de algunas integrales.

iil. Cambio de variabies

En ccasiones, el calculo de integrales se simplifica, como ya se ha visto en
Célculo 1, mediante un cambio de variables.

En integracion simple se utilizé la férmula

b d=g(o}
S (x) dx =S oMo’ (t) dt para la sustitucion x = glt).

a c=g{a)

La férmula no es tan sencilta si se efecttian sustituciones en integrales dobles o
triples pues, al tratarse de funciones de dos 0 tres variables, respectivamente, inter-
vienen las derivadas parciales, Que son varias ‘

En lugar de introducir en gl integrando la nueva variable y multiplicar por su de-
rivada, en los casos que veremos, ademas de la sustitucin, debe introducirse como
factor el valor absoluto del Jacobiano de la transformacién elegida, que es el deter-
minante de las derivadas parciales respecto de las nuevas variables que intervienen.

270

O sea, dada | =ﬂ Fix:y) dx dy st x = H{uw} a y = M{uv),
ny 4 13
H H

u v

es | =ﬂ G{uv) M| du dv donde J = )
Duv ) Ml‘} MV

y D es el recinto D en ias nuevas coordenadas.
v * . s -
LiLa demostracion de esta férmula no es simple porque exige la teoria de trang
formaciones lineales. Aqtd consideraremos solamente casos Parlzlc'uiares y ta demos-
tracion para dos variables se vera mas adelante como aplicacidn del tecrema de
Green {pag. 341).

1) Integrai doble en coordenadas polares

Sea F una funcion de dos variables, integrable sobre un trapecio circutar D. (?on»
sideramos una subdivision del recinto mediante semirrectas trazadas desde el origen
y arcos de circunferencias concéntricas en el origen, como se presenta en la figura
siguiente.

Esta subdivision corresponde a un sistema de coordenadas polares.
Buscamos, en primer lugar, el drea del subrecinto D

27




El recinto Di es un trapecio circular que puede considerarse diferencia entre
sectores circulares:

area ABCD = drea ODC — &rea CAB.

Si consideramos  dt = At = t—t, dr=Ar=r,—r, porférmulas de geometria
elemental, es:

1 O N
area ABCDmErgmmirf At—?(rgwrf)m~

“Tipo 1

r2+r1

(ry+r Mry—r JAt =

1
E ArAt.

rt,
Tomando ‘

= 1, resulta drea ABCD = 4rea Di = rdrdt.

Luego, segin la seccién anterior, es

area D =ﬂ dx dy =J] r dr dt,
D D

xy 4
donde Dn es el recinto D, dado en coordenadas cartesianas, considerado ahora en
coordenadas polares.
Andlogamente, resulta

ﬂ Flxy) dx dy =.g G(r;t) r dr dt, donde
Dy D,

G{r:t) = Fireos t;r sen i}, ya que las fdrmulas de pasaje a coordenadas polares son
X=rcostay=rsent

Para verificar la férmula obtenida geométricamente, podemos calcular el jaco-
biano de ia transformacion.

bof x| icost -rsent
= 00S% -+ r sen?t = r,
y' ¥, sent rcost

Es decir, tal como habiamos anticipado, en g} integrando aparece, como factor,
el valor absolifto del jacobiano de la transformacion elegida.

El pasaje a coordenadas polares es particularmente conveniente si los recintos
de integracion son circulos centrados en &l origen.

Recintos simples en coordenadas polares

También en coordenadas polares utilizamos recintos simples de dos tipos dife-
rentes. o
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En este casog, es D= {(r;t)/t1 =t=t agM=r= gz{t)}.

Al fifar un dngulo cualquiera { = ty ubicado entre t Y1, el extremo del radio
vector correspondiente varia entre las curvas de ecuaciones r =g {t), r=g R{IR

Resulta

' ta r=gatty
jj Fx;y) dx dy ==-ﬂ G{r:t) r dr it =S dt& G(r;Hy rdr.
D Dy 1 =g (Y

Xy

D= {rtir,=r=r, af=t=1n}

Al fijar un radio vector cualquiera r = rpentrer yr, el angulo correspondiente
varia entre las curvas de ecuaciones t = f [0, t=1(r).
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Luego,

f2 tela(r)
Fix;y) dx dy wﬂ G{rt) rdrat =S rdrS Girt) dt,
ny Dﬂ

ry t=t 4fn)

Ejernpio 1

Calcular en coordenadas polares el area de un circulo de radio 3,

Eiemplo 2

Caleular en coordenadas polares el volumen de una esfera de radio 5.

fa

bl

5 te 5 .
VwSSfd!’S \/25—r2dtm4w5 r\/25—rzdrm_§g—0—uﬂ,
G =0 0

Ejempla 3
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Caleutar en coordenadas polares ef area del recinto

D= {xy)/0 5y = x A 6x = x2+y2 = 12x),

¥—-12x+y? =0

X Se trata de un recinto del tipo 1 y debemos hallar las ecuaciones de su frontera
" on coordenadas polares.

) Para la circunferencia de ecuacion x2+y2-12x = 0 es 12-12rcost = 0 y, por
lo tanto, r= 12¢ost. ‘ .
. Analogamente, para la otra ecuacion,

X2+y2—6x = 0 = r2-6reost=0 = r=6cost

Si:- r=12 008 z
Ll it
Luego, A=) dt rrSC‘OSlrdr~SO wéw

sen 2%)
2

x

r=12¢051 " T
dt = 271 (1+ cos 21 di =

r=6cost 4}

T
22?14_.31,.
4

o = +
- 27 (f 5

o

B Ejemplo 4

Caleular en coordenadas polares el 4rea del rectangulo
R={xy0=x=3nr-1sy=1}

El resultado, como es obvio, s 6 y este ejercicio sulamente interesa como prac-
o lica para el célculo de ias ecuaciones de la frontera de un recinto en coordenadas
polares.

Por razones de simetria, el drea de! tridngulo sombreado es la cuarta parte det
area de! rectangulo.

Para cubrir este tridgngulo, el angulo t varia entre ef eje de abscisas de ecuacion
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t= 0 y la hipotenusa, de ecuacion t = arcig —-;— El radio vector varfa desde el

origen hasta la recta x =3, cuya ecuacion en polares es r cos t =3, o sea,

3
cost

’,

afcig—;— r=3 sect
t.uego, A= 4S d:S rar== 6.
) =0

Como ya se vio, area D, =rdrdt. Luego, volumen S, = rdrdtdz

Ejernplo

Calcular en coordenadas cilindricas ef volurnen de una esfera de radio a.

2) Integral triple en coordenadas citindricas

Para calcular una irmegral triple sobre un cilindro se puede considerar una sub-
division del mismo mediante coordenadas cilindricas (pag. 54).
Siendo x=rcostry=rsentaz=z eljacobianc de latransformacion es:

X’ x! x! cos t —-rsent 0
{ 1 4
J= 1y v, y, 1= |sent recost Q| =r
z! z! z 0 0 i
3 t 2

Luego, ﬂj Fix;y:z) dx dy dz =SB G(ritz) rdrdt dz.
- Sxyz * Sr!z
Para justificar la férmuta anterior, consideramos el volumen del solido elemental
para cualquier subdivisién de un cilindro S seguin sdlidos S, dados en coordenadas
cilindricas.

volumen S, =area D,. Az

276

w

M —2’1 r=g z=N/a b3 r=a 4
: V=8JU rdrdtdz=8§ diS rdrg dz:mag dtS az-—rzdr=§7ra3.
LS i =0 z=0 [ =0

3) Integral triple en coordenadas esféricas

Las formulas de pasaje son:
X=psenecostany=psenypsent A 2= pcos ¢ {pPag. 56).

Luego,
xr’J x; X, sengcost  pcosecost -0 Sen ¢ sen t
J o= y; y; y; = | &8en¢esent pCos psent psenpcost | =plseny
z, z z Cos ¢ —psenye 0

Por lo tanto, M| = p? sen ppues 0 = ¢ = .

Bj Fix;y;z) dx dy dz = [j
. Sxyz 5

j Gip,et) p? sen ¢ dp de dt.

ot

Para Justificar la formula anterior, consideramos una subdivision de la esfera S,
mediante silidos elementales S dados en coordenadas esféricas.
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El volumen del sélido elemental puede darse aproximadamente como ef produc-
1o de las longitudes de ias aristas curvilineas AD, AC y la arista AB.
Geométricamente, es;

longitud AB = Ap = dp A longitud AD = pAy = pthe A
A longitud AC = p sen ¢ At = p sen ¢ dt.
Luego, volumen S = p2sen ¢ dp de dt.

Ejempio

Calcular en coordenadas esféricas el volumen de una esfera de radio a.
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a ":jel
= SS pzdpg . (— cos @)

o e @0

EJERCICIOS
. 4 ym\/ﬂiuxz
1} Dibujar el recinto y calcular en coordenadas polares S dx S Vxe+y2 dy.
il y=0
& yx\fﬁxWxg
2) idem para S dx S (x2+y2) dy.
0 y=0

3) Calcular en coordenadas polares SS {3—x2—2y?) dx dy siendo
n}

0 = {{xy)/xe+y? < 1}
4) idem para H Vx2+y2 dx dy siendo T el tridngulo de vértices {0;0), (1,0} ¥ (1,1}
T
5) Calcular en coordenadas polares et areade D = {{(xyl/[x| =2 A ly| = 3}

8} Calcular en coordenadas polares g y dx dy stendo
D= {{xy)/0 s y = V4x—x3. D

5 w25~y
2,2
7) Calcular en coordenadas polares S dyS ex +¥* dx.
-5 x= =\/25-y?

8} idem para ﬂ e gx dy siendo D = {(gy)/1 = x2+y? = 9},
D

9) idem para SS (2x-+y) dx dy siendo D = {{x;y)/x2+y? 54 A xz0Ay=0}
D

10} Calcular en coordenadas cilindricas m' *2y®? dx dy dz siendo
RANES]

S = {(xyz)/xeeyR = 1 A 0=z = x3+y2)
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11} Calcular en coordenadas cilindricas el volumende S = {(xyi2)/x2+y? = 7 = &},

12) Calcular en coordenadas cilindricas el volumen del séfido limitado superiormente
por el paraboloide z = 4—x2-y? @ inferiormente porelplano z=0

2 y= 2y x? z=3d
13} Calcuiar en coordenadas cilindricas S dxg dyS 2 x24y2 dz,
4]

0 oY= =

. ‘,,Lti,bCaieularfen—reeerdeﬂadasﬁesféricasfelfvoiumenr'de"un"cono*ﬁe”aima*'Tﬂv‘amp?f

T
fud 5

15) idem para el sdlido limitado superiormente por la superficie esférica x2+y2+22 =

=4 @ inferiormerte por el cono de amplitud MZ—. vértice en el origen y eje z.

16} Calcular en coordenadas esféricas S

2 = 4-x2 za\/4_x2_y2
dx dyS {x2+y2) dz,
Syx 4y

o] z=0

IV. Area de una superficie en R?
' Por una extension de las ideas aplicadas en la seccion anterior, puede calcutar-
se el drea de la superficie S asociada a un campo escalar F de dos variables, dife-
renciable, donde la superficie se proyecta sequn un recinto plano simple D.

Para ello, consideramos una subdivisidn de la superficie mediante una red cur-
vilinea de coordenadas y aproximamos el 4rea de cada superficie S, con el drea de

la parte del plano tangente en un punto cualquiera de la misma, limitada por las al-
turas trazadas en ios puntos de la frontera de Si.

D &

¢ %

El area de cada una de las superficies planas, sobre los planos tangentes, puede
calcularse mediante la siguiente formula de geomelria elemental:

280

area D, = area T |cos |, siendo vy el dngulo que forma el plano tangente con el
i i .
piano sobre el cual se proyecta la superficie Si.

Si proyectamos sobre el plano xy, el angulo y e5 el éngulo nz gue forma ia nor-
mal a ta superficie 5, en el punto de tangencia, con &l eje z.

drea D,
i cos rz # 0, entonces drea T, = ——wwme—,
Sie ' ! |cos riz]

Aproximamos, entonces, el ared>de la superficie § mediante la suma de las
areas de los recintos considerados sobre los planos tangentes.

2 area D 1

i Lo cx dy.

Luego, area 8 = lim ~ wﬂ —

¢ IPI-0 35y jcos riz| o lecosniz|

. -

Podemos relacionar cos Hz con las derivadas del campo escalar F. Para_ ello,

recordemos la ecuacion de ka recta normal a una saperfscue en un punto de Ig‘mtzm?.

Si F esta dada en forma explicita por la expresion z = F{xyy), la ecuacion deia
normal en P = {x;y z ) es:

XMXG ymyﬂ Zz—Z

= 16 {pag. 132).
‘F;(xozya) Fy(xﬂ'yﬁ} -

Luego, los cosenos directores de la normal son proporcionales a los nimeros
F;(xo;yo)f F;,(xn;yt)) y “1'
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oy O sea,

- cosrx  cosry cos iz

Fuxgy,) Flxe¥o) -1

Efevando al cuadrado:

) cos? rix

cos? iy €082 1

[Flxgiy )P [Frix

YPE 1

Por propiedades de las razones numéricas, es:

N cos? X + cos?riy + cos?rz  cos?riz

[Ftx gy Y12+ [F1fx iy T2+ T

1

Luego, [cosriz| =

) VIFTRGY I + Flroy P 57

La férmuls, entonces, para calcutar el drea de una superficie S, definida, en las
condiciones indicadas, por la funcidn F tal que z = F(xy), es:

fa superficie S sobre el plano xy.

area S =ﬂ V) [F;(x;y)}e + [F;(x;y)]2 + 1dxdy, siendo D la proyeccion de
v}

Analogamente, si fa superficie S esta asociada a una funcién G de dos variables,

)

;-";
L

. )

; def:n:da impiicitamente por la expresion Fixy:z) = 0, la ecuacicn de ia normal en
i = (XyygiZ,) es:
‘ X=X, _ ¥y, _ z-z,
FE() ~FPR)  FPy
! Luego,
J cosrix _ costy _ cosriz
J FP) F;(PDJ FF,)
J Por procedimientos analogos 2 los realizados para la expresion explicita, queda
: A FP I
) loos riz) = ; :
VIFPJEFTF P T + [FAP )1
) VIFxyZ)E + [F (v + [F (xyz) F
Por lo tanto, 4rea S =ﬂ — dx dy
D IF!ix;y:z)|
T 82

‘siendo z = G(x;y} y D la proyeccién de & sobre el plano xy.

Ejemple 1

Calcular el drea de una superficie estérica de radio a.
as Lasuperficie esférica puede asociarse a una funcidn definida tmphc;tamente por
la scuacion  x2+y2+z2-a2 = ),

Flxyz) = 2x n Filxy;z) = 2y o Fi{xyiz) =

NaxZ+ AyET A7
area S=8ﬂ mm-—)f-—-y———i—dxdyms dedy=
o 12z| h Z

= Baﬂ “—‘_‘T"}""‘““””””mdx dy.
D -\/‘a2_x2_y2

En coordenadas polares:

a t= I a
drea S =8al rdr el a- 4W3S — L Or = 4ma2,
o =0 Vad-r2 a2-r?

Ejemplo 2

Area del trapecio ubicado en el plano de ecuacion x+y+z = 8, en el primer
ottante, siendo 0=z =< 2.
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Consideramos la superficie ascciada a F(xyy) = B-x—y

area S =jj V] {F;(x;y)}2+{F;(x;y)]2+1 dx dy
D

Frixy)=—1a F;{x;y) =

drea S =ﬂ\/§dxdy=\/§ﬂ dx dy.
D D

[
i
-

Y A5
o
¢

Para calcyfar la integral doble sobre el recinto I, debemos subdividirlo.

4 y=8-x 3] =B
drea S = \/5“ de Cody+ S dxg dy}:

0 ymdh 4 y=0

= \/5[28 dx +S E(S—x) dx} = \/§[s+ (Gx - _x;m)

0 4
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= 83 + 2/8 = 103,

EJERCICIOS
1) Calcular el drea de 8 = {{x;y;z)/x2+y2+22 =36 A 0= x = 3 A x2+4y? = 36}

2) Area de la superficie recortada en la superficie esférica x2+y2+z2 = 4 por la

—superficie-cllindrica—2-+y2-=2x

3) Calcular en coordenadas polares ¢l drea del paraboloide de ecuacion z = x2+y?
con O=x=1

4) Area de la superficie cilindrica x?+y? =4, en el primer octante, entre z = 0,
CZty =3,

5) Areade S ={(xy;z)/6x+4y+B82 =24 AXx20 A 0=y=<2arzz=0}

V. Aplicaciones fisicas

Las integrales dobles y triples tienen importantes aplicaciones fisicas. Permiten
determinar, por ejernplo, masa, momento estético o de inercia, coordenadas del cen-
tro He masa, etc., para laminas o sélidos, respectivamente.

Consideremos, en primer lugar, una ldmina plana delgada que tiene la forma
de un recinto simple D. Suponemos que la materia esta distribuida en ia i&mina con
una densidad superficial p.

Si fa densidad es constante, porque la lamina esté construida con material ho-
mogeneg, la masa de la {&mina es proporcional al drea de su superficie, y se define
como el producto de la densidad por el drea, es decir,

Masa = p dreaD = p[[ dx dy.
D

Si, en cambio, la densidad es varjable y viene dada por una funcién no negati-
va y continua de dos variables, el valor p(x;y) cambia con cada punto {x;y) y repre-
senta la masa por unidad de superficie. En este caso, la masa total de la lamina
puede aproximarse considerando una subdivisién cualguiera del recinio vy tomando,
en cada subrecinto de la misma, una densidad constante, que puede ser el valor
maxime ¢ minimoe o un valor intermedio de la densidad en esa parte de la super-
ficie. -

Luego, la masa de una subregion cualquiera Di es M: a3 p(ai;ﬁi) area Di con
(“a;ﬁi)e Dé. O sea, estamos considerando en el recinto D% una densidad constante ¢

igual a p{oci;,B.!).

n
Por o tanto la suma 2 pla;B) drea D es una aproximacion de la masa to-

i1
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tat de Ia lamina, y es también una suma de Riemann para la funcién continua 5. Al
pasar al limite cuando las normas de las subdivisiones tienden a cero obtenemos la
masa total de la lamina,

Es decir, se define

L mﬂ plxy) 2 dx dy } mj‘j Xy} x2 dx dy,
o Yo

M =J‘J- pby) de dy. T e Encontrar el centro de masa de la lamina rectangular D = {xyy0=x=2n
° £ 0s=y=3}, siladensidad en cada purto es el producto de sus distahcias a los
ejes coordenados.

Es plxy) = xy, luego M mﬂ
D

Ejemplo 1

También se puede definir el primer mornento o momento estatico respecto del
eje x, considerando la suma de los momentos de los recintos de una subdivision y

2 y=3
xydxciy=§ dxg xy dy = 8.
el paso al limite:

2] y=0

M *ﬂ plxiy)y dxdy.
D

Andlogamente, respecto del eje y, es

M =ﬂ PGy} x dx dy.
¢ D

4
Por lo tanto, Xg = % AYg=2 = G= (W;Q)-

El centro de masa de la ldmina es, por definicion, el punto (x G;yG) con coorde- Ejemplo 2
d . M - Mx ‘ Calcular el momento de inercia, respecto del eje x, de una iamina que tiene ta
nadas x_ = ~—¥»M Yo = e

forma del recinto D = {{x;y)/0 =x =1 A 0=y = +/x}, siladensidad en cada punto
es p{xy) = x-+y.

_ H pixy) x dx dy ﬂ plxy}y dx dy
x, = D - vy = 3] ‘
ﬂ plxzy) éx dy ﬂ plxy} dx dy
D o

Para una lamina homogénea, como la densidad es constante, resulta:

D
[

¢ G
ﬂ‘ dx dy
D
O sea, si la densidad es constante, ef centro de masa depende exclusivamente
de la forma de la ldmina y no del material. En este caso, se lo suele ilamar centroide.

O sea,

1 y=x
L ”ﬁ {(x+y)y2 dx dy = g dxg (xy?+y?) dy =
b

0 y=0

El segundo momento, o momento de inercia, respecio de cada eje coordenado,
es:

K L ) 2\
dxwg (%x2+m’-;:—)dx:i.
¥=0 0 :
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$i gueremos definir masa y momentos de primero o segundo orden para cuer-
pos que tienen la forma de sdlidos simples, podemos efectuar consideraciones ana-
logas a las hechas para superficies planas.
Si el sdlido es S, resulta M = ﬂ] plXy;z) dx dy dz donde p es la densidad.
JiJs :
L.os momentos estaticos, definidos respecto de los planos coordenados, son:

: ‘*V'Y**-hft?“wﬂsp()ﬁﬁz}zdxdyd%-“‘-V*Vvv~~v :
2l

Mo Bj pixyviz) x dx dy dz
¥z s

M, =m plxy:z) y dx dy dz
8

Las coordenadas del centro de masa son:

Para los momentos de inercia, definimos:

Ix =j:g pixy;z)(y2+z?) dx dy dz
s

Ey =ﬁ5 p0Gy;z)(x2+22) dx dy dz
s

I, = m piyiz)(x2+y?) dx dy dz
Js ‘

Ejermnplo

Hallar el momento de inercla respecto del eje z, de una pirdmide triangular ho-
mogenea, congruente con e sélido -

S {(x;y;z)/'x 20Ay=0n0=z=1-x-y}
288

-

: m pix?+y2) dx dy dz
1)s

1 y=1-x% 2wt Xy
}z = pg ‘CfXS dyS (x5+y2) dz = ~3ﬂd«

y=0 z=0

EJERCICIOS
1) Masa de una placa homogénea con la forma del recinto D = {oy)yE = x = y+2)

2) idem si D = {(xy)/jx| =y = x2 + _;1{}_

3} Hallar My para la ptaca homogénea D = {(x;y)/—;— - % X =y = 2-3x2},

4} Coordenadas del centro de gravedad de! sector circutar homogéneo
S={r/0=sr=3na "j}ﬁts%}-

5) Coerde{aadas del centfo de masa de una lamina semicircular de radio 2, centrada
en el origen {y = 0} si la densidad esta dada por p(xy) = 3{x2+y2},

6) Masa def sélido homogéneo S = {(xy:z)/x+y2 =9 A 0 =2 = 4.

7) Momentos estaticos de un sélido homogeéneo S, respecto de ios planos coorde-
nados, st S = {(x;yz}/0 = z = 4-x2—4y2 A x+ty =<1 Axz0ny=0}

8) (_Jaicular ta masa de una semiesfera de radio 4 Y centro en ef origen si p{x;y;z) =
= 32 para cada punto {x;y;2) de la misma. (En coordenadas cilindricas.)
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RESPUESTAS A EJERCICIOS

CAPITULO &
Seccion i
1 27 BB
1) 3 2) 4 3 & 4) - 5) fim —— Z\/.‘
Seccion NI
1) 2 g 28w g 9wy VL Bun(i+vE)]  5) 24
3 4 4 6
g 18 7 (e%5-1)  8) we{es—1) 98  10) —
) 5 m 32
11) WaTa 12) 8 13) 8 14) ﬂ’%o—ﬂ 15) _m(2 \V2)
64
16) —=—
Seccion IV
_ ‘2081
1) 6 2) 8a—-16 L (5E-1) 4 3p-4  B) 5
Seccitn V
g B _ 27 Lo
1) M= 2)M~-vz‘3~w§2 Y M =—p 4 xg , Vg
16 Am =3B v =9
5) x Vo= g5 6 38pm )M, =—==p =3P
M=o p 8) M =102
AT N
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9. FUNCION VECTORIAL

- Al estudiar funcidn compuesta hemos definido funcion vectorial y hemos visto

suU representacion parameétrica {pag. 137). Como las funciones vectoniales tienen im-
-portantes aplicaciones, estudiaremos caloulo diferencial e integral para las mismas

Recordemos, en primer lugar, ia definicion:
fa funcion . A— B es vectorial si vy sélo si ACR A BCR" An=2.

Efemplos

a) F:t— 8t27+21j-513 k es una funcién vectorial cuyo recorrido es un conjunto
de vectores tridimensionales.
También puede indicarse,
ft— (Xy2)/X =32 Ay =2t azm —5i3,
O bien, f(t) = (3t2;21;—513),

b) ‘Q:tmbsent%wiin 1=tsar

En esie caso, el dormnlo es el intervalo paramétrico [1,7] v el recorrido es un
conjunto de vectores bidimensionales.

También gt (xy)/x = sent/\ymw—%;\?sISW.

)ﬁ't-a(X' WX =h O Ax, =R s . ax =hHrastsh.
El recorride es un con;unto de vectores n- dmensxonazes _cuyas componentes
estan dadas por ias n funciones escalares hoh,.uh . O sea, f == th, h hﬂ) Per

lo tanto, a cada nimero real t del intervalo parametrsco {a;b] se Ie as:gna como
imagen un vector del espacio R".

Es Aty = {h ( (b0 5h (1) con x = h(t) nieN A 1 =isn,
Si o plee ,u son los vectores de la base canonica de R, puede anotarse:
: ) = 1(t}u1+h ()u +..+h U

Las definiciones de limite, continuidad y derivabilidad se extienden en forma
simple de las funciones escalares a las vesctoriales.
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. Limite de una funcién vectorial

El vector £eRe es el limite de la funcion vectorial f ent, punto de acumulacién
de su dominio, si y solo si

Ve > 035 > OVt (teD; A 0 < |t-1 | < 8 = [{()-F] < €).
Ejemplo

Para f:t— (1;2t3), probar que lim 0 = (3,18).

****** ~Para cualquier € > 0; debiemos encontrar 5(€) > 0 tal que se verfique

fit)-(3;18)| < e si O<|t-3|<5
O sea, |(2)~(318)|<e si O<|t-3|<5
j(t—3;2t2—18)| < € si O<[t-3| <35

Finalmente, fo que deseamos probar es que
V(1—-3)2+(212—18)2 < € s 0 < [1-3] < 5.
Obsérvese ahora lo siguiente:

V(-3 +{212-18)2 < ¢ se verifica si se exige simultaneamente

3] < —= a [22-18] < —=.
-8 < 5 n et < S

En efecto,

2 2
(|tw~3{ <5 = (-3 < -f-—) A (gth-—w; <5 o (r-18)2 < m‘i—)
V2 2 V2 2
Luego, (t—3)2+(2t2-18)2 < €2 y también V([—3}2+{212-18)2 < &.
Pero, considerando las funciones escalares que forman f, como lim 3t =3,
€
Ve > 033 >0 tal que [t-3 <—~v—,2_ si 0< t-3| < 8.

Anélogamente,

como lim (2t2) = 18, Ve > 035, 0 tal que (21218 <—\% si0< -3 <s,
Luego, tomando & = minimo (8 19,)
0 < it-3) < § = V-3 +(2-182 < ¢,
y queda probada ta existencia de limite.

Paral haltar los valores & , ¥ 8, se procede como se hizo en Calculo 1 - pag. 96,
para probar la existencia del Hmite de funciones escalares. Por ejemplo, puede ser

&

e v § 2 =t=4). Luego, § = min( )

VRV ), Lues TV
0<82ﬁ1 :
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En el calculo realizado, el vector limite tiene como componentes los limites de
las respectivas componentes. Esta es una propiedad general que demostramos en
el teorema siguiente.

Teorema

Sea f: A— Rr una funcién vectorial tal que T(t) = (f L5050} v t, un pun-
to de acumulacion de su dominio. Entonces,

lim, fh=f =VifieNalsi=n= lim _{{t) = £ siendo £ = (£:€,5.;€)).
5 3

1) Si existe ¢, se verifica Ve > 035 > 0: {0 < t—t)| < 8 = [H{)—F] < €).
Ahora bien, Vi
t~¢| = VIEO- O = VI O ¢ PHELM- €+ 0 (- 1 = [{(9-).
Luego, Ve > 033 > 0/0< |t~ | <3 = [f()~¢|= ()¢ < e
y, por io tanto, fim f(t) = ¢
4

2) 8i Iim1 f{) = €, entonces Ye > 038, > 0/ (0 < -t < 8w [{H-€] <
& )

< %) )

. Eligiendo & = minimo (8,:5,:..;8 ), resulta:

1* 2r .t

O<fi-tj<8= [({)-7 = \ /i[fi(t)mfi]a <
[E ]

y, por lo tanto, lim, ftty = 2.
0

{Obsérvese que esta demostracién coincide con la efectuada en el ejemplo an-
terior at teorema para n = 2)

Para calcular, entonces, el limite de una funcién vectorial, basta calcular los If-
mites simples de las funciones escalares que la forman.

For ejemplo, lim 1(5t—-3;4t;—1—) = {4;4;1).
O bien, Jim1((5t—1)i+4t i+ -}« ﬁ) = 41+4j+;“<_

Las propiedades y definiciones del limite para funciones vectoriales se reducen,
entonces, a propiedades y definiciones para sus componentes, que son funciones
escalares. Ello sucede también, como consecuencia, para continuidad y derivabi-
lidad.

Veremos antes algunas operaciones entre funczones vectoriales y también entre
funciones escalares y vectoriales.

-’
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Ndtese que, como ei producto escalar de dos vectores en B" es un nlmero real,

EJERCICIOS
el producto escalar de dos funciones vecioriales es una funcion escalar.

1) Sean f; y f2 fas siguientes funciones escalares: t:t——>—1— f :tm»_H_'i-
1 t-2 2 2t+6

Hallar un domirio conveniente para = (f 1;fz) y encontrar f{—5) y f(2). 4) Producto vectorial

La funcion vectorial h es el producto vectorial de las funriones vectoriales tyg
sty solo si Yt () = (F A §)(t) = H(t) A G(t). Su dominio es ANB. »

La funcién producto vectorial f ~ § solamente se define para f y § con recorridos
incluidos en R2.

O sea, para | = (f;0,f) A § = (98,95

2} Sean f.f,.f y 1, las siguientes funciones escalares:

3.
T PO - S PN YO R R S AL =
2t2+1 ¢ t2ht—2 ¢ {24

es'f A §=(1,9,-1,0,8,9,~1,9,,0,-1,9,).
Dar un dominio adecuado para f= (f ;f ;) v hallar HO} y ?(%)i.

$'am3 4
§) Sites una funcion escalar y § una funcién vectorial, entonces el producto

1 es la funcién vectorial b st y sélo.si Wb by = ()t = G

3) Siendo j = (f ) fit— 3te1 ot 245 0=t=2, probar la existencia
de lim ().
Ejemplo

Siendo T:t— (3t% sent;3+5)
git— (cost;t+1,9)

4) Calcular a) Hm (g.w 13 ; 1241 ;5) by lim (_tg_t_‘ et ot )
"EN T : ot T sent’ 14t

h:t—>t4 (funcidn escalar),

&) lim ( 8-2t2 . 12-5t+6-.).
2N g2t t+4

resulta:
' i i T frgit— (324 cost;sen t+t+1;13+14
li. Algebra de funciones vectoriales , g gt 08 )
. S i Feg:t—s 3t2 cost + sen t{t+1)+(10+8)8 (funcion escalar)
Sean £ A-+R"y § B-— R" dos funciones vectoriales, definimos: fa@t—(8sent-t¢-5t-t3-5; 13 cos t+5 cos t- 2712 3t3+3t2— sentcos )

h{i(t) = (315 tsent ; I7+5t9)

1) Suma
h{t)a(t) = {14 cos t; t+t4 ; 9t).

La f“”ﬂf‘ vectorial h es la suma de las funciones vectoriales Ty § st y s6lo si
vt B(t) = (f+g)) = HY)+9(t). Su dominio es ANB.
Utilizando la definicion y el teorema probadd para iimite de una funcién vectorial,

pueden dermostrarse las siguientes propiedades:
Sify @ son funciones vectoriales de una variable real, que tenen, cada una,

limite finito en el punto t, de acumulacion de ambos dominios, entonces se verifica:

2) Resia

La funcion vectorial h es la resta de la funcian vectorial T menos la funcidn vec-

torial § si y sélo si Vt= A(t) = (f~g)(t) = {—§(t). Su dominio es ANB.
1) tim, [fty+a(0)] = lim, Ko+tim gl
3) Producto escalar ) fim, J1)+o(0} O 80
g : 2y tim, [HO-g{t)] = lim, f(t)—iim_ gt
) L.a funmon esca_!ar‘ts es ej producto escalar de tas funciones vectoriales fyasi ) QO[ e =1 o v 109( )

y solo si . Wi h(‘t}_m (= G)(t) = f(t) - §(t). Su dominio es ANE.

O bien, si fty = {f (hr,thf ) ¥ 90 = (g,hg,{B)g (), entonces

3) h’mlo[f(t) » Gt} = 1|‘mt0f(z) . Iimtog{t)
4) tim, [it) A g(t)] = lim, f(t) ~ lim, 3(t) f:A-RA G B RY
4] 9 0

ht) = - @)t} = Zfi(t}gi(t) o 5) lim, [h()3(0)] = ¢lim, §{t) si existe lim, h(t) = ¢.
i e 0 0 o .
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EJERCICIOS

1) Siendo f:t—> 512 14+1j~19k, &t sent] - cost], haflar 1+8,5 A g, 71

2) Siendo f:t-» cos 51+ sen 5t} §:t— —5 sen 545 cos 5t], hallar § A .

3} Siendo h:t—s 28241, F: t— {3744 }+7R,g:t—>%iut2}‘+tk. hallar ) bt b) hi - g,

Sea LA—R" y t, un punto de acumulacion de A (ACR).
Definicion
f continua en t, siy solo si:

1) existe el vector fit,)
2) existe tim (1)

0
3) lim, i) = ).

En otros términos, T es t_:ontiitua ent siysdlosi VYe>035> 0 tal que
teA A 0 < [t—tol < & implica ;f{t)mf(to}l < €

Si t, €8 un punto aislado en el dominio de f, entonces Ia funcisn es continua en
t, si y salo si existe f(t,):

Teorema

Siendo = (fif it
minio si y s6lo si para t
€s continua en t

Para probar?o, basta
torial (pag: 293),

8} T es continua en ei punto t, de acumulacién de sy do-
ado nlimero natural i, tal que 1 =i=n, la funcién escalar f,

utilizar el teorema andlogo para limite de una funcién vec-

_ - También puede demostrarse, si | Y § son cortinuas en t,; entonces lo son

f+g, fmg, fegyfad Sihesunafuncién escalar continua en t,; entonces también
loes ht

Finalmente, una funcién vectorial { es continua sobre un con

junte C si y sdlo si
lo es en cada uno de sus puntos (continuidad puntuat). ‘

Ejemplos

1) ft-s ( se:n ! : t2) es discontinuaent =

0. La discontinuidad es evitaole pues
lim,ftt) = (1;0).
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(——«Sem ;tz) sit#0
2) it t . es continua en R
M e
{1:0) si 1=0

- — . 5
3} f. t‘_'>( may lt t 1 1 ! M )eS dtSCOI![H ia en Z | Odas !as diSCOi ‘t“ lUIdade

son esenciales pues si a € Z, entonces no existe fim ().

EJERCICIOS

M . .
l) P re Cada una (ie 'aS Siguiei \tes !{j“(:l( nes ef Gontla[ SUSs pU Qs d -
P21 ”t & diSCOH[EI i

. 1 . fil— (Int; 19 A 0 <t <8
PN .t3.2+t) b)
a) ft (t > _

- ) t'w}»)
e f;t@(mgno gk

. 6 1
2) Construir una funcion . it -
) Construir una funcion } A— R? que presente una discontinuidad esencia

3) Cons :

. - itable.
: A—» RY que presente una discontinuidad evitab

infini i inuidad.
4) Construir una funcion f que presente infinitos puntos de discontinu

V. Curvas

[ i6 i inua, su recorrido &s una
f i funcién vectorial continua,
ea {:fab]—R" Sifesuna : oo o una
UI’V;S en el Eespicio de puntos (o vectores) R* que se co!nsnde:a diic;cgs pi o la
o une los puntos (&) v f(b). Estas curvas gueien ?a}mar
| ?osra: istudio os tema de geometrla {analitica o diferencial).

Definiciones »
Sea f:{a;p] — R" una funcién vectorial continua y C la curva asociada.
ea f:[a; una C
= ¥b).
C es cerrada «= f(a) _f( ) ) )
;)) C es un arco & Ha)=i(b) (f(a) y H(b) son los extremos del ar )
3) C es simple <= T es inyectiva en {(ab). i)
3 t .
O sea, WtV (te@b)ntef@b)nt #t,= i;) i !2
4) C es una curva de Jordan <» C cerrada A C simple.

d ~ — U

. curva de Jordan
d arco arco simple
curva gerrada .
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Como las funciones vectoriales son de gran uti
das a ellas, en Rz y R3,

Sin embargo, Ia cu
alcanza para describir el movimiento de [g particula, pues la misma

trazada de maneras diferentes, con distintas velocidad
ne depende solamente

suelen utilizarse para movimiento de particulas.

del conjunto de imagenes sino de Ia funcion misma.

Por efemplo, consideremos las siguientes funciones vectoriales de [0:27]

m——t

- (cost;sent) A O st = 2y
Git—{cost; ~sent) » D=t = 2p
h:t— (cos 2t;sen2) A 0 =1 = 24

La curva puntual es, en los tres €asos, la circunferencia
radio 1. En cambio, consider.

En el primer caso, ta cu
valores crecientes del para :
hio, la misma circunferenciz es recerrida en el sentido de fas agujas del reloj,

» Para los mismos valores crecientes del pardametro. En el
caso, finalmente, para el m

dos veces en sentido positivo,

adas como trayectorias, son diferentes.

Por ello, si bien para cuestiones geomeétricas puede alcanzar ef estudio de la
Ya ecuacion en ei caso propuesio es x2+y? = 1, an general se ne-

curva puntual, cu

Cesita la trayectoria, o sea, es necesario
Todas las funciones ve
igual direccién o sentido, ¢
Par e

considerar la funcién vectorial asoctada.
clorigles, cuyo recorrido es la misma curva, descripta en
e laman equivaientes.

empla, consideremos las funciones vectoriales

fit—s (4cost;4sent)/\05$s~g~
Gt (VISR ) A Ot d

La curva puntuat, para ambas, es'la cuart
en el origen y radio 4, ubicada en el primer cuadrante y descripta desde el punto
(4:0) hasta e punto (0:4). Luego, v § son funciones vectoriales equivalentes.

Para hit (4sent:4cos Dal=sts »g— la curva puntual es ia r;ni$ma, pero

a parte de fa clrcunferencia centrada

recorrida en la direccidn opuests.
fy h son opuestaments equivalentes. También lo son gvyh.

En general, sifygson equivalentes en los intervalos {aib] y [c:d] respectiva-
mente, con A = f{a)

=g(c) y B=1ib) = g(d, Ia trayectoria es AB, con punto inj-
cial A Y punto final B,

Sifygson Opuestamenie equivalentes en
B = 1(b) = §(c), entonces i@ frayectoria de la
BA eon punto inicia! B.

[ab] y feid) con A = Ha) = g(d) y
primera es AB y para la segunda es
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lidad en fisica, las curvas asocia-

rva puntual, o sea, el recorrido o conjunto de imagenes, no

Curva puede ser
€S ¢ sentidos opuestos, y efio

an R2;

centrada en el origen y

va es recorrida en el sentido positivo o antihorario, para
metro t, desde 0 hasta 24, En el segundo caso, en cam-

0 sea,

tercer
fsmo intervalo paramétrico, la circunferencia es recorrida

B

3
‘l ‘i B

3 N

i 3 XK

d 4

Y Ejemplo 1

i iGn x?+4y? = 4. Bus-
Consideremos una elipse, centrada en el origen, (Le ew?;f:w); y
camos dos funciones vectoriales equivalentes, asociadas a .
Sean Ft— (2costisent) Al =t=2x7

g: t— (2 cos'(2nt); sen (2at)) A 0 =t = 2w

Ejempla 2

i i drante, las
Si elegimos solaments la cuarta parte de la elipse, en el primer cua
funciones

[T VAR W E TR
k13
gt-> (Zcost sent) A Ostsméw

I N ; e i 30C1 d e85 |a pal‘-
res clivamer e & aca

te de elipse AB con A = (2,0} y B =(01).

)

—

2 X

. . . ia
E eSlE Llﬂi! ¢ Caso laS gi} C>O es equl\-‘aie Hes se hai Dbte |d0 3ed e u
n ’
. ' . : l i E )

f 1] siendo 0 =senO A 1 = sen
g estd definida en {G;—g—} y T en [0;1] sien >

i i ta aqui des-
& Ahara, la equivalencia de funciones vectorsa[es, conSide;rardSZ gismangra des
de ufi punto d'e vista mas bien geométrico y hasta fisico, puede dal
formal en su aspecto matematico.

Definicion

i ; j ente, son.
Dos funciones vectoriales f y g, contin{uas _gr; {ez;é) ajl;{{g,%Ll;iisfueggvea;;idameme
iy solo si ex nei ) )
quivalentes si y solo si existe una iuncio : it Al
ci;Ltz :n [cd}, con a =h{c) y b = h{d), tal que ‘Vtz-:gc,d] ?s %(ign efs[cé ]);r o conti
e 2}‘ opueszé;mente equivalentes si y s0lo si existe unamuhnc) e el
nua y estrictamente decreciente en [c;d] cona = hid) ¥ b = h( i

gt = fhey).
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En el efemplo 2, es h(t) = ser. ty h(y] =
y estrictamente creciente en

. 4(Y). La funcién h = sen es continua
0; Ct Luego, fy § son equivaientes.”

Efernplo 3

Fu— (2u1-49) A 0= y=2
Gl atst=<2

amb§ Y @ son equivalentes en
as €5 un arco de la :
i) parabol
. ;E:; /c::;mh:_o— de parametro estd dado por u = 2 Iog t pues 12 = 2
| A =2 log,t es estrictamente creciente en {:12 2] .

{0;62] y [1;2.]’ respectivamente, La curva asociada a
@ Ge ecuacion y = 1-x2 recorrida desde (1:0) hasta

La funcién es-

Ejemplo 4
P u+5 5
f u~a( m ,ti)/\—s—ﬁu55
Q:t-—>(t; tf )/\ 2=t=s4
b
X
u= tf1 0 sea, h(t) = —> Sah
o con h{4)x€/\h(2)=5
iy . =B
h'(t) = ———— = h estrictamente decrecienta.

{t=1)2
Luego, f y § son opuestamente equivafemes.

[el§] d@ !UHCIO!!GS & UWai
S U Uestalllel!ie ] Ui\laiei lleS se extien
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" EJERCICIOS

1) Demostrar que iy &, tales que flu) = 2 senui+(1-2sen wiy at) = ti+(1-0]

son equivalentes en [O;%] y [0;1] respectivamente.

y = X243
2) Siendo C:{ hallar dos funciones asociadas equivalentes.
O=x=1
; v = 1 )
3) idem para Ciy e en [2;3}

4) Siendo C:xy = 4 en [1;2), haliar dos funciones vecloriales asociadas opues-
- tamente equivalentes.

8) Ver si los siguientes pares de funciones son equivalentes u opuestamente equi-

valentes:

a) fu—(udyrb=us=1
g:ta{logat;t)/dstﬁS

T4
i (1+4t;t)A_j_£t$_1m
2-t . 4 5
c)fu-5f>(u; +g)/\3suﬁ4

Dibujar las curvas asociadas en el plano xy.

V. Derivada de una funcion vectorial

Sea f:D— R" una funcion vectorial y 1, un punto interior a D.
f tiene derivada en el punto t siy solo si existe

fin-it)

1 t—t

fim =T,

. 0
Andlogamente pueden definirse derivada sequnda, tercera, elcétera.
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bie eL_a condicion necesaria y suficiente bara que una funcién v
o S q;J,e to sean las funciones escalares que la forman. Pue
MR ?(tn}‘;f2(to);...;f;(to)) siendo f = (f,f,

ectorial sea deriva-
! de demostrarse que
..,fn) y ta un purito interior a sy deminie,

Teorema

dor S;a fa (f, ;fe;...;fn) una funcion vectorial
e va’ e sn to :ss Y s6lo si las funciones escalares {
emas, f = (f1;fé;...;f;) con D, = D,,ﬁDf M...No

L T

n

Por el feorema de limite Para una funcién vecioria {pag. 283);

) f(t)wf{i ) f(O)—f (t f - ' : e
i, o = (i o B0 L a LA B
0 ot T T e T .

Luego, f1)= (f;(tn);fé(toj;_,_;f{'}(to)}v

Sea ' R— R/ = (221} 14—

PO = 41 (a5-9) T+ costk

P = 4v+122] - sentk

f‘r’(t) = 24t } ~eostk s E
P = 245 + sentk
(1) = cos tk ‘ &

Definicion

Sea la curva ¢ definida por x = ¢ {t)
= (xa;yo,’zo) que perltenece a la mis;ma.l R
recta Que pasa por dicho punto Y €8 parale
vable (f = (F 0t 00

8Cta tangente a fa curva C en P es la
fa al vector (f;(to);f;(to);f;(to}) si f es deri-

, X—X - -
Su ecuacion es: o _ VY, z-z

=-——--..\._.=-—_W_O_ e ki L
it f) ) (v ) # o). i
X -
Suefe anotarse _ Y fmzg

302

¥ L, punto interior a su dominio. fes (S
’.fz,...‘fn son derivables en te e

3t)j+ sentk o

AY =T A z=100) v oun punto P, = L

s . Ejemplo

Hallar la ectacién de la recta tangente a la curva dada por:
x= 321 ay=t3az=21+5 en tom1.

f;(to} - 5:0 w6 A f:;{to) = 3t§ =3 A f;(to} = 2,

K-' = ==
Luego, 5 "3 5

En forma paraméltica: x =Bx+2 A y = 3h+1 A 2= 2h+7.

Algebra de derivadas

Pueden probarse propiedades analogas a las de funciones escalares.

) EA-R" 3:B—>R"

Se demuestra que (F£8)"(t) = F()=&'(t) donde t es punto interior al conjunto A
y al conjunto B. :

2) Presenta particular interés la derivacién de los distintos productos gue se han
definido.

a) producto de fungidn escatar por funcion vectorial

Sean g A~ £ B—R" una funcién escalar y una vectorial, respectiva-
mente, ambas derivables,

Demostraremos que {gh’(t) = g' (O +g(ti' (©).

Si t0 es punto interior a ambos dominios, por defipicidn de derivada es:

aloft)—glt it )~ gt i+ gt )iV

()’ (t;) = lim,_ = = lim,_ =5 =
, gtth-glt) , ftt)-fit,) . .
= lim, (———-—~—-~1__t0 f(t)) +tim, (g(to) = ) = g'{tHt) + gl )

Las justificaciones de esla demostracion son andlogas a las ya vistas para de-
rivacion del producto de funciones escalares (Célculo 1 - cap. 6}

b) producto escalar de dos funciones vectoriales .

EA—BR" §:B— R" son funciones vectorialés derivables vy t, es un punto
interior & ambos dominios.

Prabaremos (f < g)'(1) = ['(t) - Gt})+ [} - §'(0]

Lo haremos, en particular, para =1 ‘;fz;f 3), g=(g,9 2;93)' siendo andloga la
demostracion general,

Sabemos que ef producto escalar es f+§ = f,g,+1,0,+f,g,. siendo +§ una
funcidn escalar.
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Recordando ta regla para derivar productos de funciones escalares, resuita:
{f. g)} = (f1g1+§292+f3g3)' = f;g1+f1g;+f;g2+f29;+fég3+f39;3 =
= (19,749, g )+ g +t,a,+1 0 = (- @)+ (- @)

¢) producto vectorial de dos funciones vectoriales
fiA— R? §:B— R son dos funciones vectoriales derivables.

Demostraremos que, para cualquier punto t, interior a ambos dominios, es:
(@0 = (O ~ 80)+ (10 ~ g'0).

Si f=(f 1) ¥ §=1(g,9,19,), su producto vectorial es:
frgs= (fzga——§3g2.‘fsg1 “f:ga;fzgemizgj)i

Recordando que la derivada de una funcién vectorial tiene por componentes
las derivadas de las respectivas componentes, resulta:

frgy = (féga"’“fegé ~19, 1,9, 19,19 -fg,-1.9; 19, +,9,-1a,~10)) =
= (19,19, ; 19,-19,:fig,~f0 )+ (9,16, 919, i f,g,-1,9)) =
=t A @)+ ng)

Aplicacién

Sifesuna funcion vectorial derivable, y para todo t : [i(t)] es constante, entonces
el producto escalar 1) - F{t) es constantemente nulo. ‘

Demostracion

Por propiedad de vectores: |al2 = 3.4,
Luego, V¥t si 1) =k, es fiR)2 = k2,
Entonces resulta:  1(t) « fit) = k2.
Derivando el producto escalar anterior, es:

(D) =F(0) Ty +7Q) P () = 27y - Ft) = 0.

Por lo tanto, ¥(t)¥t) =0.

Geométricamente, esta propiedad indica que si una funcién vectorial derivable
tiene por imégenes vectores de mddulo constante, entonces, en cada punto de |z
curva, el vector derivado ¥{t) es perpendicular al vector .

EJERCICIOS

1) Derivar las siguientes funciones vectoriales:
fit— (@3- cos 2t; e ; t2-Int)
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1 .5
i (i 2i0)
9 tz+1 b

2
hit— (coszt —~gt;arctgt — _t)'

- " . 1+ .;E_ a2
2) Sean 1(t) = (513 212+531), §(b) = (sen 3t; cos ARy K

" __ Hallar¥. g, (-8) y (D

- < . i IR
3) Hallar (f £ §)' si {) = etT+21j-3k, §t) =Inti+e~'j+—k
4) Caleular T+¥ A ' si f:t— 5ti+12] — cos 3tk.

5) Siendo H(t) = :ﬂ—«sﬂ-r"}k, g = ti-3t2j+t2k, hallar (+8)" y (£ 9)"

VI. Versores principales

a) Versor tangente

v v - . 1 e . . . as
Dada una curva C, asociada a una funcidn veclorial f = (f 1.! 2,fa), con digvgd s
no simultdneamente nulas, definimos como vector tangente a la misma 6

= (X2, al vector () = f’l(to)'t+f;(%0)]+fé(to)k_
(Es x, = f,(t) A ¥, = Lt » 2, =1t
Si lo normalizamas, obtenemos un vector unitario, lamado versor tangente en
el punto.
i)

Lo designamos '“F(to) y es :r(*n) “"'g,(t N
0

b) Versor normal

Tyt j [ iquier valor t. Por una
El vector T(t) tiene longitud constante e igual a 1 para cualg
propiedad anterior {pag. 304), su vector derivado le es perpendicular en cada punto
de la curva.

.-—--—d(ﬂt)) 4 T

Q sea, gt
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d(t)

Si normalizamos al vector T obtenemos un vector unitario N(), que

d(fi)

tiene la direccitn y el sentido de T Y se Hlama versor normal o versor

1
plano

normal principal. ‘
p pa recl:tificante

dT
- ‘a—(to)
En P es N{t ) =
g

¢) Versor binormal

X

Si efectuamos el producto vectorial T(t) A N(1), obtenemos un vector perpen-

; ek VR Para hallar tas ecuaciones de cada unc de estos planes er: un punto de la curva,
dicutar al plano que ambos determinan.

consideramos que son perpendiculares, respectivamente, a la recta binormal, tan-
gente o normal y procedemos como lo hicimos para hallar la ecuacién de la recta
normal, conocida la ecuacion del plano tangente (pag. 132).

Por ejemplo, el plano normal a la curva C en P » €5 perpendicular a la recta
tangente en dicho punto, cuyos coeficientes directores son f;(to),f;(to),f;(to) si la cur-

va estd asociada a la funcion vectorial derivable = {f A

8i P es un punio cualguiera del plano normal, el vector P:PD esta inclui-
do en dicho plano y resulta: T+(P-P)=0.

O sea, f;(to)(xMxG)H;{to)(ymyo)+f'3(t0)(z—~zo} =0 es ia ecuacion del plano
normala CenP,

Este veclor es unitario pues [T(t) A N = 1.1. sen—g— = 1. Se lo llama ver-

sor binormal B(t) y es Bt} = Tit,) ~ N(t).

En cada punto de la curva, los versores definidos forman un conjunto de vec-
tores mutuamente ortogonales, lamado triedro de Frénet o triedro fundamentai o
intrinseco de la curva en el punto.

El sentido de T es el de los arcos crecientes, ¢ sea, de la trayectoria, ef de N
hacia la concavidad y el de B taf que la terna T N B sea dextrégira, si o es la ter-
na elegida en el plano coordenado,

En forma analoga, si encontramos previamente las componentes de cualquier
vector en la direccion de los versores N o B, podemos hallar la ecuacion del plano
rectificante o del plano osculador, respectivamente.

Aplicacion

Hallar los versores principales y dar las ecuacicnes de los planos normal, rec-

tificante y osculador para () = ti+12] + %taf( cont =1,

¥
Es x=tay=124 z=%t3 en el punto PG= (1;1;«%).
‘ T =1+2tj+22 k [T = VTFAC AT = /(1 +30)2 = 1+282.
_ . S 2 - ez
Los versores principales, con origen en P, determinan los siguientes planos: T = 14012 ' 14212 - 14282 .
1} plano osculador, determinado por TyN. Es perpendicular a B. 1 2 2
2) plano riormal, determinado por N y 8. Es perpendicular a T, o o Por fo tanto, T(1) = I _3_} Ry k.

3) plano rectificante, determinado por Ty B. Es perpendicular a N
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x-1+2(y—1)+2(z - %): 0

X+2y+2z = —%

Finalmente, ei plano rectificante es perpendicular a N(1). Su ecuacién es

. ) e ~
dif) _ -4t 2-at L. 4t g
dt (+2122  (1+282 (14272
AT e A2y, A 4T .2
(1 g gltgk at “)I 3
-5l it
N1m w b=4 o
o 2
3
1) = - 2o L1. 2y
Luego, N(1} = 35 3;+3k
T i k
, - . . 1 2 2
Finalmente, B(1) = T(1} A N(1) = 5 3 5
_2  _1 2
3 3 3
- 2, 2., 1,
B =27 27—
(=7i-gitzk

Como el plano osculador es perpendicular a B(1) en (1;1;%), su ecua-

ion es £ (x—1) — = fy~ .L( __m%):
caoness(x 1) 3(y 1)+3z 5 c

2x~1) ~ 2(y~1) + (2 = %) = )
2
2x—2y+z = =, .
X Y 3
El plano normal es perpendicular a (1), luego su ecuacion es

1 2 2 2
E(x—1)+€(y——1)+—§(z—-§)-—"p
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2 i 2 5y
“3()(““1)““-5‘{)[“1)'?'“5(2““3*)—0

2(x—1)+(y-—1)—2(z—%)=0
5
2x+y—27 = —,
X+y-2z = 2

Si la funcién vectorial ?msa asocia con el movimiento de una particuia sobre la
curva C, el vector derivado 1'{t) da la velocidad en cada instante t.

Como ya hemos indicado, los versores tangente y normal, con origen en &l punto
correspondiente de la curva, determinan el planc osculador. St se eligen tres valo-
res del parametro t: bt v se considera el plano determinado por los tres pun-
tos que les correspanden en la curva, se puede demostrar que la posicién del plano
tiende a la del plano osculador en P = fit ) sit, yt, tienden at,. Por eso, se dice
que el plano osculador en un punto es el plano gue “aproxima” la curva en la ve-
cindad del punto. Si a curva es plana (no una recta) entonces el plano osculador
coincide con el plario de la curva.

» Se puede probar también que el vector aceleracion (1), con origen en el punto
Ly P = Ht) esid incluido en el plano osculador.

_d(1w)
] dt
En efecto, sab NO=raE T
 efecto, sabemos que (Y =~ s
i) !
e ) d(f®) _ i d(Tm)] «
. o bien, o \ dt ] NG (1)
‘ Como F(t) = T() = F({T(t), es T'() mmc%m(m)):_gt_{ﬁ’(mﬂt}}
Luegﬁ, fr) =t dlf (t)l (T(t))

e T + )] —— =
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y también f'(t) =—Ci':§?~lﬁ(t) + ]F'(t);]i%i«?)m N@)  segin (1),

O sea, para adecuadas funciones escalares ayp, es
1) = aT()+BEHN).

Luego, ¥ '(t} es combinacion lineal de Tt y N, por lo cual es coplanar con ellos,
O sea, esta incluido en el plano osculador.

Por lo tanto, dada la funcion vectorial , si tiere derivadas primera y segunda,

los vectores f/(t) y #1(t) son coplanares y ademds estan incluidos en el plano oscu-
fador.

Puede utilizarse esta propiedad cuando se desea hailar la ecuacidn del plano
osculador. Luago, & partir de ella, pueden hallarse en forma simple las ecuaciones
de los ofros planos y rectas gue completan el triedro principal.

Para ello, procedemos de la siguiente manera: dada { tal que

f(ty = £ L MKy Py = (¥ z,) = fE )
puede hallarse en primer lugar fa ecuacion de la recta tangente:

X=Xy Y-y,

_ Z'""Zo
ity

ity fi(t)

si fas derivadas no se anulan en el punio.

La ecuacion det plano normal es la del plano perpendicutar a la recta tangen-
teenpP .

A continuacion hallamos la ecuacion del plano osculador. Para elio, recordamos
que f’(to) y f"(to) estan incluidos en el plano. Por o tanto, para un punio cualquiera
P = (xy:2), que pertenece al ptano, el producto mixio (P~F’O)-T'(t0) A ?”(ta) es
nulo, por tratarse de tres vectores copianares.

Luego, fa ecuacion det plano osculador en PO es:

X=Xy Y=y,  z-z,
filt,) AN fit) 1 =0
£ty Bty )
Ecuacién que suele indicarse:
X=Xy Y=Y, zezy
¥ Y 2y —0
.X‘O .y‘O -2.0
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Ahora pueds hallarse la ecuacion de la recta binormal, que es perpendicutar al
lano osculador. By
P Si la ecuacion del plano osculador es ax-+by+ez = d, la ecuacion de la recla
X=X, Y=Y, ZmZ

binarmal es P = 5 =

Si realizamos &l producto vectorial de dos vectores, unc de ellos [nctm%dodg?e?
recta binormal y otro en la recta tangenie, obtenemos un vector que tiene ta di

para a#0ab#0Ac#®0

R cion de la recta normal y, por lo tanio, podemos encontrar de inmediato la ecuacion

e la recta. B .
‘ Finalmente podemos hailar la ecuacién del plano rectificante, perpendicular a la

recta normal en P o

Ejemplo

Siendo f{t) = (P—5)i+ {4 —t+ 1)j+ (32~ 0k, dar las ecuaciones de los planos
y las rectas que forman el triedro principal en el punto correspondiente a t, = 2.

Po = f(to} = {3;15;10}
fi(t) = 312 A f(t) = 8t-1 A T5{t) = Bt—1

11(2) = 12 A £(2) = 15 A £(2) = 11,

x-3 _y~16 _ 2-10
Recta tangente: B ST T T

12(x—3)+ 15(y~15}-+11{z~10) = 0
12x+16y+11z = 371

Plano_normal:
{L a la recta tangente)

frt) =8t A5 =8 A () =6
1@ =120 1/(2) =8 A1/(2) =6

x~3  y-18  z-10
Plano osculador: 12 15 1 = ()
12 8 6

X +30y - 4272=33

y—18 z—10

Recta binormatl: 55 ="

{ L al planc osculador)

=3 =

Considerande en la recta tangente el vector incluido & = 12i+15j+11k yenia

recta binormal el vector b = 1+ 30]- 42k, resulta

311



t B
§ = S VI1+[P(x}2dx o bien s = g N ax2+dy?
a

a

(5] SN

It

fay. — -

i i Kk
aab= 112 15  11] = -960i+515]+345k
1 30 -42
Luego, recta normal: _xz3 o y1s =_Z710
T 060 515 345
o bien: —-X=3_ _ ¥=18 _ 2-10
-192 103 89

Plano rectificante:

~—192(x~3)+103(y——%5)+89(z-—10) =0
{L & la recta normal)

~ 192x+103y+69z = 1659

EJERCICIOS

1) Para f(t)_ =4costi+4sent]+ 3tk a) hallarlos versores principales b) ver-
sores principales para t = & ¢} planos principates para t = g,

2) Hallar T a) en cualquier punto b) parat =2, siendo x = {5—1 A y =322 A
A 2 = t-512,

3} Hallar Ty N para t = 0 siendo 7(t) = 3t cos t1 + 3t sen ti-+ 4tk

4) Haliar las ecuaciones de los tres planos y las tres rectas que forman el triedro
fundamental para t= 1 siendo f(t) = t7+ 2] + 3k,

5) idem para f(t) = (t3~12-5) i+ (31241 ) j+{2t3~16) k para 1= 2,
8) idem para i) = 21+ (1~t) j+t5k en (1:0:1),
7) Plano osculador y recta binormat para t= 1 siendo ¥t) = eti+e-tj+n/2 k

8) Pianos osculador, normal y rectificante para la curva dada por X = 3t—t3
Ay =3 nz=3+1% con t= 1.

9} Velocidad v aceleracion de una particula que se musve sobre la curva dada por
X=2gen8tay=2cos3t A2z =8t

Vil. Curvas rectificables

. En Caleulo 1: cap. 12, se definié la longitud de arco para una curva plana aso-
c:e.nda a una funcion .:esca!ar, de la siguiente manera: si f tiene derivada continua en
[aib], entonces el grafico de f entre los puntos {aif(a)) y {bif(b)) tiene longitud
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JA) Joppm——
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La idea geomeétrica en que se apoyd esta definicion fue la de inscribir poligonales
en el arco de curva considerado vy aplicar, repatidas veces, el teorema del valor me-
dio del cdlculo diferencial.

Para las curvas asociadas a funciones vectoriales, con recorrido en B3 (curvas

alabeadas), la idea es la misma y una curva en R2 (curva plana) puede considerarse

un caso particular de! anterior, que coincide con la definicién que acabamos de re-
cordar para funciones escalares. ‘
Definiremos, en primer lugar, arco de curva rectificable, luego veremos que las
curvas asociadas a funciones vectoriales con derivadas continuas son rectificables,
y finalmente calcularemos su longitud. )
Consideremos una trayectoria C asociada a la funcién vectorial f = (f ‘;fa;fs), de-
finida en {ab] y una subdivision P del intervalo paramétrico en n subintervalos:

Pelg= tit st = b].

A cada valor t, del parametro le corresponde un punto P, sabre la curva, cuyas
coordenadas son (f 1(ti);fa{ii)‘.fa(ti}).
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b}

R

)

ot

O sea, fit)=P

Los puntos P, son vértices de una poligonal inscripta en el arco de curva C. La
fongitud de la poligonal es una aproximacién a la longitud del arco de curva, si ésta
existe.

n
La longitud de la poligonal es L, = 2|?(ti)-f(tim!)f y este nlmero es me-

et

“nor o igual que el buscado.

Puede demostrarse que, a subdivisiones cada vez mas finas, las aproximaciones
son mejores, por lo cual parece logico admitir la siguiente definicion.

Definicion

Una curva es rectificable si y sélo si el conjunto de todas las longitudes de po-
ligonales inscriptas en ella estd acotado.

El supremo del conjunto es la longitud del arco de curva correspondiente al in-
tervalo paramétrico [a;b].

8i A={s/s= L ~ P subdivision de [ab]}, entonces longitud de C = i_
= gupremo de A.

En resumen:

1) si existe un nimero real k > 0 tal que, para toda subdivisién P del intervalo
parametrico [a;b] es L, =k, entonces la curva es rectificable.

2) sita curva es rectificable, su longitud es el supremo del conjunto cuyos ele-
mentos son todos fos nlmeros L, (Calcular la longitud del arco suele conccerse
como rectificar el arco.}

¢ Propiedad aditiva

Sea C una curva rectificable asociada a T: [a;b] — R3. Siendo a<c < b, C,
es la curva asociada a f en [acly G, la curva asociada a tenich}

Probaremos gue C y C sON rectlfrcabies y que {a longitud de C es la suma de
las longitudes de C,y C

Demastracion

Sean F’ y P, sendas subdivisiones de C, ¥ C,,. Su unidn es una subdivision para
C vy resulta Lp Hlp =lp= Lo Estose vermca para cuaiquler subdivision P, deC,

y para cualqu;er subdwisién P,deC,
También, L?1 slg~ LPg {1).
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Si dejamos fija la subdivision P, et ndmero L, — LP es cota del conjunto de

todas las longitudes de las pohgonales con vertices en Gy C resulta rectificable. Lo
[P mismo sucede con C,..
Ahora bien, por (1) LC“LP2 es una cota superior para el conjunto de longitudes

= - b de las poligonales inscriptas en C . Luego, siendo Lc, el supremo del conjunto, se
R A

- verifica:

L, =LoLp,

También LP =bs-L cp Gue se cumnple para cualquier poligonal con vértices

- ' y &1 C e indica que el numero L LC es cota superior para el conjunto de sus lon-

gﬂudes
> Luego, el supremo de este Gitimo conjunto, LC , €8 menor o igual que una cola

_. superior, y resulta ch = Lo Lc?

o Por lo tanto 1_{.4.1 + chﬂ Lo @

B Si elegimos una subdivision cualquiera P de [a;b], ¢ puede ser un pgn’(o de d!
SN cha subdivision. Sino lo es, se lo agrega, con lo cual la nueva subdivision P' es mas
. B o fina que P, siendo P’ = P UP, para P, subdivisién de [aic] y P, subdivisién de

) {cb]

Es Lp=ti, ——LP ~1~Lp gLC +L
e Luego, Lp=le +1lg, : esu
Szl cOta superior para ¢l conjunto de todas las longitudes L, de las poligonales inscrip-

. _ tas en C cuyo supremo es Lo
~ Por lo tanto, L= Lc1 + L(;2 {3).

BT Do )y @), resulta Lg=Lg + Lo,

e

relamon qgue |ndica queelnimero L, + L. esuna
C1 CZ

o e Probaremos ahora una condicion necesaria y suficiente para gue una curva sea
@ rectificable.

® & Definicion
L me Sea f una funcién escalar de [a;b] en R. Si existe un nmero positivo k, tal que
Mfily para toda subdivision P de [aib] (P =[a =1t L..;t = b, se verifica

E Ef(tx)—'f{tw)f =k
e

=3 - entonces f tiene variacion acotada en [a;b}.

e ‘, El supremo del conjunta de todas las sumas del tipo antetior es la variacion total
i W o e T en [ab].
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¢ Teorema

. Sea C la cufva asociada a la funcidn vectorial 7 en el Intervalo [a;b] siendo
fe=(f Jit). C es rectificable siy sdlo si las componentes de  tienen variacién aco-
tada en [a;b].

n n
Luego, It )| = D fle)t-t ).
e jul
Como 1’1 es continua {por serlo ), f! esté.a acotéda en [a:b]. Entonces existe un
" numero real y positivo k tal que [fi(c)] = k si ce€lab]
Demostracion

n n 5]
[ S fe)(t-t Y= kbt Y=k o {t-t )= k{b-a).
1) Sea C una curva reclificable asociada a f y L su longitud. Probaremos que Luego, 2 Jedit~t ) 2 Rt 2. s

las componentes de T tienen variacién acotada e isicn P
Para una subdivisién P cualquiera de [ab], es: Por lo tanto, para cualquier j“bd""’s'
2 -1 )i = kb-a)

a2

W)=, )i = fie)-Fe,_ )i

ya que el mddulo de un vecior no es superado por el valor absoluto de cualgquierg

) y 1 tiene variacion acotada en [a;b]. Lo mismo sucede con f, y .
i 1
de sus componentes.

Luego, la curva asociada a | = (f if,if ) es rectificable.
Demostraremos ahora que la longitud de la curva C, asociada a f {con ¥ conti-
b

Luego, ; !ﬁ(t;)“f;(tiwqﬂ = 2 ﬁ(t})_ﬂti_i), = Lc- ® ua en [ab] y Wt frity#0) eS»L{: ﬂg (v at.

=1

O sea ! , tiene variacién acotada en [a;b].

Definimos la funcion s, longitud de arco, para la curva C, de la siguiente manera:
Lo mismo sucede para fyf.

s{t) = L[a;t], es decir, st es ia longitud de curva entre los puntos correspondientes a

f(a) y 0.

2) Silas componentes de { tienen variacién acotada, probarernas que C es rec- Resulta s(a) = 0  s(b) = L,

tificable.
Sea V, la variacién total de f.V,lade f,y Vv, lade f
Por propiedad del médulo de un vector, es:

Demostraremos que s es derivable y su derivadaent  cena <t < bes
s'Q) = VIEQIRHTR)PHRR)E st f= ().

) =Dl = I )=, ¢, DI+ IO -6, 1+~ )] B Domostracion
ivisio i . - . j d aditiva.

Efectuando la suma para una subdivision P cualquiera, es s(to +h)— S{Qn) - L[a;t0+h]~L{a.to] = L[to,t0+h} por la prf?pleda a i;_ .

i =Tt M=V +V +v \ Sea P una subdivisién del intervalo [t it +h] con n subintervalos. La long

P M=)l =V vy, ' de la poligonal correspondiente es

TR g Il r .
Y, por definicion, la curva es rectificable. L, = 2 ffit) 1, siendo
i1
Probaremos ahora que si una funcién vectorial tiene derivada continua, enton-

CBS 5us componentes tienen variacion acotada v la curva asociada €8, por lo tanto,
rectificable.

§ — 2
fitt) et = VI =10 L )R, )]
Por el teorema del valor medio del calculo diferencial, es
ft)—fa_ ) = VIl I F+HE ) (-t )
con aie(ti-z;ti)‘ 'Gae(ti—ﬁti)’ yie(ti—f;ti}' 5
Como fi,f,, f; son continuas, en el intervalo cerrado {tyitg+h] alcanza ca a!
una un maximo absoluto, Sea f;(c t) & méaximo absoluto de f, en [tc;to%hl, fa(cz) e

} de f) y fi(c,) el de f, donde los tres punlos ¢,, €, ¥ G, pertenecen al ihtewalo
[tyt,+hl

¢ Teorema

Sifes una funcién de [a;b] en R3 y su derivada F es continua, entonces las com-
ponentes de f tienen variacion acotada en fab].

Probaremos, si = (f 1;1‘2;3‘3) que las tres funciones escalares tienen variacion
acotada.

Paraf ,» Por ejempio, es { A4 ) = f;(ci)(ti““ti“ 4} por aplicacién del teorema 4
del valor medio del calculo diferencial, con ¢, perteneciente al intervalo {t, it}
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Por lo tanto, segin el teorema fundamental dei calculo v la regla de Barrow, re-
b ]
s'{t)ydt, o bien, Lc = S ﬁ'(t}ldt.

a

Por lo tanto, Vi fia) = fife ) » 18) = f,(0) n ,y) = fe,) __
sulta LC = si(b}—s{a} =g

Luego, 2, fitty~Tit,_)i = 2 VIFle JE+Tc ) P e )l —1, ) = )

=1 ds . . .
Como s'(f) = 5 podemos usar diferenciales en una variable.

Siendo x = f1(t) ~y=T) A z=10), es
dx = i) dt A dy = f){t) Ot A dz = (1) At
Luego, ds= V(Ex)2+ {dy)2+{dz)2, que es el mddulo del

vector ds = dx i+dy j+dz k Nlamado vector diterencial de arco.
R Por otra parle. como las derivadas no son simultaneamente nulas, es Vie[ab}:
T s = [P{1)] > 0. Luego, s es estrictamente creciente en {ably, por lo tanto, al

tesultar biyectiva, admite funcion inversa s, definida en [s(a);s(b)] = [0/l ]

Entonces, es f(t) = fs~'(s(t))] = (Fo s~ )s(®] = &[s(t}].
. La expresién Tt} = gfs(f)] indica que la funcion § tiene como pardametro a la
¥ Jongitud de arco. La longitud de arco como pardmetro se utiliza habitualimente en
gl geometria diferencial pues simplifica jos célculos, en particular los relativos a las
" formutas de Frénet para el triedro fundamental.

= VI PGP ER)T 2, 6,_,) = VIR, P F+Tc, ) h.
i=1

Entonces, 22, [it)-itt,_ )| = VIT(c JEHTc )+ o ) FE b
t=1

' En' la e);presic’m anterior, el primer miembro es la longitud de una poligonal cual- i
quiera mscripta en el arco correspondiente al intervalo {t0;10+h] ¥, por lo tanto, el
segundo miembro es una cota superior para el conjunto de dichas longitudes. &

Como 1a longitud del arco es el supremo de este conjunto, resulta

Lityit,+h] = VIFi{c S+ (e S+ (c ) h.

§G

O sea, s(t,+h)-slt,) = VIFlc JEHGC P Eh (1),
Por otra parte, st comparamos'ta longitud del arco entre f(t,) y Tt +h) con la lon- (g
gitud de la cuerda correspondiente, es

]?(t0+h)—f(t0}i = sty +h)-s(t ).

_ Observacion

: En aplicaciones matematicas, si bien es necesario a veces el célculo de la ton--
Siendo iz +h)—7 - ~ 5 — iy  gitud de un arco, no es imprescindible recurriy & jas definiciones y teoremas dados
o g th) Tt = VIF,E,+h) P+ + =1, () P+ [F,(t+h) 1 1 )] @olle® on osta seccion.
si aplicarnos el tecrema del valor medio a cada componente, obtenemos: Creo que es aconsejable definkr directamente l1a longitud de un arco de curva
it +h)~Ht ) = P (e P T By 5 por la formula y justificar esta definicién mediante aproximaciones poligonales.
0 ol fi(e) PHIE,)] [Gtr,)F b, con . En efecto, dada la funcion vectorial f= {f ;f,;f.) con derivada continua y no nula
a€ltyt +h), B eltyit +h), v et it +h). en [a;b], podemos considerar ia poligonal asociada a una subdivisién P del intervalo
paramétrico.

Por lo tanto, \/[f;(ah)}2+[a‘;(ﬁh)}%{f;(yh)}?hss{to+h).-8(tn) (2.
De (1) y (2), si h>0 fiv)

s(to-:»h)—s(to)
h

VI (o ST (B T+ ()T =< = Vif, (e R+ (e, )2+ [fc )2

{Una expresion similar, cambiando ef sentido de las desigualdades, se obtiene

si h<9) , =P
Buscando Hmite para h— 0, como f1, & v f, son continuas, i.‘ oA ¥
- . a=l =
. . ok , 2 - o
es m [fi(e,)? = lim [f(c )P = [t ‘
. ) Ny *
y andlogamente para Lyt ‘ gl su dongitud es:

Luego, s'(t,) = V] {f;(tu)]2+[f;(t0)]2+[fé(ta)}2 y la funcidn s tiene derivada en ca-

43 1]
_ L= 2 lfty-i. ) = 2 VIO JPI~T.0 SR+~ .
da punto del intervalo paramétrico [a;b] donde esta definida. ) Z | ') ( " 1)i Zl tH I - 1)} : 2( ’) 2( H)} : 3( ! 3( M)]
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Aplicando el teorema del valor medio del calculo diferencial, queda: > Ejemplo 2

n

L= 2 TPt BB -, It JF,

E

a) Caicular la longitud de arco para ia curva asociada a T: t— 4 cos t1+4 sen t]

si0=t=

(ST

O sea L= 2 Vit (e PH GBI )P €1 ) () = ~4 senti+4 cos tj= [I'()}= \/16 sen’t+ 16 cos?t = 4,

Como las derivadas son continuas resufta I0gico admitir que existe limita* para ©
una sucesion de estas sumas cuando las normas de las subdivisiones tienden a cero §
y aceptar, como definicién, que la longitud del arco considerado es

Por lo tanig, LC = 524 dt == 247,
0

b) idem para la curva asociada a §: t— V16— i+tj si 0=t=4

3]
L =S VAP TP IOF o

.3 _ 12
= - T+ f= g = +1
ekl lg* (i P
b e ———
También puede anolarse Ly = VX2HYR 22 dt, a 4 4
) = ¥ o tdi= 4 - 1
¢ 612 Trd= z dt= 2 dt =
siendo % = fi{1), y = £3(t), 2 = 1;(t). ~Jo 16t : o V16-t oy /4
16
. t 4
Ejemplo 1 = (4 arc sen Z)l = 4 ar¢ sen 1 = 2.
0
. % . 2 . [ . ’
Siendo f1—ti+ = i+ 5 Kk calcular 1a longitud del arco de curva aso- @88

Obsérvese que la longitud es ia misma en ambos casos pues Ty § son funciones

ciada st 0=1=6. I vectoriales equivalentes en [O;—g] y [0:4] respectivamente.

b..
Le mS (o dt

a SEISE NN

P =it bk = ) =\ 2e
2 4
L L={ A reer g 6(1 B )dt prto
= FRCHT . = {t+—}
oV () ()

_ EJERCICIOS

= 1} tongitud de la curva asociada a [»gmwg«]w R? tal que

1) = In (sen Hi+(+1)].

0 ; i H 3 %
2} ldem para f:[Gm] — R/t = costi+ cos?t]

. L . ) . . p 3) Siendo f(t) = ti+t2]+(4 -t2)k calcular la longitud de la curva asociada en [0;2).
* |a demostracidn de que este limite existe no es tan simple pues ia integrai de Riemann se relaciona con 22 ;

b

n gl
el timite de una sucesién de sumas para S f{t) ot = lim Ef(c’imi“ti 1} con f continua y ©; como e

¥ 4) Siendo T [0;1]— R3/i(t) = (tcost; t sent; t) hallar la longitud de la curva aso-
a Bl -0 72

ciada, :

5

un unico punto considerado en el intervalo {t; ] En las sumas bi}%enidas con las poligonalas aparecen, .. 3 o a3
en general, res puntos diferentes a, 8; y v, del intervalo [t,_4i 1]y es necesario transformartas en sumas de @il 5) Para f:[0.27] — R/t = (fif,) con () = cos t(1+ cos t}, f,(t) = sent{1+ cos )

Riernann antes de pasar al limite, hallar la longitud de la curva asociada.
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RESPUESTAS A EJERCICIOS 4) ejemplo: u— (uz;_‘i_) Al mu=T

13

: _ 4

CAPITULO 9 gt (—-——;\/t_) 4=t= 16,
vt "

Seccion |

5) a} equivalentes

1) ;=R - {2,-3} f(~5) = —

2 D,=R-{12-2} #0)= (o;o;m:a;% -})

f(l)z(__l_g_-;i-m_l@_-w_‘im)
2 12 8 5 B/

3) 0<8 s-% 4 a) (755 by (120 o - —g—?.

b) equivalentes

Seccion #

1) G -g)) = 52sent — tcost (A G)Y) = —13 cos ti—t3 sen t]~(5t2 cos t+1 sen BB
Bt = 251412415,

2t A git— 5k

3) a) (hi)) = (25+13)i—(B13+41)j+(141247)k
b) (hE @)1} = B5+ 24+ 18134124 71,

¢} opuestamente equivalentes

Seccion M

1) a) discont. esencial para t=2  b) continua en {0;5) o ,
c) discont. esencial para t = 0. . ¥

Seccién IV ali-0g

B
£ ~
T
! i
i 1
=
e
i
x{x
P14
[Rv Y

[}
1) h{t) = arc sen w%« i
[
. 34 X
2) ejemplo: F:u-> (senu;4 — cos2u) A 0= u ﬁ—g
Git— (131843 A b=t 1, Seccion V
; % -1 1) By = (3t2+2 sen 2t;3 e3;2t - l) g'(t) = (___ -2t L
3) eiemplo: fiu-— (\/'J W) ndsus=s9 t g feotzet | g2
i 1 ﬁft=(u ot — see? - ] z)
g:E“}(ta; 3+t2)”ﬁ$t5\/§m‘ W=7 senat=sectti -+ )
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potreen | e i . X4 1 - y_13 - z i
2) P(t) = (15124t3)  §'(t) = (3 cos 3t; ~sent — :2 : 259:‘: ) recta binorm.; ——— B e 5 ol 050.: 6x+2y—3z = 20
cos
fror = e : 1 ~13
{f - §)'(1) = 152 sen 3t+4t cos t+4 +3igt+ recta normal: X:; :"Y“fb‘_ = % ol. rectif.: Sx—By+2z = 81,
+ 1543 cos 3t-22 sen t—-H sen t—2 - 5 - _Bisent
e cos3 t
ft x=1 -
{f - B(t) = 15015+ 1613+ 58t §6) recta tg.: —— = __j’? - ;31 ol normal 2x-y+3z - 5
A - Lo e - - -
3) (f/\g) h=-3e z;+—~——~—~!2 j—(2Int+2)k. recta binorm.: Xo1. . Y _ z-1 bl o%0: 43y 2

3 -1

4) (F =¥ A /)Y = cos St(4512—10)-30t sen 3t.

recta normal: x-; =t ZM; pl. rectif.. 8x—11y—9z = -1,

5) {f-a)y(h = 3012+1 (f A G'() = (3-9t2)i—4t%]+ (61— 1213}k,

Seccién Vi
;
. . .. . - Y- -
1) a) T = - Zsenti+ 2 costj+ 2k Nt = - costi—sent] recta binorm.: XZ8 . € _ z-V2
5 5 8 —g? —e/B

: 3 . 3 1, 4 .
B(t) = g senti—costj+—k =¥ 8) pl. osc.: y-z=~1  pl normal y+z=7  pl rectif: x = 2,

b) F(m) = m%}+m§~k R(m) =7 Blm) =

¢} pl. osc. 3y+4z = 127 pl. normal 4y—3z = 97 pl. rect. X = —4,

w33
o

i+ 'g“ k. SV 0) ) = 6cos i 6sen At j+8K &) = —18 sen 3118 cos atj.

P

= ‘ Seccién Vi

3 32 1+6t j+(1-101) k - 12 12 19 e '
2) a) Ti) = by T(2) = i 4 = k , D 1 V2
)T Va6 20T 649 649 649 e 1) —IN(2-V/3) 2) V5 + 5 In(2+\/3) 3) /33 + 2 (/2 +/3)
= I - :f"ﬂ"__:_ \/§ 1“"*‘\/’5 i 5
3y T(0) = %? + ~g—k Ny = ]. 4) — '“*\/_2‘"”" 5) 8 (L w D G f (t)[dt),
- —1 -
4) recta tg. x11_ g y2 = 235 pl. normal: x+2y+3z =6
recta norma: X1 = Y"1 L 271 it tixesy-9z = 10
=11 -8 9
recta binorm.: ol oyt 2l pl. osc. 3x—3y+z = 1. B
3 -3 1 ‘
-13 el
5) recta tg.: X1 . Y =Z Pl normal: 2x+3y-+62 = 37 N M
2 3 6 -
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10. INTEGRAL CURVILINEA

e ¢

La idea de integral simple se extendid de R a R? y R® mediante la definicion (IR
de integral doble y triple. También puede generalizarse de otra forma si se reem- .
plaza el intervalo de integracién, incluido en la recta real, por curvas planas o alg- ©

beadas. Gl
Se obtiene asi la integrai curvilinea o de linea, que aparece naturalments en
problemas fisicos, en especial, cuando se quiere dar el concepto de trabajo. R

i. Integra! sobre una curva plana

Antes de definir integral sobre una curva, recordaremos qué es una curva y las SR
clagificaremos segUn las propiedades de las funciones vecloriales que las deter- &
minan. >

Curva es el recorride de una funcidn vectorial continuza definida en un intervalo §a
cerrado. 5i el recorrido esta incluido en R2, la curva es plana. 5i estd incluido en M2,
fa curva es alabeada. L

En esta seccidn nos referiremos exclusivamente a curvas planas, o

Una curva es regular si y s0lo si esté asociada a una funcion vectotial con deri- _'
vada continua y no nula en el intervalo. :

Una curva es regular por partes si y s0lo si es regular en el intervalo paramé- o _
trico, con excepcion de un nimero finito de puntos. Estos puntos determinan sobre 7
la curva un namero finito de arcos y en cada uno de elios [a tangente gira con con-@
tinuidad, salvo en los extremos. e

Aclaramos aqui que los nombres elegidos no son comunes a todos los autores, SRR
Es bastante usual Ramar lisa o suave a la curva que hemos lamado regular.

Praremos la definicion de integral de linea para una curva regular y serd aplica- _
ble de inmediato a una eurva regular por partes mediante la propiedad de aditividad, @

La integral curvilinea también puede definirse para curvas rectificables sun cuan- gy
do no sean reguiares, perc para ello es necesario utilizar recursos mas finos que fa i
integral de Riemann, BRI R

Consideremos una funcion vectorial T {a;b] ~ R/ = {f of,} con derivada con-
tinuay no nula en el intervalo, siendo C la curva regular asociada. Elegimos un cam- i
po escalar continuc F: A— B {con A C R?) tal que la curva C estd incluida en su .
dominio.

Clueremos definir integral curvilinea de F sobre €.

326

Siguiendo una vez mas el procedimiento efectuado repetidas veces para defi-
nir una integral como limite, elegimos una subdivisidn cualquiera del intervalo para-

métrico [ab], P =[a={;t .0t = bl. ‘
Esta subdivision determina en la curva C n + 1 puntos correspondientes a

a7t ), Ft) f,) = D). o
En cada subintervalo {t;m it consideramos un punto cualquiera o, y efectuamos

el produclo
F(E )it o)) IF ) =1 ¢ 0] = F(E ()i {a)) (2%, ).

la suma de todos los productos det tipo indicado, para la subdivision P es
n
DF( )it fe)) %X, )
i=1

Si existe un numero real A tal que Ve > 038(¢) > 0/YP! (ilPH < § =

1]

E F{t 1(ai);f2(a‘))(xi—-xih1)-’A ‘ < e), donde P es una subdivisién de [ab)], enton-

il

o §

ces definimos

S Fixy) dx = A.
c

Fiecordando la definicion de integral como limite, es

2 .
A= lim Z F{f ()i ) x,—%,_,) ya que f y T, son continuas.
[Pl 0 Gy
Teorema

Si C es la curva regular asociada a f (iif) en fabjyFiA— R(con AC Ry
C C A) es continua, entonces existe
b

S Fixy) dx = S F(f1(€);f2(t))f;(2) dt.
4] a

Demostracion
Consideramos una suma aproximante de la integral curvilinea:
n
Sp = 2 F(f1(a%);f2(ai))(x.§~x‘m1).
[

Como . es derivable, podemos aplicarle el teorema del valor medio en el inter-
valo [t il resuitando:

x—x_ =01 ) = o)t -t_) con celt_t).

327



Luego, S, = D F(f ()il () (c)t~t ).

i=1

Queremos traqsformar esta expresion en una suma de Riemann para la inte-
grai del segundo miembre de Ia tesis (ver nota en pag. 320), es decir, en una suma

del tipo A, = ;F(g(ai);fz(ai))f;(ai)(tiwti_1) con eelt, tl

Para ello, anotamos S? = A+ (SP - A

0 sea, S, = DF(f, @) ) (@)t -t_)+ > F(f1(a%);fz(ai)){f;(ci)—f;‘(ai)}(timti%)

=] i=1

Si buscamos I;E ‘}Sp observamos que A, tiende a la integral buscada mien-

tras (SP—AP) tiende a cero.
Demostraremos esto Gitimo.

En primer lugar, como F es continua en ¢ entonices esta i
\ acotada
que Y F(f S 0)] = k. Y exse kil

kn segundo iugar, f; es continua en intervalo cerrado y, por lo tanlo, uniforme-
mente continua. Luego, Ve>0 38>0 tal que

et <

si ||Pll<8 ya que ¢y « pertenecen al mismo subintervaic de P.
Luego, Ve>0 H45>0 tal que

1So— Al =] g F(fi(ai):fz(ai))[f;(ci)*f;(cri)E(iﬁtim,)ﬁ <

n _M“'_E__“m N N € i
< Zk s (-t )= — ;(ti~ti_1)w (b‘ia) (b-a) = € si [P]] < 5.

Es decir, lim
fP—a

(Sp—Ap) = 0.
Por o tanto,

fm S =i : y -
m_ S, ;igiliwﬂg F(t (it ) fr(er)t -1 _) + 0.

b
O sea, ig‘;ﬁ?;m oS" e SaF(fI{t;;fQ(t))f;{E) dt y el teorema queda probado,

El teorema anterior permite caloular Ia integral de linea como una integral simple.

328

Ejernplo
Calculemos | = g (x2y--3x) dx siendo C el arco de pardbola de ecuacion
lc
y = x2+2 entre los puntos (1:3) vy (4;18).

¥

T

B et e T

PR SR

Podemos considerar la siguiente parametrizacion de la curva C:
X=tay=12+2 A 1 8t54

O sea, es f(t=tnf () =t242 1) = 1.

: 4 4
Luego, | mS [t2{t2+-2)-3t] dt mg (t4+212 -3ty dt =
1 1
_ ( - 3t2) t_ 2am
5 3 2/, 10

Podriamos haber elegido directamente a x como parédmetro.
Osgea Cymx24+2ai=sx=4

También podriamos haber considerado otra parametrizacidn cualquiera de la
curva C. Es decir, dar otra funcién vectoriai § equivalente a la primera f donde
fty = (1;12+2) en {1;4]

Si elegimos x=2Viay=4+2 A —-} =t=4, la nueva funcién vectorial g
tal que §(t) = (2v/4t+2) en [—};4-] as equivalente a 1.
Si catculamos nugvamente la integral propuesta, es

4 4 3
1=\ latateo)-6vi|——dt =\ (1612 + 81— 6)dt =
S [ (41+2) ]\A_ S (1612 + )

2
4
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5
= (._52_.{2 +,.E_{:25— - 6t) ‘ - 2241
3 K 10

4

Como era de es
perar, el re; .
para la curva. sultado no depende de la parametrizacion efegida

En efecto i6
+ 1a demostracién dada para probar, utiizando el teorema del valor

b
medio, que S Fix;y) dx = ; ’ 1
. ) F(f LD dt, donde T= (f;f,) es la funcion vec-

l’OFi&f aSOCEada a C en . uede e e“l p ra una HJI 1CEO q aienie
a.b p p i S€ pa i
. h H 10N vect )]-a eqgui t
g - (91,92), aSOCFada a Ea curva C en e' ifiTEI Vaio pa'al”ét jCG {C'(” i ‘ v ;

g
Luego, LF{x;y) dx mS Flg,(thig,0)g! () dt.

<

O d i ! & 5} m Fitin = y = g Iy
se , St S UM Cg pO escalal‘ co ti uo, f {f1;f2) g (Q : ) son fu C]O
172 )

F‘! v f e nt S as0cCk :
o ’ adas a 'a curva legufal C en a;b% ¥ EC;CH GSIJGC-

' b
F ; E] . 7] ¢
jc {xiy) dx SaF(f1(t)'f2(t))f?(t) dt mS F(Q1(T);ga(t})g;(t) dt.

S; - . ]
F1Y g son opuestamente equivalentes en [ab] v [eid} respectivamente, en-

) b d
fonces SaF (@) dt = - S F(g, (09,0, ot

En forma totalmente analoga se define
S Flxyy) d N
Xy) dy = lim .
c 1P~ o,;E, F(F ()it fe)ly,~y, )

SiF es conti = i
nlinuay = (f 1,f2) es derivable con continuidad en {a;b]. se demuestra

B b
que SCF{X'” dy = Sf(fi(n;fa.(t))f;(t) d.
Ejemplo

Caleulemos | = S F(x; i
y)d Wy} = x-
. {(x;y) dy siendo F(xy} = X-y2 y C la parte de recta
y = 5x+2 comprendida entre los puntos (0;2) y (3;17).

Tomando x como parametro, y=56x+2 n 0=x=3

k)
e b (X—-y2) dy = - ’ ”
SC y2) dy So[x 5x+2)2] 5 dx = —550(25x2+19x+4) dx =

330

res, para el caso de curvas

gutar asoci
tonces Hamamos integral cutviline

0

' 25 .. 19 , )3 ]
Y = = ~1612,5.
5(3x+ 2x+4x 6125

En general, las integrales curvilineas na se calculan aisladamenie sino de a pa-
planas que estamos considerando.

8i P y Q son campos escalares continuos de dos variables y C es la curva re-
ada a la funcitn vectorial = (f;f) en el intervalo paramétrico [asb], en-
a completa a la siguiente: \

b
S [P(xy) dx+Qcy) dy] = g [P(1 i ()1, 0) dt + QlF QW) o]
(o]

4

En notacion vectorlal, podemos considerar un campo.vectorial F tal que

Foxy) = Py i+Qioy)i. Ademés, ds = dxi+dy ] es el vector diferencial de arco

para curvas planas {pag. 319).
Luego, la integral curvilinea completa tiene como integrando al producto esca-

tar de los dos vectores menclonados:
S [Pay) dx + Qixy) dy] = g F - ds
c C
Ejermplo 1

Sea F{xy) = (e—y)i+(y2x)] A H(t) = ti+(t2+1)j A 0=t = 1. Caloular la inte-
gral curvilinea compieta sobre la curve asociada a f.

| ~——S [P{x;y} dx + Q(x;y) dy] con
c

Piy) = X2y A QixY) = y2+x A X =11 y= 2+t A 08t 1

1 k]
| = g [t2—(t2+1)] dt + S [(1+12)2 +1]2t dit

4] ki
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+

1 3
i .—_S (_dt)+5 {(1+212-+ 1942t it = g {25+ 412+ 22421 1) gt = 2
0 0 a ‘

Efemplo 2

Caleutar | = S {i
c

(x?y—3x) dx+{xy~2) dy] siendo C el arco de sinusoide entre

los puntos (0;0) y (1)
a7

m{q-_._........
i

La curva C puede considerarse asociada a x =t y

]
b= J L(t2 sen =30 +(t sen t—2) cos t] di
&

2
J o S (Zsent-3t+tsentcost-2 cos 1) dt
&

=12t sent—(t2— L8t sen 2t t z
[ (t2-2) cos t - ”’"_“8_"‘“*4“00821—23entJ 7 _
q
o I 372
8 g 4
Prapiedades

Si se pi inici6 -
tegral sisr?z pr?fness?lggig ggf";’:-"‘on dada para integral de linea y en su reduccion ain-
simples. perar que posea propiedades analogas a las de integrales

F:uesdle demostrarse, entonces, apelando a la definicién:
) Sikesuna constante, entonces

kP(x:y) dx = . _
L Gy) dx kLP(X,y) dx A Llfa(x.y) dy*kaO(x:y) dy.

332

2) Propiedad lineal: si k| y k, son constantes, entonces

5 (k F+k,G)eds = ksg
C

F .a;ﬂzj 6@
c o}

3) Propiedad aditiva respecto de la trayectoria: si C= c , Y CQ, entonces

jmgzj E-&@jﬁ-&,.
c ¢, c,

P

=senta0=st=s L.
2

Esta propiedad se generaliza para n curvas.

Utilizando Iz Gltima propledad se puede calcuiar inlegral de linea sobre una cur-
va simple cerrada considerandola como unién de arcos. Puede tomarse como punto
inicial un punto cualquiera de la misma, y el valor de la integrat resulta independiente
del punto de partida. También se la puede calcular como una sola integral para los
valores inicial y final del parametro, que corresponden al mismo punto de la curva.

Si C es una curva simple cerrada, podemos indicar ¢ para la integrai de linea,

‘ C
donde la flecha indica el sentido en que se recorre la traysctoria. El sentido sefialado

es el positivo 0 antihoraria. Suele elegirse indicando que la curva es recorrida én el
sentido que dela a la izquierda de la misma a la superficie que encierra.

y ¥

™ ™ 7

sentido negativo u horario

sentido positivo ¢ antihoraric
La definicion dada no es rigurosa. Puede definirse como sentido positive para
una curva regular aguel en que & sentido del angulo del versor tangente hacia el

versor normal coincide con el del eje x hacia el eje y. Es negativo en caso contrario.
Puede demostrarse, recurriendo a la definicidn que

gﬁa.a“gzmgﬁ‘ﬁ-d“s
c C

Ejemplo 1

Calcular | = ¢ {xy dx--3y2dy)} siendo C la circunferencia de radio 2 y centro
c

en el origen.
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Las ecuaciones paramétricas de esta circunferencia son:

" Efernplo 3
X=2008tany=2sentAn0=xt=s2y

2 : X2y2 ) . .
== dx + x3d siendo C la frontera del recinto
= g {4 sent cos t(—2 sen t) dt—3(2 sen )2 2 cos t dt} Caleular | ¢C ( ) y

0 D={xyyd=x=1axt=sy=x}
2w sen?t 2
b= -321 sen?costdt= ~82(~—-_—-—-—) = 0.
] 3 Y
1 mmmmmm
Ejemplo 2 c, A
’ ]
4
Calcutar 1= gS (y2 dx + xy dy} siendo C la frontera de! tridngulo con vértices G §
0 1 X
(0;:0), (1,0 y (1;1).
y C=C,uUC,
______ Dxx=1 !
1C 0 S (xayz dx+x3dy)=g(x6 +2x4)dx= 33
3 Ca 1 y = 2 c1 2 o 2 il
C, 1 X i = 0
zx=0 292
K * G {1>x S ( dx+x3dy)mg(—+x3)dx=—~_7—
| 2 20
N y =X 02 1
C=C,u c,uc, B
1 Luego, 1= 38 _ T __17
0=x=1 Gy 5o, 70 20 140
C, :{ ,[ {y?dx + xy dy) = 0 3
y =0 G, o8 Ejemplo 4
(parametro x) iR
: ! ; e Calcuiar el trabajo realizado at mover una particuta, en un plano, a lo largo del
O=y=1 1 ; EENY  arco de cicloide dado por: X = 3{i- sent) A y=3(1~cost) n O=t=2m siel
02;{ .g (v dx + xy dy) =S ydy = 5 2  campo de fuerzas que actia estd -dado por Fixy) = {6-y)i—(3-y)].
X =1 C, o

(parémetro y) Trabajo =j‘ F -ds 25 [(B-y)dx ~(3~y) dy] =
AB AB

Come C3 tiene punto inicial para x = 1 y final para x = 9, ! varlacién del pard- i

il 2w
metroxesde 1al L = S [(6--3+3 cos 1}3(1~ cos t) dt ~(3~3+3 cos )3 sentdt] =
'l il
tz=x=0 s , 02"
Cg:{' S (Yde+Xydy)=SQ>{2dx=—~§ =95 [(1 _0052{)mseﬂtcost]dt=
y=x Cy 1 .
27 , on -
Resulta i=i 2 = _1., = Qg (sen?t — sentcost) dt = (_%EW - QSin 2t Se; t)J - Oor
2 3 6 . 0
334
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EJERCICIOS

1) Calcular ¢ (x2y dx ~ xy dy) siendo C la curva determinada por y = x; x = 3,
c

y = 0.

2) Calcular (__)f_"ii__ tx ~ Y dy) a lo largo de la circunferencia de
x2+y2 x2+y2

£n notacién sintética:

¢ (P dx + Q dy) :J] (Q;“P;) dx dy

C D

¥ ¥

i e A= = -

—

ecuacion  x2+y2 = 4

é) Calcutar j [{2x+y) dx + {x~y) dy} siendo C ia curva asociada al/i) = -7 +
G

+HiA0=t=2

4) Calcular 5 Feds siendo E(x;y) my7+x§para la parébola y = x2 entre 0.0y
c
(2:4).
5) Calcular (x2+y2) dy siendo C la frontera del recinto

C
A {(x;y)/(Osxg1 A;Osysx)v(i =2Xs2 A (}sys%)} recortida en
sentido negativo.

Il. Teorema de Green

Las integrales de i%ea y las integrales dobles pueden relacionarse mediante un
importante teorema. E! feorema lleva el nombre de su autor, el matematico inglés
George Green (1793-1841) que lo publico en 1828, en su tratado sobre tecria ma-
tematica para electricidad y magnetismo.

En este tecrema debemos considerar funciones ¢

on derlvadas parciales conti-
Nuas en un recinto y en su frontera. Como las derivadas parcliales se definen en

punios interiores, elegimos un recinto mas amplio, donde las derivadas parciales
son continuas, que incluya al recinto dado y a su frontera, .

Teorema de Green

Sea D un recinto plano “doblemnente simple” y C su frontera, Sean P y Q cam-

Pos escalares con derivadas parciales continuas en un recinto ablerto que incluye a
Dy a su frontera. Entonces,

(ﬁ [Pxiy) dx + Qixy) dy] = ﬂ [Qi0xy) - Prixiy)] dx dy.
c D
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[3] Tp—
Th——————
o R

D={xyyasx=bafl)=y={}={xycsy=dagly)=x=g,y

La demmostracion consiste en calcular separadamente las dos integrales do.bles
en que puede subdividirse el segunde miembro de Ia tesis y transformarias en inte-
grales simples, reducibles, a su vez, a integrales de linea.

Calculamos primero L =jJDQ;(x;y) dxdy, fijando la variable vy, es dedir,

considerando al recinio de tipo 2:

o x=galy}
L, = S dyg Q:(xy) dx
c: x=g4{y) '

Como Q! es continua y, por lo tanto, integrable, una de sus primitivas respecto
. X
de x es Q.
d
Luego, |, mg Qixiy)

G

X=galy} d
= dy =S [Qlg,y)iy) ~ Qlg,(y)sy)ldy =

1=g4{y) &

d &
=S Qlg,(yhy) dy +S Qlg,y):y) dy.
[+

]

Pero esta suma de integrales simples es la integral sobre la curva cerrada c,
calculada con pardmetro y en el sentido positivo.

Entonces resulta J.J. Q;{x;y} dxdy = (ﬁ Qix;y) dy (1.
o ) c
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Cal = (% ij
alculdmos ahora I —J}oPy(x.y) dx dy, fijando primero la variabie X, &5 de-

cir, considerando al recinto del tipo 1.

b y=1n(x)
I, = dxj P;{x;y) dx.

a yriylx)

Una primitiva de P; respecto de y es P.

Ldego,
o ) y=lgix) b
B Rl 5 PGt ) - Pl )] 0=

[

a b a
_S P{x;,(x)) dx MS Plx:f () dx = - H P(x;t,(x)) dx +SbP(x;f$(x)) dx}

b b a
Esta dlitima suma de dos i i
0s integrales simples es la integr fi
} a al de Ifinea par:
C. en el sentido positivo, calculada con paradmetro x. pere la cunva

Por lo tanto, | L (ﬁ Plx;y) dx, es decir,

c
J.J. P;(x;y) dx dy = — @) Plxy) dx {2).
D c

Restando (1) menos (2), resulta:

HDO;(x;y} dx dy - JJDP;(x;y) dx dy = gSCQ(X:y) dy + (p P{xy} dx

que lleva a fa tesis. °

Aplicacion

Calcularemos nuevamente ta integral | = Cﬁ

x2y2
A ( 3 dx + x3 dy), resueita

como integral de linea en ia péagina 335.

Siendo P(xy) = 0 = “(x:
(ERY] ~ Qxy) = x3, resulta Qi(x;y) = 3x2 A P;(x;y) = X2y,

Aplicando el teorema de Green, obtenemos

| oo 2. ;
.HD(SX X#y)dxdy, siende D={xy/0sx=1Ax2= y = %}
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1 yox ! 2y?
| EzS de (3xzmx2y)dyug(3x2y_ xay )

dx =
1] y'x2 e} y'fxz
1 i
%6 7 ) (x7 3 7 ) 17
R SR 0. ST V- B APV S . SANL VP RO i (UL
SU( R bl SR T . 140

resultado ya obtenido anteriormente.

La formula de Green fue demostrada para un recinto doblemente simple. Si el
recinto es simple del tipo 1 o del tipo 2, la demostiracién puede hacerse con proce-

a dimientos similares.

La formula es valida también para regiones que pueden descomponerse £n un
nomero finito de recintos simples de cualquier tipo,

Para la region £ de la figura anterior, et tecrema se aplica a cada uno de ios re-
cintos simples D,, D, D,y D .

Las integrales curvilineas a lo large de las fronteras comunes se simplifican de
a pares, pues son recorridas en sentidos opuestos, como se observa en la figura.

Finalmente, la suma de todas las integrales a lo largo de las cuatro fronteras
de las subregiones, es igual a la integral de linea a lo fargo de la frontera de la re-

T gién total D.

La férmula se extiende de igual manera a la union de n: recintos simples y es
valida también para cualquier recinto cuya frontera es una curva regular por partes.
Aplicaciones del teorema de Green
A) Calculo de areas de recintos planos

El area de un recinto plano puede calcularse, segdn el teorema de Green, me-

g diante integrat de linea.

En efecto, por aplicacién geométrica de la integrél doble, sabemos aue €l 4rea
de un recinto simple D se obtiene con la férmula
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area D =j] 1 dx dy.
D

2 &rea D mjj (1+1) dx dy.
D

También,

Por el teorema de Green, es:

: ‘0”8) Cambio de variables en integrales dobles

Como aplicacion del teorema de Green, demostraremos la férmula ya utitizada

ﬂ F{x;y} dx dy mﬁ G(u;v}ile du dv.
8] S

Lo haremos en particular para

8 en el capituio 7:

{r
JJ (T+1ydx dy = j) (—y dx + x dy).
D C

. 1 .
Luego, drea D= > dj (~ydx + xdy} ,siendo C la frontera del recinto D.
c

Ejemplo

Calcular, mediante integral curvilinea, ef drea del recinto D;

D=y sy = x n y=0}

area Dz—1~ (ﬁ(——ydx+xdy) siendo C=C_UC..
2 - 1 2

Si elegimos parametro x para C , &

O=x=1 - 1 3 3 2 t.] 3
{ 2 g (~ydx + xdy) = (wx2dx+xm—x3dx)m L X2y =,
y = x2 c, 0 2 02 5
Eligtendo parametro v para C , s
(¢ [} 1
Tay=0 S (=ydx+xdy) =\ (~y2ydy + y2dy) = \ (~y2)dy = -
y2 = x C, 1 i 3

. 11 1\ - 4
Luego, &rea D =~m-—(— -m) R
9 2\5 * 3 157
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g dx dy =Sj M, | dudy,
] s

explicando previamente las condiciones de hipétesis a exigir.

En primer lugar, sea G = (MiN) un campo vectorial con derivadas parciales
continuas de segundo orden, que define una aplicacion biyectiva del conjunto abier-

B to B, incluido en el plano uv, en el conjunto ablerto A, incluido en el plano Xy.

Sea 5 un conjunto cerrado con frontera v, incluido en B, y D con frontera C,
su imagen incluida en A. A ambos conjuntos se les puede apiicar el teorema de

2 Green.
y W,
f’——-h'“ﬁ_,_ ’f, B“-q\‘\\
/A ™ ! y
1] 5 \ |
i \\ I‘
‘\ / fj \\ /I
\\\ C /, \"‘-.- -
X 5
o X = M(uv) M; M
G:{ Ademas, el jacobiano JW s # 0
y = N{u;v) N N’

Sabemos que drea D =ﬂ
o

el teorema de Green a P(xy) =0 » Qxy) = X.)

dx dy = ¢ x dy. (Para verificarlo basta aplicar
c

Queremos llevar la integral gs & una integral de linea sobre .
c

Sea u=f{t) Av= g{t} una representacién paramétrica para v en el plano uv,

= con a=t=b. Entonces, x=M(i(:gt}) A y = N(f{thg{t)) con a=t=b, lo es
y Para la curva C en ef plano xy.
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Como el segundo miembro debe ser positivo, basta tomar el valor absoluto det
I® jacobiano. .
Finalmente, entonces, se oblieng

e
JJ dedy = |} M fdudv.
D MW E

También puede probarse, en el caso general, que

rr
] JJ Fixy) dx dy = G(u;v)ldwl du dv
D Ms

. _ _

d

Luego, |'= @ x dy =S M0} —wa%w dt segin la expresién que reduce @
c a

una integral de linea a una integral simple.
d o
Podemos calcular maé:— por la regla de ja cadena para una funcién compuesta

de variables intermedias u v con variable independiente t.

dy 9y du ay  dv

at " au dat v at

d ‘;';' con condicicnes simitares de hipdtesis.
O sea, wa-):— = N'() + N (1), 8
. EJERCICIOS , . h
Abreviando M(f(t);g(t)) con M, N’ (f(t);0(t)) con N’, etc., para clarificar los calou- _ e 8
fos, resulta ’ ¢ ™ 1) Verificar el teorema de Green; {}) [(x3+2y2) dx +{y?+x¥) dy] GC:{y? = X 1
‘ c O0=y=.

b
i “—“S M{N"Jf’(t) + N'g'(3] at.

© bien, a .\ 2) idem para ¢ {{(xy?—x) dx +{x2~y%x} dy] siendo C la frontera del recinto
b c .
du dv
f= ( N ——— dt + o ) = {{xy}/x2 =y = 2+x}.
SaM vt MN, -~ < D = {{xy)/x2 =y }
Pero esta integral, con parametro t, es integrat de linea sobre la curva . T
Y @ 3) idem para g (2y—3xy?) dxdy con D={{x;y)/0=y =1 A y? = x =y}

Luego, ' b=+ ¢ (M N du + M N dv), o ‘ D

v

El signo depende del sentido resultante sobre la curva . Es positivo si es &l
mismo adoptado sobre G, o negativo si es el opuesto.
Si aplicamos nuevamente el tearema de Green con variables u v en S con fron-

tera v, resuita _ o B 5) idem para D.

4} Caleular mediante integrai curvilinea el area del recinto
- D = {(xy)/2x2~8x+ 10 =y 5 —x2+4x-+ 1}

p tﬂs [wg%- (MN) - "*3%_ (MN) | du dv. ‘; y
O sea,
| = xﬂ (MN; + M = MONG — MNE) du dv. sm
S
Por la continuidad de las derivadas es Nio =N ' /,? . =~
Cancelando, queda | = = ﬁ (M;N; - M\”N:‘} dus e,
y M, M, g . .
0 bien, I = :*:ﬂ‘ o, jduav og=*> Hl. Independencia de la trayectoria
o e s e o e e v e ol e
Luego, jJ.D dx dy = “"“JL J,, du v, 3:;03;‘0%,0;?:; iami:ileénr?ﬂseaula trayectoriz elegida entre ambos.
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Veamos un ejemplo.

Catculemos j [(x2+y) dx + (2x- y¥) dy] sobre diferentes arcos de curvas
CE

simples C‘; con extremos en {000} y {1:1).

¥i.

e e e e e it

TN Cy=x2A0=xx1

=

1
mS (6x2-2x5) dx = (2x3 - —-’gL)

Q

1
[{x2+y) dx + {2x—y2) dy] = S [2x2 dx + (2x--x%)2x dx] =
2]

1

5
=

0

2) Cyt=xnrl=sy=1

+

= Sc [(x2+y) dx + (2x—y?) dy] = S [(y*+y)2y dy + y? dy] =
2 ¢

1 % 1
= S (2y5+3y2) dy i (__y.._ + ya) P i
. 3 , 3

3} Ca:y=x Ald=x=<1
{‘1
ly= L [(x2+y) dx + (2x~y2) dy] *—") (x%+x+2x—x2) dx =
a G

,
=S axdx = 2.
, 5

‘ En este caso, para cada arco distinto entre ios puntos (0,0} v (1;1) hemos ob-
tenido un resultado diferente.

Observemos, en cambio, ef siguiente ejemplo:

5 [2xy dx + (3x%y2—2} dy] para C entre (0:0) y (1;1).
c. '
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1) C1:y=x/\GSXE1
1
= -1,

1
= S (5x4-2) dx = (x5-2x}
o

o

2) Cg;ymxf%/\(}ﬁxﬁ'l
1

1
I, = g [2x7 dx + (3x6—2)2x dx] = ( (Bx7—4x) dx = (x8--2x?)

40 Ja 14
3
3) Ca:ymxzf\{)5xﬁ1

1 9 1 1
i3ﬁg [2x x2 dx + (3x5_2}%x2 dx] =S (———x 2 - SxZ)dx= -1
0 G

En este ejemplo, si bien el arco es distinto en cada caso, el resultado es siem-
pre el mismo. O sea, el resultado no depende de la rayectoria elegida entre (0:0)

y (K1)

Podemos verificar que, en esta Gitima situacién, en el integrando interviene un

gradiente. En efecto, consideremos el campo escalar U, tal que U{xy) = x%y*~2y
o0 cualquier otro campo escalar que difiera de U en una constante.

Es U(xy) = 2xy% A U;(x;y) = 3x2y2-2,

Luego, se ha calcutado

;i = S [U;(x;y) dx + U;(x;y) dy] = s grad U(x;y) *ds para diferentes curvas G,
G ¢,
enire los puntos (0;0) y (4:1). .

El resultado, como pudo observarse, es independiente de la trayecioria elegida
entre ambos puntos.

Ademas, es | = U(1;1) - U(G;0) = ~1 pues U(1]1) = ~1 U(0;0) = Q.

La funcién U es una funcidn potencial dei campo vectorial (U;;U;),

i
En este caso se utiliza la notacidén S wg ya que el resultado no depen-
C {0:0)
de de la curva C sino de sus extremos.

Puede demostrarse, entonces, que la integral de linea de un gradiente, con cier-
tas condiciones, depende exclusivamente de los puntos elegidos como exiremos y
no del arco de curva que los une,

Antes de demostrar propiedades referentes a este tema, recordaremos las de-
finiciones ya vistas para conjuntos conexos y agregaremos algunas definiciones y
propiedades de indole topolgica que pueden ser Utiles.

Conjunto conexo: todo par de puntos del conjunio puede unirse mediante una
poligonal incluida en el mismo. Ya se ha visto también que esta “conexién” puede
hacerse mediante una poligonal de lados paralelos a los ejes coordenados. Este
tipo de poligonal se denomina escalonada. La conexidn puede hacerse mediante
una poligonal escalonada simple, es decir, que no se corla a si misma,
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Se demuestra que en un conjunto abierto y conexg, cualquier par de puntos del
mismo puede conectarse mediante una curva reguiar por partes,

Recordemos también, ya que la utilizaremos en esta seccion, la definicién de
conjunto simplemente conexo.

Conjunto simplemente conexo: el interior de toda curva simple cerrada esta in-
ciuido en el conjunto {ver pég. 99).

Para demostrar que la integrai de linea de un gradiente no depende del camino
elegido, necesitamos que el conjunto sea abierto y conexo.

Veremos que si F es un campo vectorial continuo v D es un conjunto abiero
Y conexo, entonces las tres proposiciones siguientes son equivalentes:
1) F es el gradiente de un campo escaiar.

2} la integral de linea de F «ds no depende del camino elegido entre dos
puntos del conjunto D.

3) la integral de linea de F *ds es nulaa lo largo de cualquier cutva cerrada
regutar por partes.

(Que una integral de linea sea nula para infinitas curvas cerradas no garantiza
que F sea un gradiente.)

Teorema

Si un cantpo escalar es derivable con continuidad en un conjunto abiero ¥ cO-
nexo, entonces fa integral de linea de su gradiente es independiente de la trayectoria.

Demostracicn

Sea U el campo escalar y A y B dos puntos cualesquiera det conjunto.

Sea C una eurva cuatqulera, regular por partes, desde A hasia B, asociada a
la funcién vectoriat f = {fi1,} en el intervalo paramétrico {a:b]. Por lo tanto, es
A = (f,(a);fa(a}) y B = (f ()i, (b)).

/// h‘\\
i B
14 }
I /a'
A A -
s -

F=S grad U"d_s
C

i

S (U 06y} dx + U/ (x;y) dy]
c

. ‘
! =S fU;(f1(!):f2(t})f;(tJ dt + Ur(f (i, ()0 oit]

a
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siendo  U{xy) = h{t} con x.m f1(t)';\ y = L[t). Sintetizando ta natacién podemos
anotar:

. .
! =S (U + Uyt

E:]

. du , "
Por ta regia de la cadena, el integrando es e para U funcién compuesta

de variable independiente t con variables intermedias x e .
U t=b
Luego, |= S o dt = U(F, ()1, (1)

&

t=a

b= U(f, ()1, (0) — Uf (@), (@) = U(B) ~ U(A)

"y el valor de ia integral depende exclusivamente de los extremos de la curva C.

Hemos probado, entonces, que la condicion necesaria para gue una mteg;'a%
de linea no dependa de la frayectoria es que sea la integral det producto escalar

i far por ds.
del gradiente de un campo esca - N . -
%’odemos demostrar también que la condicion es suficiente, o sea que, si una ;n
tegral de linea no depende, para cualquier par de puntos, del camino elegudfo eni Or:
los mismos, entonces interviene el gradiente de un campo escalar llamado func

potencial.

¢ Teorema
Si F = (P:Q) es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo

D, v la integral de linea j F-ds no depende del camino C entre dos puntos
c i

cualesquiera del conjunto, entonces Fesel gradien?g de un cgmpo ?slcaiar. -
Es decir, queremos probar que existe una funcién potencial U tal gue U, =
=P A U; = Gk

Dernostracion

Como la integral de linea S F - ds no depende del camino, elegimos en D un
c

punto fijo (a;b) y definimos

5 (xy) .

Ulxy) = SM)F + ds = S [P(x:y) dx + Q(xiy) dy] donde la integral se calcula
‘ (anb) {ab)

scbre cualguier curva regular por partes entre {a:b} v {xy).
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Demostrarermos que U!

Por la propledad adltlvxa de Ia mrtegral cur\nlmea sl consideramos el punto
x+h;y)enD,con h#0, es

by ey pteRyl
S F-ds=-S F-ds%«,S F+ds
{ab) {2 ey

Como vy es constante, resulta

x+h

(x+h,y) . (x+hy)
S- dS-{mmmHmmm=Smmm

(3} " {x:y) %
Por el teorema del valor medio del calculo integral {Célculo 1 - cap. 12), es

X+h
S P(x;y) dx = h P{x-+ch;y} con 0 <<¢c < 1.

X

eebiyl oyl __ y

Luego, S Feds —S F ~ds = h P(x+ch; y).

{ab) {2}

(¥} - . . .
(”h'y;] UXY) _ pixschy) n 0<c < 1.

Ulx+hiy) — Uxy)
h
Como P es continua, obtenemos:

Ur(xy) = Ppey).

Analogamente, si consideramos un incremento de y, con x constante, se prueba

O bien,

Luego, lim hm P{x+chyy).
. R k-~ O

que
Uxy) = Qay).
Por lo tanto, el campo vectorial. F= {P;Q) es el gradiente del campo esca-
lar U. :
La funcidn potencial no es Unica pues la funcidn obtenida U depende del punte
inicial {a;b). Si fijamos otro punto inicial (c;d) # (a;b), entonces la funcidn potencial
no es la misma, pero difiere de U en una constante que, por la propiedad aditiva, es

(oid}_
tg F + ds,
{aib)
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Los dos teoremas demostrados aseguran que Ja condicion necesaria y suficiente
para que una integral de linea no dependa del camino, en un conjunto abierto o y co-

nexo, €5 queé sea la integral del producto escalar de un gradiente por ds.
Como consecuencia, observamos que la integral de linea del producto escalar

de un gradiente por ds sobre cualquier curva cerrada es nula vy reciprocamente.

Sea C=C, ueC,y F = grad U.
Entonces, por la propledad aditiva:

. g{j?-a;mj E-EH«S F .
c c, c,

Por ser independiente de ia trayectoria, es:

B 8 8
=SF-ds+SF ds = SF ds—SF.-ds=0.
A B A A

En forma andloga se prueba el recipraco. O sea, una integral de linea es inde-
pendiente de la trayectoria, en un conjunto abierto y conexo, si y sélo si es nula so-
bre cualguier curva cerrada.

En fisica, un campo de fuerzas es conservativo si y soilo si el trabaio realizado
a lo largo de cualquier curva cerrada es nule. Por las propiedades demostradas, un
campo &8s conservativo si y sdlo si es un gradiente.

Nos interesa ahora, dado un campo veétorial F, reconocer, mediante algu-
na condicién, si se trata o no de un gradiente.
O sea, dado F{xyy) = Py)i + Qxy)] tratamos de investigar, inspeccicnando
y Q, sl existe una funcidn potencial U tal que U =P U' Q, o bien, tal que
grad U,
Suele indicarse, si esto se verifica, que ia expresmn Px;y) dx + Q{x;y} dy es
una expresion diferencial total exacta.
En el ejercicio resuelto en la pag. 345, es -
dU{xy) = 2xy3 dx + (3x2y2—2) dy con PGy = 2xy® A Q(xy) = 3x2y?-2,
Caleulemos P, y Q'

i
F

Prlxy) = Bxy? A QL{xiy) = 6xy®.

Por lo tanto, P’ = Q;. Esta igualdad se conoce como “condicién de simetria”
y se verifica si el campo vectorial que apareee en el integrando es un gradiente,
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Teorema

Si Ea‘imegrai de linea J [P{cy) dx + Qixyy) dy] es independiente de la trayectoria
c

y Py Q «won derivables con continuidad en un conjunto abierto y conexo, entonces
en ¢ hakpier punto es P;(x;y) = O;(x;y).

Demostracion

Por un teorema anterior, si la integral no depende del camino, existe un campo
escalar U tal que:

dUxy) = P{xy) dx + Q(x:y) dy con x e y variables independientes.
Luego, Pixy) = U xiy) ~ Qixy) = U;(x;y). Como P y Q son derivables, es
Pl =U" » Q = U". Porla continuidad de las derivadas es U'* = U,
¥ Xy b ¥x %y 53
Por lo tanto, P, =Q y queda probada la fesis.

En realidad, a nosotros nos interesa un teorema reciproco del anterior que su-
ministre una condicion suficiente para reconocer cuando un campo vectorlal dado es
el gradiente de alglin campo escalar.

Sin embargo, el reciproco del teorema anterior no se verlfica.

Anotaremos un contraejemplo clasico, provisto por un campo vectorial que sa-
tistace la condicién de simetria y, sin embargo, no se trata de un gradiente en un
conjunto en e! cual intervenga, en clerta forma, el origen.

I w — X
Sean P(xy} =z " Qy) =
. Xety y
2 —w? 2 2
._..y._E(.._m, A Q’(x;y} = -»«X...‘_x__
(x2+y2)2 X (x2+y2)2
Por o tanto, se verifica P; = Q;.

Aesulta F’;(x;y) =

Si F= (P;Q) fuera el gradiente de un campo escalar, la integral de Feds a fo
farge de cualquier curva regular cerrada debe ser nula.

Elegimos el conjunto abierto y conexo D = {(x;y}/m};— < x2+y2 < 4],

F es derivable con continuidad en D. Ademas, la circunferencia C, centrada en
el origen y con radio 1 es una curva regular incluida en D.

Calculamos S [Pixy) dx -+ Qix;y) dy].
c

Las ecuaciones paramétricas de esta circunferencia son:
X=costay=sentAa0=<t=2x

. n 2ur 23
Luego, l: y ax + X dy { =\ {sen? + cos?t)dt = dt =

a x2+y2 X2+y2 s o
=2 # 0, y no se trata de un gradiente. Esto sucede porgue el interior de C no
esta incluido en D.
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Por lo tanto, para que ia condicion qe séme?rig gqrantice la exigtgncia de gra—I
diente deberos agregar alguna condicion dg hipotesas_.. Esta g:on?tc:on tes g:jgxs
conjunto en que estd definido el campo vect.onal sea abierto é/ simp| er:weonni ;:to inte:
Es decir, que a fa condicion de abierlo y co_nexq se debe ana' ir que el conj
rior a cualguier curva simple cerrada esté incluido en el conjunto. . o

En el contrasjernplo anterior, el conjunto Des cf:J’nexo2 pe:o no es sm:g 'E:xr;iido
conexo pues el interior deila circunferencia de ecuacion x?+y2 =1 noestai

t origen no le pertenece. )
* Dssgaeﬁggn?untoges simpleﬁnente cohexo se puede apiica_r isbrementg e'tte?éerzi
de Green. En el ejemplo dado se observa que, aungue la ccrcu_rsferenma clegida
una curva cerrada y simple, el teorema de Green no puede aplicarse.

Teorema

81 F = (P;Q) es un campe vectorial derivable con ccntinu}dad en un _cgnéunto
D, abierto y simplemente conexo, y para todo punto (xy) del mismo se verifica que

P'y) = Q{xy), entonces F es el gradiente de un campo escalar.
y x

Demostracion

ipGtesi P } . remos
Sabemos ahora, por hipotesis, que Py ={Q en todo el conjunto D. Quere

probar que P1+ Q } es un gradiente, o bien que S {P dx + Q dy) es independienie
o

ia trayectoria. _
@ aCorr};(o hemos visto, para ello basta probar que laintegral alo largo de toda curva

i la.
errada simple vy regular por paries es au } ‘
° Sea C ﬁna curva cualquiera de ese tipo. Al ser el recinto simplemente conexo

aplicamos ol teorema de Green.

Resulta gs [P dx + Qdy] =ﬂ- Q' M'P;) dx dy donde R es la union del interior
X
c R

de C con su frortera y esté incluido en B.
Pero g (Q;-—P;) dxdy =0 por ser Q, = P;.
R

Luego, para cualguier curva cerrada C es (ﬁ Feds=0. Segin hemos

c
visto, F = grad U y la integral no deperide de la trayectoria.

Sintetizando ahora lo expuesto (itimamerte ‘olbservemos que, en vr? recinto
abierto y simplemente conexo, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) independencia de la trayectoria

2) existencia de funcion potencial

3} condicién de simetria.

351



Funcién potencial

Conocidas, entonces, las condiciones para su existencia, nos interesa, dado el
gradiente, encontrar una funcién potericial det misrho.

Es decir, dado Pixyy) dx + Q(x;y) dy,. encontrar una funcién potenciai U tal que
U =Pa U; =} signdo Py Q derivabies.c;oh continuidad.

Explicamos a continuacion un métedo para haljarla.
Como U; = P integramos P resgecto de la variable x, considerando y cons-

,tante,ﬂbter:zemesfasf—un——eampe—eseé[}aff;ﬁgrcuyard}erivada*respecttrde*’resﬁ’wﬁ .

nada puede asegurar que su derivada respecto-de y sea Q.
- 8in embargo, la funcién poténcial que buscamos solamente puede diferir, res-
pecto de G, en una funcién que depende dey. - -
O sea, Uy} = G{xy) + fy) siendo G = P,
Si derivamos G-+f respecto de x, ia ‘qér;Vada sigile siendo P.
Es decir, SR LTy
o GO+ =Uipuy) = Ppxy) (1)

Por ofra parte, neceéitamé)s' tarﬁbién_quqf ’
“%(G(X;ylirf'(y})f = apxy).

L0 sea, Gilxy)+f(y) = Qpay) = (2]
y también ) = Qixy) = Gyxzy).
Verificamos ahora que el segundo fniemi;fo depende exclusivamente de la va-
riable y. Para ello, lo derivamos respecto de x:

o L0 = 5 (@Oon] = g = < (=3 (o)

= Qo) - Tay“ _a@x_ (G(’é“”))= _Q‘i(’.‘iyl‘* —;;,“ (Pexiy)) = Qi(xiy) = Prxiy) = 0.

Por ic tanto, Q- G/ es independiente de la vatiable x ya que su derivada es nula,
y obtenemos f integrar‘{do esta expresion respecto de la Unica variable y.
Entonces, el campo ‘escalar U tal que - U{y) = G(xy)+¥Hy) es la funcidn po-
tencial buscada, pues U;(x;y) = P0gy) por (1) vy U;(x;y) = Qxy) por (2).
Cualquier otra funcion potencial puede diferir de U soiamenie en una constante,
0 sea, en un nimero real. Co

También puede hallarse la funcién potenciat integrando primere Q respecto de
y.yaque U’ = Q. Obtenemos asi un campo escalar M tal que H' = Q.

Hacemos U(xy} = Hixy)+g{x) donde g se encuentra integrando . Q- H; res-
pecto de x. : '

En el cdlculo directo, hallar una funcion potencial suele ser bastante simple.
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Ejemplo 1 |
Hallar una funcion potencial, verificando primero que la siguiente expresion es
diterencial total exacta: o ‘
P(xyy) dx -+ Qix;y) dy = (2x+y) dx + (x—2y) dy.
Siends P{uy) = 2x+y A Qixiy) = Xx—2y vemos primero si se cumple la condi-

¢ién de simetria: . _ 3 .
"Xy} = Xy = ‘ , existe funcién potencial en un
Py(x.y) =1 Q_x(x,y) A, Luego, exi p

recinte adecuado.

Para obtenarla, integramos P respecio de X, con'y constante.
Resulta U{xy) = x2+xy+i{y). |

Derivando respecto de vy, es Ug(x;y) = x+’f‘{y} = Q{x‘.g}.
Luego, x+fly) = x—2y == {y) = —2y = Hy) = —y2+C.

Fiﬂatmente, U(X,y) sz x2-.§-xy_y2+c‘

Verifiguemos que P dx + Qdy =du.

Es U(xy) = 2x+y A Ujpay) = x~2y.

Luego, dU{xy) = (2x+y) dx + (x—2y} dy.
Ejemplo 2

Hailar funcién potencial, si existe, para el campo vectorial

) i on g oo T
Ploy) + Qay) = (2x n2iny - 2\&_)1 + (mg_ + 1)1
) I

[

P(xy) Q)

Verificamos primero la condicidn de simetria:

2*in 2

1 e
P;{x;y} = 2% in 27 A Qxy) v

integrando P respecto de x y sumando una constante de integracion que de-
pende de y, es U(xy) = 2xiny = Vx + f{y)

Uiy) = 2=+ 197 = Qo)

2y = —%x— 1= Py =1 fy) = y+C.

y

Luego, la funcion potencial es U tal gue.
U(x;y)mzxtny—\/;+ v+ G
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Efemplo 2

Hallar la funcion potencial si
Pxy) dx + Qixiy) dy = (3x2y2—12x3) dx + 2x3y dy

Play) Qlxy)

‘ Xy = Bx?y A QU(xy) = Bx2y.
oy Esta vez integramos primero Q respecto de y, manteniendo x constante.
Y Uy} = x3y2 + g(x)

Ui(xy) = 3x2y2 + g'(x) = P(x;y).

. Luego, 3x2y2+g'(x) = Ixy2—12x% = g'(x) = —12x% =
; . ‘ = X} == ~3x4+C.
La funcién potencial es U tal que U(xy) = x3y2-3x4+-C. o "

- Efemplo 4

3 Sea grad Ulxy) = {3x2y+3x2)7 4 (x3-2y}]. Caleular la integrat de linea entre
f e —— R

P(y) Q)
los puntos (0;1) y (23).

; Irtegrando P respecto dé x con y constante, resulta
) Ulxy) = x3y+x3+1{y)
) Uiyl = x*+1'(y) = Qixyy)
) X3 = x3-2y = {(y) = —2y = fly) = —y24+C.

Luego, Ufxy) = xdy+x3-y24+C, =
La integral buscada es | = U(2;3) — U{0;1) = 24,

. EJERCICIOS
i
1) Siendo A= (1,2)yB = (3:6) elegir dos curvas diferentes entre A y By calcutar

E a} Sn(ﬁy dx — y dy) b} S [{2x+3y) dx + 3x dy].
7 AB AB

~, 2} Siendo A =(0,0) y B=(1:1) para Gy = x Gy =x2 C,ix%=y2 calcu-

o lar a) J@[{xﬁﬁy) dx + (2xy—3x} dy] h) J;[(x&f«y?) dx -+ (2xy-+5x) dyl.
_t AB

-, 8) Siendo A = (0,0} y B = (1;1) calcular Sﬁ[(x%ya) dx + 2xy dy] para
. AB ,
; a) C1:y=x b} Cz;y=x2 &) Cs:yagx_
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4) Siendo A = (0;5) y B = (2;1) calcular S,\(x‘g dx + 3y dy} sobre
AB
5

X241

by y=-2x+5 ¢ C=C UG, Cry=5 GCpx=2

P

AB
b) y = x2-4x+3  ©) y= —2x2+8x-6,

5} Siendo A = (1,0) y B = (3,0) calcular j' 2dx +x2dy sobre a) y=0

8) Hallar funcidn potenclal, verificando primero ta condicion de simetria:
a) POgy) dx + Qixy) d{ = 2% dx + 2y dy.

- b)) -2xdx + (dy+1)dy ) (Exy~x?) dx + xFdy
d) (—evsen x-+3x2) dx + {e¥ cos x—2y) dy

e} (e* sen 3y + —-12—) dx + (3ex cos 3y +2y) dy
. X
) {e? sec? x—3x2) dx +(2e¥igx+ 3y2) dy g} (Iny-2x)dx + (% —Qy) dy.

7) Verificando primero independencia de Ia trayectoria, calcular

(1:2)
S [(Bx2y—y3+3) dx + (x¥~3yx~2) dy}

o)
. (v}
8) Idem para S [(1—~e-xseny)dx + (g% cos y—1) dy]
(0.0
: 2:3) '
9} idem para S [(x-+y) dx + {x—vy} dy]
o1
) (:5)
10} Idem para [senydx + {xcosy + ycosy + seny) dy]
{0:0)
o {38)
11} Idem para S [e9(xy+1) dx + ewx? dy]
{0:0)

¢ IV. integral sobre una curva alabeada
Hasta ahora hemos visto la definicidn de integral de linea exclusivamente para

campos escalares de dos variables, generalizada para campos vectoriales de dos
componentes.
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La definicion puede extenderse sin dificultades a campos escalares de n varia-
bies y se completa mediante campos vectoriales de n cornponentes. Para sllos s&
verifican propiedades analogas a las ya vistas.

Sin embargo, los casos que se utilizan en apiicaciones comunes son e ya visto
para n =2 y el correspondiente a n = 3, cuyas propiedades enunciamos a conti-
nuacién. .

3i P, Qy S son campos escalares continuos de tres variables y C es una curva
regudar por partes asociada a la funcion vectorial = (f1;f2;f 4 en el intervalo para-

métrico [a;b] para F= (PQ:S) y ds = {dx; dy; dz), es

o~

IS
C

b b b
=S P(f}(t);fz(t);fs(t))f;(t) dt +S Qff (:f (11, (1)) 40 dt +S S(f1(t);fa(t);fa(i))fé(t) dt.

a a &

ds = } [P(cysz) dx + Qlxyiz) dy + S(xy:z) dz] =
[

La integral j F *ds suele llamarse circulacion de F a lo largo de C.
C

Puede demostrarse linealidad y aditividad. Se verifica también que, con clertas

condiciones, fa integral de lnea del producto escalar de un gradiente por ds
es independiente de la trayectoria.

En tres variables, la condicién de simetria para el campo vectorial F = (P;Q;8)
. . r L ' L ’
es: Py— Q. A Q SY A8 =P
El céleulo de Ja funcion potencial, cuando existe, sigue los fneamientos ya vis-
tos para dos variables, que esguematizamos a continuacion.

Sea E{x;y;z) = Pixy;z)T + Qxyiz)] + Speyz)k.

Suponemos que existe un campo escalar U de tres variables, tal que
grad Ulxiyiz) = POyl + Qiayiz)] + Stxyiz)k.

Luego, es U! =P U=Qal =8

En primer lugar integramos P respecto de x, considerando z e y constantes.
Obtenemos asf un campo escalar G tal que G’ =P, pero nada podemos afirmar
sobre sus derivadas respecto de las otras dos variables. Sip embargo, ia funcion

potencial que buscamos puede diferir de G Gricamente en funciones que dependan
de z y de y exclusivamente.

Para un campo escalar H tal que H(xyyiz) = G(xy;z) + M(y;z) también H =P
pues M no depende de x. :

Por otra parte necesitamos que H; =Q, 0 sea, G;+M' = QL

Luego, M; =~ G; expresion que permite hallar M. Para elio podemos de-

mostrar primero que no depende de X y luago la integramos respecto de y dejando z
constante.
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Finalmente, razonando en forma andloga, hallamoes U tal que
Ulcy:2) = Gixiyz) + Mly;z) + ) (1)
Ahora es U, = P, U; = Q y nos falta conseguir que U, = S.
Derivando U respecto de z obtenemos:
Uixiyiz) = Giixyiz) + Milyiz) + F'(2) = S(xiy:z)-
Luego, f(z) = S(xiy:z) - G;(x;y;z) - M{y;z) expresion que ;lJermute calcula.r f.
Puede comprobarse que la expresion anterior no depende de x ni de y y luego in-

tegrarla respecto de la Unica variable z. - ' o
’ Reemplazando en (1) obtenemos una funcion potencial para F.

Ejemplo |
F L i k i existe, una
Siendo Fixiy2) = 2y+2)1 + (42 + (yz+x+22)k hallar, si ex
: Plcyz) Qiyiz) - Sixyiz)
funCi\?gaffﬁgn;riﬁem si se verifica la condicion de simetria para tres variables:

Pixyiz) = 2x Q)xiyz) = 2x = P =Q;

’ Qixiyizy = 2z & Si(xyiz) =2z = Q =5

i Sxyz) =1 A Pxyz)=1 = § = 24

Integramos primero P respecto de x.

Resulta
Hixyiz) = x2y + zx + M{y;2)
H(xyiz) = %% + Mylyz) = Qxy:z).
Luego, o ‘ v o 52
M;(y;z) = 2422 -X2 =» M;(y;z) = z2, Entre las ptimitivas elegimos M{y;z) = 22y,
Finalmente,
U(xy:z) = %2y + zx + 2%y + §(z)
Uilcyiz). = x + 2zy + 1'(2) = S(xy:Z)
f'(z) = 2z = fi(z) = z*+C.
Luego,

Ulxyz) = xBy + 2x + 2%y + 2° + C.

El mismo gjercicio puede resolverse de otra forma, tal vez mas simple. f;:::
elio, integramos P respecto de x con z e y constantes, Q respecto deyconxzo
tantes, S respecto de z con x @ y censtantes.

Resulta: Uxy:z) = X2y + zx + M(y;z)

Uixy;z) = X%y + 22y + N{x;z)
Uxy:z) = yz2 + xZ + 22 + R(xy)
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- Para que las tres expresiones coincidan. debe ser: » V. Divergencia y rotor de un campo vectorial
Ya hemos visto, al tratar funcicnes compuestas, que existen dos tipos de cam-
pos, los escalares vy los vectoriales. Ambos tienen granimportancia para aplicaciones
fisicas.
Consideremos_un campo vectorial de A en R3 con dominic A C R
- Por ejemplo, Fixy;z) = F j(x;y;z)?-l- F 2(x;y;z)jﬂ« Fa(x;y;z)k donde F o F2 y Fa,
componentes del campo vectorial F, son campos escalares de tres variables.
i . . . - Si las tres componentes son derivables, pueden formarse, a partir de las deri-
Este dltimo método tambign puede emplearse en el caso de dos variables, B " yadas parclales, dos campos que admiten importantes aplicaciones.
El primero es un campo escatar, llamado divergencia que resufta de sumar las
derivadas parciales de cada componente respecto de la variable respectiva.
. .= ¢ d a
i, divF=—F +-"ZwF 4l F
As ax 1 dy 2 az 3

- M(y:2) = 2% + 2% + C A N(x;2) = 2¢ + 22 + C  R{xyy) = x?y + C.

o Reempiazando en cualquiera de [as tres expresiones para U, ohtenemos, como
o, amtes

™y Uyiz) = x2y + 2x + z8 + 22 + C.

. Nota: obsérvese que en todos los caleulos efectuados para hallar funcidn potencial solamente hemas
o colocade fa constarte de infegracién como ndmero reat en la Gltima integrai resuelta.

EJERCICIOS Si bien esta definicién es artificiosa en matemalica, surge naturaimente en pro-

= . - blemas fisicos.
1) Caloular la circulacién de Flxy:z) = 3yT— xz] + y22k a Io largo de la curva

. i D = (P11 7+ 22850 1834 i Stri .
; asoctada a f(t) = (F+1)1 + 200 J.+ B k en el intervalo paramétrico [0;1]. Efemplo
Sea Fixy;z) = X2z i+ (y* 28— %) i+ (xz2~y) k
div E(x;y;z) = 2Xz+3y?z2+2z7x.
£n cada punto, ia divergencia es un namero. Por ejemplo, div F (1;2,-1) = 8,

2) Hallar el valor de J- F-ds para E(x;y;z} = (2y+3; 2Xz; yz—x) sobre la curva
c

Y C dada por x = 212 4 ymtazwiﬂ en [0;1].

v

= 3} Caicular J‘Cz dy a lo fargo del arco de curva interseccién de fa supertficie esférica El otro campo, que pusde asociarse a un campo vectorial dado, es un campo

L 8 vectorial lamado rotor o rotacional, '
X2+y2+72 = @ vy la superficie cilindrica x2+y2—3y = 0, situada en ef primer oc-

" tante, tomand 3;0). = . 4 =
&, tomando como punto inicial de la curva (0;3;0) EsrotorFm( o g 2 F)w( 3 o 8 F);+( d p__4 F)k.
gy 3 o5z 2 9z ' 9x 3 ax 2 gy !
"y 4) Hallar, si existe, una funcion potencial para el campo vectorial F tal que L . >
En cada punto, entonces, el rotacional es un vector. Si el campo veciorial es el

g Campo de las velocidades de las particulas de un fluido, el rotor refiere el movimiento

e %2 - .
Fx:;22xi+(—w+z )'+ +ef) k. 5
byiz) y 2 cosyz )i+ (ycosyz + el k " a una rotacion alrededor de un gle.

5) idem para F(xy:z) = (Bxy+22)1 + (3x2-3y22)] + (2x~y)k 8 Elermplo

: — . . . i vy m (yod_ 5 203 3
6) idem para Fityz) = ex sen 21 - ( 2y + 2 );. + (ex cos 2 + 1 ) i P_:ira el campo vectorial dado por Fixy;z) =(xz 2x) 1+ 25y j+3yz° K hallar
y2 . Y ¢ rotor F{—1;2;0). .

} 7) Calcular ef trabajo realizado por la fuerza F tal que

E(x;y;z) = (th_4y+2z)“r+(4x+2y~322)§+(2'xz~4y2+23)l"< al recorrer en sentido
] positivo |a efipse dada por x =4 cost y=3sentarz=0A0=st=2p

rotor F{xy:z) = 323 i+3x22 j+axy k
rotor F(—1:2:0) = --8k.

! 8) Idem para Flxy:z) = 8y i-xzj+yz? k alo largo de la circunferencia de ecuacion

Para recordar ambas definiciones es usual utilizar el operador nabla, ya visto al
y X2+y? = § ubicada en el plano de ecuacidh z = 2

$ly definir gradiente.
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La divergencia puede obtenerse como un producte escalar simbdlico:

8. a . d

div F=V-F= (-a—x',—’éy—. po ) c(FAF,F)

y el rotacional como un producto vectorial simbdlico:

otor F=VAF=|-2 L. L
ax ay oz
F1 F2 FS

Propiedades

1) Si F es un campo escalar de tres variables, con derivadas parciales segun-
das continuas en un recinto abierto D, entonces el rotor del gradiente de F es el vec-

tor nulo. '
grad F(xy;2) = Fi(xy:2)i + Fixyz) + Filxyiz)k
rotor {grad F) = (F;;”F;;)T‘"*“ (Fa=Fodl + (P -Fk

Por la igualdad de las derivadas mixtas continuas, resulta rotor (grad F) = 0. @
Cuando el rator de un campo vectorial es el vector nulo, el campo se llama irro- ¢

tacional.

2} Sea Fun campo vectorial de un subconjurito de R* en K3, cuyas componen-
tes tienen dervadas segundas continuas en un conjunto abierto. La divergencia del
rotor de F es nuia.

Fixiy:z) = Playa)l + Qlayiz)] + Say:2)k

roor F = (8-Qi + (P=8)) + (0;-P)k

diV (r()ior ~) 2 S“ — Q" + P -8 g Qu — o
¥x 2 zy xy X yz

¥4

Por la continuidad de las derivadas, es div (rotor F) = 0. g
Cuando la divergencia-de un campo vectorial es nula, el campo se Hama so-

lenoidal,

Puede demostrarse que todo campo vectorial es la suma de un campo solenoi- |
dal y uno irrotacional. -

La;ilaciano

L a divergencia de un gradiente se indica simbdlicamente de la siguiente manera: . '
div (grad F) = V «{VF) = (V « V)F = v2F donde F es un campo escalar, -
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E ope{rador V2 se lama operador laplaciano. Aplicado a un campo escalar F
de tres variables, resulta VaF = F;;+F;;+F;;.

La ecuacién diferencial en derivadas parciales V2F = 0 se denomina ecuacion
de Laplace y una funcién Fes arménica si satisface dicha ecuacion.

Tenigndo en cuenta las definiciones de gradiente, divergencia v rotor, pueden
demostrarse algunas leyes del calcuio veciorial.
Por ejemplo, el gradiente, la divergencia y el rolor son operadores lineales, Es

y decir, sik Y k2 son constantes, entonces:

——H)-grad—(k.F+HGF )=k grad F +k_grad ¥ -
2 div {(,F +kF) =k divF +k, divF,
3) rotor {kf,»&kaFz) =k, rotor F +k,, rotor Fz‘
También puede probarse:

4) div(F A G} = G *rotor F ~ F = rotor G, y otras propiedades similares.

EJERCICIOS

1) F:(xiy;z) — 2y T+{3xz~2y) }+ (x®~y) k. Hallar su divergencia en (2;—1:0).
¥ 2) F(xyi2) — (x2%-2x) T+2x%y j+3yz® k. Hallar su rotacional en {1;—1;-3).

2 3) F: (xy;2) — x3y2 i—(2xz+y) ]+( 72 - %) k. Hallar rotor F(1;-1:2).

4) Divergencia y rotor de ios siguientes campos vectoriales:
Vi (xy;2) — y iz j+x k.
F: (xiyz) - ¥2yz 1+ 08y —~y222) j+xy22 k.

_ 5) Hallar el laplaciano de F: (x;y;z) — 3x%y—2yz?,
d 6) Comprobar que V es solenoidal para V(xyz) = xi+yj-2z k.

7)) Verificar que las siguientes funciones son armdnicas:

1

Fxyiz) = —— e
VXEryEyz2

G: (xy;2) — 2 -y2+ 2z,

B (e ¥ X2 - - -
8) Fi{xyyiz)— xyT + (-2— +Z COS yz) j+y cos yz k. Comprobar que F es irrota-

cional.
9) Demostrar las propiedades enunciadas en esta misma pagina.
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¢ VL Integral de superficie

En el capitulo 8 calculamos, mediante integral doble, el érea de una superficie

curva asociada a un campo escaiar diferenciable. Para una superficie S que se pro-
yecta en el plano xy segin ef recinio simpie B obtuvimos la férmula general

area S = ﬂ ——1—_—
D Jeos nz|

area S =J V1 +[F;(x;y)}2 + [F;(x;y)]?! dx dy si el campo escalar esta dado en for-
o

dx dy, siendo

ma explicita por la expresion z =

y area § =ﬂ
D

estd dado implicitarmente por Flxyz) =

Fixy),

VIF xyi2) [ +F (xyiz) P+ F (xiyiz) 2
L (ayiz)
0.

dx dy st e campo escalar

En general, la mayoria de las superficies que se utilizan en las aplicaciones no
son exclusivamente graficos de campos escalares, asi como Jas curvas planas no
lo son de funciones escalares.

Necesitamos un conjunto menos restringido de superficies. Por ello, asi como
se definio curva plana o alabeada mediante una funcidn vectorial 0 por ecuaciones
paramétricas, también una superficie en el espacio tridimensional puede darse me-
diante un campo vectorial ¢ por ectaciones parameétricas.

Se necesita para elio una funcion de un subconjunto de R2 en K3, o bien tres
ecuaciones paramnétricas del tipo x = M(uv} ~ y = N{uv) ~ z = P{u)v) donde M, N
y P son campos escalares continuos. El campo vectorial correspondiente es
Q= (M;N; P).

Por ejemplo, una superficie esférica con centro en el origen y radio 2 no
es el gréfico de un campo escalar, pero puede asociarse ai campo vectorial

QA= RYX=2C05UC08VAY=28BNUCOSV A Z=25envV Con

= {(H;V)/Oﬂuﬁ%r A —ﬁgvsﬁ}_
2 2

Al elevar al cuadrado cada una de ias ecuaciones paramétricas vy sumarlas, se
obtigne x?+y?-+z2 = 4, ecuacion de la superficie esférica considerada,

Cuando la superficie viene dada de esta forma paramétrica, la formula que da su
area es:

arga 8 = g @m;v) A _Q_;(u;v)]'du dv
- oD .
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& donde a;(u;v) = M;(u;v)HN;(uw)]—»P;(u;v)ﬁ

Q' (uv) = M (uv)i+ N’ (um)j+P!(u;vpk.

LT Para justificar esta formula analizamos la mtegral como limite de una sucesién

oot B de sumas de Riemann, igual que se hizo al deducir las férmulas anteriores para el

I area de una superficie curva (pag 280).

e Para ellp, vemos primero cémo puede calcularse en este caso el area de un
_ elemento de la superficie S.

El campo vectorial Q es una funcién que a cada punto (uv} de un conjunio
M8 plano D le asigna una imagen (xy;z) en la superficie S.

St Qes inyectiva, a una subdivision de D le corresponde una subdivision cur-
o e
B vilihea de S. Ademas, si en cada punto de la supemcre el producto vectorial
" X Q; A Q; #* O. entonces los vectores no alineados QL y Q:r determinan el plano
"™ tangente a fa superficle en (xy;z) = Qluv).
. Si consideramos en el conjunto D un punto {Uv) y un rectangulo de area AuAv,

g “ o dicho rectangulo le corresponde, a través de Q, una porcion de S cuya drea
"™ puede aproximarse mediante el drea de un paralelogramo ubicado en el plano tan-

B gente a la superficie en (xyy;z) = (u v), generado por los vectores Au Q‘(u v)
@y Av Qv(u,v) (ver figura siguiente).

T

e

Esta aproximacién puede interpretarse si pensamos que el segmento de fongitud
“AU, con v constante, se transforma, a través de Q, en una curva situada sobre

wa superficie. El vector Q; &s el vector velocidad de esta curva y, por fo tanto, cuan-
0 U varia en Au el puhio correspondiente a (u;v) sobre la superficie se desplaza a

ol largo de dicha_curva una distancla aproximadamente igual a 1Q [Au. Lo mis-
Mo sucede con jQ [Av.

Et area del paralelogramo que generan los vectores no alineados Au Q'
Av Q‘ estd dada por el médulo de su producto vectorial.
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Luege resulta  dS =]Au _C-I_u n Av (_5;1= §E)_; A E)“\',[AuAv.

Por lo tanto, puede definirsse area S =f |@M; A 5;[ du dv.
D

Para calcular Ea; A -6;( buscamos primerc e producto vectorial indicado:

i j k

QA =iM N P l=

MI Nr PJ l |
v v v

Los tres determinantes que intervienen son los siguientes jacobianos: -

N (L D 2 N
N/ p; au;v) aluv)’ 1
P ML aPM ey

- = =,
P! M 3u;v) 3w
M, N AMN) Ak

# = e =y
M N aluv) afuyv)

l.uego, |6; AQ =24 JT 402 yarea S mJ. G\/‘j? + 32 + Jg du dv.

f=sta formuia es general para el calculo del area de una superficie curva, pues
si ia superficie es el grafico de un campo escalar dado en forma explicita por @8
z = F{x;y) basta lomar x e y como pardmetros para obtener la formula conocida. g

En efecto, siendo x=u ay=v A z = Fluv),

es Quv) = Qixy) = xT+y]+ F{x;y)f(.—
Por lo tanto, '
Quv) = Q) = +Fayk 2 QUuy) = Q/xy) = [+F k.
Resulta
Tk
QaQ=| 1 0 Fixy) |=-Fyi - Fixy)i+k
0 1 Flay)

Q7 A Qf = VIF [y P+ xy) P+
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Luego, area S =J] \/[F;(x;y)}2+{F;(x;y)}%1 ¢x dy.
D

De-esta férmula, como ya se ha visto, se deduce de inmediato la que corres-
ponde a la expresion implicita.

Ahora bien, presentada una superficie de cualquiera de las formas indicadas,
nos interesa definir una integral sobre ella. La idea es similar a la que nos permitio

generalizar-mediante-Integral-de linea-la-definicion-de-integral simple sobre-un-seg-—

mento a integral sobre una curva plana o alabeada. La integral de superficie gene-
raliza la integral doble sobre una superficie plana a una integral sobre superficie
curva. Para evaluar una integral de supertficie la transformaremos en integral doble,
asi como para evaluar una integral curvilinea la transformamos en integral simple.

Veremos dos tipos de integrales de supemcae")&: n_primer lugar consideramos
el caso en que el integrando es un campo escalar de tres variables, definido sobre
una superficie cualguiera, es decir, sin preocuparnos del problema de su orientacion.

Este aspecto de la integral de superficie es principalmente matemdtico, si bien
admite aigunas aplicaciones fisicas. Por ejemplo, si e} campo escalar es una funcidn
de para [a superficie, entonces este tipo de integral da la masa
total de la superficie. También permite definir el momenio de inercia de la superfi-
cie respecto de una recta o de un plano.
~ En estos casos, como hemos dicho, ng interesa la orientacion de la superficie.
Si se trata de una supedicie’\qrientada, no varfa el signe de la integral al cambiar la
orientacién de la superficie.

2 El sequndo tipo de integral se refiere a guperficies orientadas y surge natural-
mente en la teoria fisica para dinamica de fluidos. En este caso, el signo de la integral
depende de la orientacién de la superficie y en el integrando generalmente interviene
un ¢ampo vectorial,

En ambos casés, nos ocuparemos solamente de superficies que sean gréaficos
de campos escalares. Lo mismo haremos al demostrar los dos tecremas fundamen-
tales del terna: Stokes y Gauss. Las definiciones, propiedades y demostracicnes
que se daran, pueden extenderse a superficies de distintos tipos definidas en forma
paramétrica.

1} Integral sobre superficie no orientada

Sea G un campo escalar de tres variables, continuo en un dominio abierto que
incluye a la superficie S, proyectable sobre el plano xy segin el recinto simple D,
siendo S el grafico de la funcidn derivable con continuidad F tal que z = F(xyy).

Mediante una red de curvas regulares efectuamos una subdivision de S en un
nGmero finito de superficies S,y a cada una de las éreas correspondientes la desig-
namos AS,

Ssgunendo el mismo procedimiento usado repetidas veces, elegimos en cada su-
perficie parcial un valor que alcanza G en ella: Glo; 85y} (que puede ser el maxi-
mo, el minimo o uno cualquiera), io multiplicamos por el area A Sy formamos las
sumas de Riemann correspondientes.

Buscando el “limite” de una sucesidn de sumas cuando las normas de las sub-
divisiones tienden a cero, definimos la integral de G sobre la superficie 8 mediante
dicho limite.
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Para ello, consideramos la siguiente diferencia y veremos que es menor que
cualquier nimero € posltive y arbitrario.

Es decir, ﬂ {oviz) dS = fim EG
8

Pl — 0 32

En efecto, 2, Gl fiv)AS, —ﬂ HOVIF Gy P+ P {xy)]2+1 dx dy =
5 _

i=1

= i ﬂ Hie: B)VIF Lay) P +{F (ay)J2+ 1 dx dy —
i=1 95

wﬂ HOyVIF )P+ [F Gy P+ tdxdy  por (1),
D

Para calcularla, probaremos que

JLG(X;y:Z) ds mﬂ GlayFay)IVTHIF, (xiy) BHTF (y) P dx dy
D : .

donde e} primer miembro es ia integral sobre la superficie de una funcidn de tres EueSREm®
variables y el segundo miembro es la integral doble de un campo escalar de dos |
variables, calcutada sobre el recinto plano D, que es la proyeccién de S sobre of EFBEET
plano coordenado xy.

Pero, por aditividad de Iz integrat doble, es

ﬂ Hxy VI Day) 2+ [F (y))2+ 1 dx oy =
D

- g i n

o . ﬂ HOcy)VIE T TERIETT dx dy.
RO o . -2, V
, _

Luego, ia diferencia buscada es

‘ g DD ﬂ Hio; VIFT YT EHF xIP+1 dx dy =
@ Bl <))
D, Emiidh

e 3 ﬂ Hocy IR P T T dx dy =
i=1 A0

= W

Llamamos D, al recinto simple que es la proyeccidn de la superficie 8, sobre e
plano coordenado Xy.

, = Zf [Hia; B)—HENIVIF )P +F oay)]2+1 dx dy.
Sabemos que area 8, =AS - ﬂ \/{F;(x;y)]2+{F;(x;y)]2+1 dx dy. =1 Dy ‘
9

Ahora bien, 1a continuidad de G asegwra la de H en cada recinto compacto [,
y por o tanto, también su continuidad uniforme.
Luego, Hia ,B} Hix;y) puede hacerse menor que cualquier € positivo pre-
filado con tal de eleglr conveniertementa la norma de la subdivision. Luego, la di-
P ferencia indicada tiende a cero con la norma de la subdivision, y resulta

Luego, E Gloyi Biy) A S, = Eﬂ- Gle; B Tg)V[F;{X;y)]E'f[F’;{x;y)]?-'"b1 dx dy
=1 =D,

o bien, 2 Gle; B 7) A S, = Eﬂ H{a; ,Bi)\/ {F;(x;y)}?+[F;(x;y)]2+1 dx dy
i1 i=14/D;

lim EG(C! Biv)AS, ﬂ HeGyVIF () 2+ [Fiicy)]2+1 dx dy
b :

siendo y, = Fla; 8) v llamando H{xy) a G(xyiF(xy)} Pl 0

Probaremos que y queda probada nusstra tesis.

Se verifica de inmediato como caso particular la formula del drea de una super-
ficie curva para G(x;y:z) = 1.

lim 2 Glei Biv) &8, =ﬂDH(x;y)\/ [Flay) T+ oyl P+ dx dy.

Pl —0 155

367
366




Ejemplo

Caleular = ( 4 ; ' " 2} integral sobre superficie orientada
. 2% + FRAL: dS siendo S la parte del plano de ecuacién

Mg
G{x;y:z)

lLa orientacion Je una superficie curva es un tema complicado si se lo quiere
tratar con rigur. En algunos casos, el problema se resuelve intuitivamente en forma
sencilla. Por ejemplo, para una superficie esférica ¢ para cualquier superficie cerra-
da. es inmediato distinguir una cara exterior y otra interior. Observemos que en cada
punto de la superficie esférica pueden determinarse dos versores normales a la mis-
ma. uno-exterior, positive 0 “hacia afuera” y otro interior, negativo ¢ “hacia adentro”.

y .
+ E 1 ubicada en el primer octante.

ol

X
2

-

N

Esto permite establecer que la cara exterior de la esfera es positiva mientras qgue la
interior es negativa. Es decir, la normal positiva de la superficie determina fa cara
positiva de la misma.

No todas las superficies son orientables v el ejemplo clasico es la cinta de Mb-
bius que se obtiene cortando una franja de papel y pegande los bordes después de
un giro de 180°.

: £n la mayoria de las aplicaciones, el signo asignado a las caras de una super-
@ ficie orientable surge de ia indole del problema y resulta facil, casi siernpre, distin-
guir con un criterio geométrico cudl es la cara exterior y cuél la interior.

Lo que no resuita simple en absoluto, como hemos indicade, es definirio correc-

tamente.
En primer lugar, para reconocer si una superficie S, que no es cerrada, €s orien-

table, se efectia una subdivisién de ta misma en partes 5,. Se comienza orientando
la curva que limita a una de eilas, por ejpmplo 5, con una orientacion arbitraria y
se continda con jas porciones adyacentes en forma tal que las curvas comunes ten-
gan orientaciones cpuestas para cada porcion.

\ )

PO

En este caso, la superficie puede proyectarse sobre cualquiera de los tres pla-
n0s coordenados. Si proyectamos sobre el plano xy, resulta z =4 — 2y — 4 y {1)
3 .

Luego, sobre S i) = 4 _ 4
g es G(x;y;z) 2x+3y+z,,._2x+__3_y+4_2x“iy=4

Si consideramos al plano dado en forma axplicita por la ecuacidn {1), obtenemos
FI - = 4 v — ! - r B
) = Zxy) = ~2 o Fiy) = zy0cy) = ~ 2.

Por lo tanto, VIF (xy)2+[F'(x; = 16 /61
FoNPFFErT = \/ 4+ 28 41 = ,.\..5_1 siendo

ds = 31 dx dy.

El recinto de integracion es D = {(x:y)/O =X5220=y=s3 - 3 x}
2 X

3

Luego, 5“—“ﬂGX'- ds = 461 AVET (7 [
R i e K dy =

0 y=0

-

Si no hay incompatibilidades, como en el caso de la figura, y la orientacion de
la curva que limita a S es la misma para todas las partes que la forman, entonces
la superficie es orientable.

Puede demostrarse que la condicidn de ser orientable no depende de 1a sub-
division efectuada. Puede probarse también que las superficies orientables tienen
dos caras y, st no son cerradas, no se puede pasar de una a ofra sin atravesar la
curva que las limila.

2

/81 (2 3 NG

T 3

3 L(‘“EX)GW-—W (sx—«_xZ) = 4V/BT.
4]

4
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Es interesante observar que el intercambio de variables en Ia parametrizacion 4
de una superficie orientada produce cambio de orientacidn,

Por ejemplo, si la parametrizacion esta dada por O
~AY = NUV) Az =Pluy), el versor normal es

V+hAS se define como el flujo elermental del liquido a través del elemento
de superficie. 'EE Hirite, en ciertas condiciones, de sumas de flujos elementales, o sea,

la integral de superiicie correspondiente, se Hama flujo de! campo vectorial V

a través de la superficie S:
Fiujo mﬂ V-Ads
5

Si en lugar de velocidad, el campo vectorial correspondg a una radiaglg}n bumi-
nosa o calorifica, et flujo es la cantidad de energia que atraviesa la superficie.

= (MiN:Pycon x = M{uwv) A

Q)(uv) & Qiu)

ft, = — pr
Q) (uiv) ~ & ()

3

(Recuédrdese que el vecior ﬁz A E)_V es perpendicular al plano tangente que sllos
determinan; pag. 363.)

Si, en cambio, tomamos Q = (M:N:P) con x = M{(v:u)

Ay = Ny Nota: en fos céleulos gue efectuaremos en el reste de esta seccidn, simpiificarermos la potacidn, como hici-
n z = P(vu), resulta mos en olras oporlunidades, anctando Q) por Q[{Uv), F, por F1lxy), Vy por V{ (xy:z)., elcétera,
WQWz(V;U) " b_;(";u) Por definiciones anteriores, para una superiicie parametrizada, es
fi e = « fi
2 & o o 1
u v; e _ — ,
iGV(V,)AQu( W) i 1 ij.ﬁd3=ﬂvon|0;;\0vldudv
Es importante, entonces, al calcular una Integral de este segundo fipo, haber &P " kS 5 D e
convenido previamente cuéi es la cara exterior o positiva de la superficie y cua! Ia L e ds
interior o negativa.

™ Peo, [~ Q=G A0,
Consideremos ahora un campo vectorial V definido en un conjunto abierto gt - ‘ V(@ AT dudy
que incluye una superficie orientada S. Si i es normal a la superficie, ¥ - i Luego, JLV RS = 5 @~ Q, ‘
es la proyeccion de cada vector imagen del campo vectorial a lo largo de la normal &

a la superficie en el punto. Esto puede vincutarse con ef imporante concepto fisico de

S La integral doble del segundo miembro es postiva si i es ia normal positiva y

negativa en casc contrario.
Suponemos que en un punto P perteneciente a la superticie, certo liquido fluye

con veiocidad V. Consideramos alrededor de P un elemenio de su
drea A S. Solamente la componente norma

Si V=V i+V, j+Vk y fi = cosnixT+ cos niy ] + cos niz k,
perficie S, de

IV +h tiene efecto en el transporte

Voeh= $ Ty + V_cos nz.
es Ve h=V cosnx+V,cosny+V, co

de fiuido, La integral de superficie puede anotarse:
z e ;2 F )
A=A J- V- hds :H (V. cos rix + V, cos riy + V_ cos nz) dS.
8 . s s
- Si la normal es exterior podemos escribir
‘ HV -1 dS “ﬂ(‘ﬂ dy dz + V, dz dx + V, dx dy).
] S :
Para la normal interior debemos cambiar el signo del segundo miembro vy resulta
e g ﬂ V-f1dS = mﬂs(vz dy dz + V,dz dx + V, dx dy).
W2 B = S
R 8i consideramos que la superficie $ es el grafico de la funcion F tal que
R - F(x;y), usando como pardmetros u = x, v =y, hemos visto que
X : ' Q AQ =0 nQ =~Fi-Fj+k
37G
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Luego, ﬂv-ﬁds=ﬂ”\}“-{5’ ~ Q') dx dy.
s D Y

Para V= V,i+V,j+Vk es

ﬂ V +fdS :ﬂ (=V,Fi=V iV ydxdy (1),
S i

Ademas, puede probarse que el gréfico de una funcion diferenciable es siempre
una superficie orientable y se elige como normal positiva

~Fri-Flitk ~2T-2+k
A=Y g bien, A= ——— (¥}
VEEFET N
* y ¥ y 2 .. 3 n
‘ Al calcular el 4rea de una superficie en IR® vimos que

Ejfemplo 1 \ﬂ:"“z“fsfyz‘ﬁ:z ’
dg = —m—-—dx dy 0 bien d5 = - dx dy (pag. 281).
lcos nz| iF

Sea V(xjy;z) = xi+yj+zk definido sobre un disco de radio 3 ubicado en el pla-
no de ecuacion z = 6. Calcular el flujo de V a través del disco.

7
En nuestro ejemplo resulta dS = 5 dx dy.

Usando la formula (1) para F(x;y) = 6 con F;(x;y) = F;(x;y) =0, queda; Por lo tanto:

YV AdS = 6dxdy=6ﬂ dexdy =6areaD = 6.9 = H4r TN 36 36 18
f|7ones-[] D ® (22
S s

Si S es el grafico de un campo escalar dado en forma implicita por F{x;y;z) = 0, ' il

F! F il 36 x Y 36 18 7
L— X [ b St bt = —t — e Zm | e o e ded =
sabemos que z| =l z, F SIS JL[ 7 (2 3 2) 7 7Y e Y
4 z " . L
AL L ’
Reemplazando en () h = ————— (-ww'l + g+ k)
VEEFEEZ VE 2 5
x ¥ z 2 4 & yed 3 * 2 2
Fri+Fj+Fk rad F - ﬂ (62 dxdy = 28 GKS Egay= 28 (12—6x+ El )dx )
y resulta fi=x—2"Y 2 ¢ sea fi= %t <0 o Jy=0 0
VE2 22 lgrad F|
8
Ejempio =D (12x—3x2 + %xa) = 24,
0

Calcular el flujo de V(xy;z) = 18zi — 12j + 3yk a través de la parte del plano (gl
de ecuzcién 2x+3y+6z = 12 ubicada en el primer octante. A L. as definiciones que hemos dado permiten generalizar el teorema de Green a
tres dimensiones. Una generalizacion es el teorema de la divergencia o de Gauss,
llamado asi por el matematico, fisico y astronomo aleman Karl F. Gauss (1777-1855),
il profesor de la Universidad de Gétingen. La otra generalizacién es el teorema del

=¥ rator o de Stokes, nombre del matematico y fisico iflandés George Stokes {1819-

D=l {903), profesor de la Universidad de Cambridge y creador de la teoria de la fiuores-
cencia. '

La superficie esta dada en forma implicita por 2x+3y+6z~-12 =90

Filxyiz) = 2 a Fi(xiyiz) = 3 A Fi{xy:z) = 6

. 21+3j+6k - B
il 373
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&l primer teorema. llamado también de Green en el espacio, relaciona integral

de superficie con integral triple. El segundo relaciona integral de superficie con in-
legrai de linea.

Teorema de la divergencia

SiV es un sdlido simple incluido en R3, proyectable sobre los tres planos coor-
denados vy F un campo vectorial derivable con continuidad y definido en V, enton-

ces la integral triple sobre V de la divergencia de F es igual al fiujo saliente det
campo vectorial a través de la superficie cerrada S que es frontera de V. (La super-
ficie S tiene plano langente en cada uno de sus puntos.)

/v

O sea, probaremos que

’m. div F dx dy dz mﬂ F -5 dS donde fies la normal exterior a 8.
v S

Si anotamos F y A en funcién de sus componentes, es

Flxyiz) = Mixiy:2)i + Npcyiz)] + Plxyiz)k
y - s
fi = cos X1+ cosny|+ cosnzk

L& tesis propuesta es:

JH (M, =N +P) dx dy dz mﬂ (M cos ix + N cos ny + P cos nz) dS.
Vv S

Demostracion

Podemos probar separadamente lfas tres formulas:

. {g M/ dx dy dz mﬂMccs rix dS )
My s
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ﬂ}’ N’ dx dy dz =ﬂ NcosnydS (2)
v’ £
m P’ dx dy dz =ﬂ PcosnzdS (3)
ARRY s

Suponemos, como el solido es simple y proyectable sobre el plano xy segtn
el recinto simple D, que esta definido ash:

V= {(x;y;z)/F‘(x;y) =zs Fz(x;y) ~ (x;y)eD}, con F_y F, continuas.

La superficie S consta de un casquete supetior 82 dado por z = F_{xjy) y uno
inferior § } correspondiente a z=F f(x;y).

Expresamos la integral tripie como integral doble sobre D y veremos gue esta
integral doble corresponde a la integral de superficie del segundo miembro en la for-

~mula (3).
z=Folxy)
m P’ dx dy dz :ﬂ U P dZ} dxdy =
v z DLV z2=Fyixy}

)
- j [PlyiF o)) - PlcyiF, ooyl dx dy  (4)
D

v

Para la integral de superiicie, podemes anctar:

J.J. P(x;y:2) cos nz dS =J P(x:y:2) cos niz dS *ﬂ P(xy:z) cos iz dS (5.
5 / 31 82

Sobre 82 £0s Nz es positivo pues ! éngulo es agudo. Luego dx dy = cos Nz d5

y resulta:
H Pix;y;z) cos nz dS =ﬁ POGy:F (oy) dedy  (6).
S, D

Sobre S en cambio, ¢os nz es negativo pues el angulo es obtuso. Como el drea
es positiva, es dx dy = ~ cos nz dS y queda

J] P{x;y;z) cos nz dS = wﬂ P{xyF (xy)) dxdy (7).
S, D

De (4), (5}, (8) y {7) obtenemos:

m P! dx dy dz mﬂ P(xy;z) cos riz dS.
v S

W

De igual forma, proyectando sobre los ofros planos coordenados, se oblienen
las férmulas {1} y (2). _ .
Sumando (1), (2) v (3), queda la tesis.
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Elteorema puede extenderse a solidos que sean union de sélidos simples y tam-
bien a otro tipo de solidos cuyas fronteras son superficies cerradas que admiten pla-
no-tangente en todos sus puntos. Se trata de un planteo similar al efectuado para
extender el teorema de Green a recintos de otro tipe que los utilizados, suficiente-
mente restringidos para facilitar las demostraciones.

Aplicacion

a) x=1= f=i

Verificar el teorema_de la divergencia siendo
Fxy;z) = (2x+32)i+ (x3y~1)j~xz2k definido sobre el cubo
V= {(xyz/0=sx=1 A=yl Al0=szs 1k

1 Yyt z=l 1 y=% z=1
=g dxs dyg (2+x2—2xz)dz=s de (2z+xRz-xz2)

z=0 4

y=0 z=0

1 ye= i 1 y=1

= S dxj (24+x2—x) dy = S {2y+x2y-xy} dx =
Q y=0 4] y=0
' D4y2 d 5 X3 x2 [ 1

=) g o= (2 5 - ) R

2) La integral de superficie del segundo miembro debe calcularse sobre cada
una de las seis caras del cubo.

376

' ﬂ F-ndS =ﬂ (2x+32) dS mﬂ (2+32) dy dz = _g
s, s, D

1

by x=0= fH= -]
. r 1 2=1
jj F-ﬁds=ﬂ (—2x-32) dS =ﬂ (—Bz}dyGZmS dyj (—32)dz =
S, . 8, b, 40 2=0
1
3 3
= — Y = - =
o3
cly=0=h=-j

wn
(2]
T
=
o
m
i
w
@ —
}
>
ot
+
[N
&
I
=
Ead
o
B
o
N
i
-

dy=1=h=]

1 =l
ﬂ F+nds mj- (x2y-1) dS mﬂ (x2~1)ddewS dxg (x2— 1} dz =
S, Sy 04 [} 230

1 y=1
ﬂ. F+hdS mf {—xz?) dS r«:j {~x) dx dywS de (—x}dy = -%
Sg S D 0 0

=
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Como puede observarse en ef ejemplo, en general es mas sencillc el calculo
de la integral triple de la divergencia que el célculo de la integral de superficie. Por
ello, el teorema es muy Util para calcular el flujo a través de una superficie cerrada
sin recurrir a integrales de superficie.

Ejempio

Calcutar el flujo de F tal que F(xy;z) = Xi+yi+zk sobre la piramide
Ve {{xyz/x=z0Ay20az220n x+y+z = 1L

V"

Por io tanto, este teorema relaciona la circulacion, que es una integral curviti-
nea, con ef flujo del rotor, que es una integral de superficie.

e Teorema

Si F es un campo vectorial derivable con continuidad en un conjunto abierto gue
incluye la superficie orientable S8, grafico de una funcidn con derivadas segundas
continuas, y a una curva C, regular por partes, que limita la supedficie, entonces

j] rotor F * i dS = @.) F +ds sin es la normal positiva a la supericie S y si el
5 Je
sentido de la circulacidn es positivo respecto de la cara de S elegida como positiva.

— 1 y=E-x z=E-N-y
gj div F dx dy dz = [ﬂ’ Sdxdydz = GS dxg (ij dz = Demostracion
ALY . v il 0 o]

ye= z=

'
X

Sea F = Mi+Nj+Pk, entonces rotor F = (P = NoJi+ (M}~ P+ (N, ~M))k.

1 cyelox 1 o y=1-% .
= 3‘ dxs (1-x—y) dy = SS (ymxy - lz-) dx = Recordando la formuta H V- hds =ﬂ (~V Fi=V F+V ) dx dy (pag. 372),
SO y=0 0 y=0 S D '
fongeal® ol aplicarla a la integral del primer miembro de la tesis resulta, siendo z = F{xy):
1
i X2 1 o o
=3 (._ - X + M__) EEN. T )
SQ 2 " 2 o 2 .

B *ﬂ rotor F + f dS =ﬂ [~ (P~ Nz, (M; =Pz, +(N; ~M’)] dx .
B o ¥ " x z Xy X ¥

Luege, el flujo sallente de F a través de S es %

T Por otra parte £}) F +ds = . + P dz]
Teorema del rotor {Stokes) i B P @c o QSC[M dxor Ny %]

Este tecrema prueba que fa circulacion a lo largo de una curva cerrada simple B 5i C esta definida paramétricamente por las ecuaciones:
es igual al flujo del rotor a través de una superficie cualquiera limitada por la curva, CFREER  x = f() A y = g(t) A z = F(f(t);g{H)) con a st =b, resulta:
si la orientacion de la curva coincide con la de la superficie. {Para coordinar la orien- : b .
tacion de la curva con la de la superficie suponemas un observador de pie sobre la dz

. a . | , = + - ] ; e -
superficie que mire fa curva desde el extremo del versor normal exterior.) 2 C[M ox+ Ny +Pdz] MG +Ng'+P at «

a
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b
dx dy az
S {M o 4 N — pr +P_dt ]dt (1).

Pero por la regla para derivar una funcidn compuesta, es

dz_ __, dx . dy

—_ e 2 —

dt x ¢t ¥odt

Reemplazando en {1) esta dltima expresidn, queda:

1)

rotor ? =

dx dy )
I, = (hﬂ——-—+~N-———44 ' Pz t
2 L G NG PGt PE g )

Xz 2y x2

b
d
- S {(NHP z) % + (N+F’z;)-&¥—:1 gt = ¢ (M + Pz)dx+ (N+P z;} dyl

a ¢ Debemos hallar el flujo del rotor a través de las tres caras exteriores de la pira-
mide.

Si a esta Gltima expresion le aplicamos el lecrema de Green, resulta:

| —ﬂ {-_—-(N Pz)waiy(M+Pz;)]dxdy.

Para obtener las derivadas indicadas, debemos recurrir nuevamente a la regla
de la cadena recordando que M, Ny P dependen de x, v, 2, siendo z = F{xyy).

a) x=0= ﬁm-ﬁ:ﬂ rotF »fdS =0
s _

by z=0 = ra=~i<=:,~ﬂ rotF «AdS =0
SZ

Luego,
) NP2 =N +NZ +P 2 4P 2z Py €) xty+z—1=0 = A=——T+——]+—k
e ( zy}_ LNz + Pz +Plziz + Pz 3 V3 V3
d N ] e PR it ot T -t”mwi —
Sy M+PZ)I =M+ M2+ Pz +P 2z +Pz, rotor F «f 5 dS = /B dx dy

Al restar, se anulan los dos dltimos ¥rminos de cada miembro v obtenemos:

- 1 y=1-x
rotorF'ﬁdSwﬂ‘ (—--’~‘-~)"x/§d>(dy=—ﬂ xdxdy=_$ dxg X dy =
.ﬂs 0, ‘\/5 Dy 0 y=0

| wﬂ J+ (N - )z; + (P;—M;)z;] dxdy que coincide con 1.

lgual que el tecrema de la divergencia, el teorema de Stokes se extiende a otras
superficies con menos condiciones restrictivas. B

Ejemplo 1

Verificar el teorema de Stokes para F(xy:z) = xzi+2yj+x2k sobre la super-
ficie S del sélido V = {{(x;y;2)/x =0 Ay =0 A 220 A x+y+2 = 1}, considerédndo-

2) i, = gSC[xz dx + 2y dy -+ x2 dz]
la limitada por la curva ubicada en el plano de ecuacion y = 0. ’
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Para verificar el teorema podemos elegir cualquier superficie orientada positiva-
mente y limitada por C. El caso més sencille es el circulo plano
S = [y xE+y? =9 nz =0}

’ ] i _ K
c, Gy A=Kk mtoyEx . 8 A =k
ay az
C 1 X 2y 3x 4

. r2=ﬂk-kd8 =H dS = 32 = 97,
=) S

Podiamos haber elegido también la semiesfera superior de ecuacion x2+y?%+
+22 =9 A z =0 u otra superficie que cumpla las condiciones requeridas.

Las aplicaciones del teorema de Stokes permiten calcular, casi siempre en for-
ma mas simple, la integral de superficie mediante una integral curviiinea.

Aplicacion
K 1
=S [x(1—x) dx + x2{~dx)] = S (x—2x2) dx =

o

Utilizando of teorema de Stokes calcular ef flujo del rctor de F através de

fa superficie S si F{xy;z) = (x+y)i+{y-z)j-2% y S es el paraboloide de ecua-
cidn z = 1—x?-y? limitado por la curva C ubicada en el plano z = 0.

6 ‘
] o o= ¢[(x+y) dx +(y—2z) dy—z3 dz]
Luego, | = -~ —, c
2 & . .
l.as ecuaciones paramétricas de C son:
x=costry=sentaz=0,0=st=2n
Ejemplo 2
2w

Verificar el teorema de Stokes para F(xy;z) = 2yi+3x]—22k sobre la circun-
ferer:ora x2+y? = 9 ubicada en el plano de ecuacién z = 0 y orientada positiva-
mente.

2 ~
3 =S [(cost + sent)(— sent) + sentcostidt= S (~sen2tydt =
0 0

2
= .
0

Y S PN
Calculamos la circulacion siendo las ecuaciones paramétricas de C: N ( 2 o 4 e 2t)
X=3costay=38sentaz=0nr0=si=27
2r
i1 = C(2y dx + 3x dy ~z° dz)mg [Bsent(-3sentdl) + Scost.3costdt] =
[0}

EJERCICIOS

2
e . -
- S (~18 sen?t + 27 cos?) dt = 9. ) Calcular B‘S(xa—wz) dS siendo S la superficie del cubo

0 S={xyz0=x=1aA0=y=1al=szs1}
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. Seccion M
2} Caleular ﬂ xyz dS siendo S la parte del plano x+y-+z = 1 ubicada en &l primer
S 3
octante. 2) a 2’
3) Calcular el flujo saliente del campo vectorial V dado por ) - Joe
V(x;y:z) = 1821 ~ 12i+3yk a través de la parte del plano de ecuacion 2x+3y+ 8
+6z = 12 ubicada en el primer octante.
6}y a) Ux:

100
2 9,28 1 1 g by 10
15 60 6 3 3
100 28 _ 20
) -2 Sla 4 b) - 0 =g
o X i
y) = x2+y2+C h) Ulky) = 2y2—x2+y+C ¢} UQy) = x®y - 5 +

4) Verificar el teorema de Gauss para V(x;y;z) = 3x?yi+xy?] sobre
S={xyz)/x+y=1axz=0ry=20a0=2z=1)

5} Idem para V{x;y:z) = x2%i+xyj+xzk sobre
S=dla, 2Vx2+y2 =4 A xz=0ay=0n0s2=1)

. ki ) 5

&) Aplicario el teorema de Gauss calcular el fluio saliente de F si g) 1~z 94 10 ) +1. 1) 38

F{xiyiz) = (z2-x)i—xyj+3zk a través de S = {(xy2)/0 sz = 4oy A Osx=3),
7) Verificar el teorema de Stokes para la circulacién de F 1l que Seccion IV

Fixyiz)  (2x-y)T—yz?j~y2zk alo largo de la circunferencia ubicada en el plano - j

z = 0, cr.ntro en el origen y radio 1. CHT n 837 2) 899 3) -6 4) Upxy2) = o x¥ + senyz+e:+C

- 385 105 2

. ~ } ) e
8) ldem para F(xyz) = (z—y)i+{x+2}j~{x+y}k sobrela superficie del paraboloide - P

de ecuacion z = 4-x?-y? fimitada por la curva ubicada en el plano z = 0. el 5) Ulxiy:z) = Bx2y+22x-y3z+C 8) Uxy;2) = esenz — y2 + v + G
9) Aplicar el teorema de Stokes para calcular el fiujo del rotor de F para = W 797 8 45w

F{xy;z) = (y+2)i~xzj+y2k sobre la superficie S del sdlido |

V= {xyz)/0=sy=2,r0s2z=6-2x =gt - v

a) considerando la parte de S limitada por 14 ourva ubicada en el plano z =0 o M Seccion

b) considerando la parte de S fimitada por la curva ubicada en el plang y = 2. RIS . 5 14 s o

@l ) -6 2) —81i+271~4k  3) —2—1 R 4) div V=10,

RESPUESTAS A EJERCICIOS i rotor V = —i-j-k  divF = xt+duyz-2yz2  rotor F = (xzt+2y%2)i+(x¥y—yz9)j
CAPITULO 10 +(@x2y—x2z)k  §) 2y.

sion | s
Sect Seccion VI
n -2 5.0 34 48 5-2 - M3 g 4l 522 et6 N 88w

4 3 " 13 9 ) 320 3 3
Seccion i - S 9)a) -6 b) -9
11 873 17
1) - = 2 =22 e 4 8
) =35 V"% Y M 5
385
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8} Ulxyy) = x3+evcos x —y*+C

f) Ulxy) = engx—x3+y3+C

1
e} U(xy) = exsen 3y+y? - - +C

g) Ulxy) = xIny—x2-y2+C  7) ~5

P s

TN N

e

=
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11. ECUACIONES DIFERENCIALES

No he querido terminar el libro sin dar una introduccion sencilla y no rigurosa al
tema de las ecuaciones diferenciales. El lector interesado puede recurrir a una gran
variedad de libros que se refleren exclusivamente al tema. Sin embargo, su impor-
tancia es tan grande en problemas concretos de las clencias, que es necesario, aun-
que mMas no sea, un breve estudio del mismo, que suele alcanzar para muitiples apti-
caciones.

Nos limitaremos a ecuaciones diferenciales que pueden resolverse utilizando
funciones escalares elementales y cuya solucién se obtiene mediante los métodos
conocidos de integracidn.

l. Nociones generales

Las ecuaciones diferenciales surgen en forma esponténea cuando se quieren
resolvef problemas fisicos, geométricos, astronémicos, quimicos, ele. También en
ciencias biolégicas, econdmicas y sociales, permiten formular planteos matematicos
que primero idealizan y luego clarifican los problemas que se desean resolver.

Por ejemplo, en geometria, queremos encontrar una familia de curvas planas
que, en cada punto, admitan una recta tangente cuya pendiente es el doble de la
abscisa.

Sif es la funcidn escalar derivable asociada a una cualquiera de las curvas, dada
por la ecuacidn v = f(x), la condicion solicitada es  /{x) = 2x, 0 bien %— = 2X.

Cada una de estas expresiones es tina ecuacion diferencial porque en ellas in-
tervienen derivadas o diferenciales.

Se encuentra una solucion cuando, dada la ecuacion diferencial, se halia una
funcion f tal que sus valores y los de sus derivadas satisfacen la ecuacién.

En el caso propuesto es f(x) =§2x dx = x2+-¢, solucion general de la ecuacion

diferencial planteada.

En fisica, por ejemplo, nos dicen que una particula se desplaza sobre una recta
er forma tal que, en cada instante, el doble de! médulo de la aceleracitn coincide
con la suma del médulo de la velocidad mas el desplazamiento. La ecuacién dife-
rencial asociada al problema planteado es 2 5'(t) = s*(t) +s(t).

386

Hallar una solucion es enconirar una ley de movimiento s adecuada.

Por ejemplo, puede verificarse que s(t) = 3 e satisface la ecuacion dada.
También s{t) = ce! corresponde a una solucion para cualquier nimero real c.
Mas adelante veremos que la solucion general esta dada por :

C

sit) = cel+ ~con ¢ €R y czeﬁ.

el

Nos interesa, entonces, clasificar las ecuaciones diferenciales en cfistimos.tipcs
y establecer métodos para resolverlas, clasificando también los tipos de soluciones
que aparecen. o . -

Para ello, presentamos previamente algunos de los términos basicos que utili-
zaremos en este capitulo,

- Como se ha indicado, ecuacion diferencial es una ecuacion en ia que intervie-
nen derivadas totales o parciales de una funcion desconocida, Si la funcién desco-
nocida es una funcién escalar o de una variable independiente, la ecuacion diferen-
cial es ordinaria y las derivadas gue intervienen son totales. 3i la funcidn dgscana—
cida es un campo escalar de varias variables, la ecuacion diferencial es parciat o en
derivadas parciales. g

iy Ju i s %y U
La ecuacién de calor: k_ﬁu gl y la ecuacién de onda prraialys
son ecuaciones diferenciales parciales. ‘ .
Los dos ejemplos presentados al comienzo son ecuaciones diferenciales ordi-
harias y en este texto solamente nos referiremos a ellas.

Ecuaciones diferenciales ordinarias
Definicion

Toda expresion de la forma H(x;f(x);ff(x);...;f‘“)(x})lg 0 gue relaciqna una va-
riable independiente x con los valores f(x) de una funcion y de sus n primeras deri-
vadas se llama ecuacion diferencial ordinaria de orden n.

Es convenienle anotar, para simplificar los célcutos, y por f{x}, y* por £'{x), etcé-
tera. ’ ' .
Es decir, M0gyy',...,yi") =0 presenta la notacidn usuat en ecuaciones dife-

renciales ordinarias.

Orden

Ecuacion diferencial ordinaria de orden n es toda ecuacion en la que interviene
una derivada de orden n y ninguna derivada de orden superior a n. )

Fs decir, orden de una ecuacion diferencial es e mayor orden de derlvacién que
aparece en la misma. '

X F7{x) + 7x f(x} = sen x es una ecuacion diferencial de segundo orden que es
el mayor orden de derivacién. '
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FV(x) + 3 _ ) . .
{x) N xf{x) = 0 es una ecuacién diferencial de Guarto orden,

% Grado

_ Grado de una ecuacion diferencial
dgrryada que da el orden, una vez
eliminado denominadores respecto
el grado existe si la ecuacién difer
de las derivadas.

es el mayor exponente con que aparece la
que Ja ecuacion ha sido racionalizada y se han
de ?odas las derivadas. Esto dlitimo significa que
encial puede anotarse como polinomio respecto

a) (WH-y'x+y5=cosx . es de cuarto grado

b) yrr - ¥ 7] fiye
{(x+2y™)2 EYIyT =y e

S YRR )2+ 4y =y es de tercer grado
'y 3
€)Y = V1Y) ey = T+{y')4

d) "-2y'+4=0 1o tiene grado

es de grado tres

Solucion

Una funcidn escalar f es salucion de la ecuacion diferencial ordinaria
HXYsy'5. iy} = 0 en el intervalo A si y sdlo si ¥xeA: HOGHXYE (... (x)} = 0,

La solucién puede hali '
arse a veces en forma explicita pero en i
. . 2. 0
se la obtiene en forma implicita. P i as coasiones

Por ejemplo, dada ia ecuacion de primer orden y’ ='x, la funcién f dada expli-

. _ xZ
citamente por y = f(x) con f{x) = 5 + 3 es una solucién de la misma pues su

derivada satisface la ecuacion propuesta. Tambien lo es f tal que f(x} = XE +C
para cualquier nimero real c. ‘ :

' AiTuie?e llegarse a esta solucion mediante una integracion que elimina fa derivada
y'. Megrar una vez, aparece una constante. La solucién general dada por

2
f(x) = XL c ili z
5 corresponde a una familia de pardbolas ¥ para cada valor de la
cons;ante arbitraria ¢ se obtiene una solucién particular,
ara fa ecuacion de segundo orden y" = 2x* la solucidn general puede ob-

tel erse l“edlal ite dOS “teg!a ones Cesl pOl & apaie( en & eﬂa d[lS
| Ci su vas 10 Cu
¥

yom et g s y =
> | B Y = 4 G x,

4 x5
10

iuciégl la ecuacioén diferencial es de orden n, se precisan n integraciones y en la so-
) geneljal aparecen T constantes arbitrarias. Las n constantes son independien-
€s 0 esenciales, es decir, su namero no puede reducise. \
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Veamos otro ejemplo. Dada vy - x 0, alintegrar respecto de x para v = Hx),
. y* X2 . -
se cbiiene e k., 0 bien x2+y? = ¢ con ¢ = 2k

En este caso. fa solucion general se obtuvo en forma implicita. De allo puede
inferirse que en la teorfa de ecuaciones diferenciales se necesitan imporiantes teo-
remas que garaniicen existencia y unicidad de cada solucién,

_.En_resumen, solucién general de una ecuacién diferencial ordinaria de ordenn

es una funcidn f 1al gue sus valores y los de sus derivadas satistacen la ecuacion
diferencial y en cuya expresion aparecen n constantes arbitrarias esenciales,

Consideremos ahora la ecuacion diferencial de primer orden v’ = 3x2. £s in-
mediato que y = f{x} con f{x} = x3+¢ corresponde a la solucion general de la misma,
representada por una familia de parabolas cubicas.

A cada valor de la constante ¢ corresponde una curva diferente Bamada solu-
cion particular de la ecuacién.

Muchas veces, en problemas de apiicacion, es necesario elegir una curva par-
ticular. Ello surge de informaciones adicionales liamadas condiciones iniciales, de
frontera o de contorno.

Por ejemplo, si'a la tltima ecuacién diferencial propuesta sé 1g agrega fa con-
dicion de que la solucion debe ser una curva que pase por & punto (2;3), entonces
fa constante se determina a partir de la solucién general.

y=x3+cax=2aAy=3m 3=8+¢c= c= -5

Luego, la funcidn asociada a #{x) = x3-5 es la solucion requerida.

Si la ecuacion diferencial es de segundo orden, para hallar una solucién parti-
cular a partir de la general, debemos determinar dos consiantes arbitrarias. y nece-
sitamos, entonces, dos condiciones iniciales.

Por ejemplo, dada la ecuacion diferencial de segundo orden vy +y =0, la
solucidn general estd dada por v = ¢ ,COS X + ¢, senx.

Necesitamos exclusivamente una solucion a la cual pertenezca el punto (0;2)
y tal que la curva tenga pendiente 3 en este punto.

Tenemos, entonces, dos condiciones de frontera para la solucidn { tal que
y=10x} 1) (0;2)ef 2} £(0) =3

Para encontrar la solucidn particular pedida consideramos la solucién general
y la derivamos.

f{x) = €,C0s X + o sen x = f'{x) = G 88N X + C,C0S X.
Reemplazandc en estas expresiones x =0, {0) = 2 y {{0) = 3, obtenemos:
2 = cscoso + 0259”0 A3 = mc1sen0 + cacosO.

Luego ¢, =2 A ¢, =3 vy la solucion particutar buscada es
y=2¢c0sx + 3sen x

Veamos ahora la siguiente ecuacidn diferencial de primer orden y = xy'~{y’')2.

Su solucidn general esta dada por v = cx — ¢2, que es una familia de rectas no pa-
ralelas.
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¥y =X -1 dauna solucién particular para ¢ = 1,
= —3x - 9 da una solucion particular para ¢ = -3, etcétera.
En este caso, puede verificarse que, ademas de la familiz de rectas propuesta

- .z 2
como solucion, la funcion 1 tal que y = {(x} con y==v-»~)~(4—— también es solucion.

No es solucidn general pues no aparece fa constante arbitraria ni es solucion parti-
cular pues no se obtiene a partir de la general. Es usual amarta sofucion singular.

. Ly X2
La parabola de ecuacién y = e es envolvente de la familia de rectas pro-

puesta como solucién general. (Una curva es envolvente de una familia de curvas

sty sgilo si en cada uno de sus puntos es tangente a la curva de la familia que pasa
por dicho punto.)

I

Otras soluciones de este tpo se pueden hallar construyendo funciones asocia-

das a arcos de curvas de fa familia y a arcos de la envolvente, Surgen asi infinftas
soluciones de tipo singular.

Dg este ejermplo puede deducirse que no en todos los casos es posible hallar
el conjunto de todas las soliciones de una ecuacicn diferencial.

EJERCICIOS

1} Dar el orden de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:
a)xy”%«zxy’wsseanO )

b} {y")? = x2-y2

¢} (x2+y)dy — 3xdx =0

o U5 o, ds
Do dt
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2} Verilicar en cada caso as soluciones propuestas e indicar su tipo.

a) y=xy + ) y=ox+ct

b) (y)y - 2xy +y=10 1} y2-2cx + 62 = {

2) x2 = y2

3) xwy’~’+—1.—
4

¢l y' a4y =0 y = ¢, sen 2x -+ ¢, cos 2x

d) yy - xiy)z=1

ll. Ecuacion diferencial de una familia de curvas

El problema que nos interesa principalmente en este capitulp es haliar la solu-
cion general de una ecuacidn diferencial. O sea, encontrar, para cada ecuacion di-
ferencial, una familia de solucicnes que corresponde a un conjunto de curvas plahas.
Sin embargo, en algunos casos puede plantearse el problema reciproco, es decir,
dada una familia de curvas buscar una ecuacion diferencial que la admita como so-
lucion.

Efempio 1

Consideremos e} haz de pardbolas con vértice en el origen y con eje y. Su ecua-
cibnes y=cx? (1)

Derivando respecte de x obtenemos y' = 2¢x  (2). ]

Es necesario ahara eliminar la constante ¢. {(Si no se la elimina, (1) sdlo es so-
lucion de (2) si se le da en ambas et mismo valor a ¢.)

De la ecuacion del haz resulia ¢ = mi%« st x# 0.

2y
Tx
mite a la familia de parabolas como solucidn general.
St seguimos derivando podemos encontrar una ecuacion de orden superior al
primero que admite la solucion propuesta, pero no seréd su solucién general pues
tiene una sola constante.

Al reemplazar en (2} queda y' = que es la ecuacion diferencial que ad-
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Por lo tanto, si partimos de una familia de curvas de ecuscién F (xX;v:c) = 0, don-
de ¢ es una constante arbitraria o parametro, podemos encontrar una esuacion di-
ferencial de primer orden que Ia terga como solucion general. Para ello, derivamos
una vez. Si en la expresion que resulta no aparece ¢, se trata de la ecuacidn busca-

da. Si aparece la constante, entonces debemos eliminarla utilizando fa ecuacion de
la familia dada.

Ejemplo 2

‘Dada la familia de pardbolas y = ¢ X2+ ¢ x hallar la ecuacion diferencial que
- la tiene como solucién general.

Como en la ecuacion de la familia de curvas aparecen dos parametros, 1a ecua-
cion diferencial buscada es de orden dos.

Derivamos dos veces: y' = exte, =yt = 2¢,.
1}

Eliminamos las constantes: c, =

A (c:?_ =y - 2c‘x = C, =y - xy").

Luego, reemplazando ¢ , ¥ €, en la ecuacién det haz: y = —%««— XEH (Y ~xyIx =

= 2y = X2y 4 2y - XY X2y - D'y 4 2y =0, que es la ecuacion dife-
rencial que corresponde al haz presentado.

Por lo tanto, para una familia de curvas con dos parametros del tipo
Fixyc 1€, =0 la ecuacién diferencial que la tiene como solucion general es del
tipo H(xiyiy'y’} = 0, o sea, de sequndo orden.

Siguiendo el mismo procedimiento para el case de una familia de curvas con n
parametros, ia ecuacion diferencial correspondiente es del tipo HiGyy' ...y = 0.

O sea, es de orden r y se la obtiene eliminando las n constantes después de n de-
rivaciones sucesivas.

EJERCICIOS

1) Encontrar 1z ecuacion diferencial que admite come sclucidn general a la familia
de curvas: a, y=cx by y=x%+¢ C) X2 —y2= g
= 3 Y = w3 2
d) y=cx?+cu FoX e, e) y=x¥+gx +tex+c,

f} Y= senx+c,cosx gl c1x2+czy=‘x h} xy = ox - 4,

2} Hallar la ecuacicn diferencial asociada a la familia de circunferencias con centro
en el origen. ‘

3) Ecuacidn diferencial de todas las rectas det plano.

4} Ecuacién diferencial de todas las parabolas con vértice en el origen v eje x.
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lil. Trayectorias ortogonales
Definicion

Dos curvas son ortogonales en un punto que pertenece a ambag siy stlo si las
rectas tangentes a cada una de las curvas en el punto son perpendfqmares._
Si una curva es orlogonal a cada una de las curvas de una familia, se dice que
i iHia.
es una trayectoria ortogonal de la fami .
Finalmente, st dos familias de curvas de un mismo plano son tale§ que cada
una de ellas es ortogonal a la ofra familia, los dos haces son trayectorias mutua-

menmeoriogonales: -
Por e}%cr)nplo, consideremos la familia de pardbolas dada por la expresion
y = ¢ x2

Puede probarse que la familia de elipses centradas en el origen, de ecgacién
x2+2y2 = k estd constituida por las trayectorias ortogonales al haz de parabolas
y reciprocamente,

En muchas aplicaciones. sobre todo geométricas y fisicas.. interesa encontrar
las trayectorias ortogonales a una familia de curvas dada. Por e;emplo._ en el campo
electrostatico las lineas de fuerza y las equipotenciales son trayectorias ortogona-
les. Lo mismo sucede en teoria del calor con ias lineas isotermas y las de Hujo ca-
t6rico.

£l problema de encontrar las trayectorias ortogonales a una famnsg de curvas
se resuelve como aplicacion directa de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Para ello, dado un haz de curvas planas, 1o primero que hacemos es hallar su
ecuacion diferencial. ) ‘

Por ejermnplo, dada la familia de rectas de ecuacién y = ¢x .hg!iamos la ecua-
cidn diferencial, segtin hemos visto, derivando primero y luego eliminando c.

o

Es y' =c¢ con €= o
.
Por lo tanto, y =5

Luego, para el haz de curvas correspondiente a y = cx la ecuacion diferencial
asociada es y'x =vy.
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Ahora bi '7 :
bien, como buscamos las trayectorias ortoganales al haz de rectas, una

D!Opied I i T 4 (z]
p th ad de! 6‘0:&8 per{)endlcu'ares de pencﬁe teS no UIaS nos diC que 5US res
p es 50 ¥ eros de V&lO es absol j “ 0 )
ecliivas @l- d e.H [E'] umer i solutos reC!p!’OCOS g nos 'l%[eS oS
ES deC“1 S ]a pe”dle ]te de uwna reCta a5 y’ # 0 e fectai’:]ue Ie e85 pe% o
' pen-

dicular tiene pendierite — —-.

O sea, si Yy} = ion di
. 81 H{xyy') = 0 es la ecuacion diferencial asociada al haz de curvas

dado, H(x; ; —l) == ion di i
g y 0 es la ecuacion diferencial asociada a! haz de trayectorias
ortogonales al primero. |

v

En nu ion di
estro caso, como la ecuacidn diferencial del haz inicial es y o= y

la ecuacion diferencial del haz ortegonal resulta — L
v

Y ,
S O bien yy'+x =0

'. . . - .
Esta ecuacion dife’ encia Eue fesuelta en pag 389 y 5u S()FU(:?(H] eneral 1
y . . g at esia

O sea que iaS tlayeCEO o tOgOI 12les a 'a !a! £ q p p
] as S 1 de IectaS ue pasan po
& ! el
o lge” SO ClrgL ie encias concéntr ICas en 8' Of |ge

' C)Cfe 108 &) ftenza! el f lé de em 1 i Ol i onaie: e
. - ©
I ' p*eado pa a a”a 1 3yeCt 1as O Og S d

1T it
tramo)s- g&?ﬁ}os—una familia de curvas planas cuyas ecuaciones nos dan o enc

2) .Bu 1¥.¢) = 0, siendo f una funcién derivable con y = f(x) on-
curvas d dsc.amos la ecuacion diferencial de primer orden asocie;cia a ia famiti

8) Ea tabEH(X’y'yf) = (} (y.u o O) a famiiia de

stabiecemos la ecuacion di i L
H(x'y- e )M . diferencial de las trayectorias ortogonaies:
4 yr — .

4) Resolvemos la ecuacién di i -
. 2 i6n diferencial anteri i0 '
tia de trayectorias ortogonales buscada: M(x-y'igff g 4 Solelon genral s la fam:
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Ejemplo 1

Encontrar fas trayeciorias ortogonales a la familia de circunferencias concén-

tricas en el purto {3:1). ‘
1) La ecuacion de la familia dada es: (x—3)2+{y~1)% =12
2} Para hallar su ecuacion diferercial, derivamos respecto de X y eliminamos la

& constante: 2(x-3) & 2ly—1yy' = 0. {En este caso la constante quedd eliminada di-
. rectamente.}

L a ecuacidn diferencial asociada al haz de circunferencias dado es
(x—3) + {y—1y' =0 o bien y' = — );:? .

3) La ecuacién diferencial asociada al haz de trayecto

1 x=3

7

rias ortogonales es

o bien y'{x-3) =y-1.

y o y-
4) Resolvemos esta Gitima ecuacion diferencial
dy dx
X3

Integrando queda injy—1] = Injx~3|+m

Inly—1] = Ix=3[+ink (m = In k a k>0

ly=1} = -3k
Siy—1 tiene el mismo signo que x—3, entonces y—1 = k(x—3).
Si y—1 tiene signo contrario al de x—3, entonces y—1 = ~ k{x—3).

En ambos casos, la solucion corresponde & Ja familia de rectas de ecuacion

} y — 1 = c(x—3). Todas ellas pasan por el punto {3;1).

Hma ecuacion diferencial se ha efactuade un cambio de constante que

Neta: en ia resciucion de la 0l
procedimiento y otros similares son usuales para

transiorma una constante aditiva en otra multiplicativa. Este

¥ simplificar resultados. Su manejo s& adguiere con la practica.

Ejemplo 2

Hallar trayectorias ortogonales a la tamilia de pardbolas con vértice en el origen.

1) La gcuacion de la tamilia de pardbolas es y = ¢x?

2) Hallamos su ecuacion diferenciat derivando y efiminando ¢. Queda y’ = 2cx

pero, en la ecuacion inicial, es ¢ = —~3~2— {x # 0}

Luego, ¥y =2 m}’; %, y la ecuacion diferencial de la familia dada es y’' :
X

3) La ecuacion diferencial del haz de trayectorias oriogonales es

1 2 )
ww——-w-~—y—obxen2yy'm —-X.
—_— Y X
4} Resolvemos, por integracion, esta Gltima ecuacién diferencial.
x?
Es y2= ——— + K
y 5 k
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Luego. ta familia de trayectorias ortogonales a las parabolas dadas es una fa
. 2
milia de elipses ceniradas en et origen y ecuacién —%—— +y? K
EJERCICIOS
1) Dar la ecuacion diferencial asociada al haz de rectas que pasa por el origen.

2) idem para el haz de pardbolas de ecuacién Y =ax? + bx + c.

3] idem para la familia de curvas de ecuacién Yy=aeX+her+ g,
4) idem para el haz de circunferencias de ecuacion x2+y2+ gx = 0.

5) idem para la familia de pardbolas asociada a x = ax? + by.‘

8} Trayectorias ortogonales a la familia de rectas que pasan por et punto {~3;2),

7) idem para la familia de hipérbolas de ecuacion x2-y2 = ¢,
8) idem para la familia de curvas de ecuacidn y4 = ex,

9) Idem para fa famifia de rectas de ecuacion X+2y = g.

IV. Variables separables

Consideramos et caso en Gue una ecuacion diferencial de primer orden puede
expresarse de la forma y' = F(xyy) slendo F una funcion cantinua conocida.

Si el valor F(x;y) puede descomponerse en producto de dos factores, uno de-
pendiente exclusivamante de x y ctro de y, se indica que es una ecuacién diferen-

cial de variables separables.
Por ejempio, y* = 2x, y' = Xy, ¥ =
tipo indicado.

Cualquiera de ellas pueds expresarse de la forma y' = m{x) giy) donde m ya
son funciones escatares continuas.

St gly) # 0, la ecuacion diferencial puede anotarse

son ecuaciones diferenciales del

M{TJY_J_ Yy’ =m(x) o bien rly)y' =m(x) para r(y) = _Q%I)_

Recordando que vy = f(x), es e () = m(x).
Integrando ambos miembros respecto de x:

~ -

J OO (%) dx =J m{x) dx

| S —

También Jr(y) dy m[m{x) dx.

4
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Como r ¥ m son continuas y por lo tanto integrables, obtenemos finaimente
' i irmiti imitiva de m.
= g(x}) + ¢ siendo p una primitiva de r y s una prim iy N
PY) El rz(ié}todo que hemos usado para resolver fa ecuacidn es el de separacion de

_ yariables.

. Ejemplo 1

T Resolver == === =0

1
X+2

L .
Para ver que la ecuacidn es de variables separables anotamos y' =y

e 1 1 Dy =1—1_ax
Por fo tanto, - dy = ——-dx mjydy fx+2 dx

Luego, Injy] = injx+2] + ¢
La expresion anterior puede anotarse asi:

Inly]—Injx+ 2{+Ink = 0 para k > 0.

ky
X+2

La solucién estd dada, entonces, por y = c{x+2).

Por lo tanto ’ ‘= 1 o bien kly| = x+2|.

~ Eiemplo 2

Hallar una curva asociada a y = f(x) que pase por e punto (2;1} y satisfaga

Tagcuacién diferencial 4y dx -~ x{y~3} dy = 0,

y—3 4
Separando variubles obtenemos 7 dy == " dx (x#= 0 Ay #0)

j(1 - _(_B_)dy = 4“:1_ dx = y=3inly| = 4Inix]+c = y = Iny3+ Inx+ Ink =
Y X .

} “_ - )
" = Y= In(odyd]) = oer =kt = er=kxty? v ev = —kxtyd = ey = o xS,

Debemos encontrar ahora el valor de ¢ que nos dé la solucion particular para

x=2ey=i.

e
em?ﬁcmc——w.

i i LA
lLuego, la curva buscada tiene ecuacion ev »w?é——x ¥,
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En muy pocas ccasiones se presentan directamente ecuaciones diferenciales "
en las cuales es posible separar las variables.. Sin embargo es muy comin utilizar @

este método como etapa final en la resolucidn de ecuaciones diferenciales.

A veces, al efectuar divisiones para separar variables se pierden soluciones par- & §
ticulares. Puede ser conveniente verificarlo en forma directa en la ecuacion diferen- §
cial, kzn ef Uitimo ejemplo, x = 0 e y = 0 son soluciones de la ecuacion propuesta,
pero fa ecuacidn del eje de ordenadas no corresponde a una funcién de variable x. Py

EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales separando variables:

1y +2xy =0 2) 2xy' =y
3) (1+x%) dy ~ x®y dx = 0. Solucidn particular para x =2 e y = 1
4) yy = —1—}25 5) xy'+y = y2 B) xyy = 1-x2

V. Ecuaciones homogéneas

Consideremos una ecuacion diferencial de primer orden det tipo ¥ = F(Xy) 4

donde F es una funcién homogénea de grado cero {pag. 164).

Esta ecuacion de primer orden recibe sl nombre de ecuacion diferencial homo- €

génea.
Los siguientes son ejemplos de ecuaciones diferenciales homogénaas:
y+X
y' o= vox (1) 2xy dy - {x2-3y2) dx = 0.
dy %x24-3y2
; —_ . )
£n la segunda, podemos hacer I Sy 2) P

En (1) y (2) puede verificarse facilmente que el segundo miembre corresponde

a una funcion homogénea de grado cero o, lo gue es equivalente, al cociente de dos &=

funciones homogéneas de i gual grado.

Para resolver una ecuacion diferencial de este tipo, es conveniente efectiar un = -
cambio de variables que nos llevara a una ecuacién con variables separables. Ei GEmlE=mR

cambio de variables a proponer surge espontaneamente si se observa que toda fun-

cién homogénea de grado cero puede expresarse como funcidn del cociente ™

y X
XO";‘.

En efecto, si F es homogénea de grado cero, por definicidn se verifica
Vi Fltxtyy = Flxy).

Haciendo t = —:?, resulta F{x:y) = F(E; %)

Esto sugiere el cambic de variables % =z con z=g(x), con el cual 13 gy

ecuacion propuesta y' = F(xyy) puede anctarse y' = F(1;z) o bien y' = h{z) (%) g
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Siendo y = zx resulta y' = z'x4 2.
Reemplazando en (#) queda z'x+z =h{z}, ecuacion gue puede resolverse

@ separando variables de la siguiente manera:

dz dx

- lz,"gz,.«)
W=781X?‘"~0Ah(2)“29‘50 (Z %

dz = Irﬁx|+ n k

n (x) = J s

1
Luego kx| = el T ®

. 1
Al integrar es j hZ—2

Si g(x) corresponde a una solucion de esta Uitima ecuacion, entonces

¥y x g(x) propormona una solucidn de ia ecuacion inicial propuesta.

Notese, una vez mas que, al efectuar divisiones, generaimente perdemos solu-

ciones adlcnonales que debemos considerar separadamente.

® Ejernplo 1

Verificar que la siguiente ecuacion diferencial es homogénea y hallar su solu-

3 cidn general: (x2+y?)dx — xy dy = 0

dy  xP+y?
dx Xy

Vemos que el segundo miembro es funcién homogénea de grado cero pues

1oy Ry2 X242
F{tx;ty) = ixty = xyy = F{xy).

Mas sencillo es ver directamente si el segundo miembro es funcidn del cociente

163)

Para ello dividimos numerador y denominador def segundo miiembro por X2

Haciendo —{« =z @8 y = xz. También dy = xdz -+ z dx.
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Obtenemos 292+ zdx 1422 ,
dx 7~ Bcuacion de variables separables. Buscamos ahora el vaior de ¢ para x_ =1 e y, = 4,
dz 1422 4 4
X +Z o m oy 2 1422 dz 1 ‘ Resulta c = — vy la solucidén particular buscada corresponde a — x = Y
ax Z dx z ‘Z:X‘""ax_=-;=zd2x—«_dx = 5 5 y+x
ax?
z? @ O bien y= .
e = [ 8 —
2 Nk = 22 = 2Ix{+2Ink = 22 = in x24in ¢ 54
e ) B — H i
=—zZ=In{ex? {c> 0. -¢—Ecuacionesreducibles a-homogéneas
Luego, para 1a ecuacion inici . a x+b y+o
" inicial propuesta es y2 = x2in (ex?). La ecuacidn dilerencial S A e L no es homogénea para
dx ax+by+c,
Efermplo 2 m ¢, 0 vc,#0 pero puede transformarse en una ecuacion de ese tipo mediante
Siend . un cambio convemente de variables si se cumple la condicion de que ab,—a | b, #0.
endo  x dy....( 2+2X ] ‘2 -y
Y, = 4. Y=Ly y)dx =0 hallar ta solucién partictlar para x =1 ¢ i cambio de variables que proponemos es:
¢ ‘ X = u+h A y = v+k siendo entonces dx = du a dy = dv.

Verificamos pri
rimero i ,
que la ecuacion es homogénea: l.a ecuacién diferencial dada se transforma en:

a1u+b1v+alh*bgk+c1

] Y2+ 2%
R e (_V.)'ﬁzl. T R TR (1.
X X U a,u+bv aeh bzk+c2

Haciendo simulldneamente a 1h»«b K-c, = 0 - ax;‘,h—lcnzls;c2 = (. obienemos

Hacemos el cambio de variables . = 2
X {a siguiente ecuacién diferencial homogénea:

Xdz + 2z dx
Resuita ”_—Ex-_"h =224 27 = ;jz 224y dv a1u+b1v
x . ————— D e
du a,u+bv
Separando variables: Z(zdj 7 = _d?i__ Por 1o tanto, h y k constituyen fa solucion del sistema de ecuaciones lineales:
X
Para in ; . +b k+¢, = 0 A ah+b kt+c, =0
tegrar, al primer miembro fo descomponemos en fracciones simples: R e
: ah+b k= —c
( " dx El sistema anterior:{ ! k k tiene solucion Unica pues su determi-
zwéu‘E dz mJ"—x_ ah+b k= -c,
a b :
1 1
Injzf~Injz-+1} = tnjx)+ In k (k > 0). nante | - . =ab_—ab, # 0 como se propuso al comienza.
a
2 2
Luego Z = z
g,’z+1 ”klxiz’—'—"“—=k)(v——-—-z = -
z 2+ * Ejemph
‘ o}

Par lo tanto  ex = —.% . )

z+1 - Resolver (4x+3y+1)dx + {3x+2y+1) dy = 0 reduciéndola previamenie a una

ecuacion homogénea.

dy 4x-+3y+1
£ =
s dx - 3x~2y~1

S 50 ltlH” W05 2 (}biei BIMos cX € corres ! Ide iz (}Iﬂ(: on

-general de la ecuacion diferencial.
dv _ 4u+3v+4h+3k+1

du  —~8u-2v-3h-2k—1

400 X=u+h ny=vt+k =
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El sistema que debemos resolver para encontrar valores convenientes de hy k @

4h+3k = —1 4 3

es = —1 40,

3h+2k = ~1 3 2
SR

Luego, hm—:mljre_w:mf,\kx.._s_wm_'_“j_zy

Por io tanto, x = u~1 A Yy =Vv+1 es la sustitucidn de variables que ileva a la '

ecuacion diferencial homogénea

gy 4u+3v

du =3u-2v

U

v
dv B 4+3"~a—

du

~g-2 Y
i

- \ v
Hacemos el cambio de variables T =% con dv = z du + u dz.

Zdu+ udz 4+ 32

Obtenemos = " .
du T35, ©cuacion con variables separables.
dz 443z dz 4+3z+3z+272
U o = i = A+3z2+37+222
dU -3 “‘*'22 z=u du __3 "““22
Separando variables,
~22 -3 du 1 27+3 du
S ot SR < O 1 )
2z2+6z+4 u T T3 IM22+32+2 dz =

= - —% iMfz2+32+2| = Injul+c = Injul+In m + IN/Z27 3755 = 0=
[es—

[

= In{mlulVz2+8242) = 0 = mjuh/ZE5 5755 = 1 =

2
= 22+3Z+2=—3—'~—1‘—2—- = +
m

\ 1
3— + 2= - 24 2=k
Uz ") " 0 K = vE4+3uv+232 = k

Pero u = x+1 AV=Yy -1,
Luego, (y—1)2+3(x-+1)(y~1}+2(x+1)2 = k.

402

¥ 2) idem para ¥y =

Para resolveria, dividimos numerador y denominador del segundo miembro por g '

@& 5 Solucion particutar en (1;—1) para y' =

| = Injyl+ink = MJD(X) de = o fP0 < k| =y =

Finalmente, ia solucion general-de 12 ecuacion propuesta corresponde a
YRy F2x2+y X = k.

EJERCICIOS

1} Verificar que la siguiente ecuacion diferencial es homogénea y resolveria:
2xy dy ~ {x2-+y2) dx = 0. :

X3-y3
axy?

3) idem para x?y' = y2-2x2,

4) idem para (3y2+3xy+x3) dx = (x?+2xy) dy.

y2—2xy—x2
yR42xy—x?

B 6) Solucion particular para x, =1 e y =0 de xdy — ydx = VxZ-yZdx.

7) Verificar que {a siguiente ecuacidn es reducible a homogénea y resolverla:
{2x—5y+3) dx — {Sx—12y+8) dy = 0.

" : . X—y+3

% 8) ldem para y' = e
_ . ., X+3y-5
¥ 9) idem para y' = Ry

® VI. Ecuacién diferencial lineal de primer orden

Liamamos ecuacion diferencial lineal de primer orden a una ecuacién del tipo

= y' +p{xly = r{x) donde p y r son funcicnes escalares conocidas, continuas en un in-
@) tervalo abierto.

Si r(x) = 0, la ecuacién lineal suele llamarse incompleta y puede resolverse

i separando variables.

1
En efecto, y'+p{(xly =0 = Vy’ = —p(x} =

e—fﬁ(x) dx
k
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Si rix) # 0. la ecuacion se llama completa y puede resolverse mediante cambio
de variables. f

Tenemos la ecuacion diferencial y +px)y = r(x} {1} e intentamos ia siguiente B
sustitucion y = uv con v = ) A u=mix) » v = q(x)

Resulta y* = u'v+uv’,

Reemplazando en (1}

WY UV puv = o)) = w'v + oV Hpgv) = rx) (2).

£n (2} igualamos a cero el paréntesis del primer miembro. Para_sllo.resolvemo

Integrando ambos miembros, el segundo por partes, resulta:

ey eZX
=" - +C.
2 4
2% el
Luego, y= (5% "7 + c)e“z*_

Finalmente, la solucion generai de la ecuacion propuesta estd dada por

fa ecuacion diterencial lineal incompleta v +p{xiv = 0,
Buscamos una solucion particular cualquiera de esta ecuacion:

= =) = v = g oo

£on una eleccion particular de la primitiva que aparece en el exponente,
Al reemplazar v en (2), como v'+p(x)v = 0, obtenemos

w e P = i o bien o = rx) e

Luego u =J r(x) efroo g o

Finaimente entonces, la solucién general esta dada por

y = UV = [Sr(x) efp(x}dx dx + C:' e“‘fﬂ(X}dx

Por lo tanto, y = o~ Jrwax fr{x} efod gy 4 g o foti o

Ejemplo 1

Resolver la siguiente ecuacion diferencial lineal de primer orden: y +2y = x,
Haciendo la sustitucion indicada v = uv:

UVHUVA2Uv = X = VUV +2V) = x (1) .

Buscamos una solucién particulas de la ecuacién incompieta v'+2v = 0,

t

v
v o=~y o= ——V—=m2::~ Inv= —-2x = v = g~

(Obsérvese que no colocamos valor absoluto ni la constante pues nos interesa SRENENR

solamente hallar una solucién particular cualquiera.)
Reemplazando v en (1), cbtenemos:

d .
uex=yx= —d%:ezf‘x = du = g2 x dx.

404 )

dea y=2

X 1
____.*.CeAEx_
2 4

Ejemplo 2

Solucion particular de 2y sen x dx = cos x dy — 2dx para Xy =0y, =3

Llevamos la ecuacion diferencial a la forma y'+p(x)y = r(x)

2

Yy eoosx - 2ysenx =2 = y -2yig><2~—{~:-o—s-;<—

2
CO8 X

La ecuacion incompleta asociada es v ~ 2vigx =10

Haclendo y = uv, queda w'v+u(v' ~2vigx) =

(.

v 1
—— e _— VW oo |
v 2igx = Inv 21n{cos x) = oI

Luego, en {1):

du ! -2 ::a—gp—mzcosxmu=2$enx+c.
dx  cos?x cOs X dx
1 tgx 2
Por lo tanto, y = uv = (2sen x + ¢ = 2 + ¢ sec?x.
€0s% X o8 X
. . tg .
La solucion general estd dada entonces por y = ZW + £ sec2 X,

Para X, =0 ey, =3 resulta ¢ =3 y la solucién particular pedida correspon-
tg x "’

+ 3 sec? X,
cos X

¢ Factor integrante

Quieroc presentar aqui un método que puede aplicarse para resolver algunas

ecuaciones diferenciales. Consiste en multiplicar ios dos miembros de la ecuacion
diferencial por un facter que hace posible la integracion.
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£n el ejemplo 1 anterior resoivimos la ecuacion y'+2y = x.

i, Si multiplicamos ambos miembros por €2 obtenemos Si bien e! cambio de variables es un poco mas extenso, en general resulta mas

facil que memorizar el factor integranie.

y'et 4y 2 @2 = x e, g

El primer miembro es ahora la derivada, respecto de x, de y e El segundo o & Ecuaciones reducibles a lineales

miembro se puede integrar por partes. . . ) -
sep grér porp Una ecuacion facilmente reducible a lineal es la siguiente:

d X e oo y - px)y=yrix) paran=0 n=1
. [ 2 = 2x 2% = -
O sea ax (ye") X e = ye™ 5 e

X Se conace como ecuacion de Bernoull por et matematico Jacques Bernoulh

™ (1654-1705; membro de una celebre famila de matematicos suizos, a quien se le
e airibuye haber usado por primera vez la palabra “integral” en matematica.

Como el exponente de y en el segundo miembro no es 0 ni 1, ia ecuacion no

¥ es lineal.
Para y # 0, dividimos ambos miembros de la ecuacian diterencial por yn, y ob-

- tenemos:

1. x 1 . . N .
: = > 7 + ¢ solucidn ya obtenida en el ejemplo anterior mediante cambio

de variables.

Si bien muchas ecuaciones diferenclales pueden resolverse por este metodo,
\ en la practica no es sencillo encontrar el factor adecuado.
0 Para la ecuacion diferencial lineal de primer orden y' + p{xX) y = r(x) cuya re-
P solucién hemos propuesto mediante cambio de variables, un factor integrante es @

yory £yt ph) = rx) (%)

Efectuando el cambio de variable z = y"“‘i". resulta

I(x) = eJP % con una eleccion cualquiera de la primitiva que aparece en ef expo-
nente.

z' = {—ndl)y™ry o bien y =z y" e

: Al multiplicar, queda: y’ ef PR L v p(x) ef PRI ) o Jpuox (1. Reemplazando en (+) obtenemos ta ecuacion lineal

) Ahora bien, el primer miembro es la derivada, respecto de X, de ¥y e.r Pl o

i 2! + p(x)z = r(x) con incoégnita z = h(x)

! En efecto, —— (y of ""‘"”‘) VN L CL VTS Lokl

dx gue puede resolverse como se ha indicado.

Al hallar z, la solucion de la ecuacidn inicial esté dada por z = y'="

d wox ) dx -
Reemplazando en (1), es —— (y efot )w ) e JPm o 8 cjemplo

i La solucién se obtiene integrando ambos miembros respecto de x: , 1
; Resolver y' +—y= x8y4,

f plx)dx _ fp€X) dx
ye r{x) e dx + c. Dividiendo por y*, queda y-*y' + lx y2=x3 (1),

y . . ‘ ’ 1
i Finalmente, y = @'fpmdx J;(X} efmx)d* dx + ce-‘_fp(*?dx gue es la misma ex- (s Si hacemos z =y™% es 2 = -3y™'y © bien y' =~ '§‘V4 z'.

Heemplazando en la ecuacidn (1)

presion obtenida anteriormente mediante sustitucidn de variables.
- % z -+ % Zz=x? = z' — % 7 = ~3x% geuacion diferencial lineal en z y z".

Ejemmplo
Para resolverla, hacemos z = uv, y obtenemos

‘ Resolver, utilizando un factor integrante, la ecuacion y' —2y = e,
A Como p{x) = —2, un factor integrante es {{x) = e-?x

3
. . . .« ! ! o — = - a
! Multiplicando por e-2« los dos miembros de Ia ecuacion propuesta: uv u(v X V) R

La ecuacion incompleta para resolver es

v'—ﬁ\me:wV—=3m Nv=3INx=v=2x3
X v X

) ' e~2Xyl _ 2yew2x= ex = _dd?(ye—Zx) L yvé—2x=ex+c ety

= y= (g% 4+ e = y=e¥ + e
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~————H-Vetificar-queta-siguiente goyanicn s ineal y tesolverla: y" + sen x (y—1) = 0. @F

luego, uxd= BB AX#£0 =5 | = —3 = U= ~3x + ¢,
Por o tanto, 2= (~3x +¢) %% — z= —3x + ¢ x3,

Finalmente, y-2 = —3x* + cx® o bien {ex3-3xYy3 =1, que resuslve

la &
ecuacion dada.

EJERCICIOS

2) idem para xy' — e + y = xy.

3) idem para (1 + x2)y’ ~ 2xy = (14x2)2,
4) idem para x(y'—y) = (1+x2) ex.

5) idem para y' + vy = cos x.

6) idem para y’ +.i’;%."_y= 1.

x2

7} Solucién particular en (0;3) para y' -~ 2y

i +1 3.
pre Y

8) Resolver la siguiente ecuacicn de Bernoull XY+ 2xy = y3,

9) idem para xy’ +y = 2
i A
10} Idem para y - 4y = 2exy2 i I

; 1
11) ldem para xy’ ~ 2y = 4x3y2,

VIl. Ecuacién diferencial total exacta e

La ecuacion P(xy) dx + Q(xy) dy = 0 es total exacta si el primer miembro o5 TS

una expresidn diferencial total exacta, o sea, si existe una funcion potenciat U tal que @
U=pPa U =aQ

En ese caso, la ecuacién dada toma la forma dU = 0 y admite como solucion ,
general la que surge de U{xy) = k. iz

e S

Sabemos que ia condicién necesaria y suficiente para que la expresion dada o &
sea diferencial total exacta es la de simetria: P’ = ¢y para P y Q derivables con g

X

S . . . y
continvidad en un conjunto abierto y simpiemente conexo.
En ese caso, para resolver la scuacion diferencial se determina una funcién po- .

tencial por el método ya utilizado. Para hallar la solucidn general basta igualar la g
funcion potencial a una constante. ) ;

el

408

=

Ejemplo 1
Resolver la siguiente ecuacion diferencial, verificando primero que es exacta:
(x2-2y) dx +{y~2x)dy = 0
Pixy) = x2~2y A Qxy) = y—2x = Pixiy) = -2 A Qifxy) = -2

l.uego, en un conjunio adecuado se verifica la condicidn .de simet:ia.’ N
Para resoiver la ecuacion buscamos una funcidn potencial por el método utili-

—rado-errtapdg352

Integramos primero P respecto de x.
3
Resulta: Ulxy) = m%w - 2yx+iy) {1).

Derivando (1) respecto de y, obtenemos U;(x;y} = —2x-+'(y).
Ahora bien, por definicion de diferencial total exacta, también es

Uiixiy) = Qlxyy)

fgualando los valores de U; queda:

0 sea U;{x;y) =y - 2K,

—=2% + f{y) =y ~ 2x.

2

Y
Por lo tanto, fly)=y = fy)= 5 te

x3 y2
Luego, en {1): Ulxy) = - 2xy + 5= +c.

Finalmente, entonces, la solucidn general estd dada en forma implicita por

X ¥ c=h obien X -2y 4=k conk=h-c
T3 TRy Tes 3 2
Ejemplo 2
Resolver {4x+1)dx— 2ydy = 0.
Verificamos primero la condicidn de simetria:
Pixiy) = 4x+1 » Qxy) = -2y = P;(x;y} =0~ Q(xy) = 0.
Luego, la ecuacion es diferencial total exacta. ‘ ‘
Podemos buscar ia funcion potencial integrando primero Qi respecto de y. Es:
Ulxy) = ~y2 + g{x). _
Ulxyy = g'{x), valor que debe coincidir con P(xy).
X
Luego, ¢'{x) = 4x+1 = g} = 2x2+x+c.
Por lo tanto, U{xy} - -y*+2xZ+x+c y la solucién general corresponde a
Y2 2x2 -y = K
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€ Ecuaciones reducibles a exactas

En tas aplicaciones no es frecuente que fas ecuaciones diferenciales de primer Ejempio
orden sean exactas. Sin embargo. puede demostrarse que cuaiquier ecuacion de
primer orden puede transformarse en total exacta. Para ello, en algunos casos basta
elegir una funcidn ¢ tal que, si la ecuacion diferencial M(xyy) dx + N{xjy) dy = G no
es exacta, fo es la ecuacion que se obliene multiplicando ambos miembros por
(%)

O sea, queremos encontrar ¢ tal gue

Resolver |a siguiente ecuacion diferencial haliando previamente un factor inte-
grarte gue la transforme en exacta: (y + Inx) dx — xdy = 0.

MOGY) =y + Inx A N{x;y) = —x.

Para ver si existe un factor integranie que dependa exdlusivamente de x, bus-

M’ —N’
elxy) [M(xiy) dx + N(xiy) dy] = camos —~—-~
sea una ecuacion diferencial total exacta. N
Por ejemplo, dada la ecuacion ydx - xdy =0 que no es exacia, ,
! ' Mibcy) - Nixy) 11
e(xy) = — —— es un factor integrante que fa ransforma en exacta. - ——
Xy NGy —X X
En efecto,m-—;}—(ydxdey)=0::a~——l-dx+—1—dyzﬂ (1) 5
y Y Luego, ¢'(x) = ~ = p(x).

1 1 .
) == o v) = — Pricy) =0 A Q'hgy) =0, v la ecuacion {1) es di- PR o~
(xy) Sz A Qlxy). y = Lay) =0 a Q) yia {1) es di- Planteamos entonces la ecuacion diferencial lineal incompleta, en o y o'
ferencial total exacta.

Puede verificarse, de igual forma, gue también son factores integrantes los si- @' (%) + % o{x) =

. 1 1 1 1
guientes: afxy) = — ~—, Blxy) = — ——, yixXy} = ———, Xy} = ———
x y? y2—x2 x2-y? . . .
‘ qué podemos resolver, en particular, separando variables.
t.amentablemente, no se conoce ninguna forma sistematica para hallar estos )
. . . 1T x 2

factores de integracion y saber que gmsten 1o pres_enta gran utlhdaq. ') =5 = nek) =~ 2InX = @x) = X2

Por Io tanto, aun cuando en teoria los factores integrantes constituyen un recur- p(x) X

s0 importante para resclver una ecuacion diferenciat de primer orden, en la practica
solo pueden encontrarse para expresiones muy especiales.

La situacion mas sencilta es aquella en que un factor integrante es una funcion
escalar, es decir, el factor depende exclusivamente de la variable x 0 de fa variable y.

Hemos obtenido asi el factor integrante (X} “_12“'
X

La ecuacion inicial se transforma entonces, al muitiplicarla por el factor obtenido,

i s

PR y +Inx 1
Veremos ahora cudles son las condiciones que deben cumplir las funciones M m en —s dx - X dy =0
y N para qué Ja ecuacion diferencial M(xy) dx + N(x;y} dy = 0 admita un factor in- ™1 ™ ‘
tegrante que dependa exclusivamente de x. Gwen® L 0 y+Inx ) 1 . i 1
Suponemos que la ecuacion ox)}[M(x;y) dx + NOuy) dy] = 0 es exacta, con . Pixy) = wz " Qxy) = - < 9y(X;y) =T A Q(xy) = 7 que es la
P(xy) = ¢fx; M(x;y) A QXy) = ¢(x) Nixiy). TT T condicion de simetria,

Al derivar parcialmente para hallar P y Q!, obtenemos: s Hemos Hegado asi a una ecuacion diferencial total exacta que podemos resol-
. ) ¥ X ) ) M ver buscando una funcidn potenclal.
Pixiy) = o) MOy} & Qixiy) = wlx) N{xiy) + ¢"(x) N(x3y). e
Por Ja condicién de simetria debe ser
o(x) Mi{xiy) = @) N{xy) + ' (IN(xy)-

3

m De la misma forma empleada para hallar un factor integrante que depende de x,
puede probarse que existe un factor integrante que depende exclusivamente de y s

——"——X» depende solo de la variable y.

5 4 ] ” My} — N (xy) W 1) M
espeiando ' (X} queda: ¢’ (xX) = — e @{X .
pej #'(x) q ® NGy)
M - N;
Si m———’iN——- depende solamente de x, entonces, para hallar ¢ podemos re- Ejemplo

Hallar un factor integrante que transforme la siguiente ecuacion diferencial

solver (1) como ecuacién diferencial fineal en ¢ y .
. ;, y dx + {2x -y e¥) dy = 0 en total exacta.
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Mixy) =y A Nixiy) = 2x - y ¥

Ny = MGy) oy

1
M{x;y) y ¥y

AL ] = Inelyl=Iny = oly) =y

y) = —-
)= ely) = v Y

Un factor integrante es, entonces, (y) =y, y la ecuacion inicial se transforma,
al multiplicar por el factor hallado, en

y2dx + (2xy ~ yier)dy =0
Ply) = y2 » Qxy) = 2xy — y?e¥ = Pi{xy) =2y » Q/(xy) = 2y.

Por io tanto, hemos llegade a una ecuacion diferenclal total exacta que sabe-
mos resolver. :

Lo mas conveniente, para aplicar este método, es buscar la diferencia entre
Ny M; en cualquier orden. Luego, ver qué resulta al dividir por M o por N.
EJERCICIOS

1} Resolver la siguiente ecuacion diferencial, verificando primero que es total exac-
Cla (y-2x}dx +xdy =0

2) idem para (—evsenx + 3x2) dx + (&Y cos x — 2y) dy = Q.

. 1 ox
3) idem para (2x|n2|n - )dx+(—_+1)dyw0.
) para VST ;

3x%2 ~ @2y sec?x

4) idem para y' = 2evigx + 3y

5} Soiucion particular en {1;2) para 2xy3 dx + {(3x2y2 + 2y) dy = Q.

6) Solucitn particular en (0;3) para (y cos X + 2x e¥) + (senX + x2e¥ + 2)y' = 0. *

7} Verificar que el factor propuesto es integrarte y resolver la ecuacién

2y3 4 Xy = W) = N
XaySdx + (% +-xy) dy =0 oxy) v

+ 2@
cosy @7 COS X )dymo

—2e“xsenx)dx+(
Y

8) idem para (
plxy) =y ex

. B x2
9) ldem para (Sx + T)dx + (——y— + 3

seny
y

¥

;) dy=0 @by} =xy.

412

10} Hallar un factor integrante y resolver la ecuacion
(3x3y + 2xy + yI) dx + (x2 + y¥) dy = 0.

11) idem para e*dx + {eXcotgy + 2y cosecy) dy = C.

, 3
12) idem para (2 - —_3; ) - 3y2y’ = 0,

“13) idem para "2y dx F (1= Iny = 2xydy = 0.

14) Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden, in-
dicar su tipo y resolverla:

D) 2xy3 + 3x¥y?y’' =0

a)y —y=e ) (92 +y —1}-(4y-x)y’ = 0
Vo L Y2y R A
dy =ex+y-1 gy =—r0p Dy +——=-

gy =y+senx+cos2x Ry (2x+3) + (2y-2y' =0

- 2xyR 4 2y
2x2%y + 2%

. 2x-5y+3

. . : dy
L. X s = L . S
Ny i) xexdx + v 0 Ky X 12718

Dy +2xy +x=et-x3 m) 2ydx+ (3y — 2x)dy = 0.

8 Vill. Ecuacidn lineal de segundo orden incompieta

Ya se ha estudiado 1a ecuacion diferencial lineal de, primer orden:

i _‘ v+ p(a) y = r(x).

La ecuacién diferencial
P, X) ¥y ot p XY 4 p )y +p %)y = rx)

es lineal de orden n.
Para n = 2 tenemos la ecuacion diferencial lineal de segundo crden:

_ Py +p 0y +p Xy =rl)
Si los coeficientes pi(x) son constantes, se trata de una ecuacion lineal de se-

P gundo orden con coeficientes constantes cuya forma general es la siguients:

y'+py +qy=rx).
. (Bi es ay”’ + by +cy=rx) basta dividir por a# 0)

. Comenzamos considerando {a ecuacion diferencial lineal con coeficientes cons-

e tantes y segundo miembro nulo, lamada también incompleta o reducida:

y'+py +qy=0
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Algunos autores la llaman homogénea por ser nulo el segunde miembro. No lo
hacemos, para no confundir con la definicion de ecuacién diferencial homogénea
dada anteriormente y que se reflere a otro tipo de ecuaciones.

Para justificar, en ciertatorma, el fipo de solucién a proponer, recordemos cémo
puede hallarse una solucidn de la ecuacion incompleta de primer orden

y +py=0

%m —p = Inlyl = —px+c -y =emrc = |y =emer = y=ke yia

solucion es una funcidn exponencial.

Este resultado nos lleva a pregumarhés si una ecuacion lineal de sequndo or-
den puede admitir también soluciones de tipo expenencial.

Por efemplo, dada la ecuacion diferencial y"* — 3y’ + 2y = 0, venlos siy = gm

es solucién para cierto valor de mi.
Es Y =mem™ g y' =mem,
Reemplazando en la ecuacion dada, obtenemos

m2em« -= 3m e™x 4 2'e™ = 0 o bien, e™(m2-3m + 2) = 0.

Como la funcion exponencial nunca se anula, para que |z ecuacidn diferencial
se satisfaga debe anularse el paréntesis, at cual llamamos ecuacion caracteristica
asociada a la ecuacion diferencial dada.

Las ralces de m2~3m+2=0 son'r =1y r,=2 Luego, tanto u, = e
como u, = e son soluciones particulares de la ecuacion diferencial.

Podemos verificar en forma sencilla que también €.e* y ¢,e son scluciones -

para ¢, y ¢, constantes. También y = ¢ ,8% + ¢ e es solucion, lo que puede com-
probarse reemplazando en la ecuacion dada.
Observemos ahora que el coclente entre las dos soluciones particulares halla-

e ‘ , .
das no es constante pues or = e En este caso, decimos que ex y % co-

rresponden a funciones Iineaimente independientes y constituyen un sistema funda-
mental de soluciones. En la expresion y = ¢ L8+ czei’x, las dos constantes ¢ v,
no pueden reemplazarse por una sola. ‘

Porio tanto, y = c,e*+ cée2’f es solucién de una ecuacion diferencial de se-
gundo otden y presenta dos constantes esenciales. Luego, es solucidn generat,

Antes de estudiar ef tema en forma mas compieta, veamos otro ejemplo.

Sea y" -6y +.9y=0.

Para y = em™ g5 em(m? - 6 + 8) =0,

La ecuacion caracteristica m?2 - 6m + 9 = 0 tiene raices reales coincidentes
ry=r,=3. o

Luego, u , = U, = e% es soluckdn particutar de la ecuacion.

Si en este caso queremos proceder como en el ejemplo amterior, haciendo
y =c,e¥ 4+ ce¥ esta solucion incluye una sola constante arbitraria pues
y = {c ; Fe)ed =ce™ gque no puede ser la solucién general de una ecuacion de
segundo orden.
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Intertamos buscar una solucion de la forma y -~ v e con u = glx). Para en-
contrar una funcién g conveniente calcutamos

Cy = ue¥ 4+ Bue y'' o= uted 4+ Bu'e® + Gu e
Reemplazando en la ecuacion diferencial, es
U e + Bu'ed +9y e — 6(u;~e?’< +3ue¥} + ued =0
o bieh u'e¥ = (.
Luego, es u'' = 0. Para obtener u integramos dos veces:
[ o= .
U= o, A U= CX+ o
0 = 3 3
Luego, es y = (cx + ¢ )e® yla soluc:on_genera! resulta y = ¢ e + ¢ x e,

O sea, u, =% u, = X e% que son dos funcicnes linealmente independien-
’ 1
3x

tes pues su cociente = X ho es constante.

Con estos ‘ejemplos he querido bosquejar el procetimiento que utilézare.m.os en
la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
constantes y segundo miembro nulo, . . ]

En primer lugar debemos proponer dos soluciones pa'rt'lculares Imealme_nfe in-
dependientes de ta ecuacion propuesta. El fipo de solucion a proponer varia de
acuerdo con las raices de la ecuacién caracteristica. Luego, la solucion general es

combinacion lineal de esas dos soluciones. _ . . '
Definimos entonces, en primer lugar, funciones linealmente independientes y
luego justificaremos los parrafos anteriores.

Funciones linealmente independientes
Definicion

Dos funciones escalares u , ¥ u,, son lineaimente independientes en un interva-
lo | si y sélo si para fodo x €.k
a$u1(x) + azuz(x) w () = o, = o, = 0.
Son dependientes en caso contrario v la definicion puede extenderse a n fun-
ciones.

Consecuencias:

a) si dos funciones escalares son linealmente dependientes en un intervalo |,
entonces su cociente, en dicho intervalo, es una constante. )
En efecto, si u, vy u, son dependientes, existen dos constantes no simuitanea-

mente nulas, o )[;oza, tales que Yxel: a1u1(x) + qauz(x} = 0. Sies a, #0, Zesulta

z
__._2 H — —
Vxel u (= - p u,(x) y el cociente u  sobre u, es la constante )
1
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D) dos funciones (o n funciones) no pueden ser linealmente independientes si
una de ellas es nula.

¢) si el cociente de dos funciones escalares es constante en un intervalo, en-
tonces las funciones son linealmente dependientes en dicho intervaic.

Vxel =kak#0 (Parak=0es u,(x} = 0y resultan dependientes.)

( )
Yxel ug(x) kKu(x)=0na,=-k#0.
Luego, u LY U, son linealmente dependientes en |

d) definimos ahora una funcidn W con forma de determinante:

u1{x) u 2{x}
W(x) =
W uyo

Este determinante se denomina wronskiano de las funciones derivables u yu,
(por el matematico polaco J. Wronski (1778-1853)).

4 Demostraremos que, si el wronskiano de dos funciones derivabies (0 de n
funciones con n~1 derivadas) no se anula en algun punto de un intervalo abierto,
entonces las funciones son linealmente independientes en dicho intervalo.

Sean u s YU, dos funciones derivables en | y W su wronskiano. Sabemos que
Ax, el Wix ) # 0.

Censideremos ia ecuacion: o, (x) + e (x) =

Derivando, queda: o u (x) + o u 2(x)

Para x = X, obtenemos un srstema de dos ecuaciones lineales con incagnitas
a ¥ ®,

u1{x0)a$ (X e, = 0
u‘1(x0)a1 + u;(xo)oz2 =0
u,(x,) u,ix,)
Su determinante an W(xo} # 0
wi{x,) ty(x )

Luego, el sistema tiene solucion Onica o = o = 0.

Por lo tanto, se satistace la definicién de funciones linealmente independientes
parau, yu, enl En efecto, las Unicas constantes que verifican a.ux) + i (x) G
para todo X del intervalo son a, =0y a, = 0. (8i en otros puntos del mtervao el
wronskiano se anula, en d:chos puntos el sistema que se forma admite otras solu-
ciones ademas de la trivial. Pero ninguna de estas soluciones puede satisfacer Ia
igualdad a U, (X } + o {x,) = 0 como hemos visto, 0 sea, no pueden servir para
todo el mtervalo como emge la definicion de dependencia lineal.)

Hemos probado, entonces: Exoei/W(xo) #0 = u , ¥ 4, linealmente inde-
pendientes en 1.
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Su contrarreciproco también verdadero {Calculo 1 - cap. 1) nos dice que si dos
funciones derivables son linealmente dependientes en un intervalo abierto, entonces
su wronskiano es idénticamente nulo en él.

G sea: u ¥ u, linealmente dependientes en | = Vx el W) =

La propiedad reciproca del teorema demostrado no se verdfica en general, pues
hay funciones iinealmente independientes en un intervalo cuyo wronskiano se anula

idénticarnente-er-ék
Sin embargo, sl U, yu,son lineaimente independientes y ademas son solucio-
nes de la ecuacion d:ferencaal ¥y’ 4+ py’ + gy = 0, entonces puede demostrarse
que su wronsklano no se anula en ningn punio. .
ksto se verifica también para n funciones linealmente independientes si son
soluciones de la misma ecuacion diferencial lineal incompleta de orden n con coefi-
cientes continuos.

Efemplo

Verificar que las sigulentes funclones u, y u, son ineaimente mdependsentes
siendo U (x) = @%, u (x) = g3«

ad a3
W(x) = = 3 gl 5 et = ~BeX £,
Hex ~3@-3x

* El wronskiano ne se anula para ningdn nimero real, Luego, u, vy u, son lineal-
mente independientes en R.

Soluciones seqin la ecuacion caracteristica

Sea y'+py +gy=0 {1).

Para vy =e™ la ecuacidn caracieristica asociada a la ecuacion anterior es
me+pm+q=0 )

Esta ecuacion de segundo grado, con cogficientes reales, puede tener raices
reales distintas o iguales, o bien raices compleias conjugadas.

Proponemos, para cada caso, las soluciones particulares adecuadas.

Caso 1

T, ¥ r,son raices reales distintas de la ecuacion caracteristica.
Entonces u (x} = en* y ux) = e corresponden a soluciones particulares

o de |a ecuacion diferencial. v

En efecto, si reempiazamos u, en {1}, por ejemplo, obtenemos

U +pullx} +gu k) =rfenx +proev+ger=ef(rhpr +q=0
e

0

" pues r, es raiz de la ecuacion caracteristica.

L0 Mismo sucede con u o
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Ademas u y U, son linealmente independientes pues, para cualguier x:

‘enx grex

W(x) =

=gl ¢t {r, 1) # 0,
F e ree :

Caso 2

=1, =7 6s la tnica raiz real de Ja ecuacion caracteristica. Como ya hemos
indicado en el ejemplo, proponemos. fas snguaentes soluciones:  u (x} = e y
u,{x) = x 8™

Verificamos primerd que ambas son solucnones

Para u, es la misma demostracion del caso 1.

Comprobamos que u, también es solucion reemplazando u,, u, y v’ en la i

ecuacion diferencial. ‘
u,(x) = x e = uifx) = €% + rxe™ = U(X) = 2r 6™ + rix e,

Como la ecuacidn caracteristica admite raiz Gnica r = — wg» es

Luego, ul'(x) +p u;(x) +q ué{x)’m 2reX 4 r2xe™ + per+prxe™ + gret =
= X &% (12 + pr+ q) + e (2r+ py= 0.
L Merirrrimgrnsnimsrd. B
G 0

- Tambien u, y u, son linealmente independientes pues, para cualquier x;

e x e
W) =
rew e + rx g

= @ # 0

Caso 3

Las rafces de la ecuacion caracteristica son nimeros complejos conjugados: 4. &
ry, = a?+p2 (11

Para g = 0 sabemos, segin el caso antersor que g tal que g(x} = go% gg solu- §
0 puede probarse que h tal que hix) = sen Bx es solucién y también _

rp=a+ Biar,=a-gisiendo p=—(r +r)= 20y q=

cidn. Para o =
lo es ¢ tal que £(x}) = cos Bx.

Proponemos, entonces, como soluciones particulares para este caso, con 3 * 0 &

u,(x} = e cos B, u,{x) = e sen fx.

Como en los casos anteriores, verificamos primero que son soluciones y luego @

que son linealmente independientes.
Para u: u (x) = = cos x == u;(x) = e £0og BX — Be* sen Bx =

= u)'(X) = afe™ cos Bx — 2afex sen BXx - B?ee* cos X,
Luego, u!'{(x) + pui{x) + g u {x) = = cos fx {o? ~ P +pa+q) -
— gox gan BX {2aB3+pB) = 0 pues p= — 2a A ¢ = of + 87 por (1),
Ademas, para cualquier x: '
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2r+p=0.

g% cos X ' e gen Ax _ ‘
W) = px.. A - Bet 50 =

ae* cos Bx — fe seh BX  aB seh Bx+Bev* cos Ax
= u, ¥ u, son linealmente independientes en R.

¢ Quiero senalar ahora que la forma én que hermos propuesto las soluciones

en el tercer caso ha sido artificiosa.
Si-queremos gue las mismas soluciones aparezcan en forma natural debeimos
recurrir a funciones con variable compléia que mantienen propnedacies del carmpo

real. .
Para eflo, basta hacer v (x) = erx = glerpix o v, {X} = efzf = plafx,
Es v (x) =ex el v (x) = e e P
Si recordamos ka formula de Euler ex

e
Luego, v, (x} = e (cos BX + i sen Bx).
Andlogamente, v, (x) = ex{cos (—Bx) + i sen (- Bx)] = e=* (cos fx—1 sen Bx).
De acui surgen !as funciones trigonomeétricas que hablamos propuesto como

soluciones.
La solucion teneral es y =k v (x) + kv, (x}.

Resulta vy = K & (Los BX + i sen Bx) + ke~ (cos Bx — i sen X}
y=ex[(k +kj}ocosfx+(k —k)isengx]

cos X + i sen X, resulta:
cos Ax + i sen Bx.

Haciendo ¢, =k +k, c,={k —k}i obtenemos
Y = C 8 C0S BX + 6,8 sen Bx
> u,(x) u,(x)

o y queda justificada ta eleccion de soiumones que habiamos propueszo como artificio.

Solucién general

y Propiedad 1

Stu,y u, son soluciones de la ecuacion diferencial y"' +py + gy =0, en-
y tonces y = ¢ u, + c,u, es solucion para cualquier par de constantes ¢, y ¢,
La demostracién es inmediata por simple verificacion:

— m ' = L} i H — r i

Y = C U, +C,U, y' = c,u +ou) =y c,u + U

1 r 13 — (X} 'y i r P

Luego, y''+py +aqy = C U O, U +Pe UL +HPC, U g U, +acu, =
= c?(\u’{’+p ur+q u‘,) + Cé(i.ié’-i"p'ué*f* q ug) =0
0 ' 0

(Los dos paréntesis se anulan porgue uyyu, son solucnones de la ecuacion

= diferencial.) ,
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€ Propiedad 2

u, (x} i) U ()~ u(x) ul(x)
En general, d ( 2 )m A 2

2
Cualquier solucion de ia ecuacion diferencial v + py’ + gy 0 s comnbina- ax u1{x) [u1(x)]
cion ineal de dos sotuciones linealmente independientes de la misma.
Sea y una solucion cualquiera de la ecuacion diferencial. u_ y u, dos soluciones d UZ(X) ) W(x)
parucutares hnealmente independientes O sea dx ( u (/T R

Demostraremos que vy ¢ - C 4,

Y £1 wronskiano ya ha sido calculado anteriarmente para cada caso.

Hacemos v = 5 (u, #0)
t

y=vu, = ¥ =vutvu = y'' = v”u1+2v'u; +vauy’ caso 1
Luego, en la ecuacidn diferencial, queda:
° X u{x} = en* A u(x) = e = Wix} = {r,~ ) @1+rals,
v(u;' pult+g u1) + v’(2u; +Hpu)+viu =0
Mgt I
. e . ’ u {x 2
Por lo tanto, v debe satisfacer la ecuacion diferencial ax 1( ) {u1(x}]
UV’ + (2u1 +p U1) v =0 Por (1) F(t;(ﬂ)g; . V'g() . Al‘reempiazar en la expresion anterior, queda
o bien V”+(2————1-—+p)v’=0. 1
u, "
Esta es una ecuacion diferencial linea! de primer orden en v' y v'*. Como es d ( u,(x) )= (r.=1) Vi pien -3 ( Uyl ) = kv'(X)
incompleia, pues ¢l segundo miembro es nulo, la resalvemos separando variables: dx u, (x) R dx u,{x)
1 u;
Yoo 1 ' r =t
v 2 m p (v #£0). 2 1
! c
ntegrando respecto de x:
nfv'| = ~21Inju |~ px + ¢
e - = @
[v| = @ikl g-px go ug(x) =erna ua(x) = X o™ = Wix) = e
’ ~2 - “”
v'| = enui® e-pik  (k, > 0) g ( u,{x) ) e
- : i : Luego, —— = -
v =c 2™ i@ D dx \ u(x) [u,(x)]
uf =
' i u,(x) V(%) ﬁz(x)
Sl %6 st = -1}, oy d 2 ) = i - (--w—-~——) = k V'{X}
i ¥,y r,son raices de la ecuacion caracteristica es 1 +r, p . D Por {1) v ( e o © bien I e
£y #ro)x i >
Luego, V() =c— 1 2 1), 1 -
s % u, 00 @ con k=—.
Verifiquemos ahora que, para los tres tipos de soluciones propuestas, segin
las raices de la ecuacién caracteristica, siempre resulia
- Caso 3
g (Y e .
dix ( U‘!(x) ) = k v'{x}. " L U1(X) = e‘mc cos X A U2(x) = g gen GX = W(x) = B e2m,
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d UE(X) ) ﬁe{r{-fa;x
Luego, ——m( : = .
A" NN R AT
d ( u,{%) ) Bv'(x) d ( u,(x) )
1) —— o - AN [ P
Por (1) e e S o bien o 500 kv'(x)
_B
con k= =
Por lo tanto, en los t ) = o, 9 () .
or lo tanto, en los tres casos es v/{x} = €y (W) con ¢, =
u,{x)
Integrando, vi{x}=c¢ 2 —W +C,.

Muttiplicando ambos miembros por u_(x) queda:
U, (xv(x) = c,u (x) + c,u {x).
Como u v =y, resulta finalmente:
Y= c1u1(x) + G U (X}

Hemos probado, entonces, que todas las soluciones de la ecuacion diferencial
propuesta pueden escribirse como combinacionas lineales de dos soluciones par-
ticulares linealmente independientes.

Ejempla 1

Resolver y'" —y' — 2y =0. .

La ecuacion caracterfstica ascciadaes m? - m — 2 = 0.
Sus raices: r, = -1y r,=2.

Luego, u () =e-x y u,{x) = &,

La solucion general: vy = C,e"* + c e,

Ejemplo 2

Resolver y'" + 2y' + vy =0,

La ecuacion caracteristica asociada es m?2 + 2m + 1 = 0.
Sus raices:~ re=r,=-1

Luego, u,(xj =e-* y u,x}=xe*

La solucion general: y=¢ gTr+cxex

Ejemplo 3

Resolver y'' — 4y’ + 13y =0, )
La ecuacion caracteristica asociada es m2 — dm + 13 = 0.
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Sus raices r. 2+3i yr, 2 3

2
v g e 3 oen u,(x) = e cos 3% ~ uz(x) = g™ gen 3x.

La solucion general: y = ¢ e cos 3x + 0292* sen 3x
o bien y = ¥ {c, cos 3x + ¢, sen 3x).

En algunas aplicaciones fisicas, suele hacerse el siguiente cambio de constan-
tes: ¢, =lseni nc,=1cosh

Resulta y = e2 (I sen i cos 3x + | cos A sen 3x)

y = e sen (3x + A).

Para obtener una solucion que satisfaga condiciones iniciales o de frontera, ne-
cesitamos como dato un punto y ia pendiente de la curva buscada en dicho punio.
Puede demostrarse que hay un Unico resultado que satisface dichas condiciones,

Ejemplo 4

Hallar la solucion § de 8y"" — 2y’ — 3y = 0 con y = {(x), que satisfaga las con-
diciones {0} =3 y f(0) = ~1 (x, =0 ay, =3 ayy= 1)
b.a ecuacion caracteristica es 8m2 - 2m -~ 3 = 0.

N
|y
o

” . 1 _3
. Sus raices 1 = - el y r,= T
L 3,
Solucion general: y=ce ? -cet (1)
. 1 1y a3
M Derivando: Y om 5 6 CR 00 A 2.
» Sien (1) y (2) reemplazamos los valores iniciales, queda
™ : 3=¢, +c,
N 1 3
- —1:_—501%7{(:2

sistema que podemos resolver para hallarc, y ¢,

v 13 _ 2
e Resulta ¢, = " C, = E
: , 13 4x, 2 %
Luego, la curva pedida esta dada por vy =-~5-—e 2+ ws-e

EJERCICIOS

1) Indicar si los siguientes conjuntos de funciones son linealmente independientes
en R:
a) f1{><) =eri(x)=e x b} f (x)=e* ?2(x) =e * f(x)=2e
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£n resumen, para resolver una ecuacién completa del tipo dade, se busca pri-
merc la solucién general de ia ecuacion incompleta asociada (segundo miembro
rnulo), lamada solucién de la ecuacion complementaria o solucion complementaria.
Luego, se le suma una solucién particular cuaiquiera de la ecuacién completa.

La primera parte ha sido estudiada en ia seccidn anterior. Et problema nueveo
reside en hallar una sofucion particular de la ecuacion completa.

Hay varios métodos para eflo, incluyendo aplicaciones de fa transformada de
Laplace y desarrolios en serie. Aqui veremas dos procedimientos. Ef primero, cono-
cido como “variacion de parametros” es sisternatico. El segundo, mediante el calcu-

c) f {x) = sen7x fa(x) = C0S 7X d) 1.0 = 1 f(x) = % f (x) = x?
In x §2(x) =xlinx

]
=
i

2) Hallar fa solucion general de y''+4y -5y = Q.
3) Hallar la solucidn general de y" +10y"+25y = 0.

4) Hailar la solucion general de y''—4y' +5y = 0.

1o de “coeficientes indeterminados” es mas simple, pero puede utilizarse solamente
cuando el segundo miembro es funcién de tipo polindmico, expenencial o sinusoidal,
O sumas y productos de dichas funciones. Consiste en “idear” una funcién con coe-
ficientes indeterminados y encontrar los valores de esos coeficientes que ia hacen

solucicn.

5) Solucion particular para 4y’ +28y = 12y’ conx =0  {x;) = 1 f'ixg) = 2.

6) Solucion particular de y"'=2y'+y =0 con f(1) =2 (1} = -2,

& Variacion de parametros

IX. Ecuacién lineal d u

€ sed ndo orden completa Este método implica reemplazar en la solucidon complermentaria las constantes
por funciones escalares y obtener asi una solucion particutar de la ecuacion comple-
ta. Por eso se llama "variacion de las constantes o parémetros”.

Sea y''+py +qy = r{x) con r continua en un intervalo abierto, p y ¢ cons-

Queremos resolver la ecuacion diferencial lineal de segundo orden, coeficientes
constantes y segundo miembro no nulo: _

¥ py + qy=r{x} donde resuna funcidn continua en un intervalo abierlo. tantes

En primer lugar, siy. e y, son dos soluciones cualesquiera de | i )

.Sty ey, : quiera de la ecuacién com- _ = + i : iGn incomp! iGn
pleta, entonces su diferencia es solucidn de la ecuacion con segundo miembro nule & . 4 Sea v, 4ty T la solucién general de la ecuacin incompleta, 0 solud
y' +py +qy=0 (1) asociada a la ecuacion dada. complementaria. ;

Para verificarlo, vemos que: . Reemplazando las constantes ¢, y ¢, por funciones escalares v, y v,, obtenemos
Y, = VU, vl (Y00 = v (X0, () + v, 004, (x))-

Necesitamos dos condiciones que deben cumplir v, y v,
Una es que y, sea solucion de la ecuacién completa. La otra serd una condicion

arbitraria que simplifique los céleutos.

y,~y )7 ply,—y ) +aly,—y ) = (v, +py,tay )~y +py,+ay,) = rx)~rix} = Q.

En la seccidn anterior probamos que toda solucién de la ecuacién incompleta
(1) es combinacion Jineal de dos soluciones u, y u, linealmente independientes.

Por ello, Y,~¥, = C U, +C,U,

Luego, ¥, = Cu +Cu,ty con ¢ y c, constantes arbitrarias.

Por lo tanto, si consequimos determinar una solucion particular cuaiquiera y
de la ecuacion completa, todas las soluciones estdn dadas por la expresiér;
Y =Cu +CU,ty, (*} donde u, yu, son soluciones linealmente independientes de
la ecuacion incompleta asociada.

3 En primer lugar, podemaos verificar que la expresidn () es solucién de la ecua-
c;on‘clompleta. Para ello, basta calcular v’ e y'' v reemplazar en la ecuacion dife-
rencial.

— 7 aam I i ' r

Y= v1u1+v2u2 =Y V1u1+v2u2+(v¥u1+v2uz).

Exigimos que v_ V¥ v, sean tales que viu +viu, =0 (1)
14 %z 7 TeTe
Con esta condicion,
 S— 1 I LA a— 4 1 r ’ 7 i

Y, = ViU = Y= ViU HVUL Y UV U

Sustituyendo y , ¥, ey, enia ecuacidn inicial, queda:

e 4 = I ' o ’ Poat v 14t
yl +p yi i"q y? V1 {U! +P i"1quq u1) + VE (i}? P U2+q uﬁ) + V1U1 PVZUE

vl

0 c
u, y u, anulan los paréntesis porque son soluciones de la ecuacion incompleta. Lue-
go, de%emos exigir ViU HviU, = r{x} 2).
Nétese ahora que {1) y (2) constituyen un sistema de dos ecuacicnes lineales
con incognitas v, y v}

= - L r r ’ [X - v r rr
y=cu ety =y cuptC U Y =y = C U +c:2u; +Y)

[ r = " 1 " ’ Iy .

Es y"+py'+qy C,(y, +tpu g ux‘)+02(\u2 +pu,+g u%) +y+pyitay, = x)
¢ 0 r(x}

ya que u, y u, son soluciones de la ecuacion incompleta e y . lo es de la completa.

En segundo lugar, ia expresion y = CU +C U, FY, contiene dos constantes

esenciales ¢, y ¢,. Por lo tanto, corresponde a la solucion general de la ecuacion

uvl Ty M = ¢
completa.

uyvy + Uy, = r{x)
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Este SIStE’ a adn 1o SO'UCO unica pU 5 me es el wron kal 0 (“3
es sy dete minant
S
Uj y Up que 50N soluciones §| ealmer te ”]de;)e“d entes de una ecuacion d 18;9! cla
!”ea' NCOIN pleta i!e”]c)s Vi

sto en pag. 417 ; .
se anula en ningtin punto X, pag que el ‘wronsklano correspondiente no

Resolviendo el sisterna, para cada x obtenerios:

G
. L, {x} u ) 0
r ' .
vi(x) = __{_ﬂ____ijfw(i _ . uifx) r(x)
W(x) Vv, (x) = Wi
También vi(x) = - M Vi) = u, (%) r{x)
Wb ‘ Wix)
Forfo tanto, v_y v .
anteriores. 1 ¥ V, pueden hallarse integrando, respecto de x, las expresiones
Luege, =
99, ¥, =v.(x}u(x) + v (x}u {x} es una solucidn particular de la ecua-

cion completa,

Ejemplo 1

Resolver y' + y =x,
guscamo_s’ primero fa solucidn de y** + y = 0.
u ecuacion caracteristica es r®+1 = 0 con ralces r =i i
Luego, =0, 8 =1 y la solucid oy = oCconx
y \ Y ia solucion complementariaesy = ¢ cos x +
acemos y_ =v {x} cos x + v _(x) i i S
. . LX) senx vy aplicamos las formulas halladas

CalCUIal ?dO pl eviamer Ite el WI'Qr |Sk|a”0 de u u, sier do
1 y 2

U,{x) = senx, u,{x) = cosx y

cos X sen x
W(x) = =1

“sen x COS X

Hallamos ahora V, COmo una primitiva de - ) il = XSenX
Wy
integrando por partes, resulta v ,(X) = x cos x — sen x. ! 1
. r(x
Analogamente, integrando ( )u1(x) = LO08X obtenemo
s S

Wixy 1
V(%) = x sen X + cos X.

gznallmente Gueda Y1 = (Xxcosx ~ senx) oos x + (
or io tanto, la solucidn busca

Xsenx + cos x) sen x =
‘ = X,
da estd dada por y = C,CO8X +c,senx + x.

Sl bl@ 1= W St I ] p B
l resolver esig e SrCICIC i%e%llOS em Ieado 183 10% HU!&S que da“ v
1 y V?

para evitar i veni {
memotizatlas es conveniente, en cada aplicacién, seguir los mismos pa
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sos efectuados al deducirlas. Es decir, reemplazar en la solucion compiementaria
tas constantes por dos funciones v, y v, ¥ encontrarias pensando en las dos condi-
ciones gue deben cumplir, como harermos en el ejempio siguiente. '

Ejemplo 2

Mallar la solucidn general de y'’ +y=secx La ecuacion complementaria
es la misma del ejemplo anterior. Su solucion general estd dada por '

y, = C, COS X -+ G, senx W) = 1.

Buscamos = v, (x) cos X + v (X) sen X como solucion particular de la ecua-
. 1 1 2
cién completa.
¥, = =v {xysenx + vz(x) cos x + v (x) cos X v, (X} sen x.
" Hacemos ©0S X v;(x) + gen X v'z{x) =0 (1)
v = -v (x)cosx - v;(k) senx — v, {x)senx -+ v;{x) co$ X. ¢
Como y, debe ser solucion de la ecuacion completa, restita:
I M —-v;(x) sen x + v’z(x) COS X = 5ec X (2).

Pe (1) y (2), obtenemos un sistema de ecuaciones lineales en Vi{X) ¥ v {x):

{ £os % v)(x) + sen x vy{x) =0

~Sen X v;(x) + COS X v;(x) = S8C X
0 sen X Cos X 0

-88CX  COS X —senX Secx
vix) = e tg x vilx) = 3

—'—"1‘.

Integrando ambas expresiones respecto de x, obtenemos:
v, (x)} = Injcos | v, (X) = X.
Por lo tanto, ¥, = injcos x| + xsenx, yla solucion generat huscada es

y=c1cosx+casenx+|n!cosx!+xsenx‘

Coeficigntes indeterminados

Basicamente este métado consiste en proponer, mediante inspeccion del segun-
do miembro, una funcién adecuada como solucion particular con coeficientes por
determinar. Al sustituir esos coeficientes indeterminados por valores obtenidos en

los calculos, se llega a la solucion particular requerida.
Como el método se apoya en la habilidad para proponer una determinada fun-
cion, lo expondremos, en primer jugar, medianie algunos ejempios.

a) Comenzamos por las ecuaciones en que ¢l segundo miembro es de tipo po-
linomico.
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Ejernplo 1

?esnlver” Yy —~By=038x~2 . wi
Ea solucién complementaria es Y =Cce-¥ + ¢ g
$ natural proponer com in part fa e
. 0 solucion particular de | i6
i ot ' e fa ecuacion com
gzlsncm:ca de prlr_ner grada con coeficientss a determinar: y mp;etff r;a il m
mo v, debe satisfacer la ecuacién com “a ‘. i

pleta, buscamos v = '
Lu ” _ » Y a = = (), oo
D e;go, Y,y 6V1 =a - 6(a1x+ao) = -BE X 4ba - 6; 1 y_‘ 0 m
epe ser "“6&;)( Es (a?"Gao) = 3g—2. 1 H o cn
Para que dos polinomios sea il

Ejfemnplo 3
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—-8a =3 A a1~Bao =

—

_ 1
Resulta a1_“__.2.«,\30=%_ -
Por lo tanto, vy m_ﬂ_H}_
! 2”4

La solucidn generat buscada esta dada por:

=c e- 1
¥ C1e I e Czezx - _5 X + J

4

Ejemplo 2

Resolver vy + Iy = Bx+5
é: == c1e—ax + G,
oMo en el primer miembro d i
e la ecuacién inici
e v ? > e inicial no aparece i
goneino(saac é‘::gm“ polinémica de grado 1 pues y'* tendra grago 0. Pg; :Je;istitamos
solucion particular una funeion polindmica de grado 2 dada p%rpm-

Y, = a2x2+a;x+ao
y; = 2a2x+a’ = y;' = 2a2
Luego, Y,/ +3y; = 2a2+6a2x+3a .
gebe ser -6a2x+(2a2+331) = szi-S.
of igualdad de polinomios: 6a =
) a,=8n 2&12~s»3a1 = §,
Res; = !
suita a,= 3 " a, =

4
‘gf\y1=—3—x2+—;-x_

Obseérvese que no interesa el valor de a
o
La solucion general: Yy=ce ¥+ + A e +L
1 27 3 X5

—g—x.

Resolver y'' = 6x — 2.
¥, = C HCX

niguales, deben s ] : - .
en-serlo-sus respectivos coeficientes: — gy luciones posteriores:
-

= 3o 2.4 |

Proponemos y, = a,X*-+a.x §a1x ra,

L 2

y, = Ja,X +2a x+a,

v = 6a3x+2a2 ‘
Luego, 6ax + 2a, = Bx—-2 =» Ba, = 6a2a,=-2 a=1nr8a,= -1,
Por lo tanto, y, = X3 — %2,
La solucidn general: y=c +C 2x+x3mx2.
En los elemplos 2 y 3 podemos advertir algo que valveremos a utilizar en reso-

En el ejemplo 2, la solucidn complementasiaes y = ¢, +C.8 = Luego, fa cons-
tante ¢. es solucion de la ecuacién incompleta y en el segundo miembro de ta ecua-
cién diferencial también aparece una constante. Por elio, la solucian particutar la
obtenemos multiplicando por x un pelinomio de primer grado que, de otra forma, hu-

biera sido la solucién a proponer.
En el ejempio 3, la solucion compiementaria es y = ©,+CX. {.as dos solucio-

nes particulares de la ecuacion incompleta se repiten, en cierta forma, en el segundo
miembro de la ecuacion diferencial. Luege, multiplicamos dos veces por X un poli-
nomia de primer grado, que hubiera sido la solucion a proponer si no hublera solu-
ciones repetidas. Es decir, y, se obtiene muttiplicando por x2 un polinomio de grado

Uno.
b} Vemos ahora el caso en gue el segundo miembro es de tipo exponencial,

Ejemplo 1
Resolver y''+y —By = 2e%
Ya vimos que y = c,e ¥+c e
Proponemos y, = a e
y; = ba e ‘
v, = 253 g5
yy oy, —By = 25a e5*+5a % ~6a e%,

Pehe ser 24aes =2e% .

1
Pha=2 = a= e

y1 = __1..__ e,

Por lo tanto, 5

1
s . o= - 8x 2x — O
La solucién general: y=c e+ ce%+ —5 e,

Ejemplo 2

Resolver y'' +y — 8y =4e>
= -3 2
y, = €@ % + c e
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En este caso, el segundo miembro repite una de tas soluciones de la ecuacion
complementaria. :

Si proponemos Y, =a ™ obtenemos y; = 2a ¥ y)' = 4a e
re L. = 2 2K . ! o PR
YLy, Gy1 dae®™ + 2ae* —Baex =0 yno flegamos a ninguna sclucién,

‘ ’Ccmo éndicamgs en el ejemplo 2 de funciones polindmicas, al repetirse una so-
fucion de la ecuacion incompleta, debemos muitiplicar por x. )

En este ejemplo, proponemos y , = axe
y, = ae* + 2x a e ¥, = 4a e + dxae,

Luego, Y, +y; -8y, = da e +4x a e2+a e+ 2x 2 62~ Bx 3 @2 = 5g e2x,

Para Sae® =4e obienemos a = —:f)—

Por o tanto, Y, = —g— X @,
Solucidn generat: y = ¢ e e e ""g‘" X e

Ejemplo 3
Resolver y'" — 2y’ + y = 3ex.
Y, =c.e*+cxex

‘ En este caso no proponemos y,=aesniy ;= ax e’ porgue estamos repi-
tiendo soluciones de la ecuacién complementaria.

Debemos proponer y , = ax? gx

y, = 2ax e+ axler Yy =4axer + 2aex + axlex
e ’
Yy, = 2y ty, = d4axer+ 2aer + axex — daxet - 2a xPe¥ + ax? et = O ex

Paer=3er= a=- e y1m%x29’<.

Solucidn general: y = Cg% + o xex+ 3 x2e¥,
2

c) E! segundo miembro es de tipo seno o coseno.
Ejernplo 1

Resolver y' +y' - 6y = 10 cos x.
= 3 2
y,=c,8 ¥ +ce

Comq en el segundo miembro aparece la funcién coseno y al derivarla la funcion
seno, es logico proponer v | = 8C0S X + bsenx

v py
Y, = —asenx + bcos x yi' = —acos x - b sen x

430

Y;'+V;“6y1=wacosx-fbsenxmasenx+bCOSX”*GaCOSX"SbsenX=

i

cos X (—a+ b~ 6a) +senx{~b —a - &b)

Luego. (b-7ajcosx - { & 7bysenx - 10 cos X

Debe ser b 7a = 10 a - 7b =0
7 1
am‘""wé"/\bw 5.
7 A
Obtenemos y, = -—s—cosx+-§sen X

7 1
Solucién general: y=ce > +¢ 8% - ) €os X + 5 sen x.
Ejemplo 2

Resolver vy + 4y = 3 sen 2x.
y mcicos2x+czsen2x, o
Ccomo el sequndo miembro repite una solucién de la ecuacion incompleta, pro-
pONEMos: .
y, = 8x cos 2x + bx sen 2x

acos 2X ~ 2a x sen 2x + b sen 2x + 2b x cos 2x

Yy
y!! = —4a sen 2x — 4a X cos 2X + 4b cos 2x ~ 4b x senh 2x
1
y;r n 4y1 = —4a sen 2x + 4h cos 2x.

. Maciendo ~4a.sen 2x + 4h cos oy = 3 gen 2x resuita ~4a =3 ~ 4b = 0.

3
Luego, Y, = =~y X 008 2X.

0 oy= X COS 2X,
Solucion general: y = ¢, COS 2% + ¢, sen 2% 7 X O

También pueden proponsrse soluciones partioulgres adecaljadas st el segundo
miembro es suma o producto de expresiones de los tipos anteriores.

Ejemplos

Sieﬁdo y' Ay - 6y = r(x) con solucion complementaria y =& W+ e
para

a) r{x) = x2+7e-x proponemes ¥, = aax2+a1x+a9+b e
B) r(x) = x2+3e2 proponemos ¥, = ax*+a 1x+ao+bxezx
c) F{x) = e% + cos 3x  proponemos y, = ae’ + b cos 3X + ¢ sen 3

d) rix) = e*(x+3} proponemos ¥, = e¥(a ¥x+a0)
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e) r(x) = @Y{X—S} SEeNn X. proponemos y, = ex

f) 1(x) = et sen 5x proponemos y , = @% (acos 5x + b sen 5x)
Como sugieren los ej
tedos los casos posibies.
Sin embargo, la solucidn a proponer tien
gundo miembro, salvc en el caso de su
tipficar por x o por x2 segln haya una

emplas anteriores, no se puede dar una regla que abarque

e siempre la misma forma que el se-
perposicion de raices, en que debemos mul-
0 dos soluciones repetidas,

a‘x+ao} 3en X + eX(b‘x+b0) COS X 4

| -2y = =1, y'(0) = 4.
9} Solucion particular de y''-y'~2y = 4x2 para y{0) ¥ (O
| ! ’ = 1)y =1
10) Solucion particular de y'"+y =X para y{1) =0, y'{1)
11) Resolver y'"+3y' = X2gx,
12) Resolver y''+2y'+2y = X 608 2X + sen 2x.

! = X 2%,
13) Resolver y''—4y'+4y = x%e®ixe

Exponemos ahora una tabla que sintetiza los casos propuestos.
En ta primera columna cotocamos formas

con wel, Bel, neN. En la tercera columna i
ner si el ndmero que aparece en fa segunda co

r{x) ¥,
xn o a X, . +3a X2+a x+z
n 2 1 Q
@ax o a eux
Cos Bx o+ i acos Bx + b sen Bx
sen Gx o+ Bl aCas Bx + b sen gx
x!’i QX . o

X n
ax (anx +...+aix+ao)
€%(d c0s Bx + b sen Bx)
e%% cos Ax a+ i e%(a cos B8x + b sen Bx)
X" e sen Bx ot Bi

8 8N fx -+ @i

e cos ,Bx{anx"+... +taxta )+

+aex gan ﬁx(bnxﬂ+...+a1x_+a0)

Finalmente, si e} segundo miembro es suma de términos, la sofucién a propo-
Ner es suma de fas correspondientes soluciones.

EJERCICIOS
1) Resolver y”+2y’ = 36 ¢0s X 2) Resolver YAy —By = 2x2. gy

3) Resolver YAy By = 3a2x 4) Resolver ¥ -3y 4y = 2 gen x

5} Resoiver Y =3y ~dy = 4x2 6) Resolver Y2y Y = x2—~1

7) Resolver Y -2y = ex gen x 8) Resolver Y =8y = x-+e2- gan x
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RESPUESTAS A EJERCICIOS
CAPITULO 11
Seccion i
1) a) 2 B 1 ) 1 d) 4
i neral . B »
? g; ??Iiigjr::igr? general 2} solucién singular  3) solucion particular

i6n generat , . i6n singuiar
?j)) ic))slggf:;i{?ﬂ general 2) solucién particular 3) solucion sing

Seccién i

, - e LEL - 6
Nayxy=y by=2 dyy=x dy=0 ey
fiy'+y =0 gy xAy'-2xy'+2y =0  h) x¥y' = 4.

2) x+yy' =0 3)y'=0 4) 2&xy-y=0

Seccion Wl
1) y e ylx 2) yll, - O 3} y'”““By”"i‘zy' P 0
4} x2 -y2+2xyy’ = Q 5) x2y'' ~2xy"+2y m 0

. y2 o y-2x = k.
24 2=k 9) y--2x
6) (x+3)2+(y-2)2=k 7)xy=k 8) x2+ 4

Seccion IV

1+x3
2

2) y2=cox 3} yi= 4) y3 = c+3x-3x3

N y=ce

5) S 1. cx  6) e vP = ot
Y
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Seccion V

1) x2-y2 = cx 2} x3-2y% = gx 3} y—2x = cx¥x+y)
i are sen .

4} (x+y}? = cx3e ¥ty B)y=-x 6Blx=e X

7y X—3y+1)x~2y+2) = ¢
X—2

8) x2-2xy—y2+6X+2y = ¢

9 -2 - = -3
) ~2Ty = Inlekery-a)
Seccién Vi

QZX [c3d

1} y = t+cewsx  2) y=rmdo——  8) y = (x+c)(1+x7)

2
1) y= EX(Enfx!+ _2-,—») +ceXx B} y=cex +—; {cos x + sen x)

A -1
B) y=cx2ex+x2  7) y=(x+1)2 (ﬁé’i+x4-3) 8) y= (f—mw@) 2
. X

1 .
9 T e = 2% e 2 - 3 2
J Y= 10 y=(cem-en? 1) y = (x*hox)2
Seccién Vit
1) xy—x2 = ¢ 2) x3+e¥cosx—y2 = 3) 2xny +y VX =¢

4) eg x—x3+y? = ¢ BY x2y3+y? = 12 6} ysenx+x2ev+2y =§

7} %24 Iny2 - _;-E— = C 8) exseny + 2yeosx=c¢ 9) XW+3E+yd =g

10) p(x) = e {3xy +yN)e® = ¢ 11) ¢ly) = seny e seny+y? = ¢
1 2x iny
12 X} = X X2—xyd = 0 13 - [V -
) elx) y ) ely) 72 y y

14} a) lineal y = cex+xex b) homogénea x2y3 = ¢

¢) exacta Bx3txy—x—2y? = ¢ d} red. aexacta ¢lx} = e * y = cess 1o

2
£x 1) Bemouli —- = L 4 cxe

e} homogénea y = T ; e

. 1 1 2 1

lineal y = cex — ~senx — — X + = SN 2% — — 2
g) y 5 5 ©os TS 5 €08 2x
h) exacta x2+3x+y2-2y = ¢ i} exacta x2y242xy = ¢

j¥ var. separables y = cetx tle *

k) red. a homogénea (x-2y-+2)(x-3y+1)=c 1) lineal (2y+1) et = 2xic¢

m) red. a exacta Lp(y) =‘—£~2'-~ © 3yiny+2x =y,
@ Seccion v
1) a) lin. ind.  b) lin. dep.  ¢) lin. ind.  d) lin. ind.” ) lin. ind.

2) y = c,e"S+cpx 3 y= G875+ xe 4} y = e* (c, cos X+c, sen x)

3
5} y=e2x(cosax+%sen2x) 6) y = Ber - 4y ex-1

Seccion X

_ . 36 72 _ . x 3
1} y=c+ce 2*——Tcosx+—5~5enx 2) y =ceirce 2x~x2+«~é-~—-

3) y =cedtoex - % e 4) y=cemicer+ 3 COS X — ~m sen x

17 17
5} y = C,6%+C,e 32 + D x - 13 B) ¥ = ¢ e¥+c xe*+x2+4x+5
y==a 2 P 3 y=e, 2
7y y=c +c ez"w—leXsenx 8) y=c¢ e %+p es"-m)(—"—e—a—+—1—sen2x
12 2 1 2 g 5 13
9) y = 2e-X4+202—D2x24-2x~3 10 y=—cosTcosx —senisenx + x
o X2 7X 39
11} y = ¢ +¢ e 3 +p (——--—-—-——+—~w
) Y=o roemre {5 - 5 500)
12) ¥y = c.e™* o8 X+¢ e"*senx+———1—-cos2x—w~z~msen2x -—~1——x0052><+
! 2" 50 77 B0 10
+%xsen2x

1 1
= & @4 o—
18} y=ce o L 6 x5 4 5 X3gx,
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