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INTRODUCCION - EL ESPACIO METRICO

Comenzamos este trabajo haciendo un repaso de algunos conceptos de geo-
metria analitica estudiados en Analisis I y los generalizaremos al plano, al
espacio y al espacio n-dimensional.

Conceptos basicos

Espacio métrico: es todo conjunto no vacio de elementos llamados puntos
entre los cuales se ha definido una funcion denominada
distancia.

Distancia: la distancia entre dos puntos P y Q es un nimero real no negativo

que se denota como | P-Q | y que goza de las siguientes propie-
dades

a) [P-Ql=0oP=0Q
b) [P-Q| + |P-R|>|Q-R]
o) [P-Ql=|Q-P]

Esta ultima propiedad indica que la distancia entre dos puntos no depende
del orden de los puntos sino de sus coordenadas.

Espacio euclideo n-dimensional

Una n-upla es una sucesion de » niimeros reales. Si tenemos dos niimeros
tenemos un par: (x;;x;), si tenemos tres nimeros tenemos una terna:
(x13x2;x3), en general para n nimeros: (x1;X2;.;X,), s€ tiene una n-upla. Indi-
camos como R" al conjunto de todos los puntos de un espacio n-dimensional.
Por ejemplo: con R* indicamos los puntos del espacio bi-dimensional (el
plano), con R? el espacio tri-dimensional.

Si P = (x15005.5x0) Y Q = (Vi3)2;..5vn), se define como distancia euclidea entre
los puntos P y Q al nimero real:

|P_Q| :+\/(y1 _xl)z+(y2_x2)2+"'+(yn_xn)2
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Queda asi definido un espacio que se denomina espacio euclideano n-dimen-
sional. Este espacio es un espacio métrico.

CONJUNTOS PUNTUALES. ENTORNOS. RECINTOS

Recordemos ahora algunos conceptos ya vistos en Analisis [ que generaliza-
remos a 3 dimensiones.

Entorno de un punto

E (Py;h) (entorno de centro Py y radio h) es el conjunto de puntos que se en-
cuentran a una distancia de Py >0y < A.

En dimension 1

_

En el espacio uni-dimensional: Py= x,.
xe E (Po;h) & xe (xoh 3 xoth) < 0< |xxo|<h

En el espacio uni-dimensional, un punto pertenece al entorno de centro Py y
radio /4 si pertenece a un intervalo abierto de centro Py y amplitud 4.

En dimension 2 'v'"k
En el espacio bi-dimensional: Py= (xo;)). Yo = — ":rJ
Entorno circular :

ol % X>

(x;9)e E(Pp;h) & 0< +\/(x—x0 )2 +(y—y0 )2 <h

En el espacio bi-dimensional, un punto pertenece al entorno de centro Py y
radio 4 si es un punto interior a un circulo de centro Py y radio 4.

YA
Entorno cuadrado (de semiamplitud /)
e
0< |x - x0| <h CH s T
(;y)e E (Po;h) & Lo
0< |y - y0| <h
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En dimension 3

En el espacio tri-dimensional: Py= (x0;)0;20).

(32) € E (Posh) © 0<+y(x—x, ) +(y—y, > +(z—2,)* <h

En el espacio tri-dimensional, un punto pertenece al entorno de centro Py y
radio 4 si es un punto interior a una esfera de centro P, y radio /.

Entorno reducido

Es el que resulta de excluir en un entorno su centro: E*(Po;h) =E (Po.h) — {Po}
Clasificacion de los puntos

Punto interior

Un punto A es interior al conjunto S si y solo si existe un entorno de A to-
talmente incluido en S. De la definicién surge que A debe pertenecer a S.
A es un punto interiora S < JE(A)/E(A)c S .

Punto exterior

Un punto es exterior a un conjunto S si y sélo si existe un entorno de A al cual
no pertenece ningtin punto de S. A es exteriora S < JE(A)/E(A)nS=¢.

Punto frontera

Un punto A es frontera del conjunto S si y sélo no es interior ni exterior al
mismo. Es decir que en un entorno del punto A hay puntos que pertenecen al
conjunto S'y oros que no pertenecen al conjunto S.

Punto de acumulacion

Un punto A, perteneciente o no a un conjunto S, es de acu-
mulacion de dicho conjunto cuando en todo entorno re-
ducido suyo existe algiin punto de S.

A es un punto de acumulacién de S < VE"(A)/E (A)nS#¢.
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El punto A es interior al conjunto Sy es de acumulaciéon de S porque en todo
entorno reducido de ¢l siempre hay otros puntos del conjunto S.

El punto B esta sobre la frontera, también es de acumulacion de S porque en
todo entorno reducido de €l se encuentra al menos otro punto del conjunto S.

Pero el punto C no es de acumulacién porque hay entornos del punto en el
cual no se encuentran otros puntos del conjunto S, es exterior.

Punto aislado

Un punto A perteneciente a un conjunto S es aislado si no es de acumula-
cidn, siy sdlo si existe un entorno reducido de A al cual no pertenece ningtin

punto de S. A es aislado & Ae S ATE(A)/E'(A)nS=9¢.

Conjunto derivado S es el conjunto formado por todos los puntos de acu-
mulacioén de S.

Conjunto denso en si: un conjunto es denso en si si todos sus puntos son de
acumulacion. Debe estar incluido en el conjunto de-
rivado, S < §".

Frontera: la frontera de un conjunto S es el conjunto de todos sus puntos
frontera.

Conjunto abierto: un conjunto es abierto si todos sus puntos son interiores.

Conjunto cerrado: un conjunto es cerrado cuando la frontera pertenece al
conjunto.

Conjunto perfecto: un conjunto es perfecto siS= 25", o e sea que es denso y
cerrado.

Conjunto conexo: son conjuntos en los cuales dos puntos cualesquiera pue-
den unirse mediante una poligonal de un numero finito de
lados cuyos puntos pertenecen todos al conjunto conside-
rado. Por ejemplo: circulos, rectangulos, paralelogramos.

Recinto: es la union de un conjunto conexo abierto y alguno o todos sus
puntos fronteras.
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Recinto abierto: es el conjunto conexo cuyos puntos son todos interiores (no
hay puntos frontera).

Recinto cerrado: es un recinto en el cual estan incluidos todos los puntos
frontera.

Veamos algunos ejemplos:
1) A= {(x;y)e R*/x*+)* < 1} y

En este caso el conjunto A estd formado por los puntos Al
interiores a una circunferencia de radio 1.

Ai={(xp)e R /¥+)y'<1}=A

A= {(xy)e R/ x*+y* > 1}

Ar={(xp)e R? /¥ +) =1}

A'= {(x;y) € R*/x*+)* < 1}, es un conjunto denso en si, pero no perfecto.

El conjunto de puntos interiores es el mismo conjunto A, todos los puntos de
A son interiores. El conjunto de puntos exteriores son los puntos que estan
fuera del circulo de radio 1 y la frontera esta formada por los puntos que per-
tenecen a la circunferencia de radio 1.

Este es un ejemplo de un conjunto abierto, porque todos sus puntos son inte-
riores. También es un ejemplo de conjunto conexo y de recinto abierto.

2)B={(x;y)e R®°/1<x<4A2<y<5} VA

En este caso el conjunto A esta formado por lo puntos inte-
riores al rectangulo y los pertenecientes a dos de sus lados.

Bi={(x;)e R*/1<x<4 A2<y<5}
B.={(xp)e R*/x>4vx<lvy>5vy<2} Y X
Be={(x)e R /[(x=1vx=HAR<y<HVIE=2vy=5A(1<x <]}
B'= {(x;y) € R?/ 1Sx<4 A2 <y <5}, es un conjunto denso en si.

El conjunto de puntos interiores es el conjunto de puntos interiores al rectan-
gulo, conjunto de puntos exteriores son los puntos que estan fuera del rec-
tangulo y la frontera esta formada por los lados del rectangulo.

Este es un ejemplo de un conjunto que no es abierto ni cerrado. Pero es un
conjunto conexo. No es un conjunto perfecto.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Determinar el conjunto de puntos interiores, exteriores, fronteray con-
Jjunto derivado de los siguientes conjuntos

a)A={(xp)e R?/y<x’ Ay<2}

b) B={(xp)e R?/ [(x-1)* +)* <1]v [(-1)* +)7>3]}
) C={(xp)e R /y>x" A y<4}

d) D= {(xp)e R*/(x* +)y* <) A y20}

e)E={(x)e R®/0<x<2A0<y<1}

) F={(xp)e R*/x* +)* >4} U {(xy)e R?/ ¥ +)* <1}
2)G={(xy)e R*/y>x* A y-x<2}

2) Determinar el conjunto derivado de cada conjunto e indicar si el conjunto
es perfecto denso o en si

a) A= {(xp)e R*/ x* +1° >4}
b) B= {(x;y)e R*/ x> +)* <1}

RESPUESTAS A . 14 |
l)A,:A _'___1 _;'____
A= {(XSy)ERz/[y=2/\(x>\/5vx<—\/5)]V \d / -
(y=x" Ay<2)} %
Ac={xye R /y>x vy>2}
A'={(xp)e R?/y<x® Ay<2}}
B YA
B,': B
B/ = {(r)e RZ (1) +)2=1 v (x-1) +)7 =3}
Bo={(xp)e B*/ 1< (1) +7 <3} -5
B'={(xp)e R*/[(x-1)* +)*<1] v
[—1)* +)7 <3]}
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LY
Ci={(x»e R /y>x" A y<4} < vl
C= {ap)e B2/ (p=2" ry<4) v (=4 alx|<2)} W
Co={xp)e R/ y<x’ v y>4} im\
C'={(x;»)e Rz/y >x* A y <4} T g
2 2 2 D Ya
D, ={xpe R /x*+)y " <1A y>0}
D= {(x;)e R*/y=0 A |x|£1vy=+\/1—x2 3
D.= {(x;y)e R*/X*+y*>1v y<0} o Ny
D'={(x;y)e R*/X*+)y" <1 A y>0} j \ R
-1 (1, 1 L
X
YA E
Ei={(xye R?/0<x<2 A 0<y<l}
E={(xp)e R*/ [0<y<1 A(x=0vx=2)] .

VII0Zx<2 A(y=0vy=1]} - T
E.={(xp)e R?/x<0vx>2vy<0vy>1} I
E'={(x;)e R?/0<x<2 A 0<y<1} 0 5 ;

F YA
F,':F
Fr={(xne R?/X+)y =4 v +)’ =1}
Fo= (e B2/ 1<’ +)7 <4} N W
F'={(x)e R /x> +)* 24} U g >
(e R?/ x* +y* <1} S
G

Gi={(x)e R/ y>x" A y<x+2} 1
G=1{(xp)e R’/ (y=xt2vy=x") A (-1 <x<2)}
G.= {(xp)e R*/y<x’ v y>x+2}
G'={(x;y)e RZ/ny2 A y<x+2}

)
I
[
I
I
I
-2

2)a) A=A"'= {(x)e R?/ x¥*+1* >4} = el conjunto es perfecto y por lo
tanto denso en si.
b) B'= {(x;y)e R*/ x*+)* > 1} = el conjunto es denso en si.
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REVISION DE LAS ECUACIONES DE LAS CURVAS EN EL PLANO O Es-
PACIO BI-DIMENSONAL MAS UTILIZADAS EN ESTE TEXTO

1) Ecuaciones de primer grado - La funcion lineal

La ecuacion general de la recta es: Ax + By + C =0, con A y B no simulta-
neamente nulas.

Si despejamos y tenemos la forma explicita:

ffR>R/ f(x)=y=mx+b Imf=R
La representacion grafica de la funcion lineal es una recta. Observamos que si
x =0, entonces y = b, es decir que b indica la interseccion de la recta con el eje

», es la ordenada al origen. Vemos que mide m.
Si consideramos dos puntos de la recta Py = (x;;y1) y P, = (x2;),) tenemos que:

yzsz2+b
V1 =mx;+b
yz_ylzm(xz_xl) :> m-= u
Xy =X
7T X % Y

Vemos que m mide la pendiente de la recta, es decir
la tangente del angulo que ésta forma con el semieje
positivo de las x.

Ejemplo
P R>R /f(x)=2xt1 Imf=R

Es una funcién lineal cuya grafica es una recta que corta al eje
yen y=1y tiene pendiente 2. Para representarla graficamente
partimos de la ordenada al origen (y;=1) y a partir de alli to-
mamos 1 unidad a la derecha y 2 unidades hacia arriba (para
que la tangente del angulo que forma la recta con el semieje positivo de las x
sea 2).

Cero: x;=-0,5.



Introduccion
Casos particulares

m=0: si m =0 la recta es horizontal y la funcion se de-
nomina funcion constante.

La funcion es de la forma: /iR - R/f(x)=k Imf={k}

b=0 sib=0 tenemos una recta que pasa por el origen de
coordenadas.

La funcion es de la forma: /iR - R/f(x)=mx
Imf= R

Ecuacion de la recta conocida m y un punto Py= (x;y,)

Y= Yo=m.(x —Xo)

15

Esta ecuacion representa al haz de rectas que pasan por Py= (xo;0)

Ecuacion de la recta por 2 puntos Py= (xo;0) y P1= (x11):

Y=Y :M(x—xo)
X =X

Forma segmentaria
donde p y ¢ representan los puntos de in-

» terseccion de la recta con los ejes x e y
respectivamente, (p #0y g # 0).

+

Q=<

X
p

¥
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2) Ecuaciones de segundo grado - Las conicas

Las ecuaciones de segundo grado en dos variables se pueden escribir en la
forma general:

Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0, con A, B o C distintos de cero

Segtin el valor de estos coeficientes, la ecuacion representa distintos tipos de
curvas. Las mas conocidas son las conicas.

. . A
a) La circunferencia v

La ecuacion candnica de una circunferencia con centro en el -
punto Po= (x0;)0) y radio 7 es:

2 2 2
(v=x0)"+ (-p0)” = 17 = C [(xo;90)31] —
La ecuacidn general de la circunferencia se obtiene cuando B =0, A = C =1.
X+y"+Dx+Ey+F=0.
Para pasar de esta ecuacion a la ecuacion canonica se deben completar cua-
drados.
Y&

Ejemplo

X —2x+)*—8y+8=0=x"2x+1+)"— 8y +16+8 =17 1
(=14 —-47=9 = C[(1;4):3]

[T
a
o

Caso particular
Si el centro de coordenadas es Py = (0;0) la ecuacion queda: x*+y* = r*
b) La parabola

La ecuacidn general de la parabola se obtiene cuando B = C = 0:

AX* +Dx+Ey+F=0
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Si despejamos la y llegamos a una expresion del tipo
fIRSR/y=fx)=ax’+bx+c

La representacion grafica de la funcidn cuadratica
es una parabola.

Para representar graficamente la pardbola tendre-
mos en cuenta los siguientes aspectos:

a) Concavidad

Si a > 0, la parabola es con-
cava, la funcion alcanza un
minimo.
Si a <0, la parabola es con-
vexa la funcién alcanza un
maximo.

b) Interseccion con el eje x

Se obtiene igualando la funcion a 0, ax*+ bx + ¢ =0, resolviendo la ecuacién
de 2° grado se obtienen los puntos de interseccion de la parabola con el eje x. Si
la ecuacion tiene dos raices x; y x; reales distintas, la parabola corta al eje x en
dos puntos, si las raices son reales multiples, hay un solo punto de interseccion
y si las raices son complejas no hay interseccion entre la parabola y el eje x.

T x= -bizﬂ , formula del siglo XII debida al matematico hindit BHASKHARA.
a
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¢) Interseccion con el eje y

Hacemos x = 0, queda y; = ¢. Es decir que el término independiente de la funcion
cuadratica indica el punto de corte con el eje y. Toda parabola corta al eje y, no asi
al eje x.

d) Vértice
Un punto muy importante para su grafico es el vértice: V = (x,;,)

w=f(xy) (valor que toma la funcion para la x del vértice)

xV:_ —

2a’

Con toda esta informacion se puede representar aproximadamente una funcion
cuadratica.

Ejemplo
[ROR/f(x)=x"—4x+t3  Imf=[-1;+eo)
a)a=1>0= fesconcava

b) ¥—4x+3=0 = Ceros: x;=1, x,=3
C) y|:3

d)xv:%:2,yv=f(2):4—8+3=—1 =V=(2;-1)

a) La elipse

La ecuacién candnica de una elipse con centro en el -
punto Py= (x0;)0) y semiejes ay b es: Yo~

2 2
(x—xo) " (y_J’o)

=1
a’ b?
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Caso particular

2 2
Si el centro de coordenadas es Py= (0;0) la ecuacion queda: x_2 + y_2 =1

Q
S~

La ecuacién general de la elipse se obtiene cuando A y C tienen el mismo
signo, pero distinto valor, B = 0:

AX*+Cy*+Dx+Ey+F=0

Para pasar de esta ecuacion a la ecuacion candnica se deben completar cua-
drados.
YA

Ejemplo

2 2
P4 =16 = 42 =1

16 4 /\ >
"‘k_:_/“ X

b) La hipérbola

La ecuacién candnica de la hipérbola con centro en Py= (xo;)) es:

(x—x0)2 _(y_yo)2 -1

2 2
a b

La ecuacién general de la hipérbola se obtiene cuando A y C tienen signos o-
puestos, B =0:

AX’+Cy +Dx+Ey+F=0

Para pasar de esta ecuacion a la ecuacion candnica se deben completar cua-
drados.
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Caso particular YA
. J~ b i 2
Si el centro de coordenadas es el (0;0), la \r R [ o= T/
2 2 >
r -u S - S .
ecuacion queda: _z_y_ =1 L 05K X
a’  b? Al b RN

Sistema de coordenadas polares

Hasta ahora fijamos la posicion de un punto con las coor-
denadas rectangulares x e y. Las coordenadas polares son
otra forma de fijar la posicién de un punto P. Se elige un
punto fijo O (el origen de coordenadas) y una semirrecta
con origen en 0 que pasa por P.

Las coordenadas polares son r (mddulo) que es la distancia OP, y o (argu-
mento) que es el angulo que forma dicha semirrecta con el semieje positivo
de las x.

X=rcos o
y=rsen o r>0, 0<a<2n

También tenemos que: 7= ++/x> + 7,

o= arctgl , con o en radianes
X

Ejemplo
. 2
SiPy=(2;1), entonces r=+/1+4 = \/g y a=arctg n =arctg2=110

@:1)— [V5: 110)

A veces es mas sencillo trabajar con coordenadas polares que con coordena-
das rectangulares. Por ejemplo, como veremos en el capitulo de limites y de
integrales, se simplifica su calculo.
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Curvas y superficies de nivel.







Funciones de varias variables 23

FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES
LOS CAMPOS ESCALARES

En Analisis I se estudian funciones de una variable independiente, las fun-
ciones van de 4 € R — R, es decir funciones del tipo: /: 4= R/ y = f(x).
Son funciones de una variable independiente, donde x es la variable inde-
pendiente e y la variable dependiente. Estas funciones se denominan funcio-
nes escalares. y
4
Para cada valor de x, perteneciente al dominio de Yo
la funcion se obtiene un valor de y,, esos pares
ordenados (x;y) determinan un punto en el plano
y el conjunto de esos puntos en el plano definen
una curva que es la representacion grafica de una
funcion de una variable independiente.

Xo X
El objeto de estudio de Analisis Matematico I son las funciones de una va-
riable independiente y las curvas que las representan: sus graficas, su conti-
nuidad, su derivabilidad, la existencia de recta tangente en un punto de su
dominio, el area que éstas delimitan con el eje x o entre si, entre otros temas.

;De qué trata Analisis I11?

En Analisis II se estudian funciones de dos o mas variables independientes
que a su vez tienen como imagen una o mas variables. Vamos a trabajar en
primer lugar con funciones que van de A — R, donde ahora 4 Cc R", es decir
que van de un subconjumto de R” — R. Este tipo de funciones reciben el
nombre de campos escalares' A un conjunto de » variables independientes
le hace corresponder como imagen un niimero real o escalar.

Veremos primero el caso particular en que n =2, 4 € R?, es decir funciones
de dos variables independientes o campos escalares del tipo /: 4 cR*— R/
z = f(x,y), donde x e y ahora son las variables independientes. Luego genera-

1 Un ejemplo de campo escalar es el campo de las temperaturas. A cada punto del
espacio (x;y;z) le asigna como imagen el valor de la temperatura en ese punto.
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lizaremos a campos esclares de » variables independientes, es decir del tipo
FR SR u=f(x;%5..x) = f(¥)2

Luego veremos el caso de funciones f: A < R — R™ Es decir funciones

que a una variable independiente le hace corresponder como imagen un con-
junto de m valores, es decir un vector. Se denominan funciones vectoriales.

Por ultimo generalizaremos al caso en que f : 4 < R"— R™. A un conjunto

de n variables independientes le hace corresponder como imagen un vector.
Estas funciones se denominan campos vectoriales.

En ambos casos las imagenes son vectores. Se distinguen de las funciones y
de los campos escalares porque la f lleva una flecha f, que indica que la
imagen no es un numero real o escalar sino un vector.

Sintesis
En AnadlisisI: f:AcR >R Sfunciones escalares
En AndlisisII: f:4cR"> R campos escalares
]7 cAcCcR—-R" funciones vectoriales
fiACR S R" campos vectoriales

2 Podemos pensar a las n coordenadas como las componentes de un vector.
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Los campos escalares de dos variables- su representacion grafica

Vamos a analizar la representacion grafica del caso en que la funcion es del
tipo f:ACR*—>R/z=f(x).

En este caso, para cada par de valores x ¢ y independientes para los que sea
posible, se obtiene un valor real de z.

Queda determinada asi una terna (x;y;z). Cada
terna define un punto en el espacio, el conjun-
to de puntos en el espacio define una superfi- _
cie, que es la representacion grafica de una j 7
funcion de dos variables independientes. El . < D
conjunto de partida es un conjunto de pares ~ “t-_
ordenados. La funcién le hace corresponder -
como imagen a cada par ordenado un niimero

real. De estas funciones también vamos a es-

tudiar sus representaciones graficas, su continuidad, su derivabilidad, etc.

Sistema de coordenadas tridimensional

Antes de ver como se representa graficamente un campo escalar de dos va-
riables independientes, veremos algunos conceptos basicos de geometria del
espacio. .
Trabajamos en el espacio euclideo tridimensional.

Tenemos en este caso tres ejes coordenados, X, y  xz

y z, perpendiculares 2 a 2. El eje x se representa a

135° con el eje y. El punto de interseccion entre 0 v
los ejes es el origen de coordenadas, el punto O. xy

yz

Sobre los ejes y y z, que se ven en su real dimen-

sion, se utiliza la escala entera, mientras que para el eje x, que esta en perspec-
tiva, se utiliza una escala menor que es habitualmente 0,7 de la escala sobre los
otros ejes para aumentar el efecto de la profundidad en la perspectiva.

Estos ejes definen tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan en
0, los planos (xp), (xz) e (y2).



26 Alejandro E. Garcia Venturini

Estos planos dividen al espacio en 8 sectores cada uno denominado octante.
El 1° octante es aquel en el cual las tres variables son positivas.

Ecuaciones de los planos coordenados

Sobre el plano (xy), la z vale 0: z
Sobre el plano (xz): la y vale 0: y
Sobre el plano (yz): la x vale O: X

Il
S oo

Ecuaciones de los ejes coordenados

Los ejes coordenados se obtienen como interseccion de los planos coordenados.

Ecuaciones del eje x: {y
z

N o=
Il

Ecuaciones del eje y: {

S O o o © o

X

Y

Ecuaciones del eje z: {

Veremos ahora como representar funciones de dos variables independientes.
Empezaremos por ver como representar un punto en el espacio.

Representacion grafica de un punto en el espacio

Para determinar la posicion de un punto Py = (xo;00;z0) en el espacio primero
fijamos el punto A en el plano (xy) trazando paralelas a los ejes coordenados
X €y por xp € )o.

A
Zy
Por dicho punto trazamos la perpendicular 7
al plano (xy) sobre el cual tomamos el valor b /’
zp. Asi como para dos dimensiones, un pun- Ly
to se puede considerar como el vértice de
un rectangulo, en tres dimensiones un punto Yo

se puede considerar como el vértice de un
paralelepipedo recto.

<V

Xo
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Veamos un ejemplo

f:R*>R /z=f(x;y)=x+y, podemos hacer una
tabla de valores y obtener algunos puntos de su
gréfica.

REPRESENTACION GRAFICA DE SUPERFICIES

Dado un campo escalar de la forma f: 4 c R*— R/ z = f (x;y), dandole
valores a x ¢ y se pueden, como ya vimos, obtener algunos puntos de la su-
perficie. Pero representar una superficie a partir de puntos aislados no es
muy practico. Veremos una forma de obtener, con cierta aproximacion, la
representacion grafica de una funcion de dos variables independientes.

Calculamos los puntos de interseccion con los ejes coordenados y las trazas,
que son las curvas interseccion de la superficie con los planos coordenados.

Ecuacion del plano

Asi como la funcion mas sencilla en Analisis I es la funcidn lineal, cuya
grafica es una recta, en Analisis II también es la funcidn lineal la mas senci-
lla, en este caso su representacion grafica es un plano. En un curso de geo-
metria analitica se demuestra que la ecuacidn general del plano es:

Ax + By + Cz + D = 0. Toda funcion lineal en R’ tiene por grafica un plano.

Ejemplo: 2x +4y +z+8 =0

Calculamos las intersecciones con los ejes coordenados

Nejex, y=z=0 Nejey, x=z=0 Nnejez,x=y=0
=8 = x=4 4y=8 = y=2 z=8

(4;0;0) (0;2;0) (0;0;8)
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Vemos que este plano corta a cada eje en un punto.

Calculemos ahora las trazas

N plano xy, z=0 N plano yz, x =0 N plano xz, y =0
2x +4y =28 4y+z=8 2x +z=8
4 2 2 8 4 8

En este caso las trazas son rectas. Conviene expresar las ecuaciones de las
rectas en su forma segmentaria porque de esa manera es
mas facil su representacion grafica.

Con esta informacion podemos representar con cierta
aproximacion la superficie. Se representan las interseccio-
nes con los ejes y las trazas.

Analicemos ahora este caso: 2x + 3y = 12

Hacemos el mismo estudio que hicimos antes, por ser una funcion lineal sa-
bemos que la ecuacion representa a un plano.

Nnejex,y=z=0 Nnejey,x=z=0 Nejez, x=y=0
2x=12= x=6 3y=12= y=4 0=12=13

Vemos que este plano corta a dos de los tres ejes coordenados.

Calculamos ahora las trazas.

N plano xy, z=0 N plano yz, x =0 N plano xz, y =0
2x+3y=12 3y=12 2x=12
£+1=1 y=4 x=06

6 4
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Grafiquemos

Vemos que en este caso no figura la variable z en la
ecuacion y que obtuvimos un plano paralelo al eje z.
En general los planos son paralelos a los ejes cuyas
variables no figuran en la ecuacion.

Casos particulares
Ecuaciones de planos paralelos a los planos coordenados
Paralelo al plano (xy): z=k
Paralelo al plano (xz): y=k
Paralelo al plano (yz): x=k

Representacion grafica de otras superficies

. . . 2, .2
Sigamos los mismos pasos para representar graficamente z = x" + y".

Nejex,y=z=0 Nnejey,x=z=0 nejez, x=y=0
x=0 y=0 z=0
(0;0;0) (0;0;0) (0;00)

Vemos que la superficie corta a los tres ejes en el centro de coordenadas.

Calculamos ahora las trazas.

N plano xy, z=0 N plano yz, x =0 N plano xz, y =20

2, .2 2 2
Z=X"ty z=Yy zZ=X
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Tenemos como trazas una circunferencia de radio O (un punto) y dos para-
bolas. Por eso esta superficie recibe el nombre de paraboloide.

A través de este analisis se puede obtener suficiente informacion sobre las
superficies como para poder hacer un grafico aproximado.

Veamos ahora las ecuaciones de las principales superficies y sus graficos.

2
z

2 2
Esfera: x*+)y*+2° =1 Elipsoide: x_2 Xz
a b*

[
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2 2 2
Hiperboloide eliptico de 1 hoja: £+L2_i —1 Cono eliptico X +L !
a p o’ a b o
?Z
¥
X2 y? g2
Hiperboloide eliptico de 2 hojas: ——+-5——=1
a b c
2
b\ i‘ ¥
X
Paraboloide hiperbdlico: — — + Z—z =z Cilindro circular recto: x* + y* =72
a’
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Veamos ahora los graficos de otras superficies correspondientes a funciones
de dos variables, en este caso hechos por una computadora.

“
z=cosx+cosy

L= sen 2x2 +3y2!

X2+ y2

Cuando las variables independientes son mas de dos, es decir #» > 2, no es
posible representarlas graficamente. Este aspecto de las funciones se pierde,
pero el concepto de funcion sigue siendo valido cualquiera sea el numero de
variables independientes.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

x> =2
1) Siflx:y)=1x"+ y}; (x:3)# (0:0) hallar: &S (0,1),b) £(2,2),
0 (vy)=000) ¢) £(0;0),d) /(0;a)
2) Sif(xy)=4x" =y 1 natiar: ® S (0:1),0) f(a;=a), ) f(0;0)
b Rl=h d) f(-aa). e f(ai1/ a)

2 2

3) Sif(xy)= 2;y

responder VoFsi x#0,y#0

a) fyix)==f(x;y) b) f(=x=y)==f(x;¥)
11 1 2xy .
1 T
xy fley) 2=y b
4) Dada la funcién f(x;y)= 22xy - demostrar que Vx # 0 se tiene que
X +y

f[l; %j = f(x:)

5) Dadas las siguientes ecuaciones, hallar las trazas, puntos de interseccion
con los ejes coordenados, clasificar y representar grdficamente las super-
ficies que representan

1) 8x+4y+2z-16=0 2) 6x+9y—3z-18=0

3) x+2y=4 4) 4x+8z =16

5) z=4 6) x=3

7) y=2 8) x*+y* +z2 =16

9)£+y_2+i:1 10)ﬁ+y_2+i:1
9 25 4 4 9 16

1) x> +y* =z 12) x> +y? =9

13) y=x’



34

RESPUESTAS

Da)-2 b0 ¢ 0 d)—2
a

Alejandro E. Garcia Venturini

3)a) V,b)F,c) V,d) V

5)

Nejex Nejey
1) x=2 y=4
2) x=3 y=2
3) x=4 y=2
4) x=4 no
5) no no
6) x=3 no
7) no y=2
8) x=14 y=14
9)x=£3  y=£5
10) x=t2  y=13
11) x=0 y=0
12) x=t3  y=13
13) x=0 y=0

Nejez M plano (xy)
=8 T4z
2 4
=6 Z+2=1
3 2
no o
4 2
z=2 x=4
z=4 no
no x=3
no y=2
=4  xX*+)’ =16
2 2
= Y
9 25
2 2
no 42—
4 9
z=0 (0;0;0)
no X+ =9
ejez y=x

Na)-1blc)ldl e

M plano (xz)

2
a

a* -1

M plano (xz)
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DOMINIO

Una funcién de dos variables z = f (x;p) no siempre esta definida para cual-
quier valor de x o y. El dominio estd formado por el conjunto de pares (x;y)
para los cuales existe imagen real z.

Las restricciones son las mismas que existen para funciones de una variable
independiente.

1) Denominadores # 0.
2) Argumentos de logaritmos > 0.
3) Radicando de raices de indice par = 0.

<" | Dom = {(x,'y)e 9{2/3269{/@:]’(’5")’)}

El dominio esta formado por puntos del plano xy, es decir que es un subcon-
junto del plano xy, por lo tanto se representa en el plano xy.

Podemos considerar al dominio como la proyeccion o sombra de la funcidon
sobre el plano xy.

y

Ejemplos 2

1) z= !
4—x2—y?

En este caso hay dos restricciones:

a) y4—x”—y”> # 0, por estar en el denominador y

b) 4—x* - y2 >0, por ser el radicando de una raiz cuadrada.

El dominio esta formado por todos los puntos del plano xy para los cuales
4-x'—y">0 = x*+)’ <4, es decir los puntos interiores a una circunfe-
rencia de radio 2 con centro en el origen de coordenadas.
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Dom = {(x;y)e R /x*+y? <4}

25-x? —y?
xX=y

2) z=

Buscamos los valores reales de (x;y) para
los cuales existe z real. Hay dos restriccio-
nes, una por la raiz cuadrada, cuyo radi-
cando debe ser > 0 y otra por el denomina-
dor que debe ser # 0.

a) 25-x°—)* >0 = x*+)* <25 (puntos interiores a una circunferencia
de radio 5).

b) x —y# 0=y #x (significa que deben excluirse los puntos de la bisec-
triz y = x).

Conclusion: estan en el dominio todos los puntos interiores a la circunferen-
cia de radio 5, incluido el contorno, excepto los que se encuen-
tran sobre la recta y = x.

Rango o imagen

El rango o conjunto imagen es el conjunto de valores que puede tomar la varia-
ble dependiente z. Analicemos el rango para el ejemplo 1. El denominador pue-
de tomar valores en el conjunto R ", por lo tanto R =Im f=R ",

En cuanto al rango en el ejemplo 2, el numerador puede tomar cualquier valor
entre —5 y 5 y el denominador cualquier valor excepto 0, el cociente entre un
namero entre —5 y 5 y cualquier niimero excepto el 0 puede dar cualquier nu-
mero real, R =Im f=R.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
A) Determinar el dominio y el rango de los siguientes campos escalares.
Graficar.
2.2
1) 2= 25—x"—y 2) 2= 2x+6
x—y (x=3x+2) (y2-16)
1 In(2x—-y 9—x%—?
3) z= 2 2 4)Z:¥ 5) z= >
( -y ).cos(x+4y) X'ty -4 sen (x—y)
ln(2x—y) 16—x*—y* 1
6) 2= —p—’ 7) z= 8) z=
Va-x° COS(X—)/) 9—(x2+y2)
1
9) z=+/4—x? = 10) z =———— 1Dz=————L———
In\x +y -1 x2 y2
7+7_
9 4
12) z=Jxp(I—-x—y) B)z=———L—— 14) z = /sen(xy)-2
=
ln(xz—y)
15) z=/In (xy —4) 16) z=In\xy—4 17) z:ﬁ
16—x" -y
1 1
18) z= 19 z=—— — 20) z=1 3y-2
) In (x? =7 ) z In(x+y—3) ) z=in[(x+3)(y-2)]
In(2y—x"-y° 2 2
21) z= ( ) 22) z=1In (x+2y—4). -
cos (ﬂy) 16 4
23) u=in 1

¥ +yr 42716

B) Determinar a) grdfica y analiticamente el dominio D, b) los conjuntos D;, D,,
Dy y D', ¢) si el conjunto es abierto, cerrado, denso, perfecto. Justificar.

1,)(? +y -4
J16—x* -

2) flxy)=

2 2
b f(x;y):arccoge (x 2+y —3)
X +y -4

3)f(x;y)=\/36—x2 —4y* .In (x2 +y° —1)
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RESPUESTAS

A)

1)D={(x V) ER /x£yAxi+y <25} R=%R

2)D={(x y)e‘ﬁz/x;t2/\x;t1/\y;t4/\y¢—4} R=%R

3) DZ{(x y)egiz/x;ﬁy/\x;t—y/\y;ﬁ(Zn+l)%—§}>R_EK_{O}J’IEZ
4) D= {(x y)eR* /y<2xax®+y ¢4} R=%R

S)D:{(x y)eR /X +y S9/\y¢x—nﬂ} R =%

6) D= {(x,y)eﬁ'ﬁz/y<2x/\—2<x<2} =R

7)D={(x,y)em2/x +y? <16 Ay zx—(2n+1) }R R neZ

8) D={(x;y)e R’ /x*+y* 29}, R=R-{0}
y)e R/ +y7 <4}, R=[02]
ER/XP+y #£2Ax7+)] >11 R=% - {0}

\O
~
S
Il
—_——
—_
=
‘< <

12) D={(x;)e R /[(1-x=y)20Axp=0]v[(I-x-y)<0Axy<0]},R= R

13) D= {(xy e%z/y>\/;/\x20}, R=R" 14) D=0

15 D= {(xy e??z/xyZS}, R=%R; 16)D:{(x;y)e912/xy>4}, R=%R

17)D={(xy eR/y<x’ axl+)y <16}, R=%

18) D={(x;y)e R /(y<xny>-x)v(y>xry<—x)ax’ -y #1},R=R-{0}

(x;y)eR*/y>3-xAy#4- x} R=%-{0}
P)eR/(x+3>0Ay-2>0)v (x+3<0Ay—2<0)},R=%
P)eR /2 +(y—1F <lay=05ay=15) R=%

[\
—_
~
S
II

-{
={(x:
o
22) D= {x y 69(2/—+y72<1/\y>2—%x},R R
=

= x,y,z EEKS/X +y +z >16},R:EK—{O}
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B) 1)a) D={(x;y)e R /2< x> + 7 <4)

b) D, ={(x;y)e R /2<x* +)’ <4}
D, {(x y)eR*/x* +y?<2vxi+y >4}
D, {xye‘ﬁz/x +y?=2vxi+y —4}

D :{(x,'y)e R*/2<x* +y S4},
¢) D no es ni abierto ni cerrado, es denso,
no es perfecto.

2) a)D={(x;y)e R’ /4<x" +y” <16}
b) D, ={(x;»)e R* /4<x’ +)” <16}
D, :{(x;y)e R /x> +y?<dvx?+y? >16}
D, :{(x;y)eﬁz/x2 +y?=4vx’+y? :16} .
D z{(x;y)e R /4<x>+)° S16}

¢) D no es ni abierto ni cerrado, es denso,
no es perfecto.

3) a)D:{( y)€9{2/x2+4y2S36/\x2+y2>1}
b) D, ={(x;y)e R* /x> +4y* <36 Ax" +y” >1]
D, = {(X y)e R/ X2 +4y* >36vxi+y <1}
D, = {(x )6912/)( +4y* =36vxi+y _1}
D'={(x;y)e R /x* +4y* <36 Ax" +)" 21

¢) D no es ni abierto ni cerrado, es denso, no es perfecto.
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CURVAS Y SUPERFICIES DE NIVEL

Si se interseca una superficie z = f (x;p) 4,

con planos paralelos al plano (xy) (z = k), >}
se obtienen curvas que se pueden proyectar

sobre el plano (xy).

Esas curvas reciben el nombre de curvas
de nivel.

Podemos definir a las curvas de nivel como
a las proyecciones sobre el plano (xy) de
las intersecciones de la superficie con planos paralelos al plano (xy). La
curva de nivel z = k para una funcion de dos variables z = f'(x;y) es el conjun-

to G = {(x;y) € Dom [y f(x;p) = k}.

X

Ejemplos yA

a) z=x"+)"

Si intersecamos a la superficie con planos de
ecuaciones z =1,z =2, etc.

/7
S

o 4

z=1 = x*+)’=1, se obtiene una circunferencia
de radio 1.

z=4 = x*+y*=4, se obtiene una circunferencia de radio 2.

z=16 = x>+ )*=16, se obtiene una circunferencia de radio 4, y asi sucesi-
vamente.

En este caso las intersecciones son circunferencias concéntricas. Observamos,
en este caso, que no hay interseccion si tomamos valores de z negativos.

b) z=e )

z=1 =x’+)* =0, se obtiene el punto (0;0).

z=1/e = x*+)*= 1, se obtiene una circunferencia de radio 1.

z=1/e* = x*+)* =2, se obtiene una circunferencia de radio 2, y asi sucesi-
vamente.
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Propiedad

Sobre cada curva de nivel pueden variar x o y, pero no z que permanece
constante. Las curvas de nivel se representan en el plano (xy).

Generalizacion

Si la superficie se corta con planos paralelos a los otros planos coordenados se
pueden obtener otras curvas de nivel sobre el plano (xz) o (yz).

SUPERFICIES DE NIVEL

Si f'es un campo escalar de tres variables independientes del tipo f R*— R /
u = f(x,y,z), la funcién, como ya se menciond, no puede representarse grafi-
camente, pero si pueden hallarse sus superficies de nivel.

La superficie de nivel z = k en este caso es:

Sk = {(x:y:2) € Dom f A f(x;y32) =k §

Ejemplo: Sea [ R°>R/u=x>+)y*+7

En este caso las superficies de nivel se obtienen asignandoles valores a u.

u=1 Xy +2=1
u=2 Xy +7=2
u=4 x2+y2+zz=4

Vemos, en este ejemplo, que obtenemos como superficies de nivel sucesivas
superficies esféricas concéntricas con centro en el origen de coordenadas.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Graficar las curvas de nivel, paraz=-2,z=-1.z=0,z=1,z=2, de las
siguientes superficies

2 242 2x
a) z=x"+y° b) z= J c)z=x d) z=
2 2 2
x“+1 y+1 X +y
-1
e)zzy2 " f)z=x+y g) z=4/l+x+y h) z=2xy
X"+
RESPUESTAS
1) z=-2 z=-1 z=0 z=1 z=2
a) E E x2+y2:0 x2+y2:1 x2+y2:2
b) y=—x> -1 S y=0 BES _x? 4l
y y > 5 y 3 2 y
2 2
c)y:—x——Z y=—x2—3 4 y=x2+l y:x_
2 2
2 2
d) [x+lj +y? % (x+1)2+y2=1 x=0 (x—1)2+y2=1 [X—fj +v2=%
e) y=-2x% -1 y=—x’ y=1 y=xt+2 y=2x>+3
f) y=-x-2 y=-x-1 =-x y=—x+1 y=—x+2
g 1B A y=—x-1 y=-x [——




Capitulo 3

Limite y continuidad

Limite doble o simultaneo.

Limites sucesivos o reiterados.
Limites radiales.

Continuidad; definicion, propiedades.

Discontinuidades.
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LIMITE

Limite finito de una funcion en un punto Py
Concepto

Podemos considerar al limite como el valor numérico al que se aproxima una
funcién a medida que nos aproximamos al punto P, cualquiera sea el cami-
no elegido para llegar al mismo.

Para funciones de una variable A

Hay dos caminos para llegar al punto porque el
punto estd sobre una recta. Por la izquierda y la
derecha. Para que exista el limite el valor debe
ser el mismo. |

v

lim f(x) =1

X=X,

Para un campo escalar de dos variables

El punto ahora se encuentra en un plano y por lo
tanto hay infinitos caminos para llegar a él. Esta es
la gran diferencia que hay entre el calculo del limite
para funciones de dos variables y para funciones de
una variable; ahora los caminos son infinitos.

X

Una funcion o campo escalar de dos variables tiene limite finito en un punto
Py = (x0;y0) cuando los valores de la funcién se aproximan a un nimero finito
L a medida que los valores de (x;y) se aproximan a (x,)), cualquiera sea el
camino elegido para llegar al punto.
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Definicion de limite doble o simultaneo

Una funcién z = f (x;y) tiene limite finito L en un punto de acumulacion de
su dominio < cuando los valores de (x;y) — (x0;)0), los valores de la fun-
cion se aproximan a L, cualquiera sea el camino elegido para llegar al punto.
Eso quiere decir que la diferencia, en valor absoluto, entre los valores de la
funcion y el limite se pueden hacer tan pequefia como se quiera, con tal de
tomar valores de (x;y) suficientemente préximos al punto, es decir, pertene-
cientes al entorno reducido de centro Py y radio 4.

lim f(xy)=LeVe>0:3h(e) > 0/VY(xy)eDf :

(x)=(x00)

O<\/(x_x())2 +(y_yo)2 <h:>|f(X,‘y)—L|<g

Interpretacion geométrica

Esto quiere decir que por mas pequefio que sea € (diferencia entre los valores
que toma la funcién en un entorno de (xo;yy) y L) siempre existe A, radio del
entorno reducido dentro del cual estan los (x;y) que cumplen con la condicion
de que la diferencia en valor absoluto entre los valores de la funcion y el limite
se pueda hacer tan pequefia como se quiera.

L+ehz

—

foxy) |
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Si dado cualquier & siempre existe A, entonces la funcion tiene limite finito
en el punto. El radio & depende de & porque si tomamos valores de € meno-
res, los pares (x;)) se encontrardn mas cerca del punto (xo3p) y por lo tanto
el radio del entorno es menor.

El punto debe ser de acumulacion del dominio porque de lo contrario no
existirian los (x;y) que cumplan con la condicidn establecida, ya que alrede-
dor del punto no habrian otros puntos pertenecientes al dominio de la fun-
cion.

Calculo de limites aplicando la definicion

Este método si bien es la forma de asegurar la existencia de limite finito, no
es simple, salvo en casos muy sencillos. Veremos algunos ejemplos.

1) lim (x+y)=3

(x:3)-(1:2)

Debemos demostrar que 0<\/(x—1)2 +(y—2)2 <h= |x+y—3| <e
|x+y=3|=|x—1+y=2|<|x—1|+|y-2] (1)

Ademas, si x e y son numeros reales, se verifica que:

-1 <y(e=1F +(r=2F @ y pp-2<yx-1P+(-2¢ @)

be—1|+|y =2 <2 (x =1 + (v =2 <e=/(x=1} +(y—2) <§

Por lo tanto /= % Queda demostrado asi que el ( l)zm( : (x+y)=3.
x;y)—>(1,2

3x’y

2) =0

p
(e o00) X + 7
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2

3

Debemos demostrar que 0<+x> +y* <h= zx yz -0l<e
X +y

3x° 3
|2xy2_0_| xy|_3||2
R B RO e
1 1 3
X <xi+yt = ——<— |y| <3|y|<31/ <3YxP+yt<e
x*+y° x x? +y
. £ 3x7y
Haciendo hzg,queda demostrado que el  /im =0.

(r:7)-(0:0) X +

3) lim xsen (zj =0
(x:3)-(0,0) y

Debemos demostrar que 0<+x> +y* <h=

csen @‘ fler ( J

Haciendo ~=¢, queda demostrado que el  [im  x.sem (zj =0
(x:3)=(0,0) y

<é&

x.sen (Zj -0
y

|x|<\/_<w/x +y' <e.

Este método evidentemente no es muy practico. Veamos ahora otros méto-
dos para analizar el calculo de limites para funciones de dos variables inde-
pendientes.

Regla practica para calculo del limite doble

Lo que hemos visto es la definicion del limite doble, es decir la condicion
que debe cumplirse para que una funcioén tenga limite doble en un punto.
Para calcular el limite doble procedemos de la misma manera que para fun-
ciones de una variable. Probamos como regla practica reemplazar las varia-
bles x e y por las coordenadas del punto en el cual queremos calcular el limi-
te y observamos que ocurre.



Limite y continuidad 51
Ejemplos

. 2 _ lo que significa que cuando nos acercamos
D (x;jfﬁ%l;z) (x 2y ) 3 al punto (1;2), por cualquier camino, los va-
lores de la funcidn se aproximan a —3.

2
D g 2y 4 2
L

Si obtenemos un valor determinado podemos decir que ese valor es el valor
del limite. El limite asi calculado recibe el nombre de limite doble o simul-
taneo porque ambas variables tienden simultaneamente al punto, abarcando
asi los infinitos caminos por los cuales se puede acceder al punto.

Veamos ahora el siguiente ejemplo

2x+y> =0

L= "Iim >
(x0)-00 xt+y° —0

llegamos en este caso a una indeterminacion
que no se puede salvar. Es decir que este procedimiento de reemplazar las
coordenadas x e y por las coordenadas del punto no siempre da buenos resul-
tados. Lo que vamos a hacer a partir de ahora es empezar a recorrer algunos
de los infinitos caminos por los cuales se puede acceder al punto. Si al reco-
rrer algunos de esos infinitos caminos, por ser infinitos no podemos agotar-
los todos, los valores de la funcion se aproximan a valores distintos, pode-
mos asegurar que la funcidn no tiene limite doble en ese punto porque el li-
mite, de existir, debe ser inico. Pero si al recorrer esos caminos siempre lle-
gamos al mismo valor, no podemos asegurar ni la existencia ni la no existen-
cia del limite, porque que la funcidn, al acercarnos por determinados cami-
nos, se aproxime a un mismo valor no quiere decir que por fodos los caminos
se llegue al mismo valor.

Limites sucesivos o reiterados

En este caso se hace tender a su limite primero una variable, dejando fija la
otra, y luego ésta en la funcion asi obtenida.
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L = lim [lim f(x:y)} lim $(»)

Y=o

XX Y=o

L, = lim {lim f(x;y)} = lim ¢lx)

X*}XO y*)y(] X%XO

En L; se hacer tender primero la variable x a x,, y luego la variable y a y, en
la funcién de y que queda en el paréntesis. Eso equivale a acercarnos al pun-
to primero segun x y luego segtn y.

En L, se hacer tender primero la variable y a y,, y luego la variable x a x; en
la funcidén de x que queda en el paréntesis. Eso equivale a acercarnos al pun-
to primero segun y y luego segun x.

Si L, # L,, por lo ya visto, no existe el limite doble L.

Si Ly = L,, no se sabe que ocurre. Hay que recorrer otros caminos. Si por los
otros caminos el limite sigue dando lo mismo, seguimos sin saber que ocurre
con el limite doble de la funcién en ese punto. Si por alguno de esos otros
caminos llegamos a un valor distinto, entonces podemos asegurar que el li-
mite doble no existe.

Nota importante: cuando se empieza a transitar por los distintos caminos
podemos llegar a concluir la no existencia del limite do-
ble, nunca podemos asegurar la existencia del limite do-
ble porque nunca podemos agotar los infinitos caminos.

Veamos como aplicar los limites reiterados al ejemplo anterior:

Dt 2 2
L= lim {lim yz } = lim y—2 =

y—0 [ x>0 x+ y
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2x+y° o
L,=lim | lim a yz =lim 2 2 [,#[, = no existe limite
x—0 | y—>0 x+y =0 X dOble

Limite radial

Se llama asi al limite cuando el camino elegido
son las rectas que pasan por el punto. Si tene-
mos en cuenta la ecuacion de la recta que pasa
por un punto: y = m (x — xy) + yy, donde m es la
pendiente de la recta queda:

L = li X, X
(v b ron) f ()
y=m{x=x, F+y,

Observemos que al hacer la sustitucion y = m (x —xg ) + vy, el limite se trans-
forma en un limite de una sola variable, por lo tanto para su resoluciéon valen
todas las propiedades vistas en Analisis [ para funciones de una variable.
Haciendo variar m se obtienen las infinitas rectas que pasan por el punto.
Cada recta significa un camino distinto. Si por todos los caminos rectos se
llega al mismo valor, decimos que existe el limite radial. Pero esto no asegu-
ra la existencia del limite doble, ya que existen infinitos caminos que no son
rectos para llegar al punto que hay que analizar para asegurar la existencia
del limite doble. Si el limite radial depende de m podemos asegurar que el
limite doble no existe pues por distintos caminos se llega a valores distintos.

Veamos los siguientes ejemplos

1) volvamos al ejemplo visto anteriormente:

2
L= [im 2x +y2 -0 obtenemos una indeterminacion, recurrimos
()>(00) x+y" —0 al limite radial
2x+7y° 2x+ me X 2+m’x 2
L = lim 2 = lim (mx) =lim ( )=—=2

(x:)=(0:0) X+ p° x50 x+(mx)2 o x(l—f—mzx) 1

y=mx
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Esto significa que cualquiera sea la recta que elijamos para acercarnos al
punto, en este caso el origen de coordenadas, el valor al que se aproxima la
funcién siempre es el mismo. Pero esto no asegura la existencia del limite
doble. Ya hemos visto que el limite doble de esta funcién en el origen no
existe por ser los limites reiterados distintos.

_ . x+t2y —0  obtenemos una indeterminacion, recurrimos
2) L= [im —— .. .
(xy)-(0:0) 2x+y —0  al limite radial
) x+2y  x+2mx  x(1+2m) 1+2m
L = [im = = =

=] =
(x2)=(0:0) 2x+y i 2x+mx s x(2+m) 2+m

y=mx

En este caso el limite radial depende de m, lo que significa que para cada
recta la funcion se aproxima a un valor distinto, por lo tanto el limite doble
de la funcidn en el origen no existe.

Limite parabdlico
Si los limites reiterados y radial fuesen iguales, debemos probar por otros
caminos, por ejemplo parabdlicos, hasta encontrar un camino para el cual el

limite sea distinto. Si por distintos caminos seguimos obteniendo el mismo
limite no podemos saber si el limite doble existe o no.

2x°’y =0
= lim —F/— ——
(x2)=(0:0) x* +3y° =0

2x° 0
Li=lim {lim %} =lim>—5= 0

y—=0 | x—=0 X +3y y—0 3y
2
L>=lim lim% =lim%= 0, ?ll ser .Ll = L, debemos seguir
20| y=0 X7 +3y" | a0 x investigando.
L= g 2x°y . 2x°.mx _ 5 2x’m _
" (o) x° +3y° g x' +3(mx)2 0 X +3m’
y=mx
, 2x’'m 2xm 0
= ll = = 0

m =lim
x—=0 XZ (xz + 3m2) x—=0 x2 + 3m2 3m
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Seguimos sin saber qué ocurre. Probamos por otro camino, por ejemplo un
camino parabélico, y = x*
2x%y 2x%.x° 2xt 1
L,= lim ——=lim———==lim —5==
T o0 X 43y 50 g 3(2) e dxt 2

y=x*

Hemos encontrado un camino por el cual la funcion se aproxima a un valor
distinto, por lo tanto podemos asegurar que el limite doble no existe.

Nota: la curva que elijamos debe pasar por el punto, en este caso la parabola
y = x” pasa por Py = (0;0).

Propiedades de los limites

Para las funciones de dos variables valen las mismas propiedades que para
los limites de una variable. Es decir que el limite, si existe, es unico. El limi-
te de la suma, resta, producto o cociente de funciones es igual a la suma, res-
ta, producto o cociente de los limites. En este ultimo caso si el limite del de-
nominador es # 0.

El producto entre un infinitésimo y una funcién acotada es otro infinitésimo.
El calculo de los limites reiterados y radiales ayudan a determinar la existen-
cia del limite doble. Veamos las relaciones que se verifican entre ellos.

1)SidL, Ly, Ly, L, 'y Ly, estos deben ser iguales, es decir L = L= L,= L,= L,.

)SiLi#L,0Li=L,#L.oLi=L,=L, #L,= AL, es decir que si algunos
de los limites que encontramos son distintos, el limite doble no existe.

3)Li=L,=L.= Lyno se sabe si existe el limite doble L.

4) Puede 3L y no existir L; 0 L.

Teorema de la unicidad: Si existe el limite doble, éste es unico.

Dem.) suponemos que f'tiene dos limites distintos L, y L,. Elegimos 4 = %

a) |f(xr'J’)_L1|<§ cnun E*[(xof)’o)»'hl]
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£
b) |f(x»')’)_L2|<E cnun E*[(xofyo)fhz]

Si consideramos # = min {hy; h,}, a) y b) se cumplirian en £ * [(xo Vo )h]
Entonces en E *|(x,; v, ): 4] vale:

|f(x;y)—L1| <§

L= fler)<E

|f(xfy)_L1|+|Lz —f(X,'yX<€
)L+ L= i) < [ i) L]+ 7 (win)- L] <
:>|f(x;y)—L1 +L2—f(x;y)| <E . |L2—L1|<€.

Como ¢ se puede hacer tan pequeflo como se quiera'y L; y L, son constantes,
entonces L, —L, =0, por lo tanto L, = L, . Queda asi demostrado que el limite

€s unico.

Teorema 2: Si existe el limite doble y uno de los reiterados, entonces ambos
son iguales.

H)3L= lim fly)=L DAL = lim {lim f (x:y)}

(x:y)—-(0,0) Y=y | X=X
T) L=1,
D) Si existe L entonces |f(x,‘y)—L| <&, es decir que

—e<f(x;y)-L<+e o L-e<f(x;y)<L+e

Tomando limites en la desigualdad cuando x — x, resulta
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lim (L—€)< lim f(x;y)< lim (L+¢&)

X=X X—Xg X=X,

El primer y el ultimo limite son limites de constantes, por lo tanto son igua-
les a las constantes.
L—e< lim f(x;y)<L+e

X=X,

Tomamos ahora limite cuando y — y,

lim (L—€)< lim (lim f (x;y)J< lim (L+¢€)
Y=o Y=2Yo \ XX Y=o

L-e<L <L+e¢
—e<lLi-L<e = |L-L|<e,

como £ se puede hacer tan pequefio como se quiera 'y L y L; son constantes, en-
tonces L, —L =0, porlotanto L, =L .

Pasos a seguir para calcular limites dobles

1) Tratar de calcular directamente el limite doble.

2) Si da una indeterminacion tratar de salvarla algebraicamente.

3) Si no se puede salvar, recurrir a los limites reiterados.

4) Si éstos fuesen iguales, recurrir al limite radial.

5) Si los limites reiterados y radial fuesen iguales, debemos probar por otros
caminos, por ejemplo parabdlicos, hasta encontrar un camino para el cual
el limite sea distinto. Si por distintos caminos seguimos obteniendo el
mismo limite no podemos saber si el limite doble existe o no. En estos ca-
sos podemos sospechar que el limite doble existe y toma ese valor, pero la
unica forma de confirmarlo es aplicando la definicion.

Ejemplo del uso de propiedades en la resoluciéon de limites
Veamos como se puede resolver el siguiente limite aplicando propiedades.

En principio obtenemos una indeterminaciéon del tipo 0/0. Suponemos que
x # 0, lo que nos permite dividir por x°.
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2 2 2
L= llim.—);y2= AlimA—y =0
(x:y)=(0:0) X~ + y (x,y);go,o)l_'_[yj

X

Debemos analizar ahora que ocurre si x = 0. Equivale a calcular un limite
radial, nos acercamos al punto segun la direccidn del eje y.
2.2 2
X 0. 0
L_,= lim 2—yz=lim z ~=lim—=0
(x;y)t)(()O;O)x +y° =0 0+y" o0y

Con lo cual queda demostrado que el limite vale 0.

RELACION ENTRE LOS LIMITES DOBLES Y LAS CURVAS DE NIVEL

Cuando buscamos distintos caminos para acercarnos al punto, podemos probar
por los caminos que siguen las curvas de nivel. Si dos o mas de esos caminos
de z = f'(x;y) se cortan en el punto Py = (x,;,) 0 se aproximan a un valor distin-

to a L; o Ly, entonces no existe el L= Ji;  f(x;y) porque por caminos
(xiv)=>( (xoi%0)

diferentes nos acercamos a valores distintos ya que para cada uno de esos ca-
minos las imagenes se aproximan respectivamente a k; y k, que corresponden a
las distintas curvas de nivel.

Esta es otra forma de verificar la no existencia de un limite doble.

x+y —0

Ejemplos: a) L= [im
(y)=(0:0) x—y —0

Analizamos los caminos que corresponden a dos curvas de nivel de f (x;y),
por ejemplo paraz =2y z=3.

x+y
X=y
x+y
xX=y

Para z = 2, tenemos =2 =x+y=2x-2y =>x=3y

Para z = 3, tenemos =3 =x+y=3x-3y =x=2y
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Vemos que ambos caminos (x = 3y y x = 2y) se cortan en (0;0), por lo tanto
el limite doble no existe.

x’ -0

b) L= [ —
) (x;yl)l—lzzo;o) X2+ y —0

Analizamos los caminos paraz =1y z=3.

2

Paraz =1, tenemos —;

X +y
x2
Para z = 3, tenemos =3 =y=—2x

x*+y

Vemos que ambos caminos se cortan en (0;0), por lo tanto AL.

x* -0

¢) L= lim
(x7)=(0,0) X+ y — 0

Es fécil ver que L, =L, =0. Analizamos el camino de la curva de nivel 1,

4
y=x"—x

X X
4 =lim ——=[lim —F=1
e 0 x+xt—x xo0 x?

Hemos encontrado un camino por el cual las imagenes se aproximan a un
numero diferente, por lo tanto el limite doble no existe.

LIMITES EN COORDENADAS POLARES

En lugar de trabajar con coordenadas rectangulares, hacemos un cambio de
variables y lo hacemos con coordenadas polares. Tenemos que tener en cuenta
que cuando (x;y) — (0;0), » — 0. Si el limite depende de o, quiere decir que el
limite doble no existe. Si el limite no depende de ¢, el limite doble puede o no
existir. En este caso veremos el criterio de la funcién mayorante.
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xy _ rcosarsenot . r’cosa.senc
L= [im ——=lim > =lim 5 =
( ) (0 0 x + y r—0 r r—0 14

=lim coso.senc = cos o.senot = AL

r—0

xy2 . rcosor’sen’ o . r’ cosa.sen’ o
b L= lim ——F=lim 5 - =lim — > =
(x:)=(0;0) x° +y r=0 r-cosTx+rsen @ r-0 r .(cos o+ sen 0!)
_ rcosa.sen’o
= llm — = 0

2 4
r—0 cos” o +sen &

Sin embargo este limite no existe. Considerando el camino x = y” llegamos a
valores diferentes al de los limites sucesivos.

Criterio de la funcién mayorante

Una condicion necesaria y suficiente para que exista L= Jim f(xy) es
(x:3)=(0,0)

que la expresion | 7 (r.cos o r.sen a)—L| esté acotada por una funcion g(r),

para cualquier valor de o y que.

2.2
b . L .
a)L=Jim Y __ Debemos suponer un posible valor del limite, considera-

(x;¥)—(0,0) X2+ y mos el valor de los limites sucesivos que es 0.

2 2 2 2

|r cos” ar'sen o |r cos” a.sen Ot|

|f(r.cos0{,'r.sen0{)—L|=| > - D =
r Y

=|r’cos’ asen’a|<r’ y limr* =0
%,—/

<1 r—0

2.2
Porlotanto L= [im L:o.

(x:)=(0:0) X* +
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3 3
b) L= lim X+ Debemos suponer un posible valor del limite, conside-
(x;v)—(0,0) X’ + y2 ramos el valor de los limites sucesivos que es 0.

_ |}"3 COS3 o+ r3sen3a

|f(r.cos0{;r.sen0!)—L|—| - —O‘z r[cos3a+sen3aj <2r
<2
y lim(2r)=0
r—0
3,3
+

Porlotanto L= [im % =0

(x;)-(0,0) X"+ y
L= lim XY Debemos suponer un posible valor del limite, conside-

(x:0)(0,0) /52 + y2 ramos el valor de los limites sucesivos que es 0.

|f(r.cos a;r.senat)— L|

_|rcos a.rsena| _ |I”2 (cos a.sena)| _
N N

| r

B
= r[cosa.senaj <ry limr=0
—y =0
Porlotanto L= i Vo

(x:3)=(0:0) [ x? + y2
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CONTINUIDAD

Las condiciones que debe cumplir un campo escalar de dos variables indepen-
dientes para ser continua en un punto Py= (x¢;)) de acumulacién de su dominio
son las mismas condiciones que debe cumplir una funcion de una variable. Es
decir:

1) 37 (x0:v0)
2) 3 L finito en el punto. (L es el limite doble)

3) f (xov0) =L
Estas tres condiciones se pueden resumir en una sola:

lim f(x"J’) :f(xo:'J’o)

Xy )Xo Vo

Si el punto no es de acumulacion decimos que es continua si esta definida en
el punto.

) y .senl x#0 .
Ejemplo: z= X en el origen.
0 x=0
Vemos que f(0;0) = 0. Analizamos el limite.

L= Jim y.senl =0
(x:7)-(0;0) X

Es el producto entre un infinitésimo y una funcion acotada. El limite vale 0.
Por lo tanto la funcién es continua en el origen.

Continuidad en un conjunto

Una funcidn es continua en un conjunto A si lo es en todos los puntos perte-
necientes al mismo.

Funciones discontinuas. Clasificacion

Si una funcion no cumple con alguna de estas condiciones se dice que es dis-
continua en el punto.
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Discontinuidad evitable
Si existe el limite doble de la funcion en el punto, la discontinuidad es evitable.
Geométricamente la funcion tiene un agujero en el
punto. La funciéon se puede transformar en con-
tinua redefiniéndola, considerando como imagen

del punto el valor del limite.

Ejemplo

_ sen (xy)

z=

en el origen
Vemos que no existe 1(00).

Calculamos el limite doble en el origen

sen \x —0 sen \x
L="Iim —( y) 20 = lim —( ) _
(x:v)-(0,0) y —0 (xy)-(0;0) Y
_ gy Esenlo)
(x:v)-(0,0) Xy (x:3)-(0,0)

La funcién no esta definida en el origen, pero si tiene limite doble. Es una
funcién discontinua evitable. Para transformarla en continua la redefinimos
asignandole como imagen al origen el valor del limite.

sen () (x:7)#(0,0)

0 (x2)=(0:0)
Discontinuidad esencial

Si la funcion no tiene limite doble en el punto, la discontinuidad es esencial.
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Ejemplo
_|._
a) z= T enel origen
X=y

Vemos que no existe [ (0;0).

R xty —0 da una indeterminacién
Calculamos el L= [im _—,
(1)2(00) x—y  —0 que no se puede salvar

Procedemos a calcular los limites reiterados:

+
L, = lim [Zim al y} = lim 2 —

y=0 | x=>0 X—Y

+ . .
L, = lim {lim Al } = lim £=1 L#L, = AL .. la d1scoqt1nu1dad
20 [y20 Xm0 X es esencial

2

Syx
—— (x,¥)#(0,0
b) z=4x"+3) (xi2)#(0:0) en el origen

5 (xy)=(0,0)

Para analizar la continuidad debemos ver si la funcion esta definida y si tiene
limite finito en el punto.

Vemos que /(0;0) =5, la funcion esta definida en el origen.

Calculamos el limite, tratando siempre de calcular primero el limite doble:

Syx’? -0 da una indeterminacién que no se

L = / _
0 ¥ 437 >0 puede salvar

Procedemos a calcular los limites reiterados:
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5yx’ 0
L =lim | lim %} =lim — =0
y—0 L x—0 X +3y

o Spx? 0
Ly=lim | lim —— | = lim — =0
=0 | y=0 x" 4+3y

Como los limites reiterados son iguales debemos recurrir al limite radial

2 2
Smx.x 5mx’

; _,
()o0:0) x* 437 w0 x* +3(mx )

y=mx

I = Syx

i

xigqo xz.(x2 + 3m2)

i Smx 0 —0
xli% x> +3m* 3m?

.. . 2
Debemos seguir investigando, probamos con y = x

I = Syx’ ) 5x°x° o 5x* 5x*

p

5
li =1 =1 =lim —=—
(x,y)’if[’o,o) xt+3y° il x4+3(x2 )2 et 3t 0 Axt 4

y=x*

Por lo tanto no existe L y la funcién es discontinua esencial.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Limite

Calcular, si existe, el limite doble de las siguientes funciones en los puntos
indicados. Sacar conclusiones. Probar por otros caminos si fuera necesario.

x—=3y 2x—y
1 i 2 i _
) (x;yl)l’?o;o) 2x+6y ) (xc.v)lg(qofo) —3x+2y
3) - (9x2 - y2 )sen (Zy) 8 lim (y2 -x2 ).(x2 —3x+ 2)
(x:v)—(0;0) y(3x—y) ) —(151) (y—x)(2x-2)
3xy 3xy
5 lim 5 6) lim ———
(xiy)>(0:0) 2x7% + 2y2 (x)=0:0) /5% + y2
N lim (x+2).sen (xy) 3) i 3x-2y
(x:v)-(0:0) 3xy (5:2)>(0,0) x =2y
9 Jlim M 10)  Jim m
(w)(00) Y (w23) (2x=y)(y-3)
o 2 2
1y g 22t 12) g 2
(xy)—>(2-1) x+2p (x)=(0,0) X"+ y
13) lim (x + y).(senl + sen lj 14) lim y.sen —
(x:y)—(0,0) by y (x;)—(0,0) X
X=y
. x+y#0 _ X’y
R A Rt 1) i g Xy
e 0 x+y=0 S
X2 +y2 2
17)  lim 4% 18) Dada z = gxy 3
(5:3)=(0:0) Xty
19)  lim xy2 - yz +x—1 Hallar el limite en el origen
(x:v)—(1,0) x—1 si: a) y=3x, b) y=x2, c) y2 =x
Sacar conclusiones
20) x2 + y2 21) llm xy2 Funcion de

(x,-y%l—}%o;o) 2x+2y

(x)>(0:0) x° +y4 Genocchi- Peano
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o senz(x+ 22y) E 4)/2
22)  lim 23)  lim x"—4y
(x;v)-(1,0) (X - 1).€y (x:)=(2,-1) 0 x2 _ 4y2
3 2
24)  lim 6x y i 25)  lim x.sen (y 4)
(x)=(0:0) X"+ (xy)=(0;-2) y.sem x+2.5en x
2.2 2
. Xy . X -y
26)  lim @ ————— 27)  lim
(x:v)-(0;0) (x2 ¥ y2)3/ : (sr)=(1) x =4[y
2, .2 22
28)  lim X +y 29) i sen [(x 1) +y ]

—— im
(xv)=(0,0) 42 + y2 +1-=1 (xy)—(:0) 2x> + 2y2 —4dx+2

30) Hallar el valor de ke Z para que exista y tenga valor finito el siguiente

yxt

limite /im > 5 -
(xy)>(0,0) x“+y
ax+ y +bx’

31) Dada la funcién f(x;y)= m ’

a) determinar el valor de a para que los limites reiterados coincidan en el
origen.

b) utilizando el valor del coeficiente a determinado en a), determinar el
valor de b para que los limites radiales en (0,0) coincidan siempre.

Continuidad

1) Dadas las siguientes funciones determinar si son continuas en el origen.
Justificar la respuesta. Clasificar si no es continua.

) xy b) % (x; y ) # (O»'O)
7= z= X" +y
oy 0 (uy)=(00)
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Q) 2= x+y' (x3)=(0,0) L 7 ()= (0,0)
) { s ()=o) ¢ { 0 (ur)=(00)

2) Dados los siguientes campos escalares determinar si son continuos en el
punto Po=(1;1).

2) 2= 3x7 -y (x; )= (11) b) z= 2x
1 (x;y)=(11 x—y

3) Determinar si son continuas las siguientes funciones en el origen.

1) 1 1
x+y#0 - -
a)z=lx+y Y b) z= (x+y).(senx+senyj xy#0
1 x+y=0 xy=0
x.sen— y#0 Xty x+y#0
¢)z= y d)z=4x +y
0 y=0 x+y=0
2x? +y2
> 3 0;0) x,y)#(0,0
e) z=1 x% 42 (s ) ( f)z= x+y ( y) ( )
0 (x:)=(0:0) 0 (x;7)=(0,0)
Syx’ (1+sen x)(1-cos )
4 . 5 N * 0,0 ; 0,0
g) z=1x*+3y? (5% (00) h), = ’ (x;7)#(0,0)
5 (x: )= (0:0) 0 (x;v)=(0,0)

4) Determinar en qué puntos son continuas las siguientes funciones.

1
a)z=ev b) z= 3%
xX=y

c)z:ln(4—x2+y2) d)z:tg(x2+2xy+y2)
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5) Definir £(0;0), si es posible, para que sean continuas en el origen las si-
guientes funciones.

2 2 2 2
a) I b)Z:sengx +2y ) 0) z= tg(2xy)
x+y X +y sen (59‘)/)
32 _yz P
:¥)#(0,0 y.sen (x;7)#(0,0)
CDZZ x2+y2 (xy) ( ) e)Z= x2+y2
O (x;y) — (0,.0) O (x;¥)=(0,0)

6) ;(Se pueden transformar las siguientes funciones en funciones continuas
en el origen? Justifique la respuesta.

2 2
xy X -y
a) z= b) z=xy+
) xz +y2 ) Y x2 +y2
2 2
X"y
x;y)#(0,0 .
7) Demostrar que z =1 x* + y* (v:3)2 (0:0) es continua en R°.
0 (x; v)=(0:0)
) 2
) ) o (y+x +2x+1)
8) Determinar Py = (x0;)0) si el dominio de f (x;y) = es

2 2
Yy + (x + 1)
R - (x050) y clasificar la discontinuidad de f'en Py= (x¢:y0).

9) Analizar continuidad en R,

1 x3+y2
X#Yy 3 3 X#-y

a) z=<Xx-Yy b) z=<x"+y
x x=y x x=-y

10) Analizar la continuidad de z = f(x; y) en el origen.

2
X 2x#—y7 Xy +1l—+x+1 Ctk

a) z={2x—y" b) z= 1g x
0 2x=—y" 0 x=krx

T
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RESPUESTAS
Limite
1)L, :_l’Lzzl,Lr:ﬂ = no existe L
2 2 2(1+3m)
1 2 2 - .
2) L, :__’LZ:__’Lr:—m = no existe L
2 3 -3+2m
3)L=L=1,=L=0 4) L=L\= L= L,= -1
3m
5)Li=L,=0,L.= = no existe L
b 201+ m?)
6) L=L\=1,=1L,=0 7)L=L1=L2=Lr=§
3-2m

8)Li=1,L,=3,L,= = no existe L 9)L=L=L,=L=0

1-2m
10) L=L=L,=L.,=0

1 3—-m

1)YLi=——,L[,=3,L.= = no existe L
2 1+ 2m

2

12) Li=1,=0,L.= = no existe L

1+m
13) L=L,=0, 4L,,4L, 14) L=L,=L,=0, 4L,
1—m
1+m

15L=-1,L,=1,L.= = no existe L

1 .
16) Li=L,=L=0, Lp=5:> no existe L

1+m?

17) L= %,LF 4,L,=4""" = no existe L

18) La=Lg= Lc= 0. No se pueden sacar conclusiones

199L=L,=L,=L.=1 20) 4L, 21) 4L 22)L=1

23) AL porque por la recta x=-2y se obtiene un limite diferente a los que

se obtienen por los otros caminos.
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24) AL, considerar el camino y=x" 25)L=-4 26)L=0

27)L=2 28)L=2 29)L:% 30)k>1  31)a=1,beR

Continuidad

1) a) Discontinua evitable. A £(0;0). L=0. b) Continua. L=7(0;0)=0
¢) Discontinua evitable. /(0;0) = 3. L =0. d) Continua. L =/(0;0) =0

2) a) Discontinua evitable. f (1;1)=1. L =2.
b) Discontinua esencial. A f(1;1) . L = eo.

3) a) Discontinua esencial. AL. £(0;0) =1. b) Continua. L= £(0;0) = 0.
¢) Continua. L= £(0;0) = 0.
d) Discontinua esencial. /(0;0) =0 A L.
e) Discontinua esencial. £(0;0) = 0. AL.
f) Discontinua esencial. /(0;0) =0 AL.
g) Discontinua esencial. /(0;0)=5. AL.
h) Continua. L= £(0;0) = 0.

4) a) Es continua V(x;y)/(x;y) # (0;0). b) Es continua V(x;y) / x>y
¢) Es continua V(x;y)/ x* — y* <4 . d) Es continuaV(x;y)/ (x+y) =2k + 1)%

5)a)f(0;0)=0 b)f(0;00=1 ¢)f(0;0)=2/5 d) 47(0;0) ¢)/f(0;0)=0
6) a) No, porque AL. b) No, porque AL.

8) Po= (x0;y0) = (~1;0), la funcién es discontinua esencial.

9) a) Es continua V(x;y) € R*/x# y. Si x=y, presenta una discontinuidad
esencial.
b) Es continua V(x;y) € R*/x#—y . Si x=—y, presenta una discontinui-
dad esencial.
10) a) No es continua porque f (0;0) = 0 y AL, presenta una discontinuidad
esencial.

b) No es continua porque /' (0;0) =0y L = —1/2, presenta una disconti-
nuidad evitable.
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DERIVADAS

Antes de analizar el tema de las derivadas para campos escalares de dos va-
riables hacemos un breve repaso del concepto de derivada para funciones de
una variable. VA

S

Definicion

Consideramos una funciéon y = f (x) y un  f(xo
punto x, interior al Df. Consideramos un
incremento de la variable x (Ax), pasamos
asi del punto x, al punto incrementado >
X =x9+ Ax. Xo x x

Al punto x, le corresponde un valor de la funcién que se denomina f'(x,) y al
punto incrementado le corresponde un valor de la funcién f(x).

Vemos que a un incremento de la variable x, le corresponde un incremento
de la funcién Ay = f(x) — f (xo).

Cociente incremental

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos:

Ay f)-f(x)
Ax X=X,

Derivada de una funcién en un punto

Calculamos el [im Ay lim M: S '(xo)

Ax—0 Ax X=X, X=Xy
Dicho limite, si existe, recibe el nombre de derivada de la funcion y = f(x) en
el punto x = x,.

Podemos definir a la derivada de una funcion en un punto de su dominio
como el limite del cociente incremental cuando el incremento de la varia-
ble independiente tiende a 0.
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LAS DERIVADAS EN ANALISIS II - Las derivadas parciales

La primera diferencia que surge es que al haber dos variables independien-
tes, se puede incrementar una u otra, eso da origen a las llamadas derivadas
parciales. Se incrementa una sola variable a la vez.

Derivada parcial respecto de x

Consideramos una funcion z = f (x;y) y un
punto Py = (xo;)0) interior al Df. Considera- 0
mos un incremento de la variable x (Ax), Xo
pasamos asi del punto Py = (xo;)0) al punto
incrementado P = (x ;y9) = (x+Ax;y) . x/

Yo

v

Al punto Py = (x;)0) le corresponde un valor de la funcion que se denomina
1 (x0;v0) v al punto incrementado P = (x;y,) le corresponde un valor de la fun-

cion 1 (x3).

Vemos que a un incremento de la variable x, Ax = x - xo, le corresponde un
incremento de la funcidén Az = £ (x;)0) — f (xXo:)0)-

Cociente incremental

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos:

Ezf(xfyo)_f(xoiyo)
Ax X=X, '

Calculamos el Jin Az _ lim f(x:'J’o)_f(xof)’o) :fx' (xof)’o)

Ax—0 Ax X=X, X=X

Dicho limite, si existe, recibe el nombre de derivada parcial respecto de x de
la funciéon z =f(x;y) en el punto Py= (x ;0 ).

Podemos definir a la derivada parcial respecto de x de una funcién en un
punto de su dominio como el limite del cociente incremental cuando el
incremento de la variable independiente x tiende a 0.
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Derivada parcial respecto de y

Consideramos una funcion z = f (x;y) y un
punto Py = (x¢;y0) interior al Df. Considera-
mos un incremento de la variable y (Ay),
pasamos asi del punto Py = (x¢;y,) al punto in- 0 Yo Y
crementado P = (x¢; y) = (x;p0tAY) . " .

v

X0

Al punto Py = (xo;0) le corresponde un valor | /
de la funcion que se denomina f (x¢;) y al

punto incrementado P = (x;y) le corresponde un valor de la funcion f (xg ;).

Vemos que a un incremento de la variable y, Ay =y —yy, le corresponde un
incremento de la funcidén Az = f'(x;y) —f (xo 300 ).

Cociente incremental

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos:

Ezf(xo"J’)_f(xofyo)

Ay Y=Y
Calculamos el /im Az _ lim Sy 1)~ i) _ 1, (0. 35)
Ay=0 Ay oy Y=

Dicho limite, si existe, recibe el nombre de derivada parcial respecto de y de
la funcidon z =f(x;y) en el punto Py = (x¢; yo).

Podemos definir a la derivada parcial respecto de y de una funcion en un
punto de su dominio como el limite del cociente incremental cuando el
incremento de la variable independiente y tiende a 0.

Ejemplo: calcular las derivadas parciales de z = 3x? y— y2 x+5 enPy=(1;2)

, Az 2)— £(1:2 6x> —4x+5-7
[ (52)= lim —=limf(x )=/ ):lim Al =

Ax—0 x—l x — 1 X1 x—1
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6x*—4x—-2 6x+2)(x—1
=lim ol al =lim ( ol )(x ) = lim (6X+2) =38
x—1 x—l x—1 X—l x—1

, Az fUiy)r01:2) 3y=yiH5-7
1;2)= i = 7; = 7; =

2 i oy = i S T T

Pl i S o 3 ) )

m m

Y2 y—2 y—2 y=2 yo2

FUNCIONES DERIVADAS PARCIALES

Si las derivadas parciales respecto de x e y existen en todos los puntos de un
conjunto A, es decir que a cada punto se le puede asignar el valor de su deri-
vada parcial en dicho punto, queda definida la funcién derivada parcial
respecto de x o respecto de y. Al igual que para funciones de una variable,
habitualmente conviene calcular primero la funcién derivada parcial y luego
aplicarla para calcular la derivada parcial en un punto particular (siempre y
cuando la derivada parcial sea continua en ese punto).

Notacion

Para referirnos a las funciones derivadas parciales utilizaremos las siguientes
notaciones:

El simbolod (notacién que se debe al matemadtico alemdn Carl Gustav Ja-
cobi) se utiliza para indicar que la derivada es parcial y no total, es decir que
hay més de una variable independiente. Equivale a la notacion que se utiliza
en Andlisis I para referirnos a la derivada (notacion que se debe al matema-
tico aleman Leibniz).

Calculo de las funciones derivadas parciales
En la practica, para calcular las funciones derivadas parciales, se aplican las

reglas de derivacion vistas para funciones de una variable considerando a las
demas variables como constantes.
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Ejemplo: z=3x"y— y2 x+5 en Py=(1;2)

Para calcular la funciéon derivada parcial respecto de x consideramos a la
variable y como una constante (valen para la y las reglas de derivacion para
las constantes) y viceversa al calcular la derivada parcial respecto de y.

z.=6xy—y’ z'y = 3x% —2xy
Ahora calculamos las derivadas en el punto Py = (1;2) y verificamos los re-
sultados ya obtenidos aplicando las derivadas por definicion.

z.(1;2)=612-4=8 z,(1:2) =31-221= -1
Casos en que hay que recurrir a la definicion
a) La funcion derivada no es continua en un punto

Vimos que hay dos formas de calcular la derivada parcial de una funcién en
un punto, aplicando la definicion o calculando la funcién derivada utilizando
las reglas de derivacion y luego reemplazando. Pero esto ultimo es valido
siempre y cuando la funcién derivada sea continua en el punto considerado,
de lo contrario la tnica forma que hay de obtener el valor de la derivada, si
ésta existe, es aplicando la definicidon de derivada.

Ejemplo: calcular las derivadas parciales de z=3/x’+ y3 en el origen
Tratamos de calcular la funcion derivada parcial respecto de x.

2
Z=—x>2 = 7 (0;0) 1O estd definida, por lo tanto la funcién deri-

3 (x3 n y3)2 vada parcial no es continua en el origen

Para saber si la derivada existe o no, y cuanto vale en caso de existir, recu-
rrimos a la definicion de derivada.

: Az 0)— 7(0,0 Vx* =0
fx(OJO): lim —:limM = limx——lim L

Ax—0 AX  x—=0 X =0 X x—0 X
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La derivada parcial respecto de x existe y vale 1, pero para obtener su valor

hubo que recurrir a la definicién de derivada porque la funcion derivada par-
cial respecto de x no es continua en el origen.

Analogamente se demuestra que fy' (O;O) =1

b) La funcion estd definida por ramas

Si una funcién estd definida por ramas la derivada en los puntos donde se
produce la interrupcion solo puede calcularse aplicando la definicion.

2xy

;v)# (0,0
Analicemos el siguiente ejemplo: z = { x* +y2 (x J/) ( )
0 (xp)=(0,0)

Vamos a calcular las derivadas parciales de 1° orden:

en Py=(0;0)

Como la funcion esta definida por ramas debemos recurrir a la definicion de
derivada para determinar su existencia en el origen.

2.(0;0)= Jim f0)=/00) _ 00 2.(0:0)=0

x—0 X x—0 X

Andlogamente se puede demostrar que Z'y (0;0)=0

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

Veamos brevemente qué mide la derivada en Analisis |
Y4
En el grafico vemos que la tg f= M S
X=X,

1 (x0)= lim S )= 1) fxo)

X—Xx, X=X,

=go

Six—>xy= f—-a.
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A medida que x — xq la recta secante se va transformando en recta tangente.
Por lo tanto la derivada de una funcion en un punto x, interior al Df mide la
pendiente de la recta tangente a la curva en el punto [x(;/(x)]. Es decir que
mide la tangente trigonométrica del angulo que forma la recta tangente a la
curva en dicho punto con el semieje positivo de las x.

Veamos ahora que miden las derivadas parciales.

Z.X'

Al calcular la derivada parcial respecto de x, se
considera a y = yy, lo que equivale a trazar el pla-
no y =y, paralelo al plano (x z).

La interseccion de la superficie con el plano y =y,

es una curva z = f'(x;)y) que representa a una fun-

cion de x. Si aplicamos a esa curva la interpreta- /

cién geométrica de la derivada para funciones de

una variable concluimos que la derivada parcial respecto de x en (xp;)) mide
la pendiente de la recta tangente a la curva interseccion de la superficie con
el plano y = yg en Py= (x;y0;20).

'

Zy
Ahora consideramos a x = x,, lo que equivale a
intersecar a la superficie con el plano x = x, para-
lelo al plano (yz). Esta interseccidon es una curva

z = f(x0;y) que representa a una funcion de y.

BN

Si ahora aplicamos a esta curva la interpretacion

geométrica de la derivada para funciones de una

variable concluimos que la derivada parcial de z respecto de y en (xo;)) mide
la pendiente de la recta tangente a la curva interseccion de la superficie con
el plano x = xq en Py= (x¢;y0;0).

Puede existir una derivada parcial y no la otra

Dada z=4/x"+ | y|3 calculamos las derivadas parciales en Py= (0;0).
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N)_ o 2_ ’
f);(O,'O):lin’(t)M I \/x_ O_lm;t) %3ﬂfx(0f0)

f); (0,.0): lim f(or'y) \/7 |y|\/7 |y|\/7

y—0 y y—>0 y —>0 y

v/

“— esta acotado porque puede valer 1 o -1y ,l| y| es un infinitésimo.
y

RELACION ENTRE LA DERIVABILIDAD Y LA CONTINUIDAD

Para funciones de una variable independiente se demuestra una importante
propiedad que establece que toda funcidn derivable es continua. Veamos que
ocurre con esta propiedad para funciones de dos variables independientes.

Analicemos los siguientes ejemplos

2xy
;y)# (0,0
e |72 (ar)=(00)

0 (xy)=(0,0)

Ya vimos en la pagina 80 que la funcién es derivable en el origen.

en Po=(0;0)

Veamos que ocurre con la continuidad.

a) f(0;0)=0
2xy -0 no podemos calcular directamente
b) L= . l)zn(10 0 2ty [3} el limite doble. Recurrimos a los
Y limites reiterados.

2 0
L=lim {lim zxyz} = lim —5=0

y—=0 | x>0 x +y

2x 0 .
Ly=lim {lim 3 24 2} =lim — =0 L=L,= hay que seguir
x=0 | y=>0 x +y :
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2x 2xmx 2x*m 2m
L= lim 3 yz =lim — > =lim — = > =il
=0 Xyt w0 X H(mxf x0 x (l+m ) 1+m
y=mx

Por lo tanto esta funcion es derivable pero no continua en el origen.

2

X#—y

2)z=qxty en Po=(0;0)

0 x=-y
a) /(0;0)=0

2 2
b) L= lim Yo lim X —1 El limite segun el camino que sigue
" ()=(0:0) Xty  3>0x+x* =X la curva de nivel 1,es1#0.
y=x"-x

Vemos que esta funcidén no es continua en el origen. Analizamos la derivabi-
lidad en el origen.

f (x:0)= £(0,0) x—0

£:(0,0)= fim =" = iy =1
x—0 X x—0 X
, 0,y)- f(0,0 0-0
fy(o;o): lim f( y) f( ) = lim =0
y—0 y y—=0 Y

Vemos que estas funciones admiten derivadas parciales en el origen pero no
son continuas, por lo tanto la propiedad no se cumple para funciones de dos
variables: derivabilidad =% continuidad. Veremos mas adelante qué condi-
ciones se deben verificar para garantizar la continuidad de una funcién. Vi-
mos que el solo hecho de ser derivable no alcanza.

Nota: Desde el punto de vista geométrico, para funciones de una variable,
que la derivabilidad garantice la continuidad significa que la existen-
cia de recta tangente garantiza la continuidad. Para campos escalares
de dos variables, vemos que la existencia de las rectas tangentes (que
suponen la existencia de las derivadas parciales) no alcanza para ga-
rantizar la continuidad.
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GENERALIZACION DE LAS DERIVADAS PARCIALES

Las definiciones de las derivadas parciales se pueden generalizar a funciones
o campos escalares de » variables independientes.

Ejemplos
1) Si u=3x>y+4xz’ —y*, tenemos tres derivadas parciales
u, =6xy+4z°, u’y =3x>-3y*, u. =8xz
Podemos evaluarlas en un punto, por ejemplo P,=(1;2; —1)
u (;2;-1)=12+4=16, u,(1;2:-1)=3-12=-9 u (1,2,-1)=-8
También podemos verificar, aplicando la definicion, alguno de estos resultados.

2—1)= 9. 2 e
X1 x—1 X1 x—1

2) Analizar derivabilidad y continuidad en el origen de

2
xyz
= ,. ,. 0,.0,.0
=14y 42 (x:;2)# )

0 (x;v;2) = (0,0,0)

Analizamos la continuidad de la funcion

a) £(0;0,0)=0
2 2
. xXyz . z
b L= _— = Xy, ——= 0
) (x,'y;Z)lz}(/lO;O;O) x2+ y2 + 22 (x,'y;z)ll%n(/i);o;o) 4 x2+y2 + 22

Por ser el producto entre un infinitésimo y una funcidn acotada.

Vemos que la funcion es continua en el origen. Vamos a calcular las deri-
vadas parciales.
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En Py=(0;0;0)
u= lim (x,0,0)— £(0,0,0) _ i 929 g
x—0 x—0 x—0 X
0,,0)- £(0,0,0 0-0
u,= lim S0y / )— lim =0
y—>0 y—O y—>0 y
u= lim (0,0;2)- £(0:0,0) im 920 0
20 z=0 20 Z

Vemos que f es derivable en Py. Ahora calculamos las funciones derivadas
parciales.

En Py # (0;0;0):
%: yZ2 ‘(x2+y2 + zz)—xyz2.2x _ y322 + yz4 _x2y22

o (x2+y2 - 2)2 (x2+y2 + 22)2
ou _ xz° ( 4y 42 ) xyz® 2y _ x’z% +xzt —xy*z?
N e
ou _ 2xyz \x ( 2+y2 + 22)— xyz®2z _ 2X°yz+2xy°z
R e A v

P2 4 yzt —xtys?
Por lo tanto:  u, = (x2+y2 + Zz)z
0 (x;:2)=(0,0,0)

(x;y; Z) #* (0,‘0;0)

¥zt +xzt - xyzz2
w, =1 ey
0 (x;:2)=(0,0,0)

(x;v;2)#(0,0,0)

, 2yz+2xy°z (eop:2) % (0,0:0)
u,= (x2+y2 +Zz)z

0 (x;v;2)=(0,0,0)
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Derivadas parciales sucesivas

A partir de una funcion de dos o mas variables, se pueden definir las funciones
derivadas parciales primeras. Estas funciones pueden admitir, a su vez, nuevas
derivadas parciales que se denominan funciones derivadas parciales sucesivas.

Cada funcion derivada se puede volver a derivar respecto de una u otra varia-
ble. Veamos el ejemplo para una funcién de dos variables independientes.

z=fxy) —

/

A su vez cada funcion derivada parcial puede volver a derivarse respecto de
x o respecto de y lo que da origen a 4 funciones derivadas de 2° orden o deri-
vadas parciales segundas.

e
f <
/ Lo
z=f(xy)

\ S
7 <
F

Si las funciones derivadas parciales segundas se vuelven a derivar se obtienen
las 8 funciones derivadas parciales de 3° orden:
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¥ S
. N
e
1.
o xS
fxy
\ Sy yasisucesivamente
z=flxy)
f yxx
" /v
f VX
/" \ I,
f,

Si hay dos variables independientes, hay 2" de orden n.

Pero algunas de estas derivadas veremos que son iguales, con lo cual el numero
de derivadas sucesivas distintas se reduce.

TEOREMA DE SCHWARZ

Si las derivadas parciales f, x f;, b% fxy de una funcion z = f (x,y) existen en
un entorno del punto Py= (xo;y0) interior al dominio de f, y ademds . es

Xy

continua en ese punto, entonces también existe f yx (Po) yesiguala f, xy (Po).
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A este teorema se lo conoce como el
teorema de las derivadas cruzadas y
establece la igualdad de las mismas en
todos los puntos donde sean continuas.

SCHWARZ, Herman Amadeus (1843-
1921): original
matematico del
siglo XIX. Sele

. . debe la relacion
NOTA: si las derivadas cruzadas no entre las derivadas

son continuas la igualdad no | g cesivas que lleva julf

tiene porque verificarse. su nombre.
2_ 2
N ol =y (x: )% (0:0)
Veamos el siguiente ejemplo: z=1 x"+y
0 (x,)=(0,0)

Calculamos £, (0,0) y 7, ' (0,0). f 1 (0:0)= 7im £.(0y )_?(0,'0)
y—0 y—=

Para ello debemos previamente calcular £, .

e JES —y2)+xy2)zl(2i+ zy;)—w(xz v (x;) #(0,0).
XoTy
= £,(0:y) ===
Y

Para calcular fY (O;O) debemos aplicar la definicion porque f esta definida

por ramas.

72(0,0)= 1im L (:0)-/00)_, 0=0_, _, £0(0,0)= 1im — _00 =-1

x—0 x—0 X0 X y0 Y —

Calculamos ahora f,,(0,0). f;.(0:0)= fim 1, (x:0)= £,(0,0)

x—0 x—0
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Para ello debemos previamente calcular £’ y .

gkl oy el )l 522y o () 4 00).
.

)CS_
_4_x

= f,(x:0)=

X

Para calcular fy (O;O)debemos aplicar la definicion porque f esta definida
por ramas.

0,v)-110,0 0-0 " -0
f( y) f( )=llm =0 :fyx(010)=llmx 0=1

y—0 y—O y—=0 Yy x—=0 X —

Vemos que las derivadas cruzadas en (0;0) no son iguales. Esto ocurre por-
que no se verifican las condiciones de continuidad.

. . X
Ejemplo: verificar el teorema de Schwarz para z=——x"

Yy
_ -1 _ X
zx—;—y.xy zy——7—xy.lnx
" 1 " 1
Zy :__2_ny1 —yx’nx (l) Z =——2—y.)cy71.lnx—xy71 (2)
Yy

Comparando (1) y (2) vemos que se verifica el teorema de Schwarz en los
puntos donde las derivadas segundas cruzadas son continuas.

Generalizacion
Este teorema se puede generalizar a derivadas parciales de orden superior a
dos. Podemos establecer la igualdad de las funciones que han sido derivadas

respecto de las mismas variables el mismo numero de veces.

Asi surge, por ejemplo, la igualdad entre:

fxxy:fxyx:fyxx y fxyy:fyxy:fyyx‘
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO o0 de Lagrange

Antes de analizar el teorema para funciones de dos variables hacemos un bre-
ve repaso de lo que dice el teorema para funciones de una variable.

Si f es una funcion continua en el intervalo [x;x] y derivable en el in-
tervalo (x,;x) entonces existe un punto c € (x;x) en el que se verifica que:

f'(c)= f(x)—f(xo)

X=X,

Haciendo
c=x,ta.Ax con 0<a<lqueda: Ay =f (x, +a.Ax).Ax

Eso significa que el incremento de la funcion al pasar de un punto x, a otro in-
crementado x, se puede expresar como el producto entre la derivada de la fun-
cién en un punto interior ¢ y el incremento de la variable independiente.

Veamos que ocurre para funciones o campos escalares de dos variables.

LAGRANGE, Joseph Louis (1736-1813):

uno de los matematicos mas notables de todos los

tiempos. Nacié en Turin y muri6 en Paris. Su pa-

dre perdid una fortuna y lo obligd a trabajar. Su

obra mas importante fue la Mecanique Analytique

(1788). Napoledn lo condecoro y le llamé /a

piramide excelsa delas ciencias matemdticas;

lo nombro senador y lo elevo a la dignidad de

conde. Reemplaza a Euler en la Academia de

Ciencias de Berlin convocado por Federico 11, cuando sélo tenia 22 afios y le
dice: donde estoy yo, el mas importante rey de Europa, debe estar usted, el
mds grande matemdtico. En 1787, muerto Federico II, se traslada a Paris
donde participa de la formacion de la Escuela Politécnica. Aplica el analisis a
la fisica.
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Para un campo escalar de dos variables

Vamos a expresar también para un campo es-
calar de dos variables el incremento en funcion
de las derivadas parciales en puntos interiores
cuando se incrementan las variables x e y.

Partimos de un punto Py = (x0;)9) y pasamos al
punto incrementado P = (x;)) = (x¢+ Ax 5 yot+Ay).

Az=f (i y)= 1 (orv0)= 1 (e y)= 1 Gy 1 L7 Gy = 1 (o )]

X

Hemos sumado y restado la expresion f(x;yo).

Si observamos cada corchete vemos que en cada uno de ellos se incrementa
una sola variable. Por lo tanto podemos aplicarle a cada corchete el teorema
de Lagrange para funciones de una variable. En el primer corchete a la varia-
ble y y en el segundo corchete a la variable x.

Queda: Az=fy' (c,).Ay + fi(c).Ax @
Analizando el grafico vemos que:

¢ =(xo + oy Axryy), ¢, = (o + Ay + . Ap) con 0<a,<l,
0<(17< 1.

De esta manera podemos expresar los puntos interiores ¢; y ¢; en funcion de las
coordenadas del punto Py= (xo;)0) y de los respectivos incrementos Ax y Ay.

Reemplazando en @ queda:

Az:fx'(xo+04.Ax;y0).Ax+fy'(xo+Ax;y0+a2.Ay).Ay

Veamos ahora el enunciado del teorema:
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Siz = f(x;y) es continua y derivable en un conjunto C se verifica que el in-
cremento de la funcion al pasar de un punto Py a otro P pertenecientes al
mismo es igual a la suma de los productos de los incrementos de las varia-
bles independientes multiplicados por las derivadas parciales respectivas
calculadas en puntos intermedios.

Si bien el teorema asegura la existencia de los puntos intermedios su célculo,
en general, no es simple.

Ejemplos

a) Dada la funcién z = x* + y* indicar cuales son los puntos intermedios en
los cuales deben calcularse las derivadas parciales para que el incremento
de la funcién (Az), al pasar del punto Py = (1;2) al punto P = (1,2;2,1) se
pueda calcular aplicando el teorema del valor medio.

Az = £ (14+Ax;2+AY) — £ (1;2) = (1+Ax)* + (2+Ap)’ =5 = 142Ax + Ax* +4 +
+4Ay +AY* -5

fi=2x — 2.(l+a.Ax) =2+20,.Ax

fi=20 = 2.(2+a,.Ay) = 420,40y

2Ax + A+ 4Ay + AP = 2+201.Ax).Ax + (4 F205.Ap).Ay = 2Ax + 20 Ax" +
+4Ay + 20,00 = 1=2a; Al1=20, = 0,=0,5A a,=0,5=> los puntos
intermedios son: (1+0,5.0,2;2) = (1,1;2) A (1+0,2;2+0,5.0,1) = (1,2;2,05)

b) Hallar los puntos intermedios para z = 3x* +2)” entre P,= (2;1) y P = (2,01;1,02)

Az = f(2+Ax;14AY) — f(2;1) = 3 (2+Ax)* +2 (1+Ay)* — 14 =12 + 2Ax +3Ax*+
+2 + 4Ay £2A)” 14

fi=6x = 62+0.Ax)=12+6.0,.Ax £l =4y — 4(1+0,.Ay)=4+40, Ay

12Ax + 3Ax* + 4Ay + 2A)* = (12 + 60;.Ax).Ax + (4 + 4a,.Ay).Ay = 12Ax +
+ 60, AX" + 4Ay + 40p.AY* 3 =604 A2 =40 = 0,=0,5 A0, =0,5.

Por lo tanto los puntos intermedios son (2 + 0,5.0,01;1) = (2,005;1) A
(2+0,01;1 +0,5.0,02) = (2,01;1,01).
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DERIVADA DIRECCIONAL

Dada z = f (x;y) las derivadas parciales z. yz'y miden las intensidades de

variacion de la funcidn en la direccion de los ejes x e y. Las derivadas direc-
cionales proporcionan las intensidades de variacion de dichos valores en
cualquier direccidn y sentido.

. . . . y A
Si consideremos un punto Py = (xp;)0) interior

al domino de la funcion y un punto incre-
mentado P = (x;y) que no esté necesariamen-
te en la direccion de los ejes coordenados,
vemos que al pasar de Py a P, ambas varia-
bles se incrementan en cantidades que po-
demos designar como % y k respectivamente.

y=yotk

Yo

x=xot+h y=yotk

hy k se pueden considerar como las componentes de un vector v, que indi-
ca la direccion y sentido en el cual se ha incrementado el punto.

El vector v = (h;k) forma con el semieje positivo de las x un angulo o tal
k
que tgo :% = a=arc tgz . Este angulo indica la direccion y sentido en

el cual vamos a calcular la derivada direccional.

Nota: las derivadas parciales son un caso particular de las derivadas direc-
cionales para o = 0°y o = 90° respectivamente.

Definicion

Al pasar de Py a P la funcion se incrementa un Az.

Az = f(P) = f (Po) = f (xo th;yotk) — 1 (x0:0)
Por otro lado el incremento entre los puntos es la distancia entre ambos, es

decir |P—Py|=[7|=h*+k?

La derivada direccional en la direccion y sentido o es igual al limite del
cociente incremental cuando el médulo de V tiende a 0.
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f' = i Az . f(xo"'h"J’o"'k)_f(xofyo)
Jo = lim = lim
P=P P P| Vi k%0 x/h2 +k?

Ejemplos
1) z=/(xy) =x"+2y, Py=(1;2)y 0w =45".

Debemos buscar una relacion entre /2y k y determinar el
signo de /. Luego reemplazamos en la formula.

tg45"=%=1 =h=k

F+h2+k)=f(1,2)  (1+h) +2(2+k)-5

S (L2)= i =1 )
. ( ) h2+lan1—>0 W \/ﬁ—m h + i

Como h = ky h es positivo

, (1+h) +2(2+h)=5 14+ 2h+h* +4+2h-5
(1,2)= i =i =
f45( ) zllfznio 2h* i’fﬁ \/Eh

Ah+h* 4+h 4
AN T L AN RN V2

2)z=f(x;y) =x+3)", Po=(1;1)y o= 120°.
tg120°:%:_ﬁ — k=-3h

, f(l+h1+k)— f(11
f120°(1;1): lim ( ) ( )=
W +k* >0 \/h2 +k?
(1+h)+3(1+k) -4
= lim

k% =0 \/h2 +k°

Como k= —x/gh y h es negativo
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(1) +3(1-3h) —4

, 1+h+3—63h+3K —4
(1) = i =i =
S (11)= lim o lim =y
(1—6J§).h+3h2 (1—6x/§)+3h 5
=] =7/7 = —_—— 3 3
lim —2h Lim 2 2"

3)z=f () = ¥ ~3xy+3y, P=(13) y o= 2.

ik \/5 «/5
—=—=—" = k=—"h
6 h 3 3

f;% (1,'3): lim f(1+h,3+k)_f(1’3) _ K\

P4k 0 N/OE

(A =30+n)(B3+k)+33B+k)-1
- m
VI 4k2 =0 \/h2 +k?

Como k= 7317 y h es negativo

(1+h)2—3(1+h)(3+‘/_h]+3( ‘/_th
Figf03)= iim -

22 50 \/ihz -
(i 2nen? =0 Bh=9h =30 )+ [0+ V3h)-1
= lim —2h -
~Th+(1-B 21 13
ST s 2B 2
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o f(eEsk)-f(0E) sen[h.(%ka)]—O_
f§(0, 7)— lim = lim =
[ENERN \/hz +k2 [ +k% 50 \/h2 +k2

[(g+§h)} h fix i
2 4

r
2

Calculo de la derivada direccional para cualquier direccion y sentido

Si en lugar de considerar una direccion y sentido en particular (o V), con-
sideramos una direccidon y sentido genéricos (cualquier o), obtenemos la
expresion general de la derivada direccional. En este caso k=h.tg o .

f’ =limf(xo +hy, +h.tga’)—f(x0;y0)
“ oo NI

En el ejemplo 1) queda:

(1+h) +2(2+hig o) -5 i 1+2h+ 1’ +4+2h1ga—5 _

Lo (1:2) = lim =lim
h=0 I+ R ga h=>0 hall +tg° o

2 24 2h.
=limM=lim (2+h+21ga).cosa=2coso+2sen o

h—0 h.seca h—0

Vemos que la derivada direccional existe Voe R.

242 22

Si a=n/4, f(12)= 5 ——2\/5 valor que coincide con el ya

obtenido.



Derivadas parciales 97
Calculo de derivadas direccionales por formula

Vamos a demostrar que si z es continua, con derivadas parciales continuas en
un entorno de un punto Py, la derivada direccional en la direccion y senti-

dov o aes: z,(P))=z(P,)= Z;C(PO).COSOK+Z;, (P, )senc

Por Teorema de Lagrange: Az =z, (c1 )Ax + z'y (02 ).Ay

| = Ja)Ax+z (e;)A (e) A Z,(c)A
fa(Po): lim = [im : (01) :y(CZ) y: lim Zx(cl) +Zy(cz) Y
P=Py [P P| PP ‘POP‘ PP [P P P,P

= lim [Zx (c1 ).cosa+ Z;} (c2 ).sen a] =z, (Po ) cosa+ Z;/ (P, )sena
P—P,

Por ser f'continua, cuando P— Py, ¢; > Py y ¢; — P,.
Ejemplo
Podemos calcular la derivada anterior utilizando esta expresion.

z=f(xy) =x*+2y, Po=(1;2) y a.=45°

fi=2x = fi(1;2)=2 b
=22 f (1:2)=2 = fu5 (1;2) = 2.5en 45° + 2.cos 45° = 4.7222\/5

y

Operador de Hamilton

. )
El operador de Hamilton es V = (a———
Gradiente de una funcion
Si se aplica sobre una funcion escalar se obtiene el gradiente de la misma,

que es el vector cuyas componentes son sus derivadas parciales. Veremos mas
adelante otros usos.
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Vf(y)= £+ 1,7 =10 1)V (xopiz) = £i+ £+ Lk = £ 1)

Ejemplos: a) f(x;y) =2x*+3y = V f(x;y) = (4x;3)
b) f(x;v:2) =x°z+3yz2" = V f(x;y:2) = (2x2;32%;6yz)
) f(x;v:2) = cos x +y2* = V f(x;y;2) = (— sen x;2yz7;2y°2)

Derivada direccional como producto escalar

Ya vimos que la derivada direccional en un punto P, en la direccion y sentido
vooes: z,(P)=z(P)=z(P)cosa+ z'y(PO).sena, si z.(Py) y z'y(PO)

4
son continuas. También la derivada direccional segun la direccion y sentido
o en un punto Py se puede expresar como el producto escalar entre el vector
gradiente en Pyy el versor director de la direccidon y sentido o.

2 () =2, () =[z.(B,): 2, (P )]o (cos a; sena)=V=(P,) s (317, ) = V=(P, o v
Ejemplos
a) Calcular z,, (1;1) si z=x"+2y°

)
7z =2x=z (1;1)=2 o
= Vz(1,1)=2i +4;

=4

z,=4y=z (1;1)
3

Por lo tanto z, (L:1)=(2:4)®(cos30%sen30°) = 2.7+ 4.% =J3+2

Podemos verificarlo utilizando la formula ya vista.
, 1
Zypo (1:1) =2.c0530° + 4.5en30° = 2.? + 4.5 =3+2

b) Calcular z,(1;7/4), dada z=x"sen(2y)+y y v=3i =4/ .

z.=2xsen(2y)=z.(,x/4)=2
z,=x"2cos(2y)+1=z,(;7/4)=1 = Vz(,x/4)=2i +]

z; 1’-£ =(2:1)e 3;_£ :2'2_1'i:£
4 55 5 55
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El gradiente y la derivada direccional maxima

Por definicion de producto escalar:

z,=Vzey, =|Vz|.|\7a|.cosw, donde w es el angulo que R
forman la direccidn y sentido o con la direccidn y senti- 3

do del vector gradiente. 0<w<r.

Por ser v, un versor, su médulo es 1. Por lo tanto la

derivada direccional maxima es igual al mdédulo del vec-

tor gradiente y se verifica cuando el angulo w es 0, es decir cuando la direc-
cién y sentido o coincide con la direccion y sentido del vector gradiente.

En la direccidon perpendicular a la del
vector gradiente, la derivada direccio-
nal es nula (cos 90° = cos 270° = 0).
En la direccién del vector gradiente y
sentido opuesto la derivada direccio-
nal es minima (cos 180° = —1). Toma
el valor mdximo, con signo opuesto. Si
el gradiente es nulo, la derivada di-
reccional en cualquier direccion y sen-
tido es nula.

Acotacion de la derivada direccional

La derivada direccional en un punto toma valores comprendidos entre su ma-
ximo valor y su minimo valor: — |Vz (P, )| < f.(p)=1.(P,)< |VZ(P0 l

Ejemplos

1) Dada z = x’— 3x)%, calcular la derivada direccional, el gradiente y el valor de
la derivada direccional maxima y minima, si a =30°y Py=(-2;3).

Zyp = (3x2 —3y2).cos 30° +(—6xy).sen 30° = (3x2 —3y2),g—3xy

3 —15/3+36
2

2. (-2:3)= 15— +18=
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Vz=(3x2-3)7)7 + (—6xp)] = Vz(-2,3)=—15i+36]
|Vz(-2:3)|= /225 +1296 =39

Esto significa que la direccion y sentido segun la cual la derivada direccional
es maxima en Py=(-2;3) es: o = arctg% =112°37" y vale 39.

De donde surge que en la direccion perpendicular (22° 37'y 202° 37') es nula
y en la direccidn del gradiente y sentido opuesto (292° 37') la derivada direc-
cional es minima (-39). Por lo tanto las derivadas direccionales toman valo-
res en el intervalo [-39;39].

2) Dada z = 2x’y — xy, calcular la derivada direccional, el gradiente y el valor
de la derivada direccional maxima y minima, si v =4i —=3; y Py=(-1;2).
4

Z= (6x2y—y)%+ (24 —x)[?) =z =(-12) = 10.§+1% S

Vz=(6xy—y)i+ (2x° = x)j = Vz(-1,2) = 107 -
Vz(=1,2) =+100+1=+/101

Esto significa que la direccion y sentido segun la cual la derivada direccional
. -1
es maxima en Py= (—1;2) es: ¢ =arc tgﬁ =354° 57" y vale 4101 .

De donde surge que en la direccion perpendicular (84° 57'y 264° 57') es nula
y en la direccion del gradiente y en el sentido opuesto (174° 57') es minima

(—\/ 101). Por lo tanto las derivadas direccionales toman valores en el inter-

Valo[—\/ﬁ;\/ﬁ] .

Derivada direccional nula

La derivada direccional puede ser nula por dos causas:
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a) Como ya vimos, en la direccion perpendicular a la del vector gradiente.

b) Si Vz =0 (vector nulo), entonces la derivada direccional es nula en cual-
quier direccidn y sentido.

Ejemplo
z=x"=2xy+2y enPy=(1;1)
z =2x-2y =0z, ="2x+ 2|(1,<1) =0 = Vz(1,1)=(0,0)=0

Derivada direccional segiin una curva

En ese caso la direccion a seguir es la de la recta tangente a la curva en el punto.
Si no se define especificamente una de las dos semirrectas tangentes, tenemos
dos derivadas direccionales opuestas, correspondientes a dos vectores opuestos.

Ejemplo

Calcular la derivada direccional de z=x* —3xy en Py= (1;2) a lo largo de la

2 . . . y e ;.
curva y =x" —x+2 . Calcular la derivada direccional maxima y minima.

Debemos conocer la direccion de la recta tangente a la curva en xy = 1.
y =2x—1, por lo tanto la pendiente de la recta tangente en x, = 1 es m =1.

o . V4 S
Las direcciones y sentidos pueden ser ¢, = T oa,= i o sea la de los vecto-

res v =(1;1) o—v =(=1,-1) .

2

%(Po ) = (— 4,'—3) ° (ﬂ E Q] 7\/5
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Vz(P,)=(-4,-3) = |[Vz(P,)|=16+9 =5

La derivada direccional maxima es 5 en la direccion y sentido

V= (%4?) y la derivada direccional minima es —5 en la misma direc-
43
cion y sentido opuesto, es decir —v = 3 g .

Generalizacion de la derivada direccional en R"
Podemos generalizar lo visto en R* para R".
Ahora u =f(x;; %23 ; X0), Y V= (v, V0050, ).

Asi . (P,)=Vu(P,)e (4V—ZV—J =Vu(P,)e (3, 7,...9,) = Vu(P, o

Ejemplos
1) Dada u = x* + 2x + ) + z, calcular la derivada direccional en la direccion y

V2 42

sentido de v = {7 0, j en Py=(0;0;0). Calcular el gradiente y el valor

de la derivada direccional maxima y minima en P,.

=2

u_'v=2y|P0=O , U e Y2

2 2

v

( ) (201) [\/_ \/_J:\/_+\/_ 3\/5

) Pt =
2

u, =1
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Vu(P,)=(2:0,1) = |[Vu(P,)|=+5

La derivada direccional maxima es «/g en la direccion y sentido de
V= (2;0;1) y la derivada direccional minima es — «/g en igual direccion y
sentido opuesto —v = (=2,0,-1).

2) Dada u = x.y.z, calcular la derivada direccional en la direccion y sentido que
forma angulos iguales con los ejes coordenados, si Py = (1;2;3). Calcular el
gradiente y el valor de la derivada direccional maxima y minima en P,

u)r = y.z|PU =
u, = x.z|Pn =3 = Vu(P,)=(6,3,2)

u, :x.y|PO =2
Vu(P,)=(6:3,2) = [Vu(P,)|=~36+9+4 =7

Si los angulos directores son iguales, entonces sus cosenos directores
también lo son, por lo tanto las componentes del versor director también

V=47 9,7+ =1

o (I 5 IJ
V1 =y = ,pOrlotanto yp=| — .Y

37373

son iguales. v =(¥,,v,,7;),
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La derivada direccional méxima es 7 en la direccion y sentido v =(6,3,2) y

la derivada direccional minima es —7 en igual direccion y sentido opuesto, es
decir —v = (~6,-3,-2).

3) Dada u = xye”, calcular la derivada direccional en la direccion de la recta

. x—2z=1 .
definida por . en Py=(1;2;1) y el gradiente.
y-z=
x—1=2z .
Buscamos la ecuacion de larecta < y—1=z = Eant e y—l=z
z=Zz
o . - 2 1 1
Hay dos posibilidades, a) v=(2;1;1) = v=| —=,—=;—=| ¥
6 6 6
2 1 1
b) v=(2,-1,-1) > v=| ——,—,—
( ) ( 6 6 6)
a)
T yz _ 2
u,=ye b 2e
u} =x.e” +xyz.e” o= 3e? = Vu(PO ) = (262,'362,'462)
0

2
=4e
0

" 2 yz
u, =xy.e

NN NG

2 2 2 2
”c (PO)2(262;362;462).(i;L;Lj_ 4e” 3e” 4e :lle
6 V6 /6

b)
H;; (Po ) = (2@2,'362,'462 ) ° {—

> >

2 1
NIIENIIENTS
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular las derivadas parciales de los siguientes campos escalares apli-
cando la definicion en los puntos indicados

a) z=2x"y—3xp" en Py=(3;-1) b)z=3x"y" en Py=(1;2)
¢) z=2x"y—5xp> + 2xyen P=(2;-3) d) z = 3x* —4xy +4 en Py=(2;1)

e) z=¢e""" en Py=(0;0) f)z=senx+cosy enP;=(0;0)
2 y
sen— x#0
g) z=+/x+y enPy=(2;3) h)z= ysen X * en Py=(0;0)
0 x=0

2) Calcular, aplicando las reglas de derivacion, las funciones derivadas par-
ciales de las siguientes funciones

2_ .2
a)z=(x+y)2.(x—y)3 b)z:x S c)zzlnx2 y2
x+y X +y
dz=e"" e)z=+Bx—y) )z=3/xy? sen(xy)
2 xy+y2 2
g)z=4yxzy+arcsen£ h)z=L i)zz(ﬁJ .arctgl
y 2y+x y X
2 2 xy
i) Z:y.arctgx2 +In(2x) K)z= 3x2.e l)zzexy.tgﬁ
xy°+1 2y +x

3) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones en el origen

a) z=4/x" +)° b) z=3x+)’
20 (1y)# (0:0) @ Z:{Sg[(y—f)-(y—hz)] X’ +y*>0

C) z=9x+y ,
0 (uy)=(00) ¥y =0

4) Calcular las derivadas parciales de z = X/xy +2 en Py=(1;2).
X
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5) Demostrar que si:

x— ) . ,
a) z = sen b4 , se verifica que: x.z, +y.z, =0
x+y

_ y . . ' v Z
b) z= Vx .sen; , se verifica que: x.z, +y.z, = 5

X ) o
c) u=x+ y,severzﬁcaque: u tu, +u, =1

d) z= x?sen% + yz.cosi , Se verifica que: x.z; + y.z'y =2z

e) z= e’ Iny, se verifica que: x.z, + y.Z;} =—
ny

6) Analizar la continuidad y derivabilidad en el origen de

x.sen(xy)
XS] (x:3)# (00 y=
2 ol iy X200 Zz{xw xy=0

I xy=#0
0 (x;»)=(0,0)
7) Calcular, si existen, las derivadas parciales en

sen(x3+y4) ( .
a) Po=(038), z=3y B)P=(0:0), z={ P4y’

0 (x;)=(0,0)
O P=(0:0), z=1 417 (x;)%(0,0)
0 (x;v)=(0,0)
y3

. 2
—— si x+y #0
d) Py=(0:0), f(x;¥)=1x+ 7 g

0 si x+y*=0

8) Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva interseccion de la

superficie z=x"— 6)62)/2 con el plano y = 2 en el punto Py=(1,2).
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9) Hallar las pendientes de las rectas tangentes a las curvas interseccion de
la superficie z=3x>+4y* —4 con los planos que pasan por el punto
Py=(1,1;3) y son paralelos a los planos: a) xz, b) yz.

10) Dada la funcion f(x;y)= i 2y , calcular, si existe, el valor de k
\ y—2x

para que la siguiente relacion sea correcta: x.z, +y.z, =k.z.
11) Hallar las siguientes derivadas direccionales y el vector gradiente:

a) z=2x" -3y’ en Py= (3;0) si o. =120°.

b) z=x" —2xy+ y*en Py=(2;1) en la direccion y sentido creciente de la
bisectriz del 1° cuadrante.

c) z=In (xy)en Py=(1;1) en la direccion y sentido creciente de la bisec-
triz del 2° cuadrante.

d)z=3x>-2)" en Py= (~1;3) en la direccién y sentido que va de Py a
Py=(1;-2).

e)z=x"—2xy+2y enPy=(1;3) en la direccién o =7, .

f) z=xy+y” en Po=(1;2) en la direccion v =37 +4; .
g)z=x"—5xy en Py=(2;5) en la direccién v =37 —3; .
h)u=x>+2y> +3z% en Py=(1;1;0) en la direccion de v =7 — j +2k .

i) u=2xy—z" en Py=(2; —1;1) en la direccion y sentido de P = (3;1; —1).

J) u= = -|Z-y2 en Py=(-1;1;3) en la direccion y sentido del vector direc-
tor de la recta x = —1-2¢; y = 1+¢, z = 3+2¢.

K)z=xy+2x—1 enPy=(1;3) alo largo de la curva y =—x* +2x—3.

1) z=x>-3xy enPy=(1;2) alolargo de lacurva y=x* —x+2.

m) z = x.e*" en Py=(=3;3) en direccion normal a la curva y =x* +3x+3.
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n) z=xy.e” enPy=(1;2;1) en direccion de larecta: x—2z=1,y—z=1.

12) Indicar la direccion en la cual la funcion z =X.y crece mas rapidamente
en Py=(1;2).

13) Dada la funcio’nzzf(xy),f;'l (xo;yo):4, fv-; (xo,'yo):6,\71 :(4,'3),
v, =(3:4), hallar: a) f; (x,:,) si vy =(512), b) f; (x,. ) mdx.

14) 14) Una funcion z = f (x,' y) tiene en el punto Py= (1,2) derivada direc-
cional igual a 2 en la direccion y sentido hacia el punto P, = (2;2) y deri-
vada direccional igual a -2 en la direccion y sentido hacia el punto
P,=(1;1). Hallar: a) el vector gradiente de la funcion en el punto Py,
b) la derivada direccional en la direccion y sentido hacia el punto

Ps=(4:6)).

15) a) Hallar la derivada direccional de u=2x"y —=3y*z en Py=(I; 2; —1)

en la direccion y sentido de P = (3; —1; 5), b) calcular el valor de la de-
rivada direccional mdaxima y en que direccion y sentido se verifica en P,

16) T (x; y)= 3x* +2xy es la temperatura en un punto de una placa rec-
tangular (x;y). Si la distancia se mide en metros, a) determinar la mdxi-
ma tasa de variacion de la temperatura en el punto (3,—6) de la placa,
b) determinar la direccion y sentido para la cual se verifica la mdxima
variacion de la temperatura.

17) Un insecto se encuentra sobre el punto (1,4) de una placa térmica cuya
temperatura se rige por T(x;y)=x.e® medida en °C. Agobiado por el

calor decide huir en direccion del frio lo mds rdpidamente posible. jen
qué direccion y sentido le conviene dirigirse?

18) Dada z= f(x;y)=Ax+By+(A+B)x’y, se sabe que fx’(l;O) =5 y que
la mdxima derivada direccional en (1,0) vale 13. Calcular A y B, jes [
unica?

19) Un insecto se halla en medio de un ambiente toxico. El nivel de toxici-
dad esta dado por T(x;y) =2x” —4y*. El insecto estd en (—1;2);En qué
direccion y sentido debe moverse para disminuir lo mds rapidamente la
toxicidad?
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X

2 2

20) Si denotamos con h(x;y)=2e™ +e™’ la altura de una montaiia en la
posicion (x;y). ;En qué direccion y sentido desde (1,0) se debe comenzar
a caminar para escalar lo mas rdpido posible?

21) La temperatura en el punto (x;y,;z) de una habitacion viene dada por la
funcion T (x; y;z): 3x> =2xy+ yz en ° centigrados. Un mosquito situa-
do en el punto Py= (1,;1; —7) tiene frio. ;A qué temperatura esta someti-
do el insecto y en qué direccion y sentido debe moverse para entrar en
calor lo mas rdpidamente posible?

22) Verificar que se cumple la relacion de Schwarz

2

2
Dz=" 42 z=ilP+y) oz=e”  Bz=
4 8 xX=y
23)Si z= 4 , demostrar que xz.Z;x+2xy.Z;y+y2.Z;y=0
X—=y
2.2 z
24)SiZ=x Y , demostrar que 4=—1
2x+3y z X

»

2x

25) Dada z=1In , calcular z.. y z;y

sen (xy)

x*.arc tgl —y*.arc tgi xy#0
26) Dada z = X y , demostrar que

0 xy=0

"

/(0:0)# £,,(0,0)
27) Dada z=e"" (senx +cos y), demostrar que z., + z;y = z;

28) Analizar derivabilidad en distintas direcciones en el origen de

xz.seny
ey )= (00)

0 (x;y) # (0;0)

. Indicar la férmula general f, .
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RESPUESTAS

a)z. =—15; =z, =36 b) z.=48; z =36

y

¢) z,=-123; =z =80 d)z,=8; 2z, =-8

y

e) z;=z'y=1 f) z.=1; z:V:O
J5
g) Zx_Zy=E; h)z, =z,=0

' 2y / 2x : 4xy? . —4x7y
b) z, = IR P )z, =75 5= 7 7
(x+) (x+) —y xt -y
d) z, =3x7e" z'y ——e"
3 : -1

e) z,

X

B 2/In(3x-y).(3x~y) > BT 2In(3x-y)(3x-y)

r 1 2 2
f)z, =——y .sen(xy)+3 Xy~ .y.cos (xy)
o f
z, = 2xy.sen(xy)+3/xp? x.cos (xy)

(D

g) z. =2xp.4” +

X

yaly?=x®

! ; z;):4y.ln4.x2y+4y. -
/yz_xz

2 2 2
(2x.exy+y +x%.e¥ .y)(2y +x)—x2e?

h) z =
) % (2y+x)2
: xz.e)‘“yz.(x+2y)2—2x2.e"y+y2
= 2
(2y+x)
x? . 2x? 3

. - Y
; Z,=——-.arclig—+

1) Z;=§.arctgl—— f _
X y.(x2+y2) y X yz.(x2+y2)

2
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(1%:?:4 + ij.(xyz + 1) - (y.arctg X+ ln(Zx)).y2
i), Z;c = 2
(xy2 + 1)
_arcig xz.(xy2 +1)— (y.arc tg x>+ ln(2x)).2xy
g (xy2 +1)2
Kz = (6x e” +3x%.ev. ).(2)/2 +x)—3x2.exy
’ (2y2 + x)2
(3x2 . )(2)/2 +x)— 3x’.e” 4y
2y = 2
2y +x)
)z =e” .y.tg£+ e” sec? i.l; z'y =ev .x.tg£+ e” sec? i.(— izj
y Yy y y y
3)a)z.y z'y no existen b) z, =z'y =1 o)z, :z'y =0 d)z, :z;, =0
4)z,=0; z, =%

6) a) es continua y derivable y b) es derivable pero no continua, lo que sig-
nifica que la derivabilidad no garantiza la continuidad como para funcio-
nes de una variable independiente.

7)a) 3z,(P,), z,(P))=0, b) z,(P))=1, z,(P,)=0
9) Z;(Po):%a Z,y(Po)ZO d) Z;(Po):()a Z'y(Po)Zl

8§)m=-45 9)aym=6, b)ym=3 10) k=0

11)a) fing. (3;0)==6, Vz(3;0)=12i b) f15, (2,1) =42, Vz(2,1)=10i -2}
) fi35 (L1)=0, Vz(L;1) =i+

48\F

& £, (-1:3)= V2(-1:3)=~6i~12;

26

©) fz<1f3)=—2ﬁ V2(13)=—4i D) £ (1:2)="2, V2(1:2) =2 +5]

) f.(2:5)= 112\f Vz(2;5)=-21i =105
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hy £ (1,1,0)==Y%, Vu(1,1;0)=2i +4;

(
i) fi(2=11)=1%, Vu(2,-1,1)=-27 +4] -2k
D) fo (L) =, Vu(=113)= %0 %47+ bk
k) £ (1,3)=56 1, (1,3)==5, Vz(1,3)=5i + ] .

) £ (1:2)=- 7*F 6/, (L2)= 7*[ Vz(1,2)=—4i -3j .
m) /. (-3,3)=— 9\/_ £(-3:3)= 9;/(;_0,Vz(—3;3):—27—3]
n) £ (1,2:1)= 11\@ Vz(1;2:1)=2€% +3¢%j +4e*k
12) o= 26°33'54" 13)a) f; (x,, ¥ )= 69710 b) £ (x, yo)mdx=@
14

14) a) Vz(1,2)=2i+2/,b) f; (4;6) =

15)a) £, (1,2;-1)="%,, b) max f.(1,2,~1)=22
16) a) a:%, b) [VT(3—6) =62 ; 17) =VT (1;4)= - 5¢*—¢*)

7 17
18)A:5, Bl :E,Bzz—z, fi(

fxy)=

19) 5 =(4:16) 20) v=(-4¢7",0) 21)
—2x

2sen2(xy) > w7 2sen*(xy)

x;y)=5x+%y+1?7x2y

17 7,
SX——y-—-—x
2y 2 4

T(1,1,-7)=—-6°, v =(4,-9,1)

c)z —z =€ +xye”

28) f, =sena.cos’a, VaeR



Capitulo 5

Superficie:
[ z=f(x, )
I

Diferencial s .,

El vector u especifica
una direccidn en el plano xy

Diferencial de una funcién en un punto.
Relacion entre diferencial e incremento.
Propiedades.

Plano tangente.

Interpretacion geométrica.
Diferenciales sucesivos.

Diferenciales de orden n.
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DIFERENCIAL

Hacemos un breve repaso de lo que ocurre para funciones de una variable
independiente antes de analizar el tema campos escalares de dos variables in-
dependientes.

Recordemos antes la relacion fundamental del limite:

. &—0 si
Si iim f(x)=le f(x)-l=e= f(x)=I+¢e
XX, X=X,
PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE
Diferencial de una funcion en un punto
Ay , Ay , g —0 si
; — = = — = +g
= ) e = e {000

Ay=f,(x0).Ax+8.Ax

A la primera parte de la expresion se la llama diferencial de la funcidn fen el
punto xo.

dy = f'(x,)Ax

El diferencial de una funcion en un punto es igual al producto de la derivada
en el punto por el incremento de la variable independiente. Si en lugar de
considerar un punto en particular tomamos un punto genérico se obtiene la
funcion diferencial.

Funcion diferencial: dy= /" (x)Ax, el diferencial es funcién del punto y
del incremento.



116 Alejandro E. Garcia Venturini

Ejemplos: a)y=senx = dy=d (senx)=cos x. Ax
b)y=x"= dy=d(x2)=2x.Ax
c)y=x = dy=dx=1Ax .. dx=Ax

Vemos que el diferencial de la variable independiente es igual a su incremento.
Otra expresion: dy=f'(x).dx
Relacion entre el incremento Ay y el diferencial dy

Vimos que Ay= f'(x)Ax+¢&Ax, donde £.Ax—0 cuandoAx —0, por lo
tanto, haciendo €.Ax = €, (por propiedad de los infinitésimos)

&g —>0si

Ay=dy+e
oA { Ax—0

Es decir que el incremento y el diferencial difieren en un infinitésimo cuan-
do Ax — 0. Esto permite, para pequefias variaciones de x (Ax — 0), reem-
plazar el Ay por el dy.

Interpretacion geométrica Ya Ve
§ } dy
El diferencial mide la variacién de la recta tan- oy
gente al pasar del punto x, al punto x = xy+Aux. |
En x, coinciden la imagen de la funcion y de la i 1
recta tangente. S »

PARA CAMPOS ESCALARES DE DOS VARIABLES
Diferencial de una funcion en un punto

Para obtener la expresion del diferencial para una funciéon de dos variables
partimos del teorema del valor medio.

AZ:fx (xo +0{1~AX"J/0)'AX+fy’ (xo +Ax; y0+0(2.Ay).Ay (1)
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Calculamos los siguientes limites y aplicamos la relacion fundamental del
limite:

lim fx (x0+a1 -Ax")’o):f;; (xo ; J’O) At fx (xo +0!1.Ax;y0): f’c (xof)’o)"'gl

Ax—0
lim ]‘}:(x0+Ax,'y0+Otz.Ay) :fv (x0:3) ©
(Ax;Ay)—(0,0)
fy (xo TAX; y, +a2.Ay)= fy (xo"YO)+82
Reemplazando en (1) queda:
Ag= [f(x ) +e ] Ax+ [f (5,0 v, )+ € ] A aplicando propiedad
x Ko, Vo 1 y Koo 212 distributiva

Az=f,§(xo:yo)-Ax+fy' (xo: yo)Ay + & Ax +e,. Ay 181 7 0.62 = 050 ()
Ax—>0yAy—0

Teniendo en cuenta que €;.Ax + &.Ay, por propiedades de los infinitésimos,
es otro infinitésimo, se puede reemplazar por ¢, por lo tanto queda:
e — 0, si

Az = f,(x : yo)- Ax+ £, (57 vo) Ay +e {Ax—>0yAy%O

La parte principal del incremento es el diferencial de la funcion en el punto
Py = (xo330):

dz (xo:'J’o):fx’ (xofJ’o)Ax"'f; (xofyo)‘Ay

que es la expresion del diferencial de una funcién de dos variables en un
punto. Al igual que para funciones de una variable, si consideramos un punto
genérico obtenemos la expresion analitica de la funcién diferencial.

Funcién diferencial: dz = fx'. Ax+ fv Ay, el diferencial es funcion del

punto y de los incrementos.

El diferencial de un campo escalar de dos variables es igual a la suma de los
productos de sus derivadas parciales por los respectivos incrementos de las
variables independientes.
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Ejemplos

a)z=sen (x y) = dz= d[sen (x y)]= cos (x y)y.Ax +cos (x y)x.Ay
b)z=3x"y = dz= d(3x2y)= 6xy.Ax +3x° Ay

cJz=x =2 dz=dx=1Ax+0Ay = dvr=Ax
dz=y=>dz=dy=0Ax+1.Ay = dy=Ay

de los ejemplos ¢) y d) se deduce que los diferenciales de las variables inde-
pendientes son iguales a su incrementos.

Otra expresion: dz=f,.dx+f,.dy

Relacion entre el incremento Az y el diferencial dz

Vimos que Az = f, .Ax+f},, .Ay+e¢e, donde e—>0 cuando Ax —» 0y Ay — 0,

por lo tanto:
Az=dz+ ¢

Es decir que el incremento y el diferencial difieren en un infinitésimo cuan-
doAx—>0y Ay — 0.

Esto permite, para pequefias variaciones de x e y (Ax — 0 y Ay — 0), reem-
plazar el Az por el dz.

Ejemplo: calcular el valor aproximado de la funcién z=x")’ para
P=(1,012;1,998).

El valor de la funcién en P = (1,012;1,998) es igual al valor que toma la fun-
cién en Py = (1;2) mas el incremento de la funcion al pasar de Py a P, que a
su vez es aproximadamente igual al valor que toma la funcion en Py mas el
diferencial de la funcion, por ser los incrementos de las variables indepen-
dientes muy pequefios. Es decir que podemos sustituir el incremento (Az) por
el diferencial (dz).

£(1,012;1,998) =£(1;2) + Az = £(1;2) + d=
dz = 4x° ydx + 3x* Y’ dy = dz (1;2) = 32.0,012 +12.(—0,002) = 0,36.
£(1,012;1,998) = 8 + 0,36 = 8,36.
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Este es el valor que obtenemos aplicando diferenciales. Una calculadora nos
da el siguiente valor aproximado: 8,3658.

Funcion diferenciable - definicion

Un campo escalar de dos variables z = f (x,y) es diferenciable en un punto
Py = (x0;y0) interior a su dominio si existen dos numeros reales 4 y B tales
que el incremento de la funcion al pasar de Py= (x¢;0) a P = (x;p) es:

Az=A.Ax+B.Ay+e&.Ax+&, Ay g > 0,e, > 0,si
Ax—>0yAy—0
Propiedades

a) Si una funcidn es diferenciable entonces es continua.

Az=A.Ax+B.Ay+¢&.Mx+¢g, Ay

Tomamos a ambos miembros de la igualdad:
(Ax;Ay)—(0;0)

lim [f(xfy)_f(xofJ’o)]: lim (A'AX+B'AJ’+51~A’C+52~AJ’)=0

(Ax;Ay)—(0:0) (Ax;Ay)—(0:0)

lim [f(xfy)_f(xo;yo )]: 0= lim f(x:'J’):f(xofyo)

(Ax;Ay)-(0;0) (x:3)-(x0530)
Por lo tanto la funcién es continua.

b) Si una funcidn es diferenciable entonces es derivable.

Vamos a demostrar que 4 y B de (1) son respectivamente las derivadas par-

ciales de f'(x;p).

SiAy=0, Az=A.Ax +eAx = DZo g A% A Az
Ax Ax Ax  Ax

tomando j;;,, aambos miembros de la igualdad:
Ax—0

A+eg,

Az ) .
lim — = lim A+ lim & :—Z(xo;yo)z A, teniendo en cuenta £, — 0
A0 AX Av—0 Av—0 ox

cuando Ax — 0 y que 4 es constante respecto de Ax.
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, . oz
Analogamente haciendo Ax = 0, se demuestra que a—(xo ; yo) =B.
Y
Por lo tanto f'es diferenciable si el incremento de la funcién se puede expresar:

Az= [, (Py). Ax+ f, (P,) Ay +&.Ax +£,. Ay

Bs decir quer /(x: )~ f(x: )~ /1 (By) Ax— f; (B, Ay = £, Ax-+ ;. Ay
g =0, > 0,51
Ax—0yAy—0

Ejemplos

Demostraremos, aplicando la definicion, que los siguientes campos escalares
. . 2
son diferenciable en R*.

a) f(x;y)=3xy
f(x»'J’)_f(xo:'J’o)_f;; (Po)-Ax_fyy (Po)- Ay =
= 3(x0 + Ax).(yo +Ay)- 3x0.yy —3yy-Ax —3x,.Ay =
=3xy.Y +3x5.Ay + 3y. Ax + 3Ax. Ay — 3x,.y, —3y,.Ax —3x,.Ay =
=(3Ax)Ay = ¢, Ax+&,. Ay

Si hacemos & =0y 3Ax=¢,, vemos que & — 0y & — 0 cuando Ax — 0,
con lo cual queda demostrado que la funcion es diferenciable.

b) f(x,‘y)= X2+ 2xy

f(x,'y)—f(xo;yo)—ﬂ (Po)'Ax_f;: (PO).Ay:
=(x0+Ax)2+2(x0+Ax).(yO+Ay)—(x§+2x0y0)—(2x0+2y0).Ax+2x0.Ay=
=X + 2%, Ax + A +2x,y, +2x,AV + 2Ax.y, + 2Ax.Ay — x; —2x,9, —
—2x,.Ax = 2y, Ax +2x, Ay = Ax® + 2Ax. Ay = Ax.Ax + (2Ax) Ay = £ Ax + £,. Ay
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Si hacemos Ax=¢, y 2Ax=¢,, vemos que & = 0y & — 0 cuando Ax — 0,
con lo cual queda demostrado que la funcion es diferenciable.

Demostrar que una funcién es diferenciable aplicando la definicién no es,
por lo general, sencillo. Veremos algunas propiedades que pueden facilitar el
analisis de la diferenciabilidad de una funcion.

Condicion necesaria para que una funcion sea diferenciable

De las propiedades a) y b) surge que es condicion necesaria para que una
funcién z = f(x;y) sea diferenciable en el punto Py = (x¢;)0) interior a su do-
mino que sea continua y admita derivadas parciales de 1° orden finitas en
dicho punto.

Por lo tanto si una funcion de dos variables no es continua o no es derivable,
entonces no es diferenciable.

Condicion suficiente para que una funcion sea diferenciable

De la expresion (2) surge que es condicion suficiente para que una funcion
z = f'(x;y) sea diferenciable en el punto Py = (x¢;),) interior a su domino que
las derivadas parciales de 1° orden finitas sean continuas en un entorno de
dicho punto’.

Nota: si la funcion es continua, con derivadas parciales finitas, pero no conti-
nuas en un entorno del punto, entonces no podemos asegurar nada acerca de la
diferenciabilidad. Debemos recurrir a la definicion de funcién diferenciable.

Sintesis de propiedades

1) Siz = f(x,v) no es continua o no es derivable en un punto Py= (x¢;)0), en-
tonces no es diferenciable en ese punto.

2) Si z = f'(x;y) es diferenciable en un punto Py = (x¢;y0), entonces es conti-
nua en ese punto y admite derivada en cualquier direccion y sentido.

' Se puede demostrar que es suficiente que una sola de las derivadas parciales sea
continua para que la funcidn sea diferenciable.



122 Alejandro E. Garcia Venturini

3) Si z = f(x;y) es continua con derivadas parciales finitas no continuas en
entorno del punto, puede o no ser diferenciable. Hay que recurrir a la de-
finicion.

Veamos algunos ejemplos

I) Analizar si son diferenciables en el origen las siguientes funciones utili-
zando las propiedades vistas.

XY
b T ()2(00)

0 (%) =(0:0)

Primero analizamos la continuidad. Si no es continua sabemos que no es di-
ferenciable.

a) £(0;0)=0
b) Calculamos el /im radial:
x.(mx) mx* m
' xll_)n(’)l X +y2 ){lﬂ) x2+(mx)2 chlg/é x2_(1_|_m2) 1+m?
y=mx

Vemos que la funcidén no es continua en Py = (0;0) y por lo tanto no es dife-
renciable en Py= (0;0).

En este caso tenemos una funcidn que por no ser continua no es diferenciable.

x2y2 . .
)2 00
0 (x;¥)=(0,0)

Primero analizamos la continuidad de la funcién.

2 2 2
) f0:0=0 b) L= [im —2s= lim |3 —s|=0
(x2)>(0:0) x* +y (x:7)-(00) x"ty
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Por ser el producto entre un infinitésimo y una funcién acotada.

Vemos que la funcion es continua en el origen. Ahora debemos analizar la de-
rivabilidad.

EnPo (00 2.(0:0)= jim LE0=7(00) . 0-0
x—0 x—0 0 X
' 0,y)= /10,0 0-0
y—0 y_O v 0 y

Vemos que fes derivable en Py. Ahora debemos ver si alguna de las deriva-
das parciales es continua. Calculamos entonces las funciones derivadas par-
ciales.

En Py # (0;0):
0z _ 2xy2.(x2+y2)— x? y?2x _ 2x* y 2 xpt—2x )P _ 2xy°
ox e+ e+ e+
dz _ 2x%y .(x2+y2) - x? y2.2y: 2xty + 2x% y = 2x? y3: 2xty
% (S (+y2f (52
2xy"
| s () #(00)
Porlo tanto:  z = (x +y )
0 (x»)=(0;0)
2x'y
e (Rr)=(0:0)
z,= (x +ty )
0 (x;¥)=(0,0)

Debemos analizar la continuidad de las derivadas parciales en Py= (0;0)

' 4 4
a) 2, 00)=0 b) p= iy Vo gy 2L =0
((0:0) (242 oo xt #2077 +y
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Por ser el producto entre un infinitésimo y una funcién acotada.

Vemos que z, es continua en el origen.

, 2 4
a) 2,0,00=0 b) L= jim ——Lo= jim |2p—Er—sg|=0
(bl00) (2452 Gbio0) | xt 420757 4y

Por ser el producto entre un infinitésimo y una funcion acotada.
Vemos que z, es continua en el origen.

Hemos analizado la continuidad de ambas derivadas parciales como ejemplo
pero con una sola alcanza.

Las derivadas parciales son continuas en Py= (0;0), por lo tanto la funcién es
diferenciable en dicho punto.

3x°y
;v)#(0,0
T (6)2(00)

0 (x9)=(0:0)

Analizamos la continuidad de la funcion.

3x’y x?
a)f(0;0)=0 b) L= 1 ——= 3y .—F0
R - P { P }

Por ser el producto entre un infinitésimo y una funcidn acotada.

Vemos que la funcidén es continua en el origen, por lo tanto no podemos
saber si es diferenciable. Vamos a analizar la continuidad de las derivadas
parciales, para lo cual las calculamos.

) 0)— 710,0 0-0
EnPo=(0;0): z.(0,0)= Jim /(x:0)=7(0:0)_ lim -0
x— 0 x—0 x>0 X
) 0;v)— 70,0 0-0
Zy(O,'O)Z lim f( y) f( ): lim =0
y—=0 y—0 y—o0 Y
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Vemos que la funcion es derivable en Py = (0;0). Debemos analizar si las
derivadas parciales son continuas.

En Py# (0;0):

dz _6xy .(x2+y2)— 3x?y 2x _ 6x°y + 6xy° —6x°y _ 6xy°

o +y?f e+ y2f (4 f
0z _ 3x2.(x2+y2)— 3x’y 2y _ 3x*3x% y7 —6x% y° _ 3x* - 3x7 7
» (o) () (+)2f
) Ly} (x;y) % (0,0)
Por lo tanto: z = (x2+y2)2
0 (x:y) = (0,0)
3x* =3x7 y2 _ '
S (x:v)(0,0)
0 (x:v)=(0,0)
a) z, (0;0)=0

b) Calculamos el limite radial

) 6xy° ) 6x(mx)3 ) 6m’x*

L, = lim = lim > =lim — 1 7=
X0 (x2 +y2)2 x>0 lx2 +(mx)2J =0 X +2mTxT +mTx
y=mx

6m’

= — 7 z n ntinua en Py= (0;
1+ 202 +m” = z_ no es continua en Py= (0;0)
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a) z, (0;0)=0

b) Calculamos el limite radial

o 3xt=3x7y? . 3xt =3x'm? 3x* (1 - mz)
L, = lim =—=lim = lim— T T =
x—0 (x2+y2) x—0 [x2+(mx)2] =0 X +2m x" +m'x
y=mx

2 ' .
= M = z, no es continua en Py = (0;0)
142m* +m*
Las derivadas parciales no son continuas en P, = (0;0), por lo tanto no pode-
mos saber si la funcién es o no diferenciable aplicando las propiedades vis-
tas. Debemos recurrir a la definicion.

f(x"J’)_f(xo;J/o)_f;; (Po)~Ax_fy, (Po)Ay:
3Ax* Ay 3Ax?
=—— - 0-0Ax-0Ay=—F——Ay=¢, . Ax+&, A

2
ﬁ, vemos que cuando Ax — 0y Ay — 0, & no
TAy

tiende a 0 ya que es una funcion acotada. Con lo cual queda demostrado que
la funcion no es diferenciable.

Si hacemos &, =

(x2+y2)sen; (x;v) # (0,0)
4) z = xz-i—y2

0 (x:y) = (0,0)

Analizamos la continuidad de la funcion.

Il
(e}

a)f(0;0)=0 b) L= 1Jim (x2+y2).sen;
(x:v)—(0:0) x*+y?

Por ser el producto entre un infinitésimo y una funcion acotada.
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Vemos que la funcién es continua en el origen, por lo tanto no podemos sa-
ber si es diferenciable. Vamos a analizar la continuidad de las derivadas par-
ciales, para lo cual las calculamos.

En Py=(0;0)
f( 0) f(O 0) xz.sen|1|—0 |
X, X
z,(0;0) = fim = lim = limx.sen—=0
x—0 x=0 x—0 X x>0 |X|
2 1
y-.seni——0
, 0, 0,0 1
Zy(OJO): lim f( y) f( ) = lim |y| = limy.sen— =0
y—0 y—O y—0 y y—=0 |y|

Los limites valen 0 por ser productos entre infinitésimos y funciones acota-
das.

Vemos que la funcion es derivable en Py = (0;0). Debemos analizar si las
derivadas parciales son continuas.

En P, # (0;0)
2 1 !
a—z—y(” o T
1
=2x.sen \/x +y \/x +y S\/x2+y2
y
2 1 !
I 7 T

1
Jxiy? Jx +y’ \/x +y°

Por lo tanto:
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1

| 2x.sen (x;v)#(0,0)

z,= Jx +y \/ Xty \/szry2
(x:v) = (0:0)

1 b% 1

, 2y.sen - cos (x;y) # (0;0)

z,= \/xz-f— y2 \/xz-f— y2 \/xz-l—y2
0 (x:y) = (0,0)
Vemos que no existe el llm 2x.sen - al .CcoS !

(e \/x +y \/xz-i-yz \/xz-i-yz

ya que en el sustraendo tenemos el producto de dos funciones acotadas cuyo
limite no podemos determinar. Por lo tanto la derivada parcial no es continua
en P.

Analogamente ocurre con la derivada parcial respecto de y.

Tampoco existe el llm 2y.sen

y 1
(xy \/x -I—y \/xz-i—y2 COS\/xz—I—yz

Por lo que esta derivada tampoco es continua.

Es decir que esta funcién no tiene derivadas parciales continuas, para saber
si es diferenciable necesitamos recurrir a la definicion.

S y)= (o, v0) = S (B ) Ax =, (Py) Ay =

= (Ax? + A2 ).senm— 0—0.Ax—0.Ay =

1
=| Ax.sen Ax +Ay.sen Ay | =€ . Ax+e&, A
( A+ Ay VA A yJ ! 2



Diferenciales 129

1
Si hacemos & =Ax.sen—s—— &, =Ay.sen
1 sz +Ay2 y 2 \y
cuando Ax > 0y Ay - 0, & - 0y & — 0, por ser el producto entre un
infinitésimo y una funcidén acotada. Por lo tanto queda demostrado que la

funcion es diferenciable.

m, veémos que

IT) Demostrar que las siguientes funciones son continuas, con derivadas par-
ciales finitas en el origen, pero no diferenciables.

1)z = |x. y|
Analizamos la continuidad de la funcion.

2/0:0)=0 b) L= fim Jlvs]=0
(x:v)=(0:0)

Vemos que la funcidén es continua en el origen, por lo tanto no podemos
saber si es diferenciable. Vamos a ver si existen las derivadas parciales, para
lo cual las calculamos.

EnPy=(0;0):  z.(0;0)= im /(x:0)-7(0:0)_ iim =%~
x>0 x—0 x>0 X
, 0,v)- (0,0 0-0
Zy(O,‘O)Z lim f( y) f( ): lim =0
y—=0 y—=0 y—>0 Y

Vemos que f es derivable en Py.

Analizamos si es diferenciable aplicando la definicion.

£ y)= £(0:0)= £ (0:0). Ax— £, (0;0). Ay =

= JAd Ay - 0-0.Ax - 0.4y = ]Ad].|[AV] = & Ax + . A
Si hacemos Ax = Ay,rr (g, +¢&,)Ax, g+¢&,=1.



130 Alejandro E. Garcia Venturini

Esto solo se verifica si & +¢&, =1, pero para que la funcion sea diferenciable

& y & deben ser infinitésimos para Ax— 0 y Ay — 0. Al no cumplirse esta
condicidon podemos asegurar que la funcidn no es diferenciable en Py = (0;0).

3 2

X' =xy

. 0.0

SR ey (xv) # (0,0)

0 (x;) = (0,0)
Analizamos la continuidad de la funcion.

a) £(0;0)=0
3

3 2 2
b) L=(Hlim' )CZ—XJ;: lim 2x 7= lim %=
x,y)—>(0,0) X +y (x,y)—)(0,0) X +y (x,y)—)(0,0) X +y

2 2
= [lim X-%— lim x_%:o
(xy)=(0,0)  x"+y~  (xy)-(0,0)  x"+y

Ambos limites son 0 por ser el producto entre un infinitésimo y una funcién
acotada.

Vemos que la funcién es continua en el origen, por lo tanto no podemos
saber si es diferenciable. Vamos a ver si existen las derivadas parciales, para
lo cual las calculamos.

En Po=(0;0):  z.(0,0)= Jim S(x:0)=/(0:0) lim =0 _,
x—0 X — 0 x— 0 X
, 0 0-0
z,(0,0)= Jim S(0)-7(0:0) lim ——=0
Y0 y—0 y—>0 Y

Vemos que f es derivable en Py.

Analizamos si es diferenciable aplicando la definicion.
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S y)=£(0:0)= £, (0:0). Ax ~ £, (0;0). Ay =

3 2 3 2
JA AT o A 0ay= B TR As g Acte,. Ay
Ax™ + Ay Ax™ + Ay
3 2 3 2
— AvAY - A
J AT ARl SAY A Avbe,. Ay
Ax” + Ay

Vemos que & y & pueden tomar cualquier valor por lo tanto no son infinité-
simos. La funcion no se diferenciable en Py= (0;0).

3x2y?

;v) # (0,0
I1I) Demostrar que la funcién z=1{ x*+ y4 (x y) ( ) admite deriva-
0 (x:y) = (0,0)
das parciales finitas en el origen, pero no es diferenciable.
EnPo=(0:0):  2.(0:0)= fim L (:0)-7(00)_ . 0=0 _
: x>0 x—0 x>0 X
, 0,v)- 10,0 0-0
Zy(o).o): lim f( y) f( ): lim —
y—>0 y—= 0 y—>0 y

f(x’.y)_f(XO;yO)_fx, (PO)'Ax_f); (P0)~ Ay =

AP oay dAPA
A&y L, oo dA(y)
—(Ax)4 +(Ay)4 A=A+, Ay, g (Ax)4 +(Ay)4 , & =0

2
lim %io. Si consideramos el camino Ax:(Ay)z, el
(axiay) = (0:0) (Ax)' +(Ay)
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, an(ayf 3ay)
im . - lim 7
(acav) > (0:0) (Ax)* +(Ay) gz—(;g)z (W) +(ay)' a0 (Ay)4.[(Ay)4+l]

Por lo tanto la funcién no es diferenciable en Py= (0;0).
DIFERENCIAL TOTAL EXACTO — LA FUNCION POTENCIAL

Dada una expresion diferencial P(x; y).dx+Q(x; y).dy es un diferencial total
exacto si existe una funcién potencial U = f(x;y) tal que su diferencial es

dU(x; y)=P(x; y)dx+O(x; y)dy .

Vamos a determinar la existencia de la funcion U(x;y).

Condicion de simetria

Si dU=P(x;y)dc+Q(x;y)dy = U, =P y U,=0. Si calculamos las

derivadas segundas cruzadas obtenemos: U;y = P) y U;x = Q.. Por lo tanto

P, =0, , igualdad que se conoce como la condicién de simetria.

Es decir, para que una expresion sea un diferencial total exacto se debe cum-
plir la condicién de simetria.

Una vez que hemos verificado que existe U(x,y), debemos calcularla.

Cadlculo de U(x;y)

Como g—z =P(x;y) = Ulx;y)= IP(x;y).dx =F(x;y)+aly) (1)

La constante de integracion se puede expresar como una funcion de y porque
estamos integrando segun la variable x. Pero ademas

g_u =0(x;y) = Ulx;y)= _[Q(x;y).dy =F(x;y)+ B(x) (2)
Y
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Ambas integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en una
constante.

Por lo tanto U(x;y) se obtiene comparando las integrales (1) y (2).
Ulxiy)=Flxy)+alx)+Bly)+C

Para cada valor de C se obtiene una funcion potencial.

Ejemplo: (2)63 + y)dx + (x +2y° ).a’y

Primero verificamos la condicion de simetria: P, =1=0, .

Hemos verificado que la expresion es diferencial exacta. Ahora debemos en-
contrar la expresion general de U (x;y).

U(x;y) = I(2x3 + y)dx = x_24+ yx+ a(y)

U(x,‘y)= I(x+2y2)a’y =xy+zTy3+ﬂ(x)

Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, vemos
y . 2y°
que la funcion de y que figura en la 1° integral es % que aparece en la 2°

4
X
integral y que la funcion de x que aparece en la 2° integral es 7 , que apa-

4 3
rece en la 1° integral. U(x; y)= xy+x7+2%+ C.

Verificacion

Es muy facil verificar si la expresion es diferencial exacta. Si calculamos el
diferencial total de la funcidén U(x;y) que hemos obtenido, debemos obtener
la expresion diferencial.
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PLANO TANGENTE — LA APROXIMACION LINEAL

Dada la funcién z = f'(x,y), consideramos el punto Po= (xo;)0). Si en ese punto la
funcion es diferenciable, podemos expresar el incremento al pasar de Py a P.
Ya vimos que si Ax > 0 y Ay — 0: Az=dz. Desarrollando queda:

z -1z, Efx'(xo;yo). (x—x,)+ fy' (xo; yo). (y = ,) . Despejando z:
2= [ (i vy)- (e =x0)+ £y (i 0)- (0= 30)+ 24

El 2do. miembro de la igualdad es la ecuacion de un plano que recibe el
nombre de plano tangente a la superficie en Py’ = (x¢;10:20).

Z, :-]Cx’ (xofyo)~(x_xo)+fy’ (xo:'yo)'(y_yo)+zo o

Nota: Designamos como z; a la z del plano tangente, para distinguirla de la z
de la funcion.

En Py = (xo; yo) coinciden la imagen de la funcion y del plano tangente.

z (o3 Yo) = zt (o3 Yo)-

Nota: El plano tangente contiene a todas las rectas -
tangentes a las curvas que pasen por el punto. § iy

El vector u especifica
una direccion en el plano xy

Nota: cuando se sustituye el incremento Az por el diferencial dz para aproxi-
mar una funcidén, geométricamente se sustituye la superficie por el
plano tangente. En realidad se calcula la imagen del plano tangente y
no de la superficie. Esto se denomina aproximacion lineal.

Condiciones de diferenciabilidad: desde el punto de vista geométrico una
funcion es diferenciable en un punto si admite plano tangente en ese punto,
lo que equivale a decir que admite derivada en toda direccion y sentido.
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Recta normal

La recta normal en un punto es la recta perpendicular al plano tangente en dicho
punto. Como los denominadores (niimeros directores) de la ecuacion de la recta
perpendicular a un plano son los coeficientes de la ecuacion del plano, tenemos

X=Xy _ Y=Yy _Z—Z
fx(xofyo) fy(xofyo) -1

que una ecuacion es:

Interpretacion geométrica del diferencial

El diferencial de una funcién de un campo
escalar de dos variables mide la variacion del
plano tangente al pasar del punto Py = (xo:)0)
al punto incrementado P = (x¢+Ax ; yo+Ay).

De @ surge que z, =dz(x,,y,)+ z, , entonces:
z, —z, = dz(x,,y,), por lo tanto: dz (xo; o) = Az, = z, (x; y) — z (X0; Vo).

Ejemplo

Dado el paraboloide z = x* + )%, hallar la ecuacion del plano tangente y de
una recta normal si Pop=(2;1). Calcular la variacion del plano tangente al pa-
sar de Py a P = (2,1;0,9) y verificar que coincide con el diferencial en P,.
Primero hallamos zp=4 + 1 = 5.

Calculamos ahora las derivadas parciales en P,,.
z=2x=z (2;1)=4 z=2y= z,(21)=2,
la ecuacion del plano tangente es: z, = 4(x—2) + 2(y—1)+5 =4x + 2y — 5.
Calculamos z(P)=4.2,1+2.09-5=52
Az=z; (P)— z(Py) = 5,2-5=0,2.
dz (2;1)=4.0,142.(-0,1) = 0,2 = dz = Az,
x-2 _y-1_z-5
4 2 -1

Una ecuacidn de la recta normal es:
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GENERALIZACION PARA FUNCIONES DE N VARIABLES

Si u= f(x,;x,,%;,...;x,), el diferencial de  es:
1) du= fX’l dx, +f);2 dx, ++fx dx,

Ejemplo
u=3x"2xy" +4xz = du=(6x-2y" +4z).dx + (~6xy°).dy + 4x.dz

2) Una funcidn es diferenciable si

FP)=f(P) =1, (P).Ax, = £, (). Ax, —...— f, (P,).Ax,
=&.AMx, +&,.Ax, +...+ €, Ax,

&g > 0¢& —>0,.,, > 0si
Y Ax;, > 0yAx, =0,.,Ax, =0

2
xyz o N
Ejemplo  u= m (x;3,2)#(0,0,0)

0 (x;v:2) = (0,0,0)

En la pagina 85 hemos demostrado que las derivadas parciales en el origen va-
len 0.

S y;2)= £(0,0,0)= £, (0;0:0). Ax — £, (0;0;,0). Ay — /. (0;0,0). Az =
AxAy(Az)’

Tl ey O e 0ay 04z

AxAy(Az)’
(Ax)+(ay) +(Az)?

=& A+ EAY +EAZ
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2

Ay(AZ)
(&) +(&y) +(22)

Si hacemos ¢ = ,6,=0,6,=0

2

lim N ) S
(Ax;Ay;Az) — (0:0:0) Ax? +Ay2 +AZ? (Ax;Ay;Az) > (0:0:0) Ax* + Ay2 + AZ?

El limite es O por ser el producto entre un infinitésimo y una funcion acota-
da, por lo tanto la funcién es diferenciable.

DIFERENCIALES SUCESIVOS

Dada una funcién z = f'(x,») se puede calcular, como ya hemos visto, su fun-
cion diferencial que de ahora en mas llamaremos funcion diferencial prime-
ro. Si esta funcidn diferencial la volvemos a diferenciar, obtenemos una nue-
va funcién diferencial que llamamos funcion diferencial segundo, y asi su-
cesivamente. Veremos como se obtienen estas expresiones.

Diferencial segundo

d*z=d(dz)=d (f..dv+ £, .dy)=(fi.dv+ £, .dy) .dx+(fl.dx+f.dy) .dy

X

=(fo-dxt fr.dy).dc+ (1, dxt fo.dy).dy=fi .de +2f,dxdy+ f,.dy’

Si queremos calcular el diferencial tercero, debemos calcular el diferencial
del diferencial segundo.

Diferencial tercero
d’z=d(d*z)=d(f..d*+2f,.dc.dy+ f,,.dy’)=
(fode®+2 1 dedy+ £, dv®) et ([l d® +2f,.de.dy+ [ dv?) .dy=

(frreds® + 210 dxdy + frrdy®).dx+( frdc® +2 frydedy + £, dy*) dy =
S 3 fo > dy +3 0 dedy’+ [, .dy’



138 Alejandro E. Garcia Venturini

Diferenciales de orden n

Si observamos las expresiones del diferencial segundo y del diferencial ter-
cero vemos que tienen el aspecto de la potencia de un binomio, donde los
exponentes indican, para las derivadas orden de derivacion y para los incre-
mentos potencias efectivas.

d*z=f..dx*+ Zf;jv.dx.dy + fyy dy*
d*z= fr.dd+3f0, d dy+3 1, dv.dy’+ f,, . dy’
Generalizando esas expresiones obtenemos la forma general del diferencial

de orden n.

d"'z= (fV .dx+fy' .dy)(n)

Expresion que se denomina operador simbdlico.

Ejemplos

a) Hallar d*z en Py = (1;2) siz = x> - 5x*)°

Vimos que el diferencial segundo en un punto es:

dzz(xo;y0)= f);;c(x();)/o) dx* +2fx')'/(x0;y0)'dx'dy+ f;;(XOQYO)- dyz
Calculamos las derivadas que intervienen en la expresion:

fo=3x*y* =100y’ = f. =6xy° =10y’ :>fx”x(1;2): -56
£, =2x"y =153y = f,, =2x" =30x°y= f;, (1,2)=-58
foy =6x7y=30xy" = £, (1,2)=-108

Por lo tanto, d*z(1,2)=—56dx> — 216dx.dy — 58dy*
b) Hallar &’z si z = y*x*+4y**

m

Vimos que: d’z= fu .dx’+3 [y, d’ . dy+3f,, dx.dv’+ f,, .dy’
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Calculamos las derivadas que intervienen en la expresion:

fi=2y"x+16y’x’ = f. =2y" +48y°x%, fxy =8y x+32yx°
fy =4y°x* +8yx* :>f)y =12x%y? +8x*
Foee =96Y°x, £, =24yx", fr, =8y +96yx7, £ =24xy” +32x°
d’z =96y x.dx’ + 3.(8y3 +96yx* )dxz.dy + 3.(24y2x +32x° ).dx. dy® +24yx* dy’

EL DIFERENCIAL Y LAS DERIVADAS DIRECCIONALES

Vimos en la pagina 98 que la derivada direccional segun la direccion y sen-
tido o en un punto Py = (x¢;)0) se puede expresar como el producto escalar
entre el vector gradiente y el versor director de la direccion y sentido o. Si
esto es asi la funcién z = f(x;y) es diferenciable en Py = (xo;)0).

z; (P0)=z;(PO)=VZ(PO)O\7
Propiedad

Si en un punto Py = (xo;0) se verifica que z, (PO);t Vz(P,)e v, entonces la

funcion no es diferenciable. Esta es otra forma de verificar la no diferencia-
bilidad de una funcién en un punto.

El diferencial y el gradiente

2,
I\E/rlln?; que si z = f (x;y) el diferencial de z en un punto Py = (x¢;10) es
dz(P)) = f.(P,).dx+ £, (P,).dy = £.(P,): £, (P) | (de;dly) .
Si consideramos el vector desplazamiento dx = (dx;dy) que tiene la direc-
cion de la recta tangente, entonces dz(P, )= Vf(P,)e dx .

El diferencial de una funcién en el punto P, es igual al producto escalar entre
el gradiente de la funcion en el punto por el diferencial del vector que une
los puntos Py = (x¢;v0) y P = (x;)).
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En R>:

Si u=f(xyz2), dz(P,) =1, (P)dx+ f,(P,).dy+ f.(P,).dz, por lo tanto
dz(By)= £ (Py): £, (By), £ (Py ) | o (i dly;dkz).

Si consideramos ahora al vector desplazamiento como dx = (dx; dy;dz),

entonces dz( ) \%4 ( )
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Diferenciales

1) Calcular el diferencial total de la funcion z= x’y + x*y* + xy* en Py = (1;1),
sidx=0,2ydy=0,05.

2) Calcular el diferencial total de la funcion z = x./n y — y.In x para x, = 1,
yvo=1,dx=0,1ydy=-0,2.

3) Calcular el valor aproximado de la funcién z=x"y°, aplicando diferencia-
les, en P =(1,0017;0,995).

4) Calcular el diferencial total de la funcién z =arc tgl.

X
5) Calcular el valor de z=x"y" en P = (1,017;1,99) aplicando diferenciales.

6) Calcular aproximadamente mediante diferenciales 5\1(3,8)2 + 2.(2,1)3 .
7) Hallar a) d°z en Po= (1;2) si z = x*y*— 5x%°, b) d’zsiz =y +4y%*
8) Investigar si las siguientes funciones son diferenciables en el origen.

2y .
a) z=x" +5xy—4e™” b) z=4 x5+ (x, y);t(0,0)

0 (xy)=(00)

3 3 4 4
X -y . . Xty ) £(0:0
Q) z=1x 4, (x;7)#(0,0) Q) z=l2+)° (x:)#(0:0)
0 (xy)=(0,0) 0 (xy)=(0,0)
xy.(x2 —yz)
9) Dada la funcion z = X’ +y? (x:)#(0:0) , demostrar en R*:
0 (x:)=(0:0)

a) es continua, b) es diferenciable.

x/y+1

10) Demostrar que en un entorno del origen e + ln(y + 1) =x+y+l1.

11) Calcular aplicando diferenciales £(1,96,0,96) si f(x;y)=+/x"+1>.
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Plano tangente

Determinar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a las siguientes
superficies en los puntos indicados.

) z=2x"y+1y —x+1 en Py=(1;3;z0) 2)z=x>—x+2xy +1 en Po= (1;2:z)
3)z=2xy+x -y +l enPo=(1;2;20) 4)z=x"—x+2y" +1 en Py= (1;2;z)
5)z=x> —4y* en Py=(2;1;z0) 6) z=x"+1" en Py=(2; —1;z)

7) Calcular la variacion del plano tangente a la superficie z = 2x° — y* al pasar
del punto Py = (1;2) al punto P = (1,1;2,5).

) (Donde corta al eje z el plano tangente a z=¢" en Po= (1;1;z).
9) Hallar por aproximacién lineal f(0,1,=1,02)si f (x;y)=x" +2xy+2y.

10)Hallar por aproximacion lineal f (xo +0,1;y, - 0,2) si f(Xo00)=2, z=f (x3p),
f\;] (xo:'J’o) :%' fv; (xo;J’o) = %’ v = (4:'3) y v, = (3;4)-
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RESPUESTAS
Diferenciales

1) dz (1;1)=1,45  2)dz (1;1)=-0,3

3)2=09785 4) dz=——2— dv+———.dy 52233376 6)2,01
X +y X +y

7) a) d’z = —56.dx* — 216.dx.dy — 58.dy*
b) &z = 96y°x.dx’ + (24y° + 288yx?).dx".dy + (72" x+96x°).dx.dy* +24yx>.dy’

8) a) si, porque tiene derivadas parciales continuas, b) no, porque no es
continua, ¢) no, no verifica la definicién, d) es diferenciable.

11) £(1,96,0,96)=2,182

Plano tangente

yz=1lx+8y20, *1-2=3_2715
TR

2)z=5v+2y-4, x—=1_y=2_z-5
5 2 -1

x-1 y=-2 z=2
3)z=Tx-2y-1, = =
) g 7 -2 -1

4)z=x+8y -8, x—lzy_2=Z_9

5)z=4x -8y, x;2:y_—:_

x=2 y+1 z-5
-2 -1

T dz=-1,4 8)z=1 9) £(0,1,-1,02) = 2,24

6)z=4x -2y -5,

10) f (x,+0,1;y,-02)=163
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FUNCIONES VECTORIALES

El concepto de funcidn escalar visto en Analisis [ y de campo escalar
analizado en este texto, lo vamos a extender ahora al concepto de funcion
y campo vectorial.

FUNCION VECTORIAL

Una funcion vectorial es una funcion que transforma un numero real o
escalar en un vector o en un punto de R".

FASR->R"/ f(0)=1£0): £o(¢):...; £,(£)], donde las £ () son funciones

escalares, es decir funciones que van de 4; >R, con 4, C Ry n>2.

Por lo tanto el estudio de una funcién vectorial se reduce al estudio de las
funciones escalares componentes.

Si n =2, la funcién vectorial asigna a un niimero real como imagen un
vector de dos componentes o un par de nimeros reales, es decir un punto
de 9?2, y si n =3, la funcién vectorial asigna a un numero real como ima-
gen un vector de tres componentes o una terna de numeros reales, es decir
un punto de R°.

Ejemplos

a) [ A-R/ f()=0r+1;1-2)=Br+1)i +(r-2)
f2)=(7,0), f(-1)=(-2:-3)

b) FiA—R /()= t+10+2:02)=(c+1) + (e +2)] + 77k
/(2)=(:2:0), 7(=1)=(0:11)

0) fiA—R/ f(0)=t=5:im(t+2):2 +1:5)
7(2)=(-3:n4:510), f(=1)=(-6;0;2,-5)
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Dominio de una funcion vectorial

El dominio de una funcion vectorial es la interseccion de los dominios de
las funciones escalares componentes: A=4 NA, NA,..NA,

Ejemplos

a) 7 A—R/F() =( !
£2+2

b) f:A—>R/F(t) = (1-2¢;3+;-1+1). Dom f=R

0) f AR/ fe)=(intNT=1 ). Dom f =(0:1]

d) f: 4> R/ _f(l):(ln(t—l);ﬁ+2;:;5J. Dom f = (1;+e0) —{3}

;51} .Dom =R

Algebra de funciones vectoriales

Sean f:A—R"y g:B—R" dos funciones vectoriales, podemos defi-
nir las siguientes operaciones entre ellas.

Si /o =R/ JO) =140 £0) 1,0 y
g4, - R/ gt)=1g,0) g,(0).cg,(0)]

1) Suma algebraica

~
~—

W)= (7 £ g)r)e Vi hie)= 7o)+ 2().
hed—>R/h()=[£(0) g (1) £(0) £ (1) £, (1) 2 g, (1) ]

El dominio de % es 4 =4, N A,.
2) Producto escalar
h(t)=(f o &)(t) = Ve :h(t)= z £.(t)g,(¢). El dominio de

es A = A; N A, Obsérvese que el producto escalar da por resultado un
numero real y no una funcién vectorial.
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Ejemplos

(> +550-2). 4=Ry
=P +50-2:0-4). 4,=R

a)Dadas f: 4 —>R*/ f(1) =
g:4, >R /3t

DR AR /h()=F)+8(0)=( +1 +5t+3:61—6). A=R

iyh: AR /()= f)-8()=(-F + =5t+7:4t+2). 4

1i1)

h:A—R/h(r)= )= (2 +5)(* +50=2)+ (51— 2)(r — 4)=
=" +108* - 212 +25t 10)+(5t2—22t+8) £ 4108 +36° +3t -2
A=R
b)Dadas f : 4, >R/ f(t) = [; At — 2:—’2j A =R {02}
g:4, >R /g(t) =(,21,5). 4,=R
D i AR ()= ( 8’_120]
A=R-{0;2}
i i AR/ h()= [_’ 2, 10= ;tj
A=R-{0;2}
iiiyh:4—>R/h(t)= U +(4r-2 2t+%5—
=1+8¢ —4t+% A =R-{0;2}

3) Producto entre una funcion vectorial y una funcion escalar

Si f'es una funcién escalar con domino 4; y g una funcién vectorial con
dominio A4, entonces el producto entre ambas es una funcion vectorial

h(¢) tal que: h(t)=(f.8)(t) & Ve h(t)= f(t)g(t).
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Ejemplo
Dadas f: 4, =R/ f(t)=1*, 4,=R.
yg: A4, >R /glt) =(z—1;2z;§j , A, =R— {0}
h:A-R/h()=£0)g)= -1 26 5t). 4=r - {0}.
4) Producto vectorial

El producto vectorial se define para funciones con imagenes en R’, es de-
cirque / : 4 >R/ f(e)=[40) £, /)] y
g:4,- R /g(t): [gl(t),‘gz(l‘),‘g3(t)].

h:A->R/h(t)=FO)ng(t)=(fr.8,— 1180 fr-8— 1185 [1-8,— 12-81)
A :Al mAz.

También se puede expresar a través del siguiente determinante

ik

]7/\§=f1 fHrof =(f2.g3—/’3.g2);+(]p3.g1—ﬁ.g3)]+(ﬁ.g2—f2.gl)/€
g & &

Ejemplo

Dadas f : 4, — R/ f(¢) :Gm;s;j A =R-{0}

g:4, >R /g(t)=(21,5). 4,=R
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i ]k
h(t)=f(t)~g(t)= ; 4t 5= (4[.5—5t.2t)7+[51.I—%.5)]+(;2t—4t.tjl€
t 2t 5

=20 —102 )i +| 52 == |j+(2 -4 )k
(20¢-10¢) +(5¢ f)v (2-4)k
A= R-{0}.

Limite de una funcion vectorial

Si f:A—=R"/F()=1f): ). £,()], ¥ 1 es un punto de acumu-
lacion de su domino, entonces:

[ =lim f(¢) =(0:1,:1,...;1,), donde I, = Jim f(t) (1<i<n)

1=ty )

Las propiedades y la definicion de limite para funciones vectoriales se re-
ducen a las propiedades y definicion de sus componentes, que son fun-
ciones escalares.

El limite / existe si existen los limites de cada una de las funciones esca-
lares. El limite de una funcién vectorial como vemos es un vector.

Ejemplos
a) ]7 AR’ /f(t)= (tz;t3 +5t—2), hallar /jm ]_”(t)
t—1
lim f0)= (lin? (t2 ) lim (t3 +5t— 2)) =(1,4)
= — —

b) f:A-R/ f(1)= (12 —2;cos t;tz), hallar 7im f(¢)

t—0

lim 1) = 1im (> = 2): lim cost: 1im tzj =(~2,1,0)

t—0 (t—>0 t—0 t—0
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) f:A-R/ f(r)= (’2—_11”—’)2;} hallar 7im f(r)

t—1"sen(t—1 -1

- =1 Int
lim £ ()= (llm lim ———  lim (2t)J

-1 -1 =1 i1 sen(t—l) -1

=(ﬁm (t+1); lim ;hm(ZﬁJ=(lt2)

-1 i1 cos(t—1)" -1

Continuidad de una funcién vectorial

]7:A—>9?”/f(t):Ul(t);fz(t);...;fn(t)], es continua en f € A si

lim f(t): f(to). Una funcion es continua en # € A4 si lo son todas las
1—t,

funciones £(7) en .

Ejemplos
a) f A—-R? /f (21 +1; j es continua VxeR.

b) f:A—-R/ f(r) (tz 2;cost;t*), es continua VxeR.

t2

c) f A%?ﬁ/f [ 21J es continua Vxe R —{1;2; -2}.

tl
sent
tﬁ, t#0
d) f:A->R/ 1)
0,0,0 t=0

En t, = 0, vemos que el /im f 1)=(0,0,1), y que f(O) =(0,0,0), por lo tan-

t—0
to la funcidn no es continua en 7, = 0.
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Derivada de una funcion vectorial

Dada una funcion f:A—R"/ f(t)=[£0): (). £, ()], 1a derivada

en ty€ A, se expresa como f (to), se denomina gradiente o vector deri-

vado 'y se define como el limite:

j?(to): lim M , Si este limite existe.
-ty -1,

Si aplicamos la definicion de derivada a cada una de las funciones escala-
res, tenemos que: f'(t): [—l(t)fz(t) fn(t)]
Ejemplos
a) f: A= R/ F(1)=] +1;cos(21)]
]7 (t) =[2¢,2sen (ZI)]

b) f:A-R/ f(1)= [lnt 1g (50):4/2¢ ]
- 1 1
70=(issec () |

Punto ordinario o regular

Se dice que un punto de la curva correspondiente a un valor #, interior al
conjunto 4 es un punto ordinario si las derivadas de las funciones escala-
res existen, son continuas en ese punto y al menos una es distinta de 0.

Algebra de derivadas

Las reglas de derivacion de funciones escalares se extienden a las deriva-
das de funciones vectoriales. Asi:

2 [F()+20)] =7 0)+2 () yte DomJrDomg
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b (670 <7 ()
o) [f()eg@)]'= ' ()g(t)+ 7(t)g (c). f(¢) esuna funcién escalar.
yte Dom fnDomg

Demostracion

Lo demostramos para el caso de tres variables.

L&) =Lr@)x0): £ 1)) =
= [ Oxle)+ £ (0)x 0 7 O+ 7). (0 £ (020)+ ()2 ()=
= 7O v 2O FOL @)y (02 0= 7 (020)+ £(0)2 ()

Demostracion

Lo demostramos para el caso de tres variables.

Sea f(1) =[x (1): 3, (12 (O] y &(0) =[x 0): 3 (1): 2, ()]

Corolario: Si f(t) es un vector de médulo constante, entonces es per-
pendicular a su vector derivado.
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Demostracion: si ‘f"(tX es constante, calculamos el producto escalar

f(l)o j;(l)Z ‘f(t)(.‘f(d.coso = ‘f(zr =k
Derivando a ambos miembros queda: []7(,), J?( t)] K

[70) « 70+ 708 [70] =0 = 2[70)] « 7)=0

Como [f(t)] e 7(t)=0, ambos vectores, el vector f() y su vector
derivado, son perpendiculares.

&) [F)ng0)] = 7 () ng()+ F)A g (0)

Demostracion

g0 =gy - frgai fogi— frgor froga— frogr) =

“he-ra)i(ha - fie): g - frg) =
=l g3+f2g3 figs— frga )l fogi+ frg — figs— frgs)
(e + 18- figi— 1))

(s
(s
e

=gy £ (e - /) — fog )+
(s 1) (fog - 25k (2o — o))
=1 (e)ngle)+ f(t)n g (¢)
Ejemplo

Calcular: a) []7([)0 g(t)] , b) []7(1‘)/\ gr(t)] si f(r)= (e’ ;2t;—3) y

gt)= (ln 1 e_t;%J
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7)=(e'2:0), ()= (1 e _2)

) V(z)-g(r)]’:(ef,-z,-o).(znt,-e—f,-;}(ef,.zt,._s).G,_e-z,._%:

t
., e L, 3
=e Int+2e" +— -2t ’+—2

t t
PR ,
b F(0)agl)=|¢ 2 0=%z*—e7j+(1—21m).1€
nt e’ 1
t
Pk |
FOAg W)=l 2 -3 =(—3—3e-fj7+ BENCA Y.

1 - 1 t t t

t ¢ 2

t

[7()n2(0)] = (_3e—f)z+(€’L2"3fjj_(z+zzm).zz

Funcion vectorial diferenciable

Una funcion 7 : 4 —R"/ f(t)= L) £5(0) f5(2):.os £, (2)] es diferencia-

ble en fy € A4 si es derivable en ¢,.

Derivadas de orden n

Las derivadas de orden n de una funcidn vectorial se obtienen calculando
las derivadas n-ésimas de cada una de las funciones escalares.
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Si F:A=R/ F0)=]? +1cos20)] . F(0)=[21,-25en(20)]
() [2 —4c0s(2t)] () [O 8sen(21)] y asi sucesivamente.

Integral de una funcion vectorial

FiA-R"/ f(0)= L£,(); £5(¢)... 7,(r)] es integrable si lo son f;(¢), £, (¢),

o Sy (t) , y su integral se calcula de la siguiente manera:

b

7t dt_“fl i [0t 10 }

a

Rigen para las funciones vectoriales las mismas propiedades de las inte-
grales de funciones escalares.

Ejemplos
a) ]7.'A%E’K"/f(t)=[t3;lnt;}j
J.f dt—“t d; jzmdz E }:[ﬂs,(z.m—t)]f,-_zm]f}:
=(20;31n3-2,~In3) |

a) f(t) = (e’ ;2t,'—3)

]f(t).dt = ( ]e’ dt; 1IZt.a’z;...; l.f(— 3).dtJ = (e’ ]l) 1 ]10— 31]5)

0 0 0

=(e—11,-3)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dadas las siguientes funciones vectoriales, resolver las operaciones in-
dicadas.

fA-R? /f(t)=(t2 + 1,-2:;%;3”2), FiA-R/f()=
G:A-RY/g()=(r+2: 0410120 -2)
o (f+g)) wl-g  olfeg o lrr)e

2) Dadas las siguientes funciones vectoriales, calcular los limites en los
puntos indicados.

a) [:A %9{3/f(t):(setm;t.lnt;St—Zj, hallar Jim £(¢)

t—0

b) f:A—R/ f(t)= [13 —3t+2,_1—cos(t—l)]’ hallar Jim, £(t)

t—1 t—1 t—l1
3) Analizar intervalos de continuidad de

a) f:A—>R*/f(t)= (\/Z;«/t—l)
b) f:A—R/ f(e)=(t+2;arcsent; 2t - 5)
0) AR/ F()=(8:v1 )

4) Dadas las siguientes funciones vectoriales, hallar sus respectivos gra-
dientes.

a) f:A—R/ f(e)=(e Ni-1)

b)f A—>9i3/ft)=( +2t;arccost’ lnt)
) frA->R/F)=[ St\/—tg (21))

d) [ A—>R/ 7()=( —cos2):e” ;> —Int)
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5) Caleular 7()e (7 ())n 7' () si 7(e)=(5t,1%—cos (3¢))

6) Calcular: a) |/ ( ( )ngle ))

&) .
si f(t)= (r —31; 1) gt)= (—3t t)

RESPUESTAS

Da) (7+2)e)= (3 3+ 2‘:’;’2;51}

b) (a—g)(1)=(2t2—1;t—1,-_’:_+12’ ’.t+4j
o) (Feg)t)=—r* +10/ -1
@ (1.7)0)= (21 +2,40 -6 +4t)

2)a) (1,0,-2), b) (6,0)
3)a) [1,+0), b) [-1,1], ¢) [0, +0)

— 3t s _ 3t2 z

4)a) Vi =1t —(3 ] b) Vi = f(t)= [3; +2; M’t]
¢) Vf = f )= 8 — 6lg (21).sec (2t)J
d) Vf f [3t + 2sen 2t 3e3’ 2t—;)

5) 7)o (7' (6) a7 ())= (457> =10) cos(31)— 30r.5en (31)

6) a) [f ] =30 +1 b) [f A8t )] =(3—912;—4t3;6z—1213)
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REPRESTACION GRAFICA DE FUNCIONES VECTORIALES
LAS CURVAS PUNTUALES — LAS TRAYECTORIAS

Si f: [a;b] —R", con n > 1, es una funcion vectorial continua definida

en el intervalo real cerrado [a;h] denominado intervalo paramétrico, se
denomina curva C a su imagen. Esta une, en el espacio n-dimensional,

los puntos f(a) y f(b) Estas curvas se denominan curvas puntuales.

Curva plana: si n = 2, tenemos una curva plana incluida en el plano R?.

El conjunto de puntos (x; y)= [x(t); y(t)] del plano definen la grafica de la
curva.

Curva alabeada: si n = 3, tenemos una curva alabeada incluida en el espacio
R’.

El conjunto de puntos (x; y;z)= [x(t); y(t);z(t)] del espacio definen la grafi-
ca de la curva.

Curva suave o regular: si la curva esta asociada a una funcidon vectorial
con derivada continua y no nula en el intervalo. Es decir que el arco de
curva esta compuesto solamente de puntos ordinarios.

Curva suave o regular por tramos: si es continua, con derivada continua
y no nula con excepcidn de un numero finito de puntos, que definen arcos
en los cuales la curva es suave.

Interesan en particular las curvas planas y las curvas alabeadas.

Ejemplos

a) Si ]7 4] > %2/ f(t): (¢:1+1), tenemos una curva en el plano R* que
une los puntos (1;2) con (4;5).

b) Si f : [1;4]—) R/ f(t)z (t2 ;1+t;2t), tenemos una curva en el espacio
R? que une los puntos (1;2;2) con (16;5;8).
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Clasificacion

Si f: [a;6] — R" es una funcién vectorial continua y C es la curva aso-

ciada, ésta es:

1) cerrada < j‘(a)=j7(b).
2) un arco < f(a);tf(b). f(a) y f(b) son los extremos del arco.
3) simple & ]7 es inyectiva en (a;b).

4) una curva de Jordan < C es cerrada 'y simple. (cerrada y no se corta a
si misma).

@ curva cerrada / simple
\é arco Q curva de Jordan

Curvas en forma paramétrica

Se conoce como parametrizacion a la representacion de una curva o su-
perficie como imagen de una funcién vectorial.

Las curvas que son imagen de una funcion vectorial, quedan definidas en
funcion de la variable o parametro ¢, por eso se dice que estan definidas
en forma parameétrica.
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Curvas planas o curvas en R*

La funcion vectorial ]7 : [a;b]—) R/ ]7(1): [x(t); y(t)] en su forma para-
x=x(r)
y=ylt)
en un intervalo paramétrico [a;b]. a <t <b.

métrica es { , donde x(r) e y(¢) son funciones continuas definidas

A cada valor de ¢ le corresponde una par (x;y) que define un punto del pla-

no. Este conjunto de pares (x;y) define una curva C en R* que es la imagen
de la funcidn vectorial.

f(to):(xofyo):POv ](tl)z(xl;yl)zplv “"f(tn)z(xn’.yn):Pn

Eliminando ¢ en las ecuaciones paramétricas obtenemos una ecuacion en x
ey, que es la ecuacion cartesiana de la curva.

Ejemplos
a) f: [—2;2]%9?2/f(t):(t+2;t2 +1)

o x=t+2
en su forma paramétrica es
2
y=t"+1

Para representarla graficamente efectuamos una tabla de valores dando a #
valores en el intervalo paramétrico.

Observamos el sentido en que se va generando la curva a medida que ¢
toma valores crecientes dentro del intervalo

paramétrico. En este caso vemos que lo

hace en sentido positivo o antihorario.

t
-2

1
[a—

DR [— | =

N [—= D
EHOSHY O R Y Fall 1
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Si despejamos ¢ de la primera ecuacion y reemplazamos en la segunda,
tenemos que y = (x - 2)2 +1=x"—4x+5, que es la ecuacién cartesiana
de una parabola.

b) ecuacion paramétrica de la circunferencia

7:l0272] >R/ f(t)=(r.cost, r.sent)

. X=r.cost
en su forma paramétrica es
y=r.sent
t X y
r 0
/2 0 r
T -r 0
3n/2 | O -r
27 r 0

Si elevamos al cuadrado ambas ecuaciones y sumamos, tenemos:
x> +y? =r?, que es la ecuacién cartesiana de la circunferencia de centro

en el origen y radio . La curva es recorrida en sentido positivo o antiho-
rario.

En este caso tenemos una curva plana de Jordan.

Las trayectorias

Se denomina trayectoria a toda funcién vectorial continua de la forma
7 :a:b] >R, conn>1.
Sin =2, la trayectoria esti en R’y sin=3, estien R°.

Dos o mas funciones pueden tener el mismo conjunto imagen, es decir la
misma curva, pero sus trayectorias pueden ser diferentes.

La misma curva se puede generar en distintos sentidos y/o velocidades.
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Ejemplo

Consideremos las funciones f; : [0,27] >R/ £,(t)=(2.cost;2.sent) y

5 [027] > R*/ f (t)=(2.cost,~2.sent). Tienen como imagen la misma
curva que es la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y
radio 2, pero en el primer caso la curva es recorrida en sentido positivo o
antihorario y en el segundo caso es recorrida en sentido horario o negativo.

Dos funciones vectoriales a las cuales les corresponde la misma curva
pero distinta trayectoria se denominan equivalentes.

Si las trayectorias son opuestas son opuestamente equivalentes.
Ejemplo

Veamos las tablas de valores correspondientes a fl ya ]72

/i /a
t X y t X y
2 0 2 0
/2 0 2 /2 0 -2
T -2 0 T -2 0
3n/2 | 0 -2 3m/2 0 2
21 2 0 21 2 0

Sentido negativo u horario Sentido positivo o antihorario
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3
Curvas alabeadas o curvas en R

La funcién vectorial f : [a;b] - R/ f(t) = [x(t); y(t);z(t)] en su forma pa-
x=x(7)

ramétrica es {y = y(t), donde x(t), y(t) y z(t) son funciones continuas
z= Z(t)

definidas en un intervalo [a;b]. a <t < b.

Las ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones paramétricas de la
curva C.

A cada valor de 7 le corresponde una terna (x;y,z) que define un punto del
espacio. Este conjunto de ternas (x;y,z), por haber una sola variable inde-

pendiente (7), define una curva C en R’ que es la imagen de la funcion vec-
torial.

.?(lo):(xofyo"zo):PO ’.f(ll):(xl;yl;zl):Pl’ ""f(tn):(xn;yn;zn):Pn

Eliminando ¢ en las ecuaciones paramétricas obtenemos dos ecuaciones
en x, y, z. Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones cartesianas
de C. Cada ecuacidn cartesiana es la ecuacion de una superficie y la curva
C es la interseccion de ambas superficies. Las ecuaciones de cualesquiera
dos superficies que contienen a C pueden tomarse como las ecuaciones
cartesianas que definen a C.

Ejemplos
x=t
a) /:[-12]- %/ 7(0)=:22) {y =22
z=2
. , y=x’
Si eliminamos el parametro ¢ queda: 5
z =

La curva alabeada es la interseccion del plano z =2 con el superficie y = x*.
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b) f : [0%] >R/ f(t) =[2cost;2 sen 1:2(cost +sen t)]

t X y z
0 2 0 2
w4 | V2 | 2 | 242
/2 0 2 2
x=2cost
y=2sent

z= 2(cos t+ sent)

La curva es la interseccion de las superficies: x> + y> =4 y z=x+y.

¢) f: [0,'5—”]—> R/ f(t)=(acost bsent t)

t X y z
a 0 0
/2 0 b /2
T -a 0 T
3n/2 0 -b 3n/2
2n a 0 2n
Sm/2 0 b Sm/2

La curva que se genera en este caso se denomina Ahélice y lo hace dentro

2 2

- X
del cilindro — + 2 _1.Esta curva es una curva alabeada y €s un arco.

a b?

La curva es la interseccion de las superficies: x =acosz y y=bsenz.
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&) 7 L]/ 7()=(2:7)
x |y |z —
- (1,1,1)
-1 ] -1 (1) (1) =1
1 1 1 1 (0;0;0) L
t=0 -
La curva es la interseccion de las superfi- N ’
cies: y=xyz=x". | '
Y-11-1)

r=-1

Vemos que es una curva alabeada simple y es un arco.
Vector derivado — vector tangente

Ya hemos definido como vector derivado al que se obtiene de derivar una
funcidén vectorial. El vector derivado es tangente a la curva en £ =7y o en P,

En R*: ]7 : [a;b]—) R> /f(t)z [x(t);y(t)], en t =1ty Po= (x0:)0)-

5 ()= 7 )= [ (1) @)
Ejemplos

a) f‘(z):(t2 +2,-1* +t), en #=2. Py=7(2)=(6;-2)
f0)=Q@e=20+1) = 5,(,)= £(2)=(4-3)

b) f(1)= [@,~%+2z), en Po=(2; 4). SiPo=(2;4), tp=1

f’(z){%;—%wj = 5(8)=7 )= (10)

t
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En R°*:

/ :lacbl =%/ 7(0)=[x(0): y(0): 2], en 1= 10, Po= (roiyuszo).

[
5(Py)= 7 (00) = [¥ (1) (1) ()]

Ejemplo

Fe)= (7 +2:=2:21), en =1 Py= F(1)= (3;-1;2)
/(1)=01-20+2) = 5,(r))= /(1) = (2-2:2)
Punto singular

Es aquel en el cual el punto no admite vector tangente o éste es nulo.

Otra definicion de curva suave

Una curva C asociada a una trayectoria es suave si Vte Dom f , VY, (£)#0.

Representacion grdfica

EnR?: En R*:

Rectas tangente y normal a una curva plana

Dada una curva asociada a una funcién vectorial £(¢)

derivable en _]7(10)= Py, con V,(P,)# 0, se denomina
recta tangente en Py a la recta que pasa por Py y es
paralelaa v, (P, ).
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Si consideramos un punto cualquiera de la recta P = (x;y), el vector P_015
es paralelo a v, (P, ), por lo tanto P_OI; =19,(P,), e R.

Desarrollando esta igualdad queda: (x—x,; y—y,)= ﬂ.[x; (to): v, (2, )] .
Esta igualdad se puede expresar como

(x; y) = (x0 s Yo ) + ﬂ.[x; (to ) yty (to )] ecuacion vectorial

x=x,+Ax(t,)

y=yy+43,(t)

que son las ecuaciones cartesianas paramétricas.

Igualando las componentes obtenemos: {

Si eliminamos el parametro A, tenemos la ecuacién simétrica.

e o=l to o yt:y(t())(x_xo)+yo x (1) #0

x(ty) ¥ x (t,)

Para cada valor de A se obtiene un punto de la recta.

x'(fo)

Recta normal: y, =——(x—x0)+ Yo y'(to);tO

y,(to)

Ejemplo: consideramos la funcion f : [— 2;2] —R? /f(t): (t +2,1° +1),
cuya grafica ya analizamos en la pagina 162 y calculamos las ecuacio-

nes de la recta tangente y de la recta normal en f(1). f(1)=(3:2)=P,.
J(0)=v0)=021) = 51)=(2)

ecuacion vectorial: (x;y,)=(3;2)+ A(1,2)

Verificamos graficamente.
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Recta tangente a una curva alabeada
Haciendo un razonamiento similar al hecho para
el caso de una curva plana, obtenemos las distin-

tas ecuaciones de la recta tangente a una curva
alabeada.

Consideramos un punto cualquiera de la recta

P = (x;y;2), el vector F.Is es paralelo a v, (P,),

por lo tanto P_Ol; =17,(P,), L R.
Desarrollando esta igualdad queda:
(r=r3=20i2=2)= Al ) 100 1)
Esta igualdad se puede expresar como
(e v:2) = (xy: voi 20 )+ A (1 )i (10 )i 2.ty )] ecuacion vectorial

x=x,+Ax(t,)
Igualando las componentes obtenemos: {1y = y, + 4.y, (10)

z=z,+A2,(t,)
que son las ecuaciones cartesianas paramétricas.

Si eliminamos el parametro A, tenemos las ecuaciones simétricas.

x,(to) y'(to) Z’(to)

Ejemplo: 7(t)= (26 20;~8*), para =1, f(1)=(2:2:~1) =P,

Vt(PO): X=Xy _ V=)o _272

70)=7,0)=(6r22-3%) = %,1)=(6:2-3)

ecuacion vectorial: (x; ¥V, z) = (2;2;—1) + /1.(6;2;—3)
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Para cada valor de A se obtiene un punto de la recta.

x=2 y-2 z+1

ecuaciones simétricas: r, (Py). p 5 3

Interpretacion fisica: si la funcion ]7(1‘) se asocia con el movimiento de
una particula sobre la curva C donde 7 es el tiempo, el vector derivado
7'(¢) indica la velocidad de la particula en cada instante 7.

Plano normal a una curva alabeada

La recta perpendicular a la recta tangente es la
recta normal. En el espacio hay infinitas rectas
normales que determinan un plano normal a la

curva f(t) en f"(to): P, y es perpendicular a la
recta tangente que pasa por Py. Lo designamos
como 7, .

Ecuacion

Si consideramos un punto genérico P = (x;y;z) del plano 7, , tenemos que

los vectores P_Ol” y v, (PO) son perpendiculares.

Vt(P0)°(x_xofy_YO:'Z_Zo):O
Por lo tanto

b (): 9 ) 2 (1 )| (=079 = 392 = 2) =0

Desarrollando el producto escalar tenemos la ecuacion cartesiana del pla-
norz,.

Ejemplo

Sea ]7(1‘) = (Zt3 +162 + 1,17 ) , hallar la ecuacion de la recta tangente y del
plano normal en el punto Py = (3;2; —1).
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SiPy=(3:2;-1), =1, 7'(1)=(6:2:20+1:-2¢) = 7,(P,)=(6,3:-2)

x=3 y-2 z+l
6 3 -2

ecuaciones simétricas de la recta tangente: r, (Py):

7, (Po): (6;3,-2)e(x=3;y—2;z+1)=0=6(x=3)+3(y-2)-2(z+1)=0
7, (Po): 6x+3y—22z-26=0

Problema clasico del escape de la tangente

El tema consiste en determinar la posicion de una particula cuando aban-
dona una trayectoria en direccidn de la recta tangente.

Ejemplo

Una particula se mueve sobre la curva f(t): (t;tz;t3) donde ¢ representa

el tiempo. Al cabo de 5 segundos se encuentra en £(5)=(5,25,125). En

ese momento la particula continua siguiendo la trayectoria de la recta tan-
gente.

a) ;Donde se encontrara la particula cuando 7 = 9?

b) (Cual seria la posicion cuando 7 = 9 si se hubiese mantenido sobre la
trayectoria?

a) buscamos la recta tangente en 7 = 5, cuando abandona la trayectoria

5(0)=7()=(:2¢3) = ¥,(5)=(1,10,75)

t

ecuacion vectorial de la recta tangente
r (Po): (x;y:2)= f(4)=(5,25:125)+ A.(1,10;75)

Evaluamos para A=4, que es tiempo transcurrido desde que abandona la
trayectoria. f(4)=(5,25,125)+4.(1,10,75)= (9,65,425).
b) 7(9)=(9:81,729)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dadas las siguientes curvas planas, hallar las ecuaciones de las rectas
tangente y normal en el punto considerado.

a) f(1)= (2 +1;6-3), Po=(2;-2)  b) f()=lte'ie'), Po=(e; 0)
¢) f(t)= (sen 1+ 1), =0 d) £(t)=(1g1,21), =0

e)J?(t)=(cost;sent), to= %

2) Dadas las siguientes curvas alabeadas, hallar la ecuacion de la recta
tangente y del plano normal en el punto considerado.

2) 7(1)=+1:2:=1), Py = (5:16,-2) b) 7()=(t.e'se'12), 1o =0
o) 7(0)=(6t:3%:7), =1 d) £(t)=(cost, sent;1), 1 =%

o) 7(0)=(e" e 3), Po= (1;1:0) D) 7(1)=r—2:3> ~1,2¢*) don-
de la curva corta al plano yz
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RESPUESTAS

1) a)r: x_zzy,+2, y,=§—3, y,=—2x+2

b) r:

c)ry x=
d)r:xzL y,=2x, y =—lx
t 2 ) t b n 2
ﬁ/
x_
e)r,:_—12=yt—‘/54, y,=—x+\/§, y, =X

x=5_ y-16 z+2
4 32 -1

2) a)ry: , T, 4x+32y—z, -534=0

byri x=y-l=z, m,:x+y+z,-1=0

x—6 :y—_szz—l, 7, 2x+2y+z,—19=0

c)rs

2 2
R :
dy 2 = 2 ﬂn:—ﬁx+x/§y+znzz

: )Y T

e) ry x—lz—(y—l)zz, T, x—y+z,=0

y—11_z-16
12 24

Drex= , T, x+12y+24z =516
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CAMPO VECTORIAL
Un campo vectorial' es una funcion que transforma un punto de R" (55)2

en un vector de R™.

fAcR >R/ f(Z)=[£E) £,(Z).s £, ()], donde las f;(¥) son
campos escalares, es decir funciones que van de 4;— R, con 4, c R" , m >2
yn=2.

Las imagenes de puntos #-dimensionales son vectores m-dimensionales o
m-uplas. Tenemos » variables y m componentes.

El dominio de £ es la interseccion de los dominios de las fi
Ejemplos

a) ]7 RS R /f(x,‘y): (x+y,‘y2 —1;x? —y)
[(2-1)=(10;5), f(-13)=(2:8-2)

b) J? ‘RS R? /j(x;y;z)= (x+2y—z;x2 +yz)
f211)=3:5), f-11,2)=(-13)

DERIVADA DE UN CAMPO VECTORIAL

En este caso tenemos m funciones de » variables, por lo tanto hay mxn
derivadas parciales, que son los elementos de una matriz de orden mxn
que se denomina Matriz Jacobiana.

' Como ejemplos de campos vectoriales tenemos el campo de velocidades de un
fluido en movimiento, el campo gravitatorio, el campo eléctrico o el campo mag-
nético.

F(®)=(x20x,)
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Matriz Jacobiana

o de las derivadas parciales es la matriz formada por las mxn (nimero de
funciones x niumero de variables) derivadas parciales de primer orden de
las # funciones escalares componentes del campo vectorial.

o %
ox, ox,  ox, Vf,
Al

|

Df=|ox, ox, = ox, |7
Vo Y Y| \Va
dx, ox,  Ox,

Las filas son los gradientes de cada funcion componente del campo vec-
torial.

Notacion

La matriz jacobiana suele ser expresada también como:
Casos particulares

a) Matriz jacobiana de un campo escalar

Si f:AcR" —R/u=f(¥), la matriz jacobiana es

gL X Y

n
b) Matriz jacobiana de una funcion vectorial

Si f:AcCR->R"/ f(t)= L£:(); £>(¢):...; £, (£)], 1a matriz jacobiana es
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I
ot
d,
Df=| o
J,
ot

I

Ejemplos

a) Si f RS R /]7(2): (x2 +yy 4+ 2x;xy), la matriz jacobiana es

2x y
Df=|2 3)°
y X

b) Si ]7 R R? /f(t): (t2 +1;0 + 2t), la matriz jacobiana es

(¥
/= 3P +2

¢)Si f: R >R/ f(X)=4xy+2’, la matriz jacobiana es

Df =@8xy 4x> 32%)

CAMPOS VECTORIALES EN R’ Y R?
Interesan en particular los campos vectoriales en R’y en R”.
Campos vectoriales en R’

Un campo vectorial en R* o campo vectorial en el plano es un campo vec-
torial de 4 € R* — R*. A un punto del plano le asigna como imagen un
vector de dimensidn 2. Se expresa por lo general como:

fASR =R/ flxy) =[Pl ) Ol y)l= Pl y)i +0(x: y)j
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Representacion: se acostumbra repre-
sentar estos campos vectoriales dibu-
jando en cada punto del dominio el

vector imagen de X =(x;y) por ]7 .
Ejemplos

a) [ R >R/ [ y)=@x=yrat y)= Q= y)i +(x+y)]

/(21)=(3), /(-12)=(-41)

b) /R >R/ fx:y)= (x2 +1;y—2x)= (x2 +1)7+ (y—2x)j

S0:)=@-1), f(-11)=(23)

Campos vectoriales en R’

Un campo vectorial en R® o campo vectorial en el espacio es un campo
vectorial de 4 = R* = R>. A un punto del espacio le asigna como ima-
gen un vector de dimension 3. Se lo expresa por lo general como:

[ASR SR/ fxryiz)=[Plx;y;2): O,y 2): R(x; y:2)] =
= P(x; y; Z)f + Q(x; v, z)] + R(x;y; z)lg
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Representacion: se acostumbra representar estos
campos vectoriales dibujando en cada punto del

dominio el vector imagen de X =(x;y,z) porf .

Ejemplo

R oR /f(x;y;z)z (2x—y;=x+2z;x+y—z)=
:(2x—y)f+(—x+2z)]+(x+y—z)l€

7(2:1:1)=(3;0,2)
DIFERENCIAL DE UN CAMPO VECTORIAL

Un campo vectorial J}(f) es diferenciable si lo son las funciones esca-
lares que lo componen. El diferencial de ]7()?) es otro campo vectorial

cuyas componentes son los diferenciales de las componentes de f()?) Si

el campo es diferenciable, como ya vimos para campos escalares, pode-
mos usar el diferencial para aproximar linealmente una funcion.

Veamos un ejemplo en R?

JrASR SR/ f(F)= 16 y)=[P0r ) Ox: y)

G ()= [aPl: ) dO(x; )] = (g—f’d e Y j

oP oP

dP_ag dx
do) |92 90 [\dy
ox dy
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Ejemplo
FoR SR F(E)=F o)== )

— y X
Calculamos D f =
2x =2y

ary (y x \fdx) [ ydx+xdy
do lox -2y )\dy - 2x.dx —2ydy

Veamos un ejemplo en R’
[ACR R/ f(3)= flxyi2)=[Pleyiz) Qi yi2) R(x; yiz)]
df (x)=[dP(x; y;2):dQ(x; y; 2} dR(x; y: z)|=
{E)P oP oP 90, 00 oR oR

dx +—.dy+—.dz; an —dx+—d +—.dz
ox dy 0z ox ay 0z ox dy 0z

op oP oP
dp) | 9x 9y 0z |(gx
pARE

ox dy oz

ox dy oz

CAMPO VECTORIAL GRADIENTE

Los campos vectoriales se pueden construir a partir de campos escalares.
Si U=f(x;;%,,..,x,): ACR" = Res un campo escalar continuo y de-
rivable, como ya hemos visto en el capitulo de derivadas, su funcién de-
rivada se llama gradiente, y se denota como VU = ( fx'l ; fx'2 fY )

Se obtiene asi VU : 4 R" - R" que es un campo vectorial continuo
en A. Por lo tanto el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial
denominado campo vectorial gradiente en R" .



Funciones vectoriales 181

Ejemplos

DU=f(x;y)=x"+4xy, VU=02x+2y)i +4x]

Por lo tanto se genera el campo vectorial gradiente f(fc) =(2x+2 y;4x).
2) U= f(x;y;z)z x> +4xy+yz*, VU = (2x+4y)7+ <4x+ z? )]+2yzl€
Por lo tanto se genera el campo vectorial f’(?c) = (2x +4y:Ax+2272 yz).

Reciprocamente se dice que un campo vectorial continuo ]7()?) en R"es
un campo vectorial gradiente si existe un cierto campo escalar
U=f(x,%,....,x,): ACR" - R continuo y derivable tal que f(¥)= VU.

En este caso U es una funcion potencial para ]7 yf es un campo potencial.
Campo vectorial gradiente en R’

Consideramos un campo vectorial en el plano.

[iACR 5RP/ f(7)= e y)= [Pl y) Ol y)l=VU.

Vamos a ver las condiciones que deben cumplirse para que f (Tc) sea un
campo vectorial gradiente.

Propiedad

Si f(fc)z [P(x; v): O(x; y)] es un campo vectorial gradiente donde Py Q
son funciones continuas y derivables en un conjunto D (abierto y cone-
x0"), entonces se verifica que P, Q

? Ver pagina 10.
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Demostracion

Para que ]7()?) sea un campo vectorial gradiente debe existir un campo
escalar U= f(x;y): AcR* 5> R/ VU=<U;;U;)= [P(x;y);Q(x;y)].

Es decir que U. =P y U y = . Si calculamos las derivadas segundas

cruzadas obtenemos: U,, =P, y U, =0 = P, =0, (por Teorema de

y

Schwarz), igualdad que debe verificarse para que el campo vectorial sea
vectorial gradiente y que se conoce como condicion de simetria.

Cdlculo de la funcion potencial U (x;y)

Una vez que hemos verificado que existe U = f(x,y), debemos calcularla.

Como aa—i] =P(x;y) = Ulx;y)= jP(x; y)dx=F(x; y)+a(y) (1)

La constante de integracion se puede expresar como una funcién de y
porque estamos integrando segun la variable x.

Pero ademas

U

W _0fe3) = Ulsry)= [ole:ldy = Fle)s ) 0)
y

Ambas integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en
una constante.

Por lo tanto U (x,y) se obtiene comparando las ecuaciones (1) y (2);
Ulx;y)=F(x;y)+alx)+By)+C

Sumando a la expresion obtenida una constante numérica C, tenemos las
infinitas funciones potenciales que generan el campo vectorial £(x).
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Ejemplo

Dado el campo vectorial f(?c): (2x3 +yx+2y° ), primero verificamos
la condicion para que sea vectorial gradiente: Py' =1=0..

X

Ahora debemos encontrar el campo escalar U = f'(x,), es decir la funcion

potencial.
4

U(x;y)= I(2x3 +y).dx =%+yx+0((y)
Ulx;y)= J(x+2y2)dy = xy+27y3+ﬁ(x)

Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales,
3

. . 2
vemos que la funcion de y que figura en la 1° integral es % que apare-
ce en la 2° integral y que la funcioén de x que aparece en la 2° integral es

4 4 3
% , que aparece en la 1° integral. U(x; y)=xy +x7 + 2% +C.

Propiedad reciproca: si un campo vectorial ]7()2): [P(x; ), O(x; y)] es

continuo en un conjunto abierto y conexo y verifica que P, =0, , enton-

ces es un campo vectorial gradiente.
Ejemplo

f(f)z(?axzy;x3 +3y2), P) =3x>=Q., por lo tanto el campo vectorial

es un campo vectorial gradiente.
Campo vectorial gradiente en R’

Consideramos un campo vectorial en el espacio.

j; Ac m3 SRS /j_j-()-c')z j‘(x,. y,'Z)= [P(x; y,'Z),' Q(x,' y,'z);R(x;y;Z)]
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Vamos a ver las condiciones que deben cumplirse para que f(¥) sea un
campo vectorial gradiente.

Propiedad

Si f(x y;z): [P(x; y;z);Q(x; y;z);R(x; y;z)] es un campo vectorial gra-
diente donde P, O y R son funciones continuas y derivables en un conjun-
to D (abierto y conexo®), entonces debe verificarse la igualdad entre las

siguientes derivadas parciales: 8_ = B_Q B_P = 8_R B_Q = B_P .

dy 9dz 0dz oJx dx Oy
Esta propiedad la demostraremos mas adelante. Luego planteare-
mos otra forma de verificar si un campo vectorial en R? es un campo

vectorial gradiente.

Ejemplo

f()?) = (2xy;x2 + 22;2yz)

Verificamos la igualdad de las derivadas:

R_, 20 P _

R0 _, P

0= ; X
ox ox dy

z = , =
dy 0z 0oz
Entonces el campo vectorial f()?) €s un campo vectorial gradiente y por
lo tanto existe funcion potencial U (x;y;z).

Cdlculo de la funcion potencial U (x;y;7)

Una vez que hemos verificado que existe U = (x;),z), debemos calcularla.

Siguiendo un razonamiento andlogo al seguido para el calculo de la fun-
. , 2
cion potencial en R° tenemos que:

* Ver pagina 10.
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U(x;y;z) = JP(x;y;z).dx = F(x;y;z)+ a(y;z) (1)
Ul yiz)= [O0eyiz)dy = Flxy:2)+ Blez) - (2)

U(x;y;z) = J.R(x;y;z).dz = F(x;y;z) + }/(x;y) (3)

Las tres integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en
una constante.

La funcion U (x,y,z) se obtiene comparando las ecuaciones (1), (2) y (3).
U(x; y;z)z F(x; y;z)+ Ot(y;z)+ ,B(x;z)+ 7(x;y)+ C

Continuamos con el ejemplo anterior.

Ulx;y;z)= jP(x; v, z)dx = ijy.dx =x’y+aly;z) (1)
U(x;y; z) = IQ(x;y; z).dy = I(xz +z° ).dy = xzy + zzy + ,B(x;z) (2)
Ulx;y;z)= IR(x;y;z).dz = ijZ.dz =yz’ + ¥(x; y) (3)

Comparando las 3 integrales tenemos que: U (x; y;z)=x*y+z'y+C

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO®

Un campo vectorial es conservativo si es un campo vectorial gradiente.
Este es un concepto mas vinculado a la Fisica que a la Matematica.

> En Fisica se ve que campos vectoriales como los gravitacionales, los magnéti-
cos o los eléctricos son conservativos y el nombre se debe a que conservan la
energia.
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Otras aplicaciones del Operador de Hamilton

Ya hemos visto en la pagina 97 el Operador de Hamilton y su uso para
calcular el vector gradiente. Veremos ahora otras aplicaciones del opera-
dor V.

ROTOR DE UN CAMPO VECTORIAL®

Dado un campo vectorial f con derivadas parciales continuas se define
como rotor o rotacional del campo vectorial al campo vectorial definido
por el producto vectorial entre Vy /. rot f =VAf.

El rotor le hace corresponder a un campo vectorial otro campo vectorial.

En el plano

i j k
. = - - P _

Si f(X)Z[P(XJy)iQ(X;y)], rotsz/\fzi 9 i_ 9Q 0P
ox dy oz ox dy
P 0O 0

Ejemplo

Si ]7()?)=(3x2y;—2xy3)

i j k
- |0 0 d N 5
=V = — — —|=(=2y" =
rot f Af = > o ( v’ =3x )k

En el espacio

Dado en un campo vectorial j? definido en R* con derivadas parciales
continuas: ]7()?) = [P(x; v:2):0(x; y:2): R(x; y; z)] ,

% Rotor o rotacional: mide la tendencia de un campo vectorial a rotar alrededor de
un punto.
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i J Kk
- - |0 9 OR 00| (0P OR)\- (00 OP)-
rotf ~ ox dy oz [ay azjl-'_(az ax)]+[ax ayj
P O R
Ejemplo

]7: AR >R /f(i)=f(x;y;z)=(2x2 —y—xy 42z, x+3)° —222)

Q) ~.(
Q) =
|

rotsz/\fz

g)lcuN(

EX oz
—y —xy+2z x+3y*-27°

LS}

2x

=(6y-2)i +(0-1)j+(-y-Dk =(6y-2)i —j+(-y-1)k

e g . 7
Campo vectorial irrotacional

Un campo vectorial es irrotacional en un punto si en el mismo el rotor es
el vector nulo. Si esto se verifica para todo punto en el que esta definido el

campo, entonces se dice que el campo vectorial es irrotacional.
Ejemplo

FE)=7(ev:2)= (20027 + 225 )7)

A R
rorf=| L 2y —2))7 +0] + (2x—2x)f =0
ox ay 0z

2xy x> +2yz P

7 Si el campo vectorial es un campo de velocidades de un fluido en movimiento,
significa que no hay rotacion alrededor de ese punto, no se forman remolinos. Si
tenemos una pileta con agua y se saca el tapon, vemos que alrededor del sumide-

ro se forma un “remolino”. En ese punto el campo no es irrotacional.
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En este caso el campo vectorial es irrotacional para todos los puntos del
mismo.

DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL®

Dado un campo vectorial f , se define como divergencia del campo vec-

torial a la funcidn escalar definida por el producto escalar entre V' y f .

div j? = VOJ?.
En el plano

Si 7(3)=[P(x;y) 0(x; »), divf=Vof:(§x a?vJ o(P:0)= ai) aaf

Ejemplo
Si f()_é) = <3xzy;—2xy3 )
div J; =Ve j; = i,i o (?’)Czy,'—ny3 )= 6xy —6xy°
ox dy
En el espacio

Si (%)= [Plx; y:2): Qx: y:2): R(x i),

3 - (d 9 0 oP BQ oR
dl =V P:O:R
ws /= (ax ay 82) *(P:0:R)= ax ady az

La divergencia le hace corresponder a un campo vectorial un campo escalar.

¥ Si el campo vectorial es un campo de velocidades que representa la velocidad
de un flujo de particulas en movimiento, la divergencia mide la cantidad de flui-
do, medida en volumen, que se “crea o destruye” por unidad de volumen y por
unidad de tiempo. Por ejemplo, si la divergencia es 3, el liquido aumenta a razén
de 3 unidades cubicas por unidad de volumen y por unidad de tiempo.
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Si ]7()?) = [P(x; v:2):0(x;y:2): R(x; y,‘z)] , Su matriz jacobiana es

oP 0P OP
o dy oz
pi| 20 90 a0
ox dy oz
OR OR OR
o dy oz

y por lo tanto la divergencia de f es igual a la traza de la matriz jacobiana.
Ejemplo

f(x,' y;z): (xyz;x2 + yzz3 ;ZxZ), calculamos div f(— 1,'2;2)

93 9 2

diV].‘zv.f:(a—x,g,g

JO (xyz;x2 +y°2 ,'2xz) =yx+2yz° +2x
div f(=1;22)=—2+32+4=34

Campo vectorial solenoidal®

Un campo vectorial es solenoidal en un punto si en el mismo la divergen-
cia es nula. Si esto se verifica para todo punto en el que esta definido el
campo, entonces se dice que el campo vectorial es solenoidal.

? La divergencia permite caracterizar aquellos puntos del campo en los cuales se
“crea o destruye” la cantidad de fluido que pasa por ese punto. Si la divergencia
es 0 quiere decir que la cantidad de particulas que entra se mantiene constante,
por lo que es igual a la cantidad de fluido que sale. Si la divergencia es positiva
quiere decir que en ese punto hay un manantial o fuente, la cantidad de fluido
aumenta. Si la divergencia es negativa hay un sumidero, la cantidad de fluido en
ese punto disminuye o se destruye. Por ejemplo, si por una tuberia circula agua y
en un punto interior a la misma hay una fuente de fuego (como una vela), en ese
punto parte del agua se evapora, por lo tanto sale menos agua que la que entro,
hay un sumidero.
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Ejemplo: f(x;y;z)z (% cos(Zx +2y+ 2z);sen2 (x +y+ z); xyj

= 0 0 0
di = | ==
ws (ax o oz
=—sen(2x+2y+2z)+sen(2x+2y+2z)+0=0

jo (%cos(2x+ 2y + 22);sen2(X+ y+ z);xy):

En este caso el campo es solenoidal para todos los puntos del mismo.
Propiedades del rotor y la divergencia
1) El rotor del gradiente

Si u= f(x;y;z) es un campo escalar con derivadas parciales segundas

continuas en un conjunto D, entonces el rotor del vector gradiente de u
es el vector nulo. Es decir que si un campo vectorial es conservativo en-
tonces su rot es el vector nulo.

Si u=f(x;y;z) sugradiente es Vu=u_i + uy] + u'ZIE .
El campo vectorial gradiente es f()?) = u;f + uy] + u;lg

i j ok , ,

- "du, |- ' Yo (0 e
ror O O 9N [ Oy |p O, du s [OUy duy |\
ox dy oz dy oz dz Ox ox dy

u, u,
=, = )+, =0, )+, =, JE =0

Los paréntesis se anulan por el Teorema de Schwarz.

Propiedad reciproca: Si el campo vectorial j7 AR >R tiene deriva-

das parciales continuas y el rotor es el vector nulo, entonces f es un cam-

po vectorial gradiente o conservativo, es decir que es el rotor de un vector
gradiente.
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Conclusion: un campo vectorial es irrotacional si'y solo si es conservativo
y siy solo si es un campo vectorial gradiente. Son conceptos equivalentes.

Por lo tanto otra forma de determinar si un campo vectorial es conserva-
tivo o vectorial gradiente es calculando su rotor

Condiciones que deben verificarse para ser un campo irrotacional

en el plano:  rot ]7 (%—g - g—jj k=0 = %_f = g_i (1)
. dR 00 oP OR JdQ OP);
1 — - k=
e el espactox rot f ( dy oz J " ( Jdz  ox JJ ( ox dy J

B_RBQBP aRaQa_P
dy 0z 0z ox ox Oy

En @ y @® vemos que llegamos a las mismas condiciones a las que llega-
mos cuando planteamos que un campo vectorial sea un campo vectorial
gradiente (ver paginas 239, 240).

2) Divergencia de un rotor

. . 3 . .
Si f es un campo vectorial en R’ cuyas componentes tienen derivadas
parciales segundas continuas en un conjunto D, entonces la divergencia
del rotor de f es nula.

Sea f(?c): (P; 0O, R) su rotor es:
ror [ = (R, - Q)i + (=R )j + (0.~ R )k
La divergencia del rotor es:

div (rot ) = (aa—x ai ;J (R, -0.)i+(P =R )j+(0. - PJi=

_Ryx_sz+])zy_ny+Q,rz_Pyz =0
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En este caso el vector ]7 se denomina potencial vector del rotor de f .
Ejemplo: f = (x -z + yz,‘—3xy2)

k
d

Q) ~.(

rot f = =(—6xy—y)7+(—1+3y2)]+3x2/€

§<U|QJ-(

FI—

x—z X +yz —3x)°
Calculamos ahora la divergencia del rotor:

div (rot]? )= (;—x%%]o (- 6xy—y)7+(—1+3y2)]+3le€ =
=—6y+6y+0=0

3) Todo campo vectorial se puede descomponer en la suma de un campo
solenoidal y uno irrotacional.

LAPLACIANO — LA DIVERGENCIA DEL GRADIENTE
a) de un campo escalar

Si f'es un campo escalar, la divergencia de su gradiente se indica simbo-
licamente de la siguiente manera: div (Vf)=Ve(Vf)=(VeV)f =V?*f.

El operador V? se denomina operador laplaciano y también se lo repre-
senta como A.

Si f es un campo escalar de dos variables tenemos:

Af=V>f =V0(Vf)=(§—x;%j°(g—£;g—§j = fut Sy
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Sif es un campo escalar de tres variables tenemos:

N CII AN O A NP
A=Y=V (Vf)_(ax’ay’azj (Bx’ay’Bz] Jut foyt I

Este operador representa un papel muy importante en muchas leyes fisicas
(la ecuacidn de calor, ecuacion del potencial y la ecuacion de las ondas).

Ecuacion de Laplace

Es la ecuacidn diferencial que se obtiene igualando a 0 el operador lapla-
ciano. Af=V>f=0.

.y . .10
Funcion armonica o campo armonico

Si un campo escalar f tiene derivadas segundas continuas y verifica la
ecuacion de Laplace, entonces es un campo armonico.

Ejemplo

fiv)=ine +57)

C 2y . 2xP=2y?

F o 2x ~_2yz—2x2
SeE T TR T

2 _n,2 2-2y°
Af=V2f=f§;+f§;:(2;+),22x)2 +z;+jzy)z -

b) de un campo vectorial

Si f es un campo vectorial, el laplaciano es igual a un vector cuyas com-
ponentes son los laplacianos de cada campo escalar del campo vectorial.

1 Las funciones arménicas tienen aplicaciones en fisica en el estudio de la trans-
ferencia del calor, radiacion electromagnética y la acustica.
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En R?

8f=V2j=(v2P:v20)=(P.+P,: 0. +0))

En %°

V27 =(V2P:V2Q:VR)= (P + P, + PL, QL + 0;, + O R, + R}, + R.)
Ejemplos

a) F(xy)=(x*7 24%y?)

l

P.=2xy>, P,=2y°, P,=3x’y*, P, =6xy

X.

0, =4x’ 0.=4y", O, =4’y 0O, =4x
Af = sz = (2y3 +6x°y4y" + 4x2)
b) ]#‘(x,‘y;z):(x3 +y2;y3;z3)
=3, P,=6x, P,=2y, P,=2 P.=0, P.=0
0.=0 0,=0, 0,=3y°, 0, =6y, 0.=0, 0. =0

R,=0 R, =0, R, =0, R =0, R.=3z", R_ =6z

zz

Af=V?f=(6x+2:6y6z)

Propiedad que vincula al laplaciano de un vector con el gradiente, la
divergencia y el rotor

Si un campo vectorial verifica que sus componentes tienen derivadas par-
ciales mixtas de segundo orden continuas, entonces “e/ laplaciano de un
campo vectorial es igual al gradiente de la divergencia menos el rotor
del rotor”.
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Af=V]=V(Ve7)-VAlVArS)
Ejemplo

Dada f(x y;z):(x3 +y°y ;23) , verificamos la propiedad.
En el ejemplo anterior ya calculamos sz =(6x+2,6y,62).

Calculamos la divergencia de f .
Ve ]7 = iii ° (x3 + yz;y3;z3 ): 3x% + 3y2 +3z7%, por lo tanto
ox dy oz
el gradiente de la divergencia es:
V(3x2 +3y% +322 )= (6x:6:62)

Ahora calculamos el rotor de ]7

i J k
v ) 0 0 -
VAf=| —  — —{=-2yk,ahoranos falta el rotor del rotor.
ox dy oz
Syt P
ik
=\ |0 9 d
VAV =l— — —|[=-2i=(-20,0
A7 A7) x5 | 200
0 0 -2y

Entonces se verifica que:

(6x,6,62)— (= 2;0,0)= (6x,6,62)+(2,0,0) = (6x + 2,6,62)
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Sintesis de las operaciones en un campo vectorial

e Gradiente: mide la tasa y la direccidon del cambio en un campo esca-
lar; el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial.

e Rotor o rotacional: mide la tendencia de un campo vectorial a rotar
alrededor de un punto; el rotor de un campo vectorial es otro campo
vectorial.

e Divergencia: mide la tendencia de un campo vectorial a originarse o
converger hacia ciertos puntos; la divergencia de un campo vectorial
es un campo escalar.

e Laplaciano: relaciona el "promedio" de una propiedad en un punto del
espacio con otra magnitud, es un operador diferencial de segundo or-
den.

ECUACIONES PARAMETRICAS DE UNA SUPERFICIE

Veamos ahora otra forma de definir una superficie. Ya vimos que cuando
un punto se mueve en el espacio con “dos grados de libertad”, el lugar
geométrico que queda definido es una superficie.

Ya hemos visto que la imagen de una funcidn vectorial continua del tipo:
f:DcR-R/ 7(t)=[x(): y(t): 2(¢)] esuna curva en el espacio R*.

Veremos ahora que la imagen de un campo vectorial continuo del tipo
]7 DR >R /_f(u;v)z [x(u;v);y(u;v);z(u;v)] es una superficie S en

el espacio R>. A cada par ordenado (u;v) se le asigna como imagen un
punto (x;y;z) de dicho espacio. Esta es la representacion paramétrica de
una superficie.

S={(x,y,2eR/ (x,y,2) =j?(u;v) = [x(uv)y(uv)z(uv)] con (u,v)e D}

Podemos imaginar una superficie en R’ como la deformacién de una
malla rectangular.
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A cada punto (u,v) sobre la malla rectangular le corresponde un punto
P = (x,y,z) sobre la superficie, siendo

x= x(u;v)
y= y(u,'v) ,conu € [upux]yve [viva]
2= 2(usv)

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones paramétricas de la superficie.
Ejemplos

1) El plano coordenado xy de R’ es imagen del campo vectorial
f ‘RES R/ f(u;v)z (u;v,0). Las ecuaciones paramétricas son:

X=u
y=v,conue Ryve R
z=0

2) El paraboloide circular es imagen del campo vectorial
f : [O;+<><>)x[0;27[) c R R/ j?(uv) = (u.cos v, u.sen v;uz)

Las ecuaciones paramétricas son:

X=u.cosv
y=usenv ,conuc[0;teo)y ve[0;2m)

2
Z=U
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3) La esfera de radio r es imagen del campo vectorial

70 z]x[0,27) c R > R3/

£ (u;v)= (r.cos u.cos v; r.cos usen v; r.sen u).
Las ecuaciones paramétricas son:

X=r.Senu.cosv
y=r.senu.senv ,conuel0;n ]y ve[0;2m)

Z=r.cosu
Ecuacion del plano tangente

La superficie es diferenciable si el campOJ7 lo es. En este caso podemos
obtener la ecuacidn del plano tangente de la siguiente manera.

Si hacemos u = u, (u constante), obtenemos
una funcion vectorial £, que es funcion de v.

A esta funcion la podemos considerar como
f:DSR—>R/ f = f(u,,v) cuya imagen

es una curva C, incluida en S.

Un vector tangente a esta curva en el punto f (u,;v, )= (x,, vy:2,) €R’ es

7(ey)=(x vz

(“05"0) ’

De la misma forma, fijando constante a v (v = v,), tenemos una funcion
vectorial £, que es una f, (u). f,:DcR—>R/ f, = f,(u;v,) cuya ima-
gen también es una curva C, incluida en S.
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Un vector tangente a esta curva en el punto ]7(140; vo): (xo s Yos zo) eR’es
]pu(PO)z(xu"yu;Zu) . :

(9:vo)
La superficie parametrizada es suave si el producto vectorial entre ambos
vectores no es nulo, £, (P,)A £, (P,)#0"".

Si la superficie es suave admite plano tangente que denominamos ;. El
plano tangente a S en f(uo;vo)contiene a ambos vectores tangentes. Si
tenemos en cuenta un vector (x —x,;y—y,,z—2,) del plano tangente, la
ecuacion del mismo es: (fu (P,)A fv (P, ))0 (x=x),y—=Yy:2—2,)=0, que
se puede expresar como el siguiente determinante:

X=X, Y=Y z—z,
oo X, (uo"vo) Yu (uofvo) Zy (”0’."0) =0
X, (”0;"0) WUy, v z, (”o:'vo)

Vector normal a la superficie

El vector que resulta del producto vectorial entre fu yfV' es perpendicu-
lar a ambos, y por lo tanto al plano tangente a la superficie S en
£(uy,v,). Dicho vector es un vector normal a la superficie, lo designa-

mos como v, =(v1,'V2,'V3)=]71; Aﬁ-

" Ambos vectores deben ser no nulos y linealmente independientes.
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Recta normal
Una ecuacion de la recta normal en un punto Po= (x¢:y0;z0) € S es:

zZ—2Z,

X— X —
ra(Py): =22 =
Vi V) Vs

Ejemplo
R oRY fluv)= (uzv;u3 —v4u + 2\/) en (uy;v,)=(1,2)
(g v9) = (1,2) = (x5, 29) = (2,-1,8)

fi) =) =(434), F(R)=l?-12)| | =(-12)

(1:2) (1:2)

x—2 y+1 z-8
i (Po): | 4 3 4 |=0
1 -1 2

6.(x—2)—4.(z-8)+4.(y+1)-3.(z—-8)+4.(x—2)-8.(y+1)=0

7,(P,): 10x—4y—72z-12=0

i J ok

Vo=f Af=|4 3 4=6/-4k+4j+4 -3k-8j=10i 4] Tk
1 -1 2

. x—=2 y+1 z-8

=(10,—4,-7 . (Po): = =

= ) (T R —
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dados los siguientes campos vectoriales obtener las respectivas matri-
ces jacobianas. Determinar conjunto 4 de continuidad de Df.

a) f(x y) = (y +e xyz) b) f(x;y) = (xz +cos y; yex)
c) f(x y;z)= (Zex ;- yez) d) f(x y)= (xey +cosy,x;x+e” )

e) f(x;y)= xziyyz

2) Dados los siguientes campos escalares obtener los correspondientes
campos vectoriales gradientes

a) f(x,‘y)= 2+ 5xy2 b) f(x,‘y)z Inx®+ 5xy2 — \/E

c) f(x y;Z) =22+ lz— xXyz
z

3) Verificar si los siguientes campos vectoriales son o no campos vecto-
riales gradientes. En caso de serlo determinar una funcion potencial.

a) ]?(fc) = (4xy;2x2) b) f(fc) = <x3 +y;x— yz)

c) ]?(fc) = (x2 + yz;—2xy) d) f(fc) = [exsen y:e*(cos y+ 2)]
e) f()?) = (2xy,'x2 - y) f) j}(?c)= (yexy 1+ xexy)

g) ]7()?) = (y2 +2xy,2xy + xz) h) f(?c = (9x 4y;-36z)

)
) /7(5)=<x3y22,'x22,'x2y) ) f()_c')= (ezy;ezx;ezxy)
k) f(¥)= (l;—%ﬁz —IJ D f(x)= <22 +1,2yz,2xz+ yz)
y oy
m) f(fc): (Zex +e’ xe’ —ef;—ye” +e")

n) ]7()?) = (2x cosy—3;—x’seny—z*2— 2yz)
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4) Dados los siguientes campos vectoriales obtener los correspondientes
rotores y divergencias. Determinar si son irrotacionales o solenoidales.

) (3x 2y2 33— 4xy)

—
><

a) f(¥)=Flxy
b) (&)= f(x; )= (ve* s xe”)
c) f(i):f(x A z) (e sen y,—e" cosy'O) en X, =(0;0;3)
d) f(%)=f(x;y:2) =0 cos(xz)i—sen(xy)]
o) f(¥)=f(x;y;z)=[sen(x—y) sen(y—z):sen(z—x)|
f) f(i):f(x;y;z): (32 3xz ;4xy) en X, =(-1;2;0)
g) f(fc) = f(x,‘y; z) = (ezx;3x2yz;2yzz + x)
1) f( )= f(x y,‘z): (xz;—(x+ y),'z3 —sen x) en X, =(0;1;2)
1) f( ) (x;y;z):£arc tgﬁ,'lrzﬂx2 +y2;1J
y
5) Determinar la constante “a” de manera tal que el campo vectorial sea
solenoidal.

a) ]7()?): f(x y;z)=(x+3y;y—2z;x+az)
b) f(fc):]?(x;y;z): [axy—z3;(a—2).x2,'(2—a).xzz] en x, =(1;1;1)

6) Determinar una “a (x)” de manera tal que el campo vectorial

]7()?) = f(x;y;z) = (3x2 +y,;sen x+ 3z;a) sea solenoidal.
7) Hallar el rot (]7 A g), si 7(¥)=01,2x3y) y 8(x)=(x—y;2)
8) Dado ]7()?) = (xyz; y;z), hallar rot (rot j): VA (V A j)

9) Comprobar que el campo f(fc): (2x; y;—3z) es solenoidal.

- 2
10) Comprobar que f ()?)z y;x?+z.cos(yz); V. cos(yz) es irrotacional

y calcular una funcidén potencial.



Funciones vectoriales 203

11) Demuestre que cualquier campo vectorial donde /', g y /4 son funcio-
nes derivables definido por £ (¥)=[7(x); g(»): h(z)], es irrotacional.

12) Hallar a, b y ¢ para que el campo vectorial
f()?) =(x+2y+az;bx—3y—z4x+cy+2z) sea irrotacional.
13) Demostrar que la divergencia de f(?c) = (exsen y;e cos y,'z) es I.
14) Hallar g(x) / f [x V. g( )] admita funcion potencial si
f£(2:1)=(2;6).
15) Calcular la divergencia de
a) 7(%)=(xe’ zseny;xy.Inz) en (-3:02)
b) ()= (x’z; v’ —x;xz> = y) en (12: 1)
¢) 7(¥)=0x2:5yz—xp2*) en (1;-2; 1)
d) F7)= +2 22y 0z) en (-1:1: 1)

16) Si 7#(X)=(x;y;z) y r(x;y,z)= |17|, a) calcular la divergencia de los
siguientes campos vectoriales y determinar si son solenoidales:

T 4 r
1) r, i) —, i) — ,1V) —
r r?

b) probar que: 1) V/\(rz.r) 0 ii) V(inr)=

iv) VA(EJJ)
r

17) Verificar que las siguientes funciones son armdnicas

a) f(x;y)=Inyx?+y? b) f(x;y)=e"seny+e’cosx
c) f(x;y) =In (x2 + y2)+ arc lgZ d) f(x;y;z)=x -y +2z
X

1

©) flyiz)=2x"+3y" =522 ) fluyiz)=———
XT+y 4z
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18) Calcular el laplaciano del campo f(x; y;z)= V2x? y*z en (-1;0;2).

19) Demostrar que la funcion potencial escalar de un campo vectorial
conservativo y solenoidal es una funciéon armonica.

20) Dado f()?): (— X +5xz3y° +2°:2¢ —3xy), demostrar que
V7=V (Vef)-VAVAF)

21) Determinar g(x) tal que f(x; y;z)= g(x)+ y* + 2z sea un campo ar-
monico y que la superficie de nivel 1 de f'pase por el origen de coor-
denadas y por Py = (2;2;2).

22) Si f(x; y;z)= Xy+yz+xzy f(fc)z (xzy;yzz;zzx), calcular:

2) (7eVf)en (3-122) b) £(Ve7)en (3-12)
¢) (Vf A7) en (3:-122) d) (VA7) en (3:-12)
e) V(V 0]7) en (3,-1,2) (gradiente de la divergencia)
23) Encontrar la ecuacion de un vector normal, de la recta tangente y del
plano tangente en:

a) (uy,v,)=(1;1), de la superficie definida por la imagen de
]7 R SR/ f(uv)z (uz,'vz;u + 2v).

b)P, = (— 2,'2,'1), de la superficie definida por la imagen de

2
]7 R SR/ f(u;v):(u—vz;v—;z].
u

v
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RESPUESTAS
_ x+y x+y . 2 —
1) a) Df:[e L, ”jA:i}tz b) Df=( g Sefyj A=FR°
b% 2xy ye e
= (e 0 o e’ xe¥—seny
c)Df:[ jA:Sﬁ d)pf=| 1 0 A=R?
0 —-e -—ye )
1 e’
2 2 2 2
o) Df =| y 22 x 2TV | 4=%>-{0,0)}
(x2+y2)z (x2+y2)2

2)a) f(¥)=0x>+5y)7 +10xy ]

b) f(fc)=£%+5y2 —ﬁj 7+[10xy—ﬁ}]

c) ]?()?) = <3x222 — yz) i+ (Lz - xzj]' + (2x3z —2—{ — nyl;
z z

4 3
3) a) Si, U(x,‘y)=2x2y b) Si, U(x,'y)=%+xy—y?
¢) No cumple la condicion de simetria.
d) No cumple la condicion de simetria.
2
e) Si, U(x;y):xzy—y— f) Si, Ulx;y)=e” +y

2
g) Si, U(x;y)zxy2 +x7y h) Si, U(x;y,‘z)=%x2 +2y* -18z°

i) No es campo vectorial gradiente. — # B_R
dz  Ox
) Si, Ulx; yyz)=xpe” K Si, Ulx;yiz)=242"—z
y

) Si, Ulx; y;z)=xz> +x+y’z m)Si, U(x;y z)=ze" +e’x—ey
n) Si, U(x;y,'z)=xz.cosy—yz2 —3x+2z
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4) a) rot f(¥)=0, div f(¥)=2x, irrotacional
)= (e —e )k div f(¥)= ye* +xe”

b) rot]?()?
¢) rot £(0;0;3)=(0,0,—2)=—=2k , div 7(0,0,3)=0, solenoidal
d) rot ]7()?) [x Sen( ) X. cos(xy); y.cos(xy),‘—z.sen (xz)],
div f(¥)=0, solenoidal
e) rot ﬁ(?c) [c (y Z) cos (z x) cos (x y)]
div ]7()?): cos(x—y)+cos(y—z)+cos(z—x)
f) ror f(~1,2,0)=(~4,-8,0), div f(¥)=0, solenoidal
g) rot ]7()?) ( 4yz —3x7y;—1; 6xyz) div]‘(?c): 2e* +3xz+2y°
h) rot £(01,2)=j -k, div f(0,1:2)=1
i) rot f(% ( j div (%)= 2y2
X +y
5) a) a=-2, b) a=4 6) a(¥)=—6xz

7) rot (f A g)=(0:6x,-3y)  8) rot (ror £)=(0;z:y)
10) U(x,~y,-z):x27y+sen(yz) 12)a=4,b=2,c=-1 14) gx)=x"+2
15)a) div f(~3,0;2)=3,  b) divf(1,2,-1)=8
¢) div f(1,-2;1)=-8 d) div f(~1,1,-1)=6
16)a) i) 3, ii) 2 iii) riz iv) 0, es solenoidal

18) V2 £ =6v2x00°z (37 +2x%)  21) glx)=—2x+1
22)a) 25, b) 2, ¢)(56;-30;47), d) (-1;—4;-9), e) (2;10;4)

23)a) x+2y—2z+43=0, x—1=y7_1=2_23, v o=(1:2,-2)
y=2 z-1 _
b)x+3y+4z—8=0,x+2:T: 7 , v, =(1,3/4)
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Funciones compuestas -
implicitas - homogéneas

Funciones compuestas € implicitas de una
y varias variables independientes.

Derivadas de funciones compuestas e
implicitas.

Funciones definidas implicitamente por
sistemas de ecuaciones.

Ecuaciones de las rectas tangente y
normal.

Ecuacion del plano tangente.

Funciones homogéneas: propiedades.
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FUNCIONES COMPUESTAS

a) de una variable independiente — entre un campo escalar y una funcion
vectorial

Consideramos un campo escalar z = f (x;¥) y una funcion vectorial
gt)= [x(t); y(t)], a través de la cual x e y son funciones escalares de otra va-
riable ¢, con Im x () y e Im y (f) Z Dom z.

Calculamos la funcién compuesta /4.

z= he)=(rog)r)=slg0)]

Si reemplazamos se obtiene 4 en funcion de #: & (¢)= f [x (t): y (t)]

TN
Esta situacion se puede expresar a través de la z 4
siguiente red de variables: N % 7

Se dice que z es funcién compuesta de 7 a través de x e y.

b) de dos variables independientes — entre un campo escalar y un campo
vectorial

Consideramos un campo escalar z = f (x;y) y un campo vectorial
G(u;v)=[x(u;v): y(u;v)], a través del cual x e y son campos escalares de las

variables u y v, con Im x (u;v) e Im y (u;v) < Dom z.

Calculamos la funcién compuesta /.

z=h(u;v)=(f o) uv)= flg(uv)

Si reemplazamos se obtiene / en funciéon de u y v:
z=h(uv)= f e () y )]

Se dice que z es funcién compuesta de u y v a través de x e .
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Esta situacion se puede expresar a través de la siguiente

red de variables: v ><:
z
\A

DERIVADAS DE UNA FUNCION COMPUESTA
Nos interesa conocer como calcular las derivadas en estos casos.
a) de una variable independiente (funcion escalar)

Si z = £ (x;y) es diferenciable y g(¢)= [x(t); y(t)] es derivable, existe la deri-

) dz
vada total de z respecto de 7 y la denominamos — .

dt

d: Az . . .
Sabemos que %= lim A Para obtener dicha derivada partimos de la ex-
At—0

presion del incremento de la funcion z, Az.

:%.Ax+a—Z.Ay+g , dividimos toda la expresion por Af:

ox ady

£= %§+8_zﬂ + i, ahora tomamos /jp; , para obtener la £
At ox At dy At At At—0 dt

T CT R ST S U
im —= lim = lim im = lim im ——
A0 At Ar>00X A1—>0 Af - Ar>00y Ar—0 At A1—0 At

. . : dz dz
Teniendo en cuenta la definicion de derivada, el hecho de que M y > son
X y
constantes respecto de ¢ y que el ultimo término tiende a 0 por propiedad de
los infinitésimos queda:

dz _dh dz dx +£ﬂ

dt dt ox dt 9y di
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Relacion entre la red de variables y la formula
Vemos que el numero de términos que tiene la formula corresponde al nu-

mero de caminos que hay para llegar de z a #. Ademas el numero de factores

de cada término coincide con el nimero de framos que tiene cada camino.
Ejemplo: z=x"+ y* con g(t)= (tz;2t), hallar /(1)

%:@: 2x2t+2y2 =4xt+ 4y
dt dt

Sit=1 = (x;y)=(1,2), reemplazando: % (1)=rn(1)=12.
t
Expresion con matrices jacobianas
Expresamos las derivadas de la funcién compuesta a través de las matrices

jacobianas.
dx

dz dh Jdz Oz dr -
(dt jlxl ( dt jlxl [ax aylxz ) ﬂ /- Dg

dt )y
dt ), \ox dt dy dt)

Vemos que multiplicando las matrices jacobianas llegamos a la misma for-
mula.

b) de dos variables independientes (campo escalar)

Si z = f (x;y) es diferenciable y g(u;v)z [x(u v),' y(u;v)] derivable, existen
las derivadas parciales de z respecto de las variables # y v y las denomina-
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Empezamos calculando g—z . Sabemos que gi= lim A% Para obtener di-

u U Au—0 Au
cha derivadas partimos nuevamente de la expresion del incremento de la fun-
cién z, Az.

Az= % Ax + 9z .Ay + ¢, dividimos toda la expresion por Au :
ox dy
E = a—Z ) ﬂ +a—Z . & + £ , ahora tomamos /i, , para obtener la % .
Au ox Au dy Au Au Au—0 ou
oz Ax oz Ay e

lim —= lim —. lim —% lim —. lim —7*. lim —.
Au—0 AU Au—0 OX Au—0 Au Aus 00y Au—>0AU  Au—0Au

Teniendo en cuenta la definicidén de derivada, el hecho de que g_z y g_z son
x gy
constantes respecto de # y que el ultimo término tiende a 0 por propiedad de
e dz _0dh dz dx  dz dy
los infinitésimos queda: —=—=—.—+—.—

du ou 9dx du dy du

Andalogamente, dividiendo por Av, se puede demostrar que:

9= _on_oz ox 9z oy
dv dv dx dv 9dy dv

Expresion con matrices jacobianas

Expresamos las derivadas de la funcion compuesta a través de las matrices
jacobianas.

dx dx
o oh e ) |\um & 3
Dh: _ — = — — [ ] U v :D . D
(au av j1x2 {ax ay \Juz Q Q f g
du dv 2x2

Vemos que multiplicando las matrices jacobianas llegamos a la misma for-

mula.
du ov),, \ox du dy du Ox dv dy dv) ,
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Ejemplos: 1) z= X y glu;v)= (e”-i—Sv;v2 —314), calcular D &
y

ou Jdu x y X y Xy
R
dv dv x y X y Xy

2) z=x.e”,y glu;v)= [sen (2u)+3v*; cos (2u)— 2uv] , calcular D 72(0,0)

92 9 _ (094 e acos(2u) + . 7 [2 [ sen (2u)]-2v]
Ju Ju
dv dv

Si (u;v) = (0;0) = (x;v) = (0;1), reemplazando:

h, (0,0)=2 y h, (0,00=0 =Dh(0,0)=(2 0)

3) Hallar mediante diferenciales el valor aproximado de z (1,01;0,02) siendo
z= h(u;v), definida por z=xy* con g(u;v)= (214 vt +2v).
dz=h .dx+ h'y dy = (Zu U +z,v, ).dx + (Zu uy + Z;.V;} )dy
dz = (v2.2 + 2uv.2x)dx + (v2.2y + 2uv.2).dy
x=1,y=0,u=2,v=1,dx=0,01, dy=10,02
dz(1;0)=10.0,01+8.0,02=0,26
z(1,01;0,02) =z (1;0) + Az = z (1;0) + dz (1;0) =2 + 0,26 = 2,26
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Generalizacion

A partir de estos ejemplos podemos generalizar el calculo de derivadas de
funciones compuestas a otras situaciones utilizando las matrices jacobianas.

Si f:fK” S R"y g:R” >R", entonces h=fog: R" >Ry la matriz
jacobiana es szzD(fog) =D]7 Dg

n: es el nimero de variables de f

m: es el numero de funciones de f
p: es el nimero de variables de g
m: es el nimero de funciones de g

Para que el producto de matrices exista la cantidad de variables de f debe ser
igual a la cantidad de funciones de g .

Ejemplo

Dadas f(x;y)= (x+ y;x;yz) y 8lxuv) y(uv)= (u2 +1;v2), calcular la
matriz jacobiana de h= fog en (1;1)

Si (u;v) = (I;1), (x;) = (2;1)

I A
aau gv 1 1 5 0 2u 2v
- - - u
Dh = % % :D(fog):DfODg: 1 0 0(0 ZVJZ 2u 0
% % 0 2y 0 4yv
Ju v

Dh=D(f)1,1)=

S N
A~ O N
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcular las funciones derivadas parciales que se indican como funciones
compuestas
2
=t +1
Dada z=3+4y—2xy, 1° =0 1 nattar Z200)
y=2t-1 dt

2)Dada z=3x+y-2y%, §(t)= (2> +1;3r—1), hallar %(l)

3)Dada z= ln(x2 +y2), gt)= (e_’;e’), hallar % ent=0

—u

=e " +2
4) Dada z=ln(x2+y2), ree ! , hallar % y a—Z
y:ev—5v du \4

_ 2
5)Dada z=uxe”, {x =sen2u)¥ 3 | DR (0:0)

y=cos (2u)— 2uv

6)Dada z=x" + y2 —2xy, glu;v)= (u +3uv; v =3v+ uv), hallar D/ (1;2)
3xy 3 = 1 2 du .,
7)Dada u=¢e"" +xz°, g(t)= ;;t s4t |, hallar E , en funcion de .

T

8) Dada z= , hallar & ent==—
dt 2

2

2xy X=cost
x*+y?’

y =sent

9) Dada z 2y , 8(t)=(cost;sen t), hallar %(O)

VX247

3
10) Dada z= x_3 , 8(¢)=(sen(2t);—cost), hallar & ent=2
¥ dt 3

1) Dada z=x.lny+y.Inx, glu;v)= (e””,' e”_v), demostrar que:

% + 9 _ 2.(lny + X}e””
ou dJv x
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u = sen (2x)

2
12) Dada z=¢""u, +3y , hallar %y% en (x;y) = 0;0)
ox "~ dy

v=cos(2x)—2xy

13) Dada z=x" +y°, g(u;v)=(u.cosv;u.senv), analizar si se verifica que:

R A o)

. X X=u-+v . ' '
14) Demostrar que si z = arc tg; , { , se verifica que 4, +h, =

u-—v

2, .2
y=u-—v u - +v

15) Dada z=¢"seny, g(t)= (tz;3t), calcular 7, .

16) Hallar mediante diferenciales el valor aproximado de 4 (1,01;0,02) si
2
u=x+y

z=h (x;y) funcién compuesta definida por z=uv> y { ;
v=x

17) Dada z=u" —xv* con NI esultaz = h (x;y). Hallar A, (0;1).
v=2x+y

18) Dada z =2uv—2+v—u con g(x;y)z(x—yz;x+2xy—l),es z="h(x;p).

Calcular la fzv (2:1) si v es la direccién que va hacia P, = (5; -3).

19) Dada f(x y;z) = (xzy;xzz2 ), g(u,'v) = (u2 +2v:v +3uru’ +07 ) , hallar
DA (1;0).
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RESPUESTAS

dh dh dz
H=—=1)=20 2) =—(1)=51 3)=(0)=0
) =20 2 ZX)=51 3 <(0)

0z 2x y 0z 2y ;
4) = = — +2), == —5)5) Dh(0,0)=(2 0
)au xi+y ( ¢ )’av X“+y (e ) ) Dh{0:0)=( )

6) Dh(0;0)=(1.001 413)

du 1 dz dh
7y —(t)=3e" +128¢ 8) —(r/2)=-2 9) —(0)=2
) ) =3¢" 1280 8) (x/2)==2 9) Z2(0)
10) %(7{/3)=—9 12) a—h(o;o):z,a—z(o,-o):o 13) se verifica
dt ox dy

15) ), =" [(4r* = 7)sen(31)+12t.cos (37)]

16) 1 (1,01;0,02) = 1,05 17) A.(0,1)=~1 18)h,(2,1)=21

15 12
19) Dh(l;O)z[ ) 4)
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FUNCIONES IMPLICITAS

a) de una variable independiente

Consideremos la ecuacion F(x;y) = 0. Si en un entorno del punto Py = (x¢;y0)
que satisface la ecuacion y en el cual la misma es diferenciable, veremos
bajo que condiciones se puede expresar en un entorno de Py= (xy; ) a una
variable como funcion implicita de la otra.

Interesan saber dos problemas, primero bajo qué condiciones la expresion
F(x;y) = 0 define, en un cierto conjunto, una funcién de una variable. Luego
interesa calcular su derivada sin llevarla a la forma explicita. Estos dos pro-
blemas quedan definidos en el siguiente teorema.

b) de dos variables independientes
Consideremos la ecuacion F (x;y;z) = 0. Si en un entorno del punto
Po = (x0;)0:z0) que satisface la ecuacion y en el cual la misma es diferencia-

ble, veremos bajo que condiciones se puede expresar en el entorno de
Po= (x0;)0;20) @ una de las variables como funcion implicita de las otra dos.

DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLICITAS

Teorema de existencia y derivabilidad de una funcion definida en
forma implicita

Teorema de Cauchy-Dini

Dada la ecuacion F(x;y) = 0, y sea Py= (x0;)0) un punto que la satisface, si se
verifican las siguientes condiciones:

1) F(xo;y0)= 0
2)F.y F } existen y son continuas en un entorno del punto P.

3) F,(x:0)#0

entonces la ecuacion F(x,y)=0 define a la variable y como funcién implicita
de x en un entorno del punto Py, y esta funcion es derivable y continua en Py.
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Si F(x,,y,)# 0, entonces F(x;1)=0 define a la variable x como funcién im-
plicita de y.

Generalizacion del teorema de existencia y derivabilidad

El teorema visto para la ecuacion F(x;y) = 0 se puede extender para funcio-
nes definidas por ecuaciones del tipo F(x;y,z) = 0. Veremos bajo qué condi-
ciones esta ecuacion define, en un cierto conjunto, una funcién de dos varia-
bles derivable y continua en un entorno de un punto Py.

1) F(xo;y0;20)= 0
2) F., Fy' y F. existen y son continuas en un entorno del punto P,.

3) F:(XOQJ’O;ZO)io

Si estas condiciones se cumplen la ecuacion F (x;y,z) = 0 define a la variable z
como funcién implicita de x e y y esta funcion es derivable y continua en P,

Si F.(x,,0:2,)#0 la ecuacién F (x;y,z) = 0 define a la variable x como
funcién implicita de y y z y esta funcion es derivable y continua en Py y si

’

F, (x0 ; yo;zo);t 0 la ecuacidén F (x;y;z) = 0 define a la variable y como fun-

cién implicita de x y z y esta funcion es derivable y continua en Py .

Nota: no siempre una ecuacion del tipo F(x;¥) = 0 o F (x,y,z) = 0 define a
una variable como funcidn implicita de las otras. Deben verificarse las condi-
ciones del Teorema de Cauchy — Dini.

Si las condiciones del teorema de no se cumplen, no sabemos si la ecuacion
define o no a una variable como funcién implicita de las otras.

Veremos ahora como se obtienen las derivadas correspondientes cuando una
funcion esta definida en forma implicita.

Calculo de las derivadas parciales
a) una variable independiente

Partimos de la ecuacion F (x;y) = 0, teniendo en cuenta que y = f (x). Si
F(x;y) =0 enun conjunto A = dF(x;y) = 0 (nos movemos sobre una curva
de nivel).
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F,.dx+F, .dy =0 = y':ﬂ:_i con F, #0
dx ) ’
Ejemplo: F(x;y)=x"—4xy=0 = dy _ 2x-4y _x-2y x#£0
dx —4x 2x

Veamos si se puede calcular y (1;0,25). Vemos que se verifican las condi-
ciones de existencia:

1) F(1;0,25)=0
2) F,=2x-4y y F,=—4x, existeny son continuas
3) F,(1;0,25)=—4#0

Por lo tanto se puede aplicar la formula para calcular y' (1;0,25) =4
b) dos variables independientes

Partimos de la ecuacion F (x;y,z) = 0, teniendo en cuenta que z = f'(x,y).

Si F (x;y;z) = 0 en un conjunto A = dF (x;y;z) = 0 (nos movemos sobre una
superficie de nivel).

, , , F. F,
F,.dx+F, . dy+F.dz= 0 (verpag. 136) = dZI—Fx, dx—;y,dy (1)

Si comparamos (1) con la expresion del diferencial de una funcion de dos va-
riables (ver pag. 118) se deduce que:

: F, F, :
ZX:QZ__fyZ:ai:_-‘;coanio.
dox . ’ y FZ
: G F, J : :
Resumiendo: | — = —Zx - nF %0
x s oy :
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Ejemplo: F(x;y;z)=x> =2xyz+z> =0

dz . 3x* =2yz 9z . —2xz Xz
—=z,=-———— ——=z,=-— = con—xy+z#0
ox —2xy+2z dy

—-2xy+2z —xy+z
Veamos si verifican las condiciones de existencia en Po= (—1;0;1).

1) F(=1,01)=0
2) F,=3x" -2yz, F, =-2xz, F, =—2xy+2z existen y son continuas
3) F.(-1,0,1)=2#0

Por lo tanto se pueden aplicar las férmulas para calcular:
z,(-1:01)=-3/2 y z,(-1,01)=-1

DERIVADAS SUCESIVAS

Si queremos calcular, por ejemplo, la derivada 2° de una funcién definida en
forma implicita se procede de la siguiente forma:

Ejemplo: hallar Z;x si F(x; A Z)= 2x*y—z? +x=0
Primero debemos calcular z_, derivando como funcion implicita:

dz _ 4xp+l _dxy+l
ox -2z 2z

Al calcular la derivada segunda, ya no tenemos que derivar una funcion im-
plicita, sino que tenemos que obtener la derivada de la derivada primera que
esta definida en forma explicita.

Pero al derivar respecto de x debemos tener en cuenta que z es funcion de x ¢ y,
y que por lo tanto la derivada del denominador respecto de x entonces es: 2z .
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v A4y2z—(4xy+1)2z, L .
Z, = (2 )2 +, procedemos a sustituir z _por su expresion:
z
4xy + 1)

(
. 8yz—(4xy+1).2. % _ 8y22—(4xy+1)2
o (22)2 473

z

Conclusion: al obtener las derivadas sucesivas se deriva como se derivan
funciones explicitas, pero teniendo en cuenta que z = f(x;)).

Ejemplo general resuelto

Calcular las derivadas parciales en el punto P, = (2;1) de la funcién

2(x; y)=% si u=g(x;y) viene definida implicitamente por

ue" ™ — 2xy = 0. Suponemos que /(x;y) es continua y derivable con plano
tangente horizontal en (2;1;3).

Sixg=2yyo=1, up=4. Calculamos g_u yg—u como funciones implicitas.

X oy
w_ F_ - | 20 K -w | _4
ox F e ttuet (2::4) D dy F e tvue (2:1:4) 3

. , 12
——=au h(xy)=u 1234
ol ()= b i
: h(x;y) 9 30°
(2,1,4)
| 3 / 1 4
! 1 (x;y) 9 15
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FUNCIONES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE POR SISTEMAS DE
ECUACIONES

Asi como una superficie puede estar definida en forma implicita por una
ecuacion, también se puede definir una curva en el espacio (funcion de una
sola variable) a través de un sistema de dos ecuaciones.

Por ejemplo, si dos superficies estan definidas respectivamente por las ecua-
ciones F(x,y,z) = 0y G(x,y;z) = 0, y existe un punto Py = (xo,0,20) que perte-
nece a ambas, entonces puede existir, bajo ciertas condiciones, una curva co-
mun a ambas definida por dos funciones /'y g talesque y =f(x)y z =g (x).

Bajo estas condiciones decimos que el sistema de ecuaciones define implici-

tamente a dos de las variables como funcion de la restante. Es decir que
y=f(x), z=g(x), quedan definidas implicitamente por el sistema:

F(xy:z)=0
G(x;y;z) =0
Buscamos ahora las derivadas de y y de z respecto de x (dy/dx, dz/dx).

Las condiciones de existencia son similares a las que se exige a funciones im-
plicitas definidas por una sola ecuacion. Si F'y G son diferenciables queda:

dF =F,dx+F, dy+F.dz=0 F,dy+F.dz= — F, dx
=

dG =G, dx+G, dy+G. dz=0 G,dy+G.dz = — G, dx
F 2 LN F. e F
= jx ;lx sidx #0.
G L+ Z -G,
dx dx
dy dz
Este es un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son d_ y e El
X

determinante formado por los coeficientes de las incdgnitas recibe el nombre
de jacobiano de F'y G respecto de las variables y y z.
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Se lo designa:

AF:G) _ Bk
a(y,'z) G;, G;

Si este determinante no se anula, el
sistema tiene solucidon unica para

las incognitas P y % Por lo
dx dx
tanto el sistema define a las varia-
bles y y z como funciones implici-
tas de x. Las incdgnitas se pueden
obtener aplicando la regla de Cra-
mer (o cualquier otro método para
resolver sistemas de ecuaciones li-

neales).

Fx FZ
@ ___|6. G d
dx F FZ' dx
G, G.

JACOBI, Karl Gustav Jacob (1804-1851):
famoso matematico aleman de origen judio,
destacado por sus aportes

en Fisica y Astronomia.

A los 21afios era profesor

de Konigsberg. Son reco-

nocidos mundialmente

sus estudios sobre las fun-

ciones elipticas, que estudid

junto a Abel y se publican

en 1829; las ecuaciones

diferenciales, el calculo de variaciones y la
teoria de numeros. Se le deben estudios
sobre determinantes funcionales, uno de los
cuales se llama jacobiano debido a él.

F, F,
G, G,
F
G, G.

Si usamos una notacion analoga a la ya vista para cada jacobiano, tenemos que:

o(F:G)
dy 0 (x;z2)

dx o(F:G)
d(y:z)

J(F:G)
& ()
dx 0 iF,'Gi
d(y:z2)
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Ejemplos

225

. . .. . . d
1) Suponiendo que se verifican las condiciones de existencia, calcular LA y

X
X2y = 5z41=0
x—y+z2-4=0

o para las funciones definidas implicitamente por el siguiente sistema:

Primero calculamos el jacobiano del sistema para ver si existen las derivadas:

F, F| |g,2 -5
. y z y
aa((F’G)) =l 1= =18y222—5¢0
Yz Gy Gz -1 322
F. F, 2 _5
3 (F: G) 3x
dy _ |G G| _ 9wz 1 322 _ 9’2 +5
dx 182> -5 187z -5 18 y*z* -5 18 y*z* -5
F, F,
y 3 (F: G) 6y" 3’
dz _ G, G, _ a(y,'x) _ -1 1 :_6y2 + 3x2
dx 18y%z% -5 18y%z% -5 18y*z* -5 18y°z* =5
d 2x+y’ =t
2) Calcular L 2= y.a*"" con Y ,
dt X’ =2y =t>
aZ sen x aZ sen x
—=y.a"" . Ina.cos x —=g""
ox ay

Para calcular 7: y % debemos calcular los jacobianos.
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a(FG) | B | 2 2 i
a( ] ) = ) ) = = —4—6xy
Vola G I3t -2
R
, 3(F:G) o
a _ 19 G| 9wy __ -2 2| _ __2+4p
dt —4—6x"y —4—6x"y —4—6x"y —4—6x"y
F. F
| aro 2
dy__ |G G| _ 9lwt) _ |3 2| _ —4+3x
dt —4-6x"y —4-6x’y —4—6x"y —4—6x"y
dx _ 1+2yt dy _ —41+3x°
dt 2+3x%y dt  4+6x°y
+ _ 2
Reemplazando queda: & v.a*“"".Ina .cosx .L);tﬂz”” ’“.—4t + gx
dt 2+3x%y 4+6x7y

Otra situacion

Consideremos el siguiente caso: F (x;y;u;v) = 0y G (x;y;u;v) = 0 pueden defi-
nir implicitamente dos funciones de dos variables independientes, por ejem-
plou=7(xy)yv=gxy).

Se pueden obtener las derivadas parciales de /' y g respecto de x e y.

Calculando los diferenciales de /'y G tenemos:

dF =F,dx+F,dy +F, du+F, dv="0
dG =G, dx+ G, dy+ G, du+G,dv=0

=
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F, du+F, dv=—F, dx—Fy: dy
G,du+G, dv=—-G, dx-G, dy

, F, F,
El jacobiano del sistema es: J <F"G) = %0
o(u;v) G G
Por lo tanto,
F,.dx+F,.dy F, F. F, F, F,
i) G ¥y G, L SN S
F, F F, F, . B
G, G, G, G, G, G,
d(F:G) d(F:G)
. _ 9 (xv) 3 d(y:v)
Es decirque du = a(F;G)'dx B(F;G)'dy
0 (u;v) 0 (u;v)

, Ju ou .
Pero como ademas sabemos que du = > dx +—dy, resulta que, para varia-

X y
o(F;G) o(F;G)
. . ou_ 9(xv) u__ 9 (y;v)
bles x e y independientes: FR 7)) y g “TAFG)
0 (u;v) 0 (u;v)
o (F;G) o(F;G)
Analogamente surge que: % =— %(IZ_XG)T y 3_)‘: __ 9 (u; y)

QO
—_
<
<
~

|
Q| QY
B
= Q@
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. ) u+v—x—-y=0 .
Ejemplo: El sistema define a # y v como funciones de x e
xu+yv—1=0

ou du dv _ Jv

y. Hallar g g g y g

11 -1 1
ou  |u Yy  —y-u_ uty du_ | v y_ —y-v_vty
x |1 y-x y-x O 11 y—x y-x

X y Xy

1 -1 I -1
v x u utx u+tx @: X vl vtx vtx
FET 1__y—x_x—y dy 1 1‘ y—x x-y

X y ry

LA ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y DE LA RECTA NORMAL
PARA FUNCIONES IMPLICITAS EN R?

Consideramos la ecuacidon F (x;y) = 0, ecuacion que suponemos define a y
como funcién implicita de x. La representacion grafica es una curva en R°.

Recta tangente a una curva de nivel

Sabemos por Analisis I que la ecuacion de la recta tangente a una curva en
Py :(xofyo) SV =Vo=Y (xo)(x—xo).

Como la funcion esta definida en forma implicita:

=Bl ()

Yi=Vo = F);(PO)

donde P, = (x0 ; yo) satisface la ecuacion F (x,y) = 0.
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F;(PO).(x—x0)+Fy,(P0).(y, _J’O):O
[ (8, ): L (P, )]o (v =y, = ) =0

Propiedad del vector gradiente en %*

Si consideramos la ecuacion F' (x;) = 0 como la curva de nivel 0 de una fun-
cién z = f(x,y), esta funcion tiene derivadas parciales continuas.

En este caso las derivadas F.(P,)y Fy' (P, ) coinciden con las derivadas parcia-

les f);(Po)nyy(Po) dez=f(xy)y [ﬂ(Po),'ﬂ(Po)]=Vf(Po). Por lo tanto:
V(Py)e (x—x5, ¥, = ¥4)=0

Ecuacidén vectorial de la recta tangente

El vector gradiente es perpendicular a la recta tangente a la curva de nivel
en el punto Py. Eso quiere decir que la derivada direccional mdxima esta en
la direccion perpendicular a la de la recta tangente.

El sentido del vector gradiente es aquel segun el cual las curvas de nivel cre-
cen mas rapidamente.

Vector normal a una curva de nivel

Es el vector perpendicular a la recta tangente y su direccion y sentido coinci-
den con la direccion y sentido del vector gradiente en el punto.

Recta normal a una curva de nivel

Es la recta que tiene como vector director al vector normal, es decir al gra-
diente:  y, (P)):(x:p)=(x), )+ AV,  AeR

Ejemplo

Si z=f(x;y)=x"+y*—4x—6y+8, la curva de nivel de nivel 0 es
x*+y?—4x—6y+8=0. La ecuacion F(x;y):x2 +y° —4x—6y+8=0
define a la variable y como funcion implicita de x.
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El vector gradiente de fes Vf = (2x—4;2 y—6). Por ejemplo, en el punto
Po=(3;5)es Vf(3:5)=(2:4)=2i +4/ .

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es: V/(3;5)e(x—3;y, —5)=0

w(P): (2;4)e(x=3;p,-5)=0 = 2(x-3)+4.(y,-5)=0

2x+4y,-26=0 = y ==Y x+13/
El vector normal en Py = (3;5), es v, = (2;4)
Y la ecuacion de la recta normal es y, (P, ): (x;y,)=(3,5)+4.(2:4)

-3 -5
De donde surge que x2 =y"T = 2(x—3):yn_5

En su forma explicita la ecuacion de la recta normal es: y, =2x -1

LA ECUACION DEL PLANO TANGENTE Y DE LA RECTA NORMAL
PARA FUNCIONES IMPLICITAS EN R°

Consideramos la ecuacién F(x; y;z)=0. Si esta ecuacién define a la variable z

como funcién implicita de x e y, se pueden obtener las ecuaciones del plano
tangente y de la recta normal en un punto Py = (xo;)0;z0) reemplazando en las
ecuaciones ya vistas (pag. 134):

ox F. Y dy F,
, F (P F, (P,)
Asi obtenemos: z, -z, :_Fj EPZ; (x—xo)— Fz (PZ) '(y_yO)
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Multiplicando por F,(P,) queda:

F. (P (x—x,)+ FV (P, )(y - y0)+ F. (Py)z, —z,)=0 @, que es la ecuacion

del plano tangente cuando la funcion esta expresada en forma implicita.

Haciendo la misma sustitucion en la ecuacion de la recta normal queda:

F.(r)  F,(R) F.(R)

X z

" (Po)3 X=Xy _ Y=Yy _ Z—%

Siempre y cuando las derivadas no se anulen en el punto Py

Propiedad del vector gradiente en R’

Consideramos la funcion v = f (x,‘ y;z) de la cual

la superficie de nivel o superficie equipotencial de
nivel 0 es F(x,' y; z) =0.
Obsérvese que las derivadas F, (P,), Fy' (P,) vy

F. (P,) coinciden con las derivadas parciales de

U= f(x;y;z).

Pero [fY (P,): fv (p,): £ (P, )] =Vf(P,), por lo tanto podemos expresar la

ecuacion del plano tangente @ de la siguiente manera:
me (Py): V7 (Py)e (v =2y =2, = 2))=0

Vemos que el vector gradiente es perpendicular a la superficie de nivel. Por
lo tanto la recta normal es la que tiene la direccion del vector gradiente.

v, (P,)=Vf(P,) Z[fx (Po)"ﬂ (P): /- (P, )]
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Ejemplos

a) Fx;y;z)=2x> +y*> =3xyz=0 y Po=(1;1;1)
f);=4x—3yz|(l_“)=1 fr=2y- 3xz|m -1 f = 3xy|111 -3
m(P,): (L-1,-3)e(x—1;y-1;z,—-1)=0

m(P): (x=1)-1.(y-1)=-3(z,-1)=0 = x-p-32+3=0

y-1 -

—1 —

La ecuacion de la recta la normal es 7, (P,): x—1 =

b) Flx;y;z)=2x> +4yz -5z +10=0 y Po=(3; —1;2)

Vf = (4x;42z;4y —10z) = Vf(P,)=(12,8;-24)

7, (P)): (12,8;-24) e[ (x=3):(y+1);(z,-2)]=0
7, (P,): 12(x=3)+8(y+1)-24(z,-2)=0
7, (Py): 12x+8y—24z,+20=0 o 7, :3x+2y—62z,+5=0

x=3 y+l z-2

La ecuacion de la recta la normal es 7, (P, ):

3 2 -6
x2 2 ZZ
c¢) (Es el vector (4;6;3) normal a la superficie del elipsoide ?+y7+£ =3

en el punto Py=(3;2;4)?

Para que el vector sea normal a la superficie en P, debe ser proporcional al
vector gradiente en Py. Calculamos el vector gradiente.

=290, 1, =% fi=2 = V(3,~2,~4)=(y 1%)
(4;6;3) = 6(% ;1,'%), por lo tanto es proporcional a (% 1%) Entonces el

vector (4;6;3) es normal a la superficie en P,,.
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Recta tangente y plano normal a una curva definida por la interseccion de
dos superficies

F(x;y;z) =0
G(x;y;z) =0
Py = (x0;y0:20), que pertenece a ambas superficies, a una curva en el espacio

como interseccion de dos superficies, con ecuaciones y = f(x) y z = f (x), la
direccion del vector v,, tangente a la curva, esta dada por el producto vecto-

Si un sistema de ecuaciones { define, en un entorno de

rial entre los vectores gradientes de cada superficie. Esto se debe a que los
vectores gradientes son perpendiculares a v, .

Debemos calcular los vectores gradientes, considerando que ambas ecuacio-
nes corresponden a superficies equipotenciales correspondientes a las fun-
ciones u, = f(x;y;z), u, =g(x; v z).

VI (P)= (fr (P, )fv (P, )fz (P, )) ., Vg(P,)= (gx (P, )gv (P, )gz (P, ))

Luego calculamos v, (P,)

i j k
vf(PO)sz(PO)AVg(Po):ﬂ(Po) f)(Po) ﬂ(Po):V1;+sz+V3]€
g;(PO g’y(Po) g;(Po)

Ecuaciones de la recta tangente

X=Xy Y=Yy Z-2Z
a)r,(P,): . 0= . 0= . .
1 2 3

b) 7 (P,): (0 :2) = (x5 70,20 )+ A0 vy )

Ecuacion del plano normal

7, (Po)3 (vl;vz;v3)0(x—x0;y—yO,‘z—zo)=0
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Ejempl Yl P = (123)
emplo: en Py=(1;2;
Jemp x*+y*+22=14 ’

Vr=@11) = VAP,)=(111) Vg=(2x2y2z) = Vg(P,)=(2:4,6)

i jk
Calculamos ¥, (P, )=Vf (P,))AVg(P))=[1 1 1|=2i-4j+2k
2 4 6
Ecuaciones de la recta tangente
a)r(P): x—1= y_—22 =z-3 b)r(P): (vyz)=(23)+4(1,-21)

Ecuacion del plano normal

7, (P): (2-42)e(x—1;y-2,2-3)=0=2(x—1)-4(y-2)+2(z-3)=0
7, (P): x=2y+z=0

Superficies tangentes

Si dos superficies tienen un plano tangente comun en un punto Py, se dice
que son fangentes. Para eso los vectores gradientes correspondientes a ambas
superficies en el punto deben ser paralelos.

Vr(p,)// Vg(P,)= V/(P,)=kVg(P,)

xyz=36

en Py=(3;6;2
4x* + y* +9z% =108 0= )

Ejemplo: {

Vf=(yz;xz;xy) = Vf(P,)=(12;6,18)
Vg=(8x2y182z) = Vg(P,)=(24,12;36)

Vg(P,)=2.Vf(P,)= las superficies son tangentes en Py = (3;6;2).



Funciones compuestas, implicitas y homogéneas 235

POSICIONES RELATIVAS ENTRE UNA CURVA ALABEADA Y UNA
SUPERFICIE

Dada una curvaj7 : [cz,‘b]—)ER3 / f(t): [x(t); y(t);z(t)] y una superficie defi-
nida por f (x; y;z)=0, puede ocurrir que la superficie contenga a la curva (la

curva yace sobre la superficie), que la curva interseque a la superficie o que
la curva no tenga contacto con la superficie.

\

O

1) Curva que yace sobre una superficie

Para saber si la curva yace sobre la superficie debemos verificar si la curva
satisface la ecuacion. Si esto es asi, entonces la curva yace sobre la superficie.

Ejemplos
a) :lab]l >R/ F(t)= (-1 =102 +3,21) y 22 + 2y + 6x=0

() +22 +3)+6(-r2 —1)=4> 420 +6-61> —6=0

Vemos que la curva verifica la ecuacion por lo tanto la curva yace sobre la
superficie.

b) /o la:bl >R/ F(0)= (22113 +1%) y 3x—14y+2-10=0

61> —14(1—1)+3+1> —10=7¢> +14r =210
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Vemos que la curva no verifica la ecuacidon por lo tanto la curva no yace
sobre la superficie. Vemos ahora si hay interseccion entre ambas.

2) Interseccion entre una curva y una superficie

Para buscar la interseccion de una curva y una superficie buscamos los valo-
res de ¢ que verifican la ecuacion.

Ejemplos

a) Si volvemos al ejemplo anterior, buscamos las posibles intersecciones.
7t +14t-21=0, £ +2t-3=0 = =1yt =-3.

La curva interseca a la superficie en dos puntos.

Si ¢, =1, entonces P, = (2;0:;4); si ¢, =3, entonces P, = (18:4;12).

b) £ la:bl >R/ Fe)=r+2:50 =3020) y 2x+ y—22 =0
2r+2)+57 =3t —4* =t —t+4=0

Vemos que esta ecuacion no tiene solucion en el campo de los niimeros re-
ales, por lo tanto la curva no interseca a la superficie.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones definidas
implicitamente si z = f(x,y)

a) F(x;y;z)=x>z" + ysen(xz)-2=0

b) F(x;y, z)=sen (xy)+sen (yz)+sen (xz)=0 en Py= (m;0;0)
C) X+ y+z=sen (xyz) en el origen

d) F(x;y,' )=x+3y+22—lnz =0

e) F(x;y, ):e .coS (x+z)—z=1 en el origen

) F(x;y;z)=2sen (xyz)+zx’ —y* +1=0

g) Flx;y,z)=2"e" 7 +2x-4y—2z=0

h) F(x;y,z)=4xz+21-3x" —sen(yz)=0 en P0=(—2;%;lj

i) ze” +2x.e” =3+4e” j) In(x+ y+z)=zen Py=(e; —1;1)

2) F(x;y;z) 22 =2xy+y*=0,caleular z.,z,,z. ,z. .z

x2Sy a0 fxy o Sy
3) F(x;y,z)=x+ yz* =0, calcular z.
X2 2
4) Caleularz’ s a) F(x;y, )=T+y7—zz—l=0
b) F(x;y;z)z«/;+ y+\/;+z—4=0 en Po=(1;1;1)

5) Dada F(x; V; z) =x+y+z+z>—4=0, demostrar que se verifica la rela-
cion de Schwarz.

6) Dada F(x;y;z)=x’z+2xy—3=0, hallar fiase (11, z,)

2 2 2
7) Dado el elipsoide %+y7+f_6 =1, calcular la pendiente de la recta tan-
gente a la curva, situada en el primer octante, determinada:

a) por la interseccion con el plano y = 1, en el punto x,= 2.
b) por la interseccion con el plano x = 2, en el punto yo= 1.
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8) Dada xy—e“ " =Inz que define a z como funcion implicita de x ¢ y, ha-
llar por aproximacion lineal z = f (1,1;0,97) .

9) Calcular aplicando diferenciales f (0,1;0,09) si z + cos(xz)— y.e** =0
define a z = f'(x,») en forma implicita.
10) Dada xy + xz + yz =3 que define a z = f(x,»), hallar el dz (1;1).
11) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal de las si-
guientes funciones definidas en forma implicita.
a) x>+ > —4x—6y+8=0 en Py=(3;5)
b) x> +y*=2yx—1=0 en Py=(1;2)
c) cosx+seny—2x=1en Py=(0;0)
d) x> +y*—yx—=3=0 en Py=(1;2)
12) Hallar la ecuacién del plano tangente, de la recta normal y de un vector
normal de las siguientes funciones definidas en forma implicita.
a) x> +y> —4z° =4 en Py=(2:-2;20)
b) x’yz’ —=2xz+4zy—7=0 en Py=(1;-1;-1)
¢) x> +y>+2z7—14=0 en Py=(2;1;z))
d) X’y —2xz+2y%z*~10=0 en Py= (2;1;-1)
e) xyz=12 en Py=(2;-2;-3)
13) Encuentre el punto de la superficie z = xy donde la recta normal es para-

lelaalarectax=2-6t,y=3—12t;z=2+ 3t.

. 2senx—cosy.senz—«/_=0
14) Dado el sistema que define ay = f(x) y

2c0sx—seny.cosz—«/_= 0

dy dz /4
z =g (x), calcular —y — enPy=| —,0,0 |.
g dx Y dx 0 (4 ]

x*+yr -zt =1

2

que defineay = f(x) y z = g (x), cal-
x*+2y*+32°=6

15) Dado el sistema {

cular y; y z; en Py= (1;1;1).
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) u5+v5+x5=3y—v )
16) Dado el sistema s s s que define a u y v como funciones
uw+v +y = =3x-2

de x e y, calcular u; en Po= (xo;y0;u03ve) = (— 1;0;1;0).

. “tyv—x+y=1
17)Dadaz=u—v2+2y6151stema{e voaTy que define a u y v co-

u+cosv—xy=0

mo funciones de x e y, calcular g_z en Po= (xo;v05u0;v0) = (1,1,0,0).
X

x? —xy+v: —ux=0 )
18) Dada que define a # y v como funciones de x ¢ y,
xv+y? —vy—uv=0
ou du Jdv _ dv
calcular — . ay 8 E)_ en Py = (xo;y0su0;v0) = (1;1;1;1).
) uy+uv—x—v=0 .
19) El sistema que define a # y v como funciones de x
xe +ye —ve'=0
ey, caleular 24 9.0 0 O b= o) = (1:0:2:1).
ox ay FrRd dy

uw v +x°=3y
que define a # y v como

3

20) Dada z = 2uv y el sistema
w+v +y’= —3x

funciones de x e y, calcular z .

) x+y+z=1 ,
21) Elsistema ¢ definea y =f(x)yz = g (x), calcular y__.

X+y +z°=2

U=x+y+z

22) El sistema < v =x’+ y2 +z% defineau, v y w como funciones de (x,y,z),
3. .3, .3
w=x"+y + d
yors calcular _u'
dy
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u=3x+4y-z
23) Dado el sistema v=2x—y+3z determinar si define a (x;y;z) como
w=6x+8y—-2z+1
funciones implicitas de (u;v;w).
24) Dada z=/n [xz.g(x; y)] donde u = g(x;y) viene definida implicitamente
por la ecuacién u.ln(u—1)+xy=0. Calcular: ,(1,0) y z,(1.0).

Inu
h*(x: y)
u = g(x;y) viene definida implicitamente por ue"” +xy =3. Supo-

25) Hallar las derivadas parciales en (2;1) de la funcion z(x; y) = si

nemos a /(x;y) continua y derivable en Py=(2,1,5).

26) Calcular z.(1,1) y z;(l;l) si z=elvete)] y u=g(x;y) viene definida
por u.ln(u—1)+xy—1=0.

27) Sea z = f(x;y) definida implicitamente por z+/n(z)+e® =2 verificar
que se cumple: /7,(0,0)= /7.(0,0).

28) Siz+e ' +(x—11 y =2, ver si se cumple que fx'; (1,0) = f;; (1,0).

y=2x

29) Sea z = f(x;y) definida implicitamente por z.e’ ™" =5, determinar la
ecuacion del plano tangente en (1;2,'20) y utilizarlo para aproximar
£(1,01,197).

30) El plano 2x — 6y +3z = 49 es tangente a la esfera x” + y* +z° =49 . Cal-
cular las coordenadas del punto de tangencia.

31) Hallar los valores de & para los cuales el plano x + y + z = k es tangente a
la esfera que x* +y*> +z> =12.

32) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie esférica
x* + y? +2z° =9 que sean paralelos al plano x +2y —2 z = 10.

33) El plano z = x — y es paralelo al plano tangente al hiperboloide
2x* =2y? +z% =1. Calcular las coordenadas del punto de tangencia.
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34) Dada f(x;y;z)=x+2xz+y” y Py =(1;1;2), hallar £, en la direccién y

. ;. .. 2 2 2
sentido de maximo crecimiento de x” + y~ +z~ =6 en P,.

35) Hallar las direcciones v seglin las cuales es nula la derivada direccional en
(u;v) = (2;1) de la funcién z(x;y)=x+y.e* ™ si x=gu;v), y=v’y x es-
ta definida implicitamente por 2v —ux —Inx =0.

zZy+x

36) La ecuacion Inz—3.e7" +2y° —xy* =0 define implicitamente a z como

funcién de x e y. Determinar la derivada direccional de fen (—1;1) en la
direccion del punto (7;7).

37) Sea z = f(x;y) definida implicitamente por z—y+/n(xz)=0, calcular
aproximadamente /4 (1,02) si A= fog con g(t)= (t;t3 )

38) La ecuaciéon /n (y+z)+z—x2 +y? =0define implicitamente a z como
funcion de x e y. Determinar la derivada direccional maxima de

h=fogen @)= (L) si guv)=w?v—u?).
39) Hallar la ecuacion del plano tangente de la funcién z = h(x; y) en el pun-

to (2;1,4(2,1))que resulta de z=u.e" con uzi, v=g(x;y), donde
Y

g(x,' y) queda definida implicitamente por /n(l—v)+xy.e’ =2.

3, 13
X +—=t dh
40) Dada z = arc tgl, y , hallar — .
X dt
x—=2y=4¢

41) Dados los siguientes sistemas de ecuaciones que definen a una curva
alabeada como interseccion de dos superficies, obtener las ecuaciones de
la recta tangente y del plano normal a las mismas en P,

x> +4y* +22°=27
a) en Py=(3;-2;1)

x4y -2z2=11
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x> +z2-25=0
b) en Py=(3;3:4)
Y +2z7-25=0

en Py=(3;-3;2)

3x?+2y* +27=49
) 2 2 2 _
X +y =2z"=10

x*+y*—z=8
d) en Py=(2;-2;0)
X
en Py=(2;1;1)

2x* +3y? +27=9
f) en Py =(1;-1;2)

3xP+y*—z°=0

—e'sen(27mz)=2
) {y esen(2m2) en Po=(0;2;1)
3

v —z—In(x+1)=

42) Verificar si las siguientes superficies son tangentes

{ x> +4y+z2=0
a)

en Py = (0; —1;2)
x4 yi 4zt —6z==7
x*+4y* —4z°=4
b) en Py=(2;1;1)
x*+y*+z7 —6x+2z-6y=—-10

2

= +y =2

43) Sea la curva C: {x f();) Y Y , determinar la posicion relativa en-
z+3=3y

tre la recta tangente a C 'y el plano normal a C en Py= (5;0; —3). Se sabe
que g (0)=5, g (2)=-2.
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44) Investigar la posicion relativa entre las siguientes curvas y superficies

>R/ ]7(1 =|[cost, sent; sen (21)] sobre 2xy—z=0

2

2
. ., . =x"-z
45) La interseccion de las superficies {y definen una recta que es
zZ=X

normal a la superficie definida por z = f (x; y) en (1;0;1). Hallar la ecua-

cion del plano tangente a z en dicho punto y utilizarlo para calcular
aproximadamente 7(0,98,0,01).

46) Dada z=x+yu* con u= f(x) definida por In(u+x)—ux=2, resulta
z=h(x;y). Determinar cuéntos puntos en comin tiene la curva de ecua-
cion f(t): (tz;t —1;—t) con el plano tangente a la superficie de ecuacion
z= h(x;y) en Py = (—1;2;z).

47) Determinar las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie
imagen de la [ :R* >R’/ f(u;v)=<u+v;v2 —u;uz) en un punto
P, = (x,; yo,'zo)=]7(u0;v0) en el cual la misma sea paralela a la recta

2x+3y+2z=0

tangente a la curva definida por { en Py =(-1;1;z)).

X+ y4 =0
48) Determinar la ecuacion del plano tangente a la superficie imagen de la
7R >R/ f(u;v)=(uv,2u +3v;—u—6v)en un punto P, = (x,, v,, 2, )
= f(uo Vo) en el cual el plano tangente a la misma es perpendicular a la

. Sx+52°=51z=0
recta tangente a la curva definida por{ oz N en Py/z,=2.

y+sen(z—2)—6z=0
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RESPUESTAS

, z sen(xz)
1 =——, = —
)& % % 2x%z + xy.cos(xz)
b)z,(7:0,0)=0, z,(7:0,0)==1 c¢) z,(0;0,0)= z,(0,0;0)=—
z : 3z
s 2, =
1-2z 7 1-2z
/ 2yzcos(xyz)+3zx* 2xzcos(xyz)+3y?
D Zx =- ¥y =-

d) z. =

e) z,(0;0,0)=1,z,(0:0,0)=0

2xy Cos(xyz)+ x’ 2xy cos(xyz)+ x*
. Zzyexy_2 +2 z*xe? 2 -4
gz, e T
’ 2zye” " —1 2zye” ™ —1
hz|-2:Z1]=2,2[-2.Z1]=0
’ 2 7 2
. , Xy Xz , xy _ 2, vz
iz = 4ye” —2e (XZ:-Q 2, = 4xe” —z7¢’ -

e’ +zye +2x%e e’ +zye” +2x%e

i)z, : 1
J) zi(e~11) =2 (e~1,1)= L

2 2 2
yooxy o 2oyley) o _—2-(x-y)
2 = = 5 — T T3 - P =

)Z - > Zy, - Zyx Z3 Zyy 23 Zyy 73
3=y 2 =2 by ()= 5), = =2
T4y » 8 54 77T (1422

. 3 , ,
6) f,35(,(1;1;1):5\/§ 7)aym=z, =-1,61,bym=z, =-1,81 8) 1,085
9) £(0,1;0,09) =—0,91 10) dz(1,1)=—dx—dy

ll)a)yt:—%x+%, yn:2x—l b)yt:x+1’yn:_x+3

¢) y, =2x, y,==Wx d) y,=2,r,:x=1
12) a) 7,: x—y—22—2:0,x—2=y—-’_zzZ_1 , v, =(1,-1,-2) 6
y+2 z+l1

T, x—y+2z-2=0, x-2=——=
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x=1 y+1 z+1 _
= = ,V
5 -9
-3
3
) +3
=2 S v, =(2,1,-3)

=(4,-5,-9)

b) 7,: 4x-5y-9z-18=0,

, v, =(1,1,3) 6

C) T, 2x+y+3z-14=0, x—=2=y—-1=2

-

e

2x+y—-3z-14=0,

d);z,:3x+4y—6z,—16:o,x32 y41 ”61,:, (3:4,-6)

x=2 y+2 z+3 5
-3 -2

e) 7,:3x-3y—2z,-18=0, =(3,-3,-2)

13) Po= (4:2:8) 14) y, =—2, 2, =42, 15) y,(1,11)= —§, 2 (L11)=

16) 24 (-1:01,0)= 1, 171 Z(110:0)=1
. ox

ou 2 ou 1 dv 1 ov
18) 2 (11,1,1) =2 ; 224 (1;1511) = L) == 2 (115
)ax( ) ay( )38x( )3ay( )=~
19) 2 (1:0:2:1) = 0: P (1:002:1y =2+ 9 (1 0;2:1) = 1;
ox dy 2e

vz—x4 x4—u2

2)+2” vz(uz_vz)

21))’;); _ 2(x2 +y2 +22)—2(xy+xz+yz); 22) a_u:1
(z-») y
0(F:G/H)
a(x-y; )
25)z,(210)== Y 2, 21)== Vo5 26) z,(11)= 3z, (1) == 15
4 ” 1 4 4
27) fxy (O’O) = fyx (O’O> = _E 28) .fxy (1’0) = fyx (1’0) = O
29) z, =10x-5y+5, f(1,01,197)=z(1,01,197)=525

30) (2;-6:3); 31) k=46 32) x+2y—22-9=0 0 —x—2y+2z-9=0

ov 1 ,
—(L;0;2;1)=— 20)z, =2v
dy ( ) 2e ) uz(u2 -y

23) No, porque =0 24) Z,(1;0)=2; 2,(1,0)=——
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= Yo Yorhr = 41) 30 o246

35) v, =(2:1), ¥, =(-=2,-1) 36) fg(—l;l)z—% 37) h(1,02)=1,02

38) mdx h;(1,-1)=% 39) z, =—x—6y+10

40) ﬁ: 2_y 2 '4_612)/2 + 2xy2 2 '12752 _23t22

dat x*+y" 1-6x"y° x +y° 1-6x"y
x=3 y+2 z-1
0 6 9
x-3 y-3 z-4
4 4 -3
x=3 y+3 z-2

41) a)re: , 7,:10x+6y+9z, —27=0

b) r.: , m,:4x+4y—-3z, -12=0

o) i , 7m,:10x+14y -3z, +18=0

10 14 -3
dyre 222 4420z —10=0

4 -1 20
e) s y—1=Z_11;x:2, 7, y—z,=0

x—=1 y+1 z=-2
7y = = , 7w 8x+10y—Tz =12
Dre == " Y
e —X Y2 2l (i _ga)x—2my—z ——1—4x
O 8 o 10 SO

42) a) son tangentes, b) son tangentes

43) La recta interseca al plano en Py = (11,2;3)

44) a)yace sobre la superficie b) no tiene contacto con la superficie
c) interseca a la superficie en Py=(1;12;13) d) yace sobre la superficie

45) z,=2—-x, £(0,98;0,01)=1,02
46) La curva corta al plano tangente en Py= (0; —1;0) y en P, =(1; -2; 1)

x-3 y-3 z-1

47) ry:
-8 2 5

48) —9x+25y+5z-225=0
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FUNCIONES HOMOGENEAS

Una funcidn f (x;y;...;w) es homogénea de grado » si al multiplicar las varia-
bles por un parametro # se obtiene la funcion multiplicada por ¢".

Vie R . f(txty;..;tw) =t" f(x305...5w)
Ejemplos: 1) [ (x; y) =x’—2xy°
Flo )= (x) —2x(ty)’=3x> — 21 x.12. 7= t3.(x3 —2xy2) =1 f(xy)

= que es homogénea de grado 3.

2) f(y)=vx" -2x"y

f (tx;zj/)Z \/(tx)5 - 2(tx)4zj/ = \/1‘5.(365 —2x4y) =

215/2,\/m=15/2-f(x£y)

5
= que es homogénea de grado 3
3) f(x;y)=sen =
y

tx;lv =sen —t =Ssen ——ZO.Se}’l —
ty y y

= que es homogénea de grado 0.

Nota: que una funcion sea homogénea de grado 0 significa que la funciéon
permanece constante ante cambios proporcionales en sus variables.
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES HOMOGENEAS

1) Teorema de Euler

Si una funcion f es
homogénea de grado
n, en todo punto en el
que sea diferenciable
se verifica que la suma
de los productos de ca-
da variable por las de-
rivadas parciales res-
pectivas es igual al
producto de n por la
funcion dada.

Lo vamos a demostrar
para una funcion de
tres variables, pero su
demostracion se puede
generalizar.

Consideramos 1 (x;y;z):

EULER, Leonhard (1707-1783):

naci6 en Basilea, Suiza, en cuya universidad estudié con
Johann Bernoulli. Nunca fue profesor universitario pero
frecuentd las Academias. Trabajé en Berlin y San Peters-
burgo, a donde se traslada en 1727 por sugerencia de Ber-
noulli y llamado por la emperatriz Catalina II.

Es alli donde muere de un ataque
de apoplejia. Durante 25 afios
(1741-1776) por invitacion del rey
de Prusia, Federico 11, trabaja en la
Academia de Ciencias de Berlin,
sin dejar sus actividades en San
Petersburgo. Cuando se plantea

quien lo va a suceder en Berlin,
al decidir Euler su regreso definitivo a San Petersburgo,
éste propone a Lagrange, candidatura que apoya también
D'Alembert. Es el mas prolifico matematico de todos los
tiempos. Es uno de los creadores, tras Newton, Leibniz y
los Bernoulli, del Analisis Matematico. A €l se deben los
estudios sobre el numero e, desarrollos en serie, la designa-

cion de i para la \/—_1 , etc. Fue alumno de Johann Bernou-
1li, a quien fue presentado por su padre el pastor Paul Euler.
Este hizo que Leonhard también fuese pastor. En 1735
perdi6 el ojo derecho en una congestion cerebral y a partir
de ese momento sufre de una ceguera progresiva.

x.fo (eyi) by fy yiz)tz fo(wyiz)=n. f (2 y:z)
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Demostracion
Si f'es homogénea de grado n se verifica que: f(tx;ty,1z) = 7. f (x;y;z).

Efectuamos el siguiente cambio de variables: u=tx, v=ty, w=tz, se obtiene asi
una funcién f(u,;v,w) que es funcion compuesta de ¢ a través de u,v,w.
u

N

f—Vv —pt

~

Derivando respecto de ¢ se obtiene:
S tytz) % +f, (tx;ly;tz).% + 1 (oxttz). % =nt"" f(xy:z)

ero ﬂ:x ﬂ= ﬂ=z reemplazando queda:
P dt a @ P dueda:

xf, (otyiz) + yf, (o tysiz) + 2.f, (o tysiz) = nat™™ f (x: s 2)
expresion que se verifica para cualquier . Hacemos 7= 1:
x f, (5 yez) Ty, (xyz) Faf. (v yz)=nf (xp;z)

La propiedad se puede demostrar también en el otro sentido, es decir que si una
funcidn verifica el teorema de Euler, entonces es homogénea (para n > 0).
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Ejemplos a) f(x;y;z)=x" —2xy* —z°x
primero verificamos que sea homogénea:
f(txsty;tz) :(tx) 2(xt)(yt) —(tz ) (tx)=1 (x3 —2xy° —sz)

es homogénea de grado 3. Verificamos ahora el teorema de Euler:
xf,; (x;y;Z) +yf;: (x’.y;z) +Z-_f; (x). y:Z):3f(x) y;Z)

x.(3x2 —2y° -2 ) +y . (—4xp) + z.(=2xz2)=3x’ = 2xp” —xz” —4xy’ - 2x2
3%’ —6xy°—3z°x=3 (x3 —2xy’— sz) =3.f(xy z)
con lo cual queda verificado el teorema de Euler.
Como las derivadas parciales son continuas para todo par ordenado de niime-

ros reales, la funcion es diferenciable en todo R* por lo que el teorema se
verifica para todo (x;y) € R*.

b) f(xy)= yx*+2y’

primero verificamos que sea homogénea:
f (1) =\/(t x)' +2(ty)* =\/t4.(x4 +2y*) = xt 2yt =1 f (xy)

es homogénea de grado 2. Verificamos ahora el teorema de Euler:

x.f. (x;y) +y.f}: (x;y)=2.f(xy)
B 4x* +8y _4(x4+2y4)

4x°
x'2\/x4+2y4+ 2\/x +2y NN e

=2.x*+2y*
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2) Toda funcidon homogénea de dos variables de grado » se puede expresar
como funcidn del cociente entre las variables dividiendo la funcion por x":

f()i;y) _ (zj

X X

Demostracion

ftx;ty) = t"f(x;y)= haciendo t=l que
X
PR

X x" x" X

3) Toda funciéon homogénea de grado » tiene por derivadas a funciones
homogéneas de grado n — 1.

Demostracion

f(o)=t"fxy)= [ ().t =" f (%)
(o) =07 (x0y)

analogamente se demuestra que f, (tx; ty)= " fy' (x; y)

4) Si fes una funcion homogénea de grado n y g es una funcién homogénea
de grado r, el cociente entre ambas funciones es una funcion homogénea

de grado n —r.

Sif(ey)=t" flxy)ygxty) =t .g(xy) = i (e l)’):fjf—(xy)
g t".glxy)

= t""é(x,‘y), con g(x,‘y) =0

Caso particular: El cociente de dos funciones homogéneas de igual grado es
una funcién homogénea de grado 0.
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Propiedades de las funciones homogéneas lineales

o so(2)
X
Demostracion

f(x;ty)=t. f(x;y) = haciendo t=l se obtiene:
X

f[l’%) _ f(x;y):f(x,.y) _ x'(p[%j

X

b) f(xy)=y. (o(f]

Demostracion

1 (tx;ty)=tf (x;y) = haciendo t=l se obtiene:
Y

f(i’qj:@ =/ (cy)=y.0 GJ

Derivando las expresiones de las propiedades a y b se obtienen las propieda-
descyd.

0 22 o n-df2HE) e [
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EJERCICIOS PROPUESTOS

A) Determinar si las siguientes funciones son homogéneas o no. Si lo son
verificar el teorema de Euler

) z=3x"-0’+)y" 2)z=20-3+x%y Du=x-)y +xz

4) z=qx" +2y" S)u=yx>+1>+2>  6) z=4/x +4)’
7)Z=COS£ 8)Z=x.tg£+w/)c2+y2 9)”:m
y y

10) z:yz.lnH—y 11)Z=M
xX=y \X+y

B) Demostrar que si f(x,y) es una funcion homogénea de grado 4 entonces:

a) x.fy +y.fy =31, b) x.f, +y.f, =31,

RESPUESTAS
A) 1)si,degrado4 2)no 3) si, de grado 3  4) si de grado 2

S)si,de grado 1  6) si, de grado 3/2 7) si, de grado 0  8) si, de grado 1
9) si, de grado 3/2 10) si, de grado 2 11) si, de grado —1/2

B) sugerencia: partir del grado de homogeneidad de f, y fy respectivamente.
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FORMULA DE TAYLOR Y MAC LAURIN
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Antes de analizar el tema para funciones de dos variables independientes repa-
samos brevemente la formula de Taylor y Mac Laurin para funciones de una va-

riable independiente.

FORMULA DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE
A y

Se trata de aproximar una funcion derivable mediante
un polinomio particularmente elegido y precisar el
error o aproximacion que se comete al reemplazar el
valor de la funcion en un punto cualquiera x de su

dominio por el valor en el mismo punto del polinomio P j;x
seleccionado.
Te=7(x)—p(x)
es el error que s€ Co-
mete y se denomina TAYLOR, Brook (1685-1731): matematico inglés,
término complemen- discipulo y colaborador de Newton.
tario. Fue secretario de la Academia de
Ciencias de Londres mientras New-
Polinomio de Taylor ton era su presi(?ente. Fue el primero
en escribir las fdrmulas de los desa-
) ) ) sarrollos en serie que llevan su nom-
Siuna funcion f tiene bre y el de Mac Laurin.
n derivadas sucesivas Este ultimo planteo el dominio de
finitas en un punto x, aplicabilidad de las mismas. Aunque quien da la for-
I , . , .
existe y es Unico el mula para un namero finito dg términos es Lagrange. El
li o d d desarrollo en serie fue descubierto en 1712 y publicado
po momlo' ¢ grado n en su obra Methodus incrementorum directa e inversa
cuyas derivadas suce- escrita entre 1715 y 1717. Pero esto se ignoré durante
sivas coinciden con medio siglo hasta que Lagrange la puso de relieve. Pero
las derivadas de la el teorema lo demuestra Cauchy. A ¢l se debe el método
funcién f (se llama de integracion por partes.
polinomio de Taylor).
, ) (o e L) (e )
P 8) = s (5 o) + L) o P L) (e o L) ()

Este polimonio recibe el nombre de polinomio de Taylor.
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El polinomio se aproxima a la funcién en un entorno de x = xy. Si queremos
calcular el valor de la funcién en un punto x proximo a xy, calculando su
valor en el polinomio en lugar de hacerlo en la funcién, su aproximacion
depende de la proximidad que tengan x, y x y de la cantidad de términos del
polinomio de Taylor que se consideren.

Las n derivadas de p(x) coinciden en x, con las n derivadas de f'(x):

pn(xo):f(xo): P;:(xo): f'(xo)r p;(xo):f'(xo):---: p:(xo): fn(xo)
Término complementario

Falta determinar el error T, que se comete al utilizar el polinomio en lugar de
la funcidn.

R(x) = f (x) — p (x), es decir que el resto o término complementario es la
diferencia que hay entre el valor real de la funcion y el que se obtiene con el
polinomio. El valor del resto depende de la proximidad entre x y xo y de la
cantidad de términos que se desarrollen del polinomio.

Lagrange, que fue el que descubrid la importancia de la féormula de Taylor
muchos afos después de su muerte, fue el que determind el valor del término
complementario que lleva su nombre, término complementario de Lagrange.

fn+1(c) T
yry (x-x)

Finalmente se obtiene la formula de Taylor:

Determiné que el resto es: con x,<c<x

La formula de Taylor se obtiene sumandole al polinomio de Taylor el término
complementario.
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Formula de Mac Laurin
MAC LAURIN, Colin (1698-1746): matematico

Es un caso particular de la escocés, discipulo y colabora-
férmula de Taylor, cuando dor de Newton. Fue profesor
xo = 0. EI polinomio tiene en la universidad de Edimbur-
potencias de x. go entre 1725 y 1745. Plan-

ted el problema del dominio

de aplicabilidad de las formu-
las que llevan su nombre y el
de Taylor, aunque fue Taylor

el primero en escribirlas.
Lagrange da la formula para
un numero exacto de términos.

Expresion diferencial de ambas formulas

)+d2f(xo)+d3f(xo)+ 4 d”f(xo)

S ()= r(x)+d flx, 2/ 3/ ’ n!

+7.

Si consideramos hasta el término de 1° orden tenemos la aproximacion lineal
que corresponde a la aproximacion que se obtiene aplicando diferenciales, es
decir que el polinomio de aproximacion es el plano tangente.
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FORMULA DE TAYLOR PARA CAMPOS ESCALARES DE DOS
VARIABLES

Daremos una forma intuitiva de obtener la formula de Taylor para un campo
escalar de dos variables a partir de la formula para funciones de una variable.
Se trata ahora de obtener un polinomio que aproxime a una funcion de
dos variables z = f'(x;y) en un entorno de un punto Py= (xy ;y0) que pertenece
al dominio de la misma y en el cual es diferenciable hasta el orden n+1. Esto
implica conocer el valor de las sucesivas derivadas continuas hasta el orden
n en Py y las derivadas de orden n+1 en un entorno de Py.

Para ello partimos de la expresion diferencial de la formula de Taylor para
funciones de una variable.

Si reemplazamos los diferenciales por las expresiones correspondientes a los
diferenciales sucesivos para campos escalares de dos variables se obtiene:

FGy)= 1 (g ve)+d g v0)+ dzf(;‘f"yo)Jrde(;C;)"yo)+.‘.+ d"f("?’yo)JrTc

Si desarrollamos los diferenciales obtenemos la férmula de Taylor desarro-
llada.

f(x:'J’) :f(xofyo) +fx (xofyo)~ dx +fv (xofyo)- dy +

1 " . .
" 2! [fxx (xofyo) S’ 2-fxy (xofyo) Sdx . dy +fxy (xoiyo) -dy2]+

* 3/ [f’cxx (xoiyo ) -dx’+3 S (xofyo ) di®.dy +3 S (xo:'yo ) dx. dy2 o (xo;yo ) dy3]+

AT,

Expresion del término complementario

Para una funcion de dos variables el término complementario tiene la
siguiente expresion:

Tn+1:dn+1f(61i02) Xo<c1<X, yy<c2<Yy
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Férmula de MacLaurin

Si el punto Py = (x¢;y0) es el origen de coordenadas, se obtiene la formula de
Mac Laurin para campos escalares de dos variables.

£ (x) =7(0,0) + £ (00) . dx + £, (0,0) . dy +
+ % [£20,0) .+ 217, (0:0) . dx . dy + £, (0,0).av*] +
1y

+ y[ 7200 .av 315, (0,0) v’y +3 17, (0:0)dx .+ £, (0:0) ] + ..+ Te

Ejemplo
z=x"¢e”, hallar f(1,1;0,1) utilizando la féormula de Taylor hasta 2° orden.

Desarrollamos la funcidon en un entorno de Py=(1;0), punto proximo a
P=(1,1;0,1)

Calculamos las derivadas hasta 2° orden inclusive.

f(1:0) =1
fx = 2x.ezy‘(1;0) - 2
fy = 2x2e2y‘(1;0) - 2
2|, o
fxy = 4x.ezy‘(l;o) — 4
S = 4x.ezy‘ - 4

reemplazando en la formula de Taylor:

formula de

y ! ?
e =1+2(x—1)+2y+§[2(x‘1) +8(X-1)J’+4«V2}+T3 Taylor

Calculamos ahora f'(1,1;0,1)
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117" =1+2.0,1+2.0,1+ %[2.0,01 +8.0,1.0,1+ 4.0,12] =1,47

Vemos ahora una demostracion mas formal que nos permite llegar a la
misma expresion que hemos obtenido intuitivamente.

Demostracion de la formula de Taylor

Conocidos el valor de la funcion y el de las sucesivas derivadas en Py =
(x0;10), buscamos una expresion que permita conocer el valor de la funcion
en un punto P = (x;y) perteneciente al entorno de Py.

Nos ubicamos en el punto Q(xo+7%;ytk), siendo 4 y k los incrementos de x ¢
y respectivamente. Expresamos las coordenadas de un punto Pe E(xy;),) de la
siguiente manera:

x=x,+th z
0<r<1

y=y0+t.k

Sit=0,P=Py,si t=1,P=Q

De esta manera podemos expresar una
funcion de dos variables en funcidén de
una sola variable que es 7.

z=f(x;y)=f(x0+t.h;y0+t.k)=F(t)

Aplicamos a F'(7) la formula de Mac Laurin para funciones de una variable.

F(t)=F(0)+F (0).t+ F;SO).t% F;,(O).t3+...+—Fn(/0).,"+Tc
! ! n!

Hacemos 7 =1 para obtener el valor de F(7) en Q.

), EO) )
2! 3/ n!

F(1)=F(0)+F’(0) 7. (D
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Calculamos las derivadas sucesivas de F(¢) en ¢t = 0 para reemplazar en (1).

Debemos tener en cuenta, al derivar, que F es funcion compuesta de 7 a
través de x e y.

F'(t)=f, (x0+ht;y0+kt).%+fy’(x0+ht;y0+kt).%

= F'(0)= £, (x0:30)-h+ 1, (x:90) -k = df (%0, 3,)
Fr(6)=[fo (xy +ht sy, tht)h+ fr (x, + Rty +kt).k ] h+

+[ fo (5 TRty Tht)ht £ (x, Fht y, vki).k |k
:>F"(O)=f,;(x0;y0).h2+2f; (xofyo)'hk"'fy; (xOr'YO)kz:dzf(Xofyo)

F'(0)=d"f(xy: )
Si ademés tenemos en cuenta que F (1)=f (x, +ht, y, +kt)=f(x,y) y que

F(0)=r (xo ; yo), reemplazando en (1) se obtiene la expresion diferencial de la
formula de Taylor:

Flon) = eva) + df g pr L Caito) oy S Gwiva) T Gain),
+ T nn

La Féormula de Taylor y el Teorema de Lagrange

Si consideramos solo el primer término del desarrollo de Taylor y por lo
tanto el término complementario es el diferencial de primer orden tenemos:

f(x,'y):f(xo,'y0)+df(cl;cz)
f(x;y)—f(xo;yo)=fx' (Cl"cz)'dx—’_ﬂ (Cl"cz)'dJ/:AZ

Que es la expresion del Teorema de Lagrange.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Desarrollar las siguientes funciones en el entorno de los puntos indicados
hasta 2° orden aplicando la formula de Taylor.

a) z=In(xy) en Py=(1;1). b)z=sen (2xy)en Py= (%;lj.
c) z=x."en Py = (1,0).

2) Desarrollar las siguientes funciones en el entorno del punto indicado o en
las potencias indicadas aplicando la formula de Taylor o Mac Laurin se-
gun corresponda, hasta las derivadas terceras inclusive.

a) z=x"+2xy —x +’ en un entorno de Py = (1;2).

b) z=¢"" en un entorno P, = (2;0).

¢) z=¢".cos y en un entorno del origen.

d) z=¢Y en Py=(1;1) y hallar aproximadamente f'(1,1;1,2)
e) z=¢"" en potencias de (x — 1) y de (y — 1).

f) z=sen (x +y) en potencias de (x—%] y (y—%j,

g) z=sen (x —2y") en un entorno del origen.
h) z=¢". In (1+y) en un entorno de Py= (0;0).

3) Calcular el valor aproximado aplicando la formula de Taylor o Mac
Laurin hasta las derivadas segundas inclusive de:

a) arc tg 1’1015 b) 1,1%(e™)

»

4) Calcular el valor aproximado aplicando la formula de Taylor o Mac
Laurin hasta las derivadas terceras inclusive de (2,03)’.(0,96).

5) Utilizar la formula de Mac Laurin para aproximar f (%%) si

z=cos x. cos y, hastan=4.

6) Verificar que para pequerios valores dex ey es: €'.seny =y +xy
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7) Desarrollando por Taylor hasta 2° orden inclusive calcular f (0,09;1,1).
cuando z = f (x;y) viene definida implicitamente por 8xz —3xy + In (zy) = 0.

8) Probar que sen y.cos x = (x—%j.(y — 1) en un entorno de Py = (% ; fcj .

9) Dada F (x,' y,'z) =x"y—2z>=0, obtener el polinomio de Taylor de 2°
grado en un entorno de Po= (1;1) si z=f(x;y) > 0. Trabajar con la forma
implicita de la funcion.

RESPUESTAS
1) a) In (xy)=—2+x+y—%(x—1)2 —%(y—l)2 +T,
2

b) sen (2xy)=1—2(x—%j2 —ﬂ'(x—%)(y—l)—%(y—l)z +T,

c) x.e’ =x+y+(x—1).y+%yz+T3

2) a)z=-22+6x+14y+3(x—1)" +2(x—=1)(y=2)+6(y—1)" +(x—-1)"+
+(y—1)3+T4
b)z:ez+e2(x—2)+262y+%[e2(x—2) +4e*(x—2)y+4e’y ]+

%[ez(x—Z)3 +682()c—2)2y+1262(x—2)y2 +8ezy3]+T4
' 2 2 .3 2
c) r=ltx+ L 2

+T7,
2 2 6 2

d) Z=e+e(x—l)+e(y—1)+%[e(x—l)2 +4e(x—1)(y—1)+e(y—1)2]+

%[e(x—lf F9e(x—12(y=1)49e(x— 1)y - 1P+ (=1} |+ 7,
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e)z=e’+e(x—1)+ ez(y—l)+%[e2(x—l)2 +2e* (x—1)(y-1)+ ez(y—1)2]+

%[ez(x—lf 13 (=1P (y=1)43¢ (x=1)y =12 + (=1} ]+ 7,

z(1,1;1,2) =3,7367
_ V.4 T 1 V4 ’ T : V.4
f)z=- x‘z - y—z +§ X—E +3 x—z y—z +
/4 zY’ Y
(=35 +-3) }T‘*

3
g2) Z=)c—2yz—x?+T4

2 2 2 3
y_+u_i+y_+T4
2 2 2 3

3)a)0,762273  b) 1,47 4)7,709571 5) cos%.cos%50,9907374

h)yz=y+xy—

7) £(0,09;1,1) = 1,02925

9) lw:y)=-2 vty =Dy (-1
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Extremos

Extremos libres de campos escalares.

Condiciones necesarias, condicion
suficiente: el hessiano.

Extremos condicionados de campos
escalares.

El método de los multiplicadores de
Lagrange.
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EXTREMOS LIBRES
PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Antes de analizar el tema para funciones de dos variables haremos un breve re-
paso del tema para funciones de una sola variable.

Maximo relativo
Una funciéon definida en un conjunto A alcanza un mdximo relativo en

x =X € Dfsi el valor que toma la funcidn en ese punto f (xo) no es superado
por ningun otro valor que toma la funcidn en un entorno del punto x = x,.

=Vx e E*(x,): f (x)< /(x,)
Minimo relativo
Una funcién definida en un conjunto A alcanza un minimo relativo en

x =Xxp € Df si el valor que toma la funcidon en ese punto f (xy) no supera a
ningun otro valor que toma la funcioén en un entorno de x = x,.

=Vx € E*(x,): f (x)> flx,)

En x = x la funcidn alcanza un maximo relativo Ay
En x = x;, la funcion alcanza un minimo relativo

Criterios para el calculo de extremos relativos
(para funciones derivables)

>
Criterio de la derivada 1° o condicion necesaria

Si una funcion alcanza un extremo relativo en x = x, la derivada 1° en ese
punto es 0.

Eso se debe a que si ' (xy) fuese < 0, la funcién seria decreciente en ese
punto, si /"' (xo) fuese > 0 la funcidn seria creciente en ese punto. Y como en



270 Alejandro E. Garcia Venturini

los puntos en los cuales la funcidn alcanza un extremo relativo no es crecien-
te ni decreciente entonces su derivada primera debe ser 0. Esta condicion es
necesaria pero no suficiente.

Criterio de la derivada 2° o condicion suficiente
Si f tiene derivada finita en x = xo, f'(x) =0 y:

" (x0) <0 = enx =xy hay un mdximo relativo.
1" (x0)>0= enx =xy hayun minimo relativo.

EXTREMOS RELATIVOS LIBRES PARA CAMPOS DE DOS VARIABLES
Definiciones

Un campo z = f (x;y) alcanza un maximo relativo
libre en un punto Py = (x¢;)9) de su dominio si
V(x;y) de un entorno reducido de Py se verifica que:

S ) < fxovo) = f0ep) = fxosp0) <0.

Un campo z = f (x;y) alcanza un minimo relativo
libre en un punto Py=(x¢;y9) de su dominio si
V(x;y) de un entorno reducido de P, se verifica

Ioque: f(x;p)> f(xoo) = () —f (xov0) > 0.

Buscamos ahora las condiciones necesarias y suficientes para que un campo
escalar de dos variables z = f'(x;y) diferenciable alcance un extremo relativo li-
bre en un punto de su dominio.

a) Condiciones necesarias

Para que el campo z = f{x;y) alcance un extre-
mo relativo libre en un punto Py= (xo;)0) de su
dominio debe verificarse que: z,'(xo0) = 0 y
z,/(x0;y0) = 0, es decir que el gradiente de f'sea _ |'I
el vector nulo. V£(P,)= [fx'(PO ); fy' (P, )]: 0.
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Esto se debe a que si la funcion alcanza un extremo relativo libre en
Py = (x030) también deben alcanzar un extremo relativo libre en ese punto las
funciones f; (x;0) ¥ /> (xo;y) cuyas graficas son las curvas interseccion de la su-
perficie con los planos x =xy e y = y.

Cada una de estas curvas representa una funcion de una sola variable. Si le apli-
camos a cada una de estas funciones la condicion necesaria para la existencia de
extremos relativos libres para funciones de una variable queda: para f(x;)) su
derivada fi' (x¢) = 0. Pero f' (xo) = z,' (xo3%)-

Para f; (xo;y) su derivada £' (yo) = 0, siendo f5' (o) =z, (x0;)0). Las derivadas so-
bre las curvas en el punto Py= (x¢;)0) coinciden con las derivadas parciales sobre
la superficie.

Pero estas condiciones son necesarias pero no suficientes, al igual que para fun-
ciones de una variable independiente la anulacion de las derivadas de 1° orden
no aseguran la existencia de extremos. Los puntos donde las derivadas primeras
se anulan se llaman puntos criticos.

b) Condicion suficiente

Para hallar la condicién suficiente consideramos el desarrollo de Taylor hasta
las derivadas segundas inclusive en un entorno de un punto critico.

S (x,'y)=f(x0;y0)+f); (xofJ’o)-dx"'fyy- (xofyo)-dJ""
L[, " "
E [fxx (xo;yo)-dxz+2f,w (xof)’o)-dx~dy+fyy (xofyo)-d)’2 ]+Ts (x,'y)

Si el punto es critico, las derivadas primeras se anulan, por lo tanto, pasando
£ (xo;10) al 1° miembro queda:

f(xfy)_f(xo"J’o)z
1 [ " "
E [fxx (xo;yo).dx2+2fx) (xo;J’o)~dx~dy+fyy (xofJ’o)~dy2 ]+T3 (x;y)

Si la diferencia que figura en el 1° miembro es mayor que 0 en un entorno
del punto, por las definiciones vistas, en Py = (x¢;10) hay un minimo relativo
libre; si esa diferencia es menor que 0 en el punto la funcion alcanza un ma-
ximo relativo libre. Para saber si la funcion alcanza un extremo relativo libre
debemos poder asegurar que el signo de esa diferencia se mantiene constante
en un entorno de Py= (xo:)).
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Pero analizar el signo de la diferencia equivale a analizar el signo del corchete
que figura en el 2° miembro ya que T;(x;y) toma un valor despreciable para pun-
tos suficientemente proximos a (xo;)o). Por lo tanto el signo de esta diferencia
depende del signo del d*f (xo;0).

Sid 2f (x05¥0) > 0 la funcién alcanza un minimo relativo libre en Py = (xo:yy),
si dzf(xo;yo) < 0 la funcién alcanza un maximo relativo libre en Py = (x;)0).

El problema es asegurar el signo del d°f (xo:v0) ¥ (x;9) € E'(xo;0). Para eso
debemos buscar otra expresion del d’f cuyo signo no dependa de los signos
de los dx y dy, porque si el signo del d’f (xo;y0) depende de los signos de los
dx y dy para algunos (x;y) la diferencia puede ser positiva y para otros nega-
tiva y por lo tanto no se puede asegurar la existencia de un extremo. Para ob-
tener dicha expresion efectuamos las siguientes sustituciones:

foo Woiv)=4. oy (orvg)=B. 1, (ayivg)=C
d*f (xo,'yo) = A.dx*+2B dx.dy +C.dy* multiplicando y dividiendo por 4 # 0

(luego veremos que ocurre si 4 = 0) queda:

A%.dx*+2 A B dx.dy +A4 C.dy’
d* f(xev0) = - y Y dy , sumando y restando B”.d)"

queda:

A dx* +2 ABdx.dy+ A C.dy* + B*. &y’ — B*.dy’
dzf(xofyo): )y y )y )y )y ’

agrupando queda:

A.dx+B.dy) +\4AC - B?) ay*
dzf(xofyo):( a y) A( ) 4

El factor AC-B* recibe el nombre de Hessiano (H), debido al matematico ale-
man Hesse.

Hemos obtenido una expresion cuyo signo ya no depende de los signos de los
dx y dy. Analizamos ahora su signo:

Si H (xo;0) > 0 el signo del & £ (xo;10) depende del signo de A y por lo tanto hay
extremo.
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El plano tangente es paralelo al plano (xy).

A>0=d*f(xop0) > 0, por
f (. 0. 0)>0,p HESSE, Ludwing Otto (1812-1874):
lo cual la funcidn alcanza un . ;
matematico aleman que se de-

minimo relativo libre en Py. dicé a la geometria analitica

. . conocido por el determinante
La superficie estd por sobre | hessiano introducido en 1842

el plano tangente. mientras investigaba curvas
cuadraticas y cubicas.
A<0=> dzf(xo;yo) <0, por | Ensefi6 en Heilderberg y en
lo cual la funcién alcanza un | Munich.

maximo relativo libre en P,,.

La superficie esta por debajo del plano tangente.

Si H(xo;y0) < 0 el signo del d” f (xo;y0) depende de los signos de los dx y dy,
por lo tanto no hay extremo relativo. Estamos en presencia de un punto de
ensilladura (el plano tangente atraviesa la superficie).

Si H(xo;v0) = 0 el d*f (xo;10) puede ser positivo o 0, no se sabe si hay o no
extremo, para saber lo que ocurre hay que analizar las derivadas de orden
superior. Este caso recibe el nombre de caso dudoso.

Finalmente podemos decir que la condicion suficiente para que una funcion
de dos variables alcance un extremo relativo en un punto (x¢;y0) de su domi-
nio es que el Hessiano en el punto sea mayor que 0.

El Hessiano se puede expresar como un determinante formado por las deri-
vadas segundas:

"

S (xofJ’o) fyx (xoiyo)

" "

S (xo"J’o) /5 (xofJ’o)

AB‘

H (xofyo):‘
B C

Clasificacion de los puntos

a) Punto estacionario: si las derivadas primeras se anulan.

b) Punto eliptico: si el hessiano es mayor a cero. H > 0. Hay extremo.

¢) Punto hiperbolico: si el hessiano es menor a cero. H < 0. No hay extremo.
d) Punto parabdlico: si el hessiano es cero. H = 0. Caso dudoso.
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AZ z A z

/o

Maximo Minimo Punto de ensilladura

o °x

Fv
V<
<

Cdlculo de los extremos relativos libres
Para calcular los extremos relativos libres se siguen los siguientes pasos:

a) se calculan las derivadas parciales de 1° orden y se igualan a 0. Resolviendo
el sistema de ecuaciones se obtienen los puntos criticos.

b) se calculan las derivadas parciales segundas, se forma el Hessiano y se anali-
za el signo del mismo en cada punto critico para determinar cuales de los
puntos criticos son extremos.

c) se analiza el signo de z _ en los puntos seleccionados en b) para determinar

que tipo de extremos son.

Ejemplo: z=x"—xy+y"+3x—2y+1

z,=2x—y+3=0 41 .
a) = P, =| ——,;— |, hay un solo punto critico.
© 33

z1 =—x+2y-2=0

z =2

" 2 -1
b) 1z, =-1 :>H(P0)=‘

| ‘: 3>0 = existe extremo.

zxy=2

¢) z,, =2>0 = elextremo es un minimo relativo libre.



Extremos libres y condicionados 275

Caso en que A= 0y C#0

d? f (xo:v0) = 2B dx.dy + C dy*, multiplicamos y dividimos por C'y completa-
mos cuadrados:

5 B’dx* +2BC dx.dy + C*dy* — B*dx> _(Bdx+Cdy) — B*dy*
d’ f (xvy) = =
C C
El signo del numerador no se mantiene constante por lo tanto en este caso no

hay extremo.

Casoenque A=0y C=0
Si Ay C valen 0, 42 f(x,v,)= 2B dx.dy, vemos claramente que tampoco en

este caso se mantiene constante el signo del *f y por lo tanto tampoco hay ex-
tremo.

Caso H(xo,yo)=01

Cuando H(xo,9) = 0 tenemos que analizar la funcidn alrededor del punto
critico. Veamos un ejemplo.

Calcular, si existen, los extremos libres de f (x; y) =5x" +2y" —y°

Primero hallamos las derivadas parciales f, =10x y f, =8y° —3)?

Luego para hallar los puntos criticos tenemos que resolver el siguiente sis-

) 10x=0
tema de ecuaciones:§ 5
8y =3y =0

De la segunda ecuacion se obtiene:

8y3—3y2=y2.(8y—3)=0:y=0vy=§

" Ejemplo propuesto por Rodolfo Murta, docente de Anélisis Matematico 11 de la Facultad de
Ciencias Economicas de la UBA.
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. 3
Luego los puntos criticos son P, = [Ogj y P, = (0;0).

Para ver si son extremos necesitamos calcular las derivadas segundas y cal-
cular el Hessiano para cada punto critico:

fu=10 f,=0 f, =24y’ -6y

10 0
Luego, H(P,)= 0 2 =H({P)>0yf =10>0
8

entonces en el punto critico hay un minimo relativo.

10 O

H(P,)=

‘ = H(P,)=0, entonces el criterio no decide.

Como el criterio no decide vamos a estudiar la funcion mas detalladamente
alrededor del (0,0). Recordemos que una funcion presenta un extremo relati-

vo libre en P; = (xo:’J’o) si V(x;y):f(x;y)< f(xofyo)of(xfy)> f(xofyo)
en un entorno de Py.

En este caso f(0,0) = 0, entonces para demostrar que el (0,0) no es extremo
basta ver que la funcidén cambia de signo en un entorno del punto critico.

Entonces vamos a elegir acercarnos al (0,0) por dos caminos y = 0 (eje x) y
x=0 (ejey).

F(x:0)=5x*>0Vx#0
Luego,

f0:y)=2y" =y =y (2y-1)
Aqui podemos ver que f(0; y)es negativa eligiendo convenientemente valo-
res de y cercanos al 0, por ejemplo y = 0,0001. Entonces f(0;y) < 0 para

ciertos valores de y en un determinado entorno del (0,0).
Entonces se puede elegir un entorno tal que f(x;y) > 0 = £(0,0) y f(x) <0

= £(0,0), por lo tanto el (0,0) no es extremo o es un punto silla.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular los extremos relativos libres de las siguientes funciones:

2)

3)

4)

a) z=x+3xy’—15x 12y b) z=2x"+2xy+5 y* +2x — 2 y+1
Q) 2= ¥yt @) =5ty + 20 8
X y S
e) Z=x3-i-y2 -3x ) z=x"+x y-i-y2 —6x—9 y+2
x y2 x* y3 2
z=5-—— h) z=2—+=—+x’ = 5x* = 23743
2 9 4 S ror
i) z=x*+y ey’ D) z=x*+yt—x? =y -1
k) z=e ™ 20 1) z=e b2tk
m) z=(x —1)2+2 y? n) z=3x> + xy
4x3 y3
0) z=T+?—6x2+y2+9x+y—2 p) z=e".cosy
4 2 3 2
q) z=xy+—+— ) z=2x" —9x*+12x+2 )’ =3 y°+1
Xy

Indicar si tienen puntos criticos y extremos:
a)z =xy—In (b7 b) z=x"—6xy + 9"+ 3x-10

Hallar k para que z = x>+ 3xy + ky* tenga minimo relativo en algin punto
de su dominio.

Sien Po= (xo;00), z,2,=0, z,,=3 y z , =12 para qué valores dez,, se veri-

4 XX

fica la existencia de un minimo.

5) Buscar extremos de: a) x*+)y*+z° =9

b) x> +xy—2xz H =22 +21=0si z = f (x;).

6) Un investigador de la agricultura estim6 que el beneficio anual de una

granja del sur es B(x;y) = 1.600x + 2.400y — 2x* — 4y* — 4xy, donde x es el
numero de hectareas plantadas con soja e y la cantidad de hectareas plan-
tadas con maiz. Hallar cuantas hectareas conviene plantar con cada culti-
vo para maximizar el beneficio.
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7) Hallar & para que z = x”+ kx + y* presente un punto critico en Po= (=1;0).
Clasificarlo.

8) Hallar k para que z =x+ 2xy + ky*+ 4x + 6y presente un punto critico en
Py=(-3/2; -1/2). Clasificarlo.

9) Determinar los extremos relativos libres de z = £ (x;y) si su vector gradien-
tees: Vz= (3x2 - 3y)7 + (3y2 - 3x)]'.
10) SiP(x;y)=3+2(x=1f +5(x-1)y-2)+3.(y —=2) es el polinomio de

Taylor de grado 2 de una funcién z = f(x;y), calcular los extremos relati-
vos libres.

11) Si la funcidn z = f'(x;y) presenta un punto critico en el punto Py= (1;5; —1)

4
y el determinante hessiano en dicho punto es H (P, )= 4 g’ a) determi-

nar si la funcién alcanza un extremo en dicho punto, clasificarlo, b) obtener
el polinomio de Taylor de grado dos correspondiente a dicha funcién en
potencias de (x—1) e (y—35).

12) Siz=f(x;y) esta definida implicitamente por x+ yz+e” —1=0, demos-
trar que A= fog con gr(tz;Z - t2) yte [— 1,'1], alcanza un punto critico
en fy= 0.

13) Siz=f(x;y) estd definida implicitamente por x*y*+ y+x—xyz=0, ve-
rificar que alcanza un minimo local en Py= (1;1;z).

14) La superficie de ecuacion z = f'(x;y) tienen plano tangente horizontal en el

2x =2y

sién que permita calcular la imagen de £ (x;y),V(x;y)eR*si f es polind-
mica de 3° grado.

punto Po= (~1;1;3). Si ademas H (x; y) = , hallar una expre-

15) Dada f(x; y) = (9)62 +2y+y°2x+ 2xy), demostrar que f admite fun-
cion potencial U(x; y). Si U(0,0)= 2, analizar la existencia de extremos

locales de U (x; y), calcularlos y clasificarlos.
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RESPUESTAS

1) a)(2;1;-28) min., (-2; —1;28) max. b) (-2/3;1/3;0) min.
¢) (1;1;3) min. d) (2;2;64) min., (-2; —2; —64) max.
e) (1;0;—2) min. f) (1;4; —19) min.
2) (0;0;5) max. h) (0;1;4/3) max., (2;3;-8) min., (-5;3;-375/4) min.
) (0:0:0) min., ) (0:0;-1) méx., (v2/2:v2/2 ;~3/2) min.,

(V272 =42/2;-3/2) min., (-~2/2:42/2;~3/2) min.,
(-v2/2:=2/2; - 3/2) min,

k) No hay extremos. ) (-1;1/2;9,49) max. m) (1;0;0) min.
n) No hay extremos. 0) caso dudoso. p) No hay extremos.
q) (2;1;6) min. r) (2;1;4) min., (1;0;5) max.
2) a) tiene puntos criticos, (1;1) y (—1; —1), pero no extremos,
b) no tiene puntos criticos
3)k>% 4|2, 1<6
5) a) (0;0;3) max., (0;0;-3) min. b) (-4;2;-3) max., (4;—2;3) min.
6) x =200, y =200, B=400.000 7) k=2, minimo; &) k=3, minimo
9) en (1;1) min.  10) no tiene extremos

11) a) presenta un min.
b) p,(x;p)=—1+2(x=1)" +4(x=1).(y=5)+4(y-5)°

14) f(x;y)=3—(x+1)2—2(x+1)(y—1)+(y—1)2+%(x+1)3—(x+1)2(y—1)

1 1
15)en | —;—1 |, min.,en | ——,;—1 |, max.
3 3
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EXTREMOS CONDICIONADOS

Se trata de hallar los extremos de una funcion del tipo /': R*—R / z = £ (x;y)
donde las variables x e y estan sujetas a la restriccion ¢ (x;y) = 0 (que define a la
variable y como funcion implicita de x, y = 4 (x)). Ahora las variables x e y no
son independientes como en el caso de los extremos libres y el punto debe
pertenecer al dominio y a la curva ¢ (x;y) = 0. Se puede expresar la funcion asi:
z=f[x;h (x)] con la siguiente red de variables:

X o
Miaximo condicionado

X
f ~ /
y ” Yo y

Para calcular los puntos criticos de una fun- X, _@>
cion sujeta a una restriccion veremos el mé- / +—

todo de los multiplicadores de Lagrange, 9(x:y)=0
que consiste en transformar la bisqueda de puntos criticos de una funcion con
restricciones en la busqueda de puntos criticos de una nueva funcioén sin restric-
ciones llamada funcién de Lagrange. Para eso z = f'(x;y) debe admitir derivadas

parciales continuas y ¢ (x;) = 0 debe admitir derivadas parciales continuas, no
todas nulas.

Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

Condiciones necesarias

Si derivamos la restriccion como funcion implicita queda:

y==2 9 20 (1)

y

z es funcidn de una sola variable que es x. Por lo tanto, por la condicion ne-
cesaria para la existencia de extremos relativos para funciones de una varia-

ble, la derivada primeraz, =0. Si derivamos z respecto de x como funcidén

compuesta tenemos que:z,=f,.1+f,.y,=0, de donde surge que

Ve =—%,fy' #0 (2). Igualando (1) y (2): Z—:z j:;

b
b

y

== Ahora iguala-

X

=

N
£y
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mos a —A (multiplicador de Lagrange): '%:%:—ﬂ , de donde surge que:
x y
fitA.9.=0y f} +A. (p)’) =0. Si a estas dos ecuaciones agregamos la res-
fitA¢,=0
triccion se obtiene el siguiente sistema: § f, + 4.4, =0
o(x;y)=0

Pero a estas ecuaciones se llega aplicando las condiciones necesarias para la
existencia de extremos relativos libres a la funcion de Lagrange:

Fx;y:A)=f(x:y)+ Ao(x y)

Es decir que las condiciones necesarias para la existencia de extremos condi-
cionados de la funcién z = f (x;y) sujetos a la restriccion @ (x;y) = 0 son las
mismas que para la existencia de extremos relativos libres de la funcion de
Lagrange.

Fo=f+4.9,=0
Si F(x;y;4)= f(x;y)+ Ag(x;y), las derivadas son: < F = f, + 1.4, =0
F=¢(x)=0

Condicion suficiente

La condicidn suficiente es la misma que vimos para extremos relativos, es decir
que d’F (Py) # 0.

Si d*F (Py) > 0, el extremo es un minimo condicionado; si d*F (P) < 0, el ex-
tremo es un maximo condicionado.

Nota: la dificultad que encontramos en el caso de los extremos relativos libres
para determinar el signo del diferencial 2° que nos condujo a definir el
Hessiano, sera mas facil de resolver debido a la relacion existente entre
las variables x ¢ y. Esto se debe a que consideramos puntos del entorno
que se encuentran sobre la curva y no en todo el plano.
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Ejemplo

Hallar los extremos de f'(x;y) = 4x* — 2y, con x + y = 6. Formamos la funcién de

Lagrange: F(x;y;0) = 4x” — 2)* + L.(x + y — 6). Calculamos las derivadas parcia-
F.=8x+1=0

les de 1° orden de la funcion de Lagrange: Fy' =—4y+1=0

'

F,=x+y-6=0
Despejamos A de las dos primeras ecuaciones y establecemos una relacion entre
las variables x e y: y =— 2x. Reemplazamos en la 3° ecuacion:
X=2x—6=0=>x=-6..y=12.

Una vez obtenido el punto critico Py = (—6;12), debemos verificar la condicion
suficiente:

"

d*F(P))=F, (P,).dx’+2F, (P)).dv.dy +F, (P)).dy’ =8.dx* — 4.dy’

Si el problema fuese de extremos relativos no podriamos determinar el signo del
d’F, pero por ser un problema de extremos condicionados sabemos que:
y=6—x = dy=—dx

Sustituyendo obtenemos que el d *F (Py) = 8.dx’ — 4.dx* = 4.dx* >0 = la
funcion alcanza un minimo condicionado en Py = (—6;12).

OTRA EXPRESION DE LA CONDICION SUFICIENTE- EL HESSIANO ORLADO

Definimos el hessiano orlado correspondiente a una funcién de Lagrange del ti-
po F(x;y;0) =f(x;v)+ A0 (x; »), de la siguiente forma:

Fy Fy o
H(xyA)=|F, F, 9,
o ¢ 0
Si H (x0 S Yos ﬂ) >0 = en Py= (x0;)0) falcanza un maximo condicionado.

Si H (xo Vo ﬂ) <0 = en Py= (x¢;)0) falcanza un minimo condicionado.

Po= (x0;%) es un punto critico.
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Nota: a veces resulta mas facil analizar el signo del hessiano orlado que el del
diferencial segundo.

Ejemplo

Hallar extremos de 7'(x;y) = 5x* +6y”— xy sujeto ax + 2y =2
Formamos la funcién de Lagrange: F(x;y;A) = Sx*+6y° — xy + A.(x +2y — 24)

Calculamos las derivadas parciales de 1° orden de la funcion de Lagrange:

F.=10x-y+A=0
F,=12y-x+21=0

'

Fy=x+2y-24=0

Despejamos A de las dos primeras ecuaciones y establecemos una relacion entre

las variables x e y: y =%x. Reemplazamos en la 3° ecuacion:
x+3x-24=0 =>x=6=y=09.

Una vez obtenido el punto critico Py= (6;9), debemos verificar la condicion su-
ficiente. Primero obtenemos A para Py: A=y — 10x = A (Pg) =9 — 60 =-51.
Calculamos ahora el hessiano orlado:

10 -1 1
ﬁ(6'9'—51)=—1 12 2 :_56<0:>lafunci(')nalcanzaunminimo

condicionado en Py= (6;9; -5 1)
1 20

GENERALIZACION A N VARIABLES

En el caso en que busquemos los extremos de u = f(x,; xz;...;xn) sujeto a
¢(x,;x,;...;,x,), para obtener los puntos criticos armamos la funcion de La-
grange F (x,;x,,..;x,; A) = [ (%, %, ..;x, )+ A.d(x,;x,;...;x,) . Luego resol-

vemos el sistema de ecuaciones que surge de derivar F respecto de las » varia-
bles originales y del parametro A. Obtenemos asi los puntos criticos. Determinar
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si estos puntos son extremos maximos o minimos o no es bastante mas comple-
jo que para el caso de dos variables que hemos desarrollado.

En este caso no vamos a verificar la condicion suficiente y las caracteristicas del
problema nos indicara si los puntos criticos obtenidos corresponden a maximos,
minimos 0 no son extremos.

Ejemplo

Maximizar f(x;y;z)=xyz sujeta a la restricciéon x+y+z=9.
Armamos la funcioén de Lagrange: F(x,;y,z;A)=xpz+A(x+y+z-9)
Calculamos las derivadas respecto de x, y, z y A.

F =yz+1=0
F;=xz+/1=0
F =xy+A=0

'

F,=x+y+z-9=0

Despejando A de las tres primeras ecuaciones e igualando queda:
x=y=z. Reemplazando en la 4° ecuacién queda: 3x=9= x=3, por

lo tanto y =z =3. Hay un punto critico: P, =(3,3,3), que por el enun-

ciado sabemos que corresponde a un maximo condicionado.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular los extremos de las siguientes funciones de dos variables sujetas a
las restricciones indicadas. Determinar si son maximos o minimos analizan-
do el diferencial segundo.

a) f(x;y)=xy,conx+y=12

b) f(x;) =x"+2y, conx =2y

¢) flxy)=2x"+)" con2x—y=0

d) f(x)=4x"—2)", conx+y=6

e) f(xy)=6—4x-3y, conx’+)*=1,x>0,y>0

2) Resolver los siguientes problemas utilizando el método de los multiplicado-
res de Lagrange. Determinar si son mdximos o minimos analizando el dife-
rencial segundo.

a) Un lote rectangular de 800m? tiene un lado sobre un rio. Hallar las dimen-
siones del lote para que la longitud de la cerca sea minima.

b) Se desea alambrar un campo rectangular limitado por un R
rio como indica la figura. Si la longitud del alambre es de
1.500 mts., determinar las dimensiones del terreno para
que la superficie encerrada sea maxima.

A B
¢) Determinar x de tal manera que el cuadrado inscripto
sea de area minima, si el lado del cuadrado ABCD
esde 10 m.
p c

d) Una escuela necesita aulas rectangulares de 16m* de superficie. {Cua-
les deben ser las dimensiones del aula para gastar la menor cantidad
posible de material?

e) Se dispone de 36 mts. de cerca para encerrar un terreno rectangular.
(Cuales deben ser las dimensiones para que sea de superficie maxima?
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f) Un hombre desea cercar un campo rectangular y luego subdividirlo en
tres parcelas rectangulares colocando dos cercas paralelas a uno de los
lados. Si dispone de 1.000 mts. de cerca, ;qué dimensiones le daran la
superficie maxima? Calcularla.

g) Una caja rectangular de base cuadrada y sin tapa debe tener un volu-
men de 32 cm’ ;Cuales deben ser las dimensiones para que el costo de
fabricacion sea minimo? Determinar la superficie.

h) ;Qué dimensiones debe tener un depésito de lata que utilice 108 dm®
de material, abierto en su parte superior, de base cuadrada, para que su
capacidad sea la mayor posible? Dar el volumen.

1) El numero de fallas N es funcién de los niimeros x e y de cambios de dos
partes de una maquina y esta dado por: N(x;y) = 3x*+ y* + 2xy — 22x + 60.
Para minimizar las fallas, ;qué nimero de cambios deben realizarse de
cada parte si 2x = y? Calcular el nimero de fallas.

j) Hallar & para que z = kx + y con l+l:1 y x>0,y >0, presente un
Xy
punto critico en Py=(2;2). Clasificarlo.

k) Demostrar que la funcion £ (x;y) = x>+ y* sujeta a que x> — 8xy +7y° = 405
tiene dos puntos criticos. Calcularlos.

1) Calcular entre todos los cilindros circulares rectos de volumen 2 dm’

las dimensiones del radio  de la base y % del cilindro de superficie to-
tal minima.

m) Calcular la minima distancia del punto P =(1;0) a la parabola y* = 4x .

n) Calcular la minima distancia del punto P =(2,0) a la parabola y = 4—x*,

conx = 0.
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3) Calcular los minimos de las siguientes funciones de tres variables sujetas a
las restricciones indicadas.

a) u=3x"+2"+2, con@ (x;z) =2x+y+z—4=0
b) u=x>+y*"+2, con @ (x;y;z2) =2x +3y—4z+8=0
¢) u=2x*+y"+4z con @ (x;z) =2x+2y—z—4=0

d) u=x>+y*+2* con @ (x;y;z) = 2x+%+§—1=0

e) u=2x+4+2 con@ (xyz)=2x+y+3z-9=0

D u:l+l+l’ con x+y+Z=6,si x>0,y>O,Z>O.
X y z

4) Resolver los siguientes problemas con tres variables

a) Hallar tres nimeros cuya suma sea 21 y cuyo producto sea maximo.
Hallar el producto.

b) Descomponer el nimero 50 en 3 sumandos tales que x*.y'°.z° sea ma-

X1mo.

¢) Una caja rectangular sin tapa debe tener un volumen de 500 cm’ ;Cua-
les deben ser las dimensiones para que el costo de fabricacion sea mi-
nimo? Determinar la superficie.

d) Hallar las aristas del paralelepipedo trirectangulo de volumen maximo en-
tre los que tienen 3 caras en los planos coordenados y un vértice en el pla-

X z
no t+2+Z=1.

a b c

e) Calcular las dimensiones de una caja rectangular de capacidad maxima
si su superficie es de 216 cm?®. Calcular el volumen.
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RESPUESTAS

1)a) P=(6;6), max. b)P=(-1/2;—1/4), min. c¢) P =(0;0), min.
d) P=(-6;12), min. ¢) P =(4/5;3/5), min.

2)a)/=40m.,a=20m.,b) /=750 m.,a=375m.,,¢c) x=5m.
d) cuadrados de 4 m. de lado, ¢) cuadrado de lado 9 m.
f) 125 y 250 mts. respectivamente, S = 31.250 m®.
g)base=4 cm., h=2cm., S =48 cm’.
h)base=6dm.,h=3dm. V=108 dm’. i)x=1,y=2 N=49

N . o . 1 2
j) k=1, minimo k) P, = (3;-6), P,=(-3;06) l)r—%, h-;
m)d=1 n) d:g

3) a) P = (16/17;12/17;24/17) b) P = (—16/29;-24/19;32/19)
¢) P = (16/25;32/25;:-4/25) d) P =(72/157;12/157;18/157)

e) P=(4/5;1/5;12/5) f) P=(2;2;2)
4y ayx=y=z=7,P=343 b) x =10, y =25, z=15
¢)base=10cm.,h=5cm., S=300cm’ d) xz%;yz%;zz%

e) cubo de lado 6 cm. V =216 cn’.
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A -

Integrales ‘
multiples

Zl(x§J’)
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»
»

Integrales dobles: el area y el volumen.
Integrales triples.

Integrales en coordenadas esféricas,
cilindricas.

Area de una superficie curva en R3,
Momento estatico.

Momento de inercia.

Centro de masa.
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INTEGRALES DOBLES- ELVOLUMEN

Asi como el problema del célculo del area de una region plana conduce al
concepto de integral definida simple, el problema del calculo del volumen de
un sélido conduce al concepto de integral doble. Las integrales dobles per-
miten calcular volimenes.

EL AREA LIMITADA POR UNA FUNCION DE UNA VARIABLE

Pero antes de desarrollar el tema del volumen repasamos brevemente como
se calcula el area de una region plana a través de una integral simple.

AY

Se plantea el problema de calcular el area de
la region plana limitada por una funcién
continua del tipo y=/ (x) con f(x) =0 en el
intervalo [a;b]. Dividimos el intervalo [a;b]
en n subintervalos, cada uno de amplitud
Ax; (con 1 <i<n)y consideramos de cada a XXy X3 © b

el 4

subintervalo un punto interior x; al cual le
corresponde, por ser ésta continua, un valor de la funcion f(x;).

El 4rea de cada rectangulo se obtiene multiplicando cada f'(x;) por cada Ax; .

La suma de las areas de los » rectangulos da un valor aproximado del area
bajo la curva, con x entre a 'y b.

Area aproximada = Zf(xi).Axi.

i=1

Si la particion se hace mas fina, esta sumatoria se aproxima cada vez mas al

area real.
b

Area = lim Zn:f(x,-)-Ax,- = Jf(x)dx

mdx Ax; —0 a

Se define como integral definida entre @ y b al limite, cuando cada Ax; — 0

de la suma de los productos entre los f(x;) y los Ax,.
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Nota: si f'(x) es negativa la integral definida da negativa, y el area es el valor

b
absoluto de la integral 0 4=- '[f (x).dx .

Propiedades

1) Propiedad aditiva

b

a

[rhav=[r(x).avs bj 7).

dx  celab)

2) Los factores se pueden extraer fuera de la integral

bjk. fx)dx = k. bj 7(x). dx

3) La integral definida de una suma algebraica de funciones es igual a la
suma algebraica de las integrales definidas

/) ) ho e~ [

REGLA DE BARROW

Si f'(x) es continua en [a;b] y G(x) es
una primitiva de f'(x), entonces:

Para calcular la integral definida en-
tre a y b basta con encontrar una
primitiva cualquiera de /'y restar los
valores que toma en los extremos
del intervalo.

).dx+ l]'g(x). dx — l].h(x). dx

BARROW, Isaac (1634-1677): nacid en
Londres, ciudad en la cual también murio.
Fue profesor de Cam-

bridge, donde en 1669

renuncia a la catedra

para que lo reemplace

Newton, quién habia sido

su alumno en esa misma

catedra, por considerarlo

mas digno que ¢él para ser

profesor. Luego se dedica a la teologia. Fue
el primero en observar que el problema del
trazado de la recta tangente a una curva en
un punto y el célculo del area limitada por
esta curva son mutuamente inversos.
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Ejemplo g

—
Il

N | =
|
o
I

o | —

EL PROBLEMA DEL VOLUMEN — LA INTEGRAL DOBLE

Habiendo recordado como se calculan f[xl;yl
areas utilizando integrales simples,
encaramos ahora el problema del cal-
culo del volumen.

Buscamos el volumen del solido limi-

tado por una superficie continua de a A )’
ionz = f(x: 4O x L7 AN 7

ecuacion 22 f ().c,y) >0 en el rectingu-  4%; P —

lo D c R” definido por: bl T S r

a<x<b; cLy<d. X

Subdividimos los intervalos (a;b) y (c;d) en n 'y m subintervalos respectiva-
mente de amplitudes Ax; y Ay; no necesariamente iguales.

El recinto de integracion (la base del solido cuyo volumen vamos a calcular)
queda dividido en nxm rectangulos, cada uno de area 4;=Ax;.Ay;. Consi-

deramos un punto (x;);) interior a cada rectangulo; a cada uno de esos
puntos le corresponde un valor de la funciéon que denominamos f (x;y;). Si
multiplicamos el area de la base de cada rectangulo por el valor de la funcién
se obtiene el volumen de un prisma: V00 = f (xi ; y].)Axi Ay,

Sumando los volumenes de los nxm prismas se obtiene un volumen aproxi-
n m

mado: V aprox =Zz f(xl.;yj)Axl..ij.
i=1 j=1

Si afinamos la particion, al igual que hicimos para calcular el area, es decir el
numero de subintervalos tiende a infinito, o la amplitud de los mismos tienden
a 0, obtenemos el volumen del sélido:
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n

V=" lim f“ 7oy s ay, = | [ £ G y)aedy

n—oo —
Moo i=1 j=1

max Ax; —0
madx Ay ; =0

El limite de esta sumatoria es lo que se denomina integral doble de la fun-
cion z=f (x; y) sobre la region D.

Nota:sif(x;y)< 0 = V= ULf (x;y).dx.dy‘ =— JLf (x; v).dx.dy
Propiedades de la integral doble

1) Si en la funcién integral existe un factor constante, el mismo puede extraerse
del simbolo integral

Ika (x,‘y).dx.dy =k. ILf (x;y).dx.dy

Dicha propiedad surge al sacar factor comun la constante en la sumatoria que
conduce a la integral doble.

2) La integral doble en un recinto D de una suma de funciones es igual a la
suma de las integrales en D de cada una de ellas.

J-Jl;f (x;y)+ g(x;y).dx.dy = ILf (x;y).dx.dy + ng (x; y).dx.dy
La justificacion de esta propiedad se obtiene descomponiendo la sumatoria
original en la suma de dos sumatorias, los limites de las cuales dan las respec-

tivas integrales dobles que figuran en el segundo miembro de la igualdad.

3) Si el recinto D es la union de otros dos recintos disjuntos D, y D, (D =Dy U D,),
la integral doble en D es igual a la suma de las integrales dobles en D, y D;.

J:L 7 (x;y).dx.dy = J‘-[)] f (x; y).dx.dy+ J.LZ 7 (x;y).dx.dy

La justificacion surge de agrupar los sumandos de la sumatoria en aquellos
que corresponden a Dy 0 a D.
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Ampliacion de las caracteristicas del dominio de integracion

Supongamos ahora que el recinto de integracion D < R? es un conjunto aco-
tado limitado por una curva rectificable (de longitud finita).

Procedemos a incluirlo en un rectangulo R.
Definimos en el rectangulo R una nueva funcion

T*eey)
S*y)=

{f () VlvyleD
0 Y(x;y)e R—D

Por propiedad 3)

ij * (x;y).dx.dy = ILf * (x;y).dx.dy +J‘Lin * (x;y).dx.dy
J-L f*(x;y)dvdy = IL 1 (x;y).dedy +0= IL 1 (x;y).dx.dy

Con lo cual se demuestra que el calculo de integrales dobles se puede aplicar
a recintos no rectangulares.

CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE MEDIANTE
INTEGRALES ITERADAS

Teorema de Fubbini

Sea z = f (x,¥) una funcién con-
tinua definida y acotada sobre el
rectangulo D = [a;b] x [c;d]
(Dominio o recinto de integra-
cion).

Consideramos un valor fijo de la
variable x, por ejemplo x = X
donde z es integrable respecto de
la variable y en el intervalo [c;d]. Observemos que al considerar a x constan-
te (x = xp), la funcion z pasa a ser funcion exclusivamente de la variable y.

z=f o) =h ().
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Definimos como g (x() al area rayada correspondiente a x = x, que procede-

d
mos a calcular: g(x,)= J Fx:v)dy

Si f(x0;y) > 0, entonces g(xo) es el valor del area rayada.
Si z es integrable respecto de la variable y para cualquier valor fijo de x,
comprendido entre a y b, queda definida la funcion g:

d
g [abloR /g ()= [f(x;y)dy.
Si a su vez la funcién escalar g es integrable respecto de su unica variable x,

puede calcularse V' = []g( X )dx =[} ﬁ‘ f (x; y).dy}dx. = I ID f (x; y).dy.dx

a

Generalizacion

F'S

o (x

Si D= {(x;y) €R¥ a<x<bayx)<y<yx)}, dominio de integracion es
) y
Fx;y)dy.dx y2(x)

del tipo I
b
v=|
a Y1(X)
|
|

Nota: el diferencial externo (dx) debe corres-

|
. . ! X |
ponder a los valores de la primera integral (a . yix) |
y b son valores de x). ' —
a b x
Si el dominio de integracion es del tipo I1 Dominio de integracion

D={(xy) eRY x;()) Sx<x2()) Ac<y < d)

d x(y)

entonces: V= I I f (x; y).a’x.dy

¢ x(y)

'Y

L4
X
Dominio de integracion
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Calculo de areas mediante integrales dobles

Cuando la funcidn f'(x;y) = 1, el area del dominio de integracion coincide nu-
méricamente con el volumen del sélido. Si el dominio de integracion es del
tipo I:

bv2

A= H dx. dy = dedx

a}l()

Los limites de integracion surgen del recinto o dominio de integracion cuya
area vamos a calcular; a y b son los valores constantes entre los que varia la
variable x, y; (x) € ¥, (x) son las funciones de x que limitan la region plana
cuya area buscamos.

A= bjyj dy.dx = j{ jdy]dx o170 dx_j[yz =y, (x) ] dx

a y(x (x)

Se calcula primero la integral dentro del corchete, integrando segtn la varia-
ble y, considerando a la x constante. Como resultado de la integracion se
obtiene una funcién continua de x. Luego se integra esta funcién respecto de
x entre los limites a y b. Es decir que una integral doble se desdobla en dos
integrales simples.

Si el dominio de integracion es del tipo II:

d_xay) d| x(y)
A= [ dx.dv=| J.dx.dy=J‘{ jdx}.dy:

¢ x(») el xy)

X ()/

0 e—

20 = [T =501 ]

Donde ¢ y d son los valores constantes entre los que varia la variable y, x;(y)
y X, (¥) son las funciones de y que limitan el dominio.
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Nota importante: el orden de los diferenciales queda fijado una vez que se
fijan los limites de integracion, correspondiendo el segundo diferencial a la
variable que corresponde a la primera integral. Es decir que si los limites de
la primera integral son valores constantes de x, el 2° diferencial es el dx y vi-
ceversa.

Ejemplo: calcular el area limitada por y = x7,
y =x+2, utilizando integrales dobles.

=1 x* -1 x? -1

2 x+2 2 x+2 2 2
A= Ifdy.dx= J.{ J. dy}dx= J‘y]gzdx= I(x+2—x2).dx =
2 -1

2 372
2 3], 2

Veamos ahora como se puede calcular un area por ambos caminos.

y=0
a) Area limitada por v S—Ex
2
x=0
3
3—=x 2 3—5-’( 3
A= [dvde=[| [ dy|dx=[y ]2 dx=
0 0 0 0 0
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8 ¥x 8 | 8 =
AIIIdy.deI[Idy dx=jy ]lxde ! Lo ’
11 1 1 1
| 3 ’ 317
=lj(%/§—1)abczz3x4—x1=12—8—Z 1 i

La pregunta que surge es ;qué método conviene?

Y eso depende de las funciones que limitan el dominio de integracion. En al-
gunos casos, como el visto, es indistinto. En otros casos conviene utilizar al-

guno determinado.
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CALCULO DE VOLUMENES

Veamos ahora como utilizar las integrales para calcular volimenes. En rea-
lidad lo tinico que cambia es la funcion a integrar. Cuando f'(x,y) no es 1, lo
que calculamos es el volumen.

5(x)
V= J.J.Df(x;y).dx.dy bj‘yJ‘ fxsy)dy . dx
a y(x)
0 como ya vimos, también V = ” f (x;y). dx.dy= L]. XZ(f)_f (x;y).dx. dy
b ¢ uly

Ejemplos: a) calcular el volumen del sélido limitado por z =x + 2y

_ 2
D: { y=r , utilizando integrales dobles.
y=x+2

Graficamos el dominio de integracion del cual obtenemos los limites de inte-
gracion de las integrales.

V= T]} (x+2y).dy.dx= ‘[{XT x+2y).dy:|dx—].(nyryz)T:de—
—1 52 -1 -1 *

2

][ [x.(x+2)+(x+2)2]—(x3+x4)}dx = :[ (x2 +2x+x +4x+4—x3—x4).dx

2 5 4 3 2
J.(—x4—x3+2x2+6x+4).dx = —x——x—+2i+3x2+4x _13
i 5 4 3 L 20
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y=2
y=x

b) Hallar el volumen del sélido limitado por z =x*+ y*+ 1 con D :{

V= Zjif(xz +32 +1)dy.dy= zjﬁ(xz +y7+ l)dy} dx =

0

X

Cambio de variables

A veces es conveniente efectuar un cambio de variables en las integrales do-
bles porque su calculo resulta mas sencillo.

Para funciones de una variable (y = f (x)), al hacer una sustitucién de va-
riables (x = g(u)), en la integral aparece el factor g’ (u):

b u

[£(hde = [ Flu) )l

Veremos ahora que ocurre en una integral doble al hacer un cambio de va-
riables.
x=gluv
Enz=f (x; y) hacemos el siguiente cambio de variables { i(( ; , que
yv=hluyv

suponemos continuas y con derivadas parciales continuas.

o ax

La expresion du  9v| - Alx:y) =J ( Xy j se denomina determinante fun-
9y Iy Au;v) u;v
ou dv

cional o jacobiano asociado al cambio de variables que suponemos distinto
de cero. Si esto se verifica, entonces se puede demostrar que:
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X,

gl 2
u;v

Asi como cuando hacemos una sustitucion en integrales de una variable apa-

rece en la nueva integral el factor g’ (u) (la derivada de la variable original

V= HDf(x;y).dx.dy = ij(u;v). du.dv

respecto de la nueva variable), ahora aparece el jacobiano, que es un deter-
minante formado por las derivadas parciales de las variables originales res-
pecto de las nuevas variables.

Llamamos D al recinto expresado en las variables originales y R al recinto
expresado en las nuevas variables.

Al efectuar un cambio de variables se realizan los siguientes pasos:

1) Los limites de integracion corresponden a las nuevas variables.

2) Se sustituyen los diferenciales de las variables originales por los dife-
renciales de las nuevas variables.

3) En la funcién a integrar se sustituyen las variables originales por las
nuevas variables.

4) Se incorpora como factor en la funcion a integrar el jacobiano de las
variables originales respecto de las nuevas variables.

Integrales en coordenadas polares

En algunos casos el célculo de areas y volimenes se simplifica expresando
las funciones en coordenadas polares. Es un caso particular de cambio de va-

_ . o X=r.coso
riables donde, como se vio en la pagina 20,
y=r.send

El jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera:

ox Ox
: . 3, |cosa —rseno
J| 2=\ da - = r.(0052 o+ senza)= r
rra) |9 | |senar  r.cosa

o Jda
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bay(r) (@) as<r<b, o (r)<o <o)
V:I frra)rdoadr= I If(r,~a).r.dr.da o
dalr) ainle) O <0< Gz, 71 (@) 1 < rf0)

El criterio para elegir el orden de los diferenciales es el mismo que el que se
utiliza para las coordenadas rectangulares.

Si f(x;y) =1, como ya vimos, tenemos la formula del area.

A= j _L dxdy = j _Lr dr.do; = bjazjr da.dr = aj Tr).dr.da
o o a1 (@)

Ejemplos

1) Hallar el area de un circulo de radio 2. Calculamos el area de un cuarto de
circulo y luego la multiplicamos por 4.

IN

X

A
D= R=
{OSyS\M_xz 0 asg K/zt

En este caso vemos que mientras » varia entre 0 y 2, los limites de variacion
de o son siempre los mismos, entre 0 y /2. Por lo tanto:

2 7/2 2[ #/2 2
A= 4.I J rdo.dr = 4.II: J. r.da} dr=4. Ir .0{]’;/2 dr =
0

0 0 0
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2) Hallar el area de la siguiente corona circular. Calculamos el 4rea de un

cuarto de la corona y luego la multiplicamos por 4.

2<r<3

R=
0<a<

N

En este caso vemos que mientras 7 varia entre 2 y
3, los limites de variacion de o son siempre los
mismos, entre 0 y 7t/2. Por lo tanto:

A=4.

/2 3 /2
rdo.dr = I r.da} dr =
0 0

2
3.“
2

N.__.w

2

P 3
r_} =9r—-4r=>5r
2

l\)|§]
|
N'Ia

3
4, Ir .0

]”/2 dr =

0

3) Hallar el 4rea del rectangulo D= {(x;y)e R2A0<x<3A0<y< 2}.
Calculamos el area del tridangulo inferior y luego la multiplicamos por 2.

3 0<r<3/coscx
- O<a<arctg 2/3

0<x<3
D=
0<y<2

Si consideramos el tridangulo inferior vemos que mientras o. varia entre 0

presar en coordenadas polares, es decir 3 =r.cos o0 = r =

LV

=0 y
o, = arc tg 2/3, los limites de variacion de r no son siempre los mismos como
en los casos anteriores, 7 ahora varia entre 0 y la recta x = 3, que debemos ex-

. Por lo tanto:

cos



Integrales multjples 305

arctéZ/?a 3/coso ar1132/3 2 3/cosa arctg2/3 9
r
A=2. r dr —} da = do =
2
3

2

0 2

2/
— 9f a]arctg 3

4) Hallar el area del recinto D = {(x;y)e REAx<y<qy1-(x— 1)2 }

0<x<1 0<r<2coscx
D= R= T /4
x<y<1=(x-1) ZS(ZSE

Vemos que mientras o varia entre o, = /4 y 0, = 7/2, los limites de variacion
de » no son siempre los mismos, » varia entre 0 y la circunferencia, que debe-
mos expresar en coordenadas polares:

(r.cosa— 1)2 + (r.sena)2 =1 = r’cos’a—2rcosa+1+risen’or=1.

Por lo tanto 7> —2rcosax=0 = r=2cosc

/2 [ 2cosar x/2 o T|2cosa /2
A= J.{ Irdr].da: J.%} do = IZcosza.da:

/4 /4 0 /4

/2 /2
:2.J'1+cos(2a).da:a+sen(2a) _T0- 7r+1
2 2 2 4 2

/4 /4
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5) Hallar el volumen del so6lido limitado por la superficie z = e~ siel do-
minio es D={(x;y)e R/ x*+y? S4/\x20/\y20}

0<x<2 0<r<2
Dz{

R=
0<y<+v4—x’ 030{3%

En este caso vemos que mientras 7 varia entre 0 y 2, los limites de variacion
)C2 +)/2 — erz

de o son siempre los mismos, entre 0y /2. z=e¢ . Por lo tanto:

2 7/2 , 2| 7/2 , 2 ,
V= j e rdodr= Ier .r.da}.dr = Ier .r.a] ;;/z dr =
00 0 0 0
o e’ ’ e nmorm
= \le" r—dr= } = ——=—.(e4—1)
; 2 4 . 4 4 4

GENERALIZACION DE LA INTEGRAL DOBLE — LA INTEGRAL TRIPLE

Supongamos ahora una funcién u = f (x;y,;z) = 0 definida en el recinto sélido
as<x<b

D c R? definido por: D =1y,(x)<y<y,(x)
7 (5 7)< 252, (xy)

Generalizando el concepto de integral doble, podemos considerar la integral
triple de la siguiente manera:

b y(x)z

”‘ 1 y;z)dedy.dx = II Ifxyzdzdydx

a y(x) z(xy

El orden de los diferenciales sigue el mismo criterio que para las integrales
dobles. El ultimo diferencial (dx) corresponde a la variable de la primera
integral (x), el segundo diferencial (dy) corresponde a la variable de la se-
gunda integral () y el primer diferencial (dz) corresponde a la variable de la
ultima integral (z).
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Caso particular-el volumen: si u = f (x;y;z) = 1, la integral triple mide el
volumen del solido. Esto nos indica otro camino para calcular el volumen de
un solido, el que se encuentra comprendido entre ambas superficies.

1

s 2al)ea(oiy) x;y)
V= J:” dz.dy.dx = c;[yl'[ . YJ.jizdya’x
zl(x;y)

Ejemplos .

af-=1===
1) Calcular mediante una integral triple el vo- yl(xyz(X)

lumen del prisma de base triangular limita- _# =777~
do por los planos coordenados y los planos
3x+2z=12¢ y=2.

L A

4 2| 6-1,5x
[ e
00

4 4

].6 1,5x— O)dy}dx—j(@/ 15xy)] dx =

0

Il
:!—.'—|

0

4
= [(12-3x—0)dx =12x.~1,5x% ]} = 4824 = 24
0

2) Calcular mediante una integral triple el volumen del tetraedro limitado por
los planos coordenados y el plano 6x+3y+2z=18.

3
-]
0

6-2x [ 9-3x-15y 36-2x

J. { '[dz ].dy.dx = J. I Z]g_3x_1’5ydy.dx
0 0 0 0

6-

2x

'[ 9-3x-15y- 0)}.dy.dx =
0

O:: (98]

(9y 3xy—-0,75y )]6 =

O._.w
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3

[[9(6-2x)=3x.(6-2x)-075.(6=2x)" 0 | dx =

St ¥ S w ©

(54—18x—18x+6x" =27 +18x—3x" ).dx =

3
(27-18x+3x) e =(27 =92 +x°) | =81-81+27=27

3) Calcular mediante una integral triple el volumen del sélido limitado por
los planos coordenados, y los planos z=6 y x4+ y==z.

6 6-x 6 6 6—x
V:j j sz dy.dx = j I z] . dy.dx
0 0 x+y 00

Il
S —
1
(o)
-
=
+
=
L1
(S
=
&
Il

I
(@)
<
|
g
|
N—
| |
I
=
I

(=]

Il
OQ_AO\ 01_4001 _—

6.(6-x)=x.(6-x)=0,5.(6-x)" | =

2
36—6x—6x+x2—18+6x—%}dx=

6
2 3
18—6x+x7}dx =(18x—3x2 +%H =108 —108+ 36 =36

0

Integrales en coordenadas cilindricas

En algunos casos el calculo de integrales triples se simpli-
fica expresando las funciones en coordenadas cilindricas.
Es otro caso particular de cambio de variables donde las
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X=r.cosa
coordenadas de un punto P = (x;y;z) son {y=r.senax r>0, 0<o<2m

z=2Z

Las coordenadas x e y se reemplazan por las coordenadas polares del punto
P’ que es la proyeccion del punto P sobre el plano (xy).

El jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera:

ox a_x ox
or Jda 9z| lcosa —rsena 0
J( X,y z ) _ dy dy oy

— — ——{=|senax r.cosox 0=

oz Jdr Jdo oz
A IR
or Jda oz

cosax —r.senc P P
= =V.(COS o+ sen a)ZI"
seno r.cos

Por lo tanto
1= [ f(x;y:2)dzdyds= [[[ f(r:a;z2)rdzdadr=

hj%f j (r;a;2)r.dz.dodr _ajrz(jm(rja)f (r;o2)r.dedrdo

a o(r) z(ri@) o (@) z(r;a)

a<r<b, a(r)Soso(r),  zi(ro) <z<z(ro) 6
o <<, rl(oc)SrSrz(Oc), ZI(V;(X)SZSZQ(V;(X)

Nota: si f(x;y;z)=1, la integral triple mide un volumen.
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Ejemplos

1) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas cilindricas,
el volumen de una esfera de radio 3.

Calculamos la octava parte del volumen correspondiente al primer octante.
Vemos que mientras » varia entre 0 y 3, los limites de variacion de o son
siempre los mismos, entre 0 y 7/2. Por lo tanto:

3492 Joxoy? 32 Ao-r?
V=8.j j jdz.dy.dxzs.” J'rdzdadr—
0 0 00
=8. ]‘”f 9].;2 dz |da.dr =8.]ﬁf r.z]g/ﬁda.dr =
0 0 0 0 0

3| 7/2 3 z
:8.[{ Ir. 9—s? }.da.dr=8.jr.\/9—r2.a} "
ol o 0 0
3

=83Im/9— %drz M —367
0

3

2) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas cilindricas, el
volumen del s6lido limitado por el paraboloide z = x> + y2 y el plano z = 4.

Calculamos la cuarta parte del volumen correspondiente al primer octante.

2 4 2
V= 4,j j Idz.dy.dx = 4.I
0 0

2
0 x?4y?

27m/2 2
=4. [ J.r dz}da dr =4 I J-r.z]fz do.dr =
’ 00

0 .2

J
4;[[”f4r—r )]dadr —4j4r—r JaJi"? ar =

]‘r.dz.d(){.dr =

0

2 4 2
- 4.0j(4r— r3)%.dr =27z’.(2r2 —%j =87

0
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3) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas rectangula-
res y coordenadas cilindricas, el volumen del s6lido limitado por la super-

ficie z = xy si la base del solido es el triangulo de vértices A = (0;0),
B=(2;0)y C=(2;2).

xy Xy

jdz.dy.dx = ]‘] Idz dy.dx = z.[]z]: dy.dx = o
o0l 0 00

2 x
=11
000

=2J‘|:.]Axy dydxzi[i}x dxz]‘x—sdxzﬁ}zz2 |
0Lo . . 0 2 0' 0 2 ' 8 0

a

N
NN
R
Y

Veamos ahora la resolucidn en coordenadas cilindricas.

Vemos que mientras o varia entre o) = 0 y op = /2, los limites de variacién
de » no son siempre los mismos, » ahora varia entre 0 y la recta x = 2, que de-

bemos expresar en coordenadas polares, es decir 2 =r.cos 0. = r =

. Por
cos o
lo tanto:
/4 2/cosex 1’ .cosa.senal /4 2/cose | r*.cosasena
=1 | [ rdedrdo=| | [ rde|drdo=
0 0 0 0 0 0
/4 2/cosax N /4| 2/cosa
rT.cosa.sena
= r Z]O dr.do = I I r.cosasena |.dr.do =
0 0 0 0
/4 4 ]2/ cose /4
r cosa.senc
= J- cosol.senol. — da=4. J. —da =
; 4 0 b cos o

/4

2 /4
=4. j cos” asena.do :_} =4-2=2
; cos” o
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4) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas rectangula-
res y coordenadas cilindricas, el volumen del s6lido limitado por la super-

ficie z = xy”si D={(x,‘y)€9?2AOSxS2A2xSyS4}

Veamos ahora la resolucion en coordenadas cilindricas.

Vemos que mientras . varia entre o = arc 1g 2'y 0, = T/2, los limites de va-
riacion de » no son siempre los mismos, 7 ahora varia entre 0 y la recta y = 4,
que debemos expresar en coordenadas polares.

r= .ooz= xy2 =rcosar’sen’a=r’.cosa.sen’a . Por lo tanto:
sen o
7/2 4/sena r3.coso.sen’a /2 4/sena| r3.cosa.sen’o
I j jr.dz.dr.dat = I j Ir.dz dr.do =
arctg?2 0 arctg2 0 0
/2 4/sena /2 | 4/sencx
_ ]rj.cus a.sen’a _ 4 2 _
= r.z), drda = r.cosa.sen” o.dr |.do =
arctg?2 0 arctg?2 0
/2 4/sencr /2
, P 1.024 cosa.sen*or
= |cosa.sen of.— do= ) < do =
5 sen o
arctg?2 0 arctg?2
/2 /2
1.024 5 512 1 512 1
=—. Icos a.sen " o.do=——— = l-— =
5 ; S5.5en°0 gy S sen“arctg 2
512

=——-1025=2506
5
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Integrales en coordenadas esféricas

Ademas de las coordenadas cilindricas, a veces con-

viene utilizar las coordenadas esféricas. Es otro caso

particular de cambio de variables donde las coordena-
X = p.sen@.cos o

das de un punto P = (x;y;z) son § y = p.sen@.senxx

z=p.cos@

p es la longitud del segmento OP, o es la angulo polar de la proyeccion del
punto P sobre el plano (xy) y ¢ es el angulo que forma el semieje positivo z
conOP. p>0,0<0<2w,0<@<m.

El jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera:

ox ox Ox

dp 0 9P| |seng.cosa — p.senp.senct p.cos.cos
J( X,y z J_ dy dy Iy

= —|=|senp.senc  p.seng.cosa  p.cos@.seno|=

;o0p) |0p da d¢
P 85 2z oz cos @ 0 — p.seng
dp Jda J¢
=p’seng

Por lo tanto

HL fx;y,z)dedy.dx = ”L fp:a:@)p*senp.de.do.dp

as<p<h,  ou(p)aso(p), o(p;0) < < eo(p;00) 6
<o, p()SpSp(e), @) < P eo(ps00)

Nota: si f(x;y;z)=1, la integral triple mide un volumen.
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Ejemplos

a) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas esféricas, el
volumen de: a) la esfera x” + y* +2z° =9.

Calculamos la octava parte del volumen correspondiente al primer octante.
Mientras p varia entre 0 y 3, los limites de variacion de o y de ¢ son siempre
los mismos, entre 0 y /2. Por lo tanto:

3\/9—71 9—x?—y? 37/2 7)2

v=8[ [ | dedyar= 8” jpsen¢d¢dadp_
0 0 0
3

Il
)

/2 | z/2

I l: Ip sen(/ﬁ:l dodadp=
0

/2 3| 7/2

I(—pz.cos ¢)J:/2 da.dp =8. I pz}.da.dp =
0 0

0

Il
®©

S o._.
N

3 3

=8.[pra] dp= 8jp Zdp= 4;;(”;H =361

0 0

b) la regién limitado por el interior de la hoja superior del cono z = x>+ y*

y superiormente por la esfera de radio 3 (x2 +y* 428 = 9).

Ambas se cortan enz=3/\/5,p.cos¢)=3/\/§: cos¢)=\5/2 Lo=r/4

Calculamos la cuarta parte del volumen correspondiente al primer octante.
Mientras p varia entre 0 y 3, o varia entre 0 y /2 y ¢ varia entre 0 y /4.

/2 7/4 3 7/2 [ n/4
V=4 I _‘-sten pdo.dao.dp =4.I I { J.pzsen (pi|.d(p.da.dp = Li‘i"’
0 00 0 N

i
4”( o cos o) dadp =4, I“ [f_lﬂ,da.dp

0

=(—2x/5+4)]p2.a]”/2 f+2)7z jp dp=

S
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AREA DE UNA SUPERFICIE CURVA EN R’
a) La superficie estd expresada en forma paramétrica

Partimos del planteo formulado en la pagina 196, donde tenemos una super-
ficie definida como imagen de un campo vectorial el tipo:

f DR >R /](U,'V) = [x(u;v);y(u;v);z(u;v)]

Vimos que a una subdivision de la malla rectangular le corresponde una
subdivision curvilinea de la superficie S. Si consideramos en el conjunto D
(conjunto en el que esta definido el campo vectorial f') un punto (z9;v) y un
rectangulo de lados Au 'y Av y por lo tanto de area Au.Av, a dicho rectangulo
le corresponde, a través de [, una porcion de la superficie S. El area de di-
cha porcion de superficie
puede aproximarse median-
te el area de un paralelo-
gramo ubicado en el plano
tangente a la superficie en

(xof)’o:'zo):j(uof"o) ge-
nerado por los vectores
Au.ju’y Av.ﬁ.

Esto se debe que el seg-
mento de longitud Au se

Vo

transforma, a través de _]7, es una curva (C,) situada sobre la superficie. El

vector f, es el vector velocidad de esta curva, por lo tanto cuando u se in-

crementa en Au, el punto correspondiente a (uo;vo) sobre la superficie se des-
plaza a lo largo de dicha curva una distancia aproximadamente igual a

Au. f Lo mismo sucede con Av. f

El area del paralelogramo (una porcion de la superficie S) que generan los
vectores Au. f y Av. f (dS) esta dado el modulo de su producto vectorial.

= Au.ﬁ
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Por lo tanto el area de la superficie es: S= J.L fu A ﬁ du.dv

De esta forma el area de una superficie queda expresada por una integral doble.
Ejemplo

Si D es laregion limitadapor 0<u<ly 0<v<2r7,y

F(u;v)=(ucosv;usenv;u)

Calculamos los vectores ]7” y fv

S, = (cos v, sen v;l) /= (— U.Sen v, u.cos v;O)
i j k
= > . i 2 2
f.~f,=| cosv senv 1|= (—u.cosv,—usenv,u.cos Vv+u.sen v):
—u.senv u.cosv 0

=(~u.cosv;—u.senv;u )

Elareaes S= J.’[)x/uz.cos2 vt+u’.sen’v+u® dudv= J. 2u’ du.dv =

= IL\/Eu.du.dv

Llegamos asi a la expresion de la integral doble que nos permite calcular el
area. Resolvemos la integral utilizando coordenadas polares.

S= IL\/Eu.du.dv = zj;[ﬁu.du.dv 2\/52;'{% ;dv = %zjdv = g.v ’ =2z

0
b) La superficie esta expresada en forma explicita

Si la superficie estd expresada como z=f (x; y), podemos adoptar la si-
guiente forma paramétrica: x=x;y=y, z=f (x; y).
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Fin Bldcdy =1+ (] +(2, ] vy @
Por lo tanto S = J.J.Dﬂl + (zx)2 + (zy )2 .dx.dy , donde D es la proyeccion de la

superficie sobre el plano (xy).

ds =

Ejemplo

Calcular utilizando una integral doble el area del paralelogramo interseccion
del prisma: 0 <x<2,0<y <2 yelplano z=3y.

22
S= J.J.D\/1+32+O.dx.dy= [ [N10.dx.dy =10 x]; .y
00
2
=2410 [dy=2410y]; =410
0

¢) La superficie esta expresada en forma implicita

Si la superficie estd expresada como F (x; y;z): 0, el dS se obtiene reem-

\2 ,
F
plazando en @ las derivadas parciales: dS = 1+(%J + [?yj dx.dy

z z

\2 2 '
Por lo tanto S = IL \/(FX) +(§y ) +(FZ)2 dx.dy
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Ejemplos

a) Calcular utilizando una integral doble el area del tridngulo de vértices
A =(3;0;0), B=(0:2;0) y C = (0;0;4).

La ecuacion del plano es §+§+E =1 =

4
4x+6y+3z-12=0

§= J-J~D\/16+36+9

9

3 3 2
=\/ajy];2/3“2,dx:\/aJ‘(_zx+2).dx:—\/a. X ioxl| =
9 J 3 9 3

9 0

i
3

2 2
Jo1

dx.dy = ]._BJ. T.dy.dx =
0 0

(-3+6)=

b) Calcular utilizando una integral doble el area lateral de la zona esférica
x*+y*+2° =25 para 0<x<4.
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Otros casos

Si en lugar de proyectar sobre el plano (x;)), proyectamos sobre los otros
planos coordenados, tenemos:

a) y=1 (x;z), proyectamos sobre el plano (x,'z)

$= [+ 0T + 0 et o 5= [[ AR

i

Ejemplo

i) Calcular utilizando una integral doble el area del paralelogramo intersec-
cion del prisma: 0 <x<3,0<z<3,yelplano y = 3x.

Pensamos a y = f(x;z).

33 3
S= IIDV1+32 +0.dx.dz= jj\/ﬁ.dx.dzzjx/ﬁx] (3) dz
00 0
3
=310 [dz =310 2] =910
0

ii) Calcular el 4rea de la parte de superficie del cilindro x” + y* =9, recorta-

da por el cilindro x* +z> =9, en el primer octante.

Pensamos ax” + y° =9 , como una funcién implicita que
defineay =f(x;z).

' 2 2 \/—_xz [
S= ”‘Dwdx.dz = ]‘ 9_[ ﬂ.dz.dx=
y 0 0 y

w

N 3 I 9-x* 3 \
= dz |.dx =3 dx=3|dx=3x| =9
|| i sl avmsfiess
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b) x=f(y,z), proyectamos sobre el plano (y;z)

s= [[{1+ 0] + () dvaz o S=”D\/(m +<2) +7) dy.dz

Ejemplos

Resolvemos el caso anterior i), considerando a x= f(y;z), x=

[1 7 [1o W0 s
S = ”D 1+§+0.dy.dz: _” g.dy.dZ:J‘Ty]O.dz
00 0
3
=310 [dz =310 2]} =910
0

P
3

Vemos que por otro camino llegamos a lo mismo.
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APLICACIONES Fisicas
De las integrales dobles
Cdlculo de la masa

Consideremos una lamina delgada que tiene la forma de un recinto D. Supo-
nemos que la materia esta distribuida en la ldmina y que p(x; y) representa

la densidad superficial' en un punto (x; ). En este caso la integral doble re-
presenta la masa de la lamina.

M= j '[ plx; y).dx.dy

D
Cdlculo de los momentos estdticos

En este caso los momentos estaticos o primeros se definen de la siguiente
manera:

Respecto del eje x: M, = J. J.p(x; y). y.dx.dy
D

Respecto del eje y: M, = ”p(x; y).x.dx.dy
D

Cadlculo del centro de masa

Las coordenadas del centro de masa son:

J Ip(x; y).x.dx.dy ”p(x; y). y.dx.dy

e M B ”p(x;y).dx.dy Ve ™ M ) ”p(x,‘y).dx.dy

M

X

! Cantidad de masa por unidad de superficie. Si la lamina es homogénea, la densidad
p es constante.
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Cdlculo de los momentos de inercia

Los momentos segundos o de inercia se calculan de la siguiente manera:

Respecto del eje x: I = ij(x,'y).yz.dx.dy
D

Respecto del eje y: I,= I I px; y)x®.dx.dy
D

Ejemplo

Hallar el centro de masa de la lamina correspondiente a la region parabolica
D= {(x,y)e R2/0<y<d4—x* Ax> O} si la densidad superficial p(x;y) es
proporcional a la distancia entre (x;y) y el eje x.

X2 4-x?
M= Tfkydydx kjy} %kzj(4—x2)z.dx=%k2j(16—8x2+x4)dx=
0 0 0 0 0
k(84__ﬂ +{16-2.416).12,
310 3 5) 15
2 4—x? 2 34 2
MX=J J.k.yz.dy.dx=k.J.y—} dx=—k_[(4—x2)3.dx:
0 0 0 3 0 3 0
1 x|
=~k [lo4 - 4827 +12x* ~ 2 Jalx :—k[64x 16x + - X—}J
3, 3 57,
lk(128 128+ ﬁ_@j:m%k
3 57 15

2442 2 4=

M, = J. J‘x k.xy.dy.dx = J‘i}
00 0 2 1o

2 6 2
=lkj(16x—8x3+x5).dx:k. 4x? —xty =k(16—16+&J=mk
2 12 3) 3

0

|2
=Ek6|.x 4—x )de—
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16k 2048k
5 16
nglzgk//3 :g yg:W&ZT
15 15
2 4-y? y4 4= 1 2 4
:I Ikyzydydx—j } =Zk.j(4—x2) dx =
0 0 0 0

2 3 5 7 972
=lk.j(256—256x2+96x4—16x“+x8).dx=k. oy 04 240 Ay x
40 3 57 36,

i 64 3+24x5 4x" x_"’2 k( 512 768 512 512 16387k
5 7 36],

64x —— 1282 =422
3 35 7 36 315

X2 2 2 274 2

I = Jk.xzy.dy.dxzj.xz } %k x2 dxz—kj16x —8x*+x )d
8’ 4x' x| [64 128 64) 512k

=k| —-—+=| |[=k|———"+ —
3 5 14 0 3 5 7 105

De las integrales triples

Si ahora consideremos una region sélida S en la cual la materia esta distri-
buida y que p(x,' y;z) representa la densidad volumétrica® en un punto

(x; y;z) , las formulas correspondientes a la masa y a los momentos son los
siguientes.

M = ”jp(x y,'z).dx.dy.dz
s
Respecto del plano xy: M, = ” Iz.p(x; y;z).dx.dy.dz
s
Respecto del plano yz: M _ = ” Ix.p(x; y;z).dx.dy.dz
s

Respecto del plano xz: M = ” Iy.p(x; y;z).dx.dy.dz
s

? Cantidad de masa por unidad de volumen.
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poterasaas ([l
x, =—= _M s

g ”px v, z)dx.dy.dz Ve M U p(x;y,'z).dx.dy.dz
s

”jzp Xy, Z)dxdydz

Xy

Zg: ”pxyzdxdydz
Respecto del eje x: I .= ”I +22 x Vv, z dxdy dz
Respecto del eje y: I, = J” x2 + 22 p(x,' y;z).dx.dy.dz
s
Respecto del eje z: I = J”(xz +y? ) p(x,' y;z).dx.dy.dz
s

Ejemplo

Calcular la masa de una esfera de radio 1 si la densidad volumétrica en cada
punto es proporcional a la distancia al plano (x;y).

p(x; y,'z) =k.z, lo resolvemos en coordenadas cilindricas.

/2112

M= ”Ik.z.dx.dy.dz=8 /f]j | k.zrdzdr.do =
0 0 0

/21 \/? /21

j Z{l r.dr.do =4k j jr 2)dr.dor =

0 0 00

71']_2 2 4] /2 kﬂ'

0

da==k jda ke'? = -



Integrales multjples 325
EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcular el area de los siguientes recintos aplicando integrales dobles.

3
4 y=s
4 lx=2 5 77777 6) 17 =% 1°cuadrante 7) lx=1y
. x—y+2=0 xX=y
eje x y=—x
I
y=2x
=2 2<y<l I<y<e” <x<1
8) Ix=2 9)4” 10) 45 =730 yelz)\/;x
x=0 0<x<l1 0<x<2 0<y<l1
y=0
xy=2

14

13) ”D (2x + yzx).dx.dy

14) ”D (x2 +yx+ l)dx.dy

15) ”D (2xy +1).dx.dy

16) j ID (2xy +x’ )dx.dy

17) Calcular el volumen de los cuerpos situados en el primer octante, limita-
dos por los planos coordenados y las superficies que se indican. Graficar.

a)elplanox +y+z=2. b) los planosz=4ey=—x+2.

X y z
c)elplano —+=+—=1.
Jelp 4 3

P d) los planosz+3x=6¢ y=4.
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e) el plano 2x +2 y —z =4,

f) la superficie cilindrica y = x* y los planos y = x y z = 2 en el primer
octante.

18) Calcular las siguientes integrales

7 l4+cos x 22
a) I Iyz.sen x.dy.dx ij—z ly.dx
0 0 R4

2
c) IL;—.dx.dy , D es el triangulo de vértices (1;1), (2;1), (2;2).
y

d) IL e “.dx.dy, D:{(x;y)e R /e* < y<e™ /\OSxSln2}

19) Calcular los volimenes de los siguientes solidos limitados por

0<x<3

0<y<4

b) la superficie z = x* +5)7, si el recinto de integracién es el triangulo de
vértices (0;0), (2;0), (2;1).

S

(x+17(y+1)7

a) la superficie z=x>+2)"y el recinto {

c) la superficie z = x20,y20.

20) Calcular las areas de los siguientes recintos utilizando coordenadas polares

a) D= {(x y)eR /x4y <4/\y<0}

b) D= {(x y)egiz/OSxSI/\OSyS3}
¢c) D= {(x y)e%2/43x2+y2316/\y30}
d) D= {(x y)eEKz/x2+(y—1)ZSI/\ny}
e) D= {(x 6932/0<x<1/\x2<y<x}

\_/\_/

) D={xy)e R /0<x<2A2v<y <4}
g) La regién sombreada
WD ={(x;y)e R2/1<xy<2ax<y<dx}
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21) Calcular las siguientes integrales dobles utilizando coordenadas polares.

a) [[xdrdy, D={(x:y)e R /x*+)? <4rx<0}
b) zj.yz.dx.dy, D={(x,y)e R2/1<x> +1> <4Ay>0}
0) fj(x2+5y2)dx.dy, D={(x;y)e R2/4<x>+5* <16 Ay>0}
d) }Iy.dx.dy, D:{(x;y)e SKZ/OSySm}

P
) Dsziyz
) ”x2+y2 dvdy, D=1{(x;y)e R /(x—1} +)* <1}

g)f

las circunferencias x> + y> =4 y x>+ y* =9, en el primer cuadrante.

dxdy, D= {(x,‘y)e R/1<x*+y* < 4}

dx dy si D el recinto limitado por las rectas y =x, y = =3 x y

h) Ue_xz_yz dx.dy, D=%R*
D

i) J-x;jy.dx.dy, D:{(x;y)e %Z/nyAx+4yS4/\y20}
D

22) Calcular el area de la region limitada por las curvas de nivel 1 y e del campo

escalar f(x;y)=e

x24y?-l

23) Calcular el area de la regidn en cuyos puntos son positivas las componentes
del campo vectorial f(x;y): (4—x2 — iyt - 2),

24) Calcular el area de las regiones en las cuales estan definidos los campos
vectoriales con imagen en %> .

a)fxy (,/2x— \/F\/yix)

b) /(x;¥)=(J1-x;in(x=y):in(8y "))



328 Alejandro E. Garcia Venturini

25) Calcular los volimenes de los sélidos limitados por las siguientes superfi-
cies utilizando integrales triples y coordenadas rectangulares.
a) y=4—x> A z=6, enel 1° octante
b) y* =16—x> A z=4,enel 1° octante
c) S:{(x;y;z)e xR’ A0£y£6/\0£z£4—x2}
d) x>+ y> =25, elplano x+ y+z =8 y el plano (xy)

e) z=1,x+ y+z =2 en el primer octante.

26) Graficar el solido cuyo volumen viene dado por la integral triple

42-3 3—%)(—%)/

I J Idz.dy,dx y calcularlo.
0 0 0

27) Calcular los volumenes de los sélidos limitados por las siguientes superfi-
cies utilizando coordenadas cilindricas. De ser posible, verificar utilizando
coordenadas rectangulares.

a) Paraboloide z=4—x” —y* y el plano (xy).
b) Superficies cilindricas x* + y* =16, x> +y* =1 con 0 <z < 3.

c¢) Cono zzwlx2+y2 , con 1Sx2+y2S9.

d)yz=y,con 0<x<4A0<y<x.

¢) Conoz =+/x> + y” yel cilindro 1=x>+y*, z>0.
f) Paraboloides z=x>+y> y z=2—-x> - y”.

g) Paraboloides z =4x> +4y> y z=5-x>—y*.

h) Paraboloide z=x*+ y*, el cilindro x* +y* =1y z=0.

28) Calcular la integral J j L ( drdy.dz , si D esta limitado por los planos

x+y+z+1)3

coordenados y el plano x+ y+z=1.

29) Calcular el volumen del solido limitado por el cono 4z° =x>+y* y la

2 2 2 g ;.
esferax” + y~ +z° =5 con z >0, utilizando coordenadas esféricas.
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30) Calcular la integral J I L xyz.dx.dy.dz , utilizando coordenadas esféricas si

D={(x;y;z)e 5)33/xz+y2+z2 Sl/\xZO,yZO,ZZO}.

31) Calcular la integral J. J‘ L <2zx2 + ZZyz)dx.dy.dz , si D es el solido limitado

porel cono z* =x* +y* yelcilindro x> +y*> =1, con z > 0.

32) Calcular la integral _[ I L (x2 + yz)dx.dy.dz , si D es el sdlido limitado por
el paraboloide 2z = x* + y* y el plano z =2.

33) Calcular la masa de una placa homogénea con la forma del recinto defi-
nido por D = {(x;y)e R/ y* <x<y+ 2}.

34) Calcular el momento de inercia respecto del eje z de una piramide trian-
gular homogénea S = {(x;y;z)e R/ x+y+2z<1,x20,>0,z> O}.

35) Calcular el area de la porcién de superficie cilindrica x* + y* =4, situa-
da en el primer octante entre los planosz=0y z +y = 3.

36) Calcular el area de la seccidn eliptica determinada en la superficie cilin-

drica x* +y* <9, por el plano z = y.

37) Calcular el area de la superficie cilindrica x* +z> =1, situada en el 1°
octante interior al prisma 0 <y <x, 0 <x <.

38) Calcular el 4rea de la porcion de paraboloide circular z = x* + y*, com-
prendida entre los planos z=2y z = 6.



330 Alejandro E. Garcia Venturini

RESPUESTAS
1)A4=6, 2)A=10,5 3)A=3 4)A=§ 5)A=2 6)A=i NA=
’ ’ 2 3 2 10
2 5 1 64
8)A=4 9) A=2.In2 1O)A:§ 1)d=e-3 12)A=g 13)V=?
14) V:ﬂ 15) V=6 16) V:§
15 3
4 8 1
17) a)V=§ V=8 o)V=12 d)V=24 e)V=§ t)V=§
a) b) c)
d) e) f)
18)a)1=i b)1=2 ¢) 1=i1n2—l d) I=1-n2
3 12 3 18

19)a) V=164 b) V= %7 V=1

20)a)4=21 b)A=3 c)A=6n d)A=0,285 e)A=% fla=4

g)A=4T”+2\/§ hyA=In2
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21)a)[=—? b) I=0 ¢) I=180x d)lz? e) [ =2m.In 2 DI:%[

2 1= 5W3-2)
8

hyI=n I=4

22) A=m 23) A=21 24)a) A= 7 b) A=ln2->
6 2 12
25)a) V=32 b) V=161 c) V=64 d)V=200n e)V=%
2600V =4
27)a) V=8rn b) V=45t ¢) V=%n d) V=? e) V=§TC HDV=mn
5 T
V==—m h)V==—
g) 2 ) 5
5 In2 10 1 167
28)[=-—+—= 29 V=—mnW5-1) 30)/=— 31)I=—"+
) 16 2 ) 3 (J_ ) ) 48 ) 3
V4 9 P
32) I=— 33)M=— 34)I,=— 35)8=3n-4
) 3 ) 5P ) 30 )
36)S= 927 37) S = 1—% 38) S = 4—397r
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INTEGRALES CURVILINEAS

A) Integral curvilinea sobre una curva plana

La idea de integral simple se extendio de R a R’y a R’ a través de las inte-
grales dobles y triples. Pero también se puede generalizar si se reemplaza el
intervalo de integracidn incluido en la recta real por una curva plana o ala-
beada.

De un campo escalar
Segun x

Sea f:AcR* > R/z=f(x;y), un cam-
po escalar continuo en un cierto recinto D
ysea g:A—>R/y=g(x), 4 =R otra
funcién continua definida en un intervalo
[a;b] cuyo grafico es la curva C < D que
cumple la condicion que una paralela al
eje de las y la corta a lo sumo en un punto.

Dividimos el intervalo [a;b] en n subintervalos, cada uno de amplitud Ax; y
consideramos de cada subintervalo un punto interior x; al cual le corresponde
un valor de la funcién g (x;). Queda asi definido para cada subintervalo un

punto P, = (xi ;g(xi ))

A cada P, le corresponde una imagen z = (P ): f [xi ; g(xi )] . Efectuamos la

suma de los productos f 2 f Ax, = i f [xl. ; g(x
=1
Calculamos el Jim Z Slxrg()]ax = [ f(xy)de
madx Ax; >0 *; T

Obtenemos asi la integral curvilinea de la funcion z = f'(x;y) a lo largo de la
curva orientada C (de A a B), segun x.
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Segun y

Si consideramos a la curva C como funcion de y, x = g(y), con ¢ <y < d, te-

nemos Jim Zf[ ( )yj].ij: Lf(x;y).dy

max Ay, —0 o
Propiedades

1) jck. £ )dx =k, L £ )dx

2)J.[fxy xydx—Ifxydx+j (x; y)dx

3) - 7 y)dx = _L* S (x; y)dx Inversion en la orientacion

4)Si C=C,uC,u..uUC,,entonces
Jc f (x; y).dx = Icl f (x; y).dx+ .[cz f (x; y).dx+ ot J-c” f (x; y).dx

Circulacion: a la integral curvilinea de f'a lo largo de una curva C se la de-
nomina circulacion de fa lo largo de C.

Calculo de la integral curvilinea

Ifxy dx="[im Zf[x g :IAX— lim ZF sz:

1B madx Ax; —0 ;¢ max Ax; —0

b

J. dx—J.f[xg }dx

a

Es decir que la integral curvilinea de z = f (x;y) a lo largo de la curva C, se-
gun x resulta ser igual a la integral definida entre los limites de variacion de
la x de la funcién que se obtiene al reemplazar la y de la curva por y = g(x).

Por lo tanto queda una integral de una sola variable.
Analogamente la integral curvilinea de z = f (x;y) a lo largo de la curva C,
segun y resulta ser igual a la integral definida entre los limites de variacion
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de la variable y de la funcion que se obtiene al reemplazar la x de la curva
por x=g(v).

d
L s y)dy = J. 7lg(y): yldy, donde c y d son los valores de y entre lo

que varia la funcién x=g(y).

Ejemplos

2
V=X
1)L(x+2y).dx, L(x+2y).dy C_{OSXSZ

de (0;0) = (2;4)

| 2 x? 2x? ?
Jc(x+2y).dx= j<x+2x )dx:?+_l —

; 3
I x+2y)d I(\/_+2y) y3/2 y2}4zﬁ+4:§
3 0 3 3

2) Ic(x2+y2).dx, jc<x2+y2)dy C:{y:“x

1<x<2 |
de (1;1) > (2;1/2)

2 1 ST 1
2 2 _ 2, b :x___ _
J.C(x +y )dx—lj.(x +x2j.dx 3 xl 2
X
:§_l__+1:1_7 1 2
3 2 6
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2 - _|y=x =1
3)L(x +y)dv,si C=C UG, . Cl_{os)cg y Cz_{leSZ

de (0;0) > (1;1) = (2;1/2)

Calculamos primero la J.c y luego la L

i L
'[Cl (x2 +y)dx= (‘)"(xz +x).dx=x?+x_} :%4_%:%

W1y, 2 g 1 7
j (x2+y).dx=J.(x2+—j.dx:—+lnx =—+m2——+nl=—+In2
C 3 3 3 3

1 X 1
I (x2 +y)dx =§+Z+ln2 =£+ln2
¢ 6 3 6
Integral curvilinea de un campo vectorial'

Si ]7(76) =[P (x;»); O (x;y)] es un campo vectorial continuo entonces:
[/ @ (®)= [[P(e; ) O »)Waserdy)= [ [Pl v+ Ol y)aly]

a) La curva viene dada por una funcién explicita del tipo: y = f(x).

Para calcularla se desdobla en una integral de un campo escalar segun x y otra
integral de un campo escalar seguin y.

L [P(x; y)dx+0Q(x; y)dy]= LP(x;y)dx + LQ(x;y)-dy

' La circulacion es un escalar, y su significado depende de lo que represente el vec-
tor f. Veremos luego algunas interpretaciones.
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Ejemplos

1) jc[yxz.dx+(x+y)dy] C:{g:—f
de (0;0) > (1; 1)

1
Iyx dx+L(x+y)dy— I—xs.dx+.'.(—{/;+y)dy=
0 0
R O Vs RN OO WO S}
- 6| 4 20_642_12

2) J.C[(x+1).dx+ (y+)dy] C=C,uC,
de (1;1) = (1;2) — (2:3)

Calculamos primero la J.c v luego la .[c

2

I I[x+1 dx+(y+1) a’y] J. x+1 ).dx+(y+1) dy]

_fq =J.Cl(x+1).dx+ .[Cl(y+1).dy=lf(x+1).dx+](y+1).dy=xz—2+xI +0=

1

UL
2 2

3

J-Cz chz(x+1).dx+jcz(y+l).dy: j(x+1).dx+?(y+1),dy :()+y_22+y} _

1

9 . 1 5. .17
=S +3-o-1=6= jc[(x+1).dx+(y+1).dy}=5+6=?
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3) L[(x+y).dx+xy.dy] C=C u(,

y=x y=1
C = C, =

! {os)cgy ? {1Sx£2
de (0;0) — (1;1) — (2;1)

L [(x +y).dx + xy.dy] = Icl [(x +y).dx+ xy.dy] + jcz [(x +y).dx+ xy.dy]

Calculamos primero la L v luego la L

2

L= s s ] 105

w |~

L = J;Z (x+y).dx+j;2 xy.dy =2J.(x+1).cix+l xy.dy :x—22+x} | +0=4—

1 1

N | W

_3
2

L [(x+ y).dx+xy.dy]= §+§ :2_63

4) L [4xy.a’x + <2x2 —3xy)dy] C=CudC,,

recta que une

PO = (—3,—2) x2 +y2 =

G = oy Y =
conPl—(l,O) x>0/\y>0
-3<x<1

de (-3; -2) — (1;0) — (0;1)

.[c [4xy.dx + (2x2 - 3xy)dy]= .[cl [4xy.dx + (2x2 - 3xy)dy]

+ LZ [4xy.a’x + (2)62 - 3Xy)dY]

Calculamos primero la '[C y luego la jc
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(11
IC :.[c 4xy.dx+_[c (Zx2 —3xy).dy = __!4x.(5x—5j.dx+
j[ 2y+1) =3(2p+1).y | dv= 1j(zx2 —2x).alx+0j(2y2 +5y+2).dy=
-3 -2

2x°

1 3 P 0
S22 e f B ol 221849+ 28 1044=26
3 32 N 3

[ =], s+ [ (26 =3uy)a= faxfi—v s+
’ ’ 1

lf[ 1- y,v}dy

0

].x\/l X dx+I(2 2.9 =34/1- yy)dy
1

4(1—)62)3/2 ' 2)73 51\3/2 1 4 2
:_f +2y—T+(l—y) :|O=—§+2———1=—1

1

[ laxy v + @x* = 3xy)dy]= 26 -1=25

b) La curva viene dada por una funcion vectorial del tipo: f(t) = [x(t); y(t)].
Si P (x;y) y O (x;y) son campos escalares continuos y C una curva suave aso-

ciada a una funcion vectorial con derivada continua y no nula en el intervalo
paramétrico [a; b1, f :[a;b]— R / f(t)= [x(t);y(t)] , entonces:

[ [P )+ 00 y)etl= [P0 0 0+ QL0 0y (e
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Ejemplos

1) jc [(x +y)de+(y— x).dy] , con f(t) =(cost;2sent) 0<t<2rm

2z

J; [(x +y)de+(y - x).dy] = J.[(cost +2sen t)(—sent)+ (2sen t — cost)(2 cos t)].dt =

2 ) 2
= I[(3sen t.cost— 2)].dt = 3S62n r_ Zt} =—4r

0

0

2) L [(x2 —y).dx+ (y2 +x).dy], con f(t)= (t; r +1) 0<r<1

1

,[C[(xz —y)dv+(y? +x)-dy] = .[[(tz —£ 1)+ (r'+27 +1+z).2t].dt =

0

1 6 3 1
= [(2 +4r° +2t2+21—1).dt=t—+t4+2L+t2—t ST
; 3 3 33

3) L[x.dy —y.dx],con f(t)=(acost; asent) 0<t<7

7 7
L[x.dy—y.dx]= J[acost.(acost)].dt— J'[asent.(—asent)}.dt=

7T, T, 7T,
= Jz'[az cos’ t].dt + J%[az sen’ t}.dt =d Jz(cos2 t+ sen’ t).dt = a2.t] ;%=
0 0 0

n.a*

Integral curvilinea de una curva cerrada
Teorema de Gauss — Green

Este teorema establece una relacién entre una
integral curvilinea y una integral doble.

Sea D un recinto normal (una paralela a los ejes
de coordenadas corta al contorno a lo sumo en
dos puntos) limitado por una curva C cerrada que se puede descomponer en
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dos arcos ACB (que responde a la ecuacién y =y, (x)) y ADB (que respon-

de a la ecuacién y=y,(x)) o también CAD , con ecuaciéon x=x(y) y

—

CBD | con ecuacién x = x,(y).

Sea también el campo vectorial f (55) = [P(x;y); O(x;y)] en la cual suponemos
que P, O, Py' y Q; son funciones continuas en el recinto D y su contorno. En

estas condiciones se verifica que la integral curvilinea a lo largo de la curva
C de f(¥) (recorrida en sentido antihorario o positivo) es igual a la integral
doble en D de la funcion Q - P, .

d. 7(@)d(F)=q [Pl y)ds + Ol y)dy]= ”Q - P Jatvy
Demostracion
Cﬁc P(x;y).dx= J. P(x:y dx+I (x;).dy=

o

= J.P[x;yl (x)] dx+ IP[x;yz (x)].dx = I{P[x,'yl (X)] - P[xiJ’z (x):l }dx

a

(x)
”P x; y)dx.dy = I JP x; y)dy.dx = J-{P[x y2 )] P[x;yl(x)]}.dxg

a)ﬂ( )
De©®y@: CLny J.nydxdyﬁ
q.0(xiy)dy=[_O(x:y)dy+ [ O(x:y)dv= o

d % (y

HQ x;y)dx.dy = I J.Q x;y).dy.dx = I]‘{Q[xz(y);y}—Q[xl(y),'y]}.d)f@

¢ x(y) ¢
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De®yO: (j@ Ox; y)dx = J.J.QY (x;y)dx.dy ©
D

Sumando ® y ® obtenemos la tesis. 4y

Ejemplos

1) 4c* (x2 y.dx + xy.dy) C=Cud,

2
y=x y=x
C = C,=
: {OSXSIY ? {OSxSl

de (0;0) = (1;1) — (0;0)

Y=

T e e e e

Calculamos la integral curvilinea recorriendo la curva en sentido antihorario,
subimos por la parabola y bajamos por la recta.

Cjc* (x2 v.dx + xy.dy): -[‘T (x2 y.dx + xy.dy)+ L (x2 y.dx+ xy.dy)

+
2

! ! ! ‘ 1 292 12 3
L=sz.dex+6[\/;.y.dy=Ix4dx+6|.y3/2.dy=?} + } =§+§=§

! 0
0

0 0 0 40 370
Lz sz.x.dx+fy.y.dy=Ix3dx+jy2.dy :xj} +y_} :_l_l:_l
2 ; ; ;

1

4@ (x2 y.dx + xy.dy): % - % = %

Ahora verificamos el resultado aplicando el teorema de Gauss-Green.
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2. (2 +2))ar+3x2pay] c=couc, ¥

0<x<l1

=—x+1 =—x2
Cl={y X yC2={y X +1 1 DEREE—

0<x<1
de (0;1) — (1;0) — (0;1)

Calculamos la integral curvilinea recorriendo la
curva en sentido antihorario, bajamos por la recta

345

y luego subimos por la parabola.

<EL+ [<x2 + Zy).dx + 3x2y.dy]:

= L . [(x2 + 2y).dx + 3x2y.dy]+ L N [(x2 + 2y)dx + 3x2y.dy]
0

L+ ][x +2(- x+1)1dx+_[3.(1—y)2.y.dy=

0 1

1
=1 x> —2x+2 dx+0 3y—6y> +3y° dy=x—3—x2+2x +
3

0 0

2 470
+3L_2y3+3i Ly 3,3 13
2 4 . 3 2 4 12

I jx +2 —x*+1 dx+j3 ydy—

3 0 2 !
(x —2x*+2 dx+j3y 3y )dy——?+2x} +%—y}

1 0

._a._.o

l_2+3_1__1
)
13 7 1
20 dvt xydyl=— L= L
(L[xyx o] 2 6 12

Abhora verificamos el resultado aplicando el teorema de Gauss-Green.

(WY o,
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1 -x?+1 1
’ ’ —x2+1
”(Qx—Py)dx.dy:J J(6xy—2).dy.dx: J‘(3xy2—2y)]7x+l dx =
D 0 —x+1 0
1
= 3" 67 + 30+ 207 =2 =307 4 6x2 = 3x - 2w+ 2l =
0
: x* ox* 8y’ 1
=J.<3x5—9x3+8x2—2x)dx=———+—— 2
2 4 3
0 0
1 9 8 1
=t =——
2 4 3 12
. dx dy
3) Aplicando el teorema de Gauss-Green calcular i —+— | alo largo
y X
. y=1
deC=CiuCGuCCsi: C =
1<x<4
x=4 y:\/;
G = 1< y G=
<y<2 1€£x<4
de (1;1) > (4;1) > (4;2)
Jx 4 Jx
dx dyJ ( . . 4}( 1 1] y 1
N+ (0 P )dcdy= [ [ -—-— |dvar= [-L-=| dx=
(202 fllor-phavar= | - v [ |
4 4
_ (—x_3/2—x_1/2+iz+lj-dx=i_2\/;_l+x} =
i X Vx X 1

TR P ST P
4 4

4) IC [(x+ 2y).dx+ yz.dy], con f(t): (cost;sent) 0<t<2r

= 2T[(cost +2sen t).(— sent) + (Sen2 t.cos t)ldt =
0
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2z
= _[ [(— cost.sent —2.sen’t +sen’ t.cos t)]dt =
0

A
1
0 /\
= ﬂ— cost.sent — [1 + cos(2t)]+ sen’t.cos tldl = X
0 ky T
2 3 2r
_| cos t_t_sen(21)+sent =l—27z—l:_27z
2 2 3 o 2 2

Verificamos ahora el teorema

ILQ — P! )dx.dy 4JL 2).dx.dy = 41]”]2 rdadr-—Sl ﬂj‘zrda}.dr=
0

1 5!
r T r
= —8.6[[(0(.1”) 0 "2 dr =— 85[(5 rj.dr = —47[.7} 0 =-2r

Integral curvilinea de un campo vectorial conservativo

Si ](;): [P(x;y); O(x;))] es un campo vectorial conservativo continuo en

un conjunto conexo y abierto y f(t): [x(t); y(t)] €s una curva suave a trozos
en [a;b], se verifica que:

1) La integral curvilinea a lo largo de una curva cerrada es 0.

Si f()?)= [P(x;p); O(x;¥)] es un campo conservativo, sabemos que Q;C = P),
por lo tanto i [P(x; y).dx+0(x; y).dy] = ”(Qx - P} )dx.dy =0.
D

Reciproco: Si i+ [P(x,' y).dx+O(x; y).dy] =0, el campo es conservativo.
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Ejemplo
Si U(x;y)z 2x2y + xy2 , f(fc) = [(4xy + y2 ) (2x2 + 2xy)]
Por lo tanto <L [(4xy +y? ).dx + (Zx2 + 2xy).dy] a lo largo

=—x+1 =—x2
de C=C,uC, con Clz{y * yCZ:{y * +1,debeser0.

0<x<1 0<x<1
J‘ I (Qx — Py )dx.dy = IJ._x]j(lélx +2y—4x-2 y).dy.dx = ]_x]:r(;.dy.dx =0
D 0 —x+1 0 —x+1

2) Teorema fundamental de las integrales curvilineas

Si ]7()?)2 [P(x;y); O(x;y)] es un campo conservativo continuo, la integral
curvilinea a lo largo de una curva C, entre los puntos A y B de la misma, es
igual a U(B)-U(A), donde U(x;y) es una funcién potencial de /; (%).

Es decir que la integral curvilinea entre dos puntos A y B es independiente
de la trayectoria, solo depende de los puntos.

[[P(x:y)ds+ Qi y)ayl= | dU(x:v)=U(x )} =U(B)-U(A)

Nota: debemos recordar que si ]7(3?)= [P(x;y); O(x;y)] es un campo con-
servativo, VU (x;y) = [P(x;y);Q(x;y)] :

Propiedad reciproca: Si f(¥) es un campo vectorial continuo en un re-
cinto D simplemente conexo, y L 7(%)d(%) no depende de la trayecto-

ria, entonces el campo es conservativo y la integral curvilinea a lo largo
de una curva cerrada es 0.

Ejemplos

1) .[c [(4xy +y? )a’x + (Zx2 + 2xy).dy] a lo largo de las siguientes curvas en-
tre A = (0;0) y B=(1;1), son iguales.
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_ — 2 _
a)cl={y‘x ,b>c2={y‘x lyc)c3={y‘5

0<x<1 0<x< 0<x<1

Verificamos que f(¥)= (4xy +yi2x + 2xy) es un campo vectorial con-
servativo. Py' =4x+2y=0.. Por lo tanto la integral curvilinea no de-

pende de la trayectoria.

v
a) J.C[(4xy+y2 ).dx+ (sz + ny).dy] = J§ SECETEEEePree 'y=x
1 1 i
4y3} :
= |5x".dx+ |4y dy=—| + = '
froafora=3] 4] ;
5 4 ‘ x
AR P
b) L[(4xy+y2)dx+(2x2 +2xy).a’y]= 1"y yz\/;c
=]4x +x* dx+J2y+2y3/2)dy— ;
0 {
! 572\ i
(x +—J:|0 [y +4y5 J:|0=1+%+1+%:3 i >x
c) L [(4xy + y2 )dx + (2)62 + 2xy)dy]: N
y=x?

5

4L
52

0
5/ 5 4
8x L2y
5 5 2

1"‘4 324 dx+J2y +2y )dy—
8

N
[E—
S i
Il
U
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Vemos que en todos los casos la integral curvilinea vale 1o mismo.
Ahora calculamos una funcién potencial para verificar el teorema.

U(x;y)z J(4xy+y2)dx = 2x2y+ y2x+ a(y)

Ulx;y)= J(sz + 2xy).dy =2xy+y’x+ B (x)

Comparando las integrales surge que una U (x,' y) =2x’y+y’x

L [(4xy +y’ ).a’x + (2x2 + ny),dy] =U(11)-U(0,0)=3-0=3

2) Tenemos el campo Vectorial,]‘(?c): (2xy3 3x?y? ), que verificamos que es

conservativo. Consideremos ahora la curva y = x> +1 con 0<x<2.A =(0;1)

yB=(25).
Calculamos una funcién potencial

Ulx;y)= I2xy3.dx =x’y’ +a(y)

Ulx;y)= I3x2y2.dy =xy* + B(x)

Por lo tanto una U(x, y)=x"y*

J.c (2xy3dx+3x2y2dy)= x%y’? ]Eéls)) =500-0=500

Lo verificamos resolviendo la integral curvilinea.

j (2xy3dx+ 3x2y2dy)= 2J.2x(’.abc +]3y3.dy :2_)67} 2 +i}5
‘ 0 1 7 0 4 1

—304 88753 509
4 4
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B) Integral curvilinea sobre una curva alabeada

Sif(?c)= [P (x3p,2); O (x33,2); R (x3p,2)] es un campo vectorial continuo enton-
ces:

[ S @)= [[PCciyr2): Ol v 2): ROxs vz ek )=
= [[P(e:y dx+Q(xy 2)dy+ R(x; y; z)dz]
Si la curva viene dada por una funcién vectorial del tipo:
I la:b] =R/ £(0)=[x(e); y(r): 2(r)), entonces:
[L[PGr v 2) e+ Ol v 2) ey + R(x; v 2) k] =

b

= [Pl e} 20l @)+ QL) ek 2y )+ RIx(e)ey (0 2 (0} )t

Ejemplos
F(E) = B2 +6,-14y2:20x2)
a) 7(0)=(:2:1%),0<r< 1.

[ [ +6y)ax 142y + 2002 ] = lj[(3z2 612 )= 1415 20 + 201 3¢% )t =

1
= [lor> —28¢°+ 60¢° Jair =3¢ —4¢7 +61° |y =3-4+6=5
0
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b) La poligonal (0;0;0) — (1;0;0) — (1;1;0) — (1;1;1)

=0 x=1 x=1
Ci=4z=0 C,=<z=0 y Cy=qy=1
0<x<l1 0<y<1 0<z<1

3

Calculamos primero la IC , luego la L y por ultimo la ‘[C

J.q [(3x2 + 6y).dx —14yz.dy + 20xzz.dz] :;[3)62 de=x ]; =1
[3x2 +6y dx—l4yz.dy+20xzz.dz]=1 0.dy +0.dz =0
C,
0

3

1
Iq [<3x2 +6y).dx—14yz.dy + 20xzz.dz] =]2022.d2 = 20323 L _20

I[3x +6y)dx 14yz.dy +20xz* dz] 1+230 23

Condicién necesaria y suficiente de independencia de la trayectoria en R’

Es condicion necesaria y suficiente para que la L]‘(}?)d(}?) no dependa de

la trayectoria que el campo f(¥)=(P;Q;R) sea un campo vectorial conser-
vativo continuo con derivadas parciales continuas en un conjunto abierto y

conexo. En ese caso existe funcion potencial U (x;y;z) / ]7(55) =VU.

L(de +Qdy + Rdz) = J;f(fc).d()?) = £V U.d(z)=

B
= [| X e+ Dy + 2 | = [aU (i y2)= Ul yiz)] = U (B)-U 4)
ox ay 0z b
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Ejemplos

1) L[(2xy+23)dx+x2.dy+3xzz.dz] entre A =(1;-2;1)y B=(3;1;4)

Verificamos que el campo f(¥)= <2xy+ z3; xz,'3xzz) sea conservativo.

wN.
|QJ«V(

J

rot]7 = = i
ox dy oz

2xy+z° X

=07 + (322 =322 )j + (2x = 2x)k =0

3xz?

El campo es conservativo, por lo tanto:

(3,1,4)
J [(ny +z° ).dx +x? dy + 3xz2 .dz]: U(3;1;4)— U(l;—2,‘1)
(1,-2;1)

Debemos calcular una funcion potencial U (x;y;z)
IP(x;y;z).dx = I(ny +2° ).dx =x’y+2x+aly z) (1)
Jotev:2)ay = [y =7y + o) ®

IR(x;y,‘z).dz = J.3xzz.dz =xz’ + ¥(x;y) (3)

Comparando las 3 integrales tenemos que una U (x; y;z) =x’y+2z°x

(3:14)
J. [(2xy +z° ).dx +x°.dy +3xz° .dz]= X’y+ Z%]Eiﬁﬁi) =201+1=202
(1,-21)

353
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2 | [2xy + 2)dx + (v + 22 )dy + (22 + x +22).dz | entre A=(0,0:0) y B=(1;1;1)
C

Verificamos que el campo f()'c') = (2xy +z X+ 2y +x+ 22) sea conser-
vativo.

b
t 7 = _ _ _ =
o= o o oz

2xy+z x*+z° 2yz+x+2z
=(2z-22)i +(1-1)j +(2x=2x)k =0

El campo es conservativo, por lo tanto:

(11,1

jf(2xy +2)dx+ (x2 +y? )dy +(2yz+x+ 22).0’2] =U(1;1,1)-U(0,0,0)
(0,0:0)

Debemos calcular una funcién potencial U (x;y;z)

IP(x;y;z).dx = I(2xy +z)dv=x*y+zx+aly;z) (1)
IQ(x;y;z).dy = I(xz +2° ).dy =x*y+x’z+ f(x;z) (2)
IR(x; y;z)dz = J.(Zyz +x+2z)dz=yz* +xz+ 22 +y(x;y)  (3)
Comparando las 3 integrales tenemos que una

U(x;y,'z)= x*y+yzt +xz+7z°

111

J
0,0
(1:1,1)

=xy+yz +xz+z](000) 4-0=4

)[2xy+z a’x+ x*+y )dy+(2yz+x+22).dz]=
(0;
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3) ﬂ(6xy +2z2)dx+ (3x2 - 3yzz)dy + (2x -y’ )dz] entre A= (1;1;1) y B=(2;1;0)

C

Verificamos que el campo f(?c) = (6xy +2z3x% =3y*z,2x - y3) sea conser-
vativo.

; ; i
ol o J d

t = _— _— —_ =
i Bw PR oz

6xy+2z 3x’z-3y’z 2x—)°

=(=3y" +3y7 )i +(2-2) j +(6x—6x)k =0

El campo es conservativo, por lo tanto:
(2,150
[loxy+2232 -3y*2.20- ) =U(21:0)- U (111)
(1,1:1)

Debemos calcular una funcion potencial U (x;y;z)

IP(x;y; z).dx = I(6xy +2z2)dx =3xy +2zx+ oy, z) (1)
IQ(x;y,‘z).dy = I(3x2 - 3yzz)dy =3x*y—y'z+ B(x;z) (2)
IR(x; y;z)dz = J.(2x -y’ )dz =2xz—y’z+y(x;y) (3)

Comparando las 3 integrales tenemos que una U (x; y;2)=3x"y +2xz—y’z

(2:1:0) 2,1,0)

I [(6xy +2z3x* =3y%*z,2x — y° )] =3x7y +2zx — y3Z] El;l;l) =12-4=8§
(1;1,1)
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CALCULO DE AREAS PLANAS MEDIANTE INTEGRALES CURVILINEAS

Sea D un recinto normal (una paralela a los ejes de
coordenadas corta al contorno a lo sumo en dos
puntos) limitado por una curva C cerrada que se

puede descomponer en dos arcos 4CB (que res-

ponde a la ecuacion y=y,(x))y ADB (que res-
ponde a la ecuacion y = y,(x)) o también cAD

con ecuacion x=x,(y) y CBD , con ecuacion x =x,(y).

b
El 4rea del recinto es: 4 = I[yz (x)-» (x)].dx

A= l:[yz (x).dx + ].yl (x)dx @

Por otro lado la integral curvilinea

C:fy —j ydx+j y.dx = Iyl dx+J‘y2 dx @
De @ y @ surge que 4 :—4y.dx
o+

Analogamente se puede demostrar que

A= (L x.dy , considerando CAD | con ecuacién x =x,(y) y CBD , con ecua-

cién x=x, ().
Ejemplos

1) Area del siguiente triangulo

- L y.dx = —( J.C1+ y.dx+ -[03 y.dx+ L; y.dx)

L y.dx = ].y.dx = 6J.O.dx =0
! 0 0
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3 x2 3 9 9
[ydc=[(6-x)dr=6x-"-| =18-2-36+18=——
= 6 2 p 2 2

0 50

’ 3 2], 2 2

A= —(}?y.dx = —( J‘C1+ y.dx + J‘C2+ y.dx + J.C3+ y.dx) =9
2) Area del siguiente recinto limitado por C=C; U C,
2
=9 = 3X
=" o=
0<x<l1 0<x<1

A= —(Efy.dx = —[ Iy.dx+ Iy.de
o A c

G

jy.dx = (}@.dx = (]‘Z%)cl/2 dx = 2x3/2] ? =-2
c I i

A:—C§C+y.dx:—[ fy.dx+ jy.dx}:—£3—2j=%
<

G
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES CURVILINEAS
Calculo del area de una superficie cilindrica

Si z = f (x;y), es una funcion continua definida en un
2 .
arco de curva regular C < R°/ que toma valores posi-

tivos, entonces L 7 (x;y)dx mide el area de la su-

perficie cilindrica limitada inferiormente por la
curva C'y superiormente por su imagen a través de z.

El trabajo de una fuerza

Si el campo vectorial f representa un campo de fuerzas, entonces
L]?(?c)d(?c) mide el trabajo T realizado por el campo de fuerzas j}para

desplazar una particula a lo largo de la curva regular C.
Ejemplos

1) Si f(x y;z)z (x; y;z), es un campo de fuerzas, calcular el trabajo 7 rea-

lizado ]7 al desplazar una particula a lo largo C: f(t)=(cost;sent;3t) en-
tre A =(1;0;0) y B=(-1;0;3m).

Evaluamos si el campo de fuerzas es conservativo:

k
- ol - = -~
rot f = —|=0i+0;+0k=0
0z
z

= o~
< |~

Por lo tanto el trabajo no depende de la trayectoria. Si calculamos una fun-

2 2
cion potencial vemos que es: U (x; y, z) = % + y7 + Z? .
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z? 1 972 1 97°
T'=—+—+— =—t———=—
2 2 2 2 2 2

2) Si f(x yz)= (3x2;2xz - y;z), es un campo de fuerzas, calcular el trabajo
x> =4y

,0<x<2.
3x° =8z

T realizado f’ al desplazar una particula a lo largo C: {

2 3
Haciendo x = ¢, obtenemos la forma paramétrica de C: [ (t)z(l%%}

2
con0<r<2, dx:dt,dyzﬂ,dzz9t dt
2 8
=2 4 2 3 0e2 =2 5 a3
T= (324 3| L3090 g |2 5 =
o 4 4)2 8 Jlea 8
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular las siguientes integrales curvilineas en R

a) L[(x2 v)dx+ y.dy] alolargo de C=Cy U G, sit €, = {y y

(e}
IN
=

IN
—_

x=1

b) L[(x+ y)dx+xy.dy] alolargo de C= C, U G sit C, = {g <‘x y
C, =771 4 0:0) > (1) - @)
= , de (0:0) — (1;1) = (25
> l1gx<2

y=2x"

c) L(2xy3.dx+3y2x2.dy) a lo largo de Cz{ , de (0;0) — (1;2).

<x<
Verificar que por otro camino da lo mismo.

d) J.c yx.dx , con f(t)z (21;1) 0<t<2

e) [ [+ )dx, alotargode C=CrU G LG

y=t x=1 x=2
C = ,0¢<1,C, = 1 112y Cy = 0<r<0,5
x=t y:% y_t

de (0;0) = (131) — (2:0,5) — a (2;0)

) [x=t
t)jc[(x—y).dﬁ(y +x).dy} alo largo de C_{y:t2+1’ 0<t<1
de (0;1) — (1;2)

2) L(ycos x.dx+senx.dy) alolargo de C=C, U C, si:

x=1/ de (0;0) = (%:0)
Gi= 0<x<77 0<y<77 = (%)
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3
h) L{(y x? )a’x+%.dy} entre A = (0;0) y B = (2;2), verificar que por los

siguientes caminos da lo mismo.

i) C :AB,A=(0,0),B=(22)

i) C, : lapoligonal ACDB, A = (0;0), C=(2;0), D=(0;2), B=(2;2)
iii) C, : la poligonal ACDB, A = (0;0), C=(1;0), D=(1;1), B=(2;2)

iv) C,:\2x

i) y.dx+x.dy

2 2

, alolargo del segmento de larectay =x, 1<x<2.
X" +Yy

2) Aplicando el teorema de Gauss-Green resolver las siguientes integrales Veri-
ficar el resultado calculandolas como integrales curvilineas.
y=x

2 3 — . —
a) i+(x ydx+y .dy) alolargo de C=C, U C; si: Cl_{03x31 y

3_.2
=17 ="
0<y<l1

A2
b) ‘L [(y—x)dx+ydy] alolargode C=C, U G, si: C :{(J);;jzl
y=2x
C, =
y {OSxSI

o {. (y2.dv+x.dy) si C es el cuadrado de vértices (131), (11, (<1;1) y
L1,
d) C:fc (xy.dx—3y2.dy) si f(t)=(2cost;2sent). 0<t<2m.

e) i+ [(x2 + yz)dx—2xy.dy] alolargode C=C, L (, si:

2 2
y=x ¥ =x
C = C. =
: {os;cgy ’ {OSxSI

f) C.{c* [exy.( y.dx + x.dy)], si C es la poligonal cerrada ABCA, con A= (0;1),
B=(2;1),C=(2;2).
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i d(x) q(*)z (y+l;x2) alolargo de C=C; U Cyu Cssi:

¢ {y 0 sz{y:—x2+4 yc3={x=0
0<x<2’ 0<x<2 0<y<4
b d 7(E)d(E) si f(7)= (»?:xv) a o largo de C, si C es el triangulo
de vértices (0;0), (1;0), (1;1).
1) <L [(x+y).dx+ (y—x).dy] si C es la elipse 4.(x2 —1)+ y* =0 utilizando
una parametrizacion adecuada.

3) Aplicando el teorema de Gauss-Green resolver las siguientes integrales cur-
vilineas.

a) 4[(2y+\/9+x3).dx+(5x+e”mgy)dy} si C.'x2+y2 =4
or

b) { (v +2x7ady) si C: {y =x’ - 2x
d .

o q. (x?y.dv+y*dy) alo largo de C = C, U G, it ={g :x y

<x<1
C, = {y =
0<x<l1
d) <§L (xy4.a’x+x2 y3.dy) a lo largo del triangulo de vértices (0;0), (1;0),
(1;1).
y.dx — x.dy

xF 4yt

e) Calcular

i) C es el cuadrado de lados paralelos a los ejes de coordenadas de cen-
tro en el origen y lado 2. Determinar si es posible aplicar el teorema de
Gauss - Green.

0<r<2m.

. x=cost x=2cost
NC=CuG, C,/= C, =

y=sent’ y=2sent
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4) Aplicando el teorema fundamental de las integrales curvilineas resolver las
siguientes integrales. Luego verificar el resultado resolviendo la integral
curvilinea segun una curva cualquiera que una los puntos inicial y final.

a) L 2xy—y*+3 dx+(x —4xy )dy] entre A = (1;0) y B=(2;1).
b) L 2xy—x? +1)dx+(x? = y2 )] entre A = (0:0)y B = (1;1).
c) L 2xy° dx + 3x2y2.dy) entre A = (0;0) y B=(1;2).

d) L(2xy.dx +x2.dy) entre A = (0;1) y B = (2;5).

€) L[(3x2y— V' + 3)dx + (x3 -3y°x— 2).dy] entre A= (0;1) y B=(1;2).

f) LKI -y j.dx +(w—1j dy} entre A= (0;0) y B= (1;7).
e e

(2:3) (3:5)
2) J. [(x +y)dx +(x - y).dy] h) I [exy.(xy +1).dx +e” .xz.dy]
(0,1) (0,0)

(L1)
5) Si I [(3Bxy + Ax? )dx + (2x2 +y? )dy]= 5 y es independiente de la tra-
(0,0)
yectoria, calcular A y B six #0.

6) Calcular las siguientes integrales curvilineas en R’
a) /(%) = (ayiay? —xz:62), f0)=(:2:7%), 0<e<1.
b £(Z) = (22200, FO)=(-1e+1:2),0<e<1.

) (%)= (3x2 +6 y,'—14yz,'20xzz), i) recta que une el punto A= (0;0;0)
con B= (1;131), i) £(1)=(0:%7),0<r< 1.

d) j;()?) = (3x,2xy,2), f(t)z (cost;sent;t),0<t<2m.
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7) Demostrar que las siguientes integrales son independientes de la trayecto-
ria y calcularlas por algin método.

a) L [3y.dx+(Bx+4y)dy—2z.dz] entre A = (0;1;-1) y B = (1;2;0).

b) IC Hl - Z—EJ.dx - [1 + %}dy + (% + %].dz} entre A= (2; —1;1)

y B=(4;2; 2).
c) L [9x.dx + 4y.dy —36z.dz] entre A = (0;0;0) y B = (1;1;1).

d tg z.dx —dy + x.sec’ z.dz| entre A = (0;0;0) y B=(2;1;%).
- 4 4 4

8) Hallar & para que el campo f()?) = (2xy +hkz; x* - 2;4x) sea conservativo.

Calcular la circulacion de j7 desde (0;2;1) hasta (2;2;0) usando la fun-
cion potencial.

9) Calcular las areas de los siguientes recintos como integrales curvilineas.
Verificar calculandolas utilizando integrales dobles.

5 . s 5 2x+y=20
= =X =X+
aD:" " byp: c)D:{y C T A Dy =x

10) La matriz jacobiana de un campo vectorial ]7 = [P(x; y),' Q(x; y)] es
2
Df = 3x 02 , calcular la circulacion de f a lo largo de la frontera de
2xy x
A en sentido positivo si A= {(x;y)/x +y<2Aayx’ }

11) Calcular la circulacion de ]7()?): [x3 —In (x2 + yz);3 y: +In (xz + yz) alo
largo de la frontera de A en sentido positivo si A es la region plana limi-
tada por los arcos de circunferencias C [(0;0);2] y C [(1;0);1] y la recta

y=\/§x.
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12) f(x yz)= (Zkyx +zy— ket +zx—x;x y) es un campo vectorial irrota-
cional. Determinar el valor de & para que la circulacién entre el punto (3;3;1)
y cualquier punto del plano x—5z =3 sea —27.

13) Si f(x;y:2z)=(3x +6y;~14yz,20xz" ) calcular jj.dfe si C es la inter-
C
seccion de los planos z=x + y y z + y =4, en el primer octante en el senti-
do positivo del eje x.

14) f(x y)= (2xy;x2 +y? ) es un campo de fuerzas, calcular el trabajo necesa-
rio para desplazar una particula a lo largo del segmento C: de (0;0) a (1;1).

15) Si f(x y)= (y —x;x* y) es un campo de fuerzas, calcular el trabajo que se
necesita para desplazar una particula a lo largo del segmento C del punto
(1;1) al punto (2;4).

x’y  3x j

yo o=y
entre (—2;0) y (2;0) a lo largo del eje x es 4, calcular la J?d)? entre am-
C

yla [f(%)dz

C

16) Si f e C'en R con matriz jacobiana Df =(

bos puntos a lo largo de la curva y =4 — X’

17) Sea C; una curva suave simple, contenida en el semiplano y >0 que co-
mienza en A =(-3;0) y termina en B=(4,0). Si el 4rea de la region en-
cerrada por la curva C'y el eje x es 5, calcular la integral curvilinea entre A
yBde f(x;y)= (3y+2xy+x;x+x2) alo largo de C,.
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RESPUESTAS
2 56 32 7 13 V3 16 .
1)a) =, b) —,¢)8,d) —, e) —, ) — —,h —, )2
)a)7 )156) )36)21‘)62;)2 )3 1) In
2) a) _ L b) 1 c)4,d)0, e) —= f)O )8 )—l i)—4r
44’ 3’ b 2 g 3 63
3)a) 12m, b)— )—— d) _L
44 12

e) i)—4mr , no es posible aplicar el teorema porque la funcion no es con-
tinua en (0:0) que pertenece al recinto dado.
ii) 0, en este caso se puede aplicar el teorema.

4)a)5, b)g, c)8, d)20, e)-5, f)l-m, g)4, h)3e"

5)A=8,B=§ 6)a)%,b)%,c)i)?, i) 5, d) 2n?
23 (2,—2,-0)ﬁ
7)a)13,b)2,¢c) —=—, d) 1 8) k=4, If(fc).ab?zS
2 (0,2;1)
1 4 9 45 N3 -47+3
9)a) —, b) —, ¢) —, d)4 10) —— 11) — ="~
) ) 3 ) 5 c) 5 ) ) 1 ) 5

- 3.208 4 83 - 4
12) k=1 13 ax =" 14)T=— 15 T=— 16 ax =——
) )ij == ) T=3 19 T=" )ij =

.27
17) ij.dx*_7
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INTEGRALES DE SUPERFICIE

Presentada una superficie en cualquiera de sus tres formas (explicita, impli-
cita o paramétrica) vamos a definir una integral sobre ella.

Asi como extendimos el concepto de integral simple sobre un intervalo al de
integral curvilinea, ahora extendemos el concepto de integral doble sobre
una superficie plana al de integral sobre superficie curva.

Ya vimos que para resolver una integral curvilinea la trasformamos en una
integral simple, para evaluar una integral de superficie la vamos a transfor-
mar en una integral doble.

Vamos a analizar dos casos:

A) el integrando es un campo escalar de tres variables definido sobre una su-
perficie cualquiera. En estos casos no interesa la orientacion de la superficie.
a) S esta definida por una funcion del tipo z= f (x; y) .

b) S esta definida por una expresion del tipo F (x; y;z) =0.

c) S esta definida por una funcion vectorial f(uv) = [x(u;v); y(uv)z(uv)]

B) el integrando es un campo vectorial. En este caso interesa la orientacion
de la superficie.

A) El integrando es un campo escalar

Plantemos el caso en que tenemos un campo escalar continuo de tres varia-
bles G: AcR® >R/ u = G(x;y;z)definido sobre una superficie S, cuya
proyeccion sobre el plano (xy) es un recinto cerrado D como indica la figura.

a) La superficie S corresponde a la ecuacion z = f (x; y) , continua con deri-
vadas parciales continuas en D.

Subdividimos el recinto D en subrecintos rectangulares de areas A4, tal
cual se hizo cuando se defini6 la integral doble. Sea (xi; y j) un punto cual-

quiera perteneciente al rectangulo de area A4, . Consideramos su imagen a
través de f, f(xi;yj).
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Queda asi determinado para cada subrecinto Pi=(xiyif (xisyi)
de drea A4, , sobre la superficie S, un punto

Pyj= [xi;y_/;f(xi;yj)] .
A cada Pj = [x,.; yisf (xl—; N )] le corresponde

una imagen a través de G, que denominamos

G(Pij): Gx,-,'yj;f(xl-;yj)] . Llamamos AS; y . ]
al drea de la superficie S que corresponde al .|

rectangulo AAI.].. 2 .—'H.._,x

Multiplicamos G[xi; Y, ,'z(xl. Y )] .ASij y efec- }"x

tuamos la suma. £

Zn:iG[xi vk (xi Y )1AS4'1‘ . Ahora consideramos el

i=l =l

lim Zm:iG[xi;yj;f(xi;yj )1ASU = ”G(x;y;z).dS
s

n—eo

Moo i=1 j=1

Este limite doble es una integral doble y se denomina integral de superficie
del campo escalar G sobre la superficie S.

Cdlculo de la integral de superficie

Ya hemos visto (ver capitulo 10) que si z= f (x; y) ,

ds =41+ (zx)z + (z'y)z.dx.dy , por lo tanto la integral de superficie es:
J. IG(x; y;z)dS = I _[ G[x; v fx; y)l 1+ (ZV )2 + (Zy )2.dx.dy (1]
N D

D es la proyeccion de la superficie sobre el plano (xy).

De esta manera transformamos una integral de superficie en un integral doble.
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Ejemplos

1) ”y.dS,dondeSes la superficie zz«/§x+y2,conOSxS ly 0<y<2.

JIy.dS = J.J‘y.\ll +8+ (2y)2 dx.dy = ]].y.\/9 +4y*dy.dx
s D 00

Resolvemos la primitiva por sustitucion.

t=9+4 - dt=8ydy= dy=§l—t
Y

Iy.w/9+4y2dy= jy.«/;.g—;:étyz =%(9+4y2)3/2
I 2
]

:—125 }

V4/9+4y dydx—in’.9+4y)3 ] =—J.125dx
0

2
0
2) J-x z>.dS , donde S es la porcion del cono

=/x*+y* , entre los planos z=1yz=2.

X : y

— z =

o N2 +y? g +
”xzzz ds = ” L+ 2 \/ . szfyz dx.dy =

—fﬂ 2)dv.dy

Resolvemos la integral utilizando integrales coordenadas polares
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27m/2

4\/_'[ Ir cos® ar’ r.do.dr 4«/__[ IH%S(ZOZ) P do.dr =
_2*/—I[ L sen 20{)) 2

0

2
Sd_zfj P dr =2 ”—} =21*f”
1

b) § estd definida por una expresiéon del tipo F (x; y;z)=0 que define a
z=f(xy).

Ya vimos en el capitulo 10 que en este caso:

o T ET

z

Por lo tanto

dx.dy

_[IG(X"y"Z)'dS — _L[IG[X,‘y,'f(X,'y)]. \/(F);)z + (113)2 + (Fz,)z

z

Ejemplo

”(yz +2 yz)dS , donde S es la parte del plano
N

2x+y+2z=06,enel 1° octante.

”(yz +2)z)dS = £ J{yz " 2y.[3 —x —%ﬂ.@.dx.dy

Nlu.:

J.J-(y2 +6y—2xy—y’ ).dx.dy _3 ”(6)/ —2xy)dx.dy =
D D

3
2

32146 33 e
J. I 6y 2xy dydx—EJ.3y - Xy =
00 0



Integrales de superficie 373

3 3
ij 2x +6).(3—x)ddx = EJ( 4x% +36x” —108x +108)dx =
20 20
3
%( x* +12x° - 54x7 +108x)} :2( 814324 —486+324)= 243
0

¢) S esta definida por una funcion vectorial 7(u;v)=[x(u,v); y(u;v); z(u;v)).

Vimos en el capitulo 10 que dS = ;

”G(x;y;z).dS = ILG[x(u;v);y(u,‘v);z(u;v). #u

Ejemplo
”xz.dS , donde S es la esfera de radio 1 definida por

f(uv)z (sen u.cos v; sen u.sen v; cos u),con 0<u<m 0<v<2x

i b k
f, AN f,=|cosu.cosv cosu.senv —senu|=

—Ssenu.senyv Senu.cosv 0

= (senzu.cos v;senzu.sen v, sen u.cosu. COS2 V+Ssen u.cos M.Sel’lz\/‘):

2 2
= (sen u.cosv,sen u.senv,senu.cos u)

7 4 2 4 2 2 2
=\/S€l’l u.cos”v+sen u.sen" v+senu.cos"u =

= \/sen4u + S.@I’IZLI.COS2 u = \/SQHZM =senu
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2w

”xz.dS = J._[(senzu.cos2 v)senu.du.dv = J-J.(sensu.cos2 v)du.dv

2z 2z K3

= J.cos v J [sen u. (1 cos’ u du dv= J.cos V. J Sen u — sen u.cos u)du dv=
0 0 0
2

j . :§ Jcos vdv—— I[1+cos 2v)]dv—

2
2
= |cos V{— cosu +
0

2
L2, sen@)T 2, dn
3 2 ), 3 3

Caso particular

Si G(x;y,z)=1, entonces _[ 1.dS mide el area superficial.

Casos en que se proyecta sobre otros planos

a) Si la superficie S esta definida por una funcién del tipo y = f(x;z), pro-
yectamos la superficie sobre el plano (x;z). En ese caso:

J IG(x; y;z)dS = ”G[x; f (x;z);z].ﬂ 1+ (yx)2 + (yz dx.dz

o [[6(x:y:2)ds = [[Glx f(x2) =) Y]+ ‘(?‘)z +(f

dx.dz

Ejemplo

_[ Ix.dS , donde § es la porcion del plano x+ y+z =1 en el primer octante.

Podemos pensara y= f(x;z), y=l-x-z
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”x.dS = J'x.\/l + (=17 +(=1) dz.dx =3 ]l_fx.dz.dx =

1

=3 ].xz];‘x,dx = «/glj.x.(l —x).dx :ﬁ.(é— %ﬂ = ﬁ

0 0

b) Si la superficie S estd definida por una funcion del tipox = f (y;z), pro-
yectamos la superficie sobre el plano (y;z). En ese caso:

”G(x;y;z).dS = ”G[f(y;z); y;z].,[l + (xy)2 + (xz )zdy.dz
N j IG(x; y;z)dS = ”G[f(y;z); y;z]..\/(F); J+lef (e dy.dz

7

X

Ejemplo

”(x +2y—z)dS, donde S es la porcion del plano x+ y+z=2 en el primer
N

octante.

Podemos pensar a x:f(y;z), x=2—-y-z

.”x+2y ZdS ”‘2 y—z+2y-— Z\/1+ (—l)zdz,dy:
\ET y(2+y 2z dzdy—\/_J‘2Z+yZ z )] _y,dyz
0

=3 (4 2y+2y-y*=(2-») )dy x/_f4y 2% )dy =

?
ﬁ.[zyz-z—f}ﬁ{zyz_%ﬂ - [s-1) 85

3 3
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B) El integrando es un campo vectorial

Ahora tenemos un campo vectorial continuo G(x; y;z). En este caso importa
la orientacion de la superficie, por lo tanto primero analizamos este tema.

Superficies orientadas

Una superficie orientada S es una superficie de
dos lados, uno de ellos exterior o positivo y el
otro interior o negativo. Tratamos el caso de
superficies que son suaves, es decir que admiten
plano tangente en todos los puntos, excepto en
cualquier punto frontera.

Un versor normal 7 admite en cada punto dos
sentidos posibles, que denominamos 7,y 7, .

Cada uno de estos versores se puede asociar con un lado de la superficie S.

La seleccidn de uno de los dos versores define la orientacion de la superficie.
Si consideramos el versor que apunta hacia afuera desde el lado positivo
(7,), la superficie esta orientada positivamente. Si consideramos el otro ver-

sor (72, ), la superficie esta orientada negativamente.

Para determinar la orientacion de la superficie debemos ver el signo de la
componente k . Si el signo es positivo, el versor normal es superior y si el
signo es negativo, el versor normal es inferior.

Si la superficie esta definida por una funcion vectorial, como vimos en el ca-

— -,

Ju NS

=, —,

Ju N,

sitiva o negativa.

pitulo 6, n == . Segun el signo que adoptemos, la orientacion es po-

Si la superficie esta expresada en forma implicita, z = f(x; y), vimos en el ca-
3 (— Z; ,'—z; ,'1)

)yporlotanto n=x= = - .0

JeF 46 F

}7 ).

pitulo 10 que /A f/= (~z.i—z
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Si la superficie esté definida en forma explicita, F (x,' y;z)= 0, la expresion
del versor 7 se obtiene reemplazando en @ las derivadas parciales.

(F; F 'IJ (£ FF)

o \mE) F . miEE)
mml VEF+ (BT +EF JET () ()
F, A F.

Integral de una superficie abierta orientada

Consideramos un campo vectorial é(x y;z)z
=[P(x;y,2):0(x; y;z):R(x;y;z)] (al cual para
simplificar la notacion nos referiremos como
G ), definido en un conjunto abierto que incluye
una superficie S en el espacio definida a su vez
sobre un conjunto D. Dividimos la superficie S
en subrecintos, cada una de area AS;. De cada

subrecinto consideramos un punto P; interior al mismo, en el cual suponemos
que la superficie esta orientada en sentido positivo, y en ¢ste consideramos

dos vectores, el vector G(P,)y el versor normal 72(P, ).

Efectuamos el producto escalar entre ambos vectores y lo multiplicamos por
el area AS, . Efectuamos la suma de esos productos.

Y G(R)el?)as,

Definimos la integral de superficie como el limite de esa suma, cuando el
diametro de todas las areas tienden a 0.

lim > G(P)en(P,)AS,= ”@oﬁ.a’S 2)
diam.AS; —0 i1 5

Nota: estamos considerando en esta definicion el sentido positivo del vector
normal. Si consideramos el sentido negativo, obtenemos una integral con
signo opuesto.
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Cdlculo de la integral de superficie

Para obtener las formulas de la integral de superficie, debemos reemplazar
en @ las respectivas de expresiones de 7 y dS. Estas expresiones dependen
de como esté definida la superficie S.

a) la superficie esta definida en forma paramétrica,

Fluv)= [x(uv) uv) z(u; v)] , donde f’ es un campo vectorial continuo.

(
eV
\\1

/\

N
Il

u

=
S~

u N

”GondS ”G x\u;v), y(u v) z(u; v)] Jj/\]j

_”[G x(); yluv): )l (7, A fv')]du.dv

4

Ejemplo
Calcular I Gends si é(x; y;z)=(z;y;x) y S es la esfera de radio 2.
S

El recinto D es el circulo de radio 2 definido por:

f(uv)z (2sen u.cos v; 2sen u.sen v, 2cos u),con 0 <u<m, 0<v<2xn

i b k
J.A~f, =|2cosu.cosv 2cosu.senv —2senu|=

—2senu.senv 2senu.cosv 0

2 . 2 . 2 2
= (4sen u.cosv;dsen-u.sen v;dsen u.cosu.cos” v+ 4sen u.cosu.sen v)=

2 2
= (4sen u.cosv;4senu.senv;dsenu.cos u)
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[[Gonds=
S
= IJ(COS u,senu.senv, senu.cos V) 0(4sen2u. cos v;4sen2u.sen V,'4S€I’Z u.cos u)du.dv =
D

2rmw
2 2
= II(Ssen u.cosv.cosu + 4sen’u.sen v)du.dv =
00

% 2sen’u i cos’ u "
=4, Icos V. +sen’v| —cosu + dv =
0 3 0 3 0

2z 2 2
=4. |sen’v. 1—l+1—l .a’v=E J'—1+cos(2v)dv:§. V+sen(2v) = 167
3 3 3 2 3 2 )

0

b) la superficie esta definida en forma explicita: z = f (x; y)

i = i) LS =y f +( ] +1dxay ©
\/(Z;C)2+(Z;))z+l

N D

J.J.G e dS = HG [x,‘y,‘f(x,‘y)] ° (i_)zzx—i__(zzy ;)12)+1 .,/(Z; )2 + (Z} )2 +1.dx.dy =

= [[GLxyef (xry)]o(~2.i=2, 1) vy

Ejemplo

Calcular ”GOﬁ.dS si G(x;y:z)=(y;x;z) y S es la superficie limitada
N

por el paraboloide z=1-x>—y* y el plano z = 0.

El recinto D es la proyeccion del paraboloide sobre el plano (xy), o sea
el circulo de radio 1.
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J. Gends = ”‘(y'x;l—x2 —yz)o(Zx;2y;1).dx.dy =
S

Lo resolvemos aplicando coordenadas polares.

N

Il
Se—y
< — o —

(4r.cos orsena+1—r*.cos’ oo —r* .senza) rdrdo=

N

Il Il
Se—my Se—§
VR o

2 2 47!
r
(4r3.cos a.senc+r—r ).dr.d(x = J‘r4‘cos o.seno + ? - Z} do
0 0

1cos(2a)+a 2”_
2 2 4],

cos a.sencl +— jda—— J.(sen 200)+ j.daz——
4 2

1]

|
NG

+
DN

+
NG

1
DN

¢) la superficie esta definida en forma implicita: F (x; V; z) =0

Forer) T

n= , dS = - dx.dy
7

JEF (7 +(rF

Por lo tanto _[ GendS =
S
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- Jf6teys el B
s F

z

Ejemplo
Calcular I Ié ®n.dS si G(x v, z) = (1 8z,—12,3 y) y
S

S es la parte del plano 2x + 3y + 6z =12 en el primer
octante.

El recinto D es la proyeccién del plano sobre el x
plano (xy), es el tridngulo rayado en la figura.

! [Gends = 2[[[3(1 2= 2x—3y)—12:3y]e (2’.2,.6).

= 36-6x—9y)—12:3 ]0 —1 ;—1 ;1 |dx.dy =
4 Y 32 4
D

= [[12-2x=3y-6+3y)dvdy = [[(6-2x)dvdy =

3" 6 2 6

I(6—2x).dy.dx= J(6y—2xy)]g Sdy= I(24—4x—8x+§x2j.dx =

0 0 0
6

= (24—12x+%x2].dx:24x—6x2 +gx3} =144-216+96 =24

0

Casos en que se proyecta sobre otros planos

a) Si la superficie se puede expresar como y = f (x;z) , proyectamos sobre el
plano (x;z), entonces:

”G en.dS = ”G[x;f(x;z);z]o (— y; ,'1;—y; ).a’x.dz



382 Alejandro E. Garcia Venturini

”Gx y;z)dS = ”G[x f(x:2) z] \/ (FZ)Z dx.dz

\F \
Ejemplo
Calcular I GendsS ,si G=(y:2x—z) y S: 2x + y=6.
S

Planteamos a y = f(x;z), y =6—2x y proyectamos
sobre el plano (x;z).

”GondS ”6 2x,2x,—z) e (2:1,0).dv.dz =

]}12 2 dzdx_jlzz 2xz)d e = 3j(48 8x).dlx = 48x — 4x> |} =108
00 0

b) Si la superficie se puede expresar como x = f (y,'z) , proyectamos sobre
el plano (y;z), entonces:

J I@ ®n.dS = ”G[f( y;z),' v, z] ° (l;—x’y —X, )dy.dz

o IIG(x,‘y,‘z).dSZ J‘J’é[f(yz)yZ].\/<Fx)2+(§y)2+(Fz)z dy.ds

X

Ejemplo
Calcular ”@ eiidS ,si G= (xz;xy;xz) yS: x*+y* =4,

0<z<2,enel 1°octante.

Planteamos a x= f(y;z), x=+/4—y* y proyectamos e
sobre el plano (y;z).
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”@oﬁ.a’s = ”(4_y2;\/4_y2 yifa—y? .Zj.[h \/4{7 ;O].dy.dz _

2[4 v+ )dz.dy = I4z dy = jsdy 8y]; =16
0

o.—‘w

Integral de superficie de un so6lido o superficie cerrada

Si la superficie encierra un solido, por ejemplo el caso de una esfera, para
calcular la integral debemos calcular la integral respecto de cada cara y luego
sumarlas. En este caso se conviene en considerar la orientacion dada por el
versor normal hacia afuera desde S (versor normal saliente unitario), a no ser
que se indique lo contrario y se considere el versor normal hacia adentro
(versor normal entrante unitario). En cada caso el signo de 7 corresponde al
signo de la componente £.

Ejemplo
Si é(x;y;z): (0,0,5z) y S es la esfera x> +y> + 2> =16.

Tenemos que considerar dos superficies, a) la parte de la esfera que esta por
sobre el plano (xy), para la cual z=4/16—x”—y* y b) la parte de la esfera

que esta por debajo del plano (xy), para la cual z=—16—x*—y*.

a) Consideramos el sentido positivo de 7.

J;G-ﬁ.dS=

= [[( 00,516 x> - 2] 2 g|ddy=
JZ;J‘( Y .{\/16—x2—y2 \/16—x2—y2 e
= J- 5J16—x* — y* dx.dy

D

D es la proyeccién de la esfera sobre el plano (xy), es decir el circulo de ra-
dio 4. Resolvemos la integral en coordenadas polares.
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42m 4

2 4
5.'[ j\/16—r2 rdodr=5|N16—-r* r.a] dr=10rx. Iv16—r2 r.dr=
00 0 0 0

4
:107r.[—1(16—r2)3/2} _107 ¢, 630
3 .3 3

b) Consideramos el sentido negativo de 7.

GendS= || 0:0.-5y16—x> = |e 2 —» dx.dy =
fowsas= ffov-sfi= =) | |
S D

\/16—x2—y2 ;\/16—x2—y2

= ”5\/16 —x* =yt dvdy = 5].2]2\/ 16—r* rdo.dr = 5}?\/ 16—r* rdocdr
D 00 00

2r

4
=5, \/16—r2r.0(]
0

_loz ,_ 6407
3 3

\ 4
dr =107 [\16—r* r.dr :10”.{_%(1642)3/2} =

0 0 0

La integral es igual a la suma de las integrales, es decir:

6407 N 6407 12807
3 3 3

Teorema de la divergencia de Gauss - Ostrogradski

Asi como el Teorema de Gauss-Green permite, bajo
ciertas condiciones, transformar una integral curvili-
nea en una integral doble, este teorema permite,
también bajo ciertas condiciones, transformar una
integral de superficie cerrada (un sélido) en una
integral triple, que muchas veces es mas facil de
resolver.
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Si V es un sélido simple en R proyectable sobre los planos coordenados y

G un campo vectorial derivable con continuidad definido en V, entonces la
integral de superficie del campo vectorial a través de la superficie cerrada S
orientada con versor normal dirigido hacia el exterior, que es la frontera de

V, es igual a la integral triple sobre V de la divergencia de G .

cj’:j GeiidS = j j J-a’iv G.dx.dy.dz
S V

Ejemplos

1) Verificar el teorema si é(x y;z) = (O;O;Sz) y S la esfera x>+ y2 +z2=16.

La integral de superficie ya la calculamos en la pagina 384 y vimos que es

. 12807
igual a T

Calculamos ahora la divergencia y su integral triple

1280

divG =5, j j js.dx.dy.dz =5 j ”dV =5.§7r43 ==
V V

” dV es el volumen de una esfera de radio 4. Vemos que se verifica el teo-
Vv

réma.

2) Verificar el teorema si é(x; y;z)=(x;y:2z) y S es la superficie cerrada

limitada por el paraboloide z=4—2x”—2y* que se encuentra por sobre el
plano (xy).

a) por integral de superficie

Debemos calcular dos integrales de superficie, una referida al paraboloide
(S1) y la otra a la base (5).
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i) a través de S|, consideramos el sentido positivo de 7.

[[Genas= ﬂ[x;y;2.(4—2x2 —2y? )]o(4x;4y,'1).dx.dy -
s D
= J.J.(4x2 +4y* +8—4x? —4y? ).dx.dy = _[IS.dx.dy =

f27r V2 ’ 7

I I8ra’0(dr— j8r0( dr=16rx r.dr:8frr2]02 =l6r

0

ii) a través de S5, z=0. Consideramos el sentido negativo de 7.

j [Genas= | j(x; »:0)e (0;0,~1)dx.dy = | jo.dx.dy =0

D D
cHG-ﬁ.dS: ”éoﬁ.ds+”Goﬁ.dS:m;Ho:lm
S S S

b) por integral triple

Calculamos la divergencia de G. divG=1+1+2=4. Resolvemos la
integral triple por coordenadas cilindricas.

4.dx.dy.dz = 4f2” B era'z do.dr= 4ﬂﬂrz]“ > dodr =
[fpacaraz=a [ ]} ] [

m 5 G
”16r 8° Jderdr = [(l6r -8 )ar],” = J%(16r—8r3).2ﬂ.dr=
0 0

A

—2rlsrt - 27} = 2716 -8) =167

Vemos una vez mas que el teorema de verifica. En este caso es mas sencillo
calcular la integral triple que las dos integrales de superficie.
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Aplicacion el teorema

387

1) Si V es la region solida limitada por el plano 2x + 2y +z = 6 y los planos

coordenados, tal cual se ve en la figura, y
G= (x;yz;z), calcular CHG ®n.dS.

s
Calculamos la integral triple.

Primero calculamos la divG =1+ 2y+1=2+2y.

3 3-x6-2x-2y

<ﬁ GendS = j j j(z +2y)dx.dy.dz = j j j (2+2y)dz.dy.dx =

3—x 3 3—x

J.(2+2yz]62xzydydx—‘|.J.[2+2y )(6—2x—2y)|dy.dx =
0

3—

o._.w o._.w

J-12 4x+8y—4xy—4y )dydx—jl2y dxy+4y* —2xy* —
0

[8)

3 4 3
36300 +8% - 25 | v 36x 15524 55 X | _63
0 3 3 6 o 2

3—x
3 0

Vemos que el calculo de esta integral es mas sencillo que haber calculado la
integral de superficie, lo que hubiera implicado calcular la integral a través
de cada una da las 4 caras del solido, es decir 4 integrales de superficie.

2) V es la region solida limitada por la superficie x* + y* = 4, y los planos

coordenados, con0<z< 1,y G= (xz; xy;xz),

calcular EH. Gends. 1

Calculamos la integral triple.

z
A
7

= o
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cﬁé °n.dS = ”I(Zx + X+ X)dx.dy.dz =
s v
24-x 1 2 V4-x? 2 V4-x?
J. 4x.dz.dy.dx =4. J. J.xz] B.dy.dx =4, J. Ix dy.dx =
0 0 0
2

0

f

2 2
=4. xy]0 B Z.dx=4.J.x. 4—x2.dx=—§(4—x2)3/2} 21.43/2 22
0

Teorema del rotor o de Stokes

Sea una superficie orientada S con versor normal
positivo, limitada por una curva cerrada simple C,

suave a trozos. Si é=(P, Q,R)es un campo vec-

torial continuo con derivadas parciales continuas,
en una region abierta que contiene a Sy a C, en-
tonces la circulacion en sentido positivo sobre la

curva C del campo vectorial Ges igual a la inte-

gral de superficie del rot G.

4 G(P 0; R).d)? = 4 [P(x,' v, z).dx + Q(x; v, z).dy + R(x; Vv, z).dz] =

c* ct

= ”rot Gen.dS
s

Es decir que una integral curvilinea, bajo ciertas condiciones, puede expre-
sarse como una integral de superficie y viceversa. Habrd que ver luego cual
es mas facil de resolver.
Ejemplos
En todos los casos consideramos el vector normal positivo.

1) Calcular C_EG(P;Q;R).d)E. donde C es el tridngulo orientado situado en
C+

el plano 2x + 2y + z = 6, tal cual se ve en la figura, y G= (— yz;z;x).
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Calculamos la integral de superficie que es mucho mas sencillo que calcular
la integral curvilinea que hubiera demandado el calculo de 3 integrales curvi-

lineas en el espacio. Para eso primero calculamos el rotor de G

Q)|QJ-<

= X

rot é:

k

d o _

e i F+2vk

0z Py
2 X

J
9
)
— z

Ahora calculamos la integral de superficie, para eso
despejamos z, z =6 — 2x — 2y. De esta manera esta-

mos en el caso en que z=f (x,' y). Consideramos el

sentido positivo de 7.
4G (P:Q;R).ci = ”rot GendS= ”(—1;—1;2y) o(2,2;1).dx.dy =

33-x

(-2-2+2y).dxdy = II (—4+2y).dy.dx= j—4y+y]
0 0

3 T
—12+4x+9— 6x+x2)dx I -3- 2x+x dx=—3x—x2+?}
0

0

o.__m S D)

2) Calcular (j (y:2x,~1)dx a lo largo del cuadrado

C+
de vértices (0;0;3), (0;1;3), (1;1;3) y (1;0;3).

Calculamos el rotor.

i j k
ror G=1% L Dok =k =(000)
ox ay oz
y 2x -1

Planteamos la integral de superficie. Consideramos el sentido positivo de 7
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q (y;2x:-1).d¥ = [[rot Gennds = [[(0;0,1)#(0;0;1).cbv.cly = [[dlv.dy =
N D D

ct
11

:J dy.dlejy]i).dxz l.[dxzx]i) =1
0 0

390

00

3) Calcular 4 (xz Xy, y° )d)? si C es la frontera de la superficie que consta de
C+
la porcion de cilindro z=4—x> en el primer octante cortado por los pla-

nos coordenados y el plano y = 3.
Calculamos el rotor y luego planteamos la integral de superficie considerando

el sentido positivo de 7.

~-(
QJ\.(
(

J =2yi +x] +yk

rot G =2
ox ay oz

xz xy )

Cvf(xz;xy;yz).d)? = Hrot GendS = J.J.(2y;x;y) ° (2x;0;1).dx.dy =
—2}3 dx =
2 0

= [[(4xy+ y) vy = H 4xy+y).dy.dx= jzxy +
b 00

2 9 9x 7’
= | 18x+= | dx=9x* + == | =36+9=45
2 2 |,

0

4) Verificar el teorema de Stokes si é(x; y;z)=(3y;42;—6x) alrededor de la
curva borde de la superficie cerrada limitada por el paraboloide

z=9—-x—y? que se encuentra por sobre el plano (xy)

La curva C es la circunferencia de radio 3, ubicada sobre el plano (xy)

C: f(t) =(3cost;3sent0) 0<t<2n
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a) Calculamos la integral curvilinea

2z
(j.é(P Q;R)di = 4 (By.dx+4z.dy—6x.dz)= I9sent.(— 3sent).dt =
ct 0

ct

2z 2 2
=-27 jsenzt.dl = _2 I[l —cos (2t)].dt = —2(1 - MH =-27r
0 23 2 2 0

b) Calculamos la integral de superficie. Consideramos el sentido positivo de
n.

Primero calculamos el rotor

Pk

mz]:i 9 9 =—4i +6] -3k
ox dy oz
3y 4z —6x

j j(— 4:6;-3) e (2x,29;1)dx.dy = j j (= 8x+12y —3).dx.dy =

ZJ

%)

2

T
(~8r.cosax+12r.senax — 3).r.d0{].dr =
0

2
= ](— 812 senar —12r%.cosor — 31’05):1 dr = ](— 12r2 —6mr + 1212 ).dr
0 0 0

=—37zr2]3 =-27rx

Vemos que el teorema se verifica.
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APLICACIONES FiSICAS
La masa de una superficie

Si la medida de la densidad de area en un punto (x;y;z) de una superficie S es
p(x;y;z), entonces la masa M de S es:

M = ”p(x;y,‘z).dS

Ejemplo

Determinar la masa de la porcion del plano x + y +z =1 en el primer octante
si la densidad de 4rea en un punto (x;y;z) es proporcional a x”.

Despejamos z, z=1—-x—y

M= ”k.xz dS = ”k.xz.\/(— 1)2 +(- 1)2 +1.dx.dy = kA3 ”xz dx.dy

El recinto D es el tridngulo sombreado en la figura,

1 1-x

kA3 J‘J-xz.dx.dy =kAl3 J- I x*.dy.dx =
D 00
=kA3 ]‘xzy] :x dx=kA3 IJ.()C2 —x ).dx =
0 0

=k.«/§.(%3—x7jﬂ;=k.\/§.(l—ij=£k

3 12

Integral de flujo

Si Ges un campo de velocidades que representa la velocidad de un liquido

que fluye por el punto P, entonces la integral de superficie representa el flujo ¢
(cantidad de liquido que pasa por unidad de tiempo) a través de la superficie S.
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Consideramos la orientacion positiva del versor normal.
o= j j Gends
S

Como ya hemos visto:

a) si la superficie esta definida en forma paramétrica:

o= ”@ en.dS = ”[é[x(uv);y(uv);z(uv)]o (fu A fv )]du.dv

b) si la superficie esta definida en forma explicita:

o= ”@ ®n.dS = ”é[x;y;f(x,‘y)]o (— z, ,‘—Zjv ,‘l)dx.dy

c) si la superficie esta definida en forma implicita:

_ _ F,FF,
o= ”G ®1.dS = ”G[x;y;f(x;y)]0(—{).dx.dy
S D z
Si la superficie esta formada por varias caras Sy, S, ..., Sy, el flujo se obtiene

sumando los flujos @i, ¢,..., ¢, de cada una de las caras.
Ejemplos

1) Calcular el flujo a través de la superficie
S: 2x + 2y +z =6 del campo vectorial

G= (xy;—xz;x + z), en el primer octante.

Consideramos el sentido positivo de 7.
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p= ”GondS ” xp; =X ;x+6—2x— 2y) (2,2;1).dx.dy =

7}

3
3-x

2xy—2x2 —x+6—2y).dy.dx=J.xy2 —2)62)/—)6)/+6y—y2]0 dx =
0

Oc_.l

3
1
3 4 3

= [(3x 12x2+6x+9).dx=%—4x3+3x2+9x} =%—108+27+27=2747
0

0

2) G= (4xz,—y, yz), obtener el flujo a través de la cara superior y de la cara
inferior del cubo unitario de la figura,

z=1

El recinto D es el cuadrado de lado 1.

= J.J.G °n.dS = '[ I(4x;— y;y)(0,0;1).dx.dy = lj.lj.y.dy.dx =

El recinto D es el cuadrado de lado 1.

o= ”.éo n.dsS = J"[(();_y’.o). (0;0,’1).dx.dy _ }]O.dy.dx 0
§ b 00

El flujo total ¢ =¢, + ¢, = +O— ;
3) G= (y,'—x;S), obtener el flujo a través de la parte de la esfera que esta por
sobre el plano (xy) acotada por la circunferencia x”+ y> =4. La esfera

tiene por ecuacion x> +y> +z° =9.



Integrales de superficie 395

”G.ndS ”y —x;8)e [\/9 ix_y s i_ ]_dx,dyz

_ 2xy 2yx ) )
= 'U[\/9—x2 — —\/9—x2 = +8].dx.dy—y8.dx,dy_

22m

- ngdadr_g jm dr=16zr.2jr.dr=8m2]§=32;z
0

Caso de una superficie cerrada fujo
flujo saliente

En este caso el flujo se puede considerar co-  entrante

mo saliente (el versor normal apunta hacia

afuera) o entrante (el versor normal apunta

hacia adentro).

El flujo se obtiene sumando los flujos ¢,
&,..., ¢, de cada una de las caras Sy, S, ...,
Sy que delimitan la superficie cerrada.

Ejemplos

1) Calcular el flujo saliente del campo vectorial
G= (22; X; yz) a través de la region solida limi-
tada por el paraboloide z=4—x”—y* y el plano
().

Debemos calcular dos integrales de superficie, una
referida al paraboloide (S;) y la otra a la base (55).

1) a través de S}, consideramos el sentido positivo de 7.
”GOndS H[2Z Xy ] (2x,2y;1).dx.dy =

= ” 4zx +2xy+y ).a’x.a’y = ﬂ (4zx+2xy).dx.dy + ”yz.dx.dy =
D D D



w
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Il
II\H—,N 'L)!_IN b e— o

dx.(4—x"—y* )+ 2xy |.dedy + ||y .dxdy =
(4--7) D

| |
+~ £
=151

[16x —4x’ —4xy* + 2xy].dx.dy + ”yz.dx.dy =
D

= —_—
<8x2 —x*=2x%y? +x2y)]_m dy + ijy dx.dy =

Il
be—m

[8.(4=y)=(4=p) =2(4=) v +(4=p) y-
=—(8.(4—y)—(4—y)2—2(4—y)2y2+(4—y)2y)}dy+ ([ dvdy=
D
=0+ [[y* drdy= [[ dv.dy
D D
ii) a través de S,, z=0. Consideramos el sentido negativo de 7.

”GOndS Iﬂ2zxy *(0,0,— l)dxdy——”y dx.dy

0=0+¢,= jjy .y - jjy ddy =0
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) '[ I6xy.dS , donde S es la parte del plano x+ y+z =1, en el 1° octante.
s

2) IZ.dS , donde S es la mitad superior de una esfera de radio 2 cuya parame-
S

trizacion es f (u;v) = (2 sen u.cos v, 2 sen u.sen v; 2 cos u), con 0 <u <

NN

0<v<2m

3) '”(yz +2yz)dS, donde S es la parte del plano2x+y+2z=6, en el 1°
S

octante.

4) Calcular ”xyz.dS , si S es la porcién del cilindro x* + z* = 4, entre los
S

planos y=1ey=3.

5) ”zz.dS , donde S es la porcion de conox” + y* = z* que se encuentra en-
S

tre los planos z=1,y z= 2.
6) Calcular el flujo de:

a) é(x; y;z)=(x;y:;z) si S es la porcion del plano 3x + 2y + z = 6 en el
primer octante.

b) é(x;y;z)z (=2y,2x,5) si S es la parte de la esfera x* + > +2z° =16
que se encuentra por sobre el plano (xy).

c) G(x; y;z):(z;x;—3yzz) si S es la parte de la superficie cilindrica

x> +y? =16 que se encuentra en el primer octante, con z entre 0 y 5.

d) é(x; y;z)z[izx;izy;OJ si S es la superficie cerrada formada por
T

x> +y*=1,z=10y los planos coordenados.
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e) é(x; y;z)=(62,2x+ y,—x) si S es la parte de la superficie cilindrica
x> +y? =9 que se encuentra en el primer octante, delimitada por y
entre 0y 8.

7) Calcular el flujo saliente del campo vectorial G(x y;z)z (x; y;ZZ):
a) directamente, b) utilizando el teorema de Gauss, si S es la superficie
cerrada limitada por el solido V' = {(x y;2)/0<z<4-2x% — 2y2} y el
plano (xy).

8) Calcular el flujo saliente del campo vectorial é(x y,'z)z(x2 v, yz;xz)
utilizando el teorema de la divergencia, si S es el cubo limitado por los
planos x=1,y=1,z=1y los planos coordenados en el primer octante.

9) Calcular el flujo saliente de @(x y;z)a través del solido S limitado por el
plano x + z =6 y el cilindro x> + y* = 4, utilizando el teorema de la diver-

gencia si G(x; y;z)= (x2 +senz; xy+cosz, e’ )

10) Calcular la circulacion en sentido positivo de G(x; yiz)=(z—x;xy,2)
alrededor de la curva borde de la superficie cerrada limitada por el para-
boloide z=4—x”—y” y el plano z = 2, utilizando el teorema de Stokes.

11) Verificar el teorema de Stokes si G(x; y;z)=(-4y,2z:3x) alrededor de
la curva borde de la superficie cerrada limitada por el paraboloide
z=10-x”—y* que se encuentra por sobre el plano z = 1.

12) Calcular la C§C+ é(fc)d)? donde C es la curva borde de la superficie ce-

rrada limitada por el cilindro z> =1— y?*, el plano x+ y =1y los planos
y x 0

coordenados si DG=|1 0 2z|.
0 z vy
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13) Dada G(x;y;z): [3x+g(x;y),‘y+g(x;y);g(x,‘y)—4z], hallar el flujo a
través de la frontera del cuerpo limitado por x>+ y* =4 con —1<z<1,

si Vg(x;y): (x2 + y;x—y)

14) é(x y;z)= (6a3x;6aby;bzz), con a y b reales, la superficie S es la fron-
tera del cuerpo definido por x* + y* <4 con 1<z<4. Hallar ay b para

que el flujo a través de S alcance un extremo relativo y clasificarlo. Su-
ponemos la superficie orientada hacia afuera.

RESPUESTAS

J3 243 1527

1)T3 28m 3) == 490 5) =

6)a) $=18, b) =801 c) =90 d) p=100 ¢) #=180

7 ¢=16m 8)¢=2 9)-12n 10)0 11)36m 12)% 13)¢)=%

14) a=1, b =-3, es un minimo relativo.






Capitulo 13

Ecuaciones
diferenciales de 1° orden

Definiciones y conceptos fundamentales;
orden, grado, solucion general, solucion
particular.

Ecuaciones diferenciales de variables
separables, lineales, exactas, factor
integrante, homogéneas, de Bernoullj,
reducibles a homogéneas, Ricatti, Clairaut.

Trayectoria ortogonales.

Lineas de campo en Rr*.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Se llama asi a una ecuacién que vincula a un numero finito de variables con
las derivadas de una de ellas respecto de las otras, o lo que es equivalente,
los diferenciales de las variables.

d 0
Ejemplos: y'-2xy=2y, d_y =3xy, d_Z =xz
x x

Ecuacion diferencial ordinaria

Una ecuacion diferencial es ordinaria si hay una sola variable independiente,
por lo tanto la derivada es total, no hay derivadas parciales. Las otras ecua-
ciones diferenciales reciben el nombre de ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales.

Orden de una ecuacion diferencial

Esta dado por el orden de la derivada de mayor orden que aparece en la
ecuacion diferencial.

Ejemplos: y'-2xy=3 es de 1° orden porque aparece la derivada primera.
y"'—4y'=2y es de 2° orden porque aparece la derivada segunda.

Podemos pensar a una ecuacion diferencial de orden #» como una ecuacion
del tipo:F(x;y;y';...;y")zO (forma implicita) o y” zf(x;y;y ;...;y"_l)
(forma explicita).

Grado de una ecuacion diferencial

Es la potencia a la que esta elevada la derivada de mayor orden.

Ejemplos:  y"+y'* =2xy es de 2° orden y de 1° grado, porque la de-
rivada de mayor orden es la 2° que tiene

exponente 1.

"3

2xy"* 42y =2y  es de 2° orden y 3° grado.



404 Alejandro E. Garcia Venturini

Solucion general de una ecuacion diferencial

La solucion general de una ecuacion diferencial esta constituida por todas las
funciones que satisfacen la ecuacion diferencial. Hay que tener en cuenta
que asi como en una ecuacion algebraica la solucion son nimeros, la solu-
cion de una ecuacion diferencial son funciones.

Ejemplo: resolver y'=x
Se trata de encontrar todas las funciones cuyas derivadas sean iguales a x.

Para resolverla expresamos la derivada como cociente de diferenciales:

dy x?
s X [y = X.ax J. 'y J.X X y 5

Integrando a ambos miembros se obtiene la solucion general, constituida en
este caso por una familia de parabolas.

VA
Obsérvese que no hay una tnica funcién sino que son infi- \
nitas que difieren en una constante. Por eso se dice que la
solucion general de una ecuacion diferencial es una familia \

de funciones.

X
Solucion particular
Se llama asi a la funcidon que ademas de pertenecer a la solucion general

cumple con alguna condicion adicional, por ejemplo la de pasar por un punto
P, determinado.

Si en el ejemplo anterior queremos la solucion que pasa por Py = (1;1), esta-
mos buscando una solucién particular. Para obtenerla debemos calcular la
constante C:

2
y =%+C = 1=%+C = C =% por lo tanto la solucidn particular es:

2
X

y= 7+% , que de todas las parabolas que forman parte de la solucion ge-

neral es la que pasa por el punto Py = (1;1).
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Solucidén singular

Son soluciones que no se deducen de la solucidon general. En el proceso de
resolucion de una ecuacién diferencial hay que resolver integrales en las cua-
les, muchas veces, aparecen denominadores, cuyo valor se considera siempre
no nulo.

Ejemplo

Resolver x.dy = y.dx

y_y = &y _a& = v _ [ = ln|y|:ln|x|+C
dx x y X y X

ln|y| = ln|x| +ink = |y| = k.|x| SG

Esta resolucion es valida six #0 e y#0. Pero jqué ocurre six=00y=0?
Six =0, dx=0: queda 0.dy =.0, 0 =0, vemos que x = 0 verifica la ecuacion
y por lo tanto es una solucion de la ecuacion.

Siy=0,dy=0:quedax.0 =0.dx, 0 =0, vemos que x = 0 verifica la ecuacion
y por lo tanto es una solucién de la ecuacion.

Lo que tenemos que ver es si estas soluciones estan incluidas en la solucion
general | y| :k.|x| 0 |x|:C.|y|.

v =10, se obtiene como solucién particular cuando & = 0.
x =0, se obtiene como solucion particular cuando C = 0.

Por lo tanto no son soluciones singulares.
Analizaremos otros ejemplos mas adelante.

En este capitulo veremos las ecuaciones diferenciales ordinarias de 1° grado
y de 1° orden.

Resolver una ecuacion diferencial significa encontrar la familia de funciones
que la satisface. Esto no siempre es tan sencillo. Los pasos a seguir dependen
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de la estructura de la misma. Lo que veremos ahora es como se resuelven
distintos tipos de ecuaciones diferenciales segun la estructura a la que res-
pondan.

Teorema de existencia y unicidad de la soluciéon

Planteamos ahora qué condiciones deben cumplirse para que una ecuacion
diferencial tenga solucién y que ésta sea Unica.

Dada y" = f(x;y;y';...;y"_l), si £,y,5,...,y" " son continuas en un conjunto
A, entonces existe y es tnica la solucion y = A(x) definida en un entorno de

n—1

Xo, que verifica las condiciones iniciales, 4(x,)=y,,..., &' (x))= ¥,

Pasa el caso particular de una ecuacioén diferencial de 1° orden del ti-
poy'= f(x;y), deben verificarse la continuidad de /'y de y'.

ECUACION DIFERENCIAL CORRESPONDIENTE A UNA FAMILIA DE
FUNCIONES

Dada una familia de funciones definidas por ¢(x,y,C,,C,,....C,)=0, donde
¢ es n veces diferenciable respecto de x e y y continua para las constantes

Cy, C,,..., C,, existe una ecuacion diferencial de la cual dicha familia de
curvas es la solucion general.

Para encontrar dicha familia de funciones debemos eliminar las constantes
en el sistema de ecuaciones formado por (p(x, y,Cl,Cz,...,Cn): 0y sus n pri-

meras derivadas.
Ejemplos

2

=C .
=t , despejando C en la segunda

y'=2Cx
ecuacion y reemplazando en la primera queda: 2y =y'x, que es la ecuacién

1) y=Cx* generamos el sistema {

diferencial que buscamos.
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y=C+C,e" +3x
2)y=C,+C,.e" +3x generamos el sistema ¢y'=C,.e" +3 , S1 reem-
y"=C,.e"
plazamos C,.e*en la 2° ecuacion por y” tenemos la ecuacion diferencial
que buscamos: y'=y"+3

ECUACIONES DIFERENCIALES DE 1° ORDEN

Podemos pensar en forma genérica a una ecuacion diferencial de 1° orden
como una ecuacion de la forma: F (x; y, y')=0 oy'=f (x; y). Veremos los

siguientes casos: variables separables, homogéneas, reducibles a homogé-
neas, lineales, Bernoulli, exactas, factor integrante, Riccati y Clairaut.

Ecuaciones diferenciales de variables separables

Se llama asi a las ecuaciones diferenciales en las cuales se pueden separar
las variables, es decir que en cada miembro de la ecuacién quede una sola
variable con su diferencial de modo que se puedan integrar. Eso ocurre cuan-
do la ecuacidn diferencial se puede llevar a la siguiente forma:

y'=P(x).Q(y):>%=p(x).Q(y):%ﬂ(x).dx: %:IP(x).dx

Ejemplo: resolver 3xy'—x’y=0=y'= gy

Si expresamos la derivada como cociente de diferenciales, se pueden separar
las variables:

d_x _dy_x dy _x _x
dx—3y:>y—3dx = J.y—J.3dx = ln|y|—6+C S.G.

Pero no en todas las ecuaciones diferenciales se pueden separar las variables.
Vemos ahora como se resuelven algunos de esos casos.
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Ecuaciones diferenciales homogéneas
Las ecuaciones diferenciales homogéneas tienen la siguiente estructura:
P(x;y).dx+Q(x;y).dy =0

x; X; unci 2 i .
donde P(x; ;) son funciones homogéneas del mismo grado. Para
resolver estas ecuaciones diferenciales se recurre a un cambio de variables
para transformarlas en ecuaciones diferenciales de variables separables.

Para ello se divide toda la ecuacion diferencial por x”, donde # es el grado de
homogeneidad de las funciones P(x;y) y Q(x;y). Por la 2° propiedad de las
funciones homogéneas vista en el capitulo 7 queda:

P [Zj.dx +0, [l}dy =0
X X

Si hacemos las siguientes sustituciones: RANIVIEN y=xv=dy=xdv+vdx
X

queda una nueva ecuacion diferencial cuyas variables son x y v que se pue-
den separar:
P,(v).dx + Q,(v)(x.dv +v.dx)=0

Procedemos a resolver esta nueva ecuacion diferencial:
[P1 (v)+0, (v).v].dx +0,(V)xdv=0 =

+ 0, Ww)viax=-0,(v)x vzﬁz—M
[R0)+0, (e =0, ohxv = T =- 58 =

ya hemos separado las variables, ahora hay que integrar:

0, (v).dv
dx _ 0, (v)dv Foraon

| R()+0, ()

=xC=e

que es la solucidn general de la ecuacion general homogénea, finalmente de-
bemos volver a las variables originales.
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Ejemplo: resolver (x2 +y? )dx +xy.dy=0

Las funciones son homogéneas de grado 2, por lo tanto es una ecuacion dife-
rencial homogénea. Dividimos por x* y efectuamos las sustituciones vistas.
Queda:
(1 +v? ).dx +v.(xdv+vdx)=0 =
dhx v.dv dx

(1+2v2).dx=—xv.dv:>7=—1+2v2 = . ——J.

v.dv
1+212

1 1 1
lnx+C:——ln(1+2v2):>x.C:—:>x.C:—
4 Vi+2v? pY

4142 =

X

Al final debe expresarse la solucion en funcion de las variables originales.
Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas
Tienen la siguiente estructura: (a,x + b,y + ¢, )dx + (a,x + b,y +c¢, )dy =0
Esta ecuacion diferencial seria homogénea de grado 1 si no fuese por los
términos ¢; y ¢,. Este tipo de ecuaciones diferenciales se las puede transfor-
mar en ecuaciones diferenciales homogéneas de grado 1 si a;.b, — a,.b; # 0.
Veremos luego que ocurre si a;.h,— a,.b;=0.
Esto se logra a través del siguiente cambio de variables: x = u+h, y = z+k, de
donde surge que dx = du y dy = dz; h'y k son valores numéricos que hay que
obtener para que la nueva ecuacion diferencial, cuyas variables son u y z, sea
homogénea. Reemplazando queda:

(au+bz+ah+bk+c )du+(au+byz+ah+bk+c,)dz=0
Hay que encontrar valores de /2 y k que hagan que

ah+bk+c, =0y a,h+bk+c, =0

Para que estas expresiones se hagan 0 simultdneamente hay que resolver el

sistema de ecuaciones lineales formado por estas dos ecuaciones que tiene
solucion tnica si a;.b,— ar.b; # 0.
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De esta forma la ecuacion diferencial queda:
(au +b,z)du +(au+b,z)dz =0, que es homogénea de grado 1.

Luego se resuelve la nueva ecuacion diferencial y finalmente se vuelve a las
variables originales.

Ejemplo: resolver (4x +3y+ 1).dx + (3x +2y+ 1).dy =0
Hacemos x =u + h, y=2z+ k, queda:

(4u+3z+4h+3k+1)du+ Bu+2z+3h+2k+1)dz =0

4h+ 3k =—1

3h+2k=-1 (hk)=(~1:1)

Buscamos los valores de 2y k : {

Queda entonces quex=u—-le y=z+1

Reemplazando se obtiene la nueva ecuacion diferencial que debe ser homo-
génea:
(4u +3z)du + (Bu +2z)dz =0

Esta nueva ecuacion diferencial es homogénea de grado 1, se resuelve como

tal haciendo el cambio de variables = =v y dz =u.dv+v.du, luego de ha-
u

ber dividido la ecuaciéon por u (por ser homogénea de grado 1).

esta nueva ecuacion diferencial debe

(4u +3v).du + (3u + 22)(u.dv +v.du)=0 ser de variables separables,

(4+3v+3v+2v2)du=—(3+2v).u.dv=0 = @:_ 32y

—dv
u 2 +6v+4

C

Vv +3v+2

@_ 3+2v

=————dv = ln|u|:—lln‘v2+3v+2‘.C Sou=
u 2v +6v+4 2
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= 22 +3uz+2u’ =C,

debemos volver ahora a las variables originales.

(=17 +3.(x+1)(y=1)+2.(x+1)’ =C = y* =2y +1+3xy —3x+
+3y-3+2x"+4x+2=C = Y +3xp+2x°+y+x=C
Si ay.b; — ap.b; = 0, los coeficientes de las variables son proporcionales, en-
tonces la ecuacién diferencial se puede transformar en variables separables

efectuando la siguiente sustitucion: a;x + by = z (6 axx + byy = z, seglin con-
venga).

dz a

dz=a.dx+b.dy = dy=———.dx

b b
Ejemplo: (2x+y—1)dx—(4x+2y+5)dy=0 22-14=0
Hacemos 2x+y =z = dz=2.dx+dy .. dy=dz—2.dx, reemplazamos:

(z=1)dx—(2z+5)(dz—2dx)=0 = (5z+9)dx=(2z+5)dz

7
dy= 2z+5 2245 J~d _J'2z+5 = J~2+ 5
52+9 5z+9 5 5z49

x+C=§z+%ln|52+9| = 25x+C, =10.2x+ y)+ 7ln|5.(2x+y)+9|

10y —5x+7In[l0x+5y+9|=C
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Ecuaciones diferenciales de 1° orden lineales

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura:
Y'+P(x).y =0(x), donde P(x) y Q(x) son funciones continuas de x.

La solucién la constituyen todas las funciones y = f (x) que satisfagan la
ecuacioén. Para resolverla se recurre a un cambio de variables: y = u.v, donde
u 'y v son funciones de x. Debemos calcular u(x) y v(x), luego efectuando su
producto se obtiene la funcidn y que es la solucidon general.

Si y=u= y'=u'v+u.v'. Sustituyendo en la ecuacion diferencial queda:

u'v+uyv'+P(x)uy=0(x) sacamos factor comiin entre el 1° término y el 3°
término: v.[u’+P(x).u]+u.v'= O(x). Elegimos u(x) de tal forma que:
u'+P(x)u=0.

du

u+P(x)u=0 = —=—Px)u =
dx

% =— IP(x).dx = lnu=- IP(x

=—Px)dx =

dx = u:e_IP(x)‘dx

~—"

Ahora debemos determinar cuanto vale v(x):

uv'=0(x) = e_IP(x)'dx.ﬂz (x)
dx
= dvzejp(x)'dx.Q(x).dx = J-dvzejp(x)'dx.Q(x).dx = vzj.ejp(x)'dx.Q(x).dx

' e[ [Pl es la solucion
por lo tanto: | y=uv=e . J. e .Q(x).dx +C general

Ejemplo: resolver: y'+x.y=2x

Debemos determinar quienes son P(x) y O(x) para luego poder aplicar las
formulas demostradas.
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P(x)=x, O(x)=2x.

2 2
X X Xz )Cz Xz

u:efjx'dx =e 2, y= J‘e7.2x.a’x:2e7 +C = y=e 2|22 +C

Ecuaciones diferenciales totales exactas — la funcion potencial

Una ecuacion diferencial con la estructura: P(x,y).dx + Q(x;y).dy = 0 es una
ecuacion diferencial total exacta si P(x,p).dx + Q(x;y).dy = 0 es un diferencial
total exacto'. Por lo tanto la ecuacién diferencial se puede expresar asi:
dU(x;y) =0, y la solucidn general se obtiene integrando ambos miembros:

IdU(x;y):C = Ulxy)=C.

Para resolver la ecuacion diferencial debemos encontrar una funcidn poten-
: 2
cial U(x;y)”.

Ejemplo: resolver (2x3 + y)dx + (x +2y° )dy =0

'
X

Primero verificamos la condicion de simetria: P, =1=0

Hemos verificado que la ecuacidn diferencial es exacta. Ahora debemos en-
contrar la funcion U (x;y).

U(x;y)z _[(2x3 +y).dx =%4+ yx+a’(y)

3

Uliy)= Jlr+ 20 ey = 2y + 2t )

' Ver pagina 132.
? Ver pagina 132.
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Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, vemos
3

que la funcion de y que figura en la 1° integral es % que aparece en la 2°

. ., . x4
integral y que la funcién de x que aparece en la 2° integral es - que apa-

4 3
rece en la 1° integral. La solucién general es: U(x; y)=xy + % + 2% =C

Verificacion
Es muy facil verificar la solucion general de este tipo de ecuaciones diferen-
ciales. Si calculamos el diferencial total de la funcidén U(x;y) que hemos ob-

tenido, debemos obtener el primer miembro de la ecuacion diferencial.

Otra forma de resolver ecuaciones exactas

Vimos que U(x;y)= J.[P(x; y).dx]+ o(y). Debemos calcular o(y).

a_U ~ 0 IP(x; y)dx De esta expresion surge o'(y) y de

. . +a'(y)=0(xy).  alli ag),

Ejemplos
1) 2xy —3x%).dx + (x* = 2p).dy =0

Verificamos la condicién de simetria: Py =2x=0.
Buscamos ahora U(x; y)= I(ny ~3x )dx =x"y—x+a(y)

a_U: a(xzy—x3)

ta(y)=2" -2y > +a'(y)=2" -2y s (y)=-2y=
dy dy

=saly)=-y"= Ulxy)=x’y-x'-)*=C
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2) l.dx—iz.dy=o
yooy

Verificamos la condicidn de simetria: P, =——=.0,

Buscamos ahora U(x;y) = Il.dx =24 a(y)
y

v
i

U —x - -

e ia () =T 2T )="5 . (¥)=0 = aly)=C
dy dy y y y

Por lo tanto: U(x;y) = Toc
y

Factor integrante

A veces una ecuacion diferencial con estructura de exacta (o que se puede
llevar a esa estructura) no es exacta, es decir que no cumple con la condicion
de simetria. Pero se la puede transformar en exacta multiplicando toda la
ecuacion por un factor denominado factor integrante. Este factor integrante
puede ser una funcién de x: g (x), o de y: & (y), o de ambas variables: (x;y).
Analizamos primero el caso en que el factor integrante es una funciéon de x.
Debemos determinar las condiciones que se deben cumplir para que exista
M (x) y luego proceder a calcularlo.

Partimos de una ecuacion diferencial con estructura de exacta:
P(x;y).dx + O(x;y).dy =0

Si multiplicamos la ecuacion diferencial por y(x) debe quedar una ecuacién
diferencial exacta, es decir que se debe cumplir la condicion de simetria.

1 (00 PCey).dx + 4 (x).0(x:y).dy = 0

Hacemos u (x).P(x;y) = M(x;y) vy  (x).0(x;y) = N(x,y), queda una ecuacién
diferencial que debe ser exacta: M(x,y).dx + N(x;y).dy =0 = M y =N,
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P.-0Q.
il

u(x)P, = p (x)Q+ulx)Q, . 4 (x) 0 * u(x) 0

. P -0, . . .
Si ——es una funcion exclusivamente de x, entonces existe (x) y se
obtiene de la siguiente forma:

J'P}: -0, i
0

' P, -0,
Vdﬂﬁzf -

) dx = Inu(x)= J%Qxdx = u(x)=e

Una vez calculado el factor integrante se multiplica toda la ecuacion diferen-
cial por dicho factor y se obtiene una nueva ecuacion diferencial que es
exacta. Finalmente se resuelve como exacta.

Ejemplo: resolver (y+Inx)dx—x.dy=0

Es una ecuacion diferencial con estructura de exacta, verificamos la condi-
cion de simetria: P, =1#—-1=0, . Buscamos la existencia de un factor inte-

grante.

P -0, 1+1 2 ., )
—————=——=——, vemos que es una funcion exclusivamente
-X X

Calculamos

de x y por lo tanto existe el factor integrante /£ (x).

Una vez obtenido el factor integrante multiplicamos a la ecuacion diferencial

2
X

. / 1 .
por dicho factor: (%+ﬂ}dx——.dy=0. Esta nueva ecuacion debe ser
X X

2
X

Finalmente resolvemos la ecuacion diferencial exacta.

exacta. Verificamos la condicion de simetria: P, =— =0,

x2 X X

Uls:9)= [[ 25 a2 12 s ay)
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Ulx;y)= J.(—%j.dy.:—§+ﬁ(x) — U(x’.y):_l_lnx+1

=C S.G.
by X

Factor integrante segun y

Partimos de una ecuacidn diferencial con estructura de exacta:
P(x;y).dx + Q(x;y).dy =0

Si ahora multiplicamos la ecuacion diferencial por g(y) debe quedar una
ecuacion diferencial exacta, es decir que se debe cumplir la condicion de si-
metria.

L Q).P(x;sy)dx + 1 (y).00x;y).dy =0

Hacemos g (y). P(x;y) = M(x;y) v 4 (»).O(x;) = N(x;y), queda una ecuacion
diferencial que debe ser exacta: M(x;y).dx + N(x;y).dy =0 = M'y =N,

P P
Qx y l[l(y):> ,L[ (y) — QxP y

~—

) P+u(y)P=uly)o, - ()=

Q.X _Py

P u(y

Si es una funcién exclusivamente de y, entonces existe ¢ (y) y se

obtiene de la siguiente forma:

| 0.-F 0.-F o
& (y)dy:j Dy = inuly)= ITydy :w(y)zef o

u(y)

Una vez calculado el factor integrante se multiplica toda la ecuacion diferen-
cial por dicho factor y se obtiene una nueva ecuacion diferencial que es
exacta. Finalmente se resuelve como exacta.

Mais complicado es el calculo de g (x;y) porque conduce a ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales que esta fuera del alcance de este curso.

Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura:
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y'+ P(x).y = Q(x).y"

Si n =0, la ecuacion diferencial es lineal, si #» = 1, la ecuacion diferencial es
de variables separables. Vemos que la ecuacion diferencial lineal es un caso
particular de la ecuacién diferencial de Bernoulli. Para resolver este tipo de
ecuaciones diferenciales se efectiia un cambio de variables y se la transforma

en una ecuacion diferencial lineal. Se divide la ecuacion diferencial por y”:

¥y "+ Px)y™ =0(x)

n

=z derivando

»"
Hacemos: (1=n)y™y'=2

sustituyendo en la ecuacién dife-
rencial queda:

4 P)z=0().

I-n

multiplicando por (1-n):

21 =n)P(x)z=0(x)(1-n).

Si hacemos (1-n).P(x) = Pi(x) y
(1-n).0(x) = Qi(x), queda una

ecuacion diferencial lineal de va-
riables x y z:

Z+R(x)z=0(x)

Se resuelve la ecuacion diferen-

BERNOULLIL, Johann (1667-1748)
BERNOULLI, Jakob (1634, 1705):
Los hermanos Bernoulli nacieron en
Basilea, Suiza. Fueron progenitores
de una familia que dio 8 matemati- |
cos importantes en los siglos XVII —
XVIII. El mas importante de esos
descendientes fue Daniel, hijo de
Johann. Fueron alumnos de Leibniz
y difundieron por Europa su Teoria
del Célculo Diferencial e Integral.
Fueron los que propusieron por primera vez el uso
de la palabra integral a su profesor Leibniz, ya que
éste usaba la palabra suma. Johann fue maestro de
Euler y de L"Hopital. Mientras Jakob sigui6 los
principios de Newton, Johann siguid la filosofia de
Descartes. La obra mas importante

de Jakob es Ars Conjectandi, el pri-

mer trabajo notable sobre el Célcu-

lo de Probabilidades.El padre de

Johann queria que éste siguiera co-

mercio, pero su hermano mayor

Jakob ya lo habia iniciado en las

ciencias al darle clases de matema-

tica y fisica. Pero el ejercicio como profesor de
Matematica en la Universidad de Basilea le daba
pocas posibilidades para una vida acomodada, lo
cual lo obligé a licenciarse en medicina y durante
afios se gano la vida como médico.

cial, se obtiene z, y luego se vuelve a las variables originales: y'™" =z, que

es la solucion general de la ecuacion diferencial de Bernoulli.
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1 3 o
Ejemplo: resolver y'——.y==.y", dividimos por y°
X X
y_2=Z = —2y_3.y’=z’
1 -3 -2 _ . 3,z
Yy Tl ——y == hacemos: y " .y'=— reemplazando
X X -2
z 1 ,
———Zz=— = Zzt+—z=—-—
-2 x X X X

resolvemos ahora la ecuacion diferencial lineal cuyas variables son x y z.

2 6 - zdx o B
Pl(x):;’ Q](x):—; S.ou=e '[" = 2nx _ 2

2
v= J(— x2 6].6!)(=—_‘.6x.dx=—6.xz+C=—3x2 +C:>z:x_2.(— 3x? +C)=—3+C.x_2
X

Finalmente queda: y = =-3+C.x™
Ecuaciones diferenciales de Ricatti

Tienen la siguiente estructura:  y'+A4(x).y* + B(x).y + C(x)=0

Son de 1° orden, no lineales. Se puede resolver si se conoce una solucion
particular: y,(x). De esta manera se reduce, por lo general, a una ecuacion di-
ferencial lineal de 1° orden luego de pasar por una ecuacion diferencial de
Bernoulli.

RICCATI, Jacopo Franceso (1676-1754)

Fue un matematico veneciano, que estudié detalladamente la hidrodindmica sobre la base de
la mecéanica newtoniana, a cuya introduccion en Italia colabor6. En su momento se le ofrecio
la presidencia de la Academia de Ciencias de San Petersburgo pero rechazé el honor en
favor de su retirada y aristocratica vida.

Se le recuerda por el estudio de ecuaciones que llevan su nombre, un tipo de
ecuaciones diferenciales de primer orden. En general, esta ecuacion no se pue-
de resolver elementalmente (o en términos finitos); lo que fue demostrado en ik
el siglo XIX. Aunque ello es un accidente histdrico, pues su trabajo se limito

al analisis de casos particulares de la ecuacidn. Siendo ésta planteada y anali-
zada en la forma que conocemos por la familia Bernoulli.
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Se efectia un cambio de variables, reemplazamos la variable y por una nue-
va variable igual a la suma de la solucidn particular y de una funcidén que

denominamos z(x). y=y, +z = y'= )”p+ -4

Reemplazamos en la ecuacion de Ricatti:

y;] + z’+A(x).(yp + Z)z + B(x).(yp + Z)+ C(x) =0
Desarrollando queda:

y; + z’+A(x)y; + 2A(x)ypz + A(x)z* + B(x)yp +B(x)z+C(x)=0

Si agrupamos obtenemos:
b;, + A(x)y;7 + B(x)yp + C(x)]+ Z’+2A(x)ypz + A(x)z> + B(x)z=0

El paréntesis se anula porque y, es una solucion particular de la ecuacion
diferencial, por lo tanto queda:

2424(x)y, 2+ A(x)2” + B(x)z = 0 = z+[2.4(x)y, + B(x)]z = —4(x)2>

que es una ecuacion diferencial de Bernoulli.

Al resolver esta ecuacion, obtenemos z(x), luego la solucion general de la
ecuacion diferencial de Ricatti es: y =y, + z.

Ejemplos

1) y'+y* =2x*y —2x+x* =0, Y, =x’

hacemos: y=x"+z= y'=2x+2'
1 (2 2 2(.2 4
reemplazando: 2x+z+(x +z) —2x .(x +z)—2x+x =0

operando y reagrupando: 2x + z'+x* +2x*z + 2% = 2x* = 2x%z - 2x+x* =0

cancelando queda: z'+z* =0 = (2 =—z* . d—j =—dx = 1 =—x+C
dx z z
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. 1 2
Despejando z tenemos que: z=——, por lo tanto y =x" +
x+C x+C

2) (2x2 —x).y’+y2 —(1+4x)y+4x =0,y,~1

Lo (+4x) o 4x
2 : 2 : 2 =
2x"—x 2x"—x 2x"—x

Y+

hacemos: y=1+z= y'=z

(+z) —(+4x)(1+2)+4x _

0
2x% —x

reemplazando: z'+

1+22+22—1—Z—4x—4xz+4x_

operando y reagrupando: z'+ > 0
2x" —x
, (1-4x)z+2 . 1—4x 1,
=02t —5—z=——5—2z
2x"—x 2x"—x 2x"—x

Llegamos asi a una ecuacion diferencial de Bernoulli cuyas variables son x y z.

o _ 1-4x _ 1
Dividimos por z°: z 2.z'+2—.z L= >
2x° —x 2x° —x

2 ’

zl=w = —z27=w

-2

z "z'=—-w'  reemplazando

. 1—4x 1 . 1—-4x 1
_W+ > W=— 5 :) w— B W= 2
2x°—x 2x°—x 2x° —x 2x°—x

Ahora debemos resolver la ecuacidn diferencial lineal.

1—4x 1
P —_— B =
(x) 2x*—x x) 2xt—x
1 (1-4x) e .
u=e .[ 252 ,x‘d — e—ln(2x2 —x) — eln(2x2 —x) ! — 1

2
2x°—x
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V= J'{(sz—x)z 21 }.dxzjdx:x+c = w=z'=
X —X

(x+C)

2x° —x

Por lo tanto z = , que es la solucion de la ecuacidon de Bernoulli.

X+

2x2—x_2x2+C
x+C x+C

La solucion de la ecuacion de Riccati es: y =1+

Envolvente

Dado una familia de curvas planas se dice que una curva es la envolvente de
dicha familia si ocurre que en cada uno de sus puntos es tangente a una curva
de la familia dada.

Ejemplo:

a) si consideramos la familia de curvas
y=(x- a)2 , la envolvente es la recta y = 0.

2x

x*

la

b) para la familia de curvas a =

envolvente es la rectax = 0.

Calculo de la envolvente

Dada una familia simplemente infinita de curvas ¢(x,y,C)=0 @ para hallar
la envolvente de dicha familia derivamos la ecuacion @ respecto del para-
metro C: ¢’C(x,y,C)= 00.

Entre @ y @ se elimina el parametro C. Se llega asi a una expresion del tipo
F(x,y)=0, que es la ecuacién de la envolvente.
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Teorema de existencia de la envolvente

Dada la familia de curvas ¢(x, y,C)=0, si en cada punto de estas curvas se

verifica que @ #0 y ademas ?X (DV # 0, entonces existe la envolvente
¢xC ¢yC

F (x, y) =0.

Ejemplos

2 . . . .
a)y= (x - a) , primero vemos si existe la envolvente verificando el teorema.

ox,.C)=y~(x~a) =0
¢ =—2(x—a) , ademas

'2lx— 1
e |y

Pc=-2#0

Se verifican las condiciones del teorema por lo tanto hay envolvente.

y=(x-af

= x—a=0 . y=0
0=-2(x—a) Y

Calculamos la envolvente: {

2 . . . .
b) (x—a)’ + y* =1, primero vemos si existe la envolvente verificando el teo-
rema.

(p(x,y,C)z(x—a)2 +y2 —-1=0
2yy'—2(x—a) 2y

c=—2(x- , adem3
D (x a) ademas ) 0

=—4y+#0

Se verifican las condiciones del teorema por lo tanto
hay envolvente.

(x—a)2+y2 =1

Calculamos la envolvente:
0= —2(x - a)
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= x—a=0 .. y*>=1. Lasenvolventes son: y=1, y=—1
Ecuaciones diferenciales de Clairaut

Tienen la siguiente estructura: y = y'x+ (p(y')
Para resolver estas ecuaciones diferenciales se efectuan los siguientes pasos:

Derivamos respecto de x:  y'=y"x+y'+¢'(y')y" = 0=y"x+¢' (/)"
0=y"[x+¢' ()], de donde surge que:

a) y"'=0 = y'=C, reemplazando en la ecuacion de Clairaut, se obtiene la
solucién general: y=Cx+¢(C), 0 sea y=Cx+K , que constituye una fami-
lia de rectas.

CLAIRAUT, Alexis Claude (1713-1765)

Astronomo y uno de los matematicos mas precoces de todos los tiempos. Se cuenta que a la
edad de diez afios ya leia los libros de Guillaume 1'Hopital sobre cénicas y calculo infinite-
simal. Con tan s6lo doce afios de edad, Clairaut presentd una memoria sobre
cuatro curvas de cuarto grado a la Academia de Ciencias de Paris, la cual, y
tras haberse asegurado que era el autor verdadero, se deshizo en grandes elo-
gios. Naci6 en Paris el 7 de mayo de 1713 y muri6 en la misma ciudad el 11
de mayo de 1765. Su padre, Jean-Baptiste, era maestro de matematicas de
Paris y miembro de la Academia de Berlin, lo que acredita su calidad como
matematico. Con sdlo dieciocho afios, en 1731, publico la obra Investigacio-
nes sobre las curvas con doble curvatura, gracias a la cual fue admitido en la Academia de
Ciencias, aunque hubo de hacerse una excepcion con él, ya que el reglamento exigia una
edad minima de veinte afios. En 1734 estudi6 la ecuacion diferencial que lleva su nombre.

b) x+¢'(y')=0 = x=—¢'()'), reemplazando en la ecuacion de Clairaut:

y==y'¢'(y')+ o)
Con ambas ecuaciones formamos un sistema de ecuaciones:

{y ==y (v')+o(y)
x=—¢'(y)
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que son las ecuaciones paramétricas de una curva que satisface la ecuacion
diferencial pero que no es una recta, es decir que no satisface la solucion ge-
neral, sino que es una solucidn singular expresada en forma paramétrica, cuyo
parametro es )'. Estas ecuaciones diferenciales tienen solucion singular.

Propiedad: La solucién singular de la ecuacidon de Clairaut es la envolvente
de la solucion general.

Ejemplos
1) y=y'x+y'%, derivamos: y'= y"x+y+2y.y" = 0=y" (x+2y’)

a) y'=0 = y'=C .. y=Cx+C* S.G.
b)x+2)y'=0 = x=-2)', reemplazando en la ecuacion: y =—2y"*+y"> =—"
x==2y

y=—y?

formamos el sistema { es una solucion singular en forma paramé-

. . x?
trica. Pasamos a la forma cartesiana: y = I

Verificamos ahora que esta funcion es la envolvente de la familia de funcio-
nes y=Cx+C?>.

Derivamos respecto del pardmetro C: 0=x+2C=C = —% .

2 2
Reemplazando en la solucion general: y = —%.x + (— fj =-X

2) y= y’x+i, derivamos: y'=y"x+y—y' )" = 0=y" (x - y’_2)
y

a) y'=0 = y'=C .. y=Cx+% S.G.

b)x—)"?=0 = x=)"7, reemplazando en la ecuacion: y = L, + i' = 3,
yoyoy
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xX=y
formamos el sistema

=2

2, esuna solucion singular en forma paramétri-
y=—
y

-2
. 2
ca. Pasamos a la forma cartesiana: x = (—j = y= 2\/; .

Verificamos ahora que esta funcidn es la envolvente de la familia de funcio-
1

nes y=Cx+—.
C

. , 1 1
Derivamos respecto del parametro: 0 =x—— = C =—.

Cc? Jx

Reemplazando en la solucion general: y = %.x + \/; = «/; + «/; = 2«/;
X

Observacion: vemos que la solucion general de la ecuacion diferencial de
Clairaut se obtiene reemplazando en la misma y’ por C.

ALGUNAS APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES —
Las trayectorias ortogonales

Dos curvas son ortogonales si en un punto que pertenece a ambas sus rectas
tangentes son perpendiculares entre si. Si una curva es ortogonal a cada una
de las curvas de una familia, se dice que es una trayectoria ortogonal de
dicha familia.

Si dos familias de curvas son tales que cada una de ellas es ortogonal a la
otra familia, las familias son trayectorias mutuamente ortogonales.

El célculo de las trayectorias ortogonales correspondientes a una familia de
curvas dadas requiere el planteo y resolucion de ecuaciones diferenciales.

Ejemplos

1) Sea la familia de curvas y = — , buscamos la familia de curvas ortogona-
X

les a la misma.
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ye XYY
2 2 :
X X X
lia dada

Como dos rectas son perpendiculares si sus finl‘ o

pendientes son inversas y opuestas, reem-

. 1
plazamos la pendiente )’ por ——:

!

—i = —% = y.dy=x.dx .. Iy.dy = J.x.dx

!

2 2
= L -2
2

== 4+C
2

La familia de trayectorias ortogonales es: x° — y2 =K

427

Familia ortogonal
Y92 =K

Es decir que las trayectorias ortogonales son una familia de hipérbolas.

2) Sea la familia de circunferencias x* + y> = C, buscamos la familia de

curvas ortogonales a la misma.
X
2x+2yy'=0= y'=——.
y

. , 1
reemplazamos la pendiente )" por ——:

!

_i:_iji:ﬁ,‘, J‘Q: J-ﬁ:ﬂny=lnx+C
x % X

La familia de trayectorias ortogonales es: y = K.x

Es decir que las trayectorias ortogonales son una familia de rectas que pasan

por el origen de coordenadas.
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El modelo de crecimiento-disminucion exponencial

Si consideramos el modelo de crecimiento exponencial, vemos que la pobla-
cion crece segun la ley: P(t) =C.a',cona>0.

Sia > 1, el modelo es de crecimiento exponencial y si a <1 el modelo es de
disminucion exponencial.

El modelo malthusiano® de crecimiento de una poblacién supone que el cre-
cimiento-disminucién de la poblacién es directamente proporcional a la

. . . dP
misma. Tenemos entonces que en cada instante se verifica que: . k.P(t),
t

donde £ es una constante de proporcionalidad y P(?) es el tamaiio de la po-
blacidn en el instante 7.

De donde surge que dP =k.dt dp

P = -

J-k.dt

InP(t)=kt+C, = P(t)=ek’+c‘=C.ek'=C.(ek)t=C.a’

Ejemplos

1) La tasa de crecimiento natural de la poblacién de una ciudad es directa-
mente proporcional al nimero de habitantes. Si la poblacion se duplica en
60 afios y si en 1970 era de 60.000 habitantes. Calcular la poblacién para
el afio 2020.

Si consideramos que para 1970, ¢ = 0,
P(60)=2P(0)

P(0)=60.000=C = P(t)=60.000a"

P(60)=60.000.a*° =120.000

a® =2 . a=10116

P(t)=60.000.1,0116' P(50)=60.000.1,0116™ =106.805

3 Nombre debido a Tomas Walter Malthus (1766-1834), cientifico britanico que se dedico al
estudio del crecimiento de las poblaciones.
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En el afio 2020 habra 106.805 habitantes.

2) La tasa de crecimiento bacteriano en un cierto cultivo es directamente
proporcional al nimero de bacterias presente y este numero se duplica
cada 20 minutos. Si al cabo de 1 hora hay 1.500.000 bacterias, ;cuantas
bacterias habia inicialmente?

P(t) =Cd

P(0)=C y P(20)=C.a™

P(20)=2P(0)= Ca™ =2C
v a’=2=a=1035

P(60)=C.1,035* =1.500.000 = C = % =190.401

P(0)=190.401, es decir que inicialmente habia 190.401 bacterias.

3) Se descubre un cardumen cuya tasa de crecimiento natural es direc-
tamente proporcional al numero de peces. Inicialmente habia 50.000 pe-
ces, cinco aflos después habia 75.000. Hallar cuantos peces habra diez
afios después de descubierto el cardumen.

La funcién es P(t)=C.d'
Si consideramos que para = 0,

P(0)=50.000=C
P(t)=50.000.a"

P(5)=50.000.a° =75.000 = a° =15 .. a=1084
P()=50.000.1,084" P(10) = 50.000.1,084'° =112.011

A los 10 afios habra 112.011 peces.
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4) Se administra a una persona una medicacion con una dosis de 100 mili-
gramos. La cantidad de medicamento en la sangre disminuye en forma
proporcional a la cantidad de medicacion en la sangre. Al cabo de 6
horas, una muestra de sangre revela que la concentracion en el organismo
es de 40 miligramos, determinar en cuanto tiempo la presencia del farma-
co es de 20 miligramos.

La funcién es P(t)=C.d'

Si consideramos que para =0,
P(0)=100=C

La funcién es P(f)=100.a"

Si consideramos que para ¢t =6,

P(6)=100.a° =40 a®=04 . a=0858
log 0,2

P(t)=100.0,858" 20=100.0,858' = r=—2—2"_=10,5
log 0,858

Luego de 10,5 horas de suministrado el medicamento habra 20 miligramos
en la sangre.

La desintegracion radiactiva
La desintegracion radiactiva se mide en términos de semividas, que es el
numero de afios requerido para que la mitad de los atomos de una muestra

radiactiva se desintegre.

La razon de desintegracion es proporcional a la masa. Este caso es de dis-
minucion exponencial.

Ejemplos
1) Si la semivida de un elemento radiactivo particular es de 25 afios y la
desintegracion es proporcional a la masa, ;Cuanto quedara de 1 gramo 15

aflos después?

Si llamamos y a la masa (en gramos), tenemos que y = C.a’
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y(0)=1¢ y(25)=1/2
y=Cd = 1=Cda" .. C=1
y=da, 05=a” =
_log 05

log a =-0,012 ... a=0,973
y=0973 = y(15)=0973" =0,66
Por lo tanto después de 15 afios quedan 0,66 gramos.

2) Si la semivida de un elemento radiactivo particular es de 1900 afos, y la
desintegracion es proporcional a la masa ;Cuanto tardard en desaparecer
el 95% de la cantidad inicial?

Si llamamos y a la masa (en gramos), tenemos que y = C.a’
Llamamos my a la cantidad inicial.

y(0)=m,=C y(1.900)=%m0
lmo — mo.a1900 = a1.900 — 0,5
loga=12803 a=0,999635
1.900
005m, =m, 0999635 = 1=—108005 ¢4
log 0,999635

Por lo tanto después de 8.206 afios queda el 5% de la masa inicial.

Ley de enfriamiento de Newton

La razon de cambio de la temperatura T=1(t) de un cuerpo con respecto al
tiempo t es proporcional a la diferencia entre la temperatura A del medio

ambiente y la temperatura T del cuerpo.

Luego, si 7=T(?) representa la temperatura de un cuerpo en el instante ¢,
entonces la ecuacion diferencial que modela esta situacion es:
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dr
o k(4-T
- =k(4-T)

Resolviendo queda:

dT dT
- = ke

—m(A-T)=kt+C, = A-T=¢""“=Cd

De donde: T(t)= A4+ Ca'

Ejemplos

1) Si una torta sale del horno a una temperatura de 300°, después de dos
minutos se encuentra a una temperatura de 200°, ;cuanto tiempo mas tar-

dard en llegar a una temperatura de 100°, si se encuentra en una habita-
cion cuya temperatura es 30 F?

La funcién es T(¢)=30+C.d’

Sea T (0) = 300, sustituyendo en la ecuacion, determinamos el valor de la
constante C, 300 =30+ C.a", de donde surge que C = 270.

Ahora calculamos la constante a.

Como T (2) =200, 200=30+270.a>, a* =0,63

log 0,63

Por lo tanto loga = a=0,7937

Entonces la ley de enfriamiento de Newton es:

T(r)=30+270.0,7937'.  Ahora buscamos # para que 7 sea 100.
100 =30+270.0,7937" = 0,7937" = 0,26
_ 1log 0,26

=_—° 7" t =5,83 minutos.
log 0,7937
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2) Si un objeto esta en una habitacion cuya temperatura constante es de 60°,
después de diez minutos se enfria a 100° a 90°, ;cudnto tiempo mas tarda-
ra en llegar a una temperatura de 80°?

La funcion es T(¢)= 60+ C.d"

Sea T (0) = 100, sustituyendo en la ecuacién, determinamos el valor de la
constante C, 100 =60+ C.a°, de donde surge que C = 40.

Ahora calculamos la constante a.
Como 7 (10) =90, 90=60+40.4", o' =0,75.

log 0,75

Por lo tanto log a = a=09716.

Entonces la ley de enfriamiento de Newton es: T (t) =60+40.0,9716".

Ahora buscamos ¢ para que 7 sea 80.
80=60+40.0,9716' = 0,9716' =0,5

log 0,5

=—= " = {=2405 minutos.
log 09716

El modelo del aprendizaje humano

El aprendizaje humano es un proceso extremadamente complicado. La bio-
logia y la quimica del aprendizaje estan ain muy lejos de entenderse com-
pletamente. Si bien los modelos simples del aprendizaje no abarcan esta
complejidad, si pueden dar los aspectos limitados del proceso.

En este caso suponemos que la tasa a la cual un estudiante puede memorizar
parte de una lista de » datos es proporcional a la cantidad de datos que le

. d
falta memorizar. Por lo tanto 7)/ =k(n-y).
t
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_&
k(n—-y)
n-y=é' = y(t)=n—a’K

=dt . In(n—y)=kit

Donde y (7) es la fraccion de una lista de » datos ya memorizada en un ins-
tante 7, y K depende de las caracteristicas de cada individuo.

Ejemplo: un estudiante tiene 3 horas para presentarse a un examen y durante
este tiempo tiene que memorizar 60 datos. Si el estudiante memoriza 15 da-
tos en los primeros 20 minutos, ;cuantos lograra memorizar en las 3 horas?,
Ly en dos horas?

y()=60-a'K, y(0)=0=60-a"K = K =60

W(£)=60-a'60, 15=60-a"?60 = azg

27Y 27Y
N=60—| 2] 60= y(3)=60— 2L | 60=555
=60~ .60 5(0)-60-( 2]
27V
2)=60-| =L | 60=493
»(2) (MJ

Las lineas de campo de un campo vectorial en R’

Se denomina /inea de campo de un campo vectorial f =(P;Q) a toda curva
C de ecuacién g(t)= [x(t);y(t)] tal que en cada punto g(z,)=(x,,¥,) el

vector f es tangente a ella.

x'(t)=P(x;y)
g'(t)=x"(1):y'(2) =(P"Q):{ ,
[ ] y'(t)=0(x;»)
Si desarrollamos el sistema de ecuaciones tenemos:
dx
Z=P(x;
dt (x y) . dx_P(X,'y) . Q:Q(x;y)

Doy W L) T de P(xy)
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Llegamos asi a una ecuacion diferencial de primer orden. La solucién gene-
ral de la misma constituye la expresion cartesiana de las lineas de campo.

Ejemplos
D fxy)=(xp:=)")

1,2
in:Q=—ﬁ.'.lny=—lnx+cz>xy=C

dx  xy y X

Por lo tanto las lineas de campo son la familia de hipérbolas: xy=C.

2) f(x;y) = (x+y;x2 —y)

b _x-y
dx x+y

:><y—x2).dx+(x+y).dy

Es una ecuacion diferencial exacta.

Uiy = iy )ae= e 5 v a(y)

U(x,-y):J-(x+y).dy.=xy+y7+ﬂ(x) = U(X,'y)=xy—%+y7=C

Obtenemos asi la expresion cartesiana de las lineas de campo.
En el capitulo siguiente veremos como se determinan las lineas de campo de

un campo vectorial en R*como una aplicacién de los sistemas de ecuaciones
lineales.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales

Variables separables

I)Q:x 2)Q:Z 3) yy=k 4)(1+x2)y3.dx+(1+y2)dy:0
dx dx x

5) %+ex.y=e".y2 6) ¢ .cos ydv+(1+¢*)seny.dy =0

7) (3422 Jdy - 2xp.dv =0 8) 3p.(x? —3x+2).dy—1-y2.dr=0
x*—3x+2 d J4—4y*.(2x+1)  hallar la solucién

X
9) ——=dy+_—=010)y'= ) articular para
232 3y Jac +ax+l T By
11) yy* +2y +4.sen x.dx + (6y+ 6).coszx.dy =0

Homogéneas

1) y?—x*= 2xy.% , hallar la solucién particular para Py=(1;1)

2) (x+ y)dx+xdy=0 3) ()/2 +xy)dx—x2.dy:0
4) xy*.dy = (y3 -3x° )dx 5) ()/2 —x’ ).y'+2xy =0
6) (x—y)dx+(x+y)dy=0 7) (2x =3y)dx=(2y +3x)dy
_ [2, 2
8) (2x2 +2y2)dx—4x2.dy20 9) Q:—u
dx y
10) [e:* +l}dx—dy =0 11) y.dx+ (2 Xy — x)dy =0
X

Lineales

1) y'+senx.y =3senx, hallar la solucién particular para P;= (%;o)

2
2) y'+cosx.y=3cosx 3) y'==y=2x"—x+1 4) y’+i.y:x2—x
X X

dy cos x dy 2y 3 2X
5) —+senx.y=2xe 6) ————=(x+1 7 "+ y=Xx
) dx 4 ) dx  x+1 ( ) )y x2+1y
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8) y'+5y=¢" 9) (x—1).y+y=x"-1 10) y'=e"* -y

1
11) y'—y.tgx= , hallar la S.P. para Py= (0;0)
c

0S8 X
Exactas

1) (x+ y)dx+(2y+x)dy =0, hallar la S.P. para Py= (2;1)

d 2
2) (2x—y)+(y2—x)d—y=0 3) =
x y o —x
4) (x2 +ye” )dx+ (2xy+x).e”dy=0 5)y _xty+l
y—x+3

6) (ex +lny+1).dx+(£+ln X+ sen y].dy =0
X y

7) seny+(1+x.cosy).y'=0
8) (seny +sen x.y)dx +(x.cos y—cos x)dy =0, hallar la S.P. si P, = (ﬂ';%)

Factor integrante
1) (x -2y° ).dx + 2xy.dy = 0, hallar la solucion particular para Py= (1;0)

3
2) (x2+y2+x)dx+xy.dy:0 3) (2xy+x2y+y ].dx+(x2+y2)dy=0

3
4) 2x+y +xyy'=0 5) (3xy+2y2)dx+(x2+2xy)dy=0
Bernoulli
‘44 a
D y+E=t 2) Z—Z=yiing 3 y-y=y
y y dx  3x

S X

4) )c2y’+2)cy=y3 5) y'+%y=x3.y4 6) y’+y.tgx=co

7) y'+y=xy3 8) xy’+y:—xy2 9) xy'+y:x2y2
10) xy'—2y=4x3\/;
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Reducibles a homogéneas

D(=x+y=3)dx+(x+y-1)dy=0 2)(x—2y+5)dv+(2x—y+4)dy=0
3)(4x+3y+1)dc+Bx+2y+1)dy =0 4)(B3x+3y—dx+(x+y+1)dy =0
5)(2x =5y +3)dx — (5x =12y +8)dy = 0 6)y’=&y_15

X—y—
Ricatti

1) y'—xp* +2x°y —2x—x"—=1=0, Y, =x

2) y'=2x*—x"'y+2y* =0, y,=X

1+12x 2

3) y'-6—-18x— y+—y2=0,yp=3x
X

Clairaut (calcular la S.G. y 1a S.S.)

Dy=y'x+iny 2)y=yx+y” 3y=y'x-e 4y=y(x-5)+)"

Generales
1) y'+2xy=4x 2) x*.dy + xy.dx = 8x> cos*x.dx
2 2
+x-2 3y -6
3) T2 g+ 2 T8 =0 4 (1_+L2j.dx+ Liigx|dy=0
3x-2 y—1 X cos‘x y
4 1+ 12 , In X +1
5) d—y = + 6) y =¥
X (1 +x ) Xy Y
7) x.dy + y.dx = sen x.dx 8) (2xy.ex2 - Zx)dx +et dy=0
9) (3 +y° cos x)dx +2ysenx.dy=0 10) (3xy2 +8x? )dx +2x%y.dy =0
11) Q—6y:x 12) Q+2y:e’x hallar la solucion
dx dx particular para
Py=(0;2)
13) (y+xy2)dx—x.dy20 14) (x4+y4)dx—xy3.dy=0

15) (= x =2y —1)dx+(2x+ 4y +3)dy =0
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Trayectorias ortogonales
a) y*=Cx b) x+2y=C ¢) (x=1P+(y-17=C
Problemas

1) Calcular mediante una integral doble el area de la region plana del 1° cua-
drante limitaday=4x, 2y=3x ¢ y=f (x) si esta ultima es la solucion
particular de la ecuacion x.y'+y =2 que pasa por Py=(1;4).

2) Calcular el area de la region plana limitada por la curva solucion de la

ecuacion x.y'=y+x> que pasa por (2;4) y la recta de ecuacion x+ y =6.

3) Analice los puntos criticos de £ (x, ) si V/= (h(x) + 6xy — 2y — 3; 3x* — 2x — 1),

donde # es la solucion particular de %+i =—x"".h que pasa por (1;15).
X

4) Dada f'(x, y) = 2y.h(x) con h(x) derivable, determine el valor y la direccion
de derivada direccional maxima de f'(x, y) en (1;2) si A(x) es la solucion de
xh'—(1+3x)h=0,con h(l)=¢.

5)Si y=f(x) eslaS.P.de y+y=x>+1 que pasa por Py= (1;2), hallar el
punto mas cercano de la grafica de la misma a Py = (1;1).

6) Dada f(x;y)= (y.g(x);y2 —-g(x)+ xz) , hallar g(x) para que f tenga
matriz jacobiana simétrica si f(0,2)=(2,3).

7) Calcular el 4rea de la superficie S de ecuacion y= f(x)con0<z<Iy
x <1siy es la solucién particular de y'+ y = x” +2x que pasa por (0;0).

8) Calcular la circulacién de f(x;y)= ( y —x;2x2) desde (1;1) a (0;—4) con

a lo largo de la curva la solucion particular de xy'—2y =8 que pasa por
dichos puntos.

9) Al sacar una torta del horno, su temperatura es de 180 °C. Después de 3
minutos, su temperatura es de 120 °C. ;En cuanto tiempo se enfriara hasta
la temperatura ambiente de 22 °C?
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RESPUESTAS

Variables separables

2 2 3
X y 1 X
N)y=—+C 2) y=Cx3) —=kx+C 4) ——-lny=x+—+C
)y 5 )y ) 5 )2y2 y 3

5) In y_lzex+C 6) (1+ex)C=cosy7)y=(3+x2)C
Y

8) lnx_?:—3 1-y*> +C 9) w/2+3y2+c=—lnx_f
x— r—

10) %arcseny=x+C S.P.: %arcsenyzx—l

11) secx+C=—64y +2y+4

Homogéneas
2 2
1)x11?=(1} +1 SP;x:Rzz(Z) +1 2)x4(?=J1+221
X X X
__x 3 _ 3 3 y
3) In (x.C)——— 4) y =9 Inx+Cx" 5) ———=C
Y y +x
1 2 2 o3, Y
6) —h{fXJ-H]+anmgX=-w1x+c 7) xC= [Z;+;Z—C
2 X X X X

Y

8) In x=—2—x+C 9) x.C=+/x>+y> —x 10) Inx=—e *+C
y—x

1) [ +my=C
y

Lineales

Dy=e® B +C); SP. y=e® e ¥ -3)
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2)y=e_se”(3e““+C) 3) y=x2(2x—ln x—l+C]

X

6 5 2
4) y=x_3(%—x?+C 5) y=e(x+C) 6) y=(x+1)2[%+x+CJ

4 2 10x 3
7) y:(x2+1)‘1(%+%+cj 8) y=e_5x[elo +CJ 9) y= ¥ —3x+C

3(x—1)
10) y=le* +Ce™ 1) y= (x+C) SP: y=—2
2 cos X cos X
Exactas

2 3

1) xy+x*+y*=C,SP.: xy+x?+y2 =5 2) xp—x +y?=C

3 3
3) —x2y+y?:C 4) x?+xy.ezy:C 5) X +2xy—y* +2x—6y=C

6) xIny+ylnx+e —cosy=C 7) xseny+y=C

3
8) x.seny—y.cosx=C; S.P.: xseny—y.cosx= il

Factor integrante

4 2.2
A

) —x"+y*x?=C,SP: —x"'+yx7=-1 2) —+ +—=C
) y y ) T3

2 x xy3 2x° x2y2 3 2.2
3) xe'y+e ?:C 4)T+ 5 =C Sy xy+xy =C

Bernoulli

6 4
1) y3 :3x_3(%+x4 +C] 2) y_3 :—3[§ln x—XT+Cx_lJ

3) y’z =Cx?*-1 4) y’2 =%+C.x4 5) )f3 =x3(—3x+C)

6) y* =2cos’ x(x+C) 7) y :x+%+C.e2x 8) y ' =x(ln x+C)
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1

Cr— 22 10) y:(x3+Cx)Z

9 y=

Reducibles a homogéneas

1) y?+2xy—x>—6x—-2y=C 2) (x+y-1)=(y-x-3)C
3) Y 4+3xy+2x  +y+x=C 4) C=3x+y+2njx+y-1|
5) x> —5xp+6y> +3x—8y+2=C 6)ﬂ:1n|x+y—3|+c
x+y-3
Ricatrti
2x
) y=x+ 5 2) y=x+——5 3) y=3x+

C—x 1+ Ce* 2+Cx
Clairaut
1) y=xC+/n C,S.S.: y=—[1+ln(—x)]
2) y=x.C+C?,S.S.: 27y* +4x* =0
3) y=x.C—e“,S8.S.: y=—x(lnx+1)

(x=5)

4) y=C(x—-5)+C?,S8.S.: y=— 7

Generales

1) y=e*2e” +C). lineal, y V.S

2) y=x"" (sz +2xsen2x+cos2x+ C), lineal

3) %ln(x—l)+§ln(x+2)+ln C=—%J3y2 -6y, V.S.

4) Inx+ytgx+iny=C, exacta  5) (1+y2)(x2 +1): x*’C,V.S.
4

6) x.ln(1+x2)—2x+2arctg x4+ CzyT,V.S.

7 y=x" (— cos x+C ), lineal y exacta 8) y.ef‘”2 —x* =C, exacta y lineal

9) 3x+ yz.sen x =C. exacta, Bernoulli 10) x3y2 +2x*=C, F.I, Bernoulli
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X 1 6 .
11) y=————+¢"".C, lineal
)y 6 36

12)y=e™ (ex + C), lineal; S.P.: y= e_zx(ex + 1)
2 4
13)2+2 =C, F.IL,Bemoulli 14) lnx—2—=C,F.L
y 2 4x

15) In|4x+8y+5|+8y—4x=C, red.a V.S.

Trayectorias ortogonales
2
a) 2x2+y7=C b) y=2x+C ) y—1=C(x-1)

Problemas

A=14+2n2, 2)A= %

3) No hay extremos, (1, —3) y (-=1/3, 39) son puntos de ensilladura

4) f, max = 24J65¢* en la direccion y sentido v =(8;1)

55 P=(12) 6) g(x)=2x+e -2 T)A=2 8) jcf(x).dx =—%
9) A los 50 minutos la temperatura es T = 22,05 °C
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE 2° ORDEN

Si en la ecuacion diferencial la derivada de mayor orden que aparece involu-
crada es la derivada segunda, estamos en presencia de una ecuacion diferen-
cial de 2° orden. Su expresion general es V"= f(x;y,)").

Si el exponente de la derivada 2° es 1, la ecuacion diferencial es lineal. Si
ademas los coeficientes de las derivadas que aparecen involucradas son
constantes tenemos las ecuaciones diferenciales lineales de 2° orden con
coeficientes constantes, que son las que analizamos en este texto.

Dicha ecuacion diferencial tiene la siguiente expresion general:
a,.y"+a.y +a,y = F(x) cona,#0

Si en dicha expresion general F(x)=0, la ecuacion diferencial se denomina
homogénea.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2° ORDEN CON COEFICIENTES
CONSTANTES HOMOGENEAS

az.y” =+ al ‘y, =+ aoy = 0 con azq’_- 0 (1) WRONSKI, Joseph (1778-1853)!
Matematico polaco que

. ., escribio sobre la filo-
Vemos como se obtiene la solucion ge- o
sofia de la matemati-

neral de este tipo de ecuaciones diferen- | ., Naci6 con el nom-

ciales. Si y; e y, son soluciones particula- | bre de Hoené pero a-

res linealmente independientes [y, ,, | | doptd el nombre de
» Wronski cuando se

5 en 1810.
1) enton = + tam- | S350 N
ge( ) N tlo Ces Y G V1 G Y2 ta Es conocido entre otros temas por sus de-
1en €S solucion.

terminantes llamados wronskianos.

Dem: Si y=Ciy+Coyy= Yy =Cy +C,y, e y'=Cy", +C,y",
Por lo tanto, reemplazando en (1)
aZ'(CIyI” + Czy; )"‘ a ~(C1Y1, + Czy,z)"' a0~(C1y1 + Cz)’z) =0

Aplicando propiedad distributiva y agrupando queda:
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G .(a2 Vi +ay, +agy )+ C, .(a2 yy +a,y, +ayy, )= 0 porque cada paréntesis es

0 por ser y; e y, soluciones particulares de (1).

Ademas puede probarse que si

ooy
W(x)= 1 M2

'

N ylz

#0 = y:C1y1+C2y2

es la solucion general.

Este determinante se denomina wronskiano por el matematico polaco Jo-

seph Wronski.

El problema es encontrar y; € y,.
D'Alembert propuso como solu-
cién particular a y = ™. Debe-
mos determinar cuanto vale 7.

De lo visto surge que y'=re™

2 rx

ey'=r"e™. Siy =¢" es una so-

lucién particular, debe satisfacer
la ecuaciéon diferencial, por lo
tanto, reemplazando en la ecua-
cion diferencial queda:

ar’e™ + ajre™ + ape™ =0

Sacando factor comun queda:

e (ay* + ayr + ag) = 0.

D’ALEMBERT, Juan Le Rond (1717-1783):
cientifico, filésofo y literato francés que nacio y
muri6 en Paris, es quién formula por primera
vez el Teorema Fundamental del Algebra de-
mostrado posteriormente por

Gauss. Su nombre proviene

del nombre de una iglesia

(Saint Jean le Rond) en las

gradas de la cual se habia

descubierto un nifio aban-

donado por su madre, una

aristocrata dama de la cual

era hijo natural. Es el conti-

nuador directo de las ideas de Leibniz y Newton.
Ingresoé a la Academia de Ciencias de Paris en
1741 y poco después a la de Berlin. Dio un pa-
so muy importante en el campo de la teoria de
las funciones al aclarar que el argumento y los
valores de una funcion pueden ser reales o
complejos.

Esta ecuacién vale cero, para los valores para los cuales ayr* + ayr + ag=0.

La ecuacion a,r” + ayr + ag= 0 recibe el nombre de ecuacion caracteristica

asociada a la ecuacion diferencial.



Ecuaciones diferenciales de 2° orden 449

Si llamamos r; y r; a las raices de la ecuacion caracteristica queda: y, = /1%

e v, =e’2%, que son las soluciones particulares que estamos buscando. De-

bemos ver ahora que ocurre con el determinante, si éste no se anula habre-
mos obtenido la solucion general de la ecuacion diferencial.

_ nx r nx — LY . = nx
nTe =y, The e)y,Tes Ly, The

w)=| ¢ € |z0

57X X
’,«1 el rze 2
1y Qlrtr)v= ) () )20 = p 2,

Por lo tanto si las raices de la ecuacion caracteristica son distintas la solucion
general es:

y — CI ele + C2 erzx

Casoenel que r,=r,

Analicemos el caso en que r; = r,. En este caso las soluciones no son lineal-
mente independientes, no se cumple que el determinante es no nulo. Debe-
mos buscar otras soluciones particulares de la ecuacion diferencial.
Probamos ahora con y, =e"* e y, =x.¢"". Debemos primero probar que
y=x.e™es solucion de la ecuacidn diferencial y luego que el determinante
es#0.

y=x."" = y = +xne™ o y'=2rne" +1x.e™

a, (Z}qe"‘x-i-;’lzx.e"‘x )+ a, (er1x+r1x.er'x )+ ay x.e't =
=" (2a; +ay)+ x~erlx-(a2”12+a1’”1+ao) =0

ari+ar +ag=0 porque 7y es raiz de la ecuacion caracteristica.
2a, r1+a;=0 porque r; es raiz doble de la ecuacidn caracteristica ..

a;

n=- = 2ar+a; =0

2a,

Veremos ahora que el determinante no se anula.
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ylzerlx:>yll :},.l erlx e yzzx'ehx :>y/2 :er1x+7‘l x.er]x —

nx X

x.e
W(x): :le]x+62rlx KX — X7 lelx:eZ;’lx #0
ne' " +nxe™

P

= y=C, " +C,yx.e"" es lasolucion general.

Caso en el que r; y r, son complejas

Si bien este caso esta incluido en el caso en el cual r| #r,, conviene expresar
la solucion en su forma aparentemente real.

Si ry=a + bi, debe ser r, = a — bi, por ser las raices complejas conjugadas. La
solucion general es:

y= Cle(aJrhi)x + Cze(afbi)x

" = cos (bx)+i.sen(bx)

la solucion
e—bix = cos (bx)— i.sen (bx)

Si utilizamos las formulas de Euler: {

ax

general queda: y=Ce™.e"™ +C, e™.e™"™ , por lo tanto

y =e". [C1 (cos (bx)+i sen (bx))+ C, (cos (bx)—i sen (bx))]
y=e"[(C,+C,).cos (bx)+i (C,—C,).sen (bx)]
Si hacemos C; + C; =K, ¢ i.(C,— () = K5, queda:

y=e”".[l<1 cos (bx)+ K, sen (bx)], que es la solucion general, en este caso

(Ilamada solucion aparentemente real).
Ejemplos

a)y" —4y'+3y=0

Obtenemos la ecuacién caracteristica: ”*—4r+3=0=r =3y r=1, por lo
tanto la solucion general es: y=C, e +C, e".
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b)y"—dy'+4y=0

Obtenemos la ecuacion caracteristica: * —4r +4=0= r =2 y =2, por lo
tanto la solucion general es: y=C,e** +C,x.e**

Qy'+dy=0

Obtenemos la ecuacion caracteristica: 7+ 4 = 0 = = 2i y r, = -2i, por lo
tanto la solucion general es: y = K,cos (2x)+ K, sen (2x)

.Como se obtienen las soluciones particulares?

En este caso vimos que la solucion general tiene dos constantes C; y C,. De-
bemos recordar un teorema debido a Cauchy que expresa que dado un punto
Py = (x0;)0) del plano y una pendiente en dicho punto y’ (xo ) de las doblemen-

te infinitas curvas que componen la solucion general una sola pasa por ese
punto y tiene esa pendiente. Es decir que prefijados el punto y la pendiente,
quedan determinados C; y C..

Por lo tanto para obtener la solucién particular de una ecuacion diferencial
de 2° orden debemos fijar el punto y la pendiente.

Ejemplo

Del ejemplo a) visto anteriormente busquemos la solucion particular que pa-
sa por Py=(0;0) y tal que y'(O) =1. La solucién general es:

y=Ce* +Cye".

Con las dos condiciones formamos un sistema de ecuaciones, la primera

ecuacion surge de reemplazar en la solucion general y la segunda de reem-
plazar en la derivada de la solucion general.

G,+C, =0 1
= C=—
3C,+C, =1 2

Por lo tanto la solucidn particular es: y =%e3 * —%e
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2° ORDEN CON COEFICIENTES
CONSTANTES NO HOMOGENEAS

En este caso F (x) # 0, tienen la siguiente forma:
a,y"+ay'+a,y =F (x) F(x)20 y cona,#0

La solucidon general de este tipo de ecuaciones diferenciales es igual a la su-
ma de la solucion general de la ecuacion diferencial homogénea asociada y
de una solucion particular de la ecuacion diferencial no homogénea.

Demostracion

Si llamamos y;, a la solucidon general de la ecuacion diferencial homogénea
asociada e y, a la solucion particular, tenemos que la solucion general de la
ecuacion diferencial no homogénea es y = y,+ y,.

Demostraremos que satisface la ecuacion diferencial:

az,()/; +y;7)+ al.(y;l -I-ij)-l- ao.(yh-i-yp): F (x):>

(azyL +ayy, +ag yh) + (azy; +ayy, +a, yp) =0+ F(x)=F (x)

Vemos que el primer paréntesis es 0 por ser solucion de la ecuacidn diferen-
cial homogénea y el segundo paréntesis es F(x) por ser y, una solucion parti-
cular.

El problema que se presenta para resolver estas ecuaciones diferenciales es en-
contrar la solucién particular (y,). Esta solucion particular depende de F(x).
Para distintas formas de F(x) probaremos distintas soluciones particulares.

Veremos algunos casos que se pueden aplicar cuando las F(x) son funciones
de los siguientes tipos: polindmicas, exponenciales de la forma €™ o trigono-
métricas del tipo sen x, cos x. Esto se debe a que las derivadas de este tipo de
funciones son funciones del mismo tipo. Hay varios métodos para obtener y,,.
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METODOS PARA HALLAR Yp
Analizamos en primer lugar el método de los coeficientes indeterminados.
A) Método de los coeficientes indeterminados

Ejemplos: Si F(x) es:
a) un polinomio de grado », y, es un polinomio del mismo gra-
do completo. Las incdgnitas son los coeficientes del polino-
mio.

b) Si F(x) es del tipo A.e"™, ¥, tiene la forma o.e™, donde la in-
cognita es a.

¢) Si F(x) = m.sen (nx), o F(x) =r.cos (nx), o
F(x) = m.sen (nx) + r.cos (nx),
Y= & .sen (nx) + B .cos (nx), las incognitas son oy .

d) Si F(x) fuese una combinacidn lineal de los casos anteriores,
la solucién particular es una combinacion lineal de las solu-
ciones particulares vistas.

Planteada la forma genérica de y,, debemos encontrar los coeficientes.

Nota importante: los términos de y, deben ser linealmente independientes
con los términos de y;. Si no fuese asi esos términos deben, como ya vimos,
multiplicarse por x hasta que se obtenga la independencia lineal.

Ejemplos
a) y"+2y -3y =6

Primero resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada: y"+2y"—3y=0.

Obtenemos la ecuacion caracteristica: * +2r -3 =0 = r; = -3 y r,=1. La so-
lucién de la ecuacion diferencial homogénea es: y, = Cie " + Cye’.

Buscamos ahora la solucion particular, y, debe ser un polinomio grado 0: (y = k).

Y=k =y,=0 . y,=0
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Por ser una solucion particular de la ecuacion diferencial debe satisfacer la
misma, por lo tanto:

0+2.0-3k=6 = k=-2 .. y,==2 = y=Cie "+ Coe" -2

b) y"—y =6y =2x" —3x

Primeroresolvemoslaecuaciéndiferencial homogénea asociada: y”—) =6y = 0.

Obtenemos la ecuacién caracteristica: 7> —r— 6 =0 = r, =3 yr=-—2.La
solucion de la ecuacion diferencial homogénea es: y, = Cje™* + Cye ™.

Buscamos ahora la solucién particular, y, debe ser un polinomio completo de
2° grado. Debemos encontrar los coeficientes.

=A¥+Bx+C
=24Ax+B
=24

Por ser una solucion particular de la ecuacion diferencial debe satisfacer la
misma, por lo tanto: 24 —2A4x — B — 6Ax*— 6Bx — 6C = 2x* —3x,

o4 =2 111 2 1,11 2
—24-6B=-3 = a4=—L p= oo 2B 1,1, 23
37718 108 77 T3 18T 108
24-B—-6C =0
Lo 1123
=Gt G —oxtt—x———
e T e T TR T 08

¢) y"—6y"+9y=cos x
Primero resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada:
y"=6y+9y=0

Obtenemos la ecuacion caracteristica: ° — 6r+9 = 0 = =3 y r, = 3. La so-
lucién de la ecuacion diferencial homogénea es: y, =C e + Cox.e™.

Buscamos ahora la solucion particular, y, debe ser de la forma: y, = o.sen x+
+ f.cos x. Debemos encontrar los coeficientes o y §3.

"

— QR —
yp=osenx+B.cosx  y,=o.cosx—B.senx V'p=—a.senx—B.cos x
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Por ser una solucion particular de la ecuacion diferencial debe satisfacer la
misma, por lo tanto:

—a.sen x — B.cos x — 6a.cos x + 6B.sen x + 9a.sen x + 9B.cos x = cos x
(8o + 6B). sen x + (8B — 6). cos x = cos x

3
= a:——’ﬂ:i. Lay =——senx +—cos x
6p+8a =0 50 25 r 50

{8,8—6(1—1 3

= y=Ce”+C,x.e™" —isen x+icos X
50 25

d) y"—y =2y = 4e*+2x

Primero resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada: y” — 3" —2y=0.

Obtenemos la ecuacion caracteristica: 17— r—2=0 = r =2 y r,=-1. Laso-
o g . . 2 _
lucién de la ecuacion diferencial homogénea es: y,= Cie™ + Cre ™.

Buscamos ahora la solucion particular, y, debe ser una combinaciéon entre
una exponencial y un polinomio completo de 1° grado. Debemos encontrar
los coeficientes.

yp= e tAx+ B = y,=3a.e +4 . y",=9a.e

Por ser una solucién particular de la ecuacion diferencial debe satisfacer la
misma, por lo tanto: 9a.e’* —3a.e’ — A—2a.e’* —24—2B =4’ +2x

40=4
-24=2 :>0{=1,A=—1,B=l Sy — oyl
2 P 2
-4 -2B=0

y=Ce*+Cye "+ & —x+%

Caso en que algun término de y, no es linealmente independiente con y,

y'+y =2y = 3e"

Primero resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada: y"+y" =2y = 0.
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Obtenemos la ecuacion caracteristica: 7+ r—2=0= r=-2 yr,=1.Laso-
lucién de la ecuacion diferencial homogénea es: y,= Cie > +Cse’.

Buscamos ahora la solucién particular, y, debe ser una funcidn exponencial de
la forma o™ multiplicada por x (ow.¢") porque ¢ forma parte de y, y por lo tanto
no se respeta la independencia lineal. Debemos encontrar el coeficiente c.

y,=0axe = y;? = a.(ex + x.ex):> y; = a.(ex +e' + x.ex):> 3oe” =3e*

—2x

>a=1=y=Ce " +Ce" +xe"

Si no hubiésemos multiplicado por x hubiera ocurrido lo siguiente: y, = a.e"
" X x _ X _ X .0 —_ X

=>y,=y,=0ae +ae —2ae =3¢" -.0=3¢". Llegamos a un absurdo.

Por eso siempre que en la solucion particular aparezca una solucion que no

sea linealmente independiente con una que ya aparecid en y;, la solucion
debe multiplicarse por x.

B) Método de las partes variables
El método consiste en trabajar con las llamadas partes variables de F(x).
Parte variable

Dada una funcion se llama parte variable a la parte que depende de la varia-
ble (no se tienen en cuenta los coeficientes). Por ejemplo, si F(x) = 3x7, la
p.v. es x°, si F(x) = 4cos x + 3¢™, las p.v. son cos x y ™. Si F(x) =C, la p.v
se puede pensar como x’=1.

Dada una F(x) hallamos sus derivadas sucesivas hasta que observemos que
en sus términos no aparecen nuevas partes variables.

Por ejemplo:  F(x) =x"+ cos x
F’(x)=2x—senx
F"(x)=2—cos x

F'"(x)=sen x

Por el primer término (x*) las p.v. son (x’, x, 1), por el segundo término (cos x),
las p.v. son (cos x, sen x). Por lo tanto las p.v. de F(x) son (x’, x, 1, cos x, sen x).
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Si G(x)=x-cosx+ senx
G’(x)= 1 + sen x + cos x

G" (x) =cos x —senx

Por el primer término (x) las p.v. son (x,1), por el segundo término (cos x),
las p.v. son (cos x, sen x) y por el tercer término las p.v. son (sen x, cos x).
Por lo tanto las p.v. de F(x) son (x, 1, cos x, sen x). Si algn término se repite
en las p.v. de distintas funciones, se considera una sola vez.

Determinacion de y,

Para determinar y, hay que tener en cuenta la funcidon F(x) que figura en el
segundo miembro de la ecuacion diferencial. De esa funcidn se calculan sus
partes variables para cada término. Una vez determinados estos grupos se hace
el siguiente analisis: se observa la expresion de la solucion de la ecuacion ho-
mogénea asociada y si las partes variables de los términos de ésta se repiten en
algin grupo de las partes variables de F(x), se debe multiplicar por x cada tér-
mino de este grupo. Si en el nuevo grupo asi formado se vuelve a repetir una
parte variable de la homogénea, se vuelve a multiplicar todo el grupo por x y
asi sucesivamente hasta que no se repitan las partes variables.

En los grupos asi formados no deben haber partes variables que se repitan, si
asi ocurriera se consideran una sola vez.

Una vez determinadas todas las partes variables, la y, es una combinacion

lineal de ellas. Una vez determinada y, se procede igual que en el método
visto anteriormente.

Ejemplos: a) y"-5y'+6y = 2x*

Primero calculamos yy: P5r+6=0 == 3, n=2.,= C.e¥+ C.e™.
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = 2x*, F'(x)=4x, F"(x)= 4, las
pv. (2x%) = (% x 51).

Como no se repiten con las p.v. de y, (%, €), entonces W= Ax*+ Bx + C.
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b) y"+4y'=x+3

Primero calculamos yy: P+dr=0 =r= 0, m=—4 =>w=C+ Cy.e™
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) =x + 3,F’(x) =1, las p.v.(x) = (x;1),
las p.v.(3)=1.

Vemos que se repite x’ (C; y 1). Debemos multiplicar todo el grupo (x;1) por
x, nos queda el nuevo grupo (x*, x) y el grupo (1) también por x, nos queda el
nuevo grupo (x). Ahora no hay repeticion entre las p.v. de la solucion de la
homogénea y estos nuevos grupos. Finalmente las p.v. de F(x) quedan:
(x*;x). La x esta en ambos grupos, la consideramos una sola vez.

Entonces y,= Ax” + Bx.

c) Y'-y=e'senx

Primero calculamos yy: P-1=0 =>rn=1, n=-1. = Ce"+Cye™.
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = ¢".sen x, F'(x)= ¢".sen x + ¢".cos x,
F"(x)=e".sen x + e".cos x + ¢".cos x — €' sen x, las p.v. (¢".sen x) = (¢".sen x;

e'.cos x).

Vemos que no se repiten las partes variables del grupo con las que aparecen
en la solucion de la homogénea (e*;e™), por lo tanto las p.v. de F(x) quedan:
(e".sen x; €".cos x). Entonces y,= Ae".sen x + Be'.cos x.

C) Método Variacion de Parametros de Lagrange'

Se trata de un método para resolver ecuaciones diferenciales lineales de ené-
simo orden. Comenzaremos estudiando el método para ecuaciones de segun-

do orden y lo generalizaremos.

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden:

a(x)y”+b(x)y'+c(x)y = g(x) con a(x) #0

! Tema desarrollado por Pablo Caviezel, docente de Analisis Matematico II de la Facultad de
Ciencias Economicas de la UBA.
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La superioridad de este método con respecto a los métodos vistos anterior-
mente radica en dos puntos fundamentales:

e No es necesario que la ecuacion tenga coeficientes constantes.
e g(x)puede ser cualquier funcién que dependa de x, no debiendo necesa-

riamente limitarse a polinomios, exponenciales o trigonométricas.

En el caso en que a(x)= 0, la ecuacion diferencial es de primer orden, li-
neal, y el método aprendido para estas ecuaciones es justamente éste.

Por simplicidad de notacion, reduciremos los coeficientes de la ecuaciéon a
letras simbdlicas, entendiéndose que pueden ser funciones en x. Asi, tene-
mos:

ay” +by"+cy=g(x)

Para resolverla, resolvemos por algun método conocido la ecuacién diferencial
r . ” 7’ .y

homogénea asociada: ay, +by, +cy, =0, cuya soluciéon es de la forma:

v, =Cy +C,y,. ¥, e ¥, son soluciones particulares linealmente indepen-

dientes de la ecuacidn diferencial y C; y C, constantes indeterminadas.

Entendemos que la solucién de la ecuacion diferencial completa es la suma
de la solucion de la ecuacion diferencial homogénea mas una solucion parti-

cular. Es decir: y =y, +y, Lagrange propone como solucion particular a la
expresion que surge de reemplazar en la solucion de la ecuacion diferencial
homogénea las constantes por funciones de x a determinar. Es decir:

Yp =M () +v, (x)y, .

El problema es determinar qué funciones son éstas. Simplificando la nota-
cion, podemos expresar la solucion particular como: y, =vy, +v,y, . Sabe-

mos que la solucidn particular es solucion particular de la ecuacion completa
y, como tal, debe satisfacerla. Entonces procedemos a calcular sus derivadas
para reemplazar en la ecuacion: y, =v,y; +v,,.

V=i vy iV, v, vy
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Vamos a imponerle una condiciéon a ambas funciones. Pedimos que:
Vi, +Vv,»,=0. A esta condicion la llamaremos Condiciéon N° 1. Es decir

que:
> v,y +v,y,=0  Condicién N°1

Bajo tal esquema, tenemos entonces:

Yp =N TV,
V=it

Yy =V AV VL, 0,0

Reemplazando en la ecuacion completa: ay”+by'+cy = g(x) , resulta:
a(viyl + v VLY, +0,0)) + b +1,00) +e(ny +,0,) = g(x)
Aplicando propiedad distributiva:

aviy,+avy/+avyy; +av, ) +bvy by, +evy +ev,y, = g(x)
Agrupando convenientemente, resulta:

avyl+bvyl+cvy, +av,ys +bv,y, +cv,y, +aviy + avyy, = g(x)
Extrayendo factor comun,

vi(ay/+by +cp) +vy(ay; + by, +cy,) +a(viy +5)) = g(x)

Pero, dado que y, e y, son soluciones de la ecuacidn diferencial homogénea

asociada a la dada, resulta que: ay, +by, +cy, =0, ay; +by, +cy, =0

Con lo cual la expresion anterior se reduce a: a(V/y, +v,y,) = g(x)
A esta expresion la llamaremos Condicidon N © 2.
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Es decir:  a(viy|+Vv,y))=g(x) Condicion N ° 2

Entonces nos quedaron dos condiciones impuestas sobre las funciones v, y
4 /
iy +vy, =0

v, . Es decir: , .,
’ {a(vlyl +V2y2):g(x)

Se trata de un sistema de ecuaciones que, escrito en forma ordenada resulta
ser:

ylvl,+y2v; =0

7 7 4 g(x)
vt v, =

Dicho sistema se puede escribir en forma matricial:

v TV 0
1 2 1
’ ’ ;| = X
|:J"1 y2j|{vj &
a

La matriz asociada al sistema de ecuaciones se denomina Matriz de
Wronski y se trata de una matriz no singular (es decir, admite inversa), en
virtud de que las funciones y, e y, son linealmente independientes.

Se resuelve el sistema para vl' y v;. Se integra finalmente para hallar v, y
v,. La solucién complementaria se obtiene entonces de la forma:
Y, =W (x)y, +v,(x)y,, que se suma finalmente a la homogénea para obtener

la solucidn del sistema completo. Notar que se puede elegir cualquier cons-
tante de integracion al integrar para hallar v, y v, . Esto es asi porque el sis-

. . . . 4 /
tema de ecuaciones impone condiciones sobre v, y V.
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Ejemplo 1
Resolver la siguiente ecuacion diferencial: y"—2y'-3y = e** +3x

Resolvemos la ecuacion diferencial homogénea asociada: y"-2y", -3y, =0,
cuya ecuacion caracteristica es: 7 — 2r — 3 = 0. Vemos que las raices caracte-
risticas son 1, =3 y r, =—1.

Entonces armamos la solucion: y,= C, e+ Cre™.

.y . 3 _
Planteamos como solucién complementaria: y, =ve™ +v,e

Luego, el sistema de ecuaciones resulta, en forma matricial:

ey e v{ B 0
3¢ —et ) v'2 e +3x

Elegimos el método de Cramer para su resolucion:

3x —X
e e _ - _
A= 365 . =—e" e —3ee ™ =—dee " = —4e™
e’ —e
0 e _ e 0 3, o
v =, =€ (e +3x) Ay =L o =e (e +3x)
e’ +3x —e 3 e +3x
Entonces:

A, —e (@ +3x) 1 L., 1
=t 2T € T L e 4 3x) = —— (e +3¢ Ty
LA 4 ( ) 4( :

O sea que: v, = '[ % (e +3e " x)dx = %[ Ie_xdx +3 J-e_3 "xa’x} . Eligiendo

cero para las constantes de integracion resulta:
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v, =— —e'x+3(—lxe_3x—le'3x) =—le'x——xe T——e”
3 9 4 4 12

Analogamente:

, Ay e +3x) 1 5 1,
V=—2=———F=——¢"(e" +3x)=—— (e +3e'x
A —4e™ el =73 )

O sea que: v, = J.—%(el‘ +3e"x)dx = —%[ J.e”dx +3 J.e"xdx] .

Eligiendo cero para las constantes de integracion resulta:

3x
v2=—l ¢ +3(xe" —e") =—Le3x—§xe‘”+§ex
4] 3 4

3 —
Entonces, dado que: y, =ve™ +v,e”"

Haciendo el reemplazo correspondiente resulta:

TR T TR TR T
Osea: y, =——¢* x+§

Y la solucion general resulta de sumar la solucién homogénea con la solu-
cion complementaria hallada.

Solucion General: y=Ce™ +C,e™™ _le2x _x+g

3
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Generalizacion del método

Sea la siguiente una ecuacion diferencial de enésimo orden:

a,(0)y" +a, ()" +a,, ()Y o+ ay (0 +a (0 +a,(0)y = g(x)
con a, (x) #0 (El supraindice entre paréntesis implica orden de derivacion).
Simplificando la notacién, podemos escribir:

ay” +a, " +a, Yy P+ . +ay +ay +a,y=g(x) a,(x)#0

Se resuelve la ecuacién homogénea asociada y su solucién sera del tipo:

V,=Cy+Cy, +Cy; +..+C 1y, +C v,

Siendo ¥, ¥,; V5.3 ¥,_15 Y, funciones linealmente independientes.

Se plantea como solucion complementaria la misma expresion pero variando
las constantes:

Y, =WVt vyt y, Ly, Yy, cony, = v, (x)

. . .. 4
El sistema, escrito en forma matricial para obtener las v; se demuestra es

como sigue:
— 4 _ r 0 |
yl y2 y3 ynfl yn Vl,
4 4 4 4 4 ’ 0
yl y2 y3 yn—l yn vV,
” ” ” ” ” , _ 0
B2 V> Y3 e YV Y v, | T
(n-1) (n-1) (n-1) (n=1) (n-1) , 0
N e 3 o Yo W V-1 (x)
(n) (n) (n) (n) (n) ’ gx
_yl y2 y3 ynfl yn __vn_ a_
S n -l

Integrando, se obtienen las v, =v,(x) y se obtiene la solucion general:

y=yty,
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR CON COEFICIENTES
CONSTANTES

Lo visto para ecuaciones diferenciales de segundo orden es facilmente gene-
ralizables a ecuaciones diferenciables de orden superior como veremos en
los siguientes ejemplos.
a) Ecuaciones diferenciales homogéneas
1) y!N+ 2yu_yr_2y =0
La ecuacion caracteristica es »° +2r> —r—2=0.
=1 _ _ _ X —Xx —2x
n=1 rn=-1, n=-2 = y=Ce" +Ce " +Cse
2) y/N_2yN+yl :O
La ecuacién caracteristica es r° —2r° +7r=0.
n=1 rn=1, rn=0 = y=Ce +Cxe +C,
3) y'=y=0
La ecuacion caracteristica es r*—1=0.
n=1, n=-1, n=i, n=-i = y=Ce +C,e " +K,cosx+K,senx
4 y"-y=0

La ecuacion caracteristicaes > —1=0.

1 3, 1 3.

n=1 rn==+—i, rn=———i

2 2 2 2

= e Kicos (B ) sn (184
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b) Ecuaciones diferenciales no homogéneas
1
1 m_ " — e—x/2
)y 57

Resolvemos la ecuacion homogénea asociada. La ecuacidon caracteristica es

r3—%r2=0. rn=0, =0, 132% = y,=C +Cx+Cye*’?

Calculamos y,

—X ’ 1 —X ” 1 —X " —X
v, =de /2 ypz_EAe /2 ypzer 2 o g2

Reemplazando:

—Ae = —%A =1..4=-4

Finalmente queda que y = C, + C,x + Cye*’> —4e™*/?

2) yﬂ!_3yﬂ+2y!:e*x+5x

Resolvemos la ecuacion homogénea asociada. La ecuacidon caracteristica es
=3 +2r=0. =0, =1, n=2 = y,=C +Cye* +C,e**

Calculamos y,

y,=Ae"+Bx+C y',=—Ae”" +B y',=det Y, =—Ade™

—Ade —34e " —-2e " +2B=¢" +6x

Reemplazando: ! 1
—64e"+2B=¢"" :>—6A:1/\ZB:6.'.A:—E/\B:3

Finalmente queda que y = C, + C,e" + C;e™ —%e”‘ +3x
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2° ORDEN CON COEFICIENTES
VARIABLES

Hasta ahora hemos analizado el caso en que los coeficientes de la ecuacion
diferencial son constantes. Veremos ahora la ecuacion diferencial de
Cauchy-Euler, que es un caso en el que los coeficientes son funciones de x.

Forma general

La forma general es:

a,(x)x"y" +a, (x)x""'y"" + .. +a(x)y+a,(x)y = f(x), donde los ex-
ponentes de la y, indican 6rdenes de derivacion.

Ecuacion diferencial de Cauchy-Euler
Esta ecuacion tiene el siguiente formato:
ax"y"+a, x"'y"" +. . +ax’y"+ay'+a,y = f(x)

Es un caso particular donde los coeficientes son potencias de x multiplicadas
por constantes.

Analizamos el caso particular en que n=2y f (x) =0.
a,x’y"+axy'+a,y =0, conx # 0.
En este caso se ensaya como solucion particular a y = x”. Debemos determ-

inar cuanto vale m.

1

De lo visto surge que y'=mx"" ¢ y"=m.(m— l)x’"_z. Siy = x" es una so-

lucién particular, debe satisfacer la ecuacion diferencial, por lo tanto, re-
emplazando en la ecuacion diferencial queda:

2 -2 -1
a,x*m(m—1)x""+amxx"" +a,x" =0

Sacando factor comun x™ queda: x” [azm.(m —1)+am+ aO] =0, conx#0.
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Esta ecuacion vale cero, para los valores para los cuales
a,m(m—1)+am+ a, = a,m” +(a, — a, ) m+ a, = 0, ecuacion que recibe el
2. 1 0~ % 1 2) 0= Y q

nombre de ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial.

_(az _a1)i\/(a2 _01)2 —4a,.q,
2a,

Las raices de la ecuacion son: m, , =

Si llamamos m; y m, a las raices de la ecuacion caracteristica queda:
_ m . my . .

»=x"'e y,=x 7, que son las soluciones particulares que estamos bus-

cando. Debemos ver ahora que ocurre con el determinante, si éste no se

anula habremos obtenido la solucion general de la ecuacion diferencial.

my— ny my—1

1
=Xy Em T ey =X =y, =myx
m my
x x
W (x)= #0

my—1 my—1

m, x m, x

-1 -1 -1
X" my x™ T ="y X" = X (my —m) 20 = my £ m,

Por lo tanto si las raices de la ecuacion caracteristica son distintas la solucion
general es:

y=C x"+C, x™

Caso en el que m;=m;,

a,—a .
—__"2  En este caso las solucio-

Analicemos el caso en que m; = my, m=— 5
a
2

nes no son linealmente independientes, no se cumple que el determinante es
no nulo. Debemos buscar otras soluciones particulares de la ecuacion dife-
rencial.

Probamos ahora con y, =x" e y, = x"./nx. Debemos primero probar que

v, =x".Inx = y,.Inx es solucion de la ecuacion diferencial y luego que el
determinante es # 0.
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1 [ 1 " " /1
Y, =y.lnx =y, =yl.lnx+y1; Sy =" Inx+2y, ;—%

Verificamos que a,x”y,"+a,xy,"+a,y, =0.
2 "] +2 9. 1 _ M 4 "Inx+ 1 + ] —
ax’| /" Inx+2 y/'———-|+ax| y/Inx+y —|+ay.lnx=
X X x
1 1
= In x(azxzy1 "+a,xy,'+a,y, ) +a,x°2 y,'——a,x’ l21+ axy, —
X X X
a,x’y, "+a,xy,'+a,y, =0 porque y; es solucion particular de la ecuacion.

Queda entonces: 2a,xy,'—a,y, +a,y, = 2a,xy,"+(a, — a, )y,
Pero y, =x" y,'= mx"™", reemplazando queda:

2a,xmx"" +(a, — a,)x" =2a,mx" +(a, — a,)x" = x" (2a,m +a, —a,)=

a—a
— 1 2 —_—— —
=x"|2a,| — +a,—a,|=x .[az—a1+al—a2]—0.
a,
Por lo tanto y, =x".Inx es solucion.
Veremos ahora que el determinante no se anula.
X x"Inx

-1 -1 -1
w(x)= =x" (mx’" Inx+x" )— x" Inx.mx"" =
mx mx" " Inx+ x""!

=mx.Inx+x—mx.Inx=x#0

= y=C, x"+C,x".Inx eslasolucion general.
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Caso en el que m; y m, son complejas

Si bien este caso esta incluido en el caso en el cual m; # m,, conviene ex-
presar la solucion en su forma aparentemente real.

Si my = a + bi, debe ser m, = a — bi, por ser las raices complejas conjugadas.
La solucion general es:

— a+bi a—bi
y=Cx""+Cyx

o ) e"=cosb+isenb y
Si utilizamos las formulas de Euler: " ) la soluciéon ge-
e "=cosb—isenb

—bi.lnx

neral queda: y=Cx“.e""* +C, x".e , por lo tanto

y=x" [C1 (cos (b.Inx)+i sen (b.Inx))+ C, (cos (b.Inx)—i sen (b.In x))]
y=e"[(C,+C,).cos (b.Inx)+i (C,—C,).sen (b.Inx)]

Si hacemos C; + C; =K, ¢ i.(C,— () = K;, queda:

y=x" [K1 cos (b.Inx)+ K, sen (b.In x)] , que es la solucion general, en es-

te caso (llamada solucion apa-
rentemente real).
Ejemplos

1

- -2
Sabemos que y'=mx"" ey"=m.m—1)x"">. Reemplazamos en cada ca-

so en la ecuacion para obtener los valores de m.
1) x*y"2xy'—4y =0

2 m-2 m—1 m __ .m 2 _
m(m—1)x""7 = 2xmx"" —4x" = x (m —3m—4)—0
Porlo tanto: m* —3m—4=0 = m=4 A m,=-1

y=Cx*+Cx
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2) x*y"-3xy'+4y =0

x*m(m=1)x""7 =3xmx"" +4x" = x" (m2 —4m+ 4)= 0

Por lo tanto: m* —3m—4=0 = m=2 A m,=2
y=Cx*+C,x*.Inx

3) x*y"+3xy'+3y =0

x*m(m—1)x""2 + 3xmx™ " +3x™ = x" (m2 +2m+ 3)2 0

Por lo tanto: m”> +2m+3=0 = m, =—1+2i A m, =—1-+/2i

y=x" [K, cos (ﬁ.lnx)+ K, sen (\/El” x)]

UNA APLICACION, LAS OSCILACIONES MECANICAS LIBRES

Oscilaciones no amortiguadas

Una de las aplicaciones que tienen las ecuaciones diferenciales de 2° orden
es la descripcion del movimiento de un resorte. Segun la Ley de Hooke, el
resorte se expande o comprime una cantidad y de unidades a partir de su
posicion de equilibrio (longitud natural). La fuerza F con la que tiende a
volver a su posicion de equilibrio es proporcional a la distancia y.F(y) = —ky.

k >0, se denomina constante eldstica del resorte y depende del material del
mismo.

Si se ata una masa m al extremo del resorte, éste se va a estirar
y produce un desplazamiento y a partir de su posicion de
equilibrio. La posicidn y del resorte en funcion del tiempo ¢,
suponiendo que el movimiento no es amortiguado (es decir
que no actuan otras fuerzas mas que la del resorte y el peso)

=
=
=
=
=
=
=

jl:(._._}

esta dada por la ecuacion diferencial: y”+£ y=0.
m
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Oscilaciones amortiguadas

En este caso actia ademas otra fuerza (fuerza de friccion que amortigua el
movimiento que es proporcional a la velocidad). Esta fuerza es igual a— p.v,

con p > 0.

La ecuacion diferencial que describe este movimiento es: y”+£ y+—y=0.
m~  m

Bajo ciertas condiciones que veremos, en este caso se producen oscilaciones

. . L k
amortiguadas. Resolvemos la ecuacién caracteristica el Lo ,
m m
p p> 4k .. . .
r=—=—=%,/-———, se presentan las siguientes situaciones:
m m- m

a) Reales distintas: y=C,e"" +Cye’ , 1, <0, r,<0. En este caso, cuando
— oo,y — 0, por lo tanto el resorte tiende a frenarse y no hay oscilaciones.

b) Reales iguales: y=C,e" +C,te", <0, r,<0. En este caso, cuando ¢

— oo, también y — 0, por lo tanto el resorte tiende a frenarse, a una
velocidad menor que el caso a) y no hay oscilaciones.

¢) Reales complejas: y = e (K, cos(bt)+ K,sen (bt)). En este caso, hay osci-
laciones amortiguadas.

Ejemplo:

Calcular para qué valores de a la solucion y(r) de y"+ay'+9y =0, presenta
oscilaciones amortiguadas si ¥(0)=0, y'(0)=1.

Planteamos la ecuacion caracteristica: 7> +ar+9=0, la resolvemos

r=—at\a®>-36. a*-36<0=0<a<6



Ecuaciones diferenciales de 2° orden 473

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Vamos a ver algunos casos de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer
orden.

A)

%:ax+by+f(t)

%:cx+dy+g(t)

, donde x e y son funciones continuas de .

Para resolverlo procedemos de la siguiente manera: despejamos la variable y
de la una ecuacién y calculamos )’,. Reemplazamos ambas expresiones en
la otra ecuacion. Obtenemos asi una ecuacion de segundo orden de variable
independiente 7. Resolvemos la ecuacion, obtenemos x (7). Luego reemplaza-
mos x () y x', para obtener y (7).

Ejemplos
1))
% =4x-y
dt , hallar la solucién particular x(0)=1A y(0)=0
@ _ x+2y
dt

Despejamos y de la primera ecuacion: y =4x—x," @, y,'=4x,'—x,"

Reemplazamos en la segunda ecuacion: 4x,'—x," = x+2(4x—x,’)

x,"—6x,'+9x =0 = x(t)=C,e* + C,te”
Calculamos x'(¢)=3Ce” +C,e* +3C,te™
Reemplazamos x(7) y x'()en @, asi obtenemos y(r).

y(1)=4(Ce” + Cpte™ )- (3G, + Ty +3C,te™ )= G — Cye™ + Cyte™
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. x(t)=Ce* +C,te™
La solucion general es
y(t)=Ce = C,e* + C,te™

. , 1=C, C =1
Buscamos ahora la solucion particular: =

0=C,-C, |C,=1

. . x(t)=e" +1te*
La solucion particular es

y(t)=1te*
2)
? =4x+y-36¢
dt , hallar la solucién particular x(0)=0A y(0)=1
D= 2x+y-2¢
dt

Despejamos y de la primera ecuacion: y =x,'-4x+36¢t @, y,'=x,"—4x,'+36
Reemplazamos en la segunda ecuacion:

x,"—4x,'+36 =-2x+x,'—4x+361 —2¢'

x,"=5x,'+6x =36t —36—2¢" . Debemos calcular x;(f) y x,(?)

x,(t)=Ce* +C,e*

xp(t)= At + B+ Ceé'

x,'(1)=A+Ce’ = Ce' —54-5Ce" +6At+6B+6Ce' =36¢—36—2¢

p

x,"(1)=Ce

20=-2

64=36 =A4=6,B=-1,C=-1 = x,()=61—1-¢
~54+6B=-36

x(t)=Ce* +C,e” +6t—1—¢'. Calculamos x'(t)=2C,e* +3C,e” +6—¢
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Reemplazamos x(r) y x'(¢)en @, asi obtenemos y(z).

1)=2Ce* +3C, e +6—¢ —4(Ce* +C,e¥ +61—1—¢' )+36¢ =
Yy 1 2 1 2
=-2Ce* —Cye” +10+12¢ + 3¢’

x(t)=Ce* +Ce” +6t—1-¢

La solucion general es
y(t)==2Ce* —C,e* +10+12¢+3¢'

0=C,+C, -2 {q:lo
=

Buscamos ahora la solucidn particular:
1=-2C,-C,+13

x(t)=10e* —8e* + 61 —1—¢'

La solucion particular es
y(t)=-20C,e* +8e* +10+12¢ + 3¢’

B) Planteamos ahora sistemas de ecuaciones que responden al siguiente
formato:

a£+bﬁzcx+dy+f(t)
jt Z; con a.f—be#0
X y
—+f—=gx+hy+glt
et —r=gxthyrgl)
. . a b\(x/' c d\(x 1)
Expresamos el sistema matricialmente: L L= . +
e ') g n)ly) \gl)

-1
a b x,
Premultiplicando por ( f} obtenemos ( t'j y llegamos al caso A)
e

t

Ejemplo
ﬂ_ﬂz—3x+sent 4 1\ x’ -3 0 \(x sent
ddt “ = (1 OJ{ t'j:[o J( J+[ j
x:—y+cost Y ) g o

dr
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. 4 -1 (0 1
Premultiplicamos por =
1 0 -1 4

05 Y Py W K i

v, -1 4)L0 —-1){y) (-1 4)(cost
_(0 —lj(xj+( cost j_[ —y+cost J
3 —4)\y —sent+4cost 3x—4y—sent+4cost

x,'==y+cost
y,'=3x—4y—sent+4cost

Llegamos asi a un problema del caso A)
Despejamos y de la primera ecuacion: y =—x,'+cost @, y,'=—x,"—sent

Reemplazamos en la segunda ecuacion:
—x,"—sent=3x—4(=x,"+cost)—sent+4cost = x,"+4x,'+3x=0 .
x(t)=Ce " +Ce™

Calculamos x'(t)=-Ce™" —3C,e™

Reemplazamos x(r) y x'(¢)en @, asi obtenemos y(t).

y(t) =Ce” +3C,e " +cost

x(t)=Ce™ +Cpe™

La solucion general es
y(t)=Ce™ +3C e +cost

2)
@ + ﬂ =y + eit
i dt , hallar la solucion particular x(0)=-2 A y(0)=1
dx dy
2—+—=—=-2y+sent
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I 1Y)(x' 0 1 )(x e’
: = ]|+
2 1)\, 0 -2)\y sent
1
Premultiplicamos por ( j [ J
x,’ 0 -1 1 e’ 3
v, 10 2 —1)\sent
3 —e " +sent —3y—ef’+sent
4 " —sent 4y+2e_t—sent

x,'=—3y—eit +sent
v,'=4y+2e” —sent

Llegamos asi a un problema del caso A)
’ —t

. . . x, e’ sent
Despejamos y de la primera ecuacion: y = —?’ —T+ 3 o,

. x" e’ cost
V=t

3 3 3

Reemplazamos en la segunda ecuacion:

x" e’ cost 4x' 4de”' 4dsent  _,
———t— =— - + +2e " —sent

3 3 3 3 3 3

x,"—4x,'=cost—e ' —sent . Debemos calcular x,() y x,(7)

Asent+ Bcost+Ce™’

=

x,(1)=C, +Ce"
)=

St
xp’(t): Acos t—Bsent—Ce™

x,” (t)= —Asent—Bcost+Ce™’

—Asent—Bcost+Ce —4Acost+4Bsent+4Ce™ =cost—e " —sent
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—A+4B=-1

—-B-44=1 :>A:—i,B:—i,C:—l
17 17 5

5C=-1

x,(1)= 3 sent—cost—Le

17 17

x(t)= C,+C,e" —isen ¢ —icos t—le_’ .
17 17

Calculamos x'(¢)=4C,e" —icos t+ isen I+ le_’

Reemplazamos x(¢) y x'(t)en @, asi obtenemos y(t).

yl(t)= —iCZeM L cost—gent—Let Lo sent
3 17 51 15 3 3

4 4 1 4 2
t)=——C,e" +—cost+—sent——e
o) 37 17 17 5

x(t)z C, + Cze4’ —lisen t _licos t_le*f
La solucién general es 7 7 5

4 a1 4 2
t)=——C,e" +—cost+—sent——e
y) 37 17 17 5

Buscamos ahora la solucion particular para las condiciones iniciales.

501
—2=C+C,—=——
1 171
75 ool 1
4 1 2 2 170
1=-2C,+—-=
372717 5

5 1,
=——— e —sent——cost——e

2 170 17 17

)=

M()= g et

La solucion particular es

4 2
+—cost+—sent——e

85 17
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UNA APLICACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Las lineas de campo de un campo vectorial en R’

En el capitulo anterior vimos como una aplicacion de las ecuaciones diferen-
ciales la determinacion de las lineas de campo de un campo vectorial en R*.
Vemos ahora lo que ocurre enR’. Siguiendo un razonamiento analogo para
un campo vectorial f = (P;O;R), tenemos las lineas de campo C de ecua-

cion g(1)=[x(1):y(1):2(1)].

E:P(x;y;z)

dy o &b &
R i v T e T
%:R(x;y;Z)

Igualando y resolviendo las ecuaciones de a dos llegamos a un sistema de
ecuaciones lineales del tipo A. La solucion del mismo nos da las expresiones

de las lineas de campo en R”.

Ejemplo: f(x;y;z)=(l;y+4z;2y—z), hallar SP para P=(0;3;0)
dx dy dz

1 _y+4z_2y—z

d
d_y =y+4z
Tomando las ecuaciones de a dos tenemos: dx
Z
=2y—z

o=
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Llegamos a un sistema de ecuaciones del tipo que ya vimos en el caso A.

”

Despejamos z de la 1° ecuacion: z =L Yoo =2 Y Reemplaza-
4 4 4 4
mos en la 2° ecuacion. yj—%z 2y —y?+£ = y"-9y=0. Llegamos a una

ecuacion diferencial de 2° orden homogénea. La ecuacidén caracteristica es
r* —9=0, las raices sonr, =3 A7, ==3, por lo tanto: y=C,e’* +C,e™".

Calculamos y'=3C,e’* —3C,e”"*. Reemplazando en @ obtenemos z.

1 1

§C163x —ECZe%X ——Ce" —=C,e™ :lCIeS'” -C,e™
4 4 4 4 2

y= CleS" + Cze_“

La solucion general es 1., _,, - Buscamos ahora la solucién
ZZEC1€ f-Ce

particular.

3:C1+C2 y=263x+e—3x
—3x

1 = C1:2 A C]:1 . S.P.:
0=-C —C,
2

z=e¥ —e
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EJERCICIOS PROPUESTOS

A) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas

1) y"-3y'+2y =0, hallar la S.P. para y (0) = 0; »'(0)=—1
2) y"+6y'+9y =0, hallar la S.P. para y (0) =1; y'(0)=0

3) y'=2y+y=0

4) y"+4y=0

5) y"—2y"=2x, hallar la S.P. si la recta tangente en (0;3) es y =3—2x

B) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas

1) y'+y' -2y =2x> —3x

2) y"+5y'+4y =20e", hallar la solucion particular para y (0)=0; ' (0) =-2

3) y'-4y'+4y = senx

4) yu_2yr_3y262x +3x

5) y"+y'=x+1, hallar la solucién particular para y(0) = 0; y'(O) =1

6) y"—2y'=cosx, hallar la solucion particular para y(0)=1; y'(0)=

7) y"-3y'=x" +2x

9) 2y"+y'+6y =3cos4x — sendx
11) y"+2y'+y =2x> =3x+2

13) y"+y'=x+e*

15) 2y"+4y'= e cos x
17) y"=6y"+11y'-6y =0
19) y""=3y"+3y'-y=0
21) y"+y" =x" +1+3xe"
23) y"=3y'+2y =2
25) y"'—y'=senx

27) y" —y'=5cosx

29) x*y"+3xy'+y =0

31) x*y"+xy'+4y =0

4
5

8) y'+3y'=x>—2x+1

10) 3y"+4y'—y =2e" —3e*"
12) y"2y'+y=x"+2

14) y"=6x-2

16) y"+y'=e™".cos (2x)
18) y"'=3y"+7y'-5y=0
20) y"'—4y"+5y'-2y=2x+3
22) y" =5y"+4y'=0
24)y"—y"+y'—y=x"+x
26) y"'—y"=12x> +6x
28) y" =2y y"=x’

Y Y
30) y"+ +x—2_0

X

32) x*y"=2y
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C) Sistemas de ecuaciones

dx dx dy dx
a7 a7 da @
D dt Zap N Ny
ly fy x ly
Do x-3 D5yt LR Dt y+t
a7 a7 a7 Y
§+2x+3y=0
5) 19 , hallar S.P. si x(0)=2 A ¥(0)=0
dy
3x+2y+—=0
dt
dx
7=y+x+t
6) {4 , hallar S.P. si x(0)=0A y(0)=1
dy
—=—-4y-3x+2t
dt

D) Problemas

1) Determinar la funcion g(x) para que el campo f(x y) = [y.g" (x);2. g(x)]
admita funcion potencial si f(0;1)=(2,4). Calcularla.

2) Hallar el area limitada por z=2—/h(x), con x>y >0, si & (x) es la solu-
cion particular de y"+4y'+4y =4x”> +8x+2 . y(O) =y (0) =0.

3) Hallar el area de la region plana limitada por la grafica de f'(x), si ésta es la
S.P.de y"+y=1lcon y(0)=y'(0)=0,yelejexcon 0<x<27.

4) Dado el campo vectorial f(x; ) [ y.h'(x);h' (x)+2h(x)], continuo y
derivable, con f(0,1)=(2,2), aplicando el teorema de Gauss-Green de-
terminar A(x) para que C_§C+ f(%).d¥ alo largo de la frontera de una re-
gion D resulte igual a 4 veces el area de la region D.

5) Calcular gfc[(x+y).dx+y2.dy] desde (0;0) a (1;1) a lo largo de la curva

solucién particular de y"—y'=2-2x, con y’(O) =0.
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RESPUESTAS

A) 1) y=Ce* +Ce*,SP.y=—e"+¢

2) y=Ce* +Cyxe ™, SP.: y=e'* +3xe™

3) y=Cie" +Cyxe* 4) y = K,cos(2x)+ K, sen(2x)
3

B)5) y=Ce ™ +Che* —x’ +%x—z

6) y=Cie ™™ +Cye™ +2e",S.P.: y=2e* —de™™ +2¢"

7) y=Ce** +Cx.e™ +isenx+icosx
25 25

8)y=C1e3x+C2e_x—%e2x—x+§ 9) y=C1+C2e_x+%x2

10)y =C, +C,e** —lcosx—gsenx ,SP:y :§+§€2x —lcosx——senx
5 5 55 5 5

1 4 8
1) y=C +Cye* ——x* ——x* ——
) y=C/+Che 9x 9x 27x
12) y=C1+Cze3x+éx3—gx2+;—;x
1
13) y=e K (Kcos(r/ )+K sen(‘ﬁ/ ))—%cos@x) 31496sen(4x)

8 )
14) y=Ce' > /) +Cet * +§ex—e*“

15) y=Ce™ + Cyxe ™™ +2x” —11x+20
16) y =Ce* + C,xe" +x° +6x> +18x+26

17) y=Cl+Cze_x+%x2—x—xe_x 18) y=C +xC, +x’ —x*

: 1 1
19) y=C, +C,e > +e | ——cos x——senx
)y 1 2 ( 10 5 j

200 y=C,+Che " —e " (% cos (Zx)% sen (2x)j
2)y=Ce" + Czezx + C3e3x 22) y=Cie" +e" [chos (2x)+ K, sen (2x)]

23) y=Ce' +Cyxe’ + Cyx’e” 24) y=Cie" +Cyxe’ +Cie™ —x—4
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25) y=Ce " +C, + C3x+§x2 X +—x"+ = xe —1—Sex
2 2 4

26) y=Cie* +Cye +Cye™ +Cpe™

27) y=Ce* +Cyxe’ +Cye™™ +§x.e2x

28) y=Ce* + K,cos x+ K,senx — x> —3x—1

29) y=Cie" + e_l/z’{chos(ng + K,sen [gxn

30) y=C, +C,x+Cie" —x* —5x° —15x7

3))y=Cie* +Coe™ + K, cosx+ K,sen x—%x.sen X

32) y=C, +Cyx++12x> +3x° +%x4 +%x5 +Ce" +C,xe"
33)y=Cx ' +Cyx Inx 34) y =K, cos(lnx)+ K,sen(Inx)
35) y=K, cos(ZIn x)+ K,sen (2lnx) 36)y= Clx2 + szfl
t)=Ce " +Cyte™
O 1) x( ) 1€ ole
y(t)=—Ce™ + Cye™ = Cyte™

x(t) (K cost+K,sen t)

y(t)z %e [( -2K, )cost - (K, +2K, )sen (]

1
x(t)=Ce™ +Cyte” x(1)=-C, +C2€2t+z(f2—t—l)
4)

y(t)=—Ce” —=Cyte™ - C,e™ W1)=C, +C,e* —%(12 +t)

x(t)=e +e™ 6 x(t)=—14e™ —12te”" — 6t +14
) y(t)=10e™ +6te™ +5t -9
D) D g(x)=2¢",U(x;y)=2¢"y  2)A=13/ 3)A=2n
)
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RESUMEN DE FORMULAS

CURVAS EN R’

a) En forma explicita: y= f(x P, =x,

b) En forma implicita: F(x y) =0 Py =(x,, 1)

¢) En forma paramétrica: f (¢ [x ] F(t)=(x,5)=R

Rectas tangente y normal

En forma explicita: y, = £, (x,).(x=x,)+y, »,=—— ! (x=x)+ ¥,
1 (%)

En forma implicita: 7 : (F' (R))F (PO))O(x—xo,‘y, =2,)=0

t x y
VI(R)e(x=x), 5 ~v,)=0
X=X VW

" F(R) F(R)

x v

En forma paramétrica: ﬁt(Po)=<x;(t0);y;(t0)) = po R KN
X

CURVAS EN R’
En forma paramétrica: f(¢)= [x(t);y(t);z(t)]

Recta tangente y plano normal

_ , , , X=X, - z—z
5 (B)=(x ()i ()2 (1) = 1o St =s =2

x (1) »(t) z(t)

7, x () (x=x))+,(,)(y=»)+z(1,)(z,—2,) =0
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SUPERFICIES

a) En forma explicita: z=f(x;y), x=f(y;z), y=1(x2z) B=(x:¥,)
b) En forma implicita: F(x;y;z)=0 P, = (x0 Vs ZO)

¢) En forma paramétrica: f (u,v) =[ z(u;v)]

f(uo"vo) = (xofyofzo ) =5
Plano tangente y recta normal

En forma explicita: ztzﬂ(P)(x x0)+f( )(y Yo)+ 2,

X=Xy Y=Yy _Z7%,

"R (R A

(x—x0)+F'(P) (y x0)+F (P)( l—zo)=0
(F; (R):FL(R)FL(R))(x =%, = 302 = 3) =0
( )O(x—xo;y—yo;zt—zo)=0

X=Xy Y=Y Z—z
s xu(”() Vo) yu(”ofvo) Zu(uo Vo) =0
xv(”O Vo) y’vuo»'vo Zv(uo Vo)
i j k
v, =|x, (ugvy) v (ugvy)  zy (ugvy)|= (v vasvs)
x; (”0 Vo) y;uo"vo Z; (”0 Vo)




Resumen de formulas

Area de una region plana
En coordenadas cartesianas
b }z
A= dedy J. j dy.dx = J j dx.dy

an(x) ¢ x(»)

En coordenadas polares
A= [[dx.dy= bjaj rdadr—ajrzj)rdr do
(r) o K(a)

Volumen de un sélido (integrales dobles)

En coordenadas cartesianas

b ¥2(x) dx(y)
V=[] (xiy)dvdy= I} [ rGy)avae=[ [ f(x:y)dedy
ay(x) e x(y)
En coordenadas polares
o (r a1 (@)
V:J.J‘f(x;y).dx.dy:[]‘ jf (rro rdadr—j If x;y)rdrda
a a(r) o 1(e)

Volumen de un sélido (integrales triples)
En coordenadas cartesianas
b y2(x) 25 (xy) d % (y) 2 (xy)

v=([lacdydz=[ [ [ dedyax={[ [ [ deaxdy

ay(x) z(x) e xi(v) a(xy)

487
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En coordenadas cilindricas

-]

@ a1

(j j ra%dadr—j j j r.de.dr.do
(r)

a o, o (@) z(r
En coordenadas esféricas
b o (p) e (ps a, pi(a) 5 (pic)
V=J- J J psend.d.do.dp = J I I p’send.d.dp.do
a ay(p) &(piax) o pi(a) 4 (p:a)

Area de una superficie en R’
a) En forma explicita: si z=f(x;y) A= HD 1+ (zx) + (z )2 dx.dy

si x=f(y;z) Az” 1+ z' + z' z.dy.dz

si y=f(x;z) A= H\/1+y +y * dv.ds

b) En forma implicita

F(xyZ) 0 definea z= f(xy A= J'J'\/ Fv) +(FZ)

F(x;y,z)=0 definea x=f(y;z): A= II\/ 8

F(x;y;z)=0 definea y=f(x;z): A= J'J'\/ ‘FV‘

c¢) En forma paramétrica: 4= J.J‘D‘fu A ﬁ‘.du.dv
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Integrales de superficie
A) De un campo escalar

a) En forma explicita

(x;y) ”G x;y,z)dS = ” x; v (% y 1+(Z;)2+<Z;)2.dx.dy
f(y:z2) ”G x;y,z)dS = ” 1+( )2+(x;)2.dy.dz

(x:z) ”nyzdS ” xfxz \/l+ * dx.dz

b) En forma implicita

F(x;y;Z) =0 define a Z:f(x;y)

HG x;y;z).dS = ” x; v (% y \/<F¥)2+(Fy')2+(FZ')2 dx.dy

F(x;y,z)=0 definea y= f(x,z)

HG(x;y;z).dS = J.J.DG(xf(xz)z)\/(Fv )2 +<F}:)2 +<F;)2 .

F(x;y;z)=0 definea x=f(y;z)

”G(x;y;z),dS: J.J.DG(f(y;Z),‘y;z),\/(F’“')z +(Fy' )2 +(E)z

dy.dz

¢) En forma paramétrica: HG (x;y:2).dS = HD G(uv)‘]?u A fv".du.dv
S
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B) De un campo vectorial

a) En forma explicita

b) En forma implicita

F(x;y,z)=0 definea z= f(x;y)

G(x;y;z)endS = xyfxy dedy
fi fé .
F(x;y,z)=0 definea y= f(x,z)

”G x;y;z)ends = ” x; f(x;z) (FXZF)dde

F(x;y;z)=0 definea x=f(y,z)
- - F F F
”G(x,‘y;z) n.dS = ”DG(f(y;z);y;z) g dy.dz
N
¢) En forma paramétrica: ”G(x; y;z)endS = _UD G(u;v) 0(]7“ AT ).du.dv
S
Teorema de Gauss: Cﬁ_fg@(x; y:z).dS = j”,, div G.dx.dy.dz

Teorema de Stokes: C_fcé(x;y;z).d)? = ”S rot G e i.dS
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