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INTRODUCCIÓN - EL ESPACIO MÉTRICO

Comenzamos este trabajo haciendo un repaso de algunos conceptos de geo-
metría analítica estudiados en Análisis I y los generalizaremos al plano, al 
espacio y al espacio n-dimensional.

Conceptos básicos 

Espacio métrico: es todo conjunto no vacío de elementos llamados puntos 
entre los cuales se ha definido una función denominada 
distancia.

Distancia: la distancia entre dos puntos P y Q es un número real no negativo 
que se denota como ⏐P – Q⏐ y que goza de las siguientes propie-
dades

a) ⏐P – Q⏐ = 0  ⇔ P = Q 
b) ⏐P – Q⏐ + ⏐P – R⏐ ≥ ⏐Q – R⏐
c) ⏐P – Q⏐ = ⏐Q – P⏐

Esta última propiedad indica que la distancia entre dos puntos no depende 
del orden de los puntos sino de sus coordenadas. 

Espacio euclídeo n-dimensional 

Una n-upla es una sucesión de n números reales. Si tenemos dos números 
tenemos un par: (x1;x2), si tenemos tres números tenemos una terna: 
(x1;x2;x3), en general para n números: (x1;x2;....;xn), se tiene una n-upla. Indi-
camos como n al conjunto de todos los puntos de un espacio n-dimensional. 
Por ejemplo: con 2 indicamos los puntos del espacio bi-dimensional (el 
plano), con 3 el espacio tri-dimensional. 

Si P = (x1;x2;....;xn) y Q = (y1;y2;....;yn), se define como distancia euclídea entre 
los puntos P y Q al número real:  

⏐P – Q⏐ = ( ) ( ) ( )22
22

2
11 ... nn xyxyxy −++−+−+
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Queda así definido un espacio que se denomina espacio euclideano n-dimen-
sional. Este espacio es un espacio métrico.

CONJUNTOS PUNTUALES. ENTORNOS. RECINTOS

Recordemos ahora algunos conceptos ya vistos en Análisis I que generaliza-
remos a 3 dimensiones. 

Entorno de un punto   

E (P0;h)  (entorno de centro P0 y radio h) es el conjunto de puntos que se en-
cuentran a una distancia de P0 ≥ 0 y < h.

En dimensión 1 

En el espacio uni-dimensional: P0 = x0.

x∈ E (P0;h) ⇔ x∈ (x0–h ; x0+h) ⇔ 0 ≤ ⏐x–x0⏐< h

En el espacio uni-dimensional, un punto pertenece al entorno de centro P0 y 
radio h si pertenece a un intervalo abierto de centro P0 y amplitud h.

En dimensión 2 

En el espacio bi-dimensional: P0 = (x0;y0).

Entorno circular 

(x;y)∈ E (P0;h) ⇔ ( ) ( ) hyyxx <−+−+≤ 2
0

2
00

En el espacio bi-dimensional, un punto pertenece al entorno de centro P0 y 
radio h si es un punto interior a un círculo de centro P0 y radio h.

Entorno cuadrado (de semiamplitud h)

(x;y)∈ E (P0;h) ⇔
<−≤

<−≤

hyy

hxx

0

0

0

0
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C

B
A

S

En dimensión 3 

En el espacio tri-dimensional: P0 = (x0;y0;z0).

(x;y;z) ∈ E (P0;h) ⇔ ( ) ( ) ( ) hzzyyxx <−+−+−+≤ 2
0

2
0

2
00

En el espacio tri-dimensional, un punto pertenece al entorno de centro P0 y 
radio h si es un punto interior a una esfera de centro P0 y radio h.

Entorno reducido 

Es el que resulta de excluir en un entorno su centro: E*(P0;h) = E (P0;h) – {P0}

Clasificación de los puntos 

Punto interior 

Un punto A es interior al conjunto S si y sólo si existe un entorno de A to-
talmente incluido en S. De la definición surge que A debe pertenecer a S.
A es un punto interior a S ⇔ ( ) ( ) S/ ⊆∃ AEAE .

Punto exterior 

Un punto es exterior a un conjunto S si y sólo si existe un entorno de A al cual 
no pertenece ningún punto de S. A es exterior a S ⇔ ( ) ( ) φ=∩∃ S/ AEAE .

Punto frontera 

Un punto A es frontera del conjunto S si y sólo no es interior ni exterior al 
mismo. Es decir que en un entorno del punto A hay puntos que pertenecen al 
conjunto S y oros que no pertenecen al conjunto S.

Punto de acumulación 

Un punto A, perteneciente o no a un conjunto S, es de acu-
mulación de dicho conjunto cuando en todo entorno re-
ducido suyo existe algún punto de S.
A es un punto de acumulación de S ⇔ ( ) ( ) φ≠∩∀ S/ ** AEAE .
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El punto A es interior al conjunto S y es de acumulación de S porque en todo 
entorno reducido de él siempre hay otros puntos del conjunto S.

El punto B está sobre la frontera, también es de acumulación de S porque en 
todo entorno reducido de él se encuentra al menos otro punto del conjunto S.

Pero el punto C no es de acumulación porque hay entornos del punto en el 
cual no se encuentran otros puntos del conjunto S, es exterior.

Punto aislado 

Un punto A perteneciente a un conjunto S es aislado si no es de acumula-
ción, sí y sólo si existe un entorno reducido de A al cual no pertenece ningún 
punto de S. A es aislado ⇔ ( ) ( ) φ=∩∃∧∈ S/S AEAEA ** .

Conjunto derivado S´: es el conjunto formado por todos los puntos de acu-
mulación de S.

Conjunto denso en sí: un conjunto es denso en sí si todos sus puntos son de 
acumulación. Debe estar incluido en el conjunto de-
rivado, S ⊆ S´. 

Frontera: la frontera de un conjunto S es el conjunto de todos sus puntos 
frontera.

Conjunto abierto: un conjunto es abierto si todos sus puntos son interiores. 

Conjunto cerrado: un conjunto es cerrado cuando la frontera pertenece al 
conjunto. 

Conjunto perfecto: un conjunto es perfecto si S = S´, o e sea que es denso y 
cerrado.

Conjunto conexo: son conjuntos en los cuales dos puntos cualesquiera pue-
den unirse mediante una poligonal de un número finito de 
lados cuyos puntos pertenecen todos al conjunto conside-
rado. Por ejemplo: círculos, rectángulos, paralelogramos. 

Recinto: es la unión de un conjunto conexo abierto y alguno o todos sus 
puntos fronteras.
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Recinto abierto: es el conjunto conexo cuyos puntos son todos interiores (no 
hay puntos frontera).  

Recinto cerrado: es un recinto en el cual están incluidos todos los puntos 
frontera.

Veamos algunos ejemplos: 

1) A= {(x;y)∈ 2 / x2 + y2 < 1} 

En este caso el conjunto A está formado por los puntos 
interiores a una circunferencia de radio 1. 

Ai = {(x;y) ∈ 2 / x2 + y2 < 1} = A 
Ae = {(x;y)∈ 2 / x2 + y2 > 1}  
Af = {(x;y)∈ 2 / x2 + y2 = 1} 
A' = {(x;y) ∈ 2 / x2 + y2 ≤ 1}, es un conjunto denso en sí, pero no perfecto. 

El conjunto de puntos interiores es el mismo conjunto A, todos los puntos de 
A son interiores. El conjunto de puntos exteriores son los puntos que están 
fuera del círculo de radio 1 y la frontera está formada por los puntos que per-
tenecen a la circunferencia de radio 1.  
Este es un ejemplo de un conjunto abierto, porque todos sus puntos son inte-
riores. También es un ejemplo de conjunto conexo y de recinto abierto. 

2) B = {(x;y)∈ 2 / 1 ≤ x < 4 ∧ 2 ≤ y < 5} 

En este caso el conjunto A está formado por lo puntos inte-
riores al rectángulo y los pertenecientes a dos de sus lados. 

Bi = {(x;y)∈ 2 / 1< x < 4 ∧ 2 < y < 5}
Be = {(x;y)∈ 2 / x > 4 ∨ x < 1 ∨ y > 5 ∨ y < 2}
Bf = {(x;y)∈ 2 / [(x = 1∨ x = 4) ∧ (2 ≤ y ≤ 5)]∨ [(y =2 ∨ y = 5) ∧ (1≤ x ≤ 4)]} 
B' = {(x;y) ∈ 2 / 1≤ x ≤ 4 ∧ 2 ≤ y ≤ 5}, es un conjunto denso en sí. 

El conjunto de puntos interiores es el conjunto de puntos interiores al rectán-
gulo, conjunto de puntos exteriores son los puntos que están fuera del rec-
tángulo y la frontera está formada por los lados del rectángulo.  
Este es un ejemplo de un conjunto que no es abierto ni cerrado. Pero es un 
conjunto conexo. No es un conjunto perfecto.   
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Determinar el conjunto de puntos interiores, exteriores,  frontera y con-
junto derivado de los siguientes conjuntos 

a) A = {(x;y)∈ 2 / y < x2 ∧ y < 2} 
b) B = {(x;y)∈ 2 / [(x–1)2  + y2 < 1] ∨  [(x–1)2  + y2 > 3]} 
c) C = {(x;y)∈ 2 / y > x2 ∧ y ≤ 4} 
d) D = {(x;y)∈ 2 / (x2  + y2 < 1) ∧ y ≥ 0} 
e) E = {(x;y)∈ 2 / 0 ≤ x < 2 ∧ 0 ≤ y < 1} 
f)  F = {(x;y)∈ 2 / x2  + y2 > 4} ∪ {(x;y)∈  2 / x2  + y2 < 1} 

 g) G = {(x;y)∈ 2 / y > x2 ∧ y – x ≤ 2} 

2) Determinar el conjunto derivado de cada conjunto e indicar si el conjunto 
es perfecto denso o en sí 

a) A = {(x;y)∈ 2 / x2  + y2 ≥ 4} 
b) B = {(x;y)∈ 2 / x2  + y2 < 1} 

RESPUESTAS

1) Ai = A 
    Af = {(x;y)∈ 2 / [y = 2 ∧ (x > 2 ∨ x < – 2 )] ∨
             (y = x2 ∧ y ≤ 2)} 

Ae = {(x;y)∈ 2 / y > x2 ∨ y > 2} 
    A' = {(x;y)∈ 2 / y ≤ x2 ∧ y ≤ 2}} 

Bi =  B 
     Bf = {(x;y)∈  2 /(x–1)2 + y2 =1 ∨ (x–1)2 + y2 = 3} 
     Be = {(x;y)∈  2 / 1< (x–1)2 + y2 < 3} 
     B' = {(x;y)∈ 2 / [(x–1)2  + y2 ≤ 1] ∨   
               [(x–1)2  + y2 ≤ 3]} 
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Ci = {(x;y)∈ 2 / y > x2 ∧ y < 4} 
Cf = {(x;y)∈ 2 / (y = x2 ∧ y ≤ 4) ∨ (y = 4 ∧⏐x⏐≤ 2)} 
Ce = {(x;y)∈ 2 / y < x2 ∨ y > 4} 
C' = {(x;y)∈ 2 / y  ≥ x2 ∧ y ≤ 4}

Di = {(x;y)∈ 2 / x2 + y2 < 1 ∧ y > 0} 
Df = {(x;y)∈ 2 / y = 0 ∧ ⏐x⏐≤ 1 ∨ y = 21 x−+ }
De = {(x;y)∈ 2 / x2 + y2 > 1 ∨ y < 0} 
D' = {(x;y)∈ 2 / x2 + y2 ≤ 1 ∧ y ≥ 0}

Ei = {(x;y)∈  2 / 0 < x < 2 ∧  0 < y < 1} 
Ef = {(x;y)∈  2 /  [0 ≤ y ≤ 1  ∧ (x = 0 ∨ x = 2)]         

∨  [ 0 ≤ x ≤ 2 ∧ (y = 0 ∨ y = 1)]}  
Ee ={(x;y)∈  2 / x < 0 ∨ x > 2 ∨ y < 0 ∨ y > 1} 
E' = {(x;y)∈ 2 / 0 ≤ x ≤ 2  ∧  0 ≤ y ≤ 1}

Fi = F 
Ff = {(x;y)∈  2 / x2 + y2 = 4 ∨ x2 + y2 = 1} 
Fe = {(x;y)∈  2 / 1 < x2  + y2 < 4} 

 F ' = {(x;y)∈ 2 / x2  + y2 ≥ 4} ∪
         {(x;y)∈  2 / x2  + y2 ≤ 1} 

Gi = {(x;y)∈ 2 / y > x2 ∧ y < x +2} 
Gf = {(x;y)∈ 2 / (y = x+2 ∨ y = x2 ) ∧ (–1 ≤ x ≤ 2)} 
Ge = {(x;y)∈ 2 / y < x2 ∨ y > x+2}
G' = {(x;y)∈ 2 / y ≥ x2 ∧ y ≤ x +2}

2) a) A = A' = {(x;y)∈  2 / x2 + y2 ≥ 4}  el conjunto es perfecto y por lo 
tanto denso en sí. 

    b) B' = {(x;y)∈  2 / x2 + y2 ≥ 1}  el conjunto es denso en sí. 
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REVISIÓN DE LAS ECUACIONES DE LAS CURVAS EN EL PLANO O ES-
PACIO BI-DIMENSONAL MÁS UTILIZADAS EN ESTE TEXTO 

1) Ecuaciones de primer grado - La función lineal 

La ecuación general de la recta es: Ax + By + C = 0, con A y B no simultá-
neamente nulas. 

Si despejamos y tenemos la forma explícita:  

f :  →   /  f (x) = y = mx + b            Im f = 

La representación gráfica de la función lineal es una recta. Observamos que si  
x = 0, entonces y = b, es decir que b indica la intersección de la recta con el eje 
y, es la ordenada al origen. Vemos que mide m.
Si consideramos dos puntos de la recta P1 = (x1;y1) y P2 = (x2;y2) tenemos que: 

y2 = mx2+b
y1 = mx1+b   

y2 – y1 = m (x2 – x1)   m = 
12

12

xx
yy

−
−

Vemos que m mide la pendiente de la recta, es decir 
la tangente del ángulo que ésta forma con el semieje 
positivo de las x.

Ejemplo 

f :  →   / f (x) = 2x+1             Im f =   

Es una función lineal cuya gráfica es una recta que corta al eje 
y en y1=1 y tiene pendiente 2. Para representarla gráficamente 
partimos de la ordenada al origen (y1=1) y a partir de allí to-
mamos 1 unidad a la derecha y 2 unidades hacia arriba (para 
que la tangente del ángulo que forma la recta con el semieje positivo de las x
sea 2). 

Cero: x1=-0,5.  

α
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Casos particulares 

m = 0: si m = 0 la recta es horizontal y la función se de-
nomina función constante.

La función es de la forma:   f :  →  / f (x) = k Im f ={k}

b = 0  si b = 0 tenemos una recta que pasa por el origen de 
coordenadas. 

La función es de la forma:   f :  →  / f (x ) = mx     
Im f = 

Ecuación de la recta conocida m y un punto P0 = (x0;y0)

y – y0 = m.(x – x0)

Esta ecuación representa al haz de rectas que pasan por P0 = (x0;y0)

Ecuación de la recta por 2 puntos P0 = (x0;y0) y P1 = (x1;y1):    

( )0
01

01
0 xx

xx
yyyy −

−
−

=−

Forma segmentaria

1  =  
q
y  +  

p
x

,
donde p y q representan los puntos de in-
tersección de la recta con los ejes x e y
respectivamente, (p ≠ 0 y q ≠ 0). 
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2) Ecuaciones de segundo grado - Las cónicas 

Las ecuaciones de segundo grado en dos variables se pueden escribir en la 
forma general: 

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0,   con A, B o C distintos de cero 

Según el valor de estos coeficientes, la ecuación representa distintos tipos de 
curvas. Las más conocidas son las cónicas.

a) La circunferencia 

La ecuación canónica de una circunferencia con centro en el 
punto P0 = (x0;y0) y radio r es: 

(x–x0)2 + (y–y0)2 = r2  C [(x0;y0);r] 

La ecuación general de la circunferencia se obtiene cuando B = 0, A = C =1.

x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0 .

Para pasar de esta ecuación a la ecuación canónica se deben completar cua-
drados.

Ejemplo

x2 – 2x + y2 – 8y + 8 = 0 x2–2x +1+ y2 – 8y +16+8 =17
(x–1)2 +(y – 4)2 = 9   C [(1;4);3] 

Caso particular 

Si el centro de coordenadas es P0 = (0;0) la ecuación queda: x2+y2 = r2

b) La parábola 

La ecuación general de la parábola se obtiene cuando B = C = 0: 

Ax2 + Dx + Ey + F = 0 
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Si despejamos la y llegamos a una expresión del tipo 

f : →  /  y = f (x) = ax2 + bx + c

La representación gráfica de la función cuadrática 
es una parábola. 

Para representar gráficamente la parábola tendre-
mos en cuenta los siguientes aspectos: 

a) Concavidad

Si a > 0, la parábola es cón-
cava, la función alcanza un 
mínimo.  
Si a < 0, la parábola es con-
vexa la función alcanza un 
máximo. 

b) Intersección con el eje x

Se obtiene igualando la función a 0, ax2 + bx + c = 0*, resolviendo la ecuación 
de 2º grado se obtienen los puntos de intersección de la parábola con el eje x. Si 
la ecuación tiene dos raíces x1 y x2 reales distintas, la parábola corta al eje x en 
dos puntos, si las raíces son reales múltiples, hay un solo punto de intersección 
y si las raíces son complejas no hay intersección entre la parábola y el eje x.

                                                          
* x=

2a
4ac-bb- 2± , fórmula del siglo XII debida al matemático hindú BHASKHARA.  
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c) Intersección con el eje y

Hacemos x = 0, queda y1 = c. Es decir que el término independiente de la función 
cuadrática indica el punto de corte con el eje y. Toda parábola corta al eje y, no así 
al eje x.

d) Vértice

Un punto muy importante para su gráfico es el vértice: V = (xv;yv)

xv= a
b

2− , yv = f (xv) (valor que toma la función para la x del vértice) 

Con toda esta información se puede representar aproximadamente una función 
cuadrática. 

Ejemplo

f : →   / f (x) = x2 – 4x+3 Im f = [–1;+∞)

a) a = 1 > 0 f es cóncava 
b) x2 – 4x + 3 = 0   Ceros: x1=1, x2=3
c) y1=3

d) xv= 2
2
4  = , yv = f (2) = 4 – 8 + 3 = –1  V = (2; –1) 

a) La elipse 

La ecuación canónica de una elipse con centro en el 
punto P0 = (x0;y0) y semiejes a y b es: 

( ) ( )
12

2
0

2

2
0 =

−
+

−
b

yy
a

xx
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Caso particular 

Si el centro de coordenadas es P0 = (0;0) la ecuación queda: 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

La ecuación general de la elipse se obtiene cuando A y C tienen el mismo 
signo, pero distinto valor, B = 0: 

Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = 0

Para pasar de esta ecuación a la ecuación canónica se deben completar cua-
drados.

Ejemplo

x2 + 4y2 = 16 1
416

22

=+ yx                                       

b) La hipérbola 

La ecuación canónica de la hipérbola con centro en P0 = (x0;y0) es:

( ) ( )
12

2
0

2

2
0 =

−
−

−
b

yy
a

xx

La ecuación general de la hipérbola se obtiene cuando A y C tienen signos o-
puestos, B = 0: 

Ax2 + Cy2 + Dx + Ey + F = 0

Para pasar de esta ecuación a la ecuación canónica se deben completar cua-
drados.
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Caso particular 

Si el centro de coordenadas es el (0;0), la 

ecuación queda: 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

Sistema de coordenadas polares 

Hasta ahora fijamos la posición de un punto con las coor-
denadas rectangulares x e y. Las coordenadas polares son 
otra forma de fijar la posición de un punto P. Se elige un 
punto fijo 0 (el origen de coordenadas) y una semirrecta 
con origen en 0 que pasa por P.                    

Las coordenadas polares son r (módulo) que es la distancia OP, y α (argu-
mento) que es el ángulo que forma dicha semirrecta con el semieje positivo 
de las x.

x = r cos α      
y = r sen α                      r > 0,  0 ≤ α ≤ 2π

También tenemos que:     r = 22 yx ++ ,

     
x
yarctg=α  , con  α  en radianes 

Ejemplo

Si P0 = (2;1),  entonces  r = 541 =+   y 1012
1
2 ,tgarctgarc ≅==α

            (2;1) → ( )10,1;5

A veces es más sencillo trabajar con coordenadas polares que con coordena-
das rectangulares. Por ejemplo, como veremos en el capítulo de límites y de 
integrales, se simplifica su cálculo. 
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FUNCIONES DE DOS O MÁS VARIABLES
LOS CAMPOS ESCALARES

En Análisis I se estudian funciones de una variable independiente, las fun-
ciones van de A ⊆ → , es decir funciones del tipo: f : A→  / y = f (x). 
Son funciones de una variable independiente, donde x es la variable inde-
pendiente e y la variable dependiente. Estas funciones se denominan funcio-
nes escalares.

Para cada valor de x0 perteneciente al dominio de 
la función se obtiene un valor de y0, esos pares 
ordenados (x;y) determinan un punto en el plano 
y el conjunto de esos puntos en el plano definen 
una curva que es la representación gráfica de una 
función de una variable independiente.  

El objeto de estudio de Análisis Matemático I son las funciones de una va-
riable independiente y las curvas que las representan: sus gráficas, su conti-
nuidad, su derivabilidad, la existencia de recta tangente en un punto de su 
dominio, el área que éstas delimitan con el eje x o entre sí, entre otros temas. 

¿De qué trata Análisis II? 

En Análisis II se estudian funciones de dos o más variables independientes 
que a su vez tienen como imagen una o más variables. Vamos a trabajar en 
primer lugar con funciones que van de A → , donde ahora A ⊆ n, es decir 
que van de un subconjumto de n → . Este tipo de funciones reciben el 
nombre de campos escalares1. A un conjunto de n variables independientes 
le hace corresponder como imagen un número real o escalar. 

Veremos primero el caso particular en que n = 2, A ⊆  2, es decir funciones 
de dos variables independientes o campos escalares del tipo f : A ⊆  2 →  / 
z = f (x;y), donde x e y ahora son las variables independientes. Luego genera-

                                                          
1 Un ejemplo de campo escalar es el campo de las temperaturas. A cada punto del 
espacio (x;y;z) le asigna como imagen el valor de la temperatura en ese punto.  

y

xx0

y0
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lizaremos a campos esclares de n variables independientes, es decir del tipo  
f : n →  / u = f (x1; x2 ;…;xn) = ( )xf 2.

Luego veremos el caso de funciones f : A ⊆ → m. Es decir funciones 
que a una variable independiente le hace corresponder como imagen un con-
junto de m valores, es decir un vector. Se denominan funciones vectoriales.

Por último generalizaremos al caso en que f : A ⊆ n → m. A un conjunto 
de n variables independientes le hace corresponder como imagen un vector. 
Estas funciones se denominan campos vectoriales.

En ambos casos las imágenes son vectores. Se distinguen de las funciones y 
de los campos escalares porque la  f  lleva una flecha f , que indica que la 
imagen no es un número real o escalar sino un vector. 

Síntesis

En Análisis I:  f : A ⊆ →    funciones escalares

En Análisis II:  f : A ⊆  n → campos escalares

f : A ⊆ → m funciones vectoriales

f : A ⊆ n → m campos vectoriales

                                                          
2 Podemos pensar a las n coordenadas como las componentes de un vector.
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Los campos escalares de dos variables- su representación gráfica 

Vamos a analizar la representación gráfica del caso en que la función es del 
tipo f : A ⊆  2 →  / z = f (x;y).

En este caso, para cada par de valores x e y independientes para los que sea 
posible, se obtiene un valor real de z.

Queda determinada así una terna (x;y;z). Cada 
terna define un punto en el espacio, el conjun-
to de puntos en el espacio define una superfi-
cie, que es la representación gráfica de una 
función de dos variables independientes. El 
conjunto de partida es un conjunto de pares 
ordenados. La función le hace corresponder 
como imagen a cada par ordenado un número 
real. De estas funciones también vamos a es-
tudiar sus representaciones gráficas, su continuidad, su derivabilidad, etc. 

Sistema de coordenadas tridimensional 

Antes de ver como se representa gráficamente un campo escalar de dos va-
riables independientes, veremos algunos conceptos básicos de geometría del 
espacio.

Trabajamos en el espacio euclídeo tridimensional. 
Tenemos en este caso tres ejes coordenados, x, y
y z, perpendiculares 2 a 2. El eje x se representa a 
135º con el eje y. El punto de intersección entre 
los ejes es el origen de coordenadas, el punto O. 

Sobre los ejes y y z, que se ven en su real dimen-
sión, se utiliza la escala entera, mientras que para el eje x, que está en perspec-
tiva, se utiliza una escala menor que es habitualmente 0,7 de la escala sobre los 
otros ejes para aumentar el efecto de la profundidad en la perspectiva. 

Estos ejes definen tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan en 
O, los planos (xy), (xz) e (yz).

yz
xz

xy

x

y0

z
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Estos planos dividen al espacio en 8 sectores cada uno denominado octante.
El 1º octante es aquel en el cual las tres variables son positivas. 

Ecuaciones de los planos coordenados 

Sobre el plano (xy), la z vale 0:        z = 0 
Sobre el plano (xz): la y vale 0:        y = 0 
Sobre el plano (yz): la x vale 0:        x = 0 

Ecuaciones de los ejes coordenados 

Los ejes coordenados se obtienen como intersección de los planos coordenados. 

Ecuaciones del  eje x:
=
=

0
0

z
y

            

Ecuaciones del  eje y:
=
=

0
0

z
x

Ecuaciones del  eje z:
=
=

0
0

y
x

Veremos ahora como representar funciones de dos variables independientes. 
Empezaremos por ver como representar un punto en el espacio. 

Representación gráfica de un punto en el espacio  

Para determinar la posición de un punto P0 = (x0;y0;z0) en el espacio primero 
fijamos el punto A en el plano (xy) trazando paralelas a los ejes coordenados 
x e y por x0 e y0.

Por dicho punto trazamos la perpendicular 
al plano (xy) sobre el cual tomamos el valor 
z0. Así como para dos dimensiones, un pun-
to se puede considerar como el vértice de 
un rectángulo, en tres dimensiones un punto 
se puede considerar como el vértice de un 
paralelepípedo recto. 

x0

y0

x

y0

z
z0

P0

A
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Veamos un ejemplo 

f :  2 →   / z = f (x;y) = x + y, podemos hacer una 
tabla de valores y obtener algunos puntos de su 
gráfica.

 (x;y) z
(1;1)
(2;3)
(1;3)

2
5
4

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE SUPERFICIES

Dado un campo escalar de la forma  f : A ⊆  2 →  / z = f (x;y), dándole 
valores a x e y se pueden, como ya vimos, obtener algunos puntos de la su-
perficie. Pero representar una superficie a partir de puntos aislados no es 
muy práctico. Veremos una forma de obtener, con cierta aproximación, la 
representación gráfica de una función de dos variables independientes.  

Calculamos los puntos de intersección con los ejes coordenados y las trazas,
que son las curvas intersección de la superficie con los planos coordenados. 

Ecuación del plano 

Así como la función más sencilla en Análisis I es la función lineal, cuya 
gráfica es una recta, en Análisis II también es la función lineal la más senci-
lla, en este caso su representación gráfica es un plano. En un curso de geo-
metría analítica se demuestra que la ecuación general del plano es: 
Ax + By + Cz + D = 0. Toda función lineal en  3 tiene por gráfica un plano. 

Ejemplo:  2x + 4y + z + 8 = 0    

Calculamos las intersecciones con los ejes coordenados 

∩ eje x, y=z= 0                        ∩ eje y, x=z=0        ∩ eje z, x = y = 0

2x = 8 x = 4  4y = 8 y = 2       z = 8 
(4;0;0)                                        (0;2;0)                                  (0;0;8)  
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Vemos que este plano corta a cada eje en un punto.  

Calculemos ahora las trazas  

∩ plano xy, z = 0                        ∩ plano yz, x = 0      ∩ plano xz, y = 0

2x + 4y = 8    4y + z = 8       2x + z = 8 

1
24

=+ yx                             1
82

=+ zy        1
84

=+ zx

En este caso las trazas son rectas. Conviene expresar las ecuaciones de las 
rectas en su forma segmentaria porque de esa manera es 
más fácil su representación gráfica. 

Con esta información podemos representar con cierta 
aproximación la superficie. Se representan las interseccio-
nes con los ejes y las trazas.  

Analicemos ahora este caso: 2x + 3y = 12

Hacemos el mismo estudio que hicimos antes, por ser una función lineal sa-
bemos que la ecuación representa a un plano.  

∩ eje x, y = z = 0                         ∩ eje y, x = z = 0     ∩ eje z, x = y = 0

2x =12 x = 6  3y =12 y = 4     0 =12 ∃/

Vemos que este plano corta a dos de los tres ejes coordenados. 

Calculamos ahora las trazas.  

∩ plano xy, z = 0                           ∩ plano yz, x = 0     ∩ plano xz, y = 0

2x + 3y = 12    3y = 12      2x = 12 

1
46

=+
yx      y = 4        x = 6 
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Grafiquemos 

Vemos que en este caso no figura la variable z en la 
ecuación y que obtuvimos un plano paralelo al eje z.
En general los planos son paralelos a los ejes cuyas 
variables no figuran en la ecuación.

Casos particulares 

Ecuaciones de planos paralelos a los planos coordenados 

Paralelo al plano (xy): z = k                      
Paralelo al plano (xz): y = k
Paralelo al plano (yz): x = k

Representación gráfica de otras superficies 

Sigamos los mismos pasos para representar gráficamente z = x2 + y2.

∩ eje x, y = z = 0                         ∩ eje y, x = z = 0           ∩ eje z, x = y = 0

x = 0    y = 0   z = 0 
(0;0;0)                                        (0;0;0)                            (0;0;0) 

Vemos que la superficie corta a los tres ejes en el centro de coordenadas.

Calculamos ahora las trazas.  

∩ plano xy, z = 0                         ∩ plano yz, x = 0 ∩ plano xz, y = 0

z = x2 + y2   z = y2   z = x2
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Tenemos como trazas una circunferencia de radio O (un punto) y dos pará-
bolas. Por eso esta superficie recibe el nombre de paraboloide.

A través de este análisis se puede obtener suficiente información sobre las 
superficies como para poder hacer un gráfico aproximado. 

Veamos ahora las ecuaciones de las principales superficies y sus gráficos.   

Esfera: x2 + y2 + z2 = r2                           Elipsoide: 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x
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Hiperboloide elíptico de 1 hoja: 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x    Cono elíptico 02

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

Hiperboloide elíptico de 2 hojas: 12

2

2

2

2

2

=−+−
c
z

b
y

a
x

Paraboloide hiperbólico: z
b
y

a
x =+− 2

2

2

2

Cilindro circular recto: 222 ryx =+
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Veamos ahora los gráficos de otras superficies correspondientes a funciones 
de dos variables, en este caso hechos por una computadora.  
          

Cuando las variables independientes son más de dos, es decir n > 2, no es 
posible representarlas gráficamente. Este aspecto de las funciones se pierde, 
pero el concepto de función sigue siendo válido cualquiera sea el número de 
variables independientes.

22

4

yx

xz
+

=

ysen.ez x=

y.xz =

ycosxcosz +=

( )
22 yx

xysenz
+

= ( )
22

22 32

yx
yxsenz

+

+=
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Si ( ) =y;xf
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+
−

000

002
22

2

;y;x

;y;x
yx

yx
   hallar:   

2) Si ( ) =y;xf
=

≠
−

yx

yx
yx

1

1
22   hallar:

3) Si ( ) =y;xf
xy

yx
2

22 −    responder V o F si  0≠x , 0≠y

a) ( ) ( )y;xfx;yf −=                              b) ( ) ( )y;xfy;xf −=−−

    c) ( )y;xf
y

;
x

f −=11                           d) ( ) 22
21

yx
xy

y;xf −
= si yx ≠

4) Dada la función ( ) =y;xf 22

2
yx

xy
+

 demostrar que ∀x ≠ 0 se tiene que  

( )y;xf
x
y;f =1

5) Dadas las siguientes ecuaciones, hallar las trazas, puntos de intersección 
con los ejes coordenados, clasificar y representar gráficamente las super-
ficies que representan 

     1) 016248 =−++ zyx   2) 018396 =−−+ zyx
  3) 42 =+ yx                                        4) 1684 =+ zx
     5)  4=z                                            6) 3=x

7) 2=y                                               8) 16222 =++ zyx

     9) 1
4259

222

=++ zyx                       10) 1
1694

222

=++ zyx

   11) zyx =+ 22                              12) 922 =+ yx
   13) 2xy =                                                    

a) ( )10;f , b) ( )22;f ,

c) ( )0 0f ; , d) ( )a;f 0

a) ( )0 1f ; , b) ( )f a; a− , c) ( )0 0f ;
d) ( )f a;a− , e) ( )a/;af 1
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RESPUESTAS

1) a) –2    b) 0 c)  0    d) 
a
2−       2) a) –1  b) 1 c)  1  d) 1   e) 

14

2

−a
a

3) a) V, b) F, c) V, d) V                  

5)

∩ eje x ∩ eje y ∩ eje z ∩ plano (xy) ∩ plano (xz) ∩ plano (xz)
      

  1) x=2    y=4  z=8 1
42

=+ yx 1
82

=+ zx 1
84

=+ zy

  2) x=3   y=2  z = –6 1
23

=+ yx 1
63

=
−

+ zx 1
62

=
−

+ zy

  3) x=4   y=2   no 1
24

=+ yx
    x=4      y=2

  4) x=4   no  z=2    x=4 1
24

=+ zx      z=2

  5) no   no  z=4     no     z=4      z=4
  6) x=3   no   no    x=3     x=3       no
  7) no   y=2   no    y=2      no      y=2
  8) x=±4   y=±4  z=±4 1622 =+ yx 1622 =+ zx 1622 =+ zy

  9) x=±3   y=±5  z=±2 1
259

22

=+ yx 1
49

22

=+ zx 1
425

22

=+ zy

10) x=±2   y=±3   no 1
94

22

=+ yx 1
164

22

=− zx 1
169

22

=− zy

11) x=0   y=0  z=0   (0;0;0) zx =2 zy =2

12) x=±3  y=±3 no 922 =+ yx     x=±3     y=±3
13) x=0   y=0 eje z 2xy =     eje z     eje z
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DOMINIO

Una función de dos variables z = f (x;y) no siempre está definida para cual-
quier valor de x o y. El dominio está formado por el conjunto de pares (x;y)
para los cuales existe imagen real z.

Las restricciones son las mismas que existen para funciones de una variable 
independiente.  

1) Denominadores ≠ 0. 
2) Argumentos de logaritmos > 0. 
3) Radicando de raíces de índice par  ≥ 0. 

( ) ( ){ } y x; f =z    z   /    y x;   =  Dom ∧ℜ∈∃ℜ∈ 2

El dominio está formado por puntos del plano xy, es decir que es un subcon-
junto del plano xy, por lo tanto se representa en el plano xy.

Podemos considerar al dominio como la proyección o sombra de la función 
sobre el plano xy. 

Ejemplos

1)
yx

 =z 
224

1

−−

En este caso hay dos restricciones: 

a) 04 22     yx ≠−− , por estar en el denominador y  

b) 04 22 ≥−− yx , por ser el radicando de una raíz cuadrada.  

El dominio está formado por todos los puntos del plano xy para los cuales         
4 – x2 – y2 > 0 x2 + y2 < 4, es decir los puntos interiores a una circunfe-
rencia de radio 2 con centro en el origen de coordenadas.  

D
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( ){ }4222  < +y / x x;y = Dom ℜ∈

2)
yx

yx
z

−
−−

=
2225

 Buscamos los valores reales de (x;y) para 
los cuales existe z real. Hay dos restriccio-
nes, una por la raíz cuadrada, cuyo radi-
cando debe ser ≥ 0 y otra por el denomina-
dor que debe ser ≠ 0. 

     a) 25– x 2 – y2 ≥ 0 x2 + y2 ≤ 25 (puntos interiores a una circunferencia 
de radio 5). 

     b) x – y ≠ 0 y ≠ x (significa que deben excluirse los puntos de la bisec-
triz y = x).

Conclusión: están en el dominio todos los puntos interiores a la circunferen-
cia de radio 5, incluido el contorno, excepto los que se encuen-
tran sobre la recta  y = x.

Rango o imagen 

El rango o conjunto imagen es el conjunto de valores que puede tomar la varia-
ble dependiente z. Analicemos el rango para el ejemplo 1. El denominador pue-
de tomar valores en el conjunto  +, por lo tanto R = Im f =  +.

En cuanto al rango en el ejemplo 2, el numerador puede tomar cualquier valor 
entre –5 y 5 y el denominador cualquier valor excepto 0, el cociente entre un 
número entre –5 y 5 y cualquier número excepto el 0 puede dar cualquier nú-
mero real, R = Im f = .

x
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EJERCICIOS PROPUESTOS
A) Determinar el dominio y el rango de los siguientes campos escalares. 

Graficar.

 1) 
yx

yx
z

−
−−

=
2225

             2) ( ) ( )1623

62
22 −+−

+=
y.xx

xz

 3) ( ) ( )yxcos.yx
z

4

1
22 +−

=  4) ( )
2 2

2
4

ln x y
z

x y
−

=
+ −

           5)  ( )yxsen
yx

z
−
−−

=
229

 6) ( )
2

2

4

ln x y
z

x

−
=

−
                    7) ( )yxcos

yx
z

−
−−

=
2216

      8)  ( )229

1

yx
z

+−
=

 9) 224 yxz −−=                10) ( )1
1

22 −+
=

yxln
z  11)

1
49

1
22

−+

=
yx

z

12) ( )yx.xyz −−= 1            13) 
xy

z
−

= 1            14) ( ) 2−= xysenz                 

15) ( )4−= xylnz                16) 4−= xylnz            17) 
( )2

2 216

ln x y
z

x y

−
=

− −

18) ( )22
1

yxln
z

−
=                19) ( )3

1
−+

=
yxln

z          20) ( ) ( )[ ]23 −+= y.xlnz             

21)
( )

( )

2 22ln y x y
z

cos yπ
− −

=       22) ( ) −−−+=
416

142
22 yx.yxlnz

23)
16

1
222 −++

=
zyx

lnu    

B) Determinar a) gráfica y analíticamente el dominio D, b) los conjuntos Di, De,
Df  y D' , c) si el conjunto es abierto, cerrado, denso, perfecto. Justificar.   

     1) ( ) ( )
4

3
22

22

−+
−+=

yx
yxcosarcy;xf          2) ( )

22

22

16

4

yx

yx
y;xf

−−

−+
=

     3) ( ) ( )1436 2222 −+−−= yxln.yxy;xf
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RESPUESTAS
A)
 1) ( ){ }2 2 2 25D x; y / x y x y= ∈ℜ ≠ ∧ + ≤  ,  R = ℜ

 2) ( ){ }2 2 1 4 4D x; y / x x y y= ∈ℜ ≠ ∧ ≠ ∧ ≠ ∧ ≠ − ,  R= ℜ

 3) ( ) ( )2 2 1
8 4

xD x; y / x y x y y n π= ∈ℜ ≠ ∧ ≠ − ∧ ≠ + − , R= { }0 , n Zℜ − ∈

 4) ( ){ }42/; 222 ≠+∧<ℜ∈= yxxyyxD  ,  R = ℜ

 5) ( ){ }2 2 2 9D x; y / x y y x nπ= ∈ℜ + ≤ ∧ ≠ − , R = ℜ

 6) ( ){ }222/; 2 <<−∧<ℜ∈= xxyyxD ,  R= ℜ

 7) ( ) ( ) ,
2

1216/; 222 +−≠∧≤+ℜ∈= πnxyyxyxD  R = ℜ Zn∈

 8) ( ){ }2 2 2 9D x; y / x y= ∈ℜ + ≠ ,  R = { }0−ℜ

 9) ( ){ }2 2 2 4D x; y / x y= ∈ℜ + ≤ ,  R = [0;2] 

10) ( ){ }2 2 2 2 22 1D x; y / x y x y= ∈ℜ + ≠ ∧ + > ,  R= { }0−ℜ

11) ( ) ,1
49

/;
22

2 >+ℜ∈= yxyxD   R= +ℜ

12) ( ) ( ) ( ){ }2 1 0 0 1 0 0D x; y / x y xy x y xy= ∈ℜ − − ≥ ∧ ≥ ∨ − − ≤ ∧ ≤ , R= +ℜ0

13) ( ){ }2 0D x; y / y x x= ∈ℜ > ∧ ≥ ,   R= +ℜ  14) 0D = /

15) ( ){ }2 5D x; y / xy= ∈ℜ ≥ ,  R= +ℜ0    16) ( ){ }2 4D x; y / xy= ∈ℜ > ,  R= ℜ

17) ( ){ }2 2 2 2 16D x; y / y x x y= ∈ℜ < ∧ + < ,  R = ℜ

18) ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 1D x; y / y x y x y x y x x y= ∈ℜ < ∧ > − ∨ > ∧ < − ∧ − ≠ , R= { }0ℜ −

19) ( ){ }xyxy/y;xD −≠∧−>ℜ∈= 432 ,       R = { }0−ℜ

20) ( ) ( ) ( ){ }020302032 <−∧<+∨>−∧>+ℜ∈= yxyx/y;xD , R = ℜ

21) ( ) ( ){ }515011 222 ,y,yyx/y;xD ≠∧≠∧<−+ℜ∈=  , R = ℜ

22) ( ) −>∧<+ℜ∈= xyyx/y;xD
2
121

416

22
2 , R = ℜ

23) ( ){ }162223 >++ℜ∈= zyx/z;y;xD , R = { }0ℜ −
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B) 1) a) ( ){ }2 2 22 4D x; y / x y= ∈ℜ ≤ + <

b) ( ){ }2 2 22 4iD x; y / x y= ∈ℜ < + <

            ( ){ }42 22222 >+∨<+ℜ∈= yxyx/y;xDe

            ( ){ }42 22222 =+∨=+ℜ∈= yxyx/y;xD f

        ( ){ },yx/y;xD' 42 222 ≤+≤ℜ∈=
c) D no es ni abierto ni cerrado, es denso,

             no es perfecto.  

     2) a) ( ){ }2 2 24 16D x; y / x y= ∈ℜ ≤ + <

b) ( ){ }2 2 24 16iD x; y / x y= ∈ℜ < + <

       ( ){ }164 22222 >+∨<+ℜ∈= yxyx/y;xDe

       ( ){ }164 22222 =+∨=+ℜ∈= yxyx/y;xD f

       ( ){ }2 2 24 16'D x; y / x y= ∈ℜ ≤ + ≤

c) D no es ni abierto ni cerrado, es denso, 
             no es perfecto.  

    3) a) ( ){ }2 2 2 2 24 36 1D x; y / x y x y= ∈ℜ + ≤ ∧ + >

b) ( ){ }2 2 2 2 24 36 1iD x; y / x y x y= ∈ℜ + < ∧ + >

           ( ){ }1364 22222 <+∨>+ℜ∈= yxyx/y;xDe

           ( ){ }1364 22222 =+∨=+ℜ∈= yxyx/y;xDf

           ( ){ }2 2 2 2 24 36 1D' x; y / x y x y= ∈ℜ + ≤ ∧ + ≥

c) D no es ni abierto ni cerrado, es denso, no es perfecto. 
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CURVAS Y SUPERFICIES DE NIVEL

Si se interseca una superficie z = f (x;y)
con planos paralelos al plano (xy) (z = k),
se obtienen curvas que se pueden proyectar 
sobre el plano (xy).

Esas curvas reciben el nombre de curvas 
de nivel.

Podemos definir a las curvas de nivel como 
a las proyecciones sobre el plano (xy) de 
las intersecciones de la superficie con planos paralelos al plano (xy). La
curva de nivel z = k para una función de dos variables z = f (x;y) es el conjun-
to Ck = {(x;y) ∈ Dom f  y f (x;y) = k}.

Ejemplos  

a) z = x2 + y2

Si intersecamos a la superficie con planos de 
ecuaciones   z = 1, z = 2, etc. 

z = 1 x2 + y2 =1,  se obtiene una circunferencia 
de radio 1. 

z = 4 x2 + y2 = 4, se obtiene una circunferencia de radio 2. 
z = 16 x2 + y2 =16, se obtiene una circunferencia de radio 4, y así sucesi-

vamente.

En este caso las intersecciones son circunferencias concéntricas. Observamos, 
en este caso, que no hay intersección si tomamos valores de z negativos. 

b) ( )22 yxez +−=

z = 1 x2 + y2 = 0,  se obtiene el punto (0;0). 
z = 1/e x2 + y2 = 1, se obtiene una circunferencia de radio 1. 
z = 1/e2 x2 + y2 = 2, se obtiene una circunferencia de radio 2, y así sucesi-

vamente.

y

z

x
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Propiedad

Sobre cada curva de nivel pueden variar x o y, pero no z que permanece 
constante. Las curvas de nivel se representan en el plano (xy).

Generalización

Si la superficie se corta con planos paralelos a los otros planos coordenados se 
pueden obtener otras curvas de nivel sobre el plano (xz) o (yz).

SUPERFICIES DE NIVEL

Si f es un campo escalar de tres variables independientes del tipo f: ℜ3→ ℜ /        
u = f (x;y;z), la función, como ya se mencionó, no puede representarse gráfi-
camente, pero sí pueden hallarse sus superficies de nivel.  

La superficie de nivel z = k en este caso es: 

Sk = {(x;y;z) ∈ Dom f ∧ f (x;y;z) = k }   

Ejemplo:  Sea f : ℜ3→ℜ / u= x2 + y2 + z2

En este caso las superficies de nivel se obtienen asignándoles valores a u.

u = 1  x2 + y2 + z2 = 1 

u = 2  x2 + y2 + z2 = 2 

u = 4  x2 + y2 + z2 = 4 

Vemos, en este ejemplo, que obtenemos como superficies de nivel sucesivas 
superficies esféricas concéntricas con centro en el origen de coordenadas. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Graficar las curvas de nivel, para z = –2, z = –1. z = 0, z = 1, z = 2, de las 
siguientes superficies 

a) 22 yxz +=  b) 
1

2
2 +

=
x

yz     c) 
1
22

+
+=

y
xz           d) 22

2
yx

xz
+

=

e)
1
1

2 +
−=

x
yz  f ) yxz +=     g) yxz ++= 1 h) xyz 2=

RESPUESTAS

1)      z = –2 z = –1 z = 0 z = 1 z = 2 
a)        ∃/ ∃/ 022 =+ yx  122 =+ yx  222 =+ yx

 b) 12 −−= xy
2
1

2

2
−−= xy 0=y

2
1

2

2
+= xy  12 += xy

 c) 2
2

2
−−= xy 32 −−= xy ∃/ 12 += xy

2

2xy =

d)
4
1

2
1 2

2
=++ yx ( ) 11 22 =++ yx 0=x ( ) 11 22 =+− yx

4
1

2
1 2

2
=+− yx

e) 12 2 −−= xy 2xy −= 1=y 22 += xy 32 2 += xy
 f)  2−−= xy  1−−= xy xy −= 1+−= xy  2+−= xy
g)        ∃/ ∃/ 1−−= xy xy −= 3+−= xy

h) 1−=xy
2
1−=xy

=
=

0
0

y
x

2
1=xy 1=xy



 
 
 

Capítulo 3 
 
Límite y continuidad 
 
 
Límite doble o simultáneo. 

 

Límites sucesivos o reiterados. 

 

Límites radiales. 

 

Continuidad; definición, propiedades. 

 

Discontinuidades. 

 

 

L-

L+
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LIMITE

Límite finito de una función en un punto P0

Concepto

Podemos considerar al límite como el valor numérico al que se aproxima una 
función a medida que nos aproximamos al punto P0, cualquiera sea el cami-
no elegido para llegar al mismo. 

Para funciones de una variable

Hay dos caminos para llegar al punto porque el 
punto está sobre una recta. Por la izquierda y la 
derecha. Para que exista el límite el valor debe 
ser el mismo. 

( ) = lx   flim
xx 0→

Para un campo escalar de dos variables

El punto ahora se encuentra en un plano y por lo 
tanto hay infinitos caminos para llegar a él. Esta es 
la gran diferencia que hay entre el cálculo del límite 
para funciones de dos variables y para funciones de 
una variable; ahora los caminos son infinitos. 

Una función o campo escalar de dos variables tiene límite finito en un punto 
P0 = (x0;y0) cuando los valores de la función se aproximan a un número finito 
L a medida que los valores de (x;y) se aproximan a (x0,y0), cualquiera sea el 
camino elegido para llegar al punto. 

( ) ( )
( ) = Lx;y  flim

y;xx;y 00→

  z

y0

x0

x0

y

→ ←
x
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Definición de límite doble o simultáneo

Una función z = f (x;y) tiene límite finito L en un punto de acumulación de 
su dominio ⇔ cuando los valores de (x;y) → (x0;y0), los valores de la fun-
ción se aproximan a L, cualquiera sea el camino elegido para llegar al punto. 
Eso quiere decir que la diferencia, en valor absoluto, entre los valores de la 
función y el límite se pueden hacer tan pequeña como se quiera, con tal de 
tomar valores de (x;y) suficientemente próximos al punto, es decir, pertene-
cientes al entorno reducido de centro P0 y radio h.

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0; ;

2 2
0 0

0 0

0

x y x y
  f x; y  = L   > :  h   >   /  x; y  Df : lim

 < x x + y y  < h  f x; y L  <

ε ε
→

⇔ ∀ ∃ ∀ ∈

− − −

Interpretación geométrica 

Esto quiere decir que por más pequeño que sea  (diferencia entre los valores 
que toma la función en un entorno de (x0;y0) y L) siempre existe h, radio del 
entorno reducido dentro del cual están los (x;y) que cumplen con la condición 
de que la diferencia en valor absoluto entre los valores de la función y el límite 
se pueda hacer tan pequeña como se quiera. 

L-ε

L+ε

 0
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Si dado cualquier  siempre existe h, entonces la función tiene límite finito 
en el punto. El radio h depende de  porque si tomamos valores de  meno-
res, los pares (x;y) se encontrarán más cerca del punto (x0;y0) y por lo tanto 
el radio del entorno es menor. 

El punto debe ser de acumulación del dominio porque de lo contrario no 
existirían los (x;y) que cumplan con la condición establecida, ya que alrede-
dor del punto no habrían otros puntos pertenecientes al dominio de la fun-
ción.

Cálculo de límites aplicando la definición 

Este método si bien es la forma de asegurar la existencia de límite finito, no 
es simple, salvo en casos muy sencillos. Veremos algunos ejemplos.  

1)
( ) ( )

( ) 3
21

=+
→

yxlim
;y;x

Debemos demostrar  que ( ) ( ) yxhyx <−+<−+−< 3210 22

21213 −+−≤−+−=−+ yxyxyx   (1) 

Además, si x e y son números reales, se verifica que: 

( ) ( )22 211 −+−≤− yxx   (2)    y   ( ) ( )22 212 −+−≤− yxy    (3) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2121221 2222 εε <−+−<−+−≤−+− yxyxyx

Por lo tanto 
2
ε=h . Queda demostrado así que el  

( ) ( )
( ) 3

21
=+

→
yxlim

;y;x
.

2)
( ) ( )

2

2 2
0 0

3 0
x;y ;

x y
lim x y→

=
+
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Debemos demostrar  que 
yx
yxhyx <−

+
<+< 030 22

2
22

22

2

22

2

22

2

3303
yx

xy
yx
yx

yx
yx

+
=

+
=−

+

222
222 11

xyx
yxx ≤

+
+≤ ∴ ε<+≤≤≤

+
222

22

2

333
3

yxyy
yx

xy

Haciendo
3
ε=h , queda demostrado que el

( ) ( )

2

2 2
0 0

3 0
x;y ;

x y
lim x y→

=
+

.

3)
( ) ( )

0
00

=
→ y

sen.xlim
;y;x

π

Debemos demostrar  que 
y

sen.xhyx <−<+< 00 22 π

y
sen.x π

= επ <+<<< 222 yxxx
y

sen.x .

Haciendo ε=h , queda demostrado que el
( ) ( )

0
00

=
→ y

sen.xlim
;y;x

π

Este método evidentemente no es muy práctico. Veamos ahora otros méto-
dos para analizar el cálculo de límites para funciones de dos variables inde-
pendientes.

Regla práctica para cálculo del límite doble 

Lo que hemos visto es la definición del límite doble, es decir la condición 
que debe cumplirse para que una función tenga límite doble en un punto. 
Para calcular el límite doble procedemos de la misma manera que para fun-
ciones de una variable. Probamos como regla práctica reemplazar las varia-
bles x e y por las coordenadas del punto en el cual queremos calcular el lími-
te y observamos que ocurre.  
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Ejemplos

1)
( ) ( )

( ) 322

21
−−

→
  = yx  lim

;x;y

2)
( ) ( )

2

1 2

2 4 2
5 6 3x;y ;

x + y  =  = lim x→ −
−

− −

Si obtenemos un valor determinado podemos decir que ese valor es el valor 
del límite. El límite así calculado recibe el nombre de límite doble o simul-
táneo porque ambas variables tienden simultáneamente al punto, abarcando 
así los infinitos caminos por los cuales se puede acceder al punto. 

Veamos ahora el siguiente ejemplo 

0
02

2

2

(0;0));( →
→=

→ yx+
yx+

limL
yx

      llegamos en este caso a una indeterminación 

que no se puede salvar. Es decir que este procedimiento de reemplazar las 
coordenadas x e y por las coordenadas del punto no siempre da buenos resul-
tados. Lo que vamos a hacer a partir de ahora es empezar a recorrer algunos 
de los infinitos caminos por los cuales se puede acceder al punto. Si al reco-
rrer algunos de esos infinitos caminos, por ser infinitos no podemos agotar-
los todos, los valores de la función se aproximan a valores distintos, pode-
mos asegurar que la función no tiene límite doble en ese punto porque el lí-
mite, de existir, debe ser único. Pero si al recorrer esos caminos siempre lle-
gamos al mismo valor, no podemos asegurar ni la existencia ni la no existen-
cia del límite, porque que la función, al acercarnos por determinados cami-
nos, se aproxime a un mismo valor no quiere decir que por todos los caminos 
se llegue al mismo valor. 

Límites sucesivos o reiterados

En este caso se hace tender a su límite primero una variable, dejando fija la 
otra, y luego ésta en la función así obtenida. 

lo que significa que cuando nos acercamos 
al punto (1;2), por cualquier camino, los va-
lores de la función se aproximan a –3.
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( ) ( )
00 0

1
y x x yy y

L  =    f x; y  =  ylim lim lim φ
→ → →

( ) ( )x lim =x;y  flimlim = L
xxyyxx

ϕ
000

2
→→→

En L1 se hacer tender primero la variable x a x0, y luego la variable y a y0 en 
la función de y que queda en el paréntesis. Eso equivale a acercarnos al pun-
to primero según x y luego según y.

En L2 se hacer tender primero la variable y a y0, y luego la variable x a x0 en 
la función de x que queda en el paréntesis. Eso equivale a acercarnos al pun-
to primero según y y luego según x.

Si L1 ≠ L2, por lo ya visto, no existe el límite doble L.
Si L1 = L2, no se sabe que ocurre. Hay que recorrer otros caminos. Si por los 
otros caminos el límite sigue dando lo mismo, seguimos sin saber que ocurre 
con el límite doble de la función en ese punto. Si por alguno de esos otros 
caminos llegamos a un valor distinto, entonces podemos asegurar que el lí-
mite doble no existe. 

Nota importante: cuando se empieza a transitar por los distintos caminos 
podemos llegar a concluir la no existencia del límite do-
ble, nunca podemos asegurar la existencia del límite do-
ble porque nunca podemos agotar los infinitos caminos.

Veamos como aplicar los límites reiterados al ejemplo anterior: 

1
2

2

2

02

2

00
1  = 

y
y

lim =
yx+
yx+

limlim=L
yxy →→→
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≠
→→→

LL    = 
x
x

lim =
yx+
yx+

limlim=L
xyx

21
02

2

00
2 222

Límite radial 

Se llama así al límite cuando el camino elegido 
son las rectas que pasan por el punto. Si tene-
mos en cuenta la ecuación de la recta que pasa 
por un punto: y = m (x – x0) + y0, donde m es la 
pendiente de la recta queda:   

( ) ( )
( )

( ) x;y flimL
yxxmy

;yxx;y
r

00
00

+−=
→

=

Observemos que al hacer la sustitución y = m (x – x0 ) + y0, el límite se trans-
forma en un límite de una sola variable, por lo tanto para su resolución valen 
todas las propiedades vistas en Análisis I para funciones de una variable.
Haciendo variar m se obtienen las infinitas rectas que pasan por el punto. 
Cada recta significa un camino distinto. Si por todos los caminos rectos se 
llega al mismo valor, decimos que existe el límite radial. Pero esto no asegu-
ra la existencia del límite doble, ya que existen infinitos caminos que no son 
rectos para llegar al punto que hay que analizar para asegurar la existencia 
del límite doble. Si el límite radial depende de m podemos asegurar que el 
límite doble no existe pues por distintos caminos se llega a valores distintos. 

Veamos los siguientes ejemplos

1) volvamos al ejemplo visto anteriormente: 

( ) ( )

2

2
0 0

2 0
0x;y ;

x+ yL    lim
x+ y→

→=
→

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2 22

2 2 20 0 0 0

222 2 2
11r

x;y ; x x
y mx

x + m xx+ mxx+ yL  =lim lim lim
x+ y x + m xx+ mx→ → →

=

/
= = = =

/

obtenemos una indeterminación, recurrimos  
al límite radial

no existe límite 
doble
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Esto significa que cualquiera sea la recta que elijamos para acercarnos al 
punto, en este caso el origen de coordenadas, el valor al que se aproxima la 
función siempre es el mismo. Pero esto no asegura la existencia del límite 
doble. Ya hemos visto que el límite doble de esta función en el origen no 
existe por ser los límites reiterados distintos. 

2)
( ) ( ) 0

0
2

2
00 →

→=
→ x+y

yx+
limL

;x;y

( ) ( )

( )
( )0 0 0 0

1 22 2 1 2
2 2 2 2r

x;y ; x x
y mx

x + mx+ y x+ mx + mL    =   lim lim limx+ y x+ mx x + m + m→ → →
=

/= = =
/

En este caso el límite radial depende de m, lo que significa que para cada 
recta la función se aproxima a un valor distinto, por lo tanto el límite doble 
de la función en el origen no existe. 

Límite parabólico 

Si los límites reiterados y radial fuesen iguales, debemos probar por otros 
caminos, por  ejemplo parabólicos, hasta encontrar un camino para el cual el 
límite sea distinto. Si por  distintos caminos seguimos obteniendo el mismo 
límite no podemos saber si el límite doble existe o no.   

Ejemplo

( ) ( )

2

240 0

2 0
03x;y ;

x yL    lim
x + y→

→=
→

2

1 2 240 0 0

2 0 0
3 3y x y

x y =    =   =  lim lim limL
x + y y→ → →

2

2 24 40 0 0

2 0 0
3x y x

x y =    =   = lim lim limL
x + y x→ → →

,

( ) ( ) ( )

( )

2 2 3

24 2 4 2 240 0 0 0

3

2 2 22 2 20 0

2 2 2
3 33

2 2 0 0
3 33

r
x;y ; x x

y mx

x x

x y x .mx x mL    =   lim lim limx + y x m xx + mx

x m xm
lim lim x m mx x m

→ → →
=

/

→ →

= = =
+

= = = =
++/

al ser L1 = L2 debemos seguir 
investigando. 

obtenemos una indeterminación, recurrimos  
al límite radial
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Seguimos sin saber qué ocurre. Probamos por otro camino, por ejemplo un 
camino parabólico, y = x2

.

( ) ( ) ( )2

2 2 2 4

24 2 44 20 0 0 0

2 2 2 1
3 4 23

p
x;y ; x x

y x

x y x .x xL   =    lim lim limx + y xx + x→ → →
=

= = =

Hemos encontrado un camino por el cual la función se aproxima a un valor 
distinto, por lo tanto podemos asegurar que el límite doble no existe. 

Nota: la curva que elijamos debe pasar por el  punto, en este caso la parábola 
y = x2 pasa por P0 = (0;0).

Propiedades de los límites

Para las funciones de dos variables valen las mismas propiedades que para 
los límites de una variable. Es decir que el límite, si existe, es único. El lími-
te de la suma, resta, producto o cociente de funciones es igual a la suma, res-
ta, producto o cociente de los límites. En este último caso si el límite del de-
nominador es ≠ 0. 

El producto entre un infinitésimo y una función acotada es otro infinitésimo. 
El cálculo de los límites reiterados y radiales ayudan a determinar la existen-
cia del límite doble. Veamos las relaciones que se verifican entre ellos. 

1) Si ∃L, L1, L2, Lr  y Lp, estos deben ser iguales, es decir L = L1 = L2 = Lr = Lp.
2) Si L1 ≠ L2 o L1 = L2 ≠ Lr o L1 = L2 = Lr ≠ Lp ∃/ L, es decir que si algunos 

de los límites que encontramos son distintos, el límite doble no existe. 
3) L1 = L2 = Lr = Lp no se sabe si existe el límite doble L.
4) Puede ∃L y no existir L1 o L2.

Teorema de la unicidad: Si existe el límite doble, éste es único. 

Dem.) suponemos que f tiene dos límites distintos L1 y L2. Elegimos 
2
ε=h .

a) ( )
21
ε<− Ly;xf en un ( )[ ]100 h;y;x*E
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b) ( )
22
ε<− Ly;xf   en un ( )[ ]200 h;y;x*E

Si consideramos h = mín {h1; h2}, a) y b) se cumplirían en ( )[ ]h;y;x*E 00 .
Entonces en ( )[ ]h;y;x*E 00  vale: 

( )
21
ε<− Ly;xf

+

( )
22
ε<− y;xfL

( ) 1Ly;xf − + ( ) ε<− y;xfL2

( ) ( )y;xfLLy;xf −+− 21 ≤ ( ) 1Ly;xf − + ( ) 2Ly;xf − < ε

( ) ( )y;xfLLy;xf −+− 21 < ε ∴ 12 LL − < ε .

Como ε  se puede hacer tan pequeño como se quiera y L1 y L2 son constantes, 
entonces 012 =− LL , por lo tanto 21 LL = . Queda así demostrado que el límite 
es único. 

Teorema 2: Si existe el límite doble y uno de los reiterados, entonces ambos 
son iguales. 

H)
( ) ( )

( ) Ly;x  flimL
;x;y

==∃
→ 00

T) ( )∃
→→

x;y  flimlim =L
xxyy 00

1

T) 1LL =
D) Si existe L entonces ( ) ε<− Ly;xf , es decir que 

( ) εε +<−≤− Ly;xf   o ( ) εε +<<− Ly;xfL

Tomando límites en la desigualdad cuando 0x x→  resulta 
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( ) ( ) ( )εε +<<−
→→→

Llimy;xflimLlim
xxxxxx 000

El primer y el último límite son límites de constantes, por lo tanto son igua-
les a las constantes. 

( ) εε +<<−
→

Ly;xflimL
xx 0

Tomamos ahora límite cuando 0yy →

( ) ( ) ( )εε +<<−
→→→→

Llimy;xflimlimLlim
yyxxyyyy 0000

εε +<<− LLL 1

εε <−<− LL1 ε<− LL1 ,

como ε  se puede hacer tan pequeño como se quiera y L y L1 son constantes, en-
tonces 01 =− LL , por lo tanto LL =1 .

Pasos a seguir para calcular límites dobles 

1) Tratar de calcular directamente el límite doble. 
2) Si da una indeterminación tratar de salvarla algebraicamente. 
3) Si no se puede salvar, recurrir a los límites reiterados. 
4) Si éstos fuesen iguales, recurrir al límite radial. 
5) Si los límites reiterados y radial fuesen iguales, debemos probar por otros 

caminos, por ejemplo parabólicos, hasta encontrar un camino para el cual 
el límite sea distinto. Si por distintos caminos seguimos obteniendo el 
mismo límite no podemos saber si el límite doble existe o no. En estos ca-
sos podemos sospechar que el límite doble existe y toma ese valor, pero la 
única forma de confirmarlo es aplicando la definición. 

Ejemplo del uso de propiedades en la resolución de límites 

Veamos como se puede resolver el siguiente límite aplicando propiedades. 
En principio obtenemos una indeterminación del tipo 0/0. Suponemos que     
x  0, lo que nos permite dividir por x2.
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( ) ( ) ( ) ( )
0

1
2

2

0
0022

22

00
=

+

=
+

=
≠

→→

x
y

y
lim

yx
yx

limL
x

;y;x;y;x

Debemos analizar ahora que ocurre si x = 0. Equivale a calcular un límite 
radial, nos acercamos al punto según la dirección del eje y.

( ) ( )

2 2 2

0 2 2 2 2
0 0 0 0

0

0 0 0
0x

x;y ; y y
x

x y .yL lim lim limx y y y=
→ → →
=

= = = =
+ +

Con lo cual queda demostrado que el límite vale 0.  

RELACIÓN ENTRE LOS LÍMITES DOBLES Y LAS CURVAS DE NIVEL

Cuando buscamos distintos caminos para acercarnos al punto, podemos probar 
por los caminos que siguen las curvas de nivel. Si dos o más de esos caminos 
de z = f (x;y) se cortan en el punto P0 = (xo;yo) o se aproximan a un valor distin-
to a L1 o L2, entonces no existe el 

( ) ( )
( )y;xflimL

y;x(y;x 00→
=  porque por caminos 

diferentes nos acercamos a valores distintos ya que para cada uno de esos ca-
minos las imágenes se aproximan respectivamente a k1 y k2 que corresponden a 
las distintas curvas de nivel. 

Esta es otra forma de verificar la no existencia de un límite doble. 

Ejemplos: a)
( ) ( ) 0

0
00 →

→
−
+=

→ yx
yx

limL
;x;y

Analizamos los caminos que corresponden a dos curvas de nivel de f (x;y),
por ejemplo para z = 2 y z = 3. 

Para z = 2, tenemos   yxyxyx
yx
yx 3222 =−=+=

−
+

Para z = 3, tenemos   yxyxyx
yx
yx 2333 =−=+=

−
+
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Vemos que ambos caminos (x = 3y  y x = 2y) se cortan en (0;0), por lo tanto 
el límite doble no existe. 

b)
( ) ( ) 0

0
2

2

00 →
→

+
=

→ yx
x

limL
;x;y

Analizamos los caminos para z = 1 y z = 3. 

Para z = 1, tenemos   2
2

2

1 xy
yx

x −==
+

Para z = 3, tenemos   2
3
2

2

2

3 xy
yx

x −==
+

Vemos que ambos caminos se cortan en (0;0), por lo tanto ∃/ L.

c)
( ) ( ) 0

04

00 →
→

+
=

→ yx
x

limL
;x;y

Es fácil ver que 021 == LL . Analizamos el camino de la curva de nivel 1, 
4y x x.= −

14

4

0
4

4

0
4 ==

−+
=

→→−= x
x

lim
xxx

x
limL

xxxxy

Hemos encontrado un camino por el cual las imágenes se aproximan a un 
número diferente, por lo tanto el límite doble no existe. 

LÍMITES EN COORDENADAS POLARES

En lugar de trabajar con coordenadas rectangulares, hacemos un cambio de 
variables y lo hacemos con coordenadas polares. Tenemos que tener en cuenta 
que cuando (x;y) → (0;0), r → 0. Si el límite depende de α, quiere decir que el 
límite doble no existe. Si el límite no depende de α, el límite doble puede o no 
existir. En este caso veremos el criterio de la función mayorante. 
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( ) ( )

2

2 2 2 2
0 0 0 0

0

a)
x;y ; r r

r

xy r cos .rsen r cos .senL lim lim limx y r r
cos .sen cos .sen Llim

α α α α

α α α α
→ → →

→

= = = =
+

= = ∃/

( ) ( ) ( )
2 2 2 3 2

2 4 2 2 4 4 2 2 40 0 0 0

2

2 4
0

b)

0

x;y ; r r

r

xy r cos .r sen r cos .senL lim lim limx y r cos r sen r . cos sen

r cos .sen
lim cos sen

α α α α
α α α α

α α
α α

→ → →

→

= = = =
+ + +

= =
+

Sin embargo este límite no existe. Considerando el camino 2yx = llegamos a 
valores diferentes al de los límites sucesivos. 

Criterio de la función mayorante 

Una condición necesaria y suficiente para que exista 
( ) ( )

( )xyflimL
;y;x 00→

=  es 

que la expresión ( ) Lsen.r;cos.rf −αα  esté acotada por una función ( )rg ,
para cualquier valor de α y que.  

( ) ( ) 22

22

00
a)

yx
yx

limL
;y;x +

=
→

( )
2 2 2 2 4 2 2

2 2

2 2 2 2 2

01

0

0y
r

r cos .r sen r cos .senf r.cos ;r.sen L
r r

r cos .sen r rlim

α α α αα α

α α
→≤

− = − = =

= ≤ =

Por lo tanto 
( ) ( )

2 2

2 2
0 0

0
x;y ;

x yL .lim x y→
= =

+

Debemos suponer un posible valor del límite, considera-
mos el valor de los límites sucesivos que es 0. 
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( ) ( ) 22

33

00
b)

yx
yx

limL
;y;x +

+=
→

( )

( )

3 3 3 3
3 3

2
2

0

0 2

2 0y
r

r cos r senf r.cos ;r.sen L r cos sen r
r

rlim

α αα α α α
≤

→

+− = − = + ≤

=

Por lo tanto 
( ) ( )

022

33

00
=

+
+=

→ yx
yx

limL
;y;x

( ) ( ) 2200
c)

yx

xy
limL

;y;x +
=

→

( ) ( )2

01

0y
r

r cos .senr cos .r senf r.cos ;r.sen L
r r

r cos .sen r rlim

α αα αα α

α α
→≤

− = = =

= ≤ =

Por lo tanto 
( ) ( ) 2 20 0

0
x;y ;

xyL .lim
x y→

= =
+

Debemos suponer un posible valor del límite, conside-
ramos el valor de los límites sucesivos que es 0. 

Debemos suponer un posible valor del límite, conside-
ramos el valor de los límites sucesivos que es 0. 
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CONTINUIDAD

Las condiciones que debe cumplir un campo escalar de dos variables indepen-
dientes para ser continua en un punto P0 = (x0;y0) de acumulación de su dominio 
son las mismas condiciones que debe cumplir una función de una variable. Es 
decir:

1) ∃ f (x0;y0)
2) ∃ L finito en el punto.  (L es el límite doble) 
3) f (x0;y0) = L

Estas tres condiciones se pueden resumir en una sola: 

( ) ( )
( ) ( )00

00

;yx = fx;y  flim
;yxx;y →

Si el punto no es de acumulación decimos que es continua si está definida en 
el punto. 

Ejemplo:
≠

00

01

    x = 

  x  
x

sen. y
 =z   en el origen. 

Vemos que f (0;0) = 0. Analizamos el límite. 

( ) ( ) x
y .sen limL

;x;y

1
00→

=  = 0 

Es el producto entre un infinitésimo y una función acotada. El límite vale 0. 
Por lo tanto la función es continua en el origen. 

Continuidad en un conjunto

Una función es continua en un conjunto A si lo es en todos los puntos perte-
necientes al mismo. 

Funciones discontinuas. Clasificación

Si una función no cumple con alguna de estas condiciones se dice que es dis-
continua en el punto. 



Límite y continuidad 63

Discontinuidad evitable 

Si existe el límite doble de la función en el punto, la discontinuidad es evitable.

Geométricamente la función tiene un agujero en el 
punto. La función se puede transformar en con-
tinua redefiniéndola, considerando como imagen 
del punto el valor del límite. 

Ejemplo

( )
y

xysenz =  en el origen 

Vemos que no existe ( )00;f .

Calculamos el límite doble en el origen 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

01

0
0

0000

0000

 = . xlim =
xy

xyx.sen
lim

  =
y

xysen
lim     

y
xysen

limL

;x;y;x;y

;x;y;x;y

→→

→→

=

→
→=

La función no está definida en el origen, pero sí tiene límite doble. Es una 
función discontinua evitable. Para transformarla en continua la redefinimos 
asignándole como imagen al origen el valor del límite.  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0 0

sen xy
 x; y ;    

yz = 
       x; y  = ;

≠

Discontinuidad esencial 

Si la función no tiene límite doble en el punto, la discontinuidad es esencial.
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Ejemplo

a)
yx
y+x =z 

−
 en el origen 

Vemos que no existe ( )00;f .

Calculamos el 
( ) ( )0 0

0
0x;y ;

x+ yL     lim x y→

→=
− →

,

Procedemos a calcular los límites reiterados: 

1
000

1 −
−− →→→

 =  
y

y
lim  =  

yx
y+x

limlim = L
yxy

21
000

2 1 LL    = 
x
x

lim  =  
yx
y+x

limlim = L
xyx

≠
− →→→

L∃/ ∴

b)
( ) ( )

( ) ( )

2

4 2

5 0 0
3

5 0 0

yx   x; y   ;    
x yz = 

       x; y   ;

≠
+

=
 en el origen 

Para analizar la continuidad debemos ver si la función está definida y si tiene 
límite finito en el punto. 

Vemos que f (0;0) = 5, la función está definida en el origen. 

Calculamos el límite, tratando siempre de calcular primero el límite doble:  

( ) ( ) 0
0

3
5

24

2

00 →
→

+
=

→ yx
yx

limL
;x;y

,

Procedemos a calcular los límites reiterados: 

la discontinuidad 
es esencial

da una indeterminación 
que no se puede salvar

da una indeterminación que no se 
puede salvar
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2

1 4 2 2
0 0 0

5 0 0
3 3y x y

yxL  =        =       =lim lim limx y y→ → →+

00
3

5
4024

2

00
2   =  

x
lim  =  

yx
xy

limlim = L
xyx →→→ +

Como los límites reiterados son iguales debemos recurrir al límite radial 

( ) ( ) ( ) ( )
0

3
0

3
5

3
5

3
5

3
5

222
0

222

3

0
24

2

0
24

2

00

==
+

=

+
=

++
=

→

→→
=
→

mmx
mx

lim

mx.x
mx

lim
mxx

mx.x
lim  =

yx
yx

limL

x

xx
mxy

;x;y
r

Debemos seguir investigando, probamos con y = x2

( ) ( ) ( )2

2 2 2 4 4

24 2 4 4 44 20 0 0 0 0

5 5 5 5 5
3 3 4 43

p
x;y ; x x x

y x

yx x x .x xL    =  lim lim lim limx y x x xx x→ → → →
=

= = = =
+ ++

Por lo tanto no existe L y la función es discontinua esencial.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Límite

Calcular, si existe, el límite doble de las siguientes funciones en los puntos 
indicados. Sacar conclusiones. Probar por otros caminos si fuera necesario. 

 1)
( ) ( ) yx

yx
lim

;x;y 62
3

00 +
−

→
 2)

( ) ( )0 0

2
3 2x;y ;

x y
lim x y→

−
− +

   

 3)
( ) ( )

( ) ( )
( )yx.y

ysen.yx
lim

;x;y −
−

→ 3
29 22

00
  4)  ( )( )

( )( )22
23222

11 −−
+−−

→ x.xy
xx.xy

lim
);((x;y)

 5) 
( ) ( ) 22

00 22
3

yx
xy

lim
;x;y +→

 6)
( ) ( ) 2200

3

yx
xy

lim
;x;y +→

   

 7) 
( ) ( )

( ) ( )
xy

xysen.x
lim

;x;y 3
2

00

+
→

   8)  
( ) ( )0 0

3 2
2x;y ;

x y
lim x y→

−
−

 9)
( ) ( )

( )
y

xysen
lim

;x;y 00→
  10) 

( ) ( )

( )( )
( ) ( )32

94 22

32 −−
−−

→ y.yx
y.x

lim
;x;y

11)
( ) ( ) yx

yx
lim

;x;y 2
73

12 +
−−

−→
  12)  

( ) ( ) 44

22

00 yx
y.x

lim
;x;y +→

13)
( ) ( )

( ) ++
→ y

sen
x

sen.yx lim
;x;y

11
00

 14)  
( ) ( ) x

sen. ylim
;x;y

1
00→

15)
( ) ( )

=+

≠+
+
−

→
00

0
00

yx

yx
yx
yx

lim
;x;y

 16)  
( ) ( ) 24

2

00 yx
yx

lim
;x;y +→

17)
( ) ( )

2 2

2 2

0 0
4

x y
x y

x;y ;
lim

+
−

→
 18) Dada 32

22
yx

xyz
+

=

19)
( ) ( ) 1

122

01 −
−+−

→ x
xyxy

lim
;x;y

20)
( ) ( ) yx

yx
lim

;x;y 22

22

00 +
+

→
    21)

( ) ( ) 42

2

00 yx
xy

lim
;x;y +→

Hallar el límite en el origen 
si: a) y=3x,  b) y=x2,  c) y2 =x
Sacar conclusiones

Función de
Genocchi- Peano 
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22)
( ) ( ) ( ) y

;x;y e.x
xy

lim
101 −→

  23)
( ) ( )

( )

=

≠
−

+

−→ 22

22
22

12
40

4
4

2

yx

yx
yx

yxsen
lim

;x;y

24)
( ) ( ) 26

3

00 yx
yx

lim
;x;y +→

  25) 
( ) ( )

( )
xsen.xsen.y

ysen.x
lim

;x;y 2
42

20 +
−

−→

26)
( ) ( ) ( ) 2322

22

00
/

;x;y yx
yx

lim
+→

 27)
( ) ( ) yx

yx
lim

;x;y −
−

→

2

11

28)
( ) ( ) 1122

22

00 −++

+
→ yx

yx
lim

;x;y
    29) 

( ) ( )

( )[ ]
2422

1
22

22

01 +−+
+−

→ xyx
yxsen

lim
;x;y

30) Hallar el valor de k∈  para que exista y tenga valor finito el siguiente 

límite
( ) ( ) 22

00 yx
xy

lim
k

;x;y +→
.

31) Dada la función ( ) ( )xlnysen
bxyaxy;xf

++
++=

1

2

,

a) determinar el valor de a para que los límites reiterados coincidan en el 
origen.

b) utilizando el valor del coeficiente a determinado en a), determinar el 
valor de b para que los límites radiales en (0,0) coincidan siempre. 

Continuidad

1)  Dadas las siguientes funciones determinar si son continuas en el origen. 
Justificar la respuesta. Clasificar si no es continua. 

a)
22 yx

xyz
+

=               b)   z = 
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

000

00
22

;y;x

;y;x
yx

xy
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c)  z = ( ) ( )
( ) ( )=

≠+
003
003

;y;x
;y;xyx d)  z = ( ) ( )

( ) ( )=
≠+

000
003

;y;x
;y;xyx

2) Dados los siguientes campos escalares determinar si son continuos en el 
punto P0 = (1;1). 

a)  z = ( ) ( )
( ) ( )=

≠−
111
113 2

;y;x
;y;xyx b)

yx
xz
−

= 2

3) Determinar si son continuas las siguientes funciones en el origen. 

a)  z = 
=+

≠+
+
−

01

0

yx

yx
yx
yx

b)
( )

=

≠++
=

00

011.

xy

xy
y

sen
x

senyx 
z

c)  z = 
=

≠

00

01

y

y
y

sen.x
              d)  z = 

=+

≠+
+
+

00

033

23

yx

yx
yx
yx

e)  z = 
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+
+

0;0;0

0;0;2
22

22

yx

yx
yx
yx

f ) z = 
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+
−

000

0022

22

;y;x

;y;x
yx
yx

g)
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+=

0;0;5

0;0;
3

5
24

2

yx

yx
yx

yx
z h)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠−+
=

000

0011

;y;x

;y;x
y

ycos.xsen
z

4) Determinar en qué puntos son continuas las siguientes funciones. 

a) z = xye
1

    b)
yx

xz
−

= 3

c) ( )224 yxlnz +−=     d) ( )22 2 yxyxtgz ++=
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5) Definir f (0;0), si es posible, para que sean continuas en el origen las si-
guientes funciones. 

 a) 
2 2x yz
x y

−=
+

  b)
( )

22

22

yx
yxsenz

+
+

=          c) ( )
( )xysen

xytgz
5

2=

     d) 
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 0 0

0 0

x y x; y ;
x yz

x; y ;

− ≠
+=

=
   e)

6) ¿Se pueden transformar las siguientes funciones en funciones continuas 
en el origen?  Justifique la respuesta. 

     a) 22 yx
xyz
+

=                                                         b) 22

22

yx
yxxyz

+
−+=

7) Demostrar que
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+=

000

0042

22

;y;x

;y;x
yx

y.x
z es continua en ℜ2.

8) Determinar P0 = (x0;y0) si el dominio de f (x;y) =
( )

( )

22

22

2 1

1

y x x

y x

+ + +

+ +
 es      

ℜ2 – (x0;y0) y clasificar la discontinuidad de f en P0 = (x0;y0).

9) Analizar continuidad en ℜ2.

    a) 
=

≠
−=

yxx

yx
yxz

1
     b) 

−=

−≠
+
+

=
yxx

yx
yx
yx

z 33

23

10) Analizar la continuidad de ( )y;xfz =  en el origen. 

    a) 

−=

−≠
−=

2

2
2

2

20

2
2

yx

yx
yx

x
z              b)

1 1

0

xy x
x k

z tg x
x k

π

π

+ − +
≠

=
=

( ) ( )

( ) ( )=

≠
+=

00

0022

;y;x

;y;x
yx

sen.y
z

π
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RESPUESTAS

Límite

1) L1 = 2
1− , L2 = 2

1 , Lr = ( )m
m
312

31
+

−  no existe L

 2) L1 = 2
1− , L2 = 3

2− , Lr = m
m
23

2
+−
−  no existe L

 3) L = L1 = L2 = Lr = 0     4) L=L1= L2 = Lr = –1 

 5) L1= L2 = 0, Lr = ( )212
3

m
m

+
  no existe L

 6) L=L1= L2 = Lr = 0    7) L = L1= L2 = Lr= 3
2

 8) L1 =1, L2 = 3, Lr = m
m

21
23

−
−  no existe L 9) L=L1= L2 = Lr = 0   

10) L=L1= L2 = Lr = 0 

11) L1 = 2
1− , L2 = 3, Lr = m

m
21

3
+
−  no existe L

12) L1= L2 = 0, Lr = 4

2

1 m
m
+

  no existe L

13) L= Lr = 0, 21 , LL ∃/∃/     14) L= L2 = Lr = 0, 1L∃/

15) L1 = –1, L2 =1, Lr = m
m

+
−

1
1  no existe L

16) L1= L2 = Lr= 0, Lp= 2
1  no existe L

17) L1= 4
1 , L2 = 4, Lr =

4

2

1
1

4 m
m

−
+

  no existe L

18) LA=LB= LC = 0. No se pueden sacar conclusiones 
19) L = L1 = L2 = Lr = 1       20) L∃/ ,   21) L∃/    22) L = 1 
23) L∃/  porque por la recta yx 2−=  se obtiene un límite diferente a los que 
se obtienen por los otros caminos. 
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24) L∃/ , considerar el camino 3xy =     25) L = – 4       26) L = 0 

27) L = 2      28) L = 2    29) L =
2
1     30) k > 1      31) a = 1, b∈ℜ

Continuidad

1) a) Discontinua evitable. ∃/ f (0;0). L = 0.    b) Continua. L = f (0;0) = 0 
     c) Discontinua evitable. f (0;0) = 3. L = 0.  d) Continua. L = f (0;0) = 0 

2) a) Discontinua evitable. f  (1;1) = 1. L = 2. 
     b) Discontinua esencial. ∃/ f (1;1) . L = ∞.

3) a) Discontinua esencial. ∃/ L. f (0;0) =1.  b) Continua. L= f (0;0) = 0. 
 c) Continua. L= f (0;0) = 0.
     d) Discontinua esencial. f (0;0) = 0 ∃/ L.
     e) Discontinua esencial. f (0;0) = 0. ∃/ L.
     f) Discontinua esencial. f (0;0) = 0 ∃/ L.
     g) Discontinua esencial. f (0;0) = 5. ∃/ L.      
     h) Continua. L= f (0;0) = 0.

4) a) Es continua ∀(x;y)/(x;y) ≠ (0;0). b) Es continua ∀(x;y) / x > y
    c) Es continua ∀(x;y)/ 422 <− yx .   d) Es continua∀(x;y)/ ( ) ( )

2
122 π+≠+ kyx

5) a) f (0;0) = 0   b) f (0;0) = 1   c) f (0;0) = 2/5     d) ∃/ f (0;0)     e) f (0;0) = 0 

6) a) No, porque ∃/ L. b)  No, porque ∃/ L.

8) P0 = (x0;y0) = (–1;0), la función es discontinua esencial. 

9) a) Es continua ∀(x;y) yx/ ≠ℜ∈ 2 . Si x y= , presenta una discontinuidad 
esencial.

    b) Es continua ∀(x;y) yx/ −≠ℜ∈ 2 . Si x y= − , presenta una discontinui-
dad esencial. 

10) a) No es continua porque f (0;0) = 0 y ∃/ L, presenta una discontinuidad 
esencial.

       b) No es continua porque f (0;0) = 0 y L = 21 /− , presenta una disconti-
nuidad evitable.
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DERIVADAS

Antes de analizar el tema de las derivadas para campos escalares de dos va-
riables hacemos un breve repaso del concepto de derivada para funciones de 
una variable. 

Definición

Consideramos una función y = f (x) y un 
punto x0 interior al Df. Consideramos un 
incremento de la variable x ( x), pasamos 
así del punto x0 al punto incrementado       
x = x0 + x.

Al punto x0 le corresponde un valor de la función que se denomina f (x0) y al 
punto incrementado le corresponde un valor de la función  f (x).

Vemos que a un incremento de la variable x, le corresponde un incremento 
de la función y = f (x) – f (x0).

Cociente incremental

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos: 

( ) ( )
0

0

xx
x f x f = 

x
y

−
−

Δ
Δ

Derivada de una función en un punto

Calculamos el   ( ) ( ) ( )0
0

0

0 0

xf = 
xx

xf  xf
lim = 

x
y

lim '

xxx −
−

Δ
Δ

→→

Dicho límite, si existe, recibe el nombre de derivada de la función y = f(x) en 
el punto x = x0.

Podemos definir a la derivada de una función en un punto de su dominio 
como el límite del cociente incremental cuando el incremento de la varia-
ble independiente tiende a 0.

    f (x)

   f (x0)

x   x0 x

y
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LAS DERIVADAS EN ANÁLISIS II - Las derivadas parciales

La primera diferencia que surge es que al haber dos variables independien-
tes, se puede incrementar una u otra, eso da origen a las llamadas derivadas 
parciales. Se incrementa una sola variable a la vez. 

Derivada parcial respecto de x

Consideramos una función z = f (x;y) y un 
punto P0 = (x0;y0) interior al Df. Considera-
mos un incremento de la variable x ( x),
pasamos así del punto P0 = (x0;y0) al punto 
incrementado P = (x ;y0) = (x+ x;y0) .

Al punto P0 = (x0;y0) le corresponde un valor de la función que se denomina       
f (x0;y0) y al punto incrementado P = (x;y0) le corresponde un valor de la fun-
ción f (x;y0).

Vemos que a un incremento de la variable x, x = x - x0 , le corresponde un 
incremento de la función z = f (x;y0) – f (x0;y0).

Cociente incremental

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos:  

( ) ( )
0

000

xx
 y;x f  yx; f = 

x
z

−
−

Δ
Δ .

Calculamos el ( ) ( ) ( ) y;x f = 
x  x

 y;x f yx;f
lim = 

x
z

lim '
x

xxx
00

0

000

0 0 −
−

Δ
Δ

→→

Dicho límite, si existe, recibe el nombre de derivada parcial respecto de x de 
la función z = f (x;y) en el punto P0 = (x0 ;y0 ).

Podemos definir a la derivada parcial respecto de x de una función en un 
punto de su dominio como el límite del cociente incremental cuando el 
incremento de la variable independiente x tiende a 0.

x

 y
x

z

  0
  x0

y0
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Derivada parcial respecto de y

Consideramos una función z = f (x;y) y un 
punto P0 = (x0;y0) interior al Df. Considera-
mos un incremento de la variable y ( y),
pasamos así del punto P0 = (x0;y0) al punto in-
crementado P = (x0 ; y) = (x;y0+ y) .

Al punto P0 = (x0;y0) le corresponde un valor 
de la función que se denomina f (x0;y0) y al 
punto incrementado P = (x0;y) le corresponde un valor de la función f (x0 ;y).

Vemos que a un incremento de la variable y, y = y – y0 , le corresponde un 
incremento de la función z = f (x0 ;y) – f (x0 ;y0 ).

Cociente incremental

Procedemos a formar el cociente entre los incrementos:  

( ) ( )
0

000

yy
 y;x f y;x f = 

y
z

−
−

Δ
Δ

Calculamos el   ( ) ( ) ( ) y;x f = 
y y 

y;xfy ; xf
lim = 

y
z

lim '
y

yyy
00

0

000

0 0 −
−

Δ
Δ

→→

Dicho límite, si existe, recibe el nombre de derivada parcial respecto de y de 
la función z = f (x;y) en el punto P0 = ( x0 ; y0 ).

Podemos definir a la derivada parcial respecto de y de una función en un 
punto de su dominio como el límite del cociente incremental cuando el 
incremento de la variable independiente y tiende a 0.

Ejemplo:  calcular las derivadas parciales de  x+yyxz = 53 22 − en P0 = (1;2)

( ) ( ) =
x

x+x
lim=

 x 
;f x;f 

lim=
x
z

lim = f
xx x

'
x 1

7546
1

212(1;2)
2

110 −
−−

−
−

→→→

 x

0

y

y

z

   x0

    y0



Alejandro E. García Venturini 78

( ) ( ) ( ) 826
1

126
1

246
11

2

1
 = x+ lim = 

x
x.x+

lim=
x

xx
lim

xxx →→→ −
−

−
−−=

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 11
2

21
2

23

2
753

2
2112 ; 1

22

2

2

2

220

−−
−

−−
−

−−

−
−−

−
−

→→→

→→→

 =y+ lim = 
y

y.y+
lim = 

y
y+y

lim

  =
y

+yy
lim = 

 y 
;f;yf 

lim = 
y
z

lim = f

yyy

yy y

'
y

FUNCIONES DERIVADAS PARCIALES

Si las derivadas parciales respecto de x e y existen en todos los puntos de un 
conjunto A, es decir que a cada punto se le puede asignar el valor de su deri-
vada parcial en dicho punto, queda definida la función derivada parcial
respecto de x o respecto de y. Al igual que para funciones de una variable, 
habitualmente conviene calcular primero la función derivada parcial y luego 
aplicarla para calcular la derivada parcial en un punto particular (siempre y 
cuando la derivada parcial sea continua en ese punto). 

Notación

Para referirnos a las funciones derivadas parciales utilizaremos las siguientes 
notaciones:

x
z = z = f '

x
'
x ∂

∂
                    

y
z = z = f '

y
'
y ∂

∂

El símbolo ∂  (notación que se debe al matemático alemán Carl Gustav Ja-
cobi) se utiliza para indicar que la derivada es parcial y no total, es decir que 
hay más de una variable independiente. Equivale a la notación que se utiliza 
en Análisis I para referirnos a la derivada (notación que se debe al matemá-
tico alemán Leibniz).

Cálculo de las funciones derivadas parciales

En la práctica, para calcular las funciones derivadas parciales, se aplican las 
reglas de derivación vistas para funciones de una variable considerando a las 
demás variables como constantes. 
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Ejemplo:  x+yyxz = 53 22 − en   P0 = (1;2) 

Para calcular la función derivada parcial respecto de x consideramos a la 
variable y como una constante (valen para la y las reglas de derivación para 
las constantes) y viceversa al calcular la derivada parcial respecto de y.

yxy = z'
x

26 − xyx = z'
y 23 2 −

Ahora calculamos las derivadas en el punto P0 = (1;2) y verificamos los re-
sultados ya obtenidos aplicando las derivadas por definición. 

( ) 8421621 = ..= ;z'
x − ( ) 11221321 −−  = ... = ;z'

y

Casos en que hay que recurrir a la definición 

a) La función derivada no es continua en un punto

Vimos que hay dos formas de calcular la derivada parcial de una función en 
un punto, aplicando la definición o calculando la función derivada utilizando 
las reglas de derivación y luego reemplazando. Pero esto último es válido 
siempre y cuando la función derivada sea continua en el punto considerado, 
de lo contrario la única forma que hay de obtener el valor de la derivada, si 
ésta existe, es aplicando la definición de derivada. 

Ejemplo:  calcular las derivadas parciales de y+x =z 3 33 en el origen 

Tratamos de calcular la función derivada parcial respecto de x.

( )
    z    

yx 

x = z '
x

'
x 0) (0;

3 233

2

+

Para saber si la derivada existe o no, y cuánto vale en caso de existir, recu-
rrimos a la definición de derivada. 

( ) ( ) ( ) 1000000
0

3 3

000 
 = 

x
x

lim = 
x

 x
lim  =  

x
;f;x f

lim = 
x
z

lim= ;f
xxxx

'
x

→→→→

−−
Δ
Δ

no está definida, por lo tanto la función deri-
vada parcial no es continua en el origen
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La derivada parcial respecto de x existe y vale 1, pero para obtener su valor 
hubo que recurrir a la definición de derivada porque la función derivada par-
cial respecto de x no es continua en el origen. 

Análogamente se demuestra que ( ) .;f '
y 100 =

b) La función está definida por ramas

Si una función está definida por ramas la derivada en los puntos donde se 
produce la interrupción sólo puede calcularse aplicando la definición. 

Analicemos el siguiente ejemplo:   z =
( ) ( )

( ) ( )=

≠

000

002
22

;x;y

 ;x;y  
y+x

xy
     en P0 = (0;0) 

Vamos a calcular las derivadas parciales de 1º orden: 

Como la función está definida por ramas debemos recurrir a la definición de 
derivada para determinar su existencia en el origen.

( ) ( ) 00) ; (000 00000) ; (0
00

 = z      =  
xlim =  

x
; f  ;x f

lim = z '
x

xx

'
x

−−
→→

Análogamente se puede demostrar que 0 = 0) ; (0'  z y

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA

Veamos brevemente qué mide la derivada en Análisis I 

En el gráfico vemos que la ( ) ( )
0

0

xx
xfx f =  tg

−
−β

( ) ( ) ( ) αtg  =  
xx

xf xf 
lim = xf

xx

'

0

0
0

0 −
−

→

Si αβ →→    xx 0 .

α

β

y

x

f(x)

      f(x0)

xx0
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A medida que x → x0 la recta secante se va transformando en recta tangente. 
Por lo tanto la derivada de una función en un punto x0 interior al Df mide la 
pendiente de la recta tangente a la curva en el punto [x0;f (x0)]. Es decir que 
mide la tangente trigonométrica del ángulo que forma la recta tangente a la 
curva en dicho punto con el semieje positivo de las x.

Veamos ahora que miden las derivadas parciales. 

 z x
'

Al calcular la derivada parcial respecto de x, se 
considera a y = y0, lo que equivale a trazar el pla-
no y = y0, paralelo al plano (x z).

La intersección de la superficie con el plano y = y0
es una curva z = f (x;y0) que representa a una fun-
ción de x. Si aplicamos a esa curva la interpreta-
ción geométrica de la derivada para funciones de 
una variable concluimos que la derivada parcial respecto de x en (x0;y0) mide 
la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de la superficie con 
el plano y = y0 en P0 = (x0;y0;z0).

 z y
'

Ahora consideramos a x = x0, lo que equivale a 
intersecar a la superficie con el plano x = x0, para-
lelo al plano (y z). Esta intersección es una curva    
z = f (x0;y) que representa a una función de y.

Si ahora aplicamos a esta curva la interpretación 
geométrica de la derivada para funciones de una 
variable concluimos que la derivada parcial de z respecto de y en (x0;y0) mide 
la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de la superficie con 
el plano x = x0 en P0 = (x0;y0;z0).

Puede existir una derivada parcial y no la otra 

Dada  y+x =z 32 calculamos las derivadas parciales en P0 = (0;0). 
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( ) ( ) ( ) ( )00000000
0

2

00
;f 

x
x

lim = 
x

 x
lim  =  

x
;f;x f

lim = ;f '
x

xxx

'
x ∃/−−

→→→
    

( ) ( ) ( ) 0
000000

00

3

00
==

−−
→→→→

y
y
y

limy
y.y

lim= 
y

 y
lim  =  

y
;fy; f

lim = ;f
yyyy

'
y

y
y

está acotado porque puede valer 1 o –1 y y  es un infinitésimo. 

RELACIÓN ENTRE LA DERIVABILIDAD Y LA CONTINUIDAD

Para funciones de una variable independiente se demuestra una importante 
propiedad que establece que toda función derivable es continua. Veamos que 
ocurre con esta propiedad para funciones de dos variables independientes. 

Analicemos los siguientes ejemplos     

1) z =
( ) ( )

( ) ( )=

≠

000

002
22

;x;y

 ;x;y  
y+x

xy
     en P0 = (0;0) 

Ya vimos en la página 80 que la función es derivable en el origen.  

Veamos que ocurre con la continuidad. 

a)  f (0;0) = 0 

b)
( ) ( ) →

→
→ 0

02
2200 y+x

xy
limL=

;x;y
,

002
2

0
2200

1 =
y

lim = 
y+x

xy
limlim=L

yxy →→→

→→→
L=L   = 

x
lim =

y+x
xy

limlim=L
xyx

2120
2200

2 002 hay que seguir 
investigando.

no podemos calcular directamente 
el límite doble. Recurrimos a los 
límites reiterados.



Derivadas parciales  83 

Lr =
( ) ( )       L 

m
m

mx
mx

lim
mx+x

xmx
lim=

+yx
xy

lim
xx

mxy
x 1

2
1
222

222

2

0220220
∃/

+
=

+
=

→→
=
→

Por lo tanto esta función es derivable pero no continua en el origen. 

2) z =
−=

−≠

yx

y   x
x+y
x

0

2

     en P0 = (0;0) 

a)  f (0;0) = 0 

b)
( ) ( )

12

2

0

2

00
2

=
−+

=
→

−=
→ xxx

x
limx+y

x
lim=L

x
xxy
;x;y

p ,

Vemos que esta función no es continua en el origen. Analizamos la derivabi-
lidad en el origen. 

( ) ( ) ( ) 1000000
00

= 
x
 x

lim = 
x

;f;x f
lim=;f

xx

'
x

−−
→→

    

( ) ( ) ( ) 00000000
00

= 
ylim  =  

y
;fy; f

lim = ;f
yy

'
y

−−
→→

Vemos que estas funciones admiten derivadas parciales en el origen pero no 
son continuas, por lo tanto la propiedad no se cumple para funciones de dos 
variables: derivabilidad /  continuidad. Veremos más adelante qué condi-
ciones se deben verificar para garantizar la continuidad de una función. Vi-
mos que el solo hecho de ser derivable no alcanza. 

Nota:  Desde el punto de vista geométrico, para funciones de una variable, 
que la derivabilidad garantice la continuidad significa que la existen-
cia de recta tangente garantiza la continuidad. Para campos  escalares 
de dos variables, vemos que la existencia de las rectas tangentes (que 
suponen la existencia de las derivadas parciales) no alcanza para ga-
rantizar la continuidad. 

El límite según el camino que sigue 
la curva de nivel 1, es 1 ≠ 0.
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GENERALIZACIÓN DE LAS DERIVADAS PARCIALES

Las definiciones de las derivadas parciales se pueden generalizar a funciones 
o campos escalares de n variables independientes. 

Ejemplos

1)  Si 322 43 yxzyxu −+= , tenemos tres derivadas parciales 

       246 zxyu'
x += ,     22 33 yxu'

y −= ,    xzu'
z 8=

Podemos evaluarlas en un punto, por ejemplo Po=(1;2; –1)

( ) 16412121 =+=−;;u'
x ,    ( ) 9123121 −=−=−;;u'

y    ( ) 8121 −=−;;u'
z

También podemos verificar, aplicando la definición, alguno de estos resultados. 

( ) ( ) 16
1

2846
1

12112 2

11
=

  x
 xx

lim=
x

;;f ;x;f 
lim=u

  x  x 

'
x −

−−+
−

−−−
→→

2) Analizar derivabilidad y continuidad en el origen de  

( ) ( )

( ) ( )

≠
+

0000

000222

2

;; = z;x;y              

;;z;x;y    
 zy+x

xyz
u=

Analizamos la continuidad de la función 

a) f (0;0;0) = 0     

b)
( ) ( ) ( ) ( )

0222

2

000222

2

000
=

 zy+x
z.xylim

 zy+x
xyz

limL =
 ;;z;x;y ;;z;x;y +

=
+ →→

Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada.  

Vemos que la función es continua en el origen. Vamos a calcular las deri-
vadas parciales. 
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En P0 = (0;0;0)  
( ) ( ) 000

0
00000

00
=

 x lim=
x

;;f ;x;f 
lim=u

  x  x 

'
x

−
−
−

→→

( ) ( ) 000
0

00000
00

=
 y lim=

y
;;f ;;yf 

lim=u
  y  y 

'
y

−
−
−

→→

( ) ( ) 000
0

00000
00

=
zlim=

z
;;f z;;f 

lim=u
  z  z 

'
z

−
−
−

→→

Vemos que f es derivable en P0. Ahora calculamos las funciones derivadas 
parciales.

En P0 ≠ (0;0;0):
( )

( ) ( )zy+x

yzxyzzy=
zy+x

x.xyzzy+x .yz=
x
u

222 2

22423

222 2

22222 2

+

−+

+

−+
∂
∂

( )
( ) ( )zy+x

zxyxzzx=
zy+x

y.xyzzy+x .xz=
y
u

222 2

22423

222 2

22222 2

+

−+

+

−+
∂
∂

( )
( ) ( )zy+x

zxyyzx=
zy+x

z.xyzzy+xxyz .=
z
u

222 2

33

222 2

2222 2222

+

+

+

−+
∂
∂

Por lo tanto:   ( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

−+

0000

000
222 2

22423

;;z;x;y       

;;z;x;y  
zy+x

yzxyzzy
= u'

x

( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

−+

0000

000
222 2

22423

;;z;x;y

;;z;x;y  
zy+x

zxyxzzx
= u'

y

( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

+

0000

00022
222 2

33

;;z;x;y       

;;z;x;y  
zy+x

zxyyzx
= u'

z
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Derivadas parciales sucesivas

A partir de una función de dos o más variables, se pueden definir las funciones 
derivadas parciales primeras. Estas funciones pueden admitir, a su vez, nuevas 
derivadas parciales que se denominan funciones derivadas parciales sucesivas. 
Cada función derivada se puede volver a derivar respecto de una u otra varia-
ble. Veamos el ejemplo para una función de dos variables independientes. 

                                            z = f (x;y)

A su vez cada función derivada parcial puede volver a derivarse respecto de 
x o respecto de y lo que da origen a 4 funciones derivadas de 2º orden o deri-
vadas parciales segundas. 

                   

Si las funciones derivadas parciales segundas se vuelven a derivar se obtienen 
las 8 funciones derivadas parciales de 3º orden:   . 

'
xf

'
yf

( )

''
yy

'
y

''
xy

''
xy

'
x

''
xx

f           

f              

f           
  yx; f =z 

f           

f              

f           
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Si hay dos variables independientes, hay 2n  de orden n.

Pero algunas de estas derivadas veremos que son iguales, con lo cual el número 
de derivadas sucesivas distintas se reduce. 

TEOREMA DE SCHWARZ

Si las derivadas parciales '
xf , '

yf  y ''
xyf de una  función z = f (x;y) existen en 

un entorno del punto P0 = (x0;y0) interior al dominio de f, y  además ''
xyf  es 

continua en ese punto, entonces también existe ''
yxf (P0) y es igual a ''

xyf (P0).

( )

'"
yyy

''
yy

'"
yyx

'
y

'"
yxy

"
yx

'"
yxx

'"
xyy

"
xy

'"
xyx

'
x

'"
xxy

"
xx

'"
xxx

f

f

 f

f

f

f

f

yx;f=z 

f

f

f

f

f

f

f

   y así sucesivamente
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A este teorema se lo conoce como el 
teorema de las derivadas cruzadas y 
establece la igualdad de las mismas en 
todos los puntos donde sean continuas. 

NOTA: si las derivadas cruzadas no 
son continuas la igualdad no 
tiene porque verificarse. 

Veamos el siguiente ejemplo: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

−
=

000

0022

22

;y;x

;y;x
yx

yx.xy
z

Calculamos ( )00;f "
xy  y ( )00;f "

yx . ( ) ( ) ( )
y

;f;y f
lim;f

'
x

'
x

 y

"
xy 0

00000
0 −

−=
→

Para ello debemos previamente calcular '
xf .

( )[ ]( ) ( )
( )yx

x.yx.xyyx.xxyyx.yf '
x 222

222222 22

+

−−++−=    en ( )y;x ( )00;≠ .

( ) y
y
yy;f '

x −=−= 4

5

0

Para calcular ( )0;0'
xf debemos aplicar la definición porque f está definida 

por ramas.  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
0
000000

0
00000

000
−=

−
−−==−=

−
−=

→→→ y
y

lim;f 
xlimx

;f;xf
lim;f

 y

"
xy

 x x

'
x

Calculamos ahora ( )00;f ''
yx . ( ) ( ) ( )

x
;fx; f

lim;f
'
y

'
y

 x

"
yx 0

000
00

0 −
−

=
→

SCHWARZ, Herman Amadeus (1843-
1921): original 
matemático del 
siglo XIX.  Se le 
debe la relación 
entre las derivadas 
sucesivas que lleva 
su nombre.
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Para ello debemos previamente calcular '
yf .

( ) ( )[ ]( ) ( )
( )yx

y.yx.xyyx.yxyyx.xf '
y 222

222222 22

+

−−+−+−=  en ( )y;x ( )00;≠ .

( ) x
x
x;xf '

y == 4

5

0

Para calcular ( )0;0'
yf debemos aplicar la definición porque f está definida 

por ramas.  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
0
000000

0
00000

000
=

−
−==−=

−
−=

→→→ x
x

lim;f 
ylimy

;fy;f
lim;f

 x

"
yx

 y y

'
y

Vemos que las derivadas cruzadas en (0;0) no son iguales. Esto ocurre por-
que no se verifican las condiciones de continuidad. 

Ejemplo:  verificar el teorema de Schwarz para yx
y
x =z −

11 −− y'
x y.x 

y
 = z     x ln.x 

y
x = z y'

y −− 2

( )11 11
2      xln.y.x  x

y
 = z yy''

xy
−− −−−            ( )21 11

2    x  x ln.y.x
y

 =z yy''
yx

−− −−−

Comparando (1) y (2) vemos que se verifica el teorema de Schwarz en los 
puntos donde las derivadas segundas cruzadas son continuas. 

Generalización 

Este teorema se puede generalizar a derivadas parciales de orden superior a 
dos. Podemos establecer la igualdad de las funciones que han sido derivadas 
respecto de las mismas variables el mismo número de veces. 

Así surge, por ejemplo, la igualdad entre: 
'"'"'"'"'"'"

yyxyxyxyyyxxxyxxxy f = f = fy    f = f = f .
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO o de Lagrange 

Antes de analizar el teorema para funciones de dos variables hacemos un bre-
ve repaso de lo que dice el teorema para funciones de una variable. 

Si f es una función continua en el intervalo [x0;x] y derivable en el in-
tervalo (x0;x) entonces existe un punto c ∈ (x0;x) en el que se verifica que:

Haciendo  

1 <  < 0con0      x. + x = c Δα queda:    ( )0
'y  = f x  + . x . xαΔ Δ Δ

Eso significa que el incremento de la función al pasar de un punto x0 a otro in-
crementado x, se puede expresar como el producto entre la derivada de la fun-
ción en un punto interior c y el incremento de la variable independiente. 

Veamos que ocurre para funciones o campos escalares de dos variables. 

LAGRANGE, Joseph Louis (1736-1813): 
uno de los matemáticos más notables de todos los 
tiempos. Nació en Turín y murió en París. Su pa- 
dre perdió una fortuna y lo obligó a trabajar. Su  
obra más importante fue la Mecanique Analytique 
(1788). Napoleón lo condecoró y le llamó la
pirámide excelsa delas ciencias matemáticas;
lo nombró senador y lo elevó a la dignidad de 
conde. Reemplaza a Euler en la Academia de 
Ciencias de Berlín convocado por Federico II, cuando sólo tenía 22 años y le 
dice: donde estoy yo, el más importante rey de Europa, debe estar usted, el 
más grande matemático. En 1787, muerto Federico II, se traslada a París 
donde participa de la formación de la Escuela Politécnica. Aplica el análisis a 
la física.  

( ) ( ) ( )
0

0

xx
xfxf=cf '

−
−
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Para un campo escalar de dos variables

Vamos a expresar también para un campo es-
calar de dos variables el incremento en función 
de las derivadas parciales en puntos interiores 
cuando se incrementan las variables x e y.

Partimos de un punto P0 = (x0;y0) y pasamos al 
punto incrementado P = (x;y) = (x0+ x ; y0+ y).

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]  y;xfyx; f + yx; fyx; f = y;x fy ; x f =z 000000 −−−Δ

Hemos sumado y restado la expresión f (x;y0).

Si observamos cada corchete vemos que en cada uno de ellos se incrementa 
una sola variable. Por lo tanto podemos aplicarle a cada corchete el teorema 
de Lagrange para funciones de una variable. En el primer corchete a la varia-
ble y y en el segundo corchete a la variable x.
Queda: ( ) ( )  x . c f  +y   . c f =z  xy ΔΔΔ 1

'
2

'

Analizando el gráfico vemos que:  

( ) ( )y.y x; +x = c ,yx; . + x = c Δ+ΔΔ 20020101 αα

De esta manera podemos expresar los puntos interiores c1 y c2 en función de las 
coordenadas del punto P0 = (x0;y0) y de los respectivos incrementos x y y.

Reemplazando en  queda: 

                     ( ) ( )0 1 0 0 0 2
' '
x yz = f x + . x; y . x + f x + x; y + . y . y α αΔ Δ Δ Δ Δ Δ

Veamos ahora el enunciado del teorema: 

con  0 < 1 < 1,  
        0 < 2 < 1.
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Si z = f (x;y) es continua y derivable en un conjunto C se verifica que el in-
cremento de la función al pasar de un punto P0 a otro P pertenecientes al  
mismo es igual a la suma de los productos de los incrementos de las varia-
bles independientes multiplicados por las derivadas parciales respectivas 
calculadas en puntos intermedios.

Si bien el teorema asegura la existencia de los puntos intermedios su cálculo, 
en general, no es simple.         

Ejemplos

a) Dada la función z = x2 + y2 indicar cuáles son los puntos intermedios en 
los cuales deben calcularse las derivadas parciales para que el incremento 
de la función ( z), al pasar del punto P0 = (1;2) al punto P = (1,2;2,1) se 
pueda calcular aplicando el teorema del valor medio. 

     z = f (1+ x;2+ y) – f (1;2) = (1+ x)2 + (2+ y)2 –5 = 1+2 x + x2 +4 + 
             + 4 y + y2 – 5 

        
( )1 12     2. 1+ .  = 2+2 .'

xf = x x xα α→ Δ Δ

( ) 222     2. 2+ .  = 4+2 .'
yf  = y y yα→ Δ Δ

      
     2 x + x2 + 4 y + y2 = (2+2 1. x). x  + (4 +2 2. y). y = 2 x + 2 1. x2 +      

+ 4 y + 2 2. y2  1 = 2 1 ∧ 1 = 2 2 1 = 0,5 ∧ 2 = 0,5   los puntos 
intermedios son: (1+0,5.0,2;2) = (1,1;2) ∧ (1+0,2;2+0,5.0,1) = (1,2;2,05) 

b) Hallar los puntos intermedios para z = 3x2 +2y2 entre P0 = (2;1) y P = (2,01;1,02)

z = f (2+ x;1+ y) – f (2;1) = 3 (2+ x)2 +2 (1+ y)2 – 14 =12 + 2 x +3 x2 +
+2 + 4 y +2 y2 –14 

( ) xxx = fx ΔΔ→ .6.+12 = .+26.    6 11
' αα ( ) yyy = f y ΔΔ→ .4+4 = .+14.    4 22

'

12 x + 3 x2 + 4 y + 2 y2 = (12 + 6 1. x). x + (4 + 4 2. y). y = 12 x +
+ 6 1. x2 + 4 y + 4 2. y2 ∴ 3 = 6 1 ∧ 2 = 4 2 1 = 0,5 ∧ 2 = 0,5.

Por lo tanto los puntos intermedios son (2 + 0,5.0,01;1) = (2,005;1) ∧          
(2 + 0,01;1 + 0,5.0,02) = (2,01;1,01).   
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DERIVADA DIRECCIONAL

Dada z = f (x;y) las derivadas parciales '' y yx z  z  miden las intensidades de 
variación de la función en la dirección de los ejes x e y. Las derivadas direc-
cionales proporcionan las intensidades de variación de dichos valores en 
cualquier dirección y sentido. 

Si consideremos un punto P0 = (x0;y0) interior 
al domino de la función y un punto incre-
mentado P = (x;y) que no esté necesariamen-
te en la dirección de los ejes coordenados, 
vemos que al pasar de P0 a P, ambas varia-
bles se incrementan en cantidades que po-
demos designar como h y k respectivamente.
                                  

x = x0 + h y = y0 + k

h y k se pueden considerar como las componentes de un vector v , que indi-
ca la dirección y sentido en el cual se ha incrementado el punto. 

El vector );( khv =  forma con el semieje positivo de las x un ángulo α tal 

que
h
ktg =α

h
ktgarc=α . Este ángulo indica la dirección y sentido en 

el cual vamos a calcular la derivada direccional. 

Nota: las derivadas parciales son un caso particular de las derivadas direc-
cionales para α = 0º y α = 90º respectivamente. 

Definición

Al pasar de P0 a P la función se incrementa un Δz.

Δz = f (P) – f (P0) = f (x0 +h;y0+k) – f (x0;y0)

Por otro lado el incremento entre los puntos es la distancia entre ambos, es 
decir ⏐P – P0⏐= 22 khv +=

La derivada direccional en la dirección y sentido α es igual al límite del 
cociente incremental cuando el módulo de v  tiende a 0. 

y = y0+k P

P0  y0
α

x0 x = x0+h

y

0

c1

c2
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( ) ( )
22

0000

00
PP 220 PP kh

y;xfky;hxf
lim

z
limf

kh

'

+

−++=Δ=
→+→

α

Ejemplos

1) z = f (x;y) = x2 +2y,  P0 = (1;2) y α = 45º. 

Debemos buscar una relación entre h y k y determinar el 
signo de h. Luego reemplazamos en la fórmula. 

145 ==
h
kºtg h = k

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2

45º 2 2 2 20 0

1 2 1 2 1 2 2 5
1 2'

h k h k

f h; k f ; h k
f ; lim lim

h k h k+ → + →

+ + − + + + −
= =

+ +

Como h = k y h es positivo 

( ) ( ) ( )
2

2 2

45º 2 02 0

2

0 0

1 2 2 5 1 2 4 2 51 2
22

4 4 4 2 2
2 2 2

'

hh

h h

h h h h hf ; lim lim
hh

h h h
lim lim

h

→→

→ →

+ + + − + + + + −= = =

+ += = = =

2) z = f (x;y) = x +3y2,  P0 = (1;1) y α = 120º. 

            3º120 −==
h
ktg hk 3−=

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2

120º 2 20

2

2 20

1 1 1 1
1 1

1 3 1 4

'

h k

h k

f h; k f ;
f ; lim

h k
h k

lim
h k

+ →

+ →

+ + −
= =

+

+ + + −
=

+

   Como hk 3−=  y h es negativo 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
2

2
2

120º 2 04 0

2

0 0

1 3 1 3 4 1 3 6 3 3 41 1
24

1 6 3 3 1 6 3 3 1 3 3
2 2 2

'

hh

h h

h h h h hf ; lim lim hh

.h h h
lim lim

h

→→

→ →

+ + − − + + − + −= = =
−

− + − +
= = = − +

− −

3) z = f (x;y) = yxyx 332 +− ,  P0 = (1;3) y α = 
6

7π .

         
3
3

6
7 ==

h
ktg π hk

3
3=

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
22

2

0

2206
7

1333131

313131

22

22

kh

kk.hh
lim

kh

;fk;hf
lim;f

kh

kh

'

+

−++++−+=

=
+

−++=

→+

→+
π

   Como hk
3
3=  y h es negativo 

( )
( ) ( )

=
−++++−+

=
→

2
3
4

2

06
7

1
3
333

3
33131

31
2

3
4 h

hh.hh

lim;f
h

'
π

( ) ( )

( )
2

37
32

21317

139393921

3
32

2

0

3
2

22

0

==
−

−+−=

=
−

−++−−−−++=

→

→

h
h.h

lim

h
hhhhhh

lim

h

h

4) z = f (x;y) = ( )xysen ,  P0 = ( )20 π;  y ( )33;v =

3
3=

h
k hk

3
3=
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

24
3

22 2
2 2 2 2 20 0

3 3
2 3 2 3

24 00 3

00
0

2
3

'
v

h k h k

hh

sen h. kf h; k f ;
f ; lim lim

h k h k

sen h. h sen h. h
lim lim

h h

ππ π
π

π π

+ → + →

→→

+ −+ −
= = =

+ +

+ +
= = =

( )
( )

( ) ( )3 3 3
2 3 2 3 2 3

30 0
2 3

3 3
2 2 2 2 4
3 3

h h

sen h. h h. h h .h
. .lim lim

h. h h h

π π π

π

π π
→ →

+ + +
= = = =

+

Cálculo de la derivada direccional para cualquier dirección y sentido 

Si en lugar de considerar una dirección y sentido en particular (α o v ), con-
sideramos una dirección y sentido genéricos (cualquier α), obtenemos la 
expresión general de la derivada direccional. En este caso k h.tg α= .

( ) ( )0 0 0 0

2 2 20

'

h

f x h; y h.tg f x ; y
f lim

h h .tg
α

α
α→

+ + −
=

+

En el ejemplo 1) queda:  

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 20 0

2

0 0

1 2 2 5 1 2 4 2 51 2
1

2 2 2 2 2 2

'

h h

h h

h h.tg h h h.tgf ; lim lim
h h .tg h. tg

h h h.tg h .tg .cos cos senlimlim h.sec

α
α α

α α
α α α α α

α

→ →

→ →

+ + + − + + + + −= = =
+ +

+ += = + + = +

Vemos que la derivada direccional existe ∀α∈ℜ.

Si 4/α π= , ( )45º
2 2 2 21 2 2 2

2 2
'f ; = + = , valor que coincide con el ya 

obtenido.  
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'
º45f  (1;2) = 2.sen 45º + 2.cos 45º = 22

2
2.4 =

Cálculo de derivadas direccionales por fórmula 

Vamos a demostrar que si z es continua, con derivadas parciales continuas en 
un entorno de un punto P0, la derivada direccional en la dirección y senti-
do v  o α es: ( ) ( ) ( ) ( ) ααα sen.zcos.zzz '

y
'
x

'
v

'
0000 PPPP +==

Por Teorema de Lagrange:  ( ) ( ) y.czx.czz '
y

'
x Δ+Δ=Δ 21

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) αααα

α

sen.zcos.zsen.czcos.czlim

y.czx.cz
lim

y.czx.cz
lim

z
limf

'
y

'
x

'
y

'
x

'
y

'
x

'
y

'
x'

0021
PP

0

2

0

1

PP
0

21

PP
0

PP
0

PP

PPPPPPPP
P

0

000

+=+=

Δ
+Δ=

Δ+Δ
=Δ=

→

→→→

Por ser f continua, cuando P→ P0, c1 → P0 y c2 → P0.

Ejemplo

Podemos calcular la derivada anterior utilizando esta expresión. 

z = f (x;y) = x2 +2y,  P0 = (1;2) y α = 45º 

'
xf  = 2x '

xf  (1;2) =  2 
'

yf  = 2 '
yf  (1;2) = 2  

Operador de Hamilton 

El operador de Hamilton es ; ; ;....
x y z

∂ ∂ ∂∇ =
∂ ∂ ∂

Gradiente de una función

Si se aplica sobre una función escalar se obtiene el gradiente de la misma, 
que es el vector cuyas componentes son sus derivadas parciales.  Veremos más 
adelante otros usos. 
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( ) ( )' ' ' '
x y x yf x; y  = f i  + f j f ; f∇ = , ( ) ( )' ' ' ' ' '

x y z x y zf x; y; z  = f i + f j f k f ; f ; f∇ + =

Ejemplos: a)  f (x;y) = 2x2 +3y ∇ f (x;y) = (4x;3)
                  b)  f (x;y;z) = x2z +3yz2 ∇ f (x;y;z) = (2xz;3z2;6yz)
                  c)  f (x;y;z) = cos x + y2z2 ∇ f (x;y;z) = (− sen x;2yz2;2y2z)

Derivada direccional como producto escalar 

Ya vimos que la derivada direccional en un punto P0 en la dirección y sentido 
v  o α es: ( ) ( ) ( ) ( ) ααα sen.zcos.zzz '

y
'
x

'
v

'
0000 PPPP +== , si ( )0P'

xz  y ( )0P'
yz

son continuas. También la derivada direccional según la dirección y sentido 
α en un punto P0 se puede expresar como el producto escalar entre el vector 
gradiente en P0 y el versor director de la dirección y sentido α.

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) vzv;vzsen;cosz;zzz '
y

'
x

'
v

' •∇=•∇=•== 02100000 PPPPPP ααα

Ejemplos

a) Calcular ( )30º 1 1'z ;  si 22 2yxz +=

( )
( ) 4114

2112

==

==

;zyz

;zxz
'
y

'
y

'
x

'
x

Por lo tanto ( ) ( ) ( )30º
3 11 1 2 4 30º; 30º 2 4 3 2

2 2
'z ; ; cos sen . .= • = + = +

Podemos verificarlo utilizando la fórmula ya vista. 

( )30º
3 11 1 2 30º 4. 30º 2 4 3 2

2 2
'z ; .cos sen . .= + = + = +

b) Calcular ( )41 /;z'
v π , dada ( ) yysen.xz += 22  y jiv 43 −= .

( ) ( )
( ) ( ) 141122

24122
2 =+=

==

/;zycos.xz

/;zysen.xz
'
y

'
y

'
x

'
x

π
π

( ) ji/;z +=∇ 241 π

( )
5
2

5
41

5
32

5
4;

5
312

4
1 =−=−•= ..;;z'

v
π

( ) ji;z 4211 +=∇



Derivadas parciales  99 

El gradiente y la derivada direccional máxima 

Por definición de producto escalar:  
'z z v z . v .cos wα α α= ∇ • = ∇ , donde w es el ángulo que 

forman la dirección y sentido α con la dirección y senti-
do del vector gradiente.  πω ≤≤0 .
Por ser αv  un versor, su módulo es 1. Por lo tanto la 
derivada direccional máxima es igual al módulo del vec-
tor gradiente y se verifica cuando el ángulo w es 0, es decir cuando la direc-
ción y sentido α coincide con la dirección y sentido del vector gradiente.   

En la dirección perpendicular a la del 
vector gradiente, la derivada direccio-
nal es nula (cos 90º = cos 270º = 0). 
En la dirección del vector gradiente y 
sentido opuesto la derivada direccio-
nal es mínima (cos 180º = –1). Toma 
el valor máximo, con signo opuesto. Si 
el gradiente es nulo, la derivada di-
reccional en cualquier dirección y sen-
tido es nula. 

Acotación de la derivada direccional 

La derivada direccional en un punto toma valores comprendidos entre su má-
ximo valor y su mínimo valor: ( ) ( ) ( ) ( )0000 PPPP zffz ''

v ∇≤=≤∇− α

Ejemplos

1) Dada z = x3 – 3xy2, calcular la derivada direccional, el gradiente y el valor de 
la derivada direccional máxima y mínima, si  =30º y P0 = (–2;3). 

( ) ( ) ( )2 22 o o 2
30

33 3 30 6 30 3 3 3
2

'
ºz = x .cos + xy .sen  = x . xyy y− − − −

( )o30

3 15 3 362 3 15 18
2 2

' +z   ;  = . +  = −− −
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( ) ( ) ( ) j+i=;z  j xy + i yx =z 361532633 22 −−∇−−∇

( )2 3 225 1296 39z ;  = +  = ∇ −

Esto significa que la dirección y sentido según la cual la derivada direccional 

es máxima en P0 = (–2;3) es: 36 112º 37
15

arctg 'α = =
−

 y vale 39.  

De donde surge que en la dirección perpendicular (22º 37' y 202º 37') es nula 
y en la dirección del gradiente y sentido opuesto (292º 37') la derivada direc-
cional es mínima (–39). Por lo tanto las derivadas direccionales toman valo-
res en el intervalo [–39;39].  

2) Dada z = 2x3y – xy, calcular la derivada direccional, el gradiente y el valor 
de la derivada direccional máxima y mínima, si jiv 34 −=  y  P0 = (–1;2).   

( ) ( )  .xx+ .yyx= z'
v

−−−
5
32

5
46 32 ( )  = .. = ;z'

v 5
43

5
31

5
41021 +−=

( ) ( ) ( ) ji = ;zjxx+ iyyx=z −−∇−−∇ 102126 32

( ) 011100121  = + = ;z −∇

Esto significa que la dirección y sentido según la cual la derivada direccional 

es máxima en P0 = (–1;2) es: o1 354 57
10

arc tg 'α −= =  y vale 011 .

De donde surge que en la dirección perpendicular (84º 57' y 264º 57') es nula 
y en la dirección del gradiente y en el sentido opuesto (174º 57') es mínima 

( )101− . Por lo tanto las derivadas direccionales toman valores en el inter-

valo 101; 101− .

Derivada direccional nula 

La derivada direccional puede ser nula por dos causas: 
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a) Como ya vimos, en la dirección perpendicular a la del vector gradiente. 
b) Si 0=∇z  (vector nulo), entonces la derivada direccional es nula en cual-

quier dirección y sentido. 

Ejemplo

yxyxz 222 +−=  en P0 = (1;1) 

( ) 022 11 =−= ;
'
x yxz ( ) 022 11 =+−= ;

'
y xz     ( ) ( ) 00011 ==∇ ;;z

Derivada direccional según una curva 

En ese caso la dirección a seguir es la de la recta tangente a la curva en el punto. 
Si no se define específicamente una de las dos semirrectas tangentes, tenemos 
dos derivadas direccionales opuestas, correspondientes a dos vectores opuestos. 

Ejemplo

Calcular la derivada direccional de xyxz 32 −= en P0 = (1;2) a lo largo de la 
curva 22 +−= xxy . Calcular la derivada direccional máxima y mínima. 

Debemos conocer la dirección de la recta tangente a la curva en x0 = 1. 
12 −= xy' , por lo tanto la pendiente de la recta tangente en x0 = 1 es m =1. 

Las direcciones y sentidos pueden ser 
41
πα =  o 

4
5

2
πα = , o sea la de los vecto-

res ( )11;v =  o − ( )11 −−= ;v  . 

a) ( )11;v =          

33

432

0

0

P

P

−=−=

−=−=

xz

yxz
'
y

'
x

                                      

( ) ( )
2

27
2
2

2
234P0 −=•−−= ;;z'

v



Alejandro E. García Venturini 102

b) ( )1 1v ;− = − −

33

432

0

0

P

P

−=−=

−=−=

xz

yxz
'
y

'
x

( ) ( )0
2 2 7 2P 4 3

2 2 2
'

vz ; ;− = − − • − − =

( ) ( )0P 4 3z ;∇ = − − ( )0P 16 9 5z∇ = + =

 La derivada direccional máxima es 5 en la dirección y sentido 
−−=
5
3

5
4 ;v y la derivada direccional mínima es –5 en la misma direc-

ción y sentido opuesto, es decir =−
5
3

5
4 ;v .

Generalización de la derivada direccional en ℜn

Podemos generalizar lo visto en ℜ2 para ℜn.

Ahora u = f (x1; x2;… ; xn), y ( )nv;...;v;vv 21= .

Así ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) vuv;...;v;vu
v
v;...;

v
v;

v
vuu n

n'
v •∇=•∇=•∇= 0210

21
00 PPPP

Ejemplos

1)  Dada u = x2 + 2x + y2 + z, calcular la derivada direccional en la dirección y 

sentido de =
2
20

2
2 ;;v  en P0 = (0;0;0). Calcular el gradiente y el valor 

de la derivada direccional máxima y mínima en P0.

0

0

P

P

2 2 2

2 0

1

'
x

'
y

'
z

u x

u y

u

= + =

= =

=

, ( ) ( )
2

23
2
22

2
20

2
2102P0 =+=•= ;;;;u'

v
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                                       ( ) ( )0P 2 0 1u ; ;∇ = ( )0P 5u∇ =

 La derivada direccional máxima es 5  en la dirección y sentido de 
( )102 ;;v = y la derivada direccional mínima es 5−  en igual dirección y 

sentido opuesto ( )102 −−=− ;;v .

2)  Dada u = x.y.z, calcular la derivada direccional en la dirección y sentido que 
forma ángulos iguales con los ejes coordenados, si P0 = (1;2;3). Calcular el 
gradiente y el valor de la derivada direccional máxima y mínima en P0.

y.xu

z.xu

z.yu

'
z

'
y

'
x

2

3

6

0

0

0

P

P

P

==

==

==

( ) ( )236 P0 ;;u =∇

( ) ( )0P 6 3 2u ; ;∇ = ( )0P 36 9 4 7u∇ = + + =

 Si los ángulos directores son iguales, entonces sus cosenos directores 
también lo son, por lo tanto las componentes del versor director también 

son iguales.      ( )321 v;v;vv = , 12
3

2
2

2
1 =++= vvvv

( )
3
313 1

2
1 == vv , por lo tanto =

3
3

3
3

3
3 ;;v  o 

−−−=−
3
3

3
3

3
3 ;;v

( ) ( )
3

311
3

32332
3
3

3
3

3
3236P0 =++=•= ;;;;u'

v

o ( ) ( )0
3 3 3 2 3 11 3P 6 3 2 2 3 3

3 3 3 3 3
'

vu ; ; ; ;− = • − − − = + + = −
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La derivada direccional máxima es 7 en la dirección y sentido ( )236 ;;v = y
la derivada direccional mínima es –7 en igual dirección y sentido opuesto, es 
decir ( )236 −−−=− ;;v .

3) Dada yzxyeu = , calcular la derivada direccional en la dirección de la recta 

definida por 
=−
=−
1
12

zy
zx

 en P0 = (1;2;1) y el gradiente.  

Buscamos la ecuación de la recta  
=

=−
=−

zz
zy
zx

1
21

zyx =−=− 1
2

1

Hay dos posibilidades, a) ( )2 1 1v ; ;= 2 1 1
6 6 6

v ; ;=  y 

b) ( )2 1 1v ; ;− = − − − 2 1 1
6 6 6

v ; ;− = − − −

a)

ee.y.xu

ee.xyze.xu

ee.yu

yz'
z

yzyz'
y

yz'
x

2
P

2

2
P

2
P

4

3

2

0

0

0

==

=+=

==

( ) ( )222
0 432 P e;e;eu =∇

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2
0

2 1 1 4 3 4 11P 2 3 4
6 6 6 6 6 6 6

'
v

e e e eu e ; e ; e ; ;= • = + + =                                 

b)

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2
0

2 1 1 4 3 4 11P 2 3 4
6 6 6 6 6 6 6

'
v

e e e eu e ; e ; e ; ;− = • − − − = − − − = −
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular las derivadas parciales de los siguientes campos escalares apli-
cando la definición en los puntos indicados 

a) 22 32 xyyxz −=  en P0 = (3;–1)  b) 323 yxz =  en P0 = (1;2) 
c) xyxyyxz 252 23 +−= en P0=(2;–3) d) 443 2 +−= xyxz  en P0 = (2;1) 
e) yxez +=  en P0 = (0;0) f ) ycosxsenz +=   en P0 = (0;0)

g) yxz +=  en P0 = (2;3) h)
=

≠
=

00

02

x

x
x
ysen.y

z en P0=(0;0)

2) Calcular, aplicando las reglas de derivación, las funciones derivadas par-
ciales de las siguientes funciones 

a) ( ) ( )32 yx.yxz −+=         b)
yx
yxz

+
−=               c) 22

22

yx
yxlnz

+
−=

d) yxez −=
3

        e) ( )yxlnz −= 3      f) ( )xysen.xyz 3 2=

g)
y
xsenarcyxz y += 24   h)

xy
e.xz

yxy

+
=

+

2

22

          i)
x
ytgarc.

y
xz

2

=

j) ( )
1

2
2

2

+
+=

xy
xlnxtgarc.yz   k)

xy
e.xz

xy

+
= 2

2

2
3            l)

y
xtg.ez xy=

3) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones en el origen 

a) 22 yxz +=                       b)  3 33 yxz +=

c)
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+=

0;0;0

0;0;2

yx

yx
yx

xy
z      d) 

( )( )[ ]
=+

>+−−
=

01

02
22

2222

yx

yxxy.xysg
z

4) Calcular las derivadas parciales de 
x
yxyz +=  en P0 = (1;2).
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 5) Demostrar que si: 

a)
yx
yxsenz

+
−= , se verifica que: 0=+ '

y
'
x z.yz.x

b)
x
ysen.xz = , se verifica que:

2
zz.yz.x '

y
'
x =+

c) x yu x
y z

−= +
−

, se verifica que: 1=++ '
z

'
y

'
x uuu

d)
x
ycos.y

x
ysen.xz 22 += , se verifica que: zz.yz.x '

y
'
x 2=+

e) ylnez y
x

= , se verifica que:
yln

zz.yz.x '
y

'
x =+

6) Analizar la continuidad y derivabilidad en el origen de 

a)
( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+=

000

0022

;y;x

;y;x
yx
xysen.x

z       b)  
≠
=+

=
01
0

y.x
y.xyx

z

7) Calcular, si existen, las derivadas parciales en

a) P0 = (0;8), 3 xyz =    b) P0 = (0;0), 
( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

+
=

000

0022

43

;y;x

;y;x
yx

yxsen
z

c) P0 = (0;0), 
( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠
+

+−
=

000

0022

;y;x

;y;x
yx

yxcos.xx
z

d) P0 = (0;0), ( )
=+

≠+
+=

0  0

0  

2

2
2

3

yxsi

yxsi
yx

y
y;xf

8) Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de la 
superficie 223 6 yxxz −= con el plano y = 2 en el punto P0=(1;2). 



Derivadas parciales  107 

9) Hallar las pendientes de las rectas tangentes a las curvas intersección de 
la superficie 443 22 −+= yxz con los planos que pasan por el punto 
P0=(1;1;3) y son paralelos a los planos: a) xz, b) yz. 

10) Dada la función 
xy

yx)y;x(f
2−

−= , calcular, si existe, el valor de k 

para que la siguiente relación sea correcta: z.kz.yz.x '
y

'
x =+ .

11) Hallar las siguientes derivadas direccionales y el vector gradiente:

a) 22 32 yxz −= en P0 = (3;0) si α =120º.

b) 23 2 yxyxz +−= en P0 = (2;1) en la dirección y sentido creciente de la 
bisectriz del 1º cuadrante.

c) ( )xylnz = en P0 = (1;1) en la dirección y sentido creciente de la bisec-
triz del 2º cuadrante. 

d) 22 23 yxz −=  en P0 = (–1;3) en la dirección y sentido que va de P0 a
P1 = (1; –2).  

e) yxyxz 222 +−=  en P0 = (1;3) en la dirección 6
πα = .

f) 2yxyz +=  en P0 = (1;2) en la dirección jiv 43 += .

g) xyxz 52 −=  en P0 = (2;5) en la dirección jiv 33 −= .

h) 222 32 zyxu ++=  en P0 = (1;1;0) en la dirección de kjiv 2+−= .

i) 22 zxyu −=  en P0 = (2; –1;1) en la dirección y sentido de P = (3;1; –1).  

j) 22 yx
zu
+

=  en P0 = (–1;1;3) en la dirección y sentido del vector direc-

tor de la recta x = –1–2t; y = 1+t; z = 3+2t.

k) 12 −+= xxyz en P0 = (1;3) a lo largo de la curva 322 −+−= xxy .

l) xyxz 32 −=  en P0 = (1;2) a lo largo de la curva 22 +−= xxy .

m) yxe.xz +=  en P0 = (–3;3) en dirección normal a la curva 332 ++= xxy .
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n) yze.xyz =  en P0 = (1;2;1) en dirección de la recta: 112 =−=− zy;zx .

12) Indicar la dirección en la cual la función z = x.y  crece más rápidamente           
en  P0 = (1;2). 

13) Dada la función ( )z f xy= , ( ) 4001
=y;xf '

v , ( ) 6002
=y;xf '

v , ( )341 ;v = ,

( )432 ;v = , hallar:  a) ( )003
y;xf '

v  si ( )1253 ;v = , b) ( )00 y;xf '
v  máx.

14) 14) Una función ( )y;xfz =  tiene en el punto P0 = (1;2) derivada direc-
cional igual a 2 en la dirección y sentido hacia el punto P1 = (2;2) y deri-
vada direccional igual a –2 en la dirección y sentido hacia el punto           
P2 = (1;1). Hallar:  a) el vector gradiente de la función en el punto P0 ,
b) la derivada direccional en la dirección y sentido hacia el punto          
P3 = (4;6)).

15) a) Hallar la derivada direccional de zyyxu 23 32 −=  en P0 = (1; 2; –1) 
en la dirección y sentido de P = (3; –1; 5), b) calcular el valor de la de-
rivada direccional máxima y en que dirección y sentido se verifica en P0.

16) ( ) xyxy;xT 23 2 +=  es la temperatura en un punto de una placa rec-
tangular (x;y). Si la distancia se mide en metros, a) determinar la máxi-
ma tasa de variación de la temperatura en el punto (3;–6) de la placa,  
b) determinar la dirección y sentido para la cual se verifica la máxima 
variación de la temperatura.  

17) Un insecto se encuentra sobre el punto (1;4) de una placa térmica cuya 
temperatura se rige por ( ) xye.xy;xT = medida en ºC. Agobiado por el 
calor decide huir en dirección del frío lo más rápidamente posible. ¿en 
qué dirección y sentido le conviene dirigirse?

18) Dada ( ) ( ) yxyxy;xfz 2BABA +++== , se sabe que ( ) 501 =;f '
x  y que 

la máxima derivada direccional en (1;0) vale 13. Calcular A y B, ¿es f 
única?  

19) Un insecto se halla en medio de un ambiente tóxico. El nivel de toxici-
dad  está dado por ( ) 22 42 yxy;xT −= . El insecto está en (–1;2)¿En qué 
dirección y sentido debe moverse para disminuir lo más rápidamente la 
toxicidad?
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20) Si denotamos con ( ) 22 32 yx eey;xh −− += la altura de una montaña en la 
posición (x;y). ¿En qué dirección y sentido desde (1;0) se debe comenzar 
a caminar para escalar lo más rápido posible?   

21) La temperatura en el punto (x;y;z) de una habitación viene dada por la 
función ( ) yzxyxz;y;xT +−= 23 2  en º centígrados. Un mosquito situa-
do en el punto P0 = (1;1; –7) tiene frío. ¿A qué temperatura está someti-
do el insecto y en qué dirección y sentido debe moverse para entrar en 
calor lo más rápidamente posible? 

22) Verificar que se cumple la relación de Schwarz 

a)
84

22 xyxz +=    b) ( )yxlnz += 2       c) xyez =         d) 
yx

yz
−

=

23) Si 
yx

xyz
−

= , demostrar que 02 22 =++ "
yy

"
xy

"
xx z.yz.xyz.x

24) Si 
yx

yxz
32

22

+
−= , demostrar que 

x
y

z
z

"
yy

"
xy −=

25) Dada ( )xysen
elnz

x2

= , calcular "
xxz y "

yyz

26) Dada
2 2 0

0 0

y xx .arctg y .arctg x.y
x yz

x.y

− ≠
=

=
, demostrar que

( ) ( )0000 ;f;f "
yx

"
xy ≠

27) Dada ( )ycosxsenez t += − , demostrar que '
t

"
yy

"
xx zzz =+

28) Analizar derivabilidad en distintas direcciones en el origen de     

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 0 0

0 0 0

x .sen y x; y ;
x yz

x; y ;

≠
+=

≠
.  Indicar la fórmula general 'fα .
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RESPUESTAS

1) a) 15−='
xz ;      36='

yz   b) 48='
xz ; 36='

yz

    c) 123−='
xz ;    80='

yz   d) 8='
xz ;       8−='

yz

    e) 1== '
y

'
x zz         f)  1='

xz ;       0='
yz

    g) 
10

5== '
y

'
x zz ;       h) 0== '

y
'
x zz

2) a) ( )( ) ( ) ( )223 32 yx.yxyx.yxz'
x −++−+=

( )( ) ( ) ( )223 32 yx.yxyx.yxz'
y −+−−+=

    b) ( )2
2

yx
yz'

x +
= ; ( )2

2
yx
xz'

y +
−=    c) 44

24
yx

xyz'
x −

= ; 44

24
yx
yxz'

y −
−=

    d) yx'
x e.xz −=

323 ;  yx'
y e.z −−=

3

    e) ( ) ( )yx.yxln
z'

x −−
=

332
3 ; ( ) ( )yx.yxln

z'
y −−

−=
332

1

    f ) 
( )

( ) ( )xycos.y.xyxysen.y.
xy

z'
x

3 22

3 223

1 +=

         
( )

( ) ( )xycos.x.xyxysen.xy.
xy

z'
y

3 2

3 22
2

3

1 +=

     g) 
22

142
xy

.xyz y'
x

−
+= ;   

22
22 444

xy.y
xx.yx.ln.z yy'

y
−

−+=

     h) ( )( )
( )2

22

2
22

222

xy
e.xxy.y.e.xe.xz

yxyyxyyxy
'
x +

−++=
+++

( )
( )2

222

2
22

22

xy
e.xyx.e.xz

yxyyxy
'
y +

−+=
++

     i) ( )22

2

2
2

yx.y
x

x
ytgarc.

y
xz'

x
+

−= ; ( )222

3

3

22

yx.y
x

x
ytgarc.

y
xz'

y
+

+−=
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     j)
( ) ( )( )

( )

2 2 2
4

22

2 1 1 2
1

1
'
x

xy . xy y.arctg x ln x .y
x xz

xy

+ + − +
+=

+

         ( ) ( )( )
( )22

222

1

221

+

+−+=
xy

xy.xlnxtgarc.yxy.xtgarcz'
y

     k) ( )( )
( )22

222

2

3236

xy

e.xxy.y.e.xe.xz
xyxyxy

'
x

+

−++=

          ( )( )
( )22

222

2

4323

xy

y.e.xxy.x.e.xz
xyxy

'
y

+

−+=

   l) 
y

.
y
xsec.e

y
xtg.y.ez xyxy'

x
12+= ; −+= 2

2

y
x.

y
xsec.e

y
xtg.x.ez xyxy'

y

  3) a) '
y

'
x zz y  no existen    b)  1== '

y
'
x zz      c) 0== '

y
'
x zz     d) 0== '

y
'
x zz

  4) 0='
xz ;

2
1='

yz

  6) a) es continua y derivable y b) es derivable pero no continua, lo que sig-
nifica que la derivabilidad no garantiza la continuidad como para funcio-
nes de una variable independiente.

  7) a) ( )0P'
xz∃/ , ( ) 0P0 ='

yz , b) ( ) 1P0 ='
xz , ( ) 0P0 ='

yz

      c) ( ) 2
1

0P ='
xz , ( ) 0P0 ='

yz  d) ( ) 0P0 ='
xz , ( ) 1P0 ='

yz
  8) m = – 45 9) a) m = 6,    b) m = 8  10)  k = 0 
11) a) ( ) ( )120º 3 0 6 3 0 12'f ; , z ; i= − ∇ =  b) ( ) ( )45º 2 1 4 2 2 1 10 2'f ; , z ; i j= ∇ = −

      c) ( ) ( )135º 1 1 0 1 1'f ; , z ; i j= ∇ = +

      d) ( ) ( )48 291 3 1 3 6 12
29

'
vf ; , z ; i j− = ∇ − = − −

      e) ( ) ( )
6

1 3 2 3 1 3 4'f ; , z ; iπ = − ∇ = −    f) ( ) ( )261 2 1 2 2 5
5

'
vf ; , z ; i j= ∇ = +

 g) ( ) ( )11 22 5 2 5 21 10
2

'
vf ; , z ; i j−= ∇ = − −
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      h) ( ) ( )6
31 1 0 1 1 0 2 4'

vf ; ; , u ; ; i j= − ∇ = +

 i) ( ) ( )10
32 1 1 2 1 1 2 4 2'

vf ; ; , u ; ; i j k− = ∇ − = − + −

 j) ( ) ( )7 3 3 1
6 2 2 21 1 3 1 1 3'

vf ; ; , u ; ; i j k− −− = ∇ − = +

 k) ( ) ( ) ( )1 3 5 ó 1 3 5 1 3 5' '
v vf ; f ; , z ; i j−= = − ∇ = + .

 l) ( ) ( ) ( )7 2 7 21 2 ó 1 2 1 2 4 3
2 2

' '
v vf ; f ; , z ; i j−= − = ∇ = − − .

    m) ( ) ( ) ( )9 10 9 103 3 ó 3 3 3 3 2 3
10 10

' '
v vf ; f ; , z ; i j−− = − − = ∇ − = − −

     n) ( ) ( )
2

2 2 211 61 2 1 1 2 1 2 3 4
6

'
v

ef ; ; , z ; ; e i e j e k= ∇ = + +

12) α = 26º33'54"   13) a) ( )
91

670
003

=y;xf '
v , b) ( )00 y;xf '

v máx
7

3700=

14) a) ( )1 2 2 2z ; i j∇ = + , b) ( ) 144 6
5

'
vf ; =

15) a) ( ) 90
71 2 1'

vf ; ; ,−− = ,  b) máx ( ) 22121 =−;;f '
v

16) a) 
4
πα = ,  b) ( ) 2663 =−∇ ;T ;  17) ( ) ( )44541 e;e;T −−=∇−

18) A = 5, B1 = 2
7 , B2 =

2
17− , ( ) yxyxy;xf 2

1 2
17

2
75 ++=

                                               ( ) 2
2

17 75
2 2

f x; y x y x y= − −

19) ( )164;v =    20) ( )04 1;ev −−=     21) ( ) º;;T 6711 −=− , ( )194 ;;v −=

22 a)
4

" "
xy yx

yz z= =   b)
( )22

2" "
xy yx

xz z
x y

−= =
+

 c) " " xy xy
xy yxz z e xye= = +

    d) 
( )3

" "
xy yx

x yz z
x y
− −= =

−

25) ( )xysen
yz ''

xx 2

2

2
= , ( )xysen

xz ''
yy 2

2

2
=     28)  2'f sen .cosα α α= , α∀ ∈
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DIFERENCIAL

Hacemos un breve repaso de lo que ocurre para funciones de una variable 
independiente antes de analizar el tema campos escalares de dos variables in-
dependientes.

Recordemos antes la relación fundamental del límite: 

Si ( ) ( ) ( )
→

→
⇔−⇔

→ 0

0

0 x  x
   si 

   + l = x f   = lx f  l = x f  lim
xx

ε
εε

PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Diferencial de una función en un punto 

( ) ( )

( )

0 0
0

0

0
0

' '

x

'

   si y y    =  f x     =  f x  +      lim xx x

  y = f x  . x + . x

ε
ε

ε

Δ →

→Δ Δ⇔ ⇔
Δ →Δ Δ

Δ Δ Δ

A la primera parte de la expresión se la llama diferencial de la función f en el 
punto x0.

( )  x.xf =y d ' Δ0

El diferencial de una función en un punto es igual al producto de la derivada 
en el punto por el incremento de la variable independiente. Si en lugar de 
considerar un punto en particular tomamos un punto genérico se obtiene la 
función diferencial.

Función diferencial: ( ) x.x f =y d ' Δ ,  el diferencial es función del punto y 
                                                          del incremento.  
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Ejemplos: ( )a) y = sen x    d y = d sen x  = cos x. xΔ

( ) x  . x = x d =y d   x =y  b) Δ222

  x = dx    x. = dx =y d    x =y  c) Δ∴Δ1

Vemos que el diferencial de la variable independiente es igual a su incremento. 

Otra expresión: ( )  dx . xf =y d '

Relación entre el incremento y y el diferencial dy

Vimos que ( ) x. + x.xf =y ΔΔΔ ε' , donde 0   cuando0 →Δ→Δ x    x.ε , por lo 
tanto, haciendo ε.Δx = ε1  (por propiedad de los infinitésimos) 

1
1

0
0
 si 

y = dy +      
x

ε
ε

→
Δ

Δ →

Es decir que el incremento y el diferencial difieren en un infinitésimo cuan-
do x → 0.  Esto permite, para pequeñas variaciones de x ( x → 0), reem-
plazar el y por el dy.

Interpretación geométrica 

El diferencial mide la variación de la recta tan-
gente al pasar del punto x0 al punto x = x0+ x.
En x0 coinciden la imagen de la función y de la 
recta tangente. 

PARA CAMPOS ESCALARES DE DOS VARIABLES

Diferencial de una función en un punto 

Para obtener la expresión del diferencial para una función de dos variables 
partimos del teorema del valor medio. 

( ) ( ) (1)200010 y     .y .+ y ; x + x f + x.yx;.+ x f =z '
y

'
x ΔΔΔΔΔΔ αα

yt
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Calculamos los siguientes límites y aplicamos la relación fundamental del 
límite: 

( ) ( ) ( ) ( ) 10001000010
0 x

εαα + y;x f= yx; . + x f    y ; x f = y ; x .  +x f  lim '
x

'
x

'
x

'
x Δ⇔Δ

→

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 200200

00200
00

εα

α

+ y;x f = y.+ y ; x+x f  

  y ;x f =  y . + yx; +x  flim

'
y

'
y

'
y

'
y

;yx;

ΔΔ

⇔ΔΔ
→ΔΔ

Reemplazando en (1) queda: 

( )[ ] ( )[ ] y .  + y;x f + x . + y;xf =z '
y

'
x ΔΔΔ 200100 εε ,

( ) ( ) y .+ x.+y .y;x f+ x . y ;xf=z '
y

'
x ΔΔΔΔΔ 210000 εε

→Δ→Δ
→→

00
00 21

 y y    x
  si ,     ,    εε  (2) 

Teniendo en cuenta que 1. x + 2. y, por propiedades de los infinitésimos, 
es otro infinitésimo, se puede reemplazar por , por lo tanto queda:  

( ) ( ) ε+y  . y;x f + x . y ; xf =z yx ΔΔΔ 00
'

00
' 0

0 0
    , si 

x   y y  
ε →

Δ → Δ →
     

La parte principal del incremento es el diferencial de la función en el punto  
P0 = (x0;y0):

( ) ( ) ( ) y . y;x f + x. y;x f =y;xz d '
y

'
x ΔΔ 000000

que es la expresión del diferencial de una función de dos variables en un 
punto. Al igual que para funciones de una variable, si consideramos un punto 
genérico obtenemos la expresión analítica de la función diferencial.

Función diferencial: y .f+x .f=zd '
y

'
x ΔΔ ,    el diferencial es función del 

      punto y de los incrementos. 

El diferencial de un campo escalar de dos variables es igual a la suma de los 
productos de sus derivadas parciales por los respectivos incrementos de las 
variables independientes. 

aplicando propiedad 
distributiva
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Ejemplos

( ) ( )[ ] ( ) ( ) yx.y x cos + xy.y x cos = y x send =z d    y x   sen=z  a) ΔΔ
( ) y.x + x.xy = yxd =dz   y  x =z  b) ΔΔ 222 3633

x = dx  y   . + x . = dx =z d    x  =z  c) ΔΔΔ 01
y =dy   y  . + x . =dy  =dz  y   =z  d) ΔΔΔ 10

de los ejemplos c) y d) se deduce que los diferenciales de las variables inde-
pendientes son iguales a su incrementos. 

Otra expresión:                  ' '
x yd z = f . d x + f . d y 

Relación entre el incremento z y el diferencial dz

Vimos que ε +y  . f + x . f =z '
y

'
x ΔΔΔ , donde →0 cuando x → 0 y y → 0, 

por lo tanto: 
Δz = dz + ε

Es decir que el incremento y el diferencial difieren en un infinitésimo cuan-
do x → 0  y  y → 0. 

Esto permite, para pequeñas variaciones de x e y ( x → 0 y y → 0), reem-
plazar el z por el dz.

Ejemplo:   calcular el valor aproximado de la función z=x4.y3 para
P = (1,012;1,998). 

El valor de la función en P = (1,012;1,998) es igual al valor que toma la fun-
ción en P0 = (1;2) más el incremento de la función al pasar de P0 a P, que a 
su vez es aproximadamente igual al valor que toma la función en P0 más el 
diferencial de la función, por ser los incrementos de las variables indepen-
dientes muy pequeños. Es decir que podemos sustituir el incremento ( z) por 
el diferencial (dz).

f (1,012;1,998) = f (1;2) + z ≅ f (1;2) + dz
dz = 4x3.y3dx + 3x4.y2dy dz (1;2) = 32.0,012 +12.( – 0,002) = 0,36. 
f (1,012;1,998) ≅ 8 + 0,36 = 8,36. 
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Este es el valor que obtenemos aplicando diferenciales. Una calculadora nos 
da el siguiente valor aproximado: 8,3658. 

Función diferenciable - definición 

Un campo escalar de dos variables z = f (x;y) es diferenciable en un punto    
P0 = (x0;y0) interior a su dominio si existen dos números reales A y B tales 
que el incremento de la función al pasar de P0 = (x0;y0) a P = (x;y) es: 

y  . + x.+y  . B + x . A =z ΔΔΔΔΔ 21 εε
→Δ→Δ

→→
00

00 21

 y y    x
 i  s ,     ,    εε

Propiedades

a) Si una función es diferenciable entonces es continua. 

y  . + x.+y  . B + x . A =z ΔΔΔΔΔ 21 εε

Tomamos 
( ) ( )

lim
y;x 0;0→ΔΔ

a ambos miembros de la igualdad: 

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )
( ) 021

0;0
00

0;0
=ΔΔΔΔ−

→ΔΔ→ΔΔ
y . + x.+y  . B + x . Alim= y;xfy;xf lim

y;xy;x
εε

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )
( ) ( )00

;
00

0;0 00

0 y;xfy;xf lim= y;xfy;xf lim
yxy;xy;x

=−
→→ΔΔ

Por lo tanto la función es continua. 

b) Si una función es diferenciable entonces es derivable. 

Vamos a demostrar que A y B de (1) son respectivamente las derivadas par-
ciales de f (x;y).

Si Δy = 0,  x.+  x . A =z ΔΔΔ 1ε 11 εε +A
x
z

x
x.+  

x
x . A = 

x
z =

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ ,

tomando  lim
x 0→Δ

a ambos miembros de la igualdad: 

( ) A y;x
x
z

limA  lim =  
x
z

lim
xxx

=
∂
∂+

Δ
Δ

→Δ→Δ→Δ
001

000
ε , teniendo en cuenta 01 →ε

cuando 0→Δx  y que A es constante respecto de Δx.
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Análogamente haciendo Δx = 0, se demuestra que ( ) B y;x
y
z =

∂
∂

00 .

Por lo tanto f es diferenciable si el incremento de la función se puede expresar:

( ) ( ) y . + x.+y  . f  x . f=z '
y

'
x ΔΔΔ+ΔΔ 2100 PP εε .

Es decir que: ( ) ( ) ( ) ( ) y . + x.y  . f  x . f y;xfy;xf '
y

'
x ΔΔ=Δ−Δ−− 210000 PP εε

y
→Δ→Δ

→→
00

00 21

 y y    x
 i  s ,     ,    εε

Ejemplos

Demostraremos, aplicando la definición, que los siguientes campos escalares 
son diferenciable en ℜ2.

a) ( ) xyy;xf 3=

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) y . + x.y.x
y.xx.yy.xy.xx.yy.xy.x

y.xx.yy.xyy.xx

 y . f  x . f y;xfy;xf '
y

'
x

ΔΔ=ΔΔ=
=Δ−Δ−−ΔΔ+Δ+Δ+=

=Δ−Δ−−Δ+Δ+=

=Δ−Δ−−

21

00000000

000000

0000

3
3333333

3333

PP

εε

Si hacemos 01 =ε y 23 ε=Δx , vemos que ε1 → 0 y ε2 → 0 cuando Δx → 0, 
con lo cual queda demostrado que la función es diferenciable. 

b) ( ) xyxy;xf 22 +=

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 1 2

P P

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

' '
x yf x; y f x ; y  f  . x  f  . y

x x x x . y y x x y x y . x x . y

x x . x x x y x y x.y x. y x x y
x . x y . x x . y x x. y x. x x . y . x + . yε ε

− − Δ − Δ =

= + Δ + + Δ + Δ − + − + Δ + Δ =

= + Δ + Δ + + Δ + Δ + Δ Δ − − −

− Δ − Δ + Δ = Δ + Δ Δ = Δ Δ + Δ Δ = Δ Δ
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Si hacemos 1ε=Δx y 22 ε=Δx , vemos que ε1 → 0 y ε2 → 0 cuando Δx → 0, 
con lo cual queda demostrado que la función es diferenciable. 

Demostrar que una función es diferenciable aplicando la definición no es, 
por lo general, sencillo. Veremos algunas propiedades que pueden facilitar el 
análisis de la diferenciabilidad de una función.

Condición necesaria para que una función sea diferenciable

De las propiedades a) y b) surge que es condición necesaria para que una 
función z = f (x;y) sea diferenciable en el punto P0 = (x0;y0) interior a su do-
mino que sea continua y admita derivadas parciales de 1º orden finitas en 
dicho punto. 

Por lo tanto si una función de dos variables no es continua o no es derivable, 
entonces no es diferenciable. 

Condición suficiente para que una función sea diferenciable

De la expresión (2) surge que es condición suficiente para que una función   
z = f (x;y) sea diferenciable en el punto P0 = (x0;y0) interior a su domino que 
las derivadas parciales de 1º orden finitas sean continuas en un entorno de 
dicho punto1.

Nota: si la función es continua, con derivadas parciales finitas, pero no conti-
nuas en un entorno del punto, entonces no podemos asegurar nada acerca de la 
diferenciabilidad. Debemos recurrir a la definición de función diferenciable. 

Síntesis de propiedades 

1) Si z = f (x;y) no es continua o no es derivable en un punto P0 = (x0;y0), en-
tonces no es diferenciable en ese punto. 

2) Si z = f (x;y) es diferenciable en un punto P0 = (x0;y0), entonces es conti-
nua en ese punto y admite derivada en cualquier dirección y sentido.  

1 Se puede demostrar que es suficiente que una sola de las derivadas parciales sea 
continua para que la función sea diferenciable. 
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3) Si z = f (x;y) es continua con derivadas parciales finitas no continuas en 
entorno del punto, puede o no ser diferenciable. Hay que recurrir a la de-
finición.

Veamos algunos ejemplos

I) Analizar si son diferenciables en el origen las siguientes funciones utili-
zando las propiedades vistas. 

1)
( ) ( )

( ) ( )

22
0 0

0 0 0

x y       x; y   ;
+ yz = x

             x; y  = ;

≠

Primero analizamos la continuidad. Si no es continua sabemos que no es di-
ferenciable.

a) f (0;0) = 0 
b) Calculamos el lim radial:   

( )
( ) ( ) 222

2

0
220

220 11 m+
m

m+.x
mx

lim
mx+x

mx.x
lim =  

y+x
yx

limL
xx

mxy
x

r ===
→→

=
→

Vemos que la función no es continua en P0 = (0;0) y por lo tanto no es dife-
renciable en P0= (0;0). 

En este caso tenemos una función que por no ser continua no es diferenciable. 

2)
( ) ( )

( ) ( )

2 2

22
0 0

0 0 0

x  y       x; y   ;
 +  yz = x

             x; y  = ;

≠

Primero analizamos la continuidad de la función.                                                 

a) f (0;0) = 0 b)  
( ) ( ) ( ) ( )

22 2
2

2 22 20 0 0 0
0

x;y ;  x;y ;

x y xL  =  = y .  = lim lim
 x +  x  +  y y→ →



Diferenciales 123

Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada.  

Vemos que la función es continua en el origen. Ahora debemos analizar la de-
rivabilidad.

En P0 = (0;0): ( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
 x lim=

x
;f x;f 

lim=;z
  x  x 

'
x

−
−
−

→→

( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
ylim=

y
;f ;yf 

lim=;z
  y  y 

'
y

−
−
−

→→

Vemos que f es derivable en P0. Ahora debemos ver si alguna de las deriva-
das parciales es continua. Calculamos entonces las funciones derivadas par-
ciales.

En P0 ≠ (0;0):

( )
( ) ( ) ( )y+x

xy=
y+x

yxxy+yx=
y+x

x.y xy+x.xy=
x
z

22 2

4

22 2

23423

22 2

22222 222222 −−
∂
∂         

( )
( ) ( ) ( )y+x

yx=
y+x

yxyxy + x=
y+x

y.y x y+xy .x=
y
z

22 2

4

22 2

32324

22 2

22222 222222 −−
∂
∂

Por lo tanto: ( )
( ) ( )

( ) ( )

4

222

2 0 0

0 0 0

'
x

xy        x; y ;
+z  = yx

             x; y = ;  

≠

( )
( ) ( )

( ) ( )

4

222

2 0 0

0 0 0

'
y

x y       x; y ;
x + yz  = 

             x; y = ;

≠

Debemos analizar la continuidad de las derivadas parciales en P0 = (0;0) 

a) '
xz (0;0) = 0  b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2
22

4224

4

0022 2

4

00
=

yyxx
y.xlim=

y+x

xy
limL =

;x;y ;x;y ++→→
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Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada.  

Vemos que '
xz es continua en el origen. 

a) '
yz (0;0) = 0  b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2
22

4224

4

0022 2

4

00
=

yyxx
x.ylim=

y+x

yx
limL =

;x;y ;x;y ++→→

Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada.  
Vemos que '

yz  es continua en el origen. 
Hemos analizado la continuidad de ambas derivadas parciales como ejemplo 
pero con una sola alcanza. 

Las derivadas parciales son continuas en P0 = (0;0), por lo tanto la función es 
diferenciable en dicho punto. 

3)
( ) ( )

( ) ( )

2

22

3 0 0

0 0 0

x y        x; y   ;
x +  yz = 
              x; y  = ;

≠

Analizamos la continuidad de la función. 

a) f (0;0) = 0    b)
( ) ( ) ( ) ( )

033
22

2

00
22

2

00
=

y+x
x.y lim=

y+x  
yx

limL =
;x;y ;x;y →→

Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada.  

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos 
saber si es diferenciable. Vamos a analizar la continuidad de las derivadas 
parciales, para lo cual las calculamos. 

En P0 = (0;0): ( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
 x lim=

x
;f x;f 

lim=;z
  x  x 

'
x

−
−
−

→→

( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
ylim=

y
;f ;yf 

lim=;z
  y  y 

'
y

−
−
−

→→
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Vemos que la función es derivable en P0 = (0;0). Debemos analizar si las 
derivadas parciales son continuas. 

En P0 ≠ (0;0):

( )
( ) ( ) ( )y+x

xy=
y+x

yxxyy + x=
y+x

xy .xy+xxy .=
x
z

22 2

3

22 2

333

22 2

222 6666236 −−
∂
∂

( )
( ) ( ) ( )y+x

yx x=
y+x

yxyx+x=
y+x

yy .xy+x.x=
y
z

22 2

224

22 2

22224

22 2

2222 33633233 −−−
∂
∂

Por lo tanto:      ( ) ( ) ( )

( ) ( )

≠

000

006
22 2

3

; = x;y       

;x;y   
y+x

xy
= z'

x

          ( ) ( ) ( )

( ) ( )=

≠−

000

0033
22 2

224

;x;y              

;x;y     
y+x

yxx
=z'

y

a) '
xz  (0;0) = 0 

b) Calculamos el límite radial 

( )
( )
( )[ ]

42

3

44424

43

0
222

3

0
222

3

0

21
6

2
666

mm+
m

xmxmx
xm

lim
mx+x

mxx
lim = 

y+x

yx
limL

xx
mxy

x
r

+
=

=
++

==
→→

=
→

'
xz  no es continua en P0 = (0;0)
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a) '
yz  (0;0) = 0 

b) Calculamos el límite radial 

( ) ( )[ ]
( )

( )
42

2

44424

24

0222

244

0222

224

0

21
13

2
133333

mm+
m.

xmxmx
mx

lim
mx+x

mxx
lim=

y+x

yxx
limL

xx
mxy

x
r

+
−=

=
++

−=−−=
→→

=
→

Las derivadas parciales no son continuas en P0 = (0;0), por lo tanto no pode-
mos saber si la función es o no diferenciable aplicando las propiedades vis-
tas. Debemos recurrir a la definición. 

( ) ( ) ( ) ( )

y . + x.y.
yx

xy.x.
yx
y.x

y . f  x . f y;xfy;xf '
y

'
x

ΔΔ=Δ
Δ+Δ

Δ=Δ−Δ−−
Δ+Δ
ΔΔ=

=Δ−Δ−−

2122

2

22

2

0000

30003

PP

εε

Si hacemos 22

2

2
3

yx
x
Δ+Δ

Δ=ε , vemos que cuando Δx → 0 y Δy → 0, ε2 no 

tiende a 0 ya que es una función acotada. Con lo cual queda demostrado que 
la función no es diferenciable. 

4)
( ) ( ) ( )

( ) ( )

≠

000

001
22

22

; = x;y           

;  x;y       
y+x

sen.y+x
z  =

Analizamos la continuidad de la función. 

a) f (0;0) = 0    b)
( ) ( )

( ) 01
22

22

00
=

y+x
sen.y+xlimL =

 ;x;y →

Por ser el producto entre un infinitésimo y una función acotada.  

'
yz  no es continua en P0 = (0;0)



Diferenciales 127

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos sa-
ber si es diferenciable. Vamos a analizar la continuidad de las derivadas par-
ciales, para lo cual las calculamos. 

En P0 = (0;0) 

( ) ( ) ( )
2

0 0 0

1 0
0 0 0 10 0 0

0
'
x

x x   x   

x .sen  
xf  x; f  ;

z ; = = = x.senlim lim limx  x x→ → →

−
−

=
−

( ) ( ) ( )
2

0 0 0

1 0
0 0 0 10 0 0

0
'
y

y  y   y   

y .sen  
yf  ; y f  ;

z ; = = = y.senlim lim limy  y y→ → →

−
−

=
−

Los límites valen 0 por ser productos entre infinitésimos y funciones acota-
das.

Vemos que la función es derivable en P0 = (0;0). Debemos analizar si las 
derivadas parciales son continuas. 

En P0 ≠ (0;0)

( ) ( )

y+x
cos

y+x

x

y+x
sen.x

y+x

x.
y+x

cos.y+x
y+x

sen.x=
x
z

/

222222

232222

22
22

112

112

−=

−
∂
∂

y

( ) ( )

y+x
cos

y+x

y

y+x
sen.y

y+x

y.
y+x

cos.y+x
y+x

sen.y=
y
z

/

222222

232222

22
22

112

112

−=

−
∂
∂

Por lo tanto:
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( ) ( )

( ) ( )

≠−

000

00112
222222

; = x;y

;x;y 
y+x

cos
y+x

x

y+x
sen.x

= z'
x

( ) ( )

( ) ( )

≠−

000

00112
222222

; = x;y

;x;y 
y+x

cos
y+x

y

y+x
sen.y

= z'
y

Vemos que no existe el 
( ) ( )

−
→ y+x

cos.
y+x

x

y+x
sen.xlim

 ;x;y 22222200

112

ya que en el sustraendo tenemos el producto de dos funciones acotadas cuyo 
límite no podemos determinar. Por lo tanto la derivada parcial no es continua 
en P0.

Análogamente ocurre con la derivada parcial respecto de y.

Tampoco existe el 
( ) ( )

−
→ y+x

cos
y+x

y

y+x
sen.ylim

 ;x;y 22222200

112 .

Por lo que esta derivada tampoco es continua. 

Es decir que esta función no tiene derivadas parciales continuas, para saber 
si es diferenciable necesitamos recurrir a la definición.  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

y . + x..y
yx

sen.yx
yx

sen.x

y.x.
yx

sen.yx

y . f  x . f y;xfy;xf '
y

'
x

ΔΔ=Δ
Δ+Δ

Δ+Δ
Δ+Δ

Δ=

=Δ−Δ−−
Δ+Δ

Δ+Δ=

=Δ−Δ−−

212222

22
22

0000

11

0001

PP

εε
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Si hacemos 221
1

yx
sen.x

Δ+Δ
Δ=ε  y 222

1
yx

sen.y
Δ+Δ

Δ=ε , vemos que 

cuando Δx → 0 y Δy → 0, ε1 → 0 y ε2 → 0, por ser el producto entre un 
infinitésimo y una función acotada. Por lo tanto queda demostrado que la 
función es diferenciable. 

II) Demostrar que las siguientes funciones son continuas, con derivadas par-
ciales finitas en el origen, pero no diferenciables. 

1)  y.xz  =

Analizamos la continuidad de la función. 

a) f (0;0) = 0    b)
( ) ( )

0
00

=y.xlimL =
 ;x;y →

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos 
saber si es diferenciable. Vamos a ver si existen las derivadas parciales, para 
lo cual las calculamos. 

En P0 = (0;0): ( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
 x lim=

x
;f x;f 

lim=;z
  x  x 

'
x

−
−
−

→→

( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
ylim=

y
;f ;yf 

lim=;z
  y  y 

'
y

−
−
−

→→

Vemos que  f  es derivable en P0.

Analizamos si es diferenciable aplicando la definición.  

( ) ( ) ( ) ( )
y . + x.y.xy.x.y.x

y . f  x . f ;fy;xf '
y

'
x

ΔΔ=ΔΔ=Δ−Δ−−ΔΔ=

=Δ−Δ−−

21000

0;00;000

εε

Si hacemos Δx = Δy, ( ) x  +xx.x Δ=Δ=ΔΔ 21 εε , 121 =εε  + .
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Esto solo se verifica si 121 =εε  + , pero para que la función sea diferenciable 
ε1 y ε2 deben ser infinitésimos para Δx→ 0 y Δy → 0. Al no cumplirse esta 
condición podemos asegurar que la función no es diferenciable en P0 = (0;0). 

2)
( ) ( )

( ) ( )

≠−

000

0022

23

; = x;y          

;  x;y      
y+x
yxx

z  =

Analizamos la continuidad de la función. 

a) f (0;0) = 0

b)
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

=−−
→→→ y+x

yx
lim

y+x
x

lim=
y+x
yxx

limL =
 ;x;y ;x;y ;x;y

22

2

00
22

3

00
22

23

00

( ) ( ) ( ) ( )
022

2

00
22

2

00
=−=

→→ y+x
y.xlim

y+x
x.xlim

 ;x;y ;x;y

Ambos límites son 0 por ser el producto entre un infinitésimo y una función 
acotada.

Vemos que la función es continua en el origen, por lo tanto no podemos 
saber si es diferenciable. Vamos a ver si existen las derivadas parciales, para 
lo cual las calculamos. 

En P0 = (0;0): ( ) ( ) ( ) 10
0

00000
00

=
 x 

 x
lim=

x
;f x;f 

lim=;z
  x  x 

'
x

−
−
−

→→

( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
ylim=

y
;f ;yf 

lim=;z
  y  y 

'
y

−
−
−

→→

Vemos que  f  es derivable en P0.

Analizamos si es diferenciable aplicando la definición.  
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( ) ( ) ( ) ( )

y . + x.x
yx

y.xxy.x
yx

y.xx

y . f  x . f ;fy;xf '
y

'
x

ΔΔ=Δ−
Δ+Δ

ΔΔ−Δ=Δ−Δ−−
Δ+Δ

ΔΔ−Δ=

=Δ−Δ−−

2122

23

22

23

00

0;00;000

εε

y . + x.
yx

y.xxy.xx ΔΔ==
Δ+Δ

ΔΔ+Δ−ΔΔ−Δ= 2122

2323

0 εε

Vemos que ε1 y ε2 pueden tomar cualquier valor por lo tanto no son infinité-
simos. La función no se diferenciable en P0 = (0;0). 

III) Demostrar que la función 
( ) ( )

( ) ( )

≠

000

003
44

22

; = x;y              

;  x;y       
y+x
yx

=z  admite deriva-

das parciales finitas en el origen, pero no es diferenciable. 

En P0 = (0;0): ( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
 x lim=

x
;f x;f 

lim=;z
  x  x 

'
x

−
−
−

→→

( ) ( ) ( ) 000
0

00000
00

=
ylim=

y
;f ;yf 

lim=;z
  y  y 

'
y

−
−
−

→→

Vemos que f es derivable en P0. Analizamos si es diferenciable. 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) y . + x.
yx
y.xy.x.

yx
y.x

y . f  x . f y;xfy;xf '
y

'
x

ΔΔ=
Δ+Δ
ΔΔ=Δ−Δ−−

Δ+Δ
ΔΔ=

=Δ−Δ−−

2144

22

44

22

0000

30003

PP

εε

( )
( ) ( ) y . + x.x.

yx
y.x ΔΔ=Δ
Δ+Δ

ΔΔ
2144

23 εε , ( )
( ) ( )44

2

1
3

yx
y.x
Δ+Δ

ΔΔ=ε , 02 =ε

( ) ( )

( )
( ) ( ) 03

44

2

00
≠

Δ+Δ
ΔΔ

→ΔΔ yx
y.x

lim
;  y;x

. Si consideramos el camino ( )2yx Δ=Δ , el 
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( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )[ ]

3
1

333
44

4

0
48

4

0
44

2

00
2

=
+ΔΔ

Δ=
Δ+Δ

Δ=
Δ+Δ

ΔΔ
→Δ

Δ=Δ
→Δ→ΔΔ y.y

y
lim

yy
y

lim
yx

y.x
lim

 y 
yx

 y ;  y;x

Por lo tanto la función no es diferenciable en P0 = (0;0). 

DIFERENCIAL TOTAL EXACTO – LA FUNCIÓN POTENCIAL

Dada una expresión diferencial ( ) ( ) dy.y;xQdx.y;xP +  es un diferencial total 
exacto si existe una función potencial U = ( )y;xf  tal que su diferencial es 

( ) ( ) ( )dy.y;xQdx.y;xPy;xdU += .

Vamos a determinar la existencia de la función U(x;y).

Condición de simetría  

Si ( ) ( ) y' '
x ydU P x; y .dx Q x; y .dy U P U Q= + = = . Si calculamos las  

derivadas segundas cruzadas obtenemos: '
x

"
yx

'
y

"
xy QUPU == y . Por lo tanto 

' '
y xP Q= , igualdad que se conoce como la condición de simetría.

Es decir, para que una expresión sea un diferencial total exacto se debe cum-
plir la condición de simetría. 

Una  vez que hemos verificado que existe U(x;y), debemos calcularla. 

Cálculo de U(x;y)

Como ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1yy;xFdx.y;xPy;xUy;xP
x
u α+===

∂
∂

La constante de integración se puede expresar como una función de y porque 
estamos integrando según la variable x.  Pero además  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2xy;xFdy.y;xQy;xUy;xQ
y
u β+===

∂
∂
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Ambas integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en una 
constante.

Por lo tanto U(x;y) se obtiene comparando las integrales (1) y (2). 

( ) ( ) ( ) ( ) Cyxy;xFy;xU +++= βα

Para cada valor de C se obtiene una función potencial.

Ejemplo: ( ) ( )dy.yxdx.yx 23 22 +++

Primero verificamos la condición de simetría: '
x

'
y QP ==1 .

Hemos verificado que la expresión es diferencial exacta. Ahora debemos en-
contrar la expresión general de U (x;y).

( ) ( ) ( )yyxxdx.yxy;xU α++=+=
2

2
4

3

( ) ( ) ( )xyxydy.yxy;xU β++=+=
3

22
3

2

Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, vemos 

que la función de y que figura en la 1º integral es 
3

2 3y  que aparece en la 2º 

integral y que la función de x que aparece en la 2º integral es 
2

4x
, que apa-

rece en la 1º integral. ( ) Cyxxyy;xU +++=
3

2
2

34
.

Verificación

Es muy fácil verificar si la expresión es diferencial exacta. Si calculamos el 
diferencial total de la función U(x;y) que hemos obtenido, debemos  obtener 
la expresión diferencial.  



Alejandro E. García Venturini134

PLANO TANGENTE – LA APROXIMACIÓN LINEAL

Dada la función z = f (x;y), consideramos el punto P0 = (x0;y0). Si en ese punto la 
función es diferenciable, podemos expresar el incremento al pasar de P0 a P. 
Ya vimos que si x → 0  y  y → 0: Δz ≅ dz .  Desarrollando queda: 

( ) ( ) ( ) ( ) yy . y ;x f + xx . y;xf  zz '
y

'
x 0000000 −−≅− . Despejando z:

( ) ( ) ( ) ( ) 0000000 z yy . y ;x f + xx . y;xf z  '
y

'
x +−−≅

El 2do. miembro de la igualdad es la ecuación de un plano que recibe el 
nombre de plano tangente a la superficie en   P0' = (x0;y0;z0).

( ) ( ) ( ) ( )t 0 0 0 0 00 0
' '
x yz  = f  x ;  . x x  + f  x ;  . y y zy y− − +

Nota: Designamos como zt a la z del plano tangente,  para distinguirla de la z
de la función. 

En P0 = (x0; y0) coinciden la imagen de la función y del plano tangente.
z (x0; y0) = zt (x0; y0).

Nota: El plano tangente contiene a todas las rectas 
tangentes a las curvas que pasen por el punto.

Nota: cuando se sustituye el incremento Δz por el diferencial dz para aproxi-
mar una función, geométricamente se sustituye la superficie por el 
plano tangente. En realidad se calcula la imagen del plano tangente y 
no de la superficie. Esto se denomina aproximación lineal.

Condiciones de diferenciabilidad: desde el punto de vista geométrico una 
función es diferenciable en un punto si admite plano tangente en ese punto, 
lo que equivale a decir que admite derivada en toda dirección y sentido. 
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Recta normal

La recta normal en un punto es la recta perpendicular al plano tangente en dicho 
punto. Como los denominadores (números directores) de la ecuación de la recta 
perpendicular a un plano son los coeficientes de la ecuación del plano, tenemos 

que una ecuación es: ( ) ( ) 1
0

00

0

00

0

−
−−− zz = 

y;xf
yy

 = 
y;xf

xx
'
y

'
x

Interpretación geométrica del diferencial

El diferencial de una función de un campo 
escalar de dos variables mide la variación del 
plano tangente al pasar del punto P0 = (x0;y0)
al punto incrementado  P = (x0+ x ; y0 + y).

De  surge que ( )t 0 00z  = dz x ; zy + , entonces: 

( )t 0 0 0z  z = dz x ; y− , por lo tanto: dz (x0; y0) = zt = zt (x; y) – zt (x0; y0).

Ejemplo

Dado el paraboloide z = x2 + y2, hallar la ecuación del plano tangente y de 
una recta normal si P0 = (2;1). Calcular la variación del plano tangente al pa-
sar de P0 a P = (2,1;0,9) y verificar que coincide con el diferencial en P0.
Primero hallamos z0 = 4 + 1 = 5.

Calculamos ahora las derivadas parciales en P0.
( ) ( ) 21224122  = ;  zy = z= ;  zx = z '

y
'
y

'
x

'
x ,

la ecuación del plano tangente es: zt = 4(x–2) + 2(y–1)+5 = 4x + 2y – 5.

Calculamos          zt (P) = 4.2,1+2.0,9 – 5 = 5,2
zt = zt (P) – zt (P0) = 5,2– 5 = 0,2. 

                        dz (2;1) = 4.0,1+2.(–0,1) = 0,2 dz = zt.

Una ecuación de la recta normal es: 
1
5

2
1

4
2

−
−−− z = y = x .
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GENERALIZACIÓN PARA FUNCIONES DE N VARIABLES

Si ( )nx;...;x;x;xfu 321= , el diferencial de u es:   

1) n
'
x

'
x

'
x dx.f...dx.fdx.fdu

n
+++= 21 21

Ejemplo

u = 3x2 –2xy2 + 4xz du = (6x –2y2 +4z).dx + (–6xy2).dy + 4x.dz

2) Una función es diferenciable si

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 20 0 1 0 2 0

1 1 2 2

P P P P P
n

' ' '
x x x n

n n

f f  f  . x   f  . x ... f  . x

. x  + . x ... . xε ε ε
− − Δ − Δ − − Δ

= Δ Δ + + Δ

y
→Δ→Δ→Δ

→→→
000

000

21

21

 x,...,  xy    x
 i  s    ..., ,     ,    

n

nεεε

Ejemplo
( ) ( )

( ) ( )

≠
+

0000

000222

2

;; = z;x;y              

;;z;x;y    
 zy+x

xyz
u=

En la página 85 hemos demostrado que las derivadas parciales en el origen va-
len 0. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) zyx

 zy+x
zyx

z.y.x.
 zy+x

zyx

z . fy . f  x . f ;;fz;y;xf '
z

'
y

'
x

Δ+Δ+Δ=
Δ+ΔΔ

ΔΔΔ

Δ−Δ−Δ−−
Δ+ΔΔ

ΔΔΔ=

=Δ−Δ−Δ−−

321222

2

222

2

0000

0;0;00;0;00;0;0000

εεε
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Si hacemos ( )
( ) ( ) ( )

2

1 2 32 22 0 0
y z

, ,
x + z  y

ε ε ε
Δ Δ

= = =
Δ + ΔΔ

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) 0222

2

000
222

2

000
=

Δ+Δ+Δ
ΔΔ=

Δ+Δ+Δ
ΔΔ

→ΔΔΔ→ΔΔΔ zyx
z.ylim

zyx
z.y

lim
;;  z;y;x;;  z;y;x

El límite es 0 por ser el producto entre un infinitésimo y una función acota-
da, por lo tanto la función es diferenciable.

DIFERENCIALES SUCESIVOS

Dada una función z = f (x;y) se puede calcular, como ya hemos visto, su fun-
ción diferencial que de ahora en más llamaremos función diferencial prime-
ro. Si esta función diferencial la volvemos a diferenciar, obtenemos una nue-
va función diferencial que llamamos función diferencial segundo, y así su-
cesivamente. Veremos como se obtienen estas expresiones. 

Diferencial segundo 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 22

' '' ' ' ' ' '
x y x y x yx y

'' '' '' '' '' '' ''
xx yx xy yy xx xy yy

d z = d dz  = d f . dx + f  . dy  = f . dx + f  . dy . dx + f . dx + f . dy . dy 

= f . dx + f . dy  . dx + f  . dx + f . dy  . dy = f  . dx  + f dx.dy  f . dy  +

Si queremos calcular el diferencial tercero, debemos calcular el diferencial 
del diferencial segundo. 

Diferencial tercero 

( ) ( )
( ) ( )
( )

23 2 2

2 22 2

22

2

2 2

2

'' '' ''
xx xy yy

' ''' '' '' '' '' ''
xx xy yy xx xy yyx y

''' ''' ''' ''
xxx xyx yyx xxy

d z = d d z  = d f .  + f . dx . dy + f .  = dydx

 f . + f .dx.dy + f  . .dx+ f . + f .dx. dy + f . .dy =dy dydx dx

  f . + f .dx.dy + f . .dx + fdydx ( )22

2 323

2

3 3

' ''' '''
xyy yyy

''' ''' ''' '''
xxx xxy xyy yyy

. + f .dx.dy + f . .dy =dydx

 f . + f .dx .dy + f .dx. f  .dy dydx +
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Diferenciales de orden n

Si observamos las expresiones del diferencial segundo y del diferencial ter-
cero vemos que tienen el aspecto de la potencia de un binomio, donde los 
exponentes indican, para las derivadas orden de derivación y para los incre-
mentos potencias efectivas. 

 dy .f dydxf+ dx .f =z d yyxyxx
2''''2''2 ..2 +

dy . fdydx . f +dy  .dx . f + dx . f  =z d yyy
2

xyyxxyxxx
3''''''2'''3'''3 .33 +

Generalizando esas expresiones obtenemos la forma general del diferencial 
de orden n.

( )( )n'
y

'
x

n dy . f+ .dx f =z d

Expresión que se denomina operador simbólico. 

Ejemplos

a) Hallar d 2z en P0 = (1;2) si z = x3 y2– 5x2 y3

Vimos que el diferencial segundo en un punto es: 

( ) ( ) ( ) ( )  dy .yxf dydxyxf+ dx .yxf = yxzd yyxyxx
2

00
''

00
''2

00
''

00
2 ;..;2;; +

Calculamos las derivadas que intervienen en la expresión: 

( ) 5621106103 32322 −=−=−= ;fyxyfxyyxf "
xx

"
xx

'
x

( ) 5821302152 23223 −=−=−= ;fyxxfyxyxf "
yy

"
yy

'
y

( ) 10821306 22 −=−= ;fxyyxf "
xy

"
xy

Por lo tanto, ( )  dydy.dx dx = ;zd 222 582165621 −−−

b) Hallar d 3z  si z = y4x2+4y2x4

Vimos que:  dy . fdydx . f +dy  .dx . f + dx . f  =z d yyy
2

xyyxxyxxx
3''''''2'''3'''3 .33 +
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Calculamos las derivadas que intervienen en la expresión: 

33224324 328482162 yxxyf,xyyfxyxyf "
xy

"
xx

'
x +=+=+=

422423 81284 xyxfyxxyf "
yy

'
y +=+=

322322 32249682496 xxyf,yxyf,yxf,xyf '"
xyy

'"
xxy

'"
yyy

'"
xxx +=+===

( ) ( )  dy.yxdy dx..xxy.dy.dx.yxy. dx x.y=zd 32232223323 2432243968396 +++++

EL DIFERENCIAL Y LAS DERIVADAS DIRECCIONALES

Vimos en la página 98 que la derivada direccional según la dirección y sen-
tido α en un punto P0 = (x0;y0) se puede expresar como el producto escalar 
entre el vector gradiente y el versor director de la dirección y sentido α. Si 
esto es así la función z = f (x;y) es diferenciable en P0 = (x0;y0).

( ) ( ) ( )0 0 0P P P' '
vz z z vα= = ∇ •

Propiedad

Si en un punto P0 = (x0;y0) se verifica que ( ) ( ) vzz'
v •∇≠ 00 PP , entonces la 

función no es diferenciable. Esta es otra forma de verificar la no diferencia-
bilidad de una función en un punto. 

El diferencial y el gradiente 

En ℜ2:
Vimos que si z = f (x;y)  el diferencial de z en un punto P0 = (x0;y0) es 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0P P P P P' ' ' '
x y x ydz f .dx f .dy f ; f dx;dy= + = • .

Si consideramos el vector desplazamiento ( )dydxxd ;=  que tiene la direc-
ción de la recta tangente, entonces ( ) ( ) xdfdz •∇= 00 PP .
El diferencial de una función en el punto P0 es igual al producto escalar entre 
el gradiente de la función en el punto por el diferencial del vector que une 
los puntos P0 = (x0;y0) y P = (x;y).
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En ℜ3:

Si u = f (x;y;z), ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0P P P P' ' '
x y zdz f .dx f .dy f .dz= + + , por lo tanto 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0P P P P' ' '
x y zdz f ; f ; f dx;dy;dz= • .

Si consideramos ahora al vector desplazamiento como ( )dzdydxxd ;;= ,
entonces ( ) ( ) xdfdz •∇= 00 PP .
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Diferenciales

1) Calcular el diferencial total de la función z= x3y + x2y2 + xy2 en P0 = (1;1), 
si dx = 0,2 y dy = 0,05. 

2) Calcular el diferencial total de la función z = x.ln y – y.ln x para x0 = 1, 
y0 = 1, dx = 0,1 y dy = – 0,2.

3) Calcular el valor aproximado de la función z=x5y6, aplicando diferencia-
les, en P = (1,0017;0,995). 

4) Calcular el diferencial total de la función z = .
x
ytgarc

5) Calcular el valor de z = x4y5 en P = (1,017;1,99) aplicando diferenciales. 
6) Calcular aproximadamente mediante diferenciales ( ) ( )5 32 12283 ,., + .

7) Hallar a) d 2z en P0 = (1;2) si z = x3y2 – 5x2y3,   b) d 3z si z = y4x2 +4y2x4.
   8) Investigar si las siguientes funciones son diferenciables en el origen.  

       a) xexyxz 23 45 −+=                     b) 
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+=

000

002
26

3

;y;x

;y;x
yx
yx

z

       c) 
( ) ( )

( ) ( )=

≠
+
−

=
000

0022

33

;y;x

;y;x
yx
yx

z       d) 
( ) ( )

( ) ( )

4 4

2 2 0 0

0 0 0

x y x; y ;
x yz

x; y ;

+ ≠
+=

=

  9) Dada la función 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 0 0

0 0 0

xy. x y
x; y ;

z x y
x; y ;

−
≠

= +
=

, demostrar en 2ℜ :

  a) es continua, b) es diferenciable. 

10) Demostrar que en un entorno del origen ( ) 111 ++≅+++ yxylne y/x .

11) Calcular aplicando diferenciales ( )960961 ,;,f  si ( ) 22 yxy;xf += .
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Plano tangente 

Determinar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a las siguientes 
superficies en los puntos indicados. 

1) z = 2x2y + y2 – x +1 en P0 = (1;3;z0)   2) z = x2 – x + 2xy +1 en P0 = (1;2;z0)

3) z = 2xy + x3 – y2  +1 en P0 = (1;2;z0)  4) z = x2 – x + 2y2 +1 en P0 = (1;2;z0)

5) z = x2 – 4y2  en P0 = (2;1;z0)              6) z = x2 + y2 en P0 = (2; –1;z0)

7) Calcular la variación del plano tangente a la superficie z = 2x3 – y2 al pasar 
del punto P0 = (1;2) al punto P = (1,1;2,5). 

8) ¿Dónde corta al eje z el plano tangente a yxez −= en P0 = (1;1;z0).

9) Hallar por aproximación lineal ( )0 1 1 02f , ; ,− si ( ) 2 2 2f x; y x xy y.= + +

10)Hallar por aproximación lineal ( )2010 00 ,y;,xf −+ si f (x0;y0)=2, z= f (x;y),

( )
1 0 0

4
5

'
vf x ; y ,= ( )

2 0 0
6

5
'

vf x ; y ,= ( )1 4 3v ;= y ( )432 ;v = .
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RESPUESTAS

Diferenciales

  1) dz (1;1) =1,45    2) dz (1;1) = −0,3

  3) z ≅ 0,9785  4) 2 2 2 2

y xdz .dx .dy
x y x y

= − +
+ +

 5) z ≅ 33,376    6) 2,01 

    7) a) d3z = –56.dx2 – 216.dx.dy – 58.dy2

  b) d3z = 96y2x.dx3 + (24y3 + 288yx2).dx2.dy+(72y2x+96x3).dx.dy2 +24yx2.dy3

    8) a) sí, porque tiene derivadas parciales continuas, b) no, porque no es 
continua, c) no, no verifica la definición, d) es diferenciable. 

11) ( )1 96 0 96 2 182f , ; , ,≅

Plano tangente 

1) z = 11x + 8y –20, 1 3 15
11 8 1

x y z− − −= =
−

2) z = 5x + 2y – 4, 1 2 5
5 2 1

x y z− − −= =
−

3) z = 7x – 2y – 1, 1 2 2
7 2 1

x y z− − −= =
− −

4) z = x + 8y – 8, 2 91
8 1

y zx − −− = =
−

5) z = 4x – 8y, 2 1
4 8 1

x y z− −= =
− −

6) z = 4x – 2y – 5, 2 1 5
4 2 1

x y z− + −= =
− −

7) dz = –1,4           8) z = 1             9) ( )0 1 1 02 2 24f , ; , ,− ≅ −

10) ( ) 6312010 00 ,,y;,xf ≅−+





Capítulo 6 
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FUNCIONES VECTORIALES

El concepto de función escalar visto en Análisis I y de campo escalar 
analizado en este texto, lo vamos a extender ahora al concepto de función  
y campo vectorial.     

FUNCIÓN VECTORIAL

Una función vectorial es una función que transforma un número real o 
escalar en un vector o en un punto de n.

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f n
n

21=ℜ→ℜ⊆ , donde las fi (t) son funciones 
escalares, es decir funciones que van de Ai →ℜ, con Ai ⊆ ℜ y n ≥ 2. 

Por lo tanto el estudio de una función vectorial se reduce al estudio de las 
funciones escalares componentes.  

Si n = 2, la función vectorial asigna a un número real como imagen un 
vector de dos componentes o un par de números reales, es decir un punto 
de ℜ2, y si n = 3, la función vectorial asigna a un número real como ima-
gen un vector de tres componentes o una terna de números reales, es decir 
un punto de ℜ3.

Ejemplos

a) ( ) ( ) ( ) ( ) jtitt;ttf/A:f 2132132 −++=−+=ℜ→
( ) ( )072 ;f = , ( ) ( )321 −−=− ;f

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ktjtitt;t;ttf/A:f 223 2121 ++++=++=ℜ→
( ) ( )0232 ;;f = , ( ) ( )1101 ;;f =−

c) ( ) ( )( )t;t;tln;ttf/A:f 5125 24 ++−=ℜ→
( ) ( )105432 ;;ln;f −= , ( ) ( )52061 −−=− ;;;f
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Dominio de una función vectorial 

El dominio de una función vectorial es la intersección de los dominios de 
las funciones escalares componentes:   nA...AAAA ∩∩∩= 321

Ejemplos

a) ( )tf/A:f 2ℜ→  =
+

t;
t

t 5
22 . Dom f =

b) ( )tf/A:f 3ℜ→  = (1 2t ;3+t ; 1+t). Dom f =

c) /A:f 3ℜ→ ( ) ( )t;t;tlntf −= 1 . Dom f  = (0;1] 

d) /A:f 4ℜ→ ( ) ( )
−

+−= 5
3

521 3 ;
t

;t;tlntf .   Dom f  = (1;+∞) –{3} 

Algebra de funciones vectoriales 

Sean nA:f ℜ→  y nB:g ℜ→  dos funciones vectoriales, podemos defi-
nir las siguientes operaciones entre ellas. 

Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f n
n

211 =ℜ→  y   

     ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tg;...;tg;tgtg/A:g n
n

212 =ℜ→

1) Suma algebraica 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )tgtfth:ttgfth ±=∀⇔±= .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
n

n nh : A / h t f t g t ; f t g t ;...; f t g t→ ℜ = ± ± ±

El dominio de h es A = A1 ∩ A2.

2) Producto escalar  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=

=•=∀⇔•=
n

i
ii tg.tftgtfth:ttgfth

1

. El dominio de h

es A = A1 ∩ A2. Obsérvese que el producto escalar da por resultado un 
número real y no una función vectorial.  
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Ejemplos

a) Dadas ( )tf/A:f 2
1 ℜ→  = ( )2552 −+ t;t . A1 = y

               ( )tg/A:g 2
2 ℜ→  = ( )4253 −−+ t;tt . A2 =

     i) ( ) ( ) ( ) ( )6635232 −+++=+=ℜ→ t;ttttgtfth/A:h . A =

    ii) ( ) ( ) ( ) ( )2475232 ++−+−=−=ℜ→ t;ttttgtfth/A:h . A =
   iii)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )425255 322 −−+−++=•=ℜ→ t.ttt.ttgtfth/A:h =
           = ( ) ( ) 2331082251025210 2352235 −+++=+−+−+−+ tttttttttt
           A =

b) Dadas ( )tf/A:f 3
1 ℜ→  =

−
−

2
3241

t
t;t;

t
. A1 = –{0;2} 

               ( )tg/A:g 3
2 ℜ→  = ( )52 ;t;t . A2 =

   i) ( ) ( ) ( )
−
−−+=+=ℜ→

2
108261 2

3

t
t;t;

t
ttgtfth/A:h .

        A = –{0;2}

  ii) ( ) ( ) ( )
−
−−−=−=ℜ→

2
210221 2

3

t
t;t;

t
ttgtfth/A:h .

A = –{0;2}

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.
t

ttt

.
t

tt.tt.
t

tgtfth/A:h

2
15481

5
2

32241 iii)

2

3

−
+−+=

=
−

+−+=•=ℜ→

3) Producto entre una función vectorial y una función escalar  

Si f es una función escalar con domino A1 y g  una función vectorial con 
dominio A2, entonces el producto entre ambas es una función vectorial 

( )th  tal que: ( ) ( )( )tg.fth = ( ) ( ) ( )tg.tfth:t =∀⇔ .

A = –{0;2}
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tg.tf;...;tg.tf;tg.tfth/A:h n
n

21=ℜ→    A = A1 ∩ A2.

Ejemplo

Dadas ( ) 2
1 ttf/A:f =ℜ→ , A1 = .

        y ( )tg/A:g 3
2 ℜ→  = −

t
;t;t 521 , A2 = – {0}. 

         ( ) ( ) ( ) ( )t;t;tttg.tfth/A:h 52 3233 −==ℜ→ . A = – {0}. 

4) Producto vectorial 

El producto vectorial se define para funciones con imágenes en 3, es de-
cir que ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;tf;tftf/A:f 321

3
1 =ℜ→  y 

             ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tg;tg;tgtg/A:g 321
3

2 =ℜ→ .

( ) ( ) ( ) ( )122131132332
3 g.fg.f;g.fg.f;g.fg.ftgtfth/A:h −−−=∧=ℜ→

A = A1 ∩ A2.

También se puede expresar a través del siguiente determinante 

( ) ( ) ( )kg.fg.fjg.fg.fig.fg.f
ggg
fff
kji

gf 122131132332

321

321 −+−+−==∧

Ejemplo

Dadas ( )tf/A:f 3
1 ℜ→  = t;t;

t
541 . A1 = –{0}

           ( )tg/A:g 3
2 ℜ→  = ( )52 ;t;t . A2 =
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( ) ( ) ( ) ( ) kt.tt.
t

j.
t

t.tit.t.t

tt

tt
t

kji

tgtfth −+−+−==∧= 4215152554

52

541

( ) ( )ktj
t

titt 222 42551020 −+−+−=

      A = –{0}.

Límite de una función vectorial 

Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f n
n

21=ℜ→ , y t0 es un punto de acumu-
lación de su domino, entonces:  

( ) ( )n
tt

l;...;l;l;l =  tf liml 321
0→

= , donde ( )tf liml i
tt

i
0→

=    (1≤ i ≤ n)

Las propiedades y la definición de límite para funciones vectoriales se re-
ducen a las propiedades y definición de sus componentes, que son fun-
ciones escalares. 

El límite l existe si existen los límites de cada una de las funciones esca-
lares. El límite de una función vectorial como vemos es un vector. 

Ejemplos

a) ( ) ( )25322 −+=ℜ→ tt;ttf/A:f , hallar ( )tf lim
t 1→

( ) ( ) ( ) ( )41253

1

2

11
;ttlim;tlimtf lim

ttt
=−+=

→→→

b) ( ) ( )223 2 t;tcos;ttf/A:f −=ℜ→ , hallar ( )tf lim
t 0→

( ) ( ) ( )0122 2

00

2

00
;;tlim;tcoslim;tlimtf lim

tttt
−=−=

→→→→
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c) ( ) ( )−−
−=ℜ→ t;

tsen
tln;

t
ttf/A:f 2

11
12

3 , hallar ( )tf lim
t 1→

( ) ( ) ( )
−−

−=
→→→→

tlim;
tsen
tln

lim;
t
t

limtf lim
tttt

2
11

1
11

2

11

( ) ( ) ( ) ( )2122
1

11
111

;;tlim;
tcos
t/

lim;tlim
ttt

=
−

+=
→→→

Continuidad de una función vectorial 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f n
n

21=ℜ→ , es continua en t0 ∈ A si
( ) ( )0

0

tftf lim
tt

=
→

.  Una función es continua en t0 ∈ A si lo son todas las 

funciones fi(t) en t0.

Ejemplos

a) ( )
+

+=ℜ→
1

12 2
2

t
tcos;ttf/A:f  es continua ∀x∈ .

b) ( ) ( )223 2 t;tcos;ttf/A:f −=ℜ→ , es continua ∀x∈ .

c) ( )
−−

−=ℜ→ t;
t

t;
t
ttf/A:f 2

4
3

1
1

2

2
3  es continua ∀x∈  –{1;2; –2}. 

d) ( )
( ) =

≠
=ℜ→

0000

02
3

t;;

t
t

tsen;t;t
tf/A:f

En t0 = 0, vemos que el ( ) ( )100
0

;;tf lim
t

=
→

, y que ( ) ( )0000 ;;f = , por lo tan-

to la función no es continua en t0 = 0. 
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Derivada de una función vectorial

Dada una función ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f n
n

21=ℜ→ , la derivada 

en t0 ∈ A, se expresa como ( )0tf ' , se denomina gradiente o vector deri-
vado y se define como el límite: 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0 tt
tftf

limtf
tt

'

−
−=

→
, si este límite existe. 

Si aplicamos la definición de derivada a cada una de las funciones escala-

res, tenemos que:  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf '
n

'''
21=

Ejemplos

a) ( ) ( )[ ]tcos;ttf/A:f 2122 +=ℜ→

                        ( ) ( )[ ]tsen;ttf ' 222 −=

b) ( ) ( )[ ]t;ttg;tlntf/A:f 253 =ℜ→

                         ( ) ( )=
t

;tsec;
t

tf '

2
1551 2

Punto ordinario o regular 

Se dice que un punto de la curva correspondiente a un valor t0 interior al 
conjunto A es un punto ordinario si las derivadas de las funciones escala-
res existen, son continuas en ese punto y al menos una es distinta de 0.  

Algebra de derivadas  

Las reglas de derivación de funciones escalares se extienden a las deriva-
das de funciones vectoriales. Así: 

a) ( ) ( )[ ] ( ) ( )tgtftgtf '''
±=±                  y t ∈ gDomfDom ∩
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b) ( )[ ] ( )tf.ktf.k ''
=

c) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tg.tftg.tftg.tf ''' += . ( )tf es una función escalar. 
                                                               y t ∈ gDomfDom ∩
Demostración 

Lo demostramos para el caso de tres variables. 

Sea ( )tf  y ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtg =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz.tf;ty.tf;tx.tftz;ty;txtftg.tf ==

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tg.tftg.tftz;ty;tx.tftz;ty;tx.tf

tz.tftz.tf;ty.tfty.tf;tx.tftx.tf

tz.tf;ty.tf;tx.tftg.tf

''''''

''''''

''

+=+=

=+++=

==

d) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tg.tftg.tftg.tf '''
+=

Demostración 

Lo demostramos para el caso de tres variables. 

Sea ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtf 111=  y ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtg 222=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tz.tzty.tytx.txtgtf 212121 ++=•

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )tgtftgtf

tz;ty;tx.tz;ty;txtz;ty;tx.tz;ty;tx

tz.tztz.tzty.tyty.tytx.txtx.tx

tz.tzty.tytx.txtgtf

''

''''''

''''''

''

•+•=

=+=

=+++++=

=++=•

222111222111

212121212121

212121

Corolario: Si ( )tf  es un vector de módulo constante, entonces es per-
pendicular a su vector derivado. 
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Demostración: si ( )tf  es constante, calculamos el producto escalar 

                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ktfcos.tf.tftftf ===•
2

0

Derivando a ambos miembros queda: ( ) ( )[ ] ''
ktftf =•

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] 0=•+•
''

tftftftf ( )[ ] ( ) 02 =• tftf.
'

Como ( )[ ] ( ) 0=• tftf
'

, ambos vectores, el vector ( )tf  y su vector 
derivado, son perpendiculares. 

e) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )tgtftgtftgtf '''
∧+∧=∧

Demostración 

( ) ( )[ ] ( )''
g.fg.f;g.fg.f;g.fg.ftgtf 122131132332 −−−=∧ =

( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ( )
( )]=−−+

−−+−−+=

=−−−=

''''

''''''''

'''

g.fg.fg.fg.f

;g.fg.fg.fg.f;g.fg.fg.fg.f

g.fg.f;g.fg.f;g.fg.f

12122121

3131131323233232

122131132332

( )[ ( ) ( )]
( )[ ( ) ( )]''''''

''''''

g.fg.f;g.fg.f;g.fg.f

g.fg.f;g.fg.f;g.fg.f

122131132332

122131132332

−−−

+−−−=

( ) ( ) ( ) ( )tgtftgtf '' ∧+∧=

Ejemplo

Calcular: a) ( ) ( )[ ]'
tgtf • ,  b) ( ) ( )[ ]'

tgtf ∧  si ( ) ( )32 −= ;t;etf t  y 

( ) = −

t
;e;tlntg t 1
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( ) ( )02;;etf t' = , ( ) −−= −
2
11
t

;e;
t

tg t'

a) ( ) ( )[ ]'
tgtf • = ( ) ( ) −−•−+• −−

2
1132102
t

;e;
t

;t;e
t

;e;tln;;e tttt =

= 2
322
t

te
t
eetln.e t

t
tt +−++ −−

b) ( ) ( ) ( ) k.tlnj
t
ei

t
t

etln
e

kji
tgtf

t

t

t' 212
1
02 −+−==∧

−

( ) ( ) kj
t
e

t
ie

t
t

e
t

te
kji

tgtf
t

t

t

t' 3332
11
32 2

2

−+−+−−=
−−
−=∧ −

−

( ) ( )[ ]'
tgtf ∧ = ( ) ( ) k.tlnj

t
tteeie

tt
t 2233 2 +−−−+−

−
−

Función vectorial diferenciable

Una función ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tf;tftf/A:f n
n

321=ℜ→  es diferencia-
ble en t0 ∈ A si es derivable en t0.

Derivadas de orden n

Las derivadas de orden n de una función vectorial se obtienen calculando 
las derivadas n-ésimas de cada una de las funciones escalares. 
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Si ( ) ( )[ ]tcos;ttf/A:f 2122 +=ℜ→ , ( ) ( )[ ]tsen;ttf ' 222 −=

( ) ( )[ ]tcos;tf '' 242 −= , ( ) ( )[ ]tsen;tf ''' 280 −= , y así sucesivamente. 

Integral de una función vectorial 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f n
n

21=ℜ→  es integrable si lo son ( ) ( ),tf,tf 21

( )tf..., n , y su integral se calcula de la siguiente manera: 

( ) ( ) ( ) ( )=
b

a
n

b

a

b

a

b

a

dt.tf...;;dt.tf;dt.tfdt.tf 21

Rigen para las funciones vectoriales las mismas propiedades de las inte-
grales de funciones escalares. 

Ejemplos

a) ( ) =ℜ→
t

;tln;ttf/A:f n 13

    
( ) ( )] ]

( )323320

4
1 3

1
3
1

3

1

43

1

3

1

3

1

3
3

1

ln;ln;

tln;ttln.t;tdt.
t

;dt.tln;dt.tdt.tf

−−=

=−−==

a) ( ) ( )32 −= ;t;etf t

( ) ( ) ] ] ]

( )311

332 1
0

1
0

21
0

1

0

1

0

1

0

1

0

−−=

−=−=

;;e

t;t;edt....;;dt.t;dt.edt.tf tt
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dadas las siguientes funciones vectoriales, resolver las operaciones in-
dicadas.

( ) +
−

+=ℜ→ 23
1

12124 t;
t

;t;ttf/A:f , ( ) ttf/A:f 2=ℜ→

( ) ( )2211224 −−++−=ℜ→ t;t;t;ttg/A:g

    a) ( )( )tgf +          b) ( )( )tgf −         c) ( )( )tgf •         d) ( )( )tf.f

2) Dadas las siguientes funciones vectoriales, calcular los límites en los 
puntos indicados. 

a) ( ) −=ℜ→ 253 t;tln.t;
t

tsentf/A:f , hallar ( )tf lim
t 0→

b) ( ) ( )
−

−−
−

+−=ℜ→
1

11
1

233
2

t
tcos;

t
tttf/A:f , hallar ( )tf lim

t 1→

3) Analizar intervalos de continuidad de 

a) ( ) ( )122 −=ℜ→ t;ttf/A:f
b) ( ) ( )5223 −+=ℜ→ t;tsenarc;ttf/A:f
c) ( ) ( )33 8 t;t;tf/A:f =ℜ→

4) Dadas las siguientes funciones vectoriales, hallar sus respectivos gra-
dientes.

  a) ( ) ( )132 −=ℜ→ t;etf/A:f t

  b) ( ) ( )2333 2 tln;tcosarc;tttf/A:f +=ℜ→

  c) ( ) =ℜ→ tf/A:f 3 ( )( )ttg;t;t 28 3−

      d) ( ) ( )( )tlnt;e;tcosttf/A:f t −−=ℜ→ 2333 2
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5) Calcular ( ) ( ) ( )( )tftftf "' ∧•  si ( ) ( )( )tcos;t;ttf 35 2 −=

6) Calcular: a) ( ) ( )( )'tgtf • , b) ( ) ( )( )'tgtf ∧

    si ( ) −=
t

;t;ttf 132  y ( ) ( )223 t;t;ttg −=

RESPUESTAS

1) a) ( )( )
−

+−+=+ t;
t

tt;t;tgf 5
1

22133
2

    b) ( )( ) +
−
+−−−=− 4
1
2112

2
2 t;

t
tt;t;ttgf

    c) ( )( ) 110 24 −+−=• tttgf

d) ( )( ) +
−

+= tt;
t

t;t;tttf.f 46
1

2422 223

2) a) ( )201 −;; , b) ( )06;

3) a) [1,+ ),  b) [ 1,1],  c) [0, + )

4) a) ( )
−

==∇
12

13 3

t
;etff t' ,   b) ( )

−
−+==∇

t
;

t
t;ttff ' 2

1

323
6

2
2

    c) ( ) ( ) ( )−==∇ tsec.ttg;
t

;tff ' 226
2

18 22

    d) ( ) ( ) −+==∇
t

t;e;tsenttff t' 123223 32

5) ( ) ( ) ( )( )tftftf "' ∧• = ( ) ( ) ( )tsen.ttcos.t 33031045 2 −−

6) a) ( ) ( )[ ] 130 2 +=• ttgtf
'

    b) ( ) ( )[ ] ( )332 126493 tt;t;ttgtf
'

−−−=∧
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REPRESTACIÓN GRÁFICA DE FUNCIONES VECTORIALES
LAS CURVAS PUNTUALES – LAS TRAYECTORIAS

Si [ ] nb;a:f ℜ→ , con n > 1, es una función vectorial continua definida 
en el intervalo real cerrado [a;b] denominado intervalo paramétrico, se 
denomina curva C a su imagen. Ésta une, en el espacio n-dimensional,  
los puntos ( )af  y ( )bf . Estas curvas se denominan curvas puntuales.

Curva plana: si n = 2, tenemos una curva plana incluida en el plano 2.

El conjunto de puntos ( ) ( ) ( )[ ]ty;txy;x =  del plano definen la gráfica de la 
curva.

Curva alabeada: si n = 3, tenemos una curva alabeada incluida en el espacio 
3.

El conjunto de puntos ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txz;y;x =  del espacio definen la gráfi-
ca de la curva. 

Curva suave o regular: si la curva está asociada a una función vectorial 
con derivada continua y no nula en el intervalo. Es decir que el arco de 
curva está compuesto solamente de puntos ordinarios. 

Curva suave o regular por tramos: si es continua, con derivada continua 
y no nula con excepción de un número finito de puntos, que definen arcos 
en los cuales la curva es suave.  

Interesan en particular las curvas planas y las curvas alabeadas.

Ejemplos

a) Si [ ] ( ) ( )t;ttf/;:f +=ℜ→ 141 2 , tenemos una curva en el plano 2 que
une los puntos (1;2) con (4;5). 

b) Si [ ] ( ) ( )t;t;ttf/;:f 2141 23 +=ℜ→ , tenemos una curva en el espacio 
3 que une los puntos (1;2;2) con (16;5;8). 
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Clasificación

Si [ ] nb;a:f ℜ→  es una función vectorial continua y C es la curva aso-
ciada, ésta es:  

1) cerrada ⇔ ( )af = ( )bf .

2) un arco ⇔ ( )af ≠ ( )bf . ( )af  y ( )bf  son los extremos del arco. 

3) simple ⇔ f es inyectiva en (a;b).
4) una curva de Jordan ⇔ C es cerrada y simple. (cerrada y no se corta a 

sí misma). 

Curvas en forma paramétrica 

Se conoce como parametrización a la representación de una curva o su-
perficie como imagen de una función vectorial. 

Las curvas que son imagen de una función vectorial, quedan definidas en 
función de la variable o parámetro t, por eso se dice que están definidas 
en forma paramétrica.

curva cerrada 

arco 

simple

curva de Jordan 
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Curvas planas o curvas en 2ℜ

La función vectorial [ ] ( ) ( ) ( )[ ]ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 2  en su forma para-

métrica es 
( )
( )=

=
tyy
txx

, donde ( )tx  e ( )ty  son funciones continuas definidas 

en un intervalo paramétrico [a;b].  a ≤ t ≤ b.

A cada valor de t le corresponde una par (x;y) que define un punto del pla-
no. Este conjunto de pares (x;y) define una curva C en 2ℜ que es la imagen 
de la función vectorial.  

( ) ( ) 0000 P== y;xtf , ( ) ( ) 1111 P== y;xtf , …, ( ) ( ) nP== nnn y;xtf

Eliminando t en las ecuaciones paramétricas obtenemos una ecuación en x
e y, que es la ecuación cartesiana de la curva. 

Ejemplos

a) [ ] ( ) ( )1222 22 ++=ℜ→− t;ttf/;:f

en su forma paramétrica es 
+=

+=

1

2
2ty

tx

Para representarla gráficamente efectuamos una tabla de valores dando a t
valores en el intervalo paramétrico. 
Observamos el sentido en que se va generando la curva a medida que t
toma valores crecientes dentro del intervalo 
paramétrico. En este caso vemos que lo 
hace en sentido positivo o antihorario.

t x y
-2 0 5 
-1 1 2 
0 2 1 
1 3 2 
2 4 5 
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Si despejamos t de la primera ecuación y reemplazamos en la segunda, 
tenemos que ( ) 12 2 +−= xy 2 4 5x x= − + , que es la ecuación cartesiana 
de una parábola. 

b) ecuación paramétrica de la circunferencia  

[ ] ( ) ( )tsen.r;tcos.rtf/;:f =ℜ→ 220 π

en su forma paramétrica es 
=
=

tsen.ry
tcos.rx

Si elevamos al cuadrado ambas ecuaciones y sumamos, tenemos: 
222 ryx =+ , que es la ecuación cartesiana de la circunferencia de centro 

en el origen y radio r. La curva es recorrida en sentido positivo o antiho-
rario.

En este caso tenemos una curva plana de Jordan. 

Las trayectorias 

Se denomina trayectoria a toda función vectorial continua de la forma  
[ ] nb;a:f ℜ→ , con n > 1. 

Si n = 2, la trayectoria está en 2ℜ y si n = 3, está en 3ℜ .
Dos o más funciones pueden tener el mismo conjunto imagen, es decir la 
misma curva, pero sus trayectorias pueden ser diferentes. 

La misma curva se puede generar en distintos sentidos y/o velocidades. 

t x y
0 r 0

π/2 0 r
π - r 0 

3π/2 0 - r
2π r 0
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Ejemplo

Consideremos las funciones [ ] ( ) ( )tsen.;tcos.tf/;:f 2220 1
2

1 =ℜ→π  y 
[ ] ( ) ( )tsen.;tcos.tf/;:f 2220 2

2 −=ℜ→π . Tienen como imagen la misma 
curva que es la circunferencia con centro en el origen de coordenadas y 
radio 2, pero en el primer caso la curva es recorrida en sentido positivo o 
antihorario y en el segundo caso es recorrida en sentido horario o negativo. 

Dos funciones vectoriales a las cuales les corresponde la misma curva 
pero distinta trayectoria se denominan equivalentes.

Si las trayectorias son opuestas son opuestamente equivalentes.

Ejemplo

Veamos las tablas de valores correspondientes a 1f  y a 2f                                 

1f                     2f

t x y
0 2 0 

π/2 0 -2 
π -2 0 

3π/2 0 2 
2π 2 0 

t x y
0 2 0 

π/2 0 2 
π -2 0 

3π/2 0 -2 
2π 2 0 

    Sentido positivo o antihorario Sentido negativo u horario 
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Curvas alabeadas o curvas en 3ℜ

La función vectorial [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 3  en su forma pa-

ramétrica es 
( )
( )
( )=

=
=

tzz
tyy
txx

, donde ( )tx , ( )ty  y ( )tz  son funciones continuas 

definidas en un intervalo [a;b]. a ≤ t ≤ b.

Las ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones paramétricas de la 
curva C.

A cada valor de t le corresponde una terna (x;y;z) que define un punto del 
espacio. Este conjunto de ternas (x;y;z), por haber una sola variable inde-
pendiente (t), define una curva C en 3ℜ que es la imagen de la función vec-
torial.  

( ) ( ) 00000 P== z;y;xtf , ( ) ( ) 11111 P== z;y;xtf , …, ( ) ( ) nP== nnnn z;y;xtf

Eliminando t en las ecuaciones paramétricas obtenemos dos ecuaciones 
en x, y, z. Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones cartesianas 
de C. Cada ecuación cartesiana es la ecuación de una superficie y la curva 
C es la intersección de ambas superficies. Las ecuaciones de cualesquiera 
dos superficies que contienen a C pueden tomarse como las ecuaciones 
cartesianas que definen a C.

Ejemplos

a) [ ] ( ) ( )221 23 ;t;ttf/;:f =ℜ→−
=
=

=

2

2

z
ty

tx

Si eliminamos el parámetro t queda: 
=
=

2

2

z
xy

La curva alabeada es la intersección del plano z = 2 con el superficie y = x2.
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b) [ ] ( ) ( )[ ]tsentcos;tsen;tcostf/;:f +=ℜ→ 2220 3
2
π

( )+=
=
=

tsentcosz
tseny
tcosx

2
2
2

La curva es la intersección de las superficies: 422 =+ yx  y yxz += .

c) [ ] ( ) ( )t;tsenb;tcosatf/;:f =ℜ→ 3
2

50 π

La curva que se genera en este caso se denomina hélice y lo hace dentro 

del cilindro 12

2

2

2

=+
b
y

a
x . Esta curva es una curva alabeada y es un arco. 

La curva es la intersección de las superficies: zcosax =  y zsenby = .

t x y z
0 2 0 2 

π/4 2 2  2 2
π/2 0 2 2 

t x y z
0 a 0 0 

π/2 0 b π/2
π -a 0 π

3π/2 0 -b 3π/2
2π a 0 2π

5π/2 0 b 5π/2

( )
2

5
2

50
π

π

=t
,b,

(2;0;2)
   t=0 

(0;2;2)
 t=π/2

 x+y-z=0

x2+y2=4
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d) [ ] ( ) ( )32311 t;t;ttf/;:f =ℜ→−

La curva es la intersección de las superfi-
cies: 2xy =  y 3xz = .

Vemos que es una curva alabeada simple y es un arco. 

Vector derivado – vector tangente 

Ya hemos definido como vector derivado al que se obtiene de derivar una 
función vectorial. El vector derivado es tangente a la curva en t = t0 o en P0.

En 2ℜ : [ ] ( ) ( ) ( )[ ]ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 2 , en t = t0,  P0 = (x0;y0).

              ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0000P ty;txtfv '''
t ==

Ejemplos

a) ( ) ( )tt;ttf +−+= 22 2 , en t0=2.  P0 = ( )2f = (6; –2)  
( ) ( )122 +−= t;ttf ' ( ) ( ) ( )342P0 −== ;fv '

t

b) ( ) += t
t

;ttf 224 , en P0 = (2; 4).  Si P0 = (2; 4), t0 =1

( ) +−= 22
4
2

2t
;

t
tf ' ( ) ( ) ( )011P0 ;fv '

t ==

t x y z
-1 -1 1 1 
0 0 0 0 
1 1 1 1 ( )

0
000

=t
;;

( )
1

111
−=

−−
t

;;

( )
1
111

=t
;;



Alejandro E. García Venturini 168

En 3ℜ :

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 3 , en t = t0,  P0 = (x0;y0;z0).
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]00000P tz;ty;txtfv ''''

t ==

Ejemplo

( ) ( )t;t;ttf 22 22 −+= , en t0=1.  P0 = ( )1f = (3; –1;2)  
( ) ( )222 +−= t;ttf ' ( ) ( ) ( )2221P0 ;;fv '

t −==

Punto singular 

Es aquel en el cual el punto no admite vector tangente o éste es nulo.

Otra definición de curva suave 

Una curva C asociada a una trayectoria es suave si fDomt ∈∀ , ( ) 0≠tvt .

Representación gráfica 

En 2ℜ :                                                                  En 3ℜ :

Rectas tangente y normal a una curva plana 

Dada una curva asociada a una función vectorial ( )tf
derivable en ( )0tf = P0, con ( ) 0P0 ≠tv , se denomina 
recta tangente en P0 a la recta que pasa por P0 y es 
paralela a ( )0Ptv .
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Si consideramos un punto cualquiera de la recta P = (x;y), el vector PPo

es paralelo a ( )0Ptv , por lo tanto ( )oo PPP tv.λ= , λ∈ℜ.

Desarrollando esta igualdad queda: ( ) ( ) ( )[ ]0000 ty;tx.yy;xx '
t

'
tλ=−− .

Esta igualdad se puede expresar como  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]0000 ty;tx.y;xy;x '
t

'
tλ+= ecuación vectorial

Igualando las componentes obtenemos: 
( )
( )+=

+=

00

00

ty.yy

tx.xx
'
t

'
t

λ
λ

que son las ecuaciones cartesianas paramétricas.

Si eliminamos el parámetro λ, tenemos la ecuación simétrica.

  rt:      ( ) ( )0

0

0

0

ty
yy

tx
xx

'
t

'
−=−       ( )

( ) ( ) 00
0

0 yxx
tx
tyy '

'

t +−= ( ) 00 ≠tx'                    

Para cada valor de λ se obtiene un punto de la recta.  

Recta normal: ( )
( ) ( ) 00

0

0 yxx
ty
txy '

'

n +−−= ( ) 00 ≠ty'

Ejemplo: consideramos la función [ ] ( ) ( )1222 22 ++=ℜ→− t;ttf/;:f ,
cuya gráfica ya analizamos en la página 162 y calculamos las ecuacio-
nes de la recta tangente y de la recta normal en ( )1f . ( ) ( ) == 231 ;f 0P . 

( ) ( ) ( )t;tvtf t
' 21== ( ) ( )211 ;vt =

ecuación vectorial: ( ) ( ) ( )2123 ;.;y;x t λ+=

           
2

23 −=− tyx 42 −= xyt

( ) 23
2
1 +−−= xyn 2

7
2
1 +−= xyn

Verificamos gráficamente. 
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Recta tangente a una curva alabeada 

Haciendo un razonamiento similar al hecho para 
el caso de una curva plana, obtenemos las distin-
tas ecuaciones de la recta tangente a una curva 
alabeada. 

Consideramos un punto cualquiera de la recta        
P = (x;y;z), el vector PPo  es paralelo a ( )0Ptv ,

por lo tanto ( )oo PPP tv.λ= , λ∈ℜ.

Desarrollando esta igualdad queda:

( ) ( ) ( ) ( )[ ]000000 tz;ty;tx.zz;yy;xx '
t

'
t

'
tλ=−−−

Esta igualdad se puede expresar como  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]000000 tz;ty;tx.z;y;xz;y;x '
t

'
t

'
tλ+= ecuación vectorial

Igualando las componentes obtenemos: 

( )
( )

( )+=

+=

+=

00

00

00

tz.zz

ty.yy

tx.xx

'
t

'
t

'
t

λ
λ
λ

que son las ecuaciones cartesianas paramétricas.

Si eliminamos el parámetro λ, tenemos las ecuaciones simétricas.

rt (P0):      ( ) ( ) ( )0

0

0

0

0

0

tz
zz

ty
yy

tx
xx

'''
−=−=−

Ejemplo: ( ) ( )33 22 t;t;ttf −= , para t0=1, ( ) ( )1221 −= ;;f  = 0P

( ) ( ) ( )22 326 t;;ttvtf t
' −== ( ) ( )3261 −= ;;vt

ecuación vectorial: ( ) ( ) ( )326122 −+−= ;;.;;z;y;x λ
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Para cada valor de λ se obtiene un punto de la recta.  

ecuaciones simétricas: rt (P0): 3
1

2
2

6
2

−
+=−=− zyx

Interpretación física: si la función ( )tf  se asocia con el movimiento de 
una partícula sobre la curva C donde t es el tiempo, el vector derivado 

( )tf ' indica la velocidad de la partícula en cada instante t.

Plano normal a una curva alabeada 

La recta perpendicular a la recta tangente es la 
recta normal. En el espacio hay infinitas rectas 
normales que determinan un plano normal a la 
curva ( )tf  en ( ) 00 P=tf  y es perpendicular a la 
recta tangente que pasa por P0. Lo designamos 
como nπ .

Ecuación      

Si consideramos un punto genérico P = (x;y;z) del plano nπ , tenemos que 

los vectores PP0  y ( )0Ptv  son perpendiculares.  

Por lo tanto    
( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0

0P

000000

0000

=−−−•

=−−−•

zz;yy;xxtz;ty;tx

zz;yy;xxv

'''

t

Desarrollando el producto escalar tenemos la ecuación cartesiana del pla-
no nπ .

Ejemplo

Sea ( ) ( )223 12 t;tt;ttf −++= , hallar la ecuación de la recta tangente y del 
plano normal en el punto P0 = (3;2; –1). 
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Si P0 = (3;2; –1), t0 = 1, ( ) ( )t;t;ttf ' 2126 2 −+= ( ) ( )236P0 −= ;;vt

ecuaciones simétricas de la recta tangente: rt (P0): 2
1

3
2

6
3

−
+=−=− zyx

nπ (P0): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01223360123236 =+−−+−=+−−•− zyxz;y;x;;

nπ (P0): 026236 =−−+ zyx

Problema clásico del escape de la tangente

El tema consiste en determinar la posición de una partícula cuando aban-
dona una trayectoria en dirección de la recta tangente.  

Ejemplo

Una partícula se mueve sobre la curva ( ) ( )32 t;t;ttf =  donde t representa 
el tiempo. Al cabo de 5 segundos se encuentra en ( ) ( )1252555 ;;f = . En 
ese momento la partícula continúa siguiendo la trayectoria de la recta tan-
gente.

a) ¿Dónde se encontrará la partícula cuando t = 9? 

b) ¿Cuál sería la posición cuando t = 9 si se hubiese mantenido sobre la 
trayectoria? 

a) buscamos la recta tangente en t = 5, cuando abandona la trayectoria 

( ) ( ) ( )2321 t;t;tftv '
t == ( ) ( )751015 ;;vt =

ecuación vectorial de la recta tangente

rt (P0): ( ) ( ) ( ) ( )75101125255 ;;.;;fz;y;x λλ +==

Evaluamos para λ=4, que es tiempo transcurrido desde que abandona la 
trayectoria. ( ) ( ) ( ) ( )4256597510141252554 ;;;;.;;f =+= .
b) ( ) ( )7298199 ;;f =
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dadas las siguientes curvas planas, hallar las ecuaciones de las rectas 
tangente y normal en el punto considerado. 

a) ( ) ( )312 −+= t;ttf , P0 = (2; –2)   b) ( ) ( )tt e;e.ttf = , P0 = (e; e)

c) ( ) ( )1+= t;tsentf , t0 = 0 d) ( ) ( )t;ttgtf 2= , t0 = 0 

e) ( ) ( )tsen;tcostf = , t0 = 4
π

2) Dadas las siguientes curvas alabeadas, hallar la ecuación de la recta 
tangente y del plano normal en el punto considerado. 

a) ( ) ( )t;t;ttf −+= 21 , P0 = (5;16; –2)  b) ( ) ( )t;e;e.ttf tt= , t0 = 0 

c) ( ) ( )3236 t;t;ttf = , t0 = 1                      d) ( ) ( )t;tsen;tcostf = , t = 4
π

e) ( ) ( )t;e;etf tt 333 −= , P0 = (1;1;0)          f) ( ) ( )32 2132 t;t;ttf −−=  don- 
de la curva corta al plano yz
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RESPUESTAS

1)  a) rt: 2
2

2 +=−
tyx , 3

2
−= xyt , 2 2ny x= − +

     b) rt: eyex
t −=−

2
,

22
exyt += , 2 3ny x e= − +

c) rt:
2

1

1−= tyx , 1
2

+= xyt , 2 1ny x= − +          

d) rt: 2
tyx = , xyt 2= , 1

2ny x= −

e) rt: 2
2

1
2

2
−=

−

−
ty

x
, 2ty x= − + , ny x=         

2)  a) rt: 1
2

32
16

4
5

−
+=−=− zyx , nπ : 0534324 =−−+ nzyx

b) rt: zyx =−= 1 ,  nπ : 01 =−++ nzyx

c) rt: 1
2

3
2

6 −=−=− zyx , nπ : 01922 =−++ nzyx

d) rt: 4
2

2
2

2

2
2

2
2 π−=

−
=

−

−
z

yx
, nπ :

4
22 π=++− nzyx

e) rt: ( ) zyx =−−=− 11 , nπ : 0=+− nzyx

f) rt: 24
16

12
11 −=−= zyx , nπ : 5162412 =++ nzyx



Funciones vectoriales 175

CAMPO VECTORIAL

Un campo vectorial1 es una función que transforma un punto de n ( )x 2

en un vector de m.

( ) ( ) ( ) ( )[ ]xf;...;xf;xfxf/A:f m
mn

21=ℜ→ℜ⊆ , donde las ( )xfi son
campos escalares, es decir funciones que van de Ai → , con Ai ⊆ n , m ≥ 2 
y n ≥ 2. 

Las imágenes de puntos n-dimensionales son vectores m-dimensionales o 
m-uplas. Tenemos n variables y m componentes. 

El dominio de f es la intersección de los dominios de las if .

Ejemplos

a) ( ) ( )yx;y;yxy;xf/:f −−+=ℜ→ℜ 2232 1
( ) ( )50112 ;;;f =− , ( ) ( )28231 −=− ;;;f

b) ( ) ( )yzx;zyxz;y;xf/:f +−+=ℜ→ℜ 223 2
( ) ( )53112 ;;;f = , ( ) ( )31211 ;;;f −=−

DERIVADA DE UN CAMPO VECTORIAL

En este caso tenemos m funciones de n variables, por lo tanto hay mxn
derivadas parciales, que son los elementos de una matriz de orden mxn
que se denomina Matriz Jacobiana.

                                                
1 Como ejemplos de campos vectoriales tenemos el campo de velocidades de un 
fluido en movimiento, el campo gravitatorio, el campo eléctrico o el campo mag-
nético. 
2 ( ) ( )nx;...;x;xx 21=
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Matriz Jacobiana 

Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xf;...;xf;xfxf/A:f m
mn

21=ℜ→ℜ⊆ , la matriz jacobiana
o de las derivadas parciales es la matriz formada por las mxn (número de 
funciones x número de variables) derivadas parciales de primer orden de 
las n funciones escalares componentes del campo vectorial. 

∇

∇
∇

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

m

n

mmm

n

n

f

f
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

fD 2

1

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

...

...

...

...

Las filas son los gradientes de cada función componente del campo vec-
torial.

Notación

La matriz jacobiana suele ser expresada también como: ( )
( )n

m

x,...,x,x
f,...,f,f

21

21

∂
∂

Casos particulares 

a) Matriz jacobiana de un campo escalar  

Si ( )xfu/A:f n =ℜ→ℜ⊆ , la matriz jacobiana es  

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

nx
f...

x
f

x
ffD

21

b) Matriz jacobiana de una función vectorial

Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tf;...;tf;tftf/A:f m
m

21=ℜ→ℜ⊆ , la matriz jacobiana es  
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∂
∂

∂
∂
∂
∂

=

t
f
...
t
f
t
f

fD

m

2

1

Ejemplos

a) Si ( ) ( )xy;xy;yxxf/:f 23232 ++=ℜ→ℜ , la matriz jacobiana es

=
xy
y
yx

fD 232
2

b) Si ( ) ( )tt;ttf/:f 21 322 ++=ℜ→ℜ , la matriz jacobiana es   

+
=

23
2
2t

t
fD

c) Si ( ) 323 4 zyxxf/:f +=ℜ→ℜ , la matriz jacobiana es

( )22 348 zxxyDf =

CAMPOS VECTORIALES EN 2 Y 3

Interesan en particular los campos vectoriales en 2 y en 3.

Campos vectoriales en 2

Un campo vectorial en 2 o campo vectorial en el plano es un campo vec-
torial de 22 ℜ→ℜ⊆A . A un punto del plano le asigna como imagen un 
vector de dimensión 2. Se expresa por lo general como:  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) jy;xQiy;xPy;xQ;y;xPy;xf/A:f +==ℜ→ℜ⊆ 22
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Representación: se acostumbra repre-
sentar estos campos vectoriales dibu-
jando en cada punto del dominio el 
vector imagen de =x (x;y) por f .

Ejemplos

a) ( ) ( ) ( ) ( ) jyxiyxyx;yxy;xf/:f ++−=+−=ℜ→ℜ 2222

( ) ( )3312 ;;f = , ( ) ( )1421 ;;f −=−

b) ( ) ( ) ( ) ( ) jxyixxy;xy;xf/:f 2121 2222 −++=−+=ℜ→ℜ

( ) ( )1211 −= ;;f , ( ) ( )3211 ;;f =−

Campos vectoriales en 3

Un campo vectorial en 3 o campo vectorial en el espacio es un campo 
vectorial de 33 ℜ→ℜ⊆A . A un punto del espacio le asigna como ima-
gen un vector de dimensión 3. Se lo expresa por lo general como:  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )kz;y;xRjz;y;xQiz;y;xP

z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPz;y;xf/A:f

++=

==ℜ→ℜ⊆ 33
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Representación: se acostumbra representar estos 
campos vectoriales dibujando en cada punto del 
dominio el vector imagen de =x (x;y;z) por f .

Ejemplo

( ) ( )
( ) ( ) ( )kzyxjzxiyx

zyx;zx;yxz;y;xf/:f

−+++−+−=

=−++−−=ℜ→ℜ

22

2233

( ) ( )203112 ;;;;f =

DIFERENCIAL DE UN CAMPO VECTORIAL

Un campo vectorial ( )xf es diferenciable si lo son las funciones esca-
lares que lo componen. El diferencial de ( )xf es otro campo vectorial 
cuyas componentes son los diferenciales de las componentes de ( )xf . Si 
el campo es diferenciable, como ya vimos para campos escalares, pode-
mos usar el diferencial para aproximar linealmente una función. 

Veamos un ejemplo en 2

( ) ( ) ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPy;xfxf/A:f ==ℜ→ℜ⊆ 22

( ) ( ) ( )[ ]

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂==

dy
dx

.

y
Q

x
Q

y
P

x
P

dQ
dP

dy.
y
Qdx.

x
Q;dy.

y
Pdx.

x
Py;xQd;y;xPdxfd
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Ejemplo

( ) ( ) ( )2222 yx;xyy;xfxf/:f −==ℜ→ℜ

Calculamos D f =
− yx

xy
22

−
+

=
−

=
ydydx.x
dy.xdx.y

dy
dx

.
yx

xy
dQ
dP

2222

Veamos un ejemplo en 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPz;y;xfxf/A:f ==ℜ→ℜ⊆ 33

( ) ( ) ( ) ( )[ ]== z;y;xdR;z;y;xQd;z;y;xPdxfd

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= dz.

z
Rdy.

y
Rdx.

x
R;dz.

z
Qdy.

y
Qdx.

x
Q;dz.

z
Pdy.

y
Pdx.

x
P

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
dz
dy
dx

.

z
R

y
R

x
R

z
Q

y
Q

x
Q

z
P

y
P

x
P

dR
dQ
dP

CAMPO VECTORIAL GRADIENTE 

Los campos vectoriales se pueden construir a partir de campos escalares.  
Si U = f ( )nx;...;x;x 21 : ℜ→ℜ⊆ nA es un campo escalar continuo y de-
rivable, como ya hemos visto en el capítulo de derivadas, su función de-
rivada se llama gradiente, y se denota como ( )'

x
'
x

'
x n

f;...;f;fU
21

=∇ .

Se obtiene así U∇ : nnA ℜ→ℜ⊆  que es un campo vectorial continuo 
en A. Por lo tanto el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial 
denominado campo vectorial gradiente en nℜ .
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( ) ( )'
x

'
x

'
x n

f;...;f;fUxf
21

=∇= .

Ejemplos

1) ( ) xyxy;xfU 42 +== , ( ) jxiyxU 422 ++=∇

Por lo tanto se genera el campo vectorial gradiente ( ) ( )x;yxxf 422 += .

2) ( ) 22 4 yzxyxz;y;xfU ++== , ( ) ( ) kyzjzxiyxU 2442 2 ++++=∇

Por lo tanto se genera el campo vectorial ( ) ( )yz;zx;yxxf 2442 2++= .

Recíprocamente se dice que un campo vectorial continuo ( )xf  en nℜ es 
un campo vectorial gradiente si existe un cierto campo escalar                
U = f ( )nx;...;x;x 21 : ℜ→ℜ⊆ nA  continuo y derivable tal que ( )xf = .U∇

En este caso U es una función potencial para f y f es un campo potencial. 

Campo vectorial gradiente en 2

Consideramos un campo vectorial en el plano. 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] Uy;xQ;y;xPy;xfxf/A:f ∇===ℜ→ℜ⊆ 22 .

Vamos a ver las condiciones que deben cumplirse para que ( )xf sea un 
campo vectorial gradiente.

Propiedad

Si ( ) ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPxf =  es un campo vectorial gradiente donde P y Q
son funciones continuas y derivables en un conjunto D (abierto y cone-
xo3), entonces se verifica que '

x
'
y QP = .

                                                
3 Ver página 10. 
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Demostración 

Para que ( )xf  sea un campo vectorial gradiente debe existir un campo 
escalar ( ) ℜ→ℜ⊆= 2A:y;xfU / ( ) ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPU;UU '

y
'
x ==∇ .

Es decir que QUPU '
y

'
x == y . Si calculamos las derivadas segundas 

cruzadas obtenemos: '
x

"
yx

'
y

"
xy QUPU == y '

x
'
y QP =  (por Teorema de 

Schwarz), igualdad que debe verificarse para que el campo vectorial sea 
vectorial gradiente y que se conoce como condición de simetría.

Cálculo de la función potencial U (x;y) 

Una vez que hemos verificado que existe U = f (x;y), debemos calcularla. 

Como ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1yy;xFdx.y;xPy;xUy;xP
x
U α+===

∂
∂

La constante de integración se puede expresar como una función de y
porque estamos integrando según la variable x.

Pero además     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2xy;xFdy.y;xQy;xUy;xQ
y
U β+===

∂
∂

Ambas integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en 
una constante. 

Por lo tanto U (x;y) se obtiene comparando las ecuaciones (1) y (2);  

( ) ( ) ( ) ( ) Cyxy;xFy;xU +++= βα

Sumando a la expresión obtenida una constante numérica C, tenemos las 
infinitas funciones potenciales que generan el campo vectorial ( )xf .
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Ejemplo

Dado el campo vectorial ( ) ( )23 22 yx;yxxf ++= , primero verificamos 
la condición para que sea vectorial gradiente: '' 1 xy QP == .

Ahora debemos encontrar el campo escalar U = f (x;y), es decir la función 
potencial.

( ) ( ) ( )yyxxdx.yxy;xU α++=+=
2

2
4

3

( ) ( ) ( )xyxydy.yxy;xU β++=+=
3

22
3

2

Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, 

vemos que la función de y que figura en la 1º integral es 
3

2 3y  que apare-

ce en la 2º integral y que la función de x que aparece en la 2º integral es 

2

4x , que aparece en la 1º integral. ( ) Cyxxyy;xU +++=
3

2
2

34
.

Propiedad recíproca: si un campo vectorial ( ) ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPxf =  es 
continuo en un conjunto abierto y conexo y verifica que '

x
'
y QP = , enton-

ces es un campo vectorial gradiente. 

Ejemplo

( ) ( )232 33 yx;yxxf += , '
x

'
y QxP == 23 , por lo tanto el campo vectorial 

es un campo vectorial gradiente. 

Campo vectorial gradiente en 3

Consideramos un campo vectorial en el espacio. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPz;y;xfxf/A:f ==ℜ→ℜ⊆ 33
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Vamos a ver las condiciones que deben cumplirse para que ( )xf sea un 
campo vectorial gradiente.

Propiedad

Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPz;y;xf =  es un campo vectorial gra-
diente donde P, Q y R son funciones continuas y derivables en un conjun-
to D (abierto y conexo4), entonces debe verificarse la igualdad entre las 

siguientes derivadas parciales: 
y
P

x
Q;

x
R

z
P;

z
Q

y
R

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ .

Esta propiedad la demostraremos más adelante. Luego planteare-
mos otra forma de verificar si un campo vectorial en 3 es un campo 
vectorial gradiente.

Ejemplo

( ) ( )yz;zx;xyxf 22 22 +=

Verificamos la igualdad de las derivadas: 

y
Px

x
Q;

x
R

z
P;

z
Qz

y
R

∂
∂==

∂
∂

∂
∂==

∂
∂

∂
∂==

∂
∂ 202

Entonces el campo vectorial ( )xf  es un campo vectorial gradiente y por 
lo tanto existe función potencial U (x;y;z).

Cálculo de la función potencial U (x;y;z) 

Una vez que hemos verificado que existe U = (x;y;z), debemos calcularla. 

Siguiendo un razonamiento análogo al seguido para el cálculo de la fun-
ción potencial en 2ℜ  tenemos que:  

                                                
4 Ver página 10. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1z;yz;y;xFdx.z;y;xPz;y;xU α+==

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2z;xz;y;xFdy.z;y;xQz;y;xU β+==

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3y;xz;y;xFdz.z;y;xRz;y;xU γ+==

Las tres integrales deben ser iguales, por lo tanto pueden diferir solo en 
una constante. 

La función U (x;y;z) se obtiene comparando las ecuaciones (1), (2) y (3).  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cy;xz;xz;yz;y;xFz;y;xU ++++= γβα

Continuamos con el ejemplo anterior. 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 z;yyxdx.xydx.z;y;xPz;y;xU α+===

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222 z;xyzyxdy.zxdy.z;y;xQz;y;xU β++=+==

( ) ( ) ( ) ( )32 2 y;xyzdz.yzdz.z;y;xRz;y;xU γ+===

Comparando las 3 integrales tenemos que:   ( ) Cyzyxz;y;xU ++= 22

CAMPO VECTORIAL CONSERVATIVO5

Un campo vectorial es conservativo si es un campo vectorial gradiente.  
Este es un concepto más vinculado a la Física que a la Matemática.  

                                                
5 En Física se ve que campos vectoriales como los gravitacionales, los magnéti-
cos o los eléctricos son conservativos y el nombre se debe a que conservan la 
energía.
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Otras aplicaciones del Operador de Hamilton

Ya hemos visto en la página 97 el Operador de Hamilton y su uso para 
calcular el vector gradiente.  Veremos ahora otras aplicaciones del opera-
dor ∇ .

ROTOR DE UN CAMPO VECTORIAL6

Dado un campo vectorial f  con derivadas parciales continuas se define 
como rotor o rotacional del campo vectorial al campo vectorial definido 
por el producto vectorial entre ∇ y f . rot f  = f∧∇ .

El rotor le hace corresponder a un campo vectorial otro campo vectorial. 

En el plano 

Si ( ) ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPxf = , k
y
P

x
Q

QP
zyx

kji

ffrot
∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧∇=

0
Ejemplo

Si ( ) ( )32 23 xy;yxxf −=

( )kxy

xyyx
zyx

kji

ffrot 23

32

32

023

−−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧∇=

En el espacio 

Dado en un campo vectorial f  definido en 3ℜ  con derivadas parciales 
continuas: ( ) ( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPxf = ,

                                                
6 Rotor o rotacional: mide la tendencia de un campo vectorial a rotar alrededor de 
un punto. 
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k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R

RQP
zyx

kji

ffrot
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧∇=

Ejemplo

( ) ( ) ( )22233 2322 zyx;zyx;yxz;y;xfxf/A:f −++−−==ℜ→ℜ⊆

=

−++−−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧∇=

222 2322 zyxzxyyx
zyx

kji

ffrot

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kyjiykyjiy 12611026 −−+−−=−−+−+−=

Campo vectorial irrotacional 7

Un campo vectorial es irrotacional en un punto si en el mismo el rotor es 
el vector nulo. Si esto se verifica para todo punto en el que está definido el 
campo, entonces se dice que el campo vectorial es irrotacional.

Ejemplo

( ) ( ) ( )22 22 y;yzx;yxz;y;xfxf +==

( ) ( ) 022022

22 22

=−++−=

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂= kxxjiyy

yyzxxy
zyx

kji

frot

                                                
7 Si el campo vectorial es un campo de velocidades de un fluido en movimiento, 
significa que no hay rotación alrededor de ese punto, no se forman remolinos. Si 
tenemos una pileta con agua y se saca el tapón, vemos que alrededor del sumide-
ro se forma un “remolino”. En ese punto el campo no es irrotacional. 
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En este caso el campo vectorial es irrotacional para todos los puntos del 
mismo. 

DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL8

Dado un campo vectorial f , se define como divergencia del campo vec-
torial a la función escalar definida por el producto escalar entre ∇ y f .

div f  = f•∇ .
En el plano 

Si ( ) ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPxf = , ( )
y
Q

x
PQ;P

y
;

x
ffdiv

∂
∂+

∂
∂=•

∂
∂

∂
∂=•∇=

Ejemplo

Si ( ) ( )32 23 xy;yxxf −=

( ) 232 6623 xyxyxy;yx
y

;
x

ffdiv −=−•
∂
∂

∂
∂=•∇=

En el espacio 

Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPxf = ,

div f  = ( )
z
R

y
Q

x
PR;Q;P

z
;

y
;

x
f

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=•

∂
∂

∂
∂

∂
∂=•∇ .

La divergencia le hace corresponder a un campo vectorial un campo escalar. 

                                                
8 Si el campo vectorial es un campo de velocidades que representa la velocidad 
de un flujo de partículas en movimiento, la divergencia mide la cantidad de flui-
do, medida en volumen, que se “crea o destruye” por unidad de volumen y por 
unidad de tiempo.  Por ejemplo, si la divergencia es 3, el líquido aumenta a razón 
de 3 unidades cúbicas por unidad de volumen y por unidad de tiempo. 
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Si ( ) ( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPxf = , su matriz jacobiana es 

P P P
x y z
Q Q QDf
x y z
R R R
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

.

y por lo tanto la divergencia de f es igual a la traza de la matriz jacobiana. 

Ejemplo

( ) ( )xz;zyx;xyzz;y;xf 2322 += , calculamos div ( )221 ;;f −

( )2 2 3 32 2 2div f f ; ; xyz;x y z ; xz yx yz x
x y z

∂ ∂ ∂= ∇ • = • + = + +
∂ ∂ ∂

div ( ) 4322221 ++−=− ;;f = 34 

Campo vectorial solenoidal 9

Un campo vectorial es solenoidal en un punto si en el mismo la divergen-
cia es nula. Si esto se verifica para todo punto en el que está definido el 
campo, entonces se dice que el campo vectorial es solenoidal.

9 La divergencia permite caracterizar aquellos puntos del campo en los cuales se 
“crea o destruye” la cantidad de fluido que pasa por ese punto. Si la divergencia 
es 0 quiere decir que la cantidad de partículas que entra se mantiene constante, 
por lo que es igual a la cantidad de fluido que sale.  Si la divergencia es positiva 
quiere decir que en ese punto hay un manantial o fuente, la cantidad de fluido 
aumenta. Si la divergencia es negativa hay un sumidero, la cantidad de fluido en 
ese punto disminuye o se destruye. Por ejemplo, si por una tubería circula agua y 
en un punto interior a la misma hay una fuente de fuego (como una vela), en ese 
punto parte del agua se evapora, por lo tanto sale menos agua que la que entró, 
hay un sumidero. 
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Ejemplo: ( ) ( ) ( )++++= xy;zyxsen;zyxcosz;y;xf 2222
2
1

div f  = •
∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
;

y
;

x
( ) ( )++++ xy;zyxsen;zyxcos 2222

2
1 =

          = ( ) ( ) 00222222 =++++++− zyxsenzyxsen

En este caso el campo es solenoidal para todos los puntos del mismo. 

Propiedades del rotor y la divergencia 

1) El rotor del gradiente 

Si ( )z;y;xfu =  es un campo escalar con derivadas parciales segundas 
continuas en un conjunto D, entonces el rotor del vector gradiente de u 
es el vector nulo. Es decir que si un campo vectorial es conservativo en-
tonces su rot es el vector nulo. 

Si ( )z;y;xfu =  su gradiente es kujuiuu '
z

'
y

'
x ++=∇ .

El campo vectorial gradiente es ( ) kujuiuxf '
z

'
y

'
x ++=

( ) ( ) ( ) 0=−+−+−=

=
∂
∂−

∂
∂

+
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂

−
∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

kuujuuiuu

k
y
u

x
u

j
x
u

z
ui

z
u

y
u

uuu
zyx

kji

frot

"
xy

"
yx

"
zx

"
xz

"
yz

"
zy

'
x

'
y

'
z

'
x

'
y

'
z

'
z

'
y

'
x

Los paréntesis se anulan por el Teorema de Schwarz. 

Propiedad recíproca: Si el campo vectorial f : 33 ℜ→ℜ⊆A  tiene deriva-
das parciales continuas y el rotor es el vector nulo, entonces f  es un cam-
po vectorial gradiente o conservativo, es decir que es el rotor de un vector 
gradiente.
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Conclusión: un campo vectorial es irrotacional sí y solo sí es conservativo
y sí y solo sí es un campo vectorial gradiente. Son conceptos equivalentes. 

Por lo tanto otra forma de determinar si un campo vectorial es conserva-
tivo o vectorial gradiente es calculando su rotor  

Condiciones que deben verificarse para ser un campo irrotacional 

en el plano:    0=
∂
∂−

∂
∂= k

y
P

x
Qfrot

y
P

x
Q

∂
∂=

∂
∂

en el espacio:  0=
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂= k

y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
Rfrot

y
P

x
Q;

x
R

z
P;

z
Q

y
R

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

En  y  vemos que llegamos a las mismas condiciones a las que llega-
mos cuando planteamos que un campo vectorial sea un campo vectorial 
gradiente (ver páginas 239, 240). 

2) Divergencia de un rotor 

Si f es un campo vectorial en 3ℜ cuyas componentes tienen derivadas 
parciales segundas continuas en un conjunto D, entonces la divergencia 
del rotor de f es nula.  

Sea ( ) ( )R;Q;Pxf =  su rotor es:  
rot f  = ( ) ( ) ( )kPQjRPiQR '

y
'
x

'
x

'
z

'
z

'
y −+−+−

La divergencia del rotor es: 

div (rot f ) = •
∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
;

y
;

x
( ) ( ) ( )kPQjRPiQR '

y
'
x

'
x

'
z

'
z

'
y −+−+− =

= 0=−+−+− "
yz

"
xz

"
xy

"
zy

"
zx

"
yx PQRPQR
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En este caso el vector f  se denomina potencial vector del rotor de f .

Ejemplo: ( )23 3xy;yzx;zxf −+−=

( ) ( ) kxjyiyxy

xyyzxzx
zyx

kji

frot 22

23

3316

3

++−+−−=

−+−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

Calculamos ahora la divergencia del rotor: 

div (rot f ) = •
∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
;

y
;

x
( ) ( ) kxjyiyxy 22 3316 ++−+−− =

= 0066 =++− yy

3) Todo campo vectorial se puede descomponer en la suma de un campo 
solenoidal y uno irrotacional.

LAPLACIANO – LA DIVERGENCIA DEL GRADIENTE

a) de un campo escalar 

Si f es un campo escalar, la divergencia de su gradiente se indica simbó-
licamente de la siguiente manera: div ( ) ( ) ( ) ffff 2∇=∇•∇=∇•∇=∇ .
El operador 2∇ se denomina operador laplaciano y también se lo repre-
senta como Δ.

Si f  es un campo escalar de dos variables tenemos:  

( ) "
yy

"
xx ff

y
f;

x
f

y
;

x
fff +=

∂
∂

∂
∂•

∂
∂

∂
∂=∇•∇=∇=Δ 2
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Si f  es un campo escalar de tres variables tenemos: 

( ) "
zz

"
yy

"
xx fff

z
f;

y
f;

x
f

z
;

y
;

x
fff ++=

∂
∂

∂
∂

∂
∂•

∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇•∇=∇=Δ 2

Este operador representa un papel muy importante en muchas leyes físicas 
(la ecuación de calor, ecuación del potencial y la ecuación de las ondas).    

Ecuación de Laplace

Es la ecuación diferencial que se obtiene igualando a 0 el operador lapla-
ciano.  02 =∇=Δ ff .

Función armónica o campo armónico 10

Si un campo escalar f tiene derivadas segundas continuas y verifica la 
ecuación de Laplace, entonces es un campo armónico. 

Ejemplo

( ) ( )22 yxlny;xf +=

22
2

yx
xf '

x +
= , ( )222

22 22

yx
xyf "

xx
+

−= , 22
2

yx
yf '

y +
= , ( )222

22 22

yx
yxf "

yy
+

−=

( ) ( ) 02222
222

22

222

22
2 =

+

−+
+

−=+=∇=Δ
yx

yx
yx

xyffff "
yy

"
xx

b) de un campo vectorial 

Si f es un campo vectorial, el laplaciano es igual a un vector cuyas com-
ponentes son los laplacianos de cada campo escalar del campo vectorial.  

10 Las funciones armónicas tienen aplicaciones en física en el estudio de la trans-
ferencia del calor, radiación electromagnética y la acústica.    
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En ℜ2

( ) ( )"
yy

"
xx

"
yy

"
xx QQ;PPQ;Pff ++=∇∇=∇=Δ 222

En ℜ3

( ) ( )"
zz

"
yy

"
xx

"
zz

"
yy

"
xx

"
zz

"
yy

"
xx RRR;QQQ;PPPR;Q;Pf ++++++=∇∇∇=∇ 2222

Ejemplos

a) ( ) ( )2232 2 yx;yxy;xf =

32xyP'
x = , 32yP"

xx = , 223 yxP'
y = , yxP"

yy
26=

24xyQ'
x = 24yQ"

xx = , yxQ'
y

24= 24xQ"
yy =

( )22232 4462 xy;yxyff ++=∇=Δ

b) ( ) ( )3323 z;y;yxz;y;xf +=

23xP'
x = , xP"

xx 6= , yP'
y 2= , 2="

yyP 0='
zP , 0="

zzP

0='
xQ 0="

xxQ , 23yQ'
y = , yQ"

yy 6= , 0='
zQ , 0="

zzQ

0='
xR 0="

xxR , 0='
yR , 0="

yyR , 23zR'
z = , zR"

zz 6=

( )z;y;xff 66262 +=∇=Δ

Propiedad que vincula al laplaciano de un vector con el gradiente, la 
divergencia y el rotor 

Si un campo vectorial verifica que sus componentes tienen derivadas par-
ciales mixtas de segundo orden continuas, entonces “el laplaciano de un 
campo vectorial es igual al gradiente de la divergencia menos el rotor 
del rotor”. 
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( ) ( )ffff ∧∇∧∇−•∇∇=∇=Δ 2

Ejemplo

Dada ( ) ( )3323 z;y;yxz;y;xf +=  , verificamos la propiedad. 
En el ejemplo anterior ya calculamos ( )z;y;xf 66262 +=∇ .

Calculamos la divergencia de f .

( ) 2223323 333 zyxz;y;yx
z

;
y

;
x

f ++=+•
∂
∂

∂
∂

∂
∂=•∇ , por lo tanto  

el gradiente de la divergencia es:

( ) ( )z;y;xzyx 666333 222 =++∇

Ahora calculamos el rotor de f

ky

zyyx
zyx

kji

f 2
3323

−=

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧∇ , ahora nos falta el rotor del rotor. 

( ) i

y
zyx

kji

f 2

200

−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=∧∇∧∇ = ( )002 ;;−

Entonces se verifica que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )z;y;x;;z;y;x;;z;y;x 6626002666002666 +=+=−−
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Síntesis de las operaciones en un campo vectorial 

• Gradiente: mide la tasa y la dirección del cambio en un campo esca-
lar; el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial.  

• Rotor o rotacional: mide la tendencia de un campo vectorial a rotar 
alrededor de un punto; el rotor de un campo vectorial es otro campo 
vectorial.

• Divergencia: mide la tendencia de un campo vectorial a originarse o 
converger hacia ciertos puntos; la divergencia de un campo vectorial 
es un campo escalar.  

• Laplaciano: relaciona el "promedio" de una propiedad en un punto del 
espacio con otra magnitud, es un operador diferencial de segundo or-
den.

ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE UNA SUPERFICIE

Veamos ahora otra forma de definir una superficie. Ya vimos que cuando 
un punto se mueve en el espacio con “dos grados de libertad”, el lugar 
geométrico que queda definido es una superficie.  

Ya hemos visto que la imagen de una función vectorial continua del tipo: 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtf/D:f =ℜ→ℜ⊆ 3  es una curva en el espacio 3ℜ .

Veremos ahora que la imagen de un campo vectorial continuo del tipo 
32 ℜ→ℜ⊆D:f / ( ) ( ) ( ) ( )[ ]v;uz;v;uy;v;uxv;uf =  es una superficie S en 

el espacio 3ℜ . A cada par ordenado (u;v) se le asigna como imagen un 
punto (x;y;z) de dicho espacio.  Esta es la representación paramétrica de 
una superficie. 

S ={(x, y, z)∈R3 / (x, y, z) = ( ) ( ) ( ) ( )[ ]v;uz;v;uy;v;uxv;uf =  con (u,v)∈D}

Podemos imaginar una superficie en ℜ3 como la deformación de una 
malla rectangular. 
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A cada punto (u,v) sobre la malla rectangular le corresponde un punto          
P = (x,y,z) sobre la superficie, siendo 

( )
( )
( )=

=
=

v;uzz
v;uyy
v;uxx

 , con u ∈ [u1;u2] y v ∈ [v1;v2]

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones paramétricas de la superficie.

Ejemplos

1) El plano coordenado xy de R3 es imagen del campo vectorial             
f : R2 → R3  / ( ) =v;uf (u;v;0). Las ecuaciones paramétricas son: 

=
=
=

0z
vy
ux

 , con u ∈ R y v ∈ R

 2) El paraboloide circular es imagen del campo vectorial  

f : [ ) [ ) /;; 3220x0 ℜ→ℜ⊆+∞ π ( ) ( )2u;vsen.u;vcos.uv;uf =

      Las ecuaciones paramétricas son:  

=

=
=

2uz

vsen.uy
vcos.ux

 , con u∈[0;+∞) y v∈[0;2π)

(u;v)

P=(x;y:z)f (u;v)
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3) La esfera de radio r es imagen del campo vectorial 

f : [ ] [ ) /;; 3220x0 ℜ→ℜ⊆ππ
( ) =v;uf (r.cos u.cos v; r.cos u.sen v; r.sen u).

Las ecuaciones paramétricas son: 

=
=
=

ucos.rz
vsen.usen.ry
vcos.usen.rx

 , con u∈[0;π ] y v∈[0;2π)

Ecuación del plano tangente 

La superficie es diferenciable si el campo f lo es. En este caso podemos 
obtener la ecuación del plano tangente de la siguiente manera. 

Si hacemos u = u0 (u constante), obtenemos 
una función vectorial 1f  que es función de v.

A esta función la podemos considerar como 

1f : 3ℜ→ℜ⊆D / ( )v;uff 011 =  cuya imagen 
es una curva C1 incluida en S.

Un vector tangente a esta curva en el punto ( ) ( )00000 z;y;xv;uf = ∈R3 es 

( ) ( )
( )00

0P
v;u

'
v

'
v

'
v

'
v z;y;xf = .

De la misma forma, fijando constante a v (v = v0), tenemos una función 
vectorial 2f  que es una 2f (u). 2f : ( )022

3 v;uff/D =ℜ→ℜ⊆  cuya ima-
gen también es una curva C2 incluida en S.
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Un vector tangente a esta curva en el punto ( ) ( )00000 z;y;xv;uf = ∈R3 es 

( ) ( )
( )00

0P
v;u

'
u

'
u

'
u

'
u z;y;xf = .

La superficie parametrizada es suave si el producto vectorial entre ambos 
vectores no es nulo, ( ) ( ) 0PP 00 ≠∧ '

v
'

u ff 11.

Si la superficie es suave admite plano tangente que denominamos πt. El 
plano tangente a S en ( )00 v;uf contiene a ambos vectores tangentes. Si 
tenemos en cuenta un vector ( )000 zz;yy;xx −−−  del plano tangente, la 
ecuación del mismo es: ( ) ( )( ) ( ) 0PP 00000 =−−−•∧ zz;yy;xxff '

v
'

u , que 
se puede expresar como el siguiente determinante: 

Vector normal a la superficie 

El vector que resulta del producto vectorial entre '
uf  y '

vf  es perpendicu-
lar a ambos, y por lo tanto al plano tangente a la superficie S en 

( )00 v;uf . Dicho vector es un vector normal a la superficie, lo designa-
mos como ( )1 2 3

' '
n u vv v ;v ;v f f= = ∧ .

11 Ambos vectores deben ser no nulos y linealmente independientes. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )0 0 0 0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0

' ' '
n u u u

' ' '
v v v

i j k
v x u ;v y u ;v z u ;v v ;v ;v

x u ;v y u ;v z u ;v
= =

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0' ' '
t u u u

' ' '
v v v

x x y y z z
: x u ;v y u ;v z u ;v

x u ;v y u ;v z u ;v
π

− − −
=
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Recta normal 

Una ecuación de la recta normal en un punto P0 = (x0:y0;z0) ∈ S es: 

rn (P0): 0 0 0

1 2 3

x x y y z z
v v v
− − −= =

Ejemplo

f : /32 ℜ→ℜ ( ) ( )vu;vu;vuv;uf 2432 +−=  en ( ) ( )2100 ;v;u =

( ) ( )2100 ;v;u = ( ) ( )812000 ;;z;y;x −=

( ) ( )
( )

( )434432P
21

2
0 ;;;u;uvf

;
'

u == , ( ) ( )
( )

( )21121P
21

2
0 ;;;;uf

;
'
v −=−=

πt (P0): 0
211
434

812
=

−

−+− zyx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )0

6 2 4 8 4 1 3 8 4 2 8 1 0

P : 10 4 7 12 0t

. x . z . y . z . x . y

x y zπ

− − − + + − − + − − + =

− − − =

4 3 4 6 4 4 4 3 8 10 4 7
1 1 2

' '
n u v

i j k
v f f i k j i k j i j k= ∧ = = − + + − − = − −

−

( )10 4 7nv ; ;= − −               rn (P0): 7
8

4
1

10
2

−
−=

−
+=− zyx
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dados los siguientes campos vectoriales obtener las respectivas matri-
ces jacobianas. Determinar conjunto A de continuidad de Df.

  a) ( ) ( )2xy;eyy;xf yx++=     b) ( ) ( )xye;ycosxy;xf += 2

  c) ( ) ( )zx ye;zez;y;xf −=       d) ( ) ( )yy ex;x;ycosxey;xf ++=

     e) ( ) 22 yx
xyy;xf
+

=

2) Dados los siguientes campos escalares obtener los correspondientes 
campos vectoriales gradientes 

a) ( ) 23 5xyxy;xf +=                       b) ( ) xyxyxlny;xf −+= 23 5

c) ( ) xyz
z
yxzz;y;xf −+= 2

32

3) Verificar si los siguientes campos vectoriales son o no campos vecto-
riales gradientes. En caso de serlo determinar una función potencial. 

a) ( ) ( )224 x;xyxf =  b) ( ) ( )23 yx;yxxf −+=

c) ( ) ( )xy;yxxf 222 −+=  d) ( ) ( )[ ]2+= ycose;ysenexf xx

e) ( ) ( )yx;xyxf −= 22  f) ( ) ( )xyxy xe;yexf += 1
g) ( ) ( )22 22 xxy;xyyxf ++=      h) ( ) ( )z;y;xxf 3649 −=           

i) ( ) ( )yx;zx;zyxxf 2223=          j) ( ) ( )xye;xe;yexf zzz=

k) ( ) −−= 121
2 z;

y
x;

y
xf         l) ( ) ( )22 221 yxz;yz;zxf ++=

m) ( ) ( )xzzyyx eey;eex;eezxf +−−+=

n) ( ) ( )yz;zysenx;ycosxxf 2232 22 −−−−=
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  4) Dados los siguientes campos vectoriales obtener los correspondientes 
rotores y divergencias. Determinar si son irrotacionales o solenoidales. 

a) ( ) ( ) ( )xy;yxy;xfxf 4323 22 −−==

b) ( ) ( ) ( )yx xe;yey;xfxf ==

c) ( ) ( ) ( )0;ycose;ysenez;y;xfxf xx −==  en =0x (0;0;3) 
d) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xysen;xzcos;z;y;xfxf −== 0
e) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xzsen;zysen;yxsenz;y;xfxf −−−==

f) ( ) ( ) ( )xy;xz;zz;y;xfxf 433 23==  en =0x (–1;2;0) 
g) ( ) ( ) ( )xzy;yzx;ez;y;xfxf x +== 222 23
i) ( ) ( ) ( )( )xsenz;yx;xz;y;xfxf −+−== 32  en =0x (0;1;2) 

j) ( ) ( ) +== 122 ;yxln;
y
xtgarcz;y;xfxf

  5) Determinar la constante “a” de manera tal que el campo vectorial  sea  
solenoidal.

a) ( ) ( ) ( )azx;zy;yxz;y;xfxf +−+== 23
b) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]223 22 xz.a;x.a;zaxyz;y;xfxf −−−==  en =0x (1;1;1) 

  6) Determinar una “a ( )x ” de manera tal que el campo vectorial   
( ) ( ) ( )a;zxsen;yxz;y;xfxf 33 2 ++==  sea  solenoidal. 

  7) Hallar el ( )gfrot ∧ , si ( ) ( )y;x;xf 321=  y ( ) ( )z;y;xxg −=

  8) Dado ( ) ( )z;y;xyzxf = , hallar ( ) ( )ffrotrot ∧∇∧∇=

  9) Comprobar que el campo ( ) ( )z;y;xxf 32 −=  es solenoidal. 

10) Comprobar que ( ) ( ) ( )+= yzcos.y;yzcos.zx;xyxf
2

2

 es irrotacional 

y calcular una función potencial. 
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11) Demuestre que cualquier campo vectorial donde f , g y h son funcio-
nes derivables definido por ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zh;yg;xfxf = , es irrotacional. 

12) Hallar a, b y c para que el campo vectorial  

( ) ( )zcyx;zybx;azyxxf 2432 ++−−++=  sea irrotacional. 

13) Demostrar que la divergencia de ( ) ( )z;ycose;ysenexf xx=  es 1. 

14) Hallar g(x) / ( ) ( )[ ]xg.y;y.xxf 2=  admita función potencial si 
( ) ( )6212 ;;f = .

15) Calcular la divergencia de 

        a) ( ) ( )zln.xy;ysen.z;xexf y=  en (–3;0;2) 
        b) ( ) ( )yxz;xzy;zxxf −−= 2232  en (1;2; –1) 
        c) ( ) ( )322 53 xyz;zy;xxf −=  en (1; –2; 1) 
        d) ( ) ( )zxy;yx;zxxf 22233 −+=  en (–1;1; –1) 

16) Si ( ) ( )z;y;xxr =  y ( ) rz;y;xr = , a) calcular la divergencia de los 
siguientes campos vectoriales y determinar si son solenoidales:   

      i) r ,  ii) 
r
r ,  iii) 2r

r ,  iv) 3r
r

b) probar que:  i) ( ) 02 =∧∇ r.r  ii) ( ) 2r
rrln =∇ ,  iii) 3

1
r
r

r
−=∇

                            iv) 0=∧∇
r
r

17) Verificar que las siguientes funciones son armónicas 

       a) ( ) 22 yxlny;xf +=                            b) ( ) xcoseyseney;xf yx +=

 c) ( ) ( )
x
ytgarcyxlny;xf ++= 22 d) ( ) zyxz;y;xf 222 +−=

 e) ( ) 222 532 zyxz;y;xf −+=           f) ( )
222

1

zyx
z;y;xf

++
=
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18) Calcular el laplaciano del campo ( ) zyxz;y;xf 432=  en (–1;0;2).

19) Demostrar que la función potencial escalar de un campo vectorial 
conservativo y solenoidal es una función armónica. 

20) Dado ( ) ( )xyz;zy;xzxxf 335 4233 −++−= , demostrar que  
( ) ( )fff ∧∇∧∇−•∇∇=∇2

21) Determinar ( )xg  tal que ( ) ( ) 22 zyxgz;y;xf ++=  sea un campo ar-
mónico y que la superficie de nivel 1 de f pase por el origen de coor-
denadas y por P0 = (2;2;2). 

22) Si ( ) xzyzxyz;y;xf ++=  y ( ) ( )xz;zy;yxxf 222= , calcular: 

 a) ( )ff ∇•  en ( )213 ;;−   b) ( )f.f •∇  en ( )213 ;;−
 c) ( )ff ∧∇  en ( )213 ;;−   d) ( )f∧∇  en ( )213 ;;−
 e) ( )f•∇∇   en ( )213 ;;−   (gradiente de la divergencia) 

23) Encontrar la ecuación de un vector normal, de la recta tangente y del 
plano tangente en:  

      a) ( ) ( )1100 ;v;u = , de la superficie definida por la imagen de 
         f : /32 ℜ→ℜ ( ) ( )vu;v;uv;uf 222 += .

      b) ( )122P0 ;;−= , de la superficie definida por la imagen de 

         f : /32 ℜ→ℜ ( ) −=
v
u;

u
v;vuv;uf

2
2 .



Funciones vectoriales 205

RESPUESTAS

1) a) +=
++

xyy
eefD

yxyx

2
1

2
2ℜ=A    b) 

−
= xx eye

ysenx
fD

2 2ℜ=A

    c)
−−

= zz

xx

yee
ezefD

0
0 3ℜ=A  d)

−
=

y

yy

e

ysenxee
fD

1
01 2ℜ=A

    e) ( ) ( )+

−

+

−= 222

22

222

22

yx
yx.x

yx
xy.yDf ( ){ }002 ;A −ℜ=

2) a) ( ) ( ) jxyiyxxf 1053 22 ++=

 b) ( ) j
xy

xxyi
xy

yy
x

xf −+−+=
2

10
2

53 2

 c) ( ) ( ) kxy
z
yzxjxz

z
iyzzxxf −−+−+−= 3

3
2

22 2213

3)  a) Sí, ( ) yxy;xU 22=                   b) Sí, ( )
34

34 yxyxy;xU −+=

c) No cumple la condición de simetría. 
d) No cumple la condición de simetría.

e)  Sí, ( )
2

2
2 yyxy;xU −=            f)  Sí,  ( ) yey;xU xy +=

g) Sí, ( ) yxxyy;xU 22 +=           h) Sí, ( ) 222 182
2
9 zyxz;y;xU −+=

i) No es campo vectorial gradiente. 
x
R

z
P

∂
∂≠

∂
∂

j) Sí, ( ) zeyxz;y;xU =                 k) Sí, ( ) zz
y
xz;y;xU −+= 2

l) Sí, ( ) zyxxzz;y;xU 22 ++= m) Sí, ( ) yexezez;y;xU zyx −+=

     n) Sí, ( ) zxyzycos.xz;y;xU 2322 +−−=
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  4)  a) ( ) 0=xfrot , ( ) xxfdiv 2= , irrotacional 
  b) ( ) ( )keexfrot xy −= , ( ) yx xeyexfdiv +=

  c) ( ) ( ) k;;;;frot 2200300 −=−= , ( ) 0300 =;;fdiv , solenoidal 
  d) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]xzsen.z;xycos.y;xycos.xxzsen.xxfrot −−= ,

( ) 0=xfdiv , solenoidal 
  e) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxcos;xzcos;zycosxfrot −−−= ,

( ) ( ) ( ) ( )xzcoszycosyxcosxfdiv −+−+−=

  f) ( ) ( )084021 ;;;;frot −−=− , ( ) 0=xfdiv , solenoidal 
  g) ( ) ( )xyz;;yxyzxfrot 6134 2 −−= , ( ) 222 232 yzxexfdiv x ++=

  h) ( ) kj;;frot −=210 , ( ) 11210 =;;fdiv

  i) ( )
+

= 22
200

yx
x;;xfrot , ( ) 22

2
yx

yxfdiv
+

=

  5)  a) a = –2,  b)  a = 4           6) ( ) xzxa 6−=

7) ( ) ( )y;x;gfrot 360 −=∧       8) ( ) ( )y;z;frotrot 0=

10) ( ) ( )yzsenyxz;y;xU +=
2

2

  12) a = 4, b = 2 , c = –1  14) ( ) 22 += xxg

15) a) ( ) 3203 =− ;;fdiv ,        b) ( ) 8121 =−;;fdiv

      c) ( ) 8121 −=− ;;fdiv          d) ( ) 6111 =−− ;;fdiv

16) a) i) 3,  ii) 2   iii) 2
1
r

  iv) 0, es solenoidal 

18) ( )2222 226 xy.zxyf +=∇       21) ( ) 12 2 +−= xxg

22) a) 25,  b) 2,  c) (56; –30; 47),  d) (–1; – 4; – 9),  e) (2;10;4) 

23) a) 0322 =+−+ zyx ,
2
3

2
11

−
−=−=− zyx , ( )221 −= ;;vn

      b) 0843 =−++ zyx ,
4

1
3

22 −=−=+ zyx , ( )431 ;;vn =



 
 

Capítulo 7 
 
Funciones compuestas — 
implícitas - homogéneas 
 
Funciones compuestas e implícitas de una 
y varias variables independientes. 

Derivadas de funciones compuestas e 
implícitas. 

Funciones definidas implícitamente por 
sistemas de ecuaciones. 

Ecuaciones de las rectas tangente y 
normal. 

Ecuación del plano tangente. 

Funciones homogéneas: propiedades. 

 

 

 

t 
     h = f [x(t);y(t)] 

 x = x(t) 
 

  y = y(t) 
 

g  f 

h
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FUNCIONES COMPUESTAS

a) de una variable independiente – entre un campo escalar y una función 
vectorial

Consideramos un campo escalar z = f (x;y) y una función vectorial 
( ) ( ) ( )[ ]ty;txtg = , a través de la cual x e y son funciones escalares de otra va-

riable t, con Im x (t) y e Im y (t) ⊆ Dom z.

Calculamos la función compuesta h.

z = ( ) ( )( ) ( )[ ]tgftgfth ==

Si reemplazamos se obtiene h en función de t: ( ) ( ) ( )[ ]ty  ;t x f =t h
Se dice que z es función compuesta de t a través de x e y.

Esta situación se puede expresar a través de la 
siguiente red de variables:

b) de dos variables independientes – entre un campo escalar y un campo 
vectorial

Consideramos un campo escalar z = f (x;y) y un campo vectorial 
( ) ( ) ( )[ ]v;uy;v;uxv;ug = , a través del cual x e y son campos escalares de las 

variables u y v, con Im x (u;v) e Im y (u;v) ⊆ Dom z.

Calculamos la función compuesta h.

( ) ( )( ) ( )[ ]v;ugfv;ugfv;u hz ===

Si reemplazamos se obtiene h en función de u y v:

( ) ( ) ( )[ ]  v;uy  ;v;u x f =v;u hz =

Se dice que z es función compuesta de u y v a través de x e y.

y
t       z

x

t
     h = f [x(t);y(t)]

 x = x(t)

  y = y(t)

g f

h

(u;v)    h = f [x(u;v);y(u;v)]
 x = x(u;v)

y = y(u;v)

g
f

h
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Esta situación se puede expresar a través de la siguiente 
red de variables:

DERIVADAS DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA

Nos interesa conocer como calcular las derivadas en estos casos. 

a) de una variable independiente (función escalar)

Si z = f (x;y) es diferenciable y ( ) ( ) ( )[ ]ty;txtg =  es derivable, existe la deri-

vada total de z respecto de t y la denominamos 
dt
dz

.

Sabemos que 
t
z

limdt
dz

t Δ
Δ=

→0 
. Para obtener dicha derivada partimos de la ex- 

presión del incremento de la función z, z.

y+.
y
zx+.

x
zz = Δ

∂
∂Δ

∂
∂Δ , dividimos toda la expresión por tΔ :

t
 + 

t
y.

y
z+

t
x.

x
z=

t
z

ΔΔ
Δ

∂
∂

Δ
Δ

∂
∂

Δ
Δ , ahora tomamos lim

t 0 →
, para obtener la 

dt
dz .

tlimt
y

lim.
y
z

limt
x

lim.
x
z

limt
z

lim
tttttt Δ

+
Δ
Δ

∂
∂+

Δ
Δ

∂
∂=

Δ
Δ

→→→→→→

ε
0 0 0 0 0 0 

Teniendo en cuenta la definición de derivada, el hecho de que 
y 
z y  

x 
z 

∂
∂

∂
∂  son 

constantes respecto de t y que el último término tiende a 0 por propiedad de 
los infinitésimos queda: 

td
yd.

y
z  +  

td
xd.

x
z

td
hd= 

td
zd

∂
∂

∂
∂=

v    y   
  z 

u      x 



Funciones compuestas, implícitas y homogéneas 211

Relación entre la red de variables y la fórmula

Vemos que el número de términos que tiene la fórmula corresponde al nú-
mero de caminos que hay para llegar de z a t. Además el número de factores 
de cada término coincide con el número de tramos que tiene cada camino.

Ejemplo: ( ) ( )t;ttg   y + z = x 2con 222 = , hallar ( )1'
th

yx t +  = y.t + x.= 
dt
dh

dt
dz 442222=

Si t = 1 ( ) ( )21;y;x = , reemplazando:  ( ) ( ) 1211  h=  
dt
dz '

t = .

Expresión con matrices jacobianas 

Expresamos las derivadas de la función compuesta a través de las matrices 
jacobianas.

Dh =

12
211111

x
xxx

dt
dy
dt
dx

y
z

x
z

dt
dh

dt
dz •

∂
∂

∂
∂== = Df . D g

1111
D

xx dt
dy.

y
z

dt
dx.

x
z

dt
dhh

∂
∂+

∂
∂==

Vemos que multiplicando las matrices jacobianas llegamos a la misma fór-
mula. 

b) de dos variables independientes (campo escalar)

Si z = f (x;y) es diferenciable y ( ) ( ) ( )[ ]v;uy;v;uxv;ug =  derivable, existen 
las derivadas parciales de z respecto de las variables u y v y las denomina-

mos 
v 
z y  

u 
z 

∂
∂

∂
∂ .
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Empezamos calculando 
u 
z 

∂
∂ . Sabemos que 

u
z

limu
z

 u Δ
Δ=

∂
∂

→0
. Para obtener di-

cha derivadas partimos nuevamente de la expresión del incremento de la fun-
ción z, z.

ε +y  . 
y
z  +  x  . 

x
z =z Δ

∂
∂Δ

∂
∂Δ , dividimos toda la expresión por :uΔ

u
  + 

u
y . 

y
z + 

u
x . 

x
z = 

u
z

ΔΔ
Δ

∂
∂

Δ
Δ

∂
∂

Δ
Δ ε ,  ahora tomamos lim

0u →
, para obtener la 

u
z

∂
∂ .

ulim+.
u
y

lim.
y
z

lim+
u
x

lim.
x
z

lim=
u
z

lim
  u   u   u  u   u   u ΔΔ

Δ
∂
∂

Δ
Δ

∂
∂

Δ
Δ

→→→→→→ 000000
.

Teniendo en cuenta la definición de derivada, el hecho de que 
y 
z y  

x 
z 

∂
∂

∂
∂  son 

constantes respecto de u y que el último término tiende a 0 por propiedad de 

los infinitésimos queda:  
u
y.

y
z + 

u
x.

x
z

u
h= 

u
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

Análogamente, dividiendo por v, se puede demostrar que:   

v
y.

y
z + 

v
x.

x
z

v
h= 

v
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

Expresión con matrices jacobianas 

Expresamos las derivadas de la función compuesta a través de las matrices 
jacobianas.

22
2121

D

x
xx

dv
dy

du
dy

dv
dx

du
dx

y
z

x
z

v
h

u
hh •

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂= = Df . D g

Vemos que multiplicando las matrices jacobianas llegamos a la misma fór-
mula. 

2121
D

xx dv
dy.

y
z

dv
dx.

x
z

du
dy.

y
z

du
dx.

x
z

v
h

u
hh

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=
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Ejemplos:   1) 
y
xlnz= y ( ) ( )uv;v+ev;ug u 35 2 −= , calcular D h

( )
y

+
x
e =  .

y
x .

x
y +e.

y
.

x
y

u
h= 

u
z u

u 331
2 −−=

∂
∂

∂
∂

y
v

x
v = .

y
x .

x
y+.

y
.

x
y

v
h=

v
z 25251

2 −−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂=

y
v

xy
+

x
e

v
h

u
hh

u 253D

2) ,.e x =z yx  y ( ) ( ) ( )[ ]uvucos;v+usen v;ug 2232 2 −= , calcular D ( )00; h

( ) ( ) ( )[ ][ ]vusen  .. e + xucos.+ x.y.ee
u
h=

u
z yxyxyx 22222 2 −−=

∂
∂

∂
∂

( ) ( )u..ev + x. + xy.ee 
v
h=

v
z yxxyyx 26 2 −=

∂
∂

∂
∂

Si (u;v) = (0;0)  (x;y) = (0;1), reemplazando: 

( ) 200  = ; h'
u   y  ( ) 000  = ; h'

v   D ( ) ( )0200 =; h

3) Hallar mediante diferenciales el valor aproximado de z (1,01;0,02) siendo 
z = h (u;v), definida por 2xyz = con ( ) ( )vu;vuvu 22;g 22 ++= .

( ) ( )dy.v.zu.zdx.v.zu.zdy.hdx.hdz '
y

'
v

'
y

'
u

'
x

'
v

'
x

'
u

'
y

'
x +++=+=     

( ) ( )dy..uvy.vdx.x.uv.vdz 222222 22 +++=

    x = 1, y = 0, u = 2, v = 1, dx = 0,01, dy = 0,02

( ) 26002080101001 ,,.,.;dz =+=

    z (1,01;0,02) = z (1;0) + Δz ≅ z (1;0) + dz (1;0) = 2 + 0,26 = 2,26
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Generalización

A partir de estos ejemplos podemos generalizar el cálculo de derivadas de 
funciones compuestas a otras situaciones utilizando las matrices jacobianas.  

Si mnf ℜ→ℜ:  y np:g ℜ→ℜ , entonces pm:gfh ℜ→ℜ= y la matriz 
jacobiana es ( )gfh DD =  = D f .D g

n: es el número de variables de f
m: es el número de funciones de f
p: es el número de variables de g
m: es el número de funciones de g

Para que el producto de matrices exista la cantidad de variables de f debe ser 
igual a la cantidad de funciones de g .

Ejemplo

Dadas ( ) ( )2;;; yxyxyxf +=  y ( ) ( )[ ] ( )22 1 v;uv;uy;v;uxg += , calcular la 
matriz jacobiana de gfh =  en (1;1) 

Si (u;v) = (1;1), (x;y) = (2;1)

( ) =•=•==

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
yv

u
vu

v
u

y
gDfDgfD

v
f

u
f

v
f

u
f

v
f

u
f

hD
40
02
22

20
02

20
01
11

33

22

11

( )( ) ==
40
02
22

11;gfDhD
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcular las funciones derivadas parciales que se indican como funciones 
compuestas

  1) Dada xyyxz 243 2 −+= ,
−=
+=

12
12

ty
tx  , hallar ( )1

dt
dh

  2) Dada 22 23 yyxz −+= , ( ) ( )1312 2 −+= t;ttg , hallar ( )1
dt
dh

  3) Dada ( )22 yxlnz += , ( ) ( )tt e;etg −= , hallar 
dt
dh  en t = 0 

  4) Dada ( )22 yxlnz += ,
−=

+= −

vey

uex
v

u

5

2
 , hallar 

u
z

∂
∂  y 

v
z

∂
∂

5) Dada xyexz .= , ( )
( )−=

+=
uvucosy
vusenx

22
32 2

 , hallar Dh (0;0) 

  6) Dada xyyxz 223 −+= , ( ) ( )uvvv;uvuv;ug +−+= 33 2 , hallar Dh (1;2)

  7) Dada ,xzeu xy 33 += ( ) = t;t;
t

tg 41 2 , hallar 
dt
du , en función de t.

  8) Dada 22
2

yx
xyz
+

= ,
=
=

tseny
tcosx

 , hallar 
dt
dz  en t =

2
π

  9) Dada
22

2

yx
xyz
+

= , ( ) ( )tsen;tcostg = , hallar ( )0
dt
dh

10) Dada 3

3

y
xz = , ( ) ( )( )tcos;tsentg −= 2 , hallar 

dt
dz  en t =

3
π

11) Dada xln.yyln.xz += , ( ) ( )vuvu e;ev;ug −+= , demostrar que: 

vue.
x
yyln.

v
z

u
z ++=

∂
∂+

∂
∂ 2
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12) Dada u.ez uv= , ( )
( )−=

+=
xyxcosv
yxsenu

22
32 2

, hallar
y
h

x
h

∂
∂

∂
∂ y  en (x;y) = 0;0) 

13) Dada 23 yxz += , ( ) ( )vsen.u;vcos.uv;ug = ,  analizar si se verifica que: 

( ) ( ) ( ) ( )22
222 1 '

v
'
u

'
y

'
x h.

u
hzz +=+

14) Demostrar que si 
y
xtgarcz = ,

−=
+=

vuy
vux , se verifica que 22 vu

vuhh '
v

'
u +

−=+

15) Dada ysen.ez x= , ( ) ( )t;ttg 32= ,  calcular "
tth .

16) Hallar mediante diferenciales el valor aproximado de h (1,01;0,02) si       

z = h (x;y) función compuesta definida por 
=

+== 2

2
2 y    

xv
yxuuvz .

17) Dada 23 xvuz −= con
+=

−=
22 yxv

xy.xu
resulta z = h (x;y). Hallar ( )1;0'

xh .

18) Dada uvuvz −−= 22 con ( ) ( )122 −+−= xyx;yxy;xg , es z = h (x;y).
Calcular la ( )12;h'

v  si v es la dirección que va hacia P1 = (5; –3).

19) Dada ( ) ( )222 zx;yxz;y;xf = , ( ) ( )2232 32 vu;uv;vuv;ug +++= , hallar 
Dh (1;0). 
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RESPUESTAS

   1) ( ) 201 =
dt
dh    2) ( ) 511 =

dt
dh    3) ( ) 00 =

dt
dz

   4) ( )22
22 +−

+
=

∂
∂ −ue

yx
x

u
z , ( )52

22 −
+

=
∂
∂ ve

yx
y

v
z  5) ( ) ( )0200 =;Dh

  6) ( ) ( )413001100 .;Dh =

  7) ( ) tet
dt
du t 1283 3 +=    8) ( ) 22 −=/

dt
dz π    9) ( ) 20 =

dt
dh

10) ( ) 93 −=/
dt
dz π   12) ( ) 200 =

∂
∂ ;

x
h , ( ) 000 =

∂
∂ ;
y
z     13) se verifica 

15) ( ) ( ) ( )[ ]tcos.ttsen.teh t"
tt 312374 22

+−=

16) h (1,01;0,02) ≅ 1,05        17) ( ) 110 −=;h'
x          18) ( ) 2112 =;h'

v

19) ( ) =
48

1215
01;Dh



Alejandro E. García Venturini218

FUNCIONES IMPLÍCITAS

a) de una variable independiente

Consideremos la ecuación F(x;y) = 0. Si en un entorno del punto P0 = (x0;y0)
que satisface la ecuación y en el cual la misma es diferenciable, veremos 
bajo que condiciones se puede expresar en un entorno de P0 = (x0 ; y0) a una 
variable como función implícita de la otra.  
Interesan saber dos problemas, primero bajo qué condiciones la expresión 
F(x;y) = 0 define, en un cierto conjunto, una función de una variable. Luego 
interesa calcular su derivada sin llevarla a la forma explícita. Estos dos pro-
blemas quedan definidos en el siguiente teorema.  

b) de dos variables independientes

Consideremos la ecuación F (x;y;z) = 0. Si en un entorno del punto                
P0 = (x0;y0;z0) que satisface la ecuación y en el cual la misma es diferencia-
ble, veremos bajo que condiciones se puede expresar en el entorno de         
P0 = (x0;y0;z0) a una de las variables como función implícita de las otra dos.

DERIVADAS DE FUNCIONES IMPLÍCITAS

Teorema  de  existencia  y  derivabilidad  de  una  función  definida  en  
forma implícita 

Teorema de Cauchy-Dini

Dada la ecuación F(x;y) = 0, y sea P0 = (x0;y0) un punto que la satisface, si se 
verifican las siguientes condiciones:

1) ( ) 0; 00 =yxF
2) '

xF  y '
yF  existen y son continuas en un entorno del punto P0.

3) ( ) 0; 00
' ≠yxFy

entonces la ecuación F(x;y)=0 define a la variable y como función implícita 
de x en un entorno del punto P0, y esta función es derivable y continua en P0.
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Si ( ) 000 ≠y;xF '
x , entonces F(x;y)=0 define a la variable x como función im-

plícita de y.

Generalización del teorema de existencia y derivabilidad

El teorema visto para la ecuación F(x;y) = 0 se puede extender para funcio-
nes definidas por ecuaciones del tipo F(x;y;z) = 0. Veremos bajo qué condi-
ciones esta ecuación define, en un cierto conjunto, una función de dos varia-
bles derivable y continua en un entorno de un punto P0.

1) ( ) 0;; 000 =zyxF
2) '

xF , '
yF y '

zF  existen y son continuas en un entorno del punto P0.

3) ( ) 0;; 000
' ≠zyxFz

Si estas condiciones se cumplen la ecuación F (x;y;z) = 0 define a la variable z
como función implícita de x e y y esta función es derivable y continua en P0.

Si ( ) 0000 ≠z;y;xF '
x  la ecuación F (x;y;z) = 0 define a la variable x como 

función implícita de y y z y esta función es derivable y continua en P0 y si 
( ) 0000 ≠z;y;xF '

y  la ecuación F (x;y;z) = 0 define a la variable y como fun-
ción implícita de x y z y esta función es derivable y continua en P0 .
Nota: no siempre una ecuación del tipo F(x;y) = 0 o F (x;y;z) = 0 define a  
una variable como función implícita de las otras. Deben verificarse las condi-
ciones del Teorema de Cauchy – Dini. 
Si las condiciones del teorema de no se cumplen, no sabemos si la ecuación 
define o no a una variable como función implícita de las otras.   
Veremos ahora como se obtienen las derivadas correspondientes cuando una 
función está definida en forma implícita. 

Cálculo de las derivadas parciales 

a) una variable independiente

Partimos de la ecuación F (x;y) = 0, teniendo en cuenta que y = f (x). Si   
F(x;y) = 0 en un conjunto A  dF(x;y) = 0 (nos movemos sobre una curva 
de nivel). 
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0 =dy   . F + dx . F '
y

'
x 0   F  con  

F
F  = 

dx
dy = y '

y'
y

'
x ≠−′

Ejemplo:
x

yx
x

yx
dx
dyxyxyxF

2
2

4
4204);( 2 −=

−
−−==−= x ≠ 0 

Veamos si se puede calcular ( )25,0;1'y .  Vemos que se verifican las condi-
ciones de existencia:

1) ( ) 025,0;1 =F
2) yxFx 42' −=  y xFy 4' −= ,   existen y son continuas 
3) ( ) 042501 ≠−=,;F'

y

Por lo tanto se puede aplicar la fórmula para calcular ( ) 425,0;1' =y

b) dos variables independientes

Partimos de la ecuación F (x;y;z) = 0, teniendo en cuenta que z = f (x;y).

Si F (x;y;z) = 0 en un conjunto A dF (x;y;z) = 0 (nos movemos sobre una 
superficie de nivel). 

0  =dz .Fdy  . F + dx . F '
z

'
y

'
x +   (ver pág. 136) dy

F
F

 dx
F
F

 =dz 
z

y

z

x
'

'

'

'

−−   (1) 

Si comparamos (1) con la expresión del diferencial de una función de dos va-
riables (ver pág. 118) se deduce que: 

F
F

   =  
x
z  = z

z

x
x '

'
' −

∂
∂ y

F
F

   =  
y
z  = z

z

y
y '

'
' −

∂
∂ con 0    F '

z ≠ .

Resumiendo:     
F
F   =  

x
z

'
z

'
x−

∂
∂ 0    F  con  

F
F

   =  
y
z '

z'
z

'
y ≠−

∂
∂
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Ejemplo: 02);;( 23 =+−= zxyzxzyxF     

zxy
yzxz

x
z

x 22
23 2

'

+−
−−==

∂
∂

zxy
xz

zxy
xzz

y
z

y +−
=

+−
−−==

∂
∂

22
2' con –xy+z ≠ 0 

Veamos si verifican las condiciones de existencia en P0 = (–1;0;1).

1) ( ) 0101 =− ;;F
2) yzxFx 23 2' −= , xzFy 2' −= , zxyFz 22' +−=  existen y son continuas 
3) ( ) 02101 ≠=− ;;Fz

Por lo tanto se pueden aplicar las fórmulas para calcular: 

( ) 23101 /;;z '
x −=− y ( ) 1101 −=− ;;z '

y

DERIVADAS SUCESIVAS

Si queremos calcular, por ejemplo, la derivada 2º de una función definida en 
forma implícita se procede de la siguiente forma: 

Ejemplo:  hallar "
xxz  si ( ) 02 22  = x +zy x = zy;x;F −

Primero debemos calcular '
xz , derivando como función implícita:  

z
+xy = 

z
+xy = 

x
z

2
14

2
14

−
−

∂
∂

Al calcular la derivada segunda, ya no tenemos que derivar una función im-
plícita, sino que tenemos que obtener la derivada de la derivada primera que 
está definida en forma explícita.  

Pero al derivar respecto de x debemos tener en cuenta que z es función de x e y,
y que por lo tanto la derivada del denominador respecto de x entonces es: '2 xz .
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( )
( )22

21424
z

z. +xy zy. = z
'
x''

xx
− ,  procedemos a sustituir '

xz por su expresión: 

( ) ( )

( )
( )

3

22

2 4
148

2
2

142148

z
 +xy   zy  =  

z
z

 +xy  .  .  +xy  yz 
  =z ''

xx
−−

Conclusión: al obtener las derivadas sucesivas se deriva como se derivan     
funciones explícitas, pero teniendo en cuenta que z = f (x;y).

Ejemplo general resuelto 

Calcular las derivadas parciales en el punto P0 = (2;1) de la función 

( ) ( )
( )y;xh

y;xg
y;xz =  si );( yxgu =  viene definida implícitamente por 

024 =−− xyueu . Suponemos que ( )y;xh  es continua y derivable con plano 
tangente horizontal en (2;1;3). 

Si x0 = 2 y y0 = 1, u0 = 4. Calculamos 
x
u

∂
∂ y

y
u

∂
∂  como funciones implícitas. 

( ) 5
22

412
44 =

+
−−=−=

∂
∂

−−
;;

uu'
u

'
x

e.ue
y

F
F

x
u ,

( ) 5
42

412
44 =

+
−−=−=

∂
∂

−−
;;

uu'
u

'
y

e.ue
x

F
F

y
u

( )
( )

( )

30
1

9

043
5
2

4
1

2
1

412

2 =
−

=
−

=
...

y;xh

h.uy;xh.u.
uz

;;

'
x

'
x

'
x ,

( )
( )

( )

15
1

9

043
5
4

4
1

2
1

412

2 =
−

=
−

=
...

y;xh

h.uy;xh.u.
uz

;;

'
y

'
y

'
y
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FUNCIONES DEFINIDAS IMPLÍCITAMENTE POR SISTEMAS DE
ECUACIONES

Así como una superficie puede estar definida en forma implícita por una 
ecuación, también se puede definir una curva en el espacio (función de una 
sola variable) a través de un sistema de dos ecuaciones. 

Por ejemplo, si dos superficies están definidas respectivamente por las ecua-
ciones F(x;y;z) = 0 y G(x;y;z) = 0, y existe un punto P0 = (x0;y0;z0) que perte-
nece a ambas, entonces puede existir, bajo ciertas condiciones, una curva co-
mún a ambas definida por dos funciones f  y g tales que y = f (x) y  z = g (x).

Bajo estas condiciones decimos que el sistema de ecuaciones define implíci-
tamente a dos de las variables como función de la restante. Es decir que        
y = f (x), z = g(x), quedan definidas implícitamente por el sistema: 

( )
( ) 0

0
 = x;y;zG
= x;y;zF 

Buscamos ahora las derivadas de y y de z respecto de x (dy/dx, dz/dx).

Las condiciones de existencia son similares a las que se exige a funciones im-
plícitas definidas por una sola ecuación. Si F y G son diferenciables queda: 

0

0

 dz =  dy + G dx + G dG = G

 dz =  dy + F dx + FdF = F
'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

'
x  

−

−

 dx G dz  =  dy + GG

 dx F dz =  dy + FF
'
x

'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

−

−

'
x

'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

G  =  
dx
dz G + 

dx
dy G

F  = 
dx
dz F + 

dx
dy F

  si dx ≠ 0. 

Este es un sistema de ecuaciones lineales cuyas incógnitas son 
dx
dy y

dx
dz .  El 

determinante formado por los coeficientes de las incógnitas recibe el nombre 
de jacobiano de F y G respecto de las variables y y z.
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Se lo designa: 

( )
( ) GG

FF
  =  

zy; 
G F;

'
z

'
y

'
z

'
y

∂
∂

Si este determinante no se anula, el 
sistema tiene solución única para 

las incógnitas 
dx
dy  y 

dx
dz . Por lo 

tanto el sistema define a las varia-
bles y y z como funciones implíci-
tas de x. Las incógnitas se pueden 
obtener aplicando la regla de Cra-
mer (o cualquier otro método para 
resolver sistemas de ecuaciones li-
neales).

     
GG

FF
    

    
GG

FF
    

   =  
dx
dy

'
z

'
y

'
z

'
y

'
z

'
x

'
z

'
x

−

     
GG

FF
     

     
GG

FF
     

  =  
dx
dz

'
z

'
y

'
z

'
y

'
x

'
y

'
x

'
y

−

Si usamos una notación análoga a la ya vista para cada jacobiano, tenemos que: 

( )
( )
( )
( )zy; 

GF; 
zx; 
GF; 

  = 
dx
dy

∂
∂
∂
∂

−      y     

( )
( )
( )
( )zy; 

GF; 
xy; 
GF; 

  =  
dx
dz

∂
∂
∂
∂

−

JACOBI, Karl Gustav Jacob (1804-1851):
famoso matemático alemán de origen judío, 
destacado por sus aportes
en Física y Astronomía.  
A los 21años era profesor 
de Konigsberg. Son reco- 
nocidos mundialmente 
sus estudios sobre las fun- 
ciones elípticas, que estudió 
junto a Abel y se publican 
en 1829; las ecuaciones 
diferenciales, el cálculo de variaciones y la 
teoría de números. Se le deben estudios 
sobre determinantes funcionales, uno de los 
cuales se llama jacobiano debido a él. 
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Ejemplos

1) Suponiendo que se verifican las condiciones de existencia, calcular 
dx
dy  y 

dx
dz  para las funciones definidas implícitamente por el siguiente sistema: 

−−

−

04

0152
3

33

 =  z y +x 

 = z +   y + x

Primero calculamos el jacobiano del sistema para ver si existen las derivadas: 

( )
( ) 0518

31

56
22

2

2

≠−
−

−

∂
∂ zy = 

z

y
  = 

GG

FF
  = 

zy; 
GF; 

'
z

'
y

'
z

'
y

( )
( )

518
59

518
31

53

518518 22

22

22

2

2

2222 −
−

−

−

−=
−

∂
∂

−
−

−
zy
 + zx = 

zy

    
z

x
    

zy
x; z 

F; G 

=
zy

    
GG

FF
    

 =
dx
dy '

z
'
x

'
z

'
x

( )
( )

518
36

518
11

36

518518 22

22

22

22

2222 −
−

−
−−=

−
∂
∂

−
−

−
zy

x + y=
zy

    
xy

    

zy
y; x 

F; G 

=
zy

    
GG

FF
    

=
dx
dz

'
x

'
y

'
x

'
y

2) Calcular 
dt
dz

 si x sena .y  =z  con 
− 23

2

2

2

y =tx

 = tyx+
,    

x cos . a ln .a .y  =
x
z x sen

∂
∂    a = 

y
z x sen

∂
∂

Para calcular 
dt
dyy  

dt
dx  debemos calcular los jacobianos.  
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( )
( ) yx = 

x

y
  = 

GG

FF
  = 

yx; 
GF; 

'
y

'
x

'
y

'
x

2

2
64

23

22
−−

−∂
∂

( )
( )

yx
yt = 

yx

    
t

y
    

yx
t; y 

F; G 

=
yx

    
GG

FF
    

 =
dt
dx

'
y

'
t

'
y

'
t

2222 64
42

64
22

21

6464 −−
+−

−−
−−

−

−=
−−

∂
∂

−
−−

−

( )
( )

yx
xt + =

yx

    
tx

    

yx
x; t 

F; G 

=
yx

    
GG

FF
    

=
dt
dy '

t
'
x

'
t

'
x

2

2

2

2

22 64
34

64
23

12

6464 −−
−−

−−
−

−

−=
−−

∂
∂

−
−−

−

yx
t y  = 

dt
dx

232
21

+
+

yx
xt=

dt
dy

2

2

64
34

+
+−

Reemplazando queda: 
yx
xt .+a

yx+
t y+ x .cosa .ln.= y.a

dt
dz sen xsen x

2

2

2 64
34

32
21

+
+−

Otra situación

Consideremos el siguiente caso: F (x;y;u;v) = 0 y G (x;y;u;v) = 0 pueden defi-
nir implícitamente dos funciones de dos variables independientes, por ejem-
plo u = f (x;y) y v = g (x;y).

Se pueden obtener las derivadas parciales de f  y g respecto de x e y.

Calculando los diferenciales de F y G tenemos: 

0

0

 dv =  du + G dy + G dx + GdG  = G

 dv =  du +F dy + F dx + FdF  = F
´
v

´
u

´
y

´
x

´
v

´
u

´
y

´
x
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−−

−−

dy G  dx G  = dv G +du  G

dy F  dx F  = dv F +du  F
´
y

´
x

´
v

´
u

´
y

´
x

´
v

´
u

El jacobiano del sistema es:   ( )
( ) 0≠

∂
∂

'
v

'
u

'
v

'
u

GG

FF
 = 

u;v
F;G 

Por lo tanto,

     
GG

FF
     

     
Gdy . G + dx . G

Fdy . F + dx . F
     

 du

'
v

'
u

'
v

'
u

'
v

'
y

'
x

'
v

'
y

'
x

−= dx . 

     
GG

FF
     

    
GG

FF
    

'
v

'
u

'
v

'
u

'
v

'
x

'
v

'
x

−= dy . 

     
GG

FF
     

     
GG

FF
     

'
v

'
u

'
v

'
u

'
v

'
y

'
v

'
y

−

Es decir que

( )
( )
( )
( )

dx . 

vu; 
GF; 
vx; 
GF; 

  du

∂
∂
∂
∂

−=

( )
( )
( )
( )

dy . 

vu; 
GF; 
vy; 
GF; 

∂
∂
∂
∂

−

Pero como además sabemos que dy 
y
u + dx 

x
udu

∂
∂

∂
∂= , resulta que, para varia-

bles x e y independientes: 

( )
( )
( )
( )vu; 

GF; 
vx; 
GF; 

  = 
x
u

∂
∂
∂
∂

−
∂
∂   y   

( )
( )
( )
( )vu; 

GF; 
vy; 
GF; 

  = 
y
u

∂
∂
∂
∂

−
∂
∂

Análogamente surge que:  

( )
( )
( )
( )vu; 

GF; 
xu; 
GF; 

  = 
x
v

∂
∂
∂
∂

−
∂
∂    y   

( )
( )
( )
( )vu; 

GF; 
yu; 
GF; 

  = 
y
v

∂
∂
∂
∂

−
∂
∂
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Ejemplo:  El sistema 
=−+

=−−+
 01
0        

yvxu
yxvu

 define a u y v como funciones de x e 

y.  Hallar 
y
v    

x
v  ; 

y
u  ; 

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ y

 xy 
u+y=

 xy 
uy=

y x

yu
 =

x
u

−−
−−−

−

−
∂
∂

11

11

x y 
y+v = 

x y 
vy  = 

yx

yv  = 
y
u

−−
−−−

−

−
∂
∂

11

11

y  x
x+u = 

x y 
x+u  = 

y x

ux  = 
x
v

−−
−

−

−
∂
∂

11

11 1 1

1 1
x v v v+ x v+ x =   =   = 

y y  x x  y
x y 

−
∂ − −
∂ − −

LA ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE Y DE LA RECTA NORMAL
PARA FUNCIONES IMPLÍCITAS EN ℜ2

Consideramos la ecuación F (x;y) = 0, ecuación que suponemos define a y
como función implícita de x. La representación gráfica es una curva en ℜ2

.

Recta tangente a una curva de nivel

Sabemos por Análisis I que la ecuación de la recta tangente a una curva en   
( )000P y;x= es: ( )( )000 xxxyyy '

t −=− .

Como la función está definida en forma implícita: 

( )
( ) ( )0

0

0
0 P

P xx.
F
Fyy '

y

'
x

t −−=−

donde ( )000P y;x=  satisface la ecuación F (x;y) = 0. 
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Ecuación vectorial de la recta tangente 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )[ ] ( ) 0PP

0PP

0000

0000

=−−•

=−+−

yy;xxF;F

yy.Fxx.F

t
'
y

'
x

t
'
y

'
x

Propiedad del vector gradiente en ℜ 2

Si consideramos la ecuación F (x;y) = 0 como la curva de nivel 0 de una fun-
ción z = f (x;y), esta función tiene derivadas parciales continuas.
En este caso las derivadas ( )0P'

xF y ( )0P'
yF coinciden con las derivadas parcia-

les ( )0P'
xf y ( )0P'

yf  de z = f (x;y) y ( ) ( )[ ] ( )000 PPP ff;f '
y

'
x ∇= .  Por lo tanto:

( ) ( ) 0P 000 =−−•∇ yy;xxf t

El vector gradiente es perpendicular a la recta tangente a la curva de nivel 
en el punto P0. Eso quiere decir que la derivada direccional máxima está en 
la dirección perpendicular a la de la recta tangente.

El sentido del vector gradiente es aquel según el cual las curvas de nivel cre-
cen más rápidamente. 

Vector normal a una curva de nivel 

Es el vector perpendicular a la recta tangente y su dirección y sentido coinci-
den con la dirección y sentido del vector gradiente en el punto. 

Recta normal a una curva de nivel 

Es la recta que tiene como vector director al vector normal, es decir al gra-
diente: ( ) ( ) ( )0 0 0P :n ny x; y x ; y .vλ= + λ∈ℜ

Ejemplo

Si ( ) 86422 +−−+== yxyxy;xfz , la curva de nivel de nivel 0 es 
086422 =+−−+ yxyx . La ecuación ( ) 086422 =+−−+= yxyxy;xF

define a la variable y como función implícita de x.
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El vector gradiente de f es ( )6242 −−=∇ y;xf . Por ejemplo, en el punto   
P0 = (3;5) es ( ) ( ) ji;;f 424253 +==∇ .

Por lo tanto la ecuación de la recta tangente es: ( ) ( ) 05353 =−−•∇ ty;x;f

yt ( )0P : ( ) ( ) 05342 =−−• ty;x; ( ) ( ) 05432 =−+− ty.x.

02642 =−+ tyx 2
13

2
1 +−= xyt

El vector normal en P0 = (3;5), es ( )42;vn =

Y la ecuación de la recta normal es ( ) ( ) ( ) ( )0P : 3 5 2 4n ny x; y ; . ;λ= +

De donde surge que 
4

5
2

3 −=− nyx ( ) 532 −=− nyx

En su forma explícita la ecuación de la recta normal es: 12 −= xyn

LA ECUACIÓN DEL PLANO TANGENTE Y DE LA RECTA NORMAL
PARA FUNCIONES IMPLÍCITAS EN ℜ3

Consideramos la ecuación ( ) 0=z;y;xF . Si esta ecuación define a la variable z
como función implícita de x e y, se pueden obtener las ecuaciones del plano 
tangente y de la recta normal en un punto P0 = (x0;y0;z0) reemplazando en las 
ecuaciones ya vistas (pág. 134): 

´
z

´
x

F
F   =  

x
z −

∂
∂    y    ´

z

´
y

F
F

   =  
y
z −

∂
∂ .

Así obtenemos: ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )0
0

0
0

0

0
0 P

P
P
P yy .  

 F
 F

  xx . 
 F
 F  = zz ´

z

´
y

´
z

´
x

t −−−−−
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Multiplicando por ( )0P'
zF  queda: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0PPP 000000 = z  z. F y y . Fx  x. F t
'
z

'
y

'
x −+−+− , que es la ecuación 

del plano tangente cuando la función está expresada en forma implícita. 

Haciendo la misma sustitución en la ecuación de la recta normal queda:

rn ( )0P :   ( ) ( ) ( )0

0

0

0

0

0

PPP  F
z z   =  

 F
y y 

  =  
 F

x  x
'
z

'
y

'
x

−−−

Siempre y cuando las derivadas no se anulen en el punto P0.

Propiedad del vector gradiente en ℜ3

Consideramos la función ( )z;y;xfu =  de la cual 
la superficie de nivel o superficie equipotencial de 
nivel 0 es ( ) 0=z;y;xF .
Obsérvese que las derivadas ( )0P F'

x , ( )0P F'
y  y 

( )0P F'
z  coinciden con las derivadas parciales de 

( )z;y;xfu = .

Pero ( ) ( ) ( )[ ] ( )0000 PPPP f= f; f; f '
z

'
y

'
x ∇ , por lo tanto podemos expresar la 

ecuación del plano tangente  de la siguiente manera: 

πt ( )0P :  ( ) ( ) 0P 0000 =−−−•∇ zz;yy;xxf t

Vemos que el vector gradiente es perpendicular a la superficie de nivel. Por 
lo tanto la recta normal es la que tiene la dirección del vector gradiente.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0P P P P P' ' '
n x y zv f f ; f ; f= ∇ =
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Ejemplos

a) ( ) 032 22 =−+= xyzyxz;y;xF  y P0 = (1;1;1) 

( ) 134 111 =−= ::
'
x yzxf ( ) 132 111 −=−= ::

'
y xzyf ( ) 33 111 −=−= ::

'
z xyf

πt ( )0P :  ( ) ( ) 0111311 = z;y ; x;; t −−−•−−

πt ( )0P :   ( ) ( ) ( ) 013111 = z.y .  x t −−−−− 033 =zy x t +−−

La ecuación de la recta la normal es   rn ( )0P :
3
1

1
11

−
−

−
−− z  =  y  =    x

b) ( ) 010542 22 =+−+= zyzxz;y;xF  y P0 = (3; –1;2) 

( )zy;z;xf 10444 −=∇ ( ) ( )24812P0 −=∇ ;;f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0P : 12 8 24 3 1 2 0t t; ; x ; y ; zπ − • − + − =

( ) ( ) ( ) ( )0P : 12 3 8 1 24 2 0t tx y zπ − + + − − =

( )0P : 12 8 24 20 0t tx y zπ + − + =   o  05623 =+−+ tt zyx:π

La ecuación de la recta la normal es   rn ( )0P :   
6
2

2
1

3
3

−
−=+=− zyx

c) ¿Es el vector (4;6;3) normal a la superficie del elipsoide 3
1649

222

=++ zyx

en el punto P0=(3;2;4)?

Para que el vector sea normal a la superficie en 0P  debe ser proporcional al 
vector gradiente en P0. Calculamos el vector gradiente. 

9
2xf '

x = , 2
yf '

y = , 8
zf '

z = ( ) ( )2
113

2423 ;;;; =∇

(4;6;3) = ( )2
113

26 ;;. , por lo tanto es proporcional a ( )2
113

2 ;; . Entonces el 

vector (4;6;3) es normal a la superficie en P0.
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Recta tangente y plano normal a una curva definida por la intersección de 
dos superficies

Si un sistema de ecuaciones 
( )
( ) 0

0
= z;y;xG
= z;y;xF

define, en un entorno de   

P0 = (x0;y0;z0), que pertenece a ambas superficies, a una curva en el espacio 
como intersección de dos superficies, con ecuaciones y = f (x) y z = f (x), la 
dirección del vector tv , tangente a la curva, está dada por el producto vecto-
rial entre los vectores gradientes de cada superficie. Esto se debe a que los 
vectores gradientes son perpendiculares a tv .

Debemos calcular los vectores gradientes, considerando que ambas ecuacio-
nes corresponden a superficies equipotenciales correspondientes a las fun-
ciones ( )z;y;xfu =1 , ( )z;y;xgu =2 .

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0P P P P' ' '
x y zf f ; f ; f∇ = , ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0P P P P' ' '

x y zg g ;g ;g∇ =

Luego calculamos ( )0Ptv

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0 1 2 3

0 0 0

P P P P P P
P P P

' ' '
t x y z

' ' '
x y z

i j k
v f g f f f v i v j v k

g g g
= ∇ ∧ ∇ = = + +

Ecuaciones de la recta tangente

a) rt ( )0P : 
3

0

2

0

1

0

v
zz

v
yy

v
xx −=−=−

b) rt ( )0P : ( ) ( ) ( )321000 v;v;v.z;y;xz;y;x λ+=

Ecuación del plano normal 

( )0Pnπ : ( ) ( ) 0000321 =−−−• zz;yy;xxv;v;v
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Ejemplo:
++

++

14

6
222 =zyx

= zyx
 en  P0 = (1;2;3) 

( )111 ;;f =∇ ( ) ( )111P0 ;;f =∇ ( )z;y;xg 222=∇ ( ) ( )642P0 ;;g =∇

Calculamos ( ) ( ) ( )0 0 0P P P 1 1 1 2 4 2
2 4 6

t

i j k
v f g i j k= ∇ ∧ ∇ = = − +

Ecuaciones de la recta tangente

a) rt ( )0P : 3
2
21 −=

−
−=− zyx      b) rt ( )0P :  ( ) ( ) ( )121321 ;;.;;z;y;x −+= λ

Ecuación del plano normal

( )0Pnπ : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 03224120321242 =−+−−−=−−−•− zyxz;y;x;;

( )0Pnπ : 02 =+− zyx

Superficies tangentes 

Si dos superficies tienen un plano tangente común en un punto P0, se dice 
que son tangentes. Para eso los vectores gradientes correspondientes a ambas 
superficies en el punto deben ser paralelos. 

( ) ( ) ( ) ( )0000 PPPP g.kfg//f ∇=∇∇∇

Ejemplo:
++ 10894

36
222 =zyx

= zyx
 en  P0 = (3;6;2)

( )yx;zx;zyf =∇ ( ) ( )18612P0 ;;f =∇
( )z;y;xg 1828=∇ ( ) ( )361224P0 ;;g =∇

( ) ( )∇=∇ 00 P2P f.g  las superficies son tangentes en P0 = (3;6;2).
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POSICIONES RELATIVAS ENTRE UNA CURVA ALABEADA Y UNA 
SUPERFICIE

Dada una curva [ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 3  y una superficie defi-
nida por ( ) 0=z;y;xf , puede ocurrir que la superficie contenga a la curva (la 
curva yace sobre la superficie), que la curva interseque a la superficie o que 
la curva no tenga contacto con la superficie. 

1) Curva que yace sobre una superficie 

Para saber si la curva yace sobre la superficie debemos verificar si la curva 
satisface la ecuación. Si esto es así, entonces la curva yace sobre la superficie. 

Ejemplos

a) [ ] ( ) ( )t;t;ttf/b;a:f 231 223 +−−=ℜ→  y 0622 =++ xyz

( ) ( ) ( ) 06662416322 222222 =−−++=−−+++ ttttt.t

Vemos que la curva verifica la ecuación por lo tanto la curva yace sobre la 
superficie.

b) [ ] ( ) ( )223 312 t;t;ttf/b;a:f +−=ℜ→  y 010143 =−+− zyx

( ) 0211471031146 222 ≠−+=−++−− tttt.t
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Vemos que la curva no verifica la ecuación por lo tanto la curva no yace 
sobre la superficie. Vemos ahora si hay intersección entre ambas. 

2) Intersección entre una curva y una superficie 

Para buscar la intersección de una curva y una superficie buscamos los valo-
res de t que verifican la ecuación. 

Ejemplos

a) Si volvemos al ejemplo anterior, buscamos las posibles intersecciones. 

021147 2 =−+ tt , 1032 1
2 ==−+ ttt  y 32 −=t .

La curva interseca a la superficie en dos puntos.

Si 11 =t , entonces P1 = (2;0;4); si 32 −=t , entonces P2 = (18;4;12).

b) [ ] ( ) ( )t;tt;ttf/b;a:f 2352 23 −+=ℜ→  y 02 2 =−+ zyx

( ) 0443522 222 =+−=−−++ tttttt

Vemos que esta ecuación no tiene solución en el campo de los números re-
ales, por lo tanto la curva no interseca a la superficie. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones definidas         
implícitamente si z = f (x;y)

  a) ( ) ( ) 0222 =−+= xzysenz.xz;y;xF
  b) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=++= xzsenyzsenxysenz;y;xF  en P0 = (π;0;0)
  c) ( )xyzsenzyx =++  en el origen 
  d) ( ) 023 =−++= zlnzyxz;y;xF
  e) ( ) ( ) 1=−+= zzxcos.ez;y;xF x  en el origen 
  f) ( ) ( ) 012 33 =+−+= yx.zxyzsenz;y;xF
  g) ( ) 04222 =−−+= − zyxe.zz;y;xF xy

  h) ( ) ( ) 03214 2 =−−+= yzsenxxzz;y;xF  en P0 = − 1
2

2 ;;π

  i) xyxzyz ee.xe.z 432 +=+                   j) ( ) zzyxln =++ en P0 = (e; –1;1) 

2) ( ) 02 22 =+−= yxyzz;y;xF , calcular '
xz , '

yz , "
xxz , "

xyz , "
yyz

3) ( ) 02 =+= yzxz;y;xF , calcular "
xxz

4)  Calcular "
xyz : a) ( ) 01

24
2

22

=−−+= zyxz;y;xF

                            b) ( ) 04 =−+++= zzyxz;y;xF  en  P0 = (1;1;1) 

5) Dada ( ) 042 =−+++= zzyxz;y;xF , demostrar que se verifica la rela-
ción de Schwarz. 

6) Dada ( ) 0323 =−+= xyzxz;y;xF , hallar ( )0135 11 z;;f '
º

7) Dado el elipsoide 1
1649

222

=++ zyx , calcular la pendiente de la recta tan-

gente a la curva, situada en el primer octante, determinada: 

a) por la intersección con el plano y = 1, en el punto x0 = 2. 
b) por la intersección con el plano x = 2, en el punto y0 = 1. 
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  8) Dada zlnexy xz =− − que define a z como función implícita de x e y, ha-
llar por aproximación lineal ( )97011 ,;,fz = .

  9) Calcular aplicando diferenciales f (0,1;0,09) si ( ) 0=−+ yze.yxzcosz
define a z = f (x;y) en forma implícita. 

10) Dada 3=++ yzxzxy que define a z = f (x;y), hallar el ( )11;dz .

11) Hallar las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal de las si-
guientes funciones definidas en forma implícita. 

a) 086422 =+−−+ yxyx  en P0 = (3;5) 

b) 01222 =−−+ yxyx  en P0 = (1;2) 
c) 12 =−+ xysenxcos en P0 = (0;0) 

d) 0322 =−−+ yxyx  en P0 = (1;2) 

12) Hallar la ecuación del plano tangente, de la recta normal y de un vector 
normal de las siguientes funciones definidas en forma implícita. 

a) 44 222 =−+ zyx  en P0 = (2;–2;z0)

b) 074232 =−+− zyxzyzx  en P0 = (1; –1; –1) 

c) 014222 =−++ zyx  en P0 = (2;1;z0)
d) 01022 422 =−+− zyxzyx  en P0 = (2;1;–1)  
e) 12=zyx  en P0 = (2;–2;–3) 

13) Encuentre el punto de la superficie z = xy donde la recta normal es para-
lela a la recta x = 2 – 6t; y = 3 – 12t; z = 2 + 3t.

14) Dado el sistema 
−−

−−

022

022

= zcos.ysenxcos

= zsen.ycosxsen
que define a y = f (x) y      

z = g (x), calcular 
dx
dy y

dx
dz  en P0 = 00

4
;;π .

15) Dado el sistema 
++

−+

632

1
222

222

= zyx

= zyx
que define a y = f (x) y z = g (x), cal-

cular '
xy y '

xz  en P0 = ( )111 ;; .
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calcular
y
u

∂
∂ .

16) Dado el sistema 
−−++

−++

23

3
333

555

x= yvu

vy= xvu
que define a u y v como funciones 

de x e y, calcular '
xu  en  P0 = (x0;y0;u0;v0) = ( )0101 ;;;− .

17) Dada z = u – v2 + 2 y el sistema
−+
+−+

0
1

= xyvcosu
= yxveu

que define a u y v co-

mo funciones de x e y, calcular 
x
z

∂
∂  en P0 = (x0;y0;u0;v0) = ( )0011 ;;; .

18) Dada 
−−+

−+−

0

0
2

22

=uvvyyxv

=uxvxyx
 que define a u y v como funciones de x e y,

calcular
x
u

∂
∂ ;

y
u

∂
∂ ;

x
v

∂
∂  y 

y
v

∂
∂  en P0 = (x0;y0;u0;v0) = (1;1;1;1). 

19) El sistema 
−+

−−+

0

0

= e.ve.ye.x

=vxuvuy
vyx que define a u y v como funciones de x

e y, calcular 
x
u

∂
∂ ;

y
u

∂
∂ ;

x
v

∂
∂  y 

y
v

∂
∂ en P0 = (x0;y0;u0;v0) = (1;0;2;1). 

20) Dada z = 2uv y el sistema 
−++

++

x= yvu

y= xvu

3

3
333

555

que define a u y v como 

funciones de x e y, calcular '
xz .

21) El sistema 
++

++

2

1
222 = zyx

= zyx
define a  y = f (x) y z = g (x), calcular "

xxy .

22) El sistema 

++=

++=

++=

333

222

zyxw

zyxv

zyxu

define a u, v y w como funciones de (x;y;z),
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23) Dado el sistema 
+−+=

+−=
−+=

1286
32

43

zyxw
zyxv
zyxu

determinar si define a (x;y;z) como 

funciones implícitas de (u;v;w).

24) Dada ( )[ ]y;xg.xlnz 2=  donde ( )y;xgu =  viene definida implícitamente 
por la ecuación ( ) 01 =+− xyuln.u . Calcular: ( ) 01;zx′ y ( ) .01;zy′

25) Hallar las derivadas parciales en (2;1) de la función ( ) ( )y;xh
ulny;xz 2=  si 

);( yxgu =  viene definida implícitamente por 31 =+− xyueu . Supo-
nemos a ( )y;xh  continua y derivable en P0 = ( )512 ;; .

26) Calcular ( )11;zx′  y ( )11;zy′  si ( )[ ]y;xg.xez =  y ( )y;xgu =  viene definida 
por ( ) 011 =−+− xyuln.u .

27) Sea );( yxfz = definida implícitamente por ( ) 2=++ xyezlnz  verificar 
que se cumple: ( ) ( )0000 ;f;f yxxy ′′=′′ .

28) Si ( ) 21 21 =−++ − yxez z , ver si se cumple que )0;1()0;1( yxxy ff ′′=′′ .

29) Sea );( yxfz = definida implícitamente por 52 =− xye.z , determinar la 
ecuación del plano tangente en ( )021 z;;  y utilizarlo para aproximar  

( )971011 ,;,f .

30) El plano 2x – 6y +3z = 49 es tangente a la esfera 49222 =++ zyx . Cal-
cular las coordenadas del punto de tangencia. 

31) Hallar los valores de k para los cuales el plano x + y + z = k es tangente a 
la esfera que 12222 =++ zyx .

32) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie esférica 
9222 =++ zyx que sean paralelos al plano x +2y – 2 z = 10.

33) El plano z = x – y es paralelo al plano tangente al hiperboloide 
122 222 =+− zyx . Calcular las coordenadas del punto de tangencia. 
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34) Dada ( ) 22 2 yxzxz;y;xf ++=  y P0 = (1;1;2), hallar 'fα  en la dirección y 
sentido de máximo crecimiento de 6222 =++ zyx  en P0.

35) Hallar las direcciones v según las cuales es nula la derivada direccional en 
(u;v) = (2;1) de la función ( ) yxe.yxy;xz −+=  si ( ) 2vy,v;ugx == y x es-
tá definida implícitamente por .xlnuxv 02 =−−

36) La ecuación 023 23 =−+− + xyye.zln xzy define implícitamente a z como 
función de x e y. Determinar la derivada direccional de f en (–1;1) en la 
dirección del punto (7;7). 

37) Sea );( yxfz = definida implícitamente por ( ) 0=+− xzlnyz , calcular 
aproximadamente h (1,02) si gfh =  con ( ) ( )3t;ttg = .

38) La ecuación ( ) 022 =+−++ yxzzyln define implícitamente a z como 
función de x e y. Determinar la derivada direccional máxima de 
h f g= en (u;v) = (1;1) si ( ) ( )22 uv;uvv;ug −= .

39) Hallar la ecuación del plano tangente de la función ( )y;xhz =  en el pun-

to ( )( )1212 ;h;; que resulta de ve.uz =  con 
y
xu = , ( )y;xgv = , donde 

( )y;xg  queda definida implícitamente por ( ) 21 =+− ve.xyvln .

40) Dada yz arc tg
x

= ,
=−

=+

tyx

t
y

x

42

1 33

 , hallar 
dt
dh .

41) Dados los siguientes sistemas de ecuaciones que definen a una curva 
alabeada como intersección de dos superficies, obtener las ecuaciones de 
la recta tangente y del plano normal a las mismas en P0.

a)
−+

++

112

2724
222

222

=zyx

=zyx
 en  P0 = (3; –2;1) 
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b)
=−+

=−+

025

025
22

22

zy

zx
 en  P0 = (3;3;4) 

c)
−+

++

102

4923
222

222

=zyx

=zyx
 en  P0 = (3; –3;2) 

d)
++−

−+

02

8
22

22

=zyx

=zyx
 en  P0 = (2; –2;0) 

e)
−−
++

0
6222

=zyx
=zyx  en  P0 = (2;1;1) 

f)
−+

++

03

932
222

222

=zyx

=zyx
 en  P0 = (1; –1;2) 

g)
( )
( )+−−

=−

31

22
2 =xlnzy

zseney x π
 en  P0 = (0;2;1) 

42) Verificar si las siguientes superficies son tangentes 

      a)
−−++

++

76

04
222

22

=zzyx

=zyx
       en P0 = (0; –1;2) 

      b)
−−+−++

−+

10626

444
222

222

=yzxzyx

=zyx
       en P0 = (2;1;1) 

43) Sea la curva C: ( )
+

−+=
y=z

yyygx
33

22

, determinar la posición relativa en-

tre la recta tangente a C y el plano normal a C en P0 = (5;0; –3). Se sabe 
que ( ) ( ) 2250 −== '' g,g .
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44) Investigar la posición relativa entre las siguientes curvas y superficies 

a) [ ] ( ) ( )tt e;e;ttf/b;a:f 23 =ℜ→ , ( ) ( ) 022
=−+− ylnxzy

b) [ ] ( ) ( )t;t;ttf/b;a:f 211 223 +−−=ℜ→ , 0622 =++ xyz
c) [ ] ( ) ( )5261 23 +−=ℜ→ t;t;ttf/b;a:f , 02 =−+ zyx
d) [ ] ( ) ( )[ ]tsen;tsen;tcostf/b;a:f 23 =ℜ→  sobre 02 =− zxy

45) La intersección de las superficies 
=

−=
xz

zxy 222

 definen una recta que es 

normal a la superficie definida por ( )y;xfz =  en (1;0;1). Hallar la ecua-
ción del plano tangente a z en dicho punto y utilizarlo para calcular 
aproximadamente ( )010980 ,;,f .

46) Dada 2u.yxz +=  con ( )xfu =  definida por ( ) 2=−+ uxxuln , resulta 
( )y;xhz = . Determinar cuántos puntos en común tiene la curva de ecua-

ción ( ) ( )t;t;ttf −−= 12  con el plano tangente a la superficie de ecuación
( )y;xhz =  en P0 = (–1;2;z0).

47) Determinar las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie 
imagen de la f : /32 ℜ→ℜ ( ) ( )22 u;uv;vuv;uf −+=  en un punto 

( ) ( )000000P v;ufz;y;x ==  en el cual la misma sea paralela a la recta 

tangente a la curva definida por 
=+

=++

0

0232
4yx

zyx
 en P1 = (–1;1;z1).

48) Determinar la ecuación del plano tangente a la superficie imagen de la 
f : /32 ℜ→ℜ ( ) ( )vu;vu;uvv;uf 632 −−+= en un punto ( )0000P z;y;x=

( )00 v;uf=  en el cual el plano tangente a la misma es perpendicular a la 

recta tangente a la curva definida por ( ) =−−+
=−+

062
05155 3

zzseny
zzx en P1 /z1= 2. 
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RESPUESTAS

1) a)
x
zz'

x −= , ( )
( )xzcos.xyzx

xzsenz'
y +

−= 22

b) ( ) 000 =;;z'
x π , ( ) 100 −=;;z'

y π     c) ( ) =0;0;0'
xz ( ) 1000 −=;;z'

y

d)
z

zz'
x 21−

= ,
z

zz'
y 21

3
−

=   e) ( ) 1000 =;;z'
x , ( ) 0000 =;;z'

y

f) ( )
( ) 3

2

2
32

xxyzcosxy
zxxyzcosyzz'

x +
+−= , ( )

( ) 3

2

2
32
xxyzcosxy
yxyzcosxzz'

y +
+−=

g) 
12
2

2

22

−
+−= −

−

xy

xy
'
x zye

yezz ,
12
4

2

22

−
−−= −

−

xy

xy
'
y zye

xezz

h) 21
2

2 =− ;;z'
x

π , 01
2

2 =− ;;z'
y

π

     i) ( )
xzyzyz

xzxy
'
x exe.zye

xzeyez 22
124

++
+−= ,

xzyzyz

yzxy
'
y exe.zye

ezxez 2

2

2
4

++
−=

      j) ( ) ( )
1

11111
−

=−=−
e

;;ez;;ez '
y

'
x

  2) 
z
yz'

x = ,
z

yxz'
y

−= , 3

2

z
yz"

xx −= , ( )
3

2

z
yxyzz"

xy
−−= , ( )

3

22

z
yxzz"

yy
−−−=

  3) 324
1

zy
z"

xx −=  4) a) 38z
xyz"

xy −= , b) ( )
54
1111 =;;z"

xy  5) ( )321
2
z

zz "
yx

"
xy +

−==

  6) ( ) 2
2
3111135 =;;f '

º 7) a) m = '
xz  = –1,61, b) m = '

yz  = –1,81   8) 1,085 

  9) f (0,1;0,09) = –0,91 10) ( ) dydx;dz −−=11

11) a)
2

13
2
1 +−= xyt , 12 −= xyn     b) 1+= xyt , 3+−= xyn

      c) xyt 2= , xyn 2
1−=              d) 2=ty , 1=x:rn

12) a) tπ : 022 =−−− zyx ,
2
1

1
22

−
−=

−
+=− zyx , ( )211 −−= ;;vn  ó

tπ : 022 =−+− zyx ,
2

1
1
22 +=

−
+=− zyx , ( )211 ;;vn −=
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b) tπ : 018954 =−−− zyx ,
9
1

5
1

4
1

−
+=

−
+=− zyx , ( )954 −−= ;;vn

c) tπ : 01432 =−++ zyx ,
3

312 −=−=− zyx , ( )311 ;;vn =  ó 

tπ : 01432 =−−+ zyx ,
3
31

2
2

−
+=−=− zyx , ( )312 −= ;;vn

d) tπ : 016643 =−−+ tzyx ,
6
1

4
1

3
2

−
+=−=− zyx , ( )643 −= ;;vn

e) tπ : 018233 =−−− tzyx ,
2
3

3
2

3
2

−
+=

−
+=− zyx , ( )233 −−= ;;vn

13) P0 = (4;2;8)  14) 2−='
xy , 2='

xz , 15) ( )
5
4111 −=;;y'

x , ( )
5
1111 =;;z'

x

16)
x
u

∂
∂ ( )0101 ;;;− = –1,  17) ( ) 10011 =

∂
∂ ;;;
x
z

18)
x
u

∂
∂ ( )

3
21111 =;;; ;

y
u

∂
∂ ( )

3
11111 =;;; ;

x
v

∂
∂ ( )

3
11111 =;;; ;

y
v

∂
∂ ( )

3
11111 =;;;

19)
x
u

∂
∂ (1;0;2;1) = 0; 

y
u

∂
∂ (1;0;2;1) =

e
e
2

14 +− ;
x
v

∂
∂ (1;0;2;1) = 1; 

y
v

∂
∂ (1;0;2;1) =

e2
1      20) ( ) ( )222

24

222

42

22
vuv

uxu
vuu

xvvz'
x −

−+
−

−=

21) ( ) ( )
( )3

222 22
yz

yzxzxyzyxy"
xx −

++−++= ;     22) 1=
∂
∂

y
u

23) No, porque ( )
( ) 0 =

z;x;y
H;F;G 

∂
∂           24) ( ) 201 =′ ;zx ; ( )

4
1 01 −=′ ;zy ;

25) ( ) ( ) 25
11250

112 −=−= ;z;;z '
y

'
x ;    26) ( ) ( ) 22

2
1112

311 e;z;e;z '
y

'
x −==

27) ( ) ( )
2
10000 −=′′=′′ ;f;f yxxy    28) ( ) ( ) 00101 =′′=′′ ;f;f yxxy

29) 5510 +−= yxzt , ( ) ( ) =≅ 971011971011 ,;,z,;,f t 5,25

30) (2;–6;3);  31) 6±=k 32) 0922 =−−+ zyx  o 0922 =−+−− zyx
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33) ( ) ( )12
1

2
1P12

1
2

1P 10 −=−−= ;;;;; 34) 62='fα

35) ( )121 ;v = , ( )122 −−= ;v   36) ( )
10
111 −=− ;f '

v   37) ( ) 021021 ,,h ≅

38) ( )
2
511 =;hmáx '

v         39) 106 +−−= yxzt

40)
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

4 6 12 3
1 6 1 6

dh y t y xy x t. .
dt x y x y x y x y

− − −= +
+ − + −

41)  a) rt: 9
1

6
2

10
3 −=+=− zyx , nπ : 0279610 =−++ nzyx

  b) rt: 3
4

4
3

4
3

−
−=−=− zyx , nπ : 012344 =−−+ nzyx

  c) rt: 3
2

14
3

10
3

−
−=+=− zyx , nπ : 01831410 =+−+ nzyx

  d) rt: 201
2

4
2 zyx =

−
+=− , nπ : 010204 =−+− nzyx

  e) rt: 2
1
11 =

−
−=− x;zy , nπ : 0=− nzy

  f) rt: 7
2

10
1

8
1 −=+=− zyx , nπ : 127108 =−+ nzyx

  g) rt: 1
1

2
2

81 −
−=

−
−=

−
zyx

ππ
, nπ : ( ) πππ 41281 −−=−−− nzyx

42) a) son tangentes,  b) son tangentes 

43)  La recta interseca al plano en P0 = ( )3211 ;;

44)  a) yace sobre la superficie  b) no tiene contacto con la superficie 
 c) interseca a la superficie en P0 = (1;12;13) d) yace sobre la superficie 

45) xzt −= 2 , ( ) 021010980 ,,;,f ≅

46)  La curva corta al plano tangente en P0 = (0; –1;0) y en P1 = (1; –2; 1) 

47) rn: 5
1

2
3

8
3 −=−=

−
− zyx                48) 02255259 =−++− zyx
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FUNCIONES HOMOGÉNEAS

Una función f (x;y;...;w) es homogénea de grado n si al multiplicar las varia-
bles por un parámetro t se obtiene la función multiplicada por t n.

  t ℜ∈∀ : f (tx;ty;...;tw) = t n f (x;y;...;w)

Ejemplos: 1) ( ) 23 2xyxy;xf −=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x;yf. = txyx.= ty.t .x.t .x= ttytx.t x = tx; tyf 3233223323 222 −−−

  que es homogénea de grado 3. 

2) ( ) yxx = yx; f 45 2−

( ) ( ) ( ) ( )
( )y x;f . t = y.xx  . t =

= yxx.t = tytxtx = tytx; f
// 254525

45545

2

22

−

−−

  que es homogénea de grado 
2
5 .

3) ( )
y
x   sen= yx;f

( )
y
x.sent=

y
xsen =

ty
tx=sen tx;tyf 0

  que es homogénea de grado 0. 

Nota: que una función sea homogénea de grado 0 significa que la función
permanece constante ante cambios proporcionales en sus variables. 
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES HOMOGÉNEAS

1) Teorema de Euler

Si una función f es 
homogénea de grado 
n, en todo punto en el 
que sea diferenciable 
se verifica que la suma 
de los productos de ca-
da variable por las de-
rivadas parciales res-
pectivas es igual al 
producto de n por la 
función dada.

Lo vamos a demostrar 
para una función de 
tres variables, pero su 
demostración se puede 
generalizar.

Consideramos f (x;y;z):

( ) ( ) ( ) ( )zy;x; f . n = zy;x; f .z  + zy;x; f .y  + zy;x; f . x '
z

'
y

'
x

EULER, Leonhard (1707-1783):
nació en Basilea, Suiza, en cuya universidad estudió con 
Johann Bernoulli. Nunca fue profesor universitario pero 
frecuentó las Academias. Trabajó en Berlín y San Peters-
burgo, a donde se traslada en 1727 por sugerencia de Ber-
noulli y llamado por la emperatriz Catalina II. 
Es allí donde muere de un ataque 
de apoplejía. Durante 25 años 
(1741-1776) por invitación del rey 
de Prusia, Federico II, trabaja en la 
Academia de Ciencias de Berlín,  
sin dejar sus actividades en San 
Petersburgo. Cuando se plantea 
quien lo va a suceder en Berlín, 
al decidir Euler su regreso definitivo a San Petersburgo, 
éste propone a Lagrange, candidatura que apoya también 
D'Alembert. Es el más prolífico matemático de todos los 
tiempos. Es uno de los creadores, tras Newton, Leibniz y 
los Bernoulli, del Análisis Matemático. A él se deben los 
estudios sobre el número e, desarrollos en serie, la designa-

ción de i para la 1− , etc. Fue alumno de Johann Bernou-
lli, a quien fue presentado por su padre el pastor Paul Euler. 
Este hizo que Leonhard también fuese pastor. En 1735 
perdió el ojo derecho en una congestión cerebral y a partir 
de ese momento sufre de una ceguera progresiva.
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Demostración

Si f es homogénea de grado n se verifica que: ( ) ( )x;y;zf.t = tx;ty;tzf n .

Efectuamos el siguiente cambio de variables: u=tx, v=ty, w=tz, se obtiene así 
una función f (u;v;w) que es función compuesta de t a través de u,v,w.

 w

 t     v      f

u  

Derivando respecto de t se obtiene:

( ) ( ) ( ) ( )1' ' ' n
u v w

du dv dwf tx;ty;tz  .  + f tx;ty;tz . + f  tx;ty;tz .  = n.t . f x; y; z  
dt dt dt

−

pero z = 
dt
dwy     = 

dt
dv    x = 

dt
du , reemplazando queda: 

( ) ( ) ( ) ( )1' ' ' n
u v wx.f tx;ty;tz  + y.f tx;ty;tz  + z.f tx;ty;tz  = n.t . f  x; y; z−

expresión que se verifica para cualquier t.  Hacemos t = 1: 

( ) ( ) ( ) ( )' ' '
x y zx. f x; y; z  + y.f  x; y; z  + z.f x; y; z  = n.f x; y; z

La propiedad se puede demostrar también en el otro sentido, es decir que si una 
función verifica el teorema de Euler, entonces es homogénea (para n > 0). 
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Ejemplos  a) xzxyxzyxf 223 2);;( −−=

primero verificamos que sea homogénea: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )xzxyxttxtzytxttxtztytxf 2233223 22);;( −−=−−=

es homogénea de grado 3. Verificamos ahora el teorema de Euler: 

( ) ( ) ( ) ( )3' ' '
x y zx.f x; y; z  + y.f x; y; z  + z.f x; y; z  = . f x; y; z  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 22 2 3 2 2

2 23 2 3 2

3 2 4 2 3 2 4 2

3 6 3 3 2 3

x. x z  + y . xy  + z. xz  = x x xz x xzy y y

 x x z x =  x x z x  = . f x; y; zy y

− − − − − − − −

− − − −

con lo cual queda verificado el teorema de Euler. 

Como las derivadas parciales son continuas para todo par ordenado de núme-
ros reales, la función es diferenciable en todo ℜ2 por lo que el teorema se 
verifica para todo (x;y) ∈ ℜ2.

b) ( ) y+x = yx; f 44 2

primero verificamos que sea homogénea: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 4 44 4 2 4 22 2 2f  tx;ty = t x + t y = t . x +  = t . x +  = t . f x; yy y

es homogénea de grado 2. Verificamos ahora el teorema de Euler: 

( ) ( ) ( )2' '
x yx.f  x; y  + y.f  x; y  = . f x; y

( )443 43 4
44

4 4 4 44 4 4 4

4 24 8 4 8 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

 x + y x x +y yx . + y . = = =  . x + y
 x +  x +  x +  x +y y y y
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2) Toda función homogénea de dos variables de grado n se puede expresar 
como función del cociente entre las variables dividiendo la función por xn:

( )
x
y    =  

x
x;y f
n ϕ

Demostración

( ) ( )   yx;.ft  =  ty ; tx f n  haciendo 
x

 = t 1  que

( ) ( )
x
y

x
yx;f

x
yx;f = 

x
y ;  f nn = ϕ1

3) Toda función homogénea de grado n tiene por derivadas a funciones 
homogéneas de grado n – 1.

Demostración

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

n ' n '
x x

' n '
x x

f  tx; ty  = t . f x; y   f  tx; ty . t  = t . f x; y

f tx; ty  t . f x; y−∴ =

análogamente se demuestra que ( ) ( )yx;f .t = ty tx; f '
y

n'
y

1−

4)  Si f es una función homogénea de grado n y g es una función homogénea 
de grado r, el cociente entre ambas funciones es una función homogénea 
de grado n – r.

Si f (tx;ty) = t n. f (x;y) y g (tx;ty) = t r .g (x;y) ( ) ( )
( )  = 

yx;g .t
yx;f .t = ty ; tx  

g
f

r

n

( )yx;
g
f

t = rn− , con g ( )yx; ≠ 0

Caso particular: El cociente de dos funciones homogéneas de igual grado es 
una función homogénea de grado 0. 
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Propiedades de las funciones homogéneas lineales 

a) ( )
x
y . x = x;yf ϕ

Demostración

( ) ( )   yx; f . t = tytx; f  haciendo 
x

 = t 1  se obtiene:

( ) ( )
x
y  . x  =  x;y f  

x
x;y f  =  

x
y ;  f ϕ1

b) ( )
y
x  .y  = x;y f ϕ

Demostración

( ) ( )   yx; t.f = ty tx; f haciendo
y

 = t 1  se obtiene:  

( ) ( )
y
x   .y  = yx; f  

y
yx;f =  ; 

y
x f ϕ1

Derivando las expresiones de las propiedades a y b se obtienen las propieda-
des c y d.

c) −
x
y  . 

x
y

x
y = f '

x
'
x ϕϕ      d)   −

y
x   . 

y
x

y
x  =  f '

y
'
y ϕϕ
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EJERCICIOS PROPUESTOS

A) Determinar si las siguientes funciones son homogéneas o no. Si lo son 
verificar el teorema de Euler 

  1) 4343 yxyxz +−=    2) yxxxyz 2332 +−=    3) xyzyxu +−= 33

  4) 44 2yxz +=          5) 222 zyxu ++=  6) 33 4yxz +=

  7) 
y
xcosz =  8) 22 yx

y
xtg.xz ++=  9) 2 3 34u x y y z= + −

10)
yx
yx.lnyz

−
+= 2        11)

yx
ylnxlnz

+
−=

B) Demostrar que si f(x;y) es una función homogénea de grado 4 entonces: 

     a) 3" " '
xx xy xx. f y. f f+ =            b)  3" " '

yx yy yx. f y. f f+ =

RESPUESTAS

A) 1) sí, de grado 4 2) no                 3) sí, de grado 3    4) sí de grado 2 
     5) sí, de grado 1 6) sí, de grado 3/2 7) sí, de grado 0    8) sí, de grado 1 
     9) sí, de grado 3/2 10) sí, de grado 2   11) sí, de grado –1/2

B) sugerencia: partir del grado de homogeneidad de '
xf  y '

yf  respectivamente. 
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FÓRMULA DE TAYLOR Y MAC LAURIN

Antes de analizar el tema para funciones de dos variables independientes repa-
samos brevemente la fórmula de Taylor y Mac Laurin para funciones de una va-
riable independiente. 

FÓRMULA DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Se trata de aproximar una función derivable mediante 
un polinomio particularmente elegido y precisar el 
error o aproximación que se comete al reemplazar el 
valor de la función en un punto cualquiera x de su 
dominio por el valor en el mismo punto del polinomio 
seleccionado.

Tc = f (x) – p(x)

es el error que se co-
mete y se denomina 
término complemen-
tario. 

Polinomio de Taylor 

Si una función  f  tiene 
n derivadas sucesivas 
finitas en un punto x0,
existe y es único el 
polinomio de grado n
cuyas derivadas suce-
sivas coinciden con 
las derivadas de la 
función f  (se llama 
polinomio de Taylor). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n
n

'
n x-x.

n!
xf+ . . .+x-x.

!
x'f"+x-x.

!
xf"  + x-x .x+fx = f xp 0

03
0

02
0

0
000 32

Este polimonio recibe el nombre de polinomio de Taylor.

TAYLOR, Brook (1685-1731): matemático inglés, 
discípulo y colaborador de Newton. 
Fue secretario de la Academia de 
Ciencias de Londres mientras New- 
ton era su presidente. Fue el primero 
en escribir las fórmulas de los desa- 
sarrollos en serie que llevan su nom- 
bre y el de Mac Laurin. 
Este último planteó el dominio de  
aplicabilidad de las mismas. Aunque quien da la fór-
mula para un número finito de términos es Lagrange. El 
desarrollo en serie fue descubierto en 1712 y publicado 
en su obra Methodus incrementorum directa e inversa
escrita entre 1715 y 1717. Pero esto se ignoró durante 
medio siglo hasta que Lagrange la puso de relieve. Pero 
el teorema lo demuestra Cauchy. A él se debe el método 
de integración por partes. 
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El polinomio se aproxima a la función en un entorno de x = x0. Si queremos 
calcular el valor de la función en un punto x próximo a x0, calculando su 
valor en el polinomio en lugar de hacerlo en la función, su aproximación 
depende de la proximidad que tengan x0 y x y de la cantidad de términos del 
polinomio de Taylor que se consideren. 

Las n derivadas de p(x) coinciden en x0 con las n derivadas de f (x):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000000 xf = xp  ,. . .  ,xf" = xp ,xf= xp ,xf = xp nn
n

"
n

''
nn

Término complementario 

Falta determinar el error Tc que se comete al utilizar el polinomio en lugar de 
la función. 

R(x) = f (x) – p (x), es decir que el resto o término complementario es la 
diferencia que hay entre el valor real de la función y el que se obtiene con el 
polinomio. El valor del resto depende de la proximidad entre x y x0 y de la 
cantidad de términos que se desarrollen del polinomio. 

Lagrange, que fue el que descubrió la importancia de la fórmula de Taylor 
muchos años después de su muerte, fue el que determinó el valor del término 
complementario que lleva su nombre, término complementario de Lagrange. 

Determinó que el resto es: ( )
( ) ( )0

1
1

1
xx . 

!+n
cf +n

+n 

−     con x < c < x0

Finalmente se obtiene la  fórmula de Taylor:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1
1

0
0

0
30

0
20

000

1
xx . 

!+n
c f + xx . 

n!
x f + . . . 

+ xx . 
3!

x 'f" + xx . 
2!

x f" + xx . x f + xf = x f

n
+n 

n
n

−−+

−−−′

+

La fórmula de Taylor se obtiene sumándole al polinomio de Taylor el término 
complementario. 
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Fórmula de Mac Laurin 

Es un caso particular de la 
fórmula de Taylor, cuando 
x0 = 0. El polinomio tiene 
potencias de x.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) x . !+n

c f

+ x . n!
f + . . . + x . !

 "f + x . !
 f" + x .  f +  f = x f

+n
1+n  

n
n

3

1

2

1

0
3

0
2

000

+

′′

Expresión diferencial de ambas fórmulas 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T + 

n!
xfd + . . . + 

!
xfd + 

!
xfd + xfd + x f= x f c

n
00

3
0

2

00 32

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T + 

n!
fd + . . . + 

!
fd + 

!
fd + fd + f = x f c

n 0
3

0
2

000
32

Si consideramos hasta el término de 1º orden tenemos la aproximación lineal 
que corresponde a la aproximación que se obtiene aplicando diferenciales, es 
decir que el polinomio de aproximación es el plano tangente. 

MAC LAURIN, Colin (1698-1746): matemático 
escocés, discípulo y colabora- 
dor de Newton. Fue profesor 
en la universidad de Edimbur- 
go entre 1725  y 1745. Plan- 
teó el problema del dominio 
de aplicabilidad de las fórmu- 
las que llevan su nombre y el 
de Taylor, aunque fue Taylor 
el primero en escribirlas. 
Lagrange da la fórmula para 
un número exacto de términos.
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FÓRMULA DE TAYLOR PARA CAMPOS ESCALARES DE DOS 
VARIABLES

Daremos una forma intuitiva de obtener la fórmula de Taylor para un campo 
escalar de dos variables a partir de la fórmula para funciones de una variable. 
Se trata  ahora de  obtener un  polinomio  que  aproxime  a  una  función de  
dos variables z = f (x;y) en un entorno de un punto P0 = (x0 ;y0) que pertenece 
al dominio de la misma y en el cual es diferenciable hasta el orden n+1. Esto 
implica conocer el valor de las sucesivas derivadas continuas hasta el orden 
n en P0 y las derivadas de orden n+1 en un entorno de P0.

Para ello partimos de la expresión diferencial de la fórmula de Taylor para 
funciones de una variable. 

Si reemplazamos los diferenciales por las expresiones correspondientes a los 
diferenciales sucesivos para campos escalares de dos variables se obtiene: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
c

n

T + 
n!

y;xfd + . . . + 
!

y;xfd + 
!

y;xfd + y;xfd + y;x f= y;x f 0000
3

00
2

0000 32

Si desarrollamos los diferenciales obtenemos la fórmula de Taylor desarro-
llada.

Expresión del término complementario

Para una función de dos variables el término complementario tiene la 
siguiente expresión:

( ) y < c < y    ,x < c < x      c ; cfd = T +n
n 201021

1
1+

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

1

3
00

2
00

2
00

3
00

2
0000

2
00

000000

33
3
1

2
2
1

+

++

n

"'
yyy

"'
xyy

"'
xxy

"'
xxx

"
xy

"
xy

"
xx

'
y

'
x

 . . . + T

+dy.;yx+fdy.dx.;yx f.dy +.dx;yx f+dx .;yx  f
!

+

dy .;yx  + f . dx . dy;yx  f+ dx .;yxf 
!

 . dy +;yx  . dx + f;yx  + f;yx = f x;yf 
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Fórmula de MacLaurin

Si el punto P0 = (x0;y0) es el origen de coordenadas, se obtiene la fórmula de 
Mac Laurin para campos escalares de dos variables. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]  Tc + . . . +dy.;+ fdy.dx .; f.dy + .dx; f+dx .;  f

!
+

dy .;  + f . dx . dy;  f+ dx .;f 
!

 . dy +;  . dx + f;  + f; = f x;yf 

"'
yyy

"'
xyy

"'
xxy

"'
xxx

"
xy

"
xy

"
xx

'
y

'
x

3223

22

0000300300
3
1

0000200
2
1

000000

++

Ejemplo

z = x2.e2y, hallar f (1,1;0,1) utilizando la fórmula de Taylor hasta 2º orden. 

Desarrollamos  la  función  en  un  entorno  de  P0 = (1;0),  punto  próximo  a 
P = (1,1;0,1) 

Calculamos las derivadas hasta 2º orden inclusive. 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
44

44

22

22

22

101

01
2

01
2

01
2

01
22

01
2

       x.e = f

       x.e = f

         e= f

      ex = f

       x.e = f

 =;f 

;
y"

yy

;
y"

xy

;
y"

xx

;
y'

y

;
y'

x

→

→

→

→

→

reemplazando en la fórmula de Taylor: 

( ) ( ) ( )2 22 2
3

11 2 1 2 2 1 8 1 4
2

yx .e =  +  x  + y +  x +  x -  y +  + Ty− −

Calculamos ahora f (1,1;0,1) 

 fórmula de 
 Taylor
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2 0,2 211,1 . 1 + 2.0,1 + 2.0,1 + 2.0,01 + 8.0,1.0,1+ 4.0,1 1 47
2

e = ,≅

Vemos ahora una demostración más formal que nos permite llegar a la 
misma expresión que hemos obtenido intuitivamente. 

Demostración de la fórmula de Taylor

Conocidos el valor de la función y el de las sucesivas derivadas en P0 =
(x0;y0), buscamos una expresión que permita conocer el valor de la función 
en un punto P = (x;y) perteneciente al entorno de P0.

Nos ubicamos en el punto Q(x0+h;y0+k), siendo h y k los incrementos de x e 
y respectivamente. Expresamos las coordenadas de un punto P∈E(x0;y0) de la 
siguiente manera: 

10
0

0   t          
t.k + y =y 

 t.h + x= x 
≤≤

 Si t = 0, P = P0, si t =1, P = Q 

De esta manera podemos expresar una 
función de dos variables en función de 
una sola variable que es t.

( ) ( ) ( )t F = t.k + y ; t.h +x f = yx; f =z 00

Aplicamos a F (t) la fórmula de Mac Laurin para funciones de una variable. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T + t . n!

F + . . . + t . !
 "F + t . !

 F" + t .  F +  F = t F c
n

n 0
3

0
2

000 32 ′′

Hacemos t =1 para obtener el valor de F(t) en Q. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)0
3

0
2

000 T +  
n!

F + . . . +  
!
 "F  +  

!
 F" +   F +  F = 1 F c

n′′
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Calculamos las derivadas sucesivas de F(t) en t = 0 para reemplazar en (1). 
Debemos tener en cuenta, al derivar, que F es función compuesta de t a 
través de x e y.

( ) ( ) ( )0 0 0 0
' '
x y

dx dyF t  = f  x h t ; y + k t  .  + f  x h t ; y + k t  . 
dt dt

′ + +

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 00 ' '
x y  F  = f x ; y .h+ f x ; y .k = df  x ; y′

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

" "
xx yx

" "
xy yy

F" t = f  x + h t ; y + k t .h + f x + h t ; y + k t .k .h+ 

 f  x + h t ; y + k t .h + f  x + h t ; y + k t . k .k+

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 00 2" " "

xx xy yy F" = f x ; y . +  f x ; y  .h k + f x ; y  . = f  x ; yh k d
.
.

( ) ( )0 00 nn  = f x ; ydF

Si además tenemos en cuenta que ( ) ( ) ( )yx; f = t k+y ; t h+x f =  F 001  y que 
( ) ( )y;xf= F 000 , reemplazando en (1) se obtiene la expresión diferencial de la 

fórmula de Taylor: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T  +
n!

;yx f d  + . . . +
!

;yxfd + 
!

;yxf d+;yx + d f ;yx = fx;yf 

n

n

1

0000
3

00
2

0000 32
+

+

La Fórmula de Taylor y el Teorema de Lagrange 

Si consideramos solo el primer término del desarrollo de Taylor y por lo 
tanto el término complementario es el diferencial de primer orden tenemos:   

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 1 2

0 0 1 2 1 2
' '
x y

f  x; y   f x ; y  + d f  c ;c

f  x; y   f x ; y  f  c ;c .dx+ f  c ;c .dy z

=

− = = Δ

Que es la expresión del Teorema de Lagrange. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Desarrollar las siguientes funciones en el entorno de los puntos indicados 
hasta 2º orden aplicando la fórmula de Taylor.

a) z = ln (xy) en P0 = (1;1). b) z = sen (2xy) en  P0 = 1;
4
π .

c) z = x.ey en P0 = (1;0). 

2) Desarrollar las siguientes funciones en el entorno del punto indicado o en 
las potencias indicadas aplicando la fórmula de Taylor o Mac Laurin se-
gún corresponda, hasta las derivadas terceras inclusive.

a) z = x3 +2xy – x + y3 en un entorno de P0 = (1;2). 
b) z = ex +2y en un entorno P0 = (2;0). 
c) z = ex.cos y en un entorno del origen. 
d) z = exy en P0 = (1;1) y hallar aproximadamente f (1,1;1,2) 
e) z = ex +y en potencias de (x – 1) y de (y – 1). 

f) z = sen (x + y) en potencias de −
2
πx  y −

2
πy .

g) z = sen (x – 2y2) en un entorno del origen.
h) z = ex. ln (1+y) en un entorno de P0 = (0;0).

3) Calcular el valor aproximado aplicando la fórmula de Taylor o Mac 
Laurin hasta las derivadas segundas inclusive de:

     a) 
11
051
,

,tgarc    b)  1,12.(e0,1)2

4) Calcular el valor aproximado aplicando la fórmula de Taylor o Mac 
Laurin hasta las derivadas terceras inclusive de (2,03)3.(0,96)2.

5) Utilizar la fórmula de Mac Laurin para aproximar
3630
ππ ;f si:

z = cos x. cos y, hasta n = 4. 

6) Verificar que para pequeños valores de x e y es: ex . sen y ≅ y + xy
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  7) Desarrollando por Taylor hasta 2º orden inclusive calcular f (0,09;1,1). 
cuando z = f (x;y) viene definida implícitamente por 8xz – 3xy + ln (zy) = 0.  

  8) Probar que sen y.cos x ≅ ( )ππ −− yx .
2

en un entorno de P0 = ππ ;
2

.

  9) Dada ( ) 022 =−= zyxz;y;xF , obtener el polinomio de Taylor de 2º 
grado en un entorno de P0 = (1;1) si  z = f (x;y) > 0. Trabajar con la forma 
implícita de la función.

RESPUESTAS

1) a) ( ) ( ) ( )2 2
3

1 12 1 1
2 2

ln xy x y x y T= − + + − − − − +

b) ( ) ( ) ( )
2 2

2
32 1 2 1 1

4 4 8
sen xy x x y y Tπ π ππ= − − − − − − − +

c) ( ) 3
2

2
11 Tyy.xyxe.x y ++−++=

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2 2 3

3
4

2) a) 22 6 14 3 1 2 1 2 6 1 1

1

z x y x x y y x

y T

= − + + + − + − − + − + − +

+ − +

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] 4

32222232

22222222

8212262
3
1

4242
2
122b)

Tyeyxeyxexe
!

yeyxexeyexeez

++−+−+−

++−+−++−+=

c) 4

2322

2622
1 Txyxyxxz +++−++=

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] 4

32223

22

11191191
3
1

11141
2
111 d)

Tyeyxeyxexe
!

yeyxexeyexeez

+−+−−+−−+−

+−+−−+−+−+−+=
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] 4

32222232

22222222

11131131
3
1

11121
2
111 e)

Tyeyxeyxexe
!

yeyxexeyexeez

+−+−−+−−+−

+−+−−+−+−+−+=

z (1,1;1,2) ≅ 3,7367

4

32

23

222
3

22
3

23
1

22
)f

Tyyx

yxx
!

yxz

+−+−−

+−−+−+−−−−=

πππ

πππππ

      g) 4

3
2

6
2 Txyxz +−−=

      h) 4

3222

3222
Tyxyyxyxyyz ++−+−+=

  3) a) 0,762273     b) 1,47     4) 7,709571    5) 99073740
3630

,cos.cos ≅ππ

  7) f (0,09;1,1) ≅ 1,02925 

  9) ( ) ( )( ) ( )2
2 1

8
111

2
1

2
1

2
1 −−−−+++−= yy.xyxy;xP
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El método de los multiplicadores de 
Lagrange.
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EXTREMOS LIBRES

PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Antes de analizar el tema para funciones de dos variables haremos un breve re-
paso del tema para funciones de una sola variable. 

Máximo relativo 

Una función definida en un conjunto A alcanza un máximo relativo en         
x = x0 ∈ Df si el valor que toma la función en ese punto f (x0) no es superado 
por ningún otro valor que toma la función en un entorno del punto x = x0.    

( ) ( ) ( )00* xf < x f :xE   x ∈∀

Mínimo relativo 

Una función definida en un conjunto A alcanza un mínimo relativo en
x = x0 ∈ Df si el valor que toma la función en ese punto f (x0) no supera a 
ningún otro valor que toma la función en un entorno de x = x0.

( ) ( ) ( )00* xf  x f :xE   x >∈∀

En x = x1 la función alcanza un máximo relativo 

En x = x2 la función alcanza un mínimo relativo 

Criterios para el cálculo de extremos relativos
(para funciones derivables)

Criterio de la derivada 1º o condición necesaria 

Si una función alcanza un extremo relativo en x = x0, la derivada 1º en ese 
punto es 0.

Eso se debe a que si f ' (x0) fuese < 0, la función sería decreciente en ese  
punto, si f ' (x0) fuese > 0 la función sería creciente en ese punto. Y como en 
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los puntos en los cuales la función alcanza un extremo relativo no es crecien-
te ni decreciente entonces su derivada primera debe ser 0. Esta condición es 
necesaria pero no suficiente. 

Criterio de la derivada 2º o condición suficiente 

Si f  tiene derivada finita en x = x0 , f ' (x0) = 0  y :

 f " (x0) < 0   en x = x0  hay un máximo relativo. 
 f " (x0) > 0   en x = x0   hay un mínimo relativo. 

EXTREMOS RELATIVOS LIBRES PARA CAMPOS DE DOS VARIABLES

Definiciones

Un campo z = f (x;y) alcanza un máximo relativo 
libre en un punto P0 = (x0;y0) de su dominio si 
∀(x;y) de un entorno reducido de P0 se verifica que: 
f (x;y) < f (x0;y0) f (x;y) – f (x0;y0) < 0.

Un campo z = f (x;y) alcanza un mínimo relativo 
libre en un punto P0=(x0;y0) de su dominio si 
∀(x;y) de un entorno reducido de P0 se verifica 
que: f (x;y) > f (x0;y0) f (x;y) – f (x0;y0) > 0.

Buscamos ahora las condiciones necesarias y suficientes para que un campo 
escalar de dos variables z = f (x;y) diferenciable alcance un extremo relativo li-
bre en un punto de su dominio. 

a) Condiciones necesarias

Para que el campo z = f(x;y) alcance un extre-
mo relativo libre en un punto P0 = (x0;y0) de su 
dominio debe verificarse que: zx'(x0;y0) = 0 y 
zy'(x0;y0) = 0, es decir que el gradiente de f sea 
el vector nulo. ( ) ( ) ( )[ ] 0PPP 000 ==∇ '

y
'
x f;ff .



Extremos libres y condicionados 271

Esto se debe a que si la función alcanza un extremo relativo libre en           
P0 = (x0;y0) también deben alcanzar un extremo relativo libre en ese punto las 
funciones f1 (x;y0) y f2 (x0;y) cuyas gráficas son las curvas intersección de la su-
perficie con los planos x = x0 e y = y0.

Cada una de estas curvas representa una función de una sola variable. Si le apli-
camos a cada una de estas funciones la condición necesaria para la existencia de 
extremos relativos libres para funciones de una variable queda: para f1(x;y0) su 
derivada f1' (x0) = 0. Pero f1' (x0) = zx' (x0;y0).

Para f2 (x0;y) su derivada f2' (y0) = 0, siendo f2' (y0) = zy' (x0;y0). Las derivadas so-
bre las curvas en el punto P0 = (x0;y0) coinciden con las derivadas parciales sobre 
la superficie.

Pero estas condiciones son necesarias pero no suficientes, al igual que para fun-
ciones de una variable independiente la anulación de las derivadas de 1º orden 
no aseguran la existencia de extremos. Los puntos donde las derivadas primeras 
se anulan se llaman puntos críticos.

b) Condición suficiente 

Para hallar la condición suficiente consideramos el desarrollo de Taylor hasta 
las derivadas segundas inclusive en un entorno de un punto crítico. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )yx; T +  dy . y;x f+dy  . dx . y;x f  + dx . y;x f   

 +dy  . y;x f + dx . y;x f + y;xf = yx; f

"
yy

"
xy

"
xx

'
y

'
x

3
2

0000
2

00

000000

2
2
1

Si el punto es crítico, las derivadas primeras se anulan, por lo tanto, pasando 
f (x0;y0) al 1º miembro queda: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )yx; T +  dy . y;x f+dy  . dx . y;x f  + dx . y;x f   

  y;xf  y x; f

"
yy

"
xy

"
xx 3

2
0000

2
00

00

2
2
1

=−

Si la diferencia que figura en el 1º miembro es mayor que 0 en un entorno 
del punto, por las definiciones vistas, en P0 = (x0;y0) hay un mínimo relativo 
libre; si esa diferencia es menor que 0 en el punto la función alcanza un má-
ximo relativo libre. Para saber si la función alcanza un extremo relativo libre 
debemos poder asegurar que el signo de esa diferencia se mantiene constante 
en un entorno de P0 = (x0;y0).
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Pero analizar el signo de la diferencia equivale a analizar el signo del corchete 
que figura en el 2º miembro ya que T3(x;y) toma un valor despreciable para pun-
tos suficientemente próximos a (x0;y0). Por lo tanto el signo de esta diferencia 
depende del signo del d 2f (x0;y0).

Si d 2f (x0;y0) > 0 la función alcanza un mínimo relativo libre en P0 = (x0;y0),
si d 2f (x0;y0) < 0 la función alcanza un máximo relativo libre en P0 = (x0;y0).

El problema es asegurar el signo del d 2f (x0;y0) ∀ (x;y) ∈ E*(x0;y0). Para eso 
debemos buscar otra expresión del d 2f  cuyo signo no dependa de los signos 
de los dx y dy, porque si el signo del d 2f (x0;y0) depende de los signos de los 
dx y dy para algunos (x;y) la diferencia puede ser positiva y para otros nega-
tiva y por lo tanto no se puede asegurar la existencia de un extremo. Para ob-
tener dicha expresión efectuamos las siguientes sustituciones: 

( ) ( ) ( ) C = y;x f    ,B = y;x  f    ,A = y;x  f "
yy

"
xy

"
xx 000000

( ) 22
00

2 2 dy.B dx.dy +C+ = A.dx;yxf d  multiplicando y dividiendo por  A ≠ 0 
(luego veremos que ocurre si A = 0) queda: 

( )
A

dy. +A C A B dx.dy+.dxA = ;yxf d
222

00
2 2 , sumando y restando B2.dy2

queda:

( )
A

dy.Bdy .B +C.dy A +dx.dy  AB +dx .A = y;xfd
22 22222

00
2 2 − ,

agrupando queda: 

( ) ( ) ( )
A

dy .B AC + B.dy + A.dx = y;x fd
222

00
2 −

El factor AC–B2 recibe el nombre de Hessiano (H), debido al matemático ale-
mán Hesse.

Hemos obtenido una expresión cuyo signo ya no depende de los signos de los 
dx y dy. Analizamos ahora su signo: 

Si H (x0;y0) > 0 el signo del d2 f (x0;y0) depende del signo de A y por lo tanto hay 
extremo. 



Extremos libres y condicionados 273

El plano tangente es paralelo al plano (xy).

A > 0 d2 f (x0;y0) > 0, por 
lo cual la función alcanza un 
mínimo relativo libre en P0.

La superficie está por sobre 
el plano tangente. 

A < 0 d 2 f (x0;y0) < 0, por 
lo cual la función alcanza un 
máximo relativo libre en P0.

La superficie está por debajo del plano tangente. 

Si H(x0;y0) < 0 el signo del d 2 f (x0;y0) depende de los signos de los dx y dy,
por lo tanto no hay extremo relativo. Estamos en presencia de un punto de 
ensilladura (el plano tangente atraviesa la superficie). 

Si H(x0;y0) = 0 el d 2f (x0;y0) puede ser positivo o 0, no se sabe si hay o no 
extremo, para saber lo que ocurre hay que analizar las derivadas de orden 
superior. Este caso recibe el nombre de caso dudoso. 

Finalmente podemos decir que la condición suficiente para que una función 
de dos variables alcance un extremo relativo en un punto (x0;y0) de su domi-
nio es que el Hessiano en el punto sea mayor que 0.  

El Hessiano se puede expresar como un determinante formado por las deri-
vadas segundas: 

( )
( ) ( )

( ) ( )y;x fy;x f

y;x fy;x f
 =  

CB

BA
  = y;x H

"
yy

"
yx

"
yx

"
xx

0000

0000

00

Clasificación de los puntos

a) Punto estacionario: si las derivadas primeras se anulan. 
b) Punto elíptico: si el hessiano es mayor a cero. H > 0. Hay extremo. 
c) Punto hiperbólico: si el hessiano es menor a cero. H < 0. No hay extremo. 
d) Punto parabólico: si el hessiano es cero. H = 0. Caso dudoso. 

HESSE, Ludwing Otto (1812-1874):
matemático alemán que se de- 
dicó a la geometría analítica 
conocido por el determinante 
hessiano introducido en 1842 
mientras investigaba curvas 
cuadráticas y cúbicas. 
Enseñó en Heilderberg y en 
Munich.
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Máximo       Mínimo                Punto de ensilladura 

Cálculo de los extremos relativos libres 

Para calcular los extremos relativos libres se siguen los siguientes pasos: 

a) se calculan las derivadas parciales de 1º orden y se igualan a 0. Resolviendo 
el sistema de ecuaciones se obtienen los puntos críticos. 

b) se calculan las derivadas parciales segundas, se forma el Hessiano y se anali-
za el signo del mismo en cada punto crítico para determinar cuales de los 
puntos críticos son extremos. 

c) se analiza el signo de "
xxz en los puntos seleccionados en b) para determinar 

que tipo de extremos son. 

Ejemplo: z = x2 – xy + y2 + 3x – 2y +1

a) 0

2 3 0 4 1P
3 32 2 0

'
x

'
y

z = x y + =  
   = ;

z = x+ y =
−

−
− −

, hay un solo punto crítico. 

b) ( )0

2
2 1

1 P 3 0
1 2

2

"
xx

"
xy

"
xy

 z =  

z =      H =   =  >  

z =

−
−

−
 existe extremo. 

c)    >  = z"
xx 02  el extremo es un mínimo relativo libre.  
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Caso en que A= 0 y C≠ 0

( ) 2
00

2 2 C dyB dx.dy +  = ;yxf d , multiplicamos y dividimos por C y completa-
mos cuadrados: 

( )
C

dxBdy CBC dx.dy +dxB = ;yxf d
222222

00
2 2 −+ = ( )

C
dyBCdyBdx 222 −+

El signo del numerador no se mantiene constante por lo tanto en este caso no 
hay extremo. 

Caso en que A= 0 y C = 0

Si A y C valen 0, ( ) B dx.dy = ;yxf d 200
2 , vemos claramente que tampoco en 

este caso se mantiene constante el signo del d 2f  y por lo tanto tampoco hay ex-
tremo. 

Caso H(x0,y0)=01

Cuando H(x0,y0) = 0 tenemos que analizar la función alrededor del punto 
crítico. Veamos un ejemplo. 

Calcular, si existen, los extremos libres de ( ) 342 25 yyxy;xf −+=

Primero hallamos las derivadas parciales xf '
x 10=  y 23 38 yyf '

x −=

Luego para hallar los puntos críticos tenemos que resolver el siguiente sis-

tema de ecuaciones:
=−

=

038

010
23 yy

x

De la segunda ecuación se obtiene:

( )
8
3003838 223 =∨==−=− yyy.yyy

1 Ejemplo propuesto por Rodolfo Murúa, docente de Análisis Matemático II de la Facultad de 
Ciencias Económicas de la UBA. 



Alejandro E. García Venturini276

Luego los puntos críticos son =
8
30P1 ;  y ( )00P2 ;= .

Para ver si son extremos necesitamos calcular las derivadas segundas y cal-
cular el Hessiano para cada punto crítico: 

yyfff "
yy

"
xy

"
xx 624010 2 −===

Luego, ( ) ( ) 0P
8
90
010

P 11 >= HH  y 010 >="
xxf

entonces en el punto crítico hay un mínimo relativo. 

( ) ( ) 0P
00
010

P 22 == HH , entonces el criterio no decide. 

Como el criterio no decide vamos a estudiar la función más detalladamente 
alrededor del (0,0). Recordemos que una función presenta un extremo relati-
vo libre en ( )000P y;x=  si ∀(x;y): ( ) ( )00 y;xfy;xf < o ( ) ( )00 y;xfy;xf >
en un entorno de P0.

En este caso f (0,0) = 0, entonces para demostrar que el (0,0) no es extremo 
basta ver que la función cambia de signo en un entorno del punto crítico. 

Entonces vamos a elegir acercarnos al (0,0) por dos caminos y = 0 (eje x) y   
x = 0 (eje y).

Luego,
( )
( ) ( )1220

0050
334

2

−=−=

≠∀>=

yyyyy;f

xx;xf

Aquí podemos ver que ( )y;f 0 es negativa eligiendo convenientemente valo-
res de y cercanos al 0, por ejemplo y = 0,0001. Entonces ( )y;f 0  < 0 para 
ciertos valores de y en un determinado entorno del (0,0). 
Entonces se puede elegir un entorno tal que f (x;y) > 0 = ( )00;f y f (x;y) < 0 
= ( )00;f ,  por lo tanto el  (0,0) no es extremo o es un punto silla. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular los extremos relativos libres de las siguientes funciones: 

 a)  yxyx+z = x 12153 23 −−               b) 122522 22  y+x+yxy++xz= −

 c) 
y

+
x

z= x y+ 11                                d) 
y

+
x

+y+xz= 484833

 e) xy+z=x 323 −  f) 29622  y+xy+x y+z=x −−

 g) 
49

5
22 yxz= −−                                  h)  y+yx+xy+xz= 325

34
223

34
−−

 i)  y++xy+z=x 2244                             j) 12244 −−− yxy+z = x

 k) yxyxz=e −−− 22
                                    l) ( ) ( )yyx+xz=e −−−− 22 12

 m) ( ) y+xz= 22 21−  n) xyxz= +23

 o) 296
33

4 22
33

−− x+y++yxy+xz=    p) y cos.e =z x

 q) 
y

+
x

z=xy+ 24 r) 1321292 2323 +yyx++xxz= −−

2) Indicar si tienen puntos críticos y extremos: 

     a) z  = x y – ln (x2+y2) b) z = x2 – 6xy + 9y2 + 3x–10

3) Hallar k para que z = x2 + 3xy + ky2 tenga mínimo relativo en algún punto 
de su dominio. 

4) Si en P0 = (x0;y0), 12y30 = z =, z==zz "
yy

"
xx

'
y

'
x  para qué valores de "

xyz  se veri-
fica la existencia de un mínimo. 

5) Buscar extremos de:  a) x2 + y2 + z2 = 9

                                        b) x2 + xy – 2xz +y2 – z2 +21= 0 si z = f (x;y).

6) Un investigador de la agricultura estimó que el beneficio anual de una 
granja del sur es B(x;y) = 1.600x + 2.400y – 2x2 – 4y2 – 4xy, donde x es el 
número de hectáreas plantadas con soja e y la cantidad de hectáreas plan-
tadas con maíz. Hallar cuántas hectáreas conviene plantar con cada culti-
vo para maximizar el beneficio. 
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  7) Hallar k para que z = x2 + kx + y2 presente un punto crítico en P0 = (–1;0).   
Clasificarlo.

  8)  Hallar k para  que z = x2 + 2xy + ky2 + 4x + 6y  presente un punto crítico en 
P0 = (–3/2; –1/2). Clasificarlo. 

  9)  Determinar los extremos relativos libres de z = f (x;y) si su vector gradien-
te es: ( ) ( ) .jxyiyxz 3333 22 −+−=∇

10)  Si ( ) ( ) ( )( ) ( )22
2 23215123 −+−−+−+= y.yx.x.y;xP  es el polinomio de 

Taylor de grado 2 de una función  z = f (x;y), calcular los extremos relati-
vos libres. 

11)  Si la función z = f (x;y) presenta un punto crítico en el punto P0 = (1;5; –1) 

y el determinante hessiano en dicho punto es ( )0

4 4
P

4 8
H = , a) determi-

nar si la función alcanza un extremo en dicho punto, clasificarlo, b) obtener 
el polinomio de Taylor de grado dos correspondiente a dicha función en 
potencias de ( )1−x  e ( )5−y .

12)  Si z = f (x;y) está definida implícitamente por 01 =−++ zeyzx , demos-
trar que gfh =  con ( )22 2 t;tg −  y [ ]11;t −∈ , alcanza un punto crítico 
en t0 = 0. 

13)  Si z = f (x;y) está definida implícitamente por 022 =−++ xyzxyyx , ve-
rificar que alcanza un mínimo local en P0 = (1;1;z0).

14)  La superficie de ecuación z = f (x;y) tienen plano tangente horizontal en el 

punto P0 = (–1;1;3). Si además ( )
xy
yx

y;xH
22
22

−−
−

= , hallar una expre-

sión que permita calcular la imagen de f (x;y),∀(x;y)∈ 2 si f  es polinó-
mica de 3º grado. 

15) Dada ( ) ( )xyx;yyxy;xf 2229 22 +++= , demostrar que f admite fun-
ción potencial ( )y;xU . Si ( ) 200 =;U , analizar la existencia de extremos 
locales de ( )y;xU , calcularlos y clasificarlos.  
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RESPUESTAS

1) a) (2;1;–28) mín., (–2; –1;28) máx.   b) (–2/3;1/3;0) mín. 

 c) (1;1;3) mín.  d) (2;2;64) mín., (–2; –2; –64) máx. 

 e) (1;0;–2) mín.  f ) (1;4; –19) mín. 

 g) (0;0;5) máx.   h) (0;1;4/3) máx., (2;3;–8) mín., (–5;3;–375/4) mín. 

 i) (0;0;0) mín.,    j) (0;0;–1) máx., ( )232222 / ;/;/ −  mín.,  

( )232222 /;/;/ −−  mín.,  ( )232222 /;/;/ −−  mín., 

      ( )232222 /;/;/ −−−  mín. 

 k) No hay extremos.        l) (–1;1/2;9,49) máx.        m) (1;0;0) mín. 

 n) No hay extremos.        o) caso dudoso.                 p) No hay extremos. 

 q) (2;1;6) mín.          r) (2;1;4) mín., (1;0;5) máx. 

2)   a) tiene puntos críticos, (1;1) y (–1; –1), pero no extremos,  
  b) no tiene puntos críticos 

3) k >
4
9   4) 6"

xy| z  | < 

5) a) (0;0;3) máx., (0;0;–3) mín.  b) (–4;2;–3) máx., (4;–2;3) mín. 

6) x = 200, y = 200, B = 400.000   7) k = 2, mínimo;   8) k = 3, mínimo 

9) en (1;1) mín. 10) no tiene extremos 

11)    a) presenta un mín. 
    b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 1 2 1 4 1 5 4 5p x; y x x . y y= − + − + − − + −

14) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )111
3
1111213 2322 −+−++−+−+−+−= yxxyyxxy;xf

15) en −1
3
1 ; , mín., en −− 1

3
1 ; , máx. 
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EXTREMOS CONDICIONADOS

Se trata de hallar los extremos de una función del tipo f : ℜ2→ℜ / z = f (x;y)
donde las variables x e y están sujetas a la restricción ϕ (x;y) = 0 (que define a la 
variable y como función implícita de x, y = h (x)). Ahora las variables x e y no 
son independientes como en el caso de los extremos libres y el punto debe 
pertenecer al dominio y a la curva ϕ (x;y) = 0. Se puede expresar la función así: 
z = f [x;h (x)] con la siguiente red de variables:

y
x        f

x

Para calcular los puntos críticos de una fun-
ción sujeta a una restricción veremos el mé-
todo de los multiplicadores de Lagrange,
que consiste en transformar la búsqueda de puntos críticos de una función con 
restricciones en la búsqueda de puntos críticos de una nueva función sin restric-
ciones llamada función de Lagrange.  Para eso z = f (x;y) debe admitir derivadas 
parciales continuas y ϕ (x;y) = 0 debe admitir derivadas parciales continuas, no 
todas nulas. 

Método de los multiplicadores de Lagrange 

Condiciones necesarias 

Si derivamos la restricción como función implícita queda:  

( )10       , = y '
y'

y

'
x'

x ≠− ϕ
ϕ
ϕ

z es función de una sola variable que es x. Por lo tanto, por la condición ne-
cesaria para la existencia de extremos relativos para funciones de una varia-
ble, la derivada primera 0'  =zx . Si derivamos z respecto de x como función 
compuesta tenemos que: 01 ''''  =y . f+  . f=z xyxx , de donde surge que 

( )20    f ,
f
f y '

y'
y

'
x'

x ≠−= . Igualando (1) y (2): 
'' ' '
yx x x

' ' ' '
y y x y

ff f=     = 
f

φ
φ φ φ

. Ahora iguala-

ϕ(x;y)=0

Máximo condicionado
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mos a –  (multiplicador de Lagrange): 
''
yx

' '
x y

ff  =  = λ
φ φ

− , de donde surge que: 

0 =  .  + f '
x

'
x ϕλ  y 0=  .  + f '

y
'
y ϕλ . Si a estas dos ecuaciones agregamos la res-

tricción se obtiene el siguiente sistema: 

( )

0

0

0

' '
x x
' '
y y

f  + .  =  

f  + .  =  

x; y  = 

λ φ
λ φ

φ

Pero a estas ecuaciones se llega aplicando las condiciones necesarias para la 
existencia de extremos relativos libres a la función de Lagrange:

( ) ( ) ( )y;x.y;xf;y;xF ϕλλ +=

Es decir que las condiciones necesarias para la existencia de extremos condi-
cionados de la función z = f (x;y) sujetos a la restricción ϕ (x;y) = 0 son las 
mismas que para la existencia de extremos relativos libres de la función de 
Lagrange.

Si ( ) ( ) ( )y;x.y;xf;y;xF ϕλλ += , las derivadas son: 

( )

0

0

0

' ' '
x x x
' ' '
y y y

'

F  = f  +  .  =  
F  = f  +  .  =  

F  =  x; y  = λ

λ φ
λ φ

φ

Condición suficiente 

La condición suficiente es la misma que vimos para extremos relativos, es decir 
que d 2F (P0) ≠ 0. 

Si d 2F (P0) > 0, el extremo es un mínimo condicionado; si d 2F (P0) < 0, el ex- 
tremo es un máximo condicionado. 

Nota: la dificultad que encontramos en el caso de los extremos relativos libres 
para determinar el signo del diferencial 2º que nos condujo a definir el 
Hessiano, será más fácil de resolver debido a la relación existente entre 
las variables x e y. Esto se debe a que consideramos puntos del entorno 
que se encuentran sobre la curva y no en todo el plano. 
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Ejemplo

Hallar los extremos de f (x;y) = 4x2 – 2y2, con x + y = 6. Formamos la función de 
Lagrange: F(x;y; ) = 4x2 – 2y2 + .(x + y – 6). Calculamos las derivadas parcia-

les de 1º orden de la función de Lagrange: 

−

−

06

04

08

 = y+x =F 

  =  +y  =F

 = + x =F 

'

'
y

'
x

λ

λ
λ

Despejamos  de las dos primeras ecuaciones y establecemos una relación entre 
las variables x e y: y = – 2x. Reemplazamos en la 3º ecuación:  

x – 2x – 6 = 0 x = – 6 ∴ y = 12. 

Una vez obtenido el punto crítico P0 = (–6;12), debemos verificar la condición 
suficiente:

( ) ( ) ( ) ( ) 22 2 22
0 0 0 0P P 2 P P 8 4" " "

xx xy yyd F  = F  .  +  F  . dx. dy + F  .  = .dx   .dydydx −

Si el problema fuese de extremos relativos no podríamos determinar el signo del 
d2F, pero por ser un problema de extremos condicionados sabemos que: 
y = 6 – x   dy = – dx. 

Sustituyendo obtenemos que el d 2F (P0) = 8.dx2 – 4.dx2 = 4.dx2 > 0  la 
función alcanza un mínimo condicionado en P0 = (–6;12). 

OTRA EXPRESIÓN DE LA CONDICIÓN SUFICIENTE- EL HESSIANO ORLADO 

Definimos el hessiano orlado correspondiente a una función de Lagrange del ti-
po F(x;y; ) = f (x;y)+ .ϕ (x; y), de la siguiente forma:  

( )  FF

FF

  = y;x; H

'
y

'
x

'
y

"
yy

"
xy

'
x

"
xy

"
xx

0ϕϕ

ϕ

ϕ

λ

Si ( )λ ;y;x  H 00  > 0  en P0 = (x0;y0) f alcanza un máximo condicionado.  
Si ( )λ ;y;x  H 00  < 0  en P0 = (x0;y0) f alcanza un mínimo condicionado. 

P0 = (x0;y0) es un punto crítico.
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Nota: a veces resulta más fácil analizar el signo del hessiano orlado que el del 
diferencial segundo. 

Ejemplo

Hallar extremos de f (x;y) = 5x2 +6y2 – xy sujeto a x + 2y = 2

Formamos la función de Lagrange: F(x;y; ) = 5x2+6y2 – xy + .(x +2y – 24) 

Calculamos las derivadas parciales de 1º orden de la función de Lagrange: 

−

−

−

0242

0212

010

 = y + x = F

  =   + x y  = F 

  = +y   x = F

'

'
y

'
x

λ

λ
λ

Despejamos  de las dos primeras ecuaciones y establecemos una relación entre 

las variables x e y: y =
2
3 x. Reemplazamos en la 3º ecuación: 

x + 3x – 24 = 0 x = 6 y = 9. 

Una vez obtenido el punto crítico P0 = (6;9), debemos verificar la condición su-
ficiente. Primero obtenemos  para P0:  = y – 10x λ (P0) = 9 – 60 = –51.   
Calculamos ahora el hessiano orlado: 

( ) 056

021

2121

1110

5196 <−−

−

− =  = ;; H

GENERALIZACIÓN A N VARIABLES

En el caso en que busquemos los extremos de ( )1 2 nu f x ; x ;...; x=  sujeto a 

( )1 2 nx ; x ;...; xφ , para obtener los puntos críticos armamos la función de La-
grange ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2n n nF x ; x ;...; x ; f x ; x ;...; x . x ; x ;...; xλ λ φ= + . Luego resol-
vemos el sistema de ecuaciones que surge de derivar F respecto de las n varia-
bles originales y del parámetro λ. Obtenemos así los puntos críticos. Determinar 

la función alcanza un mínimo 
condicionado en P0 = ( )5196 −;;
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si estos puntos son extremos máximos o mínimos o no es bastante más comple-
jo que para el caso de dos variables que hemos desarrollado. 

En este caso no vamos a verificar la condición suficiente y las características del 
problema nos indicará si los puntos críticos obtenidos corresponden a máximos, 
mínimos o no son extremos. 

Ejemplo

Maximizar ( )f x; y; z xyz=  sujeta a la restricción 9x y z+ + = .
Armamos la función de Lagrange: ( ) ( )9F x; y; z; xyz x y zλ λ= + + + −
Calculamos las derivadas respecto de x, y, z y λ.

0
0

0

9 0

'
x
'
y

'
z
'

yzF
F xz

F xy
F x y zλ

λ
λ

λ

= + =
= =+

= =+
= + + − =

Despejando λ de las tres primeras ecuaciones e igualando queda: 
x y z= = . Reemplazando en la 4º ecuación queda: 3 9 3x x= = , por 
lo tanto 3y z= = . Hay un punto crítico: ( )1P 3 3 3; ;= , que por el enun-
ciado sabemos que corresponde a un máximo condicionado.   
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular los extremos de las siguientes funciones de dos variables sujetas a 
las restricciones indicadas. Determinar si son máximos o mínimos analizan-
do el diferencial segundo. 

a) f (x;y) = xy, con x + y = 12 
b) f (x;y) = x2 + 2y, con x = 2y
c) f (x;y) = 2x2 + y2, con 2x – y = 0 
d) f (x;y) = 4x2 – 2y2, con x + y = 6 
e) f (x;y) = 6 – 4x –3y, con x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0 

2) Resolver los siguientes problemas utilizando el método de los multiplicado-
res de Lagrange. Determinar si son máximos o mínimos analizando el dife-
rencial segundo. 

a) Un lote rectangular de 800m2 tiene un lado sobre un río. Hallar las dimen-
siones del lote para que la longitud de la cerca sea mínima. 

b) Se desea alambrar un campo rectangular limitado por un 
río como indica la figura. Si la longitud del alambre es de 
1.500 mts., determinar las dimensiones del terreno para 
que la superficie encerrada sea máxima.    

c) Determinar x de tal manera que el cuadrado inscripto 
sea de área mínima, si el lado del cuadrado ABCD 
es de 10 m. 

d) Una escuela necesita aulas rectangulares de 16m2 de superficie. ¿Cuá-
les deben ser las dimensiones del aula para gastar la menor cantidad 
posible de material?  

e) Se dispone de 36 mts. de cerca para encerrar un terreno rectangular. 
¿Cuáles deben ser las dimensiones para que sea de superficie máxima? 
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f) Un hombre desea cercar un campo rectangular y luego subdividirlo en 
tres parcelas rectangulares colocando dos cercas paralelas a uno de los 
lados. Si dispone de 1.000 mts. de cerca, ¿qué dimensiones le darán la 
superficie máxima? Calcularla. 

g) Una caja rectangular de base cuadrada y sin tapa debe tener un volu-
men de 32 cm3 ¿Cuáles deben ser las dimensiones para que el costo de 
fabricación sea mínimo?  Determinar la superficie.  

h) ¿Qué dimensiones debe tener un depósito de lata que utilice 108 dm2

de material, abierto en su parte superior, de base cuadrada, para que su 
capacidad sea la mayor posible? Dar el volumen.   

i) El número de fallas N es función de los números x e y de cambios de dos 
partes de una máquina y está dado por: N(x;y) = 3x2 + y2 + 2xy – 22x + 60. 
Para minimizar las fallas, ¿qué número de cambios deben realizarse de 
cada parte si 2x = y? Calcular el número de fallas.   

j) Hallar k para que z = kx + y con 111 =+
yx

  y x > 0, y > 0, presente un 

punto crítico en P0 = (2;2). Clasificarlo.   

k) Demostrar que la función f (x;y) = x2 + y2 sujeta a que x2 – 8xy +7y2 = 405
tiene dos puntos críticos. Calcularlos. 

l) Calcular entre todos los cilindros circulares rectos de volumen 2 dm3

las dimensiones del radio r de la base y h del cilindro de superficie to-
tal mínima.  

m) Calcular la mínima distancia del punto ( )P 1 0;= a la parábola 2 4y x= .

 n) Calcular la mínima distancia del punto ( )P 2 0;= a la parábola y = 4−x2,
  con x ≥ 0.
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3) Calcular los mínimos de las siguientes funciones de tres variables sujetas a 
las restricciones indicadas.

a) u = 3x2 + 2y2 + z2, con ϕ (x;y;z) = 2x + y + z – 4 = 0 

b) u = x2 + y2 + z2, con ϕ (x;y;z) = 2x + 3y – 4z + 8 = 0 

c) u = 2x2 + y2 + 4z2, con ϕ (x;y;z) = 2x + 2y – z – 4 = 0 

d) u = x2 + y2 + z2, con ϕ (x;y;z) = 01
23

2 =−++ zyx

e) u = 2x2 + 4y2 + z2, con ϕ (x;y;z) = 2x + y + 3z – 9 = 0

f) u = 1 1 1
x y z

+ + , con x + y + z = 6, si x > 0, y > 0, z > 0.  

4) Resolver los siguientes problemas con tres variables

a) Hallar tres números cuya suma sea 21 y cuyo producto sea máximo. 
Hallar el producto. 

b) Descomponer el número 50 en 3 sumandos tales que x4.y10.z6 sea má-
ximo. 

c) Una caja rectangular sin tapa debe tener un volumen de 500 cm3 ¿Cuá-
les deben ser las dimensiones para que el costo de fabricación sea mí-
nimo?  Determinar la superficie.  

d) Hallar las aristas del paralelepípedo trirectángulo de volumen máximo en-
tre los que tienen 3 caras en los planos coordenados y un vértice en el pla-

no 1=++
c
z

b
y

a
x .

e) Calcular las dimensiones de una caja rectangular de capacidad máxima 
si su superficie es de 216 cm2. Calcular el volumen.
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RESPUESTAS

1) a) P = (6;6), máx.      b) P = (–1/2;–1/4), mín.  c) P = (0;0), mín. 
    d) P = (–6;12), mín.   e) P = (4/5;3/5), mín.

2) a) l = 40 m., a = 20 m., b) l =750 m., a = 375 m., c) x = 5 m. 
    d) cuadrados de 4 m. de lado,  e) cuadrado de lado 9 m. 
    f) 125 y 250 mts. respectivamente, S = 31.250 m2.
    g) base = 4 cm., h = 2 cm.,  S = 48 cm2.
    h) base = 6 dm., h = 3 dm. V = 108 dm3.     i) x = 1, y = 2, N =49 

    j) k =1, mínimo  k) P1 = (3;–6), P2 = (–3;6)  l)
3

1r
π

= ,
3

2h
π

=

  m) d = 1               n) 7
2

d =

3)  a) P = (16/17;12/17;24/17)   b)  P = (–16/29;–24/19;32/19)  
     c) P = (16/25;32/25;–4/25)   d)  P = (72/157;12/157;18/157)
     e) P = (4/5;1/5;12/5)             f )  P = (2;2;2)

4)  a) x = y = z = 7, P = 343                                b) x =10, y =25, z =15

     c) base = 10 cm., h = 5 cm.,  S = 300 cm2     d) 
333
cz;by;ax ===

     e) cubo de lado 6 cm. V = 216 cm3.



b 

a

x 

y

z

z2(x;y) 

z1(x;y) 

y1(x) y2(x) 
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Integrales dobles: el área y el volumen.  

Integrales triples. 

Integrales en coordenadas esféricas, 
cilíndricas. 

Área de una superficie curva en R3. 

Momento estático. 

Momento de inercia. 

Centro de masa.   
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INTEGRALES DOBLES- ELVOLUMEN

Así como el problema del cálculo del área de una región plana conduce al 
concepto de integral definida simple, el problema del cálculo del volumen de 
un sólido conduce al concepto de integral doble. Las integrales dobles per-
miten calcular volúmenes. 

EL ÁREA LIMITADA POR UNA FUNCIÓN DE UNA VARIABLE

Pero antes de desarrollar el tema del volumen repasamos brevemente como 
se calcula el área de una región plana a través de una integral simple. 

Se plantea el problema de calcular el área de 
la región plana limitada por una función 
continua del tipo y= f (x) con f (x) ≥ 0 en el 
intervalo [a;b]. Dividimos el intervalo [a;b]
en n subintervalos, cada uno de amplitud 

ixΔ  (con 1 ≤ i ≤ n) y consideramos de cada 
subintervalo un punto interior xi al cual le 
corresponde, por ser ésta continua, un valor de la función f (xi).

El área de cada rectángulo se obtiene multiplicando cada  f (xi) por cada ixΔ .
La suma de las áreas de los n rectángulos da un valor aproximado del área 
bajo la curva, con x entre a y b.

Área aproximada ( ) ii

n

=i

x . xf   = Δ
1

.

Si la partición se hace más fina, esta sumatoria se aproxima cada vez más al 
área real. 

Área = ( ) ( )=Δ
→Δ

∞→

b

a
ii

n

=ixmáx
n

dxxfx . xf   lim
i

10

Se define como integral definida entre a y b al límite, cuando cada 0→Δ ix
de la suma de los productos entre los f (xi) y los ix .Δ
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Nota: si f (x) es negativa la integral definida da negativa, y el área es el valor 

absoluto de la integral o ( ).dxxf  = A
b

a

− .

Propiedades 

1) Propiedad aditiva 

( ) ( ) ( ) dx . xf  + dx . xf = .dxxf
b

c

c

a

b

a

( )ba;  c∈

2) Los factores se pueden extraer fuera de la integral 

( ) ( )  dx . xf    k.  =  .dxxf k.  
b

a

b

a

3) La integral definida de una suma algebraica de funciones es igual a la 
suma algebraica de las integrales definidas  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) dx . xh   dx . xg  + dx . xf  = .dxxhxg+ xf 
b

a

b

a

b

a

b

a

−−

REGLA DE BARROW

Si f (x) es continua en [a;b] y G(x) es 
una primitiva de f (x), entonces: 

( ) ( ) ( )aG bG  = .dxxf 
b

a

−

Para calcular la integral definida en-
tre a y b basta con encontrar una 
primitiva cualquiera de f y restar los 
valores que toma en los extremos 
del intervalo. 

BARROW, Isaac (1634-1677): nació en 
Londres, ciudad en la cual también murió.
Fue profesor de Cam- 
bridge, donde en 1669 
renuncia a la cátedra 
para que lo reemplace 
Newton, quién había sido 
su alumno en esa misma 
cátedra, por considerarlo 
más digno que él para ser 
profesor. Luego se dedica a la teología. Fue 
el primero en observar que el problema del 
trazado de la recta tangente a una curva en 
un punto y el cálculo del área limitada por 
esta curva son mutuamente inversos.
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Ejemplo

2
10

2
1

2

2 1

0

1

0

  =   =  x  =  x.dx  −

EL PROBLEMA DEL VOLUMEN – LA INTEGRAL DOBLE

Habiendo recordado como se calculan 
áreas utilizando integrales simples, 
encaramos ahora el problema del cál-
culo del volumen. 

Buscamos el volumen del sólido limi-
tado por una superficie continua de 
ecuación z = f (x;y) ≥ 0 en el rectángu-
lo D ⊆ 2 definido por:   

dy   c  ; b  x  a ≤≤≤≤ .

Subdividimos los intervalos (a;b) y (c;d) en n y m subintervalos respectiva-
mente de amplitudes ji y  x ΔΔ y no necesariamente iguales. 

El recinto de integración (la base del sólido cuyo volumen vamos a calcular) 
queda dividido en nxm rectángulos, cada uno de área jiij y.x = A ΔΔ . Consi-
deramos un punto (xi;yj) interior a cada rectángulo; a cada uno de esos 
puntos le corresponde un valor de la función que denominamos f (xi;yj). Si 
multiplicamos el área de la base de cada rectángulo por el valor de la función 
se obtiene el volumen de un prisma:  ( ) y.x.y;xf = V jiji(ij) prisma ΔΔ .
Sumando los volúmenes de los nxm prismas se obtiene un volumen aproxi-

mado:  ( ) jiji

m

=j

n

=i

y.x.y;x f    =  aprox V ΔΔ
11

.

Si afinamos la partición, al igual que hicimos para calcular el área, es decir el 
número de subintervalos tiende a infinito, o la amplitud de los mismos tienden 
a 0, obtenemos el volumen del sólido: 
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( ) ( )=ΔΔ=

→Δ
→Δ

∞→
∞→ Djiji

m

=j

n

=i

ymáx
xmáx

m
n

dy..dxyx; fy.x.y;x f     limV

j
i

11

0
0

El límite de esta sumatoria es lo que se denomina integral doble de la fun-
ción ( )yx;f =z  sobre la región D.

Nota: si f (x;y) <  0 V = ( )
D

dy..dxyx; f = – ( )
D

dy..dxyx; f

Propiedades de la integral doble 

1) Si en la función integral existe un factor constante, el mismo puede extraerse 
del símbolo integral  

( ) ( )=
DD

dy..dxyx; f.kdy..dxyx; f.k

Dicha propiedad surge al sacar factor común la constante en la sumatoria que 
conduce a la integral doble.

2) La integral doble en un recinto D de una suma de funciones es igual a la 
suma de las integrales en D de cada una de ellas.

( ) ( ) ( ) ( )+=+
DDD

dy..dxyx; gdy..dxyx; fdy..dxyx;gyx; f

La justificación de esta propiedad se obtiene descomponiendo la sumatoria 
original en la suma de dos sumatorias, los límites de las cuales dan las respec-
tivas integrales dobles que figuran en el segundo miembro de la igualdad.  

3) Si el recinto D es la unión de otros dos recintos disjuntos D1 y D2 (D = D1 ∪ D2), 
la integral doble en D es igual a la suma de las integrales dobles en D1 y D2.

( ) ( ) ( )+=
21 DDD

dy..dxyx; fdy..dxyx; fdy..dxyx; f

La justificación surge de agrupar los sumandos de la sumatoria en aquellos 
que corresponden a D1 o a D2.



Integrales múltiples 295

Ampliación de las características del dominio de integración 

Supongamos ahora que el recinto de integración D ⊆ 2 es un conjunto aco-
tado limitado por una curva rectificable (de longitud finita). 

Procedemos a incluirlo en un rectángulo R.
Definimos en el rectángulo R una nueva función
 f *(x;y) / 

( ) ( ) ( )
( ) −∈∀

∈∀
=

DRy;x
Dy;xy;xf

y;x*f
0

Por propiedad 3)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )=+=

+=
−

DDR

DRDR

dy..dxyx; fdy..dxyx; fdy..dxyx; *f

dy..dxyx; *fdy..dxyx; *fdy..dxyx; *f

0

Con lo cual se demuestra que el cálculo de integrales dobles se puede aplicar 
a recintos no rectangulares. 

CÁLCULO DE LA INTEGRAL DOBLE MEDIANTE
INTEGRALES ITERADAS

Teorema de Fubbini 

Sea z = f (x;y) una función con-
tinua definida y acotada sobre el 
rectángulo D = [a;b] x [c;d]
(Dominio o recinto de integra-
ción).
Consideramos un valor fijo de la 
variable x, por ejemplo x = x0
donde z es integrable respecto de 
la variable y en el intervalo [c;d]. Observemos que al considerar a x constan-
te (x = x0), la función z pasa a ser función exclusivamente de la variable y.
z = f (x0;y) = h (y).

D

R

D
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Definimos como g (x0) al área rayada correspondiente a x = x0 que procede-

mos a calcular:  ( ) ( )=
d

c

dy.y;xfxg 00

Si f (x0;y)  0, entonces g(x0) es el valor del área rayada.  
Si z es integrable respecto de la variable y para cualquier valor fijo de x,
comprendido entre a y b, queda definida la función g:

g: [a;b]→ℜ / g (x) = ( )
d

c

dy.y;xf .

Si a su vez la función escalar g es integrable respecto de su única variable x,

puede calcularse V = ( ) .dxdy.y;xfdx)x(g
d

c

b

a

b

a

=  = ( ) dx..dyyx; f
D

Generalización

Si D = {(x;y) ∈ℜ2/ a ≤ x ≤ b ∧ y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}, dominio de integración es 
del tipo I

V = ( )
( )

( )
dx.dy.y;xf

xy

xy

b

a

2

1

Nota: el diferencial externo (dx) debe corres-
ponder a los valores de la primera integral (a
y b son valores de x).

Si el dominio de integración es del tipo II 

D ={(x;y) ∈ℜ2/ x1(y) ≤ x ≤ x2(y) ∧ c ≤ y ≤ d}

entonces: V = ( )
( )

( )
dy.dx.y;xf

yx

yx

d

c

2

1

y

a                      b     x

y2(x)

y1(x)

  Dominio de integración

Dominio de integración 

y

d

c
x

x2(y)

x1(y)
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Cálculo de áreas mediante integrales dobles 

Cuando la función f (x;y) = 1, el área del dominio de integración coincide nu-
méricamente con el volumen del sólido. Si el dominio de integración es del 
tipo I: 

( )

( )
dx dy.  =dy  .dx  = A

xy

xy

b

aD

2

1

Los límites de integración surgen del recinto o dominio de integración cuya 
área vamos a calcular; a y b son los valores constantes entre los que varía la 
variable x, y1 (x) e y2 (x) son las funciones de x que limitan la región plana 
cuya área buscamos. 

( )

( )

( )

( )

] ( )
( ) ( ) ( )

2 2
2

1

1 1

2 1

x xy yb b b b
y x

y x
a x a x a ay y

A=   dy.dx =    dy  dx =  y  dx  y x y x .dx= −

Se calcula primero la integral dentro del corchete, integrando según la varia-
ble y, considerando a la x constante. Como resultado de la integración se 
obtiene una función continua de x. Luego se integra esta función respecto de 
x entre los límites a y b. Es decir que una integral doble se desdobla en dos 
integrales simples. 

Si el dominio de integración es del tipo II:

( )

( )

( )

( )

] ( )
( ) ( ) ( )

2 2

1 1

2

1
2 1

y yx xd d

D
c y c yx x

d d
x y

x y
c c

A =   dx. dy =    dx . dy    dx . dy

x .dy x y x y .dy

= =

= = −

Donde c y d son los valores constantes entre los que varía la variable y, x1(y)
y x2 (y) son las funciones de y que limitan el dominio. 
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Nota importante: el orden de los diferenciales queda fijado una vez que se 
fijan los límites de integración, correspondiendo el segundo diferencial a la 
variable que corresponde a la primera integral. Es decir que si los límites de 
la primera integral son valores constantes de x, el 2º diferencial es el dx y vi-
ceversa.

Ejemplo: calcular el área limitada por y = x2,
y = x+2,  utilizando integrales dobles. 

] ( )2

2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1

22 3

1

2

92
2 3 2

x+ x+
x+

x
x x

A =  dy.dx =     dy  dx =   dx =  x+ x .dx  =  y

x x + x  = 

− − − −

−

−

= −

Veamos ahora como se puede calcular un área por ambos caminos. 

a) Área limitada por 

=

−=

=

0
2
33

0

x

xy

y

]
3 33 32 2 22 2 33

2
0

0 0 0 0 0

22 2

0 0

3 33 3 6 3 = 3
2 4

x x
xA =  dy.dx =   dy  dx =   dx =  y

x  x .dx = x = 

− −
−

= − − −
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]
2 22 2

3 3 33 3 22
3

0
0 0 0 0 0

33 2

0 0

22 2  6 3 = 3
3 3

y y
yA =  dx.dy =     dx  dy =   dx =x

y    y .dy = y  =

− −
−

= − − −

b) Área limitada por   
=
=
1

3

y
xy    1 ≤ x ≤ 8 

]

( )

3 3
3

8 8 8

1
1 1 1 1 1

88
3 43

11

3 3 171 12 8 1
4 4 4

x x
xA =   dy.dx =   dy .dx =    dx =y

 x dx  x x  =  = = − = − − − +

] ( )3

3 3

2 8 2 8 2 2
8 3

1 1 1 1

24

1

8

1 178 16 4 8
4 4 4

y
y y

A =   dx.dy  =    dx .dy  =     dy  =  y dyx

yy  =  = 

− =

= − − − +

La pregunta que surge es ¿qué método conviene?

Y eso depende de las funciones que limitan el dominio de integración. En al-
gunos casos, como el visto, es indistinto. En otros casos conviene utilizar al-
guno determinado. 
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CÁLCULO DE VOLÚMENES

Veamos ahora como utilizar las integrales para calcular volúmenes. En rea-
lidad lo único que cambia es la función a integrar. Cuando f (x;y) no es 1, lo 
que calculamos es el volumen. 

( )
( )

( )
( ) dx ..dy yx;f  =dy dx. .yx;f= V

xy

xy

b

aD

2

1

o como ya vimos, también   ( )
( )

( )
( ) dy .dx.yx; f  =dy  dx. .yx; f=V

yx

yx

d

cD

2

1

Ejemplos: a) calcular el volumen del sólido limitado por  z = x + 2y

+ 2

2

x=y 
 x =y    :D , utilizando integrales dobles. 

Graficamos el dominio de integración del cual obtenemos los límites de inte-
gración de las integrales. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
2 2

2 2 2 2 2 22

1 1 1

2 2
2 2 2 3 43 4

1 1

2 35 4
4 3 2

1

2 2

2 2 2 4 4

22 6 4 3
5 4 3

x+ x+ x+

x
x x

V = x+ y .dy.dx =   x+ y .dy  dx =  xy +   dx = y

  x. x+ + x+ + .dx  =    x + x+ x + x+ x x .dx  x x

xx x   x x + x + x+ .dx  =  + + x

− − −

− −

−

− − −

− − − −
2

2

1

134
20

+ x = 
−
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b) Hallar el volumen del sólido limitado por z = x2 + y2 + 1 con 
=
=

xy
y

D
2

:

( ) ( )

3
22

3
14

23
2

33
142

3
4

3
2

3
82

3

11

2

0

234
2

32

0

3
32

2

0

3
2

22

0

22
22

0

22
22

0

=x+xxx  .dxxxx   =  

.dxxxxx  = dx .yy+yx   

= dx .dyy+x   = .dy.dxy+x = V

x

xx

=

−+−=+−+−

=−−−+++

++

Cambio de variables 

A veces es conveniente efectuar un cambio de variables en las integrales do-
bles porque su cálculo resulta más sencillo. 
Para funciones de una variable (y = f (x)), al hacer una sustitución de va-
riables (x = g(u)), en la integral aparece el factor g' (u):

( ) ( ) ( )=
2

1

u

u

b

a

du.u'g.ufdx.xf

Veremos ahora que ocurre en una integral doble al hacer un cambio de va-
riables.

En ( )y;xfz =  hacemos el siguiente cambio de variables 
( )
( )=

=
v;uhy
v;ugx

 , que 

suponemos continuas y con derivadas parciales continuas. 

La expresión ( )
( ) =

∂
∂=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

v;u
y;xJ

v;u
y;x

v
y

u
y

v
x

u
x

 se denomina determinante fun-

cional o jacobiano asociado al cambio de variables que suponemos distinto 
de cero. Si esto se verifica, entonces se puede demostrar que:  
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V = ( ) ( )
D R

x; yf x; y .dx.dy f u;v . J .du.dv
u;v

=

Así como cuando hacemos una sustitución en integrales de una variable apa-
rece en la nueva integral el factor g' (u) (la derivada de la variable original 
respecto de la nueva variable), ahora aparece el jacobiano, que es un deter-
minante formado por las derivadas parciales de las variables originales res-
pecto de las nuevas variables. 

Llamamos D al recinto expresado en las variables originales y R al recinto 
expresado en las nuevas variables. 

Al efectuar un cambio de variables se realizan los siguientes pasos: 

1) Los límites de integración corresponden a las nuevas variables. 
2) Se sustituyen los diferenciales de las variables originales por los dife-

renciales de las nuevas variables. 
3) En la función a integrar se sustituyen las variables originales por las 

nuevas variables. 
4) Se incorpora como factor en la función a integrar el jacobiano de las 

variables originales respecto de las nuevas variables.

Integrales en coordenadas polares 

En algunos casos el cálculo de áreas y volúmenes se simplifica expresando 
las funciones en coordenadas polares. Es un caso particular de cambio de va-

riables donde, como se vio en la página 20, 
=
=

α
α

sen.ry
cos.rx

El jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera: 

( ) rsencos.r
cos.rsen
sen.rcos

y
r
y

x
r
x

;r
y;xJ =+=

−
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= αα
αα
αα

α

α
α

22
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( )
( )

( )
( )

( )

( )
==

2

1

2

1

2

1

α

α

α

α

α

α

αααα
r

r

b

a

r

r

d.dr.r.;rfdr.d.r.;rfV

El criterio para elegir el orden de los diferenciales es el mismo que el que se 
utiliza para las coordenadas rectangulares. 

Si f (x;y) =1, como ya vimos, tenemos la fórmula del área. 

A = =
RD

d.dr.rdxdy α
( )

( )

( )

( )
==

2

1

2

1

2

1

α

α

α

α

α

α

αα
r

r

b

a

r

r

d.dr.rdr.d.r

Ejemplos

1) Hallar el área de un círculo de radio 2. Calculamos el área de un cuarto de 
círculo y luego la multiplicamos por 4. 

−≤≤

≤≤
=

240

20

xy

x
D

≤≤

≤≤
=

2
0

20
πα

r
R

En este caso vemos que mientras r varía entre 0 y 2, los límites de variación 
de α son siempre los mismos, entre 0 y π/2. Por lo tanto: 

]
2 22 2 2

2

0
0 0 0 0 0

22 2

0 0

4 4 4

4 4 4
2 2 2

A . r.d .dr . r.d .dr . r . .dr

r. r. .dr . .

π π
πα α α

π π π

= = = =

= = =

2

 2

y

x

  a ≤ r ≤ b, α1 (r) ≤ α ≤ α2(r)

α1 ≤ α ≤ α2, r1 (α) ≤ r ≤ r2(α)
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2) Hallar el área de la siguiente corona circular. Calculamos el área de un 
cuarto de la corona y luego la multiplicamos por 4. 

≤≤

≤≤
=

2
0

32
πα

r
R

En este caso vemos que mientras r varía entre 2 y 
3, los límites de variación de α son siempre los 
mismos, entre 0 y π/2. Por lo tanto: 

]
2 23 3 3

2

0
2 0 2 0 2

33 2

2 2

4 4 4

4 4 9 4 5
2 2 2

/A . r.d .dr . r.d .dr . r . .dr

r. r. .dr . .

π π
πα α α

π π π π π

= = = =

= = = − =

3) Hallar el área del rectángulo ( ){ }20302 ≤≤∧≤≤∧ℜ∈= yxy;xD .
Calculamos el área del triángulo inferior y luego la multiplicamos por 2. 

≤≤
≤≤

=
20
30

y
x

D
≤≤
≤≤

=
320

30
/arctg

cos/r
R

α
α

Si consideramos el triángulo inferior vemos que mientras α varía entre α1 = 0 y 
α2 = arc tg 2/3, los límites de variación de r no son siempre los mismos como 
en los casos anteriores, r ahora varía entre 0 y la recta x = 3, que debemos ex-

presar en coordenadas polares, es decir 3 = r.cos α
αcos

r 3= . Por lo tanto: 
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] 6
3
299

9
2

22

32
0

32

0

32

2
2

3

0

232

0

3

0

===

====

.tg

d.
cos

d.r.d.dr.r.A

/tgarc

/tgarc /tgarccos//tgarc cos/

α

α
α

αα
αα

4) Hallar el área del recinto ( ) ( ){ }22 11 −−≤≤∧ℜ∈= xyxy;xD .

( )−−≤≤

≤≤
=

211

10

xyx

x
D

≤≤

≤≤
=

24

20
παπ

αcosr
R

Vemos que mientras α varía entre α1 = π/4 y α2 = π/2, los límites de variación 
de r no son siempre los mismos, r varía entre 0 y la circunferencia, que debe-
mos expresar en coordenadas polares:  

( ) ( ) 11 22 =+− αα sen.rcos.r 112 2222 =++− ααα senrcosrcosr .

Por lo tanto 022 =− αcosrr αcosr 2=

( ) ( )

2850
2
1

4

2
1

4
0

22
2

2
212

2
2

2

4

2

4

2

4

2

4

2
2

0

22

4

2

0

,

send.cos.

d.cosd.rd.dr.rA

/

/

/

/

/

/

/

/

cos/

/

cos

≅−=

=+−+=+=+=

====

π

ππαααα

αααα

π

π

π

π

π

π

π

π

απ

π

α
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5) Hallar el volumen del sólido limitado por la superficie 
22 yxez += si el do-

minio es ( ){ }004222 ≥∧≥∧≤+ℜ∈= yxyx/y;xD

−≤≤

≤≤
=

240

20

xy

x
D

≤≤

≤≤
=

2
0

20
πα

r
R

En este caso vemos que mientras r varía entre 0 y 2, los límites de variación 
de α son siempre los mismos, entre 0 y π/2.

222 ryx eez == + . Por lo tanto: 

]

( )

2 2 2

2
2

2 22 2 2
2

0
0 0 0 0 0

22 4
4

0 0

1
2 4 4 4 4

r r r

r
r

V e .r.d .dr e .r.d .dr e .r . .dr

.e .ee .r .dr . e

π π
πα α α

π π π π π

= = = =

= = = − = −

GENERALIZACIÓN DE LA INTEGRAL DOBLE – LA INTEGRAL TRIPLE

Supongamos ahora una función u = f (x;y;z) ≥ 0 definida en el recinto sólido 

D ⊆ 3 definido por: ( ) ( )
( ) ( )≤≤

≤≤
≤≤

=
y;xzzy;xz

xyyxy
bxa

D

21

21

Generalizando el concepto de integral doble, podemos considerar la integral 
triple de la siguiente manera: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
dx.dy.dz.z;y;xfdx.dy.dz.z;y;xf

b

a

xy

xy

y;xz

y;xz
D

=
2

1

2

1

El orden de los diferenciales sigue el mismo criterio que para las integrales 
dobles. El último diferencial (dx) corresponde a la variable de la primera 
integral (x), el segundo diferencial (dy) corresponde a la variable de la se-
gunda integral (y) y el primer diferencial (dz) corresponde a la variable de la 
última integral (z).
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Caso particular-el volumen:  si u = f (x;y;z) = 1, la integral triple mide el 
volumen del sólido. Esto nos indica otro camino para calcular el volumen de 
un sólido, el que se encuentra comprendido entre ambas superficies.  

( )

( )

( )

( )
==

b

a

xy

xy

y;xz

y;xz
D

dx.dy.dzdx.dy.dzV
2

1

2

1

Ejemplos

1) Calcular mediante una integral triple el vo-
lumen del prisma de base triangular limita-
do por los planos coordenados y los planos 

1223 =+ zx  e .y 2=

2) Calcular mediante una integral triple el volumen del tetraedro limitado por 
los planos coordenados y el plano 18236 =++ zyx .

]

( ) ( )]

( ) ] 24244851120312

5160516

4
0

2
4

0

4

0

4

0

2
0

2

0

4

0

2

0

516
0

4

0

2

0

516

0

=−=−=−−=

=−=−−=

=== −
−

x,.xdx.x

dx.xy,ydx.dy.x,

dx.dyzdx.dy.dzV x,
x,

]

( )

( )] =−−=

=−−−=

==

−

−

−
−−

− −−

3

0

26
0

2

3

0

26

0

3

0

26

0

5139
0

3

0

26

0

5139

0

75039

05139

dx.y,xyy

dx.dy.y,x

dx.dyzdx.dy.dzV

x

x

x
y,x

x y,x

b

a

x

y

z

z2(x;y)

z1(x;y)

y1(x) y2(x)
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3) Calcular mediante una integral triple el volumen del sólido limitado por 
los planos coordenados, y los planos 6=z  y zyx =+ .

Integrales en coordenadas cilíndricas 

En algunos casos el cálculo de integrales triples se simpli-
fica expresando las funciones en coordenadas cilíndricas. 
Es otro caso particular de cambio de variables donde las 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

3
2

0
3

2 2

0

3 32 2 3

0
0

9 6 2 3 6 2 0 75 6 2 0

54 18 18 6 27 18 3

27 18 3 27 9 81 81 27 27

. x x. x , . x .dx

x x x x x .dx

x x .dx x x x

= − − − − − − =

= − − + − + − =

= − + = − + = − + =

]

( )

( ) ( ) ( )

6 66 6 6
6

0 0 0 0

66

0 0

66 2

0 0

6
2

0

6

6
2

6 6 6 0 5 6

x x

x y
x y

x

x

V dz.dy.dx z dy.dx

x y .dy.dx

yy xy .dx

. x x. x , . x .dx

− −

+
+

−

−

= =

= − + =

= − − =

= − − − − − =

3636108108
6

318
2

618

2
6186636

6

0

3
2

6

0

2

6

0

2
2

=+−=+−=+−=

=−+−+−−=

xxxdx.xx

dx.xxxxx



Integrales múltiples 309

coordenadas de un punto P = (x;y;z) son 
=
=
=

zz
sen.ry
cos.rx

α
α

r > 0,  0 ≤ α ≤ 2π

Las coordenadas x e y se reemplazan por las coordenadas polares del punto 
P’ que es la proyección del punto P sobre el plano (xy).

El jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera: 

( ) rsencos.r
cos.rsen
sen.rcos

cos.rsen
sen.rcos

z
zz

r
z

z
yy

r
y

z
xx

r
x

z;;r
z;y;xJ

=+=
−

=

=
−

=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

αα
αα
αα

αα
αα

α

α

α

α

22

100
0
0

Por lo tanto 

I = ( ) ( )
D R

f x; y; z dz.dy.dx f r; ; z r.dz.d .drα α= =

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )2 2 2 22

1 1 1 1 1

r z r ; r z r ;b

a r z r ; r z r ;

f r; ; z r.dz.d .dr f r; ; z r.dz.dr.d
α α α αα

α α α α α

α α α α= =

a ≤ r ≤ b, α1(r) ≤ α ≤ α2(r), z1(r;α) ≤ z ≤ z2(r;α)   ó 
α1 ≤ α ≤ α2, r1(α) ≤ r ≤ r2(α), z1(r;α) ≤ z ≤ z2(r;α)

Nota: si ( ) 1f x; y; z = , la integral triple mide un volumen. 
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Ejemplos

1) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas cilíndricas, 
el volumen de una esfera de radio 3. 

Calculamos la octava parte del volumen correspondiente al primer octante. 
Vemos que mientras r varía entre 0 y 3, los límites de variación de α son 
siempre los mismos, entre 0 y π/2. Por lo tanto: 

    

2) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas cilíndricas, el 
volumen del sólido limitado por el paraboloide 22 yxz +=  y el plano z = 4. 

Calculamos la cuarta parte del volumen correspondiente al primer octante. 

]

( ) πππ

αα

αα

α

ππ

ππ

π

36
3

9
4

2
98

9898

88

88

3

0

323

0

2

3

0

2

0

2
3

0

2

0

2

3

0

2

0

9
0

3

0

2

0

9

0

3

0

2

0

9

0

3

0

9

0

9

0

2

2

22 22

=
−

−=−=

=−=−=

===

===

−
−

−− −−

r.dr..r.r.

dr..r.r.dr.d.r.r.

dr.dz.r.dr.d.dz.r.

dr.d.dz.r.dx.dy.dz.V

r
r

rx yx

]

( ) ( ) ]

( ) πππ

αα

αα

α

π
π

ππ

π

8
4

22
2

44

4444

44

44

2

0

4
2

2

0

3

2

0

2
0

3
2

0

2

0

3

2

0

2

0

4
2

0

2

0

4

2

0

2

0

42

0

4

0

4

2

2

2

2

22

=−=−=

=−=−=

===

===
−

+

rr.dr..rr.

dr..rr.dr.d.rr.

dr.dz.r.dr.d.dz.r.

dr.d.dz.r.dx.dy.dz.V

r
r

r

x

yx
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3) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas rectangula-
res y coordenadas cilíndricas, el volumen del sólido limitado por la super-
ficie z = xy si la base del sólido es el triángulo de vértices A = (0;0),        
B = (2;0) y C = (2;2). 

Veamos ahora la resolución en coordenadas cilíndricas.  

Vemos que mientras α varía entre α1 = 0 y α2 = π/2, los límites de variación 
de r no son siempre los mismos, r ahora varía entre 0 y la recta x = 2, que de-

bemos expresar en coordenadas polares, es decir 2 = r.cos α
αcos

r 2= . Por 

lo tanto: 

]
2 2 2

0
0 0 0 0 0 0 0 0

22 2 22 3 4

0 0 0 00 0

2
2 2 8

xy xyx x x
xy

xx

V dz.dy.dx dz .dy.dx z .dy.dx

xy x xxy .dy.dx .dx .dx

= = = =

= = = = =

]

2 2

2

2 24 4

0 0 0 0 0 0

4 2 4 2
3

0
0 0 0 0

24 4

0 0

4
4

/ cos r .cos .sen / cos r .cos .sen/ /

/ / cos / / cos
r .cos .sen

/ cos/

V r.dz.dr.d r.dz .dr.d

r.z dr.d r .cos .sen .dr.d

r cos .cos .sen . .d .

α α α α α απ π

π α π α
α α

απ

α α

α α α α

αα α α

= = =

= = =

= =
4

4
0

44
3

2
00

24 4 2 2

/

//

sen .d
cos

. cos .sen .d
cos

π

ππ

α α
α

α α α
α

−

=

= = = − =
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4) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas rectangula-
res y coordenadas cilíndricas, el volumen del sólido limitado por la super-
ficie z = xy2 si ( ){ }42202 ≤≤∧≤≤∧ℜ∈= yxxy;xD

Veamos ahora la resolución en coordenadas cilíndricas.

Vemos que mientras α varía entre α1 = arc tg 2 y α2 = π/2, los límites de va-
riación de r no son siempre los mismos, r ahora varía entre 0 y la recta y = 4, 
que debemos expresar en coordenadas polares.   

αsen
r 4= . αααα 23222 sen.cos.rsenr.cosrxyz === . Por lo tanto:

]

=−=−==

====

2

0

2

0

5242

0

4

2

3

2

0

4

2

2
2

0

4

2
0

2

0

4

2 0

625
15
8

3
32

3
8

3
64

3

2

2

,xxdx.xxdx.xy

dx.dy.xydx.dy.zdx.dy.dzV

x

xx

xy

x

xy

]

625250
5

512

2
11

5
512

5
512

5
0241

5
0241

5

2

2

2
2

2

0

3

2

2
5

24

0

52

2

2

2

2

4

0

24
2

2

4

0
0

2

2

4

0 0

2

2

4

0 0

23

2323

,,.

tgarcsensen.
d.sen.cos..

d.
sen

sen.cos..d.r.sen.cos

d.dr.sen.cos.rd.drz.r

d.dr.dz.rd.dr.dz.rV

/

tgarc

/

/

tgarc

sen//

tgarc

/

tgarc

sen//

tgarc

sen/
sen.cos.r

/

tgarc

sen/ sen.cos.r/

tgarc

sen/ sen.cos.r

==

=−===

===

===

===

−
ππ

παπ

π απ α
αα

π α ααπ α αα

α
ααα

α
α

ααααα

αααα

αα
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Integrales en coordenadas esféricas 

Además de las coordenadas cilíndricas, a veces con-
viene utilizar las coordenadas esféricas. Es otro caso 
particular de cambio de variables donde las coordena-

das de un punto P = (x;y;z) son 
=
=
=

ϕρ
αϕρ
αϕρ

cos.z
sen.sen.y
cos.sen.x

ρ  es la longitud del segmento OP, α es la ángulo polar de la proyección del 
punto P sobre el plano (xy) y ϕ es el ángulo que forma el semieje positivo z
con OP. ρ > 0, 0 ≤ α ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π.

El jacobiano en este caso se calcula de la siguiente manera: 

ϕρ

ϕρϕ
αϕραϕραϕ
αϕραϕραϕ

ϕαρ

ϕαρ

ϕαρ

ϕαρ

sen.

sen.cos
sen.cos.cos.sen.sen.sen
cos.cos.sen.sen.cos.sen

zzz

yyy

xxx

;;
z;y;xJ

2

0

=

=
−

−
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

Por lo tanto 

( ) ( )=
RD

d.d.d.sen;;fdx.dy.dz.z;y;xf ραϕϕρϕαρ 2

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )
=

==

2

1

1

1

2

1

2

1

2

1

2

2

α

α

αρ

αρ

αρϕ

αρϕ

ρα

ρα

αρϕ

αρϕ

αρϕϕρϕαρ

ραϕϕρϕαρ

;

;

b

a

;

;

d.d.d.sen;;f

d.d.d.sen;;f

a ≤ ρ ≤ b, α1(ρ) ≤ α ≤ α2(ρ), ϕ1(ρ;α) ≤ ϕ ≤ ϕ2(ρ;α)   ó 
α1 ≤ α ≤ α2, ρ1(α) ≤ ρ ≤ ρ2(α), ϕ1(ρ;α) ≤ ϕ ≤ ϕ2(ρ;α)

Nota: si ( ) 1f x; y; z = , la integral triple mide un volumen. 
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Ejemplos

a) Calcular mediante una integral triple, utilizando coordenadas esféricas, el 
volumen de: a) la esfera 9222 =++ zyx .

Calculamos la octava parte del volumen correspondiente al primer octante. 
Mientras ρ varía entre 0 y 3, los límites de variación de α y de ϕ son siempre 
los mismos, entre 0 y π/2. Por lo tanto: 

( )

2 2 29 9 2 23 3
2

0 0 0 0 0 0

2 23
2

0 0 0

2 23 322 2

0
0 0 0 0

3 3 322 2

0
0 0

8 8

8

8 8

8 8 4
2 3

x x y

V . dz.dy.dx . sen .d .d .d

. sen .d .d .d

. .cos d .d . .d .d

. . .d . . .d .

π π

π π

π ππ

π

ρ φ φ α ρ

ρ φ φ α ρ

ρ φ α ρ ρ α ρ

π ρρ α ρ ρ ρ π

− − −

= = =

= =

= − = =

= = =
3

0

36π=

b) la región limitado por el interior de la hoja superior del cono 22 yxz +=

y superiormente por la esfera de radio 3 ( )9222 =++ zyx .

Ambas se cortan en z = 23 / , 23 /cos. =ϕρ 422 //cos πϕϕ =∴=
Calculamos la cuarta parte del volumen correspondiente al primer octante. 
Mientras ρ varía entre 0 y 3, α varía entre 0 y π/2 y ϕ varía entre 0 y π/4.

( )]

( ) ] ( )

( ) ( )229
3

22

22422

1
2
244

44

3

0

3

3

0

2
3

0

2
0

2

3

0

3

0

2

0

2
2

0

4
0

2

3

0

2

0

4

0

2
3

0

2

0

4

0

2

−=−=

=+−=+−=

=−−=−=

===

πρπ

ρρπραρ

ραρραϕρ

ραϕϕρραϕϕρ

π

ππ
π

π ππ π

.

d..d...

d.d...d.dcos..

d.d.d.sen.d.d.d.sen.V
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ÁREA DE UNA SUPERFICIE CURVA EN 3

a) La superficie está expresada en forma paramétrica 

Partimos del planteo formulado en la página 196, donde tenemos una super-
ficie definida como imagen de un campo vectorial el tipo: 

32 ℜ→ℜ⊆D:f / ( ) ( ) ( ) ( )[ ]v;uz;v;uy;v;uxv;uf =

Vimos que a una subdivisión de la malla rectangular le corresponde una 
subdivisión curvilínea de la superficie S. Si consideramos en el conjunto D
(conjunto en el que está definido el campo vectorial f ) un punto (u0;v0) y un 
rectángulo de lados Δu y Δv y por lo tanto de área Δu.Δv, a dicho rectángulo 
le corresponde, a través de f , una porción de la superficie S. El área de di-
cha porción de superficie 
puede aproximarse median-
te el área de un paralelo-
gramo ubicado en el plano 
tangente a la superficie en 
( ) ( )00000 v;ufz;y;x =  ge-
nerado por los vectores 

'
uf.uΔ y '

vf.vΔ .
Esto se debe que el seg-
mento de longitud Δu se 
transforma, a través de f , es una curva (C2) situada sobre la superficie. El 
vector '

uf  es el vector velocidad de esta curva, por lo tanto cuando u se in-
crementa en Δu, el punto correspondiente a (u0;v0) sobre la superficie se des-
plaza a lo largo de dicha curva una distancia aproximadamente igual a 

'
uf.uΔ . Lo mismo sucede con '

vf.vΔ .

El área del paralelogramo (una porción de la superficie S) que generan los 
vectores '

uf.uΔ  y '
vf.vΔ  (dS) está dado el módulo de su producto vectorial.  

v.u.fff.vf.udS '
v

'
u

'
v

'
u ΔΔ∧=Δ∧Δ= .

f
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( )u;vsen.u;vcos.u −−=

Por lo tanto el área de la superficie es: S = ∧
D

'
v

'
u dv.du.ff

De esta forma el área de una superficie queda expresada por una integral doble. 

Ejemplo

Si D es la región limitada por  10 ≤≤ u  y π20 ≤≤ v , y  
( ) ( )u;vsenu;vcosuv;uf =

Calculamos los vectores '
uf  y '

vf

( )1;vsen;vcosf '
u = ( )0;vcos.u;vsen.uf '

v −=

( )=+−−=
−

=∧ vsen.uvcos.u;vusen;vcos.u
vcos.uvsen.u

vsenvcos
kji

ff '
v

'
u

22

0
1

El área es S = ==++
D D

dv.du.udv.du.uvsen.uvcos.u 222222 2

=
D

dv.du.u2

Llegamos así a la expresión de la integral doble que nos permite calcular el 
área. Resolvemos la integral utilizando coordenadas polares. 

π
ππππ

2
2
2

2
2

2
222

2

0

2

0

2

0

1

0

22

0

1

0

====== v.dvdvudv.du.udv.du.uS
D

b) La superficie está expresada en forma explícita 

Si la superficie está expresada como ( )y;xfz = , podemos adoptar la si-
guiente forma paramétrica:  x = x; y = y, ( )y;xfz = .
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( ) ( )[ ]y;xf;y;xy;xf =

( )'
x

'
x z;;f 01=   y  ( )'

y
'
y z;;f 10=

( )1
10
01 ;z;z

z
z
kji

ff '
y

'
x

'
y

'
x

'
y

'
x −−==∧

( ) ( ) dy.dx.zzdy.dx.ffdS '
y

'
x

'
y

'
x

22
1 ++=∧=

Por lo tanto  S = ( ) ( )++
D

'
y

'
x dy.dx.zz

22
1 , donde D es la proyección de la 

superficie sobre el plano (xy).

Ejemplo

Calcular utilizando una integral doble el área del paralelogramo intersección 
del prisma: 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2, y el plano z = 3y.

]

]

2 2
22
0

0 0

2
2

0
0

1 3 0 10 10

2 10 2 10 4 10

D
S .dx.dy .dx.dy x .dy

dy y

= + + = =

= = =

c) La superficie está expresada en forma implícita 

Si la superficie está expresada como ( ) 0=z;y;xF , el dS se obtiene reem-

plazando en  las derivadas parciales: dy.dx.
F
F

F
FdS '

z

'
y

'
z

'
x

22

1 ++=

Por lo tanto 
( ) ( ) ( )++

=
D '

z

'
z

'
y

'
x dy.dx.

F

FFF
S

222
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]

( )

2 2
3 3

0 0
33 3 2

2 3 2

0
0 0 0

16 36 9 61
9 9

61 61 2 612 2
9 9 3 9 3

61 613 6
9 3

x

D

/ x

S .dx.dy .dy.dx

xy .dx x .dx . x

.

− +

− +

+ += = =

= = − + = − + =

= − + =

]

2

2
2

2 2 2

4 25

2 2
0 0

254 25 4

2 2
0 0 0 02

2

4
4

0
0

4 4 4
4

2

1004
2 25

20 20
25

25 1
25

20 10 40
2

D

x

xx

x y z
S . .dx.dy

z

. .dy.dx
x y

dy y. .dx arc sen .dx
xyx .

x

.dx .xπ π π

−

−−

+ +
= =

= =
− −

= =
−

− −
−

= = =

Ejemplos

a) Calcular utilizando una integral doble el área del triángulo de vértices        
     A = (3;0;0), B = (0;2;0) y C = (0;0;4). 

La ecuación del plano es 1
423

=++ zyx

012364 =−++ zyx

b) Calcular utilizando una integral doble el área lateral de la zona esférica     
25222 =++ zyx , para 40 ≤≤ x .
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Otros casos 

Si en lugar de proyectar sobre el plano (x;y), proyectamos sobre los otros 
planos coordenados, tenemos: 

a) ( )z;xfy = ,  proyectamos sobre el plano ( )z;x

S = ( ) ( )++
D

'
z

'
x dz.dx.yy

22
1  o

( ) ( ) ( )++
=

D '
y

'
z

'
y

'
x dz.dx

F

FFF
S

222

Ejemplo

i) Calcular utilizando una integral doble el área del paralelogramo intersec-
ción del prisma: 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ z ≤ 3, y el plano y = 3x.

Pensamos a ( )z;xfy = .

]

]

3 3 3
32
0

0 0 0

3
3

0
0

1 3 0 10 10

3 10 3 10 9 10

D
S .dx.dz .dx.dz x .dz

dz z

= + + = =

= = =

ii) Calcular el área de la parte de superficie del cilindro 2 2 9x y+ = , recorta-
da por el cilindro 2 2 9x z+ = , en el primer octante. 

Pensamos a 2 2 9x y+ = , como una función implícita que 
define a y = f (x ; z).

( ) ( )

]

2

2
2

2 2 3 9 2 2

0 0

93 9 3 3
3

02 2
0 0 0 00

2 2
2

3 3 3 3 9
9 9

x

D

xx

x y x y
S .dx.dz .dz.dx

y y

z.dz .dx .dx dx x
x x

−

−−

+ +
= = =

= = = = =
− −
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b) ( )z;yfx = ,  proyectamos sobre el plano ( )z;y

S = ( ) ( )++
D

'
z

'
y dz.dy.xx

22
1  o

( ) ( ) ( )2 2 2' ' '
x y z

'D
x

F F F
S .dy.dz

F

+ +
=

Ejemplos

Resolvemos el caso anterior i), considerando a ( )z;yfx = ,
3
yx =

]

]

3 9 3
9

0
0 0 0

3
3

0
0

1 10 101 0
9 9 3

3 10 3 10 9 10

D
S .dy.dz .dy.dz y .dz

dz z

= + + = =

= = =

Vemos que por otro camino llegamos a lo mismo. 
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APLICACIONES FÍSICAS

De las integrales dobles 

Cálculo de la masa

Consideremos una lámina delgada que tiene la forma de un recinto D. Supo-
nemos que la materia está distribuida en la lámina y que ( )y;xρ  representa 
la densidad superficial1 en un punto ( )y;x . En este caso la integral doble re-
presenta la masa de la lámina. 

( )=
D

dy.dx.y;xM ρ

Cálculo de los momentos estáticos 

En este caso los momentos estáticos o primeros se definen de la siguiente 
manera: 

Respecto del eje x: ( )=
D

x dy.dx.y.y;xM ρ

Respecto del eje y: ( )=
D

y dy.dx.x.y;xM ρ

Cálculo del centro de masa 

Las coordenadas del centro de masa son: 

( )

( )
==

D

Dy
g

dy.dx.y;x

dy.dx.x.y;x

M
M

x
ρ

ρ ( )

( )
==

D

Dx
g

dy.dx.y;x

dy.dx.y.y;x

M
My

ρ

ρ

1 Cantidad de masa por unidad de superficie. Si la lámina es homogénea, la densidad 
ρ es constante. 
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Cálculo de los momentos de inercia 

Los momentos segundos o de inercia se calculan de la siguiente manera: 

Respecto del eje x: ( )=
D

x dy.dx.y.y;xI 2ρ

Respecto del eje y: ( )=
D

y dy.dx.x.y;xI 2ρ

Ejemplo

Hallar el centro de masa de la lámina correspondiente a la región parabólica 
( ){ }040 22 ≥∧−≤≤ℜ∈= xxy/y,xD  si la densidad superficial ρ(x;y) es 

proporcional a la distancia entre (x;y) y el eje x.

( ) ( ) =+−=−===
− − 2

0

42
2

0

22
2

0

4

0

2

0

4

0

2

816
2
14

2
1

2

2 2

dx.xxkdx.xkdxy.kdx.dy.kyM
x x

k.kxxx.k
15

128
5

16
3

3216
103

48
2

0

53

=+−=+−=

( )

( ) −+−=−+−=

=−===
− −

2

0

75
3

2

0

642

2

0

32
2

0

4

0

2

0

4

0

3
2

75
121664

3
1124864

3
1

4
3
1

3

2 2

xxxxkdx.xxxk

dx.xkdxy.kdx.dy.y.kM
x x

x

15
2048

7
128

5
387128128

3
1 kk =−+−=

( )

( ) kkxxx.kdx.xxxk

dx.x.xkdxxydx.dy.xy.kM
x x

y

3
16

3
161616

12
4816

2
1

4
2
1

2
2

0

6
42

2

0

53

2

0

22
2

0

4

0

2

0

4

0

2
2 2

=+−=+−=+−=

=−===
− −
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8
5

15
128

3
16

== k

k
xg 7

16

15
128

105
2048

== k

k
yg

( )

( )

22 42 4 2 24 42 2

0 0 0 00

22 3 5 7 9
2 4 6 8

0 0

1 4
4 4

1 64 24 4256 256 96 16 64
4 3 5 7 36

xx

x
yI k.y .y.dy.dx dx k. x .dx

x x x xk. x x x x .dx k. x

−−

= = = − =

= − + − + = − + − +

25 7 9
3

0

64 24 4 512 768 512 512 1638764 128
3 5 7 36 3 5 7 36 315

x x x kk. x x k.= − + − + = − + − + =

( ) ( )
22 42 4 2 2 22 2 22 2 2 2 4 6

0 0 0 0 00

1 14 16 8
2 2 2

xx

y
x yI k.x y.dy.dx dx k x . x .dx k x x x .dx

−−

= = = − = − + =

23 5 7

0

8 4 64 128 64 512
3 5 14 3 5 7 105
x x x kk. k.= − + = − + =

De las integrales triples

Si ahora consideremos una región sólida S en la cual la materia está distri-
buida y que ( )z;y;xρ  representa la densidad volumétrica2 en un punto 
( )z;y;x , las fórmulas correspondientes a la masa y a los momentos son los 
siguientes.

( ) dz.dy.dx.z;y;xM
S

= ρ

Respecto del plano xy: ( ) dz.dy.dx.z;y;x.zM
S

xy = ρ

Respecto del plano yz: ( ) dz.dy.dx.z;y;x.xM
S

xz = ρ

Respecto del plano xz: ( ) dz.dy.dx.z;y;x.yM
S

xz = ρ

2 Cantidad de masa por unidad de volumen.
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( )

( ) dz.dy.dx.z;y;x

dz.dy.dx.z;y;x.x

M
M

x

S

Syz
g ==

ρ

ρ ( )

( ) dz.dy.dx.z;y;x

dz.dy.dx.z;y;x.y

M
My

S

Sxz
g ==

ρ

ρ

( )

( ) dz.dy.dx.z;y;x

dz.dy.dx.z;y;x.z

M
M

z

S

Sxy
g ==

ρ

ρ

Respecto del eje x: ( ) ( ) dz.dy.dx.z;y;x.zyI
S

x += ρ22

Respecto del eje y: ( ) ( ) dz.dy.dx.z;y;x.zxI
S

y += ρ22

Respecto del eje z: ( ) ( ) dz.dy.dx.z;y;x.yxI
S

z += ρ22

Ejemplo

Calcular la masa de una esfera de radio 1 si la densidad volumétrica en cada 
punto es proporcional a la distancia al plano (x;y).

( ) z.kz;y;x =ρ , lo resolvemos en coordenadas cilíndricas. 

===
−2

0

1

0

1

0

2

8
/ r

S

d.dr.dz.r.z.kdz.dy.dx.z.kM
π

α

( ) =−==
− 2

0

1

0

2
2

0

1

0

1

0

2 144

2
// r

d.dr.r.rkd.dr.rzk
ππ

αα

] ====−=
2

0

2
0

2

0

1

0

42

242
4

/
/

/ kkdkdrrk
π

π
π πααα
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcular el área de los siguientes recintos aplicando integrales dobles. 

4) =
=

xeje
x

xy
2

2

  5)
=+−

−=
02

4 2

yx
xy     6) 

=
=
yx

xy 32

 1º cuadrante    7) 
−=

=
=

xy
yx
xy 2

8)
=
=
=

0
2
2

y
x

xy
  9) 

=
=
=
=

2
0
2
1

xy
x
y
y

     10) 
≤≤

≤≤
10

12

x
yx    11) 

≤≤
≤≤

20
1

x
ey x

 12) 
≤≤

≤≤
10

1
y

xy

Calcular los volúmenes de los siguientes sólidos aplicando integrales dobles. 

13) ( )+
D

dy.dx.xyx 22

14) ( )++
D

dy.dx.yxx 12

15) ( )+
D

dy.dx.xy 12

16) ( )+
D

dy.dx.xxy 22

17) Calcular el volumen de los cuerpos situados en el primer octante,  limita-
dos por los planos coordenados y las superficies que se indican. Graficar. 

      a) el plano x + y + z = 2.                       b) los planos z = 4 e y = – x + 2. 

c) el plano 1
634

=++ zyx .                    d) los planos z + 3x = 6 e y = 4.

1 2 3

1413

15 16
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      e) el plano 2x +2 y – z = 4. 
      f) la superficie cilíndrica y = x2 y los planos y = x y z = 2 en el primer 

octante.

18) Calcular las siguientes integrales 

       a) 
+π

0

1

0

2
xcos

dx.dy.xsen.y         b)  
2

1

2

1
2

2

x

dx.dy.
y
x

      c) dy.dx.
y

x
D 2

2

, D es el triángulo de vértices (1;1), (2;1), (2;2).

      d) dy.dx.e
D

x− , ( ){ }2022 lnxeye/y;xD xx ≤≤∧≤≤ℜ∈=

19) Calcular los volúmenes de los siguientes sólidos limitados por 

a)  la superficie  z = x2 + 2y2 y el recinto 
≤≤
≤≤

40
30

y
x

 b) la superficie z = x2 +5y2, si el recinto de integración es el triángulo de 
vértices  (0;0), (2;0), (2;1). 

c) la superficie ( ) ( )22 11
1

++
=

y.x
z , x ≥ 0, y ≥ 0.

20) Calcular las áreas de los siguientes recintos utilizando coordenadas polares 

a) ( ){ }04222 ≤∧≤+ℜ∈= yyx/y;xD           
      b) ( ){ }30102 ≤≤∧≤≤ℜ∈= yx/y;xD           
      c) ( ){ }0164 222 ≤∧≤+≤ℜ∈= yyx/y;xD

 d) ( ) ( ){ }xyyx/y;xD ≤∧≤−+ℜ∈= 11 222

 e) ( ){ }xyxx/y;xD ≤≤∧≤≤ℜ∈= 22 10
 f) ( ){ }42202 ≤≤∧≤≤ℜ∈= yxx/y;xD
 g) La región sombreada 

      h) ( ){ }xyxxy/y;xD 4212 ≤≤∧≤≤ℜ∈=
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21) Calcular las siguientes integrales dobles utilizando coordenadas polares. 

      a) 
D

dy.dx.x , ( ){ }04222 ≤∧≤+ℜ∈= xyx/y;xD           

b)
D

dy.dx.y.x 2 , ( ){ }041 222 ≥∧≤+≤ℜ∈= yyx/y;xD           

c) ( )+
D

dy.dx.yx 22 5 , ( ){ }0164 222 ≥∧≤+≤ℜ∈= yyx/y;xD

d)
D

dy.dx.y , ( ){ }22 40 xxy/y;xD −≤≤ℜ∈=

e)
+D

dy.dx.
yx 22

1 , ( ){ }41 222 ≤+≤ℜ∈= yx/y;xD

f) ( )+
D

dy.dx.yx 22 , ( ) ( ){ }11 222 ≤+−ℜ∈= yx/y;xD

g)
+
−

D

dy.dx.
yx
yx

22

22

 si D el recinto limitado por las rectas y = x, y = 3 x y 

las circunferencias 422 =+ yx  y 922 =+ yx , en el primer cuadrante. 

h) −−

D

yx dy.dx.e
22

, 2ℜ=D

i) +

D

dy.dx.
x

yx
2
4 , ( ){ }0442 ≥∧≤+∧≤ℜ∈= yyxxy/y;xD

22) Calcular el área de la región limitada por las curvas de nivel 1 y e del campo 
escalar ( ) 122 −+= yxey;xf .

23) Calcular el área de la región en cuyos puntos son positivas las componentes 
del campo vectorial ( ) ( )24 2222 −+−−= yx;yxy;xf .

24) Calcular el área de las regiones en las cuales están definidos los campos 
vectoriales con imagen en 3ℜ .    

a) ( ) −+−−= 2222 xy;yx;yxy;xf

b) ( ) ( ) ( )( )21 8f x; y xy ;ln x y ;ln y x= − − −
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25) Calcular los volúmenes de los sólidos limitados por las siguientes superfi-
cies utilizando integrales triples y coordenadas rectangulares.  

a) 24 xy −= ∧ 6=z , en el 1º octante 
b) 22 16 xy −= ∧ 4=z , en el 1º octante 
c) ( ){ }23 4060 xzyz;y;xS −≤≤∧≤≤∧ℜ∈=

d) 2522 =+ yx ,  el plano 8=++ zyx  y el plano (xy)
e) 21 =++= zyx,z en el primer octante. 

26) Graficar el sólido cuyo volumen viene dado por la integral triple 
− −−4

0

2

0

3

0

2 2
3

4
3x yx

dx.dy.dz  y calcularlo. 

27) Calcular los volúmenes de los sólidos limitados por las siguientes superfi-
cies utilizando coordenadas cilíndricas. De ser posible, verificar utilizando 
coordenadas rectangulares.

a) Paraboloide 224 yxz −−=  y el plano (xy).
b) Superficies cilíndricas 1622 =+ yx , 122 =+ yx  con 0 ≤ z ≤ 3.

c) Cono 22 yxz += , con 91 22 ≤+≤ yx .
d) yz = , con xyx ≤≤∧≤≤ 040 . 

e) Cono 22 yxz += y el cilindro 221 yx += , z ≥ 0. 

f)  Paraboloides 22 yxz +=  y 222 yxz −−= .

g) Paraboloides 22 44 yxz +=  y 225 yxz −−= .

h) Paraboloide 22 yxz += , el cilindro 122 =+ yx  y  z = 0.

28) Calcular la integral ( )+++D zyx
dz.dy.dx

31
, si D está limitado por los planos 

coordenados y el plano .zyx 1=++

29) Calcular el volumen del sólido limitado por el cono 2224 yxz +=  y la 
esfera 5222 =++ zyx  con z ≥ 0, utilizando coordenadas esféricas. 
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30) Calcular la integral 
D

dz.dy.dx.xyz , utilizando coordenadas esféricas si 

( ){ }00012223 ≥≥≥∧≤++ℜ∈= z,y,xzyx/z;y;xD .

31) Calcular la integral ( )+
D

dz.dy.dx.zyzx 22 22 , si D es el sólido limitado 

por el cono 222 yxz +=  y el cilindro 122 =+ yx , con z ≥ 0. 

32) Calcular la integral ( )+
D

dz.dy.dx.yx 22 , si D es el sólido limitado por 

el paraboloide 222 yxz +=  y el plano z = 2. 

33) Calcular la masa de una placa homogénea con la forma del recinto defi-
nido por ( ){ }222 +≤≤ℜ∈= yxy/y;xD .

34) Calcular el momento de inercia respecto del eje z de una pirámide trian-
gular homogénea S = ( ){ }00013 ≥≥≥≤++ℜ∈ z,y,x,zyx/z;y;x .

35) Calcular el área de la porción de superficie cilíndrica 422 =+ yx , situa-
da en el primer octante entre los planos z = 0 y z + y = 3. 

36) Calcular el área de la sección elíptica determinada en la superficie cilín-
drica 922 ≤+ yx , por el plano z = y.

37) Calcular el área de la superficie cilíndrica 122 =+ zx , situada en el 1º 
octante interior al prisma 0 ≤ y ≤ x,  0 ≤ x ≤ ½.

38) Calcular el área de la porción de paraboloide circular 22 yxz += , com-
prendida entre los planos z = 2 y z = 6. 
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a) b) c)

e)d) f)

RESPUESTAS

 1) A = 6,   2) A = 10,5    3) A = 
2
3   4) A = 

3
8   5) A = 

2
9    6) A = 

10
1  7) A = 

3
1

 8) A = 4    9) A = 2.ln 2   10) A = 
3
2    11) A = e2 – 3   12) A = 

3
1  13) V = 

3
64

14) V =
15
272 15) V = 6 16) V =

3
8

17)  a) V =
3
4       b) V = 8       c) V = 12      d) V = 24 e) V = 

3
8     f) V =

3
1

18) a) I = 
3
4       b) I  =

12
31      c)  I = 

18
72

3
4 −ln     d) 21 lnI −=

19) a) V = 164   b) V = 
6

17 c) V = 1

20) a) A = 2π   b) A = 3   c) A = 6π   d) A = 0,285  e) A = 
6
1

  f) A = 4 

      g) A = 32
3

4 +π         h) A = 2ln
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21) a) 
3

16−=I   b) 0=I c) I = 180π   d) I =
3

16
e) I =2π.ln 2   f) 

2
3π=I

      g) ( )
8

235 −= .I           h) I = π          i) I = 4 

22) π=A   23) π2=A    24) a) 
26

1 π+=A   b) 52
12

A ln= −

25) a) V = 32   b) V = 16π   c) V = 64    d) V = 200π   e) V  = 
6
1

26) V  = 4    

27) a) V = 8π    b) V = 45π    c) V =
3

52 π    d) V =
3

32    e) V =
3
2 π   f) V = π

      g) V =
2
5 π   h) V =

2
π

28) I = 
2
2

16
5 ln+−       29) 

3
10=V π. ( )15 −   30) I = 

48
1      31) 

3
16π=I

32)
3
π=I                      33) M = ρ

2
9                 34) Iz = 

30
ρ     35) S = 3π – 4     

36) S = π29              37) S = 
2
31−              38) S = π

3
49
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INTEGRALES CURVILÍNEAS

A) Integral curvilínea sobre una curva plana 

La idea de integral simple se extendió de  a 2 y a 3 a través de las inte-
grales dobles y triples. Pero también se puede generalizar si se reemplaza el 
intervalo de integración incluido en la recta real por una curva plana o ala-
beada.

De un campo escalar 

Según x 

Sea ( )y;xfz/Af =ℜ→ℜ⊆ 2: ,  un cam-
po escalar continuo en un cierto recinto D
y sea ( )xgy/Ag =ℜ→: , A ⊆ ℜ otra 
función continua definida en un intervalo 
[a;b] cuyo gráfico es la curva C ⊆ D que
cumple la condición que una paralela al 
eje de las y la corta a lo sumo en un punto.  

Dividimos el intervalo [a;b] en n subintervalos, cada uno de amplitud xi y 
consideramos de cada subintervalo un punto interior xi al cual le corresponde 
un valor de la función g (xi). Queda así definido para cada subintervalo un 
punto ( )( )ii xg;x=iP .

A cada iP  le corresponde una imagen z = ( ) ( )[ ]ii xg;xff =iP . Efectuamos la 

suma de los productos ( ) ix.f ΔiP , ( ) ( )[ ]
==

Δ=Δ
n

i
iii

n

i
i x.xg;xfx.f

11
iP .

Calculamos el ( ) ( )
0 1i

n

i i i
máx x i C AB

f x ;g x . x f x; y .dxlim
Δ → = =

Δ =

Obtenemos así la integral curvilínea de la función z = f (x;y) a lo largo de la 
curva orientada C (de A a B), según x.
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Según y 

Si consideramos a la curva C como función de y, x = g(y), con c ≤ y ≤ d, te-

nemos ( ) ( )
0 1j

n

j j j
máx y j C AB

 f g y ; y . y f x; y .dylim
Δ → = =

Δ =

Propiedades

1) ( ) ( )=
CC

dx.y;xf.kdx.y;xf.k

2) ( ) ( )[ ] ( ) ( )±=±
CCC

dx.y;xgdx.y;xfdx.y;xgy;xf

3) ( ) ( )
−+

−=
CC

dx.y;xfdx.y;xf Inversión en la orientación 

4) Si 1 2 nC C C ... C= ∪ ∪ ∪ , entonces 
          

( ) ( ) ( ) ( )+++=
nCCCC

dx.y;xf...dx.y;xfdx.y;xfdx.y;xf
21

Circulación: a la integral curvilínea de f a lo largo de una curva C se la de-
nomina circulación de f a lo largo de C.

Cálculo de la integral curvilínea 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 01 1i i

n n

i i i i i
máx x máx xi iC AB

b b

a a

f x; y .dx  f x ;g x . x  F x . xlim lim

F x .dx f x;g x .dx

Δ → Δ →= ==

= Δ = Δ =

= =

Es decir que la integral curvilínea de z = f (x;y) a lo largo de la curva C, se-
gún x resulta ser igual a la integral definida entre los límites de variación de 
la x de la función que se obtiene al reemplazar la y de la curva por ( )xgy = .

Por lo tanto queda una integral de una sola variable. 
Análogamente la integral curvilínea de z = f (x;y) a lo largo de la curva C,
según y resulta ser igual a la integral definida entre los límites de variación 
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de la variable y de la función que se obtiene al reemplazar la x de la curva 
por ( )ygx = .

( ) ( )[ ]=
d

c
C

dy.y;ygfdyy;xf , donde c y d son los valores de y entre lo 

que varía la función ( )ygx = .

Ejemplos

1) ( )+
C

dx.yx 2 ,  ( )+
C

dy.yx 2
≤≤

==
20

2

x
xyC

   de (0;0) → (2;4)   

( ) ( )

3
22

3
162

3
2

2
22

2

0

2

0

32
2

=+=

=+=+=+ xxdx.xxdx.yx
C

2) ( )+
C

dx.yx 22 , ( )+
C

dy.yx 22

≤≤
=

=
21

1
x

x/y
C

     de (1;1) → (2;1/2) 

( )

6
171

3
1

2
1

3
8

1
3

12

1

2

1

3

2
222

=+−−=

=−=+=+
x

xdx.
x

xdx.yx
C

( )
24
31

3
11

24
12

3
1121

1

21

1

3
2

2
22 −=−++−=+−=+=+

/ /

C

y
y

dy.y
y

dy.yx

( ) ( ) =+=+=+=+
4

0

4

0

2
23

3
284

3
16

3
222 yydy.yydy.yx

/

C
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3) ( )+
C

dx.yx2 , si 21 CCC ∪= .     
≤≤

=
=

101 x
xy

C y   
≤≤

=
=

21
1

2 x
xy

C

   de (0;0) → (1;1) → (2;1/2) 

Calculamos primero la
1C

y  luego la
2C

( ) 2
6

192
3
7

6
52 lnlndx.yx

C
+=++=+

Integral curvilínea de un campo vectorial1

Si ( )xf = [P (x;y); Q (x;y)] es un campo vectorial continuo entonces:  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]+==
CCC

dy.y;xQdx.y;xPdy;dx.y;xQ;y;xPxd.xf

a) La curva viene dada por una función explícita del tipo: ( )xfy = .

Para calcularla se desdobla en una integral de un campo escalar según x y otra 
integral de un campo escalar según y.

( ) ( )[ ] ( ) ( )+=+
CCC

dy.y;xQdx.y;xPdy.y;xQdx.y;xP

                                                
1 La circulación es un escalar, y su significado depende de lo que represente el vec-
tor .f  Veremos luego algunas interpretaciones. 

( ) ( )
6
5

2
1

3
1

23

1

0

231

0

22

1

=+=+=+=+ xxdx.xxdx.yx
C

( ) 2
3
71

3
12

3
8

3
1

2

1

32

1

22

2

lnlnlnxlnxdx.
x

xdx.yx
C

+=+−+=+=+=+
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Ejemplos

1) ( )[ ]++
C

dy.yxdx.yx2

≤≤
−==

10

3

x
xyC

     de (0;0) → (1; –1)
      

( ) ( )

12
5

2
1

4
3

6
1

24
3

6

1

0

2341

0

6

1

0

3
1

0

52

−=+−−=+−−=

=+−+−=++

−

−

yyx

dy.yydx.xdy.yxdx.yx

/

CC

2) ( ) ( )[ ]+++
C

dy.ydx.x 11 21 CCC ∪=

     de (1;1) → (1;2) → (2;3) 
      

     1

1
1 2
y

C
x

=
=

≤ ≤
y 2

2
1 3
x

C
y

=
=

≤ ≤

Calculamos primero la
1C

y  luego la
2C

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1

22 1 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 0
2

1 54 1
2 2

C C C

C C C

x .dx y .dy x .dx y .dy

xx .dx y .dy x .dx y .dy x

= + + + + + + +

= + + + = + + + = + + =

= − − =

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

32 3 2

2 1 1

1 1 1 1 0
2

9 1 5 173 1 6 1 1 6
2 2 2 2

C C C

C

yx .dx y .dy x .dx y .dy y

x .dx y .dy

= + + + = + + + = + + =

= + − − = + + + = + =
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3) ( )[ ]++
C

dy.yxdx.yx 21 CCC ∪=

    
≤≤

=
=

101 x
xy

C y
≤≤

=
=

21
1

2 x
y

C

    de (0;0) → (1;1) → (2;1) 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]+++++=++
21 CCC

dy.yxdx.yxdy.yxdx.yxdy.yxdx.yx

Calculamos primero la
1C
y  luego la

2C

( ) ]
3
4

3
11

3
2

1

0

31
0

2
1

0

2
1

01 11

=+=+=+=++= yxdy.ydx.xdy.yxdx.yx
C CC

( ) ( )
2
5

2
340

2
1

2

1

21

1

2

12 22

=−=++=++=++= xxdy.xydx.xdy.yxdx.yx
C CC

( )[ ]
6
23

2
5

3
4 =+=++

C
dy.yxdx.yx

4) ( )[ ]−+
C

dy.yxxdx.xy 324 2
21 CCC ∪= ,

    
( )

( )
≤≤−
=

−−=
=

13
 ;01Pcon 
 23;P

une que recta

1

0
1

x

C y
≥∧≥

=+
=

00
122

2 yx
yx

C

    de (−3; −2) → (1;0) → (0;1)

( )[ ] ( )[ ]
( )[ ]−++

−+=−+

2

1

324

324324

2

22

C

CC

dy.yxxdx.xy

dy.yxxdx.xydy.yxxdx.xy

Calculamos primero la
1C

y  luego la 
2C
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1
2

3

0 1 0
2 2 2

2 3 2
1 03 3 2

2

3 2

1 14 2 3 4
2 2

2 2 1 3 2 1 2 2 2 5 2

2 2 5 2 162 1 18 9 10 4 26
3 3 2 3 3

C C C
xy.dx x xy .dy x. x .dx

y y .y .dy x x .dx y y .dy

x y yx y

−

− − −

− −

= + − = − +

+ + − + = − + + + =

= − + + + = − + + + − + =

( )

( )

( )
( ) ( )

2 2 2

0
2 2

1
1

2 2

0

0 1
2 2 2

1 0
03 2 12 3 3 22

0
1

4 2 3 4 1

2 1 3 1

4 1 2 2 3 1

4 1 2 4 22 1 2 1 1
3 3 3 3

C C C

/
/

xy.dx x xy .dy x. x .dx

. y . y y .dy

x. x .dx .y . y y .dy

x yy y

= + − = − +

+ − − − =

= − + − − − =

−
= − + − + − = − + − − = −

( )[ ] 25126324 2 =−=−+
C

dy.yxxdx.xy

b) La curva viene dada por una función vectorial del tipo: ( ) ( ) ( )[ ]ty;txtf = .

Si P (x;y) y Q (x;y) son campos escalares continuos y C una curva suave aso-
ciada a una función vectorial con derivada continua y no nula en el intervalo 
paramétrico [a; b], [ ] ( ) ( ) ( )[ ]ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 2 , entonces: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]dt.ty.ty;txQtx.ty;txPdy.y;xQdx.y;xP
b

a

''

C
+=+ .
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Ejemplos

1) ( ) ( )[ ]−++
C

dy.xydx.yx , con ( ) ( )tsen;tcostf 2=    π20 ≤≤ t

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] π
π π

π

42
2

323

222

2

0

2

0

2

2

0

−=−=−=

=−+−+=−++

ttsendt.tcos.tsen

dt.tcos.tcostsensent.tsentcosdy.xydx.yx
C

2) ( ) ( )[ ]++−
C

dy.xydx.yx 22 , con ( ) ( )12 += t;ttf    10 ≤≤ t

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
2 2 2 2 4 2

0
11 6 3

5 3 2 4 2

0 0

1 2 1 2

2 1 22 4 2 2 1 1 2
3 3 3 3

C
x y .dx y x .dy t t t t t . t .dt

t tt t t t .dt t t t

− + + = − − + + + + =

= + + + − = + + + − = + + =

3) [ ]
C

x.dy y.dx− , con ( ) ( )tsena;tcosatf =    20 π≤≤ t

Integral curvilínea de una curva cerrada 
Teorema de Gauss – Green 

Este teorema establece una relación entre una 
integral curvilínea y una integral doble. 

Sea D un recinto normal (una paralela a los ejes 
de coordenadas corta al contorno a lo sumo en 
dos puntos) limitado por una curva C cerrada que se puede descomponer en 

[ ] ( ) ( )

( ) ]

2 2

0 0

22 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

0
0 0 0 2

C
x.dy y.dx acos t. acos t .dt a sent. a sent .dt

.aa cos t .dt a sen t .dt a cos t sen t .dt a .t

π π

π π π
π π

− = − − =

= + = + = =
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dos arcos ACB (que responde a la ecuación ( ))xyy 1=  y ADB (que respon-

de a la ecuación ( ))xyy 2=  o también CAD , con ecuación ( )yxx 1=  y 

CBD , con ecuación ( )yxx 2= .
Sea también el campo vectorial ( )xf = [P(x;y); Q(x;y)] en la cual suponemos 
que P, Q, '

yP  y '
xQ  son funciones continuas en el recinto D y su contorno. En 

estas condiciones se verifica que la integral curvilínea a lo largo de la curva 
C de ( )xf (recorrida en sentido antihorario o positivo) es igual a la integral 
doble en D de la función '

y
'
x PQ − .

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )−=+=
++

D

'
y

'
xCC

dy.dx.PQdy.y;xQdx.y;xPxd.xf

Demostración 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2

C ACB BDA
b a b

a b a

P x; y .dx P x; y .dx P x; y .dy

P x; y x .dx P x; y x .dx P x; y x P x; y x .dx

+
= + =

= + = −

( ) ( )
( )

( )
( )[ ] ( )[ ]{ }dx.xy;xPxy;xPdx.dy.y;xPdy.dxy;xP

D

b

a

b

a

xy

xy

'
y

'
y −== 12

2

1

De  y : ( ) ( )−=
D

'
yC

dy.dx.y;xPdx.y;xP

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 2 1

C CBD DAC
d c d

c d c

Q x; y .dy Q x; y .dy Q x; y .dy

Q x y ; y .dy Q x y ; y .dy Q x y ; y Q x y ; y .dy

+
= + =

= + = −

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ){ }
2

1

2 1

x yd d
' '
x x

D c x y c

Q x; y dx.dy Q x; y .dy.dx Q x y ; y Q x y ; y .dx= = −
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De  y : ( ) ( )=
+

D

'
xC

dy.dx.y;xQdx.y;xQ

Sumando  y  obtenemos la tesis. 

Ejemplos

1) ( )
+

+
C

dy.xydx.yx2
21 CCC ∪=

     
≤≤

==
10

2

1 x
xyC y

≤≤
=

=
102 x

xy
C

     de (0;0) → (1;1) → (0;0)

Calculamos la integral curvilínea recorriendo la curva en sentido antihorario, 
subimos por la parábola y bajamos por la recta. 

( ) ( ) ( )
+++

+++=+
21

222

CCC
dy.xydx.yxdy.xydx.yxdy.xydx.yx

5
3

5
2

5
1

5
2

5

1

0

251

0

51

0

23
1

0

4
1

0

1

0

22

1

=+=+=+=+=
+

/
/

C

yxdy.ydxxdy.y.ydxx.x

12
7

3
1

4
1

34

0

1

30

1

40

1

2
0

1

3
0

1

0

1

2

2

−=−−=+=+=+=
+

yxdy.ydxxdy.y.ydx.x.x
C

( )
60
1

12
7

5
32 =−=+

+C
dy.xydx.yx

Ahora verificamos el resultado aplicando el teorema de Gauss-Green. 

( ) ( )

60
1

10462222

2
1

0

5431

0

4
3

21

0

4
4

3
2

1

0

2
21

0

2

22

=+−=+−=+−−=

=−=−=−

xxxdx.xxxdx.xxxx

dx.yxydx.dy.xydy.dx.PQ
x

x

x

xD

'
y

'
x
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2) ( )[ ]
+

++
C

dy.yxdx.yx 22 32 21 CCC ∪=

    
≤≤

+−=
=

10
1

1 x
xy

C y
≤≤

+−==
10

12

2 x
xyC

   de (0;1) → (1;0) → (0;1)

Calculamos la integral curvilínea recorriendo la 
curva en sentido antihorario, bajamos por la recta 
y luego subimos por la parábola. 

( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

++

+

+++++=

=++

21

2222

22

3232

32

CC

C

dy.yxdx.yxdy.yxdx.yx

dy.yxdx.yx

( )[ ] ( )

( ) ( )

12
13

4
32

2
321

3
1

4
32

2
3

2
3

36322

1312

0

1

4
3

2

1

0

2
30

1

32
1

0

2

0

1

2
1

0

2

1

=−+−+−=+−+

++−=+−++−=

=−++−+=
+

yyy

xxxdy.yyydx.xx

dy.y.y.dx.x.x
C

( ) ( )

( ) ( )

6
71

2
32

3
1

2
32

3
3322

1312

1

0

3
20

1

31

0

2
0

1

22

1

0

0

1

22

2

−=−+−=

−++−=−++−=

=−++−+=
+

yyxxdy.yydx.xx

dy.y.y.dx.x.x
C

[ ]
12
1

6
7

12
132 −=−=+

+C
dy.xydx.yx

Ahora verificamos el resultado aplicando el teorema de Gauss-Green. 
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( ) ( ) ( )]

( ) =+−−+−−++−=

=−=−=−
+−

+−

+−

+−
1

0

23235

1

0

1
1

2
1

0

1

1

2236322363

2326
2

2

dx.xxxxxxxx

dx.yxydx.dy.xydy.dx.PQ
x
x

x

xD

'
y

'
x

( )

12
11

3
8

4
9

2
1

3
8

4
9

2
2893

1

0

2
3461

0

235

−=−+−=

−+−=−+−= xxxxdx.xxxx

3) Aplicando el teorema de Gauss-Green calcular
+

+
C x

dy
y

dx
 a lo largo 

de C = C1 ∪ C2 ∪ C3 si:
≤≤

=
=

41
1

1 x
y

C    

   
≤≤

=
=

21
4

2 y
x

C  y
≤≤

==
413 x

xyC

   de (1;1) → (4;1) → (4;2) 

( ) =−−=−−=−=+
+

4

1 1
2

4

1 1
22

111 dx.
yx

ydx.dy.
yx

dy.dx.PQ
x

dy
y

dx
xx

D

'
y

'
xC

4
311224

4
141

12211
4

1

4

1
2

2123

=−++−+−−=

=+−−=++−−= −− x
x

x
x

dx.
x

xx //

4) ( )[ ]++
C

dy.ydx.yx 22 , con ( ) ( )tsen;tcostf =    π20 ≤≤ t

( ) ( ) ( )[ ] =+−+=
π2

0

22 dt.tcos.tsensent.tsentcos
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( )[ ]

( )[ ][ ]

( ) ππ
π

π

π

2
2
12

2
1

32
2

2

21

2

2

0

32

2

0

2

2

0

22

−=−−=+−−=

=++−−=

=+−−=

tsentsenttcos

dt.tcos.tsentcostsen.tcos

dt.tcos.tsentsen.tsen.tcos

Verificamos ahora el teorema 

( ) ( ) ( )

( )[ ] πππα

αα

π

ππ

2
2

4
2

88

82424

1

0

21

0

1

0

2
0

1

0

2

0

1

0

2

0

−=−=−=−=

=−=−=−=−

r.dr.r.dr.r..

dr.d.r.dr.d.r..dy.dx..dy.dx.PQ

/

//

DD

'
y

'
x

Integral curvilínea de un campo vectorial conservativo 

Si ( )xf = [P(x;y); Q(x;y)] es un campo vectorial conservativo continuo en 
un conjunto conexo y abierto y ( ) ( ) ( )[ ]ty;txtf =  es una curva suave a trozos 
en [a;b], se verifica que:

1) La integral curvilínea a lo largo de una curva cerrada es 0. 

Si ( )xf = [P(x;y); Q(x;y)] es un campo conservativo, sabemos que '
y

'
x PQ = ,

por lo tanto ( ) ( )[ ] ( ) 0=−=+
+

D

'
y

'
xC

dy.dx.PQdy.y;xQdx.y;xP .

Recíproco: Si ( ) ( )[ ] 0=+
+C

dy.y;xQdx.y;xP , el campo es conservativo. 
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Ejemplo

Si ( ) 222 xyyxy;xU += , ( ) ( ) ( )[ ]xyx;yxyxf 224 22 ++=

Por lo tanto ( ) ( )[ ]
+

+++
C

dy.xyxdx.yxy 224 22  a lo largo

de 21 CCC ∪=  con 
≤≤

+−=
=

10
1

1 x
xy

C y
≤≤

+−==
10

12

2 x
xyC , debe ser 0. 

( ) ( )
+−

+−

+−

+−

==−−+=−
1

0

1

1

1

0

1

1

22

002424
x

x

x

xD

'
y

'
x dx.dy.dx.dy.yxyxdy.dx.PQ

2) Teorema fundamental de las integrales curvilíneas 

Si ( )xf = [P(x;y); Q(x;y)] es un campo conservativo continuo, la integral 
curvilínea a lo largo de una curva C, entre los puntos A y B de la misma, es 
igual a ( ) ( )AB UU − , donde ( )y;xU  es una función potencial de ( )xf .
Es decir que la integral curvilínea entre dos puntos A y B es independiente 
de la trayectoria, solo depende de los puntos.  

( ) ( )[ ] ( ) ( )] ( ) ( )−===+
ABC

UUy;xUy;xdUdy.y;xQdx.y;xP ABB
A

Nota: debemos recordar que si ( )xf = [P(x;y); Q(x;y)] es un campo con-
servativo, ( ) ( ) ( )U x; y P x; y ;Q x; y∇ = .

Propiedad recíproca: Si ( )xf  es un campo vectorial continuo en un re-
cinto D simplemente conexo, y ( ) ( )

C
xd.xf  no depende de la trayecto-

ria, entonces el campo es conservativo y la integral curvilínea a lo largo 
de una curva cerrada es 0. 

Ejemplos

1) ( ) ( )[ ]+++
C

dy.xyxdx.yxy 224 22  a lo largo de las siguientes curvas en-

tre A = (0;0) y B = (1;1), son iguales.   
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a)
≤≤

=
=

101 x
xy

C  , b) 
≤≤

==
10

2

2 x
xyC y  c) 

≤≤
==

103 x
xyC

Verificamos que ( ) ( )xyx;yxyxf 224 22 ++=  es un campo vectorial con-
servativo. '

x
'
y QyxP =+= 24 . Por lo tanto la integral curvilínea no de-

pende de la trayectoria. 

( ) ( )2 2

1 11 1 3 3
2 2

0 0 0 0

a) 4 2 2

5 45 4
3 3

5 4 3
3 3

C
xy y .dx x xy .dy

x yx .dx y .dy

+ + + =

= + = + =

= + =

( ) ( )[ ]
( ) ( )

3
5
41

5
11

5
4

5

224

224b)

1

0

25
2

1

0

5
4

1

0

23
1

0

43

22

=+++=+++=

=+++=

=+++

/

/

C

yyxx

dy.yydx.xx

dy.xyxdx.yxy

( ) ( )[ ]
( ) ( )

3
2
1

5
2

2
1

5
8

25
2

25
8

224

224c)

1

0

451

0

225

1

0

34
1

0

23

22

=+++=

=+++=

=+++=

=+++

yyxx

dy.yydx.xx

dy.xyxdx.yxy

/

/

C



Alejandro E. García Venturini 350

Vemos que en todos los casos la integral curvilínea vale lo mismo. 
Ahora calculamos una función potencial para verificar el teorema. 

( ) ( ) ( )yxyyxdx.yxyy;xU α++=+= 222 24

( ) ( ) ( )xxyyxdy.xyxy;xU β++=+= 222 222

Comparando las integrales surge que una ( ) xyyxy;xU 222 +=

( ) ( )[ ] ( ) ( ) 3030011224 22 =−=−=+++ ;U;Udy.xyxdx.yxy
C

2) Tenemos el campo vectorial, ( ) ( )223 32 yx;xyxf = , que verificamos que es 
conservativo. Consideremos ahora la curva 12 += xy  con 20 ≤≤ x . A = (0;1) 
y B = (2;5). 

Calculamos una función potencial  

( ) ( )yyxdx.xyy;xU α+== 3232

( ) ( )xyxdy.yxy;xU β+== 32223

Por lo tanto una ( ) 32 yxy;xU =

( ) ] 500050032
)52(
)10(

32223 =−==+
;
;C

yxdyyxdxxy

Lo verificamos resolviendo la integral curvilínea. 

( ) 500
4
3

4
187532

4
3

7
23232

5

1

42

0

75

1

3
2

0

6223 =−+=+=+=+ yxdy.ydx.xdyyxdxxy
C
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B) Integral curvilínea sobre una curva alabeada 

Si ( )xf = [P (x;y;z); Q (x;y;z); R (x;y;z)] es un campo vectorial continuo enton-
ces:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )

( ) ( ) ( )[ ]++=

==

C

CC

dz.z;y;xRdy.z;y;xQdx.z;y;xP

dz;dy;dx.z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xPxd.xf

Si la curva viene dada por una función vectorial del tipo: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]tz;ty;txtf/b;a:f =ℜ→ 3 , entonces: 

( ) ( ) ( )[ ]++
C

dz.z;y;xRdy.z;y;xQdx.z;y;xP =

= ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]dt.tz.tz;ty;txRty.tz;ty;txQtx.tz;ty;txP
b

a

''' ++

Ejemplos

( )xf  = ( )22 201463 xz;yz;yx −+

a) ( ) ( )32 t;t;ttf = , 0 ≤ t ≤ 1. 

( )[ ] ( )[ ] =+−+=+−+
1

0

2752222 32021463201463 dt.t.tt.tttdz.xzdy.yzdx.yx
C

( ) ] =+−=+−=+−=
1

0

1
0

1073962 564364360289 tttdt.ttt
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b) La poligonal (0;0;0) → (1;0;0) → (1;1;0) → (1;1;1) 

   
≤≤

=
=

=
10

0
0

1

x
z
y

C
≤≤

=
=

=
10

0
1

2

y
z
x

C y
≤≤

=
=

=
10

1
1

3

z
y
x

C

Calculamos primero la
1C

,  luego la 
2C

y  por último la
3C

( )
1

1
12 2 2 3

0
0

3 6 14 20 3 1
C

x y .dx yz.dy xz .dz x .dx x+ − + = = =

( )[ ] 000201463
1

0

22

2

=+=+−+ dz.dy.dz.xzdy.yzdx.yx
C

( )
3

11 3
2 2 2

0 0

20 203 6 14 20 20
3 3C

zx y .dx yz.dy xz .dz z .dz+ − + = = =

( )[ ]
3
23

3
201201463 22 =+=+−+

C
dz.xzdy.yzdx.yx

Condición necesaria y suficiente de independencia de la trayectoria en 3

Es condición necesaria y suficiente para que la ( ) ( )
C

xd.xf  no dependa de 

la trayectoria que el campo ( ) ( )R;Q;Pxf =  sea un campo vectorial conser-
vativo continuo con derivadas parciales continuas en un conjunto abierto y 
conexo. En ese caso existe función potencial U (x;y;z) / ( ) Uxf ∇= .

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )] ( ) ( )AUBUz;y;xUz;y;xdUdz.
z
Udy.

y
Udx.

x
U

xd.Uxd.xfRdzQdyPdx

B
A

B

A
C

CCC

−===
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

=∇==++
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Ejemplos

1) ( )[ ]+++
C

dz.xzdy.xdx.zxy 223 32  entre A = (1; –2;1) y B = (3;1;4) 

Verificamos que el campo ( ) ( )223 32 xz;x;zxyxf += sea conservativo. 

( ) ( ) 022330

32

22

223

=−+−+=

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂= kxxjzzi

xzxzxy
zyx

kji

frot

El campo es conservativo, por lo tanto: 

( )[ ] ( ) ( )
( )

( )

−

−−=+++
413

121

223 12141332
;;

;;

;;U;;Udz.xzdy.xdx.zxy

Debemos calcular una función potencial U (x;y;z)

( ) ( ) ( ) ( )12 323 z;yxzyxdx.zxydx.z;y;xP α++=+=

( ) ( ) ( )222 z;xyxdy.xdy.z;y;xQ β+==

( ) ( ) ( )33 32 y;xxzdz.xzdz.z;y;xR γ+==

Comparando las 3 integrales tenemos que una   ( ) xzyxz;y;xU 32 +=

( )[ ] ]( )
( )

( )

( )

−
− =+=+=+++

413

121

413
121

32223 202120132
;;

;;

;;
;;xzyxdz.xzdy.xdx.zxy
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2) ( ) ( ) ( )[ ]++++++
C

dz.zxyzdy.zxdx.zxy 222 22  entre A=(0;0;0) y B=(1;1;1) 

Verificamos que el campo ( ) ( )zxy;zx;zxyxf 222 22 ++++= sea conser-
vativo.

( ) ( ) ( ) 0221122

222 22

=−+−+−=

=

++++
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

kxxjizz

zxyzzxzxy
zyx

kji

frot

El campo es conservativo, por lo tanto: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( )

( )
−=++++++

111

000

22 000111222
;;

;;

;;U;;Udz.zxyzdy.yxdx.zxy

Debemos calcular una función potencial U (x;y;z)

( ) ( ) ( ) ( )12 2 z;yzxyxdx.zxydx.z;y;xP α++=+=

( ) ( ) ( ) ( )22222 z;xzxyxdy.zxdy.z;y;xQ β++=+=

( ) ( ) ( ) ( )322 22 y;xzxzyzdz.zxyzdz.z;y;xR γ+++=++=

Comparando las 3 integrales tenemos que una  

( ) 222 zxzyzyxz;y;xU +++=

( ) ( ) ( )[ ]
( )

( )

]( )
( )

404

222

111
000

222

111

000

22

=−=+++=

=++++++

;;
;;

;;

;;

zxzyzyx

dz.zxyzdy.yxdx.zxy
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3) ( ) ( ) ( )[ ]−+−++
C

dz.yxdy.zyxdx.zxy 322 23326  entre A= (1;1;1) y B = (2;1;0) 

Verificamos que el campo ( ) ( )322 23326 yx;zyx;zxyxf −−+= sea conser-
vativo.

( ) ( ) ( )

2 2 3

2 2

6 2 3 3 2

3 3 2 2 6 6 0

i j k

rot f
x y z

xy z x z y z x y

y y i j x x k

∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂
+ − −

= − + + − + − =

El campo es conservativo, por lo tanto: 

( )[ ] ( ) ( )
( )

( )
−=−−+

012

111

322 11101223326
;;

;;

;;U;;Uyx;zyx;zxy

Debemos calcular una función potencial U (x;y;z)

( ) ( ) ( ) ( )12326 2 z;yzxyxdx.zxydx.z;y;xP α++=+=

( ) ( ) ( ) ( )2333 3222 z;xzyyxdy.zyxdy.z;y;xQ β+−=−=

( ) ( ) ( ) ( )322 33 y;xzyxzdz.yxdz.z;y;xR γ+−=−=

Comparando las 3 integrales tenemos que una ( ) zyxzyxz;y;xU 32 23 −+=

( )[ ]
( )

( )
] ( )

( )
84122323326

012
111

32
012

111

322 =−=−+=−−+
;;
;;

;;

;;

zyzxyxyx;zyx;zxy
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CÁLCULO DE ÁREAS PLANAS MEDIANTE INTEGRALES CURVILÍNEAS

Sea D un recinto normal (una paralela a los ejes de 
coordenadas corta al contorno a lo sumo en dos 
puntos) limitado por una curva C cerrada que se 
puede descomponer en dos arcos ACB  (que res-
ponde a la ecuación ( )xyy 1= ) y ADB  (que res-

ponde a la ecuación ( )xyy 2= ) o también CAD ,

con ecuación ( )yxx 1=  y CBD , con ecuación ( )yxx 2= .

El área del recinto es: ( ) ( )[ ]−=
b

a

dx.xyxyA 12

( ) ( )+=
b

a

a

b

dx.xydx.xyA 12

Por otro lado la integral curvilínea  

( ) ( )1 2

b a

C ACB BDA
a b

y.dx y.dx y.dx y x .dx y x .dx
+

= + = +

De  y  surge que 
+

−=
C

dx.yA

Análogamente se puede demostrar que  

+
=

C
dy.xA , considerando CAD , con ecuación ( )yxx 1=  y CBD , con ecua-

ción ( )yxx 2= .

Ejemplos

1) Área del siguiente triángulo  

( )
1 2 3C C C C

A y.dx y.dx y.dx y.dx
+ + + +

= − = − + +

1

6 6

0 0

0 0
C

y.dx y.dx .dx
+

= = =
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( )
2

33 2

6 6

9 96 6 18 36 18
2 2 2C

xy.dx x .dx x
+

= − = − = − − + = −

3

00 2

3 3

9 90
2 2 2C

xy.dx x.dx
+

= = = − = −

( )
1 2 3

9
C C C

C

A y.dx y.dx y.dx y.dx
+ + +

+

= − = − + + =

2) Área del siguiente recinto limitado por C = C1 ∪ C2

   
≤≤

==
10

92

1 x
xyC  ,  

≤≤
=

=
10

3
2 x

xy
C

1 2C C C

A y.dx y.dx y.dx
+ + +

= − = − +

1

11 2

0 0

3 33
2 2C

xy.dx x.dx
+

= = =

2

0 0
01 2 3 2

1
1 1

9 3 2 2/ /

C

y.dx x.dx x .dx x
+

= = = = −

1 2

3 12
2 2C

C C

A y.dx y.dx y.dx
+

+ +

= − = − + = − − =
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APLICACIONES DE LAS INTEGRALES CURVILÍNEAS

Cálculo del área de una superficie cilíndrica 

Si z = f (x;y), es una función continua definida en un 
arco de curva regular C ⊂ ℜ2 / que toma valores posi-
tivos, entonces ( )

C
dx.y;xf  mide el área de la su-

perficie cilíndrica limitada inferiormente por la 
curva C y superiormente por su imagen a través de z.

El trabajo de una fuerza 

Si el campo vectorial f  representa un campo de fuerzas, entonces 

( ) ( )
C

xd.xf  mide el trabajo T realizado por el campo de fuerzas f para

desplazar una partícula a lo largo de la curva regular C.

Ejemplos

1) Si ( ) ( )z;y;xz;y;xf = , es un campo de fuerzas, calcular el trabajo T rea-
lizado f  al desplazar una partícula a lo largo C: ( ) ( )t;tsen;tcostf 3=  en-
tre A = (1;0;0) y B = (–1;0;3π).

Evaluamos si el campo de fuerzas es conservativo: 

0000 =++=
∂
∂

∂
∂

∂
∂= kji

zyx
zyx

kji

frot

Por lo tanto el trabajo no depende de la trayectoria. Si calculamos una fun-

ción potencial vemos que es:  ( )
222

222 zyxz;y;xU ++= .
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( )

( )

2
9

2
1

2
9

2
1

222

22301

001

222 ππ
π

=−+=++=
− ;;

;;

zyxT

2) Si ( ) ( )z;yxz;xz;y;xf −= 23 2 , es un campo de fuerzas, calcular el trabajo 

T realizado f  al desplazar una partícula a lo largo C:
=

=

zx

yx

83

4
3

2

, 0 ≤ x ≤ 2. 

Haciendo x = t, obtenemos la forma paramétrica de C: ( ) =
8

3
4

32 t;t;ttf

con 0 ≤ t ≤ 2.     
8

9
2

2 dt.tdz,dt.tdy,dtdx ===

=

=

=

=

=+−=+−+=
2

0

2

0

2
352324

2 3
864

51
8
93

244
33

t

t

t

t

dt.tttdt.t.tt.tttT

168
2
1

2
17

32384
51

2

0

3
46

=+−=+−= ttt
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Calcular las siguientes integrales curvilíneas en ℜ2

    a) ( )[ ]+
C

dy.ydx.yx2  a lo largo de C = C1 ∪ C2  si: 1 0 1
y xC

x
==
≤ ≤

y

        
≤≤

=
=

10
1

2 y
x

C  , de (0;0) → (1;1) → (1;0)

    b) ( )[ ]++
C

dy.xydx.yx  a lo largo de C = C1 ∪ C2  si: 
2

1 0 1
y x

C
x

=
=

≤ ≤
y

         
≤≤

=
=

21
1

2 x
y

C  , de (0;0) → (1;1) → (2;1)

    c) ( )+
C

dy.xydx.xy 223 32  a lo largo de 
≤≤

==
10

2 2

x
xyC , de (0;0) → (1;2). 

Verificar que por otro camino da lo mismo. 

    d) 
C

dx.yx , con ( ) ( )t;ttf 2= 20 ≤≤ t

    e) ( )+
C

dx.yx 22 ,  a lo largo de C = C1 ∪ C2 ∪ C3

          =
=

=
tx
ty

C1 , 10 ≤≤ t ,
=

=
=

ty

tx
C 12 1 2t≤ ≤  y 

=
=

=
ty

x
C

2
3 500 ,t ≤≤

       de (0;0) → (1;1) → (2;0,5) → a (2;0)      

    f) ( ) ( )2

C
x y .dx y x .dy− + + ,  a lo largo de 

2 1
x t

C
y t

=
=

= +
, 10 ≤≤ t

       de (0;1) → (1;2)      

           g) ( )+
C

dy.xsendx.xcosy  a lo largo de C = C1 ∪ C2 si:

         
≤≤

=
=

20

0
1 πx

y
C y

≤≤

=
=

20
2

2 π

π

y

x
C

de (0;0) → ( 2
π ;0)

→ ( 2
π ; 2

π )
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     h) ( ) +
C

dy.xdx.xy
3

3
2 entre A = (0;0) y B = (2;2), verificar que por los 

siguientes caminos da lo mismo. 
           i)  1 ABC : , A = (0;0), B = (2;2)   
          ii)  2C :  la poligonal ACDB, A = (0;0), C = (2;0), D = (0;2), B = (2;2) 
         iii)  3C :  la poligonal ACDB, A = (0;0), C = (1;0), D = (1;1), B = (2;2) 
         iv)  4 2C : x

     i) 
+
+

C yx
dy.xdx.y
22 , a lo largo del segmento de la recta y = x, 21 ≤≤ x .

2) Aplicando el teorema de Gauss-Green resolver las siguientes integrales Veri-
ficar el resultado calculándolas como integrales curvilíneas. 

a) ( )
+

+
C

dy.ydx.yx 32  a lo largo de C = C1 ∪ C2  si: 
≤≤

=
=

101 x
xy

C y

≤≤
==

10

23

2 y
xyC

b) ( )[ ]
+

+−
C

dy.ydx.xy  a lo largo de C = C1 ∪ C2  si: 
≤≤

==
10

2 2

1 x
xyC

      y
≤≤

=
=

10
2

2 x
xy

C

c) ( )
+

+
C

dy.xdx.y2  si C es el cuadrado de vértices (1;1), (1; 1), ( 1;1) y 

( 1; 1).

d) ( )23
C

xy.dx y .dy
+

−  si ( ) ( )2 2f t cos t; sent= . 0 ≤ t ≤ 2π.

e) ( )[ ]
+

−+
C

dy.xydx.yx 222  a lo largo de C = C1 ∪ C2  si: 

≤≤
==

10

2

1 x
xyC y

≤≤
==

10

2

2 x
xyC

f) ( )[ ]
+

+
C

xy dy.xdx.y.e , si C es la poligonal cerrada ABCA, con A= (0;1), 

B = (2;1), C = (2;2). 
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g) ( ) ( )
+C

xd.xf  si ( ) ( )21 x;yxf += a lo largo de C = C1 ∪ C2 ∪ C3 si:

≤≤
=

=
20

0
1 x

y
C  , 

≤≤
+−==

20
42

2 x
xyC y

≤≤
=

=
40

0
3 y

x
C

h) ( ) ( )
+C

xd.xf  si ( ) ( )xy;yxf 2=  a lo largo de C, si C es el triángulo 

de vértices (0;0), (1;0), (1;1).

i) ( ) ( )[ ]
+

−++
C

dy.xydx.yx  si C es la elipse ( ) 014 22 =+− yx.  utilizando 

una parametrización adecuada. 

3) Aplicando el teorema de Gauss-Green resolver las siguientes integrales cur-
vilíneas.

a) ( )
+

++++
C

ytgarc dy.exdx.xy 592 3  si 422 =+ yx:C

b) ( )
+

+
C

dy.xdx.yx 223  si
=

−=
xy

xxy:C 22

c) ( )
+

+
C

dy.ydx.yx 32  a lo largo de C = C1 ∪ C2 si:
≤≤

=
=

101 x
xy

C y

≤≤
==

10

23

2 x
xyC

d) ( )
+

+
C

dy.yxdx.yx 324  a lo largo del triángulo de vértices (0;0), (1;0), 

(1;1).

e) Calcular 
+ +

−
C yx

dy.xdx.y
22 , si:

    i) C es el cuadrado de lados paralelos a los ejes de coordenadas de cen-
tro en el origen y lado 2. Determinar si es posible aplicar el teorema de 
Gauss - Green. 

    ii) C = C1 ∪ C2, =
=

=
tseny
tcosx

C1 ,
=
=

=
tseny
tcosx

C
2
2

2     0 ≤ t ≤ 2π.
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4) Aplicando el teorema fundamental de las integrales curvilíneas resolver las 
siguientes integrales. Luego verificar el resultado resolviendo la integral 
curvilínea según una curva cualquiera que una los puntos inicial y final. 

a) ( ) ( )[ ]−++−
C

dy.xyxdx.yxy 324 432  entre A = (1;0) y B = (2;1). 

b) ( ) ( )[ ]−++−
C

dy.yxdx.xxy 222 12  entre A = (0;0) y B = (1;1).

c) ( )+
C

dy.yxdx.xy 223 32  entre A = (0;0) y B = (1;2).

d) ( )+
C

dy.xdx.xy 22  entre A = (0;1) y B = (2;5). 

e) ( ) ( )[ ]−−++−
C

dy.xyxdx.yyx 2333 2332  entre A= (0;1) y B= (1;2). 

f) −+−
C xx dy.

e
ycosdx.

e
ysen 11  entre A = (0;0) y B = (1;π).

g) ( ) ( )[ ]
( )

( )
−++

32

10

;

;

dy.yxdx.yx                     h) ( )[ ]
( )

( )
++

53

00

21
;

;

xyxy dy.x.edx.xy.e

5) Si ( ) ( )[ ]
( )

( )
523

11

00

222 =+++
;

;

dy.yxdx.AxBxy  y es independiente de la tra-

yectoria, calcular A y B si x ≠ 0.

6) Calcular las siguientes integrales curvilíneas en ℜ3

a) ( )xf  = ( )z;xzy;xy 643 2 − , ( ) ( )32 t;t;ttf = , 0 ≤ t ≤ 1. 

b) ( )xf  = ( )222 x;z;y , ( ) ( )211 t;t;ttf +−= , 0 ≤ t ≤ 1. 

c) ( )xf  = ( )22 201463 xz;yz;yx −+ , i) recta que une el punto A= (0;0;0) 
con B= (1;1;1), ii) ( ) ( )32 t;t;ttf = , 0 ≤ t ≤ 1. 

d) ( )xf  = ( )z;xy;x 23 , ( ) ( )t;tsen;tcostf = , 0 ≤ t ≤ 2π.
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7) Demostrar que las siguientes integrales son independientes de la trayecto-
ria y calcularlas por algún método. 

a) ( )[ ]−++
C

dz.zdy.yxdx.y 2433  entre A = (0;1; 1) y B = (1;2;0). 

b) +++−−
C

dz.
z
y

x
dy.

y
x

z
dx.

x
z

y 222
2121 entre A= (2; 1;1) 

    y B = (4;2; 2).

c) [ ]−+
C

dz.zdy.ydx.x 3649  entre A = (0;0;0) y B = (1;1;1). 

  d) [ ]+−
C

dz.zsec.xdydx.ztg 2  entre A = (0;0;0) y B = (2;1; 4
π ).

 8) Hallar k para que el campo ( ) ( )x;x;kzxyxf 422 2 −+=  sea conservativo.  
Calcular la circulación de f  desde (0;2;1) hasta (2;2;0) usando la fun-
ción potencial. 

 9) Calcular las áreas de los siguientes recintos como integrales curvilíneas. 
Verificar calculándolas utilizando integrales dobles. 

     a) 
=

=

xy

xy
:D

2

2

   b) 
=

=

xy

xy
:D

2

32

   c) 
=

+=
2

2

xy

xy
:D   d) 

=
=

=+

0

202
2

y
xy

yx

:D

10) La matriz jacobiana de un campo vectorial ( ) ( )[ ]y;xQ;y;xPf =  es 

= 2

2

2
03
xxy

xfD , calcular la circulación de f a lo largo de la frontera de 

A en sentido positivo si A= ( ){ }22 xyyx/y;x ≥∧≤+ .

11) Calcular la circulación de ( ) ( ) ( )[ ]222223 3 yxlny;yxlnxxf +++−=  a lo 
largo de la frontera de A en sentido positivo si A es la región plana limi-
tada por los arcos de circunferencias C [(0;0);2] y C [(1;0);1] y la recta 

xy 3= .
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12) ( ) ( )yx;xzxkx;yzykyxz;y;xf −+−+= 22  es un campo vectorial irrota-
cional. Determinar el valor de k para que la circulación entre el punto (3;3;1) 
y cualquier punto del plano 35 =− zx  sea −27.  

13) Si ( ) ( )2 23 6 14 20f x; y; z x y; yz; xz= + − calcular 
C

xd.f  si C es la inter-

sección de los planos z = x + y y z + y = 4, en el primer octante en el senti-
do positivo del eje x.

14) ( ) ( )222 yx;xyy;xf +=  es un campo de fuerzas, calcular el trabajo necesa-
rio para desplazar una partícula a lo largo del segmento C: de (0;0) a  (1;1). 

15) Si ( ) ( )yx;xyy;xf 2−=  es un campo de fuerzas, calcular el trabajo que se 
necesita para desplazar una partícula a lo largo del segmento C del punto 
(1;1) al punto (2;4). 

16) Si f ∈ C1 en 2ℜ con matriz jacobiana 
−

=
yy
xyx

fD
32

 y la ( )
C

xd.xf

entre (−2;0) y (2;0) a lo largo del eje x es 4, calcular la 
C

xd.f  entre am-

bos puntos a lo largo de la curva .xy 24 −=

17) Sea C1 una curva suave simple, contenida en el semiplano 0y ≥ que co-
mienza en ( )A 3 0;= −  y termina en ( )B 4 0;= . Si el área de la región en-
cerrada por la curva C y el eje x es 5, calcular la integral curvilínea entre A 
y B de ( ) ( )23 2f x; y y xy x;x x= + + +  a lo largo de C1.
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RESPUESTAS

1) a) 
7
2 ,  b) 56

15
, c) 8, d) 32

3
,  e) 

2
7 ,  f) 13

6
,  g) 

2
π ,  h) 

3
16 ,  i) ln 2

2) a) 
44
1− , b) 

3
1− , c) 4, d) 0,  e) 

5
3− , f) 0,  g) 

3
8 ,   h) 1

6
− ,  i) π4−

3) a) 12π,  b) 
4

27
  c) 

44
1−    d) 

12
1−

 e)  i) 4π− , no es posible aplicar el teorema porque la función no es con-
tinua en (0:0) que pertenece al recinto dado. 

         ii) 0, en este caso se puede aplicar el teorema. 

4) a) 5,   b) 
3
4 ,   c) 8,   d) 20,   e) –5,   f) 1–π,   g) 4,   h) 3e15

5)
3
48 == B,A                             6) a) 

4
19 ,  b) 

10
27 ,  c) i) 

3
13 ,  ii) 5,  d) 2π2      

7) a) 13, b) 2, c) 
2
23− , d) 1         8) k = 4, ( )

( )

( )
=

022

120

8
;;

;;

xd.xf

9) a) 
3
1

,  b) 
15
4

,  c) 
2
9 ,  d) 4      10) 

4
45−     11)

6
3439 +− π

12) 1=k   13) 3 208
3C

.f .dx = 14) 
3
4=T    15) 

4
83=T   16)

3
4−=

C

xd.f

17) 27
2C

f .dx =
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Integrales de 
superficie

Integral de superficie de campos escalares. 

La orientación de las superficies. 

Integral de superficie de campos vectoriales. 

Integral de superficie de un sólido. 

Teorema de la divergencia. 

Teorema del rotor. 

La masa de una superficie.

El flujo de un campo vectorial. 
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INTEGRALES DE SUPERFICIE

Presentada una superficie en cualquiera de sus tres formas (explícita, implí-
cita o paramétrica) vamos a definir una integral sobre ella.   

Así como extendimos el concepto de integral simple sobre un intervalo al de 
integral curvilínea, ahora extendemos el concepto de integral doble sobre 
una superficie plana al de integral sobre superficie curva. 

Ya vimos que para resolver una integral curvilínea la trasformamos en una 
integral simple, para evaluar una integral de superficie la vamos a transfor-
mar en una integral doble.   

Vamos a analizar dos casos: 

A) el integrando es un campo escalar de tres variables definido sobre una su-
perficie cualquiera. En estos casos no interesa la orientación de la superficie. 

a) S está definida por una función del tipo ( )y;xfz = .
b) S está definida por una expresión del tipo ( ) 0=z;y;xF .
c) S está definida por una función vectorial ( ) ( ) ( ) ( )[ ]v;uz;v;uy;v;uxv;uf = .

B) el integrando es un campo vectorial. En este caso interesa la orientación 
de la superficie.

A) El integrando es un campo escalar  

Plantemos el caso en que tenemos un campo escalar continuo de tres varia-
bles /A:G ℜ→ℜ⊆ 3 u = ( )z;y;xG definido sobre una superficie S, cuya 
proyección sobre el plano (xy) es un recinto cerrado D como indica la figura.

a) La superficie S corresponde a la ecuación ( )y;xfz = , continua con deri-
vadas parciales continuas en D.

Subdividimos el recinto D en subrecintos rectangulares de áreas ijAΔ , tal 
cual se hizo cuando se definió la integral doble. Sea ( )ji y;x  un punto cual-
quiera perteneciente al rectángulo de área ijAΔ . Consideramos su imagen a 

través de f, ( )ji y;xf .
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Queda así determinado para cada subrecinto 
de área ijAΔ , sobre la superficie S, un punto      

Pij = ( )[ ]jiji y;xf;y;x .

A cada Pij = ( )[ ]jiji y;xf;y;x le corresponde 
una imagen a través de G, que denominamos  

( )=ijG P ( )[ ]jiji y;xf;y;xG . Llamamos ijSΔ
al área de la superficie S que corresponde al 
rectángulo ijAΔ .

Multiplicamos ( )[ ]jiji y;xz;y;xG . ijSΔ y efec-
tuamos la suma. 

( )[ ]
= =

Δ
n

i

m

j
ijjiji S.y;xf;y;xG

1 1

.  Ahora consideramos el  

( )[ ] ( )
= =∞→

∞→
=Δ

m

i

n

j S
ijjiji

m
n

dS.z;y;xGS.y;xf;y;xGlim
1 1

Este límite doble es una integral doble y se denomina integral de superficie
del campo escalar G sobre la superficie S.

Cálculo de la integral de superficie 

Ya hemos visto (ver capítulo 10) que si ( )y;xfz = ,

( ) ( ) dy.dx.zzdS '
y

'
x

22
1 ++= , por lo tanto la integral de superficie es: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )++=
D

'
y

'
x

S

dy.dx.zz.y;xf;y;xGSd.z;y;xG
22

1

D es la proyección de la superficie sobre el plano (xy).

De esta manera transformamos una integral de superficie en un integral doble. 

Pij=(xi;yj;f (xi;yj))
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Ejemplos

1)
S

dS.y , donde S es la superficie 28 yxz += , con 0 ≤ x ≤ 1 y  0 ≤ y ≤ 2. 

S

dS.y = ( )++
D

dy.dxy.y 2281 = +
1

0

2

0

249 dx.dyy.y

Resolvemos la primitiva por sustitución. 

t = 9 + 4y2 ∴ dt = 8ydy
y

dtdy
8

=

( ) 232232 49
12
1

12
1

8
49

// yt
y

dt.t.ydyy.y +===+

( )

12
125125

12
1

125
12
149

12
149

1

0

1

0

2

0

1

0

232
1

0

2

0

2

==

=+=+

x

dx.dx.ydx.dyy.y
/

2)
S

dS.zx 22 , donde S es la porción del cono 

22 yxz += , entre los planos z = 1 y z = 2. 

22 yx
xz'

x
+

=
22 yx

yz'
y

+
=

( )
( )+=

=
+

+
+

++=

D

DS

dy.dx.yx.x

dy.dx.
yx

y
yx

x.yx.xdS.zx

222

22

2

22

2
22222

2

1

Resolvemos la integral utilizando integrales coordenadas polares 
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( )

( )
2
221

6
2

2
22

2
222

2
212424

2

1

62

1

55
2

1

2

0

5
2

1

2

0

2

1

2

0

222

πππαα

αααα

π

ππ

===+=

=+=

r.dr.r.dr.r.sen

dr.d.r.cosdr.d.r.r.cosr

/

//

b) S está definida por una expresión del tipo ( ) 0=z;y;xF  que define a   
( )y;xfz = .

Ya vimos en el capítulo 10 que en este caso: 

( ) ( ) ( )
dy.dx.

F

FFF
dS

'
z

'
z

'
y

'
x

222
++

=

Por lo tanto  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )++
=

D
'
z

'
z

'
y

'
x

S

dy.dx
F

FFF
.y;xf;y;xGdS.z;y;xG

222

Ejemplo

( )+
S

dS.yzy 22 , donde S es la parte del plano 

622 =++ zyx , en el 1º octante. 

( )

( ) ( ) =−=−−+=

++−−+=+

DD

DS

dy.dx.xyydy.dx.yxyyy

dy.dx..yx.yydS.yzy

26
2
326

2
3

2
414

2
322

22

22

( ) ( )] =−=−=
+−

+−
dx.xyydx.dy.xyy

x
x

3

0

62

0

3

0

62
0

223
2
326

2
3
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

24332448632481
2
31085412

2
3

108108364
2
3362

2
3

3

0

234

3

0

23
3

0

2

=+−+−=+−+−=

=+−+−=−+−=

xxxx

dx.xxxdx.x.x

c) S está definida por una función vectorial ( ) ( ) ( ) ( )[ ]v;uz;v;uy;v;uxv;uf = .

Vimos en el capítulo 10 que dv.du.ffdS '
v

'
u ∧= , por lo tanto 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ∧=
D

'
v

'
u

S

dv.du.ff.v;uz;v;uy;v;uxGdS.z;y;xG

Ejemplo

S

dS.x2 , donde S es la esfera de radio 1 definida por  

( ) =v;uf (sen u.cos v; sen u.sen v; cos u), con  0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π

=
−

−=∧
0vcos.usenvsen.usen

usenvsen.ucosvcos.ucos
kji

ff '
v

'
u

( )
( )ucos.usen;vsen.usen;vcos.usen

vsen.ucos.usenvcos.ucos.usen;vsen.usen;vcos.usen
22

2222

=

=+=

usenusenucos.usenusen

ucos.usenvsen.usenvcos.usenff '
v

'
u

==+=

=++=∧

2224

222424
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( ) ( )

( )[ ] ( ) =−=−=

==

dv.du.ucos.usenusen.vcosdv.du.ucos.usenvcos

dv.du.vcos.usendv.du.usen.vcos.usendS.x
DS

π ππ π

π π

2

0 0

22
2

0 0

22

2

0 0

23222

1

( )[ ]

( )
3

42
3
2

2
2

3
2

21
3
2

3
4

3
2

0

2

0

2

0

2

0

32

0

2

ππ
π

ππππ

==+=

=+==+−=

.vsenv

dv.vcosdv.vcosdv.ucosucos.vcos

Caso particular 

Si ( ) 1=z;y;xG , entonces 
S

dS.1  mide el área superficial. 

Casos en que se proyecta sobre otros planos 

a) Si la superficie S está definida por una función del tipo ( )z;xfy = , pro-
yectamos la superficie sobre el plano (x;z). En ese caso: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )++=
D

'
z

'
x

S

dz.dx.yy.z;z;xf;xGSd.z;y;xG
22

1

o ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )++
=

D
'
y

'
z

'
y

'
x

S

dz.dx.
F

FFF
.z;z;xf;xGdS.z;y;xG

222

Ejemplo

S

dS.x , donde S es la porción del plano 1=++ zyx  en el primer octante. 

Podemos pensar a ( )z;xfy = , zxy −−=1
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( ) ( )
−

=−+−+=
1

0

1

0

22 3111
x

DS

dx.dz.xdx.dz.xdS.x =

] ( )
6
3

32
3133

1

0

321

0

1

0

1
0 =−=−== − xx.dx.x.xdx.xz x

b) Si la superficie S está definida por una función del tipo ( )z;yfx = , pro-
yectamos la superficie sobre el plano (y;z). En ese caso: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )++=
D

'
z

'
y

S

dz.dyxx.z;y;z;yfGSd.z;y;xG
22

1

o ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )++
=

D
'
x

'
z

'
y

'
x

S

dz.dy
F

FFF
..z;y;z;yfGdS.z;y;xG

222

Ejemplo

( )−+
S

dS.zyx 2 , donde S es la porción del plano 2=++ zyx  en el primer 

octante.

Podemos pensar a ( )z;yfx = , zyx −−= 2

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−+−+−−=−+
DS

dy.dz.zyzydS.zyx 22 111222

( ) ( )]

( )( ) ( )

3
38

3
1683

3
223

3
223

24322243

23223

2

0

3
2

3
2

2

0

2
2

0

22

2

0

2
0

2
2

0

2

0

=−=−=−=

=−=−−−+−=

=−+=−+
−

−

.yy.yy.

dy.yy.dy.yyyy

dy.zyzzdy.dz.zy
y

y
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B) El integrando es un campo vectorial

Ahora tenemos un campo vectorial continuo ( )z;y;xG . En este caso importa 
la orientación de la superficie, por lo tanto primero analizamos este tema. 

Superficies orientadas 

Una superficie orientada S es una superficie de 
dos lados, uno de ellos exterior o positivo y el 
otro interior o negativo.  Tratamos el caso de 
superficies que son suaves, es decir que admiten 
plano tangente en todos los puntos, excepto en 
cualquier punto frontera. 

Un versor normal n  admite en cada punto dos 
sentidos posibles, que denominamos 1n y 2n .

Cada uno de estos versores se puede asociar con un lado de la superficie S.

La selección de uno de los dos versores define la orientación de la superficie. 

Si consideramos el versor que apunta hacia afuera desde el lado positivo 
( )1n , la superficie está orientada positivamente. Si consideramos el otro ver-
sor ( )2n , la superficie está orientada negativamente.  

Para determinar la orientación de la superficie debemos ver el signo de la 
componente k . Si el signo es positivo, el versor normal es superior y si el 
signo es negativo, el versor normal es inferior.

Si la superficie está definida por una función vectorial, como vimos en el ca-

pítulo 6, .
ff
ffn

'
v

'
u

'
v

'
u

∧
∧±=  Según el signo que adoptemos, la orientación es po-

sitiva o negativa. 

Si la superficie está expresada en forma implícita, ( )y;xfz = , vimos en el ca-

pítulo 10 que '
v

'
u ff ∧ = ( )1;z;z '

y
'
x −−  y por lo tanto 

( )
( ) ( )

.
zz

;z;z
n

'
y

'
x

'
y

'
x

1

1
22

++

−−
±=
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Si la superficie esté definida en forma explícita, ( ) 0=z;y;xF , la expresión 
del versor n  se obtiene reemplazando en  las derivadas parciales. 

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )22222222

1

1

'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

'
x

'
z

'
z

'
y

'
x

'
z

'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

'
z

'
x

'
z

'
y

'
z

'
x

FFF

F;F;F

F

FFF

F
F;F;F

F
F

F
F

;
F
F

;
F
F

n
++

±=
++

=

++

=

Integral de una superficie abierta orientada

Consideramos un campo vectorial ( ) =z;y;xG
( ) ( ) ( )[ ]z;y;xR;z;y;xQ;z;y;xP=  (al cual para 

simplificar la notación nos referiremos como 
G ), definido en un conjunto abierto que incluye 
una superficie S en el espacio definida a su vez 
sobre un conjunto D. Dividimos la superficie S
en subrecintos, cada una de área iSΔ . De cada 
subrecinto consideramos un punto Pi interior al mismo, en el cual suponemos 
que la superficie está orientada en sentido positivo, y en éste consideramos 
dos vectores, el vector ( )iPG y el versor normal ( )iPn .
Efectuamos el producto escalar entre ambos vectores y lo multiplicamos por 
el área iSΔ . Efectuamos la suma de esos productos.  

( ) ( ) i

n

i

S.nG Δ•
=

i
1

i PP

Definimos la integral de superficie como el límite de esa suma, cuando el 
diámetro de todas las áreas tienden a 0. 

( ) ( ) i

n

iS.diam
S.nG  lim

i

Δ•
=→Δ

i
1

i
0

PP = •
S

dS.nG

Nota: estamos considerando en esta definición el sentido positivo del vector 
normal. Si consideramos el sentido negativo, obtenemos una integral con 
signo opuesto.    
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Cálculo de la integral de superficie 

Para obtener las fórmulas de la integral de superficie, debemos reemplazar 
en  las respectivas de expresiones de n  y dS. Estas expresiones dependen 
de como esté definida la superficie S.

a) la superficie está definida en forma paramétrica,   

( ) ( ) ( ) ( )[ ]v;uz;v;uy;v;uxv;uf = , donde f  es un campo vectorial continuo. 

'
v

'
u

'
v

'
u

ff
ffn

∧
∧= , dv.du.ffdS '

v
'

u ∧=

( ) ( ) ( )[ ] =∧
∧
∧•=•

D

'
v

'
u'

v
'

u

'
v

'
u

S

dv.du.ff.
ff
ffv;uz;v;uy;v;uxGdS.nG

                        ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]∧•=
D

'
v

'
u dv.du.ffuvz;uvy;uvxG

Ejemplo

Calcular •
S

dS.nG  si ( ) ( )x;y;zz;y;xG =  y S es la esfera de radio 2. 

El recinto D es el círculo de radio 2 definido por: 

( ) =v;uf (2sen u.cos v; 2sen u.sen v; 2cos u), con  0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π

=
−

−=∧
022

222
vcos.usenvsen.usen

usenvsen.ucosvcos.ucos
kji

ff '
v

'
u

( )
( )ucos.usen;vsen.usen;vcos.usen

vsen.ucos.usenvcos.ucos.usen;vsen.usen;vcos.usen

444

4444
22

2222

=

=+=
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=•
S

dS.nG

( ) ( ) =•= dv.du.ucos.usen;vsen.usen;vcos.usenvcos.usen;vsen.usen;ucos
D

444 22

( )

=+−+=

=+=

dv.ucosucos.vsenusen.vcos.

dv.du.vsen.usenucos.vcos.usen

ππ π

π π

0

3
2

2

0 0

3

2

0 0

232

33
24

48

( ) ( )
3

16
2
2

3
8

2
21

3
16

3
11

3
114

2

0

2

0

2

0

2 ππππ

=+=+=−+−= vsenv.dv.vcosdv..vsen.

b) la superficie está definida en forma explícita: ( )y;xfz =

( )
( ) ( ) 1

1
22

++

−−
=

'
y

'
x

'
y

'
x

zz

;z;z
n , ( ) ( ) dy.dx.zzdS '

y
'
x 1

22
++=

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
1

1

1

' '
x y ' '

x y
' 'S D
x y

' '
x y

D

z ; z ;
G ndS G x; y; f x; y . z z .dx.dy

z z

G x; y; f x; y z ; z ; .dx.dy

− −
• = • + + =

+ +

= • − −

Ejemplo

Calcular •
S

dS.nG  si ( ) ( )z;x;yz;y;xG =  y S es la superficie limitada 

por el paraboloide 221 yxz −−=  y el plano z = 0. 

El recinto D es la proyección del paraboloide sobre el plano (xy), o sea 
el círculo de radio 1. 
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( ) ( )

( )
( )

2 2

2 2

2 2

1 2 2 1

2 2 1

4 1

S D

D

D

G n.dS y;x; x y x; y; .dx.dy

xy xy x y .dx.dy

xy x y .dx.dy

• = − − • =

= + + − − =

= + − −

Lo resolvemos aplicando coordenadas polares. 

( )

( )

( ) ( )

2 1
2 2 2 2

0 0
12 1 2 2 4

3 3 4

0 0 0 0

22 2

0 0 0

4 1

4
2 4

21 1 1 12
4 2 2 2 2 4

1 1
4 2 4 2

r.cos .r.sen r .cos r .sen .r.dr.d

r rr .cos .sen r r .dr.d r .cos .sen .d

cos
cos .sen .d sen .d

π

π π

ππ π

α α α α α

α α α α α α

α αα α α α α

π π

= + − − =

= + − = + −

= + = + = − + =

= − + + =

c) la superficie está definida en forma implícita: ( ) 0=z;y;xF

( )
( ) ( ) ( )222 '

z
'
y

'
x

'
z

'
y

'
x

FFF

F;F;F
n

++
= ,

( ) ( ) ( )
dy.dx.

F

FFF
dS

'
z

'
z

'
y

'
x

222
++

=

Por lo tanto =•
S

dS.nG

( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
=

++

++
•= dy.dx.

F

FFF
.

FFF

F;F;F
y;xf;y;xG

'
z

'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

'
x

'
z

'
y

'
x

D

222

222
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( )[ ] ( )
dy.dx.

F
F;F;F

y;xf;y;xG
'
z

'
z

'
y

'
x

D

•=

Ejemplo

Calcular •
S

dS.nG  si ( ) ( )y;;zz;y;xG 31218 −=  y 

S es la parte del plano 2x + 3y + 6z =12 en el primer 
octante.

El recinto D es la proyección del plano sobre el 
plano (xy), es el triángulo rayado en la figura. 

( )[ ] ( )

( )[ ]

( ) ( )

( ) ( )] =+−−=−=−=

=−=+−−−=

=•−−−=

=•−−−=•

−
−

6

0

2
6

0

3
24

0

6

0

3
24

0
3
484242626

26363212

1
2
1

3
13129636

6
63231232123

dx.xxxdy.xyydx.dy.x

dy.dx.xdy.dx.yyx

dy.dx.;;y;;yx

dy.dx.;;y;;yxdS.nG

x
x

DD

D

DS

2496216144
9
4624

3
41224

6

0

32
6

0

2 =+−=+−=+−= xxxdx.xx

Casos en que se proyecta sobre otros planos 

a) Si la superficie se puede expresar como ( )z;xfy = , proyectamos sobre el 
plano (x;z), entonces: 

( )[ ] ( ) dz.dx.y;;yz;z;xf;xGdS.nG
D

'
z

'
x

S

−−•=• 1
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o ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )++
•=

D
'
y

'
z

'
y

'
x

S

dz.dx
F

FFF
z;z;xf;xGdS.z;y;xG

222

Ejemplo

Calcular •
S

dS.nG , si ( )z;x;yG −= 2  y S: 2x + y = 6.

Planteamos a ( )z;xfy = , xy 26 −= y proyectamos 
sobre el plano (x;z).

b)  Si la superficie se puede expresar como ( )z;yfx = , proyectamos sobre 
el plano (y;z), entonces: 

( )[ ] ( ) dz.dy.x;x;z;y;z;yfGdS.nG
D

'
z

'
y

S

−−•=• 1

o ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )++
•=

D
'
x

'
z

'
y

'
x

S

dz.dy
F

FFF
z;y;z;yfGdS.z;y;xG

222

Ejemplo

Calcular •
S

dS.nG , si ( )xz;xy;xG 2=  y S: 422 =+ yx ,

0 ≤ z ≤ 2, en el 1º octante.     

Planteamos a ( )z;yfx = , 24 yx −=  y proyectamos 
sobre el plano (y;z).

( ) ( )

( ) ] ( ) ] =−=−=−=−=

=•−−=•

3

0

4
0

2
3

0

4
0

3

0

4

0

108448848212212

012226

xxdx.xdz.xzzdx.dz.x

dz.dx.;;z;x;xdS.nG
DS
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Integral de superficie de un sólido o superficie cerrada 

Si la superficie encierra un sólido, por ejemplo el caso de una esfera, para 
calcular la integral debemos calcular la integral respecto de cada cara y luego 
sumarlas. En este caso se conviene en considerar la orientación dada por el 
versor normal hacia afuera desde S (versor normal saliente unitario), a no ser 
que se indique lo contrario y se considere el versor normal hacia adentro  
(versor normal entrante unitario). En cada caso el signo de n  corresponde al 
signo de la componente k.

Ejemplo

Si ( ) ( )z;;z;y;xG 500=  y S es la esfera 16222 =++ zyx .

Tenemos que considerar dos superficies, a) la parte de la esfera que está por 
sobre el plano (xy), para la cual 2216 yxz −−= y b) la parte de la esfera 

que está por debajo del plano (xy), para la cual 2216 yxz −−−= .

a)  Consideramos el sentido positivo de  .n

−−=

=
−−−−

•−−=

=•

D

D

S

dy.dx.yx

dy.dx.;
yx

y;
yx

xyx;;

dS.nG

22

2222
22

165

1
16

2

16

216500

D es la proyección de la esfera sobre el plano (xy), es decir el círculo de ra-
dio 4. Resolvemos la integral en coordenadas polares. 

( ) ] ] ====+−=

=
−

•−−−=•

2

0

2
0

2

0

2
0

2

0

2

0

22

2
222

168844

0
4

1444

ydy.dy.zdy.dz.yy

dz.dy.;
y

y;z.y;y.y;ydS.nG
DS
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=−=−=− dr.r.r.dr..r.r.dr.d.r.r.
4

0

2

2

0

4

0

2
4

0

2

0

2 1610165165 παα
ππ

( )
3

64064
3

1016
3
110

4

0

232 πππ ==−−= .r.
/

b) Consideramos el sentido negativo de  .n

=−
−−

−

−−

−•−−−=•
DS

dy.dx.;
yx

y;
yx

xyx;;dS.nG 1
16

2

16

216500
2222

22

−−=
D

dy.dx.yx 22165 = dr.d.r.rdr.d.r.r αα
ππ

−=−
4

0

2

0

2
4

0

2

0

2 165165

( )

3
64064

3
10

16
3
1101610165

4

0

232
4

0

2

2

0

4

0

2

ππ

ππα
π

==

=−−=−=−=

.

r.dr.r.rdr.r.r.
/

La integral es igual a la suma de las integrales, es decir:

3
1280

3
640

3
640 πππ =+

Teorema de la divergencia de Gauss - Ostrogradski 

Así como el Teorema de Gauss-Green permite, bajo 
ciertas condiciones, transformar una integral curvilí-
nea en una integral doble, este teorema permite, 
también bajo ciertas condiciones, transformar una 
integral de superficie cerrada (un sólido) en una 
integral triple, que muchas veces es más fácil de 
resolver. 
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Si V es un sólido simple en 3ℜ proyectable sobre los planos coordenados y 
G un campo vectorial derivable con continuidad definido en V, entonces la 
integral de superficie del campo vectorial a través de la superficie cerrada S 
orientada con versor normal dirigido hacia el exterior, que es la frontera de 
V, es igual a la integral triple sobre V de la divergencia de G .

dz.dy.dx.GdivdS.nG
VS

=•

Ejemplos

1) Verificar el teorema si ( ) ( )z;;z;y;xG 500=  y S la esfera 16222 =++ zyx .
La integral de superficie ya la calculamos en la página 384 y vimos que es 

igual a 
3

1280π .

Calculamos ahora la divergencia y su integral triple 

5=Gdiv ,
3

12804
3
4555 3 ππ === .dVdz.dy.dx.

VV

V

dV es el volumen de una esfera de radio 4. Vemos que se verifica el teo-

rema.

2) Verificar el teorema si ( ) ( )z;y;xz;y;xG 2=  y S es la superficie cerrada 
limitada por el paraboloide 22 224 yxz −−=  que se encuentra por sobre el 
plano (xy).

a) por integral de superficie 

Debemos calcular dos integrales de superficie, una referida al paraboloide 
(S1) y la otra a la base (S2).
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i) a través de S1, consideramos el sentido positivo de .n

( ) ( )
1

2 22 4 2 2 4 4 1
S D

G n.dS x; y; . x y x; y; .dx.dy• = − − • =

( )

] ] πππαα π
π

1681688

844844

2
0

2
2

0

2

0

2
0

2

0

2

0

2222

=====

==−−++=

rdr.rdr.rdr.d.r

dy.dx.dy.dx.yxyx
DD

ii) a través de S2, z = 0.  Consideramos el sentido negativo de .n

( ) ( ) ==−•=•
DDS

dy.dx.dy.dx.;;;y;xdS.nG 001000
2

ππ 16016
21

=+=•+•=•
SSS

dS.nGdS.nGdS.nG

b) por integral triple 

Calculamos la divergencia de G . =Gdiv 1 + 1 + 2 = 4. Resolvemos la 
integral triple por coordenadas cilíndricas. 

]

( ) ( ) ] ( )

( )] ( ) πππ

παα

αα

π
π

ππ

168162282

2816816816

444

2
0

42

2

0

3
2

0

2
0

3
2

0

2

0

3

2

0

2

0

24
0

2

0

2

0

24

0

2

2

=−=−=

=−=−=−=

=== −
−

.rr.

dr..rr.rrdr.d.rr

dr.d.rz.dr.d.dz.r.dz.dy.dx. r
r

V

Vemos una vez más que el teorema de verifica. En este caso es más sencillo 
calcular la integral triple que las dos integrales de superficie. 
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Aplicación el teorema 

1) Si V es la región sólida limitada por el plano 2x + 2y + z = 6 y los planos 
coordenados, tal cual se ve en la figura, y 

( )z;y;xG 2= , calcular .dS.nG
S

•

Calculamos la integral triple. 

Primero calculamos la yyGdiv 22121 +=++= .

Vemos que el cálculo de esta integral es más sencillo que haber calculado la 
integral de superficie, lo que hubiera implicado calcular la integral a través 
de cada una da las 4 caras del sólido, es decir 4 integrales de superficie. 

2) V es la región sólida limitada por la superficie x2 + y2 = 4, y los planos 
coordenados, con 0 ≤ z ≤ 1, y ( )xz;xy;xG 2= ,

    calcular .dS.nG
S

•

Calculamos la integral triple. 

( ) ( )

( ) ] ( ) ( )[ ]

( )

2
63

63
81536

3
283036

3
424412448412

2262222

2222

3

0

43
2

3

0

3
2

3

0

3

0

3
22

3

0

3

0

2

3

0

3

0

3

0

3

0

226
0

3

0

3

0

226

0

=−+−=−+−=

=−−+−=−−+−=

=−−+=+=

=+=+=•

−−

−−
−−

− −−

xxxxdx.xxx

dx.yxyyxyydx.dy.yxyyx

dx.dy.yx.ydx.dy.zy

dx.dy.dz.ydz.dy.dx.ydS.nG

xx

xx
yx

x yx

VS
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Teorema del rotor o de Stokes 

Sea una superficie orientada S con versor normal 
positivo, limitada por una curva cerrada simple C, 
suave a trozos. Si ( )R,Q,PG = es un campo vec-
torial continuo con derivadas parciales continuas, 
en una región abierta que contiene a S y a C, en-
tonces la circulación en sentido positivo sobre la 
curva C del campo vectorial G es igual a la inte-
gral de superficie del Grot .

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

•=

=++=
++

S

CC

dS.nGrot

dz.z;y;xRdy.z;y;xQdx.z;y;xPxd.R;Q;PG

Es decir que una integral curvilínea, bajo ciertas condiciones,  puede expre-
sarse como una integral de superficie y viceversa. Habrá que ver luego cual 
es más fácil de resolver. 

Ejemplos

En todos los casos consideramos el vector normal positivo. 

1) Calcular ( )
C

G P;Q;R .dx.
+

 donde C es el triángulo orientado situado en 

el plano 2x + 2y + z = 6, tal cual se ve en la figura, y ( )x;z;yG 2−= .

( )

]

] ( )
3

324
3
44

3
4444

444

2

23
2

0

232
2

0

2
2

0

4
0

2

0

4

0

2

0

4

0

1
0

2

0

4

0

1

0

2

222

==−−=−==

====

=++=•

−

−−−

//x

xxx

VS

.xdx.x.x.dx.xy.

dx.dy.x.dx.dy.xz.dx.dy.dz.x

dz.dy.dx.xxxdS.nG
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Calculamos la integral de superficie que es mucho más sencillo que calcular 
la integral curvilínea que hubiera demandado el cálculo de 3 integrales curvi-
líneas en el espacio. Para eso primero calculamos el rotor de G ,

kyji

xzy
zyx

kji

Grot 2
2

+−−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

Ahora calculamos la integral de superficie, para eso 
despejamos z, z = 6 – 2x – 2y. De esta manera esta-
mos en el caso en que ( )y;xfz = . Consideramos el 
sentido positivo de .n

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 3 3
32

0
0 0 0

33 3 3
2 2 2

0 0 0

1 1 2 2 2 1

2 2 2 4 2 4

12 4 9 6 3 2 3 9
3

S DC
x

x

D

G P;Q;R .dx rot G n.dS ; ; y ; ; .dx.dy

y .dx.dy y .dy.dx y y .dx

xx x x .dx x x .dx x x

+

−
−

= • = − − • =

= − − + = − + = − + =

= − + + − + = − − + = − − + = −

2) Calcular ( )
+

−
C

xd.;x;y 12 a lo largo del cuadrado 

de vértices (0;0;3), (0;1;3), (1;1;3) y (1;0;3). 

Calculamos el rotor. 

( )1002

12

;;kkk

xy
zyx

kji

Grot ==−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

Planteamos la integral de superficie. Consideramos el sentido positivo de .n
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( ) ( ) ( )

] ]
1 1 1 1

1 1

0 0
0 0 0 0

2 1 0 0 1 0 0 1

1

S D DC

y; x; .dx rot G n.dS ; ; ; ; .dx.dy dx.dy

dy.dx y .dx dx x

+

− = • = • = =

= = = = =

3) Calcular ( )
+C

xd.y;xy;xz 2  si C es la frontera de la superficie que consta de 

la porción de cilindro 24 xz −=  en el primer octante cortado por los pla-
nos coordenados y el plano y = 3. 

Calculamos el rotor y luego planteamos la integral de superficie considerando 
el sentido positivo de .n

kyjxiy

yxyxz
zyx

kji

Grot ++=
∂
∂

∂
∂

∂
∂= 2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

32 3 2 2
2

0 0 0 0

22
2

00

2 2 0 1

4 4 2
2

9 918 9 36 9 45
2 2

S DC

D

xz;xy; y .dx rot G n.dS y;x; y x; ; .dx.dy

yxy y .dx.dy xy y .dy.dx xy .dx

xx .dx x

+

= • = • =

= + = + = + =

= + = + = + =

4) Verificar el teorema de Stokes si ( ) ( )x;z;yz;y;xG 643 −=  alrededor de la 
curva borde de la superficie cerrada limitada por el paraboloide 

229 yxz −−=  que se encuentra por sobre el plano (xy).

La curva C es la circunferencia de radio 3, ubicada sobre el plano (xy).

C: ( ) ( )033 ;tsen;tcostf =    0 ≤ t ≤ 2
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a) Calculamos la integral curvilínea 

( ) ( ) ( )
++

=−=−+=
CC

dt.tsen.sentdz.xdy.zdx.yxd.R;Q;PG
π2

0

39643

( )[ ] ( )
−=−−=−−=−=

π π π

π
2

0

2

0

2

0

2 27
2

2
2

2721
2

2727 tsentdt.tcosdt.tsen

b) Calculamos la integral de superficie. Consideramos el sentido positivo de 
.n

Primero calculamos el rotor 

kji

xzy
zyx

kji

frot 364

643

−+−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

] ππ

πααα

ααα

π

π

273

126123128

3128

3128122364

3
0

2

3

0

22

2

0

3

0

22

3

0

2

0

−=−=

+−−=−−−=

=−+−=

=−+−=•−−

r

dr.rrrdr.rcos.rsen.r

dr.d.r.sen.rcos.r

dy.dx.yxdy.dx.;y;x;;
DS

Vemos que el teorema se verifica. 
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( )

1 1
2 2

0 0

1 1
12 2 3

0
0 0

13 4

0

3 3

3 3

1 1 33 3
3 4 3 4 12

x

D

x

k. x .dx.dy k. x .dy.dx

k. x y .dx k. x x .dx

x xk. . k. . k

−

−

= =

= = − =

= − = − =

APLICACIONES FÍSICAS

La masa de una superficie  

Si la medida de la densidad de área en un punto (x;y;z) de una superficie S es 
ρ(x;y;z), entonces la masa M de S es:

( )=
S

dS.z;y;xM ρ

Ejemplo

Determinar la masa de la porción del plano x + y + z = 1 en el primer octante 
si la densidad de área en un punto (x;y;z) es proporcional a x2.

Despejamos z, z = 1 – x – y

( ) ( ) =+−+−==
DDS

dy.dx.x.kdy.dx..x.kdS.x.kM 22222 3111

El recinto D es el triángulo sombreado en la figura, 

Integral de flujo 

Si G es un campo de velocidades que representa la velocidad de un líquido 
que fluye por el punto P, entonces la integral de superficie representa el flujo φ
(cantidad de líquido que pasa por unidad de tiempo) a través de la superficie S.
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Consideramos la orientación positiva del versor normal. 

φ = •
S

dS.nG

Como ya hemos visto:  

a) si la superficie está definida en forma paramétrica:  

φ = •
S

dS.nG ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]∧•=
D

'
v

'
u dv.du.ffuvz;uvy;uvxG

b) si la superficie está definida en forma explícita:  

φ = •
S

dS.nG = ( )[ ] ( ) dy.dx.;z;zy;xf;y;xG
D

'
y

'
x −−• 1

c) si la superficie está definida en forma implícita:  

φ = •
S

dS.nG = ( )[ ] ( )
dy.dx.

F

F;F;F
y;xf;y;xG

'
z

'
z

'
y

'
x

D

•

Si la superficie está formada por varias caras S1, S2, …, Sn, el flujo se obtiene 
sumando los flujos φ1, φ2,…, φn de cada una de las caras.  

Ejemplos

1) Calcular el flujo a través de la superficie 
     S:  2x + 2y + z = 6 del campo vectorial    

( )zx;x;xyG +−= 2 , en el primer octante. 

    Consideramos el sentido positivo de .n
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( ) ( )

( )

( )

2

3 3 3
32 2 2 2

0
0 0 0

33 4
3 2 3 2

0 0

6 2 2 2 2 1

2 2 6 2 2 6

3 243 273 12 6 9 4 3 9 108 27 27
4 4 4

S D
x

x

G n.dS xy; x ;x x y ; ; .dx.dy

xy x x y .dy.dx xy x y xy y y .dx

xx x x .dx x x x

ϕ

−
−

= • = − + − − • =

= − − + − = − − + − =

= − + + = − + + = − + + =

2) ( )yz;y;xzG −= 4 , obtener el flujo a través de la cara superior y de la cara 
inferior del cubo unitario de la figura,  

z = 1 

El recinto D es el cuadrado de lado 1. 

( ) ( ) ==•−=•=
1

0

1

0
1 1004 dx.dy.ydy.dx.;;y;y;xdS.nG

DS

φ

1 11 12

00 00

1 1 1
2 2 2 2
y .dx .dx x= = = =

z = 0 

El recinto D es el cuadrado de lado 1. 

( ) ( ) 0010000
1

0

1

0
2 ==•−=•= dx.dy.dy.dx.;;;y;dS.nG

DS

φ

El flujo total 
2
10

2
1

21 =+=+= φφφ

3) ( )8;x;yG −= , obtener el flujo a través de la parte de la esfera que está por 
sobre el plano (xy) acotada por la circunferencia 422 =+ yx . La esfera 
tiene por ecuación 9222 =++ zyx .
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( )

]

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
22 2

0 0
0 0 0 0

2 28 1
9 9

2 2 8 8
9 9

8 8 16 8 32

S D

D D

x yG n.dS y; x; ; ; .dx.dy
x y x y

xy yx .dx.dy .dx.dy
x y x y

r.d .dr . r. .dr . r.dr r
π

πα α π π π

• = − • =
− − − −

= − + = =
− − − −

= = = = =

Caso de una superficie cerrada 

En este caso el flujo se puede considerar co-
mo saliente (el versor normal apunta hacia 
afuera) o entrante (el versor normal apunta 
hacia adentro).

El flujo se obtiene sumando los flujos φ1,
φ2,…, φn de cada una de las caras S1, S2, …, 
Sn  que delimitan la superficie cerrada.  

Ejemplos

1) Calcular el flujo saliente del campo vectorial 
( )22 y;x;zG =  a través de la región sólida limi-

tada por el paraboloide 224 yxz −−=  y el plano 
(xy).

Debemos calcular dos integrales de superficie, una 
referida al paraboloide (S1) y la otra a la base (S2).

i) a través de S1, consideramos el sentido positivo de .n

( )

( ) ( )
1

2
1

2 2

2 2 2 1

4 2 4 2

S D

D D D

G n.dS z;x; y x; y; .dx.dy

zx xy y .dx.dy zx xy .dx.dy y .dx.dy

ϕ = • = • =

= + + = + + =

 flujo 
 entrante 

   flujo  
saliente
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( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

2

2

42
2 2 2

2 4

42
3 2 2

2 4

2 42 4 2 2 2 2

4
2

2
2 2 22

2

2

4 4 2

16 4 4 2

8 2

8 4 4 2 4 4

8 4 4 2

y

Dy

y

Dy

y

y
D

x. x y xy .dx.dy y .dx.dy

x x xy xy .dx.dy y .dx.dy

x x x y x y .dy y .dx.dy

. y y y y y y

. y y

−

− − −

−

− − −

−

− −
−

−

= − − + + =

= − − + + =

= − − + + =

= − − − − − + − −

= − − − − − ( ) ( )( )2 22 2

2 2

4 4

0
D

D D

y y y y .dy y .dx.dy

y .dx.dy y .dx.dy

− + − + =

= + =

ii) a través de S2, z = 0.  Consideramos el sentido negativo de .n

[ ] ( ) −=−•=•=
DDS

dy.dx.ydy.dx.;;y;x;zdS.nG 22
2 1002

2

φ

=−=+=
DD

dy.dx.ydy.dx.y 022
21 φφφ
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1)
S

dS.xy6 , donde S es la parte del plano 1=++ zyx , en el 1º octante. 

2)
S

dS.z , donde S es la mitad superior de una esfera de radio 2 cuya parame-

trización es ( ) =v;uf (2 sen u.cos v; 2 sen u.sen v; 2 cos u), con 0 ≤ u ≤
2
π ,

0 ≤ v ≤ 2π

3) ( )+
S

dS.yzy 22 , donde S es la parte del plano 622 =++ zyx , en el 1º 

octante.

4) Calcular 
S

dS.xyz , si S es la porción del cilindro x2 + z2 = 4, entre los 

planos y = 1 e y = 3.  

5)
S

dS.z2 , donde S es la porción de cono 222 zyx =+ que se encuentra en-

tre los planos z = 1, y z = 2.

6) Calcular el flujo de: 

a) ( ) ( )z;y;xz;y;xG =  si S es la porción del plano 3x + 2y + z = 6 en el 
primer octante.  

b) ( ) ( )522 ;x;yz;y;xG −=  si S es la parte de la esfera 16222 =++ zyx
que se encuentra por sobre el plano (xy).

c) ( ) ( )zy;x;zz;y;xG 23−=  si S es la parte de la superficie cilíndrica 
1622 =+ yx  que se encuentra en el primer octante, con z entre 0 y 5.  

d) ( ) = 044 ;zy;zxz;y;xG
ππ

 si S es la superficie cerrada formada por 

122 =+ yx , z = 10 y los planos coordenados.  
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e) ( ) ( )x;yx;zz;y;xG −+= 26  si S es la parte de la superficie cilíndrica 
922 =+ yx  que se encuentra en el primer octante, delimitada por y

entre 0 y 8. 

7) Calcular el flujo saliente del campo vectorial ( ) ( )z;y;xz;y;xG 2= :          
a) directamente, b) utilizando el teorema de Gauss, si S es la superficie 
cerrada limitada por el sólido ( ){ }22 2240 yxz/z;y;xV −−≤≤=  y el 
plano (xy).

8) Calcular el flujo saliente del campo vectorial ( ) ( )xz;y;yxz;y;xG 22=
utilizando el teorema de la divergencia, si S es el cubo limitado por los 
planos x = 1, y = 1, z = 1 y los planos coordenados en el primer octante.   

9) Calcular el flujo saliente de ( )z;y;xG a través del sólido S limitado por el 
plano x + z = 6 y el cilindro 422 =+ yx , utilizando el teorema de la diver-
gencia si ( ) ( ).e;zcosxy;zsenxz;y;xG y++= 2

10) Calcular la circulación en sentido positivo de ( ) ( )z;xy;xzz;y;xG −=
alrededor de la curva borde de la superficie cerrada limitada por el para-
boloide 224 yxz −−=  y el plano z = 2, utilizando el teorema de Stokes.  

11) Verificar el teorema de Stokes si ( ) ( )x;z;yz;y;xG 324−=  alrededor de 
la curva borde de la superficie cerrada limitada por el paraboloide 

2210 yxz −−=  que se encuentra por sobre el plano z = 1. 

12) Calcular la ( )
C

G x .dx
+

 donde C es la curva borde de la superficie ce-

rrada limitada por el cilindro 22 1 yz −= , el plano 1=+ yx  y los planos 

coordenados si =
yz
z

xy
GD

0
201
0

.
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13) Dada ( ) ( ) ( ) ( )[ ]zy;xg;y;xgy;y;xgxz;y;xG 43 −++= , hallar el flujo a 
través de la frontera del cuerpo limitado por 422 =+ yx  con 11 ≤≤− z ,
si ( ) ( ).yx;yxy;xg −+=∇ 2

14) ( ) ( )zb;aby;xaz;y;xG 23 66= , con a y b reales, la superficie S es la fron-
tera del cuerpo definido por 422 ≤+ yx  con 41 ≤≤ z . Hallar a y b para 
que el flujo a través de S alcance un extremo relativo y clasificarlo. Su-
ponemos la superficie orientada hacia afuera.  

RESPUESTAS

  1) 
4
3    2) 8π    3) 

2
243    4) 0   5) 

2
215 π

  6) a) =φ 18,  b) =φ 80π   c) =φ 90  d) =φ 100   e) =φ 180 

  7) =φ 16π      8) =φ 2      9) −12π    10) 0     11) 36π    12) 
3
1    13) =φ 16

3
14) a = 1, b = −3, es un mínimo relativo.  





Capítulo 13 

Ecuaciones
diferenciales de 1º orden 

Definiciones y conceptos fundamentales; 
orden, grado, solución general, solución 
particular. 

Ecuaciones diferenciales de variables 
separables, lineales, exactas, factor 
integrante, homogéneas, de Bernoulli, 
reducibles a homogéneas, Ricatti, Clairaut.  

Trayectoria ortogonales. 

Líneas de campo en 2 .
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ECUACIONES DIFERENCIALES

Se llama así a una ecuación que vincula a un número finito de variables con 
las derivadas de una de ellas respecto de las otras, o lo que es equivalente, 
los diferenciales de las variables. 

Ejemplos: yxy'y 22 =− , xy
dx
dy 3= , xz

dx
z

=
∂

Ecuación diferencial ordinaria 

Una ecuación diferencial es ordinaria si hay una sola variable independiente, 
por lo tanto la derivada es total, no hay derivadas parciales. Las otras ecua-
ciones diferenciales reciben el nombre de ecuaciones diferenciales en deri-
vadas parciales.

Orden de una ecuación diferencial 

Está dado por el orden de la derivada de mayor orden que aparece en la 
ecuación diferencial. 

Ejemplos:  32' =− xyy   es de 1º orden porque aparece la derivada primera. 
      yyy 2'4" =−  es de 2º orden porque aparece la derivada segunda. 

Podemos pensar a una ecuación diferencial de orden n como una ecuación 
del tipo: ( ) 0=ny;...;'y;y;xF  (forma implícita) o ( )1−= nn y;...;'y;y;xfy
(forma explícita). 

Grado de una ecuación diferencial 

Es la potencia a la que está elevada la derivada de mayor orden. 

Ejemplos: xy'y"y 22 =+  es de 2º orden y de 1º grado, porque la de-
rivada de mayor orden es la 2º que tiene  
exponente 1. 

           y"y'xy 222 32 =+      es de 2º orden y 3º grado. 
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Solución general de una ecuación diferencial 

La solución general de una ecuación diferencial está constituida por todas las 
funciones que satisfacen la ecuación diferencial. Hay que tener en cuenta 
que así como en una ecuación algebraica la solución son números, la solu-
ción de una ecuación diferencial son funciones. 

Ejemplo: resolver x'y =

Se trata de encontrar todas las funciones cuyas derivadas sean iguales a x.

Para resolverla expresamos la derivada como cociente de diferenciales: 

+==== Cxydxxdydxxdyx
dx
dy

2
..

2

Integrando a ambos miembros se obtiene la solución general, constituida en 
este caso por una familia de parábolas. 

Obsérvese que no hay una única función sino que son infi-
nitas que difieren en una constante. Por eso se dice que la 
solución general de una ecuación diferencial es una familia
de funciones.  

Solución particular 

Se llama así a la función que además de pertenecer a la solución general 
cumple con alguna condición adicional, por ejemplo la de pasar por un punto 
P0 determinado. 

Si en el ejemplo anterior queremos la solución que pasa por P0 = (1;1), esta-
mos buscando una solución particular. Para obtenerla debemos calcular la 
constante C:

2
1

2
11

2

2

=+=+= CCCxy   por lo tanto la solución particular es: 

2
1

2

2

+= xy , que de todas las parábolas que forman parte de la solución ge-

neral es la que pasa por el punto P0 = (1;1). 

x

y
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Solución singular 

Son soluciones que no se deducen de la solución general. En el proceso de 
resolución de una ecuación diferencial hay que resolver integrales en las cua-
les, muchas veces, aparecen denominadores, cuyo valor se considera siempre 
no nulo. 

Ejemplo

Resolver dx.ydy.x =

SGx.kyklnxlnyln

Cxlnyln
x

dx
y

dy
x

dx
y

dy
x
y

dx
dy

=+=

+====

Esta resolución es válida si x ≠ 0 e y ≠ 0.  Pero ¿qué ocurre si x = 0 o y = 0? 

Si x = 0, dx = 0: queda 0.dy = y.0, 0 = 0, vemos que x = 0 verifica la ecuación 
y por lo tanto es una solución de la ecuación.  

Si y = 0, dy = 0: queda x.0 = 0.dx, 0 = 0, vemos que x = 0 verifica la ecuación 
y por lo tanto es una solución de la ecuación.  

Lo que tenemos que ver es si estas soluciones están incluidas en la solución 
general x.ky = o y.Cx = .

y = 0, se obtiene como solución particular cuando k = 0.
x = 0, se obtiene como solución particular cuando C = 0. 

Por lo tanto no son soluciones singulares. 

Analizaremos otros ejemplos más adelante. 

En este capítulo veremos las ecuaciones diferenciales ordinarias de 1º grado 
y de 1º orden. 

Resolver una ecuación diferencial significa encontrar la familia de funciones 
que la satisface. Esto no siempre es tan sencillo. Los pasos a seguir dependen 
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de la estructura de la misma. Lo que veremos ahora es como se resuelven 
distintos tipos de ecuaciones diferenciales según la estructura a la que res-
pondan.

Teorema de existencia y unicidad de la solución 

Planteamos ahora qué condiciones deben cumplirse para que una ecuación 
diferencial tenga solución y que ésta sea única.

Dada ( )1−= nn y;...;'y;y;xfy , si 1−ny,...,'y,y,f son continuas en un conjunto 
A, entonces existe y es única la solución ( )xhy =  definida en un entorno de 
x0, que verifica las condiciones iniciales, ( ) 00 yxh = ,…, ( ) 1

00
1 −− = nn yxh .

Pasa el caso particular de una ecuación diferencial de 1º orden del ti-
po ( )y;xf'y = , deben verificarse la continuidad de f y de 'y .

ECUACIÓN DIFERENCIAL CORRESPONDIENTE A UNA FAMILIA DE 
FUNCIONES

Dada una familia de funciones definidas por ( ) 021 =nC,...,C,C,y,xϕ , donde 
ϕ  es n veces diferenciable respecto de x e y y continua para las constantes 
C1, C2,…, Cn, existe una ecuación diferencial de la cual dicha familia de 
curvas es la solución general. 

Para encontrar dicha familia de funciones debemos eliminar las constantes 
en el sistema de ecuaciones formado por ( ) 021 =nC,...,C,C,y,xϕ y sus n pri-
meras derivadas. 

Ejemplos

1) 2Cxy =  generamos el sistema 
=
=

Cx'y
Cxy
2

2

, despejando C en la segunda 

ecuación y reemplazando en la primera queda: x'yy =2 , que es la ecuación 
diferencial que buscamos. 
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2) xe.CCy x 321 ++=  generamos el sistema 
1 2

2

2

3

3

x

x

x

y C C .e x
y' C .e
y" C .e

= + +

= +

=

, si reem-

plazamos xe.C2 en la 2º ecuación por y" tenemos la ecuación diferencial 
que buscamos: 3y' y"= +

ECUACIONES DIFERENCIALES DE 1º ORDEN

Podemos pensar en forma genérica a una ecuación diferencial de 1º orden 
como una ecuación de la forma: ( ) 0='y;y;xF  o ( )y;xf'y = . Veremos los 
siguientes casos: variables separables, homogéneas, reducibles a homogé-
neas, lineales, Bernoulli, exactas, factor integrante, Riccati y Clairaut.   

Ecuaciones diferenciales de variables separables 

Se llama así a las ecuaciones diferenciales en las cuales se pueden separar
las variables, es decir que en cada miembro de la ecuación quede una sola 
variable con su diferencial de modo que se puedan integrar. Eso ocurre cuan-
do la ecuación diferencial se puede llevar a la siguiente forma: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dy dy dyy' P x .Q y P x .Q y P x .dx P x .dx
dx Q y Q y

= = = =

Ejemplo:  resolver yx'yyx'xy
3

03 2 ==−

Si expresamos la derivada como cociente de diferenciales, se pueden separar 
las variables:  

Cxylndxx
y

dydxx
y

dyyx
dx
dy +====

6333

2

  S.G. 

Pero no en todas las ecuaciones diferenciales se pueden separar las variables. 
Vemos ahora como se resuelven algunos de esos casos.  
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Ecuaciones diferenciales homogéneas  

Las ecuaciones diferenciales homogéneas tienen la siguiente estructura: 

P(x;y).dx+Q(x;y).dy = 0 

donde P(x;y) y Q(x;y) son funciones homogéneas del mismo grado. Para 
resolver estas ecuaciones diferenciales se recurre a un cambio de variables 
para transformarlas en ecuaciones diferenciales de variables separables.

Para ello se divide toda la ecuación diferencial por xn, donde n es el grado de 
homogeneidad de las funciones P(x;y) y Q(x;y). Por la 2º propiedad de las 
funciones homogéneas vista en el capítulo 7 queda:   

0.. 11 =+ dy
x
yQdx

x
yP

Si hacemos las siguientes sustituciones: dxvdvxdyvxyv
x
y ... +===

queda una nueva ecuación diferencial cuyas variables son x y v que se pue-
den separar: 

( ) ( )( ) 0.... 11 =++ dxvdvxvQdxvP

Procedemos a resolver esta nueva ecuación diferencial: 

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )vvQvP

dvvQ
x

dxdvxvQdxvvQvP

dvxvQdxvvQvP

.
.

....

0....

11

1
111

111

+
−=−=+

=++

ya hemos separado las variables, ahora hay que integrar: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )+

−
=

+
−= vvQvP

dvvQ

eCx
vvQvP

dvvQ
x

dx .
.

11

1 11

1

.
.

.

que es la solución general de la ecuación general homogénea, finalmente de-
bemos volver a las variables originales. 
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Ejemplo:  resolver ( ) 0..22 =++ dyxydxyx

Las funciones son homogéneas de grado 2, por lo tanto es una ecuación dife-
rencial homogénea. Dividimos por x2 y efectuamos las sustituciones vistas.  
Queda:

( ) ( )
( )

+
−=

+
−=−=+

=+++

22
2

2

2121
21

01

v
dv.v

x
dx

v
dv.v

x
dxdv.xvdx.v

vdxxdv.vdx..v

( )
4

24 2
2

21

1

21

121
4
1

+

=
+

=+−=+

x
y

C.x
v

C.xvlnCxln

Al final debe expresarse la solución en función de las variables originales. 

Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas 

Tienen la siguiente estructura: ( ) ( ) 0.. 222111 =+++++ dycybxadxcybxa

Esta ecuación diferencial sería homogénea de grado 1 si no fuese por los 
términos c1 y c2. Este tipo de ecuaciones diferenciales se las puede transfor-
mar en ecuaciones diferenciales homogéneas de grado 1 si a1.b2 – a2.b1 ≠ 0. 
Veremos luego que ocurre si a1.b2 – a2.b1 = 0. 

Esto se logra a través del siguiente cambio de variables: x = u+h, y = z+k, de 
donde surge que dx = du y dy = dz; h y k son valores numéricos que hay que 
obtener para que la nueva ecuación diferencial, cuyas variables son u y z, sea 
homogénea. Reemplazando queda: 

( ) ( ) 02222211111 =+++++++++ dz.ckbhazbuadu.ckbhazbua

Hay que encontrar valores de h y k que hagan que  

0y    0 222111 =++=++ ckbhackbha

Para que estas expresiones se hagan 0 simultáneamente hay que resolver el 
sistema de ecuaciones lineales formado por estas dos ecuaciones que tiene 
solución única si a1.b2 – a2.b1 ≠ 0. 
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De esta forma la ecuación diferencial queda:   

( ) ( ) 0.. 2211 =+++ dzzbuaduzbua , que es homogénea de grado 1. 

Luego se resuelve la nueva ecuación diferencial y finalmente se vuelve a las 
variables originales. 

Ejemplo:  resolver ( ) ( ) 0.123.134 =+++++ dyyxdxyx

Hacemos x = u + h, y = z + k, queda:

( ) ( ) 01232313434 =+++++++++ dz.khzudu.khzu

Buscamos los valores de h y k : ( ) ( )1:1;
123
134

−=
−=+
−=+

kh
kh
kh

Queda entonces que x = u –1 e  y = z + 1 

Reemplazando se obtiene la nueva ecuación diferencial que debe ser homo-
génea:

( ) ( ) 0.23.34 =+++ dzzuduzu

Esta nueva ecuación diferencial es homogénea de grado 1, se resuelve como 

tal haciendo el cambio de variables v.duu.dvdzv
u
z +== y , luego de ha-

ber dividido la ecuación  por u (por ser homogénea de grado 1). 

( ) ( )( ) 0...23.34 =++++ duvdvuzuduvu

( ) ( ) dv.
vv
v

u
dudv.u.vdu.vvv

462
230232334 2

2

++
+−==+−=+++

23
23

2
1

462
23

2
2

2
++

=∴++−=
++

+−=
vv

CuC.vvlnulndv.
vv
v

u
du

esta nueva ecuación diferencial debe 
ser de variables separables. 
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Cuuzz

u
z.

u
z

Cu =++

++

= 22
2

2 23

23

,

debemos volver ahora a las variables originales. 

( ) ( ) ( ) ( )
CxyxxyyCxxy

xxyyyCx.y.x.y
=++++=+++−+

+−++−=++−++−
222

222

2324233
3312121131

Si a1.b2 – a2.b1 = 0, los coeficientes de las variables son proporcionales, en-
tonces la ecuación diferencial se puede transformar en variables separables 
efectuando la siguiente sustitución: a1x + b1y = z (ó a2x + b2y = z, según con-
venga).

dx.
b
a

b
dzdydy.bdx.adz

1

1

1
11 −=+=

Ejemplo: ( ) ( ) 052412 =++−−+ dy.yxdx.yx   2.2 – 1.4 = 0 

Hacemos  2x+y = z dx.dzdydydx.dz 22 −=∴+= ,  reemplazamos: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

+
+=

+
+=

+
+=∴

+=+=−+−−

dz.
z

dz.
z
zdxdz.

z
zdx

dz.zdx.zdxdz.zdx.z

955
2

95
52

95
52

529502521

5
7

( ) ( )

1

1

95107510

92572102595
25
7

5
2

Cyxlnxy

yx.lnyx.CxzlnzCx

=+++−∴

++++=+++=+
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Ecuaciones diferenciales de 1º orden lineales 

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura: 
)().(' xQyxPy =+ , donde P(x) y Q(x) son funciones continuas de x.

La solución la constituyen todas las funciones y = f (x) que satisfagan la 
ecuación. Para resolverla se recurre a un cambio de variables: y = u.v, donde 
u y v son funciones de x. Debemos calcular u(x) y v(x), luego efectuando su 
producto se obtiene la función y que es la solución general.   

Si 'v.uv'.u'yuy +== . Sustituyendo en la ecuación diferencial queda:

( ) ( )xQv.u.xP'v.uv'.u =++  sacamos factor común entre el 1º término y el 3º 
término: ( )[ ] ( )xQ'v.uu.xP'u.v =++ . Elegimos u(x) de tal forma que:    

( ) 0=+ u.xP'u .

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )−
=−=−=

−=−==+

dx.xP
eudx.xPulndx.xP

u
du

dx.xP
u
duu.xP

dx
duu.xP'u 0

Ahora debemos determinar cuánto vale v(x):   

( ) ( ) ( )xQ
dx
dv.exQ'v.u

dx.xP
==

−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )=== dx.xQ.evdx.xQ.edvdx.xQ.edv
dx.xPdx.xPdx.xP

por lo tanto:    
( ) ( ) ( ) +==

−
Cdx.xQ.e.ev.uy

dx.xPdx.xP

Ejemplo: resolver: xyxy 2.' =+

Debemos determinar quienes son P(x) y Q(x) para luego poder aplicar las 
fórmulas demostradas. 

es la solución 
general
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P(x) = x, Q(x) = 2x.

2.
2x

dxx
eeu

−−
== , +== Cedxxev

xx
22

22

2.2. +=
−

Ceey
xx
22

22

2

Ecuaciones diferenciales totales exactas – la función potencial 

Una ecuación diferencial con la estructura: P(x,y).dx + Q(x;y).dy = 0 es una 
ecuación diferencial total exacta si P(x,y).dx + Q(x;y).dy = 0 es un diferencial 
total exacto1. Por lo tanto la ecuación diferencial se puede expresar así: 
dU(x;y) = 0, y la solución general se obtiene integrando ambos miembros: 

( ) ( ) Cy;xUCy;xdU == .   

Para resolver la ecuación diferencial debemos encontrar una función poten-
cial U(x;y)2.

Ejemplo: resolver ( ) ( ) 0.2.2 23 =+++ dyyxdxyx

Primero verificamos la condición de simetría: '' 1 xy QP == .

Hemos verificado que la ecuación diferencial es exacta. Ahora debemos en-
contrar la función U (x;y).

( ) ( ) ( )yyxxdx.yxy;xU α++=+=
2

2
4

3

( ) ( ) ( )xyxydy.yxy;xU β++=+=
3

22
3

2

                                                          
1 Ver página 132. 
2 Ver página 132. 
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Si comparamos las dos integrales, que como vimos deben ser iguales, vemos 

que la función de y que figura en la 1º integral es 
3

2 3y  que aparece en la 2º 

integral y que la función de x que aparece en la 2º integral es 
2

4x , que apa-

rece en la 1º integral. La solución general es:  ( ) Cyxxyy;xU =++=
3

2
2

34

Verificación 

Es muy fácil verificar la solución general de este tipo de ecuaciones diferen-
ciales. Si calculamos el diferencial total de la función U(x;y) que hemos ob-
tenido, debemos obtener el primer miembro de la ecuación diferencial.  

Otra forma de resolver ecuaciones exactas 

Vimos que ( ) ( )[ ] ( )+= ydx.y;xPy;xU α .  Debemos calcular  α(y).

( )
( ) ( )y;xQy'

y

dxy;xP

y
U =+

∂

∂
=

∂
∂ α .

Ejemplos

1) (2xy – 3x2).dx + (x2 – 2y).dy = 0

Verificamos la condición de simetría:   '' 2 xy QxP ==

Buscamos ahora ( ) ( ) ( )+−=−= yxyxdx.xxyy;xU α32232

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) Cyxyxy;xUyy

yy'yxy'xyxy'
y

xyx
y
U

=−−=−=

−=−=+−=+
∂

−∂=
∂
∂

2322

222
32

222

α

ααα

De esta expresión surge α'(y) y de 
allí α(y).
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2) 0..1
2 =− dy

y
xdx

y

Verificamos la condición de simetría: '
2

' .1
xy Q

y
P =−=

Buscamos ahora ( ) ( )+== y
y
xdx.

y
y;xU α1

( ) ( ) ( ) ( ) Cyy'
y

xy'
y

x
y

xy'
y
y
x

y
U ==∴−=+−−=+

∂

∂
=

∂
∂ αααα 0222

Por lo tanto:   C
y
xyxU ==);(

Factor integrante 

A veces una ecuación diferencial con estructura de exacta (o que se puede 
llevar a esa estructura) no es exacta, es decir que no cumple con la condición 
de simetría. Pero se la puede transformar en exacta multiplicando toda la 
ecuación por un factor denominado factor integrante. Este factor integrante 
puede ser una función de x: μ (x), o de y: μ (y), o de ambas variables: μ(x;y).
Analizamos primero el caso en que el factor integrante es una función de x.
Debemos determinar las condiciones que se deben cumplir para que exista   
μ (x) y luego proceder a calcularlo. 

Partimos de una ecuación diferencial con estructura de exacta:  

P(x;y).dx + Q(x;y).dy = 0

Si multiplicamos la ecuación diferencial por μ(x) debe quedar una ecuación 
diferencial exacta, es decir que se debe cumplir la condición de simetría. 

μ (x).P(x;y).dx  + μ (x).Q(x;y).dy = 0

Hacemos μ (x).P(x;y) = M(x;y) y μ (x).Q(x;y) = N(x;y), queda una ecuación 
diferencial que debe ser exacta: M(x;y).dx + N(x;y).dy = 0 '

x
'
y NM =
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) Q

QP
x
xx.

Q
QP

xQ.xQ.xP.x
'
x

'
y

''
x

'
y''

x
''

y
−

=
−

=∴+=
μ
μμμμμμ

Si
Q

QP '
x

'
y −

es una función exclusivamente de x, entonces existe μ(x) y se 

obtiene de la siguiente forma: 

Una vez calculado el factor integrante se multiplica toda la ecuación diferen-
cial por dicho factor y se obtiene una nueva ecuación diferencial que es 
exacta. Finalmente se resuelve como exacta. 

Ejemplo: resolver ( ) 0=−+ dy.xdx.xlny

Es una ecuación diferencial con estructura de exacta, verificamos la condi-
ción de simetría: '

x
'
y QP =−≠= 11 . Buscamos la existencia de un factor inte-

grante.

Calculamos 
xxQ

QP '
x

'
y 211 −=

−
+=

−
, vemos que es una función exclusivamente 

de x y por lo tanto existe el factor integrante μ (x).

( ) 22
2

2 −−−
====

−
xeeex xlnxlndx

xμ

Una vez obtenido el factor integrante multiplicamos a la ecuación diferencial 

por dicho factor: 01
22 =−+ dy.

x
dx.

x
xln

x
y . Esta nueva ecuación debe ser 

exacta. Verificamos la condición de simetría: '
x

'
y Q

x
P == 2

1

Finalmente resolvemos la ecuación diferencial exacta. 

( ) ( )++−−=+= y
x
xln

x
ydx.

x
xln

x
yy;xU α1

22

( )
( ) ( ) ( )

−

=
−

=
−

=
dx

Q
QP'

x
'
y

'
x

'
y

'
'
x

'
y

exdx
Q

QP
xlndx

Q
QP

dx
x
x μμ

μ
μ
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( ) ( )+−=−= x
x
y.dy.

x
y;xU β1 ( ) C

x
xln

x
yy;xU =+−−= 1    S.G. 

Factor integrante según y 

Partimos de una ecuación diferencial con estructura de exacta:  

P(x;y).dx + Q(x;y).dy = 0

Si ahora multiplicamos la ecuación diferencial por μ(y) debe quedar una 
ecuación diferencial exacta, es decir que se debe cumplir la condición de si-
metría.

μ (y).P(x;y).dx  + μ (y).Q(x;y).dy = 0

Hacemos μ (y).P(x;y) = M(x;y) y μ (y).Q(x;y) = N(x;y), queda una ecuación 
diferencial que debe ser exacta: M(x;y).dx + N(x;y).dy = 0 '

x
'
y NM =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) P

PQ
y
yy.

P
PQ

yQ.yP.y.P.y
'
y

'
x

''
y

'
x''

x
'
y

' −
=

−
=∴=+

μ
μμμμμμ

Si
P

PQ yx
'' −

es una función exclusivamente de y, entonces existe μ (y) y se 

obtiene de la siguiente forma: 

Una vez calculado el factor integrante se multiplica toda la ecuación diferen-
cial por dicho factor y se obtiene una nueva ecuación diferencial que es 
exacta. Finalmente se resuelve como exacta. 

Más complicado es el cálculo de μ (x;y) porque conduce a ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales que está fuera del alcance de este curso. 

Ecuaciones diferenciales de Bernoulli 

Estas ecuaciones diferenciales tienen la siguiente estructura:

( )
( ) ( ) ( )

−

=
−

=
−

=
dy

P
PQ'

y
'
x

'
y

'
x

'
'
y

'
x

eydy
P

PQ
ylndy

P
PQ

dy
y
y μμ

μ
μ



Alejandro E. García Venturini418

( ) ( ) ny' P x .y Q x .y+ =

Si n = 0, la ecuación diferencial es lineal, si n = 1, la ecuación diferencial es 
de variables separables. Vemos que la ecuación diferencial lineal es un caso 
particular de la ecuación diferencial de Bernoulli. Para resolver este tipo de 
ecuaciones diferenciales se efectúa un cambio de variables y se la transforma 
en una ecuación diferencial lineal. Se divide la ecuación diferencial por ny :

( ) ( )xQy.xPy'.y nn =+ −− 1

Hacemos:  ( )

n
'z'y.y

'z'y.y.n
zy

n

n

n

−
=

=−

=

−

−

−

1

1
derivando1

sustituyendo en la ecuación dife-
rencial queda:                                               

)()(
1

' xQzxP
n

z =+
−

,

multiplicando por (1–n):

( ) ( )nxQzxPnz −=−+ 1).()(.1' .

Si hacemos (1–n).P(x) = P1(x) y
(1–n).Q(x) = Q1(x), queda una 
ecuación diferencial lineal de va-
riables x y z:   

( ) ( )xQzxP.'z 11 =+

Se resuelve la ecuación diferen-
cial, se obtiene z, y luego se vuelve a las variables originales: zy n =−1 , que 
es la solución general de la ecuación diferencial de Bernoulli.

BERNOULLI, Johann (1667-1748) 
BERNOULLI, Jakob (1634, 1705): 
Los hermanos Bernoulli nacieron en 
Basilea, Suiza. Fueron progenitores 
de una familia que dio 8 matemáti- 
cos importantes en los siglos XVII – 
XVIII. El más importante de esos 
descendientes fue Daniel, hijo de 
Johann. Fueron alumnos de Leibniz 
y difundieron  por Europa su Teoría 
del Cálculo Diferencial e Integral.  
Fueron los que propusieron por primera vez el uso 
de la palabra integral a su  profesor Leibniz, ya que 
éste usaba la palabra suma. Johann fue maestro de 
Euler y de L´Hopital. Mientras Jakob siguió los 
principios de Newton, Johann siguió la filosofía de 
Descartes. La obra más importante 
de Jakob es Ars Conjectandi, el pri- 
mer trabajo notable sobre el Cálcu- 
lo de Probabilidades.El padre de 
Johann quería que éste siguiera co- 
mercio, pero su hermano mayor 
Jakob ya lo había iniciado en las 
ciencias al darle clases de matemá- 
tica y física. Pero el ejercicio como profesor de 
Matemática en la Universidad de Basilea le  daba 
pocas posibilidades para una vida acomodada, lo 
cual lo obligó a licenciarse en medicina y durante 
años se ganó la vida como médico.  



Ecuaciones diferenciales de 1º orden 419

Ejemplo: resolver 331 y.
x

y.
x

'y =− , dividimos por 3y

x
y.

x
y'.y 31 23 =− −−  hacemos:         

x
z.

x
'z

x
z.

x
'z

doreemplazan'z'y.y

'z'y.yzy

6231
2

2

2

3

32

−=+=−
−

−
=

=−=

−

−−

resolvemos ahora la ecuación diferencial lineal cuyas variables son x y z.

( ) ( ) 22
2

11
62 −−−

===∴−== xeeu
x

xQ,
x

xP xlndx.
x

( ) 2222
2

2 333
2

666 −− +−=+−=+−=+−=−=−= x.CCx.xzCxCx.dx.xdx.
x

xv              

Finalmente queda: 22 .3 −− +−= xCy

Ecuaciones diferenciales de Ricatti 

Tienen la siguiente estructura: ( ) ( ) ( ) 02 =+++ xCy.xBy.xA'y

Son de 1º orden, no lineales. Se puede resolver si se conoce una solución 
particular: yp(x). De esta manera se reduce, por lo general, a una ecuación di-
ferencial lineal de 1º orden luego de pasar por una ecuación diferencial de 
Bernoulli.   

RICCATI, Jacopo Franceso (1676-1754) 
Fue un matemático veneciano, que estudió detalladamente la hidrodinámica sobre la base de 
la mecánica newtoniana, a cuya introducción en Italia colaboró. En su momento se le ofreció 
la presidencia de la Academia de Ciencias de San Petersburgo pero rechazó el honor en 
favor de su retirada y aristocrática vida. 
Se le recuerda por el estudio de ecuaciones que llevan su nombre, un tipo de 
ecuaciones diferenciales de primer orden. En general, esta ecuación no se pue- 
de resolver elementalmente (o en términos finitos); lo que fue demostrado en 
el siglo XIX. Aunque ello es un accidente histórico, pues su trabajo se limitó  
al análisis de casos particulares de la ecuación. Siendo ésta planteada y anali- 
zada en la forma que conocemos por la familia Bernoulli. 
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Se efectúa un cambio de variables, reemplazamos la variable y por una nue-
va variable igual a la suma de la solución particular y de una función que 
denominamos z(x). y = yp + z 'zy'y '

p+=
Reemplazamos en la ecuación de Ricatti: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 =++++++ xCzy.xBzy.xA'zy pp
'
p

Desarrollando queda: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 22 =+++++++ xCzxByxBzxAzyxAyxA'zy ppp
'
p

Si agrupamos obtenemos:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) 02 22 =+++++++ zxBzxAzyxA'zxCyxByxAy ppp
'
p

El paréntesis se anula porque yp es una solución particular de la ecuación 
diferencial, por lo tanto queda: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 22 202 zxAz.xByxA'zzxBzxAzyxA'z pp −=++=+++

que es una ecuación diferencial de Bernoulli. 

Al resolver esta ecuación, obtenemos z(x), luego la solución general de la 
ecuación diferencial de Ricatti es: y = yp + z.

Ejemplos

1) 022 422 =+−−+ xxyxy'y , 2xyp =

hacemos: y = x2 + z 'zx'y += 2

reemplazando: ( ) ( ) 0222 42222 =+−+−+++ xxzx.xzx'zx

operando y reagrupando: 022222 424224 =+−−−++++ xxzxxzzxx'zx

cancelando queda: 02 =+z'z 2z
dx
dz −= ∴ dx

z
dz −=2 Cx

z
+−=− 1
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Despejando z tenemos que: 
Cx

z
+

= 1 , por lo tanto 
Cx

xy
+

+= 12

2) ( ) ( ) 04412 22 =++−+− xyxy'y.xx , yp=1

( ) 0
2

4
2

41
2

1
22

2
2 =

−
+

−
+−

−
+

xx
xy.

xx
xy.

xx
'y

hacemos: y = 1 + z 'z'y =

reemplazando: ( ) ( ) ( ) 0
2

41411
2

2

=
−

+++−++
xx

xz.xz'z

operando y reagrupando: 0
2

444121
2

2

=
−

+−−−−+++
xx

xxzxzzz'z

( ) 2
222

2

2
1

2
410

2
41 z.

xx
z.

xx
x'z

xx
zz.x'z

−
−=

−
−+=

−
+−+

Llegamos así a una ecuación diferencial de Bernoulli cuyas variables son x y z.

Dividimos por 2z :
xx

z.
xx

x'z.z
−

−=
−

−+ −−
2

1
2

2

2
1

2
41

xx
w.

xx
x'w

xx
w.

xx
x'w

doreemplazan'w'z.z

'w'z.zwz

−
=

−
−−

−
−=

−
−+−

−=

=−=
−

−−

2222

2

21

2
1

2
41

2
1

2
41

Ahora debemos resolver la ecuación diferencial lineal. 

( ) ( )
( )

( ) ( )
xx

eeeu

xx
xQ,

xx
xxP

xxlnxxln
dx.

xx
x

−
====

−
=

−
−−=

−−−−−
−−−

2

1222
41

22

2
1

2
1

2
41

222
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( ) Cxdxdx.
xx

.xxv +==
−

−= 2
2

2
12 ( )Cx

xx
zw +

−
== −

2
1

2
1

Por lo tanto 
Cx

xxz
+

−=
22 , que es la solución de la ecuación de Bernoulli. 

La solución de la ecuación de Riccati es:  
Cx
Cx

Cx
xxy

+
+=

+
−+=

22 221                                

Envolvente

Dado una familia de curvas planas se dice que una curva es la envolvente de 
dicha familia si ocurre que en cada uno de sus puntos es tangente a una curva 
de la familia dada. 

Ejemplo:

a) si consideramos la familia de curvas   
( )2axy −= , la envolvente es la recta y = 0. 

   b) para la familia de curvas 22
2

yx
xa

+
= , la

       envolvente es la recta x = 0. 

Cálculo de la envolvente 

Dada una familia simplemente infinita de curvas ( ) 0=C,y,xϕ  para hallar 
la envolvente de dicha familia derivamos la ecuación  respecto del pará-
metro C: ( ) 0=C,y,x'

Cϕ .

Entre  y  se elimina el parámetro C. Se llega así a una expresión del tipo    
( ) 0=y,xF , que es la ecuación de la envolvente. 
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Teorema de existencia de la envolvente 

Dada la familia de curvas ( ) 0=C,y,xϕ , si en cada punto de estas curvas se 

verifica que 0≠"
CCϕ  y además 0≠"

yC
"
xC

'
y

'
x

ϕϕ
ϕϕ

, entonces existe la envolvente 

( ) 0=y,xF .
Ejemplos

a) ( )2axy −= , primero vemos si existe la envolvente verificando el teorema. 

( ) ( )
( )

02

2

02

≠−=

−−=

=−−=

"
C

'
C ax

axyC,y,x

ϕ
ϕ
ϕ

, además 
( )

02
02
12

≠−=
−− ax'y

Se verifican las condiciones del teorema por lo tanto hay envolvente. 

Calculamos la envolvente:    ( )
( )−−=
−=

ax
axy

20

2

0=− ax ∴ 0=y

b) ( ) 122 =+− yax , primero vemos si existe la envolvente verificando el teo-
rema.

( ) ( )
( )

02

2

0122

≠−=

−−=

=−+−=

"
C

'
C ax

yaxC,y,x

ϕ
ϕ
ϕ

, además 
( )

04
02

222
≠−=

−−
y

yax'yy

Se verifican las condiciones del teorema por lo tanto 
hay envolvente. 

Calculamos la envolvente: ( )
( )−−=

=+−
ax
yax

20
122
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0=− ax ∴ 12 =y . Las envolventes son: y = 1, y = 1−

Ecuaciones diferenciales de Clairaut 

Tienen la siguiente estructura: ( )'yx'yy ϕ+=
Para resolver estas ecuaciones diferenciales se efectúan los siguientes pasos: 

Derivamos respecto de x: ( ) "y.'y''yx"y'y ϕ++= ( ) "y.'y'x"y ϕ+=0

( )[ ]'y'x"y ϕ+=0 , de donde surge que: 

a) 0="y C'y = , reemplazando en la ecuación de Clairaut, se obtiene la 
solución general: ( )CCxy ϕ+= , o sea KCxy += , que constituye una fami-
lia de rectas. 

b) ( ) 0=+ 'y'x ϕ ( )'y'x ϕ−= , reemplazando en la ecuación de Clairaut: 

( ) ( )'y'y''.yy ϕϕ +−=

Con ambas ecuaciones formamos un sistema de ecuaciones: 

( ) ( )
( )−=

+−=
'y'x

'y'y''.yy
ϕ

ϕϕ

CLAIRAUT, Alexis Claude (1713-1765) 
Astrónomo y uno de los matemáticos más precoces de todos los tiempos. Se cuenta que a la 
edad de diez años ya leía los libros de Guillaume l'Hopital sobre cónicas y cálculo infinite-
simal. Con tan sólo doce años de edad, Clairaut presentó una memoria sobre 
cuatro curvas de cuarto grado a la Academia de Ciencias de Paris, la cual, y 
tras haberse asegurado que era el autor verdadero, se deshizo en grandes elo- 
gios. Nació en París el 7 de mayo de 1713 y murió en la misma ciudad el 11  
de mayo de 1765. Su padre, Jean-Baptiste, era maestro de matemáticas de  
París y miembro de la Academia de Berlín, lo que acredita su calidad como 
matemático. Con sólo dieciocho años, en 1731, publicó la obra Investigacio- 
nes sobre las curvas con doble curvatura, gracias a la cual fue admitido en la Academia de 
Ciencias, aunque hubo de hacerse una excepción con él, ya que el reglamento exigía una 
edad mínima de veinte años. En 1734 estudió la ecuación diferencial que lleva su nombre. 
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que son las ecuaciones paramétricas de una curva que satisface la ecuación 
diferencial pero que no es una recta, es decir que no satisface la solución ge-
neral, sino que es una solución singular expresada en forma paramétrica, cuyo 
parámetro es 'y . Estas ecuaciones diferenciales tienen solución singular. 

Propiedad: La solución singular de la ecuación de Clairaut es la envolvente 
de la solución general.  

Ejemplos

1) 2'yx'yy += , derivamos: "y'.y'yx"y'y 2++= ( )'yx"y 20 +=

a) 0="y C'y = ∴ 2CCxy +=   S.G. 
b) 02 =+ 'yx ,'yx 2−=  reemplazando en la ecuación: 2222 'y'y'yy −=+−=

formamos el sistema 
−=

−=
2

2

'yy

'yx
, es una solución singular en forma paramé-

trica.  Pasamos a la forma cartesiana: 
4

2xy −= .

Verificamos ahora que esta función es la envolvente de la familia de funcio-
nes 2CCxy += .

Derivamos respecto del parámetro C:
2

20 xCCx −=+= .

Reemplazando en la solución general: 
422

22 xxx.xy −=−+−=

2)
'y

x'yy 1+=  derivamos: "y.'y'yx"y'y 2−−+= ( )20 −−= 'yx"y

a) 0="y C'y = ∴
C

Cxy 1+=   S.G. 

b) 02 =− −'yx 2−= 'yx , reemplazando en la ecuación:
'y'y'y

y 211 =+=
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formamos el sistema 
=

= −

'y
y

'yx
2

2

, es una solución singular en forma paramétri-

ca.  Pasamos a la forma cartesiana: 
2

2
−

=
y

x .xy 2=

Verificamos ahora que esta función es la envolvente de la familia de funcio-

nes
C

Cxy 1+= .

Derivamos respecto del parámetro: 
x

C
C

x 110 2 =−= .

Reemplazando en la solución general: xxxxx.
x

y 21 =+=+=

Observación: vemos que la solución general de la ecuación diferencial de 
Clairaut se obtiene reemplazando en la misma 'y  por C.

ALGUNAS APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES –

Las trayectorias ortogonales 

Dos curvas son ortogonales si en un punto que pertenece a ambas sus rectas 
tangentes son perpendiculares entre sí. Si una curva es ortogonal a cada una 
de las curvas de una familia, se dice que es una trayectoria ortogonal de 
dicha familia. 

Si dos familias de curvas son tales que cada una de ellas es ortogonal a la 
otra familia, las familias son trayectorias mutuamente ortogonales. 
El cálculo de las trayectorias ortogonales correspondientes a una familia de 
curvas dadas requiere el planteo y  resolución de ecuaciones diferenciales. 

Ejemplos

1) Sea la familia de curvas 
x
Cy = , buscamos la familia de curvas ortogona-

les a la misma. 
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x
y

x
yxy

x
Cy −=−=−= 22

.'' .

Como dos rectas son perpendiculares si sus 
pendientes son inversas y opuestas, reem-

plazamos la pendiente 'y  por 
'y

1− :

=∴=−=− dx.xdy.ydx.xdy.y
x
y

'y
1

Cxy +=
22

22

La  familia de trayectorias ortogonales es: Kyx =− 22

Es decir que las trayectorias ortogonales son una familia de hipérbolas.  
2) Sea la familia de circunferencias Cyx =+ 22 , buscamos la familia de 

curvas ortogonales a la misma. 

y
xyyyx −==+ '0'22 .

reemplazamos la pendiente 'y  por 
'y

1− :

Cxlnyln
x
xd

y
yd

x
xd

y
yd

y
x

'y
+==∴=−=− 1

La  familia de trayectorias ortogonales es: y = K.x

Es decir que las trayectorias ortogonales son una familia de rectas que pasan 
por el origen de coordenadas.

Familia dada
x.y = C

Familia ortogonal 
x2–y2 = K
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El modelo de crecimiento-disminución exponencial  

Si consideramos el modelo de crecimiento exponencial, vemos que la pobla-
ción crece según la ley: ( ) ta.CtP = , con a > 0. 
Si a > 1, el modelo es de crecimiento exponencial y si a < 1 el modelo es de 
disminución exponencial.

El modelo malthusiano3 de crecimiento de una población supone que el cre-
cimiento-disminución de la población es directamente proporcional a la 

misma. Tenemos entonces que en cada instante se verifica que: ( )tP.k
dt
dP = ,

donde k es una constante de proporcionalidad y P(t) es el tamaño de la po-
blación en el instante t.

De donde surge que ( ) ( ) == dt.k
tP

dPdt.k
tP

dP

( ) ( ) ( )1
1

tkt C kt k tln P t kt C P t e C.e C. e C.a+= + = = = =

Ejemplos

1) La tasa de crecimiento natural de la población de una ciudad es directa-
mente proporcional al número de habitantes. Si la población se duplica en 
60 años y si en 1970 era de 60.000 habitantes. Calcular la población para 
el año 2020. 

Si consideramos que para 1970, t = 0, 
( ) ( )0260 PP =

( ) C.P == 000600 ( ) ta.tP 00060=
( ) 0001200006060 60 .a..P ==

260 =a ∴ 01161,a =
( ) t,..tP 0116100060= ( ) 805106011610006050 50 .,..P ==

                                                          
3 Nombre debido a Tomas Walter Malthus (1766-1834), científico británico que se dedicó al 
estudio del crecimiento de las poblaciones. 
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En el año 2020 habrá 106.805 habitantes. 

2) La tasa de crecimiento bacteriano en un cierto cultivo es directamente 
proporcional al número de bacterias presente y este número se duplica 
cada 20 minutos. Si al cabo de 1 hora hay 1.500.000 bacterias, ¿cuántas 
bacterias había inicialmente? 

( ) ta.CtP =
( ) CP =0   y ( ) 2020 a.CP =
( ) ( ) CCaPP 20220 20 ==

∴ 0351220 ,aa ==

( ) 00050010351.60 60 ..,CP == 401190
0351

0005001
60 .

,
..C ==

( ) 4011900 .P = , es decir que inicialmente había 190.401 bacterias. 

3) Se descubre un cardumen cuya tasa de crecimiento natural es direc-
tamente proporcional al número de peces. Inicialmente había 50.000 pe-
ces, cinco años después había 75.000. Hallar cuántos peces habrá diez 
años después de descubierto el cardumen. 

La función es ( ) ta.CtP =
Si consideramos que para t = 0,

( ) C.P == 000500
( ) ta..tP 00050=

( ) 00075000505 5 .a..P == 515 ,a = ∴ 0841,a =

( ) t,..tP 084100050=            ( ) 01111208410005010 10 .,..P ==

A los 10 años habrá 011112.  peces. 
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4) Se administra a una persona una medicación con una dosis de 100 mili-
gramos. La cantidad de medicamento en la sangre disminuye en forma 
proporcional a la cantidad de medicación en la sangre. Al cabo de 6 
horas, una muestra de sangre revela que la concentración en el organismo 
es de 40 miligramos, determinar en cuanto tiempo la presencia del fárma-
co es de 20 miligramos.  

La función es ( ) ta.CtP =
Si consideramos que para t = 0,

( ) CP == 1000
La función es ( ) ta.tP 100=
Si consideramos que para t = 6,   

( ) 401006 6 == a.P 406 ,a = ∴  8580,a =

( ) t,.tP 8580100=           t,. 858010020 = 510
8580

20 ,
,log
,logt ==

Luego de 10,5 horas de suministrado el medicamento habrá 20 miligramos 
en la sangre.

La desintegración radiactiva  

La desintegración radiactiva se mide en términos de semividas, que es el 
número de años requerido para que la mitad de los átomos de una muestra 
radiactiva se desintegre. 

La razón de desintegración es proporcional a la masa. Este caso es de dis-
minución exponencial. 

Ejemplos

1) Si la semivida de un elemento radiactivo particular es de 25 años y la 
desintegración es proporcional a la masa, ¿Cuánto quedará de 1 gramo 15 
años después? 

Si llamamos y a la masa (en gramos), tenemos que ta.Cy =



Ecuaciones diferenciales de 1º orden 431

( ) 10 =y  e ( ) 2125 /y =
ta.Cy = 01 a.C= ∴ 1=C

tay = , 2550 a, =

0120
25

50 ,,logalog −== ∴ 9730,a =

( ) 6609730159730 15 ,,y,y t ===

Por lo tanto después de 15 años quedan 0,66 gramos. 

2) Si la semivida de un elemento radiactivo particular es de 1900 años, y la 
desintegración es proporcional a la masa ¿Cuánto tardará en desaparecer 
el 95% de la cantidad inicial?

Si llamamos y a la masa (en gramos), tenemos que ta.Cy =
Llamamos m0 a la cantidad inicial. 

( ) Cmy == 00                      ( ) 0
11 900
2

y . m=

9001
002

1 .a.mm = 509001 ,a . =

9996350
9001

50 ,a
.

,logalog ==

2068
9996350

0509996350050 00 .
,log

,logt,.mm, t ===

Por lo tanto después de 8.206 años queda el 5% de la masa inicial. 

Ley de enfriamiento de Newton 

La razón de cambio de la temperatura T=T(t) de un cuerpo con respecto al 
tiempo t es proporcional a la diferencia entre la temperatura A del medio 
ambiente y la temperatura T del cuerpo. 

Luego, si T=T(t) representa la temperatura de un cuerpo en el instante t,
entonces la ecuación diferencial que modela esta situación es:  
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( )TA.k
dt
dT −=

Resolviendo queda:  

( ) ( )
( ) tCkt a.CeTACt.kTAln

dt
TA.k

dTdt
TA.k

dT

==−+=−−

=
−

=
−

+− 1
1

De donde: ( ) tCaAtT +=

Ejemplos

1) Si una torta sale del horno a una temperatura de 300°, después de dos 
minutos se encuentra a una temperatura de 200°, ¿cuanto tiempo más tar-
dará en llegar a una temperatura de 100°, si se encuentra en una habita-
ción cuya temperatura es 30 F?  

La función es ( ) ta.CtT += 30  

Sea T (0) = 300, sustituyendo en la ecuación, determinamos el valor de la 
constante C, 030300 a.C+= , de donde surge que C = 270.
Ahora calculamos la constante a.

Como T (2) = 200,  227030200 a.+= , 6302 ,a =

Por lo tanto  79370
2

630 ,a,logalog ==

Entonces la ley de enfriamiento de Newton es:   

( ) t,.tT 7937027030 += . Ahora buscamos t para que T sea 100. 
260793707937027030100 ,,,. tt =+=

835
79370

260 ,t
,log

,logt == minutos. 
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2) Si un objeto está en una habitación cuya temperatura constante es de 60°, 
después de diez minutos se enfría a 100° a 90º, ¿cuánto tiempo más tarda-
rá en llegar a una temperatura de 80°? 

La función es ( ) ta.CtT += 60  

Sea T (0) = 100, sustituyendo en la ecuación, determinamos el valor de la 
constante C, 060100 a.C+= , de donde surge que C = 40.

Ahora calculamos la constante a.

Como T (10) = 90,  10406090 a.+= , 75010 ,a = .

Por lo tanto log a = 97160
10

750 ,a,log = .

Entonces la ley de enfriamiento de Newton es: ( ) 60 40 0 9716tT t . ,= + .
Ahora buscamos t para que T sea 80. 

509716097160406080 ,,,. tt =+=

0524
97160

50 ,t
,log

,logt == minutos. 

El modelo del aprendizaje humano 

El aprendizaje humano es un proceso extremadamente complicado. La bio-
logía y la química del aprendizaje están aún muy lejos de entenderse com-
pletamente. Si bien los modelos simples del aprendizaje no abarcan esta 
complejidad, sí pueden dar los aspectos limitados del proceso. 

En este caso suponemos que la tasa a la cual un estudiante puede memorizar 
parte de una lista de n datos es proporcional a la cantidad de datos que le 

falta memorizar. Por lo tanto ( )yn.k
dt
dy −= .
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( ) ( )

( ) Kantyeyn

t.kynlndt
yn.k

dy

tt.k −==−

=−∴=
−

Donde y (t) es la fracción de una lista de n datos ya memorizada en un ins-
tante t, y K depende de las características de cada individuo. 

Ejemplo: un estudiante tiene 3 horas para presentarse a un examen y durante 
este tiempo tiene que memorizar 60 datos. Si el estudiante memoriza 15 da-
tos en los primeros 20 minutos, ¿cuántos logrará memorizar en las 3 horas?, 
¿y en dos horas? 

( ) Katy t−= 60 ,   ( ) 606000 0 =−== KKay

( ) 6060 taty −= ,
64
27606015 31 =−= aa /

( ) ( ) 55560
64
2760360

64
2760

3

,.y.ty
t

=−=−=

( ) 34960
64
27602

2

,.y =−=

Las líneas de campo de un campo vectorial en 2

Se denomina línea de campo de un campo vectorial ( )f P;Q=  a toda curva 

C de ecuación ( ) ( ) ( )g t x t ; y t=  tal que en cada punto ( ) ( )0 0 0g t x ; y=  el 

vector f  es tangente a ella. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x' t P x; y
g' t x' t ; y' t P;Q

y' t Q x; y

=
= =

=

Si desarrollamos el sistema de ecuaciones tenemos:  

( )

( )
( )
( )

( )
( )

dx P x; y P x; y Q x; ydx dydt
dy dy Q x; y dx P x; yQ x; y
dt

=
= ∴ =

=
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Llegamos así a una ecuación diferencial de primer orden. La solución gene-
ral de la misma constituye la expresión cartesiana de las líneas de campo. 

Ejemplos

1) ( ) ( )2f x; y xy; y= −

2dy y dy dx ln y ln x C xy C
dx xy y x

−= = − ∴ = − + =

Por lo tanto las líneas de campo son la familia de hipérbolas: xy C= .

2) ( ) ( )2f x; y x y;x y= + −

( ) ( )
2

2dy x y y x .dx x y .dy
dx x y

−= − + +
+

Es una ecuación diferencial exacta.  

( ) ( ) ( )
3

2

3
xU x; y y x .dx yx yα= − = − +

( ) ( ) ( )
2

2
yU x; y x y .dy. xy xβ= + = + + ( )

3 2

3 2
x yU x; y xy C= − + =

Obtenemos así la expresión cartesiana de las líneas de campo.  

En el capítulo siguiente veremos como se determinan las líneas de campo de 
un campo vectorial en 3 como una aplicación de los sistemas de ecuaciones 
lineales.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 

Variables separables

  1) x
dx
dy =          2) 

x
y

dx
dy =  3) kyy =´.     4) ( ) ( ) 011 232 =+++ dy.ydx.y.x

  5) 2y.ey.e
dx
dy xx =+               6) ( ) 01 =++ dy.ysen.edx.ycos.e xx

  7) ( ) 0.2.3 2 =−+ dxxydyx     8) ( ) 0.1..23.3 22 =−−+− dxydyxxy

  9) 0
332

23
2

2

=+
+

+−
y

dxdy.
y

xx  10) ( )2

2

4 4 2 1

4 4 1

y . x
y'

x x

− +
=

+ +
,

11) ( ) 06642 22 =++++ dy.xcos.ydx.xsen.yy

Homogéneas 

 1) 
dx
dyxyxy .222 =− , hallar la solución particular para P0 = (1;1) 

 2) ( ) 0.. =++ dyxdxyx    3) ( ) 0.. 22 =−+ dyxdxxyy
 4) ( )dxxydyxy .3. 332 −=   5) ( ) 0222 =+− xyý.xy
 6) ( ) ( ) 0.. =++− dyyxdxyx    7) ( ) ( )dyxydxyx .32.32 +=−

 8) ( ) 0.4.22 222 =−+ dyxdxyx   9) 
y

yxx
dx
dy 22 ++−

−=

10) 0=−+ dydx.
x
ye x

y

            11) ( ) 0.2. =−+ dyxxydxy

Lineales

1) 3y' sen x.y sen x+ = , hallar la solución particular para P0= 0;
2
π

2) 3y' cos x.y cos x+ =          3) 22 2 1y' .y x x
x

− = − +  4) 23y' .y x x
x

+ = −

5) xcose.xy.xsen
dx
dy 2=+     6) ( )31

1
2 +=
+

− x
x

y
dx
dy   7)  2

2
1

xy' .y x
x

+ =
+

hallar la solución
particular para 
P0=(1;0)
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  8) 55 xy' y e+ =  9) ( ) 21 1x .y' y x− + = −   10) xy' e y= −

11) 1y' y.tg x
cos x

− = , hallar la S.P. para P0 = (0;0) 

Exactas

1) ( ) ( ) 02 =+++ dy.xydx.yx , hallar la S.P. para P0 = (2;1) 

2) ( ) ( ) 02 2 =−+−
dx
dy.xyyx  3) 2 2

2xyy'
y x

=
−

4) ( ) ( ) 02 222 =+++ dy.e..xxydx.e.yx yy     5) 
3
1

+−
++=

xy
yxy'

6) 0=+++++ dy.ysenxln
y
xdx.

x
yylne x

7) ( )1 0sen y x.cos y .y'+ + =

8) ( ) ( ) 0=−++ dy.xcosycos.xdx.y.xsenysen , hallar la S.P. si P0 = ( )2; ππ

Factor integrante 

1) ( ) 022 2 =+− dy.xydx.yx , hallar la solución particular para P0 = (1;0) 

2) ( ) 022 =+++ dy.xydx.xyx  3) ( ) 0
3

2 22
3

2 =++++ dy.yxdx.yyxxy

4) 22 0x y x y y'+ + =   5) ( ) ( ) 0223 22 =+++ dy.xyxdx.yxy

Bernoulli

  1) 
2

2

4x xy'
y y

++ =  2) xln.y
x
y

dx
dy 4

3
=−  3) 3xy' y y− =

  4) 2 32x y' xy y+ =  5) 3 41y' y x .y
x

+ =  6) 
2cos xy' y.tg x

y
+ =

  7) 3y' y x y+ =  8) 2x y' y x y+ = −   9) 2 2x y' y x y+ =

10) 32 4x y' y x y− =



Alejandro E. García Venturini438

Reducibles a homogéneas 

1) ( ) ( ) 013 =−++−+− dy.yxdx.yx      2) ( ) ( ) 04252 =+−++− dy.yxdx.yx
3) ( ) ( ) 0123134 =+++++ dy.yxdx.yx  4) ( ) ( ) 01133 =+++−+ dy.yxdx.yx

5) ( ) ( ) 08125352 =+−−+− dy.yxdx.yx   6)
1
53

−−
−+=

yx
yxy'

Ricatti

1) 0122 322 =−−−+− xxyxxy'y , xyp =

2) 022 212 =+−− − yyxx'y , xyp =

3) 02121186 2 =++−−− y
x

y
x

xx'y , xyp 3=

Clairaut (calcular la S.G. y la S.S.)

1) y y' x ln y'= +     2) 3'yx'yy +=    3) y'y y' x e= −    4) ( ) 25 'yx'yy +−=

Generales

  1) 2 4y' xy x+ =     2) dx.xcos.xdx.xydy.x 222 8=+

  3) 0
1
63

23
2 22

=
−
−

+
−

−+ dx.
y

yy
dy.

x
xx   4) 011

2 =+++ dy.xtg
y

dx.
xcos

y
x

  5) ( ) yxx
y

dx
dy

2

2

1

1

+

+=     6) 
( )2

3

1ln x
y'

y
+

=

  7) dx.xsendx.ydy.x =+    8) ( ) 022
22

=+− dy.edx.xe.xy xx

  9) ( ) 023 2 =++ dy.xsen.ydx.xcos.y    10) ( ) 0283 222 =++ dy.yxdx.xxy

11) xy
dx
dy =− 6               12) xey

dx
dy −=+ 2

13) ( ) 02 =−+ dy.xdx.xyy      14) ( ) 0344 =−+ dy.xydx.yx

15) ( ) ( ) 034212 =+++−−− dy.yxdx.yx

hallar la solución 
particular para 
P0=(0;2)
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Trayectorias ortogonales 

a) Cxy =4               b)  Cyx =+ 2          c) ( ) ( ) Cyx =−+− 22 11

Problemas

1) Calcular mediante una integral doble el área de la región plana del 1º cua-
drante limitada xy 4= , xy 32 =  e ( )xfy = si esta última es la solución 
particular de la ecuación 2=+ y'y.x  que pasa por P0 = (1;4). 

2) Calcular el área de la región plana limitada por la curva solución de la 
ecuación 2xy'y.x +=  que pasa por (2;4) y la recta de ecuación .yx 6=+

3) Analice los puntos críticos de f (x, y) si ∇f = (h(x) + 6xy – 2y – 3; 3x2 – 2x – 1), 

donde h es la solución particular de h.x
x

'h 13
2

−−=+  que pasa por (1;15). 

4) Dada f (x, y) = 2y.h(x) con h(x) derivable, determine el valor y la dirección 
de derivada direccional máxima de f (x, y) en (1;2) si h(x) es la solución de 

( ) 031 =+− h.x'xh , con h (1) = e3.

5) Si ( )xfy =  es la S. P. de 12 +=+ xy'y  que pasa por P0 = (1;2), hallar el 
punto más cercano de la gráfica de la misma a P1 = (1;1). 

6) Dada ( ) ( ) ( )( )2 2f x; y y.g x ; y g x x= − + , hallar ( )g x  para que f  tenga 

matriz jacobiana simétrica si ( ) ( )0 2 2 3f ; ;= .

7) Calcular el área de la superficie S de ecuación ( )y f x= con 0 1z≤ ≤  y 
1x ≤ si y es la solución particular de 2 2y' y x x+ = +  que pasa por (0;0).         

8) Calcular la circulación de ( ) ( )22f x; y y x; x= −  desde (1;1) a (0;−4) con 

a lo largo de la curva la solución particular de 2 8xy' y− =  que pasa por 
dichos puntos.         

9) Al sacar una torta del horno, su temperatura es de 180 °C. Después de 3 
minutos, su temperatura es de 120 °C. ¿En cuánto tiempo se enfriará hasta 
la temperatura ambiente de 22 °C? 



Alejandro E. García Venturini440

RESPUESTAS

Variables separables 

  1) Cxy +=
2

2

   2) x.Cy =  3) Cx.ky +=
2

2

 4) Cxxyln
y

++=−
32

1 3

2

  5) Ce
y

yln x +=−1        6) ( ) ycosC.ex =+1  7) ( )C.xy 23 +=

  8) Cy
x
xln +−−=

−
− 213

1
2                             9) 

1
232 2

−
−−=++

x
xlnCy

10) Cxysenarc +=
2
1   S.P.: 1

2
1 −= xysenarc

11) 426 2 ++−=+ yyCxsec

Homogéneas

 1) 1
2

1 +=−

x
yC.x      S.P.: 12

2
1 +=−

x
y.x     2) 

x
yC.x 211 +=−

 3) ( )
y
xC.xln −=            4) 333 9 Cxxln.xy +−=  5) C

xy
y =
+ 22

 6) Cxln
x
ytgarc

x
yln +−=++1

2
1 2

    7)  
1

2

2

13
−

−+=
x
y

x
yC.x

 8) C
xy

xxln +
−

−= 2   9) xyxC.x −+= 22  10) Cexln x
y

+−=
−

11) Cyln
y
x =+

Lineales 

1) ( )Ceey xcosxcos += −3 ;    S.P. ( )33 −= − xcosxcos eey
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  2) ( )Ceey xsenxsen += − 3  3) +−−= C
x

xlnxxy 122

  4) +−= − Cxxxy
56

56
3   5) ( )Cxey xcos += 2    6) ( ) +++= Cxxxy

2
1

2
2

  7) ( ) +++=
−

Cxxxy
24

1
2412  8) += − Ceey

x
x

10

10
5    9) ( )13

33

−
+−=

x
Cxxy

10) xx e.Cey −+=
2
1              11)  ( )Cx

xcos
y += 1     S.P.:  

xcos
xy =

Exactas

1) Cyxxy =++ 22 , S.P.: 5
2

2
2

=++ yxxy   2) Cyxxy =+−
3

3
2

3) Cyyx =+−
3

3
2  4) Ce.yxx y =+ 2

3

3
   5) Cyxyxyx =−+−+ 622 22

6) Cycosexln.yyln.x x =−++           7)  Cyysen.x =+

8) Cxcos.yysen.x =− ;   S.P.: 
2

3π=− xcos.yysen.x

Factor integrante 

1) Cxyx =+− −− 221 , S.P.: 1221 −=+− −− xyx    2) Cxyxx =++
324

3224

3) Cyeyex xx =+
3

3
2  4) Cyxx =+

23
2 223

  5) Cyxyx =+ 223

Bernoulli  

1) ++= − Cxxxy 4
6

33

6
3  2)  +−−= −− 1

4
3

42
3 Cxxxlnxy

3) 122 −= −− x.Cy    4) 42

5
2 x.C
x

y +=−  5) ( )Cxxy +−=− 333

6) ( )Cx.xcosy += 22 2   7) xe.Cxy 22

2
1 ++=−  8) ( )Cxln.xy +=−1
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9) 2
1

xCx
y

−
=             10)  ( )23 Cxxy +=

Reducibles a homogéneas 

1) Cyxxxyy =−−−+ 262 22   2) ( ) ( )C.xyyx 31 3 −−=−+

3) Cxyxxyy =++++ 22 23   4) 123 −+++= yxlnyxC

5) Cyxyxyx =+−++− 28365 22  6) Cyxln
yx

x +−+=
−+

− 3
3

24

Ricatti

1) 2
2

xC
xy

−
+=        2) 221

2
xCe

xxy
+

+=    3) 
Cx

xy
+

+=
2

13

Clairaut

1) ClnC.xy += , S.S.: ( )[ ]xlny −+−= 1
2) 3CC.xy += , S.S.: 0427 32 =+ xy
3) CeC.xy −= , S.S.: ( )1+−= xln.xy

4) ( ) 25 CxCy +−= , S.S.: ( )
4
5 2−−= xy

Generales 

 1) ( )Ceey xx += − 22
2 , lineal, y V.S. 

 2) ( )Cxcosxsenxxxy +++= − 2222 21 , lineal

 3) ( ) ( ) yyClnxlnxln 63
3
12

3
81

3
1 2 −−=+++− , V.S.

 4) Cylnxtg.yxln =++ , exacta  5) ( )( ) Cxx.y 222 11 =++ , V.S. 

 6) ( )
4

221
4

2 yCxtgarcxxln.x =++−+ , V.S. 

 7) ( )Cxcosxy +−= −1 , lineal y exacta   8) Cxe.y x =−− 22
, exacta y lineal 

 9) Cxsen.yx =+ 23 . exacta, Bernoulli 10) Cxyx =+ 423 2 , F.I., Bernoulli 
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11) C.exy x6

36
1

6
+−−= , lineal  

12) ( )Ceey xx += −2 , lineal; S.P.: ( )12 += − xx eey

13) Cx
y
x =+

2

2

,  F.I., Bernoulli   14) C
x
yxln =− 4

4

4
, F.I.

15) 4 8 5 8 4ln x y y x C,+ + + − =  red. a V.S. 

Trayectorias ortogonales 

a) Cyx =+
2

2
2

2          b) Cxy += 2            c) ( )11 −=− x.Cy

Problemas 

1) A = 221 ln+ ,    2) A = 
6

125

3) No hay extremos, (1, –3) y (–1/3, 39) son puntos de ensilladura 
4) 3652 emáxf '

v =  en la dirección y sentido ( )18;v =

5) P = (1;2)    6) ( ) 2 2xg x x e−= + −    7) A= 2    8) ( ) 13
6C

f x .dx = −

9) A los 50 minutos la temperatura es T = 22,05 °C 





( ) 0
21

21

21

≠
e.r.er

ee
 = xW  

xrxr

xrxrCapítulo 14 

Ecuaciones
diferenciales de 
2º orden y orden superior 

Enunciado de las condiciones de existencia y 
unicidad de la solución. 
Ecuaciones diferenciales homogéneas con 
coeficientes constantes: ecuación
característica, distintos casos.
Ecuaciones diferenciales no homogéneas:
distintos métodos.

Sistemas de ecuaciones diferenciales. 

Líneas de campo en 3 .
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE 2º ORDEN

Si en la ecuación diferencial la derivada de mayor orden que aparece involu-
crada es la derivada segunda, estamos en presencia de una ecuación diferen-
cial de 2º orden. Su expresión general es ( )'y;y;xf"y = .
Si el exponente de la derivada 2º es 1, la ecuación diferencial es lineal. Si 
además los coeficientes de las derivadas que aparecen involucradas son 
constantes tenemos las ecuaciones diferenciales lineales de 2º orden con 
coeficientes constantes, que son las que analizamos en este texto. 

Dicha ecuación diferencial tiene la siguiente expresión general:

( )xy = Fay.ay".a 012 +′+  con a2 ≠ 0 

Si en dicha expresión general F(x)=0, la ecuación diferencial se denomina
homogénea.

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2º ORDEN CON COEFICIENTES 
CONSTANTES HOMOGÉNEAS

0012 y = ay.ay".a +′+  con a2 ≠ 0   (1) 

Vemos como se obtiene la solución ge-
neral de este tipo de ecuaciones diferen-
ciales. Si y1 e y2 son soluciones particula-
res linealmente independientes ≠ k

y
y

1

2

de (1) entonces y = C1 y1 + C2 y2 tam-
bién es solución. 

Dem: Si y = C1 y1 + C2 y2 2211 yCyCy ′+′=′ e 2221 y"Cy"Cy" +=

Por lo tanto, reemplazando en (1) 

( ) ( ) ( ) 0221102211122112  = yCyC.ayCyC.ayCyC.a ''"" +++++

Aplicando propiedad distributiva y agrupando queda: 

WRONSKI, Joseph (1778-1853):
Matemático polaco que 
escribió sobre la filo- 
sofía de la matemáti- 
ca. Nació con el nom- 
bre de Hoené pero a- 
doptó el nombre de 
Wronski cuando se 
casó en 1810. 
Es conocido entre otros temas por sus de-
terminantes llamados wronskianos.
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( ) ( ) 020212221011121 = yayaya.Cyayaya.C '"'" +++++  porque cada paréntesis es 
0 por ser y1 e y2 soluciones particulares de (1).

Además puede probarse que si  

Este determinante se denomina wronskiano por el matemático polaco Jo-
seph Wronski.

El problema es encontrar y1 e y2.
D'Alembert propuso como solu-
ción particular a y = erx. Debe-
mos determinar cuánto vale r.
De lo visto surge que rxre'y =

e .er"y rx2=  Si y = erx es una so-
lución particular, debe satisfacer 
la ecuación diferencial, por lo 
tanto, reemplazando en la ecua-
ción diferencial queda: 

a2r2erx + a1rerx + a0erx = 0

Sacando factor común queda:

erx.(a2r2 + a1r + a0) = 0.

Esta ecuación vale cero, para los valores para los cuales a2r2 + a1r + a0 = 0.

La ecuación a2r2 + a1r + a0 = 0 recibe el nombre de ecuación característica
asociada a la ecuación diferencial. 

D’ALEMBERT, Juan Le Rond (1717-1783):
científico, filósofo y literato francés que nació y 
murió en París, es quién formula por primera 
vez el Teorema Fundamental del Algebra de-
mostrado posteriormente por 
Gauss. Su nombre proviene 
del nombre de una iglesia 
(Saint Jean le Rond) en las 
gradas de la cual se había 
descubierto un niño aban- 
donado por su madre, una 
aristócrata dama de la cual 
era hijo natural. Es el conti- 
nuador directo de las ideas de Leibniz y Newton. 
Ingresó a la Academia de Ciencias de París en 
1741 y poco después a la de Berlín. Dio un pa-
so muy importante en el campo de la teoría de 
las funciones al aclarar que el argumento y los 
valores de una función pueden ser reales o 
complejos.

( ) y+ Cyy = C  
yy

yy
 = x W

'' 2211

21

21
0≠ es la solución general.
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Si llamamos r1 y r2 a las raíces de la ecuación característica queda: e xr = y 11

e e xr = y 22 , que son las soluciones particulares que estamos buscando. De-
bemos ver ahora que ocurre con el determinante, si éste no se anula habre-
mos obtenido la solución general de la ecuación diferencial. 

xrxr e r = 'y  e = y 11
111  e xrxr e r = 'y  e = y 22

222 ∴

( )
1 2

1 2
21

0
r x r x

r x r x

e eW x = 
rr e e

≠

( ) ( ) ( ) ( ) 211212 0212121 r r rr.e=e.re.r .xr+r.xr+r.xr+r ≠≠−−

Por lo tanto si las raíces de la ecuación característica son distintas la solución 
general es: 

xrxr e C +e C =y 21
21

Caso en el que r1 = r2

Analicemos el caso en que r1 = r2. En este caso las soluciones no son lineal-
mente independientes, no se cumple que el determinante es no nulo. Debe-
mos buscar otras soluciones particulares de la ecuación diferencial. 

Probamos ahora con xre y 1
1 =  e xre x.y 1

2 = . Debemos primero probar que 
xre . xy 1= es solución de la ecuación diferencial y luego que el determinante 

es ≠ 0. 
xre . xy 1= xrxr' e x.r + ey 11

1= ∴ xrxr e x.r+ e r "y 11 2
112=

( ) ( )
( ) ( ) 02

2

011
2

12112

011
2

112

11

11111

=+ar+ara.x.e+ +ara = e

   x.ea+x.e+rea+x.e+rera
xrxr

xrxrxrxrxr =

a2r1
2 + a1r1 + a0 = 0  porque r1 es raíz de la ecuación característica. 

2a2 r1+a1=0 porque r1 es raíz doble de la ecuación característica ∴

2

1
1 2 a

ar −=   2a2 r1 + a1 = 0

Veremos ahora que el determinante no se anula. 
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e r = 'y  e = y xrxr 11
111  e e . x r + e = 'y  e x. = y xrxrxr 111

122

( )
xrxrxr

xrxr

x.er + eer

x.ee
 = xW

111

11

11

01111 22
11

22 ≠− e=erxxre+e= xrxrxrxr

xrxr e x.C +e C =y   11
21  es la solución general. 

Caso en el que r1 y r2 son complejas

Si bien este caso está incluido en el caso en el cual r1 ≠ r2, conviene expresar 
la solución en su forma aparentemente real. 

Si r1 = a + bi, debe ser r2 = a – bi, por ser las raíces complejas conjugadas. La 
solución general es: 

( ) ( )xbiaxbi+a eC +eC =y −
21

Si utilizamos las fórmulas de Euler:   
( ) ( )
( ) ( )−− bxi.sen  bx cos = e

bxi.sen + bx cos = e
bix

bix

 la solución 

general queda: bixaxbixax e .e C + e .eC =y −
21  , por lo tanto 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ] bx  sen. CC. i + bx cos . C+C .e =y 

 bx  seni  bx cos C + bx  seni + bx cosC .e  =y  
ax

ax

2121

21

−

−

Si hacemos C1 + C2 = K1  e i.(C1 – C2) = K2, queda:

( ) ( )[ ]bx  senK + bx cos K .e =y ax
21 , que es la solución general, en este caso 

(llamada solución aparentemente real). 
Ejemplos

a) y" – 4y' + 3y = 0

Obtenemos la ecuación característica: r2 − 4r + 3 = 0 r1 = 3 y r2 = 1, por lo 
tanto la solución general es: xx e C +e C =y 2

3
1 .
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b) y"– 4y' + 4y = 0

Obtenemos la ecuación característica: r2 – 4r + 4 = 0 r1 = 2 y r2 = 2, por lo 
tanto la solución general es: xx e x.C +eC =y 2

2
2

1

c) y" + 4y = 0

Obtenemos la ecuación característica: r2 + 4 = 0 r1 = 2i y r2 = –2i, por lo 
tanto la solución general es: ( ) ( )xsen K+xcos y = K 22 21

¿Cómo se obtienen las soluciones particulares? 

En este caso vimos que la solución general tiene dos constantes C1 y C2. De-
bemos recordar un teorema debido a Cauchy que expresa que dado un punto 
P0 = (x0;y0) del plano y una pendiente en dicho punto ( ),x'y 0 de las doblemen-
te infinitas curvas que componen la solución general una sola pasa por ese 
punto y tiene esa pendiente. Es decir que prefijados el punto y la pendiente, 
quedan determinados C1 y C2.

Por lo tanto para obtener la solución particular de una ecuación diferencial 
de 2º orden debemos fijar el punto y la pendiente. 

Ejemplo

Del ejemplo a) visto anteriormente busquemos la solución particular que pa-
sa por P0 = (0;0) y tal que ( ) .'y 10 =  La solución general es:  

xx eC + eC =y 2
3

1 .

Con las dos condiciones formamos un sistema de ecuaciones, la primera 
ecuación surge de reemplazar en la solución general y la segunda de reem-
plazar en la derivada de la solución general. 

2
1

2
1

13
0

21
21

21 −=Cy  =  C  
 = C+C 

 = C+C

Por lo tanto la solución particular es: xx eey =
2
1

2
1 3 −
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2º ORDEN CON COEFICIENTES 
CONSTANTES NO HOMOGÉNEAS

En este caso F (x) ≠ 0, tienen la siguiente forma:  

( ) ( ) 0012 ≠′ x   F xy = F +ayy"+aa   y  con a2 ≠ 0 

La solución general de este tipo de ecuaciones diferenciales es igual a la su-
ma de la solución general de la ecuación diferencial homogénea asociada y 
de una solución particular de la ecuación diferencial no homogénea.

Demostración

Si llamamos yh a la solución general de la ecuación diferencial homogénea 
asociada e yp a la solución particular, tenemos que la solución general de la 
ecuación diferencial no homogénea es y = yh + yp.

Demostraremos que satisface la ecuación diferencial:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xF  xF  =  ya+ya+ya  +  ya+ya+ya 

 xF  = y+y.a + y+y.a + y+y.a

p
'
p

"
ph

'
h

"
h

ph
'
p

'
h

"
p

"
h

=+0012012

012

Vemos que el primer paréntesis es 0 por ser solución de la ecuación diferen-
cial homogénea y el segundo paréntesis es F(x) por ser yp una solución parti-
cular.

El problema que se presenta para resolver estas ecuaciones diferenciales es en-
contrar la solución particular (yp). Esta solución particular depende de F(x).
Para distintas formas de F(x) probaremos distintas soluciones particulares.  

Veremos algunos casos que se pueden aplicar cuando las F(x) son funciones 
de los siguientes tipos: polinómicas, exponenciales de la forma ebx o trigono-
métricas del tipo sen x, cos x. Esto se debe a que las derivadas de este tipo de 
funciones son funciones del mismo tipo. Hay varios métodos para obtener yp.
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MÉTODOS PARA HALLAR YP

Analizamos en primer lugar el método de los coeficientes indeterminados.

A) Método de los coeficientes indeterminados 

Ejemplos: Si F(x) es:
  a) un polinomio de grado n, yp es un polinomio del mismo gra-

do completo. Las incógnitas son los coeficientes del polino-
mio. 

  b) Si F(x) es del tipo A.ebx, yp tiene la forma α.ebx, donde la in-
cógnita es .α

  c) Si F(x) = m.sen (nx), o F(x) = r.cos (nx), o 
F(x) = m.sen (nx) + r.cos (nx),

   yp = α .sen (nx) + β .cos (nx), las incógnitas son α y β .

  d) Si F(x) fuese una combinación lineal de los casos anteriores, 
la solución particular es una combinación lineal de las solu-
ciones particulares vistas. 

Planteada la forma genérica de yp, debemos encontrar los coeficientes. 

Nota importante: los términos de yp deben ser linealmente independientes 
con los términos de yh. Si no fuese así esos términos deben, como ya vimos, 
multiplicarse por x hasta que se obtenga la independencia lineal.

Ejemplos

a) 632 y = yy"+ −′

Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: 032 y=yy"+ −′ .
Obtenemos la ecuación característica: r2 +2r –3 = 0 r1 = –3 y r2 = 1. La so-
lución de la ecuación diferencial homogénea es:  yh = C1e–3x + C2ex.

Buscamos ahora la solución particular, yp debe ser un polinomio grado 0: (y = k).

yp = k   y'p = 0 ∴  y"p = 0
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Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto: 

0 + 2.0 – 3k = 6 k = – 2 ∴ yp = –2 y = C1e–3x + C2ex – 2 

b) xxy = yy" 326 2 −−′−

Primeroresolvemoslaecuacióndiferencial homogénea asociada: 06y = yy" −′− .
Obtenemos la ecuación característica: r2 – r – 6 = 0 r1 = 3 y r2 = – 2. La 
solución de la ecuación diferencial homogénea es: yh = C1e3x + C2e–2x.

Buscamos ahora la solución particular, yp debe ser un polinomio completo de 
2º grado. Debemos encontrar los coeficientes. 

yp = Ax2 + Bx + C
y'p = 2Ax + B
y"p= 2A

Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto:   2A – 2Ax – B – 6Ax2 – 6Bx – 6C = 2x2 –3x,

108
23

18
11

3
1

108
23

18
11

3
1

062
362

26
2 −−∴−−

−−
−−−

−
x+x=y, C =, B= A= 

C =BA 
B = A

A =  

p

108
23

18
11

3
1 22

2
3

1 −−− x+xe+ Cey = C xx

c) x cos =y +yy" 96 ′−

Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada:   

096 =y+yy" ′−

Obtenemos la ecuación característica: r2 – 6r+9 = 0 r1=3 y r2 = 3. La so-
lución de la ecuación diferencial homogénea es: yh =C1e3x + C2x.e3x.

Buscamos ahora la solución particular, yp debe ser de la forma: yp = .sen x+ 
+ ß.cos x. Debemos encontrar los coeficientes  y ß. 

yp = .sen x + ß.cos x       y'p = .cos x – ß.sen x         y"p = – .sen x – ß.cos x
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Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto:  

– .sen x – ß.cos x – 6 .cos x + 6ß.sen x + 9 .sen x + 9ß.cos x = cos x
(8  + 6ß). sen x + (8ß – 6 ). cos x = cos x

25
2

50
3

086
168

=−=
−

,  
 = +
 = 

α .   La cos xsen x +=y p 25
2

50
3−

cos xsen x+x.e+Cey=C  xx

25
2

50
33

2
3

1 −−

d) x+ey = yy" x 242 3−′−

Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: 02y=yy" −′− .

Obtenemos la ecuación característica: r2 – r – 2 = 0 r1 = 2 y r2 = –1. La so-
lución de la ecuación diferencial homogénea es: yh = C1e2x + C2e–x.

Buscamos ahora la solución particular, yp debe ser una combinación entre 
una exponencial y un polinomio completo de 1º grado. Debemos encontrar 
los coeficientes. 

yp = .e3x +Ax + B y'p = 3 .e3x +A ∴ y"p = 9 .e3x

Por ser una solución particular de la ecuación diferencial debe satisfacer la 
misma, por lo tanto:  xeBA.eA.e.e xxxx 2422239 3333 +=−−−−−

2
1

2
111

02
22

44
3 x+= ey  , B=, A==     

B =A 
A = 

  
x

p −∴−
−−

−
=

α

2
13

2
2

1 x++ ee+Ce y= C xxx −−

Caso en que algún término de yp no es linealmente independiente con yh

xey = yy"+ 32−′

Primero resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: .y = yy"+ 02−′



Alejandro E. García Venturini 456

Obtenemos la ecuación característica: r2 + r – 2 = 0 r1= –2 y r2 = 1. La so-
lución de la ecuación diferencial homogénea es: yh = C1e–2x +C2ex.

Buscamos ahora la solución particular, yp debe ser una función exponencial de 
la forma αex multiplicada por x (αx.ex) porque ex forma parte de yh y por lo tanto 
no se respeta la independencia lineal. Debemos encontrar el coeficiente α.

( ) ( )
xxx

xxxxx"
p

xx'
p

x
p

e.xeCeCy

ee.e.xee.ye.xe.ye.x.y

++==

=++=+==
−

2
2

11

33

α

αααα

Si no hubiésemos multiplicado por x hubiera ocurrido lo siguiente: yp = .ex

xxxxx"
p

'
p eee.e.e.yy 3032 =∴=−+== ααα . Llegamos a un absurdo. 

Por eso siempre que en la solución particular aparezca una solución que no 
sea linealmente independiente con una que ya apareció en yh, la solución 
debe multiplicarse por x.

B) Método de las partes variables 

El método consiste en trabajar con las llamadas partes variables de F(x).

Parte variable 

Dada una función se llama parte variable a la parte que depende de la varia-
ble (no se tienen en cuenta los coeficientes). Por ejemplo, si F(x) = 3x2, la 
p.v. es x2, si F(x) = 4cos x + 3e2x, las p.v. son cos x y e2x. Si F(x) = C, la p.v 
se puede pensar como x0 =1.
Dada una F(x) hallamos sus derivadas sucesivas hasta que observemos que 
en sus términos no aparecen nuevas partes variables. 

Por ejemplo:   F(x) = x2 + cos x
( ) =x'F 2x – sen x
( ) =x"F 2 – cos x 
( ) =x"'F sen x

Por el primer término (x2) las p.v. son (x2, x, 1), por el segundo término (cos x),
las p.v. son (cos x, sen x). Por lo tanto las p.v. de F(x) son (x2, x, 1, cos x, sen x).
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Si G(x) = x – cos x + sen x
( ) =x'G 1 + sen x + cos x
( ) =x"G cos x – sen x

Por el primer término (x) las p.v. son (x,1), por el segundo término (cos x),
las p.v. son (cos x, sen x) y por el tercer término las p.v. son (sen x, cos x).
Por lo tanto las p.v. de F(x) son (x, 1, cos x, sen x). Si algún término se repite 
en las p.v. de distintas funciones, se considera una sola vez. 

Determinación de yp

Para determinar yp hay que tener en cuenta la función F(x) que figura en el 
segundo miembro de la ecuación diferencial.  De esa función se calculan sus 
partes variables para cada término. Una vez determinados estos grupos se hace 
el siguiente análisis: se observa la expresión de la solución de la ecuación ho-
mogénea asociada y si las partes variables de los términos de ésta se repiten en 
algún grupo de las partes variables de F(x), se debe multiplicar por x cada tér-
mino de este grupo. Si en el nuevo grupo así formado se vuelve a repetir una 
parte variable de la homogénea, se vuelve a multiplicar todo el grupo por x y 
así sucesivamente hasta que no se repitan las partes variables. 

En los grupos así formados no deben haber partes variables que se repitan, si 
así ocurriera se consideran una sola vez. 

Una vez determinadas todas las partes variables, la yp es una combinación 
lineal de ellas. Una vez determinada yp se procede igual que en el método 
visto anteriormente. 

Ejemplos:  a) 2265 xy'y"y =+−

Primero calculamos yh: r2–5r + 6 = 0 r1 = 3, r2 =2. yh = C1.e3x + C2.e2x.
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = 2x2, ( )x'F = 4x, ( )x"F = 4, las 
p.v. (2x2) = (x2; x ;1).

Como no se repiten con las p.v. de yh (e3x, e2x), entonces yp= Ax2 + Bx + C.
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b) 3'4" +=+ xyy

Primero calculamos yh: r2 + 4r = 0 r1 = 0, r2= – 4 yh = C1 + C2.e–4x

Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = x + 3, ( )x'F = 1, las p.v.(x) = (x;1),
las p.v.(3) = 1.

Vemos que se repite x0 (C1 y 1). Debemos multiplicar todo el grupo (x;1) por 
x, nos queda el nuevo grupo (x2, x) y el grupo (1) también por x, nos queda el 
nuevo grupo (x). Ahora no hay repetición entre las p.v. de la solución de la 
homogénea y estos nuevos grupos. Finalmente las p.v. de F(x) quedan: 
(x2;x). La x está en ambos grupos, la consideramos una sola vez.  
Entonces yp= Ax2 + Bx.

c) xseneyy x ." =−

Primero calculamos yh: r2 – 1 = 0 r1 = 1, r2 = –1. yh = C1ex +C2 e–x.
Calculamos ahora las p.v. de F(x): F(x) = ex.sen x, ( )x'F = ex.sen x + ex.cos x,

( )x"F = ex.sen x + ex.cos x + ex.cos x – ex.sen x, las p.v. (ex.sen x) = (ex.sen x;
ex.cos x).

Vemos que no se repiten las partes variables del grupo con las que aparecen 
en la solución de la homogénea (ex;e–x), por lo tanto las p.v. de F(x) quedan: 
(ex.sen x; ex.cos x). Entonces yp = Aex.sen x + Bex.cos x.

C) Método Variación de Parámetros de Lagrange1

Se trata de un método para resolver ecuaciones diferenciales lineales de ené-
simo orden. Comenzaremos estudiando el método para ecuaciones de según-
do orden y lo generalizaremos. 

Consideremos la siguiente ecuación diferencial de segundo orden: 

( ) ( ) ( ) ( )xgyxc'yxb"yxa =++    con ( ) 0≠xa

1 Tema desarrollado por Pablo Caviezel, docente de Análisis Matemático II de la Facultad de 
Ciencias Económicas de la UBA. 
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La superioridad de este método con respecto a los métodos vistos anterior-
mente radica en dos puntos fundamentales: 

• No es necesario que la ecuación tenga coeficientes constantes. 
• ( )xg puede ser cualquier función que dependa de x, no debiendo necesa-

riamente limitarse a polinomios, exponenciales o trigonométricas. 

En el caso en que ( ) 0=xa , la ecuación diferencial es de primer orden, li-
neal, y el método aprendido para estas ecuaciones es justamente éste. 

Por simplicidad de notación, reduciremos los coeficientes de la ecuación a 
letras simbólicas, entendiéndose que pueden ser funciones en x. Así, tene-
mos: 

( )ay by cy g x′′ ′+ + =

Para resolverla, resolvemos por algún método conocido la ecuación diferencial 
homogénea asociada: 0h h hay by cy′′ ′+ + = , cuya solución es de la forma: 

1 1 2 2hy C y C y= + . 1y  e 2y  son soluciones particulares linealmente indepen-
dientes de la ecuación diferencial y C1  y C2 constantes indeterminadas.  

Entendemos que la solución de la ecuación diferencial completa es la suma 
de la solución de la ecuación diferencial homogénea más una solución parti-
cular. Es decir: h py y y= +  Lagrange propone como solución particular a la 
expresión que surge de reemplazar en la solución de la ecuación diferencial 
homogénea las constantes por funciones de x a determinar. Es decir:  

( ) ( ) 2211 yxvyxvyp += .

El problema es determinar qué funciones son éstas. Simplificando la nota-
ción, podemos expresar la solución particular como: 2211 yvyvyp += . Sabe-
mos que la solución particular es solución particular de la ecuación completa 
y, como tal, debe satisfacerla. Entonces procedemos a calcular sus derivadas 
para reemplazar en la ecuación: 2211 yvyvyp += .

22221111 'yvy'v'yvy'v'y p +++=
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Vamos a imponerle una condición a ambas funciones. Pedimos que:  
02211 =+ y'vy'v . A esta condición la llamaremos Condición Nº 1. Es decir 

que:

02211 =+ y'vy'v Condición N º 1 

Bajo tal esquema, tenemos entonces: 

2211 yvyvyp +=

2211 'yv'yv'y p +=

1 1 1 1 2 2 2 2py v y v y v y v y′′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′′= + + +

Reemplazando en la ecuación completa: ( )xgcy'by"ay =++ , resulta: 

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )a v y v y v y v y b v y v y c v y v y g x′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + + + + + =

Aplicando propiedad distributiva: 

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 ( )av y av y av y av y bv y bv y cv y cv y g x′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ + + + + + + =

Agrupando convenientemente, resulta: 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 ( )av y bv y cv y av y bv y cv y av y av y g x′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + =

Extrayendo factor común,  

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )v ay by cy v ay by cy a v y v y g x′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + =

Pero, dado que 1y  e 2y son soluciones de la ecuación diferencial homogénea 
asociada a la dada, resulta que: 1 1 1 0ay by cy′′ ′+ + = , 2 2 2 0ay by cy′′ ′+ + =

Con lo cual la expresión anterior se reduce a: 1 1 2 2( ) ( )a v y v y g x′ ′ ′ ′+ =
A esta expresión la llamaremos Condición N º 2. 
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Es decir: 1 1 2 2( ) ( )a v y v y g x′ ′ ′ ′+ = Condición N º 2 

Entonces nos quedaron dos condiciones impuestas sobre las funciones 1v  y 

2v . Es decir: 1 1 2 2

1 1 2 2

0
( ) ( )

v y v y
a v y v y g x

′ ′+ =
′ ′ ′ ′+ =

Se trata de un sistema de ecuaciones que, escrito en forma ordenada resulta 
ser:

1 1 2 2

1 1 2 2

0
( )

y v y v
g xy v y v

a

′ ′+ =

′ ′ ′ ′+ =

Dicho sistema se puede escribir en forma matricial: 

1 2 1

1 2 2

0
( )

y y v
g xy y v

a

′
=

′ ′ ′

La matriz asociada al sistema de ecuaciones se denomina Matriz de 
Wronski y se trata de una matriz no singular (es decir, admite inversa), en 
virtud de que las funciones 1y  e 2y  son linealmente independientes.  

Se resuelve el sistema para 1v′  y 2v′ . Se integra finalmente para hallar 1v  y 

2v . La solución complementaria se obtiene entonces de la forma: 
( ) ( ) 2211 yxvyxvyp += , que se suma finalmente a la homogénea para obtener 

la solución del sistema completo. Notar que se puede elegir cualquier cons-
tante de integración al integrar para hallar 1v  y 2v . Esto es así porque  el sis-
tema de ecuaciones impone condiciones sobre 1v′  y 2v′ .
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Ejemplo 1

Resolver la  siguiente ecuación diferencial: xey'y"y x 332 2 +=−−

Resolvemos la ecuación diferencial homogénea asociada: 032 =−− hh y'y"y ,
cuya ecuación característica es: r2 – 2r – 3 = 0. Vemos que las raíces caracte-
rísticas son 1 3r =  y 2 1r = − .
Entonces armamos la solución: yh = C1 e3x + C2.e–x.

Planteamos como solución complementaria:  3
1 2

x x
py v e v e−= +

Luego, el sistema de ecuaciones resulta, en forma matricial: 

+
=

− −

−

xev
v.

ee
ee

x'

'

xx

xx

3
0

3 3
2

1
3

3

Elegimos el método de Cramer para su resolución: 

3
3 3 3 2

3 3 4 4
3

x x
x x x x x x x

x x

e e
e e e e e e e

e e

−
− − −

−
Δ = = − − = − = −

−

1

2
2

0
( 3 )

3

x
x x

v x x

e
e e x

e x e

−
−

′ −
Δ = = − +

+ − 2

3
3 2

3 2

0
( 3 )

3 3

x
x x

v x x

e
e e x

e e x′Δ = = +
+

Entonces:

1

2
3 2 3

1 2

( 3 ) 1 1( 3 ) ( 3 )
4 4 4

x x
v x x x x

x

e e xv e e x e e x
e

−
′ − − −Δ − +′ = = = + = − +

Δ −

O sea que: 3 3
1

1 1( 3 ) 3
4 4

x x x xv e e x dx e dx e xdx− − − −= + = + . Eligiendo 

cero para las constantes de integración resulta: 
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3 3 3 3
1

1 1 1 1 1 13( )
4 3 9 4 4 12

x x x x x xv e xe e e xe e− − − − − −= − + − − = − − −

Análogamente:  

2

3 2
2 3

2 2

( 3 ) 1 1( 3 ) ( 3 )
4 4 4

x x
v x x x x

x

e e xv e e x e e x
e

′Δ +′ = = = − + = − +
Δ −

O sea que: 3 3
2

1 1( 3 ) 3
4 4

x x x xv e e x dx e dx e xdx= − + = − + .

Eligiendo cero para las constantes de integración resulta: 

3
3

2
1 1 3 33( )
4 3 12 4 4

x
x x x x xev xe e e xe e= − + − = − − +

Entonces, dado que: 3
1 2

x x
py v e v e−= +

Haciendo el reemplazo correspondiente resulta: 

xxxxxxxx
p e.ee.xee.ee.xey −−−− +−−+−−−=

4
3

4
3

12
1

12
1

4
1

4
1 3333

Aplicando la propiedad distributiva resulta: 

2 21 1 1 1 3 3
4 4 12 12 4 4

x x
py e x e x= − − − − − +

O sea: 21 2
3 3

x
py e x= − − +

Y la solución general resulta de sumar la solución homogénea con la solu-
ción complementaria hallada.  

Solución General: 3 2
1 2

1 2
3 3

x x xy C e C e e x−= + − − +
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Generalización del método 

Sea la siguiente una ecuación diferencial de enésimo orden: 

( ) ( 1) ( 2)
1 2 2 1 0( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )n n n

n n na x y a x y a x y a x y a x y a x y g x− −
− − ′′ ′+ + + + + + =

con ( ) 0≠xan  (El supraíndice entre paréntesis implica orden de derivación). 

Simplificando la notación, podemos escribir: 
( ) ( 1) ( 2)

1 2 2 1 0... ( )n n n
n n na y a y a y a y a y a y g x− −

− − ′′ ′+ + + + + + = ( ) 0na x ≠

Se resuelve la ecuación homogénea asociada y su solución será del tipo: 

1 1 2 2 3 3 1 1...h n n n ny C y C y C y C y C y− −= + + + + +

Siendo 1 2 3 1; ; ;...; ;n ny y y y y−  funciones linealmente independientes. 

Se plantea como solución complementaria la misma expresión pero variando 
las constantes: 

1 1 2 2 3 3 1 1...p n n n ny v y v y v y v y v y− −= + + + + +   con ( )i iv v x=

El sistema, escrito en forma matricial para obtener las iv′ se demuestra es 
como sigue: 

1 2 3 1

1 2 3 1

1 2 3 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 3 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 1

...

...

...
... ... ... ... ... ...

...

...

n n

n n

n n

n n n n n
n n

n n n n n
n n

y y y y y
y y y y y
y y y y y

y y y y y
y y y y y

−

−

−

− − − − −
−

−

′ ′ ′ ′ ′
′′ ′′ ′′ ′′ ′′

1

2

3

1

...

n

n

v
v
v

v
v

−

′
′
′

′
′

=

0
0
0
...
0
( )

n

g x
a

Integrando, se obtienen las ( )i iv v x=  y se obtiene la solución general: 

h py y y= +
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR CON COEFICIENTES 
CONSTANTES

Lo visto para ecuaciones diferenciales de segundo orden es fácilmente gene-
ralizables a ecuaciones diferenciables de orden superior como veremos en 
los siguientes ejemplos. 

a) Ecuaciones diferenciales homogéneas 

1) 2 2 0y"' y" y' y+ − − =

La ecuación característica es 022 23 =−−+ rrr .

211 321 −=−== r,r,r xxx eCeCeCy 2
321

−− ++=

2) 2 0y"' y" y'− + =

La ecuación característica es 02 23 =+− rrr .

011 321 === r,r,r 321 Ce.xCeCy xx ++=

3) 0=− yyiv

La ecuación característica es 014 =−r .

ir,ir,r,r −==−== 4321 11 xsenKxcosKeCeCy xx
2121 +++= −

4) 0y"' y− =

La ecuación característica es  013 =−r .

ir,ir,r
2
3

2
1

2
3

2
11 321 −=+==

++= xsenKxcosKeeCy /xx
2

3
2

3
21

2
1
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b) Ecuaciones diferenciales no homogéneas 

1) 21
2

x /y"' y" e−− =

Resolvemos la ecuación homogénea asociada. La ecuación característica es  

0
2
1 23 =− rr .

2
100 321 === r,r,r 2

311
/x

h eCxCCy ++=

Calculamos py

2222

8
1

4
1

2
1 /x

p
/x

p
/x

p
/x

p Ae'"yAe"yAe'yAey −−−− −==−==

Reemplazando:    
41

4
1

4
1

8
1

8
1

22

222

−=∴=−=−

=−−

−−

−−−

AAeAe

eAeAe

/x/x

/x/x/x

Finalmente queda que 22
311 4 /x/x eeCxCCy −−++=

2) 3 2 5xy"' y" y' e x−− + = +

Resolvemos la ecuación homogénea asociada. La ecuación característica es 
023 23 =+− rrr . 210 321 === r,r,r xx

h eCeCCy 2
321 ++=

Calculamos py
x

p
x

p
x

p
x

p Ae'"yAe"yBAe'yCBxAey −−−− −==+−=++=

Reemplazando:    
3

6
1621626

6223

=∧−=∴=∧=−=+−

+=+−−−

−−

−−−−

BABAeBAe

xeBeAeAe

xx

xxxx

Finalmente queda que xeeCeCCy xxx 3
6
12

321 +−++= −
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 2º ORDEN CON COEFICIENTES 
VARIABLES

Hasta ahora hemos analizado el caso en que los coeficientes de la ecuación 
diferencial son constantes. Veremos ahora la ecuación diferencial de 
Cauchy-Euler,  que es un caso en el que los coeficientes son funciones de x.

Forma general 

La forma general es:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),xfyxa'yxa...yxxayxxa nn
n

nn
n =++++ −−

− 01
11

1  donde los ex- 
ponentes de la y, indican órdenes de derivación.

Ecuación diferencial de Cauchy-Euler

Esta ecuación tiene el siguiente formato: 

( )xfya'ya"yxa...yxayxa nn
n

nn
n =+++++ −−

− 01
2

2
11

1

Es un caso particular donde los coeficientes son potencias de x multiplicadas 
por constantes. 

Analizamos el caso particular en que n = 2 y ( ) 0=xf .

001
2

2 =++ ya'xya"yxa , con x ≠ 0. 

En este caso se ensaya como solución particular a y = xm. Debemos determ-
inar cuánto vale m.

De lo visto surge que 1−= mmx'y  e ( ) .xm.m"y m 21 −−=  Si y = xm es una so-
lución particular, debe satisfacer la ecuación diferencial, por lo tanto, re-
emplazando en la ecuación diferencial queda: 

( ) 01 0
1

1
22

2 =++− −− mmm x.axxmaxm.mxa

Sacando factor común xm queda: ( )[ ] ,amam.maxm 01 012 =++−  con x ≠ 0.
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Esta ecuación vale cero, para los valores para los cuales 

( ) ( ) ,am.aamaamam.ma 01 021
2

2012 =+−+=++− ecuación que recibe el 
nombre de ecuación característica asociada a la ecuación diferencial. 

Las raíces de la ecuación son: 
( ) ( )

2

02
2

1212
21 2

4
a

a.aaaaa
m ,

−−±−−
=

Si llamamos m1 y m2 a las raíces de la ecuación característica queda: 
1

1
mx = y  e 2

2
mx = y , que son las soluciones particulares que estamos bus-

cando. Debemos ver ahora que ocurre con el determinante, si éste no se 
anula habremos obtenido la solución general de la ecuación diferencial. 

1
111

11 −mm x m = 'y  x = y  e 1
222

22 −mm x m = 'y  x = y

( ) 01
2

1
1

21

21

≠−− mm

mm

x mx m
xx

=xW  

( ) 2112
11

1
1

2 0121221 m m mm.xx m xx m x mmmmmm ≠≠−=− −+−−

Por lo tanto si las raíces de la ecuación característica son distintas la solución 
general es: 

21
21

mm x C +x C =y 

Caso en el que m1 = m2

Analicemos el caso en que m1 = m2,
2

21

2a
aam −−= . En este caso las solucio-

nes no son linealmente independientes, no se cumple que el determinante es 
no nulo. Debemos buscar otras soluciones particulares de la ecuación dife-
rencial.
Probamos ahora con mx y =1  e xln.xy m=2 . Debemos primero probar que 

xln.yxln .xy m
12 ==  es solución de la ecuación diferencial y luego que el 

determinante es ≠ 0. 
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xln .yy 12 =
x

y +xln'.y'y 1
112 = ∴ 2

1
112

12
x
y 

x
'y +xln".y"y −=

Verificamos que 020212
2

2 =++ ya'xya"yxa .

( )
x

xya
x
y xa

x
'y x+ay+a'yxa"yxaxln = 

  xln.ya+
x

y +xln'.yxa+
x
y 

x
'y +xln".yxa

112

112

112
12

21
2

210121
2

2

101112
1

11
2

2

+−+

=−

10121
2

2 y+a'yxa"yxa + = 0  porque y1 es solución particular de la ecuación. 

Queda entonces: ( ) 12112111212 22 yaa'yxayaya'yxa −+=+−

Pero mxy =1
1

1
−= mmx'y , reemplazando queda: 

( ) ( ) ( )

[ ] .aaaa.xaa
a

aaa.x

aama.xx.aaxmax.aaxmxa

mm

mmmmm

0
2

2

222

211221
2

21
2

21221221
1

2

=−+−=−+−−=

=−+=−+=−+−

Por lo tanto xln .xy m=2  es solución. 

Veremos ahora que el determinante no se anula. 

( ) ( )
0

111

111

≠=−+=

=−+=
+

−−−

−−−

xxln.mxxxln.mx

mx.xlnxxxlnmxx
xxlnmxmx

xlnxx
 = xW mmmmm

mmm

mm

xln.xC +x C =y   mm
21  es la solución general. 
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Caso en el que m1 y m2 son complejas

Si bien este caso está incluido en el caso en el cual m1 ≠ m2, conviene ex-  
presar la solución en su forma aparentemente real. 

Si m1 = a + bi, debe ser m2 = a – bi, por ser las raíces complejas conjugadas. 
La solución general es: 

biabi+a xC +xC =y −
21

Si utilizamos las fórmulas de Euler:   
−− bi.sen  b cos = e

bi.sen + b cos = e
bi

bi

 la solución ge-

neral queda: xln.biaxln.bia e .x C + e .xC =y −
21 , por lo tanto 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ] xln.b  sen. CC. i + xln.b cos . C+C .e =y 

 xln.b  seni  xln.b cos C + xln.b  seni + xln.b cosC .x=y 
a

a

2121

21

−

−

Si hacemos C1 + C2 = K1  e i.(C1 – C2) = K2, queda:

( ) ( )[ ]xln.b  senK + xln.b cos K .x =y a
21 , que es la solución general, en es-

te caso (llamada solución apa-
rentemente real). 

Ejemplos

Sabemos que 1−= mmx'y  e ( ) .x.m.m"y m 21 −−=  Reemplazamos en cada ca-
so en la ecuación para obtener los valores de m.

1) 0422 =−− y'xy"yx

( ) ( ) 043421 2122 =−−=−−− −− mmxxxxmxm.mx mmmm

Por lo tanto: 14043 21
2 −=∧==−− mmmm

1
2

4
1

−xC +xC =y 
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2) 0432 =+− y'xy"yx

( ) ( ) 044431 2122 =+−=+−− −− mmxxxxmxm.mx mmmm

Por lo tanto: 22043 21
2 =∧==−− mmmm

xln.xC +xC =y 2
2

2
1

3) 0332 =++ y'xy"yx

( ) ( ) 032331 2122 =++=++− −− mmxxxxmxm.mx mmmm

Por lo tanto: imimmm 2121032 21
2 −−=∧+−==++

( ) ( )[ ]xln.  senK + xln. cos K .x =y 22 21
1−

UNA APLICACIÓN, LAS OSCILACIONES MECÁNICAS LIBRES

Oscilaciones no amortiguadas 

Una de las aplicaciones que tienen las ecuaciones diferenciales de 2º orden 
es la descripción del movimiento de un resorte. Según la Ley de Hooke, el 
resorte se expande o comprime una cantidad y de unidades a partir de su 
posición de equilibrio (longitud natural). La fuerza F con la que tiende a 
volver a su posición de equilibrio es proporcional a la distancia y.F(y) = −ky.
k >0, se denomina constante elástica del resorte y depende del material del 
mismo.

Si se ata una masa m al extremo del resorte, éste se va a estirar 
y produce un desplazamiento y a partir de su posición de 
equilibrio.  La posición y del resorte en función del tiempo t,
suponiendo que el movimiento no es amortiguado (es decir 
que no actúan otras fuerzas más que la del resorte y el peso)   

está dada por la ecuación diferencial: 0=+ y
m
k"y .
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Oscilaciones amortiguadas 

En este caso actúa además otra fuerza (fuerza de fricción que amortigua el 
movimiento que es proporcional a la velocidad). Esta fuerza es igual a ,v.p−
con p > 0. 

La ecuación diferencial que describe este movimiento es: .y
m
k'y

m
p"y 0=++

Bajo ciertas condiciones que veremos, en este caso se producen oscilaciones 

amortiguadas.  Resolvemos la ecuación característica 0=++
m
kr

m
p"r ,

m
k

m
p

m
pr 4

2

2

−±−= , se presentan las siguientes situaciones:

a) Reales distintas: trtr eCeCy 21
21 += , 00 21 << r,r .    En este caso, cuando t

→ ∞, y → 0, por lo tanto el resorte tiende a frenarse y no hay oscilaciones. 

b) Reales iguales: trtr e.tCeCy 11
21 += , 00 21 << r,r .    En este caso, cuando t

→ ∞, también y → 0, por lo tanto el resorte tiende a frenarse, a una 
velocidad menor que el caso a) y no hay oscilaciones. 

c) Reales complejas: ( ) ( )( )btsenKbtcosKey at
21 += . En este caso, hay osci-

laciones amortiguadas. 

Ejemplo:

Calcular para qué valores de a la solución ( )ty  de 09 =++ y'ay"y , presenta 
oscilaciones amortiguadas si ( ) ( ) 1000 == 'y,y .

Planteamos la ecuación característica: 092 =++ arr , la resolvemos 

362 −±−= aar . 600362 <<<− aa
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SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Vamos a ver algunos casos de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden.

A)

( )

( )++=

++=

tgdycx
dt
dy

tfbyax
dt
dx

, donde x e y son funciones continuas de t.

Para resolverlo procedemos de la siguiente manera: despejamos la variable y
de la una ecuación y calculamos t'y . Reemplazamos ambas expresiones en 
la otra ecuación. Obtenemos así una ecuación de segundo orden de variable 
independiente t. Resolvemos la ecuación, obtenemos x (t). Luego reemplaza-
mos x (t) y t'x para obtener y (t).

Ejemplos

1)

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

4
, hallar la solución particular ( ) ( ) 0010 =∧= yx

Despejamos y de la primera ecuación: 'xxy t−= 4 , "x'x'y ttt −= 4

Reemplazamos en la segunda ecuación: ( )'xxx"x'x ttt −+=− 424

096 =+− x'x"x tt ( ) tt teCeCtx 3
2

3
1 +=

Calculamos ( ) ttt teCeCeCt'x 3
2

3
2

3
1 33 ++=

Reemplazamos ( )tx  y ( )t'x en , así obtenemos ( )ty .

( ) ( ) ( ) tttttttt teCeCeCteCeCeCteCeCty 3
2

3
2

3
1

3
2

3
2

3
1

3
2

3
1 334 +−=++−+=



Alejandro E. García Venturini 474

La solución general es
( )
( ) +−=

+=
ttt

tt

etCeCeCty

teCeCtx
3

2
3

2
3

1

3
2

3
1

Buscamos ahora la solución particular: 
−=

=

21

1

0
1

CC
C

=
=

1
1

2

1

C
C

   

La solución particular es
( )
( ) =

+=
t

tt

etty

teetx
3

33

2)

−+−=

−+=

teyx
dt
dy

tyx
dt
dx

22

364
 ,  hallar la solución particular ( ) ( ) 1000 =∧= yx

Despejamos y de la primera ecuación: tx'xy t 364 +−= , 364 +−= 'x"x'y ttt

Reemplazamos en la segunda ecuación: 

4 36 2 4 36 2 t
t t tx " x ' x x ' x t e− + = − + − + −

t
tt etx'x"x 2363665 −−=+− . Debemos calcular xh(t) y xp(t)

( ) tt
h eCeCtx 3

2
2

1 +=

( )
( )
( ) =

+=

++=

t
p

t
p

t
p

Cet"x

CeAt'x

CeBAttx
tttt etCeBAtCeACe 2363666655 −−=+++−−

−=+−
−=−===

−=

3665
116366

22

BA
C,B,AA

C
∴ ( ) t

p ettx −−= 16

( ) ttt eteCeCtx −−++= 163
2

2
1 .  Calculamos ( ) ttt eeCeCt'x −++= 632 3

2
2

1
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Reemplazamos ( )tx  y ( )t'x en , así obtenemos ( )ty .

( ) ( )
ttt

tttttt

eteCeC

teteCeCeeCeCty

312102

36164632
3

2
2

1

3
2

2
1

3
2

2
1

+++−−=

=+−−++−−++=

La solución general es
( )
( ) +++−−=

−−++=
ttt

ttt

eteCeCty

eteCeCtx

312102

16
3

2
2

1

3
2

2
1

Buscamos ahora la solución particular: 
+−−=

−+=
1321

20

21

21

CC
CC

−=
=

8
10

2

1

C
C

La solución particular es 
( )
( ) ++++−=

−−+−=
ttt

ttt

eteeCty

eteetx

31210820

16810
32

1

32

B) Planteamos ahora sistemas de ecuaciones que responden al siguiente 
formato: 

( )

( )++=+

++=+

tghygx
dt
dyf

dt
dxe

tfdycx
dt
dyb

dt
dxa

  con 0≠− e.bf.a

Expresamos el sistema matricialmente:
( )
( )+=
tg
tf

y
x

.
hg
dc

'y
'x

.
fe
ba

t

t

Premultiplicando por 
1−

fe
ba

 obtenemos 
'y
'x

t

t  y llegamos al caso A) 

Ejemplo

+−=

+−=−

tcosy
dt
dx

tsenx
dt
dy

dt
dx 34

+
−

−
=

−
tcos
tsen

y
x

.
'y
'x

.
t

t

10
03

01
14
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Premultiplicamos por  
−

=
− −

41
10

01
14 1

+−−
+−

=
+−

+
−
−

=

=
−

+
−

−
−

=

tcostsenyx
tcosy

tcostsen
tcos

y
x

.

tcos
tsen

.
y
x

..
'y
'x

t

t

443443
10

41
10

10
03

41
10

+−−=
+−=

tcostsenyx'y
tcosy'x

t

t

443

Llegamos así a un problema del caso A) 
Despejamos y de la primera ecuación: tcos'xy t +−= , tsen"x'y tt −−=

Reemplazamos en la segunda ecuación: 

( ) tcostsentcos'xxtsen"x tt 443 +−+−−=−−  034 =++ x'x"x tt .

( ) tt eCeCtx 3
21

−− +=

Calculamos ( ) tt eCeCt'x 3
21 3 −− −−=

Reemplazamos ( )tx  y ( )t'x en , así obtenemos ( )ty .

( ) tcoseCeCty tt ++= −− 3
21 3

La solución general es
( )
( ) ++=

+=
−−

−−

tcoseCeCty

eCeCtx
tt

tt

3
21

3
21

3
2)

+−=+

+=+ −

tseny
dt
dy

dt
dx

ey
dt
dy

dt
dx t

22
, hallar la solución particular ( ) ( ) 1020 =∧−= yx
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+
−

=
−

tsen
e

y
x

.
'y
'x

.
t

t

t

20
10

12
11

Premultiplicamos por  
−

−
=

−

12
11

12
11 1

−+
+−−=

−
+−+

−
=

=
−

−
+

−−
−

=

−

−

−

−

−

tseney
tseney

tsene
tsene

y
x

.

tsen
e.

y
x

..
'y
'x

t

t

t

t

t

t

t

24
3

240
30

12
11

20
10

12
11

−+=

+−−=
−

−

tseney'y

tseney'x
t

t

t
t

24

3

Llegamos así a un problema del caso A) 

Despejamos y de la primera ecuación: 
333

tsene'xy
t

t +−−=
−

,

333
tcose"x'y

t
t

t ++−=
−

Reemplazamos en la segunda ecuación: 

tsenetsene'xtcose"x t
t

t
t

t −++−−=++− −
−−

2
3

4
3

4
3

4
333

tsenetcos'x"x t
tt −−=− −4 . Debemos calcular xh(t) y xp(t)

( ) t
h eCCtx 4

21 +=

( )
( )
( ) t

p

t
p

t
p

CetcosBtAsent"x

CetBsentcosAt'x

CetcosBtAsentx

−

−

−

+−−=

−−=

++=

tsenetcosCetBsentcosACetcosBtAsen ttt −−=++−+−− −−− 444
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−=

−=−=−==−−

−=+−

15
5
1

17
5

17
314

14

C

C,B,AAB

BA

∴

( ) t
p etcostsentx −−−−=

5
1

17
5

17
3

( ) tt etcostseneCCtx −−−−+=
5
1

17
5

17
34

21 .

Calculamos  ( ) tt etsentcoseCt'x −++−=
5
1

17
5

17
34 4

2

Reemplazamos ( )tx  y ( )t'x en , así obtenemos ( )ty .

( )
33

1
15
1

51
5

17
1

3
4 4

2
tseneetsentcoseCty ttt +−−−+−= −−

( ) tt etsentcoseCty −−++−=
5
2

17
4

17
1

3
4 4

2

La solución general es
( )

( ) −++−=

−−−+=

−

−

tt

tt

etsentcoseCty

etcostseneCCtx

5
2

17
4

17
1

3
4

5
1

17
5

17
3

4
2

4
21

Buscamos ahora la solución particular para las condiciones iniciales. 

−+−=

−−+=−

5
2

17
1

3
41

5
1

17
52

2

21

C

CC

2
1

1 −=C
170
171

2 −=C

La solución particular es
( )

( ) −++=

−−−−−=

−

−

tt

tt

etsentcosety

etcostsenetx

5
2

17
4

17
1

85
114

5
1

17
5

17
3

170
171

2
1

4

4
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UNA APLICACIÓN DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Las líneas de campo de un campo vectorial en 3

En el capítulo anterior vimos como una aplicación de las ecuaciones diferen-
ciales la determinación de las líneas de campo de un campo vectorial en 2 .
Vemos ahora lo que ocurre en 3 . Siguiendo un razonamiento análogo para 
un campo vectorial ( )f P;Q;R= , tenemos las líneas de campo C de ecua-

ción ( ) ( ) ( ) ( )g t x t ; y t ; z t= .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

x' t P x; y; z

g' t x' t ; y' t ; z' t P;Q;R y' t Q x; y; z

z' t R x; y; z

=

= = =

=

Si desarrollamos el sistema de ecuaciones tenemos:  

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

dx P x; y; z
dt
dy dx dy dzQ x; y; z
dt P x; y; z Q x; y; z R x; y;z
dz R x; y; z
dt

=

= = =

=

Igualando y resolviendo las ecuaciones de a dos llegamos a un sistema de 
ecuaciones lineales del tipo A. La solución del mismo nos da las expresiones 
de las líneas de campo en 3 .

Ejemplo: ( ) ( )1 4 2f x; y; z ; y z; y z= + − , hallar SP para P=(0;3;0)

1 4 2
dx dy dz

y z y z
= =

+ −

Tomando las ecuaciones de a dos tenemos: 
4

2

dy y z
dx
dz y z
dx

= +

= −
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Llegamos a un sistema de ecuaciones del tipo que ya vimos en el caso A. 

Despejamos z de la 1º ecuación: 
4 4
y' yz = −

4 4
y" y'z' = − . Reemplaza-

mos en la 2º ecuación. 2 9 0
4 4 4 4
y" y' y' yy y" y− = − + − = . Llegamos a una 

ecuación diferencial de 2º orden homogénea. La ecuación característica es 
2 9 0r − = , las raíces son 1 23 3r r= ∧ = − , por lo tanto: 3 3

1 2
x xy C e C e−= + .

Calculamos 3 3
1 23 3x xy' C e C e−= − . Reemplazando en  obtenemos z.

3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2

3 3 1 1 1
4 4 4 4 2

x x x x x xC e C e C e C e C e C e− − −− − − = −

La solución general es 

3 3
1 2

3 3
1 2

1
2

x x

x x

y C e C e

z C e C e

−

−

= +

= −
. Buscamos ahora la solución 

particular.

1 2

1 2

3
10
2

C C

C C

= +

= −
C1=2 ∧ C1=1 ∴ S.P.: 

3 3

3 3

2 x x

x x

y e e
z e e

−

−

= +
= −
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EJERCICIOS PROPUESTOS

A) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas 

1) 023 =+− y'y"y , hallar la S.P. para y (0) = 0; ( ) 10 −='y
2)  096 =++ y'y"y , hallar la S.P. para y (0) =1; ( ) 00 ='y
3) 02 =+− y'y"y     4)  04 =+ y"y

   5)  2 2y" y' x− = , hallar la S.P. si la recta tangente en (0;3) es 3 2y x= −

B) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas 

  1) xxy'y"y 322 2 −=−+

  2) xey'y"y 2045 =++ , hallar la solución particular para y (0) = 0; ( ) 20 −='y
  3) xseny'y"y =+− 44     4) xey'y"y x 332 2 +=−−
  5) 1+=+ x'y"y ,  hallar la solución particular para y(0) = 0; ( ) 10 ='y

  6) xcos'y"y =−2 ,  hallar la solución particular para y(0)=1; ( )
5
40 ='y

  7) xx'y"y 23 2 +=−      8) 123 2 +−=+ xx'y"y
  9) xsenxcosy'y"y 44362 −=++  10) xx eey'y"y 23243 −−=−+

11) 2322 2 +−=++ xxy'y"y   12) 22 3 +=+− xy'y"y
13) xex'y"y −+=+    14) 26 −= x"y
15) xcos.e'y"y x242 −=+   16) ( )xcos.e'y"y x 2−=+
17) 6 11 6 0y"' y" y' y− + − =   18) 3 7 5 0y"' y" y' y− + − =
19) 3 3 0y"' y" y' y− + − =   20) 4 5 2 2 3y"' y" y' y x− + − = +

21) 2 1 3 xy"' y" x xe+ = + +                        22) 045 =+− 'y"yyiv

23) 23 2 2 xy"' y' y e−− + =   24) 2y"' y" y' y x x− + − = +
25) y"' y' sen x− =    26) 212 6y"' y" x x− = +

27) xcos'yyiv 5=−    28) 32ivy y"' y" x− + =

29) 032 =++ y'xy"yx            30) 02 =++
x
y

x
'y"y

31) 042 =++ y'xy"yx           32) y"yx 22 =
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C) Sistemas de ecuaciones

1)
−−=

−=

yx
dt
dy

xy
dt
dx

3
   2) 

+=

−−=

yx
dt
dy

xy
dt
dx

5

3
   3)

2

dy x
dt
dx x y
dt

=

= − −
  4)

++=

+=

tyx
dt
dy

xy
dt
dx

5)
=++

=++

023

032

dt
dyyx

yx
dt
dx

, hallar S.P. si ( ) ∧= 20x ( ) 00 =y

6)
+−−=

++=

txy
dt
dy

txy
dt
dx

234
, hallar S.P. si ( ) ∧= 00x ( ) 10 =y

D) Problemas

1) Determinar la función ( )xg  para que el campo ( ) ( ) ( )[ ]xg.;x"g.yy;xf 2=

admita función potencial si ( ) ( )0 1 2 4f ; ;= . Calcularla.   

2) Hallar el área limitada por ( )xhz −= 2 , con 0≥≥ yx , si h (x) es la solu-
ción particular de 28444 2 ++=++ xxy'y"y . ( ) ( ) 000 == 'yy .

3) Hallar el área de la región plana limitada por la gráfica de  f (x), si ésta es la 
S.P. de 1y" y+ = con ( ) ( )0 0 0y y'= = , y el eje x con 0 2x π≤ ≤ .

4) Dado el campo vectorial ( ) ( ) ( ) ( )2f x; y y.h' x ;h' x h x= + , continuo y 

derivable, con ( ) ( )0 1 2 2f ; ;= , aplicando el teorema de Gauss-Green de-

terminar ( )h x  para que ( )
C

f x .dx
+

 a lo largo de la frontera de una re-

gión D resulte igual a 4 veces el área de la región D.

5) Calcular ( ) 2

C
x y .dx y .dy+ +  desde (0;0) a (1;1) a lo largo de la curva 

solución particular de 2 2y" y' x− = − , con ( )0 0y' = .



Ecuaciones diferenciales de 2º orden 483

RESPUESTAS

A)  1) xx eCeCy 2
2

1 += , S.P.: xx eey +−= 2

 2) xx xeCeCy 3
2

3
1

−− += , S.P.: xx xeey 33 3 −+=
 3) xx xeCeCy 21 +=            4) ( ) ( )xsenKxcosKy 22 21 +=

B) 5) 
4
3

2
12

2
2

1 −+−+= − xxeCeCy xx

6) xxx eeCeCy 22
4

1 ++= −− , S.P.: xxx eeey 242 4 +−= −−

7) xcosxsene.xCeCy xx

25
4

25
32

1
2

1 +++=

8)
3
2

3
1 2

2
3

1 +−−+= − xeeCeCy xxx          9) 2
21 2

1 xeCCy x ++= −

10) xsenxcoseCCy x

5
2

5
12

21 −−+= , S.P.: xsenxcosey x

5
2

5
1

5
3

5
3 2 −−+=

11) xxxeCCy x

27
8

9
4

9
1 233

21 −−−+=

12) xxxeCCy x

27
17

9
4

9
1 233

21 +−++= −

13) ( ) ( )( ) ( ) ( )xsenxcosxsenKxcosKey
x

4
346
194

346
37

4
47

24
47

1
4
1

+−+=
−

14) xx
xx

eeeCeCy 23
7

3
2

2
3
7

3
2

1 3
1 −

−−+−

−++=

15) 20112 2
21 +−++= −− xxxeCeCy xx

16) 26186 23
21 +++++= xxxxeCeCy xx

17) xx xexxeCCy −− −−++= 2
21 2

1           18)  23
21 xxC.xCy −++=

19) −−++= −− xsenxcoseeCCy xx

5
1

10
122

21

20) ( ) ( )−+= −− xsenxcoseeCCy xx 2
10
12

5
1

21

21) xxx eCeCeCy 3
3

2
21 ++=         22) ( ) ( )[ ]xsenKxcosKeeCy xx 22 211 ++=

23) xxx exCxeCeCy 2
321 ++=  24) 42

321 −−++= xeCe.xCeCy xxx



Alejandro E. García Venturini 484

25) xxx eexxxxxCCeCy
4

15
2
3

12
1

3
1

2
3 432

321 −++−+++= −

26) xxxx eCeCeCeCy 2
4

2
321

−− +++=

27) xxxx e.xeCe.xCeCy 22
321 9

2 −− +++=

28) 132
211 −−−++= xxxsenKxcosKeCy x

29) ++= − xsenKxcosKeeCy x/x

2
3

2
3

21
21

1

30) 234
321 155 xxxeCxCCy x −−−++=

31) xsen.xxsenKxcosKeCeCy xx

4
5

2121 −+++= −

32) xx xeCeCxxxxxCCy 43
5432

21 20
1

2
1312 ++++++++=

33) xln.xC +xC =y 1
2

1
1

−−                          34) ( ) ( )xlnsenK +xlncosK =y 21

35) ( ) ( )xlnsenK +xlncosK =y 22 21  36) 1
2

2
1

−xC +xC =y

C) 1)
( )
( ) −+−=

+=
−−−

−−

ttt

tt

etCeCeCty

teCeCtx
2

2
2

2
2

1

2
2

2
1

     2) 
( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]+−−=

+=

−

−

tsenKKtcosKKety

tsenKtcosKetx

t

t

2112

21

22
5
1

     3) 
( )
( )

1 2

1 2 2

t t

t t t

x t C e C te

y t C e C te C e

− −

− − −

= +

= − − −
   4) 

( ) ( )
( ) ( )+−+=

−−++−=

tteCCty

tteCCtx

t

t

22
21

22
21

4
1

1
4
1

     5) 
( )
( ) +−=

+=
−

−

tt

tt

eety

eetx
5

5

                         6) 
( )
( ) −++=

+−−−=
−−

−−

95610

1461214

tteety

tteetx
tt

tt

D) 1) ( ) xexg 2= , ( ) yey;xU x2=      2) A =13
6           3) A = 2π

     4) ( ) 2 4 2xh x e x−= + −                5) 7
6C

f .dx =
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RESUMEN DE FÓRMULAS 

CURVAS EN 2

a) En forma explícita:   ( )y f x= 0 0P x=

b) En forma implícita: ( ) 0F x; y = ( )0 0 0P x ; y=

c) En forma paramétrica:  ( ) ( ) ( )f t x t ; y t= ( ) ( )0 0 0 0f t x ; y P= =

Rectas tangente y normal 

En forma explícita: ( ) ( )0 0 0
'

t xy f x . x x y= − +
( ) ( )0 0

0

1
n '

x

y . x x y
f x

= − − +

En forma implícita:   ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0' '
t x y tr : F P ;F P x x ; y y• − − =

( ) ( )0 0 0 0tf P x x ; y y∇ • − − =

( ) ( )
0 0

0 0

n
n ' '

x y

x x y yr :
F P F P

− −=

En forma paramétrica: ( ) ( ) ( )( )0 0 0
' '

t t tv P x t ; y t=
( ) ( )

0 0

0 0

n
t ' '

t t

x x y yr :
x t y t

− −=

CURVAS EN 3

En forma paramétrica: ( ) ( ) ( ) ( )f t x t ; y t ; z t=

Recta tangente y plano normal 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0
' ' '

t t t tv P x t ; y t ; z t=
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0
t ' ' '

t t t

x x y y z zr :
x t y t z t

− − −= =

( )( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0' ' '
n t t t n: x t x x y t y y z t z zπ − + − + − =
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SUPERFICIES

a) En forma explícita:   ( )z f x; y= , ( )x f y; z= , ( )y f x; z= ( )0 0 0P x ; y=

b) En forma implícita: ( ) 0F x; y; z = ( )0 0 0 0P x ; y ; z=

c) En forma paramétrica:  ( ) ( ) ( ) ( )f u;v x u;v ; y u;v ;z u;v=

( ) ( )0 0 0 0 0 0f u ;v x ; y ; z P= =

Plano tangente y recta normal 

En forma explícita:  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
' '

t x yz f P . x x f P . y y z= − + − +

( ) ( )
0 0 0

0 0 1n ' '
x y

x x y y z zr :
f P f P

− − −= =
−

En forma implícita: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0' ' '
x y z tF P . x x F P . y x F P . z z− + − + − =

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0 0' ' '
x y z tF P ;F P ;F P x x ; y y ; z y• − − − =

( ) ( )0 0 0 0 0tF P x x ; y y ;z z∇ • − − − =

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 0
n ' ' '

x y z

x x y y z zr :
F P F P F P

− − −= =

En forma paramétrica  

rn: 0 0 0

1 2 3

x x y y z z
v v v
− − −= =

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

000000

000000

000

=
−−−

v;uzv;uyv;ux
v;uzv;uyv;ux

zzyyxx
:

'
v

'
v

'
v

'
u

'
u

'
utπ

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 0 0 0 1 2 3

0 0 0 0 0 0

' ' '
n u u u

' ' '
v v v

i j k
v x u ;v y u ;v z u ;v v ;v ;v

x u ;v y u ;v z u ;v
= =
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Área de una región plana

En coordenadas cartesianas 

( )

( )

( )

( )2 2

1 1

y x x yb d

a y x c x y

A dx.dy dy.dx dx.dy= = =

En coordenadas polares 

( )

( )

( )

( )2 22

1 1 1

r rb

a r r

A dx.dy r.d .dr r.dr.d
α αα

α α α

α α= = =

Volumen de un sólido (integrales dobles) 

En coordenadas cartesianas 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )2 2

1 1

y x x yb d

a y x c x y

V f x; y .dx.dy f x; y .dy.dx f x; y .dx.dy= = =

En coordenadas polares 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )2 22

1 1 1

r rb

a r r

V f x; y .dx.dy f r; .r.d .dr f x; y .r.dr.d
α αα

α α α

α α α= = =

Volumen de un sólido (integrales triples) 

En coordenadas cartesianas 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )2 2 2 2

1 1 1 1

y x z x;y x y z x;yb d

a y x z x;y c x y z x;y

V dx.dy.dz dz.dy.dx dz.dx.dy= = =
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En coordenadas cilíndricas 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )2 2 2 22

1 1 1 1 1

r z r ; r z r ;b

a r z r ; r z r ;

V r .dz.d .dr r .dz.dr.d
α α α αα

α α α α α

α α= =

En coordenadas esféricas 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )2 2 1 22

1 1 1 1 1

2 2
; ;b

a ; ;

V sen .d .d .d sen .d .d .d
α ρ φ ρ α ρ α φ ρ αα

α ρ φ ρ α α ρ α φ ρ α

ρ φ φ α ρ ρ φ φ ρ α= =

Área de una superficie en 3

a) En forma explícita:   si ( )z f x; y= ( ) ( )2 2
1 ' '

x yD
A z z .dx.dy= + +

                                      si ( )x f y; z= ( ) ( )2 2
1 ' '

y zD
A z z .dy.dz= + +

                                      si ( )y f x; z= ( ) ( )2 2
1 ' '

x zD
A y y .dx.dz= + +

b) En forma implícita 

( ) 0F x; y; z =  define a ( )z f x; y= :
( ) ( ) ( )2 2 2' ' '

x y z

'D
z

F F F
A .dx.dy

F

+ +
=

( ) 0F x; y; z =  define a ( )x f y; z= :
( ) ( ) ( )2 2 2' ' '

x y z

'D
x

F F F
A .dy.dz

F

+ +
=

( ) 0F x; y; z =  define a ( )y f x; z= :
( ) ( ) ( )2 2 2' ' '

x y z

'D
y

F F F
A .dx.dz

F

+ +
=

c) En forma paramétrica: ' '
u vD

A f f .du.dv= ∧
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Integrales de superficie

A) De un campo escalar 

a) En forma explícita    

( )z f x; y= : ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
1 ' '

x yD
S

G x; y; z .dS G x; y; f x; y . z z .dx.dy= + +

( )x f y; z= ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
1 ' '

y zD
S

G x; y; z .dS G f y; z ; y; z . x x .dy.dz= + +

( )y f x; z= ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
1 ' '

x zD
S

G x; y; z .dS G x; f x; z ; z . y y .dx.dz= + +

b) En forma implícita 

( ) 0F x; y; z =  define a ( )z f x; y=

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2' ' '
x y z

'D
S z

F F F
G x; y; z .dS G x; y; f x; y . .dx.dy

F

+ +
=

( ) 0F x; y; z =  define a ( )y f x; z=

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2' ' '
x y z

'D
S y

F F F
G x; y; z .dS G x; f x; z ; z . .dx.dz

F

+ +
=

( ) 0F x; y; z =  define a ( )x f y; z=

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2' ' '
x y z

'D
S x

F F F
G x; y; z .dS G f y; z ; y; z . .dy.dz

F

+ +
=

c) En forma paramétrica: ( ) ( ) ' '
u vD

S

G x; y; z .dS G u;v . f f .du.dv= ∧
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B) De un campo vectorial 

a) En forma explícita    

( )z f x; y= : ( ) ( )( ) ( )1' '
x yD

S

G x; y; z .dS G x; y; f x; y z ; z ; .dx.dy= • − −

( )y f x; z= : ( ) ( )( ) ( )1' '
x zD

S

G x; y; z .dS G x; f x; z ; z . y ; ; y .dx.dz= • − −

( )x f y; z= : ( ) ( )( ) ( )1 ' '
y zD

S

G x; y; z .dS G f y; z ; y; z . ; x ; x .dy.dz= • − −

b) En forma implícita 

( ) 0F x; y; z =  define a ( )z f x; y=

( ) ( )( ) ( )' ' '
x y z

'D
S z

F ;F ;F
G x; y; z n.dS G x; y; f x; y .dx.dy

F
• = •

( ) 0F x; y; z =  define a ( )y f x; z=

( ) ( )( ) ( )' ' '
x y z

'D
S y

F ;F ;F
G x; y; z n.dS G x; f x; z ; z .dx.dz

F
• = •

( ) 0F x; y; z =  define a ( )x f y; z=

( ) ( )( ) ( )' ' '
x y z

'D
S x

F ;F ;F
G x; y; z n.dS G f y;z ; y; z .dy.dz

F
• = •

c) En forma paramétrica: ( ) ( ) ( )' '
u vD

S

G x; y; z n.dS G u;v f f .du.dv• = • ∧

Teorema de Gauss: ( )
S V
G x; y; z .dS divG.dx.dy.dz=

Teorema de Stokes: ( )
C S

G x; y; z .dx rot G n.dS= •
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