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La denominacién «Calculo superior» no tiene el mismo significado para todo el mundo. Para unos,
se trata en esencia del calculo elemental desde un punto de vista SUperior, o sea, con enunciados y de-
mostraciones rigurosos de los teoremas. Para otros, representa una variedad de temas especiales su-
periores que se consideran importantes y que, sin embargo, no es posible abarcar en un curso
elemental.

Hemos tratado de equilibrar estos dos extremos adoptando una posicién de compromiso razo-
nable entre ambos, lo que suponemos sera de utilidad a muy distintos lectores. Los primeros capitulos
del Iibro sirven, en general. para revisar y ampliar los conceptos fundamentales estudiados ya en el
cdlculo elemental. Esta especie de repaso ampliado sera provechoso a aquellos que hayan olvidado,
en mayor o menor medida, el cilculo estudiado y que necesiten refrescar un poco sus conocimientos.
Puede servir igualmente de base comiin a estudiantes que han recibido previamente tipos distintos de
cursos sobre célculo elemental. Los capitulos posteriores presentan temas especiales superiores, que
son fundamentales para el cientifico, el ingeniero y el matematico que quiera llega a ser eficiente en su
respectivo’ campo.

El libro ha sido concebido de manera que pueda ser utilizado tanto como complemento de un texto
cualquiera que como texto en si mismo, en un curso concreto de calculo superior. Serd igualmente 1util
a los estudiantes que toman cursos de fisica, ingenieria o de cualguiera de los numerosos campos en que
se emplean los métodos matematicos superiores.

Cada capitulo comienza con un claro enunciado de las definiciones, principios y teoremas per-
tinentes acompafiados de abundante material ilustrativo y descriptivo, al que siguen series graduadas
de problemas resueltos y de problemas propuestos. Los resueltos ilustran y amplian la teoria y enfocan
con amplia y aguda perspectiva aquellos aspectos de detalle sin cuyo conocimiento el estudiante se siente
continuamente en terreno inseguro. Procurar la repeticién de principios basicos, tan importantes para
la ensefianza efectiva. Finalmente, se incluyen numerosas demostraciones de teoremas y proposicio-
nes deducidas de los principios fundamentales. Los numerosos problemas propuestos, ¢on respuestas,
sirven de revision completa del material de cada capitulo.

Los temas estudiados abarcan el caleulo diferencial e integral de funciones de una o mas variables
y sus aplicaciones. Los métodos vectoriales, que por si mismos se acomodan facilmente a una notacién
concisa y a interpretaciones geométricas y fisicas, se estudian casi desde ¢l principio y se emplean siem-
pre que contribuyan a la comprension y al estimulo del estudiante. Entre los temas especiales se incluyen
las integrales curvilineas y de superficie y los teoremas sobre integrales, las series; las integrales impro-
pias, las funciones gamma y beta y las series de Fourier. De gran interés e importancia son los capi-
tulos sobre las integrales de Fourier, las integrales elipticas y las funciones de variable compleja, extre-
madamente itiles en estudios superiores de ingenieria, fisica y matematicas.

Con objeto de dotar al libro de una mayor flexibilidad y de hacerlo mas ttil como libro ae referen-
cia, se ha procurado que los temas tratados sobrepasen en nimero y amplitud a aquellos que pueden
ser estudiados en la mayoria de los cursos de duracién normal. Se intenta asimismo estimular un ul-
terior interés por estos temas.

Quiero aprovechar la ocasién para agradecer al personal de la Schaum Publishing Company su
valiosa cooperacidn con el autor para ayudatle en sus, al parecer, interminables ensayos de perfeccion.

M. R. SPIEGEL
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Capitulo 1

Numeros

CONJUNTOS

Es fundamental en matemdticas el concepto de conjunto, clase o coleccion de objetos que tienen
caracteristicas especificas, Por ejemplo, se habla del conjunto de todos los profesores de la universidad,
del conjunto de las letras 4, B, C, D, . .., Z del alfabeto, etc. Los objstos del conjunto se llaman ele-
mentos. Toda parte de un conjunto se dice subconjunto del conjunto dado, como 4, B, C que €s un
subconjunto de 4, B, C, D, . . ., Z. El conjunto que carece de clementos se llama conjunto vacio.

NUMEROS REALES

Son conocidos los tipos de nimeros siguientes.

1. Nimeros naturales, 1,2,3,4,..., o enteros positivos, que se emplean para contar los ele-
mentos de un conjunto. Los simbolos han cambiado con las épocas, pues los romanos, por
gjemplo, utilizaban L IL, IIL, IV, . . .. La suma a + b y ¢l producto a* b o ab de dos nimeros

naturales a y b es también un niimero natural, lo cual se suele expresar diciendo que el con-
junto de nimeros naturales es cerrado respecto de la operacion adicién y respecto de la ope-
racion multiplicacion, o que cumple la propiedad de clausura con respecto a estas operaciones.

2. Enteros negatives y cero, denotados por —1, —2, —3,... y 0, respectivamente, que per-
miten resolver ecuaciones como x + & = @ con a'y b naturales, que llevan a la operacién sus-
traccidn o inversa de la adicion y se escribe x = a — b,

El conjunto de los enteros positivos y negativos con el cero se llama conjunto de los enteros,

3. Nameros racionales o fracciones, tales como 2, —%, . .. permiten resolver ecuaciones como

bx = a para a y b enteros cualesquiera con b # 0, que llevan a la operacidn de divisién o in-
versa de la multiplicacion, y se escribe x = afb 0 a <+ b llamdndose a numerador y b denominador.

El conjunto de los enteros es un subconjunto de los nimeros racionales, pues los ente-
ros corresponden a ndmeros racionales con b = 1.

4. Niameros irracionales tales como \/E y m son nimeros no racionales, es decir, que no se
a s
pueden expresar como i (lamado cociente de @ y b) con a y b enteros y b # 0.

El conjunto de todos los numeros racionales e irracionales se llama conjunto de los
numeros reales.

REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES
Todo nimero real se puede expresar en forma decimal, por ejemplo, 17/10 = 1,7, 9/100 = 0,09,

1/6 = 0,16666 . . .. Si el niimero ¢s racional el desarrollo decimal termina, o si no termina hay una cifra
o grupo de cifras del desarrollo que se repiten, como, por ¢jemplo, en + = 0,142857 142857 142 . . ..
Si el nimero es irracional, como ﬁ = 141423 ... o © = 3,14159 . . ., no puede presentarse repe-

_ticion semejante. Siempre se puede considerar un desarrollo o fraccion decimal como infinito, pues

1,375 es lo mismo que 1,37500000... o 1,3749999 ..., Para indicar estos decimales que se repiten
o periddicos pondremos puntos sobre el periodo de cifras que se repite, asi £ = 0,142857, 42 = 3,14,

El sistema decimal utiliza las diez cifras 0, 1,2,...,9. Se pueden también emplear sistemas de
numeracion con menos o mas cifras, como el sistema binario que solo emplea las cifras 0 y 1, por gjemplo
(Problemas 32 y 33).
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REPRESENTACION GEOMETRICA DE NUMEROS REALES

Es conocida la representacion de los numeros reales sobre una recta llamada eje real, como s¢ V€
en la figura. A cada numero real corresponde un punto, y solo uno, de la recta ¥ reciprocamentc ; es

decir, existe una correspondencia piunivoca entre el conjunto de los numeros reales y el de puntos de
la recta, por lo cual los conceptos de punto y de niimero se podran emplear uno por otro.

Fig. 1-1

El conjunto de numeros reales a la derecha del 0 s el llamade conjunto de los nimeros positivos;
el conjunto a la izquierda del 0 es ¢l conjunto de los numieros negativos, en tanto que ¢l 0 no es positi-
vo ni negativo.

Entre dos racionales cualesquiera (0 irracionales) de la recta hay infinitos nAmeros racionales (g irra-
cionales). Lo cual lleva a decir que €l conjunto de los racionales (0 : rracionales) es un conjunto denso en

todas partes.

OPERACIONES CON NUMEROS REALES

Si a, b, ¢ pertenecen al conjunto R de los reales,

1. a + b y ab pericnecen a R Ley de clausura

2. at+tb=b+a Ley conmuiativa de la adicion

3. a+bte)=+ b) + ¢ Ley asociativa de la adicion

4. ab=ba Ley conmutativa de la multiplicacién
5. a(be) = (ub)e Ley asociativa de la multiplicacién

6. alb + ¢) = ab+ ac Ley distributiva

7 a+0=0+a=a,1'a==a-l=a

0 se llama elemento newtro de la adicion, 1 se llama clemento neutro de la multi-
plicacion.
& Para todo ¢ existe un admero x de R tal que x + & = 0.
x se llama simétrico de a respecto de la adicién o también opuesto de a y se denota por —a.
9. Para todo a # 0 existe un numero x de R tal que ax = L.
¥ se llama simétrico de a respeclo de la multiplicacion o también inverso de a y s
denota por @ ' o lfa.

Esto permite operar segan las reglas usuales del dlgebra. Un conjunto como R, cuyos elementos
cumplen lo que antecede, se llama cuerpo.

DESIGUALDADES

Sia — bes positivo se dice que a es mayor gue b o que b es menor que a’y 5 escribea > bo b < a,
respectivamente. Si se da también [a posibilidad ¢ = b, se escribe a Z hobz=a Geométricamente,
a > b si el punto del gj¢ real que corresponde a & esta a la derecha del punto que corresponde a b.

Ejemplos. 3 <3505 > 3, 2« —16—1>-2ix < 73 significa que x es un ntimero real que puede ser 3 0
menor que 3.

Si @, b y ¢ son nimeros reales dados,

{. O bien a> b, o bien a = b, o biena<bh Ley de tricotomia
3. Siaxbyb>=cesa=tc Ley de transitividad
3. Siga>bhesatexbte

4. 5ia>byc>0esac>bc

5 Sia>byc40esac<bc
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VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

El valor absoluto de un niimero real 4, que se denota |a, se define como asia > 0, —asia < 0
y0sia=0.

Ejemplos: |-5| =5, [4+2( =2, |-}| = 3, |—v2l =+/2, o] =o.

1. [ab| = |a||b| ] labe...m| = fa||b] ¢} ... |ml

2. la+b| = |a|+[b] o la+b+ct ... +m| = |a|+|b|+|e|+ ... +|m]

3. la—b| = |a| — |b|

La distancia entre dos puntos (o nimeros reales) a y b del eje real es |a — bl = |b—4q.

EXPONENTES Y RAICES

El producto a- a. . . a de un niimero real @ por si mismo p veces se denota por & llamandose p
exponente y a base. Se verifican las reglas siguientes:

1. af+qd = grta 3. (ap)r = P’
0% 15 o\l
2, E A 4. (b) = e

Estas leyes y sus generalizaciones a niimeros reales cualesquiera son siempre posibles mientras se ex-
cluya la divisién por cero. En particular para la 2, con p = ¢ y p = 0 respectivamente se llega a las de-
finiciones @® = 1, a™9 = 1/4",

Si & = N, siendo p entero positivo, se dice que @ es una raiz p-ésima de N, que se escribe
\’Vﬁ. Puede haber mds de una raiz p-ésima real de N. Por ejemplo, como 22 = 4 y (—2)? = 4 hay dos
raices cuadradas reales de 4, que son 2 y —2. Es costumbre designar la raiz cuadrada positiva por
\/Z = 2 y la negativa por —\/Z = —2.

Si p y g son enteros positivos se define g™ = {'/c;.

LOGARITMOS

8i @" = N, p se llama logaritmo de N en base a, lo que se escribe p = log,N. Si @ y N son
positivos y @ # 1, existe solo un valor real de p. Se verifican las reglas que siguen:

1 logMN = el +lemN. 2 log’a% = Topa M — log. N
3. logaM" = rlog. M

En la practica se utilizan dos bases: la base @ = 10 para el sistema de logaritmos decimales, vulgar o de
Briggs, y la base natural a = e = 2,71828 . . . para cl sistema natural o neperigno.

FUNDAMENTOS AXIOMATICOS DEL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

El sistema de niimeros se puede construir l6gicamente a partir de un conjunto fundamental de axio-
mas o verdades «evidentes por si mismas» que por lo general se toman de la experiencia, como los enun-
ciados 1-9, pagina 2.

Si tomamos los nimeros naturales y las operaciones de adicién y multiplicacién como dados (si
bien también es posible partir de mas atras con el concepto de conjunto), se encuentra que los enuncia-
dos 1-6, pagina 2, valen para los mimeros naturales. pero los 7-9 no se verifican con ellos.

Afadiendo como requisitos los 7 y 8 se introducen los nimeros —1, —2, —3,...yel0. Y conel 9
se introducen los ntmeros racionales.
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Se pueden definir operaciones con estos niimeros asi obtenidos adoptando les axiomas 1-6.y-el
conjunto de nimeros es ahora el de los enteros. Esto lleva a demostraciones de enunciados tales como
(—2)0—3) = 6, —(—4) = 4, (0)(5) = 0, etc., que por lo comun se dan por ciertos en las matematicas
elementales.

Se puede introducir también el concepto de orden o desigualdad para los enteros y a partir de
éstos para los racionales. Por ejemplo, si g, b, ¢, d son enteros positivos, s¢ define a/b > ¢/d si, y solo
si, ad > be, con generalizaciones parecidas para los nlimeros negativos.

Una vez establecidos el conjunto de los racionales y las leyes de desigualdad entre ellos se les puede
ordenar geométricamente como puntos del eje real como ya se ha indicado. Se puede mostrar enton-
ces que hay puntos de la recta que no representan nimeros racionales (como /2, w, etc.). Estos nu-
meros irracionales se pueden definir de varias maneras, una de las cuales emplea el concepto de cor-
taduras de Dedekind (Problema 34); con éstas s¢ puede demostrar que las reglas usuales del algebra
se aplican a los nimeros irracionales y que no hay ya otros niimeros reales.

CONJUNTOS DE PUNTOS, INTERVALOS

Un conjunto de puntos (numeros reales) del eje real se dice conjunto de puntos unidimensional.

El conjunto de puntos x tales que a = x < b se llama intervalo cerrado y se denota por [a, b]. El
conjunto a < x < b se llama intervalo abierto y se denota Ja, b[. Los conjuntosa < x < bya £ x < b,
denotados Ja, b] y [a, b[, respectivamente, se llaman infervalos semiabiertos o semicerrados.

El simbolo x, que puede representar cualquier numero o punto de un conjunto, se llama variable.
Los nimeros dados g o b se llaman constantes.

Ejemplo: El conjunto de los x tales que [x] < 4, 0 sea, tales que —4 < x < 4, se representa por |—4, 4]
un intervalo abierto.

El conjunto x > a se puede representar, asimismo, por a < x < . Un conjunto semejante se
llama intervalo infinito. Anadlogamente, —oo < x < oo represenia todos los numeros reales x.

CONJUNTOS ENUMERABLES

Se dice que un conjunto es enumerable si sus elementos se pueden poner en correspondencia biuni-
voca con los numeros naturales.

Ejemplo: Los nimeros naturales pares 2,4, 6, 8, . .. son un conjunto enumerable en vista de la corres-
pondencia biunivoca.

Conjunto dado O
-t
=

[P
Fe3 00

Numeros naturales

Un conjunto se dice infinito si se puede poner en correspondencia biunivoca con un subconjun-
to suyo.

Si bien un conjunto infinito puede ser enumerable como se ha visto, hay conjuntos infinitos no
enumerables como es el caso de los numeros irracionales o el de todos los nimeros reales (Pro-
blemas 17-20).

El nimero de elementos de un conjunto se dice su nimero cardinal. Un conjunto infinito tiene por
cardinal el nimero ¥, (alef subcero, primera letra hebrea). El conjunto de los nimeros reales (o cual-
quier conjunto que se pueda poner en correspondencia biunivoca con éste) tiene por cardinal el ng-
mero C, llamado cardinal del continuo.
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ENTORNOS

El conjunto de todos los puntos x tales que [x —a| < dcond > 0se llama entorno § del punto a.
El conjunto de los puntos x tales que 0 < |x — a| < & en que se excluye x = g se llama entorno 3 re-
ducido de a.

PUNTOS LIMITE

Se llama punto limite o punto de acumulacion de un conjunto de nimeros un numero / tal que todo
entorno J reducido de / contiene elementos del conjunto. Es decir, tal que para todo & > 0, por peque-
fio que sea, se puede hallar siempre un elemento x del conjunto distinto de /, pero tal que |x — [ < 4.
Considerando valores mds y mas pequedos de J, se ve que debe haber imfinitos de tales clementos x.

Un conjunto finito no puede tener punto limite. Un conjunto infinito puede o no tener punto limi-
te. Asi, por ejemplo, los niimeros naturales no tienen punto limite mientras que el conjunto de los nu-
meros racionales tiene infinitos puntos limites. _

Un conjunto que contenga todos sus puntos limites se dice conjunto cerrado. El conjunto de¢ los
racionales no es cerrado, pues, por cjemplo, el punto limite \/5 no es elemento del conjunto (Proble-
ma 5). En cambio, el conjunto 0 £ x < [ es cerrado.

MAYORANTES, MINORANTES, EXTREMOS

Si para todos los niimeros x de un conjunto existe un nimero M tal que x £ M se dice que el con-
Jjunto estd mayorado y M es un mayorante. De igual manera, si x = m el conjunto se dice minorado ¥
m €8s un minorante. Si para todo x se tiene m < x < M el conjunto se dice acotado.

Si M es un numero tal que ningin elemento del conjunto es mayor que M, pero hay uno al menos
que supera M — ¢ para todo € > 0, entonces M es el minimo ma yorante o extremo superior del conjun-
to. Andlogamente, si ningiin elemento del conjunto es menor que /7, pero hay al menos uno que es in-
ferior a s + e para todo e > 0, entonces 7 es el maximo minorante o extremo inferior del conjunto.

TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS

Establece que todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto limite. Se da una demostra-
cién en ¢l Problema 23, Capitulo 3.

NUMEROS ALGEBRAICOS Y NUMEROS TRASCENDENTES

Un nimero x, que es solucidn de la ecuacién algebraica
Qox" + @ 2"+ @2 4+ o+ g+ an = 0 (1)

donde gy # 0yay, a,, . .., a, son enteros y » es entero positivo, el llamado grado de la ecuacion se llama
numero algebraico. Un nimero que no es expresable como solucién de una ecuacion algebraica de coe-
ficientes enteros s¢ llama trascendente.

Ejemplos: 2y /2, que son soluciones de 3x — 2 =10 y de x* — 2 = 0, respectivamente, son numeros
algebraicos.

Los nimeros 7 y e son trascendentes, como puede demostrarse, pero aun no se ha podido deter-
minar si nimeros como en son algebraicos o no.

El conjunto de los niimeros algebraicos es infinito enumerable (Problema 23), pero el de los tras-
cendentes es un infinito no enumerable.

RS
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EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Como no existe niimero real x que satisfaga la ecuacion algebraica x* + 1 = 0 o ecuaciones pa-
recidas se introduce el conjunto de los numeros complejos.

Se puede considerar un nimero complejo en la forma @ + bi con a y b reales, que se llaman parte
real y parte imaginaria, respectivamente, y donde i = \,/—_I es la unidad imaginaria. Dos nimeros com-
plejos @ + bi'y ¢ + di son iguales si, y solo si,a = ¢ y b — d. Se pueden considerar los nimeros rcales
como subconjunto de los nimeros complejos con b = 0. El nimero complejo 0 + 0/ corresponde al
nimero real 0.

El valor absoluto o médulo de a + bi se define como |a + bi| = \/a2 + b*. El nimero a — bi se
define como conjugado complejo de a + bi. El complejo conjugado del complejo z se sucle denotar
por Z o z*.

El conjunto de los complejos obedece las reglas 1-9 de la pagina 2 y, por tanto, constituye un cuer-
po. Al hacer operaciones con complejos se puede operar como en el dlgebra de los reales, remplazando
luego i? por —1. No sc¢ definen desigualdades entre nimeros complejos.

Desde el punto de vista de una fundamentacién axiomatica de los niimeros complejos es convenien-
te tratar un nimero complejo como un par ordenado (a, b) de nimeros reales & y b sujetos a ciertas
reglas de operacidn que resultan equivalentes a las ya mencionadas. Por ejemplo, se define
(@, b) + (c.d) = (a + ¢, b+ d), (ab)e d) = (ac — bd, ad + be). mia, b) = (ma, mb), ctc. Se halla
luego que (a, ) = a(l, 0) + b0, 1) y se asocia esto con g & bi, siendo / entonces el simbolo de (0, 1).

FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO

Si se eligen ejes reales sobre dos rectas perpendiculares X'OX y Y'OY (los ejes x y y) como en la Figu-
ra 1-2 se puede entonces situar ¢ualquier punto del plano determinado por estas rectas mediante el par
ordenado de numeros (x, v) 0 coordenadas cartesianas del punto. En la Fig. 1-2 se indican ejemplos de
localizacién de puntos en esta forma en P, Q, R, Sy T.

Y Y
T* ‘P(3, 4)
. r3
Q73] P(x,y)
12
Ls 2 ¥
e e :
5. E R S 1T 2 3 + X X (0] % X
1-1
R(—2,5,—1,5) s .
e 3 82, -2)
+-3
Y' Y}
Fig. 1-2 Fig. 1-3

Como un numero complejo x + iy se puede considerar como un par ordenado (x, y), se pueden
representar €sos nimeros como puntos del plano xy que se llamara entonces plano complejo o diagrama
de Argand. En la Fig. 1-3 se tiene x = p cos ¢, y = p sen ¢ donde p — [xt + 32 = |x + iy|y ¢, lla-
mado amplitud o argumento, es ¢l dngulo que la recta OP forma con el eje positivo de las x OX. Se
sigue que

z=x 4+ iv= plcos¢ + isen ¢) (2)

llamada forma polar del nimero complejo, donde p y ¢ son las llamadas coordenadas polares. A veces
es comodo escribir cis ¢ en vez de cos ¢ + i sen ¢.
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Stz = o+ = plcos ¢, + iseng)) Yz = #at iy = plcosd, +isen é,)
s¢ puede demostrar que
z12: = pipy{COS (b + ) + isen(p +¢,)} ()
2 P .
7 = o(cos(p =) + isen (s —g,)] )
2 P2
#t = {pleos¢ + iseng))® = p'(cosnd + isen ng) (5)

siendo # un nimero real. La igualdad (5) es el teorema de De Moivre. Puede emplearse para determinar
las raices de los niimeros complejos. Por ejemplo. si # es un entero positivo,

gV = {pleosg + isen )} (6)
ra L : 14
= p!ndcos| "f)—_'—_zf"" \. 4- isen /ﬂﬁ\' e=0,1,2.2 syn=1
\\ no ) \\ o

de donde se deduce que hay, cn general, n distintos valores para z'". Mds adelante (Cap. 11) se vera
que ¢ = cos ¢ + i sen ¢ siendo e = 2,71828 . . .. Esta es la llamada Sformula de Euler.

INDUCCION MATEMATICA

El principio de induccién matemidtica es una importante propiedad de los enteros positivos. Es
util sobre todo para demostrar enunciados en que interviencn enteros positivos cuando se sabe, por
ejemplo, que los enunciados son vélidos para n = [, 2, 3, pero se sospecha o conjetura que son validos
para todos los enteros positivos. El método consiste en los siguientes pasos.

1. Verificar el enunciado para n = 1 (o para otro entero positivo).

2. Suponer cierto el enunciado para n = k siendo k un entero positivo.

3. A partir de la suposicién de 2 se demuestra que el enunciado es valido paran = k + 1. Esta
es la parte de la demostracion que establece la induccién y puede ser dificil y hasta im-
posible. g :

4. Como el enunciado es cierto para n = | [por el primer paso] debe ser cierto [por el paso 3]
para n =1+ 1 =2y, portanto, paran =2 + 1 = 3, etc.. y entonces debe ser cierto para
todos los enteros positivos.

Problemas resueltos

OPERACIONES CON NUMEROS
L Siz=4,y=15,2=-3,p=3,9g=-1, y o
(e) plar), (d) (pg)r, (e) x(p+q).

(@) a+(y+z) =4+ [154 (=3)] = 4+12 = 18
() (+yt+z=(4+15) + (-3 = 19—3 = 16

caleular  (a) x + (¥ +2), (D) (x+y) + 2,

£

El'que (a) y () sean iguales ilustra la ley asociativa de la adicion.
s = e~

(@ pler) = HE=DE) = B = B} # = i
@ per = QD = CRH = D@ = -5 = -,

2

El que (c) y (&) sean iguales ilustra la ley aseciativa de la muitiplicacicn.

(0) zlptq) =4(3—4) =4G—3) =2 =L =2

Otra manera: zpt+q) = =p+xg = E) + (@—1 = -1 =
la fey distributiva.

8 = 2 aplicando

|
o

|
Wk

il
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Explicar por gué no son numeros (a) g b) lf)

(7) Si se define a/b como el numero (si existe) tal que bx = a, entonces 0/0 es el namero x tal que Ox = 0.
Pero esto es cierto para todos los nimeros x, y no habiendo un niimero x Gnico que represente a /0 no se
puede considerar como numero.

(b) Como en (a) si se define 1/0 como el nimero x (si existe) tal que Ox = 1, se concluye que tal nimero no
existe.

Por esto hay que considerar la division por cero como carente de sentido.

e i
Simplificar .fﬂ__gz_f%,

' ~Br+6 _ (x—3N=x—2) =x—2
#—2x—23 (x—3)z+1) =z+1

siempre que el factor cancelado (x — 3) no sea nulo, x # 3. Para

x =3 la fraccion dada no esta definida.

NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

4.

Demostrar que el cuadrado de un entero impar ¢s impar.

Todo impar tiene la forma 2m + 1. Como (2m + 1) = 4m* 4+ 4m + 1 supera en 1 al entero par am? +
4m = 2(2m* + 2m), es impar.

Demostrar que no hay nimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Sea p/g un numero racional cuyo cuadrado sea 2 y tal que p/q es una fraccién irreducible, o sea, que py g
no tienen mas factores comunes que +1 (o sea, que p y g son primos enire si, como se dice).

Entonces (p/g)? = 2, p* = 2¢° y p* es par. Segin ek Problema 4, p es par porque si p fuera impar p* seria
impar. Asi, pues, p = 2m.

Sustituyendo p — 2m en p? = 2¢* resulta g* = 2m?, o sea, que ¢* € par y ¢ es par.

De modo que p y g tienen el factor comun 2 contra lo supuesto que no tenfan ms factores comunes que + 1.
Esta contradiccion permite afirmar que no hay ntimero racional cuyo cuadrado sea 2.

Mostrar como se pueden encontrar niimeros racionales cuyos cuadrados se puedan aproximar
a 2 tanto como s¢ quiera.
Limitandose a considerar solamente numeros racionales positivos, por ser {1 = 1 y (2)> = 4, habri que

escoger nimeros racionales entre 1y 2, por ejemplo, 1,1, 1.2, 1.3, ..., 1.9
Como (1,4)* = 1,96 y (1,57 = 2,25, se consideran nimeros racionales entre 1,4 y 1,5 como 141, 1,42,
R e

Continuando asi se pueden obtener aproximaciones racionales cada vez mejores a 2; asi, por ejemplo,
(1,414213562)* es menor que 2 ¥ (1,414213563)* es mayor que 2.

Dada la ecuacion agx” + ;X" ! + -+ 4 a, = 0 con dg, @y, - .., Gy enteros y ap y a, + 0. Mos-
trar que si la ecuacion tiene una raiz racional p/g, entonces p divide 2 a, ¥ ¢ divide a a,.

Como p/q es Taiz, sustituyéndola en la ecuacion y multiplicando por 4" se tiene

aop® + @p lg + a:pt gt + ot @-apgTt a.g" = 0 (1)
o bien dividiendo por p. i
aop" ! + aiptTig + oo+ geogtTt = —%— 2

Como el primer miembro de (2) es entero, también ha de serlo el segundo miembro. Y como p y g s0n primos
entre si, p no divide a g y entonces debe dividir a a,.

De manera semejante, pasando al segundo miembro el primer término de ({) ¥ dividiendo por g, se puede
demostrar que g tiene que dividir a a,.

Demostrar que ﬁ = \/5 no puede ser racional.

Six= ﬁ + \/"_3. entonces x> = 5 + 2\/6, ¥ =5= 2\/3 y, elevando al cuadrado, ¥ = 1022 + 1 =0
Las tinicas raices racionales posibles de esta ecuacion son +1 segun el Problema 7, pero éstas no satisfacen la
ecuacion. De modo que ﬁ + \/3, que si satisface la ecuacién, no. puede ser racional.
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9. Demostrar que entre dos nimeros racionales hay otro numero racional.

: : a+ b
Si a y b son racionales, entonces

es racional y estd entre q y b.
! a+b
Para demostrarlo supdngase a < b. Entonces, agregando a a ambos miembros, 2a < a+ by a < - o

+ b

- . a
Andlogamente, sumando b a ambos miembros, a + h < 2b y < b

b
5 < b

: a
Asi, pues, a <

a r
Para demostrar que - es racional, sea g = £ Yyb=—conp qr senteros y g+ 0, 5 # 0.
q 5
1 )
Entonces. = -—( ) Dy = P2I 4" o innomero racional.
2 48 ' qs 2qa
DESIGUALDADES

10. ;Para qué valores de x es x + 32 — x) = 4 — x? .
¥+32—-x)24—-x5ix+6—-3x24—x,6-2x24-x6—4=2x— x 2> x esdecir, x < 2.
11. ;Para qué valores de x es x* — 3x — 2 < 10 — 2x? :
La desigualdad se verifica si
=3 —2—10+2x < 0, a*—2x—12 < 0 o (r—d)x+3) < 0
Esta iltima desigualdad se verifica solamente en los casos siguientes:

Caso 1: x—4>0yx+3 <0, esdecir, x >4y x < —3. Pero esto es imposible porque x no puede ser
mayor que 4 y menor que — 3.

Caso 2: x—4<0ypyx+3>0 esdecir, x<4y x> —3 Estoes posible si —3 <x <4,
Asi que la desigualdad se verifica para el conjunto de todos los x tales que —3 < x < 4.

12. Sia=0y b =0, demostrar que i(a + b) = Jab.

Se llega a menudo a tener un método de demostracion suponiendo que el resultado es cierto y efectuando
operaciones validas hasta que se llega a un resultado de validez conocida. Invirtiendo el proceso (suponiendo
que esto sea posible) se tiene la demostracion.

En este problema partimos del resultado para obtener sucesivamente a + b = 2,/ab, (a + b)* = 4dab,
o sea, a® — 2ab + b* = 0, es decir, (@ — b)2 = 0, lo que es cierto. Invirtiendo los pasos se ]lega al resultado,

Otro método: Como (Va—vB): = 0 setiene a—2Vab+b =0 o Ia+b) = Vab.

: G tay+ - +a .
Este resultado se puede generalizara ———————— " = *ga, - - - a,, donde a,. 4, . . ., a, son ni-
H

meros no negativos. El primer miembro se llama media aritmética y el segundo miembro media geométrica de
los nimeros a,, 4, ..., 4,.

IV

13. Siay, ag, ..., a, ¥ by by, ..., b, son reales cualesquiera se verifica la desigualdad de Schwarz

(@1D1 + @zbz + - + @nbe)® = (a2 4@k + o+ @b+ bI+ - +bY)
Demostrarla. '
Para todo real A se tiene
(@A +8) + (@aN+b)? + 4 (@dH B 20

Desarrollando y reduciendo términes

A3 4+ 2Ch + B* = 0 (1)
con ;
A* = aitattah, B =bl+b+.-+b, C=abitabt - tab. 2
Entonces (/) se puede escribir
2
B? 2
J\‘-i-i—gk-l-A,éO o0 sea ()\-ﬁ-;% o g = 0 (&3]
BZ cZ

Pero esta ultima desigualdad es cierta para todo real J si, y solo si, Booe >0, 0sea, C* = A2B, de

donde resulta la desigualdad de Schwarz mediante (2).



B e S

10 NUMEROS [CAR |
Liaalanl Tl 2
14, Demostrar que 5 + 5+ + 5 + -+ + 5=y = para todo natural n > 1.
2 4 8 2n
Sea S“:%+-}-+fi+"'+‘2‘:1-_1
1 1
Entonces, 18, = Lok fi b s ratean et
4 1 : 1K D s
Restando, 18 = & = o A S =] T = 1 para todo n.

EXPONENTES, RAICES Y LOGARITMOS
15. Calcular:

e by TR p B RIS s L 1
@ —=gri= ey T # = dn = oy
o A[ELI0 - \B IE L e = VBT = 50107 600000

(©) logis() = a Lluego 3 =% =@ = 3 o ==-3
() (logab)(logoa) = . Sea log.b =, logua =y suponiendo a, & > Oy a b, = 1.
Entonces, ¢*=b, b*=a y u=aY.
Como (e =a¥=b*=a seticne a”=a' osea xy = 1 el valor buscado.
: M
16. SiM >0, N>0ya>0, pero a + 1, demostrar que log, ST log, M — log,N.
Sea log, M = x, log, N = y. Luego ¢* = M, ¢ = N y, por tanto,
M 4 M
e e TR — = — yi= =]
= at 0 sea log“N x—y=1log, M —log, N

CONJUNTOS ENUMERABLES

17. Demostrar que ¢l conjunto de los mimeros racionales entre 0 y 1 inclusive es enumerable.

Escribanse todas las fracciones de denominador 2, 3, . .. considerando solo una vez las fracciones equi-
valentes tales como %, 2,2, ... Entonces se puede establecer una correspondencia biunivoca con los niimeros
natarales como sigue

¥ i 5 - 1 ] 3 1 2
Numeros racionales 0 i % é E % E E air
Nimeros naturales 1 L8 A 5y AT &

De modo que el conjunto de los nimeros racionales entre 0 y 1 inclusive es enumerable y tiene cardinal ¥,
(véase pagina 4).

18. Si 4 y B son dos conjuntos enumerables, demostrar que el conjunto formado por todos los ele-
mentos de 4 o B (o de ambos) es también enumerable.
Como A es enumerable hay una corréspondencia biunivoca entre sus elementos y los nimeros naturales,

de modo que se pueden denotar los elementos de 4 como a,, a;, 43, . . .
Anilogamente se pueden denotar los elementos de B como by, by, by, . ..

Caso 1: Supdngase que los elementos de 4 son todos distintos de los de B. Entonces el conjunto de elemen-
tos de 4 o de B es enumerable, pues s¢ puede establecer una correspondencia biuniveca como sigue:

Ao B g b1 az bz az by
| $at 14 T4
Numeros naturales 1 2 3 4 &5 6

Caso 2: Si algunos elementos de A y de B son los mismos, se les cuenta solamente una vez como en el Proble-
ma 17. Entonces el conjunto de elementos que pertenecen a 4 o a B (o a ambos) es enumerable.
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19.

20.

El conjunto que consistc en todos los elementos que pertenecen a A o a B (0'a ambos) se llama unidn de A
y B y se denota por A\UJ B o por 4 + B.

El conjunto que consiste en todos los elementos que pertenecen a 4 y B se llama interseccion de A y B
y se denota por 4\ B o por AB. 81 A y B son enumerables, también 4 (M B es enumerable.

El conjunto formado por todos los elementos de 4 que no estdn en 8 se escribe 4 — B. Si B es el conjunto
de clementos que no estdn en B, también puede escribirse A — B = AB. Si 4y B son enumerables, también lo
es A — B.

Demostrar que el conjunto de todos los nimeros racionales positivos es enumerable.

Considérense todos los racionales x > 1. A cada numero racional de éstos se puede asociar un, y solo un,
numero racional 1/x del (0, 1), esto es, hay una correspondencia biunivoca entre todos los racionales > 1 y todos
los racionales del (0, 1). Como este Gltimo es enumerable, segiin el Problema 17, se deduce que ¢l conjunto de
todos los racionales > 1 es enumerable.

Det Problema 18 se sigue entonces que el conjunto de todos los niimeros racionales positivos es enumera-
ble, pues esta formado por los dos conjuntos enumerables de racionales entre 0 y 1 y de los mayores o igua-
les a 1.

A partir de aqui se puede demostrar que el conjunto de todos los racionales es enumerable (Problema 59),

Demostrar que el conjunto de los reales de |0, 1] no es enumerable.

Todo real de [0, 1] tiene una expresién decimal O,a; a; a5 .. ., donde @y, a;, . .. son cifras cualesquiera
de las 0,1,2,....9.

Se supone que los nimeros cuya expresion en forma decimal es finita, tal como 0,7324, se escribe 0,73240000. . .
y que lo mismo seria 0,73239999. .

Si todos los reales de [0, 1] forman conjunto enumerable se pueden poner en correspondencia biunivoca
con los nimeros naturales asi:

1 - Oananpaads ...
«> Oyta0 s ftea Gag . . .
3 <> {’,ﬁs[ @z flaa iy ...

0,b1 bz babs ...

siendo by # ay,, by & ay3. b3 # aa, by #+ 444, ... y no todos los b a partir de una cierta posicion son 9.
Este numero, que pertenece a [0, 1], es diferente de todos los nimeros enumerados y, por tanto, no estd
contado, lo cual contradice la hipdtesis de que todos los nimeros de [0, 1] estaban incluidos en la enumeracion.
En virtud de esta contradiccion se deduce que los reales de [0, 1] no se pueden poner en correspondencia
biuniveca con los niimeros naturales, es decir, el conjunto de los mimeros reales de [0, 1] no es enumerable.

PUNTOS LIMITES, MAYORANTES Y MINORANTES,
TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS

21, (g) Demostrar que el conjunto infinito de numeros 1,4, 4.4, ... es acotado. (b) Determinar

el extremo superior y el extremo inferior del conjunto. (¢) Demostrar que 0 es un punto limite del.
conjunto. (4) jEs cerrado el conjunto? (e) ;Coémo ilustra este conjunto el teorema de Bolzano-
Woeierstrass?

(@) Como todos los elementos del conjunto son menores que 2 y mayores que —1 (por ejemplo), el conjunto
es acotado; 2 es un mayorante y —1 un minorante. e
Se pueden hallar menores mayorantes (3, por ejemplo) y mayores minorantes (—4, por jemplo).

{4)° Como ningin elemento del conjunto es mayor que 1 y como al menos hay un elemento (el 1) mayor que
1 — € para todo e positivo, se tiene que 1 es el extremo superior del conjunto.
Como ningun clemento del conjunto es menor que 0 y como al menos hay un elemento menor que
0 + € para todo e positivo (siempre se puede escoger para esto el numero 1/r con n entero positive mayor
que 1fe), se tiene que 0 &5 el extremo inferior del comjunto.
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(c) Sea x un elemento del conjunto. Como siempre se puede hallar un nimero x tal que 0 < |x| < & para todo
positivo & (por ejemplo, se puede tomar siempre para x €l namero 1/n, siendo n un entero mayor que 1/8),
se ve que 0 es un punto limite del conjunto. Es decir, que todo entorno & reducido de 0 tiene siempre ele-
mentos del conjunto por pequefio que s¢ lome 4§ >0

(d) E! conjunto no es cerrado puesto que el punto limite 0 no pertenece al conjunto dado.

{e) Como el conjunto es acotado e infinito debe tener al menos un punto limite, por el teorema de Bolzano-

Weierstrass, Puesto que éste es el caso aqui, queda ilustrado el teorema.

NUMEROS ALGEBRAICOS Y TRASCENDENTES

22. Demostrar que \3/5 + \/5 es un nimero algebraico.

Sea x = \3/5 + ﬁ Entonces x — \/_ = ﬁ Elevando al cube ambos miembros y simplificando re-
sulta x® + 9x — 2 = 3\/§(x2 + 1). Elevando entonces al cuadrado ambos miembros y simplificando se tiene
6 — Ox* — dx® + 27x* 4 36x — 23 = 0.

Como ésta es una ecuacion algebraica de coeficientes enteros se sigue que \3/ 24+ \/3 que es una solucion
de la misma, €§ un nimero algebraico.

23, Demostrar que el conjunto de los numeros algebraicos es enumerable.

Losnﬁmcmsa]gebraicossonsolucionesdeecuacionesalgebraicasde laformagyx” + X '+ a = 0,
donde ag, ay, . . . » @, SON ENLETOS.
Sea P = |ag| + |au] + *+ - + || + n Para todo valor dado de P hay solo un numero finito de ecuacio-

nes algebraicas posibles y, por tanto, solo un namero finito de nimeros algebraicos posibles.
Escribiendo todos los nimeros algebraicos que correspondena P = 1,2, 3.4, ... evitando las repeticiones,
resulta que todos se pueden poner en correspondencia biunivoca con los nimeros naturales, siendo, por tanto,

enumerables,

NUMEROS COMPLEJOS

24. Efectuar las operaciones indicadas.

(o] =50 $ (=B 45l = @+ 2i—E b= 4= G240 = — 2+ 3i
B) (=730 —(2—4) = —T+ %248 = =9+ W
© (B-2)(1+3) = 3(1+8) — 2i(1+3) = 3 +9i—2— 62 =3+ Gi—2i+6 =9+T
e e _54bi 448 _ (55HE+3) _ —20 — 151 + 20i + 157
i—3i i—3; 4+31 16— 9¢° E 16+9
B R R £
25 =i I e
© irRbPtEEs _ -1 OO EP N P T
1414 1+ g 1+
s By Sl tidl i SRS L
Td i . .. 2T

il
e
&

(f) |8 —4d 14 +3i) = VT VErR+Er = ()9
1 1 1—3i 1+43i —6i
e i

@ |T5s " 1-8 T—9¢  1-9¢ 10

25. Siz, y z, son dos complejos, demostrar que |z12,| = |24] P2

Sean zi = x4 iy, 22 = z2+iye.  Luego
| G+ i)t v} | = | i@z — iy + i@yt 2o} |
VEm—np P+ mntmyy = VAG il ant

Vet illm ) = Vaty Vet = fs+ g |2t iye] = EANEAR

1

Jarze|

il
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26. Resolver x* —2x — 4 =10.

13

Las posibles raices racionales, segun el Problema 7, son +1, £2, +4. Ensayando s¢encuentra que X = i

es una raiz. De modo que la ecuacion dada se puede escribir (x —
ecuacion de segundo grado son

ax*+bx+ec = 0 SO0 T
—gx4-8 —2xvV-4
2 ' 2 £ §
El conjunto de soluciones €5 2=l Li=l—i

—1 =i

FORMA POLAR DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

sl e Vbt —4dao pary a=1, b=2,

e=2

27. Expresar en forma polar (a) 3 + 3i, (b) -1+ ﬁi, (¢) =1, (d) =2 — Zﬁi.

2
Vi
120° 180°
-1 =1
b e
5 Fig.1-4 &
(a) Amplitud ¢ = 45° = n/4 radianes. Mddulo p = J3 + 37 = 3,/2. Entonces,

esto da

3 4 3 = plcos @ + i sen @) = 3y/2(cos m/4 + i sen /) = 3/2 cis njd = 3./2 e

(¢) Amplitud ¢ = 120° = 2m/3 radianes. Modulo p =

LA

(¢) Amplitud ¢ = 180°

—1=1(cos m + i sen n)=cism=¢"

(d) Amplitud ¢ = 240° =

(—1F + (\/3]3 = ﬂ — 2. Entonces;
3§ = 2fcos 2x/3 + i sen 2m/3) = 2 cis 2a/3 = 2"

i ra&ianes. Médulo p = /(—1) + (0)* = 1. Entongces,

4n/3 radianes. Modulo p ——-\/(_—7)2 + [—Zﬁ)z — 4, Entonces,

2 —2./3 = 4lcos 4n/3 + i sen 4nf3) = & cis 4mf3 = 4g*iP

e,

Cilenlar-(a) (=t + /302, ) (—1:+

{a) Por el -Pmbléma 27(h) y el teorema de De Moivre,

219(cos 207/3 + 1 sen 20r/3)
cos 27/3 + % sen2r/3)

(-1 + VED® = [2cos2v/3 + isen2w/B)* =
= 1024[cos (2x/3 + B7) + 1 sen(2x/3 + 67)] = 1024(
= 1024(—% + 339 = Bl + 512V/3%
(b) —1+% = VZ(cos1356° +isenl3s?) = VZ fcos (135° + k+360°) + isen (185% + K+ 360°)]

Entonces. y :
(L = {{2').,-, [COS (135 +3k = 360 )

S (1350 + J+360°
4+ 4sen —————8————'

Los resultados para &k =0, 1, 2 son

Y3 (cos 45° + i sen45°),
/3 (cos 165° + i 5en165°),
V2 (cos 285° + i sen 2852)

Los resultados para k = 3.4,5,6, 7.... son repeticiones de los
anteriores. Estas raices complejas se reptesentan geométricamentie
en ¢l plano complejo por los puntos P,, Py, P, del circulo de la Fi-
gura 1-5.

2)x® + 2x + 2)=0.Las soluciones de esta

P,
P: 165°
=
1 o
285° v
Py
Fig.1-§
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INDUCCION MATEMATICA
29, Demostrar que 17 + 2% + 3* + 42 4 oo 4 on? = taln+ 1)@a + 1)
El enunciado es cierto para n = 1, pues Peil+nR- 1+ D=1
Supongase cierto pard n = k. Entonces,
{54 20 48+ - + K = Th(k + 12k + 1)

Sumando (k + 1) a ambos miembros,

I el (k+1¥ = Rlelke+ 1E@k+1) + (F L1p = (e + 1)[Rk(2k 4 1)+ k+1]
ik + 1)K+ M+ 6) = jle+DE+ 2)(2k +3)

que muestra que el enunciado es cierto para n = k 4+ 1 si escierto para n = k. Pero como €8 cierto paran = L,

se sigue que lo es para n = i+ 1=2yparan=2+1= 3. ..., s decir, que €5 cierto para todo entero po-

sSitivo #.

30. Demostrar que x" — »" €8 divisible por x —y para todo n entero positivo.
El enunciado es cierto para A = 1, pues x' — P=x—
Supongasele cierto para # = k, es decir, supongase que X — yF es divisible por x — ¥ Considérese
gt — yFtt = et — xky 4 oy — Y
= 2z—y) + ¥ —¥")

El primer término del segundo miembro es divisible por x — ¥ y €l segundo término del segundo miembro fam-
bicn lo es por suposicion.

Asi que ¥ — !l es divisible por x — y s F— ¥ lo es.

Entonces, como x} — y! es divisible por x — ) 5¢ sigue que x2 — y* es divisible por x — ), que 2=
también es divisible por x — ¥. etc.

31. Demostrar la desz‘_gua!dad de Bernoulli (1 + x)* > { 4 nxpara m=2,3, ... gaesr—=lix A0
El enunciado es cierto para n.= 2 pues (1 +xP =1+ 2%+ P14+ 2x
Supongase el enunciado cierto para n =k, s decir, que (1 + x)k > 1 + kx.
Multiplicando ambos miembros por 1 + x (que es positivo por Ser X > —1) se tiene
(142t = 1+l +ka) = 14 (k+1)e+ ke =1+ (k+ 1)z
De modo que el enunciado es cierto para =k + 1 81 lo es para n = k.
Pero como ¢l enunciado es cierto para n = 2, debe serlo tambien paran=72+1=3...y¢s entonces
cierto para todo entero mayor o igual que 2.

Notese que ¢l resultade no es cierto para n= 1. Pero modificando el enunciado asi: U+xrzl+nx
es cierto para n =1, i el

PROBLEMAS VARIOS

32, Demostrar gue todo entero positivo P se puede expresar de manera tnica en la forma P=ay2" +
a2 @ siendo las ¢ 0 o 1.
Dividiendo P por 2 se tiene Pi2=ag2 ' +ay on=2 o gy 4 a2
Entonces a, es ¢l resto, 0 0 1, obtenido al dividir P por 2 y es finico.
Sea P, la part¢ entera de P/2. Entonces Pi=a, 27"+ a e Lt e B
Dividiendo P, por 2 se ve que 4, €S el resto, D o 1, obtenido al dividir P, por 2 y es lnico.
Continuando de esta manera se pueden determinar todas las a como 0 o 1y sen unicas.

33. Expresar el nimero 23 en la forma del Problema 32.
La déterminacion de los coeficientes se puede disponer asi:

2123

2311 Resto |

2:Nh Resto |

22 Resto |

231 Resto 0
0 Resto |
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Los coeficientes son 1011 1. Prueba: 23 = 1+2' +0+2° + 12" +1-2 4+ 1.
El nimero 10111 representa a 23 en el sistema de numeracion binaria o de base dos,

34. Dedekind definia una cortadura, seccion o particion en el conjunto de los nimeros racionales como
una separacion de tedos los racionales en dos clases o conjuntos L (clase de la izquierda) y R (clase
de la- derecha) con las siguientes propiedades:

I. Las clases no son vacias (es decir, hay al menos un nimero en cada clase).
II. Todo numero racional estd en una clase o en la otra.

III. Todo nimero de L es menor que todo ntmero de R.

Demostrar que:

(a)
(&)

(a)

(&)

(d)

No puede haber un ntiimero maximo en L y uno minimo en R.

Puede suceder que en L haya un niimero maximo y que en R no haya nimero minimo. jQué
tipo de numero define la corladura en este caso?

Puede ocurrir que en L no haya un nimero maximo y que en R haya un nimero minimo.
:Qué tipo de namero define la cortadura en este caso?

Puede suceder que en L no haya nlimero maximo y que en R no haya naumero minimo, jQue
tipe de numero define en este caso la cortadura?

Sea a el maximo numero racional de L y & el minimo nimero racional de R. Entonces, o biena=h 0
bien a < &.

No se puede tener @ = b porque, por definicién de la cortadura, todo niimero de L es mener que todo
numero de R,

No puede ser tampoco a < b, pues, seglin el Problema 9, $(a + ) es un numero racional mayor que
a (y entonces pertenece a R), pero menor que b (y entonces pertenece a L), y, por definicién, un nimero
racional no puede estar a Ja vez en L y en R

Como indicacién de la posibilidad, sea L la clase que contiene el nimero 2 y todos los racionales menores
gue £, cn tanto que R contiene todos los racionales mayores que %. En este caso la cortadura define el ra-
cional 3. Un razonamiento semejante cambiando 3 por cualquier otro racional muestra que en este ¢aso
la cortadura define un numero racional.

Como indicacion de la posibilidad, sea L la clase que consiste en todos los racionales menores que § mien-
tras que R contiene todos los racionales mayores o iguales que 3. Esta cortadura define también el nimero
racional 3. Un razonamiento semejante muestra que esta cortadura siempre define un nimero racional.

Como indicacion de la posibilidad, sea L la clase formada por todos los racionales negativos y todos los
racionales positivos cuyos cuadrados son menores que 2, en tanto que R sea la clase de-todos los positivos
de cuadrado mayor que 2. Se puede mostrar que 81 g es un nimero cualquiera de la clase L hay siemnpre
un numere mayor en la clase L, en tanto que si & es un numero cualquiera de la clase R hay siempre un
nimero menor en la clase R (Problema 106). Una cortadura de este tipo define un numero irracional.
De (h), (c), (d) se sigue que toda cortadura en el conjunto de los nimeros racionales, llamada corta-
dura de Dedekind, define un numero racional 0 un numero irracional. Empleando cortaduras de Dede-
kind se pueden definir operaciones (como adicion, multiplicacion, etc.) con los nimeros irracionales.
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Problemas propuestos

OPERACIONES CON NUMEROS

35. Dados x=-3, y=2, z=25, azg y b=-1, calcular:

zy — 22° 3a?b + ab® (ax + by)* + (ay — bx)*
(2) (2x—y)(By + 2)(bx —22), (b) 9ab—1" (c) Saih + 1 ! (d) {ay + bx)* + (ax— by)* "

Sol. (a) 2200, (b) 32, (c) —51/41, (d) 1

[CAP. 1

36. Hallar el conjunto de valores de x para los cuales son vilidas las ecuaciones siguientes. Justificar todos los pasos

en cada caso.

(o) 4{x—2)+32x—1)} + 2(22+1) = 12(x+2) — 2 (¢) Ve*+8x+7—V2x+2 = x+1
Tiie i o Toeg ] 1-= 3

() 8—z B

z—2 4 @ FF=mTs 5
Sol. (a) 2, (b) 6,—4, (&) —1,1, (d) —}

37. Demostrar que <

NUMEROS RACIONALES E TRRACIONALES

38. Hallar fracciones decimales para (a) ¥, (b) /5. Sol. (a) 0438571, (b) 2,2360679 . ..

x Y o x
= 0 P i : a4y,
) + C—9@—2) 5 G—2GE—1) dando las condiciones si las hay

39. Mostrar que una fracciéon de denominador 17 y de numerador 1,2, 3, . . ., 16 tiene 16 cifras en la parte que se
repite en su expresion decimal. ; Hay alguna relacion entre los ordenes de las cifras en estas fracciones decimales?

Demostrar que (a) \/3, (5) \3/5 son nimeros irracionales.
Demostrar que (a) \3/_ - ,‘yg, (®) \/E + /3 + /5 son numeros irracionales.
Determinar un nimero racional positivo cuyo cuadrado difiera de 7 en menos de 0,000001.

Demostrar que todo nimero racional se puede expresar como fraccion decimal periddica.

Eapr s

Hallar los valores de x tales que
(a) 22°— 52— 9z +18 = 0, (b) 32°+ 42" —35z+8 = 0, (¢) »*—212*+4 = 0.
Sal. (&) 3,—2,3/2 (b) 8/3,—2+V6 () 4(6=VIT), (-5 =17

B

&

1+V3+vE _ 126 -2V/16+14V3 -7
1-V8+VE 11 '

Demostrar que

DESIGUALDADES

47. Hallar el conjunto de valores de x para los cuales se verifica:
(a) % + % =5 (b) x(z+2) =24, (o) |x+2 < |z—5], (&) ﬁi“"‘ -35’&%.
Sol. (a) 0<z=3, (b) —6=x=4, (e) <3/2, (d) >3 —1<z<—}, o0=x<-2
48. Demostrar (a) |#+y| = |l + [y, () |z+y+e = |o +lyl + 1zl (o) le—2| = |o] — [ul-
49. Demostrar que para todo real x,y,z, x> + 3 + 2% = xy + yz + zx.
50. Sia2+b=1yc*+d*=1, demostrar que ac + bd = 1.

51. Si x > 0, demostrar que =**' + :!:“I“ > z* + % para n natural.

52. Demostrar que para todo a # 0, |a + 1/a| = 2.

Si m no es cuadrado perfecto, demostrar que a + b\/; =c+ d\/ﬁ si, ysolosi,a=cy b=d.

53. Mostrar que en la desigualdad de Schwarz (Problema 13) la igualdad es vélida si, y solo si, a, = kb,, p= 1,2,

3,....n, siendo k una constante.

54. Si ay,a;, a; son positivos, demostrar que ¥a; + a, + a3) = Ya,a.a,.
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EXPONENTES, RAICES Y LOGARITMOS

5. Caloular (2) 4, (5) 3 logys (+h), (@) \f%‘é—”";g%_g”}m. (d) 372195 (e) (— 43 — (= 2720,

Sol.  (a) 64, (b) 7/4. (c) 50.000, (d) 1/25, (e) —7/144
56. Demostrar que (a) log, MN = log, M + log, N, (b) log, M" = rlog, M dando posibles condiciones.

57. Demostrar que 54" = g dando las restricciones si las hay.

CONJUNTOS ENUMERARLES

58. (a) Demostrar que existe una correspondencia biunivoca entre los puntos del intervalo 0 < x < 1 y los del
~5=< x < —3. (b) (Cudl es el numero cardinal de los conjuntos de (a)?
Sol. (b) C, el cardinal del continuo.

59. (a) Demostrar que el conjunto de todos los nimeros racionales es enumerable. (b) ;Cual es el némero cardinal
del conjunto de (a)? Sol. (B) N,

60. Demostrar que el conjunto de (g) los reales, (b) los irracionales, no es enumerable.

61. La interseccion de dos conjuntos A4 y B, denotada A (M B o AB, es ¢l conjunto de todos los elementos que perte-
necen a A y B. Demostrar que si 4 y B son enumerables, también lo es su interseccion.

62, Demostrar que un conjunto enumerable de conjuntos enumerables es enumerable.

63. Demostrar que el niimero cardinal del conjunto de puntos interiores de un cuadrado es igual al cardinal del con-
junto de puntos de (a) un lado, (b) de los cuatro lados. (c) ;Cudl es ¢l cardinal en este caso? (d) ¢ Es vilido
un resultado correspondiente para un cubo? Sol. (¢) C

PUNTOS LIMITE. MAYORANTES Y MINORANTES. TEOREMA DE BOLZANQ-WEIERSTRASS

64. Dado el conjunte 1, 1,1, 0,9, 1,01, 0,99, 1.001, 0,999, . .. {a) ;Es acotado? (b) ; Existen los extremos superior €
inferior? En caso afirmativo, averiguarlos. (c) ;Tiene el conjunto puntos limites? Si los hay, determinarlos.
(d) ;Es cerrado el conjunto?

Sol. (a) Si, (b) extremo superior = I,1, extremo inferior = 0,9, (¢) 1, (d) si
65. Dado el conjunto —09, 09, —0,99, 0,99, —0,999, 0,999 responder las preguntas del Problema 64.
Sol. (a) Si, (b) extremo superior = 1, extremo inferior = —1I, (¢) 1, —1, (d) No

66. Dar un ejemplo de un conjunto que (a) tiene 3 puntos limite, (5) no tiene puntos limite.

67. (a) Demostrar que todo punto del intervalo 0 < x < | es punto limite del mismo.
(b) Hay puntos limites que no estén en el conjunto de (a)? Justificar la respuesta.

68. Sea S el conjunto de los numeros racionales de (0, 1) que tienen denominador 2", n = 1,2, 3, ... (a) i Tiene S
puntos limites? (b) ;Es § cerrado?

69. («¢) Dar un ejemplo de un conjunto que tenga puntos limites sin ser acotado. (b) ; Contradice esto el teorema de
Bolzano-Weierstrass? Explicar,

NUMEROS ALGEBRAICOS Y TRASCENDENTES
V3-2
3

70. Demostrar que () ————, () /2 + /3 +/5 son numeros algebraicos.
V3+Vz

71, Demostrar que el conjunto de los niimeros trascendentes de (0, 1) no es enumerable.

72. Demostrar que todo nimero racional es algebraico, pero que no todo niimero irracional es necesariamente al-
gebraico.

NUMEROS COMPLEJOS. FORMA POLAR
73. Hacer las operaciones indicadas: (o) 2(6—37) — 8(—2+1¢) + 6(i—8), (b) (8—20% (o)

10,0, 2o =Rt 2—dil* . (L+0)2+3)4—20)
T e Y <1+17>' @ srnr D arara—9n

Sol. (a) 1—4i, (b) —9—46i, (o) L—3i, (d) -1, () 8, () L3¢

3

b
344
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4.
75.
76.
77.

79.

8l,

82,
83.

NUMEROS [CAP. 1
Si z, y z; son numeros complejos demostrar  {a} 51 — I;—‘i, () |2}l = iz dando algunas restricciones.
2 3
Demostrar  (a) [so+ 22 = |21l F 2], (0) Jat 2+ 28 = lal +lzl 4zl (o) =2 = 2 - |22l
Hallar todas las soluciones de 2x* — 3a? — Tx2 —8x + 6 = (. Sol. 3,4, -1+

Sean z; y z; representados por los puntos P y P, en el diagrama de Argand. Construir los segmentos OF; y
OF,, a partir del origen O. Mostrar que z; + =, se puede representar por el punto P;, siendo OP, la diagonal
de un paralelogramo de lados OP, y OP,. Esta es la llamada regly del paralelogramo de la adicion de numeros
complejos. Por esta y otras propiedades, los numeros complejos se pueden considerar como vectores en dos di-
mensiones.

Interpretar geométricamente las desigualdades del Problema 75.

Expresar en forma polar (a) 3\,/5 + 30 (b)) —2 — 2 () 1 = \ﬁ i, (d) 5, {e) —5L
Sol.  (a) 6 cisw/6 (b) 242 cisbr/4  (c) 2eisba/3  (d) Heis0  (¢) 5eis3n/2
H o
Caleular  (a) [2(cos 25° + i sen259)|[5{cos 110° + i sen110°)], (b) FESPIchith: WP
. 2 - (3 ciz44°)(2 ¢iz 62°)
Sol. {a) =52 L+ 5v/2i, (b) —2i
Determinar todas las raices indicadas y representarlas graficamente:
(@) (V2 +4VZ0, (B) (1), () (VB—1), (d) i
Sol. (a) 2 cis 157, 2 cis 1357, 2 cis 255°
{b) eiz36°, eis 1087, cis 180° = =1, cis 2527, cis 3247
(¢) V2 eis110°, V2 cis230°, V2 eis 350°
(d) cis225°, cis 112,52, cis 202,5°, cis 202,5°
Demostrar que —1 + .\/E i es un numero algebraico.
Sizy = py cis @, ¥ 23 = ps cis @5, demostrar (a) z,2, = pipy Cis (Py + $a) (b) 21/22 = (py/ps) €is () — ¢a).
Interpretar geometricamente.

INDUCCION MATEMATICA

89.

91.
92.

03,
94.

95.

Demostrar:

1434 54 @ =1) = n?

1 1 1 | 1 15 7

1'3+3-5+5-7 P En—1n+1)  2n+1

a+ {e+td) + (@+2d) + .-+ [a+n—10d = fn[2a + (n—T1)d]
T P e 1 _ aeks)

1+2+83 " 2:3+4 3+d-b an+1)n+2) — dn+1}n+2)

g+ ar et G gt = c%} r#l

P4+ 2043+ 0 = Indnt 1)
4

L5) 4+ 2051 + S(B) + ... + mis)? = T el

16

) oyt es divisible por x4+ yparan = 1,2,8,....
{cos g + 15en )" = cosne + isenng: (Sc puede demostrar esto siz es un nimero racional ?

sen(n+ 4)x
L4+ cose+ cos2x + o0 +eosne = —(/—————, a#0,E27, Tdn, ..
g 2 senlx

cos Jo — eos (n + L)
sen x 4 sen 2 4 oo + senpr = = s T R T
2 sen 3::
(a+by = a" + a7 td 4+ Caa ™8 + oo + WChora b+ B
. o= —=2)-(n=r+1) _ n! T o " r
donde e 7= = = o7 = +Ceov Aguiss p! =p(p 1)1 (:. DI!
S, 3 : ] = nin -

es por definicién 1. Este es el llamado feorema del binomio. Los coeficientes .Cy = 1, ,Cy = n, ,C; = -—1”—}!

r

oy . 3 - s 1
<oy 2Co = 1 son los coeficientes del binomio. C, se escribe lamblen( )
.
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PROBLEMAS VARIOS

96. Expresar los enteros que siguen (en el sistema decimal) en el sisterna que se indica: (a) 87 (binario), (h) 64 (ter-

104,
101,
102.

103.
104.

105,

107.

108,

nario o de base tres), (¢) 1736 (enario o de base nueve). Probar la respuesta.
Sol.  (a) 1010111, (k) 2101, (¢) 2338

Si un niimero es 144 en el sistema de base 5, jcomo se expresa en el sistema de base (a) 2, (h) 87
Sol. (a) 110001, (k) 61

Demostrar que todo niimero racional pfg entre 0 y | se puede expresar en la forma

P
g

] S g
= kgt

On Yo

7 -

donde las ¢ s¢ pueden determinar univocamente como 0 o 1y el proceso puede acabar o no. La representacion
Oaya; ... a,. .. sellama entonces forma binaria del numero racional. [Sugerencia: Multiplicar ambos micm-
bros sucesivamente por 2 y considérense los restos. |

Expresar £ en el sistema de base (a) 2, () 3. {c) 8, (d) 100

Sol. (a) 0,1010101 . . ., (h) 0,2 0 0,2000. .., (¢) 05252 . .. (d) 0,66066 . . \

Un nimero en sistema binario es 11,01001. ;Qué nimero es en sistema decimal? Sof. 3,28125

¢En qué sistema de numeracién es 3 + 4 = 122 Sol. En base 5

En el sistema de base 12 hay que utilizar otros dos simbolos 1 y ¢ para indicar las «cifras» dicz Yy Once respec-
tivamente. Representar ¢l entero 5110 (sistema decimal) en base 12 Sol. 2e51

Hallar un nimero racional cuyo desarrollo decimal es 1,636363 . . . Sol. 18/11

Un numero en el sistema de base 10 tiene seis cifras. Si se quita la tltima cifra y se coloca antes de la prime-
ra, el nuevo numero es un tercio del primero. Hallar este numero. Sol, 428571

Mostrar que los ntimeros racionales forman un cuerpo.

Utilizando como axiomas las relaciones 1-9 de la pagina 2 demostrar que

(a) {(=3)(0) =0, (b) (—2)(+3)=~6, (c) (—2)(—8) = 6.

{a} Si x es un racional de cuadrado inferior a 2, mostrar que x + (2 — x?)/10 es un niimero mayor con igual

propiedad. (b) Si x es un racional de cuadrado mayor que 2, hallar en funcién de x un niimero racional de
cuadrado mayor que 2.

[lustrar como se usarian las cortaduras de Dedekind para definir

(@) V5 + V3, (5) V3—V2, (o) (WAD), (d) V2/V3.



Capitulo 2

Funciones, limites y continuidad

FUNCIONES

Funcidn es una correspondencia entre dos conjuntos, que por ahora serdn conjuntos de nume-
ros reales. Si a cada valor que puede tomar una variable x corresponde uno o mas valores de una va-
riable y se dice que y es funcion de x y se escribe y = f(x), y = G(x), .. ., en donde las letras £, G, . . .
simbolizan la funcidn en tanto que f(a), G(a) ... denotan el valor de la funcion en x = a.

El conjunte de valores que puede tomar x se llama dominio de definicion o simplemente dominio
de la funcion; x se llama variable independiente y y variable dependiente.

Si a cada valor de x del dominio de definicion corresponde un solo valor de y, la funcion se dice
uniforme; si a ciertos valores de x corresponde mas de un valor de y, la funcién se dice multiforme. Como
una funcion multiforme s¢ puede considerar como un conjunto de funciones uniformes, se supondrd
que las funciones son uniformes si no se indica otra cosa.

Ejemplos: 1. Siacada numeroen —1 £ x = | se asocia un nimero y dado por x%, entonees la corres-
pondencia entre x y x* define una funcién f que es uniforme.
El dominio de fes —1 < x < 1. El valor de fen x lo da y = f(x) = x% Por ejemplo,
Sf(=1) = (=1)* = 1 es el valor de la funcién en x = —1,

2. A cada fecha ¢ posterior al afio 1800 se puede asociar un valor P de la poblacién de los Es-
tados Unidos. La correspondencia entre Py ¢ define una funcién uniforme F y se puede
escribir P = Fl1).

3. Siy®* = xconx > 0, entonces a cada x corresponden dos valores de y. Asi que y es una fun-
cion biforme de x. Se la puede considerar como dos funciones uniformes f y g haciendo

f) =x y glx) = —/x.

Obsérvese que si bien a veces una funcion se define mediante una férmula como en los Ejemplos
1 y 3, no es preciso que asi sea, como se ve en el Ejemplo 2.

Por comodidad se suele hablar de la funcién f(x) en vez de la funcion f cuyo valor en x es f{x).
Pero hay que tener en cuenta la distincion.

GRAFO DE UNA FUNCION

El grafo de una funcién y = f(x) es una representacion visible de la funcion y se puede obtener
situando en un sistema cartesiano los puntos definidos por los pares de nimeros (x, y), o sea, [x, f(x)].

FUNCIONES ACOTADAS

8i existe una constante M tal que f(x) < M para todo x en un intervalo (o en otro conjunte de nu-
meros), se dice que f(x) es acotada superiormente en el intervalo (o conjunto) y M se dice cota superior
de la funcidén.

20
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Si existe una constante m tal que f(x) = m para todo x en un intervalo se dice que f(x) es acotada
inferiormente en el intervalo y se dice que m es una coia inferior.

Sim = f{x) £ M en un intervalo se dice que f(x) es acotada. Se suele indicar que una funcion es
acotada escribiendo |fix)| < P.

Ejemplos: 1. f(x) =3+ xesacotadaen —1 £ x = 1. Una cota superior es 4 (o cualquier niimero ma-
yor que 4). Una cota inferior es 2 (o cualquier nimero menor que 2).

2. fix)= 1/x no es acotada en 0 < x < 4, pues eligiendo x suficientemente cerca de cero,
flx) se puede hacer tan grande como se desee, de modo que no hay cota superior. Sin em-
bargo, 1 (o cualquier numero inferior a }) es cota inferior.

Si f(x) tiene cota superior, tiene extremo superior; si tiene cota inferior, tiene extremo inferior.
(Véase Capitulo 1 para estas definiciones.)

FUNCIONES MONOTONAS

Se dice que una funcidn es mondiona creciente en un intervalo si para dos puntos cualesquiera x,
y x; del intervalo tales que es x; < Xx,, flx,) = f(xs). 81 f{x;) < f(x,) la funcion se dice estrictamente
creciente.

Analogamente, si f(x;) = fl(x;)con x, < x,, entonces f{x) es mondtona decreciente; sif(x,) > flx;)
es estrictamente decreciente.

FUNCIONES RECIPROCAS. VALORES PRINCIPALES

Si y es funcion de x dada por f(x), entonces x es una funcion de y, denotada x = f~ '(y), que se
llama funcion reciprocu. Intercambiando x y y se tendria y = /™ !(x).

Si f(x) es uniforme, £~ !(x) puede no serlo, en cuyo caso se la puede considerar como un conjunto
de funciones uniformes cada una de-las cuales se llama rama. Es conveniente a veces elegir una de estas
ramas, llamada rama principal, v denotarla por /= '(x). En tal caso, el valor de la funcion reciproca es
el llamado valor principal.

Ejemplos: La funcion y = sen x lleva a y = sen” ! x, que es multiforme, pues por cada xde —1 5 x < 1
hay muchos valores de y. Restringiendo sen™ ! xa —m/2 = sen™ ! x £ n/2, por ejemplo, la fun-
cion se convierte en uniforme. En este caso el valor principal de sen ' (—%) = —n/6.

MAXIMOS Y MINIMOS

Si x, es un punto de un intervalo tal que f(x) £ f(x,) [0 bien f{x) = f(x,)] para todo x del inter-
valo, entonces se dice que f(x) tiene un mdximo absoluto [0 un minimo absoluto] en el intervalo x = x,
de valor f{x;). Si esto es cierto solamente para x en un entorno & reducido de x4 con & > 0 [es decir,
para todo x tal'que 0 < |x — x;| < &]. entonces se dice que f(x) tiene un mdximo relativo (0 un minimo
relative) en xg.

TIPOS DE FUNCIONES
1. Funciones polindmicas, que tienen la forma
fld) = max™ + aix® ' + ... + st + da (1)

donde gy, . . ., @, son constantes y » es un entero positivo Namado grado del polinomio si a, 0.

El teorema fundamental del dlgebra establece que toda ecuacion algebraica fix) = 0 tiene
al menos una raiz. De aqui se puede demostrar que si el grado es » la ecuacidn tiene exacta-
mente » raices {contando una de multiplicidad r por r raices).
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3. Funciones algebraicas, que son las y = f(x) que satisfacen 4 una ecuacion de la formy
pol@)y + pi@ T+ e F D@ Y+ ) = 0 @)

donde polx). .. .. palx) son polinomios en x.
Si la funcion se puede expresar como cociente de dos polinomios. o sea, P(x)/Q(x) con

Pix) ¥y O(x) polinomios, sc llama funcién racional algebraica: en otro caso se dice Juneion irra-
cional algebraicd.
3. Funciones trascendentes, que son las funciones no algebraicas, es decir, que no satisfacen

a ecuaciones de la forma (2).

Notese la analogia con los nimeros reales. correspondiendo los. polinomios a los enteros, las fun-
ciones racionales a los nimeros racionales, etc.

FUNCIONES TRASCENDENTES ESPECIALES

Las siguientes se suelen llamar funciones trascendentes clementales.
1. Funcién exponencial: f(x) = a*. a = 0. L. Propiedades en pégina 3.

2. Funcion logaritmica: fix) = log, x, ¢ # 0. 1. Esta funcion y la exponencial son recipro-
cas. Sia = ¢ = 2,71828 .. .. llamada base natural de logaritmos, s¢ escribe f(x) = log, x =Inx,
que es el logaritino nutural de x. Propiedades en pagina 3.

3. Funciones trigonométricas:
1 cosx

sen x 1 1
sen .y, cos.y, gy = — —— COSEC X = ySEC XY = —— oty = —- =
cos X sen X cos X tgx  senx
La variable x se cxpresa generalmente en radianes (n radianes = 180"). Para valores reales
de x, sen x y cos x estin entre —1 ¥ | inclusive.
He aqui algunas propiedades de cstas funciones:

sen? x 4 cos? x = | 1 +tglx=sec?x 1+cot’x= cosec? ¥

sen (x 4+ y) = senxcosy £ cosxseny sen (—x) = —sen x

cos (x + y) = cosxcosy F senxseny cos (—x) = cos x
tgx gy

tg (x +y)= & & tg (—x)= —tgx

1 Ftgxtgy
4. Funciones trigonométricas reciprocas. He aqui una lista de las funciones trigonométricas
reciprocas y sus valores principales:

(@) p=sen 'x, (—m2 £y = n2) (d) p=cosec 'x=sen'lix, (—m2Zy= /2)
() y=cos 'x, 02y =m) () p=sec 'x= cos ! 1fx, 0D=y=n
() v=tg 'x (—n2 <y <nf2) (f) y=cot' lx=mn2—-tg7'x, 0O<y<n

/ 5. Funciones hiperbélicas, quc se definen como sigue por funciones expdnenciales:

S B pi el - d) cosech x = s hendin o o Sl
(a) senhz = —5 (d) T senhwg o el

e -be s s 1 i oy Mt

(b) coshz = = (¢) sechz = ehd  rE"

~ menbiy e , coshx _ ete*

(¢c) tgh x= kg e (f) cothz senha e —e =

Algunas propiedades de estas funciones son:

cosh? x — senh? x = | 1 —tgh?x =sech’x coth®’x—1= cosech? x




CAP. 2] FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD ; 23

senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y setth (—x) = —senh x
cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y cosh (—x) = cosh x

h h —x)= —
b e = tgh x + tgh p tgh (—x) tgh x

1 + tghxtghy

| 6. | Funciones hiperbolicas reciprocas. Si x—=seny, y=sen !x es la Juncién reciproca del seno
* hiperbolico de x. Se dan en seguida los valores principales de las funciones hiperbdlicas recipro-
cas expresados por logaritmos naturales, junto con el dominio en que son reales.

2R
(¢) senh™'z = In(2z + Va?+1),todo ¢  (d)cosech™ x= In (% ko i —), z#0

ol

141 — 2
(b) cosh™z = In(z +22=1), z=1 (e) sech 'z = In <%£>, <=1

(¢) tgh™ o = 1ln <g>, x| <1 (f) coth—laz = :}]n(i—é—i), || > 1

LIMITES DE FUNCIONES

Sea f(x) una funcién uniforme definida para todos los valores de x en torno a x — xo;con la posi-

G o2y - 4 i Sk
ble excepcién de x = x, (0 sea, en un entorno §.reducido de x,). Se dice que el nimero [es el limite de
f(x) cuando x tiende a x,, lo que se escribe lim f (x) = /si par4 todo numero positivo € (por pequeio

XX
que sea) se puede hallar un nimero positivo é (;;or lo general dependiente de €) tal que |f(x) — | <e
siempre que 0 < |x — Xg|.-< 8. Se dice también en tal caso que Sf(x) tiende a { cuando x tiende a x5 v
se escribe f(x) =/ si x — x,.
Esto quiere decir que se puede hacer ¢l valor absoluto de la diferencia entre f(x) y I tan pequefio
como s¢ quiera eligiendo x suficientemente cerca de x,, es decir, eligiendo la diferencia en valor absolu-
to entre x y x, suficientemente pequefia (pero no nula, ¢ sea que se excluye x = xg).

8 i
Ejemplo: Sea f(x) = ;: :: ‘:jg Entonces al acercarse x a 2 (de modo que x tiende a 2) f(x) se acerca

a 4. Parece entonces que lim f(x) = 4. Para demostrar esto habri que ver si la definicién ante-
x—+2

rior de limite (con / = 4) se verifica. Para esta demosiracion véase Problema 10
Notese que lim f(x) # f(2), es decir, que el limite de flx) cuando x — 2 no es el mismo
=2

que el valor de f(x) en x = 2 ya que f(2) = 0 por definicién. El limite seria de todos modos 4,
aunque f(x) no estuviera definida en x = 2.

\ Cuando existe ¢l limite de una funcién es unico, es decir, que no hay mas que ese limite en el punto
que se considera (Problema 17).

[

| LIMITES A DERECHA Y A IZQUIERDA

Al definir ¢] limite no se hizo ninguna restriccion sobre la manera como habia de tender x a N
Suele ser conveniente hacer esto. Considerando x y X, como punto sobre el eje real, x, fijo y x movil,
entonces x puede acercarse a x, por la derecha o por la izquierda, lo cual se indica escribiendo ¥ — Xg+
Yy x — x43—, respectivamente.

Si lim+ fx) =4y lm f(x)= L { y I, se llaman, respectivamente, limites a la derecha vala

X—Xp—

izquierda dnef(x] en x, y se les denota por f(xe+) 0 f(xg + 0) y f(xo—) 0 f(xs — 0). Las definiciones
con ¢, ¢ del limite de f(x) cuando x — x4+ 0 x — x,— son las mismas que para x — x,, excepto en
que los valores de x se restringen a x > x; 0 a x < xg, respectivamente.

Se tiene 'lim f(x) = / si, y solo si, lim f(x)= lm f(x) =1

x—+xg X—xg+

T
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TEOREMAS SOBRE LIMITES
Si limflx)=A y limg(x)=B, es

I=xy;

1. lim ,f(:c)+g(a:}> lim f(z) + limg(z) = A+B

=Ty T=+Xn I=+Ip

2. lim f{x)—g(m)) = lim f(z) — lim g(z) = A—B
. tim(f@ @) = (lim fe))lim o) = 4B

! i, 4
4 lm oGy = imew B VP70

Resultados parecidos valen para limites a la derecha y a la izquierda.

INFINITOS
A veces ocurre que cuando x — xp, f(x) crece o disminuye sin limite. En tal caso es costumbre es-
cribir lim f(x) = +o0 o lim f(x) = —o, respectivamente. Los simbolos + o0 (escrito también <o)
X Xpg X—*xn

y —co se leen mds infinito (o infinito) y menos infinito, respectivamente; pero adviértase bien que no
son nUmeros. !
En lenguaje riguroso se dice que lim f(x) = co si para cada niimero positivo M se puede hallar
XX

un numero positivo & (gue en general depeundc de M) tal que f(x) > M siempre que 0<|x— Xo| < 0.
Analogamente, se dice que lim f{x) = —» si para cada nimero positivo M se puede hallar un ng-

mero positivo & tal que f(x) <O—M siempre que 0 < |x — xo| < 8. Observaciones anilogas son apli-
cables en el caso x = Xg+ 0 x = Xp—. :
Es frecuente que ocurra examinar el comportamiento de una funcién al aumentar o disminuir x
cin limite. En tales casos se suele escribir x - +c (0 ) 6 x = —<0, respectivamente.
i 8e dice que xLil;nw fix)=1lo f{x) = ! cuando x = +® si para todo nimero positivo € se puede

hallar un nimero positivo N (que depende en general de €) tal que |flx) — I| < ¢ siempre que x > N.
Definicion analoga se¢ puede formular para lim fi(x). |

LIMITES ESPECIALES

senx 1—cosx

- 1. lim =3l lim—— = 0
;-10 €T =0 x
' 2. lim <1+l> = lim (L+a)¥= = e
: ] x ¢ =0+
b e Won 2 Lo
sl ] Tebl Inz
CONTINUIDAD

Sea f(x) definida y uniforme para todos los valores de x proximos a x = X, COMO también para
x = xg (es decir, en un entorno J de Xo). La funcién f(x) se dice continuaen x = Xo si lim f(x)} = f(xo)-
X4X0

3 Notese que esto implica tres condiciones para que f(x) sea continua en x = Xq.
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1. Existencia de lim f{x) = L

x=x

2. Existencia de f(x,), es decir, f{x) debe estar definida en x = x,,.
3. L= fx).

De manera equivalente, si f(x) es continua en x, se puede expresar este hecho en la forma
lim f(x) = f(lim x).

x=*xp x=+xg

oL
Ejemplo: 1. Si flz) = {g ’ :?_L; entonces, por el ¢jemplo de la pagina 23; lim f{x) = 4. Pero f(2) = 0.
3 = x—+2

Luego Iirr; fx) # f{2) y la funcién no es continua en x = 2.
2. Sif(x) = x* para todo x, entonces lir? Slx) = f(2) = 4 y fi{x) es continua en x = 2.

Los puntos en que f(x) deja de ser continua se llaman discontinuidades de f(x) y se dice que f(x)
es discontinua en esos puntos.

Al construir el grafo de una funcion continua el léipiz no se levanta del papel, mientras que para
una funcidn discontinua esto no ocurre, pues hay en general un salto en la discontinuidad : desde luego
esto no es mas que una propiedad caracleristica, pero no una definicion de la continuidad o de la
discontinuidad.

Ademas de la anterior definicién de continuidad se puede decir que f(x) es continua en x = X
si para todo € > 0 se puede hallar un & > 0 tal que |f(x) — f(x,)| < €si |x — x| < 8. Nétese que
esto no es mas que la definicion de limite con [ = f(x,) y quitando la restriccion x # x;.

CONTINUIDAD A LA DERECHA Y A LA IZQUIERDA

Si f(x) est4 definida solamente para x = x,, la definicion anterior no es aplicable. En tal caso se
dice que f(x) es continua (a la derecha) en x = xq si lim f(x) = f(xo), esto es, si fixe+) = F(xe)-
Andlogamente, f(x) es continua (a la izquierda) en x = xoosi lim f(x) = f(x,), es decir, si flxo—) =

fl(x,). Pueden darse definiciones empleando e y 8.

CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

Se dice que una funcion f(x) es continua en un intervalo si es continua en todo punto del intervalo.
En particular, si f(x) estéd definida en el intervalo cerrado a £ x < b o [a, b], f(x) es continua en el
mtervalo si, y solo si, lim f(x} = flx,) para a < x, < b, lin‘l+ fix)= fla) y ]il:]_ fix) = fib).

TEOREMAS SOBRE CONTINUIDAD

Teorema 1. Si f(x) y g(x) son continuas en x = x,, también lo son las funciones f(x) + g(x),

J(x) — glx), fix)glx) y %i—‘]}a en este Gltimo caso si g{x,) = 0. Resultados semejantes son védlidos para
glx

la continuidad en un intervalo.

Teorema 2. Son continuas en todo intervalo finito: (a) los polinomios; () sen x y cos x;
(c) a*, a=> 0.

Teorema 3. Siy = f(x)escontinuaen x = xyysiz = g{y)escontinuaeny = y, ¥y 8i ¥y = Sflxo),
entonces la funcién z = g[f(x)], lamada funcion de funcion a funcién compuesta, es continua en
x = x,. Dicho brevemente: una funcidn continua de una funcion continuag es comntinua.
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Teorema 4. Si f(x) es continua en un intervalo cerrado, es acotada en el intervalo.

Teorema 5. Si f(x) ¢s continua en x = X, ¥ f(¥g) > 0 [0 bien f(xq) < 0]. existe un intervalo
al que pertenece x = x, en ¢l cual f(x) >0 [o bien fix) < 0].

Teorema 6. Si una funcién f(x) es continua en un intervalo y es monotona estrictamente cre-
ciente o estrictamente decreciente, la funcién reciproca = '{x) es uniforme, continua y estrictamente
creciente o estrictamente decreciente.

Teorema 7. Si f(x) es continua en [a. b] y si fla) = A y f(b) = B, entonces & todo nimero C
entre 4 y B corresponde un nimero al menos ¢ de [a. b] tal que f(c) = C. Este s el llamado reorema
del valor intermedio.

Teorema 8. Si f(x)es continua en [a. 5] y si fla)y [(b) ticnen signos opuestos, hay al menos un
niimero ¢ para el cual fle) = 0 cona <c < b. Esto se relaciona con el Teorema 7.

Teorema 9. Si f(x) es continua en un intervalo cerrado, f(x) tiene un maximo M para un valor
al menos de x en &l intervalo y un minime m para un valor al menos de x en el intervalo. Ademas,
f(x) toma todos los valores entre m y M para uno o mas valores de x en el intervalo.

Teorema 10. Si f(x)es continua en un intervalo cerrado y si M y m son, respectivamente, el extre-
mo superior y el extremo inferior de f(x), existe al menos un valor de x en el intervalo para el cual
f(x) = M o f(x) = m. Este teorema s¢ relaciona con el Teorema 9.

FUNCIONES CASICONTINUAS

Se dice que una funcion es casicontinug O continuu a 1rozos €n un intervalo a = x £ b si el inter-
valo se puede subdividir en un numero finito de intervalos en cada uno de los cuales la funcion es con-
tinua y tiene limites finitos a la derecha y a la izquierda. Una funcion semejante tiene solamente un ni-
mero finito de discontinuidades. Un ejemplo de funcién casi continua en a < x < b se ve grificamente
en la Fig. 2-1. Esta funcién tiene discontinuidades en x,. X3 X3 ¥ ¥,

f=)

‘l | - I1———Ii
|
l

Fig.2-1

CONTINUIDAD UNIFORME

Sea f(x) continua en un intervalo. Entonces, por definicion, en cada punto x, del intervalo y para
todo € > 0, se puede hallar un 3 > 0 (que en general depende tanto de e como del punto particular x;)
tal que |f(x) — f(xo)| < €si |x — xo| < 4. Si sc puede hallar para todo € un ¢ valido para todo punto
del intervalo (esto es que & dependa selamente de € y no de x,), se dice que [(x) es uniformemente con-
tinua en el intervalo.

De otra manera, f(x) es uniformemente continua en un intervalo si para todo € > 0 se puede en-
contrar un & > 0 tal que |f(x,) — f(x;)| < € para |x; — x,| < &, siendo x; y x, dos puntos cuales-
quiera del intervalo.

Teorema. Si f(x) es continua en un intervalo cerrado es uniformemente continua en el intervalo.
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Problemas resueltos

FUNCIONES

1. Siflx)=1(x— 28 — x)para 2 =

x < 8. (a) Hallar f(6) y f(—1). (b) {Cudl es el dominio de de-

finicion de f(x)? (c) Hallar (1 — 2!) y dar el dominio de definicion. (d) Hallar f[f(3)]. fL/(5)]-

(e)
{u)

(b)
{c)

(d)
{e)

Grafo de f(x).

f6)=6~2)08—6)=4:2=8
f(—1) no estd definido porque fi(x) lo estd solamente para 2 < ¥ < 8.

El conjunto de los x tales que 2 = x = 8.

M =20={(1 —2r) —2M8B — {1 — 20)} = —(1 + 27 + 2r) donde r es tal que 21 — X < 8§, cs
deecir, —7/2 = t £ —1/2.

By =R -28-3)=5 /A =/5=05-2)8-5=9
f(5) = 9 de modo gque f[f(5)] = f(9) no estd definido.

La tabla siguiente da f(x) para varios valores de x.

_I f(x)

faEytl 0 58 9 8 a0

Situar los puntos (2, 0), (3, 5), (4, 8), (5,9). (6, 8). (7. 5),
{8.0), (2,5,2,75), (7,5, 2.75).
Estos puntos son solamente unos pocos de los infinitos

puntos del grafo que se muestra en la adjunta Figura 2-2.
Este conjunto de puntos define una curva que es parte de una
pardhola.

(a)

ib)
()

! (d)

3. Sea f(x)=

Sea g(x) =
de f(x) del Problema 1. (b) ;Cudles son los extremos de g(x)? (c) ;Alcanza g(x) su extremo supe-
rior y su extremo inferior para algiin valor de x del dominio de definicion? (d) Responder las par-
tes (b) ¥

Fig. 2-2

(k — 2)(8 — x) para 2 < x < 8. (a) Estudiar la diferencia entre los grafos de g(x) y

{c) para la funcién_f(x) del Problema 1.

El grafo de g(x) es el mismo que el del Problema 1 excepto que los dos puntos (2,0) y (8, 0) no estdn en
el de g(x) porque esta funcion no esta definida en x =2 y x = 8.
El extremo superior de gix) es 9: el inferior es 0.
#(x) alcanza su extremo superior para x = 5, pero no alcanza su extremo inferior porque no hay valor de
x del dominio de definicion para el cual g{x) = 0.
Como en (b) el extremo superior de f(x) es 9 y el inferior es 0; el superior es accesible para x = 5 y el
mferior es accesible para x =2 y x = 8,

Obsérvese que una funcién como f(x) que es continua en un intervalo cerrado, alcanza sus extremos en
algiin punto del intervalo, pero una funcién como la g(x) que no es continua en un intervalo cerrado pue-
de no alcanzar sus extremos. Problema 34.

1, si x es racional
0, si x es irracional

(@) Averiguar f(3), f(—35), f(1,41423), f{ﬁ), (p) Cons-

truir un grafo de f(x) y explicar por qué es ambiguo.

{e2)

()

1 pues % es racional

I pues —3 es racional

1 pues 1.41423 es racional
[t}

pues \/5 es irracional

13)
J(=3)
f(1.41423)

S/

El grafo se ve en la adjunta Figura 2-3. Por su apariencia se cree-
ria que hay dos valores funcionales 0 y 1, que corresponden a cada
valor de x, es decir, que f(x) es multiforme, cuando en realidad 0
cs uniforme.

fle)

1

Il

Fig.2-3
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4. En referencia con ¢l Problema 1. {«) construir el grafo de /7 '(x), (B) hallar una expresién pura
[~ '(x) y mostrar que /" '(x) no es uniforme.

£ o ey - ¥ =[x}
(@) El grafo defy = flxljo x = S7Hu) se ve en la Fig, 2-2 del : 514
Problema 1{¢). Para obtener el grafo de y = /™ '(x) no hay = ?
s mads que intercambiar los ejes x y p. Se obtiene el grafo que o
ék: ) se ve en la Fig. 2-4 luego de orientar los ejes de la manera & P
N habitual. i
= S {h) Se tiene p = (x —2U8 —x) o x* — 10x + 16 + y =0 ol
= l\.vi\.\ P la o 1 B
e v or la formula 4
\L,- t'\/_—__.— T P T e T B T
St T 10 1000 TR e S
= Fig.2-4
Luego, y = fT'{x) =5 = Vo —ux.
En ¢l grafo, AP representa p = 5 + \,-"r‘) —x, BP representa y = 5 — \féu—?_ Asi, para cada valor
dexen0 < x5 9./ '(x)es biforme. Esto se ve graficamente en que toda recta paralela a la izquierda de
Py a la derecha de 4B corta el grafo en dos puntos.
Las funciones 5 + \!,9 — Xy 5 — /9 — x representan las dos ramas de F7Y(x). El punto en que s
encuentran las dos ramas (o en el cual tienen el mismo valor) suele llamarse punto miltiple aqui en (9, 5).
5, (a) Demostrar que g(x) = 5 + V/'J — x es estrictamente decreciente en 0 £ x = 9. (b) (Es mo-
nétona decreciente en este intervalo? (¢) ;Posee g(x) una reciproca uniforme? U
(a) glx) es estrictamente decreciente si g(xy) > ¢lx;) para x; < v, Si x; < x; luego L i
\,@ >S9 - o5+ J9— x> 5+ 9 — x; lo que muestra que g(v) es estrictamente decreciente.
{b) Si, pues una funcidn estrictamente decrecients es también monotona decreciente, porque si glx;) > gly,;) lam-
bién g{x;) = glx;). Pero si g(x) es monodtona decreciente, no es necesariamente estrictamente decreciente.
{¢) Siy=5+ /9 —xesy—5= \/9 — x 0. clevando al cuadrado, x = — 16 + 10y — V= -2 -y
y x es funcién uniforme de y, es decir. la funcién reciproca es uniforme.
En general. toda funcidn estrictamente decreciente (creciente) ticne una reciproca uniforme (véuse Teo-
rema 6. pigina 26). :
Los resultados de este problema se pueden interpretar graficamente con la figura del Problema 4.
: : rsenl/a, x>0
6. Construir grafos de las funciones (a) f(x) = 0 P (b) f(x) = [x] = mayor en-
tero = x. d o
{«) El grafo se ve en la Fig. 2-5. Como |x sen 1/x| = |x| ¢l grafo ¢std entre p= xy y = —x. Obsérvese que
fix)=0sisen lyx =00 Ifx =pmm.m=1.2.3.4 ..., esto es, para x = U/m, 1/2m 1/3m, ... La curva
oscila indefiidamente entre v = l/m y x = 0.
¥
& f=) £
\ -\\/f/ 1fix) S

BN
A
'i‘~\\ —
1 - g 4
Fig. 25 Fig. 2-6
(b El grafo estd en Ia Fig, 2-6. Si 1 £ x = 2o0x [x] = L Asi que [1.8] = 1, [/2] = 1. [1.99999] = 1. Pero

[2] = 2. Andlogamente para 2= v = 3. [v] = 2. ete. Hay. pues. saltos en 1as abscisas enieras: es und
funcion de las Hamadas en escalord,
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7. (a) Construir el grafo de f(x) = tg x. (b) Construir el grafo de tg~! x. (e) Mostrar graficamen-
te por qué tg~ ! x es funcién multiforme. (d) Indicar valores principales posibles de tg™! x. () Es-
cogido uno de tales valores principales, calcular tg=!' (—1).

(@) El grafo de f(x) = tg x se ve en la Figura 2-7.

[ = g 7'
p i1 o e MR [ ) Setton SEJUREE [ - 1T S I o S - . S|

|
|
I
|
|
1
- =2 »/e! v dr/2
|
|
I
!
[

2 = x
I
| e R e ERIR e
| /_—
| —r
|
Fig.27 Fig. 28

(b) Siy = flx)=tgx, entonces x = /~'(y) = tg™" p. El grafo de /~'(x) = tg”! x se obticne entonces per-
. mutando los ejes x y y en el grafo de (a). El resultado, con los ejes orientados en la manera habitual, se ve
en la Figura 2-8,

{c) En la Fig. 2-8 de (b) toda recta paralela a y corta al grafo en infinitos puntos. Asi que tg™' x es una
funcion multiforme de infinitas ramas.

(d) Para definir tg~' x como funcion uniforme se ve por el grafo que ello solo puede hacerse restringiendo su
valor a uno de los intervalos: —n/2 < tg”™! x < #/2, n/2 < tg™! x < 3n/2, ete. Se convendrd en tomar
el primero para definir el valor principal.

Nétese que en cualquiera de estas ramas. tg™' x es estrictamente creciente con reciproca uniforme,

{e) 1287 '(=1) = —n/4 es el tinico valor entre —n/2 y n/2, o sea, que es el valor principal segiin lo convenido
en (d).

Vv +1

8. Mostrar que f{z) = —— %% —1, es una funcidn irracional algebraica.
4 r+1 :

X 1
Siy= \/:% es (v + 1)y — 1 = /x o, elevando al cuadrado, (x + 1Py* — 2(v + L)y + 1 = x = 0,
2

una ecuacion algebraica en y cuyos coeficientes son polinomios en x. Asi, pues, f{x) es funcién algebraica, si
bien no es el cociente de dos polinomios, por lo que es una funcién irracional algebraica.

| 9 I." Si f(x) = cosh x = 4(¢e* + e™*), demostrar que se puede elegir como valor principal de la funcién
L-"reciproca cosh™ x = In (x + /x? — 1), x = 1.
2y =4y —4

Si y = Ye+e ), e*—2ye*+1 = 0. Entonces. mediante la formula, & = ey e

¥EVy'—1. Luego = = In({y =y —1).
Vit — if M =
Como ¥ — Vy'—1 = (y — v'y’—])(y vy 1) = , Se puede también escribir
y+vy—1 ¥+ vVy—1
z==xzh@+Vr—1) o cosh™y = =In(y+ Vy*—1)

Tomando el signo + para definir el valor principal y remplazando y por x se tiene cosh™! x = In (x +

~/x* — 1). Se elige x = 1 para que la funcién reciproca sea real.

LIMITES

10. Si(a) f(z) =22 (b) f(a) :{gg’ ;’:g,demos:mr quelim /(z) = 4.

{a) Hay que mostrar que dado un € > 0 cualquiera se puede hallar un 6 > 0 (que en general depende de e) tal
que |x* —d| < esi0<|x—2| <é
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11.

12.

13.
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Elijase < 1 de modo que D < [x —2[<lol<x<3 x#12.
Luego |2 — 4| =[x — 2)(x + 2)| = [x = 2| |x + 2| < 8]x + 2| < 5o

Toémese para o 1 o bien €/5, segin cudl sea el menor valor. Entonces se tiene |x* — 4| < esiempre que
0 < |x — 2| < & y queda demostrado el resultado.

Es interesante considerar algunos valores numéricos. Si, por ejemplo, se quiere hacer |)\"t — 4| = (0,05,
se puede escoger para & = ¢/5. = 0,05/5 = 0.01. Para ver que esto es asi, nétese que si 0 < |x = 2| < 0,01,
entonces 1.99 < x < 2,01 (x #+ 2) y entonces 3,9601 < x? < 4,0401, —0,0399 <x? — 4 < 00401 y evi-
dentemente [x2 — 4| < 0,05 (x* # 4). El que estas desigualdades se verifiquen también para x = 2 no ¢s
mas que coincidencia.

Si se quiere hacer |x? — 4| < 6, se puede tomar & = 1 con lo que la desigualdad quedara satisfecha.

{h) No hay diferencia entre la demostracion para este caso y la demostracion en (a), pues en ambos casos se

excluye x = 2.

2xt— 613+ 22+3

=1 —8.

Demostrar que lin}
o
Zx' — 6z + 2 +3
=1 e
22t — 6z + 22 +3 _ (228 —4x'—8z—8)(z—1) _
z—1 > z—1 7
2x* — 4x% — 3x — 3 suprimiendo el factor comin x — L # 0.
Hay que demostrar entonces que para todo ¢ > 0 s puede hallar § > 0 tal que [2x* — 4x* —3x 4+ 5| < ¢
s10<|x— 1| <5 Tomando < | setiene 0 <x <2 x# I
Ahora bien, [2x> — 4x* — 3x + 5| = |x — 1| |2x* — 2x — §| < 32x® — 2x — 5| < 8(|2x?| + |2x| + 5) <
(8 + 4 + 5)8 = 175. Tomando para & =l menor valor de los 1 y €/17 se tiene el resnitado pedido.

Hay que mostrar que para todo € < 0 se puede hallar 6 > 0 tal que (—8)| < ¢

si 0 < |x— 1] < 8. Como x # 1 s¢ puede escribir

|z 3]
Sea f(z) ={x—3' x?ag’ (@) Grafo de la funcién. (b) Hallar lim f(z). (¢) Hallar
0, z=3 R
lim f(z). (¢) Hallar ling f(x)-
e -

| — 3| z—3
x—3 x—3

st le—3 _ —(z—3) flz)
Pura x < 3, e e e i

Luego el grafo, que se ve en la adjunta Figura 2-9, f
consiste en las rectas y = 1, x> 3; y= =1, x <3y 1
el punto (3, 0). - l
() Al tender x — 3 por la derecha, fi(x)— 1, esto es,
]ir3n+ flx) = 1, como se ve claramente en ¢l grafo. Para

= 1.

il

(@) Parazx >3,

demostrar esto hay que hacer ver que dado cualquier
€ > 0 se puede hallar un 4 > 0 tal que |[fix) — 1| <€
siempre gque 0 < x — 1 < 4.

Y como x > 1, f{x) = 1 y asi la demostracion con-
siste en la trivialidad de que |l —1l<esif<x—
1<d.

{¢) . Al tender x — 3 por la izquierda, f{x) — —1, es decir, ]i[;’l fix) = —1. Se puede dar una demostracion

I-.—--l-u—-|
|

Fig.2-9

como en (b).
{(d) Comeo liran+ Fx)y + li:;n_ Fx), ]in} fix) no existe.

Demostrar que lim x sen 1/x = 0.
x—=0

Hay que hacer ver, pues, que dado cualguier € > 0 se puede hallar un & > 0 tal que |x sen 1/x — 0| < ¢
si0< |x—0] <d

8i0 < |x] <6, es |xsen I/x| = x| Jsen /x| < |x| < 6. pues |sen /x| £ 1 para todo x # 0.

Tomando § = € se ve que |x sen 1/x| < esi 0 < |x| < &, lo que completa la demostracion.
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14. Calcular im ————.
A0 Tre
Al tender x — 0+ parece que l/x crece indefinidamente, e'* crece indefinidamente, ¢™''* tiende a 0,
1 4+ ¢ '™ tiende a 1; de modo que el limite pedido es 2.
Para demostrar esta conjetura hay que mostrar que dado € > 0 se puede hallar un é > 0 tal que

2 5
‘m = 2‘ < e sl D (o v
g 2 | _ |z—2=2e| 2
S ‘ Tter 2| ‘ 1o PSR

por el B i (8 T gt 1 . o P

51 3 >€, el > E T = > 1n < 1) oasi U(qun(ﬂeul) suponiendo 0 < e < 2.
1 e
Tomando § = m se puede ver que la conjetura queda demostrada si 0 < € < 2, Si € = 2, cual-
n (2/e —

e > s 2
quier valor de ¢ > O servird, pues en tal caso ————— < € para todo x > 0.
¢

+ 1

15. Explicar exactamente qué se entiende por ]irrlx ?_11—)“ = o« y demostrar la validez de este
enunciado. T

Esto significa que para todo numero positivo M se puede encontrar un niimero positivo § {que depende
en general de M) tal que
1

m;‘M 51 0€|x—1[<.8

Mo osi 0<(r—1f<i 0 0<jz—1] <.

" VM

Para demostrar esto obsérvese que (a:i—l)‘ >

Tomando & = 1/ M se tiene el resultado.
sen d

16. Dar una demostracién geométrica de que lim R 1.
g0

Construir un circulo de centro @ y radio 04 = OD = 1, como se ve en la Fig. 2-10. Tomese un punto B
sobre la prolongacion de 04 y un punto C en OD de modo que BD y AC sean perpendiculares a 0D,
Por geometria se ve que

Area del tridngulo OAC < Area del sector Q4D < Area del tridangulo OBD

o sea, que lsen Gcos 0 <30 <itgd 3
Dividiendo por $sen 0,
1 4
05 < &
= sen cos ()
tg ¢
; sen @ 1 sen.q)
o bien cos 0 < <
] cos Z
0 D
¢} cos C
Al tender ' — 0, cos @ — | se tieneé que lim L
a—0
Fig. 2-10

TEOREMAS SOBRE LIMITES

17. Si lim f(x) existe, demostrar que debe ser tinico.

X1 xp

Hay que demostrar que si  lim fiz) =1 y lim flx) =k, e L=
: I—Dzo 1—;:0 52

Por hipdtesis, dado un € > 0. se puede hallar un ¢ > 0 tal que

[flz) — L] < &2 si 0 < |z—m < 8
[flz) — L] < &2 si 0 < Je—m| < 8

195169
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Entonces, segun la desigualdad 2, pagina 3,

-k = L—fl)+fla) =t = |[h—fl)l + [fx)—k] < €2+ 2 = e
es decir, |f, — I,| es menor que cualquier niimero positivo € (por pequefio que sea] y asi, pues, debe ser cero. Con
lo que /, = L,

18. Si lim g(x) = B # 0, demostrar que existe 6 > 0 tal que
lg(z)| > 3%B] para 0 < |z = < 3
Como hm 2(x) = B se puede encontrar é > 0 tal que lg(x) — B| < }|B| para 0 < |x = xo| < 9.

Escrlblendo B = B — g(z) + glx), setiene
Bl = |B—gl)| + lg@)| < 3IB] + lg(2)]

osea|B| < (Bl + lg(z)], de donde lg(=)] > 11B).

19. Dados lnn fle) = y hm g{a:) = B, demostrar que (a) ilm [f(a:)+g(o:)] = A+B,
(b) lim f(:\:) g@) = AB, (¢) hm s l si B#0, (d) lim (‘”} Z si B#O.
T—Zyg ( ) =+ 9‘(
(a) Hay que mostrar que para cualquier € > 0 se puede hallar d = 0 tal que
|[f(z) +g(z)] — (A+B)] < ¢ si 0 < |lz—m| < 3
Mediante la desigualdad 2, pagina 3, se tiene
[[f=) +ax)] — (A+B)] = [[f(z) — A] + [ — Bl = |f(z)— A| + lg(x) — B @
Por hipdtesis, dado € > 0 se pueden hallar 8, > 0 y §; > 0 tales que
|flz)—A] < &2 si 0< |z—m| <8, (£)
|gte) — B| < /2 si 0 < lz—ml <& (G)]

Luego por (1), (2) ¥y (),

@ +o@)] — (A+B)| < e2+e2 = « si 0< |p—m] < 8

siendo & el menor de los 8, ¥y d;.

{b) Se ticne
| f(«) [g() — B] + Blf(=)—A]| 4)
|7(x)] lgtz) — B] + |B| |f(z) — 4]
1) lg®) — Bl + (B} +1) [f(=) — 4]
Como hm f(x) = A se puede hallar 4, tal que [fix) = A| < 1 para 0 < |x — xo| < 8y, 0 sea,

A-1<f {x} P 1, de modo que f{x) es acotada, esto es |f(x)| < P siendo P una constante positiva,
Como lim glx)= B, dado e> 0, se puede hallar un &; > 0 tal que |g{x) — B| < €/2P para

|f(2) g(x) — AB|

IA A Nl

0<|x— x;[‘z 8. . y
Como ‘li*riln f(x) = A, dado € > 0, se puede hallar 5, > 0 tal que |flz)—4] < BT para
0 < |x — xo| < &5
Aplicando éstas en (4) se tiene
[fix) glz) — AB| < P-gp + (Bl+1)- —TI?FT &

para 0 < |x — xo| < 0, siendo J €l menor de los 8,, 8;, 83, con lo que la demostracion queda completa.

(c) Hay que mostrar que para cualquier ¢ > 0 existe un d > 0 tal que

ll 1 @) =B . . . 0<|z—m| <8

v@) B |B] lg(=)]
Por hipdtesis, dado € > 0, hay un &y > 0 tal que
|g(z) — B] < 4B% si 0< |z—axl <85

)
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Por el Problema 18, como lim g{x) = B # 0 se puede averiguar un 8, > 0 tal que

lg(z)] > 1B i 0 < |a—ax| < 8,
Entonces, si § es el menor de los 4, y §; se puede escribir
o lame B L
7= B B[la(@)] 8] "Hgl = e siempreque 0 < |z—axo| <34

lo que demuestra el resultado.

(d) Por las partes (b) y (c),

sl T e = Hlaa goei T snlieag veaen s
lim 055 = lm f@e g = lim f@) e lim s = Avg

Esto también se puede demostrar directamente (Problema 69).
Los resultados anteriores se pueden demostrar también para x — xo+, x = xg—, X — 00, X — —og.
Nota: En la demostracion de (a) se han utilizado los resultados [f(x) — 4| < /2 y |glx) — B| < ¢/2 de
manera que el resultado final fuese [f{x} + g(x) — (4 + B)| < & Desde luego la demostracion seria igualmente
vdlida si se hubiera empleado 2e (o cualquier multiplo positivo de €) en vez de e. Una observacion semejante

vale para las demostraciones de (b), {c) y (d).

20. Calcular los limites siguientes empleando los teoremas:

(a) _lin: (x*—6x+4) = Iin-; LR lin;l (—Bx) + lim 4
X T L T 3

lim z)(lim =) + (lim—6)(lim z) + lim 4
Tk ] Tt I Ftl Topd T T

= (2)2) + (—6)(2) + 4 = —4 z
En la practica se omiten los pasos intermedios

lim (z+3) lim (22—1)

. (x+9Ez—1) _ 23 _ 3
) 31.1,“_11 #+3x—2 lim (z*+ 32— 2) e
3,1
. fwt—8pr+1 . 2—-at
O g I——o
6+~
] x
2+ YNim = o+ Jima
N :-1-1.1 T =1P:ln ﬂ!! th}e :t' i | _2_ s= 1
= e S e
lim 6 + liml+ lim—,3
Zeptn FI T W
por el Problema 19.
@ ]im\f4+h—2 b’ lim\f4+h—2_v“4+k+2
Aeso k T Ao 2 VA+h+2
:]imm=lim~;=_}_=l
opVITR+2)  meVAFh+e  2R2 4
Lo senE e SedE — e SenE . o e =
Wl s E e e s il e R s b =

Notese en (c), {d) y (¢} que si se aplican los teoremas sobre limites indiscriminadamente se obtienen las lla-
madas formas indeterminadas cofoo y 0/0. Para evilar esto, notese que en cada caso se modifica la forma del
limite en forma apropiada. Para otros métodos de calcular limites, véase Capitulo 4.

CONTINUIDAD
21. Demostrar que f(x) = x? es continua en x = 2.
Método 1:
-Segin el Problema 10, lim f(x) = f(2) = 4 y asi f(x) es continua en x = 2.
x—+2
Método 2:

Hay que demostrar que dado une > D cualquicra existe un & > 0 (que depende de €) tal que [f(x} —f@) =
|&* — 4] < e s |x — 2| < 4. La demostracion sigue el esquema dado en el Problema 10.
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22.

23.

24.

25.

26.

27.
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rsenlfx, x+0
!
=15 x=0

de otra manera f(0) para que f(x) sea continua en ¥ = 0?

{a) Demostrar que f(x) no es continua en x = 0. (b) ;Se puede definir

{a) Por ¢l Problema 13, lim f{x) = 0. Pero este limite no es igual a f(0) = 5, de modo que f{x) es discon-
tinua en x = 0. T

(b) Deliniendo f(x) de modo que f(0) = 0. la funcidn se vuelve continua. Por ser la funcion tal que se la pue-
de hacer continua en un punto simplemente definiéndola adecuadamente en ese punto, se dice que el punto
es una discontinuidad evitable.

et —6x2+ a2+ 3
x—1

(1) no existe, de modo que f(x) no es continua en x = 1. Definiéndola f(x) de modo que f(1) = lim f{x}
x=+1

La funcidén f(z) = ;jes continua en x = 1?7

— —8 (Problema 1), se hace continua en x =1, es decit, x = 1 es una discontinuidad evitable.

Demostrar que si f{x) y g(x) son continuas en X = Xg, también lo son (a) fix) + g(x),
fx) - )
(b flx) glx), (e) s Slxo) # 0.
Estos resultados se siguen inmediatamente de las demostraciones dadas en ¢l Problema 19 tomando 4 =
flxs) ¥y B = glxy) y escribiendo 0 < | — x| < & en la forma |x — x| < & para que quede incluido x = xq.

Demostrar que f(x) = x es continua en cualquier punto x = Xg.

Hay que demostrar que dado un ¢ > Qexiste un § > 0 tal que |f{x) — Slxo) = |x — xq| < €5i[x — x| < .
Tomando § = € se tiene este resultado.

Demostrar que f(x) = 2x> + x es continua en todo punto x = Xo.

Como x es continua en todo punto x = x, (Problema 25) también lo son x* x = ¥, oxtex=x Py,
por ultime, 2x* + «x, aplicando el teorema (Problema 24) que dice que sumas y productos de funciones con-
tinuas son funciones continuas.

Demostrar que fi(x) = \f.{ ~5 para 5 = x £ 9, f(x) es continua en este intervalo.
Si x, es un punto cualquiera tal que 5 < xg < 9, entonces lim fix) = lim /x — 5= v X0 =5 = f(xg).
X*Xp X—*Xp

Asi, pues, lim J/x—5=0=f(5)y lim /x — 5 =2 =f(9) que demuestra la continuidad de f(x) =
=5+ L b

/i
W e
Aqui se ha utilizado lim Vf(z) = 4f lim flz) = VF{xa) si fix) es continua en x,. Tambien se puede
‘—030 !—Ogn

demostrar directamente aplicando la definicidn con € y 9.

Para qué valores de x en el dominio de definicion es continua la funcion:

(a) flx) = a:'i i Sof. Para todo x excepto ¥ = +1 {en que el denominador es cero)
dieogx - 3
b fl2) = g Sof. Para todo x
1
(e) flzg) = ——— Sol. Paratodo x > —10
V10 +=
(d) flz) = 10~ ==an Sol. Para todo x # 3 (véase Problema 55)
—1/(z—3)8
(@) f@) = {:]0 1/(z—3)3, :fg Sol. Para todo x. pues lim f(z) = f(3)
o = Tapd
_ &=l
0w = ——
Siz>0, fle) = £=F = 0. Si 50, Jl@) = ”:” = 2. En z=0, f(z) no esta definida.

Asi que f(x) es continua para todo x excepto x = (.
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Eﬂ, z<0
@) flx) ={ f

- z=10

Como en (f), f{x) cs continua para x < 0. Entonces, como

z— |z

lim — i ‘-}-’— = lim2 = 2 = f{0)

Zwp O @ X B— Zep =

se sipue que f{x) es continua (a la izquierda) en x = 0.

De modo que f(x) es continua para todo x £ 0, esto es, en todo punto de su dominio de definicion.

(1) f(x) = x cosec x = = Sol. Para todo x excepto 0, +m, +2rn, +3x,...
Een X
({} fix) = x cosec x, (D)= 1. Como lim x cosec x = lim e S 1 = f{0), se ve que f(x) es con-
x=+0 x—0 SEM0 X
tinua para todo x excepto +m, +2n, +3m, ... [comparar con (4)].

CONTINUIDAD UNIFORME

29. Demostrar que f(x) = x* es uniformemente continua en 0 < x < 1,

Meétodo 1, utilizando la definicidn.

Hay que demostrar que dado cualquier € > 0 se puede hallarun & > Otal que |x? — x| < esix — x| < 4,
londe & solo depende de € y no de x4 con 0 < x4 < 1.

Si x y x; son puntos cualesquiera de 0 < x < 1,

et —2d] = |lztmilr—m] < [1+1]|z—2 = 2|z—m

Asique si [x — xy| < 8 se sigue que [x? — xj| < 24, Eligiendo 6 = ¢/2, se ve que |[x2 — x3| < esi|x — x4 < 8,
donde & depende solamente de € y no de x,. Luego f(x) = x? es uniformemente continua en 0 < x < 1.

Lo anterior s¢ puede aplicar también para demostrar que f(x) = x* es uniformemente continuaen £ x = 1.
Meétodo 2:

La funcién f(x) = »* es continua en el intervalo cerrado 0 < x < 1. Luego por ¢l teorema de la pdgma 26
es uniformemente continua en 0 £ x < 1 y, por tanto, en 0 < x < 1.

30. Demostrar que f(x) = 1/x no es uniformemente continua en 0 < x < 1.

Método 1:

Supongase que f(x) es uniformemente continua en ¢l intervalo dado, Entonces para todo e > 0 debe po-
derse hallar un &, por gjemplo, entre 0 y 1, tal que |[f(x) — flxg)| < €si |x — x| < & para todo x y x, del

intervalo.
Seanz =58 y =u il Luego |z —ao = 5-——8—| =25 < &
1+e 1+e 1-+e
> 1 U ¢ 1 1+e| _ e 3
En cambio, |3 o E—T| =35 > ¢ (puestoque 0 <4 < 1)

Asi, pues, hay contradiccion y se deduce que f{x) = l/x no puede ser uniformemente continua en

0<x=<l.
Método 2:
Sean x, ¥ ¥y + 4 dos puntos cualesquiera de (0, 1). Entonces,
B e | S 8
Hey =t = = 2o (o T 8)

se puede hacer mayor que cualquier nimero positivo eligiendo x, suficientemente préximo a 0. Luego 1a fun-
cién no puede ser uniformemente continua.
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PROBLEMAS VARIOS

31

32.

33.

Si y = f(x) es continua en x = X, ¥ z = g(¥) es continua en y = y, siendo y; = f(x,), demos-
trar que z = g{f(x)} es continua en x = x,.

Sea hA{x) = glf(x)}. Como por hipdtesis f(x) y g(¥) son conlinuas en x, Y yo. respectivamente, se tiene

lim f(z) = f(lim ) = flxd)
i“to

Tt Ty

lim g(¥) 9(,1111: v) = gly) = gif(ze))
Luego
,l.i.rf hz) = }-If’:, g{fiz)} = E{}ln:n f(z)} = g{flz} = hizo)

lo que demuestra que A(x) = g{f(x)} es continua en x = x,.

Demostrar el Teorema 8, pagina 26.

Supéngase que f(a) < 0 y f() > 0. Como f(x) es continua, entonces debe haber un intervalo (a, a + h).
i > 0 para el cual f(x) < 0. El conjunto de puntos (g, @ + k) tiene un mayorante y, por tanto, un extremo su-
perior ¢. Entonces, f{c) = 0. Pero no se puede tener f(c) < 0, porque si f(c) fuera negativa se podria hallar un
intervalo en torno a ¢ {en el cual habria valores mayores que ¢) para el cual f(x) < 0; pero como c es el extre-
mo superior, esto es imposible, y asi, pues, debe ser f(c) = 0.

Si fla) > 0 y f(b) < O se puede emplear un razonamiento similar.

(a) Dada f(x) = 2x3 — 3x% + 7x — 10, calcular f(1) y f(2). (b) Demostrar que f(x) = 0 para

algin numero real x tal que 1 < x < 2. (¢) Mostrar como se puede calcular el valor de x en (b).
(@) fO)=2(1 =301P +7(1) — 10 =—4, f(2)=22)P - 320+ 72)— 10 = 8.

(b) Sif{x)es continuaen a £ x = by si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, hay entonces un valor de x entre
a y b tal que f(x) = 0 (Problema 32).

Para aplicar este teorema basta ver que el polinomio dado es continuo en | < x < 2, pues ya se ha
visto en (a) que f{1) < 0y f(2) > 0. Asi, pues, existe un nimero ¢ entre 1 y 2 tal que f{c) = 0.

(¢) f(1,5) = 2(1,5° = 3(1,5* + 7(1,5) — 10 = 0,5. Aplicando entonces el teorema de () nuevamente se ve
que la raiz buscada estd entre 1 y 1,5 y que «probablemente» estd mas cerca de 1,5 que de 1, pues f(1,5) = 0.5
tiene un valor mas proximo a 0 que f(1) = —4 (ésta no es siempre una conclusion vilida, pero es intere-
sante en ia practica).

Se toma, pues, x = 1,4. Como f(1,4) = 2(1,4)* — 3(1,4)* + 7(1,4) — 10 = —0,592, se concluye que
hay una raiz entre 1,4 y 1,5 que estd probablements mis préxima de 1,5 que de 1,4.
Siguiendo de esta manera se halla que la raiz es 1,46 con dos decimales exactos.

Demostrar ¢l Teorema 10, pagina 26.
Dado cualquier € > 0 se puede hallar x tal que M — f(x) < € por definicion del extremo superior M.
no es acotada y, por tanto, no puede ser continua segun

i
M — fix) M — flx)
el Teorema 4, pagina 26. Pero si se supone que f(x) # M, entonces como M — f(x) es continua, por hipotesis,

1 1
Entonces, ———— > — de modo que
€

1 By 5
se debe tener que Mif{ ) es también continua. En vista de esta contradiccion debe ser f(x) = M para un va-
s 2X

Jor al menos de x en el intervalo.

Analogamente se puede demostrar que existe un x en el intervalo tal que f(x} = m (Problema 93).
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Problemas propuestos

FUNCIONES

35. Dar el dominio de definicion para el cual cada una de las funciones que siguen s real y uniforme:

37.

39.

41.
42,

45.

fa) V(3—x)(2x+4), {b) (x—2)/(x*—4), (¢} +/'sen 3z, (d} logu (x®— 3%* — 4z + 12),
Sol. (@) ~2=x=3, (b) todozx+ =2, () Zme/3=a = (2m+1)a/3, m=0,%1,=2 ...,
(d) >3 —2<z<2
B

si fo) = B u o nallar: (@) AV = 2IOF 3O, ) g @ pee—a)

@ f@)+ 1@, 220 (o) TOZIO o0 ( ppy.

Y 6x—8 5 5 7
Sol. (e} ‘-:é (B) 21—5 (e) 2: k! &"?’EU,E,Z (d) g £ 0,2 (e) h—4’ k0,2
10x+1
(£} et x#—5 2
Si fix)=2x*, 0 < x = 2, hallar (a) el extremo superior y {(#) el extremo inferior de f(x).
Determinar si f{x) alcanza sus extremos. Sol. (a) B, (b) O
Construir el grafo de las funciones siguientes:
e
(@) flz) = |2, —3=2=3 H # donde [x] = mayor entero = z
Ed
b =2-=, 2=g=
L z i @) f@) = coshx
0, =<0
(¢) Flz}) =<4 z=0 ; (h) flzy = ELZ
1, >0 2
—z, -2=z=0 i = ietn e il 1 )
@i il O = = e e—aG=3
2
(¢) Flz) = a?senl/z, 0 () flz) = Si:;i

Construir grafos para (a) x*/a® + y2/b% = 1, () x*fa® — /b2 = 1, (¢) y* = 2px ¥ {(d) ¥ = 2ax — »2, siendo
a, b, p constantes dadas. Si y = f(x) en cada uno de estos casos, ges uniforme f(x)?

(a) A partir del grafo de y = cos v construir el de y = cos™! x. (b) Mostrar graficamente por qué cos™ ! x es
funcién multiforme. Indicar posibles elecciones de un valor principal de cos™! x. (¢) Mediante lo escogido en
(b)hallar cos ="' (1/2) — cos™' (= 1/2). ; Depende el valor de esta funcion de la eleccion de valor principal ? Explicar.

Hacer las partes (a) y (b) del Problema 40 para (a) y = sec™" x, (b) y = col™! x.

Dado el grafo de ¥ = f{x). mostrar cémo obtener el de ¥ = f{ax + &), siendo @ y & constantes dadas. Ilustrar
el procedimiento obteniendo el grafo de
(@) y = cos 3x, (b) y=sen (5x + n/3). (¢} p = tg (n/6 — 2x).

Construir grafos para (g) p= ¢ ¥ (h) v = In x|, () ¥ = e sen x.

Mediante los valores principales. pdginas 22 y 23, calcular:

(a) sen™! ('—\/rj,"?_ () sen'x+cos 'y —1=x=1

(h) tg ' (1) —tg~t(—1) {g) sen~!icos 2x) 0 £ x £ wf2

(e} cot™! [I,-"\/:"%} —cot™! (= 1.-\_."3] {(h) sen™! {cos 2x). n/2 < x = 372

(d) cosh™! \/E (i} tgh (cosech™! 3x), x £ 0

{e) ercohIlE (/) cos(Ztg~'x?)

Sol. (@) —=/3 () —w/3 (7 b)” mls—2x ;.4- l2] ) Lt
(b) w/2 (d) Wm{+vy3E () /2 (h) 22— 3r/2 Lo 1ot

Caleular (o) cos [ senh (In 2)!. (h) cosh™! [coth (In 3)1. Sol. {a) —-V’E,-"Z, {b)In 2
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47.
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{«) Demostrar que tg 1+ cot" ! x = 7/2 si se convienc en tomar como valores principalcs los de la pagina 22,
(b) { Es también g7ty +tg ! (1/x) = n/2? Explicar.

Si f(x) = 127" x, demostrar que fle) + fn) = f(fj:;), estudiando el caso xy = L.

48. Demostrar que tg ' a —tg ' b=cot™! b — cot™! a
49. Demostrar las identidades:
{@) 1 — tgh® x = sech? x, (b) sen 3x = 3 scn x — 4 sen® x, (¢) cos 3x = 4 cos® x — 3 cos X,
(d) tgh +x = (senh x)/(1 + cosh x). {e) In |cosec x — cot \[ In Jtg 3x).
50. Hallar los maximos y minimos relativos y absolutos de (a) flx) = (sen x)fx, f0) = 1] (b) flx) = (sen? x)ix>,
f10) = 1. Estudiar los casos cuando f{0) no estd definida o £(0) esta definida pero es 25
LIMITES
51. Calcular los limites siguientes, aplicando primero la definicion y luego los teoremas sobre limites:
i ke el Va—2 B Ry =16,
@lim@-3+0, © Jmpls @unisp @ mge. ©n
(n 1lm {1 Sol. (a) 2, (B) =1, (o) 4, (d) -1, (o 452, N %
3x—1, <0 A+
52, Sca flz) = <4 0, #=0 . {a) Construir un grafo de f(x).
2¢+5, 2>0
Calcular (b} 11m flz), (o) l:m flz), (D) ‘hm ftz), (o) hm fl=), () hm flz), justificando la respucsta
en cada caso. Sol. (b) 9 (c) —10, (d) 5 (e} —1, (,F) no existe.
s3. Caleular (@) lim [ 100 Oh "y ® lm 1 - f 0=)  gonde fix) es la funcién del Prob. 52.
Sol. (a) 2, (b) 3
54. (a) Si f(x) = x* cos 1/x, calcular I:m f(x) justificando la respuesta. (#) ;Sigue siendo la respucsta de (a) la mis-
ma si se considera f(x) = x? cos I,-'r. x 0, f(0) =27 Explicar.
55. Demostrar que hm 10~ 1==2* = ( aplicando la definicién.
1+ 10 . 2 . S
56. Sea f{z) = '—10':”_" z70, f(0) =4 Caleular  (a) 1‘T+ flz), (b) 11:;1_ flx), (e} hmn flz),  justifi-
cando las respuestas. Sol. (a) 3, (b) —1, (c) no existe.
57. Hallar (@) hm ]-::—[. (B) hm % Iustrar las respuestas graficamente. Sol. (a) 1, (b) -1
58. Sifi(x)esla t‘uncaén deﬁmda en el Problema 56, ;existe hm f(|xi)'? Explicar.
59, Exphcar lo que se entiende exactamente al escribir:
- 1 — 'y — —eo 2_—_"__5 3
(a) hm (:\: 3]’ S i () =1_1.T+ A=en) = i () hm 3x—2 3
60. Demostrar gue (@) lim 107% = 0, (b) lim S0EE —0)
oo et o
61. Explicar por qué (a) lim sen x no existe, (b) im ¢7* sen x existe.
62. Si flx)= 3” +5‘1]l’ calcular (a) ‘lim flx), (B ,]im flx), (¢) 1il‘€].+ flz), (d) 12131_ flz), (e) limo fiz).
Sof. (@) 2, (b) 1/6, (c) 2, (d) 1/6, (e) no cxiste
63. Si [x] = mayor entero = X, calcular  (a) HT x =[x} &) Iirzn {x — [x]} Sol. (@) 0, (b) 1
+ x—+1-
64. Si lim = A, demostrar que l 12 = 42 N R
i ,;1.,“,“} que (a) lim () = 4%, () lim Yfix) = YA
i Que gcnerahzac;oncs pdrecen vcrdaderas? iSe pueden demos(rar"
65.

Si ’lm'xl fix) = ¥ hm g(x) = B, demostrar gue
(o) l:m {flz) —g(z)} = .4. B, (b) hm {af(x)+ bg(x)} = A+ bB donde d,b = constantes.




CAP. 2] FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD 39

66.

67.

i | (3% + 2)(6x — 3) x¥ —he43
. (8x—1)(2z + 3) B) /10
&) Im o %) 4z +5) (8) 3
: 3z 2x
@ ,ll‘l‘ﬂ(x—1 z+1) et
1 1 2
() 11_.11'; r—1\z+3 3x+5) ( Mes
-2
68. Calcular lim ———-—ﬁH (Sugerencia: Sea 8 + h = ) Sol. /12
-0
69. Si lim flz) = A y lim g(x) = B # 0, demostrar directamente que llm fﬁ-—) =L
-"-—C'zn !—vlo
70, Dado 1im ge:_ﬂ: = 1, caleular:
sen3x . 1-—Tcosx . Bxr —senZx . 1—2cosx + coslx
o) e = Gl (e) 1im 52+ 3 sendx (g} Jiro o
() lim 1—cosx (d) lim (x—3) cosec v&  (f) lim cos azx —, cos bx (R lim 3senwx —! sen 3rx
Tep O T Ty d T O xT I g *
Sol. ()3, (8)0, (&) 1/2, (&) —1/=. (e) 2/7, () L(b*—a?), (g) =1, (B) 4«
7. Si Ii11r}'-8-=—:u:E = 1, demostrar que:
A e e ooat==ht Lo e : . lghaz _
(a) lz-r’r:, e b—a; () I’m Fmaeee In 5 @ b > 0; (e) 11:3 e TE .
72. Demostrar que lim f(z) = [ si, y solosi, lim flx) = lim flz) = L
f—b!n S—DJ'Q Z-bl'n'
CONTINUIDAD
73. Demostrar que f{x) = x> — 3x + 2 s continua en x = 4.
74. Demostrar que f(x) = 1/x es continua (a) en x = 2, P)enl s x =3
75. Estudiar la continuidad de las funciones siguientes en los puntos que se indican:
@ f) = EDZ; gotp, f(0)=0; 2=0 @ fla) = =55 ow2, f@)=8; =2
(b} flz) = «—|=|; =0 _ f(senmz, D<z<1 o
W)= Inx 1<g<g’ =k
Sol. (a) discontinua, (h) continua, (¢) continua, (d) discontinua
76. Si [x] = mayor entero £ x, estudiar la continuidad de flx) = x — [x] en el intervalo (g} 1 <x <2,
M l1=sx=2
77. Demostrar que f{x) = x* ¢s continua en tod» intervalo finito.
78. Si f(x)/g{x) y glx) son continuas en x = x,, demostrar que f(x) debe ser continua en x = Xg.
79. Demostrar que f(x) = (tg”"' x)/x, f(0) = 1 es continua en x = 0.
80. Demostrar que un polinomio es continuo en todo intervalo finito.
81. i f(x) y glx) son polinomios, demostrar que f{x)/g(x) es continua en cada punto x = x, para el cual gxy) + 0.

Si los limites de f{x), gix) y Alx) son 4, B y C. respectivamente, demostrar que;

() ;H“: {flz)+ gla) +h{z)} = A+B+C, (b) lm;. f(x) glx) h(x) = ABC. Generalizar estos resultados

Calcular aplicando los teoremas sobre limites:

i {——M-— - —Ei} Sol. (a) —8/21
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82.

FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD [CAP. 2

Dar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

x g =
(a) flx) = w—2ie—4) (¢) flz) = V'(x—IS)(G—a: , 3=x=6
(®) fla) = a*sen 1z, w70, JO)=0 @ @) = T s

Sol. (a) x =2,4, (B) hay, (¢) hay, (d) & = Te/6 = 2mm, 11r/6 % 2mr, m=0,1,2,...

CONTINUIDAD UNIFORME

83.

B4,
8s.

86.

Demostrar que f(x) = x° es uniformemente continua en (a) 0 < x < 2, {#) 0 £ x £ 2, (¢) todo intervalo finito.
Demostrar que f(x) = x> no es uniformemente continua en 0 < x < 0.

Si a es constante, demostrar que f(x) = 1/x? es (a) continua en a < x < o0 si ¢ 2 0, (b) uniformemente conti-
nua en g < x < 20 si a > 0, (¢) no es uniformemente continua en 0 < x < 1.

Si fix) y g(x) son uniformemente continuas en el mismo intervalo, demostrar que (a) f{x) * g{x) v (b) flx)e(x)
son uniformemente continuas en el intervalo. Enunciar y demostrar un teorema semejante para fix)/g(x).

PROBLEMAS VARIOS

87.
88.

9.
92,

93.

Dar una demostracion «e, é» del teorema del Problema 31.

{a) Demostrar que la ecuacidn tg x = x tienc una raiz real positiva en cada uno de los intervalos n/2 < x < 3m/2,
Inf2 = x < 5mf2, Smf2 = x < Tmf2, ...

() Nustrar el resultado anterior graficamente construyendo los grafos de y = tg x y de y = x y situando sus pun-
tos de interseccion.

(c) Determinar el valor de la menor rajz positiva de tg x = x. Sol. (¢) 4,49 aproximadamente

Demostrar que la iinica solucion real de sen x = x es x = 0.
(a) Demostrar que cos x cosh x + 1 = 0 ticne infinitas raices reales.

(b)) Demostrar gque para valores elevados de x las raices son aproximadamente las de cos x = 0.

-
Demostrar que lim LSEM
40 sen @

= 0

Suponiendo que f(x) es continua en x = X, y que f(x,) > 0, demostrar que existe un intervalo (x, — #, x4 + 4)
con h >0, en el cual f(x)}> 0. (Véase Teorema 5, pagina 26.) [Sugerencia: Mostrar que puede hacerse

V[x] _f{xoli < 3f(x5) ¥ luego que f(x) = f(xo) — lf(x) = f{xu)| > 3f(xg) > 0.]

{¢) Demostrar el Teorema 10, pagina 26, para el extremo inferior m (véase Problema 34). (b) Demostrar el Teo-
rema 9, pdgina 26, y explicar su relacion con el Teorema 10.



Capitulo 3

Sucesiones

DEFINICION DE SUCESION

Una funcién de variable entera positiva (natural) denotada f(n) o bien u,, con n=1,2,3,...,
se¢ llama sucesion. Asi, pues, una sucesién es un conjunto de numeros u;, u,, u3, ... en un
orden definido (esto es, en correspondencia con los numeros naturales) y construidos de acuerdo
con una ley definida. Cada numero de la sucesion es un término; u,, es el término n-ésimo. La sucesién
serd fimita o infinita segin que haya o no un numero finito de términos. La sucesion uy, us, s, . . . s¢
denota brevemente por {u,}.

Ejemplos. 1. El conjunto de niimeros 2, 7, 12, 17, . . ., 32 es una sucesion finita, el término n-€simo viene
dado por u, = fn) =2+ 5 —1)=5n—3, n=1,2,...,7

2. El conjunto de mimeros I, 1/3, 1/5, 1/7, . .. es una sucesién infinita de término n-ésimo
U, =1/2n—1), n=1,2,3, ...

Si no se dice otra cosa, las sucesiones de que aqui se trata son infinitas.

LIMITE DE UNA SUCESION

Se dice que un nimero / es el limite de una sucesion infinita u;, uy, us, . . . si para todo nimero po-
sitivo € se puede hallar un numero positivo N que depende de e tal que |u, — /| < € para todo entero
n > N. En tal caso se escribe lim w, = L

A—*a

Ejemplo Siu, = 3 + I/n = (3n + 1)/n, la sucesion es 4.7/2, 10/3, . . . y se puede mostrar que n}_igi =

Si ¢l limite de una sucesién existe, 1a sucesién se dice convergente; si no, se llama divergente. Una
sucesion puede converger solamente hacia un limite, es decir, que si el limite existe es unico. Véase Pro-
blema 8.

Una manera mds intuitiva, pero menos rigurosa, de expresar este concepto de limite consiste en
decir que una sucesion iy, U5, i3, . . . tiene un limite [ si los términos sucesivos van quedando «mds y
mas cerca» de . A menudo se empiea esta manera de ver para «conjeturar» ¢l valor del limite, después de
lo cual se aplica la definicién para ver si la conjetura es realmente correcta.

Son de observar las semejanzas y las diferencias entre limites de funciones y limites de sucesiones.
Al definir lim f(x) = /, el limite / se alcanza para todas las posibles maneras de tender x a infinito. Al

X=roD
definir lim f(n) = I, el limite / ha de existir solamente para una cierta manera de tender al in-
Hran

finito, o sea, por los enteros positivos. Hay otras posibilidades, desde luego; por ejemplo, en ciertos
casos, puede ser interesante considerar el limite de f(x) al tender x a oo (0 a cualquier nimero x,) por
una sucesion de numeros racionales.

TEOREMAS SOBRE LIMITES DE SUCESIONES

Si limae.=4 Yy lim b, = B, entonces,

1. lim(a.+bs) = lima, + limb, = A+ B
2. lim {an_bn) = lima, — limb, = A—B

n=% Tt @ =g

41
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3. lim(eaby) = (limas) (limb,) = AB
Lim® = EE - s mh=Bno
SiB=0 y A=+0, ,].I'..nlb_n no existe.
Si B=0 y A4=0, 11_{11?3-—:- puede o no existir.
5. El_.n;la e = 11_1:1;1° au)" = AP, para p = cualquier real si 4 existe.
6. limp» = pim® b = .»p'r",'. ' para p = cualquier real si p* existe.

e+ m e

LIMITES INFINITOS
Se escribe lim a, = oo si para todo nimero positivo M se puede hallar un nimero positivo
N (quedepende de M jtal que @, > M para todo n > N. Andlogamente, se escribe lim a, = —oc si para

n—+oo
todo nimero positive M se puede hallar un numero positivo N tal que @, < —M para todo n > M.
Téngase muy en cuenta que o0 y — ¢ no son niimeros y que las sucesiones no son convergentes. La ter-
minologia que se emplea no hace mds que indicar que la sucesion diverge de algin modo.

SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS

Siu, < Mparan= 1,2, 3,...con M constante (independiente de n), se dice que la sucesidn {u,}
es mayorada acotada supenormeme y que M es un mayorante. Si u, = m la sucesioén es minorada y m es
un minorante™.

Sim £ u, £ M la sucesion se dice acotada, lo que se indica a menudo con ]u,,| < P. Toda suce-
sion convergente es acotada, pero la reciproca no es necesariamente cierta.

Siu,y, 2 u, la sucesion se llama mondtona creciente; si u, .| > u, se llama estrictamente creciente.

Analogamente, si #,.; = u, la sucesion se llama mondtona decreciente, y Si U, < u,'es estrictu-
mente decreciente,

Ejemplos. 1. La sucesion 1, 1,1, 1,11, 1,111, ... es acotada y mondtona creciente, siendo cstrictamente
creciente.

2. Lasucesionl, —1,1, —1, 1, ... es acotada pero no es monotona ni creciente ni decreciente.

3. La sucesion —1, —1,5, =2, —2,5, —3, ... es mondtona decreciente pero no es acotada, si

bien es mayorada.

El siguiente teorema es fundamental y se relaciona con el de Bolzano Welerstrass {Capitulo 1, pa-
gina 5) que se demuestra en el Problema 23. I
Teorema. Toda sucesion mondtona acotada (creciente o decreciente) tiene un limite.

EXTREMO SUPERIOR Y EXTREMO INFERIOR DE UNA SUCESION

Se dice que un nimero M es extremo superior de una sucesion {u,} siw, = M, n=1,2,3,...¥
existe al menos un término mayor que M — € para todo € > 0.
Se dice que un niimero 777 ¢s extremo inferior de una sucesion {u,} siu, = m,n = 1,2, 3, . . .y existe

al menos un término menor que /# + € para todo € > 0.

* Llamabase cotas superiores los mayorantes y cotas inferiores los minorantes en la antigua nomenclatura. (N. del T.)
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Compdrese con la definicién de extremos superior e inferior de conjuntos de niimeros en general
{pagina 5). :

LIMITE SUPERIOR, LIMITE INFERIOR

Se dice que un numero [es limite superior (lim sup o lim) de la sucesion {u,} si hay infinitos térmi-
nos de la sucesion mayores que I — € y solo un nimero finito de términos mayores que I + ¢, para todo
€ positivo.

Se dice que un numero / es /imite inferior (lim inf o lim de la sucesién {t,} si hay infinitos térmi-
nos de la sucesion menores que / + € y solo un nimero finito de términos menores que ! — ¢, para todo
€ positivo.

Estos limites corresponden a los puntos limites minimo y méximo de los conjuntos de niimeros
en general,

Si hay infinitos términos de {u,} que superan a todo niimero positivo M sc define lim sup {u,} = oo,
Si hay infinitos términos de la sucesidn menores que — M, siendo M cualquier niimero positivo, se de-
fine lim inf {u,} = —oo.

Si lim u, = oo, se define lim sup {u,} = lim inf {#,} = co.
Si lim 4, = —oo, se define lim sup {u,} = lim inf {1} = — .

Si bien no toda sucesion acotada es necesariamente convergente, siempre tiene un lim sup y un
lim inf finitos.

Una sucesién {u,} converge si, y solo si, lim sup u, = lim inf %, es finito.

ENCAJES DE INTERVALOS
Considérese un conjunto de intervalos [a,, b,], n = 1,2,3, ..., tales que cada intervalo estd con-
tenido en el precedente y que lim (a, — ,) = 0. Tales intervalos forman lo que se llama un eneaje.

Se puede demostrar qué a todo encaje de intervalos corresponde un niimero real tinico, 1o cual
se puede aplicar para demostrar el teorema de Bolzano-Weierstrass del Capitulo 1. (Problemas 22 y 23.)

CRITERIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY

Este criterio enuncia que una sucesion {u,} converge si, y solamente si, para cada € > 0 se puede
encontrar un nimero N tal que |4, — u,| < € para cualesquiera p, ¢ > N. Este criterio tiene la ventaja
de que no es preciso conocer el limite / para demostrar la convergencia.

- SERIES
Sea wuy, uy, us, . .. una sucesién dada. La nueva sucesion S, S5, 85, ... con
Stz So=witus, Si= Uit Uzt Us, ..., Se= Uttt Ust oo+t

siendo, pues, §,, la n-ésima suma parcial, suma de los primeros n términos de la sucesion {u,}.
La sucesion §;, §,, S, ... se simboliza por

U+ tuat ... = Zun
n=1

que toma ¢l nombre de serie. Si existe lim S, = S, Ia serie se dice convergente y S es su suma; en caso

A= oo
‘contrario se llama divergente.
Un estudio més detenido de las series y otros temas relacionados con las sucesiones se encuentra

en ¢l Capitulo 11.
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Problemas resueltos
SUCESIONES
1

LIMITES DE UNA SUCESION

3.

Escribir los primeros cinco términos de las sucesiones siguientes:
yi

2n—1 135 7 9
(“’){3:-1+2} Sol- £ 5 11 110 17

—{—1)* 2 2 2
u,—)} Sol. & 0, ':3-“ VB

—1)n=1 L, ey
( 1)”.2?‘} cO e 1 1 1

2' 2+47 2+4+6’ 2-4+6+87 2+4°6+8-10

TV, 3F 51 G gy

{d){%+%+%+---+$} Sol b d+h dtith dHivEba it ht At

(_l)k—lzn-t} o &) A 5 g o

Sedefinen! =1:2:3+4---n Asique 1! =1,31=1-23=6.51=1-2-3-4:5= 120, etc. Se
define asimismo 0! =

Dada la sucesién 1, 16, 81, 256, . . . para encontrar el 5.° término, ;cudl de las expresiones siguien-
tes se debe aplicar: (@) u, = n*. (b) u, = 10n®> — 350> + 50n — 249

Siu, = n*, entonces u; = 1* = 1, u, = 2* = 16, uy = 3* = 81, u, = 4* = 256, lo que concuerda con los
cuatro primeros términos de la sucesién. De modo que entonces el 5.° término €5 us = 5% = 625.

Si u, = 10n® — 352 + SO0n — 24, resulta u; = 1, u, = 16, uy = 81, u, = 256, que concuerda también
con los primeros cuatro términos dados; y entonces ¢l 5.° término seria ug = 601.

Ambas formulas son, pues, correctas. Esto no significa sino que un niimero finito de términos de una suce-
sién no define univocamente ¢l n-ésimo término y de hecho son posibles infinitos términos n-ésimos diferentes. x

El término n-ésimo de una sucesion es u, = i = ;f (@) Escribir los términos 1.°, 5.7, 10, 100, 1000,

10.000 y 100.000 en forma decimal. Conjeturar el limite de esta sucesién para » — co. (b) Aplicando
la definicion de limite comprobar si la conjetura en (a) es correcta.

(a) n=1 n=2>5 n=10 n=100 - »n= 1000 n = 10.000 n = 100.000
0,22222 . .. 0,56000 . . . 0,64444 . . . 0,73827 . .. 0,74881 . .. 0,74988 . . . 0.74998 . ..
Una buena conjetura es que el limite sea 0,75000 . . . = 3. Nétese que un posible limite solo puede ser

aparente para valores suficientemente grandes de n.

() Hay que mostrar que para cualquier € > 0 (por pequefio que sea) existe un nimero N (que depende de €}
tal que |u, — 3| < € para todo n > N.

3n—1 3 —19 =i 19 ;
Enmnces in T 5 | |4(4n+ 5 s A +5) < e O sed, |
4{dn+5) d 19 1/19 _ &
e o nts > -, n > 4<—4! 5) S\

Tomando N = §(19/4e — 5), se ve que |#, — 2| < € para todo n > N, de modo que lim u, = 3. lo cual
completa la demostracion.

Obsérvese que si € = 0,001 {por gjemplo), N = $(19000/4 — 5) = 118625, lo que significa que todos
los términos de la sucesién posteriores al de orden 1186 difieren en valor absoluto de £ en menos de 0,001.
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: ¢ 5

4. Demostrar que lim — =0 con ¢#0 y p> 0 constantes.
n—~x H

Hay que mostrar que para todo € > 0 hay un numero N tal que |cin? — 0| < € para todo n > N.

e lel

Up tip
Ahora |—| e s = <gOscant > l%i o n> (’ﬂ) . Tomando N = (M> (depende,
€ €

pues. de €). se ve que |¢n"| < e para todo # > N. lo que demuestra que lim {(¢/n?) = 0.
.o 1+2-10° 2
5. Demostrar que lim z—4——— = .
4 b 5+ 3 * 10“ 3

Hay que mostrar que para todo € = 0 existe un namero N tal que % - %‘ < e paratodon > N.
e 2 == 3 T :
E B L | CE e T S, 21 Soein i e ;
ntonces, =T 308 3| ‘3(5 3107 < & si 36 F 3109 < ¢ ©seca,si

25 + 3+10% > 1/e,  3:10° > T/3e—5, 10" > L{(7/3—5) o =n > logu{}{7/3—5)} = N,

lo que demuestra la existencia de N y del limite dicho.
Obsérvese que el valor de N anterior es real solamente si 7/3e — 5 > 0, o sea, 51 0 < € < 7/15. Si e = /15,
14+ 2-10" 2

se ve gue e < ¢ paratodon > 0.

6. Explicar con precisién el significado de (@) lim 82271 = w0, (b) lim (1 —2n) = —e.
e =
(@) Sipara todo niimero positivo M se puede hallar un namero positivo N (que depende de M) tal que g, > M
para todo n > N, se escribe lim @, = o0,

n—

Enestecaso, 3" '>M S (2n—1)log3 > log M, 05ea,n > } I}igg‘;f + 1) = N.

(p) -Si para todo nimero positivo M se puede hallar un niimero positivo ¥V (que depende de M) tal que a, < — M
para todo n > N, se escribe lim «, = —0.

n—~x

Eneste caso, | —2n< —M si2n— 1> M, osea, n>HM + 1) = N.

Téngase en cuenta que el empleo de las notaciones oo y — 20 para limites no quiere decir de ningin modo
que las sucesiones dadas son convergentes, pues = y —oC no son numeros. Estas notaciones solo indican
que las sucesiones divergen en alguna manera.

7. Demostrar que lim x" = 0 si |[x| < 1.
| S~ 4] .

Meéiodo 1.
Si x = el resultado es obvio. Para x = 0 hay que demostrar que dado un € > 0 existe un N tal que x| <€
para n > N. Como |¥"| = |x|" < € si n log;q [¥] < log,q € Dividiendo por log,q |¥|. que es negativo, resulta
logo € .
n o N, lo que demuestra el resultado dicho.
logyg ||
Método 2:

Sea |x| = 1){1 + p), con p > 0. Por la desigualdad de Bernoulli (Prob. 31, Cap. 1) se tiene

|| = |x]" =1 + p)" < /1] + np) < ¢ paratodon > N. Asi, pues, lim x" =0

TEOREMAS SOBRE LIMITES DE SUCESIONES |

8. Demostrar que si lim u, existe, es tunico.
H—oan
Hay que demaostrar que si hm w, =/, y lim u, = . es {;, = .
—~an R—*an
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Por hipétesis, dado € > 0, existe un N tal que

|un—b| < 4e para n>N, |n—1f| < Je¢ para n>N
Entonces,
=1 = ill_m+un'_£$l = lll—ﬂnl']'ht.—lz] < %é-l'%e = e

esto es, |{; — I| es menor que cualquier positivo € (por pequefio que sea}y, siendo entonces cero, se tiene /; = 1.

9, Si lim a,— A y lim b, = B, demostrar que lim (4, + b,) =4 + B.
n—+o Rt n—+om
Hay que demostrar que para todo € > 0 se puede encontrar un N > 0 tal que f(a, + b,) — (4 + B)| < e
para todo n > N. Por la desigualdad 2, pagina 3, se tiene

l{gn+ba) —(A+B) = |(aa—A) + (b.—B)| = lan—A| + |b.— B| (1)

Por hipdtesis, dado € > 0, existen N, y N tales que
|aa— A| < }e para todon>Ni @
|bs — B] < }e paratodon > N: (8)

De (1), (2) y (3) resulta
l{an+bs) — (A +B)| < fe+ e = ¢ pPara todon>N

e
tomando para N el mayor de los Ny y N, lo cual demuestra lo dicho.

10. Demostrar que una sucesidn convergente es acotada.

Dado lim a, = 4 hay que demostrar que existe un nimero positivo P tal que |a,| < P para todo n.
n=om
Se tiene
|as] = |aa—A+A] S Jaa—A| + 4]

Pero, por hipétesis, existe un N tal que |a, — A| < e para todo n > N, esto es,
|es| < e+ |A] paratodo n>N

Se deduce que |a,,] < P para tode n si se elige para P el mayor de los nimeros a,, dz, - - .. Qnn € T | ).

b,| > %|B| para todo n > N.

11. Si lim b, = B + 0, demostrar que existe un nimero N tal que

R0
Como B= B — b, + b, setiene: (1) |B[S|B—a,]+ |B2).
= |b, — B| < 3|B| para todo n > N, pues lim b, = B por

Se puede entonces elegir N tal que |B — b,

hipotesis.
Luego por (/). |B| > 3|B| + |b)| o bien |b,

> 4|B| para todo n > N.

12. Si lim @, = 4 y lim b, = B, demostrar que lim ab, = AB.

n—+oo H—* @ R

Se tiene, por el Problema 10,
|aa| [ba— B| + |B||z.—A] (1)
Plb.—B| + (|B| +1)]a.— 4|

lanba—AB| = |aa(bs— B) + Blas— 4)|

liA A

Pero como lim a, = A y lim b, = B, dado un € >0, ¢s posible hallar N, y N, tales que

Ao Ao @m

—— Tl 5 st I Einam B a1
|b.—B| < 55 Ppara todon > N, le.—4| < B 11 para todo n > N,

a,b, — AB| < %e + %e = € para todo n = N, siendo N el mayor de los N, y Ny, lo

Por tanto, segin (1),
que demuestra el resultado.
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13. Si lima.=4 vy

Timt 0

lim b, = B # 0,demostrar () lim

A= =+ 05 bﬂ

=2, (®) lim

Tl
(@) Hay que demostrar que para todo € > 0 existe N tal que

st para todon > N

Por hipétesis, dado un € > 0. existe un Ny tal que |b, — B| < LB% para todo n > Ny
B # 0 existe un N, tal que |b,| > 4|B]| para todo n > N, (véase Pro-

Asimismo, como lim b, =

blerna 11).
Luego si N es el mayor de los N, v N; se puede escribir (7) como
d - B?
e b, — B i € para todo n
b. B |B] [ |B| -4 |B]

lo que concluye la demostracién.

(6) Por la parte {a) y el Problema 12 se tiene

oo it

lim (a o T
Ry - bl

i

Lo cual también se puede demostrar directamente (véase Problema 41).

lim &= =
amvw D

Qn

ba

>N

A
B

47

(1)

: | ;
14. Calcular, mediante los teoremas sobre limites:

T o B ) R L i |

nesw D0+ 20— 6 __,f‘*"" 5+2/m—6/n 5+0+0 Sy

nnt2) R 1+1/n+ 2/
Wl { w1 @F1] T M\ er@en) - B\ T uma e
Vel P g TPINE
A+0-0+0
{0 lim (Vadl—vm) = him (AFioymYitltve _ 0 1 0
j L] oo mi.;.ﬁ nﬂmm-{-ﬁ

T L e S 3+ 4/n >

0 T e = lmge
Como los limites de numerador y denominador son 3 y 0, respectivamente, el limite no existe,
I +4n 3E 3 : ; = W i 81
Como S > T se puede hacer mayor que cualquier niimero positivo M eligiendo
Pl — "
F L 3P+ dn
n > N, se puede escribir, pues, lim ﬁ =G
Tt

oo o 3NC T re 2 g/ feNS | 4p
&) ..I.]P:,<3n+’i') = (..li“l 3+7m>___ SkaEl

: 2n® — 4nt S 2/n? — 4/t SO
B e g = 0

S L )1 102412 L2
(g} R.nl o -}Lnl ssi0-% 3 — 3 (Comparese con el Prob. 5.)

SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS

_2n—7

15. Demostrar que la sucesidon de término r-csimo Lo e

(¢) es mondtona creciente,

(b) es mayorada, (c) es minorada. (d) es acotada, (¢) tiene un limite.

(@) {u,} es mondtona creciente si ooy =y, 1=1,2,3,.... Ahora bien,
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2n+1)—7 _ 2n-—-1 ! : Zn—5 _ 2n—7
T e e Zn+5 ~ Gn+te

o (En—5}3n+2) = Zn—T)Bn+5), 6n*—1ln—10 = 6n*—1ln— 35,0 sea.—10 = —35, que

es cierto. Asi que invirtiendo los pasos con las desigualdades se ve que {u,} es mondtona creciente, y como
—10 > —35, la sucesion es estrictamente creciente.

(») Escribiendo a lgunos términos de la sucesion, parece que un mayorante de la misma es 2 (por ejemplo). Para
demostrar esto hay que hacer ver que #, = 2. 8i (2n — 7)/(3n + 2) £ 2, entonces 2n — 7 < 6n + 4, ©
sea, —4n < 11, lo cual es cierto. Invirtiendo los pasos se demuestra, pues, que 2 es un mayorante.

(¢) Como esta sucesion es monodtona creciente, el primer término — 1 es un minorante, estoes, u, = —1,n = 1, 2,
3, .... Cualquier nimero menor que —1 es también un minorante.

(d) Como la sucesion es mayorada y minorada, es acotada. Asi, por ejemplo, se puede escribir |u,,| = 2 para
todo n.

(e) Como toda sucesién mondtona (creciente o decreciente) y acotada tiene un limite, la sucesién dada tiene

i E 1 2—=1n _ 2 T

un limite. En efect llm i im
: GieCI0, w3nTZ  axwdF2m 3"

16. La foérmula recurrente u,,, =./3u,, u; = 1 define una sucesién {u,,}
(a) Demostrar que ]1rn u, existe. (b) Hallar este limite.
(@) Los términos de la sucesion son wy =1, e = V3w = 3", s = V3up = 3V,

El término n-ésimo esta dado por #, = §V/2HIM4L .11 ="' como se puede demostrar por induccién
matematica (Capitulo 1).

Es obvio que u,.; 2 u,, luego la sucesion es mondtona creciente.

Por el Problema 14, Capitulo 1, 1, < 3' = 3, esto es, #, es mayorada. Luego u, es acotada, ya que

CErO €5 un minorante. ; :
Existe, pues, un limite ya que la sucesion es acotada y mondtona creciente.

(b) Sea x ese limite. Como lim u, . = Ilm \/ 3u,, se tiene x = ./3x y x = 3. (La otra posibilidad, x = 0,
[ 2a g o
se excluye porque w, = 1.)

=1 » = n
A & 1—-1/2 i 1—1/2
Otro método: lim Y i = lim 3 o AR g g

17. Verificar la tabla siguiente:

— e [t s Mimteme ] B
2,19,18,1,7, ...,2— (n—1)/10 ... No No 8i No
e W e S ] D e Si No No No
L=1,4 =1, ., ()" YmtD), . Si No No Si (o)
0.6,0,66,0,666, ..., 2(1—1/10%, ... Si Si No Si (3)
—1, +2, =8, +4, =5, ..., (=1)"n, ... No No No No -

"
7 1
18. Demostrar que lim <1 + E) =
Por el teorema del binomio, s n es entero positivo (véase Problema 95, Capitulo 1),
n(n2T 1) iy nin— 13)‘(1@—2) o nin—1)-n—n+ 1)

il =

I+ = 1+ uax £

Haciendo # = 1/n,
= (1_1_%) 14+ n%-}- an—1) 1 T nfn—1)-- {n nt1) 1

2! nt n*

1+1+~—1"“) 3*(1_ )( )
Sl

)
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Puesto que cada término a partir del tercero en la dltima expresidn es funcidn creciente de n, se sigue que la su:
cesidon u, €5 monotona creciente.
Es claro también que

1 1.1 1 . gLk e 3
(1+;) S Atltmdt oy < 1Hldptat o tgs

por el Problema 14, Capitulo 1.

Asi, pues, u, es acotada y mondtona creciente y, por tanto, tiene un limite que se denota por ¢, constante
cuyo valor es.e = 2,71828 . . ..

z
7 1 - ; .
19. Demostrar que lim{ 1+ % e, para cualquier manera de tender x — co (es decir, no ne-
i )

cesariamente por enteros positivos como en ¢l Problema 18).
=+l
Sin=maycrenteroé_x.ésng_\-gn+ly ( n+1) <1+ )§(1+%).
e im(1+54) = im(1eade) /(4
y 11111( ) = lim(1+= )( )

se sigue que lim (1 +;> o= — =5

1 L]

= &

\_..,\ II

Tes o

EXTREMO SUPERIOR, EXTREMO INFERIOR; LIMITE SUPERIOR, LIMITE INFERIOR

20. Hallar (a) extremo superior, (b) extremo inferior, (¢) lim sup (lim) y (d) lim inf (lim) para la su-
cesion 2, -2, 1, —1, 1, =1, 1, —1,
{a) extremo superior = 2, pues todos los términos son menores o iguales a 2, en tanto que hay al menos un
término (el primero) mayor que 2 — € para todo € > 0.

() extremo inferior = —2, pues todos los términos son mayores o iguales que —2, en tanto que al menos un
término (el segundo) es menor que —2 + ¢ para todo € > 0.

{¢) lim sup o lim = 1, pues hay infinitos términos de la sucesién mayores que | — ¢ para todo € > 0 (todos
los 1 de la sucesion) mientras que solamente un numero finito de términos son mayores que 1 + ¢ para todo
€ > 0 (el primero).

(d) liminfolim = — 1, pues hay infinitos términos de la sucesidn menores que —1 + € para todo € > 0 (todos
los —1 de la sucesion) mientras que solo un nimero finito de términos son menores que —1 — € para todo
€ > 0 (el segundo término).

21. Hallar (a) ¢l extremo superior, (b) el extremo inferior, (c) el lim sup (lim) y (d) el lim inf (lim) de
las sucesiones del Problema 17. T

Los resultados se ven en la tabla siguiente:

— e e
2,19,18, 1,7, ..., 2~ (r—1)/10 ... 2 sin —w —w
L=t b=, i (R, wu 1 -1 1 -1
Lo~h B=L o (CU YA, SO -3 0 0
0,6, 0,66, 0.666, ..., $(1—1/10%), ... 3 6 3 3
—1, +2, =8, +4, =5, ..., (=1)*xn. sin sin 4= —=
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ENCAJES DE INTERVALOS

22. Demostrar que un conjunto de intervalos encajados [a,, b,]. n = 1,2,3,.. ., determina un nu-
mero real.

n—+on

Por definicién de encaje de intervalos, g,vy Z tp by = b, n=1.2.3,... ¥ lim (a, - h)=0.
1

Luego a; £ 4, = b, = b, y las sucesiones {a,} y {b,} son acotadas y monodtonas creciente y decreciente,
respeclivamente. y, por tanto, convergen hacia a y &.
Para demostrar que ¢ = b obsérvese que

b—a (b—b,) + (ba—a.) + (a.—a) (1)
lb—a]l = [b—bd + [Ba—a + leu—g] @

Como dado cualquier € > 0, existe un N tal que para todo n > N

b= bl < /3, b —a. < ef8,  loa—a| < 3 ()

de modo que por (2), |6 — a| < e. Como e es cualquier numero positivo tiene que ser b — a = 0, o sea, a = h.

23. Demostrar el teorema de Bolzano-Weierstrass (pagina 5).

Supdngase que el conjunto acotado dado estd contenido en el intervalo finito [«, #]. Dividase este inter-
valo en dos intervalos iguales. Entonces, al menos uno de éstos, lamesele [a,, b,] contiene infinitos puntos del
conjunto. Dividiendo [, #;] en dos intervalos iguales se obtiene otro intervalo, llamescle [4,, b, ). que contiene
infinitos puntos del conjunto. Continuando este proceso, se obtiene un conjunto de intervalos encajados [a,, ],
n=1.223 ... y tales que

bi—ay = (b—a)f2, bi—a: = (hi—a)/2 = (b—a)/2%, ..., bi—a. = (b—a)/2"

de 1o que se deduce que lim (b, —a,) = 0.

R

A este encaje de intervalos, por el Problema 22, le corresponde un numero real dnico que representa un punto
limite y esto demuestra el teorema.

CRITERIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY

124. Demostrar el criterio de convergencia de Cauchy enunciado en la pagina 43.

Necesidad. Supdngase que la sucesion {u,] converge hacia /. Entonces, dado un € > 0, se puede hallar
un N tal que

1, — /| < &2 para todo p=N ¥y luy — I} < €2 para todo g = N
Luego. para p > N y g > N sc tiene
|ty — ] = [ty — &) + 1/ = 1)| = |, — f§'+ [l —uy| <62 +e2=¢

Suficiencia. Supdngase que |u, — 1| < € para cualesquiera p. g = N y todo € > 0. Entonces, todos los
NUMETOs Uy, Uy .. . .. €81AT 20 un intervalo finito, es decir, el conjunto es infinito y acotado. Luego por el teore-
ma de Bolzano-Weierstrass existe ‘al menos un punto limite « del conjunto.

Si @ es5 el Gnico punto limite queda demostrado ¢l criterio y lim u, = a.
n—+a

Supéngase que hay dos puntos limites distintos. « y b. y que
a < h {Fi_g. 3-1). Por definicién. de punto limite se tiene

lu, — a| < {h — a)3  para infinitos valores p (1) ST LS
|, — b| < (b — a)/3 para infinitos valores ¢ {2y + : ! 4
e b
Entonces, como b —a = (h — u, )+ (u, — u,) + {w, — a). se tiene Fig. 3-1

b—al=b~as|b—ul+ |u,— u|+ |u,— q (3)

Utilizando (/) y {2) en (3). se ve que |u, — u,| > (b — «)/3 para infinitos valores de p y ¢, 1o que contra-
dice la hipotesis de que |u, — 4| < e para p. ¢ > N y para 1odo € > 0. Luego hay solamente un punto limite
y ¢l teorema queda demostrado.
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SERIES
25. Demostrar que la serie (llamada serfe geoméirica)
atartart+ - = ¥ arm!
n=1
(a) converge hacia a/(1 — r) si || < 1, (b) diverge si |r| 2 1.
Sea S. = a+ar+ ar* + 0 + ar?
Entonces, rS. = ar + ar® 4+ ... 4+ ogrl Fogrt
Restando, (1—7)8 = a &
ki _a{l—=r"
0 sea. que Se = ———
(@) Silr| <1 lim S, = Jim 201 = @ oo Problema 7
! T g 5 i e W 1=r .

(b) Sifrl >1, lim S, noexiste (véase Problema 44).

26. Demostrar que si una serie converge, su término m-ésimo tiende a cero necesariamente.

Como S.=wi+tietioti, S =#iFuati+t o se tiene

Un = So— Sn-1.
Si la serie converge hacia S, entonges
e = M-S =" i Sedn ey = $-5 = 0
27. Demostrar que laserie 1—14+1—-14+1—=1-+... = i (—1)"—' diverge.

Método 1: =

lim(—1)" < 0 no existe efectivamente. Entonces, por el Problema 26, la serie no puede converger, o seu,
que ;; cdivergcmt:e.
Méetodo 2:

La succsion de sumnas parcia-les esl,l —1,1l—1+1L,1—14+1—1,...esdecir, 1,0 1,0, 1,0,1,....

Como esta sucesion carcce de limite, la seric cs divergente.

PROBLEMAS VARIOS

Sy . it Ut U
28. Si limu, = [, demostrar que lim———————— " — [,
s - 3 n
Seid un = wa+ L Hay que demostrar que lim 1"'4_”’—’;&7”' =0 si lim v. = 0.Se¢ ticne
Metr 20 & A
L e M 5 1’1+’Uz+"'+'ﬂl=+‘UP+1+UP+2+---+1J';
" " n

asi que
ntmntootv
o 5 n n y @
Como lim ¥, = 0, se puede clegir £ de modo que |v,| < €2 para n > P, Luego

Pra| + [veial + 2o 4 |oa| . #2424 -4/ (n—P)e/2 onc ©
n n n 2
Yu clegido P se puede elégir N, de modo que para n > N > P,

< litwt -t ¥ lweaa| + [vera] 4 oo + g

ly_1+m+ --“!“l')rl
T

<
Entonces, levando (2) y (3) a (/) resulta
|ped et b e
I n 2

lo que demuestra el resultado.
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29. Demostrar que lim (1 +n+a3)'" = 1.

Sea (1+mn+a?)"" = 1+u., con u,=0. Poreltcorema del binomio.

L tmdat = (Laads = 1 4w +“{L2,_—1-“ui+ﬁ—_—§),‘-“ﬁui+ o e
F 31(11 - 1)n—2) 1 ; 2 B(n®+ 'n}___
Luego 1+n+n* > 1+ = u. 0 bien 0 < %, < A= Tin — 9]
De modo que lim ) =0 ¥y lim u, = 0, Asi.pues. lim (1+n+29"" = lm (1+u) = L

o (G
30. Demostrar que lim s 0 para toda constante a.
o x

El resultado se deduce inmediatamente si se puede demostrar que lim !a_l = 0 (Problema 39). Suponiendo g = (.

n—m
al" u e e ; ;
Sea u, = 4 Entonces, —— = u Si n es suficientemente grande, por ejemplo, n > 2|a|, y si se llama
n My n

N = [2|a] + 1], o sea, el mayor entero £ 2|a| + 1, entonces

UNsz ik Un 1
= S, e A
UN+1 2k ? Un—1 "2

UN+1
Un

2

5

Multiplicande estas desigualdades, E-'l < @r Y o u < (3 Mux.
N

Como lim (3" = 0 (por el Problema 7), se sigue que lim u, = 0,

n—a

i que se indica brevemente por @1 + 1 d .
Bt 1 as+ az+
2

s+ ...

31. La expresion a: +

.., siendo

ay, a,, . . . nimeros naturales se llama fraccion continua. Su valor se define como el limite de la

o 1 1 B : ; s
sucesion @, & + v ay + ———, ... cuando este limite existe, y se dice que la fraccion

dz + L
a3
continua converge hacia ese limite. Los términos sucesivos de la sucesion se llaman cocientes in-
completos de la fraccién continua. Si las constantes ay, g, . . . s repiten a partir de un orden de-
terminado, se dice que la fraccidon continua es periédica. Dada la fraccién continua periddica
o
2 + —— ...
2+ 24 24
(a¢) Hallar los primeros diez cocientes incompletos y pensar en un posible limite. (b) Suponiendo
que el limite existe, hallar su valor. ¥

{a) Primer cociente incompleto = 2
Segundo cociente incompleto = 2 +1/2 = 5/2 = 25
2 : 1 1 12
T = —— = el eI
ercer cociente incomplelo 2 + 5712 2 + 52 5 2,4
Cuarto cociente incomplete = 2 + = SRR 2 2 41-66
12/5 12 ; o -
Qinto coclente incompleto = 2 + e e ¥R 2,4137
29/12 29 : X

Analogamente se encuentra para los cocientes incompletos sexto a décimo, respectivamente, los valores

169 408 985 2378 5741
— =24140.. ., — =24142..., — =24142 .. ——=24142 . . ———-=124142 ..
70 a4 169 408 ; 985 ’ 2378 2

De este resultado parcce razonable concluir que el limite buscado es 2.4142 con cuatro decymales
exactos.
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Es interesante observar que si P,/Q, ¥ P, /0, sonlos cocientes incompletos n-ésimo y (# + 1)-&simo
respectivamente, el cociente incompleto (n + 2) es

Pn+= = 2Pn}l + Pn
Qurz 2@+t + Qn

Para ¢l resultado general, en caso de una fraccidn continua cualquiera, véase Problema 75(a).

{h) Seca x el limite. Entonces hadeser x =2 + /v, osea, x* —2v — 1 =0yx=1+ ﬁ Como el limite

no puede ser negativo, es v = | + ﬁ lo que concuerda con el valor sugerido en (a). pues \/5 = 14142
aproximadamente.
Obsérvese que esta fraccion continua se puede definir por la formula recurrente.

Une1 = 2+ llun, w =2

y si existe lim u, = x, resulta x = 2 + 1/x como antes.

Ao

Problemas propuestos
SUCESIONES

'32. Escribir los primt:lj()s cuatro términos de las sucesiones:

il T {(=Dght cosnx}
(“){u+1} (b){ nl } {c}{(211-'~1)5}’ (‘”{1-3-5--‘(2?1—1)}' (“’{Eﬁ?['

ol (a _\/_T £ £ E ( 1 2r 4e* 84° cosx cos2x cosdx cosdw
- ' 3’4’5 AT T L L A EE
£ 3 1 B =l x?
®) 17> =37 31 — 31 (‘01'131351357

33, Hallar un n-ésimo posible término para las sucestones cuyos primeros 5 términos se indican y hallar el 6.°:

~1 3 =5 7 -9

— et mn . B y 20,40, ¢
(G-} 5 '8’ 11* 14’ 17°? (bl 1,0,1,0,1,.,. (c) 3: 10 L o
: (=L (2n—1) 1—(-1) (n+3) 11
Sol. (a) W (b) 3 (c) (n+5) 9
34. La sucesion de Fibonaceies la {u,} conu, 3 = u,,y + u, y u, = 1, u; = 1. (@) Hallar los primeros 6 términos.

(h) Mostrar que el n-ésimo término esta dado por i, = (@ — B /S cona = 41 +/5), b = 31 — /5)
Sol. fa) 1.1.2,3,5,8

LIMITES DE SUCESIONES

35. Mediante la definicion de limite, demostrar que:

4—2n —2 - ! . senw
i et = VR — == =
i s e m g n M ERSE S L B S T 0 DI




®

36. Hallar el menor nimero natural N tal que |3 + 2)/(n = 1) — 3! < € para todo n> N si (0) €= 0,01,

(b) € = 0,001, (c) € = 0,0001. Sol. (a) 502, (b) 5002, (c) 50.002

37. Mediante la definicién de limite, demostrar que lim (20 — 1)/(37 + 4) no puede ser L

38. Demostrar que no existe lim (—1)n.

H

39. Demostrar que si lim |u,‘[ — 0, lim u, = 0. ¢Es cierta la reciproca?
neta Ao

40. Si lim u, = I, demostrar (a) lim cu, = ¢/, donde ¢ ¢s una constante, () lim u? = P2, (¢) lim u} = I, con p na-
A== T n—=a

= neb

tural, {d) lim \/E T \/_!’, =0

41. Dar una demostracion directa de que lim a,/b, = A/B st lim ¢, = Ay lim b, =B+ 0.

42. Demostrar que (a) lim 3% = 1, (b) lim ($)'" =1, (¢) lim ()" = 0.

43. Si r> 1, demostrar que lim r" = o, explicando con precision el significado de este enunciado.

m—x

44. Si |r| > 1, demostrar que no existe lim "

M=t

45. Caleular los limites siguientes mediante los teoremas apropiados.

Bl s
e e et () lim (VB m — )
b 0 2nt -+ n L) 7 N o0

X ion = 2102
(%) lim \JQ:%,T*MZELZ) (@ lim A 3100 L) lim @8
- -~ et 30 o G0

Sol. (a) =3/2, (b) =1/2, (¢} V3/2, (@) —15, (o) 1/2, ) 3

SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS

46. Demostrar que la sucesion de término n-¢simo u, = ﬂf(n + 1) {a) es mondtona decreciente, () es minorada,

(c) es mayorada, (d) tiene un limite.

: 1 1 1 1 | )
47. Siw. = 714 t 53w T ik = demostrar que lim u, existe y estd entre 0 y 1.
48. Siu,, = Jus+ 1, u =1, demostrar que lim wu, = z(1 + /5
49. Si u,,; = 3, + p/w;) con p > 0y u; > 0, demostiar que lim u, = /p.

Mostrar como se puede aplicar esto para determinar \/ 2.

0. Siu, es mondtona creciente (o mondtona decreciente) demostrar que S,/ncon S, = wy + ty + -0+ Ua también

es monodtona creciente (o monotona decreciente).

EXTREMO SUPERIOR, EXTREMO INFERIOR; LIMITE SUPERIOR, LIMITE INFERIOR

51. Averiguar el extremo superior, el extremo inferior, el hm sup (lim), el lim inf (lim) de las sucesiones:
@ —1,3,-L% ... (-)YEn—1), ... (© 1,-3,5,~7, ..., (=17 @n—1),...
(h) %, 4,4 —&, .. = e D/ e+ 2), . (d) 1,4,1,16,1,36, ..., n'" L LR
Sol. (@ 3=1,00 ®1-LL-1 (9 sin sinte,—e (@ sinl+el

52. Demostrar que una sucesion acotada {u,} es convergente si, ¥ solo si, lim u, = im #,

SUCESIONES [CAP. 3
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SERIES
53. Hallar la suma de la serie i(.g.)- Sol. 2
a=1
M, Calcular 3 (—1)-y/5n. Sol. 1
aml
1 1 1 1 .l 1 1 1

55. Demostr: s T Do - S

demostrar que § 2+2_3+3.4—i—4.5+ _? {n-r-lJ = 1. [Sug.: s | i ‘n.+1]
56. Demostrar que al multiplicar cada término de una serie por una constante no nula no se altera su convergencia

o divergencia.

g 1 1 - : = 1.1 1

57. Demostrar que la serie 1 +§+§ St 7 T .. diverge. [Sugerencia; Ses S. = 1 +§+ E—}_— +’_‘_

Demuéstrese luego que 183 — S,| = 3, en contradiccién con el criterio de convergencia de Cauchy.]

PROBLEMAS VARIOS

58.

59,

62.

&

67.

69.

70.

7L

73.

Sia, Zu, £h, para todo n> N, y lim g, = lim b, = /, demostrar que lim u, =/

Silim @, = lim b, = 0 ¥ # es independiente de n, demostrar que lim (a, cos n0 4 b, sen ) = 0. ¢Es cierto esto
LR nto

B o

si ) depende de »?

Sea ;4;“%?‘1\* (—1}"}. n=L23 ... SIS, =u +u+ -+ u,demostrar que lim 8§, /n =
S = L b~ )

De+ostrar que {a) I;m '™ =1, (h) lrm {a+nf™ =1 con a Y p constantes,

Si h [t s 110, = la| <1, demostrar que lim u, = 0.

Si [a <|ﬂ| 1, demostrar que lim n%a" = 0, con p constante y mayor que 0.
| n—m
| . 2!
Demostrar que lim o 0
! s
/

De?{rar que lim » sen bn=1._

Ao

__:——-—66:""37.{:.-,,}_ es la sucesion de Fibonacci (Problema 34), demostrar que lim u,, W, =31 + \/g}.

Demostrar que la sucesion u, = (1 + Ynf*t n=1,2,3, ... ¢es monétona decreciente con limite e, [Sugeren-
cia: Mostrar que wfu,., = 1.]

Si g, = b, para todo n > N Yy lim a, = 4, lim b, = B, demostrar que 4 > B.

A~ @ A=*on

Si |u| < (0] y lim v, = 0, demostrar que lim u, = 0.

Liad ]

S

el 1,1 1
Demostrar que ‘I_Lm ;(1 +—2-+ §+ +;;_> -

Demostrar que [a,, b,], siendo a, = (1 + L/n) yh,o=(+1 /mY'*t, es un encaje de intervalos que define el nu-
mero e,

Demostrar que toda sucesion monotona acotada (creciente o decreciente) tiene un limite.

Verificar los valores de las siguientes fracciones continuas:

el = 11 1 a 7
@3 + 575 + 30 = $@+VIB Qo+ -—— — = 7t =T

e '
Oet FRara = He+rVaTd (‘”éiz—z—z
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74. Expresar (¢) 174/251, (b) V’E, () VB, ¥ (d) 3,14159 como fraccién continua.

;R R il e R L e [t [
Sol. e L e S, ity T
o Bnanne W2 S gy tor i
Yopliad i 1% a1
b + s = = o 10 o
® 1+ morira D3+ i E BT

[Sugerencia: En (b) simese y restese el mayor entero menor que \/3 (o sea, 1) para obtener

1 1
MO SR S A S e e IR e =
/(38— 1) (Va+1)/2
Luego simese y réstese el mayor entero contenido en (\/3 + 1)/2 (o sea, 1) para obtener
1 1
We+1/2 = 1+ (VB—-1/2 = +— = 1+
2/(v/3—1) V3 +1
Luego sumese y réstese el mayor entero contenido en ﬁ + 1 (o sea, 2) para obtener
VBT B R e ] i Bt s g e A
14V/3-1) . VB+n2
después de lo cual se presenta la repeticion.]
= . s . ; .
75. Dada la fraccion continua @, + PRI O ol >0, cuyo n-ésimo cociente incompleto es P,/Q,, demos-

trar e ilustrar con ejemplos los siguientes enunciados:

(@) Po = a.Paci + Pa-s, @a = @nQu-1 t+ Guo:

(B) PuQnu-i — PaiQu = (—1)*7

(c) Los cocientes completos sucesivos son alternativamente menores y mayores que la fraccion continua.
{d) Los cocientes incompletos de orden impar son menores que la fraccion, pero son crecientes; los cocientes

incompletos de orden par son mayores que la fraccidn, pero son decrecientes.
{¢) La fraccidon continua siempre converge.

76. (2) Demostrar que si P,/0, ¥ P,,,/Q.+: son dos cocientes incompletos sucesivos de la fraccion continua del

g% g PR = o (b) Hallar el primer cociente incompleto de \/i con
n " n+ G, 7

dos cifras decimales exactas. Sof.  (b) 26/15.

1 1

Problema 735, entonces

1A

77. Sea {u,} una sucesidn tal que u,,, = au,,, + bu, con a y b constantes, lo que s llama ecuacién de diferencias
de segundo orden para u,. (2) Suponiendo que una solucidn tiene la forma u, = r" con r constante, demostrar
que r debe satisfacer la ecuacién r* — ar — b = 0. (b) Utilizar (g) para mostrar que una solucién de la ecuacion de
diferencias (una solucion general) es u, = Art 4+ Bricon 4 y B constantes arbitrarias y donde r; y r, son lasdos so-
luciones de r®> — ar — b = 0, supuestas diferentes. (c) En caso de que r, = r, en (b) mostrar que una solucién
general es u, = (4 + Bn)rl.

78. Resolver las siguientes ecuaciones de diferencias sujetas a las condiciones dadas: (@) Uy13 = Uy q + Uy Uy = 1,
u, = | (comparar con el Prob. 34); () tysa = 2up4q + 3 1y =3t =55 (g =4u, .y —du, uy =2, u,
Sol. (a) Como en el Prob. 34, (b) u, = 20 + (=17 (o) u,=n-2"

I
o

1

T

79. (@) Demostrar que el n-é€simo cociente incompleto de la fraccién continua 1 + EEe

_1_{(1+v'3)“” = (1—%}*“}
21 a+ver - a-ver

ey

[Sugerencia: Aplicar Prob.-34.]
(6) Tomando limites para n — oo en (a) hallar el valor de la fraccién continua.

80. Hacer los Problemas 73(a)-(d) averiguando primero el n-ésimo cociente incompleto.



Capitulo 4

Derivadas

DEFINICION DE DERIVADA

Sea f(x) definida en un punto x, de (g, b). Se define la derivada de f(x) en x = x, como

? _ . flxe+ R) — flxo)
B L ey
si existe dicho limite.

También se puede definir la derivada de otras maneras equivalentes, como

frlzg) = IILI?G%Q = JE?OW

(2)

Se dice que una funcion es diferenciable en un punto x = x; si tiene derivada en ese punto, esto
es, si existe f"{xp). Si f(x) es diferenciable en x = x4 debe ser continua en ese punto. Pero la reciproca
no es necesariamente cierta (Problemas 3 y 4).

DERIVADAS A LA DERECHA Y A LA IZQUIERDA

Se define la derivada a la derecha de f(x) en x = x; como

: o+ h) — flz
fi(wa) = lim s Hih) o) (8)
hes 0+ h
si este limite existe. Notese que en este caso h(=Ax) solo toma valores positivos al tender a cero.

Analogamente, la derivada a la izquierda de f(x) en x = x; es

Flz) = lim flzo+ R) — f(ao) (4)
h—s0— h
si este limite existe. En este caso A toma solo valores negativos al tender a cero.
Una funcién f(x) tiene derivada en x = x4 si, y s0i0 si, fi(x) = fLixg)

DIFERENCIABILIDAD EN UN INTERVALO

St una funcién tiene derivada en todo punto de un intervalo, se dice diferenciable en el intervalo.
En especial, si f(x) se define en el intervalo cerrado @ < x = b, o sea, [a, b]. entonces f(x) es diferen-
ciable en el intervalo si, y solo si, f'(x,) existe para todo x, tal que @ < x4 < by si f} (a) );ff (h) existen.
Si una funcion tiene derivada continua se dice que es continuamente diferenciabff.

FUNCIONES CASIDIFERENCIALES
Se dice que una funcion es casidiferenciable, diferenciable a irozos o bien lisa @ frozos, si en Li] i ™
tervalo 4 < x £ b es f'(x) casicontinua. En la pagina 26 se da un ejemplo de una funcion casidiftren-

ciable por su grafo.

)
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA
Sea el grafo de y = f(x) representado por la curva APQB de la Fig. 4-1. El cociente de diferencias

R e T R ®)

es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P y O de la curva. Al tender Ax — 0,
esta secante tiende a volverse la recta tangente PS a la curva en el punto P. Lueg>

. flae+ Az) — flzo SR
tim fotsd 2@ ZE ©

es la pendiente de la tangente a la curva en el punto P.

= flzd)

z t x
£

Fig. 4-2

La ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de x = Xp con pendiente f7(x,) es
Y — flee) = [fxe) (v —x0) (7)
En la Fig. 4-2 se ve que una funcion puede ser continua en un punto y, sin embargo, no ser di-

ferenciable en €. En este caso, hay dos rectas tangentes en P representadas por PM y PN. Las pendien-
tés de estas tangentes son f’(xq) y f4(xo), respectivamente, que aqui son distintas.

DIFERENCIALES

Sea Ax = dx un incremento dado a x. Entonces,
Ay = flz+ax) — f(x) : (3)
se llama incremento de y = f(x). Si f(x) es continua y tiene primera derivada continua en un intervalo,

Ay = [f(2)az + eAx = fx)dx + edx 9)
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con € — 0 cuando Ax — 0. La expresién
dy = f(z)dx (10)

s¢ llama diferencial de y o de f(x) o parte principal de Ay. Notese que Ay + dyen general. Pero si Ax = dx
€s pequefio, entonces dy es aproximadamente Ay (Problema 11). dx llamado diferencial de x, y dy no
tienen que ser pequefios necesariamente.

En vista de las definiciones (8) y (10) se sucle escribir

d ; +az) — sy
iie due IR 00 - e an

Tengase presente que dx y dy no son los limites de Ax y Ay al tender Ax — 0, pues estos limites son
cero en tanto que dx y dy no son necesariamente cero. dy se determina a partir de dx por (10), o
sea, que dp es una variable dependiente de dx para un x dado. .

Geométricamente, dy se representa en la Fig, 4-1 para el valor particular x = x,, por el segmento
SR, en tanto que Ay se representa por OR.

REGLAS DE DERIVACION
Si f,g y h son funciones diferenciables,

L Z0@+90) = L@+ Low) = @+ o)

2 ZU@-so) = Ly —Low = pw) - o

3. d%{c;'(x]} = C%f(x) = Cf(x) siendo C iina consianie

4. E%{f(x)g(x)} = f(x)%g(r) + g(x}%f(:r) = f@)e(x) + g(z)f ()

d d
s A - We'® — M7 ere -t

2z 9() (o (o R
6. Si y=7(u) con u=g(xr), es ;
d dy d d
G T and = IO = fle@)ee (12)
Asimismo, si y = f(x) con w=g(r) Y v=hx), es
dy _ dy_ du dv
oS A o

Los resultados (/2) y (/3) suelen llamarse reglas de derivacién en cadena de las funcio-
nes compuestas,

7. Si y=jf(z), es z=FYy); y dy/dxz y dxz/dy son tales que
dy 1

de —  dx/dy (24)

8. Sig=f(t) y wy=g(t), setiene
dy _ awldt _ f 3
dz = d/dt T g (1)

Se pueden formular reglas pareCidas para los diferenciales. Por ejemplo,
d{f(x) +g(®)} = df(z) + dg(x) = f(x)dz + ¢'(z)dx = {F'(x) + g'(x))dx
df()g9@)} = f&)dg() + g(x)df(x) = {f(x)g'(x) + g(x)f(x)}da
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DERIVADAS

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

En lo que sigue se supone que u es una funcién diferenciable de x; si u = x, dufdx = 1. Las fun-
ciones reciprocas s¢ definen de acuerdo con los valores principales dados en ¢l Capitulo 2.

d
1L =) =0

(i i )
2. Eu = nu "
g 4 du
. gplenu = cos Uan
4 & MRS
. gz eosu = sen i —
E d du
5, ar en = seczuﬁ
6 g cotu = —cosec?t —ﬁ
. dx = Sec dJ,'
T —d— secu = secu g u du
. gpsecu = secu lgu o
8 4 == tu du
: . gpeosecu= cosecu cotu -
d log. e du
9. El(?g,,u o A a>0,a#1
d d 1 du
10. aloggu Elnu =
v A4l * du
1018 e = a*lna i
d 1 — '3 du
12. E € = & T
e e
dx Vi—u® dw
d — i3 1 du
14, ~S-coslu = e ar
d 1 du
pzal it | — g e bl
. dx B 1+udx

DERIVADAS SUPERIORES
Si f{x) es diferenciable en un intervalo, su derivada f'(x), y' o dy/dx con y = f(x), puede ser tam-

bién diferenciable en el intervalo y su derivada se denota por f”(x), y" o bien ;—x(%):

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

26.

27.

28.

29,

30.

[CAP. 4

i cot—'u — —1- g

dx 1+ u?dx

skt 1 du [+siu>l
FpsecTtu = = i

x um dx —stu<—1
—'-:-i—cost:c‘1 u = 1—1— d_u = S.i el
dx u\ﬁ?—_l dx +sin<—1
d E du
T senh 4 = coshu 5=

d T du
5 coshit = senh RE

d 2 ., du

Tz tgh « = sech®u ax

d e = 5, AU
= cothu = —cosech®u T

d 1 du
s sechu = —sechu tghu e

d 0 - du
9 cosechtt = cosech u coth © o
_(L senh~'u = sl d_u
o SR dzx

£ cosh™'u = = L

dx iE—g ex

i o b g

qE tgh ~'u T dz [uf <1

4 1 du

s —1 ey e e AL
5 coth™'u 1= dz’ | >1
Aoy b 1 dit

T sech™tu S
ax wyut—1 48
iccwech‘i JrER A —-—1 @
de w1 dx

d*y
dx?’

{5 e :
De igual modo, si existe la n-¢sima derivada de f(x), se la denota f™(x), y™ o bien 7 ; llaméndose n
orden de la derivada. Asi, pues, las derivadas de primero, segundo, tercer, . .. orden son f'(x), f"(x),
JEY,

El cilculo de las derivadas superiores no es mas que la aplicacién reiterada de las reglas de deri-
vacidon dadas antes.
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TEOREMAS DEL VALOR MEDIO

1. Teorema de Rolle. Si f(x) es continua en [a, b] ¥ diferenciable en Ja, b vy si fla) = f{b)=0,
existe un punto & de Ja, b[ tal que f'(&) = 0. .

2, Teorema del valor medio. Si f(x) es continua en [a, #] y diferenciable en Ja, 5[ existe un
punto £ de Ja, b[ tal que

f(bg = £(a) 1) a<E<h (16)

El teorema de Rolle es un caso especial de éste para f(a) = f(b) = 0.

El teorema (/6) se puede escribir de varias maneras distintas: por ¢jemplo, si x y x4 per-
tenecen a Ja, b[,

fle) = flzo) + f1(8)(x—a0) £ entre % y T (17)

También se puede escribir (/6)con b = a + h,encuyocasoé =a + 6h,con0 < § < 1.

3. Teorema del valor medio generalizado (Cauchy). Si f(x) y g(x) son continuas en [, ] ¥
diferenciables en Ja, b, existe un punto ¢ de Ja, b[ tal que

M —-fle) _ FB
g(b) — g(a) g'(é)

suponiendo g(a) # g(b) y f(x), g'(x) no nulas ambas. Nétese que para el caso especial g(x) = x
resulta (/6). : -

a<i<h (18)

4. Teorema de Taylor. Si f™(x) es continua en [a, b] y diferenciable en Ja, B[, existe un
punto ¢ de ]a, b tal que

) = f@) + fl@)d—a) + W s ok ™) b—ay . B, (19)

!
donde R,, llamado resto, puede escribirse: _
: ik 1] & S e

Resto de Lagrange: Ry = © )b —a) a<i<hb (20)

(n+1)!
for b —&"(b—a

!
Véanse Problemas 26, 81-84. En ambas formas los valores de £ son en general diferentes.

Resto de Cauchy: ; B, a<E<h  (21)

El resultado (19) se puede escribir de varias otras maneras. Por ejemplo, si x y x, pertenecen a Ja. &L,
. con la forma de Lagrange del resto R, se tiene para £ entre x, y X,

f("’(m-)(.'l'_mn)“ f{rl+1)(£)(x_xo)n+l
St 0?:1 i (n+1)!

fl®) = flao) + Flxo) (v —a0) + (22)
que es el polinomio de Taylor con resto para f(x) y sirve para aproximar la funcién f(x) mediante un
polinomio, siendo R, el término que da el error de la aproximacion, :

Si lim R, = 0 en (9) se obtiene una serie que s¢ llama serie de Tavlor de f(x) ¢n torno a x = X,.

H= o

Si xo = 0 la serie se llama de Maclaurin. Tales series, llamadas de pofencias, convergen en general para
todos los valores de x de un cierto intervalo, llamado intervalo de convergencia, y divergen para todo
otro valor de x exterior a este intervalo (véase Capitulo 11 para mayores detalles).

Cuando se hable del teorema de Taylor, se supone que el resto tiene la forma de Lagrange si no
se dice otra cosa.
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DESARROLLOS DE TAYLOR
He aqui algunos desurrollos importantes. El resto R, puede obtenerse en cada caso mediante
(20) o (21).

.2 -3 n
L. C’t:].‘f‘;l“‘l‘%—f‘%—"""f':_!“f'jgu
. a8 8 27 (_l)n—l pin—1
2. i HE o e R 37 + BT T eriat o W + E.
a2 e '-tﬂ ; (_1)11—1 pIn—2 -
3 cosy = 1 — ﬁ & ﬁ = a =+ W ok Rn
2 3 4 11 n
L +(1)Tm + R,
RGN e L S A (A
5 £ &Xr = & g -+ g 7 s =} DpeEd + R

En 1-3, lim R, = 0 para todo x. En 4, lim R, =0para -1 < x < 1. En 5, lim R, = 0 para
—+ H -]
—l=x= 1?.' En el Capitulo 11 se estudia con mas detalle estos desarrollos.

REGLAS DE L'HOPITAL

Si lim f(x) = A4 y lim g(x) = B y ambos 4 y B son nulos o ambos son infinitos, se dice que
X Xn

XX

E X - 7 ; A s ; Tk, .
lim J% es una forma indeterminada del tipo 0/0 o bien oo/oo, respectivamente, si bien tal termino-
x—xp 8(X
logia es inadecuada, pues en general no hay ninguna indeterminacion. Los siguientes teoremas, llama-

dos reglas de L'Hépital, permiten calcular tales limites.

1. Sif(x) y glx) son diferenciables en el intervalo Ja, [, excepto en un punto x, de este interva-
lo posiblemente. y si g'(x) #+ 0 para x # xg, entonces

in J®) _ gy I
@ T @ b

siempre que pueda hallarse el segundo limite. En caso de que f(x) y g’(x) satisfagan las mis-
mas condiciones que f(x) y glx) el proceso se puede reiterar.

2, Si lim f(x) = oo y lim g(x) = oo, vale también (23).

Esto se puede generalizar a los casos enque x > cc o x— —oo yalosen que xo — a0 xp = b
cuando solo hay limites unilaterales tales como para x > a +o x —» b—,

También se pueden calcular limites de las formas indeterminadas 0+ o, 0% 0%, 1 e @ — oo sus-
tituyéndolos por limites equivalentes a los que sean aplicables las reglas anteriores (Problemas 33-36).

A veces el calculo de tales limites se facilita por aplicacién del teorema de Taylor, como en los Pro-
blemas 32 y 36.

APLICACIONES
1. Maéximos y minimos. Supdngase que en x = x,, f(x) satisface las condiciones
f’(xﬂ) - f;r(xo) — = fmp_“(;l'o} — 0 ¥ f{!u)(xo) = () (24)

para p natural (por lo general p = 1). Entonces,

(a) flx) tiene un maximo relativo en x = x4 si f2P(x,) < 0
(b) f(x) tienc un minimo relativo en x = x, si f@P(x,) > 0
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Véase Problema 39. En la practica, para hallar los méximos y minimos relativos de f(x) se re-
suelve la ecuacién f"(x) = 0 para obtener los puntos criticos x4 y luego se aplica (24) Grafica-
mente resulta la condicién necesaria f'(x,) = 0, pues en un maximo o minimo relativo la tan-
gente a y = f(x) debe ser paralela al eje x.

2. Razén de variacion. Se puede interpretar dy/dx = f"(x) como la razén de variacién de y=fix)
con respecto a x. Si f"(xo) > 0, entonces y es creciente en x = xo; si f7(x,) < (), entonces y
es decreciente en x = x,.

3. Velocidad y aceleracién. Si s es el desplazamiento instantdneo de una particula a partir

de un punto O sobre una recta en el tiempo ¢, entonces ds/ds es su velocidad instantinea y ds/dt?
s su aceleracion instantinea en el tiempo 1.

Problemas resueltos

DERIVADAS
3+ )
1. Sea f(a) T x#=3. Calcular f(2) con la definicion.
voy — o FRERM—F@) _ .. 1(b+h e i ey a0 AR e
ey = e 3 ET 5‘.‘.’%};(1—& 5) = e % — g g = &

Nota: Aplicando reglas del cdlculo elemental se tiene

d d
—x) L@ s
SR L B ) @=n)—@+a(-1) _ 6

fgk = @—a) = E—ay B—ap

en todo punto x en que exista la derivada. Haciendo x = 2 se encuentra f*(2) = 6. Si bien reglas semejantes son
utiles' a menudo, hay que aplicarlas con cuidado (véase Problema 5).

2. Sea f(x)=y/2zx—1. Culcular f/(5) con la definicion.

P = LRI VIR

V9+2h—3_v9+2h+3 : 9+2h—9

= li = lim ————— =

: 2 1
m T ]'.lm e
s VO+2h+3  *Op/gF¥2R+83)  *yprezh+s B

Por las reglas del cédleulo, es f'{z) = %(21‘—- ) = 2z — 1)‘”’%[2:\:—1) =(2x—1)""*, Luego
Fip)i=ged =g

e

3. Si f(x) tiene derivada en x = x,, demostrar que f(x) es continua en x — A

flaath) = flao) = [EEMN TG g
Ehionces. lim flza+ k) = flz) = lim w limh = flz) 0 = 0

pues f'(x) existe por hipdtesis. Asi que .
'l.in} fleat+h) — flan) = 0 sea 11!1"1‘ flzo+ k) = Fzo)

lo que muestra que f{x) es continua en x = x,.
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[zsenl/z, 20
10, x=0 "
(@) (Es continua f(x) en x = 07 (b) ;Tiene derivada en x = 0?

4. Sea f(z) =

{a) Por el Problema 22(b) del Capitulo 2, f(x) es continua en x = 0.

- = e fOHRY—CRO) fiR—F0) _ . hsenl/h—0 _ L1
B 40 = e e e Bt e 3 R

que no existe.
Este ejemplo muestra que una funcion, aun siendo continua en un punto, no tiene necesariamente de-

rivada en ese punto, es decir, que la reciproca del teorema del Problema 3 no es necesariamente cierta.
Es posible construir funciones continuas en todo punto de un intervalo que no tiene derivada en nin-

gin punto del mismo.

J'as senlfz, x+#0

5 Sea f(x) = ]0 ’=0"
(@) (Es f(x) diferenciable en x, = 07 (b) (Es f’(x) continua en x = 0?
(@ F0) = f(h) f(a) = lim Rrsenl/h—0 _ 1‘9‘;’”‘3“% oy

segin el Problema 13, Capitulo 2. f(x) tiene, pues, derivada (es diferenciable) en x = 0 y su valor es 0.

{b) Por las reglas de derivacion elementales, si x # 0,

s N L R B TN (N

filz) = a'x(z sen x) = :cdx(senx)-f—(sen m)dx (%)

z* (cos l)(—%) + (sen l)(2x} = —cf::sl + 2z st:n1
x z z z x

Como limn fllz) = lirr‘ll(—cos% + 2x sen %) no existe (pues lim cos 1/x no existe), f'(x) no puede
T Tes x—0 4

ser continua en x = 0 pese a que existe /7(0).

Esto muestra que no se puede calcular f(0) en este caso simplemente calculando f”(x) y haciendo luego
x = 0, como es frecuente en los cursos elementales. Solamente cuando la derivada es continua en un punto
da este procedimiento la respuesta correcta. Da la casualidad que esto sucede para la mayoria de las fun-
ciones que s¢ presentan en el cdleulo elemental.

6. Dar una definicion con «e, é» de la derivada de f(x) en x = x;.

fix) tiene derivada f'(x,) en x = x; si, dado un e > 0, existe un é > 0 tal que

ﬂ”““‘) M@ gl < S ak ihf<s

DERIVADAS A LA DERECHA Y A LA IZQUIERDA

7. Sea fix) = ]\| (a) Calcular la derivada a la derecha de f(x) en x = 0. () Calcular la derivada a
la izquierda de f(x) en x = 0. (c) ;Tiene f(x) derivada en x = 07? (d) llustrar las conclusiones de (),
(6)-y (¢) con un grafo.

o e et BT ! g

(@) Lo = hl_'ﬂl h X% hl-lrgl+ h =t nl_l.rgl+ Fe o 1
pues |A| = hparah > 0.

, = {0~ sn RS0 T Seee ol =

® it g EO L = i M = B

pues |h] = —hpara b < 0.
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{¢) No. La derivada en 0 no existe si son distintas las
derivadas a la izquierda y a la derecha.

(d) El grafo se ve en la Figura adjunta 4-3. Notese
que las pendientes de las rectas y = xy vy = —x
son 1 y —1, respectivamente, y representan las de-
rivadas a la derecha v a la izquierda en x = 0. Pero
la derivada en x = 0 no existe.

8. Demostrar que f(x) = x* es diferenciable en 0 £ x < 1. 2

Sea xy un punto del intervalo: 0 < x; < 1. Entonces,

g B o
Pl = Tl =My . g methiR ey v @rotB) = P
Nt h hes D h b
En el extremo x = 0.
f = B . o e B0 gk s g
| A B+ R 0+
En el extremo x = 1,
(1) = lim w}t_ﬂn lim M = lim (2+h = 2
By 0= hs 0= h hep 0=

f(x) es. pues, diferenciable en 8 £ x = 1. Se puede escribir /"(x) = 2x para todo x de este intervalo. Es
costumbre escribir £, (0) = f'(0) y f2{1) = f'(1) en este caso.

9. Hallar la ecuacidén de la tangente a y = x? en ¢l punto en que (a) x = 1/3, () x =1,
(a) Por el Problema 8, f"(x,) = 2x,, de modo que f7(1/3) = 2/3, con lo que la ecuacion de 1a tangente es
y—flee) = filxa}(—xm) © y—§ = J(z—4), Osea. y = Fx—1

(6) Como en la parte {a), y — f(I) = f{{I}Mx — 1} oy —1=2(x — 1}, es decir, y = 2x — 1.

DIFERENCIALES
10. Siy = f(z) = x®— 62, hallar (a) 2y, (b) dy, (¢) Ay —dy.

{{x 4 4x)® — 6(x + Aax)} — {z*— 6z}
z + 3xtaxr 4+ 3x(8x) + (Ax)* — 6x — BAx — ¥ + 62
= (3zF—6)ax + 3x{dx)* + (Ax)®

@ ay = flz+az) — fla)

(b) dy = parte principal de Ay = (3x® — 6)Ax = (3x* — 6)dx, pues, por definicién, Ax = dx.
Obsérvese que f{x) = 3x* — 6 y dv = (3x* — 6)dx, o sea, dy/dx = 3x* — 6. Téngase siempre pre-
sente que dx y dy no son necesariamente pequefos.

{c) Por (a) y (b), Ay — dy = 3x(Ax)? + (Ax)® = eAx, donde e = 3xAx + (Ax)%.
Ay —

d
Notese que e — 0 al tender Ax — 0, esto es, Y — 0 con Ax — 0. Luego Ay — dy es un infini-

tesimal de orden superior al de Ax (véase Problema 92).
En caso de ser Ax pequefio, dy y Ay son aproximadamente iguales.

11. Calcular %25 aproximadamente mediante diferenciales.
Si Ax es pequefio Ay= fix + Ax) — flx) = f'(x) Ax aproximadamente.
Sea f(x) = \3/; Entonces, J/x + Ax — \3/_ = 4x 2 Ax (donde = significa aproximadamente igual a).
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Six=27 y Ax=-—2, se lene

VBT—3 — V21 = L@D**=2), cstoes V253 =~ —2/27

Lucgo V25 = 3—2/27 sea. 2,026,

Es interesante observar que (2,926)° = 25.05, o sca, que la aproximacion es bastante buena.

REGLAS DE DERIVACION, DERIVACION DE FUNCIONES ESPECIALES

d : ]
12. Demostrar la férmuiaﬁ {flx)g{z)) = f(x)%g(w} + g(x) a%f(x)_ suponiendo que fy g
son diferenciables.
Por definicion,

a ey Mt Az gl tax) — flx) glx)

e {fiz) gi=)} = .31121{1 B
= i fletan) {gletax) = g(@)) + gle) (flz + bx) — fl)}

Azerl Ax

= lim f(z+2a2) {b S 5"”1} + Jim o) {—————“’” +oa) - /) }

13.

= o) Lo + g0 L1t

Otro método:
Sea ¥ = f(x), v = glx). Entonces, Au = flx + Ax) — f(x) ¥ Av = g{x + Ax) — g(x), o sea, f{x + Ax) =

u+ Au, gix+ax) = v+ Av.  Asi, pues

. tu Ay + Av) — uw wdy + vaAu + Audvy
lim e e

d
——uv

dx T Azes D Ax c}.:l_.n Ax
= i Av |, Au Au 4 du du
= A}:T.?o U T i + W :w> = u e i L-&;

pues Av — 0 con Ax — 0 ya que v se supone diferenciable y, por lanlo, continua,

Si ¥y = flu), con u = g(x), demostrar que dy = dy , du suponiendo que f y g son diferen-
iabl de ~ du dzx
ciables.

Si a x se da un incremento Ax # 0, & v y se incrementan en consecuencia en Au y Ay, respectivamen-
te, siendo :
Ay - = flu+ du) — flu), An = glz+Azx) — g(=) (1)

Obsérvese que para Ax— 0, Ay—=0 Y Aw->0.

Si Aw =0, escribiendo e = iy el se tieneque e+ DconAv = Oy
Au du
Ay = d—y_\n + eAn (2).

dit

Si Au = 0 para valores de Ax, la (/) muestra que Ay = 0 para estos valores de Ax. Entonces se de-
fine ¢ = 0.

Se deduce que en ambos czsus, Au # 0 o bien Au = 0, s¢ verifica (2). Dividiendo (2) por Ax # 0 y toman-
do el limite cuando Ax —0, se tiene

dy 2 Ky dy An AU dyy Au Au
= = lim = = == = TR s e T P T
dx Az AT az—vo\di Az Tt du AIIITO Az ,5‘1210 2 Ah:t_).lo Az
dy d
= dydw o du _ dy du )

du dx de  du dzx
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14.

15.

. d d .

Dadas E{Senx) = cosz ¥y o (cosx) = —senz, hallar las formulas

d d 1

—( 1g = i —-— b e L
(a) T (g o) sectz, (b) T {sen™* x) !

d d
cos x — (senx) — senx— (cos )
(@) di( gy = (scn x) i dx dx
x dz\ cosz cos?x
(cos z)(cos z) = l(ien ) (=sena) —co:=z e
(b} Siy =sen"'x esx = sen y. Derivando con respecto a x,
1 = cosdy z—ﬁ 5] j_y S 1 = 1 = 1
2 % SO V1 —sen?y Vi—2

Se ha supuesto aqui que ¢l valor principal —7/2 = sen™' x = =r/2, se clige de modo que cos y sea po-

sitivo y asi poder escribir cos y = /1 — sen® y en vez de cos y = */1 - sen® y.

loga e du ; . i .
Obtener la formula —d—(Iogu uy = i“ (>0, a+1), siendo u una funcidén diferencia-
ble de x.
Considérese ¥ = flu) = logau. Por definicion,
W gy A —fe) o loge(utdw) — logeu
du At An Ates 0 Au
e T wekAwN o F Agg\ WA
= A 2w ‘°g=(“u—) el ul"gﬂ(H )

Como el logaritmo es funcion continua, esto se puede escribir

1 /AN
= loga lim ) } 2 'iogu e
U Abes

por el Problema 19, Capitulo 3, con x = w/Auw.

logae du

Entonces, por el Problema 13, d ]og-.= u = i

16. Calcular dy/dx si (a) xp* —3x> =xy + 5, (b) € + yInx = cos 2x.

(a) Derivando con respecto a x con y funcién de x (se dice entonces que y es funcion implicita de x, pues no se
puede despejar x en funcién de y), se tiene

:x (xy®) — -——(Sx’) = ;;(.ry) + %(5) o bien (£)(3y%) + (F)1) —6x = (2Ny) + (W) + 0

donde ¥’ =dy/dx, Despejando, %' = (Bx— 3 +9)/(3xy? — z).

® L@+ Loyme = Lenzo, oe+n + L+ oy = 252
s 2rsenx + aye™ + y
Despejando. e = x2™ 4+ xzlnzx

17. Siy = cosh(2®—3x + 1), hallar (a) dy/dx, (b) d*y/dx®.

{a) Sea y = coshwu, con wu = x*—3x+1. Luego dy/du = senhu, dufdx = 2x2-—3, Yy

g—i— = %' % = (senhu)(2x—8) = (2z-—8)senh(x®*—3z+1)
(b) % ( ) e scnhuﬂ. ) m]hnf, + cnshu(ﬁ—:

= ({senhu)(2) + (coshu)(2x—3) = 2senh (2*—-3x41) 4+ (22 —3)* cosh(z*—3x+1)
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18. Si x*y + y° = 2, hallar (a) y', (b) ¥ en el punto 1,1)
(a) Derivando con respecto a x, x%p' + 2xy + 3p%y' =0 y
, — P 1
e
TR i creegi=nr ol — 2zy 3, (e 4+ 3y 8xy" + 2y) — (Bxy)(2x + Gyy')
o) v s W) = T z‘+3y’) = - R
=1 y y' ==}, setiene p'= —3

Sustituyendo £ =1, y=1

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO
19. Demostrar el teorema de Rolle.

Caso 1.
fix) = Oen[a, b]. Luego f'(x) = 0 para todo x de Ja, &

Caso 2:
se llamardn M y m, respectivamente (Problema 34, Capitulo 2)
flz)

fix) # Oen [a, b]. Como f(x)es continua, hay puntos en que f{x) alcanza su maximo y su minimo, que
Como f(x) £ 0, al menos uno de los M, m no es cero
Si, por ejemplo, M # 0 y es f({) = M (Fig. 4-4), entonces

FE+ h) < f0).
Si A > 0. lucgo M

b

I
=3
H

18
£

feth = 1)

Fig. 4-4

(1) h-—+0+

Si k<0, luego JEXH =10
M;)__.i(a = g

=0 vy

(2} h—-ﬂ—
Pero, por hipotesis, f{x) tiene derivada en todo punto de Ja, 5[. Luego la derivada a la derecha (/) debe
ser igual a la derivada a la izquierda (2). lo cual solo puede suceder si son ambas cero, en cuyo caso f({) = 0

como se afirmaba en ¢l teorema
Un razonamiento parecido vale para M =0y m # 0
Demostrar el teorema del valor medio. (b) Dar una interpretacion geométrica de este teorema

20. (a)

(a) Definase Flx) = flx) — fla) = (x—a) f (b) J; (a)
Entonces, Fla)= 0 y F(b) = 0.
Ademds, si f(x) satisface las condiciones de continuidad y diferenciabilidad del teorema de Rolle

F(x) las satisface también.
Aplicando entonces el teorema de Rolle a la func:on F(x),
MO-1@) _ o ace<s o iy = MBI oich
: vy

FE = ro) -t
() Sea ACBH en la Fig. 4-5 el grafo de f{x). Geométrica-
mente, hay un punto £ entre @ y b en el que la tangente

la curva en C es paralela a la cuerda AB.

Pendiente de la tangente = /().
1) = fla)
T Bl

Pendiente de la cuerda A48 =
fib) — fla)
b—ua

Luego £ es tal que (&) =

Es interesante observar que la funcidn Fix) en (&)
representa la diferencia de las ordenadas de la curva

ACE y de la cuerda AB en cada punto x de Ja. A[



CAP. 4] DERIVADAS 69
21. Comprobar el teorema del valor medio para f(x) = 2x* — Tx + 10, a =2, b = 5.

f(2) =4, fi(5) =25, f(£) = 4 — 7. El teorema del valor medio dice que 4 — 7 = (25 — 4)/(5 = 2),
0 sea, ¢ =35y como 2 < £ < 5, queda comprobado ¢l teorema.

Si f'(x) = 0 en todo punto del intervalo Ja, b[, demostrar que f(x) es constante en el intervalo.

22,
Sean x, < x; dos puntos de ]a, b[. Por el teorema del valor medio, con x; < & < x,,
_f{l‘z) A7 _fv(.h) = f'{c) =
Te— Xy £

Asi que f(x,) = f(x;) = constante. De lo que se deduce que si dos funciones tienen la misma derivada en todo
punto de ]a, B[ las funciones difieren en una constante.

23. Si f'(x) > 0 en todo punto del intervalo Ja, 5[, demostrar que f(x) es estrictamente creciente.

Sean x, < x, dos puntos de Ja, b[. Por el teorema del valor medio, con x; < & < x,,

flas) — flxd) = =
Xa — Xy

Luego flx;) > flx,) para x; > x, y flx) es estrictamente creciente.

b—a b—a !
7 " sl W = {1 = i
24. («) Demostrar que T35 < & bi=tgiha< Txa S0 < b,
: 3 4 - 1
b) Mostrar que I 2 e Ees e Ay
(h) q it < & g<ztg
(@) Sea f(x) =tg~!x Como f'(x) = 1/(1 + x*)y f'() = 1/(1 + &), se tiene por el teorema del valor medio
gip—wia._ 1 .
b—a S T R
Puesto que ¢ >a, 1AL+ < 1/{1+a’). Como £<b, 1/(1+¢) > 141+ 0% Entonces,
g e Elipes by 1
IT&6E." 5 h—a ita

y multiplicando por b — a se tiene el resultado.

(b) Sean b = 4/3 y a = 1 en ¢l resultado de la parte (2), Entonces, como tg~! 1 = n/4, se tiens

Q ET%

ol

3 TR | |
b=y fits o I
25 < ,5- 3 3 14 : [P

25. Demostrar ¢l teorema generalizado del valor medio de Cauchy.

Considérese G(x) = f(x) — fla) — a{g(x) — gla)}. con « constante. Entonces, G(x) satisface las condicio-
nies del teorema de Rolle, si f{x) y g(x) satisfacen las condiciones de continuidad y diferenciabilidad del teorema

de Rolle y si Gla) = G(b) = 0. Las dos ultimas condiciones se cumplen si a = ﬁ%
Aplicando el tcorema de Rolle, G'(£) = 0 para @ = £ < b, se liene
P O . -y,

Flgh aglth = 0 0 0 e T T )

como se alirmuba.
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TEOREMA DE TAYLOR
26. Demostrar el teorema de Taylor con resto de Lagrange para el caso i = 1.
Hay gue demostrar que
A = gl + fla)ib—a) + %(b—a}” a<E<h 1)
Sea la funcidn
Hix) = f(B) — f) — f)b—x) — (b—xPPA @
donde A esuna constante indeterminada. H(x) resulta justificada si se remplaza a por x en (/) y se pasan todos

los términos al segundo miembro.
Por (2), H(h) = 0. Para tener Hia) = 0 hay gue tomar

= ) — fl@) — fla)(b—a)
i b —ay

]

Suponiendo que f{x} y f'(x) satislacen las condiciones de continuidad y diferenciabilidad del teorema de
Rolle, entonces H (x} también satisface dichas condiciones; luego hay un valor & entre a y b tal que H'({) = 0.

Por (2), H(x)= —f"(x}{b —x) + 2(b —x)4d y H'(E) = —f"(E}b—¢) + 2(b — {)4 =0 para A4 =
fU(€)2! (Porque { qé b.) Sustituyendo este valor de 4 cn (3) y despejando f(b) se tiene el resultado (7).

Por parecido razonamiento se llega a generalizaciones para n > 1.

27. (a) Demostrar que
(sena)(x — a)? (cos &)(x —~ a)®
2! = 3!

seny = sena + (cosa)(r—a) —
con £ entre @ y x.
(p) Utilizar la parte (a) para calcular sen 51° y estimar el error cometido.

(@) Con fi(x) = sen xesf'(x) = cos x, f”(x)'= —sen x, f'"(x) = —cos x, asi que fla) = sen a, f'(a) = cos a,
S“l@) = —sen a, ') = —cos &.

Sustituyendo entonces en la férmula de Taylor con n = 2, es decir,

@ = @+ e e-a + HOEZD, @ o)

con ¢ entre a y x se tiene el resultado.

{b) Sean x = 51" = 51n/180 radianes y a = 45° = 45x/180 radianes, con lo que x — g = 7/30 radianes.

De donde por la parte (2), por ser sen 45° = cos 45° = \/5/2,

v" ( ) (V2 32)( /30)° (cos&)( /30)
30

3,(30> < 0,0002

Con lo que la suma de los tres primeros términos, 0,777, ticne 3 decimales exactos.
8i se quiere mayor exactitud hay que tomar mis términos de la formula de Taylor.

senpls =

= (eos £H(=/30)°
3!

El valor absoluto del error cs = l

28. ‘(@) Demostrar que ¢* = | + x + x%/2! + x3/3! +
() Demostrar que e es irracional.

(@) Sea fix) = ¢*. Las derivadas de f(x) son entonces todas iguales a ¢*. Si a =0, es f(0) = f7(0) =
S0) =" =1 y S &) = &% con lo que el teorema de Taylor queda

5 w2 =, e
e = LrE atiar o Yoy Y Q)

con ¢ entre 0 y x.
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+1 Jt+]
Séa R, = — ¢ =
ca R, Grn Six>0 |R| < *1]’{, y:in: |R,| = 0 (véase Prob. 30, Cap. 3).
_i|+
Stx<0, |R)| < iil)ryhm|R|—0portamom\—ﬂ|R|—0yllm R| =0

De modo que para todo x, o sea, para —m0 < x < o, lim IR,| = 0 y se puede escribir

ef =14 x+ x¥2 4+ Y3 4 - (2)

es decir, la serie converge para todo x.

() Segin (1), haciendo x = | y suponiendo e racional e igual a la fraccidn irreducible p/g, siendo P Y g enteros
positivos, se tiene

e e 1 3 Sy i 2 af
Eligiendo n > ¢ y multiplicando ambos miembros de (/) por n!

! 1 £
ale = n!:i = 1?!+ﬂ!+%+‘;—;+---+l+ﬂe—ﬂ (4)

Pero ¢%/(n + 1) es un nimero entre 0 v 1, en tanto que todos los otros términos de (4) son enteros positi-
vos. Suponiende, pues, que e es racional, se llega a la contradiccion de que hay un entero igual a un nime-
ro que no es entero, y, por lanto, e es irracional.

REGLA DE L'HOPITAL
29. Demostrar la regla de L'Hopital para el caso de las «formas indeterminadas» (a) 0/0, (b) co/co.

(a} Se supondrd que f(x) y g{x) son diferenciables en a < x < b y que fixg) = 0, glxs) =0cong < x, < b.
Por el teorema generalizado del valor medio de Cauchy (Problema (25),

) _ flx) = flxo) _ e [ S
g(x) g(x) — glxa) g'(e R

De donde o His
He) o) S e S

zl}l:;n-F glx) :.LII::*‘ 2'(¢) r-'}rr]:+ #'(x)

pues con g — xot, £ ot

Con una modificacién del procedimiento anterior puede establecerse el resultado para x —+ xp—,
X=Xy, X— 0, X = —o0.

(B) Se supone que f(x) y g{x) son diferenciables en a < x < b, y que lim f(x) = 0, lim g(x) = e con
x—+xg+ x—xgt

a<xg<h
Six; estal que @ < x4 < X < X, < b, por el teorema generalizado del valor medio de Cauchy,

fz)—flz) _ 0
9(z) — glx:) e S
De donde
fe)=fled  _ fl) 11— flm)fle) _ fi)
g{z) — g(x1) glx) 1 - glxi)/glx) a'(g)
por lo que se ve
(@ - FO,1- g &
g{x} g'(}) 1 — flz)/flx)
Suponiendo ahora gque : lim+ ;:Eg = L vy escribiendo ({) en la forma
& _ (o _ )( y(xl)»’g(r)> ( 1— giz)g(z) @
g(z) g'(2) 1 — fla)/flx) 1 = f=)/f(x) :

2254 L9
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Se puede tomar x, tan cercano a xo que |f(€)g'(€) — L| < e. Manteniendo x, fijo, se ve que

: s 1J’ A

T z°+ T Ty
Tomando entonces el limite para x — x,+ en ambos miembros de (2) se ve que, como s¢ afirmaba,

S L g o e LB

s () A0 g

Con modificaciones apropiadas este procedimiento establece también el resultado si x — xp—, x = X,

X 00 X —r— 00,

e —1 14 cosrx . Incosdx
30. Calcular im b im ——1= D) lim —m——
% (@) 1-.0 T 11.?} x2—2zx41 (©) ra0+ In cos2%
todos los cuales tienen la «forma indeterminada» 0/0
S e I T U s
W Il o
() lim 1+ecosme _ TN s senzwx _ lim —=* coswd i %
maxt—2x+1 sl 2E—2 7 o 2 2

Nota: Aquiseaplica dos veces la regla de L'Hbpital, ya que la primera aplicacién da todavia la «forma
indeterminada» 0/0 y las condiciones para la regla de L'Hopital se siguen cumpliendo.

) InecosBz _ .0 {— 3 sen3z)/(cos Bx) _ . 3 sendx cosx
z.l.T; In cos 2x =.].u+ (— 2 sen 2x)/(eos 2x) .04 2 56N 2x cos 3z
Al {13, en 82N\ . [ iy B.cOs 25 I 3 cos 3::\. 3
= (m sonee )T\ 0% Zeos3z) T \.20r 2cos2a/ \2
= (5 Y LR
i ] 2 =S
Obsérvese que en el cuarto paso se ha aprovechado un teorema sobre limites para simplificar los céleu-
los que siguen.
e ) In tg 2z
31. Caleular (@) lime—7r——= im x%e~~ lim w———bp—
(@) l_m5:c2+ﬁx-3‘ (o] ll_.nl s 8) A T g 32
todos los cuales tienen la «forma indeterminada» oc/=c o se pueden arreglar de modo que la tengan.
(a) 1imw — i Br—1 limﬁ' . 8
s D+ 62— 3 o 1046 T Aqe 10 7K
2
® lim#e= = lm%E = Im22 = lim = = 0
T Tereg € Zep e B zereg B
e In 1§ 2% " (2 sec? 2x)/( 18 2%) L 2 zec?2x tg 32
M Th g 8% soov (3sect3m)/(1g 3x) oMl Bsect3x g 2x

= i 2 sec® 2x lim Ry _ 2 " 3 sect 3z 1
= N T eeciBe M\ saos (g 2x ] T A3 it Zsecitx |

sengx — tg ~la
g wtIn(ltmz)

Si bien la regla de L'Hopital es aplicable en este caso, su empleo se va volviendo mds y mas complicado.
Pero por el teorema de Taylor, el limite se obtiene rapida y facilmente. Se hace uso de los resultados (pagina 62}
£ Pxd ’ 2°

1k w Ly e L . = N e i ] e _iz 3
sepx = ¥ 3!-+ 21 g 'z x 77 Qx%, In{i+=z) = =z 2+R:c
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El limite buscado es entonces

lim (£ 281+ Pxf) — (z—2%/3+QzY) _ i R il 2 |
Bl ' — 22 + Rz® T M i1-2iREE 6
33. Calcular lim z?lna.
z—+0+
4 .. Inz : 1/ —?
2 = Crientie _ e i — =
;1_1.21 # ]'ﬂ ® zI-ET+ 1,"".32 z_lpT-t— ‘—2;":&73 x]-l.lzl+ 2 0

Este limite tiene la «forma indeterminada» 0 - 0. En el segundo paso se altera la forma para que tome la
de cofoo y se pueda aplicar la regla de L'Hopital.

. - 2
34. Averiguar lim (cos x)'*,

=0
Como lim cos x =1 y lirré 1/x* = to, el limite toma la «forma indeterminada» 1.
5 s

Sea Flx) = (cos x)'**. Entonces, In F(x) = (In cos x)/x?, al que se puede aplicar la regla de L'Hapital.

Se tiene
. Inecosz _ L. (—senx)/(cosz) . —seng : —Ccos % 1
lim == 22 = jyym i T ATl —_— = S i
-0t &0 2z l‘.‘,‘% 2x cos l‘.’.‘l — 2x senx + 2 cosx 2
Asi que Iirrc:’ In F{x) = —%. Pero como el logaritmo es funcién continua, lim In F{x) = In (lim F(x)). Luego
= x—0 x—=0
In (lirréF(o:)) = —} oseaque limF(x) = lim (cos it = g

35. Si F(z) = (e — 52)'%, hallar () im F(z) y (b) lim F(z).

Iréw =0

Las formas indeterminadas en (g) y (b) son, respectivamente, =o® y 1%,

: I
Sea Glz) = InFiz) = ]-M. Entonces, lim Gix) y lin; G(x) toman las formas indelerminadas

wofoo y 0/0, respectivamente, y se aplica la regla de L'Hopital. Se tiene entonces

coo MG —50) . s B8 . L Qe S e DR s
@) Tm x St Sl A am T 0
Asi que como en el Problema 34. Eim fedr—hgjlre — g5,
3 __ Iz __

O e s e = 2 Y I

- 1 1

£ alcular — = = |,
3. C 1}_’.‘3 (sengx x?

' ; 2 o ox? —sen? x )

Este limite toma la forma oo — so. Escribiendo el limite ¢omo lim ——————+ se ve que es aplicable la

2 2
e At sentoy
regla de L'Hopital, pero ello resulta muy laborioso. Hay dos métodos posibles.

Meétodo 1: El limite se puede escribir

i r? —sen’y z* i z* —sentzx
e = lim>——=
e z senf g 2ead !

¥ .
(lim é—) = 1. Por aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital
z.05CN %

ues lim
P 0 SENT
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. x*—senfz .. 2x — Z2senmcosx .. 2x —senZxz

11_13: P = I:'._.n‘!: 4x3 i 11_1.1‘11 4x°
< in 2 — 2co82x _ Lim 4sen2z lim Beos2x _ 1
T e ~ a0 24z ol R T R

Método 2:  Por el teorema de Taylor,

1 2 B o = PR e
im Zosente g # (x — 2°/6 + Pa®)

s—o 2isen®a T B Q:i(:t = x‘z’ﬁ + PIs)z

— i 23 + términos en x° y superiores
z—0 x' + términes en x° y superiores

= g YEE términos en x* y superiores 1
z-0 1 + términos en x* y superiores 3

PROBLEMAS VARIOS
37. Si x = f(t) y y= g(t) son diferenciables dos veces, hallar (a) dy/dx, (b) d*y/dx>.

(@) Denotando con tildes las derivadas con respecto a ¢ se tiene

dy dy/dt ()

E = m = y’{t) 3] g'(.‘,)?é(]
LIE0) AEUL)
k20 20 A () oL () i GO0 - o Y
da dz \ dx g'(t) de/dt  — g'(8)
_ 1 g fr — foetit) _ gmfy — Fierey) o sy
S y'(t){ [0 } O o peae
J’e—l:’-r =0 4 ' |
38. Sea f(x =10, a:—O Demostrar que (&) f(0) =0, (b) f(0) = 0.
@ 0 = JpfOZO = S0 o S
Si b = 1/u, por la regla de L'Hopital se tiene
lim e = lim w/ex = lim 1/2ues” = 0

Andlogamente, cambiando h — 0+ por b — 0— Y u > 00 poru — —co, ¢ halla /2 (0) = 0. Asi, pues,
fil0)y= f20)=10, y asi f(0)=0.

o) = i (h) Oy = e SERNERTE B L o (BT 2ut
(b) f+ (D) = hl-]‘“ Y hlixil"h h = hl_lpT+ Rt & IILH:;FQ‘ = 0

por aplicaciones sucesivas de dicha regla.
Analogamente, f2'(0) = 0 y entonces f"'(0) = 0.
En general, /™(0) = 0 para n = 1,2,3,... (Problema 89).

39. Sea f(x) tal que f™Y(x) existe en ¢ < » £ by supdngase que f'(x,) = f(xe) = f(x0) = 0 con
a < x5 < b. Demostrar que f(x) tiene maximo o minimo felativo en X segun que fM™(x,) < 0
0 f™x,) > 0 respectivamente.

Por el teorema de Taylor, si ¢ esta entre x, vy x,
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'+ = n" i n b 3 VY ol 04
) = feo + Pl emag + LlEmel e Eom) ) SO &5

Il

) + L2 )"

8i f™x,) > 0, entonces para todo x en un entorno & de x4 se tiene f(x) = f(x,), de modo que f(x) tiene
un minimo relativo en x = x,. Andlogamente, si f™(x,) < 0, entonces para todo x en un entorno § de x, se
tiene f{x) = fixy), de modo que flx) tiene un miximo relativo en x = x,.

40. ;Cual es la longitud de la escalera més grande que se puede pasar por la esquina de un corredor
(dimensiones en la figura adjunta) llevandola paralelamente al piso?

En la Fig. 4-6 la longitud de la escalera 4B es

L =asect 4+ bcosec 0 * 4 ap o
|
L es méaximo cuando a °o%’ v |
dL{df = asecOtg B — b cosecBcot f = 0 l ——
o sea, si asen* 0 =becos’@ o tgl= Ypja .
()
213 bz.fl [ 23 2/3 %
Luego sec O = _%, cosec = a—li'b- =
i bl B
conloque L =asecl + bcosec 0 = (0¥ + pH3)2
a— b —

Geométricamente, es evidente que ésta es la maxima longitud,

pero se puede demostrar analiticamente que @2L/d0? para 6 = tg~* ¥/bfa Fig. 4-6
es negativa (Problema 88).

Problemas propuestos

DERIVADAS

41. Mediante la definicion, calcular las derivadas de las funciones siguientes en el punto que se indica:
a
(@) Bz—4)/(22+3), x=1; (b) a*— 3>+ 2x—5, 2=2; (c) V&, 2 =4; (d) Véz—4, 2=2.
Sol. () 17/25, (b) 2, (¢) L, (d) }

a*senltz, 2740

42, Sea f(z) = { 0 z=0" Demostrar (a) que f(x) es continua eh x = 0, (b) que f(x) tiene derivada en

x =10, {c) que f'{x) es continua en x = 0.

B Sed i) = ?50”'”'2’ o

Sol. (a) 8i; () i, 0

g_ Averiguar si f(x) (a) es continua en x = 0, (b) tiene derivada en x = 0.

44. Dar otra demostracién del teorema del Problema 3, pigina 63, mediante «definiciones €, d».

45. Si f{x) = ¢, mostrar que f'(x,) = ¢* depende del resultado iin; (¢ — 1yh=1.
e

46, Mediante los resultados Eing {(sen A)A = 1, ,Em; (1 — cos h)/h = 0, demostrar que si f(x) = sen x, f'(x,) = cos x,.
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DERIVADAS A LA DERECHA Y A LA IZQUIERDA

47. Sea f(x) = x|x|. (a) Calcular la derivada a la derecha de [(x) en x = 0. (b) Caleular la derivada de f(x) a la iz-
quierda en x = 0. (c) ;Tiene f{(x) derivada en x = 07? (d) Ilustrar la conclusion en (a), () y (c) con un grafo,
Sol. (@) 0; () 0; (c)Si, 0

48. Estudiar la (a) continuidad y (b) diferenciabilidad de f(x) = x* sen 1/x, f(0) = 0, siendo p un numero po-
sitivo. ;Qué ocurre si p es un nimero real cualquiera?

_ f2x—3, 0=x=2

= i inui i iabili < x <
I F—3, DCEEA" Estudiar la () continuidad y (b) diferenciabilidad de f(x)en 0 = x = 4.

49. Sea flx)
50, Demostrar que la derivada de fix) en x = x, existe si, y solo si, f}(x,) = fZ(xg).

51. (a) Demostrar que f{x) = x* — x* + 5x — 6 es diferenciable en a S x S bconay b constantes, (b) Hallar
ecuaciones de las tangentes a la curva y = x* — x* + 5x — 6 en x = 0 y x = 1. lustrar con un grafo. (¢) De-
terminar el punto de interseccion de las tangentes en (b). (d) Hallar f*(x), /"(x), /""(x), FM™x), L
Sol. (b) y="5x—6, y=6x—T; (¢} (1, =1); (d) 3x* —2x + 5, 6x —2,6,0,0,0,...

52. Explicar claramente la diferencia entre (a) fi(xo) ¥ f'(xo+) B) filxo) y fxg—)

53. Si f(x) = x*|x|, estudiar la existencia de derivadas sucesivas de f(x) en x = 0.

DIFERENCIALES

84. Si y = f(z) = z+1/z, hallar (@) Ay, (b) dy, (¢) ay—dy, (d) (Ay —dy)/az, (e) dy/dx.

S Ho o (Ax)* Az Codls / =
Sol. (a) Az 5@ + )’ (b)(l pe Az, (e) Tt e’ () 7@ +02) (e) 1 o Nota: Az =dx.

55. S8i f(x) = x* + 3x, hallar (a) Ay, (b) dy, (c) Ay/Ax, (d) dy/dx ¥ (e) (Ay — dy)/Ax, si x = 1y Ax = 0,01
Sol. (a) 0,0501, (b) 0,05, (c) 5,01, (d)5, (e) 001

%6. Mediante diferenciales, calcular valores aproximados de (a) sen 31°, (b) In (1,12), (c) ¥/36.
Sol. (a) 0,515, (b) 0,12, (c) 2,0125

57. Si y = sen x, calcular (2) Ay, (b) dy. (¢) Demostrar que (Ay — dy)/Ax — 0 con Ax — (.

REGLAS DE DERIVACION Y FUNCIONES ESPECIALES

d
$8. Demosiar (o) & (f(x) + o)) = Sj@ + Lo@, O LUW-g@) = i@ - Lo,
d | fle)| _ gl fi=) — f(=)g'(z)
©) & {y(x)} 5 Gap o ol

59. Calcular (a) %{m’ In(x*—2x4+5)} enx=1, (b) cl% {sen?(3xz + =/6)} en z=0.

Sol. (a) 31n4, ()33

2 ; d di d du
60. : : —a* = a* e 5 ~—-COS == =i
Deducir las formulas: (a) el a*lng ' @ =0, a#1l;, (b) 2z oosee U cosec ueot u e
©-L tghu = sech?u I siendo u funcion diferenciable de x
¢) 7 tgh u = sech’w -7~ siendo u funcion diferenciable de x.
61. Calcular (a) g tg ~ta, (b) im:;vec' 'x, (¢} isenh“' x; (d) imth" x, atendiendo el uso de valo-
dx : dx dx ; dx 3 :

res principales.



CAP. 4] DERIVADAS 77

62. Si y = x*, calcular dy/dx. [Sugerencia: Tomar logaritmos antes de derivar. ] Sol. x*(1 + In x).
s
i sen ~ ! [2x + O ey : 2Inin2
63. Si y = {In(Bx+2)} 2x + 0.3} hallar dyfdx en x = 0, S, (4 1“;2 + T)(ln gymis

64. Siy= f(u), con u = glv) y v = hix), demostrar que dy _ dv i dv suponiendo que f, g y A son dife-
; dx du dv dz
renciables.

65. Calcular (a) dyfdx y (b) @pjdx* si xy —Iny = 1.
Sol. (a) Y1 — xy), (b) (3 — 2xy*)/(1 — xy)* siempre que xy 1

66. Si y = tg x, demostrar que "' = 2(1 + y*)(1 + 3?).
67. Six=sectyy=tgt, calcular (a) dy/dx, (b) d’p/dx*, (c) d®pjdx*, en t = n/4.
Seol. (a) .,/5, ) =1, (o) 3\/5

. 3
68. Demostrar que .g;;% — _%f/(g—;> , precisando las condiciones de validez.

ﬂ Establecer las formulas {2) 7, (&) 18 ¥ (c) 27 de la pagina 60.

TEOREMAS DE VALOR MEDIO

70. Sea f(x)=1—(x — 1)** 0= x = 2. (a) Contruir el grafo. (b) Explicar por qué no es aplicable ¢l téore-
ma de Rolle a-esta funcidn, o sea, que no existe un ¢ para el que f'(§) = 0,0 <&=<2

. Verificar el tcorema de Rolle para f(x) = x*(1 — xP, 02 x = 1.

72. Demostrar que entre dos raices reales de ¢ sen x = 1 hay al menos una raiz de ¢* cos x = —1. [Sugerencia:
Aplicar el teorema de Rolle a la funcidn ¢™* — sen x.]

73. (a) Si0 < a<b, demostrar que (I — a/b) < In bla < (bla — 1)
(b) Utilizar el resultado de (a) para mostrar que ¢ < In 1,2 < 4.

T4. Demostrar que (/6 + ﬁﬂS} < sen”' 0,6 < (n/6 + 1/8) mediante el teorema del valor medio.

75. Demostrar el enunciado del tiltimo parrafo del Problema 20(b).

- 76. (a) Sif'(x) =0 en todo punto de Je, b[ demostrar que f(x) es mondtona decreciente en ]a, b[.
(6) iEn qué condiciones es f(x) estrictamente decreciente en Ja, b[?

 T7. (a) Demostrar que (sen x)/x es estn’ctame:;te decreciente en 10, #/2[, (#) Demostrar que 0 < sen x < 2x/n para
0= x=nf2

sen b — se
78. (a) Demostrar que sl o E con Eentreay b

cos a — cos b
(b) . Haciendo a = 0 v & = x en (a), mostrar que & = x/2. ;Es valido el resultado si x < 07

TEOREMA DE TAYLOR

7. (a) Demostrar que In(1+2) = x — 2 + #oa + e o 0< ¢ <. (b) Utilizar (a) para calcu-
¥ i Clig e e T E 2
lar In (1,1) y estimar la exactitud alcanzada. Sol. (b) 0,09531 con un error menor que 2-107°

80. Calcular (a) cos 647, - (b) tg7 20,2, (c)cosh I, (d) e ®? con 3 decimales.
Sol. (a) 0,438, (b) 0,197, (c) 1,543, (d) 0,741

81. Demostrar el teorema de Taylor con resto de Lagrange para (a) n = 2, (b} n = 3, (¢) n = cualquier natural.
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82.

83.
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Deducir ¢l resultado (21), pagina 61, para la forma de Cauchy del resto:
[Sugerencia: Aplicar el teorema de Rolle a

HE) = f0) - flo) — fo) p-m) — L@E=2F _[T@EZar g4

n!

Siendo A4 tal que Hia) = 0.]

Demostrar que las formas de Lagrange y de Cauchy para el resto en el teorema de Taylor se pueden escribir en
la forma
hn'ilfn-t](a_i_sk) hw*‘l(l_a)hf{ﬂ'}'l)(a_'.eh)
n+1)! Y nl .

respectivamente, siendo A=b—-ay 0 <8 < 1,

Escribiendo (b — x)* A4 en vez del dltimo término (b — x)4 en la sugerencia del Problema 82, obtener el teorema
de Taylor con (a) resto de Lagrange, (b) resto de Cauchy, dando valores apropiados a p.

REGLA DE L'HOPITAL

85,

Calcular los limites siguientes:
. & —senx ) N +3

@ 1m TS © Jipeme 0 Imas-oen  o0im e )
£ e — 2o 4 1 = x x - i senz 1 SBILE S

(®) ]xl.l.-'}: cosdx — 2 cos2x + cosx & alzl_r»nn (35N () £Enu % () l‘..“%( z )

(e Jim (x*—1) tg 7e/2 (@) lim (1—3/x)* (k) lim {1/%* — cot® x) {0) lim (x4 e"+ e*)¥=
: o : < so g ST e e >

e S e R

Sol. (a) %, (b) —1, (&) —4/m, (d) 0, (&) 0, {f) In3/2, (g) &% (R} 1, DO, (N1, (k) %, (D &, (m) 6,
(n) €715, (o) %, (p) e

PROBLEMAS VARIOS

86.

87.

88,

89,

90.

91.

Demostrar que 1’% < % Eaien S i | JEa et

Si Af(x) = flx + Ax) — fi(x), (a) demostrar que AfAf(x)] = A (x) = flx + 2Ax) — 2f{x + Ax) + fix),
{#) deducir una expresion para A"f(x) con n natural, (¢) mostrar que lim % = f"x) si este limite existe.
Az}

Completar la demostracidn analitica mencionada al final del Problema 40,
{a} Si f{x) es 1a funcion del Problema 38, demostrar que f"Mi0) = 0 paran = 1,2, 3, .. .. (b) Escribir la seric de

Taylor con resto para esta funcidn y demostrar que f(x) = R,. (c) Explicar por qué R, no tiende a cero conn — o0
y estudiar las consecuencias de este hecho,

Hallar los maximos y minimos relativos de fix) = x%, x> 0. P |
Sol. f(x) tiene un minimo relativo en x = e™ ', L Medio 1
2 I velocidad v,
Una particula se traslada con velocidades constantes vy y v, cn los me- A it
ios 1 iv: ig. 4-7). : Medio
dios T y II, respectivamente (Fig ). Demostrar que para ir de P a |"’ elonidad vy

Q en un tiempo minimo debe seguir la trayectoria PAQ siendo 4 tal
que | Q

(sen 0,)/(sen 03) = vy/r, Fig. 4-7
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

100.

Se dice que una variable « es infinitesimal si su limite es cero, Dados dos infinitesimales o y B. se dice que =«
es infinitesimal de orden superior (o del mismo orden) si lim #/f = 0 (o lim «/f = ! # 0). Demostrar que para
x =0, {a)sen® 2x y (I — cos 3x) son infinitesimales del mismo orden, (5) (x* — sen® x) es infinitesimal de orden
superior al del {x —In (1 + x) — | + cos x}.

5
L AT gen 1 .
¢Por que no se puede aplicar la regla de I'Hopital para demostrar que lim — ks = 0?7 (vease Pro-

x—+0

i e
blema 91, Capitulo 2).

(Se puede emplear la regla de L'Hopital para calcular el limite de la sucesion ,=n¢"", n=123,...7
Explicar.

Si @ es una raiz aproximada de f(x) = 0, mostrar gque, en general, se tiene mejor aproximacion con « — f{a)/f’(a)
(método de Newton).

[Sugerencia: Supéngase que la raiz es a + A, de modo que f{a + #) = 0. Aplicar luego el hecho de que para
h pequefio, fla + k) = f(a) + kf'(a) aproxifnadamente.]

Por aplicaciones sucesivas del Problema 95 obtener la raiz positiva de (@) x* =2x* —2x —7=0.
{h) 5 sen x = 4x con 3 cifras decimales. Sol. (a) 3,268, (b) 1,131

Si D es el operador d/dx tal que Dy = dy/dy y Dby = d*v/dx*, demostrar la férmula de Leibnitz

DM(wv) = (DMulv + G (D™ 'u)(Du) + 2Co(D"2w}D%) + -+ + ColD"u}( D) + . + ubww
siendo ,C. = () les coeficientes bindmicos: (Problema 95, Capitulo 1).
Demostrar que dd;. (z¥senz) = {&® —n(n—1)} sen(x+nr/2) — 2nz cos (x+ nx/2).
51 f1(xp) = f"(xp) = -+ = f®(x) = 0, pero [ V() + 0, estudiar la marcha de f(x) en el entorno de

X = Xq. El punto x, se liama en este caso punto de inflexion.

Sea f(x] dos veces diferenciable en Ja. 5[ y supdngase que ['(a) = J(&) = 0. Demostrar que existe al menos
4 : ; i : ;

un punto ¢ en Ja. b tal que |f7(&)] = P {/16) — fla)}. Dar una interpretacion fisica en que interven-
Gt i

gan la velocidad y aceleracién de una particula.



Capitulo 5

Integrales

DEFINICION DE LA INTEGRAL DEFINIDA

El concepto de integral definida nace a menudo de la consideracion del area encerrada por la curva
y = f(x), el eje x y las ordenadas levantadas en x = a y x = b (Fig. 5-1). Pero la definicion se puede
dar sin apelar a la geometria.

v
o]
1
vt T
|
T i
1 | | ]' |
| 1 r '
| | | " . L] | |
| | I | |
| ! [ | |
[ | | |
L I I | L %
af T g % £ Ta Ta-s f Zu-1 £, b
Fig.5-1 ol
Subdividido el intervalo @ £ x £ b en n subintervalos mediante los puntos x;, Xz, ..., Xu-1
elegido arbitrariamente, escojanse en cada uno de los nuevos intervalos Ja, x,[, Jxy, x3[, .. ., Ix, -y, 8
puntos &,, &,, ..., &, arbitraniamente. Férmese la suma
fE)(@i—a) + f(&) (@a—a1) + fl&) (@s—22) + ... + f(£)(b—2an) (1)
Escribiendo xy = a, x, = b y x;, — x,—;, = Ax;, esto se puede escribir
kz fé) (e —2—) = kE F(&) Axx (2)
=1 =1

Geométricamente, esta suma representa el drea total de los rectingulos de la figura anterior.

Se hace crecer ahora ¢l niimero de subdivisiones n de tal modo que cada Ax, — 0. Si resulta enton-
ces que la suma (/) o (2) tiende a un limite que no depende del modo de hacer la subdivision, este limi-
te se denota por

f f(@) dz (9)

a

que se llama integral definida de f(x) entre a y b. En este simbolo, f(x) dx se suele llamar integrando y
[a, b] es el intervalo de integracion. A veces se dice que g y b son los limites de integracién, g limite in-
ferior y b limite superior.

80
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El limite (3) existe siempre que f(x) sea continua (o bien casi continualena £ x < b (Problema 35).
Si el limite existe se dice que f(x) es integrable en sentido de Riemann o simplemente integrable en [a, b].

Geométricamente, el valor de esta integral definida representa el drea encerrada por lacurva y = f{x),
¢l eje x y las ordenadas en x = a y x = b solamente si f(x) = 0. 8i f(x) es positiva y negativa dentro
del intervalo, la integral definida representa la suma algebraica de las dreas por encima y por debajo
del eje x, tomando como positivas las que quedan por encima del eje x y como negativas las otras.

" MEDIDA NULA

Un conjunto de puntos del gje x se dice tener medida nula si la suma de las longitudes de los in-
tervalos que incluyen todos los puntos se puede hacer arbitrariamente pequefia (menor que cualquier
namero positivo €). Se puede demostrar (Problema 6) que todo conjunto enumerable de puntos del eje
real tiene medida nula. En particular, ¢l conjunto de los niimeros racionales, que es enumerable (Proble-
mas 17 y 59, Capitulo 1), tiene medida nula.

Un importante teorema en la teoria de la integracion de Riemann es el siguiente:

Teorema. Si f(x) es acotada en [a, b], entonces una condicién necesaria y suficiente para la exis-

b :
tencia de J' f(z)dz es que el conjunto de discontinuidades de f(x) tenga medida nula.

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS
Si f(x) y g(x) son integrables en [a, b],

L [ tw=eena = [ 1w = [ owe
2. ijf{z}dx = AJ,‘ flx donde A es una constante cualquicra
3. f f(z) dz i f “Hayde + f f(z) dz

partiendo de que f(x} es integrable en [a, c] ¥ [¢, b].

; =" * fa) da
(o =

6. Sien a=gx =0, m<f(a:)<M donde m

¥
{(b—a) ffa:}d:c = Mb—a)
7. Sieng=zx=D, flzx)=g(z) es

f f(x) de f o(#) dz

J‘b fz)|de sia<b

"
1
=
e

=
B
=
=

=

M son constantes, €5

1A

90

x)dx

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

1. Primer teorema del valor medio. Si f(x) es continua en [a, #] hay un punto ¢ en Ja, b[
tal que

[ roa = o-af @
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2. Teorema generalizado del valor medio. Si f(x) y g(x) son continuas en [a, k] y g(x) no
cambia de signo en el intervalo, entonces hay un punto ¢ en Ja, B[ tal que

S r@omar = g9 [ o@az )

lo cual se reduce a (4) si glx) = 1.

3. Segundo teorema del valor medio de Bonnet. Si f(v) y g(x) son continuas en [a b] y si
g(x) es una funcion positiva monotona decreciente, hay entonces un punto ¢ en Ja, 6] tal que

) g
[ oz = 0@ | feas ©®)
Si g{x) es una funcion positiva monodtona creciente, hay entonces un punto & en Ja, b[
tal que
i h
J oz = @) [ fwde )

g(x) es mondtona creciente o mondtona decreciente y no necesariamente positiva siempre,
como en 3, hay un punto { en Ja, b[ tal que

4. Segundo teorema generalizado del valor medio. Si f{x) y g(x) son continuas en [a, ] y si

| fowdz = g f f@dz + o) | f@)de 38)

Este resultado sigue siendo vilido si se remplaza continuidad por integrabilidad.

INTEGRALES INDEFINIDAS

Si f{x) es una funcion dada. entonces toda funcion F(x) tal que F'(x) = f(x) se dice integral indefini-
da o antiderivada de f(x), y mejor aun, primitiva de f(x). Es claro que si F(x) es una integral indefinida
de f(x), tambi¢n lo es F(x} + ¢ con ¢ constante cualquiera, pues [F(x) + ¢]" = F'(x) = f(x). Asi, pues,
todas las integrales definidas de una funcion difieren cn una constante. Se utiliza a menudo el simbolo
[f(x)dx para denotar una integral indefinida cualquiera de f(x).

Ejemplo: Si F'(x) = x7, entonces. F(x) = [ x¥dv = %3 + ¢ es una integral indefinida o primitiva de x2.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

Sif(x} ¢s continua en [g, #] y F(x) es cualquier funcion tal que F'(x) = f(x) [es decir, F(x) es una
integral indefinida o primitiva de f(x)], entonces

f flx)de = F(b) — Fla) (9)

Este importante teorema permite caleular integrales definidas sin apelar directamente a la definicion,
siempre que se conozca una integral indefinida de una funcién.
X
Para calcular f x® i, bbservemos que F'(z) = 2% F(z) = 2%3+ ¢, entonces tenemos
: G

.-‘1.2 o~ o e . 23 \ 13 Y 7
‘jl wida = (R 1y .= (3 }c/.—(3—+c) e

Como ¢ desaparece de todos modos, es conveniente escribir mas simplemente

¢ af* 3
2 35
L Sl i S S
.I:” & 3 3

£ 3

ol =1
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INTEGRALES DEFINIDAS CON LIMITES DE INTEGRACION VARIABLES

Una integral indefinida se puede expresar como una integral definida con”limite superior varia-
ble escribiendo

ff(x)d’.x_ = j‘ flx)de + ¢ (10)
Resulta entonces que i

LS i = i@ (11)
Como una integral definida depende solamente de los limites de integracion se puede emplear cual-

quier variable como simbolo de integracion. Por ejemplo, fb flx)dx = J;h fit)dt = j:‘b flu) du,

etc., razon por la cual sucle decirse que la variable s muda. Se puede escribir (/1), por ejemplo,

L e = fw (12)

Esto se puede generalizar al caso en que sean variables los limites de integracion inferior y superior.
Asi se tiene

d e} dv du
T fiydt = Flo@)}g — Flu@) o (13)
ulr) 5
: : d (Csent _ sen x® d{x?) sene dfx)  2seng® —senx
G dz ). Mty - P s =

CAMBIO DE VARIABLE DE INTEGRACION

Si no se encuentra inmediatamente una determinacion de f flx) dz expresada por funciones

clementales, puede ser til cambiar la variable de x a ¢ por la transformacién x = g(r). El teorema fun-
damental que permite hacer esto se resume en ¢l enunciado

[ima = { roemonad (14)

donde una vez obtenida la integral indefinida del segundo miembro se remplaza 1 por su valor en fun-
cién de x, esto es, por £ = g~ '(x), supuesta uniforme. Este resultado es andlogo al de la regla de de-
rivacion en cadena (pagina 59).

El teorema correspondiente para integrales definidas es

0 50 B
Stz = | pomnewar (15)

con glz) = a y g(f) = b, es decir, « = g~ '(a), f = g~ '(h). Este resultado es ciertamente vilido si f(x)
es continua en [a. 5] y si g(1) es continua y tiene derivadas continuas en o = ¢ < 8.
INTEGRALES DE FUNCIONES ESPECIALES

Los resultados siguientes se pueden demostrar derivando ambos lados, con lo cual s¢ tendrd una
identidad. En cada caso ha de agregarse una constante arbitraria ¢ (omitida aqui).

; uﬂ{-l
1. J wdnw = n_?l n=—1 4. f cosuwdu = senu
f 0% In |u| 5. f tg wdu = Insecu]

- = —In|cosy|
3. f sen#dit = —cosu 6. f cotudu = Injsenu]
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7. f secudu = In|secu + tg ul 21, f sech>udy = tghu
= In|tg (w/2+ /4
i w2l 22, f cosech? udu= —cothu
8. fcosec udu= In|cosecu — cot u|
= In|tg %/2 283. J‘sechu tgh udu = —sechu
2 ol |
J f Sy i 24, f cosech u coth u du = —cosech u
10, J'wsccz udu = —cotu : J‘ U T
25. = sen!l— o —ecos -
W a a
11. J‘ secu 8 wdu = secu
26. J‘ﬁ = ln|u+\fu2iazl
12. f cosec u cot u du = —COosec u duh 1 LW 1 )
L S e s S LT, s [
ar 2T, u® + a? B 2 a gt
13. J‘a"du = a>0,a+1
Ina o8 oL T el | ]n‘u~a‘
: R L B T T 45
14. feudu = e et 70 ke
29 f — o -
15. f senhudu = coshu wy/ et = u? ¢ |la+varxu
30. J'_du__ = lcos—‘ﬁ ] lar.ec“a
16. | fcoshu du = senhu wy/u? —a? & ¢
' %
17. { tgh wdu = Incoshu 3. [ vezaa gt
+ iln |u+\/uzia2|
18, f thude = In |senh A
cothu du n |senh u] 39 J' [ du :3;_ aﬁ—uﬂ+%sen—1-§'~
19. f sechudu = tg~'(senh u) " s
33. J‘ e sen bu du = o sen;zu_i- bzb cos iy
20. J‘ cosech u du = — coth™* (coshu)
= e™(a cos bu + b sen bu)
34. e cog bu du = e
METODOS ESPECIALES DE INTEGRACION
1. Integracion por partes.
f udv = wuv — fvdu 0 f flx)g'(x)de = flz)glx) — J' f'(z) g(x) dx

con u = f(x) y v = g(x). El resultado correspondiente para integrales definidas sobre el in-
tervalo [a, b] es ciertamente valido si f(x) y g(x) son continuas y tienen derivadas continuas
en [a, b]. Problemas 18-20.

2. Fracciones parciales. Toda funcion racmnal Q ( ] en que P(x) y Q(x) son polinomios, sien-

do el grado de P(x) inferior al de Q(x), se puede escribir como suma de funciones racionales

A Ax+B
(ax+b)’ (ax®+bx+e)”
grar por funciones elementales.

de la forma

donde #=1,2,8,...que siempre se pueden inte-

; 7 3% —2 S A B c D

Ejemplo 1: (dz—3)(2x+5°  4z—3 T Bzssr T @eter t %%+
.

Ejemplo 2: Bx?—2x+2 = Ax+ B o Cx+ D ® E

(z*+ 2z + 4 (x—1) (z*+2x+4) x*+2x+4 z—1

Las constantes 4, B, C, etc., s¢ pueden hallar quitando denominadores e igualando los coeficientes de
iguales potencias de x en ambos miembros de la ecuacidn o por métodos especiales (véase Problema 21).
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3. Funciones racionales de sem x y cos x se pueden integrar siempre por funciones elementa-
les haciendo la sustitucion tg x/2 = u (véase Problema 22).

4. Hay métodos especiales que dependen de la forma particular del integrando y que se em-
plean a menudo (Problemas 23 y 24).

INTEGRALES IMPROPIAS

Si ¢l intervalo de integracion [a, b] no es finito o si f(x) no esta definida o no estd acotada en uno
o mds puntos de [a, 5], se dice que la integral de f(x) en este intervalo es una integral impropia. Emplean-
do operaciones de limite adecuadas se pueden definir las integrales en casos semejantes.

: S Gl RS S Ml = i - 2
Ejemplo 1: J: e Jmfa T ot et i Jim g7t M = a2
1 1
4 dz 3 dx ’
Ejemplo 2: J" L S o T e e =
AR o Vax 5-11314- 5 \/; fl—?g’: avis 5 clj.r;}%- (2 = 2v3) 4
1 1 1
Bemplo 3: 4% = g (% _ g ing| =t (—Ine.
0 T =0+ J, X Ems O+ € =0+

Como este limite no existe, se dice que la integral diverge (es decir, que no converge).

Para mas ejemplos, véanse Problemas 33, 78-80. Mayor estudio de las integrales impropias en el Capi-
tulo 12,

METODOS NUMERICOS DE CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Existen métodos numéricos para calcular integrales definidas cuando no se pueden hallar exacta-
mente. Los siguientes métodos numeéricos especiales se basan en subdividir el intervale [a, b] en n partes
iguales de longitud Ax = b — a/n. Para simplificar se denota f(a + kAx) = f(x,) por y,, conk = 0, 1,
2, ..., n. El simbolo = significa «aproximadamente igual». En general, la aproximacion mejora al
aumentar n.

1. Regla de los rectingulos.

b
[ fmyar = sr@otwmtmt . Av-) 0 AT(ityetusto-tum)  (16)

La interpretacién geométrica es evidente en la figura de la pagina 80,

2. Regla de los trapecios.

b
A
ff(x)dx ~ o+ 201+ 2yt o+ 2ynci ) (17)

Que se obtiene tomando la media de las aproximaciones en (16). Geométricamente, equi-
vale a sustituir la curva y = f(x) por un conjunto de segmentos de recta que se aproximan
a ella, :

3. Regla de Simpson.
b
A
j flz)dz =~ % {o+4y:1+ 2y + 4y + 2ys+4ys+ - - +2%n2+4Yn-11Yn} (18)

Se obtiene dividiendo [4, #] en un numero par de intervalos iguales, (n es, pues, par) y
aproximando f{x) por una funci¢n de segundo grado que pasa por cada 3 puntos sucesivos
correspondientes a Xg, Xy, X35 Xy, X5, X35 - .. Xpeg, Xy—1, X GeOmétricamente equivale a
remplazar la curva y = f(x) por un conjunto de arcos parabdlicos que se aproximan a ella.

4. El teorema de Taylor puede utilizarse, a veces, como en ¢l Problema 26.



86 INTEGRALES [CAP. 5

APLICACIONES

El poder calcular la integral como limite de una suma permite resolver muchos problemas fisicos
o geométricos como determinacién de dreas, volimenes, longitudes de arcos, momentos de inercia,
centros de masa, etc.

Problemas resueltos

DEFINICION DE LA INTEGRAL DEFINIDA
1. Si f(x) es continua en [a, b}, demostrar que
= 2;( k(b < ) f f(z) de

Puesto que f(x) es continua, el limite existe independientemente del modo de subdivision (Problema 35).
Dividiendo [a, £] en n partes iguales de longitud Ax = (& — a)/n (Fig. 5-1, pag. 80), sea & = a + k(b — a)/n,
k= 1,2,..., n Entonces,

im3ieen = imtse 3 (e D) o (Ciow

2. Expresar Ilm 2 f( ) como integral definida.

= m T

Sean a = 0, b = 1 en el Problema 1. Entonces,

mi 3 o (e

1
3. (a) Expresar f xz2dx como limite de una suma y utilicese el resultado para calcular. la integral
0
definida dada. (b) Interpretar el resultado geométricamente.

(@) Si flx) = x% es flk/n) = (k/n)* = k*/n*. Asi que por el Problema 2,

= f x*dx
']

Lo que se¢ puede escribir, por el Problema 29 del Capitulo 1.

i

A 7 bk
lim 3 5

3|R"

2 2 2 2 2 i
f:c’dx — liml .1_+2_+..,+n_! = IimM
a A T n? ‘n L Tk n
ST ﬂm&'{?“ + 1) = b (1+ /)2 + 1/n) = 1
Wiy o En’ R L] 2
que es el limite pedido. 1

Nota: Aplicando el teorema fundamental del cilculo se observa que f xdx = (F33))3 =
133 — 0%3 = 1/3. .

(b) El drea encerrada por la curva y = x% el gje x y la recta x = 1 es igual a &

. 1 1 1
4. Calcula —
iy Elr.n:{n—l—l o nt2 el A n—i—n}'
El limite se puede escribir
sr ol 1 1 1 b= iz 4
31."3.,n{1+1/n+1+2fn+ +1+nm} = Mmoo Sivem
1
M dx s il
=g = Infl+z), = In2

aplicando el Problema 2 y el teorema fundamental del calculo.
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Ll t 2t n—1)t —
5. Demostrar que lim —<sen — + sen-— + + scn( ) e cost‘
e ) n 7 n t
Sean @ =0, b=¢, f(z) = sen x en el Problema 1. Entonces.
s ¢
lim EESBHE = fscnzdx = 1=—coat
A k=1 n B
¥y, por tanto,
n—1
1im l gcn.@ — 1__.._{:25.{'.
neseo T oE=1 n i
aplicando  lim se;]t =

MEDIDA NULA
6. Demostrar que un conjunto de puntos enumerable tiene medida nula.

Denotando el conjunto de puntos por x,, xj, X3, X4, ... ¥ suponiendo los puntos eticerrados, respectiva-
mente, por intervalos de longitudes menores que €/2, €/4, ¢/8, ¢/16, . . ., con e positivo, la suma de las longitudes
de estos intervalos es menor que €/2 + €/4 + €/8 + --- =e(cona = ¢2 y r = L en ¢l Problema 25(a) del Capi-
tulo 3), lo que prueba que el conjunto tiene medida nula,

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

7. (a) Si f(x) es continua en [a, b] y m £ f(x) £ M, siendo m y M constantes, demostrar que

mb—a) = anf(x)dx £ Mb-ua)
a
(b) Interpretar el resultado de (a) geomeétricamente.
(@) Se tiene
maze = fE)om E OMAx k=12, VR
Sumando de Kk =1 a n y por ser
élaa:k = (@i—a) t(2—m) + -+ (b—Fa-1) = b—n
se sigue que
mb—a) = é. fle)ame = M(b—a)
Pasando al limite para n — oo y cada Ax, — 0, se tiene ¥

el resultado,

Suponiendo f(x) = 0 y continua en [a, b] el grafo de la
Fig. 5-2 adjunta muestra que geométricamente

Area ABCD = Area bajo y = f(x) = Area ABEF

(b)

esto es,
b
P f f@)de = Mib—a)
Quitando la restriccidn f(x) = 0 se puede dar una
interpretacion semejante. El resultado es vilido tam- b=
bién si f{x) es casicontinua en [a, b]. Fig.5-2
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j;h flz) dx

Por la desigualdad 2, pagina 3.
13 feaed 5 Zleaml = Iifelem

b
j |f(z)|dz si a<b.

8. Demostrar que

1A

Pasando al limite para # — co y cada Ax, — 0, se tiene el resultado.

Lar
g senne
9. Demostrar que lim T_ﬁgdx = 0:

Tl=+ 20
T SeN N 7| sen nx M ody 2
= = S R
lf 2+t ‘ % J; |0 = J: nt nt

% 5 T Sen !
Asique lim ‘f s +ﬁ?§ d‘.,c‘ = 0, y se tiene el resultado buscado.
s 03 (]

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

10. (@) Si f(x) es continua en [a. ], demostrar que existe un punto ¢ en Ja, 8] tal que

b
{1wa = e-ore
(b) Interpretar geométricamente el resultado de (a).

(@) Como f(x)es continua en [, b] se pueden hallar constantes m y M tales que m £ f(x) £ M. Entonces,
por el Problema 7,
< J2 fl=) d= = M
“b—oa
Como f{x) es continua, toma todos los valores entre m y M (Capitulo 2, Problemas 34, 93). Y habrd un

valor ¢ tal que
2 d
g = 2=lPE L axien

De donde multiplicando por b — a se tiene el resultado pedido.
b

{b) Si fix) Z 0 con grafo como el de la figura del Problema 7(b), se puede interpretar j fiz) dz como ¢l drea

rayada bajo la curva y = f(x). Geométricamente, esta drea debe igualar la de un rectangulo de base b—a

y altura f(£) para algin £ entre a y b.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

11. Si F J- f(t)dt con f(x) es continua en [a, b], demostrar que F'(x) = f(x).
b=l e 2 ao I il
(2 ;t z) = E{f, fe) di J. fit) dt} = hj; f(t)dt
=" 8y ¢ entre x y x+kh

por el primer teorema del valor medio para integrales (Problema 10).

Entonces, si x ¢s un punto interior a [, ]

Fiz) = lim

k0

puesto que f es continua.
Six = a0 x = b, se utilizan los limites a la derecha o a la izquierda, respectivamente, y ¢l resultado sigue

siende valido también en estos casos.
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12. Demostrar ¢l teorema fundamental del cdlculo integral.

Por el Problema 11, si F{x) es una funcidn cualguicra cuya derivada es f(x). se puede eseribir

Flz) = f fiode + ¢
siendo ¢ una constante (véa'se ultima linea del Problema 22, Capitulo 4).

Como Fla) = ¢, se deduce que Fib) = f fitydt + Fla) o r fitydt = F(b) — F(a).

13. Si f(x} es continua en [a, b], demostrar que F(z) = f f(t) dt es continua en [a, &].
S5i x es un punto interior del [a, b], entonces, como en el Problema 11,
f lim Flz+h) — Flz) = limhflz) = 0
hesD hap 0
| y Fix) es continua.
|

Six=ayx=b, se utilizan los limites a la derecha y a la izquierda, respectivamente, para demostrar que
Fix) es continua en x =a y x = b.

Otro método:
Por el Problema 11 y el Problema 3, Capitulo 4, se sigue que F'(x) existe y que entonces F(x) debe ser

continua.

CAMBIO DE VARIABLES Y METODOS ESPECIALES DE INTEGRACION

14. Demostrar el resultado (/4), pdgina 83. para el cambio de variable de integracion.

Sean Fix) = I fx)de vy Gir) = f Aeleitg'(r)di,  como x = glt).

i Luego dF = f(x) dx, dG = fle(r)}g'(1) dt.
Como dx = g'(11dt, se sigue que fix)dx = fle(t)lg'{t)dt de modo que dF(x) = dG(1), de donde
Flx) = Glt) + ¢
Ahora cuando ¥ = a, t = a 0 Fla) = G(x) + ¢. Pero como Fla) = G(x) = 0, de modo que ¢ = 0. Luego
F(x) = G(¢). Como x = b con i = f, se tiene

b B
| raas = [ #own o at

como se buscaba:

15. Calcular

. 1 1/v2 ~ 10
@ [Ernsen@ri-ga @ mi}ﬁ @ J, x\;‘?'—%'dx

() [ cotllng g (@) fz—x gty e

z Vet torl
{a} Método 1:
Sea x*+dr—6 = u. Luege (2r+4)dz = du, (z+2)dx = 1du v laintegral es ahora

élsenudu = —%cosu-i—c = ——%cos(x’*-ﬁ-flx—&)-ﬁ-c
Maetodo 2:
J {2 senfp? Fdr —Blder = 4 rsen (e +dr —6) d{x* +4x~6) = —dcos(x*+dr—6) + ¢

{6} Con lnx = . €5 (dx)/r =du v laintegral se convierte en

[ cotude = Inlseny| + ¢ = In|senilnz)| + ¢
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(¢) Meétodo 1:

f dx = I dx [ j - dx
Viz+2)3—2) Jirte—2 W v V254 — (z— 1)
Haciendo #— } = m, seconvierlcen [— A gept Mo e = sen 1(%..__1> A
V54— u 5/2 5
Lucgo J —_ 5 23:—1)\ = sen ( )— sen (——)
1y (x + 2)(3 —
=sen ' 0.2 —sen ' 06
Método 2:
Ses x— 4 = u comoen ol Método | Para s =—1, w=—3; ypara z=1, u=% De modo
que por ¢l Problema 14,
1 g e ol [.l g h> I.l_.-a du < u e
Teiteon | Javmh-G-p | J-eela-w 73l .,

=sen ' 02 4 sen”' 06

(d) Sea 2'"* =wu. Lucgo — ol-(in2)de =du y 277dx = 2? . con lo que la integral es
1 f o, SR 5 o
CRET tgh o die = 21 ) In cosh 2 ¥
5 = 1 2z dx ;
{(¢) Seasen 'a*=wu. Luego du = ———2% de = —=—— vy laintegral es entonces
. Vi— (@ Vi—=zf
}J udy = 1w+ e = Lisen™'a*)* + ¢
n.r\/. : 1T T
= 1 — 1yl =  Afoeps LEE = i
Asi. pues. [ \/1__? l(sen™'#") k I(sen”™ " 1) HE

l’ x dw zlfwdx i_f 2 11 f
Fraztl 2) Vrtaetl 2.0 Vet et1 v’z Fat+l
P @z tnedet ety —%f—-L—

! : VE+ir+ 1

= Ya+a+l— linjz+i+VEe+tP il + o

z
dx 1
16. Mostrar que ‘f T e
4 @2 rA” T 6
; o {
Escribase la integral [ [(—x-%)f_kw Con z—1 = V"E tg u, de = \a"gsecﬁudu. Para
Ll | )]

=1, w=tg ' 0=0; para =2 uw= tg°' 1/V/3 = /6. La integral serd entonces

w5, \fgsec w du (s “f“\fgsec‘u eho= " g cily{TEe = L
: i = g 3 cosu du =

NS  sen =
+ 3 1g’ u]t {8 sec®u*? e

Su| =

3 0

dx

17. Determinar J;N (lnir)

Sea lnx =y, (dx)z = dy. Si z=e y=1; si z=¢, y=2, Asi la integral se convierte en la

f@y Sooont el
‘lya = _21— 8
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18. Hallar fx“ Inzdx si (@) ne—1, (b) n=—1.

(@) Integrando por partes, sean 1 = In x, dv = x"dx, con lo que di = (dx)/¥, o= @ Vn + 1). Luego

2 ntl m1
Ix"ln:\:dx = Iudv = w)—fvdu = x—]nx-—fx da

n+1 2+l =
o gnt e
T REIRE — e
(b) I‘:\:_‘lnmd'x = Jlnxd(lnx} = Mnzp+ e

19. Hallar f VETFT (g,

Sea /2x + 1 =y, 2x +'1 = y*. Entonces dx = ydy y la integral se vuclve [ 3%y dy.
Integrando por partes, sean u = y, dv = 3* dy; luego du = dy, v = ¥iin 3), y se tiene

= = i L s gheatl £ B
Jeovw = fuw <o fou - 42 me® = s " fmar t°

1

'20. Hallar f xzIn(x+3) de.

Con u =1In(x+3), dv = xdr. Luego du =

EreT il M 2 De modo que integrando por partes,

C z* 1 {x*de _ af & 32 9
inn(z+3)dz ?lﬂ(¥+3)—§‘lm = Sty 2.[(2’ 3+$+3)d”

SRS _1ja
= In(z+ 3) 2{2 3x+91n(x+3)} + e

Luego J zln(e+3)de = g——4ln4+%]n3
o
6—u
21. Hallar ]d zx—_gu—zm da‘,‘.
: s 6— s B
Por fracciones pareiales, sea TRV P ol e
Meétodo 1:

Para determinar las constantes 4 y 3, multipliquense ambos miembros por {x — 3)(2x + 5) para obtener
6-—2 = A@x+5) +Bx—3 o 6-2 = 5A — 3B + (2A+B) (6}
Como ésta es una identidad, 54 — 3B =6. 24 + B = —| ¥ A = 3/11, B = —17/11. Entonces,

W 2 3/11 J” —17/11 et - 0
J(;mdx = fﬁ_gd:r+ Zxt5 9@ = jyhlz—3 gz Ini2z+5| + ¢
Meétodo 2:
Dense a x valores apropiados en la identidad (/). Por cjemplo, haciendo x = 3 ¥y x = —5/2en (1), se ticne

inmediatamente 4 = 3/11, B = —17/11.

22. Hallar f %&— empleando la sustitucién tg x/2 = u,

En la Fig. 53 es

seng/2 = % cos x/2 = :

Vitw' Vit
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1=
= 2 — sen? =l et
Entonces. cosz = cos?zf2 — sen®x/2 T
X du = }sec'z/2dx o dr = 2costz/2du = 1251;_5.
Asi que la integral se convierte en j u“d:fd = g 'w2t+e = Log'(}otga/2) te
x sena
23. : —
3. Calcular T+ costz
Sea z = 7z —y. Entonces
v T xsenw £ T(r—y) seny H #_SEMJ _ (T mseny
L g Jl,l-l-cos?:cdx B j; 1+ cos’y B = Tull—%cus‘ydy J;l—:cosjd
v
dicos y¥) 1 % 2
= — T L = — = 7 — — L2
. J; e oy I tg ! (cos y}|u I il I
osea, I = =2/2—1 o I==/4
_ Vseng =
24. Demostrar que ./f = o
o Vsenx + \/cosx 4
Haciendo = = #/2 — y, se tiene
Iy miz Vsenx T veesgl = e Veosa d
== _ e——— — = —————dx
“o Vsenz + Vcoq:: ® Vcosy + yseny o \rcos:r <t \esenx
Luego
Do o _  Vsenw T i Vtusx SER

o ysenx + \/__us:c ¢ feosx + V(scnx

VSm:c + yeosa it -
= de = dx. =
sen x + yeosx

dedonde 2I=#/2 e I==/4

El mismo método se puede aplicar para demostrar que para todo valor real de 1,

j"m 5 sen™ x s
{Problema 94). JooosenTa + cog™ur 4

Nota; Este problema y el 23 muestran que algunas integrales definidas se pueden calcular sin hallar antes
las integrales indefinidas correspondientes. ! f

METODOS NUMERICOS PARA CALCULAR INTEGRALES DEFINIDAS

1 .
25. Calcular f % aproximadamente, mediante () la regla de los trapecios. (h) la regla de

Simpson, dividiendo el intervalo [0, [] en n = 4 partes iguales.

Sea fix} = 1/{1 + x*). Con la notacidén de la pagina 85. se tiene Ax = {h — a)fn = (1 — 0)/4 = 0,25, Con-
servando entonces 4 decimales, se tiene: 3, = f(0] = 10000, y; = f(0.25) = 0.9412, v, = 10,50) = 0.8000,
vy = f10,75) = 06400, v, = f{1) = 0.5000.

(@) La regla de los trapecios da, pues.
Ax 0.25

?":_1-0 + 29 4 205 + 2vy 4 b = 57 (110000 + 20.9412) + 20.8000) + 2(0.6400) + 0.506) = 0,7828.
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{6) La regla de Simpson da

Ax 0,25
T{}'o +dyy + 20 + Ay, )= T{I,OOOO + 4(0,9412) + 2(0,8000) + 4{0,6400) + 0,5000} = 0,7854.
El valor exacto es m/4 = 0,7854.

1
26. (a) Calcular f e dx por el teorema de Taylor y () estimar el error méaximo.
]

Como en el Problema 28, Capitulo 4, se encuentra que

o B A x* = % x* ef
& = 1+$+‘2'!—+§T+E+ 3 0<¢<x
Cambiando entonces x por x
(] ] 10 &
e = 1+z'+;"—l+;—!+ﬁ+”5f 0<¢< 2t
Integrando de 0 a 1,
1 b oo
f el dy J‘ (1 + x* + 41)dar ol {siendo el error E sf -s—réf dzx)
) o .
= Al o) A oaime e bR
e +52l+7-3!+9-4!+ T
1
10
D d Bl = f = gt d: = e R = =" e
e modo que |E| ' efdz| = | ef|dx ). dx - Ef < 0,0021.

Asi, pues, el error mdximo es menor que 0,0021, de modo que el valor de la integral es 1,46 con dos
decimales exactos. Empleando mas términos en el teorema de Taylor, se obtiene mayor exactitud.

APLICACIONES

27. Hallar (a) el area y (b) el momento de inercia con respecto al eje ¥ de la regién del plano Xy ence-
rrada por y =4 — x? y el eje x.

(a) Subdividase la region en rectingulos como en la
figura de la pagina 80. Un rectdngulo cualquiera se
ve en la Fig. 5-4 adjunta. Entonces,

Arcabuscada = lim 3 f(z,) Awe

At eml

lim X (4—£3 Az

Ry on k]

! 32
f @-ahde = =
e 3

(6) Suponiendo densidad uno, el momento de inercia
con respecto al eje y del rectingulo anterior es
E2f(E,) Ax,. Luego

It

(—2.0)

Fig.5-4

Momento de inercia = lim 3 £f(z)Azx = lim 1;1 £(4— &) Az
meem k=1 nebm k=

£
34— ot - 128
J‘—’z(d 2y =
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iCudl es la longitud del arco de la pardbola y = x* desde x=0a x =1?
I onpilicdel ages, = f.,' VT E i de. = J;l VI T @) da
2 J:mdx = éﬁamdu
= w142 + tnw+Vitu)}], = }V6 + 12+ V5)
Hallar el volumen que genera la regién del Problema 27 al girar en torno al eje x.

2
Volumen buscado = lim 3 rydz. = Ff (4 — %P de = B512x/15.
k=1 —a

ner o k=

PROBLEMAS VARIOS

30.

31.

Si fx) ¥ g(x) son continuas en [a, b] demostrar la desigualdad de Schwarz para integrales:

(f 1) 9(2) d:c>
Se tiene 4

f (@) + xg@)ds = f (fla)rde + 2 _] f@) o) dx + "’f“ @z = 0

[ify

_[ @)y dn f (9(x)) de

para todo valor real de A. Luego, por el Problema 13 del Capitulo 1, empleando {1) con

a = | Goya B o= [ gera  c = § o) de

se tiene C2 = 42B?, que es el resultado pedido.

Demostrar el segundo teorema del valor medio expresado por (8), pagina 82, suponiendo la exis-
tencia y continuidad de g'(x) en [a, b] ademas de las otras hipotesis.

Sea Fix) = f f(t) dt. Integrando por partes,

b

f glx) F'{x) dz

a

f flx) g(z) dz

0@ F@ I}~ [ o' Fa s

g(b) F(b) — f 9'(2) Flz) da

Caso {: gix) es mondtona creciente, es decir, g'(x) = 0.

n

Entonces, por el primer teorema generalizado del valor medio para integrales (pagina 82), se tiene

J.,. g'(x) Fle)dz = F(i)f g'leyde = F(g)[gb)— gla)]
donde ¢ estd en Ja, 5[ de modo que
f flz)glx)de = g(b)F(b) — F{) [g(b) — g(a)]
= gl@)F@ + g(b) [F(b) — F(£)
4 [
e dex + g(b dz
o [ 1@ dz + o )L ()

Caso 2: g(x) es monétona decrecienle, o sea, que g'(x) = 0.

La demostracion es parecida a la del Caso 1.
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32. (a) Si /™" V(x) es continua en [a, b], demostrar que para v en [a. &].

95

f@ = fla) + Fla)(x—a) + L(“Lf—“_)&r 5 Lﬂl}ﬁ;{)_ _I_J' (2 — )" F 0 () it
(6) Aplicar (a) para obtener las formas de Lagrange y de Cauchy del resto del teorema de Taylor
(pagina 61),

(e} Por induccién matematica (Capitulo 1), el resultado es valido para n = 0, pues
flz) = fla) + f fiydt = fla) + A, = fla) + fz) — fla) (1)
y suponiendo que lo es para # = k. integrando por partes y aplicando
(xk;!t)kdt = dv, f**N() = u asique v = —%-1, du = (8 de

SE encuentra que

) kg g [
kil J; (x— B dt = — 7 (g:}_éxl)! )

f‘krl}(a‘) (x_a)kil

(k-:”I f (z__t)k+|f”<-'ri'b(t)dt

= 7 _"E“"—"-— i ey k+1 k+2 ¥
i —UC-T'“I)—[_—+{;;+1)IJ;(3 LR FRER () dt

lo que muestra que el resultado es vélido para » = ¥ + 1. De modo que es vilido para todo ente-

ronz 0.

() Por el primer teorema generalizado del valor medio para integrales {(pdgina B2) se tiene,

f F{f)G(tydt = F(.g)f Git) dt § entre a y

€
0 o = %
Haciendo F(t) = fotu(), Git) = pr e R ubucnc
1 ok (rF1) ¢, * 2 tnt11, — girtl
EJ (:t— t)n,f(n+”(t) dt == I_T(‘-)f (:G_ t)" dt — %ﬂ}__

que da la forma de Lagrange para el resto [ecuacidn (20). pagina 61]. con b en vez de x.

Con Pt) = f.:i‘(t){x—_—t)“, G(t) =1, seliene

n!
3 =2 n+1} St {a+1) T — n —a
?J: (x— ) frrgde = f (E) (" £) f 1dt = f (&) ¢ s " (= )
que da la forma de Cauchy para el resto [ecuacnon (21), pagina 61], con & en vez de x.
. Modpias, * ™
33. Demostrar que Ai}_r‘r; 3 ad g

Sctiene x4 = x*+drt4 4 —dat = (2420 — (22)° = (2 + 24 2x)(x* + 2 — 2g).

Descomponiendo en fracciones parciales. sea

1 5. Az+B = Cx+D
2+4 T 4242 2—2z+2
Dedonde 1 = (A+C)2® + (B— 2A-{—2C+D)m’+(2A—2B+2C+2D)x+2B+2D

y entonces A+C =0 B—24+42C0+D =0, 24—2B+2C+2D = 0, 2B+2D =

De donde A=4% B=1, C=-—} D=1 Asi pues.

dz 1 AR _J
A L 2+ 2x+ 3 a:‘—2x+2
1 z+1

1 i | 1
= 2 2 £l -t S :_ o9
lsln(x +2x+2) + 8 gtz +1) 6 In{x*—2x+2) +

; 1 1 x—
Bl ermrr ™t E.I -(x+1)*+1 > §.f(x—1)“+1

1 dax

E¥g) et

% tg"'(z—1) + C
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Entonces,
- sl U S i M*+2M +2 3 R Wl Vo
J‘.?LJ: o R L Llﬁln M=~2M+2)+ g ET Ml d g el g

]

Se denota este limite por f , que se llama integral impropia de primera especie. Mds adelante, en el Ca-
a

dx
z*+4
pitulo 12, se trata de estas integrales. Véase también Problema 78.

JEsent® dt
=0 x‘l :

Como se cumplen las condiciones para la regla de L'Hopital, resulta

3 sent® di £ (sen x*)
oz s T e n s BacogEeunns w1
Pl o — g =2 lIms .- = hiieeenete =
=0 o =0 4z 20 g =0 12x% 4

iz (E] — (427
x dx
b
35. Demostrar que si f(x) es continua en [a. b] existe f flz)dx
Seas = 3 f(£.)A%x, con la notacion de la pagina 80. Como f(x) es continua. se pueden hallar numeros
k=1

M, y m,, extremos superior & inferior de f(x) en el intervalo [x,_;. x,] de modo que r = flx) £ M,. Se tiene
entonces

1A

mib—a) = § = & mpdzx = o S MoAze = 8§ = M(b—a) (1)
k=1 k=1

siendo m y M los extremos inferior y superior de fix) en [a, b]. Las sumas s y S suelen llamarse suma inferior
¥ suma superior, respectivamente.

Eligiendo ahora otra subdivisién de [a, #] y considerando las sumas inferior y superior correspondientes
sy S se tendra

W

g =8 ¥ s 8 2
para demostrar lo cual basta elegir una tercera subdivisién mediante los puntos de division de las dos primeras
subdivisiones, y considerando las correspondientes sumas inferior y superior ¢ y T, respectivamente. Por ¢l Pro-
blema 89 se tiene

s =2 t=TEF y g =t=T=8§ 6}

lo cual demuestra (2).

Por (2] es claro también que al aumentar el nimero de subdivisiones las sumas superiores decrecen mona-
tonamente y las sumas inferiores crecen monoétonamente. Como segiin (/) tales sumas son también acotadas,
se sigue que tienen valores limites § y S respectivamente. Por el Problema 90, § < S. Para demostrar que existe
la integral es necesario demostrar que § < §.

Como f(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b], es uniformemente continua. Dado entonces un € > 0
se puede tomar cada Ay, de modo que M, — m, < &/(b — a). Se deduce entonces que

S—s = I (Mi—m)am < b;-EAEk = € (4)
k=1 — & k=

Peto S —s= (S~ 8) + (5§ — 5 + (f —5) y como cada paréntesis es positivo resulta 5§ — s menor que ¢
por (4). Siendo § — 7 un numero definido, debe ser cero, esto es, § = 5. De modo que los limites de las sumas
superiores y de las sumas inferiores son iguales y queda demostrado la existencia de la integral definida.
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Problemas propuestos

DEFINICION DE LA INTEGRAL DEFINIDA

36. («) Expresar j. #*dz como limite de una suma. () Utilizar el resultado para calcular Ja integral definida dada.
9

(¢) Interpretar geométricamente. Sol. (b)}
2 &
37. Valiéndose de la definicion, calcular (a) f 8z + 1) d=z, (B) f {x*— 4x) dz, Sol. (a) 8, (b) 9
0 S 3
; n " L) e
38. Demostrar que Elr.r:; {;;_l_—l;-i-m e m} T
Lo Trggrggran w1 ] ¥
39. Demostrar que }ﬂ{ mer = ;a+1} p>—1

b

40. Aplicando la definicidn, demostrar que f efdx = ¢" — e

41. Hacer directamente el Problema 5, aplicando el Problema 94 del Capitulo 1.

In {1+ V2).

i}

42. Demostrar que { i ;}
S WS T m N

]
43. Demostrar que lim S —=—" Sl

lim 2 e si =0,

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS
44. Demostrar (a) la Propiedad 2, (5) la Propiedad 3 de la péagina 81.

b
45, Si f(x) es integrable en Ja, ¢ y ]Jo b[, demostrar que f fiz)da

I
—
oo
8
g
+
—
o)
C)
I~
1]

b b

46. Si f(x) y g(x) son integrables en [g, b] ¥ f(x) £ g(x). demostrar que f flx)dz = f glx) dz.

47. Demostrar que 1 —cosx = 2*/r para 0 = x = #/2.

e
cos N
j; z+1 ge

3

= In2 para n.

48. Demostrar que

e fsenx
Ty A

49. Demostrar que = ﬁ

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

50, Demostrar el resultado (5), pigina 82. [Sugerencia: Sim £ f(x) £ M, es mglx) £ flx)glx) = M glx). Inté-
grese luego y apliquese la Propiedad 7, pagina 82.]

51. Demostrar que existen valores &, y &, en 0 < x =1 tales que

1
senwx = 2 o S
Rl ey ©
™
52. Demostrar que hay un valor £ en 0 £ x < = tal que f e~ “cosz dx = sené.
o

CAMBIO DE VARIABLE Y METODOS ESPECIALES DE INTEGRACION

53. Calcular: fzssm.:: coszdz, (B f LA © J' @ J‘coscch \/u du,
' | ’ 1+ ot

(@ _f_ ;1-61_”?. Sol. (a) e = +¢, (b) 2332, (0) #/3, (d) —ZeothVE+e, (o) §In3.
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55,

57.

59,

61.

62.

INTEGRALES [CAP. 5
1 T
dx \/5 dx zt—1
r — e RON - + e
Mastrar que () .J:, B2z —)" 12 N %

Demostrar que  (a) J Vigtardy = Jwfuiza® £ Jalln|u+ Vu'*at]
(B) [‘Va."' —wldu = dwe'—u + Je’sen'ufa + ¢ 23>0,

¥ dz 5
Hallar —reF Sol. Ve +2x+5 —In|lz+1+Vet2x+5] + e
Var+2z+5

Demostrar la validez del método de integracion por partes.

Calcular  (a) Jr x cos dx dx, (B) j at e = dy; Sol. (a) —=2/9, (b) —--&e_z“(flx“ + 62+ 6z + 8)+ ¢
3 2
1
Mostrar que  (a) f £ plzdr = {7 — 4+ §In2
Y 7 . 3V3 5+ 2v7
(b)J VeEte+ide = 5—v—£+i+§|n< v\
= 4 4 8 2‘/5_ 3

{a) Si u = flx) y v = g{x) tienen derivadas n-ésimas continuas, demostrar que

[ wyhidy = TR T L (—1)“{1&"“1’ dx

formuta generalizada de integracion por partes. (h) (Qué simplificaciones se presentan si «™ = 07 Discutir.

(¢) Apliquese (a) para calcular f‘x“ sen x dx. Sof. (e} =% —127* + 48
v
M : 4 :!?(?:t? faso e 7i—2
ostrar que ; GErirErn g’

. X P : x s A LB Ok D
[Sugerencia: Por fracciones parciales, suponiendo GIEED C @iDr Fe s i gy
y calculando 4, B, C, D.]

Demostrar gue f SErs peesion by | s
g B CORE Eq

METQDOS NUMERICOS PARA CALCULAR INTEGRALES DEFINIDAS

63,

65.

67.

1
Calcularf % {e) por la regla de trapecios, (h) por la regla de Simpson, tomando » = 4. Compdrese con
L
el valor exacto, In 2 = 0.6931.

Por {a) la regla de trapecios, (f) la regla de Simpson, calcularfm sen? x dx mediante los valores de sen® x en
o
x=0% 10, ..., 90° y comparar con el valor exacto n/4.

Demostrar (a) la regla de los rectangulos, {h) la de los trapecios, esto es (16) y (17) de la pagina 85.

Demostrar la regla de Simpson.

2 1
Calcular por integracion numérica con 3 decimales exactos: (a) J ﬂ?-x_" {b) f cosh x* dx.
PR | 0

Sol. {a) 0,322, (b) 1,105

APLICACIONES

58.

69.

70.

Hallar () ¢l 4rea, (b) el momento de inercia con respecto al eje y de la region del plano xy encerrada por 1 = sen x,
0= x=nryel eje x, suponiendo densidad uno. Sol. (a)2, (b) n® —4

Hallar ¢l momento de inercia con respecto al eje x de la region encerrada por y = ¥* y y = x, si la densidad es
proporcional a la distancia al gje x. Sol. 4M, con M = masa de la region.

Mostrar que la longitud del arco de catenaria v = cosh x de x =0a x=1In 2-es 3.
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71.

T2.

73.

74.

75.

76.

Mostrar que la longitud de un arco de la cicloide x = a(f — sen 8), y = a(l — cos ), (0 =0 = 2n) es Ba.
Demostrar que el drea encerrada por la elipse x%/a® + y*/b* = 1 es nab.

Hallar el volumen de la regién obtenida por revolucion de la curva y = sen x, 0 £ x < 7, en torno al eje x.
Sol. n%j2

Demostrar que el centro de masa de la regidn encerrada por y = m —a=xZayeleexes (0, 4a/3n).

(@) 8i p = f()es 1a ecuacién de una curva en polares, mostrar que el area encerrada por esta curva y las rectas

p=¢, Yy $=¢,es % J‘éz p’dg. (b) Hallar el drea encerrada por un bucle de la lemniscata p* = 4* cos 2¢.
&

Sol. (b} &*

&y
(@) Demostrar que la longitud del arco de la curva del Problema 75(q) es f Ve® + (dp/dg)® da. (b) Hallar la
longitud de arco de la cardioide p = a(l — cos ¢). Sol. (b) Ba &

FPROBLEMAS VARIOS

77.

78.

[Estos limites, que se suelen denotar J-

Demostrar el teorema del valor medio para las derivadas a partir del primer teorcma del valor medio para
integrales. [Sugerencia: Hagase fix) = F'(x) en (4), pagina 81.]
i 1-g

. de
®) lim ) 55 = 6 (o) lim

4 f

y dar una interpretacion geométrica de los resultados.

=g
Demostrar que  (a) lim f

E= 0+

L
2

respectivamente, se llaman

dx a-g'_g_ » J‘l dx
o V4———z' o \3/':\_: 0 Y1 —a?

integrales impropias de segunda especie (Problema 33), pues los integrandos no son acotados en el intervalo de
integracion. Mayor estudio de integrales impropias en Capitulo 12.]

79.

80.

8s.

o (3
Demostrar que  (a) ]im f e Fdx = 4] = 24, (b) lim oL = %

=0+ Fy ,i'x(z_ )

w2 2 & d
Calcular () f I+ @ f {;::x;;s dz, () J: x+\/ZT+_1'

() 3 (e) noexiste

H'
3va
ex?fr — exfd + L] esent ot
Calcular  lim = I : Sol. el2r
Twr/2 1+ cos2x

a -

Demostrar (a) % f (t+t+1)dt = 3x2®+ 2*— 22+ 827 — 22, (b} f cost? dt = 2z cosx' — casa’.
U

Demostrar el resultado (/3) de la pagina 83,

™
Demostrar que  (a) f V1i+senzder = 4, (b) f‘m ﬁ—— = VZIn(y2 + 1)
o 8 5

+ cosz

. L o dx = z dy T I B F
Explicar la falacia: I = J.11+x‘ — e I, usando la transformacién x = l/y. Asi,

pues, / = 0. Pero / = tg™' (1) —tg™' (—1) = /4 — (—n/4) = /2. De modo que /2 = 0.

¥ ]
Demostrar que LOBTT gy = % gt

{WT;’FE e T v’zn——l}

¥

Calcular  lim

L

Sol. g@vVZ-1)
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1 si x es irracional
0 si x es racional
[Sugerencia: En (2), pagina 80, sean &,, &k = 1,2, 3, ..., n primero puntos racionales y luego puntos irracio-
nales de subdivisién y estudiar las sumas inferiores y superiores del Problema 35.]

88. Demostrar que f(x) = no es integrable en sentido de Riemann ecn [0, 1].

89. Demostrar el resultado (3) del Problema 35. [Sugerencia: Primero considérese el efecto de un punto més de sub-
division solamente. |

90. En el Problema 35, demostrar que § < §. [Sugerencia: Suponer lo contrario y llegar a una contradiccidn. ]

b
91. Si fix) es casicontinua en [a, b], demostrar que f f(x) dz existe. [Sugerencia: Cubrir cada punto de disconti-
@
nuidad con un intervalo y obsérvese que la suma de las longitudes de tales intervalos se puede hacer arbitraria-

mente pequeia. Considérese luego la diferencia entre las sumas superiores e inferdores. ]

b <<l ]
92. Sif(z) = <3 r=1 , hallar J. f(x) dx. Interpretar graficamente el resultado. Sol. 9
Br—1 1<p<2 <

3
93. Calcular J‘ {z— [2] + 1} d= siendo [x] el mayor entero contenido-en x. Interpretar graficamente el resultado.
o

Sel. 3
ks sen™x s
94. (a) Demostrar que fn mdz = 4 pana todo valor real de m.
2w dax
(#) Demostrar que f —_— = .
e B
95, Demostrar que fm$d:c existe
a
M pig
96. Mostrar que f gsz = 0,4872 aproximadamente.
L
xdz 7t

T
97. Mostrar que J; T oot == 2\/5-




Capitulo 6

Derivadas parciales

FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES

Se dice que una variable z es funcion de dos variables x y y si para cada par (x, y) existen uno o
mas valores de z. Esta definicion se corresponde con la definicion general de funcién como correspon-
dencia entre dos conjuntos (pagina 20). Ahora los dos conjuntos son (1) un conjunto de pares (x, y)
[que se pueden representar geométricamente por un conjunto bidimensional del plano xy] y (2) un
conjunto de numeros reales representado por la variable z.

Se emplean las notaciones f(x, y). F(x, y), etc., para el valor de la funcidn en (x, y) y se escribe
z = f(x,y) z = Flx, y), etc. A veces se utiliza también la notacién z = z(x, y), entendiendo en este
caso que z se usa con dos significados diferentes, como funcién y como variable.

Ejemplo: Si f(x, v} = x2 + 2%, entonees f(3, —1) = (3 + 2(-1P° = T.

El concepto se generaliza Ficilmente, Asi w = F(x, v, z) denota el valor de una funcion en (x, v, 2)
[que es un punto del espacio tridimensional]. etc.

VARIABLES DEPENDIENTE E INDEPENDIENTE, DOMINIO DE UNA FUNCION

Si z'= F(x, ). z es la varighle dependiente y x y y son las variables independicntes. La funcion se
dice uniforme si a cada par (x, y), para el cual esta definida, solo corresponde un valor de z; si hubiere
mas de un valor de z para algtin par (x, ), la funcion es multiforme y se puede considerar como formada
por varias funciones uniformes. Por ello basta con limitarse al estudio de funciones uniformes: si no
se dice otra cosa, se trata de tales funciones en lo que sigue.

El conjunto de pares dé valores (puntos), (x, ) para los cuales una funcién estd definida, se llama
dominio de definicién o dominio de la funcidn simplemente.

Ejemplo: Si z = \_fl =it v?), el dominio para el cual = ¢s real se compone del conjunto de puntos
(x. p) tales que ¥ + v* = |, esto es, del conjunto de puntos de un circulo con su interior en el
plano xy, de centro (0, 0) y de radio 1. :

SISTEMAS DE COORDENADAS RECTANGULARES TRIDIMENSIONALES

Se tiene una generalizacion inmediata de la representacion habitual para funciones de dos varia-
bles en el plano xy, construyendo 3 ejes perpendiculares entre si (los ejes x, ¥ ¥ £} que se cortan €n un
punto O (origen). Un punto del espacio tridimensional queda representado entonces por la terna (x, ). ),
que son las coordenadas del punto. En este caso. = = f(x. v} [o bien Fx, y, z) = 0] representa una su-
perficie, en general.

Ejemplo: El conjunto de puntos (x. y. z) tales que = = \;IT[_\Z ‘1-1_3 comprende la superficie de una
semiesfera de radio 1 y centro en (0.0, 0).

Para funciones de mas de dos variables no son ya posibles tales representaciones geométricas, si
bien la terminologia se sigue empleando. Por ejemplo. (x. y. z. 1) es un punto en el espacio de 4 dimen-
siones: w = [(x, 1. 2) [o F(x, y. 2. 1) = 0] representa una fiperosfera en 4 dimensiones asi, x* + »? +
22 4 w? = o es una esfera de radio @ > 0 y centro en (0, 0, 0.0).

101
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ENTORNOS

El conjunio de puntos (x, y) tales que |x — x| < 8, [v — ¥| < 6 con & > 0, se lama entorno
rectanguiar & de (x,, yg); el conjunto 0 < |x — x4| < 8, 0 < |y — yy| < & excluye el punto (xo, o)
y se llama entorno rectangular 6 reducido de (xg, ¥5). Observaciones semejantes se aplican a otros en-
tornos, por ejemplo, (x — xg)> + (¥ — yo)* < 6 es un entorno circular § de (xo, yo)-

Se dice que un punto (xg, o) es punto limite o punto de acumulacién de un conjunto S si todo entor-
no reducido de (x,, ¥,) contiene puntos o elementos de S. Como en el caso de un conjunto lineal de
puntos, todo conjunto infinito acotado tiene al menos un punto limite (tcorema de Bolzano-Weierstrass,
paginas 5 y 50). Un conjunto que contiene todos sus puntos limites se llama conjunto cerrado.

REGIONES

Un punto P que pertenece a un conjunto S se dice interior a § si existe un entorno § reducido de
P cuyos puntos pertenecen todos a §. Un punto P que no pertenece a S se dice punto exterior a § si
existe un entorno & reducido de P cuyos puntos no pertenecen todos a §. Un punto P que pertenece a
S se llama punto frontera de S si todo entorno & reducido de P contiene puntos que perteneécen a Sy
puntos que no pertenecen a §.

Si dos puntos cualesquiera de un conjunto § se pueden unir por una poligonal de un nimero finito
de segmentos cuyos puntos pertenecen todos a §, se dice que S es un conjunto conexo. Region €s un con-
junto conexo consistente en puntos interiores o en puntos interiores y puntos frontera. Regién cerrada
es la que contiene tedos sus puntos frontera. Regidn abierta es la que solo consta de puntos interiores.

En las Figs. 6-1(a), (&) ¥ (c) se ven gjemplos de regiones. La rectangular de la Fig. 6-1(a), incluida
la frontera o contorno, representa ¢l conjunto de puntos a = x £ b, ¢ £ y £ d, que es una genera-
lizacién obvia del intervalo cerrado ¢ = x £ b en una dimension. El conjuntoga < x < b, c <y < d
excluye la frontera.

En las regiones de las Figs. 6-1(a) y 6-1(b), toda curva simple cerrada (curva que no se corta a si misma
en ningilin punto) interior a la regién se puede recoger hasta reducirla a un punto que también pertenece
a la region. Tales regiones se llaman simplemente conexas. En la Fig. 6-1(c), en cambio, una curva simple
cerrada ABCD alrededor de uno de los «huecos» de la regidn no se puede recoger hasta que se vuelva
a un punto sin salirse de la regién; y estas regiones se llaman multiplemente conexas.

(a) (b (¢)

"

]
5

Fig. 6-1

LIMITES

Sea f(x, ) definida en un entorno & reducido de (x,, ¥,) [es decir, que fix, y) puede no estar defini-
da en (xy, yo)]. Se dice que / es el limite de f(x, y) al tender x a x, y y a y, [0 bien al tender {x, ¥) a
(xo: ¥o)]: 1o que se escribe lim f(x,y) = I [o bicnt lli[m ]f(x, y) = 1] si a todo nimero pesitivo €
X—+xg *x ¥1 %0, Yo,
y=*¥o
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se puede hacer corresponder un niimero positivo & [que depende de e y (x,, ¥o) en general] tal que
[flx,y) — 1] < € siempre que 0 < [x — xo| <8y 0 < |y —y,| < é.

Puede emplearse el entorno circular reducido 0 < (x — x3)* + (¥ — y)* < 6* en vez del entor-
no rectangular reducido.

3zy s (=) = (1,2)
0 st (x, ) = (1,2)

se acerca mis y mas a 3(1)(2) = 6 y es de suponer que Iirn flx, ¥) = 6. Para demostrar esto hay

Ejemplo: Sea f{z,y) = { Como x = 1 y y— 2 [0 bien (x, y) = (1, 2)], flx. »)

y—-2
que hacer ver que se verifica la anterior definicién de limite con [ = 6. Tal demostracion puede
hacerse por un método semejante al del Problema 4.

Notese que lim f(x, y) # f(1, 2) porque f(1, 2} = 0. El limite seria 6 en efecto aun cuando
=1

P2
fix,») no estuviera definida en (1, 2). Asi, pues, la existencia del limite de f(x. y) cuando
{x, y) = (x4, ¥y) no depende en absoluto de la existencia de valor de f(x, ¥) en (xq, ¥o).

Obsérvese que para que exista { lim fix, y) debe tener el mismo valor independientemente
X, pi—*x0, ¥o)
de la manera de tender (x, y) a (xg, ¥p). Y asi, pues, en caso de que dos maneras distintas de tender hacia

(xg, ¥o) den valores distintos, el limite no puede existir (Problema 7). Esto implica, como en el caso de
funciones de una variable, que si un limite existe es unico.

El concepto de limites unilaterales para funciones de una variable se generaliza facilmente a fun-
ciones de mas de una variable.

Ejemplo 1: lim tg™'(y/x)=n/2, lim tg7! (p/x) = —n/2
xy—;ﬂ]—i— xy—‘_'oi—

Ejemplo 2: lim tg™! (3/x) no existe, como se ve claramente por el hecho de que dos maneras de tender
=0

y—~+1
a (0, 1) dan resultados distintos.

En general, los teoremas sobre limites, conceptos de infinitud, etc., para funciones de una variable
{pagina 24) se aplican igualmente con modificaciones apropiadas a funciones de dos o m4s variables.

LIMITES REITERADOS

Los limites reiterados 1im {lim f(z, y)} y lim { lim f(z, y)},[que también se denotan

Ty | ¥y Y=rtip | Toxyg

lim lim f(x,») ¥y hm Ilm [lx, y) respectivamente] no son necesariamente iguales. Si bien tienen

£=Xp. Fty¥o

que ser iguales para quc CXIS'[B. lim f(x, y), su igualdad no garantiza la existencia de este dltimo limite.
X X0

¥*¥o
o 5 S iy e e v o . ¥y _
Ejemplo: Si f(z,4) = , luego ]llm(}l_.rr; Sy 31_1'1: = Ay }eré 113.1‘1} =7 y)
]i_l'lé (=1) = —1. Asi que los limites reiterados no son iguales y, por tanto, no existe lim f(x, y).
;i AR
CONTINUIDAD

Sea f{(x, y) definida en un entorno & de (x,, yo) [esto es, f(x, y) debe estar definida también en
(x0, ¥o)]. Se dice que f(x, y) es continua en (x,, yg) si para todo niimero positivo € existe un nimero
positivo 8 [que depende de € y dé (x,, o) en general] tal que |f(x, ) — flxo, ¥o)| < € siempre que
[x — xo| < 8y |y — yo| < 8. Noétese que para que f(x, y) sea continua en (x,, yo) han de satisfacerse
tres condiciones.
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I }lirn flx,y) =1 o sea, que el limite existe para (x, y) — (xo, Vo)
{x, y}—+(xq, ¥o)

2. flxe vo) debe existir, es decir, f{x, y) estd definida en (xo, Yo)

3' { = f{xO: yOJ
Lo que se puede escribir en la forma lim f(z,y) = fllim %, lim ).
p—»;: Ty =y

f3xy (x,y) = (1.2)

Ejemplo: S1 flx,y) = ?D es lim  flz,y) = 6 # f(1,2). Luego

[z, 4) = {]_,2)’ faauieet 1,80
f(x, ) no es continua en (1, 2). Si se define la funcion de manera que fix,y) = 6 para (x, ) =
{1,2), entonces la funcion es continua en (1, 2).

Si una funcién no es continua en un punto (xq. ¥) se dice que es discontinua en (xq, yo), que se llama
entonces punto de discontinuidad. Si, como en el ejemplo anterior, es posible definir Ia funcién en el
punto de discontinuidad de manera que tenga alli un valor que haga la nucva funcidn continua, se dice
que la discontinuidad es evitable en la primera funcién. Una funcion se dice continua en una region R
del plano xy si es continua en todo punto de K.

Muchos de los teoremas sobre continuidad para funciones de una variable se pueden generalizar
con modificaciones adecnadas a funciones de dos o mas variables.

CONTINUIDAD UNIFORME

En la definicién de continuidad de f(x, ¥) en (xg, ¥o), & depende de € y también de (xg, yo) en ge-
neral. Si en una regién R se puede encontrar un & que solo depende de e y no del punto particular
(%o, Vo) en R [es decir, que el mismo 4 sirve para fode punto de R ], entonces f(x, y) se dice uniforme-
mente continua en K. Como para funciones de una variable, se puede demostrar que una funcién con-
tinua en una regién cerrada y acotada es uniformemente continua en la region.

DERIVADAS PARCIALES

Las derivadas ordinarias de una funcién de varias variables con respecto a cada una de las varia-
bles independientes, manteniendo todas las demds variables independientes constantes, se llaman de-
rivadas parciales de 1a funcién con respecto a cada variable. Las derivadas parciales de f(x, y) con res-

‘_ respectiva-
|

ay oy

T

pecto a x y y se denotan por gf ’70 Fomm et ),
x

mente: las tltimas notaciones se utilizan cuando se quiere indicar las variables que se dejan constantes.
Por definicidn,

0 L fle+ax, ) — flz g d o fle, y+Aay) — flx, e
of _ g fletsny)—fwy) o _ o J@yrs)=fey)
dx At Ax oy i Ay

si este limite existe. Las derivadas en el punto (x,, ¥5) se indican con frecuencia por gi = falau M)
LU

==l o .

y Sl = fyl{xo, o) respectivamente.

Y frgeny!

Ejemplo: Si flr,u) = 20°+ 8xy?, 85 ° [, = affor = 82'+ 3y ¥y [, = affoy = Bxy. Asi,
: f=(1,2) = 6(1)*+ 3(2)* = 18, [,(1,2) = 6{1)(8) = 12.

Si una funcidn f tiene derivadas parciales continuas &fféx, ¢f/dy en una region, entonces f debe
ser continua en la regién. Pero la sola existencia de estas derivadas parciales no es garantia de la con-
tinuidad de f (véase Problema 9).
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DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

81 f(x, y) tiene derivadas parciales en cada punto (x, ») de una region, entonces &fféx y &f/éy son
a su vez funciones de x y y que pueden tener también derivadas parciales; estas segundas derivadas se
denotan

o\ o _ afof\_ of o 8 fof\_ &f o i R
dx\ ox axt T gya [T e T M ggNay ) dmop y or ) oyox 'Y @)
i f.y ¥ f;= son continuas, entonces f,, = f, y el orden de derivacion puede ser cualquiera: no siendo
asi, las derivadas pueden no ser iguales (Problemas 13 y 43).

Ejemplo: Si f(x,y) = 2x* + 3x)? (véase el ejemplo precedente), entonces f,, = 12x i = 6%, fo, =6y
= fyx En tal caso f(1,2) = 12, £,,(1,2) = 6, £,(1,2) = £,(1,2) =
5
De ighal manera se definen derivadas de orden superior. Por ejemplo, oy = [ €5 la derivada

de f una vez respecto de y y dos veces respecto de x.

DIFERENCIALES

Sean Ax = dx y Ay = dy incrementos dados a x y y, respectivamente. Entonces,
Az = fle+ax, y+ay) — flo,y) = Af : 3

se llama incremento de z = f(x, y). $1 f(x, y) tiene primeras derivadas parciales continuas en una re-
gion, entonces,
of

Az = axAx+——3J+eax+cay = —da: +-—dy+¢d'c+edy = Af (4)

donde €, y €, tienden a cero con Ax y Ay (Problema 14). La expresion

de o0 Bl IR o e %d fdy (5)

se llama diferencial toral o simplemente diferencial de z o f, o bien parte principal de Az o Af. Nétese que
Az + dz en general. Pero si Ax = dx y Ay = dy son «pequefios», dz es una buena aproximacién de
Az (vease Problema 15). dx y dy se llaman diferenciales de x y y, respectivamente, y no son necesaria-
mente pequeiios.

Si fes tal que Af ( 0 Az) se puede expresar en la forma (4), donde €, vy ¢, tienden a cero con Ax y
Ay, se dice que f es diferenciable en (x, y). La mera existencia de f, v f, no asegura por si misma la
dlferenc;abﬂldad en cambio, la continuidad de f, y f; si (51 bien esta condicion es ligeramente mas res-
trictiva de lo nccesarlo} Sif.y/, son connnuas en una region R, se dice que [ es continuamenie diferen-
ciable en R.

TEOREMAS SOBRE DIFERENCIALES

En lo que sigue se supone que todas las funciones tienen primeras derivadas parciales continuas
en una region R, es decir, que las funciones son continuamente diferenciables en .

1. Siz= flx;, x5 ..., x,), entonces
= of of ;
df = dx1 +5—de + +ax,.dx" (6)
sean X, X, . . ., X, variables independientes o dependientes de otras variables (Problema 20).

Esta es una generalizacién del resultado (5). En (6) suele utilizarse z en vez de f.
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2. Sif(xy, X3, ..., X;) = ¢, una constante, entonces df' = 0. Notese que en este €aso xy, X, . . ., X,
no pueden ser todas variables independientes.

3. Laexpresion P(x y)dx + O(x, y)dy o, mas brevemente, Pdx + ( dy es la diferencial de f(x, y)
si, ¥ solo si, 5— :g Se dice entonces que Pdx + Qdy es una diferencial exacta.
4. La expresién P(x,y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz o brevemente Pdx + Qdy + Rdz
6P 4Q éQ GR dR 0P

i ial de ), Z) 5l s0lo i, — = —=»—= = — — = — Se dice entonces
es la diferencia flx, y,z) 81, ¥ so - Ot A

que Pdx + Qdy + Rdz es una diferencial exacta.

Las demostraciones de los Teoremas 3 y 4 se hacen mejor por los métodos de capitulos posterio-
res (véase Capitulo 10, Problemas 13 y 30). .

DIFERENCIACION DE FUNCIONES COMPUESTAS
Sea z = f(x, y) con x = g(r, s), y = hlr, s), de modo que z es funcion de r y 5. Entonces,

2 _ dzox  ozdy ® _ w2y "
ar ~  dxor dy ar’ ds ~ dxds ' oY ads

En general si = F(zy,...,2,) con @ = filry, ..., 78), o0y @ = [alrs ST O
entonces, ou  _ ou dx i au axs £ 4 U Bkn k=19 3
ary  dmare | oxedrk | | 3Zn Tk T @)

Si en particular xy, x5, ..., X, dependen de una sola variable s, se tiene
du _ dudzi | dudze 3 ou dan (9)

ds =~ Gz ds @ dx2ds d%a ds

Estos resultados, reglas de cadena, como s¢ les dice, son utiles para transformar derivadas de un conjun-
to de variables a otro.
Derivadas de orden superior se obtiene por aplicacion reiterada de las reglas de cadena.

TEOREMA DE EULER SOBRE FUNCIONES HOMOGENEAS

Una funeién F(xy, x5, . .., X,) se llama homogénea de grade p si para todos los valores del para-
metro A y una cierta constante p se tiene la identidad

F(hzi, Az, ..., AZn) = A F(Z1,%2, ..., %) (10)
Ejemplo: F(x, y) = x* + 2xy® — 5)y* es homogénea de grado 4, ya que
Fihe, ay) = () + 202)00)* — 50ay) = A2+ 2z — 5y') = M F(z )

El teorema de Euler sobre funciones homogéneas dice que si F(x;. X5, ..., x,) ¢s homogénea de
grado p entonces (véase Problema 25)

aF oF oF
oR BRI T SURT el g 11
AR L o (22)
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FUNCIONES IMPLICITAS

En general, una ecuacién como la F(x, y, z) = 0 define una de las variables, por ejemplo z, como
funcidn de las otras dos variables x y y. Se dice entonces que z es funcion implicita de x y y para distin-
guirla de la funcién explicita f, con z = f(x, y) de tal modo que F[x,y, f(x,)] = 0.

La diferenciacidn de las funciones implicitas no ofrece dificultad siempre que se tenga en cuenta.
con claridad cudles son variables dependicntes y cudles independientes.

JACOBIANOS

Si Flu, v) y G(u, v) son diferenciables en una regién se llama determinante jacobiano o simplemen-
te jacobiane de F y G respecto de u y v el determinante funcional de segundo orden definido por

o oF

.G _ | w| _ |F F .

a(u, ) G Eg G Go ( )
o

Anélogamente, ¢l determinante de tercer orden

F. Fs P
AF, G, H)
a(u’_,v, w) — G“ GQ G!D
H, H, H.

s¢ llama jacobiano de F, G y H con respecto a u, v y w. Se generaliza el concepto sin dificultad.

DERIVADAS PARCIALES CON JACOBIANOS

Los jacobianos son a menudo ttiles para obtener derivadas parciales de funciones implicitas. Asi,
por gjemplo, dadas las ecuaciones simultineas

F(xl ?!, u, 1-") == 0! G(x’ y’ u’ ‘U) = 0

se puede, en general, considerar ¥ y » como funciones de x 'y y. En tal caso se tiene (Problema 31)

aF, G) 3(F, G) aF,G) AF,G)
du a(x! 1’} é"!ﬁ = a(yl 'U) v 2 a(u; $) 3_1} chgn a(u! y)
& T ARG’ W T NFG’ & T aF,G) W aF,Q
u, v) a(u, v) o(u, v) a(u, v)

Estos conceptos se peneralizan facilmente. Asi, si se consideran las ecuaciones simultineas
Fu,v,w,z,9) = 0, Guv,w,z,y =0, H@uvwuxy) =0

se puede, por cjemplo, considerar u, v y w como funciones de x y y en cuyo caso,

a(F, G, H) AF, G, H)
ﬂ ey i &(:r:, v, w) _3‘110__ < eler 2 a{u,v,y)
6e —  oF,GH)' W ~  §F,GH)
o(u, v, w) ou, v, w)

con resultados parecidos para las otras derivadas parciales (véase Problema 33).
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TEOQOREMAS SOBRE JACOBIANOS

En lo que sigue se supone que todas las funciones son continuamente diferenciables.

1. Unacondicion necesaria y suficiente para que las ecuaciones Fu, v, x, y,z) = 0, G(u, v, x, y,z) = 0
2(F, G)
clu, )
Resultados parecidos se verifican para m ecuaciones en n variables, con m < n.

definan funciones y y ¢ (por ejemplo), es que

no sea idénticamente nulo en una regién K.

2. Si x y y son funciones de u y v, siendo u y v funciones de r y s, entonces (Problema 45)

a(x,y) _  alx,y) o, v) 9)
ar,s) T a(w,v) alr,s)

que es un ejemplo de una regla de cadena para jacobianos. También se puede generalizar (Pro-
blemas 114 y 116, por ejemplo).

3. Siwu= fix,y) yv = g{x, y), una condicion necesaria y suficiente para que exista una relacién
a(u, v)

é(x, y)
dos parecidos se tiene para n funciones de » variables.

funcional de la forma ¢(u, v) = 0 entre u y v es que sea idénticamente nulo. Resulta-

En el Capitulo 7 se estudian mas en detalle los jacobianos con interpretaciones vectoriales.

TRANSFORMACIONES

: : z = Flu,v)
El conjunto de ecuaciones { y = Gu,v) (10)

define en general una transformacion o representacion (y mejor aplicacion) que establece una corres-
pondencia entre los puntos de los planos xy y uv. Si a cada punto del plano uv corresponde un, y solo
un, punto del plano xy, y reciprocamente, se dice que hay una aplicacion o transformacion biunivoca.
Esto se verifica si Fy G son continuamente diferenciable con jacobiano distinto de cero en una region.
En ese caso (que sera lo supuesto si no se dice otra cosa), se dice que las ecuaciones (/0) definen una
transformacién o aplicacion continuamente diferenciable.

Por la transformacion (@), una region ® cerrada del plano xy se aplica, en general, en una re-
gion cerrada R’ del plano uv. Entonces, si A4, . y A4,, denotan, respectivamente, las dreas de estas re-
giones, se puede demostrar que

AALy

i az,y)
11 —-&Aup

dlu, v)

(11)

donde lim denota el limite cuando A4,, (o0 AA,,) tiende a cero. El jacobiano del segundo miembro de
(11) es el llamado jacobiano de la transformacion (10).

Si se resuelve (10) para tener u y v en funcion de x y y se obtiene la transformacién u = f(x, v),
Alu, v)  d(x, y)
alx, y) .4 A, v)
de estas transformaciones son inversos uno del otro (Problema 45). Luego si uno de los jacobianos es
distinto de cero en una regidn, también lo es el otro.

Los conceptos anteriores se pueden generalizar a transformaciones en tres o mas dimensiones.
Se trataré de estos temas con mas detenimiento en el Capitulo 7, empleando la sencilla notacién e in-
terpretacion vectorial.

v = glx, y) que es la transformacion reciproca correspondiente a la (/0). Los jacobianos
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COORDENADAS CURVILINEAS

8i (x, y) sen las coordenadas cartesianas de un punto del plano xp, se puede considerar también
que (u, v) son también coordenadas del mismo punto, pues conocidas (u, v) se pueden determinar (x, )
por (/0). Las coordenadas (u, v) se llaman coordenadas curvilineas del punto.

Ejemplo: Las coordenadas polares (p, ¢} de un punto corresponden al caso u = p, v = ¢. En este caso las
ecuaciones de transformacion (/0) son x = p cos ¢, y = p sen ¢.

Para coordenadas curvilineas en espacios con mas dimensiones, véase Capitulo 7.

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO

1. Primer teorema del valor medio. Si f(x, y) es continua en una regién cerrada y si las prime-
ras derivadas parciales existen en la region abicrta (o sea, excluidos los puntos del contorno), se tiene

F@oth, Yo+ k) — f(@o,w0) = hfs(@ot8h,yo+0k) + kfulzotOh,yo+0k) 0<8<1 (12)

que se escribe a veces con h=Ax=x—x, y k= Ay =y — y,.

2. Teorema de Taylor. Si todas las n-ésimas derivadas parciales de f(x, y) son continuas en una
region cerrada y si las (n + 1)-ésimas derivadas parciales existen en la region abierta, se tiene

flmothyyotk) = flxo,w0) + (hé% -+ k;) f(20, yo) + 2(& + & )f(xn,yo) C e

1 a
+ _?ﬁ(hﬁ + k@)f{xu,yn) + Ra (13)

donde R,, resto después de n términos, es

nt+l
B, — ﬁ(k +k y) fleo+6h,yo+0k) G<8<1 (14)

habiéndose utilizado la notacién operacional

(h% + ké‘%)ﬂﬁo,yo} = hf:(xo, %) + kfu(xo,¥0)

(k% + k%) f(z0,90)

ER
(ha 4 B Bx I a—y—.‘;>f(xu,yn)

B fzz (20, Wo) + 2RE fry (%o, Y0) + K fuy(%o, Yo) (15)

]

3% + k ) de manera formal por el teorema del binomio.

etcétera, desarrollando ( h—

La (I3) se escribe a veces con A = Ax = x — x5 y k = Ay = y — y,. Obsérvese que (/2) es un
caso especial de (13) con n = 0.

Si lim R, = 0 para todo (x, y) de una region se puede utilizar este resultado para obtener un

desarrollb de f(x, y) en serie de potencias de x — x, y y — y, convergente en dicha regidn, que se llama
region de convergencia. Esta serie es la serie de Taylor en 2 variables, facilmente generalizable a 3 o mas

variables.
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Problemas resueltos

FUNCIONES Y GRAFOS

1.

2

Si f(x,y) = 2°—2xy+3y?, hallar (a) f(=2,3); (b) f( >; © f(my%-k}]g-—f(z,y),
k= 0.

(a) f(-2,9) = (-2 —2(-2)(3) +3@)* = —8+12+27 = 31
B L 1412
o ) = G- L)G) ) = =5+
(o Lot FED) - - a4 8 + By + ) — [ = 2ay + 397))

= E- (x* — 2oy — 2kx + 3y* + 6ky + 3K* — =* + 2zy — 3yY)
= %(—2&:6 +6ky+ 38 = —2z46y+ 3k

Dar el dominio de definicion de las siguientes funciones con valores reales e indicar graficamen-
te este dominio.
(@) f(x,y) = In {(16—2a2—y*)(2®+y*>—4))
La funcion es definida y real para todo punto (x, y) tal que
(16 — x> — 1*)x2 +y* —4) >0, osea, que 4<x*+ ) <16

que es ¢l dominio de definicién pedido. Este conjunto consiste en todos los puntos interiores al circulo de radio 4
con centro en ¢l origen y exteriores al circulo de radio 2 del mismo centro, como s¢ ve en la figura. La region
correspondiente, que aparece sombreada en la Fig. 6-2, es una region abierta.

i

Fig.6-2 Fig. 6-3

() flz,y) = V6—(2x+3y)

La funcidn estd definida 'y es real para todo punto (x, y) tal que 2x + 3y = 6, que es ¢l dominio de defini-
cion pedido.

La region correspondiente (no acotada) del plano xy sc ve sombreada en la Figura 6-3.

Dibujar v nombrar la superficie del espacio de 3 dimensio-
nes cuya ecuacién es:

(@) 2z +4y+3z = 12.

Traza sobre el plano xy (z = 0), larecta x + 2y = 6,z = 0.
Traza sobre el plano yz (x = 0), la recta dy + 3z = 12, x = 0.
Traza sobre el plano xz {(y = 0). la recta 2x + 3z = 12, y = 0.
Se las representa por 4B, BC y AC en la Figura 6-4.

La superficie es un plano que corta los ejes x, y y z en los pun-
tos A{(6, 0,0}, B0, 3, 0), C(0, 0, 4). Las longitudes OA = 6, OB = 3,
OC = 4 son las intersecciones x, y y z respectivamente, Fig. 6-4
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22 2 2
Pl i il
x! y!
Traza sobre el plano xy (z = 0), la elipse - -{;-,--1- P 1, z2=0.

Traza sobre el plano yz (x = 0), la hipérbola %,— = 5,— =1 g=i
2 2
Traza sobre ¢l plano xz (y = 0), la hipérbola :—,——:T =1, y=0.

Traza sobre un plano z = p paralelo al plano xy, la elipse

x? i ¥t =1 Fig.6-5
a*(1 + p*/e?) B3 (1 + p*/e?)

Al aumentar [p| a partir de cero, 1a seccién transversal eliptica aumenta de tamaio.

La superficie es un hiperholoide de una hoja (Fig. 6-5).

LIMITES Y CONTINUIDAD
4, Demostrar que lim (x? + 2y) = 5.

y—=+2
Meétodo 1, por la definicion de limite.

Hay que mostrar que dado un e > 0, existe un & > 0 tal que |x* + 2y — 5| < ¢ para 0 < |x — 1] < 8,

0<p—2<ad
Sid<|x—1l<dy0<|p—-2<a entonces 1 —d<x<1+dy2—38<y<2+ 4, excluyendo
=1 =2

Asi, pues, | =20 + 67 <2’ < 1+ 25 4 §% y 4 — 26 < 2y < 4 + 25. Sumando,
S —48+8° <3+ 2r < 5448 + 6%, q, sea, 45 + S < xP+ 2y — 5 <48 + 82

Cond = I, setieneque —58 < x* + 2y — 5 < 55, estoes, [x* + 2y — 5| < S5siempreque 0 < x—1] <4,
0 < |y — 2| < 5. Haciendo 5§ = €, 05ea.8 = ¢/5 (08 = 1, segiin cudl sea menor), se tiene que |x* + 2y — 5] < ¢
cuando 0 < |x — 1| < 6, 0 < |v— 2| < &, es decir, lim (x* + 2)) = 5.

k2 |

i 322
Meétodo 2, por los teoremas sobre limites.
lE‘iml (x*+2y) = Iin}x‘ + lin}zy = 144 = &
n:s s y:! ;:2

5. Demostrar que f(x,y) = x* + 2 es continua en (I, 2).

Por el Problema 4, lim f(x, ») = 5. Ademis, f(1,2) =12 + 2(2} = §.
Xy
ye2
Luego lim flx.y) = f(1.2) y la funcién es continua en (1, 2),
x==1
y-2
De otra manera se puede hacer ver como en ¢l primer método del Problema 4, que dado un € > 0 se puede
hallar un & = 0 tal que [fix,3) — f(1,2)] < esi |x — 1] <3, r—2| <s.

6. Averiguarsi f(x,9) = {g“ t4, g’ g% i El’g

(a) tiene limite cuando x - 1 y p— 2, (b) es continua en (1, 2).
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(a) Por el Problema 4, resulta que lim f{x, y) = 5, pues ¢l limite no tiene nada que ver con el valor de (1, 2).
x=1 X

el

(6) Como lim fix,y) =5y f(1, 2) = 0, es, pues, lim flx, y) # f(1,2), por lo que la funcién es discontinua

x—1 x=1

y—2 y—2
en (1, 2).
x_z = y2
7. Estudiar la continuidad de f(x,%) = < z*+¥%* @ w 10,9 en (0, 0).
0 (z,9) = (0,0)

Sean x — 0y y — 0 de tal modo que y = mx (recta del plano xy). Entonces, a lo largo de esta recta,

i #=gi lim 2 —mix® lim 2H1—mY _ 1—m?
My T NP mt T esia(ldmy) 0 1+m?
e

Como ¢l limite de la funcién depende de Ia manera de tender a (0, 0) (esto es, de la pendiente m de la recta),
la funcién no puede ser continua en (0, 0).

Otro método:
: o Y Al : % v =yt ; E
Como 11_1.':"11 Egr;m = an}—z—,r =1 .y 31_1.1} lﬂm = —1 nosoniguales, ang flz,u)

y=+0

no existe. Luego f(x, y) no puede ser continua en (0, 0).

DERIVADAS PARCIALES

8. Sif(x,y) = 2x® — xy + y hallar (a) 8f/éx y (b) 8f/3y en (xq, yo) directamente a partit de la de-

finicion.
(a) ﬂ = fodxe, o) = lim flzat R, yo) — Flivo, yo)
ox g vy A het 8 h
o iy 12t R (et Ry + ys] — [225— mowe + vi)
= lim h
2__
= pim PR g (b 2h—g) = dze—m
L k A O
w 2 = f(weye) = lim [Enyetk) = iz y)
Y [EXNETA] o k
_ i [2%8 — zolyo + F) + (yo + K)T] — [25 — zoto + %3]
= kgr; k
Pl 2
= lim silkted Bhynd I lim (—xe+ 200+ k) = =—x0+ 20
Kot 0 k k0

Como existen los limites para todo punto (xg, ¥), se puede escribir f(x, y) = f, = 4x —y, filx, y) = f, =
—x + 2y, que son a su vez funciones de x y y.

Nétese que formalmente f,(x,, ¥o) se obtiene de f(x, ) derivando con respecto a x, manteniendo y constan-
te y haciendo luego x = x4, ¥ = yo. Analogamente se obtiene f,(x,, y,) derivando f con respecto a y, mantenien-
do x constante. Este procedimiento, si bien expeditivo en la practica, no da siempre resultados correctos (véase
Problema 9), y solo es legitimo si las derivadas parciales son continuas.
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. Demostrar que (a) £,(0,0) y £(0,0) existen am-

o [xylEr 4y (x) = (0,0)
9. Sea f(z,y) = {0 de otro modo

bas, pero que (b) f(x. y) es discontinua en (0, 0).

= Qi RO -0 _ 0
o), S e e =lny =l
f,(ﬁ’ 0) = M — lim +— a = )
k LR ) k
2
() Seax—=0yy— D‘ por la recta y = mx del plano xp. Entonces, 11::) flx, y) = ’1(1_1‘1‘1} —\'—z-fazx—z = H—Lmz

=0
con lo que ¢l limite depende de la manera de tender las variables al punto (0, 0) y, por tanto, no existe.
Luego fix, y) no es continua en (0, 0).

Obsérvese que al contrario de lo que ocurre con funciones de una variable, la existencia de las prime-
ras derivadas parciales en un punto no implica la continuidad en dicho punto.

Obsérvese asimismo que si (z,9) = (0,0), fo = (y?% = ;—a:_-%yf,(ﬂ, 0), /(0. 0) no

s¢ pueden calcular con solo hacer x = 0 y y = 0. Véase nota al final del Problema 5(b), Capitulo 4.

10. Si ‘\{5(2.! y) = -:r“y —+ (;.ryzy hallar (G’.} 'lf’;r’ (b) (Py’ (C) 4]:1‘ (d) ‘;’yy’ (8) ¢':y’ (f) (#'y:'

(&) ¢, = g—z = ]i (x'y + ) = July + eyt = 3aty + ylem?
Lt
8y ¢, = ?« = ;—y(z’y+ef‘ﬂ} = &'+ e Zry = x' + 2aye™*
Y
(€] ¢ = %2-2- = % :—2) = ;%(Wy +uters?) = Bry + et ey?) = 6xy + ylemv
° o ‘- ,
; g i 3 2 ] Ty2 Ty? ] :
(d) @&, = o = 5 (¥ + 2oy em?) = U+2xy'ay(e¥)+eya(2zy)
= Zxy-em®-2xy + "2z = dr'yten? + R2ypen?
(e) ¢, = aagg =; aa (?) 3 %(3x’y+y’eﬂ’) = 82" + ytre™te2uy + Ve 2y
ydr Yy \ox :
= 3x® + Z2xyfer¥ + Zyery?
() # = a—aig S ( ) (a® + Bxyery?) = 3Jg* + Baye¥ oy + o742y
= By i

= 3z* + 2xp° c”"‘ + 2yety?

Obsérvese que ¢, = ¢,, en este caso, lo cual se debe a que existen y son continuas las segundas deri-
vadas parciales en todo (x, y) de una regién R - Si esto no es asi se puede tener ¢, # ¢,, (véase Problema 43,
por ejemplo).

FA 3 : ;
- 11 Mostrar que Ulx, y, z) = (x* + y* + 2?)” '/ satisface la ecuaci6n diferencial de Laplace en de-
| rivadas parciales

' U | 82U | &*U

=T gt = 0

Se supone que  (z,y,2) & {0,0,0). Entonces

U = @ty ene = —a@ it
a?U — a 2 3y -2 — T I BN | —5/2 2 : =¥ L,
e E[—x(:c’ Tyt 2] = (=)t 2 2] + (2Pt ) VR (1)

- 3x2 (zﬁ + y! + zl) zx! —— y! Y zi

@t ta" (BT @y e
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SR PU _ gp—axt—zt  BU
Asi misma. T A B R
ar AT at
Sumando. T2t =+ o T i a.
- o =i U a_z
12, §i = 2% tg7" 2, hallar —— cn (1, 1).
r ax oy i
B e Lo
O A 1"‘U TJ""U T, NI
&’z ENGE G2 N (f + 23 — (2%)(2x) 2+3 —1+2
Mo B el L = - = L - s L= - = ,1 2
3x iy azx ay> A \E T (L ) 2t 1 et

El resultado se puede escribir z (1. =1
Nota: En este calculo se utiliza el ser z,, continua en (L, 1) (véase ohservacion al final del Problema 9).

13, Si f(x, v) estd definida en una region R y si f,, ¥ f,. existen y son continuas en un punto de K,
demostrar que f,, = f,. en ese punto.

Sea (¥g. yp) ¢l punto de R. Considérese
G = flrod I yo+ k) — e et k) — flaT A ye) + flae, ira)
Definase (1) slr, ) = flx+hoy) — fleo) 2y le,y) = fle, y+ k& — flo,y)
Luego @ G = olre -+ k) — ¢l yal W) G = yleet+ R, oue) — gl o)
Aplicando el teorema del valor medio para funciones de una variable (véase pagina 61) a (3) y (4) se tiene

(5) G = ke, (xe, ot 8 K) = Efloe Tk 0ot o, k) — fulwo, o001 0<46, <1
By G = ki (xeT 8,0, il Bifoloet 6uit, e Tk) — falwod a0, Yt 08 =1
Aplicando otra vez el mismo teorema a (5) ¥ {6) se tiene

(7} G = hkfelzat 8,h, yot 8,k) 0<8, <1, 0<a, <1
(8) G = hkfalaot 8.k, o+ 8,K) 0<g,<1, 0<p,<1

‘De (7) y (8) resulta
(9) foebrs+ 8.k, w0+ 8.k} = falzat 6,0yt 8.k
R Haciendo fi — 0 y k — 0 en (9) se tiene, puesto que f, ¥y fix se han supuesto continuas en (x,. ¥o)

Furlzoiyo) = faulo Yol

como se afirmaba. Para un cjemplo en que esto no se verifica, vease Problema 43.

DIFERENCIALES
3 14. Sea f(v.v) con primeras derivadas parciales continuas en una region R del plano xy. Demos-
i,- trar que
it
i Af = fla+ar, y+ay) — floy) = feaa + fedy + adx + adY

donde ¢, y g, tienden a cero con Ax y Ay,
Aplicando el teorema del valor medio para funciones de una varigble (pdgina 61) se tiene

(1) & = {fle+ax,y+ay) — flo y+am) + oyt ay) — floud
Az folo 48,58, y+ Ay b Ay fuly, y o+ 8,50 o< <1, 06, <1
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Como por hipétesis f, y f, son contintias, resulta que
Selx + Ak, y + Ay) = il y) + &, flxy + 0:AY) = f(x, p) + €
donde ¢, =0, ¢ =0 con Ax— 0y Ay =0,
Asi, pues, Af = fAx + f,Ay + €;,Ax + e;Ay como se requiere.
Definiendo Ax = dx, Ay = dy, se tiene Af = f dx + f,dy + € dx + € dy.
df = f.dx + f,dy se Nama diferencial de f (o z) o parte principal de Af (o Az).

15. Siz= flx, y) = x’y — 3p, hallar (a) Az, () dz. (c) Calcular Az ydzsix =4,y =3 Ax = —0,01,
Ay = 0,02. (d) (Como se podria calcular f£(5,12, 6,85) sin hacerlo directamente?

Solucién :
(@) a2z = fle+aw, y+ay) — f(z,9)
= Alz+ax){y +ay) — 3y + ay)} — {=y— 3y}
= Z2zyaxr + (*—38)Ay +ufaxfy + Zxaxdy + (Ax) Ay
‘-—.-.—.v,_—.l y, M 4
(4) (B)

La suma (4) es la parte principal de Az y es la diferencial de z, 0 sea, dz. Asi, pues,

{b) dz=2Zxy Ax + (x* — 3) Ay = 2xpdx + (x2 — 3)dy

dz 6z
Otro método: oz = —dx + L:— dy = 2xydy + (2 — Ddy
dy

(€) Az =/(x + Ax,y + Ay) — fix, y) = f{4 — 0.01 3 + 0,02) — f(4,3)
{13.99)2(3,02) — 3(3,02)} — {(4)°(3) — 3(3)} = 0,018702
dz = 2xpde + (x* — 3)dy = 24)3)N—0,01) + (42 — 3)(0,02) = 0,02

Notese que en este caso Az ¥ dz son aproximadamente iguales, lo que se debe a que Ax = dx y Ay = dy
son suficientemente pequehos.

(d) Hay que hallar f(x + Ax, p + Ay) si x + Ax = 5,12 Y ¥+ Ay = 6,85 Esto puede hacerse tomando
Xx=3Ar=0,12, y =7, Ay = —0.15. Como Ax y Ay son pequenos, se tiene que f(x + Ax, v + Ay} =
S1x,y) + Az es aproximadamente igual a Fix, y) + dz, es decir, a z + dz.

Ahora bien, z = f(x, y) = f(5,7) = (5%(7) — 3(7) = 154
dz = 2xpdx + (¥ — 3)dy = 2(507N0.12) + (5> — 3Y—0,15) = 5,1

Asi que ¢l valor pedido cs 154 + 5,1 = 159,1 aproximadamente. El valor que se obtiene calculando
directamente cs 15901864,

16. (a) Sea U = x*¢'*. Hallar dU. (b) Mostrar que (3x%y — 2)%)dx + (x? — 4y + 6y*)dy se pucde
escribir como diferencial exacta de una funcion ¢(x, v) y hallar ésta.

(e} Meétodo 1:

ST A
r;ﬁ = x’c“"(—%) + Zrews, Wong x“r“"(l |
x x dy o
U 4 .
Luego A = f_}—xdx + %-iidy = (2xe"™ — yer ) da o+ xeviTdy
Mitodo 2:
Al = 2 d(e¥) o+ evrd(zl) = evEdiyfzy 4+ 2eevtdx
: Ty — yd ; 2 |
= aﬁ"e""(—x[ & por ?J_’_-"E) + Zze¥dx = (20eE e~ yevT) dx 4+ xevE dy
(b) Metodo 1;
Suponiendo gue (3x%y — 20 dx + (2" —day + 60 dy = dg = g—: dx + %; dy.
Luegao (1) o8 - 3xfy — 2y° (2) A% ! — dzy -+ 6y°
o dx : ay
S -Hf 4 ;

d

f
S
W
b
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En (I), integrando con respecto a x ¥ manteniendo y constante, se tiene ;
¢ =x% — 2xp? + Fp)
donde F(y) es la «constanter de integracion. Sustituyendo en (2) se tiene
¥ — 4xp + F(y) = x> — 4xy + 6y°, de donde F(y) = 632, es decir, F(y) = 2p° + ¢
Luego la funcion pedida es ¢ = x’y — 2xp® + 2% + ¢, siendo ¢ una constante arbitraria.
Obsérvese que por el Teorema 3, pagina 106, la existencia de una funcion semejante es indudable, pues

si P=3xty— 29 y 0= x> — 4xy + 6y*. entonces 4P/Gy = 3x? — 4y = #Q/0x idénticamente. Si
aPjdy + 60/dx, no existiria esta funcién y la expresion dada no seria una diferencial exacta.

Meétodo 2:
(3z%y — 2yt dz + (&F —dzy+ 6y dy = (82 dox + 2> dy) — (2y*ds + doy dy) + 6y*dy
= diz'y) — di2zy’) + d(2y7) = dl=’y— 2o+ 2

| = d(zy —2ey* + 207+ ¢
Asi que la funcién buscada es x’y — 2xy* + 2 +e

Este método de agrupacién depende de la habilidad que se tenga para reconocer combinaciones que sean
diferenciales exactas y es menos directo que ¢l Método 1. Naturalmente, antes de intentar aplicar ningtin mé-
todo hay que averiguar si la expresion dada es diferencial exacta mediante el Teorema 3, pagina 106. Véase 0l-
timo parrafo del Método 1.

DIFERENCIACION DE FUNCIONES COMPUESTAS
17. Sean z = flx,y) y x = ¢{1), y = y(r) con f. &, ¥ diferenciables por hipétesis. Demostrar que

dz _ ozdrx  ozdy
dt T dxdt ay dt
Por los resultados del Problema 14. se tiene
0z miee AZ e BEAT S OEAY AT Ayl _ dzdx | Dz dy
B e S | 7= &F T dy At “a; T &ar[ T Gzdt | dyadt

e = : ; Az dx Ay dy
pues para At >0 setiene Ax =0, Ay—=0, &0, >0, H*HE,B?*EE

18. Si z=e, x=tcost, y=tsent, calcular dz/dten t==/2.

d dz d dz d
: d—i f= G_; &% i -d—?: = (ytem®)(—t sent + cost) + (2rye®)(t cost + sent).
;! Ent==/2, =0, y==/2. Luego gﬂ = (=3/4)(—=/2) + (0)(1) = —=/8.

_ Otro método: Sustitiyase x y y para obtener z = e sen’ fcos y derivese lueggf

19. Si z=f(z,y) con w=g¢{uw,v) ¥y ¥ =(u,v), probemos gue

(a) dz  _ dzdw dz 9y ) dz gz dx dz 2y

ou dx du  dy du’ v dx v Ay dv°

{a) Por el Problema 14, supuestas diferenciables /. ¢. . se tiene
Rt 3 iz Ax Az Ay Ax Ay 1 dz dx dz dy
e Lt i L R = et L )
du e o 8z au iy A HH R ML} dx du ay

{6) El resultado se demuestra como en (a) remplazando Au por Av y haciendo Av — 0.

oz dz
20. Demostrar que dz = ﬁdx + Edy’ aunque x y y sean variables dependientes.

Supongase que x vy y dependen de tres variables u, v, w, por ejemplo. Entonces,

(1) dz = azudu + xudv + 2 v (2) dy = yudu + podv + yodw
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Asique zdic + 2,dy = (e + o) dit A (zexe + zy9) do + (2o 4 zyyu) dw
= zudn + zodv + zodw = dz

por obvias generalizaciones del Problema 19.

Ez — EEY dx ar '}y = T i Rl o

% + T (8x* —yllecos g) + (3y* — x)(seng)
al' 3T az f'PT r)y = e g g

% A + s (3 — y)(—pseng) + (3y*— =)o cos

Lo que también puede hacerse por sustitucién directa de x y y en T,

(b) allas.
all "= 8 ax el sy ol az
(a) or — ax ar * N ar Bz or
= {(z cos )( )}(Gr) + {(z o8 )( )}(4] iz (5&:11 )(47‘)
= —Grgzc o ﬂicos— + drsen
z x z
p U - Wem | Way , aWa
(6) ds oz ds dy o= dz os

- [ Bo + (e + er

2yz 68’z
= ——gg—co g——msg— Gssen ¥
x x &€ &

x
‘avN | (aV\ a7\, 1
23. Si x=pcos¢, ¥ =psen ¢, mostrar que <§> + (8_3;) = (E) + _2<

Empleando la notacién por subindices para derivadas parciales,

Vp = Vix, + Vo, = V.cosg + Vyseng
Vo = Vexy + Varwg = Vil—pseng) + V,(pcos ¢

Dividiendo ambos miembros de (2) por p se tiene

dig = —V.seng + V,coss
el
Entonces, por (1) y (3) se tiene
Vs o %V; = (Vicosg¢ + Vyseng)t + (= Veseng + Vycosg)t = V2 4

24. Mostrar que z = f(x2y) con f diferenciable satisface a x(dz/dx) = 2y(z/dy).
Sca zty = u. Luego 2= f(u). Asique

ik iz du i dz . dzidwm i
T~ L i R * 2y = s L
ax du dx F £z ean, dy du dy filw)
shees w0E . N
Entonces i ) 22y, 2;; P = f'u) = 22% y €5 Ber = z‘.yﬂu i

21. Si T = 2P —qy+9, £=pcose, ¥=gsen ¢, hallar (a) T/dp, (b) aT/d4.

@)

vy
d

117

22. Si U=zseny/x con x — 3r*°+2s, y = 4r—2s%, z = 2?2 —3s%, hallar (a) ollfor,

(2

(8)
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Otro método:

Se ticne dz = Ffiztydizty) = Flet)zyde + x¥dy).
También dz = g—:dx + g—;dy.

Entonces, j—; = 2xy f'(z*y), jTj = = f{xy).
Eliminando f(x2y) se tiche xg% = EySTj.

25. Si para todo valor del parametro A y cierta constante p, F{Ax, hy) = A"F(x, y) idénticamente,
supuesta F diferenciable, demostrar que x{@F/dx) + p(0F/dy) = pF.
Sea lx = u, Ay = v. Entonces,
Flu,v) = W F(z,y) (1)
La derivada con respecto a A del primer miembro de (/) es

aF  _ aFauw | aF dv » aF aF

T awan | v an e Y

La derivada con respecto a A del segundo miembro de (1) es pA? ™ 'F. Luego
s = pArTEE (2)

Haciendo L = 1 en (2) de modo que u = x, v = y, se tiene x(8F/dx) + y(dF/dy) = pF.

26. Si Flx,y) = x*y* sen”'y/x, mostrar que x(6F/dx) + y(@F/dy) = 6F.
Y

Como (F(Ax, Ay) = (AxY*(Ay) sen™! hyfhx = ASx%p? sen™! y/x = A®F(x, y), se liene el resultado a partir
del Problema 25 con p = 6. Desde luego se puede mostrar también por derivacion, directamente,

27. Demostrar que ¥ = f(x + at) + g(x — at) satisface la ecuacién é2Y/dr? = «*(@*Y/dx?), donde
[y g se suponen diferenciables dos veces por lo menos y a es una constante.

Sea u = x4+ at, v = x — af de modo que Y = f(u) + g(r). Luego si ['(4) = dfjdu, g'(v) = dg/dy,

oY _ o¥du 0¥ v .o oo Y _ ¥ du ¥ _ '
- mm T e s il e St m T g

Derivando otra vez y utilizando la notacidn f"(u) = d*ffdu®, g''(v) = d’g/dv®, se tiene

X = Ao Al BB D) - ag ) @) + S (el — ag'0)} (—a)
= a*f"lu) + atg’(v)
@ IX o e Melu, Bl o D i)+ o)) + o )+ 90

= fu) + g"'(»)
De donde por (1) ¥ (2), &*Y/at* = a*a°Y/ax?).
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28. Six=2r —5y y=r-+ 25 averiguar —f—U

T en funcion de las derivadas con respecto a r y s.

Despejando ry sde x =2r—s, y = r+ 25: r = (2x + ¥i5, 5= (2y — x)/5.

Luego ér/dx = 2/5, dsféx = —1/5, 8riéy = 1/5. Osfdy = 2/5. Por tanto,
WU _ Wor aUa _ 20U _ 14y
dx ~  drdx  9sdx  5or b os
#U - 3 (UN _ 4 (23U 13U Or  d(24U 10U\
dydw ~ ay\dz/ T @r\5da B5as/oy  w\BEor 535 3y
_ (22U _12UN(1\ L 22U 120\/2
o 5 ar® 6 drds /\5 5dsdr 5 as® N\
| S AR en
T2\ ot ards as?
suponiendo que U tiene segundas derivadas parciales continuas.
FUNCIONES IMPLICITAS Y JACOBIANOS
29. Si U= x%, hallar dUjdr si (1) x* +y =1, (2) x* + y® = 12,
Las ecuaciones (/) y (2) definen x y y como funciones (implicitas) de r. Derivando entonces con respecto
a ! se tiene

(8) bBx'(dz/dt) + dy/dt = 1 (4) 2x(dz/dt) + 3yi(dy/dt) = 2t

De (3) y (4) se obtiene para dx/dt y dy/dt,

] | J 5ot 1 ‘
de  _ 2¢ 3y oy By — 2¢ dy 2z 2t _ 10zt—2x
di Bzt 1 15z%y — 22 ° dt Bzt 1 15z'y* — 2
2z 3y~ | 2z 3y
aU _ Ude  aUdy _ .../ S—2 o102 — 2
B S mEtae - gt 62" — 2z )"
30. Si F(x, y, z) = 0 define z como funcién implicita de x ¥ y en una region K del plano xy, demos-
trar que (a) dz/dx = —FJF. y (b) dz/dy = — WE: con F, + 0,
oSl e e T e e A T
Puesto que = es funcién de x y Yo owdE = - dx + 3y dy.
_ aF oF F . _ (aF  aF a2 oF | OF dz .
Liege vl = azdx+ﬁydy+azdz 2 az+azaz dx+<ay+az&y W =S
Como x y y son independientes se tiene
oF aF dz aF aF &
(1) a + ra—z 5 = 0 (2) + i

E ‘8z ay
de donde resultan los valores buscados. Si se quiere pueden escribirse directamente las igualdades (/) y {2).

3. Si Flx,y,u,v) =0y Gx, y,u,v) = 0, hallar (a) dufox, (b) éu/dy, (¢) dvjox, (d) dv/dy.

Las dos ecuaciones definen en general las variables dependientes u y

v como funciones (implicitas
variables independientes x y y. Con la notacidn por subindices se tiene -

(1) dF = F.dx + F,dy + F.du + F.dv = 0
(2) dG G:dx + Gyd, + Gudu + Godv = 0

Asimismo, puesto que u y v son funciones de x Yy ¥

Il

®) du = w.dz + w,dy (4) dv = wodr + v,dy.
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32.

33.
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Sustituyendo (3) y ) en (I) y (2), = ;
(5) dF = (F.+ Fou. + Fyv)ds + (Fy + Fouy + Fundy = 0
8) dG = (G:+ Guu: + Guvz)dz + (Gy + Guuy + Govy)dy = 0
Como x y y son independientes, los coeficientes de dx y dy en (5) y (6) son nulos. Luego se tiene
Foue + Fove = —F: (8) EF..'N,, 4 Fowy = —Fy
@ 1Guw + Gove = —G: | Gutiy + Gevy, = —Gy
Resolviendo los sistemas (7) y (8),
-F. F, HF,G) F. —F. WF, G)
—G: G iz, v —G. e,
(@) u= = ii St THleiel el (b ve = RN _ _ )
ax . P AF, G) 9z L a(F, G)
G Gs d(x, v) Ge Gy a(u, v)
\-—F, F, Eltae)) . —F, a(F, 6
—G, G, a ; « —G alu,
(&) wy = :_H e ¥ gy aly, v} @ v, = av G ¥ it (u, ¥)
y 7 HF,G) y F. F, 3(F, G)
Gy Ga alu, v) Gu G a(u, v)
El determinante funcional By F"‘ s denotado bien por BT(-('ZL?’G—))U porJ (i' f) es el jacobigno de F

y G con respecto a u y v se supone + 0.

Podrian darse reglas mnemotécnicas para escribir inmediatamente las derivadas parciales buscadas por los
jacobianos (véase también Problema 33).

Siu*—p=3x+yyu— 27 =x— 2y hallar (a) dufdx, (b) dv/éx, (¢) duféy, (d) dvfcy.

Método 1: Derivense las ecuaciones dadas con respecto a x, considerando u y v como funciones de X'y y. En-
tonces,

du

(1) 2w
3 Ju 1—12v
Despejando, o 1—8uwv’

Derivando respecto a y se tiene

an

{3 2u E
i dn —2—dv
Despejuando, 3y =

au
dx

dv
dx

ay
iy
w
3y

= 3 {2)
2u—3
1—8uvw’
=&y )
—4u—1
1—8uv ~

it

dx

it
ay

3
dx

av
Iy

= 1

Se tiene, desde luego, supuesto que 1 — Buv # 0.

Método 2: Las ecuaciones dadas son F = u* — ¢ — 3x =y =0, G = u — 2v* — x + 2p = 0. Luego por el
Problema 31

a(F,G) ‘F, F. ‘—3 -1
B T el e G: G. §i | Sy 1-12
o ar, G F, F, o9 —1 = 1—Buw
lu, v) G. G. 1 —dv

siempre que 1 — 8ur = 0. Andlogamente se obtienen las otras derivadas parciales:

Si Flu,v,w,2,y) =0 Gv,wzy) =0 Huvwzy=0, hallar /
ov ox ow

ay — By 2 puds 1 )

@M. o5, @5
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De 3 ecuaciones en 5 variables se puede (al menos teéricamente) determinar 3 variables en funcién de las
otras 2. Asi que 3 de las variables son dependientes y 2 son independientes. Si se quiere averiguar dv/dy, se sa-
bria que v e5 una variable dependiente y y una independiente, pero no se sabria cual es 1a otra variable indepen-

]

diente. No obstante, la notacién :—; sirve para indicar que se ha de obtener dv/dy manteniendo x constante
=

o sea, que x es la otra variable independiente,

(@) Derivando la ecuacién dada con respecto a y, manteniendo x constante, se tiene

(1) Fuuy+Fovy+ Fow, +F, = 0 8) Guuy + Govy + Gowy, + G, = 0
(8) Hiwy +Hov,+ How,+H, = 0

Resolviendo el sistema, se tiene para o,

B Ry Ve

G. Gy i oF, G, H)
e e A U HL _ _ dwyw)
X 9y, F. F. F. AF, G, H)

G Gi Gu a{u, v, w)

Hl Hﬂ Hw

Las ecuaciones (1), (2) y (3) se pueden también obtener por diferenciales como en el Problema 31.

El método de los jacobianos orienta muy bien para escribir los resultados de inmediato, como se ve en este

problema y en el 31. Asi, obsérvese que al calcular g—; el resultado es el opuesto del cociente de dos jacobia-

nos, el numerador, que contiene la variable independiente y, el denominador que contiene la variable dependiente
v en la misma posicion relativa. Mediante este esquema, se tiene entonces

F, G, H) F, G, H)

N (v, y, u) dw du, x,v)
(B) gt T s (i o B o

v L 3(F, G, H) u |y oF, G H)

a(xl' y! u) a(w! xl w)

: &2z 322+ x
T T = N
M, 81 P-zz—y 0, demostrar que %0y Bz

Diferenciando con respecto a x, manteniendo y constante y recordando que z es la variable dependiente
que depende de las independientes x y y, se tiene

2 daz == dz z
. dx - B : () dx = 3F—=x
Diferenciando con respecto a y, manteniendo x constante,

e g aRii B0 AL 1
Wi — = 1 0 y @ & = g

Diferenciando (2) con respecto x y utilizando Ia (I}

P o ol (el N PSS -w)] 0 8ido
dxoy ~ (BF—axp\ "3 = (82— )" T T @E-ap

El resultado se puede obtener también diferenciando (/) con respecto a y y empleando la (2).

35. Sean u = f(x,y) y v = g(x, ) donde fy g soa continuaraente difercnciables en cierta region R.
" Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que exista una relacion funcional entre
d(u, v)

uy vde laforma ¢, v) = 0 es la anulacién del jacobiano, esto es, que x5

= 0 idénticamente.
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La condicién es necesaria. Hay que demostrar que si existe la relacion funcional ¢(u, v) = 0, entonces el

dlu, ;
jacobiano es idénticamente nulo, 8?4 U; = (). Para ello notese que
i x,y
de = ¢ du+ ¢, dv = ¢ (uadet wydy) + ¢,(v-dz + vy dy)
= (g =+ ¢, v dx + (p,uy T, dy = 0
Luego (1) ¢utts + g,v= = 0 (2) ¢y + g0 = 0

Pero ¢, y ¢, no pueden ser idénticamente nulos, pues entonces no habria relacion funcional, en contra de

la hipotesis. Luego de (I) y (2) result e 0x| o AWY) g qensicament
a hipotesis. Luego de (1) ¥ (2) resulta que w vy 3z, ) idénticamente.
S : B e U o .
La condicién es suficiente. Hay que demostrar que sl el jacobiano 30, 7) = ( idénticamente, existe entonces
i(x, ¥

una relacién funcional entre u y v, es degir, lu, v) = 0.

Se supone primero que u, = 0y u, = 0. En este caso, ¢l jacobiano es idénticamente nulo y u €5 una cons-
tante c,, de modo que se tienc la relacién funcional trivial u = ¢;.

Supodngase ahora que no son ambas u, = 0 y u, = 0; sea, por gjemplo, u, # 0. Entonces, de acuerdo con
el Teorema 1, pigina 108, se puede despejar x en la ecuacién u = f{x, y) para obtener x = Flu, y), de donde
se deduce que

B w = fAF@), 9t @ v = g{Flu) v}

De donde, tespectivamente,

($) du = wu:dz + wydy wlFadu + Fydy) + uydy = weFudu + (weFy+ ) Ay
(4) dv = wvedz + vydy = vFudu+ Fydy) + vedy = vFudu + (v:Fy+ ) dy

Il

De (), u.F, =1y uF,=u = 0o (5) F, = —uju,. Con 1o que (4) se convierte en

(6) dv = v:Fudu + {ve{—ufus) +v}dy = v, F.du + (w dy.
Pero, por hipotesis, :g, ;; :: :: = w.vy — wyv: = 0 idénticamente, aunque (6) se con-

vierte en dp = v.F, du. Esto significa esencialmente que con respecto a (2), du/dy = 0, lo que quiere decir que
v no es dependiente de y, sino que depende solamente de u, es decir, que v es funcién de u, que es lo mismo gue
decir que existe la relacién funcional ¢(u, v) = 0. ]

alu, v)
é(x. y)
(p) ;Hay relacién funcional entre u y v? Si la hay, hallarla.

(@) 8iu= lxjjy yo=tg !x+tg” 'y, hallar

1+ 1+ 22
a(u, v) R T N ) 1—aw?| _ .
(@) a(x, ) M ) 1 1 = 0 s zy*l.
1+« +y

(b) Pero por el Problema 35, como el jacobiano es idénticamente nulo en una region, debe haber una relacion
funcional entre ¥’y v, Se ve que ésta es tg v = u, esto es, ¢, v) = u —tgv = 0. Estose puede mostrar di-
rectamente resolviendo para despejar x, por ejemplo, en una de las ecuaciones y luego sustituyendo en la
otra. Asi, de v =tg~! x +1g”' y se deduce g7 x = v — tg”! y y, por tanto,

tge—tgltg'y) 1go—y

Tl+tgeigltgty) l+yptge

x=tglv—tg7" ¥

Q"i.sg sustituido en u = (x + ¥)(I — x) y simplificando da u = tg v.
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3. @8 x=u—-v+uw y=u*—v’—w?y z=u®+ 0, calcular el jacobiano ?(1—"’5]
du, v, w)

(6) explicar el significado de la no anulacién de este jacobiano. .

a(z, u, 2) T o 1= 1
@ alu ,‘v ,w) Ye Yo Wu| = 2u —2v —2w| = 6wu'+ 2u+ Gulv+ 2w
i Za EpE [3a 1 0

(b) Las ecuaciones dadas se pueden resolver simultineamente para obtener u; v, w en funcion de x, ¥, Zen una
region R si el jacobiano no es nulo en K.

TRANSFORMACIONES, COORDENADAS CURVILINEAS

38. Una region R del plano xp estd limitada por x + y = 6, x — y=2yy = 0. (a) Determinar la
region R’ del plano uv en que se aplica R por la transformacion x = u + v, = — 1.

alx, )
() Calcular . )

(¢} Comparar el resultado de (b) con la relacién entre las areas de RyYyR'.

{a) La regién R sombreada en la Fig. 6-6(¢) es un tridngulo formado por las rectas x + y = 6, x — p = 2
y » = 0 que aparecen en lineas de puntos, de trazos y de trazo grueso respectivamente.

DR

v=1

B R T O
u=3

(a) plano zy (b) plano uv

Fig.6-6

Por la transformacion dada, la recta x + y = 6 se transforma en (¢ + ¢) + (¢ — v) = 6, esto es,
2u=6 0 u=3 que es una recta (la de puntos) en el plano uv de la Figura 6-6(b).

Anilogamente, x — v = 2 se convierte en (¥ + v) — (4 — v) = 2, 0 sea, v = 1, que es una recta (la
de trazos) del plano uv. De la misma manera, y = 0 se vuelve u — v = 0, 0 sea, u = o, que es la recta de
trazo grueso en el plano uv. Asi que la region buscada estd limitada poru=3 v=1yu=ruvysedbuja,
sombreada en la Figura 6-6(b).

ox  dx a 2
E 5}— a;(u-l—u) };(ﬂ"‘@)) 1 1
alz,y)
(b) ) S = 4 ‘ = = 2
o E(u—ar) Eg{u—v) 1 =1

(¢) Eldrea de la regidn triangular R es 4, en tanto que la de la regién triangular R es 2. Luego la relacion
entre ambas s 4/2 = 2, que concuerda con el valor del jacobiano en (h). Como ¢l jacobiano es constante
en este caso, las dreas de cualesquiera regiones R del plano xy son el doble de las dreas de las regiones
correspondientes transformadas R’ del plano wup.
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39, Una regién R del plano xy estd delimitada por x* + y* = a, 24+ =b,x=0yy=0,
con 0 < a < b. (a) Determinar la regién R ' en la cual se transforma R por la transformacién
x=pecos ¢, y—=p sen ¢, con p >0, 0= ¢ <2z (b) Estudiar lo que ocurre si a = 0.

3(x,y) oAp, ),
(¢) Calcular . 9) (d) Calcular élx, y)

] (b)
Fig.6-7

(@) La region R [sombreada en la Fig. 6-7(a)] estd delimitada por x = 0 (de puntos), y = 0 (de puntos y ra-
yas), x2 + y* = a* (de trazos), x* + y* = b” (de trazo grueso).

Por la transformada dada, x* + 3* = a? y x2 + y* = b* se convierten en p® = a* y p* = b%. 0

2

fir
sea, p = a4y p = b respectivamente. Asimismo, x =0, a=y=hsevuelve ¢ =n/2, aZp = b,y =
a<x<bsetransformaen¢=0,azp=h

La region buscada R’ se ve sombreada en la Figura 6-7(b).

Otro método: Por ser p la distancia desde el origen O del plano xy y ¢ el angulo medido a partir del eje
positivo de Ias x, es claro que la regién que se busca estard dada pora < p = b, 0 < ¢ = nf2, como se

indica en la Figura 6-7(h).

{5) Sia = 0, la regién R se convierte en un cuadrante de una region circular de radio b (delimitada por 3 la-
dos) y R’ sigue siendo un rectangulo. La razén para esto es que el punto x = 0, p = 0 se aplica en p = 0.,
# = una indeterminada y la transformacién no es biunivoca en este punto, que se llama punto singular.

2 (p cos ¢) -9 (p cos @) co3g —pseng
(© Hey) o | dg .
e, #) 2 pseng) 2 (psen
= %" #) sen ¢ pcosg
= pleos®p +sen?g) = ,

{d} Por el Problema 45() se tiene, haciendo u = p, v = ¢,

asi que, con (¢), 3p,9) _ 1

8z, y) oo, ) . 4
3z, u) I3

e, 0) Aw,w)
que también se puede obtener por derivacion directa.

Noétese que por los jacobianos de esta transformacion es claro el por qué p = 0 (esto es, x = 0,y=10)
es punto singular.

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO, TEOREMA DE TAYLOR
40. Demostrar el primer teorema del valor medio para funciones de dos variables.
Sea F(f) = flx, + #t, yo + kt). Por el teorema del valor medio para funciones de una variable,

F(1) — F{0) = F'(8) 0<e<l ()
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Si x = x4 + lit, p = y, + kt. entonces Flf) = fix. y). de este modo por el Problema 17,
F'{t) = feldz/dt) + fy(dy/dt) = hf.+ Ef, }' F'8) = hf-(xo+ah, yot ok) + kfy(za+ 8k, yo + 8k)
donde 0 < f! < 1. Asi (/) se convierte en
flan + K, o+ &) — flzo,10) = hfe(zot 0k, yo+ 0k) + kfy(ze+ 6k, 3o+ 8k) (2)
donde (0 < ! < 1 como se busecaba.

Observese que (2), que es andloga a (/) del Problema 14 donde /i = Ax, tiene la ventaja de ser mas simétri-
ca (y también mads 1til). ya que solo entra un solo nimero .

41. Demostrar el teorema de Taylor para funciones de dos variables.

Sea F(r) = f{x, + ht, yy + kt) como en el Problema 40. Por el teorema de Taylor para funciones de una

variable,
+ 3 ; F”(U) tg _F“‘]{O) i Fl-+1}(a) =
. _F(f,) = F{ + F'ot -‘,——2!—-{- AR o P (11-1-1}!:“ D<a<t 1)
¥ st =1,
« : F”(U) F(n[o} F(“'“(ﬁ)
F(1) = F{0) + F10) + ‘—2! - Al e _—ﬂ! + m—i')—' 0<p<1 (2)
del Problema 40.
F'{0) = hfczoyo) + k fu(ao, yo) (fl—— + k F(wo, wo)
utilizando la notacién operacienal, Anilogamente
" — i ' =~ i B é__ﬁ.: X afxd;y' fy dx af dy'
e th(t) i3 dt(hf’+kf') == dx di dy di ax (E 81:5
= W + 2hkfe + Ky,
del que
1
E0) = B fultay) + 20k fulenve) + B folvoy) = (h% + %) 70, 99)

ya que las segundas derivadas parciales de f se suponen continuas:

De igual manera se puede verificar (por induccién matemdtica) que para todo natural n,
Fo) = (o + k2 ) fwnw,  Foo) = (b + k2 Y fao+ oh, yo+ ob)
ix 3y R ax dy !
con 0 < 0 < 1. Sustituyendo en (2) s¢ tiene el resultado que se busca.

42. Desarrollar x®y + 3y — 2 en potencias de x — 1 y x + 2.
Aplicando el teorema de Taylor con h = z—wx, & = ¥ — i, donde =1, yo=—2. Luego
fle,y) = ety +3y—2, fi=2xy, fu = '+ 38, f2e=2y, fy=2%, fn=0, [z =0, fﬂy—2 Few=0, fiw=10
Todas ias derivadas superiores son nulas. Asi. pues.

f1,=2) = =10, f:(1,-2) = =4, f,(1,—2) = 4, fu{l,—2) = —4, f5,(1,—2) = 2, fyu(1,-2) =0
faer(1,—2) = 0, fazi(1,—2) = 2, fan(1,-2) =0, fu(1,-2) =0

Por el teorema de Taylor.
flzyy = fi=2) + hf(1,-2) + kfi(1,~2) + {h‘fn(z =2) + Zhk fi(1,-2) + k*f,(1,—2)}
+ ng{Mfm(:, —2) + 3R feru(l, ~2) + BRE® fr (1, —2) + K fun(l,=2)} + Ry

donde R, es el resto, que en este caso es nulo.

Sustituyendo los valores de las derivadas obtenidas en lo que precede, se tiene
'y + 3y — 2 = —10 —4{xz—1) + 4y +2) — 2(z—10 4+ 2{(x—1}{y+2) + (z—1)(y+2)

como s¢ puede verificar direclamente en este caso por procesos algebraicos.
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:cy@’"—yz) (@) # (0,0)
43: Sea f(z,y) = zt+y? : ‘
0 (=,9)=(0,0)
Calcular  (a) f2(0,0), (b) f4(0,0), (e) f2(0,0), (d) fw(0,0), (e) f=(0,0), (f) f1(0,0).
@ £00,0 = lim 20 -JO0 - Im Y = o
®) 700,00 = lim L& k) 0.0 - J}in;g = 9
Si (xx) # ©,0),
- 8] (== 5
foloy) = az{xy(z’+y )} xy((x +y“}’> * y(z‘+ﬁr‘
= dxy xt—y
f:(x,?b") = ay{ (x +y )} ((x:+y2)l) (:\:’-1'1{’
Entonces
(@) fe(0,0) = EHM = ..];“3% S0
@ fu(0,0) = lim 20K = 100 — 40 —
ke O k e
@ 50,0 = Jim 200 0.0 - i =l g
= qim S50} = £(0,0) _ o R
B e f= st i = lim= = 1
Obsérvese que f,, # f,. en (0,0). Véase Problema 13.
*V &V
44. Mostrar que en la transformacion x = p cos ¢, y = p sen ¢ la ecuacién Fr + ol 0 se
convierte en ol T R 0
9 ' pop ot ag :
Tenemos
n ¥ W , Wag @ W oo W W
( 9x ~  dp oz g dz ay dp oy dg 0y

Derivando x = pcos ¢, p = p sen ¢

respecto a x, teniendo en cuenta que p y ¢ son funciones de x y y

2 ahd g 8o 9 2
] = pSC g == + cosg -, 0 = peosg oo G sen¢
Resolvicndo este sistema,
9% _ dg _ _seng 9
P cos ¢, e = (2)
Andlogamente, derivando respecto a y,
et ¢>-~~+ cosea(.]u 1 = peosg ot + seng &
Resolviendo el sisterna,
% _ 9% _ cos¢
5y, e 3y > {4)
Entonces por (1) y (2)
av LAV sen g AV av av cos ¢ aV
5 -— = = [ — = 8n + —
8 5 e iileweed (6} % "ap 0
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De donde
pi== _a_g) _ (Ve | o (Ve
dx\ dz pE

ax® Ap\dx Jox | 3p\ox/dx

Sy 4 Sen g 9 ap a 8V seng aV\dg
5 ﬁ(‘“’“’ & = a::)az L s 9p Jor .

2V Vv Sen JE
g (cm%;? R _sﬁii)(ww

e ag p Opd¢
ol oV V. cosedV sen g 8*V N/ seng
4 ( SEN ¢ 3 + cosg —-ap P > ol —p
que se reduce 3 :
2y ., 8V 2%ng cospdV  2sengcosg FV sen® g av sen?g 3V
A o d¢ P dp dg % P P o ag @
Andlogamente
L S 2, &V _ 2sengcosg aV 2seng¢ cos ¢ 9V cosi¢ 8V cos® ¢ 32V
e = SR e L
av v ?v 14V 1 6*V
2 I s —_— = = — - — 0.
Sumando (7) y (8) se halla, pues, que 5t T W P + > O o ag

45. (@) Si 3=f(4,v) ¥ y=g(uv),conu=¢(r,5) y v=yrs) demostrarque &%) _
a(x, y) a(u, v)
a(u, v) 8(r,8)

d(x,y) dlu,v) _ a(z, y) . 2l
(6) Demostrar que N, v) 3, 7) 1 ya que 3%, v) # 0, e interpretar geométricamente.

3z, ) Tr % Fultr + 2oV Tulla + Tovs
a '_l_ -
(@) a(r, 8) Yr Us Yt + Po¥r  Yutha+ Yota
= |® R W TS e ) )
W Wl | ve 2. a(u, v) a(r,s)

aplicando un teorema sobre multiplicacion de determinantes (véase Problema 115). Se ha supuesto aqui
naturalmente la existencia de las derivadas parciales que entran en los cilculos.

Az, y) u,v) . Azy) _ g
a(u, v} a(x, y) Nz, y)

Las ecuaciones x = f(u, v), y = g(u, v) definen una transformacion entre puntos (x, y) del plano xy
¥ puntos (v, v) del plano wr. La transformacion reciproca viene dada por u = ¢(x; y), v = Pix, »). El re-
sultado obtenido es que los jacobianos de estas transformaciones son inversos uno del otro.

(5) Hacerr = x.5 = ven el resultado de {¢). Entonces.

46. Mostrar que F(xy,z — 2x) = 0 satisface bajo condiciones adecuadas la ecuacién x(dz/dx) —
»(@z/€p) = 2x. (Cudles son estas condiciones?

Sea n=gzy, v = z—2x. Luego Flu,v} =0 ¥
{1) dF' = F.du + F,dv = Fulzdy +yde) + Fuo(dz —2dx) = 0

Tomando = como variable dependiente y x ¥ ¥ como variables independientes, se tiene dz = z, dx + z, dy.
Sustituyendo entonces en (/ ) se tiene

(WF. + Fyz: — 9)de + (xF.+ Fuz)dy = 0
Luego por ser x y y independientes,

(2) yFut Foz.—2 = 0 (3) zF.+F.z, = 0
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Despejando F, en (3) y sustituyendo en (2) se obtiene el resultado pedido xz, — yz, = 2x después de dividir por
F, (que se supone distinta de cero).

El resultado sera ciertamente vilido si se supone que F(u, v) es continuamente diferenciable y que F, + 0.

Problemas propuestos

FUNCIONES Y GRAFOS

O si e = ZEL vaar @ 71,-9), ©) @113 =13, (o) fla+y,av).
- 11 2x+ 2y +zy
Sol. (@) —3 ® gmTEy © ==

8

Si gle,v,2) = 2*—yz+ 3zy, hallar (o) ¢(1,-2,2), (b) glz+1,y—1,2%), (o) glwy,xz,x+y).
Sol. (a) =1, (b) a*—z—2—yz*+z*+3zy+3y, (¢ 2* — x*z — zyz + 3xtyz

49. Dar el dominio de definicién en que las funciones siguientes estdn definidas y son reales ¢ indicar graficamente
este dominio.
== 1 b X =1 -1 2z—y
(@) flz,y) = P gy () flz,y) = In(e+y), (e) flz,y) =sen (—x+y)-
2z —y
z+y

i

Sol. (a) #*+y* %1, () z+y >0, (9 1

50. () ;Cuil es ¢l dominio de definicién para el cual f(z,y,2) = \ f?":iﬁ_i,;l estd definida y es real?
(b) Indicar este dominio gréficamente. ey =4
Sol. (@ z+y+z =1, 22+y+22 <1 ¥y =zty+z=1, s+ > L

51. Dibujar y nombrar la superficie del espacio tridimensional representada por cada una de las ecuaciones siguientes:

(a) 82+ 2z = 12, (d) =*+22 = %, {g) 2*+3y* = 2y,
(b) 4z = 2+ 42, (e) x*+ 32+ 2 = 16, (k) z=z+y,
(e) z = a*— 4y, (f) «*—4y* —42* = 36, (1) ¥* =4z,

() 2 +y+2—4dz+6y+2:—2 =0,
Sol. (a) plano, (b) paraboloide de revolucién, (c) paraboloide hiperbolico, (d) cono circular recto, (e) esfera,

() hiperboloide de dos hojas, (g) cilindro circular recto, (k) plano, (i) cilindro parabolico, (/) esfera, centro
en (2, —3, —1) y radio 4.

52. Construir un grafo de la region limitada por x* + y* =&® y x* + 2 = a?, con a constante.

53, Describir grificamente ¢l conjunto de puntos (x, y, z) tales que:
(@) 22+yt+zt =1, f+pyr =24 B2+ <z<ztw

54. Las curvas de nivel de una funcién z = f(x, y) son curvas del plano xy definidas por f(x, y) = ¢, siendo ¢ una
constante. Sirven para representar graficamente la funcién. Andlogamente, las superficies de niveldew = f(x, y, 2)
son las superficies definidas en un sistema de coordenadas rectangulares por flx, y, z) = ¢, siendo ¢ una cons-
tante. Describir y representar las curvas de nivel y las superficies de nivel para cada una de las funciones gue
siguen: (a) f(x, 7) = In (2 + 32 — 1), (B) f(x, p) = 4xp, () flx, y) = tg7" p/lx + 1), @) flx, y) = XA
(e) flx, y,2) = x* + 4% + 1622, (f) sen (x + 2)/(1 — y).
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LIMITES Y CONTINUIDAD

55. Demostrar que (a) Iin} Bx—2y)=14y (&) ; Iir:(}z - (xy — 3x + 4) = 0 utilizando 1a definicidn.
x— X =2,
T

56. Si lim flx,¥)= A y lim gi{x, y) = B, donde lim denota limite cuando (x, ») = (x4, yo), demostrar que:
{a) im {f{x, y) + gl )} = A + B, (b) lim {f(x, p) glx, »)} = AB.

57. ¢En queé condiciones es el limite del cociente de dos funciones igual al cociente de sus limites? Demostrarlo,

58. Calcular los limites sipuientes, caso de existir:

ne R =gy " v ; EPRT i ¢ z+y—1
(@) lim ———* Y {¢) lim =* sen ¥ {e) lim e-v=tu-1 (¢) lim =¥~ 2
- g S o it Ve —Visy
. Bz —2y .oz sen(x®44Y) o Dp—y . sen~!(zy—2)
LR adiad L CZER I ) 1 e LI O ey
(&) 11.13 2x — 3y (d) lfé wl gyt h S s () lzl_.mf tg ' (3zy — 6)
Fes 0 ¥ Y=t O W=

Sol. (a) 4, (b) noexiste. (c) 8V2Z, (d) 0, (e) 0, (f) no existe, (g) 0, (h) 1/3
39. Dar una definicién de limite para funciones de (a) 3, (b) n variables.

4x +y — 3z

60. [ Existe lim —— ~
4 e Sy + 2z

cuando (x, y, z) = (0, 0, 0)? Justificar la respuesta.

61. Investigar la continuidad de cada una de las funciones siguientes en los puntos indicados:

1

(@) &* + % (2o, o). e

5 (0,0). (e) (x*+ ¥*) sen

% : : 15 \

(b) '32: + Ey 51 (xl y} 7= (0).0)l 0 51 {xr y) T [Ur 0}» (0. 0)
Sol. (a) continua, (b) discontinua, (¢) continua

62. Valiéndose de la definicion, demostrar que fix, ¥) = xy + 6x es continua en (@) (1,2), (&) (xg. ¥g)-

63. Demostrar que la funcion del Problema 62 es uniformemente continua en la regién cuadrada definida por
Dsx<1,0<y=1.

DERIVADAS PARCIALES

64. Si flx,y) = x ; Y, hallar () @f/dx y (b} 8f/dy en (2, —1) por la definicién y comprobar la respuesta por las re-
X Ty
glas de diferenciacion. Sol. (a) =2, (b) —4.

—=zy)(x+y) para(z,y) # (0,0)

65. Si ) = | &
. 51 flz,y) = 10 para (x, % = (0,0)’
) 0 g

Sol. (a) 1, (b

hallar (a) £.(0,0), (b) #,(0, 0).

66. Investipar Nm  f (x, y) para las funciones del problema precedente y explicar por qué este limite (si existe)
fx. 3)—{0, 0)

es o no igual a f,(0, 0).

67. Si fl(z,y) = (x—y)sen(3z+2y), Calcular (a) fo, (B) fu () fer, (d) fas (&) fepr (F) Foz en 0,r/3).
Sol.  (a) §x + V3), (b) }(2r — 8V3), (DF@V3 —2), (@) 3=V +3), (&) 2rVB+ 1), () J2eVE + 1)

68. (a) Demostrar por derivacién directa que z = xy tg (y/x) satisface la ecuacién x(dz/dx) + y(dz/dy) = 2z si
{x,¥) # (0, 0). (b) Discutir la parte (a) para otros puntos (x, ) suponiendo z = 0 en (0, 0).

69. Verificar que f,, = f,_ para las funciones {a) (2x — p)/(x + »), (8) x tg xy y (¢) cosh (¥ + cos x), indicando los
posibles puntos excepcionales y estudiando tales puntos:

70. Mostrar que z = In {(x — a)® + (y — b)*} satisface #?z/dx® + #?z/dy® = O excepto en (a, b).
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71. Mostrar quez = = cos (y/z) + g (y/x) satisface 2z, + 2xy2e + ¥’z = 0 excepto en el punto pura el que
x=0.
: r—y+2\"
72. Mostrarique si w =<:{_‘?§;_z) ;
dw dw dw aw.
{a) T3 +yE+ to, = 0, (b =* ax‘ ks y? ———+z*§+ 2,y——+2z r3xaz+ 273,*2‘.)‘3"”5.z =
Indicar los posibles puntos excepcionales.
DIFERENCIALES
73. Siz= x>~ xy+ 3% calcular (@) Az y (b) dz con x = 5, y = 4, Ax = —0,2, Ay = 0,1. Explicar por qué Az
y d= son aproximadamente iguales. {c) Hallar Az y dz six =5, y =4, Ax = =2, Ay = 1.
Sol. (a) —11,658, (b) —12,3, (¢) Az = —66, dz = —123
74. Calcular aproximadamente mediante diferenciales \5/{-5'.8')2- T 202,17,
Sol. 2,01
75. hallardF y 4G si (a) Flx,y) = £y —4zy* + 8%, (b) Glz,y,2) = Bxy’z® —3alyz, (¢) Flz,v) =
zy? In (yfz).
Sol. {(a) (3x*y —4y®)dzx + (x* — 8zy + 24y*) dy
(b) (By*z® — 6xyz)dx + (16xyz® —3z%)dy + (24ay*z® — a'y) dz
(¢) {¥* In (y/x). % W'} dx + {2xy In (u/z) + xy) dy
76. DCemostrar que (a) d(UV) = UdV + VdU, (6) d(U/¥) = (V dU — U dv)iV?, (e)d(in Uy = (dUYU, (d) dtg™ V)
= (dV)/{1 + V?), siendo U y ¥ funciones diferenciables de dos o mds variables.
77. Averiguar si las expresiones siguientes son o no diferenciales exactas de funciones y, dado el caso, hallar la funcion.

(@) (2xy® + 3y cos 3x) dx + (2x%y + sen 3x) dy

() (6xy — ¥ dx + (2we? — 2% dy

(e) (z* — 8y)dx + (12y* — 3z)dy + 3zz*dz

Sol. {a) 2% + ysendz + ¢, (b) noexacta, (¢) 2z* + 4dy® — 3zy + ¢

DIFERENCIACION DE FUNCIONES COMPUESTAS

78.

79.

81.

82,

(ay S Ulz,uy,2) = 282 —ge+axzt, o = 2sent, y =#—¢t+1, 2z = 3¢, hallar dU/dt en t=0.
(6) Si Hix,y) = sen(3a—y), «*+ 2y = 2¢% «—y* = ¥+ 3¢, hallar dH/dt.

5 366y + 12¢ + 92 — 6 + 62%t + 18 5

Sl fu) 24, (b) ( Sy 1 2 )cos (3 —y)

Si Fir,y) = x4+ yfly—2x), r = 2u—3v, y = w+2v, hallar (e) 3F/0u, (b) dF/dv, (c) *F/ou?,
(d} #*F /v, (e) *Ffawdv, con nw=2 v=1. Sof. (a) T, (b) —14, (¢} 14, (d) 112, (e) —49

Si I7 = % F{y/x) mostrar que en ciertas restricciones adecuadas sobre F, x(dU/éx) + y(éU/dy) = 2U.

Si @ =ucosa—vsENae y ¥ = wsena + ¥ cos #, donde a €5 una constante. mostrar que
(@V/ox)* + (@V/oy)* = (@@V/ou)® + (aV/iev)?

Mostrar que si ¥ = p cosg, ¥ = p seng, las ecuaciones
A _ v du v : du 1dv dv _1lou

'a; = E’ B-y- = "'-a; s¢ convierten en a = I—Ba, a = Paib

Valiendose del Problema 82 mostrar que por la transformacién x = pcos ¢, ¥y = psen ¢, la ecuacion

Ly 61—1"—0 se convierle i E‘21—0
axt | Ayt SSRUIY) 6 @t | pop | prdgt .




CAP. 6] DERIVADAS PARCIALES 131
FUNCIONES IMPLICITAS Y JACOBIANOS
84. 8i F(x, y) = 0, demostrar que dv/dx = —F./F.

85, Hallar (a) dy/dx y (b) d?pfdx® si x* +y* — 3xp = 0.
Sol. {a) (y — X*W(* — x). (b) —2xp/(¥* — x)

e 4 = cu v / v} =Bt 4+ 4 Exuz + 3}'i
86. Siaw?+rv=)° 2yu— xv’ =4y hallar (a) = (h) (’v Sol.  (a) g 2; i a7 L 3
: i e dx  dp dx f 3
87. Siwu=/f{x y) v=glx p}son diferenciables, demostrar quc e + P v 1. Explicar claramente qué va-
W du - dr

riables se consideran independientes en cada derivada parcial.
. dy & Oy fs i : . E
88. Sif(x,y.r.5) =0, glx, y,r,5) = 0, demostrar que — — + — —- = 0, explicando qué variables son indepen-
ar éx & dx
dientes. ;,Qué notacién deberia usarse para indicar cudles variables se consideran independicntes?
d? F_F? - 2F FF 4+ F,F!
89. Si Flx, y) = 0, mostrar que EJ; - -2 r E ¥ X,

E
E(F’ G) k 2 2z 3 2 2 3
9. Calcular 26 0) si Flu, v) = 3u* — ue, Glu, v) = 2uv* + v, Sod. 24w'v + lbuv — 3v
u, v
aF, G, H
91. Si F=x+ 3 -2 G =2x%:z, y H =27 — xy, caleular % n (1, —1,0). Sol. 10
: : - - dlx, y, z

92. Siu=sen 'x+sentyye=x/1— },_z + y\/i _:;i, averiguar si hay relacion funcional entre u y v y. si
es el caso, hallarla. i

93. SiF=xy+yz+zx, G=x+y*+ % y H=x+ y+ z averiguar si hay relacién funcional resumiendo
F, G, y H, vy, si es el caso, hallarla. Sol H*—G-—2F=10

fx, y, 2) du, v, w)

&lu, v, w) 8(x, y,w)

9. (a) S1 x= flu,v,w), y =g, v,w), y z=hy, v, w), demostrar que = 1" siempre que

% # 0. (p) Dar una interpretacion del resultado de (a) por transformaciones.
R
95. Si flzw,2)=0 y gl=,y,2) =0, mostrar que
dx i dy . dz
af, g) o(f, g) a(f,g)
Ay, 2) 8(z, %) (2, v)

y dar las condiciones bajo las cuales es vilido el resultado.

; ; dx A2 x N2 x . !
9. Six+ ¥ =wuy+z2=uvz+ 2 =w hallar (0) — (b) - lc) i suponiendo que las ecuaciones definen
du Ju fu dv
x, ¥ ¥ z como funciones dos veces diferenciables de w. v y w.

By bl 2, Y PR - e 2,
Sol. (@) =L, (5 12w _Bye— 32t ., 16yt - Bez— 320yt
1+ 8xyz (1+ Bxyz) (1 Bryz)

97. Enunciar y demostrar un teorema parecido al del Problema 35 para el caso en que w = f(x, 3, z), 0 = glx, », 2),
w = hix,y,z) .

TRANSFORMACIONES, COORDENADAS CURVILINEAS

98. Dada la transformacién x = 2u + v, y = u ~ 3v. {a) Dibujar la regién R’ del plano uv en la cual se transforma
la region K del plano xy limitada por x = 0, x = 1, y = 0, ¥ = 1. (b) Calcular é{—-{; (¢} Comparar el resul-
u, v

tado de () con la relacion entre las arcas de R y R' Sol. (b} =7

99. (a) Demostrar que por una (ransformacion lincal x = ayu + asv, y = byu + byv {a,b; — azh, # 0), las rectas
y los circulos del plano xy se transforman, respectivamente, en rectas y eirculos del plano wr. (8) Calcular el jacobia-
no J de la transformacién y discutir el significado de J = 0.
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100.

101.

102.

103.

DERIVADAS PARCIALES [CAP. 6

Dadas x = cos u cosh v, y = sen u senh v: (a) Mostrar que en general las curvas coordenadasu =ay v = b

del plano ue se transforman en hipérbolas y circulos del plano xy, respectivamente. (&) Calcular ‘;_'{[M;
dHu, v
(¢} Calcular a(&t—’).
alx, y)

Sol. (b) sen® u cosh? ¢ + cos® u senh? v, (¢) (sen® u cosh® ¢ + cos® u senh?® p)~!
Dada la transformacién x = 2u + 3v — w, y = u — 2v 4+ w, © = 2u — 2v + w. («) Dibujar la region R " del
espacio urw en que se transforma la region R del espacio xyz limitadaporx =0, x =8,y =0,y =4,z =

= 6. (b) Calcular i:r,—yz; {¢) Comparar el resultado de (h) con la relacién entre los volimenes de R y R ".

o, v, w

Sol. (b) 1
Dada la transformacion de coordenadas esféricas v = rsenfcos ¢, y = rsen 0 sen ¢, - = rcos P con r 2 0,
0=<0=nr 0= ¢ < 2n Describir las superficies coordenadas (g) r = a, ()0 = by (c) ¢ = ¢, siendo a, b, ¢
constates. Sol. (a) esferas, (b} conos, (¢) planos.

a{x, 1. 2) S

=p
alr, 0, ¢}

{a) Comprobar que para la transformacién de coordenadas esféricas del Problema 102, J =

sen 0. (b) Discutir el caso J = 0.

TEOREMAS DEL VALOR MEDIO

104.

105.

106.

107.

108.

ot A r+y—=2
2 Tt ytezty—2)

Demostrar que In 0<e<l, con x>0, y=>0.
Desarrollar f(x, y) = sen xy en potencias de x — 1 y y — %x, hasta incluir términos de segundo grado.
Sol. 1= le¥z—1)2— 3ele— Dw—4r) — $lu— 1)
Desarrollar f{x. ¥) = y*/x* en potencias de x — 1 y y + 1, hasta incluir términos de segundo grado v escribir
el resto.
Sol. 1—8z—-1)—2(y+1)+6x—124+6(x—L+1)+w+ip
10[1 — ofy + 1)]2 + 12[1 — ey + D][1 + 6(z—1)] + 3[1 +s(z— 1]
2 1+ s{z—1)°

con 0=<s=<1.

Demostrar el primer teorema del valor medio para funciones de 3 variables.

Generalizar y demostrar el teorema de Taylor para funciones de 3 variables.

PROBLEMAS VARIOS

109,

110,

112.

113.

114.

av

» @P

ar
ar

aT
v aV

P

aT
.’ by o7

v av

e arP

Ly il =
¢ av

7

Si F(P,V,T) = 0, demostrar que (a)

Estos resultados son atiles en termadindmica, donde P, ¥, T corresponden a presion, volumen y temperatura
de un sistema fisico.

Mostrar que F(xz/y, z/y) = 0 satistace x(dz/dx) + yl(dz/oy) = =

Mostrar que Fila + ¥ — 2z, 2?+»") = 0 sausface x(d2/dy) — y(dz/dx) = = —y.

e . e BN e Se T B )
Si = flu,v) ¥ y= glu,v), demostrar que = = con T Awv)"
Si oz = flu,v), y =glu,v), 2= hi,v) vy Flx y,2) =0, demostrar que

a1t 2) 4 s alz, 2) o o alx, u) CEET

dlu, v} alu, v) e, v)
Stz = glu,v,w), ¥ =g, v,w) v w= flr,s), v=glr, s), w= hir,s), demostrar que

dlz ) _ olx, w) alu, v) 1 sz, y) e, w) g a(x, y) olw,w)

a(r, s) a(u, v) alr, 8) (v, w) 3(r, s) alw, u) a(r,s)
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e f
g k

ae +bg af+bh
cetdg ef +dh

115. (z) Demostrar que = ,con lo que se demuestra la regla para

d

a b
= :

obtener el producto de dos determinantes de segundo orden de que se habld en el Problema 45, (b) Generalizar
el resultado de (@) a determinantes de orden 3, 4, .. .

116. Si x, y y z son funciones de u, v y w, siendo w, v y w funciones de r, 5 y 1, demostrar que

dfEiuizy . 0E,2) _r?ft{,v,w'_l
ar,s, 8} al,v,w) Al s, g)

117. Si D, y D, son los operadores /éx y é/éy, respectivamente, mostrar que si existe la serie de Taylor para f{x + A,
¥ + k), se puede escribir en la forma

fleth,y+k) = efPariny flg o)
118. Dadas las ecuaciones Fi{x;, ..., X ¥ ..., ¥)=0con j=1,2,..., n Demostrar que dentro de condi-
ciones adecuadas para £,
TR 7 o ey e (o SO
az, Y1y Yoy ooy Ty ooy UYo) AU, Wy - -y )
&F &F . B°F

= 2F.

2 ; . oy T Thikt
119. (&) Si F(x, y) es homogénea de grado 2, demostrar que = s + 2zy 2% g e

{p} Tlustrar mediante el caso particular Fix, y) = x> In (y/x).

Notese que el resultado se pue&e escribir en forma de operador, mediante D, = &/éx y D, = &/@y como
xD.+ ¥y D,,}'ZF = 2F. [Sugerencia: Derivense ambos miembros de (7), Problema 25, dos veces con respec-
to a i.]

120. Generalizar ¢l resultado del Problema 119 como sigue. Si F{x,. x3, . .., x,) es homogénea de grado p, entonces
para todo nlmero natural r, si D,; = d/cx,

(1D + 22Dy + -+ 2 D) F = plp—1)-- (p—r+1F

121. (2) Sean x y y determinadas a partir de w y v por x + iy = (4 + iv)*, Demostrar que por esta transformacién
la ecuacién

=1

3 ¥
e aﬁ = 0 se transforma en

2
@
i =%
Gzt T Y t 0

R
et fur

(h) iEs cierto el resultado de (a) si x + iy = Flu + ir)? Demostrar.



Vectores

VECTORES Y ESCALARES

Hay cantidades en fisica que se caracterizan tanto por su
magnitud como por su direccién, tales como ¢l desplazamiento,
la velocidad, la fuerza y la aceleracion. Para describir tales
cantidades se introduce el concepto de vector, que &s un segmen-

—_—
to de recta dirigido PQ desde un punto P llamado origen hasta
un punto Q llamado extremo. Se denotan los vectores con letras

negritas o letras con una flecha encima. Asi, @ se denota por
—
A 0 A, como en la Fig. 7-1. La magnirud o longitud del vec-
— — —
tor sc denota entonces por |PQ|, PQ, |A| o |4].

Capitulo 7

Q
-
'b“b
)
P

Fig. 7-1

Hay otras cantidades fisicas que se caracterizan solamente por la magnitud, tales como la masa,
longitud y temperatura. Tales cantidades s¢ suelen llamar escalares para distinguirlas de las vectoriales,
pero ha de tenerse en cuenta que aparte de las unidades (metros, grados, etc.), no son mds que nime-
ros reales. Se las puede, pues, denotar por letras corrientes como siempre.

ALGEBRA VECTORIAL

Las operaciones de adicion, sustraccion y multiplicacion
ordinarias se pueden generalizar al dlgebra vectorial mediante
definiciones adecuadas. Las siguientes definiciones son funda-
mentales.

1. Dos vectores A y B son iguales si tienen igual magni-
tud y direccion. Asi, A = B en la Figura 7-1.
2. El vector que tiene direccién opuesta a la del vector

A, pero de igual magnitud que A, se denota por —A
[Figura 7-2].

Fig.7-2

3. La suma o resultante de los vectores A y B de la Fig. 7-3(a) es un vector C construido hacien-
do coincidir el origen de B con el extremo de A y uniendo luego el origen de A con el extremo
de B [véase Fig. 7-3(b). La suma C se escribe C = A + B. Esta definicion es equivalente a la
regla del paralelogramo para la adicién vectorial, como se ve en la Figura 7-3(c).

C=A+H

o

()
Fig.7-8

134
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Son inmediatas las generalizaciones a sumas de mas de dos vectores. Por ejemplo, Figu-
ra 7-4, donde se ve como se obtiene la suma o resultante E de los vectores A, B, C y D.

D

\ E= A+B+C+D

Fig.7-4

4. La diferencia de los vectores-A y B representada por A — B es el vector C, que sumado al B
da el A. En forma equivalente se puede definir A — B como A + (—B). Si A = B, entonces
A — B se define como el vector nulo o cero y se representa por el simbolo 0. Este vector tiene
magnitud cero, pero su direccién no esta definida.

5. La multiplicacién de un vector A por un escalar m da un vector mA cuya magnitud es |m| veces
la del A y cuya direccion es-a misma o la opuesta de A, segiin que m sea positivo o negativo,
Sim=0 mA =0, ¢l vector nulo.

LEYES DEL ALGEBRA VECTORIAL

S5i A, B y C son vectores y m y n escalares, entonces

. A+B=B+ A Ley conmutativa de la adicion
-2 A+ B+C)=(A+B)+C Ley asociativa de la adicién
3. minA) = (mn)A = n{mA) Ley asociativa de la multiplicacion
4. (m + n)A = mA + nA Ley distributiva
5. mA+ B)=mA + mB Ley distributiva

Obsérvese que en estas leyes solo se define la multiplicacién de un vector por uno o mas escalares.
En las paginas 136 y 137 se definen productos de vectores entre si.

VECTORES UNITARIOS

Son vectores que tienen longitud unidad. Si A es un vector cualquiera de longitud 4 > 0, enton-
ces A/4 es un vector unitario, que se denota por a, y que tiene la misma direccion que A. Entonces
A = Aa.

VECTORES UNITARIOS ORTOGONALES

Los vectores unitarios ortogonales i, j y k son vectores unita-
rios que tienen la direccion de los ejes x, ¥ y z de un sistema de coor-
denadas rectangulares respectivamente [véase Fig. 7-5]. Se emplean
sistemas de coordenadas rectangulares dextrorsos, o a derechas, si no
se advierte otra cosa. Tales sistemas se llaman asi porque un saca-
corchos de rosca a derecha al girar 90° de Ox a Oy avanzaria en
la direccion positiva z. En general, tres vectores A, B y C del Fig. 75

wilg
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mismo origen y no coplanarios, forman un sistema dextrorso o a derechas si un sacacorchos de rosca
a derecha al girar de A hacia B un 4ngulo menor que 180° avanza en la direccion C [Figura 7-6].

Fig. 7-6 Fig.7-7

COMPONENTES DE UN VECTOR

Todo vector A en 3 dimensiones se puede representar con su origen en el origen O del sistema de
coordenadas [Fig. 7-7]. Sean (4, 4,, 4;) las coordenadas rectangulares del extremo del vector A de
origen O. Los vectores 4,i, 4,] y A;k se llaman vectores componentes rectangulares o simplemente vec-
tores componentes de A en las direcciones x, y y z respectivamente. A, 4, y A se dicen componentes
rectangulares o simplemente componentes de A en las direcciones x, y y z respectivamente.

La suma o resultante de A,i, 4,j y 45k es el vector A, con lo que se puede escribir

A = A1+ Az] + A:k (1}
La magnitud de A es
A = Al = yAP+Az+ A2 (2)
En particular, el vector local o radio vector ¥ de O al punto (x, y, z) se escribe

r = i+ yj + zk 6]

y tiene magnitud r=lr = Vel + P+ 22

PRODUCTO ESCALAR

El producto escalar de dos vectores A y B, que se denota A * B, se define como el producto de las
magnitudes de A y B por el coseno del &ngulo que forman, es decir,

"A'B = ABcost, O0=4=~+ (4)

Obsérvese que A - B es un escalar y no un vector.
Se verifican las siguientes leyes:

A-B = B'A Ley conmutativa del producto escalar
A-(B+C) = A‘B+A
m({A-B) = (mA)-B

v divi = jej = k-k =

«C Ley distributiva
= A'(mB) = (A-B)m, con m escalar,
1, i =3k =k-i =10

W=
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5. Si A=A+ Asj+Ask vy B=B1i+sz+Bsk,

A-B = A1.81_+ As:Bs + A3Ba
AA = A = A+ A2+ A
BB = B = BB+ B + B

6.8 A'B=0 y A y B nosonvectores nulos, A y B son perpendiculares.

PRODUCTO VECTORIAL

El producto vectorial de A y B es un vector C = A x B cuya magnitud se define por el producto
de las magnitudes de A y B por ¢l seno del dngulo que forman, La direccion del vector C = A x Bes
perpendicular al plano de A y B y tal que A, B y C forman un sistema dextrorso:

AxB = ABsenfu, 0=9=x (5)
siendo u un vector unitario que indica la direccion del A x B. Si A = B osi A es paraleloa B, senf = 0

y se define entonces A x B = 0.
Se verifican las leyes siguientes:

. AXB = -BxA (El producto vectorial no es conmutativo)
2. AX(B+C) = AXB+ AxC Ley distributiva
3. m(AXB) = (mA)XB = AX (mB) = (AxB)m, mescalar
4 iXi=jxj=kxk=0, ixj=k jxk=i kxi=j
5 Si A= A1i+A2j+Ask y BZBli-i-sz'f'Bak,

=T T

AXB = A As A
B: B: Bs

6. |A X B| = 4rea del paralelogramo de lados A y B.
7.8 AXB =0 y A y B noson vectores nulos, A y B son paralelos.

PRODUCTOS TRIPLES

Combinando la multiplicacion escalar y vectorial de tres vectores A, B y C se pueden tener produc-
tos de la forma (A-B)C, A- (B x C)y A x (B x C). Se verifican las leyes siguientes:

1. (A-B)C +# A(B-C) en general

2. A:-(BxC)=B-(C x A)=C" (A x B) = volumen del paralelepipedo de aristas A, By C
o bien el opuesto de este volumen, segiin que A, B y C formen o no un sistema dextrorso. Si
A=A+ 4, + 4:k, B= Bji + Byj + B:k y C = C,i + C,j + C3k, entonces

A[ Az Aa
A'BxC) = | B B: B (6)
C: C: Cs
3. AX(BxC) = (AXB)xC (El producto vectorial no es asociativo)

4. AX (BXC) = (A-C)B — (A-B)C
(AXxB)xC = (A-C)B— (B-C)A

El producto A« (B x C) se suele llamar triple producto escalar y se puede simbolizar por [ABC].
El producioc A x (B x C) es el llamado triple producto vectorial.
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En A - (B x C) sc omiten a veces los paréntesis y s¢ escribe A+ B x C. Peroen A x (B x C) los
paréntesis son necesarios (véase Problema 29). Obsérvese que A - (B x C)=(A x B)-C, lo cual se
expresa diciendo que en un triple producto escalar se pueden intercambiar punto y cruz sin alterar el
resultado (véase Problema 26).

ANALISIS VECTORIAL DESDE UN PUNTQ DE VISTA AXIOMATICO

De lo anteriormente visto resulta que un vector r = xi + yj + zk estd determinado cuando sc
conocen sus 3 componentes (x, y, z) respecto de un sistema de coordenadas, Al adoptar un tratamien-
to axiomatico es, pues, natural proceder como sigue:

Definicién, Vector tridimensional es una terna ordenada de numeros reales (A4, 45, A3).

Partiendo de esto se puede definir la igualdad, la adicién y la sustraccién vectoriales, etc. Asi, con
A = (A4,, A3, 45) y B = (B, By, Bs) se definen

A=Bsi ysolosi, 4, = By, A, = B, A3 =83
A+ B =4, + By, 4y + By, 43 + By)

A-B ='{(Al — B, Ay — By, 43 — B3)
0=1(0,0,0)

mA = m(A,, A, 43) = (mA,, mA,, mAs)

A-B = 4,B, + 4,8, + 43B;

Longitud o magnitud de A = |A| = (JA*A = JAZ + A2+ A2

T e i o

De éstas se pueden obtener otras propiedades vectoriales, talescomo A + B=B + A, A + (B + C)=
A+B)+C A B+C)=A"B+A- C, etc. Definiendo los vectores unitarios

i=(1,00), j=(010, k=(001 )

s¢ puede mostrar entonces que

v

A = A+ Aj + Ak (8)

De igual manera se puede definir A x B = (4,By — A3B;, A3By — A;B;, AB; — A;By).
Una vez desarrollado este tratamiento axiomatico, los resultados se pueden interpretar geomeétri-
ca o fisicamente. Por ejemplo, se puede mostrar que A-B = 4B cos 0, |A x B| = AB sen 9, etc.
En lo anterior se han considerado vectores en tres dimensiones, pero s facil generalizar la idea
de vector a mayor numero de dimensiones. Por ejemplo, un vector cuatridimensional se define como

una cuaterna ordenada (Ay, Az, Az, As). g i}. ~ K A
- ] // 2. 5,

v i
2 . ../_..:J. — #\ ‘;[_}Q:

b = e
e
g e

N
{ \i'\: 7 !

FUNCIONES VECTORIALES

Si a cada valor de un escalar u se asocia un vector A, s¢ dice que A es una funcion de u denotada
por A(u). En tres dimensiones se puede escribir A(u) = 4, (u)i + 4 S + Aa(uk.

Se generaliza facilmente ¢l concepto de funcion. Asi, si a cada punto (x, y, z) corresponde un vector
A, A es una funcion de (x, p, z), que se indica A(x, y, z) = 4, (x, y, 2)i + Aa2(x, », z)j + As(x,p, 2k

Suele decirse que una funcion vectorial A(x, y, z) define un campo vectorial ya que asocia un vector
a cada punto de una regién. Andlogamente, ¢(x, y, 2) define un campo escalar, pues asocia un escalar

a cada punto de una regién.
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LIMITES, CONTINUIDAD Y DERIVADAS DE FUNCIONES VECTORIALES

Los limites, la continuidad y derivacion de funciones vectoriales siguen reglas similares a las de las
funciones escalares ya vistas, como se ve por los enunciados siguientes:

L. Se dice que la funcién vectorial A(u) es conrinua en u, si dado un niimero positivo e, existe un
niimero positivo 4 tal que |A(u) — A(ug)| < € siempre que |u — up| < 6. Esto equivale a decir
que lim A(u) = A(u,).

u=up

2. La derivada de A(u) se_cl’gﬁg:_mmg-- e T

= dA e Alu+Au) — Adw)
; < Vs 131-13) AW I.IJ
c;_"“——h.__,_ ,.-f
si este limite existe. Si  A(w) = A:(w)i + A:(u)j + Aa(w)k; entonces,
dA d4,, dAs dA,
w - w Tt itk

De manera parecida se pueden definir derivadas superiores tales como d*A/du?, ete.,

3. Si Ale,4,2) = Ai(,y,2)i + As(2,9,2)j + sz, 9, 2)k, entonces,
dA dA dA
dA = Hdz + ady + Egd‘z
es la diferencial de A.

4. Las derivadas de productos siguen reglas semejantes a éstas para funciones escalares. Pero
cuando entran productos vectoriales hay que cuidar del orden. Algunos ejemplos son:

d b dA dé

(a) @(‘iﬂ) = g taA
9 ¥ =) 0B  9A

() 3y (A B) = A W + @' B,
a > 4B . 4A

(c) 22 (AXB) = AXor+ 5 XB

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA VECTORIAL

Si r es el vector que va del origen O de un sistema
de coordenadas al punto (x,y,z), al dar las compo-
nentes de la funcion vectorial r(x) quedan definidas
x, ¥y ¥ z como funciones de u. Al variar w, el extremo
de r describe una curva en el espacio (Fig. 7-8) de ecua-
ciones paramétricas x = x(u), y = y(u), z = z{u). Si
el pardmetro u es el arco s medido desde un cierto punto
fijo de la curva, entonces

dr

= =T (9)
€s un vector unitario en la direccién de la tangente a la
curva y se llama vector tangente unitario. Si u es ¢l tiem-
po 1,

dr
dt
es la velocidad con que el extremo de r describe la curva. Fig.7-8

= W% (10)
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Se tiene
ity St e AL S ST <
Ve e ET = 2T (11)
de donde la magnitud de v es v = ds/di. Asimismo,
d’r
il 12
a - ° (e

es la aceleracion con que el extremo de T describe la curva. Estos conceptos tienen aplicaciones impor-
tantes en mecdnica y en geometria diferencial.

GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTOR

Sea el vector operador V (nabla) definido por
bt o0 a ]
N aew a:c p 36‘9 o kaz (Z2)
Entonces, si ¢(x, v, z) y Alx, y, z) tienen primeras derivadas parciales continuas en una region (con-
dicién que en muchos casos es mds restrictiva de lo necesario) se puede definir:

1. Gradiente Se define el gradiente de ¢ por

grad¢ = V¢ = ((.fr iz + kg )¢ = iZ24i2 1k (14)
a—1+a¢]+

ox oy Bz

Una interpretacidn interesante es que si ¢(x, », z) = ¢ es la ecuacién de una superficie,
V¢ es una normal a esta superficic (Problema 36).

2. Divergencia. La divergencia de A se define por

: a . 5
divA = Y:'A = (ax+]ay+k )'(All-hAz]-l-Aak} (15)

BA1+6A2
ax | ay az

3. Rotor. El rotor de A se define por

rot A = YXxXA = (i;_x+]§3}+k )X(A1i+A2]'+A3k) (16)

¥ Gtk

TR | 9 @l

o dz oy oz
A Ax As
9. 0 LG LA

= ilady dz | — jlox 9z | 4+ k| dr Y
A As A, A A A

] 9As  04z). S CA A, 84
5 (ay az>‘ +(¥“5x—)l + (—a?“a“;;‘)“

Nétese que en el desarrollo del determinante, los operadores &/dx, ¢/dy, 6/0z deben preceder a
M A AL




CAP. 7] VECTORES 141

FORMULAS EN QUE ENTRA V

Si se supone que existen las derivadas parciales de A, B, U y V, entonces

1. wU+V) = vU+ 9V o grad (U+V) = gradu + gradV
2. V'(A+B) = V:A+ V-B o div(A+B) = divA + divB
3. VX(A+B) = VXA + VxB 0 rot (A+B) = rot A + rot B
4 v-(UA) = (VU)-A + U(v-A)
5 v xX(UA) = (Vv xA + UV xA)
6. V-(AxB) = B-(VYxA) — A (V¥ xB)
7. VX(AXB) = (B:V)A - B(V-A) — (A*V)B + A(V"'B)
8. vViA‘B) = (B-Y)A + (A-V)B + BX(VXA) + AX(VXB)
9. v«(vl) = v = ?:[i A+ azr{ + 13% se llama laplaciano de U

i o 0z

g i = :

y 9 = =2k a7 +om S llama operador laplaciano.

10. ¥ x(gU) = 0. Elrotordel gradiente de U es nulo.
1. y-(VvxA) = 0. La divergencia del rotor de A es nula.
12. VvX(VxA) = V(V'A) - VA

INTERPRETACION VECTORIAL DE LOS JACOBIANOS,
COORDENADAS CURVILINEAS ORTOGONALES

Las ecuaciones de transformacion

& = flu, Uz, us), ¥ = G(us, Uz, us), 2 = Ry, Us, Us) (17)

[donde se supone que f; g, k& son continuas, tienen derivadas parciales continuas y tienen cada una re-
ciproca uniforme] establece una correspondencia biunivoca entre puntos de dos sistemas cartesianos
xyz y uyu;u3. En notacidn vectorial la transformacion (17) se puede escribir

r = 2 +yi 4+ 2k = flur,u,us)i + gy, U, Us)] + B(1y, Us, Us)k (18)

Un punto P en la Fig. 7-9 puede definirse no solo por
coordenadas cartesianas (x, y, z), sino también por coorde-
nadas (u,, 5, u3). Se dice que (45, u,, u3) son las coorde-
nadas curvilineas del punto.

Siu, y u; son constantes, entonces al variar u,, r des-
cribe una curva que sera la curva coordenada w,. Analo-
gamente se definen las curvas coordenadas u; y u, por P.

Por (18) se tiene

or or or -
dr = —du —dus + — du 19
N e L e ) Fig.7-9

El vector ér/du; ¢s tangente a la curva coordenada u, en P. Si e, es un vector unitario en P en esa di-
reccion se puede escribir dr/du; = hye,, con hy = |Or/0u,| y Or/0u; = hye, y Or/0uy = hye; con
hy = |0x/du,| y hy = |8r/0us| respectivamente. Asi, (79) se puede escribir

dr = Mhdiier + hoduse: + haduses (20}

hy, ha, hy son los llamados factores de escala.



142 VECTORES [cap. 7

Si e,, e,, €3 son perpendiculares entre si en todo punto P, las coordenadas curvilineas se dicen or-
togonales. En tal caso el elemento de arco ds viene dado por

dst = deedr = hidu? + hiduf + hdu (21)

y corresponde al cuadrado de la longitud de la diagonal del paralelepipedo anterior.
Asimismo, en el caso de coordenadas ortogonales ¢l volumen del paralelepipedo es

di = 1 (hi d’e‘,h el) * (hg d?»&z 82) X {ka du; e;;) l = hl hzhs d‘ul d‘ug dﬂ,s (22)
que se puede escribir
_ |ox  or  orl. _ | A=y.2)
av. = Fu s X Juts dlh dus d%a == 8(%1, U, ua) dul duz dua (23}

siendo A(x, p, 2)/0(u,, 4y, us) €l jacobiano de la transformacion.
Es claro que si el jacobiano se anula no existe ¢l paralelepipedo y sc explica geométricamente el
significado de la anulacion del jacobiano como se vio en el Capitulo 6.

GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTOR Y LAPLACIANO EN COORDENADAS
CURVILINEAS ORTOGONALES

Si @ es una funcién escalar y A = A,e, + A,e, + A€, es una funcion vectorial de las coorde-
nadas curvilineas ortogonales uy, u,, #5 se tienen los resultados siguientes:

1 & = grad® = léEez }-a—tpe _1_6_'I>e
Y = e = hdw P R 0uts
2 oA = dvA = 1| (hhsd) + 2= (ki) + o (hihads)
hihaha| 92y dUz 0Ua
hie: hzez.'\"\ﬁsea
S greg oy
3 A = rot A = Fihaka a a—m s
hiAi heAs hsAa
: 1 a (hahs 0% d [ hah 0@
2 I . spivy = e e, et - e
4 i = kapleine B = hlhzha[&bﬂ( Ay 3“1) T 3‘“2( hs 5‘?»&2)

o0 lalia 00
aus k:i Bua

Estas se reducen a las expresiones corrientes en coordenadas cartesianas si se cambian (uy, #;, i)
por (x; y,z) en cuyo caso e;, e, y €5 se vuelven i, jy k y by = hy = hy = 1.

COORDENADAS CURVILINEAS ESPECIALES
1. Coordenadas cilindricas (p, ¢, z). Figura 7-10.

Ecuaciones de fransformacion:

x=pcosd, y=pseng, z =2z
con pz0,0=¢ <2r, —w <z < x.
Factores de escala; hy = 1, hy = p, hy =1
Elemento de arco: ds® = dp*> + p? d¢? + d=?

: élx, ¥, z)
Jacobiano. ———— =

Elemento de volumen: dV = pdpddd:z
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Laplaciano:
1 0 all 162U al *U 16U 1 82U aU
2 — jarey Tty et e = B mat e e e SRRt Ay i L = Ao
v Hes= p ap (P a.o) p2 6.1;2 dz* ap2 g P ap * 2 6¢2 e az?

Notese que se pueden obtener resultados correspondientes para coordenadas polares
en el plano con solo omitir la dependencia de z, En tal caso, por ejemplo, ds? = dp? + p2de?,
y el elemento de volumen se vuelve elemento de drea, dd = pdpdg.

2. Coordenadas esféricas (r, f, ¢). Figura 7-11. i
FEcuaciones de transformacion:

x=rsenfcos¢g, y=rsenlOsen¢, z= rcos
conr=z0,0=0zxn 0Z2¢ < 2m,

Factores de escala: hy =1, hy = r, hy = rsend

Elemento de arco:

= dr? + r? df* + r? sen? 8 dgp*

G T
Jacobiano: e r*sen
Elemento de volumen: dV = r? sen 8 dr df d¢ Flg 111

i Bt e 1 8 aU\ Bl 1 #U
Laplaciano:  v*U = ( dr ) | r’send 38 (sen o %) T ent? e

Son posibles otros tipos de sistemas de coordenadas.

Problemas resueltos
ALGEBRA VECTORIAL

1. Mostrar que la adicion de vectores es

conmutativa, esto es, quc A + B = B + A. Véase Figu-
ra 7-12.
OF + PQ = {874] o A+ B =

¥ OR + RQ = 0Q o B+A =
Entonces A+ B = B+ A,

i
oo

Fig. 7-12 Fig.7-13
2. Demostrar que la adicion de vectores es asociativa, esto es, que A + (B + C) = (A + B) + C.
Véase Figura 7-13.
OP+PQ = 0 = (A+B) ¥ PFQ+QR = PR = (B+C)
Puesto que OP+PR = OR = D, osca. A+ (B+C) = D
0Q+QR = OR = D,osca. (A+B+C = D

se lene A+ (B+C) = (A+B)+C,

Por generalizacién de los resultados de los Problemas 1 y 2, se ve que el orden de adicion de cualquicr nu-
mero de vectores es indiferente.



144 VECTORES [CAP. 7

3. Un automovil recorre 3 km en direccién norte, luego 5 km hacia el nordeste como se ve en la Figu-
ra 7-14. Representar graficamente ¢stos desplazamientos y determinar el desplazamiento resul-
tante {a) graficamente, (b) analiticamente.

El vector OP o A representa el desplazamiento de 3 km ha- N
cia el norte. Q
Fl vector PQ o B representa el desplazamiento de 5 km ha-
cia ¢l nordeste.
El vector OQ o C representa el desplazamiento resultante B A
o suma de los vectores A y B, es decir, que C = A + B. Esta es .?
la regla del tridngulo para la adicién de vectores. <
El vector resultante OQ también se puede obtener constru- p 48° S i R
yendo la diagonal del paralelogramo OPQR que tiene por lados b a5e
los vectores OP = A y OR (igual al vector PQ o B). Esta es la = B
regla del paralelogramo para la adicidn de vectores. Al
(a) Determinacién grdfica de la resultante. Llévese l1a unidad
1 km sobre el vector OQ para encontrar la magnitud 7,4 km (8] 0 E
{aproximadamerite). El dngulo EOQ = 61,5° con un trans- A
portador. Asi que el vecter OQ tiene magnitud 7.4 km y di- Unidad = 1 km
reccién 61,5° norte-este. g
(b} Determinacion analitica de la resultante. En el triangulo Fig. 7-14

OPQ, denotando por 4, B, C las magnitudes de A, B.C, se
tiene por ¢l teorema del coseno

Ct= 4% 4+ B® — 24ABcos [ OPQ = 3* + 5% — 2(3)(5) cos 135° = 34 + 15\/_ = 5521
y C =743 (aproximadamente).

A o8 C
sen L OQP sen LOPQ
Asen LOPQ 3(0,707)

2 7.43
El vector OQ tiene magnitud 7,43 km y direccion (45° + 16°35") = 61°35" norte-este.

Por el teorema- del seno - Luego

=0,2855 ¥y LOQP = 16°35

sen [ OQP =

4. Demostrar que si a y b no son colineales, xa + yb = 0 implica x = y = 0.

Supéngase x # 0. Entonces, xa + yb = 0 implica xa = —yb 0 8 = —(y/x)b, es decir, que a y b deben ser
paralelosa una misma recta (colineales) en contra de Ic supuesto. Asi que x = 0; entonces, yb = 0,dedondey = 0.

5. Si x,a + y,b=x,a+ y,b, donde a y b no son colineales, x; = X2 ¥ y1 = Yz
x8 + yib = x,a + y5b se puede expresar
x84+ yb — (xa + yb) =0 o p—x)a4 (p—ylb=10
Asi, pues, por el Problema 4, x; —x; =0, y; —y, =00 X = X3, y; = ¥z

Se puede generalizar (véase Problema 49).

6. Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.
Sea ABCD el paralelogramo dado con diagonales que se cor-
tan en P, Figura 7-15.
ComoBD + a=b, BD = b — a. Lucgo BP = x(b — a).
Como AC=a+ b, AP =y(a+b).
Pero AB = AP + PB = AP — BP,
estoes,a=yp(a +b) —x(b —a8)=(x+ya+ (y — x)hb.

Como a y b no son colineales se tiene por el Problema 5 que
x+y=1lyy—x=0cestoes,quex=p=1%yPesel punto
medio de ambas diagonales.
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7. Demostrar que la recta que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es paralela al tercer
lado y tiene la mitad de su longitud.

Figura 7-16, AC+ CB=ABob+a=c
Sea DE = d la recta que une los puntos medios de los la-
dos AC y CB. Entonces,

d=DC+CE=14b+4a=14ib+a)=ic
Asi que d es paralela a ¢ y tiene la mitad de su longitud.

8. Demostrar que la magnitud A del vector A = A,i +
Asj + Ask es A = /43 + A% + A3 Figura 7-17.
Por el teorema de Pitdgoras,
(OPY = (0Q) + (QPY
siendo OP la magnitud del vector OP, etc.
Andlogamente, (00)* = (OR)® + (RQ):.
Entonces, (OP)® = (OR)® + (RQ)Y + (QP) o
AP = AT + A} 4 A%, es decir, A = AL + 43 + AL

9. Determinar el vector de origen P(x;, yy, z;) y extremo
O(xz, ¥3. 2;) y hallar su magnitud. Figura 7-18.

El vector local de P es ry = mi+wj+ 2k

El vector local de Q €5 p;, = zoi+ yaj + k.

I1+PQ =Tz O

PQ = r—r = (mityjtzak — (mit+pitak
(Ze— )i + (e — 1)) + L2z — Z|)k.
Magnitud de PQ = PQ
= v"{x:—xl)’ e {yz_ih), + (21—21)’.

Que es la distancia entre P y Q.

PRODUCTO ESCALAR

A
. - |
10. Demostrar que la proyeccién de A sobre B es igual a A-b, - |
siendo b un vector unitario en la direccidn de B, El .F
i
Pasar planos perpendiculares a B en G y H por ¢l origen y extre- t iI
mo de A, respectivamente, Fig. 7-19. Entonces, ! |
Proyeccién de A sobre B= GH = EF = A cos 8 = A+h G H B
Fig.7-19
11. Demostrar A*(B+ C)=A-B + A-C,
Sea a un vector unitario en la direccion de A; entonces,
Proyeccion de (B + C) sobre A = proyeccion de B sobre A B C
+ proyeccién de C sobre A
(B+C)*a = B:a+ C+a
o ! | (B+c)
Multiplicando por A, : | !
(B+C)-Aa = B-Aa + C+Aa ! |‘ Jl
y (B+C)*A = B+A + C+A | | |
Entonces por la ley conmutativa del producto escalar, ! t || "
A:(B+C) = A'B+ A-C E F G A

y se verifica la ley distributiva. Fig.7-20
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12. Demostrar que(A+B)+-(C+D) = A-C + A-D + B-C + B-D.
Por el Problema 11, (A +B)-(C+D)=A-(C+D)+B-(C+D)=AC+A‘D+B-C+B-D,

Las leyes ordinarias del dlgebra valen para productos escalares.

13. Calcular

@ i+i = [i|lil cos0° = DD = 1
() ik = [i| |kl cos90° = (1)}1)0) = 0
(© kej = [k|li| cos 90° = (1){1}0) = 0
(d) j+@—38j+k = 2+i—3-j+ik = 0-3+0 = -3

(e) (2i—§)+(Bi+k) = 2i+(3i+k) —j-(3i+k) = 6i+i+ 2i-k—3j-i—j-k =6+0-0-0=26

14. Si A = Ad1i+4:j+4:k y B = Bii+ B:j+ Bsk, demostrar que A-B = A, Bi+ A:B:+

Az Bj.

A'B = (A;i+A:j+ A3Kk) + (Bii+ B:j+ Bik)

Al (Bii+ B:j+ Bik) + A:j - (Bii+ Bij + Bik) + A:k - (Bii+ B:j+ Bak)
ABiisi+ AiBsisj+ ABii+k + A:Bijri + 4:B:jj + A:Baj-k

h ASBlk'i + Assz‘j + A:Bikk

= A:B,+ A:B: + A:RB;

i*i=jj=k+k =1 ¥ todos los otros productos escalares.

n

15. Si A = Aii+A.j+A4sk, mostrarque A =\/A-A =/AZ+ A%+ A2,
A=A = (A)A)cos0° = A% Lucgo A =VA-A.
También, A+A = (Ai+ 4§+ A4:k) (A i+ A5+ 4:k)
= (A(Ai) + (A)(A4:) + (A3)(As) = A% +od g+ -‘1§
por el Problema 14, hacicndo B = A.

Luego A4 = VA-A = VA + A2+ Al esla magnitud de A. A - A se suele escribic A2,

PRODUCTO VECTORIAL
16. Demostrar A x B= —B x A.

(a) (&)
Fig. 7-21

A x B = C tiene magnitud AB sen # y direccién tal que A, B y C forman un sistema dextrorso [Figu-
ra 7-21a)].

B x A = D tiene magnitud BA sen § y direccién tal que B, A v D forman un sistema dextrorso [Figu-
ra T-21(b)].

Entonces D tiene igual magnitud que C. pero es opuesto en direccion, o sea. que C = —Do A x B =
-B x A,

La ley conmutativa no se verifica en el producto vectorial.
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17. Demostrar que A x (B+ C)=A x B+ A x C
para ¢l caso en que A es perpendicular a B y tam-

bién a C.

Como A es perpendicular a B, A x B es un vector
perpendicular al plano de A y B y de magnitud A2 sen 90°
= AB o magnitud de 4B. Esto equivale a multiplicar el
vector B por 4 y girar 90° el vector resultante hasta la po-
sicion que se ve en la Figura 7-22.

Andlogamente, A x C es el vector que se obtiene
multiplicando € por 4 y girando el vector que resulta 90°
hasta la posicién que se muestra.

De la misma manera, A % (B + C) es el vector que
se obtiene multiplicando B + C por A y girando el vec-

tor que resulta 90° hasta la posicién que se muestra.
Como A x (B + C)es la diagonal del paralelogramo
de Judos A x By A x C,setienec A x (B+C)=A %

B+ AxC

18. Demostrar que A x B+ C)= A x B+ A x C
en el caso general en que A, By C no son coplana-

res. Figura 7-23.
Descompongase B en dos vectores componentes,
uno perpendicular a A y otro paralelo a A y dendtescles
por B, y By respectivamente. Entonces cs B= B, + B,.
Si 6 es el angulo que forman A y B, entonces B, =
B sen f. Luego la magnitud de A x B, es A8 sen 4, la
misma quc la de A x B, También la direccién de A x B,

Fig, 7-22

es la misma que la de A x B. Luego A x B, = A x B,
Asimismo, descomponiendo C en dos vectores C; ¥ s
5 : Fig.7-23
C,. paralelo y perpendicular respectivamente a A, es
AxC =AxC
Tambicén, como B +'C =B, + By + C, + € = (B, + C,) + (B; + C;) se deduce que

AxB +CH=Ax B+

Ahora bien, B, y €, son vectores perpendiculares a A y entonces, por el Problema 17,

AxB, +C)=AxB +AxC
AxB+C) =AxB+AxC

y se verifica la ley distributiva, Multiplicando por — 1, usando el Problema 16, se tiene (B + C) x A = B x A
+ € % A. Obsérvese que es importante ¢l orden de los factores en los productos vectoriales. Las leyes usuales
del dlgebra solo son validas si se mantiene ¢l orden adecuado.

i ik

19.51 A=A1i+A4A:;j+Ak y B=Bii+ B:j+ Bsk, demostrar que AXB = | A; A A;

AXB

B, B B,

(Ari+ Aej+Ack) X (Bii+ Bej+ Bik)
Ai X (Bii+ Baj + Bak) -k Aej £ (Bii+ Baj+ Bak) 4+ Ask % (Bii+ B:j + Bik)
AiBiixi - AvBiiK g+ AiBsi Xk + AaBiXi + AsBojXj + AeBaj X k
4+ A:B k Xi+ Aslh:k X j4+ AiBskxk
S (i
(AeBs— AaBa)i + (AsBi— A Ba)j -+ (A B:—A:Bik = Ay A: Aa
B: B: Bs
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20. Si A=3i—j+2k y B =2i+3j—k, hallar AXB.

e AL SRR S B e
Ak =g T = RS 2 -1 2 3
2 3 =l
= =bi + 7+ 11k
21. Demostrar que el drea de un paralelogramo de lados A I
y B es |A x B |
A 1k
Area del paralelogramo = h |B| I
= |A| sen 0 |B| |
]
= |A x B|. [ -
: . S | B
Notese que el drea del tridngulo conlados Ay B = 1 |A x B|, e Tae

22, Hallar el area del triangulo de vértices P(2, 3, 5), Q(4,2, —1), R(3, 6, 4).

PQ = (4—2i+ (2-3)j+ (-1-5k = 2i—j—6k
PR = (3-2)i+ (6—3)j+(4—5k = i+3—k
Area del tridgngulo = 1 |PQ@XPR| = {[(21—j—6k) X (i+3j—k)]|
G
= L[l2g -1 —6|] = 3|19i—4j+7k]|
1. 3 —1 I
= VA9 + (=4 + (1) = V426

PRODUCTOS TRIPLES

23. Mostrar que A - (B x C) es igual en valor
absoluto al volumen del paralelepipedo de A
aristas A, B y C.

Sea n un vector normal unitario al paralelo-
gramo [, que tiene la direccion de B x C, y sea h Fig.7-25
la altura del extremo de A sobre el paralelogramo [.
Volumen del paralelepipedo = (altura /)(drea del paralelogramo 1)
{A-n)(|BxC|)
A {BXC|n} = A~ (BXC)

Si A, By C no forman un sistema dextrorso, A'n < 0 y el volumen es = |A- (B x C) |.

24. 51 A = AjitA;j+Azsk, B = Rii+RBj+B:k C = Cii+Cej+Csk mostrar que

Ar As A;
A: {B X C) = B, B Bs
Cl Cz Cs
) LR (SR 1
A‘(BxC) = A-| B, B: B
C: C: Cs
= (Ali +Agj +A:!k) . [(BzCa_B:gCn)i + (BsCx—B|Ca)j + (B|C§.— BzC:l)k]
Al A, AS
= Au(BiCy—B1Cy) + Ao(B:Ci — BiCh) + Ax(BiCi— B.Cy) = B, B: Bs

C, C: G
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25. Hallar el volumen de un paralelepipedo de aristas A = 3i—3j, B = j+ 2k, C = i+ 5) + 4k.

27.

Segun los Problemas 23 y 24, volumen del paralelepipedo =

Demostrar que A-(B x C) = (A x B)- C, o sea, que se

3 -1 0|2
la-®Bx0)| = [|o 1 2|h
1 5 4|t

|-20] = 2o

pueden intercambiar punto y cruz.

Ay Ax As Ci Ci Cs
Porel Problema 24: A+ (BXC) = |B, B, Ba|, (AXB)-C = C-(AXB) = |4, A: A,
CI C! Cl BI BZ B!

Siendo iguales los dos determinantes, se tiene el resultado pedido.

Sean ry = x;i + yij + z,K, 1y = x,0 + pf + 2,k
¥ F3 = Xal + y3j + z3k los vectores locales de
los puntos Py(x,, i, 2;), Pslxs, V3. 23) ¥
Py(x3, ¥3, z3). Hallar una ecuacién del plano
que pasa por Py, P, y P;. Figura 7-26.

Se supone que Py, P, y P, no estin en linea rec-
ta, es decir, que determinan un plano.

Sea r = xi + yj + zk el vector local de un pun-
to P(x,y z) del plano. Considérense los vectores
PPo=r,—r,PP=1, -1, yP,P=r— r; que
estdn en el plano. Entonces,

PBP-PP: < PP = 0

o fr=m) s {m—m) X (ra—m) = 0

lo que en coordenadas cartesianas es

[{m = :\:;)i 3 {y = I,h)j + (2 = Zl)k] Y [[Iz = 11)i + ('yg = yl)j + {ze— Z;}k]

X [wa—z)i + (s —1)j + (za—z)k] = 0
T—T Y¥—mm z—z
o, segin el Problema 24, | @:— @ p—1 22—z = 0
Ts—%1 Ya—th Tz — 241

Hallar una ecuacién del plano que pasa por los puntos P,(3, 1, —2), Py(—1,2,4), Py(2, —1, 1).

Los vectores locales de P, P,, P, y de un punto P(x, y, z) cualquiera del plano son, respectivamente,

B = 3i+j_2k, rz = —i+2j+4k, s =

Entonces PP; =r — 1, PP, =1, —
pedida es, pues,(y —p,)- (Fe—ri) X (rs—x) = 0, es decir,

2i—j+k r=xityit+zk

ri, PP, = r; — r,, estin todos en el plano buscado y la ecuacién -

flz—3i+(w—1+ (z+ 2k} » {—di+j+6k} x {—i—2j+3k} = 0
{(x—3)i+(w—1i+(z+2k}-{I15i+6j+9k} = 0

15(x—3) +6(y—1)+9(=z+2) = 0 o

Otro método: Por el Problema 27, la ecuacién que se pide es

g—3  yp—l.z 2
~1=3 21 42 = 0 o bx
2—3 —-1—-1 142

bz + 2y + 3z = 11

+2y+32 =11
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2.8 A=itj B=2i-3j+k C = 4j—3k, hallar (@) (AXB)xC, (b) Ax (BXC).

i jk i j k
(6) AXB =1 1 0| =i—j—5k Luego (AXB)XC = | 1 =1 =5 | = 23i+3j+dk
2-31 0 4 -3
i § ok ik
() BXC = | 2 -3 1 | = 5i+6j+8k Lucgo AX(BXC) = |[110]| = 8i—8j+k
0 4 -3 5 6 8
Se sigue que, en general, (AXB)XC # AX(BXC).
DERIVADAS
> Z s d?
30. Si r = (£*+2t)i—3e ¥j+2senbt k, hallar (a) g—z, , (e) dtg, (d) d; en
t =0 vy dar un posible significado fisico.
[(:3] j—; = d%(t’--i— 26 + %(—33"‘)} + (%(2 senbik = (38 +2)i + 6e*j + 10 cosbt k
En t=0, dr/dt = 2i+ 6§+ 10k
(6) Dc (a), |dr/dt| = V'{2}"‘+(6)’+(10)’ = ¥1 0 = 35 en t=10.
2
(e) %5 = %(%) = :—t{(&’+2)i + 6ej + 10cos5tk} = 6ti — 12¢7*§j — B0sinbtk

En t=0, d%/di* = —12j.

(d) De (¢), |dr/dt = 12 en t=0.

Si ¢ representa el tiempo, &stas son, respectivamente, la velocidad, magnitud de la velocidad, aceleracion
y magnitud de la aceleracion en ¢ = 0 de una particula que se mueve a lo largo de la curva alabeada x = ec+ 2
y=—3e z=2sen 5.

dB+dA

d
31. Demostrar que d—{a—(A +B) = T

de u.
Método 1: L (A-B)

B, donde A y B son funciones diferenciables

1im (A+aA)-(B+AB) — A'B

du Aues D A
= i AAB + AAYB 4 AA-AB
At 0 An
‘ 5B, A 3A  gobEms sk
=, 41.1?n‘g§+.a:c3+aiz _\B>_ Adu+duB
Método 2: Sca A = Aii+ A:j+ A:k, B = Bii+ B:j + Bsk. Entonces,
LAaB) = LB+ A8+ ABY
= {IB; ng (;Ig (LA 1 dA 2 (iA1
= (A1 T i A; 4+ A, it =5 ((TNHB‘ au B: + d—ﬂa)
dB dA
=i du + du B
3. Si ¢(x,y,2)=x2yz y A = 3x%i+ y2% — xzk, hallar ay i}z (¢A) en el punto (1,-2,-1).

pA = (Py2)(Bayi + ¥t —azk) = 3z'yzi + 2P0 — 2yk

d d
— (#A) = = (Ba'ylzi + 2%%2% — #'y’k) = 3x'phi + 8oty — 2a’yzk
9% e .
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- =
Bg:az (pA) = %(Ex‘yzi + Bx'y2'f — 22%zk) = 6x'yi + 6afyetj — 2x'zk

Si 2=1, y==2, 2=—1, eslo se convierte cn —12i — 12§ + 2k,

33. Si A = z®senyi+ 22 cosyj — zy2k, hallar dA.

Meétodo 1:
JA 5 dA - n dJA A
g 2z senyi — ¥k, vy = xlcosyi — 2senyj — 2xyk, i 2z cos yj
dA = aAda: 4 ?dy -+ ﬂa?z
= (2¢b€ﬂ.‘y’l — y'k)dr + (a*cosyi — 2tsenyj — 2zyk)dy + (22 cosyj)dz
= (Ezsenydr + x*cosy dy)i + (2zcosydz — 2° seny dy)i — (pdx + 2xydylk
Meétodo 2:
dA = diz*seny)i + d(z*cosy)j — dizy"k

= (2xsenydr + zcosydy)i + (2zcosydz — 2 sen ydy)j — (Ydz + 2xydyk

GRADIENTE, DIVERGENTE Y ROTOR

4. 51 ¢=2 y A = zzi— ¥+ 22%k, hallar (¢) V¢, (b)) V-A, (¢) VXA, (d) div
($A), (e) rot (dA).

A — 9., Op. a i4 @ i g 2
v = + = =3 My =L k- 2. [l
(@) Vg ( o k):,ﬁ =1 ay; sk a7 Ty + F (x*y2%j + 7 @)k
2ozt + %" + Ba'y2’k

. =t _— —_— . o 23 L> 2,
) V-A ( i+ ay] + — k) (ezi — ¥% + 2x*yk) =
= S+ 2 ( W) + 2@y = 22y
B WA = ( ayJ + >>< (xzi — y%j + 22%yk)
i k
= a/ax afoy  d/az
rz —y: 2z%

(& o0 = )i + (Fea ~ Z )i + (T - gy ) e

228 + (v — dxy)i

(d) div (A)

It}

(ed) = V-(a'yz'i — 2% + 22'2%k)
= —-—{a: yz') + —-( —xyz? + ;—z(2x‘y*z°)

I

Bxtyzt — Bx? y‘z‘ + Baty'z?

(e) rot (A) = VX(A) = ¥V x(x%z' — 2y + 2x%2%k)
i i k
= afdx a/dy afdz
Fyzt -2yt 2afytad
= (dx'ye + 32%)i + (d4xPy2® — 8N — (2xp'® 4+ x%2Yk
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35.

37.

39,

VECTORES [CAP. 7
Demostrar ¥ * (q)A) = (Vé)*A + ¢(V-A).
Ve(2a) = s (pAii + oda] + #Ask)
= L 4) + 14D + Z(s4)

3
= "‘*"Al - a¢Az + 3tas ¥ (”A‘ aA’ 3:“’)
dx dz

%" 5y a
= (EI a§1+ 2y ) (Aii + A2 + Ask)
i ‘?‘(a_x ;+ k) (A1 + Asf + Ask)
= (Vo)A + a(V+A)

Demostrar que V¢ es un vector perpendicular a la superficie ¢(x, y,z) = ¢, donde ¢ es una
constante.

Sea r = xi + yj + zk el vector local de un punto P{x, v, z) sobre la superficie.
Luego dr = dxi+ dyj + dzk estd en el plano tangente a la superficie £. Pero

S 08 iy B dp. 9 1 00 N e i d =
dg = axda:-‘raydy-i azdz s ( |+ azk> (dzi + dyi + dzk) 0

o sea, que V¢ + dr = 0, de modo que V¢ es perpendicular a dr, y, por tanto, a la superficie.

Hallar un vector normal unitario a la superficie 2x* + 4yz — 5z = —10 en el punto P(3, —1, 2).

Por el Problema 36, un vector normal a la superficie es

V(22 + 4yz — 528 = d=zi + 4zj + (dy — 102k = 12i + 8 — 24k en (3,-1,2)
Luego un vector unitario normal a la superficie en P es 121 + 8j — 24k . Bi+2j—6k
V2R (8) + (—24) 7
Otro vector unitario normal a la superficie en P s = %ﬂ
Si ¢ = 2x% — x5 hallar (@) V¢ y (b) V.
@ Vo = 22;4 %5 0 o dny -2+ 22 — Snek
dx ay 02 3 3 5
2
(b) V!¢ = laplacianode ¢ = V+Ve¢ = —(dzy—2) + @(216’) + 5, (F822)
= 4y — 6xz
Otro método:
z 2 2 2 At
Vig = ng + g?ﬁ + %—z% = :?(Zx’y‘—-zz’) + 5;;(2&3; a2y e (2:\:y %2%)
= dy — 6xz

Demostrar que div rot A = 0.

i j k
divitot A = V+(VXA) = V-+|ofox dloy d/sz
A, A As
341 6/11 i BA 8A: A,
= aAs_gﬁ_ __aﬁa& .Lia_Az-ﬁa
— Az \ay oz dy\_ dz o T gz oz Ay

3As  #As | #A  PAs | PA,  0A

dx 3y dx 8z oy 0z ay dx 0z dx dz oy
= 0
suponiendo que A tiene segundas derivadas parciales continuas, con lo que el orden de derivacion es indife-
rente.
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JACOBIANOS Y COORDENADAS CURVILINEAS

40. Hallar ds* en (a) coordenadas cilindricas y (b) coordenadas esféricas y averiguar los factores de
escala.
(a) Método 1:
X = pcos ¢, ¥ = psen ¢, Z="7
dx = —p sen ¢ d¢p + cos ¢ dp, dy = pcos ¢ dp + sen ¢ dp, dz = dz
Luego  ds® = dx? + dy* + dz* = (—p sen ¢ dpp + cos ¢ dp)?
+ (p cos ¢ dp + sen ¢ dp)* + (dz)?
= (dp)* + p*(dd) + (dz)* = Ki(dp) + Bi(dp)* + hi(dz)

Y hi=h,=1,h;=hy=0p hy=~h,=1 son los factores de escala.
Método 2: El vector local es r = p cos @i+ p sen ¢j + zk. Luepo

or o or
(cos ¢i+ sen ¢pj)dp + (—p sen @i+ pcos ¢j)dp + kdz
{cos ¢dp — p sen ¢ dp)i + (sen ¢ dp + p cos ddo)j + kdz

Asi que  ds® =dr-dr = (cos ddp — p sen G dpP + (sen ddp + p cos ¢ d) + (dz)?
= (dp)? + p*(d¢) + (dz)

(B) x=r sen f cos ¢, y=rsen & sen ¢, z=rcos P
Luego dx = —rsen 0 sen ¢ dop + r cos & cos ¢ d8 + sen 8 cos ¢ dr
dy =rsen 0 cos ¢pdd + r cos B sen ¢ df + sen # sen ¢ dr
dz = —r sen 8 d6 + cos Bdr
y {dsP = (dx)? + (dy)* + (dz2)* = (dr)® + 2(dB8)® + r? sen® 8 (dp)

Los factores de escala son hy = h, =1, hy =hy=r, by = hy = r sen 0.

41. Hallar el elemento de volumen dV en coordenadas (a) cilindricas y (b) esféricas y trazar un dibu-
jo del mismo.
El elemento de volumen en coordenadas curvilineas ortogonales uy, u, uy es

‘ 9z, ¥, )
Ay, ta, us)

d¥y = Rihzhadusdinduy = dity dits dits

(a) Encoordenadas cilindricas, u; = p,u; = ¢,us =z, h; = 1, h, = p, h; = 1 [Problema 40(z}]. Entonces,
dV = (1)(p)(1) dp dip dz = p dp dip dz
Lo cual s¢ puede observar directamente en la Figura 7-27(a).

dV = (820 6 dob) (v dO) (dr)
= rAsen g dr dO dop

(a) Elemento de volumen en coordenadas Fig. 7-27 (6) Elemento de volumen en coordenadas
cilindricas esféricas
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{b) Encoordenadasesféricas, u; = r,u; = O.u; = ¢ hy = 1,hy = r by = rsen @ [Problema 40(b)]. Entonces,
dV = (1){r)(r sen 0) dr df dp = r* sen & dr dO dip

Esto se puede observar directamente en la Figura 7-27(6).
42. Expresar en coordenadas cilindricas: (a) grad @, (b) div A, (¢) V2,

Seau, = pup = ua=zh =10 =p, Ay = 1 [véase Problema 40(g)] en los resultados 1, 2 y 4 de
la pagina 142. Entonces,

d :
{a) pradd = W& = o=@ F Eomem oo = e + - —e + —es
o e P e dz
donde e, &,, €5 son los vectores unitarios en las direcciones crecientes de p, ¢, z respectivamente.

: = el Dy i 9
@ ava = VoA = gom )(p,(l)[ap(( >+ ({1)(1)A>+ (u)(p)m)]

il a oA a.‘ls]
= = — (pA,
p[ﬂp{P )

il

B dz
Aje+ Aves + Asea.

e e v 0 D (p)(l)ag) B (1),(_1)@> (e @)J
G (1}19)(1)[ @ opi | e\ ) Bg 7k 1) oz

2 ( ) 1re ¥
£ pap g T e

o
=]
3
-]
Il

PROBLEMAS VARIOS

43, Demostrar que grad f(r) = L[—) r, donde r = \/x* + y* + 22 y f'(r) = df/dr se suponen exis-
tentes.
2 SR S
gradf(nn = Vi = -f0i+ @f(f)! + ik

= PO+ TS+ re

P+ 1oty + ik = Lil’(xiwj-'rzk) = L0,
Otro método: En coordenadas curvilineas ortogonales uy, 4, iy €5

Vb o= 1Mei+1a¢91+—]:'a£83
by B ha Biee ha dus (1)

Si en particular se usan coordenadas esféricas se tiene uy = r,u; = 0, uy = ¢. Si entonces @ = f(r) es fun-
cion de r solamente, los dos ultimos términos de la derecha en (/) son nulos. Se tiene entonces, observando que
e =rryh =1,

vim = 1dwr . [, (#)

44, (q) Hallar el laplaciano de ¢ = f(r). (b) Demostrar que ¢ = 1/r es una solucion de la ecuacién
de Laplace Vi¢ = 0.
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{2) Por el Problema 43,

ve = Vi = L2

Por el Problema 35, suponiendo que f{r) tiene segundas derivadas parciales continuas, se tiene

laplaciannde ¢ = Wi = V.+(Vg) = V_{f'(?')r}
r

= TN — i) . . 3
= = T+ -

= 1" + 2

Otro método: En coordenadas esféricas, se tiene

14 al 1 a all 1 a2y
v o Sdlil, 1 o) 2y
7t dr or Peens ag\"" P * risen? g el

Si U= f{r), los dos tltimos términos de la derecha son nulos, y

v = dr(f‘f(ﬂ) 710 + 2

(b} Por el resultado de la parte (a) se tiene

P55 pleh) & Ao

que muestra que 1/r es una solucidn de la ecuacién de Laplace.

L
1
L

Una particula se mueve por la curva alabeada r = r(t), siendo £ el tiempo medido a partir de cierto
tiempo inicial. Si v = |dr;‘dr| = ds/dt es la magnitud de la velocidad de la particula (s es el arco
a lo largo de la curva medido desde la posicion inicial), demostrar que la aceleracion a de la par-
ticula es

dv v?

siendo T y N vectores unitarios tangente y normal, respectivamente, a la curva alabeada y

£x d2r Y dy ; dz Y e

La velocidad de la particula viene dada por v = ¢T

d’r
P et

. La aceleracion es entonces

) _ dv ar _ dv ,dTds _ dv ,dT
~ e gttt T @Y e wr ¥ w @
Siendo T unitario, se tiene T+ T = 1. Derivando con respecto a s,
dT , dT = _dT oo
T i + o = =) 2T e 0 o i b T 0

de donde resulta que dT/ds es perpendicular a T. Denotando por N el vector unitario en la direccion de dT/ds,
que se llama normal principal a la curva alabeada, se tiene

ST e N {2)
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donde « es la magnitud de dT/ds. Como T = dr/ds [véase ecuacion (9), pagina 139], se tiene dT/ds = d*r/ds>.

Luego
&z : 1 d’y 2 (d!£>g 11
{(E) 3 (E) t\a

Con p = 1/k. (2) se vuelve dT/ds = N/p, y asi, por (I}, se tiene

&
ds?

K

Las componentes dv/dt y v?/p en las direcciones de T y de N se llaman componentes tangencial y normal
de la aceleracion, y esta tltima se suele llamar aceleracion centripeta. p y x son, respectivamente, el radio de cur-
vatura y la curvatura de la curva alabeada. -

Problemas propuestos
ALGEBRA VECTORIAL
46. Dados dos vectores A y B ilustrar geométricamente la igualdad 4A + 3(B — A} = A + 3B.
47. Un hombre recorre 25 km al nordeste, 15 km al este y 10 km al sur. Por una escala apropiada determinar gra-
ficamente (@) a qué distancia y (b) en qué direccion estd a partir de su posicion inicial. ¢ Es posible averiguar la

respuesta analiticamente? Sol. 33,600 km, 13,2° norte respecto del este

48. Si Ay B son dos vectores no nulos de direcciones distintas, demostrar que mA + nB es un vector del plano de-
terminado por A y B.

49. Si A, B y C son vectores no coplanarios {vectores que no estdn en el mismo plano) y x,A + y,B + 2 C=xA
+ y3B + z,C, demostrar que necesariamente x; = x3, ¥; = Vo, 21 = Z2-

50 Sea ABCD un cuadrilitero y P, 0, R y S los puntos medios de lades sucesivos. Demostrar (a) que PORS es un
paralelogramo y (b) que ¢l perimetro de PORS es igual a Ta suma de las longitudes de las diagonales de ABCD.

51. Demostrar que las medianas de un tridgngulo se cortan en un punto a un tercio de cada mediana.

52. Hallar un vector unitario en la direccién de la resultante de A = 2i — j + kB =1+ j + 2k, C = 3i — 2j + 4k.
Sol.  (6i — 2j + Tk)/\/89

PRODUCTO ESCALAR
53. Calcular |(A+B)*{(A—-B) si A=2i-3j+5k y B=3i+j— 2k. Sol. 24

54. Demostrar el teorema del coseno. [Sugerencia: Llimense A, B, C los lados del tridngulo con C=A—B. Uti-
licese entonces C-C = (A -- B)- (A — B).]

55, Hallar « tal que 2i — 3j + 5k ¥ 3i + af — 2k son perpendiculares. Sol. a=—4/3

56, SiA=2i+j+k B=1i—2j+2kyC=31—4j+ 2k hallar la proyeccion dc A + Cen la direccion de B.
Sol. 17/3
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57.

Los vértices de un triangulo son A(2, 3, 1), B(—1, 1, 2), C(1, —2, 3). Hallar (@) la longitud de la mediana de B
al lado AC y (b) €l angulo agudo gue hace esta mediana con el lado BC.

Sol. (a) 1,/26, (b) cos™ ,/91/14

Demostrar que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si.

Demostrar que el vector (4B + BA)/(4 + B) representa la bisectriz del dngulo de A y B.

PRODUCTO YECTORIAL

60.

61.

62.

SiA=2 —j+kyB=i+2j— 3k hallar |24 + B) x (A — 2B)|. Sol. 25./3

Hallar un vector unitario perpendicular al plano de los vectores A =3i—2j+ dk y B=1i+j— 2k
Sol.  +(2§ + K)L/5

Si Ax B=A x C, ;es B = C necesariamente?
Hallar el area del tridngulo de vértices (2, —3, 1), (1, —1,2), (=1, 2,3). Sal. -}\/5

Hallar la minima distancia de (3. 2, 1) al plane determinado por (1, 1,0}, (3, —1,1), (—1,0,2).
Sol, 2

PRODUCTOS TRIPLES

65,

Si A=2+j—3k B=1i-2j+k C = —i+j—4khallar (a) A-(BXC), (b)) C*(AXB), (¢) AX
(BXC), (d (AXB)xC. Sol. {a) 20, (b) 20, (¢) 8i—195—k, (d) 25i—15j—10k

Demostrar que (a) A*(BXC) = B+(CXA) = C-(AXB)
() AX (BXC) = B(A+C) — C(A-B).

67. Hallar la ecuacion del plano que pasa por (2, —1, =2), (—1,2, =3), (4,1,0).
Sol. 2x+y—3z=9

68. Hallar el volumen del tetraedro de wértices (2, 1, 1), (1, —1,2), (0,1, —1), (I, =2, 1). Sol. %

69. Demostrar que (AXB)+(CxD) + (BXC)+(AXD) + (CXA)-(BXD) = 0.

DERIVADAS e ;/ ‘x/ 2l

70. Una particula se mueve a lo largo de la curvar = g Qos_u_-l-_e___seu_!.i.:l-_ﬂli_}_i___]lar la magnitud (a) de la
velocidad y (b) de la aceleracién en el tiempo t.——8ol. (a) ﬁ e ', (b) \/’5 e’

71. Demostrar que E(&XB} = AX cr?: + %% X B donde A y B son funciones diferenciables de u.

72. Hallar un vector tangente unitario a la curva alabeada x = t, y = %, z = 1* en el punto donde ¢ = 1.

73.

74.

75.

Sol. (i + 2j + 3k)/14

Sir = acoswt + bsen wt, siendo a y b vectores constantes no colineales y w una constante escalar, demostrar que

(o). z ik UE

o = eaxb), (0 d:f +.ur = 0.

62
SiA=xY~—)+xkB=yi+ xj—xyzkyC=i-—yj+x:’zk,hal]ar(a]axay(A x B)y (b)d[A - (B x O)]

en el punto (1, —1, 2). Sol. (a) —4i + 8, (&) 8dx
Si R = atyi— 2y + 2y, haliar |-é-’5 % :%f' enel punto (2,1, —2). Sol. 16VB
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GRADIENTE, DIVERGENCIA Y ROTOR

76. Si U, ¥, A, B tienen derivadas parciales continuas, demostrar que:
@ VU + V) =VU+VV. (h) V' (A+B) =V A+V-B ()VX(A+B) =VxA+VxB

77. Sid=xy+yz+zxy A=x%i+ 1izj + 2%k, hallar (@) A-Vo, (h) dV-A y (c) (Vi) x A en el punto
(3. —1.2) Sol. {a) 25, (6) 2. (¢) S6i - 30j + 47k

78. Mostrar que Vx (F'r)=0conr=xi+ pj+zk y r = 1]
79. Demostrar (a) V x (UA) = (VU) x A + UV x A), (b)) V' (A x B)=B+-(V x A) — A-(V x B).
80. Demostrar que rot grad U = 0, enunciando condiciones apropiadas de U.

81. Hallar un vector normal unitario a la superficie x?y — 2xz + 2y?z* = 10 en el punto (2,1, —1).
Sol.  +(3i + 4§ — 6k)/,/61
82. Si A= 3xz%i = pzj + (x + 2z)k, hallar rot rot A, Sol. —6xi+ (6 — 1)k

83. (a) Demostrar que V x (V x A) = —V2A 4 V(V - A). (b) Verificar el resultado de (a) si A es dado como en
el Problema 82.

JACOBIANOS Y COORDENADAS CURVILINEAS

Aa,s) | _ |or, o er
18(at1, uz, ua) duy  Auz  Bua|’

84. Demostrar que

85. Expresar (a) grad 4, (b) div A, (¢) V& en coordenadas esléricas

Sol. Ll 13¢ L
whe)l By r a8 & rseng dp o
S 1 9 1 84; N
(b) = ]—(fr A + eniay (seng 4.) + rwneg con A= Aert+Ase:+ Ases

A ] b 1 a%d
o g £en = S W PR A R
(¢} 7 uf( ﬂr) 72 sen @ 68(\ ? 56 i3 risen?e og’

86. La transformacion de coordenadas rectangulares a cifindricas parabélicas se define por las ecuaciones
x =362 — %), y = uv, z = z. (a) Demostrar que el sistema es ortogonal. (b) Hallar ds? y los factores de esca-
la. {c} Hallar el jacobiano de la transformacion y el elemento de volumen.

Sof. () ds* = (4 vHdid + (@ +el)de? + def, b = he = Vuit+l ha=1
(¢) w4, (W +vd)dudvds

87. Escribir (@) V2® y (&) div A en coordenadas cilindricas parabélicas.

1 R b ihh
2, = N Ui e A i iyl
Sol. (@) V& o v‘(&u‘ + 611;2) + o

() div A = “,4 - { Vet v 4) + = (Vid T o A } ”:‘;“

88. Demostrar que pard coordenadas curvilineas ortogonales,

e dd € i ey
il AP ol ool 3 il
¥ Ry du, -+ b D 5 ha dus

[Sugerencia: Con V@ = g,e, + az€; + ase; apliquese que &0 = V@ - dr tiene que ser lo mismo en ambos sis-
temas de coordenadas.]

89. Dar una interpretacién vectorial del teorema del Problema 35, Capitulo 6.
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PROBLEMAS VARIOS

0.
91.

92,

93,

97.

98.

100.

Si A es una funcién diferenciable de u ¥ |A(u]| = 1, demostrar que dA/dn es perpendicular a A.
Demostrar las formulas 6, 7 y 8 de la pagina 141.
Si g y ¢ son coordenadas polares y A, B, n son constantes, demostrar que U = p"(4 cos ng + B sen ne) ve-
rifica la ecuacién de Laplace.

2 cos 3 30 cos 1 6 sen ) cos ¢ (4 — 5 sen? 6
Kfepi RNl sen” 0080, soatiar VAW S, o | )

r iz

Hallar la funcion mas general de (a) la coordenada cilindrica p, (h) la coordenada esférica r, (¢) la coordenada
esferica 6, que satisface la ecuacidn de Laplace.
Sol. (a)A -+ Blnp, (b)A + Bfr, (c) A + Bln (cosec @ — cot ) con 4 y B constantes cualesquiera.
Sean T y N, respectivamente, ¢l vector tangente unitario y ¢l vector unirario normal principal a una curva del

espacio T = r(u) suponiendo r(u) diferenciable. Definase un vector B =T x N que se llamara vector binormal
unitario a la curva del espacio. Demostrar que
dT dB dN
E = arN, ﬂ,—s = _TN, ['!'S
Estas son las llamadas férmulas de Frenet-Serret y son de importancia fundamental en geometria diferencial.
En estas formulas, & se llama curvatura, t es la torsion; y los inversos de estas, p = lfx y ¢ = 1/7 se llaman
radio de curvatura y radio de torsion, tespectivamente.

= B — «T

(@) Demostrar que el radio de curvatura en cualquier punto de la curva plana ¥ = fix), z = 0 con f{x)diferen-
ciable, es dado por
(1 + y‘2)3i2
p 3 ylr

(¢) Hallar el radio de curvatura en el punto (2, 1, 0) de la curva y = sen x,.z = 0,

Sol. (b) 2/2

Demostrar que la aceleracion de una particula a lo largo de una curva alabeada viene dada, respectivamente,
en (a) coordenadas cilindricas, (b) coordenadas esféricas, por

(F — pd%le, + (o8 + 2pgle, + Fe,
(F — 76 — rgtsentale, + (r5 + 276 — ro’sen s cosele, + (2FEsen o + 2rég cosd + 74 sen 8)ey
¥ ]

denotando los puntos derivadas con respecto al tiempo y donde €, €, €., 8, €, e, SON vectores unitarios en
las direcciones de las p, ¢. z, 7, 0, ¢ crecientes, respectivamente.

Sean E y H dos vectores que se supone tener derivadas parciales continuas (de segundo orden por lo menos)
con respecto a la posicion y el tiempo. Supdngase ademds que E y H satisfacen las ecuaciones
14 1 3E

V-E = 0, V*H = 0, VXE:_Z’&T’ VXHZCE?

(1)
Demostrar que E y H satisfacen la ecuacién

1 %y
¢t at?
[Los vectores E y H se llaman vectores campo eléctrico Y campo magnético en la reoria electromagnética. Las

ecuaciones (/) son un caso especial de las ecuaciones de Maxwell. La ecuacion {2) llevé a Maxwell a la conclu-
sion de que la luz era un fendmeno electromagnético. La constante ¢ es la velocidad de la luz.]

v = 7]

Usar las relaciones del Problema 98 para demostrar que

f? Q(E*+ H)) + cV:EXH = 0
Sean A, 4, A5 las componentes del vector A en un sistema de coordenadas rectangulares xpz con vectores
unitarios . iy, i5 (los usuales. i, j, k) y 4}, 43, 4} las componentes de A en un sistema de coordenadas rectan-
gulares x'y'z" del mismo origen que el xyz, pero girado con respecto a éste y con vectores unitarios i}, i, i. De-
mostrar que deben verificarse las relaciones siguientes (llamadas relaciones de incarigncia):

As = Ll + L.As + LeAd n=1,2,3
donde in " in = I
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

VECTORES [CAP. 7

Si A es el vector del Problema 100, demostrar que la divergencia de A, esto es, V - A, es un invariante (llamado
a menudo mrariante escafor). 0 sea, demostrar gue

sl | 0A1 Ay _ A, 04. 24,

axr’ day’ az' e aif dz

Los resultados de este y del anterior problema expresan ¢l supuesto obvio de que las cantidades fisicas no de-
ben depender de los sistemas de coordenadas en que se observen. La generalizacion de estas ideas lleva a la im-
portante disciplina que se llama andlisis tensorial, bisica para la teoria de la relatividad.

Demostrar que (a) A - B, () A x B. (¢) V x A son invariantes por la transformacion del Problema 100.

Si uy, U3, uy son coordenadas curvilineas ortogonales, demostrar que

Aus, Us, us)

(a) alz, i, 2)

d i o
Vs Yz X Vs (3) (E\"ui. . a% % gf: (Vi * Ve X V) = 1

y dar el significado de estas con los jacobianos.
Demostrar con tratamiento axiomatico la relacion (&), pagina 138.

Un conjunto de n vectores Ay, A,. ..., A, se dice linealmente dependiente si existe un conjunto de escalares
€. C3, ..., C, no todos nulos tales que ¢;A; + c;A; + - -+ + A, = 0 idénticamente; si no, el conjunto se
dice linealmente independiente. (a) Demostrar que los vectores A, = 2i — 3j + 5k, A; =14+ j — 2k, A; =
3i — 7j + 12k son linealmente dependientes. (5) Demostrar que cualesquiera cuatro vectores tridimensionales
son linealmente dependientes. (c) Demostrar que una condicidn necesaria y suficiente para que los vectores
A =ai+ b+ ck Ay =a,i + bj+ .k Ay = asl + bij + c3k sean lincalmente independientes es que
A, ' A; x A; £+ 0. Dar una interpretacion geométrica de esto.

Un nimero complejo se puede definir como un par ordenado (a, &) de nlimeros reales @ y b sujetos a ciertas re-
glas de operacion para la adicién y la multiplicacion. () ;Cudles son esas reglas? (b) ; Como se pueden utilizar
las reglas en (a) para definir la sustraccion y la division? (¢} Explicar por qué los nimeros complejos se pueden
considerar como vectores bidimensionales. (d) Describir semejanzas y diferencias entre varias operaciones entre
nimeros complejos y entre vectores.
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Aplicaciones de las derivadas parciales

APLICACIONES A LA GEOMETRIA £
1. Plano tangente a una superficie. !
Sea F(x,y,z) = 0 la ecuacion de una super-
ficie S como la de la Fig. 8-1. Se supondrd que F es
continuamente diferenciable al menos que se indique
otra cosa. Sea hallar la ecuacion de un plano tan-
gente a S en el punto P(xg, Yo, Zo)- Un vector normal
a § en ese punto es Ny, = VF|p, donde el subindice
P indica que el gradiente se ha de calcular en el
punto  Plxy, Yos Zo):
Si ro v r son los vectores que van de O a
P(xo, ¥o. Zo) ¥ Qlx, ¥, z) respectivamente del plano,
la ecuacién del plano es

fr—r)-No = (r—m)* VF[, = 0 (1)

: Fig.8-1
puesto que r — ry es perpendicular a Ng.
En forma cartesiana,
o aF aF
Ep(m—xo) + Egp(y—-yn) + EEP(z_z") = @ (2)

Si la ecuacién de la superficie estd dada en coordenadas curvilineas ortogonales en la forma
F(uy, 45, u3) = 0, la ecuacion del plano tangente se puede obtener mediante el resultado de la pagina 142
para el pradiente en estas coordenadas. Véase Problema 4.

2. Normal a ma superficie

Supdngase que se pide la ecuacion de una recta normal a la superficie S en P(x,, yo. zu). Siresel
vector de O en la Fig. 8-1 a cualquier punto (x, ¥, z) de la normal Ny, s¢ ve que r — r, es colineal con
N, y asi, pues, la ecuacién pedida es para los vectores

(r—ro) XxNo = (r—x)X VF[, = 0 (3

En forma cartesiana es

T — Zo Y — Yo 2—2

= = s ()
ox

d 0z

P ey

P

Haciendo estas razones iguales a un pardmetro (bien sea ¢ o u) y despejando x, y y z se tienen las ecua-
ciones paraméiricas de la recta normal.
Las ecuaciones de la normal se pueden escribir también cuando la ecuacién de la superficic estd
expresada en coordenadas curvilineas ortogonales.
161
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3. Recta tangente a una curva.

Sean x = f(u), y = g(u), z= hlu) las ecua-
ciones paramétricas de una curva C en la Fig. 8-2,
suponiéndose, siempre que no se diga otra cosa, que
f. g y h son continuamente diferenciables. Se lrata
de hallar 1a ecuacién de la recta tangente a C en el
punto Plxg, Vg. Zp) 0 quUe u = ug.

Si R = flu)i + g(u)j + Alw)k, un vector tan-
genlea Cen Pes Ty = % . Sirg y rson los vectores

i
que vande O a P(xy, ¥o. 20) ¥ Qlx, 3, z) sobre la recta
tangente, respectivamente, entonces como r — Iy €s
colineal a T, se tiene

dR -
(r—ro) X Ty = (r—ro)xap = 0 (5
O en forma cartesiana
Fig.8-2
& — Ip 2 E__‘_‘_ﬂﬂ B P (6)
F'(uo) " (o) B/ (1q)

La forma paramétrica se obtiene haciendo estas razones iguales a .
Si la curva C esta dada como interseccion de dos superficies de ecuaciones F(x, y,z) =0y
G(x, y, z) = 0, las correspondientes ecuaciones de la recta tangente son

& — Xo o1 Y—Y = =20
T e Sl [ A I ol e
Gy, G- G: G: G: Gy

?)

P F P

Obsérvese que los determinantes en (7) son jacobianos. Un resultado parecido se obtiene si las super-
ficies estan dadas en coordenadas curvilineas ortogonales.

4. Plano normal a una curva.

Si se quiere hallar la ecuacién del plano normal a la curva C en P{x,, y,, 2o) de la Fig. 8-2 (o
sea, ¢l plano perpendicular a la recta tangente a C en este punto) y r es el vector de O a
un punto (x, y, z) de este plano, se sigue que r — r, es perpendicular a T,. Asi que la ecuacion pedida es

(f=1) T = (r—r) oy = g 8
En forma cartesiana cs
fuo) (m— o) + g'(uo) (y—wn) + R(w)(z—20) = 0 9

si la curva tiene ecuaciones paramétricas x = flu), y = g(u), z = hlu), y

o F. F.
g, G. ¥ (.’.E xu) H o

si la curva estd definida por F(x,y, z) = 0, G(x,»,2) = 0.

W—10) + F. Fy

,, & a|e-m = o (20)

P

5. Envolventes.

Si ¢(x, y, ®) = 0 es una familia de curvas de un pardmeiro en el plano xy, puede existir una cur-
va E tangente en cada punto a alguna curva de la familia y. tal que cada curva de la familia sea tangen-
te a E. Si E existe, su ecuacion se puede encontrar resolviendo el sistema
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dlx,y,a) = 0, $ (2,%¢) = 0 (11)
y E se llama envolvente de la familia.
El resultado se¢ puede generalizar a la envolvente de una familia de superficies de un parimetro
@(x, y, z, x), que se puede hallar con

dle, 4,200 = 0, ¢ (2,9,2,0¢) = 0 (12)

Y se puede generalizar también a familias con dos (o mas) pardametros.

DERIVADAS DIRECCIONALES

Sea F(x, y, z) definida en un punto (x, y, z) de una curva dada C del espacio. Sea F(x + Ax, y -+
Ay, z + Az) el valor de la funcidn en un punto vecino sobre C y denodtese por As el arco de curva cntre
esos puntos. Entonces,

= Fly+ax, y+ay, 2+ 4z2) — Fz,y,2)
ds—0 AS As—0 AS

(13)

si existe, se llama derivada direccional de F en el punto (x, y, z) a lo largo de la curva C y viene dada por

dF _ aFdx | aFdy | aF dz

ds ~ oxrds | ayds ' ozds (24)

En forma vectorial esto se puede escribir

A e di d d
% > (%E‘*@J*@k)( i+ ggd zk) = §Pe2 = 'gF-1 {5

de donde se deduce que la derivada direccional ¢s la componente de VF en la direccién de la tan-
gente a C.

El valor maximo de la derivada direccional es, pues, |VF|.

Estos mdximos ocurren en direcciones normales a las superficies F(x, v, z) = ¢ (donde ¢ es una
constante) que se llaman superficies equipotenciales o superficies de nivel.

DERIVACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL

Sea j flx, o) da a=a=bh (16)
donde u; y u, pueden depender del pardmetro «. Entonces,
de j‘"“ of dus duy
E = adﬂ; + f(’!!-z, a)a (1{,1, rx) d (17)

paraa £ o £ b, si f(x, o) y df/dn son continuas en x y « en una cierta region del plano xa que inclu-
veu S x =uy, a<a=hysiu yu,son continuas y tienen derivadas continuas para @ < o < b.
Si uy y u, son constantes, los dos ultimos términos de ([7) se anulan.
La igualdad (/7) o regia de Leibnitz se utiliza a menudo para calcular integrales definidas (Pro-
blemas 15, 29). '

INTEGRACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL

Si ¢(a) esta definida por (/6) y f(x, o) s continua en x y & en una regién que incluye 4; < x £ u,,
a £ x = b, entonces si u; y 4, son constantes,

j; i fb{ f(x,a)dx}du = f { f bf(:r:,a)da}d:c (18)

igualdad que expresa el cambio de orden de integracion o la integracion bajo el signo mtegral,
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MAXIMOS Y MINIMOS

Un punto (xq, ¥o) s llama mdximo relative o minimo relativo de f(x, y), respectivamente, segiin que
flxg + h, po + k) £ f(xe.90) © flxo + b, yo + k) Z flxo,30) para & y k tales que 0 < 1h| <4,
0 < |k| < &, donde & es un numero suficientemente pequefio.

Una condicidn necesaria para que f(x, y) tenga un miximo o un minimo relativo es

of _ f _
==, = =0 (29)

Si (xg, ¥) es un punto (llamado critico) que satisface las ecuaciones (19) y si A estd definido por

[(@\ o of \
5 L< am2>(6‘y2 ox 0y o (=0
entonces S0l
S . ; 0°f a*f
1. (xg, ¥o) es maximo relativo si A >0y 7 umw< 0 (0 B (Io.!0)< 0)
2 2
2. (xgp. ¥o) es minimo relativo si A > 0 y a—); >0 (o0 6_}; >0
ar (2 gd ay {xp, Ipd

3. (Xg, Vo) no es maximo ni minimo relativo si A < 0. 8i A < 0, (xo, o) se suele llamar punto
de silla.

4. Si A = 0 nada puede saberse (en tal caso es necesario un estudio mas detenido).

METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA MAXIMOS Y MINIMOS

Un método para obtener los valores maximos o minimos relativos de una funcién F(x, y, z) sujeta
a una condicion restrictiva ¢(x,y,z) = 0 e5 la formacién de la funcion auxiliar

G(z,y,2) = F(x,1.2) + r(2,9,2) (21)
sujeta a las condiciones

oo

3G _ G _
= 0

Sy =0 22
O sidgi= Growess (22)
que son condiciones necesarias para mdximo o minimo relativo. El pardmetro X, que es independiente
de x,y, z se llama un multiplicador de Lagrange.

El método se puede generalizar. Si se quiere hallar €] méximo o el minimo relativo de una funcién

E(xy, X5, X3, ..., X,)sujeta a las condiciones restrictivas ¢, (xy, ..., X3} = O alxy, ..., ) =0,...,
Pp(xy, -- -5, x,) =0, se forma la funcion auxiliar
G, %, ..., %) = F + M, + Ny + - + M6, (23)

sujeta a las condiciones (necesarias)

G G aG

—_— = oy T = 2

01, T Gl 2, 2 (&
donde A, Ay, ..., A que son independientes de x;, x5, - .., X, son los multiplicadores de Lagrange.

APLICACIONES A LOS ERRORES |

La teoria de los diferenciales se puede aplicar para obtener los errores en una funcion de x, y, z, etc.,
cuando se conocen los errores en x, v, z, etc. Véase Problema 28.

B o R S A e R



CAP. §] APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES 165

Problemas resueltos

PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

1. Encontrar las ecuaciones (a) del plano tangente y (b) de la recta normal a la superficie x?yz + 3y =
2xz* — 8z en el punto (1,2, —1).
{a) Laecuacidn de la superficiees F = x?yz + 3y — 2xz? + 82 = 0. Unanormalala superficieen (1, 2, —1)es

Noe = VF|l,,_., = (2zyz—23i + (a2 +8y)j + (z*y — 42z + 8)k|
= —6i + 11j + 14k

1,2, —1)

En la Figura 8-1, pigina 161:

El vector de O a un punto (x, y, z} del plano tangente es r = xi + ¥j + zk.

El vector de O al punto (1,2, —1) del plano tangente es ry =i + 2j — k.

El vector r —ry = (x — 1)i + (¥ — 2)j + (z + 1)k estd en el plano tangente y es entonces per-
pendicular a Ny,

Luego la ecuacién buscada es

(r—re) *No = 0 O0sea {(z—1i+ (¥—2)i+ (z+ 1Dk}~ {—6i+11j+ 14k} = 0
~6(z— 1)+ 1l(y—2) + 14{z+1) = 0 0 6x —1ly — 14z +2 = ¢

(6) Sear = xi + »j + zk el vector de @ a un punto (x, y, z) de la normal N,. El vector de O al punto (1. 2, —1)
de la normal es 1y =1 + 2j — k. El vector r — 1 = (x — 1)i + (¥ — 2)j + (z + 1)k es colineal con N,

Luego
i i k
(Fr=r) XNa = 0 ses z—1 y—2 z+1 = 0
—6 11 14
que es equivalente a las ecuaciones
11{z —1) = —6(y —2), 14{y—2) = 11z + 1), 14(z—1) = —6(z+1)
Estas se pueden escribir
et NN e e B
SRR R et Y

que sucle llamarse forma continug de la ecuacion de la recta. Haciendo estas razones iguales al pardmetro
t:se tiene

. — 1— 64 ¥y = 2+ 11¢, z = 14t —1

que son las ecuaciones paramétricas de la recta.
2. (En qué punto corta la normal del Problema 1(b) el plano x + 3y — 2z = 10?
Sustituyendo por las ecuaciones paramétricas del Problema 1{h) se tiene
1— 6t + 32+111) — 2(14F—1) = 10 o t=—1
Entonces. ¢ = 1—6¢ = 7, ¥y = 2+11t = —§, z = 14¢—1 = —15 y el punto buscado es (7. —9. —15).

3. Mostrar que la superficie x* — 2yz + 3* = 4 ¢s perpendicular a cualquicra de las superficies de

la familia ¥* + 1 = (2. — da)y? + az® en el punto de interseccion (1, —1, 2).

Escribiendo las ecuaciones de las dos superficies en la forma
F = 222yt —d = 0 y G = ot 41— (2—da)y® —as® = 0

Entonces,
VF = 2xi + (3y*—22)j — 2yk, NG = 2z — 22—da)yj — Bazk
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De modo que las normales a las dos superficies en (1, —1, 2) estdn dadas por

N, = 2i—j+2k N = 2i+2(2—4a)j — dak

Como N, + N, = (2)2) — 2(2 — 4a) — (2){da) = 0. se sigue que N, y N, son perpendiculares para cualquier

a. con lo que se tiene el resultado pedido.

4. La ecuacion de una superficie es en coordenadas esféricas F(r, 8, ¢) = 0, supuesta F continuamen-
te diferenciable. (@) Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (rg, 8o, ¢o)-

(h) Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie r = 4 cos @ en el punto (2\/5, 74, 3nj4).
{c) Hallar un conjunto de ecuaciones de la recta normal a la superficie de (#) en el punto que se

indica.

(a)

(b)

El gradiente de @ en coordenadas curvilineas ortogonales es
_ 1 a3 1 e 1 8
g kL Ee' he dus R ha dua g2
A S e e R
B 8= pan T Rewm o, Fanis

(véanse paginas 141, 142),
En coordenadas esféricas 1y =r, ua =0, uy =, iy =1, hy=r. hs =r sen 0 y r=xi+ yj +
zk = r sen @ cos @i + r sen 0 sen ¢j + r cos Ok.

Entonces.
e = sendcosgi+senesenyj + cosek
{ea = cosfcospi + cosgsenypj — sendk (1)
e; = —sengi + cosegi
! aF 1aF 1 aF
VF = —e + -—e — 2
R s s % @

Como en la pigina 161, la ecuacién pedida es (r — rp) * VF]p = 0.

Sustituyendo ahora (1) en (2) se tiene

[aF sen ¢, dF
VF = -—[ sCn &, cos B | ey it T =
le JL ar |p u €05 7o 30 |p 905 o COS o 7o Sen 8, 0 I |
ar 1 aF cos ¢, oOF
+ 4 -—=| seneg,sen + ——| cos8,sen L
{a?- » o SEN gy o 24 |p =K Yosen 6, 9p |o|

aF 1 aF
4 -(FPCOS‘;" == ;nﬁrscl‘lﬂﬁ k

Denotando las expresiones entre llaves por 4, B, C, respectivamente, con lo que VF| p=Ai + Bj + Ck,
se ve que la ecuacidn buscada es A(x — x,) + B(v — y3) + Clz — z,) = 0, que se puede escribir en coor-
denadas esféricas mediante las transformaciones para x, ¥ y 2z en estas coordenadas.

Se tiene F=r — 4 cos 0 = 0. Luego éF/ér = 1, F/d0 = 4 sen 0, 8F/éd = 0.
Como rg = 2\/2 Oy = nf4, ¢y = 3n/4, se tiene por la parte (¢) VFp = Ai + Bi + Ck = —i +].
Por las ecuaciones de transformacion el punto dado tiene coordenadas cartesianas (—\;’5, ﬁ, 2. ¥
entonces r — ry = (¥ + V/iji + (¥ — \/Z}j + (z — 2)k.
La ecuacion buscada del plano es, pues, —(x + ﬁ} + (= \/_) Qoy—x= 2\/5, En coorde-

nadas esféricds se convierte en r sen { sen ¢ — r sen 0 cos ¢ = 2\/_

En coordenadas cartesianas la ecuacion r = 4 cos 0 se convierte en 12 + 32 + (z - 2) = 4 y el plano
tangente se puede determmar a partir de aqui como en el Problema 1. En otros casos, en cambio, puede que
no sca tan facil obtener la ecuacion cartesiana y entonces es mas sencillo utilizar el método de la parte (a).
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{c) Las ecuaciones de la normal se pueden dar en la forma

x4+\Z S y—V2 =TT g

—1 1 1]
donde el miembro de la derecha significa que la recta estd en el plano z = 2. Asi que la recta buscada viene
dada por
z+VE _ y—2

z=10 o z+y =0 z=10

] 1 b

RECTA TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA

5. Hallarlasecuaciones (z2) dela tangente y (b) del plano normalalacurvax = r — cost,y = 3 + sen2s,
z =1+ cos 3¢ en el punto en que ¢t = im,
(a) El vector del origen @ (Fig. 8-2, pagina 162) a un punto de la curva Ces R = (¢ — cos 1)i + (3 + sen 24)j
+ (1 + cos 37)k. Entonces un vector tangente a C en el punto en que ! = 37 ¢5
dR
dt Lo

El vector de O al punto en que f = 4m es 15 = 4mi + 3j + k.
El vector de O a un punto (x, y, z) de la recta tangente es r = xi + yj + zk.
Entonces r — rg = (x — 4n)i + (¥ — 3)j + (z — L)k es colineal con T,, de modo que la ecuacién bus-

cada es

T = = (I4sent)i+ 2cos2tj ~ 3senStkl, .y, = 2 —2j+3k

i i k
{t—r) xTa = 0, osea, r—dr y—3 2—1 = )
2 =2 3

e i e %0 en forma paramétrica x = 2t + i;, y = 3 — 21,

y las ecuaciones pedidas son
=731+ 1.

{h) Sear = xi + yj + zk el vector de @ a un punto (x, y, z) del plano normal. El vector de O al punto en que
t=jmesry =4mi+ 3j+ k Elvectorr — ry = (x — 3m)i + (» — 3)j + (z — 1)k estd en el plano normal
y, por tanto, es perpendicular a T,. Luego la ecuacion pedida es (r — rg)* Ty = 0 0 2(x — 4n) — 2(y — 3)
+3z—1)=0.

6. Hallar las ecuaciones (a) de la tangente y (b) del plano normal a la curva 3x%y + y’z = =2,
2xz — x’y = 3 en el punto (1, —1, 1).

{a) Las ecuaciones de las superficies que se cortan en la curva son
F = 8y+y2+2 =0, G = 2xz—xy—3 =0

Las normales a cada supetficie en el punto P(1, —1, 1) son, respectivamente,

N, = VF|, Baoyi + (32*+2p2)i + v’k = —6i +j+ k
N = VG|, = @z—2xy)i — 2% + 20k = 4i —j + 2k
Asi que un vector tangente a la curva en P es
To = NoXN:e = (—6i+j+k)x(di—j+2k) = 3i+ 16j + 2k
Luego, como en el Problema 5(a), la tangente esta dada por
(k=r) XTo =0 o {r—Di+@+i+ =Dk X {3i+16j+2k} = 0

Gl Bos =gl 2 b et e pe e B

3 16 2
(6) Como en el Problema 5(b) el plano normal estd dado por

(r—T)~To = 0 o {ffz—1i+w+1)j+z—Dk}-{3i+16§+2k} = 0
esdecir, 3(x—1) + 16(y+1) +2z—1) = 0 o  Zw+ 16y + 2 = —11
Los resultados en (a) y en (b) se pueden obtener tambien mediante las ecuaciones (7) y (/0), respecti-
vamente, en la pagina 162.
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Demostrar la ecuacién (/0), pagina 162.

Supdngase la curva definida por la interseccion de dos superficies de ecuaciones Flx, y, z) =0, Glx, y, z) = 0,
siendo F'y G continuamente diferenciables.

Las normales a las superficies en el punto P estdn dadas por N; = VFlp y N; = VG|p. respectivamente,
y entonces el vector tangente a la curva en Pes Tq = N; x Ny = VF|p x VG|p. con lo que la ecuacién del pla-
no normal serd (r — ry)* Ty = 0. Como

To = VF.XVG, = (Fsi+Fyj+Fd)X(Ged+ G+ Gkl
S -
F, F. rr| . |rw
= s L =2 i + k
i TRERE S ORI S R
G- Gy G: P P F F

la ecuacién buscada es, pues,
F. F,
G: Gy

F. F.
G. G:

Fy F:
Gy G

(z—z) = 0

P

(¥ —w) + ‘

(z—m) + ’

(r—ra)* VF|, = 0 0 ‘

P

ENVOLVENTES

10.

Demostrar que la envolvente de la familia ¢(x, p, &) = 0, si existe, puede obtenerse resolviendo
el sistema ¢ =0y ¢, =0.

Suponiendo la envolvente en forma paramétrica x = fla), y = glz) es entonces @{f(), gla), a) = 0 idén-
ticamente, y entonces diferenciando con respecto a « [suponiendo que ¢, f v g tienen derivadas continuas] se
tiene

¢.f'a) + o9 + 8 = 0 (1)

La pendiente de un clemento de la familia ¢(x, y,a) = O-en (x, y) viene dada por ¢, dx + ¢, dy=10 0
dy ¢ dy  dylde  g'la)

sed, — = - La pendiente de la envolvente en (x, y) es — = — = - Luego en todo punto en qu
e pEet B (51 el Am) o £ k=
la envolvente y una curva de la familia son tangentes, se ha de tener
Sl gl . D
% - 6 o o /() + 2,8'(a) = 0 (2)

Comparando (2) con (/) se ve que ¢, = 0 y resulta lo afirmado.

2 ¥
{a) Hallar la envolvente de la familia xsena + ycosa = L.
(b) Ilustrar geométricamente los resultados.
{a} Por el Problema 8, la envolvente, caso de existir, se obtiene resol-
viendo el sistema de ccuaciones ¢(x. y, o) = xsen & + y sen & — i
1=0y ¢ fx,y.2) = xcos a —y sen o = 0. A partir de estas
ecuaciones se obtiene x = sen o, y = cos « o bien x* + y*'= 1.
() La familia dada es una familia de rectas. algunos de cuyos ele- Fig. 8-3

mentos se venen la Fig. 8-3. Laenvolvente esel circulox® + % = 1.

Hallar la envolvente de la familia de superficies z = 2oux — o*y.

Por una generalizacion del Problema 8, Ia envolvente buscada, si existe, se obtiene resolviendo el sistema
de ecuaciones

) ¢ = 2az—a'y—2z2 =0 y (2) ¢g = 22— 2y = 0

Segin (2), 2 = x/y. y. sustituyendo en (f), se tiene x* = yz, que es la envolvente buscada.
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11. Hallar la envolvente de la familia de superficies de dos parimetros z — ax + fy — af.

La envolvente de la familia F{x, y. z, 2, ) = 0, si existe. sc obtiene por eliminacidn de « y § entre las ecua-
ciones F=0, F, =0, Fy =0 (Problema 43). Como

F=z—ax—pfytef =0, F,=—a+f =0, “1H:“1f+u:ﬁ

Entonces. A=z, =y y sélicne z=xy.

DERIVADAS DIRECCIONALES

12. Hallar la derivada direccional de F = x?yz? a lo largo de la curva x = e™, y = 2senu + 1,
z=u—cosu en el punto P en que u = 0.

El punto P que corresponde a # = 0 es (1, 1, —1). Luego
VF = 2xyz%i+ «%% + 32%:% = —2i—-3j+3kenP

Un vector tangente a la curva es

dr d s ¥

— —{e"" 2 + 1)j + (i — cosu)k}

T T {e"i + (Zsenu i3] { b

= —g*i+ 2cosui+ (I+senu)k = —i+ 2 +kenP
y el vector tangente unitario en esta direccidn es To = M
Ve
Luego
—i i 3 il
Derivada direccional = VF:Ty = (—2i—j+3k)- M) =R e E\/E
Ve Ve

Como es positiva, F aumenta en esta direccion.

13. Demostrar que la maxima variacion de F, es decir, la méxima derivada direccional, se verifica
en la direccion del vector VF y tiene su magnicud.
dF

ir L P ok ; . :
e VF- i? a la proyeccion de VF en la direccidn 5 Esta proyeccidn es maxima si VF y dr/ds tienen la
s s

misma direccion. Entonces el valor miximo de dF/ds ocurre en la direccion de VF y la magnitud es [VF|.

14. (a) Hallar la derivada direccional de U = 2x*y — 3y%z en P(1,2, —1) en una direccién hacia
03, — L1, 5). (b) (En qué direccién a partir de P es maxima la derivada direccional? (¢) ;Cuél es
la magnitud de la derivada direccional maxima?

(@) YU = 6ayi+ (20 —6yz)j — 3y’k = 12i + 14j — 12k en P.

El vector de P a O es = (3-1)i 4 (-1-2j +[5—(—1))k = 2 — 3j + 6k
El vector unitariode Pa Qes = T Slna = 2i- 3; T8k
V(2)* + (=3) + (6)?
Luego
; i . 2i—3j + 6k 80
Derivada direccional en P = (12i+14j—12k)« (%) 2T

o sea, que U decrece en esta direccidn.
(b} Por el Problema 13. la derivada direccional es miaxima en la direccidn 12i + 14j — 12k.

(c} Por el Problema 13, el valor de la derivada direccional maxima ¢s |12i + 14§ — 12k| =

144 4 196 + 144 = 22,
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DERIVACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL
15. Demostrar la regla de Leibnitz para derivar bajo el signo integral

ity Cerd

Sea ¢la) = J- flz,a)dx. Luego

1tar
uy for+ Aard

U:\D’]
Ag flz, « + Aa) dz — f Flx, o) dee
utd

) Te@s = f

i fat Agd

upia? Mg lml wg g+ Ar)
= f P08, R < .J e Rayide. + f Pl ik da)
wy fgr ¥ Aok LIRY: 1 by fogh
u, Lerd
— f fix, a) dx
wy Ul
up bexh B iy {oy + Aer) uy foe+ Agrd
= f [f(:c, a =+ Aas) — flz, a)] de + f f(:l:, a+ .&cr) daz — f f(x, a4+ ﬁa') dx
uydgh e Sy g
Por &l teorema del valor medio,
g tard 1y tad
f [flz, e+ 4a) — flz,a)]dz = aaf Fol, £) da (1)
wy fgd uy b
o= ulzar_\m
f flz, e+ Aa)dz = flE, a+ Aa)[usle + Ad) — wi(a)] (2)
"yt
g Lot Aeed
f flx, e+ Aa)dx = f(&, e+ Aa)[us(a+ Aa) — ua(a)] (%)
g (o)

- donde ¢ estd entre a y o + Aw, & entre u,(x) y uyla + Aax) ¥ &, estd entre wy(x) ¥ wylax + Aa).

Entonces, ) uy ey i o
& - f falm0de + flena+ A2 — f(e,a+ A2

1t
Pasando al limite para Az — 0, y en la suposicién de que las funciones tienen derivadas continuas, se tiene
i - e+ flualad ] T flun(e), 0 S
de ay e 2 "
16. Si ¢(a) = f 55";_"—” dz, hallar ¢'(a) con o # 0.
o

Por la regla de Leibmitz,

i _J-“ %(ser;wg)dx 4 sen (:’-a‘) E(Q,) _ sen (a'a)a@_(a)

da &

2sen o  senaf

+ a

[+
= [ cos ax dx 4+
o

2 4
sen ax|” 2sene®  sena® . 3sena® — 2senot

S +
O b a @ «
; G i bl % dx
s e . s ;
17. Si W=y —= «>1 hallar J: B=conal (Véase Problema 62, Capitulo 5.)
Por la regla de Leibnitz. si  ¢fa) = f I “_dﬁ = n{a*=—1)"V%, entonces.
' fi myrpdns 0 dx — L {afaR qy—dz il S RERiien
@ (0‘) = Jo (a — cos x)‘ = '-L"- (a 1) Moy = {a'z_ 1)3.!2

: ® dx T i dx 2r
L — SIF e e e e P
uego ‘j: T =1 del cual J; = e 3{5.
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INTEGRACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL

18. Demostrar (I18) pdgina 163, para integracion bajo el signo integral.

Considerar (1) gle) = r {f flzx, a) du}dx
. ny a
Por la regla de Leibnitz

gla) = J:?xaa—a{‘[:a f(:c.c;)du}tfx = f. fle,alde = ola)

Entonces. por integracion, (2) Pla) = ola) da + ¢

a

Como Y(a) = 0 por (/), se tiene ¢ = 0 en (2). Asi, pues, a partir de (/) ¥ {2) con ¢ = 0 se encuentra que

J Z{Jﬂm (@, a) dx}d-x = f {Ji flz,a) dz}dn

Y haciendo « = b resulta la igualdad.

7/ 19. Demostrar que f ln(m)d:ﬁ = #ln (b sl 1) si ¢,b>1.
(1]

a— CO5X a+\/a2 1

u

i

T
dx T

: api — = ——— i
Por el Problema 62, Capitulo 5, J; e T ,
Integrando el primer miembro respecto de « entre a y b,
w n ™ b
f {I‘ di‘*}dm — r In{a-— cosz)| dx J. (5—(:032:)
s )y @ —cosx 2o “ @ — cosT

Integrando el segundo miembro respecto de o« entre a y b,

o i 2_
f B v'c(’—])‘ = fln(L e
8 yat—=1 u ¢+ Var—1

de donde se sigue el resultado.

MAXIMOS Y MINIMOS

20. Demostrar que una condicién necesaria para que f(x, y) tenga un extremo relativo (rnax;mo o]
minimo en (xo, yo) es que fi(xo, o) = 0, fy(xo. yo) = 0.

Si f(xg, o) ha de ser un valor extremeo de f(x, ), debe ser un valor extremo tanto de f{x, y) como de f(xg, y).
Pero una condicion necesaria para que éstas tengan valores extremos en x = xq ¥ ¥y = yp, respectivamente, es
que [ (xg, o) = 0, fi{xe, ¥o) = 0 (por lo visto para funciones en una variable).

21. Sea f(x, y) continua con derivadas parciales continuas de segundo orden al menos en cierta re-
gion K que incluya el punto (xg, yo). Demostrar que una condicién suficiente para que f{x,, ¥o)
sea un maximo relativo es que A = f._(xo, Yo)/35(%0: Yo) — f2,(x0: ¥o) > 0 ¥ frxlxo, ¥o) < 0. '

Por ¢l teorema de Taylor (pagina 109), con fi(xy, ¥o) = 0, fi{xg. Vo) = 0, se tiene
fleo+ B o+ k) — floro,40) = L(R%fre + 2hEfay + K2fu) 1)

en que las segundas derivadas del segundo miembro se han calculado en x; + 04, Vo + Okcon0 < § < 1. Com-
pletando el cuadrado de la derecha en () se encuentra que

oo+ by o+ k) — flwo,ye) = yn{(wrf“k) (f“f"” _f"):e} ®)
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Pero, por hipdtesis, existe un entorno de (xo., ¥o) tal que £, < 0y la expresion entre llayes debe ser positiva,
pues fo.f,, — f2, = 0 por hipdtesis. Asi, pues, se deduce que
Slxg + Ay + k) £ flxo0, Vo)

para h y k suficientemente pequefias, lo que significa que f(x,, yo) es un méximo relativo.
Analogamente se pueden demostrar condiciones suficientes para minimo relativo.

22. Hallar los méximos y minimos relativos de flx, y) = x*> + y® — 3x — 12y + 20.
fi=33—-3=0parax= +1, f, =3y* — 12 = 0 para y = +2. Los puntos criticos son, pues, P(1, 2),
Q(-1,2), R(1, -2), S{-1, -2).
Sex =6x, f,, =6y, f.,, = 0. Luego A = f,.f,, — f2 = 36xp.
En P(1,2), A>0y f, (o f,,) > 0; luego P es un minimo relativo.
En @(—1,2), A< 0 y @ no es miximo ni minimo.
En R(I, —2), A <0 y R no es miximo ni minimo.
En §(—1,-2), A= 0y f, (o f,,) <0, con lo que § es un miximo relativo,

Asi, pues, el minimo relativo de f(x, ) en P es 2, y el maximo relativo en § es 38. Los puntos Q y R son
puntos de silla.

. 23. Una caja rectangular sin tapa ha de tener un volumen de 32 unidades ctibicas. ;Cudles han de ser

las dimensiones para que la superficie total sea minima?
Si x, y y z son las aristas (Fig. 8-4), se tiene

() Volumen de la caja = V = xyz = 32
(2) Superficie de la caja = § = xy + 2yz + 2xz
o, por ser z = 32/xy por (1),

Fig.8-4
S, = xy+ o B e =
z Yy
35 64 a8 64
- Y@ =0 con () aly=64 - %o =% Jeen (4) =y*=64

Dividiendo las ecuaciones (3) v () entre si se tiene y = x, demodoque x> =64 o x=y=4yz=2.

Para =y =4, A = S=8,—S4 = (%l;-)(lj—,s) -1 >0 y 8= 2\1‘—:]-,3“> 0. Asi que la mi-

nima superficie se obtiene con las dimensiones 4 x 4 x 2.

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA MAXIMOS Y MINIMOS

24. Considérese F(x, y, z) sujeta a la condicién restrictiva G(x, y, z) = 0. Demostrar que una con-
dicion necesaria para que F(x, y, z) tenga un extremo es que F,G, — F,G, = 0.

Como G(x, y, z) = 0, se puede considerar z como funcion de x y y, o sea, z = f(x, ¥). Una condicion ne-
cesaria para que F[x, y, f(x, y)] tenga un valor extremo es que las derivadas parciales con respecto a x y y sean

nulas, lo cual da
(1) F:+Fez: = 0 (2) Fy+ Fezy = 0

Como G(x, y, z) = 0, se tiene también

(8) Gat Guze = 0 (§) Gy+Guzy = 0

De (1) y (3) se tiene (5) F,G, — F.G, = 0, y de (2) y (4) se tiene (6) F,G. — F,G, = 0. Entonces, por (5) y (6)
resulta F,.G, — F,.G, = 0

Los anteriores resultados son validos solo si F, # 0, G, + 0.
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25. En el problema anterior, mostrar que la condicién enunciada equivale a las condiciones ¢, = 0
¢, = 0, donde ¢ = F + AG, siendo L una constante.

’

Sig,=0,F +AG, =0.8i¢,=0,F, + AG, = 0. Eliminando % éntre estas ecuaciones, se tiene F,G, —
FG,=0.

El multiplicador A es el multiplicador de Lagrange. Si se quiere puede considerarse también =%+ G
con ¢, =0, ¢, = 0.

26. Averiguar la minima distancia del origen a la hipérbola™ x? + 8xy—+ Ty = 225, z = 0.
: Se ha de hallar el valor minimo de x* + 2 (el cuadrado de la distancia del origen a un punto cualquiera
del plano xy) sujetos a la condicién x* + 8&xy + 7p? = 225.

Segin el método de los multiplicadores de Lagrange, sea ¢ = x? + 8xy + TP — 225 + AP + 5R).
Entonces, ‘

¢=
]

2z 4+ By = 2 = 0 o () A+Dz+4dy = 0
8z + 14y + 2y = 0 o (2) 4z + x+7y = 0

Por (1) y (2), siendo (x, ¥) # (0, 0), se tiene

| A+1 4

4 1\+'?‘ = 0, esdecir, ¥ 4+8B—9 =0 o x =1,-9

Caso I: % = 1. Por (I) o (2), x = =2y y sustituyendo en x* + Bxy + Tp? = 225 da —5y? = 225, que ca-
rece de solucidn real.

Caso 2: = —9. Por () o (2), y = 2x, que sustituida en x* + 8xy + Ty? = 225 da 45x2 = 225. Luego
x2 =5, y* =dx* = 20 y asi x* + »* = 25. De modo que la distancia minima buscada es /25 = 5.

27. (a) Hallar los valores méximo y minimo de x* + y* + z* sujetos a las condiciones x2/4 + y2/5 +
2225 =1 y z = x + y. (b) Dar una interpretacién geométrica del anterior resultado en ().

2 o
(a) Hay que hallar los extremos de F = x* + y* + z? sujetos a las condiciones ¢, = XTZ + 15- + % —1=0

Y¢2: = x + y — z = 0. En este caso se utilizan dos multiplicadores de Lagrange A, A, y se considera la funcion
xi yl 22
G = F+ noy + Mg, = 22+ + 2+ AI(T+?+ gs— 1)+ A=<z+y—z

Tomando las derivadas parciales de G con respecto a x, y, z, e igualdndolas a cero, se tiene

A
G =2 +374x =0, G =2+2i, - g0 = 2+BE_y =0 (@
Despejando de estas ecuaciones x, y, z se tiene
_ =2 S: —bA2 — 257, ’
® SoGan ¥ aremigt 0T on e @)

De la segunda condicidn, x + y — z = 0, se obtiene por divisién por A, supuesto diferente de cero (lo cual
estd justificado porque de otro modo se tendria x = 0, y = 0, z = 0, que no satisfaria la primera condicion),
2 Bl 25

N+d T onEi0 T Erse - 0

Multiplicando ambos miembros por 2(k; + 4)*; + 5)(&; + 25) y simplificando da

1708 + 2450, + 750 = 0 o (A, +10)ATA,+T5) = 0
de donde A, = —10 o —75/17.
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Caso I: &, = =10

De (2). x = 1A, » = $X;, z = b, Sustituyendo en la primera condicion x2/4 + v*/5 + 2*25 =1 da
A2 = 180/19 o X, = +6./5/19, lo que da los dos puntos criticos

(2v/5/19, 3v6/19, 5V 5/19), (—2y/5/19, —3/5/19, —5v/5/19)

El valor de x? + v? + z? que corresponde a estos puntos criticos es (20 + 45 + 125)/19 = 10.
Caso 2: k= —751T.

De (2), x = 34, y = =44, z = Hh,. Sustituyendo en fa primera condicion x*/4 + y2/5 + 2/25 = 1,
da A; = +£140/(17,/646), que da los puntos criticos

(40/1/646, —35/\/ 646, 5/1/646), {(—40/1/646, 35/v/ 648, —h/y/646)
El valor de x2 + y* + 2% que corresponde a éstos es {1600 + 1225 + 25)/646 = 15/17.

Asi que el valor méximo buscado es 10 y el valor minime es 73/17.

(b) Como x* + y* + 2% representa el cuadrado de la distancia de (v, y, z) al origen (0, 0, 0), ¢l problema equi-

vale a determinar las distancias maxima y minima del origen a la curva de interseccion del elipsoide

4 + y¥/5 + z2/25 = 1 con el plano z = x + y. Como ¢sta curva es una clipse, s¢ tiene la interpreta-
cion de que /10 ¥ \/?_S'fﬁ son las longitudes de los semiejes mayor y menor de esta elipse.

Fl que los valores mdximo y minimo sean dados por —X; en ambos Casos | y 2 no es mera coincidencia.
En efecto, al multiplicar las ecuaciones (I) por x, y ¥ 2 sucesivamente, ¥ sumar, se obticne

2 2 2
2x’+’“—z+a,x+2y=+3’“—y+ s pah g BT Nt
2 5 25
ey decir 2+ 24 Ef-|~1"—2+i + alety—2) = 0
: : Y N4 "5 25 :
Y entonces, aplicando las condiciones, se tiene x2 + P4 = =iy

Para una generalizacién de este problema, véase Problema 76.

APLICACIONES A ERRORES

28, El periodo T de un péndulo simple de longitud / estd dado por T = 2z,///g. Hallar (4) el error
absoluto y (b) el error relativo al calcular T con / = 2 pies y g = 32 pies/s? si los valores verda-
deros eran [ = 195 pies y g = 32.2 pies/s®.

(¢ T = 272 g~* Enlonces
kg
AT = (@eg~'Eioedl + et dg) = Vfﬁ = v\j; dg (1
g

Error en g = Ag =dg = +0,2; error en I=al=dl=—0,05

El error en T es AT, que en gste caso €5 aproximadamente igual a d7T. Asi, pues, por (1)

r 2 :
ErrorenT = dT = ——— (—0,05) — = (37)3&0.2) = —ég

V(2)(32)
] :
El valorde Tpara [=2, g=32¢es T =127 V% = % = 1.571 s (aproximadamente)

= —0,025 s (aprox.)

Con lo que el valor corregido de 7T es 1,571 — 0025 = 1,546 o 1,55 s.

i ot L S - B
(b) Error relativo en T = T = :z_.fZ_ = —1.571 = i
Otro métedo: Como ln T=1In2n+3In/—}lIng,
ar _ 1dl _1dg _ 1/-005) 1 +ﬂ._2) — —158% (2)
T 21 2 2 2 2%\ 32

como antes. Obsérvese que (2) se puede escribir

Error relativo en T = 1 Error relativo en / — 3 Error relativo en g
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PROBLEMAS VARIOS

5 L
< 29. Calcular f ———dzx.

30.

1
o Inz

Para calcular esta integral se apela al procedimiento siguiente. Definase

1
ola) = f”“_ldx «>0

Inx

Entonces, por la tegla de Leibmitz,

1

a1 1
i o falinfo e 4, r®lnax e 1
AR Jn 22\ Inx )“"* ~ J; T e j; e o

Integrando con respecto a o, @(x} = In (@ + 1) + ¢. Pero como ¢(0) =0, ¢ = 0 y, entonces, ¢la) =
In (e + I).

Asi que el valor de la integral es (1) = In 2.

Se puede justificar aqui la aplicacion de la regla de Leibnitz porque si se define F(x, a) = (x* — 1)/In x,
0=<x< 1, FID,x) = 0. F{l, ) = x, entonces F(v, «) es continua en v y en & para 0 £ x £ 1 y todo valor
finito « = 0.

Il

Hallar constantes a y & para las cuales
o
Fla,b) = f {senz — (ax®+ bx))2dx
o
&s un minimo:
Las condiciones necesarias para un minimo son ¢F/ée = 0. ¢F/¢h = 0. Haciendo estas derivaciones, se
tiene
Ak & e
= = ‘ e L e Ll T e e fsenx — (ax®+ bx)fdz = 0
(Zf+3 ot cél o
aF T3 i
rc'r_b = r _:—b{smx i i F i 5 Bt ¢ AR f x fsenie — (ax+bx)jde = 0
Ja f wa
De donde
o7 W 7 g
a { ErT ey ‘ BN - == [ x?sen x dx
LS} g ap
7T L v
QJ hde + bj e = f rsen x dx
o (1 g
e D
‘ i e e
=t g3bai
l T

Despejando g y b se encuentra que

@ = = ——— = 0400065, b = — — = =~ 124795

Se puede demostrar que para estos valores, Fla, #) es efectivamente un minimo aplicando las condiciones
suficientes de la pagina 164,

Se dice que el polinomio ax® + Ay ¢s una aproximacion por minimos cuadrados de sen x en el ntervalo
10. x[. Las ideas que aqui se tocan son de gran importancia en muchas ramas de las matematicas y sus aplica-
C1OnEes.
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Problemas propuestos

PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

31, Hallar las ecuaciones de (a) el plano tangente y (b) la recta normal a la superficie x* + »* = 4z en

(2,—4, 5). Sol. (@) x—2—z =5, (b) xIQ = E:;—‘1 = 2:15-
32. Si z = flx, y), demostrar que las ecuaciones del plano tangente y de la normal en el punto Plxg, Vg, zo) son,
respectivamente,

(b) X— % _ Y=l _ 2=

f:ip f!'ir = =ik

(@) z—2 = felplz—m) + fule {y — vo) y

33. Demostrar que el angulo agudo y entre el eje = y la normal a la superficie F(x, y, z) = 0 en un punto cualquiera

esta dado por sec ¥ = /F2 + F2 4+ F|F].

34. La ecuacién de una superficie estd dada en coordenadas cilindricas por F(g, ¢, z) = 0, con F continuamente di-
ferenciable. Demostrar que las ecuaciones (q) del plano tangente y (5) de la normal en el punto Plp,, ¢y, z) estdn
dadas, respectivamente, por

r—% _ Y—Ho __ E—F
A(x—xu)+B{U—yo)+C(z-zn) =0 ¥ 7 ? = ] L c J
donde @0 = p, CO8 ¢, Yo = py SEN Py Y
1 1
A = Flpeose, — ;Fubllrsenﬁbm B = Fl.seng, + ;Fq,!,.cos%, C =F.|;

35. Mediante el Problema 34, hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie nz = pg en el punto en que p = 2,
¢ = n/2, z = 1. Para comprobar la respuesta hagase el problema en coordenadas rectangulares.
Sol. 2x —my+ 2rz =0

RECTA TANGENTE Y PLANO NORMAL A UNA CURVA

36. Hallar las ecuaciones de (g) la recta tangente y (b) el plano normal a la curva alabeada x = 6 sen ¢, y = 4cos 3¢,
z =2 sen 5t en el punto en que ¢ = 7/4.

z—Sv@ s y+2v’§ 1% z-’r\;@
e i e et

37. Las superficies x + y +z =3 y x* — 3 + 2z% = 2 se cortan en una curva alabeada. Hallar las ecuaciones
de (a) la recta tangente, (b) del plano normal a esta curva alabeada en el punto (1,1, 1).

Sol. (i (b) 3z — 6y —bz = 26v/2.

g=1. y=1 __z—1% = o
=l =, B sy-2 =0

Sof. (a)

ENVOLVENTES
38. Hallar la envolvente de las siguientes familias de curvas del plano xy. Construir un grafo en cada caso
SR ey e .
(0) ¥ = ax a’{b)a+1‘—¢x 1.
Sol. (a) z®=4y; W) e+y = =1, z—y = =1

39. Hallar la envolvente de una familia de rectas que tienen la propiedad de que la longitud del segmento que deter-
minan las intersecciones con los ejes x y y es una constante a. Sol. x¥3  p* =P

40. Hallar la envolvente de la familia de circulos que tienen sus centros en la parabola y = x* y pasan por su vértice.
[Sugerencia: Sea (x, a*) un punto de la pardbola.] Sol. x* = —p3 2y + 1)

41. Hallar la envolvente de las normales (llamada evoluta) a la pardbola y = 3x* y construir un grafo.
Sol. By — 1) = 27x¢?
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42,

Hallar la envolvente de las familias de superficies:

(@) alz—yl—eaz = 1, (B) (z—a)ff+ ¥ = 2az
Sol. (a) 4z = (x—y)%, (b) ¥* = 2* + 222

Demostrar que la envolvente de la familia de superficies de dos parametros F(x, y, z, &, B} = 0, si existe, se ob-
tiene eliminando « y £ en las ecuaciones F =0, F, =0, F; =0.

Hallar la envolvente de las familias de dos parametros (@) z = ax + fy —a® — B> y (b) x cos ¢ + y cos f§ +
z cos ¥ = 4, donde cos* o + cos® f + cos® y = 1 ¥ 4 es una constante.
Sol. (@dz=x*+y% p) X+ +2=4

DERIVADAS DIRECCIONALES

45,

(¢) Hallar la derivada direccional de U/ = 2xp — z* en (2. —1, 1) en una direccidn hacia (3,1, —1). (b) ;En qué
direccion es maxima la derivada direccional? (¢) ;Cual es el valor de ese maximo?

Sol. (a) 10/3, (b) —2i + 4 — 2k, (c) 2/6

La temperatura en un punto (x, y} del plano xy esta dada por T = 100xy/(x* + »*). (a) Hallar la derivada direc-

cional en el punto (2, 1) en una direccion que forma angulo de 60° con el eje positivo de las x. (6) (En qué

direccion a partir de (2, 1) serd maxima la derivada? (¢) (Cual es el valor de este maximo?

Sal.  (a) 12\/5 — 6;,(h) en una direccién que forma un 4ngulo de = — tg~"' 2 con el eje positivo de las x, o en
la direccion —i + 2j; (¢) 12/5

Demostrar que si Flp. ¢, z) es continuamente diferenciable; la derivada direccional maxima de F en un punto

z 3 z
cualquiera estd dada por \, BEN L 1/AFN | (F
q po ( R + 7\ 98 = e

DERIVACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL

48.

49.

51.

52

53.

Si gla) = ‘Jﬂ cos ax? dx, hallar :;—¢ Sol. —f z*sen ax® dy — 1—,'(:@:3l e cos a®
VIE 1 i P VI i i 2\;:
{¢) Si Fla) = [ tg! ﬁ-‘d:c, hallar r?f-; por la regla de Leibnitz. (h) Comprobar el resultado en {a) por

ST

integracion directa Sol. (g) 26 127 e — 1n(a*+1)
v 1 ' (=)~ m!
i — 25 stri b = m S
Dado J; ' dx = e p>—1. Demostrar quej; 2P (In 2)™ dx TES IR m=1223....
= 1+Vi—a
Demaostrar que [ In(l+acosax)de = = 1n<——2-£-), lal < 1.
(28}
w
9 : b Ly o f';lna’, |ct|‘f.1 1 3 d Al
Demostrar que J; In(l —2acose +a)de = 10, le|>1° Discutir el caso  |e| = 1.

e J'“ dz _ B9:
OSIArqQue ) B —Bcosx) 2048

INTEGRACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL

54, Comprobar que J;‘ {J:g (o — %) dl‘}("u = J:g{j;i {a® — x7) da}d:l:.

2% .
55. Partiendo del resultado f (e — sén x) dxr = Zra, demostrar que para cualesquiera constantes a y b,

[

J‘” {(b —senz) — (@—senafde = 2z(b*—a?



178 APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES [CAP. 8

f” dx 22
Jo etsenz T 1]

25 54+ 3senx e 9
Jﬂ ln(m)da: L T 1“(8)
dx

56. Mediante ¢l resultado «>1 demostrar gque

: g cos™la
%7, ({a) Mediante el resultado .L Thacoan = H—_—m' 0=a<1 mostrar que para 0=e<1, 0=2b<1

| wiz 14 beosx

i e l b & - =3 2

| f“ sec ln(-—i1 oo x> dx 1{{cos™ta) {eos™' b)?*}

| iz At

] (h) Mostrar que f secx In(l + Ycoszldzr = 75

w0

MAXIMOS Y MINIMOS. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE
! 58. Hallar los maximos y minimos de Fix, y. z) = a2zt sujetos a las condiciones x + ¥ + 2 =6, x>0, v > 0,
; 2> 0. Sol. valor maximo = 108 en x =1,y =2, z=13

59, ;Cudl es el volumen del maximo paralelepipedo rectangulo que se puede inscribir.en el elipsoide X9 + v¥16
4 2236 = 17 Sol. 643

60. («) Hallar los valores méximo y minimo de x> + }* con la condicién 3x? + 4xy + 6v? = 140. (h) Dar una in-
terpretacion geométrica de los resultados antertores. Sol. maximo = 70, minimo = 20

61. Resolver el Problema 23 mediante multiplicadores de Laprange.

62. Demostrar que en un tridangulo 48C hay un punto P tal que PA> + PB? + PC? es minimo y que P cs la inter-
seccion de las medianas.

63. (a) Demostrar que el maximo y el minimo de fle.y) = + xy + 32 ¢en el cuadrado unidad 0 = x =

0 < y = 1son3y0 respectivamente. (b) ;,Puede obtenerse el resultado de (a) igualando a cero las derivadas par-
ciales de f(x, y) con respecto a x y y? Explicar.

64. (a) Hallar los extremos de - sobre la superficie 2x* + 337 + =% — [2xp + duz = 35,
Sol. maximo = 5, minimo = —3

65. Demostrar el método de los multiplicadores de Lagrange en ¢l caso de que se quieran hallar los extremos de
Fix. j, £} condicionados por Gfx,y.z) =0, H{x.»,z) = 0. ]

66. Demostrar que la minima distancia del origen a la curva de interseccidn de las superficies xyz = ay y = bx. con
i a>0,b=0 es 3 alb* + 1126

67. Hallar el volumen del elipsoide 11x% + 9y% + 1527 — 4wy + 10pz — 20xz = B8O Sol. 64@;’5;‘3

i APLICACIONES Y ERRORES

68. El diametro de un cilindro circular recto es 6,0 + 0,03 cm y su #ltura es de 4.0 + 0,02 cm seglin las medidas to-
madas. ;Cuil es el maximo () error absoluto y (#) error relativo al calcular el volumen?
Sol. {a) 1.70 cm®. (B) 1.5%

69. Los lados de un tridngulo segiin medidas son 12,0 y 15.0 pies y el angulo que forman es de 60 Si las longitudes
se pueden medir con una precision del 1 "o y el angulo con una precision del 2%, hallar los errores maximos ab-
soluto y relativo al calcular (a) el drea y (b} el lado opuesto del tridngulo.

Sol. {a) 2.501 pies®, 3.21°%: {h) 0.287 pics. 2.08 %,

PROBLEMAS VARIOS

70, Sipy ¢ son coordenadas cilindricas. a y & constantes positivas y n un nimero natural, demostrar que las super-
ficies p® sen ng = a 'y p" cos ng = b son ortogonales (perpendiculares entre si) a lo largo de sus curvas de inter-
seccion.
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71. Hallar las ecuaciones de («) el plano tangente y (h) la recta normal a la superficie 8¢ = =° en ¢l punto en que
r=1, 8 = /4, ¢ = n/2, (r, 0, @) en coordenadas esféricas.

Sol. (@) 4z — (4 4oy + e —=712 = —22V2, (B) 14 = y:f"z = 2:‘/?2
b W v A T

72. () Demostrar que la minima distancia del punto (g, b,c) al plano Ax + By + Cz + D=0 es

|Arr+ﬁ'b+Cc+D|
| vBrB+C |

(b) Hallar la minima distancia de (1, 2, —3) al plano 2x — 3y + 6z = 20. Sol. (b) 6

73. El potencial ¥ debido a una carga distribuida es en coordenadas esféricas (r, 6. @),

_ pcosé
¥o= B

siendo p una constante. Demostrar que la maxima derivada direccional es en todo punto

pvsents + 4 costs

,rS

n+1

(e

'l m__ L
74. Demostrar que I ‘“1_55_({,; = 1n(m t 1) si m >0, n>=0. (Puede generalizarse este resultado al caso
nx

m=—1,n=—17

75. (@) Sih* — dac < Oy a >0, ¢ > 0, demostrar que el drea de la elipse ax? + bxy + ¢p? = les nf fdac — B2,
[Sugerencia: Hallar los mdximos de x? /4 y* condicionados por ax? + bxy + ¢y® = 1.]

76. Demostrar que las distancias méxima y minima del origen a la curva de interseccién definida por x?/a® + y2/b?
+ 23> =1y Ax + Br + Cz = 0 s¢ pueden obtener despejando o de lu ecuacién
Afaf - DR e
et b &=t
77. Demostrar que la dltima ecuacion del problema precedente tiene siempre dos soluciones realgs df y ¢ para cua-
lesquiera constantes reales no nulas a, b, ¢ y cualesquiera constantes reales 4, B, C (no todas nulas). Discutir
el significado geométrico.

= 4

.M M

i
- : dax e =
78. (a) Demostrar que In = Jn' @EaE - Yo 144 i i 3ot (o2 T M)

(h) Averiguar ‘1111': Iy Esto se puede denotar por f (xz_d_]_“’;?_)i

A i ool _ 44 = 4z,
L ﬂﬁﬁfu x*+5F T da \1]111 _j; fattatl—

79. Hallar el punto del paraboloide z = v* + p? que estd mas proximo al punto (3, —6, 4).
Sol. (1. =2, 6)

80. Estudiar los miximos y minimos de fix, 1) = (¥ — 2% + 41 — By)2,
Sol. minimo = 25

. f”’ cos x dx i o _ g
81. (¢) Demostrar que |  Toosz Feenz | Za A1) S
{#) Con (a) demostrar que J'nrz costmal _ 3:+5—28In2
o I|2eosz +senzf 50 !

82. («) Hallar condiciones suficientes para mdximos o minimos relativos de w = f(x, y. z).
(b) Estudiar w0 = x? + 3?2 + 22 — 6xy + Bxz — 10yz para maximo y minimo.
[Sugerencia: Para (a} aplicar el hecho de que la forma cuadritica Aa* + Bj® + O + 2Dafi + 2Eay + 2Ffy > 0
(o sea, que es definida positiva) si

3]

ADF
> 0, DBE| > 0]
FEC|

A >0,



Capitulo 9

Integrales multiples

INTEGRALES DOBLES

Sea F(x, y) definida en una region cerrada R del plano xy
(Fig. 9-1). Subdividase R en n subregiones AR, de drea Ad,, ¥
k=12 ..., n Sea (&, 1) un punto cualquiera de AR,. For-
mando [a suma

kzl F(g,n,) AAx 1)
Considérese
11_{11 kgl F(&,, n) AAx (2)

tomando el limite de modo que el niumero n de subdivisiones
aumente indefinidamente y que la maxima dimension lineal de
cada AR, tienda a cero. Si este limite existe se le denota por Fig.9-1

_f f F(z,v)dA €}
R

y se llama integral doble de F(x,y) sobre la region®R.
Puede demostrarse que el limite existe si F(x, y) es continua (o casicontinua) en R.

INTEGRALES REITERADAS

Si R es tal que toda paralela al eje y encuentra el contorno de R en dos puntos a lo méas (lo que
se verifica en la Fig. 9-1), se pueden escribir entonces las ecuaciones de las curvas ACB y ADB, que limi-
tan K como y = fi(x) y ¥ = f2(x), respectivamente, siendo fi(x) y f;(x) uniformes y continuas en
a £ x < b. En este caso se puede calcular la doble integral (3) tomando como regiones AR, los rec-
tdngulos que se forman trazando una red de paralelas a los ejes x y y, siendo AA, las dreas correspon-
dientes. Entonces (3) se puede escribir

{f Py dedy = f S ':) Flz,y) dy dz )
= LA rawaas

donde la integral entre llaves se ha de calcular primero (manteniendo x constante) para integrar final-
mente con respecio a x entre a y b. La férmula (4) indica como se puede calcular una integral doble ex-
presidndola por dos integrales simples reiteradas.

180
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Si R es tal que toda paralela al eje x encuentra su contorno en dos puntos a lo mds (como en la
Fig. 9-1), entonces se pueden escribir las ecuaciones de las curvas CADy CBD como x = g,(»)y x = g:(»),
respectivamente, y se encuentra de manera parecida

o gg (¥}
f reyazay = ( § Fayisdy ®)
® y=c =gy
83 (w)
= § { { F(x,y)dx}dy
y=c =g, (y}

Si existe la integral doble, (4) y (5) dan el mismo valor. (Véase, no obstante, €l Problema 17.) Al escri-
bir una integral doble, puede utilizarse cualquiera de las formas (4) o (5), segiin cual sea Ja mas apro-
piada. La una intercambia el orden de integracién de la otra.

En caso de que R no es del tipo que se ve en la figura anterior, se la puede subdividir en
general en regiones R ;, R, . . . que sean de ese tipo. Entonces la integral doble sobre R se encuen-
tra tomando la suma de las integrales dobles sobre R, R, ...

INTEGRALES TRIPLES

Los resultados anteriores se generalizan ficilmente a regiones cerradas en tres dimensiones. Por
ejemplo, considérese una funcién Fix, y, z) definida en una regién cerrada tridimensional R. Subdi-
vidiendo la regién en # subregiones de volumen AV, k = 1,2,.. ., n, sea (&, fy, {,) un punto cual-®
quicra en cada subregién. Si se forma entonces

ng.l:}: kgl F(Ek! Mier gk) '&Vk (6}

donde el niimero  de subdivisiones tiende a infinito, de modo que la maxima dimensién lineal de cada
subregidn tienda a cero, este limite, si existe, se denota por

J‘ff Fiz,y,2)dV 4]
R

ysellama integral triplede F(x, y, z)sobre R, El limite existe si F(x, y, z)en continua (o casicontinua)enR.

Si se construye una red con planos paralelos a los planos xy, yz, xz, la regién ® queda subdividi-
da en subregiones que son ahora paralelepipedos rectdngulos. En tal caso se puede expresar la integral
triple sobre R dada por (7) como integral reiterada de la forma

b g3 (z) falz,y) b CPRES] falz,¥)
f JA f F(z,9,2)dedyde = f [I {f Fz,y,2) dz}dy}dx (8)
r=a¥y=g (2} z=f (z.u) r=a v=g; (1) z=f, (x.9)

(debiéndose calcular primero la integral interior) o como suma de integrales semejantes. La integracién .
puede hacerse también en cualquier otro orden para obtener un resultado equivalente,
Son posibles también generalizaciones a un mayor nimero de dimensiones.

TRANSFORMACIONES DE INTEGRALES MULTIPLES

Al calcular una integral miiltiple sobre una regién R, es con frecuencia més cémodo emplear coor-
denadas distintas a las cartesianas rectangulares, como, por ejemplo, las coordenadas curvilineas con-
sideradas en los Capitulos 6 y 7.
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Si (u, v) son coordenadas curvilineas de puntos de un plano habra unas ecuaciones de transforma-
cién x = f(w, v), y = g, v) que transforman los puntos (x, y) del plano xy en los puntos (v, v) del
plano uv. Entonces la regiéon<R del plano xy se transforma enla region R ' del plano uv. Se tiene asi:

[ renisay = I caun) SE:; z“ du dv ©)
® R 7
dDﬂdE G(ul 1") = F{f{u: lv)? g{ur TJ)} .
sl dxr dx
oz, y) _ Ju ov
aw,2) |3y ey (20)
o v

es el jacobiano de x y y con respecto a 4 y v (Capitulo 6).
Analogamente, si u, v, w son coordenadas curvilineas en tres dimensiones habrd unas ecuaciones

de transformacién x = f(u, v, w), ¥ = glu, v, w), z = h(w, v,w) y se puede escribir

b (2,9, 2)
_f%ﬂ‘ Fet v o) dedyde = Lff G(u,v,w)~ SOL2 | duav aw (11)
donde  G(u,v,w) = F{f(u,v,w), g(u, v, w), by, v,w)} y
]
duw 0v dw :
x,y,2) _ | oy 3y 8y
a(u,v,w) | ou v dw @5
oz 2
du ov ow

es el jacobiano de x, y y z con respecto a u, v y w.
Las férmulas (9) y (1J) correspondenal cambio de variables en integrales dobles y triples.
Se generaliza facilmente a mayor numero de dimensiones.

Problemas resueltos

INTEGRALES DOBLES

1. (a) Dibujar la regién R del plano xy limitada por y = x*, x =2, p = 1.

() Dar una interpretacion fisica a ff (z* + %) da dy.
=X

(c) Calcular la integral doble en (b).

(a) La region R es la sombreada en la Figura 9-2.
() Como x* + y? es el cuadrado de la distancia de un punto (x, ) al (0, 0), se puede considerar la integral do-
ble como el momento de_inercia tespecto al origen de la region R (suponiendo que la densidad sea uno).
Se puede considerar también la integral doble come la masa de la region R suponiendo que la densi-
dad varie con x* + ¥
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Fig.9-2 Fig.9-3 -

{c) Metodo 1: La integral doble s¢ puede expresar por la integral reiterada

3 =2 2 2 2 3
f f (#+y)dyde = f {f (x2+y’)dy}dx f =y + yg
zEle gy =1 ¥=1 z=1
] 8
= e e SO - 1006
= J::‘(:c =k 3 & 3>dx 105
La integracion con respecto a y (manteniendo x constante) de y = 1.a y = x? corresponde a una suma

en columna vertical (véase Fig. 9-2). La integracién que sigue con respecto a xde x = ! a x = 2, corres-
ponde a la adicion de todas esas columnas verticales entre x =1 y x = 2.

I

dz

Método 2: La integral doble se puede tambien expresar por la integral reiterada

J;‘:lj:ﬁ(z’-i-y’)dxdy f=1{f _(x=+y*)dx}dy = f;‘%ﬁrw,

=y

8 syt o _ 1006
J:=l<3+2'y AR ) T T

En este caso la columna vertical de la region R en la Fig. 9-2 se cambia por una faja horizontal como
en la Fig. 9-3. Entonces la integracion con respecto a x (manteniendo y constante) de x = \/; ax=2co-
rresponde a la suma en estas fajas horizontales. La integracion que viene en seguida con respecto a y desde
¥ =1 hasta y = 4 corresponde a la adicion de tales fajas horizontales entre y =1 y y = 4.

]
dy
=y

il

2. Hallar el volumen de la regién comin a los cilindros x? + y? = a* y x* + 2% = &2,

Volumen buscado
= 8 veces el volumen de la regidn en la Figura 9-

n Vai-zi
= SJ‘ f zdy da
=0 uly=n

Var=zT
=of [ VEFaya v
=0 yap o)
3 : .
= of  woma = 12 e
==8 Fig,9-4
Ayuda para establecer esta integral observar que z dy dx corresponde al volumen de una columna como la
que se ve destacada en la figura. Manteniendo x constante ¢ integrando con respecto a y desdc =0 a

»=/a® — x? equivale a sumar los voliimenes de todas esas columnas para reunirlos en una rebanada paralela
al plano yz, con lo que se tiene asi el volumen de esa rebanada. Por ultimo, integrando con respecto.a x de x = 0
a x = g se hace la adicion de los volumenes de todas las rebanadas semejantes de la region, con lo que se tiene
asi el volumen buscado.
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Hallar el volumen de la region limitada por
z=uax+y 2=6, 2=0, y=0, 2=0
Volumen buscado = volumen de la regidn de la Figura 9-5

f fs_z{ﬁ—(wy)}dydx
=0 =

-z

f 6—2y — 4o 1 s

6 —z)ds = 36
.,f e z Fig.9-5

En este caso, el volumen de una columna tipica como la que se destaca en la figura corresponde a {6 —
(x + »)} dv dx. Los limites de integracién se obtienen entonces integrando sobre la region K de la figura. Con x
constante e integrando con respectoa yde y = 0 ay = 6 — x (que se obtienen de z = 6y z = x + y) se suman
todas las columnas de una rebanada paralela al plano yz. Por ltimo, integrando con respectoa xdex = 0ax = 6
se hace la adicién de los volimenes de las rebanadas y asi resulta el volumen buscado.

TRANSFORMACION DE INTEGRALES DOBLES

4.

LR

Justificar la ecuacién (9), pagina 182, para el cam-
bio de variables en una integral doble. y

En coordenadas cartesianas, la integral doble de
F(x, y) sobre la regién R (sombreada en la Fig. 9-6) es

5 = coostante

f Flz,y) dedy. Se puede calcular también esta integral

doble considerando una red formada por una familia de
curvas coordenadas curvilineas u y v construidas sobre la
region R como se ve en la figura.

Sea P un punto de coordenadas (x, y) o (u, v), siendo
x = flu,v) y y = glu, v). Entonces el vector rde O a P
es r = xi + )j = flu, v)i + gy, v)j. Los vectores tangen-
tes a las curvas coordenadas u = ¢, y v = ¢, COTL ¢} ¥ €3

# = constantc

nl e - . . T
- constantes, son ér/év y or/Cu respectivamente. Luego el drea
de la region AR en la Fig. 9-6 viene dada aproximada- 0 Pl 08
2.
mente por BY ke a—r!;:.u Aw,
du @
Pero i
! Yoslbik oz dy
dr or a—”-aio ] auauk o 3(¢|y]
du dv du du dx ay a(u,'u)
dx dy 0 v v
dv av
_, gr , dr _ |ol=u)
asl que 3 X 61J| A Ay = AW, |Au. An

La integral doble es el limite de la suma

2 F{f(u, v), glu, v)}

&(x, ¥) |Me Ay

tomada sobre toda la regidn €. Este limite resulta ser

g‘ P, v), 9, v)) ‘:Ezg; ‘ dudv

siendo R * 1a region del plano uv en la cual se transforma la regién R, por la transformacién x = f(u, v), ¥ = g(u, v).
Otro método para justificar el cambio de variables anterior es el que utiliza las integrales curvilineas y el teo-
rema de Green en el plano (véase Capitulo 10, Problema 32).
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a

5. Si uw = a*—y* y o=2zy, hallar a(z, ¥)/9(x, v) en términos de uy v

alu,v) U Ay 2x —2y = s

— — = = 4 - + 2

3(z, ¥) Ve vy 2y 2x @)
De la identidad (2 + y*F = (' —y")? + (2xy)®  se tiene

(P+) = b At ¥ 24y = Vet
Entonces, por el Problema 45, Capitulo 6.

e, y) 1 1 1

au, v) s, o, y) T AEHY) T pi gt

Otre método: Despéjense x y y en funcion de u y ¢ en las ecuaciones dadas y averigiiese directamente el ja-
cobiano.

6. Hallar el momento polar de inercia de la region del plano xy limitada por x* — y? = 1, x* — y? = 9,
xy = 2, xy = 4 suponiendo la densidad unitaria.

(&)

Fig.9-7

Por la transformacién x? — y* = u, 2xy = v, la regién R del plano xp [sombreada en la Fig. 9-7(a)] se
transforma en la region K’ del plano wr [sombreada en la Fig. 9-7(h)]. Luego,

Momento polar de inercia = ff {2+ pidedy = f[ {x? +1,r)

dit dv
Vvt ——— = --Jﬂ dudv = B
f’ 4y u? + v? A v=4

utilizando los resultados del Problema 5.

Notese que los limites de integracidén para la regién R’ se pueden construir directamente a partir de la re-
gion R del plano xy sin construir efectivamente la region R ‘. En ese caso se emplea una red como en el Proble-
ma 4. Las coordenadas {1, v) son coordenadas curvilineas, que en este caso son las llamadas coordenadas hiperbi-
licas.

7. Calcular ff Va2 +y*dx dy, siendo R la region del plano xy limitada por x* + y* =4 y
R

X+ 32 =09,

La presencia de x* + y? sugiere el empleo de coordenadas polares (p. ¢), con x = pcos ¢, y = p sen ¢ (Pro-
blema 38, Capitulo 6). Por esta transformacién la regién R [Fig. 9-8(a)] se transforma en la region R ' [Fig. 9-8(b)].
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F+y" =9 0 p=8

@+ =40 p=2

dA = pdpdg

z
(a)
Fig.9-8
Puesto que ‘;((i: g; = p, sesigue que
[fvervaw = [ vmmrledaa
R R i

1l

t1d 3
[ f p2 dode
Vib=o g2

S

[CAP. 9
¢
2]
r )
1
(&)
= ff ptpdpde
le
gl 19 38x
P B el
=03 3d¢ L=u 3 o 3

También se pueden escribir en sepuida los limites de integracion para R ' observando la region R, pues para
¢ fijo, p varia de p = 2 a p = 3 dentro del sector dibujado con trazos en la Fig. 9-8(a). Integrando entonces con
respecto a ¢ desde ¢ = 0 a ¢ = 2r se tienen todos los sectores sumados. Geométricamente p dp d¢ representa
el 4rea dd4 como se ve en la Figura 9-8(a).

Hallar el 4rea de la regién del plano xy ence-
rrada por la lemniscata p? = a? cos 2¢.

dd = pdady
La curva estd directamente dada en coordenadas = r=e e
polares (p, ¢). Dando diferentes valores a ¢ y hallando
los correspondientes valores de p se obtiene el grafo de

la Fig. 9-9, El area buscada (haciendo uso de la sime-

tria) es . m_ Sp=—r/d
P A qe/TE I
.;f f pdodp = 4 % de
d=a* p=0 d=0 < |p=0
i w4
= acos2sde = a’sen2g =
d=0 9=

INTEGRALES TRIPLES
9. (a) Dibujar la region tridimensional R limitada por
x+y+z=af@a=0),x=0y=0 z=0.

{f) Dar una interpretacion fisica de

J‘J-f (x> +y*+28) dedydz
R

(¢) Calcular la integral triple en ().

(@) La region R es 1a de la Fig. 9-10.

{6) Como x* + y* + z* esel cuadrado de la distancia de un punto cualquiera (x, y, z) al (0, 0, 0), se puede con-

Fig.9-10
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siderar la integral triple como el momento de inercia con respecto al origen de la regién R (suponiendo la
densidad unitaria).

Tamb:én puede considerarse la integral triple como la masa de la regién si la densidad varia como
x4y 42

(c) La integral triple se puede expresar por la integral reiterada

f j; : .[“ = (x*+ y* + 2*) dz dy da
J‘JL mz+yz+ 3l., dy dx
Jjofn{x(ﬂ“x)‘—xy-i-(a—x)g — sy la—x—wp 3 y)}dydx

iyt |, o=z ¥ (a—x—g)t|""
B 1y ¥ d
J:., B S Sl 4 12 3

y=0

f {xz(a —) — 35"(42—_ z) , (a _3 2 {a—éx)‘ + (@ ;;)‘}dx
3 * | xta—x)? | (a— ) =
= J: { P oo 6 }d" T 2

La integracion con respecto a z (dejando x y y constantes)de z =0az=a—x — y corresponde a
la suma de los momentos polares de inercia (o masas) de cada cubo de una columna vertical. La integra-
cion siguiente respecto a pde y = 0 a y = a — x (manteniendo ahora x constante) corresponde a la adi-
cién de todas las columnas verticales contenidas en una rebanada paralela al plano yz. Por tltimo, la inte-
gracion con respecto a2 x de x = 0 a x = a es la adicion de todas las rebanadas paralelas al plano yz.

Si bien la integracién anterior se ha realizado en el orden z, 3, x es posible evidentemente cualquier
otro orden y el resultado final seria el mismo.

a—z—y

10. Hallar (a) el volumen y (b) el centro de masa de la regién R limitada por el cilindro parabélico
z =4 — x* ylos planos x = 0,y =0,y = 6, z = 0suponiendo la densidad constante ¢ igual a o.

La regién R se ve en la Fig. 9-11.

(a) Volumen buscado —= [J,‘ dx dy dz

S v
J:,_r:n (4 —a) dy dx
J:u (4 — Yy ;

da
f (24 —62%)dx = 32
=0

I

¥=0

Il

Fig.9-11
(6) Masatotal = [ f odzdyde = 320 por la parte (2), puesto que ¢ es constante. Luego
=l Vi
i Momento total respecto al plano = < J;:.n J;n -[:n sx R dyis _ 24s _ 3
Masa total Masa total 320 4
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pe a2
dzdyd
Momcnw total respecto al plano xz f_‘ Satys n_j: b SegatyVis _ 9%%6¢ _
Masa total Masa total 320
dz dy d
Momento total respecto al planoxy f_nj;_o_[:n az dz dy dx i amials . 8
= Masa total Masa total 3o 5

Las coordenadas del centro de masa son, pues, (3/4, 3, 8/5).

Obsérvese que el valor de j podria haberse previsto por la simetria.

TRANSFORMACION DE INTEGRALES TRIPLES

11. Justificar la ecuacién (I1), pagina 182, para el cambio de variables en una integral triple.

&

Fip.9-12

Por analogia con el Problema 4, se construye una red de superficies coordenadas curvilineas que subdivide
la regién R en subregiones, de las cuales una tipica es la AR en la Figura 9-12.
El vector r del onigen O al punto P es

r = xit+yi+zk = flu, v, whi+ gle, v, whi -+ hiy, v, w)k

si las ecuacionss de transformacién son x = flu, v, w), ¥ = glu, v, w) y z = hlu, v, w).
Vectores tangentes a las curvas coordenadas interseccion de cada dos superficies coordenadas se obtienen
con dr/éu, drfér, fr/ow. Luego el volumen de la region AR de la Fig. 9-12 viene dado aproximadamente por

dr dr _ dr| d{x, y, 2)
—_— e W —| A = )
su  9v aw‘ Auw Av Aw ‘

Au A Aw
o, v.w)

La integral triple de F(x, v, z) sobre la regién es el limite de la suma

2 Fifia, v, w), glu,v,w), h(n,v,w)} %aa(: g’:?}! An A Aw

Este limite resulta ser

frfﬁ'{f (u, v, ), glu, v, w), hiw, v, w)} ey, 2)

5 i dv dw

donde K’ es la region del espacio wvw en que se transforma la regién ® mediante la transformacion dada.

Otro método para justificar el cambio de variables anterior en las integrales triples. apela al teorema de
Stokes (véase Problema 84, Capitulo 10).
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12. Expresar jff F(z,4,2) dx dydz en coordenadas (a) cilindricas y (&) esféricas.
R

(@) Las ecuaciones de transformacion en cilindricas son x = p cos ¢, y = p sen ¢, z =z,
Como en el Problema 39, Capitulo 6, d(x, y, z)/é(p. ¢, z) = p. Entonces, por el Problema 11, la inte-

gral triple se convierte en la
fff Glp, ¢,2) p dpdpdz
ERJ'

donde &’ es la regidn del espacio p, ¢, z correspondiente a la R y donde Gip, ¢, z) = Flp cos ¢, p sen ¢, z).
{b) Las ecuaciones de transformacion en coordenadas esféricas son x = rsen @ cos ¢, y = rsen 0 sen ¢, z =

r cos 0.
Por ¢l Problema 103, Capitulo 6, 3(x, y, z)/d(r, 8, ¢) = r* sen 0. Luego, por el Problema 11, la integral

triple se vuelve
J'I]‘ Hir, 8, ¢) r*sen ¢ dr dé do
!R!

donde R’ es la region del espacio r, 8, ¢ correspondiente a la R y donde Hir, 0, ¢) = F(r sen 8 cos ¢,
r sen 8 sen ¢, r cos ).

13.| Hallar el volumen de la regi6n encima del plano xy limitada por el paraboloide z = x* + y* y

7 el cilindro x? + y? = a%.

El volumen se halla de la manera mais sencilla en
coordenadas cilindricas, en las que las ecuaciones del pa-
raboloide y del cilindro son, respectivamente, z = p* y
p = a. De modo que

Volumen pedido

= 4 veces volumen indicado en la Fig. 9-13.

ATIZ o2
4 J- f pdzdpde
5= V=g

h=g

Wi aa
[ s
f=0+"p=0
Wi P

= £ T iy
n‘1=u4]:=n‘p 2“

Il

Fig.9-13

La integracién con respecto a z (manteniendo p y ¢ constantes) de z = 0 a z = p? corresponde a la suma-
cion de los prismas d¥ en una columna vertical que va del plano xy hasta el paraboloide. La integracidn que vie-
ne en seguida con respecto p (manteniendo ¢ constante) de p = 0 a g = a corresponde a la adicién de los vo-
lumenes de todas las columnas de la cufia sefialada en la figura. Por dltimo, la integracion con respecto a ¢ co-
rresponde a la adicion de los volumenes de todas esas cufias.

La integracion también se puede realizar en otro orden para Ilegar al mismo resultado.

También se puede establecer la integral determinando la region K’ en el espacio p, ¢, z en que se transforma -

R por la transformacién a coordenadas cilindricas.

14. (a) Hallar el momento de inercia con respecto al eje z de la region del Problema 13, suponiendo
que la densidad es la constante o, (#) Hallar el radio de giro.

(a) El momento de inercia respecto del eje z es

iz o%
I. = 4f J“' J‘ ot opdzdpdy
d=gv p=0rlz=0
L T g
= dg f f ps dp dgﬁ = 4 f %
dmas p=0 d=0

d L}

PEY]
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Este resultado se puede expresar por la masa M de la region, pues por el Problema 13,

at ot 2M _ 2
3 = 3 e 3Me

M = volumen x densidad = 2[3..‘? asique I, =

Obsérvese que al plantear la integral para I, se puede considerar op dz dp d¢p como la masa del ele-
mento de volumen, p® - ap dz dp dp como ¢l momento de inercia de esta masa con respecto al eje z y

fff 0" " opdidpds como el momento de inercia total con respecto al eje z. Los limites de integracion
xR

s¢ determinan como en el Problema 13.
(5) El radio de giro es el valor K tal que MK? = $Ma?, es decir, K2 =34° 0 K = a\/ﬂi

El significado fisico de K es el signiente: si toda la masa M estuviera concentrada en una delgada capa
cilindrica de radio K, el momento de inercia de esta capa con respecto al eje del cilindro seria I,.

(@) Hallar el volumen de la region encerrada por la esfera x* + p* + 22 = g yelcono z% sen® o =
(x* + y?) cos? «, siendo o una constante tal que 0 £ o £ 7. (b) A partir del resultado de (a) hallar
el volumen de una esfera de radio a.

En coordenadas esféricas, la dcuacion de la esfera es r = g y la del cono es 0 = a, lo cual se puede ver
directamente o bien aplicando las ecuaciones de transformécion x = r sen 0 cos ¢,y =rsenfsen ¢, z = rcosb.
Por ejemplo, z* sen® o = (x* + y?) cos® a se convierte, con estas ecuaciones, en

r? cos® 0 sen® @ = (r? sen® 0 cos® ¢ + r® sen? O sen? @) cosla -
es decir, r? cos? B sen? @ = % sen? O cos? a

dedonde tg & = ttgayasifl = xof = n — o Basta con considerar una de éstas, como 0 = a, por gjemplo.

(@) Volumen buscado
= 4 veces el volumen indicado en la Fig. 9-14.

T2 ey
= 4f f f risen ¢ drde dg
d=0v g=0" s=p
T/ o 2 a
= 4 f % seng
=0 g=0 =

3 AT
= 4_a_J‘ f sen 6 do dg
3 Jyoo e

de do
a

3 T o
= du — cos @) de
3 f=0 g=o
3
= %Taﬂ — 008 o)

La integracién con respecto a r-(con 8 y ¢ constantes) de r = 0 a r = a corresponde 4 la sumacion de
los voliimenes (de los elementos ¥ indicados) en una columna que vade r = 0 a r = a. La integracién que
sigue con respecto a () (con ¢ constante) de § = 0 a § = n/4 corresponde a la sumacién de los volimenes
de todas las columnas en la region de forma de cufia. Por tltimo, la integracién con respecto a ¢ corres-
ponde a la adicidn de los volumenes de todas las cufias. :

(#) Haciendo # = n, el volumen de la esfera obtenido asi es

3
-2-%@-(1 —eosw] = i;-wa’
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16. (a) Hallar el centro de masa de la regién del Problema 15,
(b) Con el resultado de (@) hallar el centro de masa de una semiesfera.
(a) El centro de masa (%, j, Z), debido a la simetria, estd dado pot x=73=1(y
Momento total respecto al plano xy _HlzeadVv
Masa total ledv
Como z =7 cos § y ¢ es constante, el numerador es

TR g o T oam
40'J. f [ recos @ rPsengdrdedy = 4af f 2
H=0~g=0v" =g a=0 4

F=

roa'senta
G=0 4

Eldenominader. que se obtiéne multiplicando por & el resultado del Problema 15(a), es droa®(1 — cos o).
Luego

_ {zoatsen’ o 3 " ;
== o B = sy L
2raa’(l — cosa) 8 { FORA

(b) Con a= =2, z = 3a
PROBLEMAS VARIOS
17. Demostrar que (a) Ll{xlﬁdy}dx = %, (b) J:l {Llﬁdx}dy oz _%.
o S{f arpale - [ =tmale
A (55 -k s

* = 1 4 *
2 e R d
J.. ((x+y)"+x+y> s
£ J“ dx ey !‘ Spat
e ERE R EEL = e

1 1
(b) Se deduce inmediatamente permutando x y y en {a) con lo que se obtienef {f (f_,_;:}sdx}dy = %
¥ luego multiplicando ambos miembros por — 1. B

Este ejemplo muestra que el cambio de orden de integracion puede no dar siempre resultados iguales.
Una condicién suficiente para que se pueda cambiar el orden es que la integral doble sobre la regién co-

A ; z— iz
rrespondiente. exista. En tal caso j]. rx_i_—j)-.:d:c dy,donde K eslaregibn 0 £ x £ 1, 0= =1 no
R

existe debido a la discontinuidad del integrando en el origen. La integral es en realidad una integral deble .

impropia (véase Capitulo 12).

18. Demostrar que fx{ft F(u) du}dt = fz (z —u) Fu) du.

Sea I(x) = J‘:{f‘ F(ze)a’u}dr, Jx) = f(x"tc)F(u}du. Entonces,
0 0 0

Hix) = an Flu)du, J(x) = fx Flu) du

Por 1a regla de Leibnitz, pigina 163. Asi, pues, I'(x) = J'(x) y entonces I(x) — J(x) = ¢, una constante. Como
I{0) = J(0) = 0, ¢ = 0 y, por tanto, I{x) = J(x).
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El resultado se suele escribir en la forma

J. f Fixyde* = J‘ (x— ) Fn) du
a ] L

Se puede generalizar (Problema 54) para obtener

LL J: Flo)dns = (n_l_wfo o SRR

Problemas propuestos

INTEGRALES DOBLES
19. (@) Trazar la region & del plano xy limitada por y* = 2x y y = x. (b) Hallar el drea de K. (c) Hallar el momen-
to polar de inercia de K suponiendo densidad o constante.
Sol. () %; (c) 480/35 = 72M/35, siendo M la masa de R.
20. Hallar el centro de masa de la region del problema precedente. Sol. =% 7=1
ff’-“ a VE—y
L_Zy Dada f f (x + y) d= dy. (a) Dibujar la regién y dar una posible interpretacién fisica de la integral do-
y=0% z=1
ble. () Cambiar el orden de integracion. @a}cular la integral doble.

2 -z
Sol. (b)f J' (@ +y) dydz, (c) 241/60
2=t~ y=0

2 % 4 2
7 7 4z +
@ Mostrar que f f sen 12-_:5 dydx + f [ sen 2_:: dyde = ._{T_:ﬁﬁ
e Y oo y=E ¥ T
23; Hallar el volumen del tetraedro limitado por x/a + y/b + z/c = 1 y los planos coordenados.
" Sol. abc/6
) Hallar el volumen de la regién limitada por z=x> + 3%, z=0, x= —a, x=@a, y= —a. y = a4
Sol. 8a*/3 E

25. Hallar (a) el momento de inercia respecto del eje z 'y (£) ¢l centro de masa de la region del Problema 24 suponiendo
la densidad ¢ constante.

Sol. (a) Y#afc = 14Md?, donde M = masa; (b) £ =7 =0, Z = 75

TRANSFORMACION DE INTEGRALES DOBLES

26. Calcular J:j‘ Vi +y*dedy, donde R es la region x? + y* < . Sol. %na®
R
27. 81 R es la region del Problema 26, calcular rf -t vyt d dy. Sol. =(1— e
®

28. Aplicando la transformacion x + y = w, ¥y = wv, mostrar que

1 1=z __'1
J‘ J" vtz dy dx = &
=0l yup 2
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29. Hallar el drea de la regién limitada por xy = 4, xy = 8, xp® = 5, xp® = 15, [Sugerencia: Sean xy = u, xp? = v.]
Sol. 2In3

30. Mostrar que el volumen generado por revolucién de la region del primer cuadrante limitada por las paribolas
y=x ' =8x, x* = p, x> = 8 en torno al eje x es 27972, [Sugerencia: Sean y* = ux, % = py.]

31. Hallar el drea de la region del primer cuadrante limitada por y = x?, y=dxt x =7 x =4y Sol. L

32.

Sea ® la regién limitada por x + y =1, x =0, y = 0. Mostrar gue ff cos(i ; _y)dxdy = senl
[Sugerencia: Sean x — y = u;, x + y =] % Yy

INTEGRALES TRIPLES

33,

3.

1 1 T
(a) Calcular f
Sol. {a} =

ayzdzdy dy. (b) Dar una interpretacién geométrica de la integral anterior,
o ~pg=a 2=~z 4 p2

Hallar () el volumen y (b) el centro de masa de la region del primer octante limitada por xfa + yib + zfc = 1,
donde g, b, ¢ son positivos. Sol. (a) abe/6; (b) % = af4, 7 = b4, 7 = ¢/4

Hallar (@) el momento de inercia y (b) el radio de giro con respecto al eje z de la region del Problema 34,
Sol. (@) Mia®+b/10, (b) V(@ + b9/10

Hallar la masa de la region correspondiente a x2 + 32 + 22 £ 4, x> 0, 2 0, z > 0, si la densidad es igual
a xyz. Sol. 4/3

Hallar el volumen de la region limitada por z = x? + yiyz=2x Sof. w2

TRANSFORMACION DE INTEGRALES TRIPLES

38.

39.

41.

42.

Hallar el volumen de la regién limitada por z = 4 — x2 — y? y el plano xy. Sol. 8x

Hallar el centro de masa de la region del Problema 38 suponiendo constante la densidad o.
Sol. 3=75=02=4%

(@) Calcular fff Vi +y* +22drdy dz, siendo R la regidn limitada por el plano z =3 y el cono
R

z = /x* + y%. (b) Dar una mterpretacion fisica de la integral en (¢). [Sugerencia: Hagase la integracion en
coordenadas cilindricas en el orden p, z, ¢.] Sal. 2?’:1:(2\/5 — 1)2

Mostrar que el volumen de la regién limitada por el cono z = . /x? + 2 y el paraboloide = = x* + y* es #/6.

Hallar el momento de inercia de un cilindro circular recto de radio a y altura & con respecto a su cje si la
densidad es proporcional a su distancia al eje. Sol. 3iMa®

(a) Calcular j'f f %, siendo K la region limitada por las esferas 2 + 3 + 22 = @® y x? + )2
% }

+ 22 =4 donde a> b >0 (b) Dar una interpretacion fisica de la intepral anterior.
Sol. (a) 4n In (a/b)

() Hallar el volumen de la regién limitada por la esfera r = 2a cos @ y el cono ¢ = «, donde 0 < 1 < /2.
{b) Discutir el caso o = 7/2. Sol. $ma’(l — cos* a)

Hallar el centro de masa de una cipula hemisférica de radio exterior ¢ y radio interior b si la densidad es
(2} constante, () proporcional al cuadrado de la distancia a la base. Discutir el caso g = b.”

Sol. Tomando el eje z como cje de simetria: (g) £ =F =0, 7= 3a* — b*W(@® — b*): (B) =5 =1, 3=
Bla® — b%)/(a® — b?)
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PROBLEMAS VARIOS

46.

47

51.

52.

53.

Hallar la masa de un cilindro circular recto de radio ¢ y altura b si la densidad es proporcional al cuadrado
de la distancia a un punto de la circunferencia de la base.
Sol. ina’hk(9a* + 2b%), donde k = constante de proporcionalidad.

Hallar (a) el volumen v (#) el centro de masa de la region limitada arriba por la esfera x? + 3 + 2z = &? y abajo
por el plano z = 4 con a > b > 0, suponiendo la densidad constante.
Sol. (a) $n(24® - 3a?b 4 B*); (B) =7 =0, 2= 3a + bP*/(2a + b)

Una esfera de radio a tiene un hueco cilindrico de radio b cuyo eje coincide con un didmetro de la esfera. Mos-
trar que el volumen de la esfera que resta es 3n[a® — (& — 52)*2].

Una curva simple cerrada de un plano se hace girar en torno a un eje del plano que no la corta. Demostrar que
¢l volumen generado es igual al area encerrada por la curva multiplicada por la distancia que recorre el centro
de masa del drea (feorema de Pappus).

Aplicar el Problema 49 para hallar el volumen generado por revolucién del circulox® 4+ (y — b = a®, b >a > 0
en torno al eje x. Sol. 2nath

Hallar el volumen de la region limitada por los cilindros hiperbélicos xy = 1, xyp =9, xz = 4, xz = 36,
yz =25 pr=49. [Sugerencia: Sean xy = w. ¥z =1, yz = w.] Sol. 64

Calcular ff V1 — (&%/a? + 1*/b* + 2%/e%) dx dy dz, siendo R la regidn interior al elipsoide x2/a® + »2/b* +
R

z2fe? = 1. [Sugerencia: Sean ¥ = au, v = bv, z = cw. Utilicense luego coordenadas esféricas.]

Sol. inlabc

Si R eslaregion x*+ay+ 3y = 1, demostrar que j‘f e-timahidy dy = 2—'T(e — 1)
% V3

[Sugerencia: Sean x = uw cos @ — v sen ¢y = ¥ sen o + v cos o y elijase « de modo que se elimine el término
en xy en el integrando. Tomese luego = ap cos @, v = bp sen ¢ cos a y b convenientemente elegidos, ]

B < 1 x
Demostrar quef /f f F(x)dx" = e J (x —u)" "' F(u) dw paran=1,2,3, .. (ver Prob, 18).
L 0 % ]



Capitulo 10

Integrales curvilineas, integrales de superficie
y teoremas integrales

INTEGRALES CURVILINEAS

Sea C una curva del plano xy que une los puntos
Alay, by) y Blay, by) (Fig. 10-1). Sean P(x, y)y Q(x, y) Y
funciones uniformes definidas en todo punto de C.
Subdividase C en n partes eligiendo (n — 1) puntos
de la misma dados por (x4, ¥y), (X3, ¥2)s -« oy (Xaeys s nttra)
Ya—1) Dendtese Ax, = X, — X YAV, = Ve — Ve 1 (&,7) < (2
k=1,2....,n,siendo (a;, b;) = (xq, ¥o)s (a2, b3) =
{x,, ¥.) ¥ témense puntos (&, #,) de C situados entre
los (xy_ 1, ¥k-1) ¥ (% ). Férmese la suma

Bias, by}

|
[E TP TN |

n : x
chl {P(Ekr "?;() Az + Q(ék; ‘?k) ﬂyk} {1) * L]
Si existe el limite de esta suma para n — oo de modo :
que todos los Ax,, Ay, tiendan a cero, tal limite se Fik:iv
llama integral curvilinea a lo largo de C y se denota
Tag, By)
{ Peyyae + Quyay o (" Par+ aay @)
C Loyl d

El limite existe si P y O son continuas (o casicontinuas) en todo punto de C. El valor de la integral
depende en general de P, 0, la curva C y de los limites (ay, ;) ¥ (a;, b,).

De manera completamente andloga se puede definir una integral curvilinea a lo largo de una curva
C en el espacio tridimensional como

}li_t:folu kzl {Ai (g;cy s ;k) Axy -+ AE(ék; s é"k) Ayk -k A3 (‘f}u Trr Ck) QZ;;} (3)
= [ Auaz + Asdy + Asdz
{44 3

siendo A;, A, y A4, funciones de x, y y =z
Se pueden definir otros tipos de integrales curvilineas que dependan de curvas particulares. Por

ejemplo, si As, denota el arco de curva C de la figura anterior entre 1os puntos (X Yol ¥ (Xes 1o Yev1)s
entonces

im 3 U, n)an = f Uwy)ds ®)

se llama integral curvilinea de U(x, y) a lo largo de la curva €. Son posibles generalizaciones a tres o
mas dimensiones,

195
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NOTACION VECTORIAL DE LAS INTEGRALES CURVILINEAS

A menudo es conveniente expresar una integral curvilinea en forma vectorial bien para tener una
ilustracién fisica o geométrica, bien por brevedad en la notacién. Por ejemplo, se puede expresar la
integral curvilinea (3) en la forma

f (Avi + Asj + Ask) - (dai + dyj + dzk) (5)
i

jﬁ'dr
(g8

con A = A,i + A,j + A;k y dr = dxi + dyj + dzk. La integral curvilinea (2) es un caso especial
de ésta para z = 0.
Si a cada punto (x, y, z) se asocia una fuerza F que actlia sobre un objeto (o sea, si se define un
campo de fuerzas), entonces
F -
.fc dr (6)

representa fisicamente el trabajo total efectuado al mover ¢l objeto a lo largo de la curva C.

J‘Aﬂdd} + A?,dy + Aadz
o

CALCULO DE INTEGRALES CURVILINEAS

Si la ecuacion de una curva C del plano z = 0 viene dada como y = fi{x), la integral curvilinea (2)
se puede calcular haciendo y = f(x), dy = f'(x) dx en el integrando para obtener la integral definida
ordinaria

[ P dz + QU fla)) o) d (7)

que se calcula como siempre.
Andlogamente, si C estda dada como x = g(y), entonces dx = g'(y) dy y la integral curvilinea se
convierte en la

I Por vy o dy + Qlo.v) dy ()

Si C est4 dada en forma paramétrica x = ¢(t), y = (1), la integral curvilinea es entonces igual a la
j: Pla(t), ¢(t)) ¢/(6) dt + Q[a(E), 4(t)) v'() dE 9

donde ¢, y ¢, denotan los valores de ¢ que corresponden a los puntos 4 y B, respectivamente.
En los cdlculos se pueden utilizar combinaciones de los métodos anteriores.
Métodos parecidos se usan para calcular integrales curvilineas a lo largo de curvas alabeadas.

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES CURVILINEAS

Las integrales curvilineas tienen propiedades andlogas a las de las integrales ordinarias. Por
ejemplo: :

1. _j:P(x,-y)dx + Qdy = LP(x.y)dx 4 J;Q(m,y)dy

(g Bg) tay.by)

2. Pdx + Qdy = -— Pdx + Qdy

Ly, byl (ag.ba)

De modo que al invertir el camino de integracién se cambia el signo de la integral curvilinea.
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(g, b} Cerga by} Ll gd
3. J‘ Pdx 4 Qdy = f Pdx + Qdy + f Pds + Qdy
Lag b \] Teegayyd Caga by d
siendo (aa, b;) otro punto de C.
Propiedades parecidas se verifican para las integrales curvilineas en el espacio.

CURVAS SIMPLES CERRADAS. REGIONES SIMPLE Y MULTIPLEMENTE CONEXAS

Curva simple cerrada es una curva cerrada que no se corta a si misma en ninglin punto. Matema-
ticamente, una curva del plano estd definida por las ecuaciones paramétricas x = ¢(1), y = q';{r},
siendo ¢ y ¥ funciones uniformes y continuas en un intervalo 1, £ 1 = 12 Si ¢lty) = ¢(t;)
Ye(r,) = wit,) la curva se dice cerrada. 8i ¢(u) = ¢(v) y Ylu) = Y(v) solo si u = v (menos en el caso
especial en que w = {; y v = (;), la curva es cerrada y no sc corta a si misma, de modo que es una curva
simple cerrada. Se supondrd también, si no se dice otra cosa, que ¢ y ¢ son casidiferenciables en
S tE .

S1 una region plana tiene la propiedad de que toda curva cerrada de la region se puede reducir a
un punto sin salir de la regién, se dice que la region es simplemente conexa, i no, que es miltiplemente
conexa (véase pagina 102, Capitulo 6).

Al variar el parametro t de ¢, a 15, la curva plana queda descrita en un clerto sentido o direccion.
Para curvas del plano vy se escoge como posifiva 0 negativa esta direceion, segiin que al recorrerlas con
la cabeza indicando la direccion = positiva la region encerrada por la curva quede a la izquierda o a la
derecha respectivamente. Para una curva simple cerrada del plano xy esto equivale a decir que recorrer
la curva en el sentido contrario a las agujas del reloj es recorrerla en sentido positivo y recorrerla en sen- -
tido de las agujas del reloj es recorrerla en sentido negativo.

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANOQ

« Sean P, O, éP/dy, d0Q/Gx, uniformes y continuas en una region simplemente conexa | cuyo
contorno es una curva simple cerrada C. Entonces,

§IPdJl L dy = ff(df_£>d‘d (10)

utilizando el simbolo § para senalar que C es cerrada y que se describe en sentido positivo.
.

El teorema es también cierto para regiones limitadas por dos o mds curvas cerradas (o sea, regio-
nes multiplemente conexas). Véase Problema 10.

CONDICIONES PARA QUE UNA INTEGRAL CURVILINEA SEA INDEPENDIENTE
DEL CAMINO

Teorema 1.
Una condicion necesaria y suficiente para queJ Pdx + @Qdy sea independiente del camino C
o

que un%dos puntos dados cudlesquiera en una es que en R

(11)

donde se supone que estas derivadas parciales son continuas en K.
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La condicion (77) es también la condicién para que P dx + O dy sea diferencial exacta, es decir,
para que exista una funcién ¢(x, y) tal que Pdx + Q dy = d¢. En ese caso, si los puntos extremos de
la curva C son (x;, ¥;) ¥ (X3, ¥2), ¢l valor de la integral curvilinea esti dado por

(rz,u3) : (23,40
[T Pa ey = [ ds = s - snw) (12)
{ (8

Iy.Hp) I.1y)

En particular, si (/1) se verifica y C es cerrada se tiene x; = x5, ¥y = ¥ ¥
§Par+Qay = 0 (19)
C

Para demostraciones y teoremas relacionados, véanse Problemas 11-13.
Los resultados del Teorema 1 se pueden generalizar a integrales curvilineas en el espacio. Asi se
tiene ¢l

Teorema 2.
Una condicién necesaria y suficiente para que f Ajdz + A:dy + Asdz sea independiente
c

del camino C que une dos puntos cualesquiera en una region R es que en R

(14)

suponiendo que estas derivadas parciales sean continuas en R.
Estos teoremas se pueden expresar de manera concisa con vectores. Si A = A1 + A4, + A3k,

la integral curvilinea se puede escribir f A-dr y la condicién (/4) es equivalente a la condicion
C

V x A = 0, Si A representa un campo de fuerzas F que actiian sobre un objeto, ¢l enunciado del teore-
ma equivale a decir que el trabajo hecho al mover el objeto de un punto a otro es independiente del ca-
mino que une los dos puntos si, y solo si, V x A = 0. Un campo de fuerzas de este tipo se llama con-
servativo.

La condicién (/4) [o la condicion equivalente V x A = 0] es también la condicién para que
Ajdx+ A;dy+ Ay dz [0 A-dr] sea diferencial exacta, es decir, de que exista una funcion
d(x, y,z)talque A, dx + A, dy + A, dz = dip. En este caso, si los extremos de la Curva Cson (xy, y;, 2;)
Y (X3, Y2, 25), €l valor de la integral curvilinea estd dado por

(Tg.ug: g} (X3, g 23}
J‘ Avdr = f de =  ¢(2,9222) — (X1, Y1, %) (15)
8 {

Ty, ¥y.5) Ty, ¥j.23)

Si C es cerrada y V x A =0, se ticne

§A-dr =9 (16)

teh .k m

INTEGRALES DE SUPERFICIE

Sea .S una superficie bildtera cuya pro-
yeccion sobre el plano xy es R como en la
Fig. 10-2 adjunta. Supongase que una ecua-
cion de § sea z = f(x, y), donde [ es uni-
forme y continua para todo x y y de R.
Dividiendo % en n subregiones de drea A4,
p=12 ..., ny levantando una columna
sobre cada una de estas subregiones hasta
que corten a § donde determinan un area
AS,, y si ¢(x, y, z) es uniforme y continua en
todo punto de S. :
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Férmese la suma

2 (,b({'p, T & f‘ } S (17)

siendo (&,, %, {,) un punto de AS,. Si existe ¢l limite de esta suma para n — o de modo que cada
AS, — 0, se dice que ese limite es la integral de superficie de ¢(x, y, z) sobre S y se la designa por

ff 8(x,,2) dS (18

Como AS, = el dngulo que forma la normal a § con el

eje positivo z, el hrmte de ]a suma (/7) se puede escribir

_Jﬂ $(x, U, 7) jsecy| dA (19)
K

donde |sec y| estd dada por

5 2

0z az
; 1 — 20
jsecy| = I, K| b= J1+<ax>+(ay> (20)

Suponiendo entonces que z = f(x, y) tiene derivadas continuas o casicontinuas en R, (19) puede es-
cribirse en forma cartesiana como .

{f o(z,,72) \/ 1+ <g;> (ay> dz dy (21)

Si la ecuacidén de S esta dada en la forma Fix, y, z) = 0, (21) se puede escribir también
F.2 4+ (F)? + (F.)?
f oz, y,2) V) &,j) ) dax dy (22)
| 3

Las expresiones (21) o (22) se pueden utilizar para el cilculo de (/8).

En lo que precede se ha supuesto que S es tal que toda paralela al eje z corta S en solo un punto.
En caso de que § no sea de este tipo se puede, por lo general, subdividir S en superficies S,, S, ...,
que son de ese tipo. Entonces la integral de superficie sobre S se define como la suma de las integrales
de superficie sobre S, S, .. ..

Los resultados enunciados valen cuando § se proyecta sobre una region ® del plano xy. En algu-
nos casos es mejor proyectar S sobre el plano yz o el xz. Para tales casos (I8) se puede calcular modi-
ficando en forma apropiada (21) y (22).

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Sea § una superficie cerrada que encierra una region de volumen V. Témese como direccién po-
sitiva la de la normal exterior a la superficie y sean «, f, y los angulos que esta normal hace con los
ejes positivos x, y y z, respectivamente. Si 4, A, y A, son continuas y tienen derivadas parciales con-
tinuas en la region, entonces

fff(ar:it dAz 6‘A3>d]f == f (Aicose + Ascos B + Azcosy)dS (23)
s

que también se puede escribir

e L
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En forma vectorial, con A = A,i + A,j + A2k y n = cos ai + cos fj + cos yk, se pueden escribir
estas ecuaciones simplemente como

ff ViAdY = ffn-nds (25)
4 5

Este teorema, llamado teorema de la divergencia o teorema de Green en el espacio, dice que la integral
de superficie de la componente normal de un vector A extendida a una superficie cerrada es igual a la
integral de la divergencia de A extendida al volumen que encierra la superficie.

TEOREMA DE STOKES

Sea S una superficie abierta bildtera cuyo contorno sea una curva cerrada C que no se corta a si
misma (curva simple cerrada). Considérese una recta normal a § como positiva si estd en un lado de
la superficie § y negativa si estd al otro lado de S. La eleccion del lado positivo es arbitraria, pero debe
hacerse de antemano. Témese como sentido positivo sobre C el que deja la superficie a la izquierda de
un observador que va recorriendo el contorno de S con su cabeza dirigida en el sentido de la normal
positiva. Entonces, si A,, 4;, 4; son uniformes, continuas y tienen primeras derivadas parciales con-
tinuas en una region del espacio a la cual sea interior S, se tiene

y 3 [/(?Ag dda
£A1d-x + Audy + Avdz = ff{'\ﬁ_‘az_ e (26)

8 L

r-/aAg a4, :/GAQ dA
+ \ e T m JCOSB + '\-E— o cosy |dS

lo que en forma vectorial con A = A,i + 4,j + Ask y n = cos ai + cos Bi + cos Yk, se expresa sen-

cillamente por i1 _COTIRARNS v

Este teorema, llamado de Stokes, dice, pues, que la integral curvilinea de la componente tangencial
de un vector A alrededor de una curva simple cerrada C es igual a la integral de superficie de la com-
ponente normal del rotor de A extendida a toda superficie S que tenga a C por contorno. Obs¢rvese
que si V'x A =0 en (27), s¢ obtiene el resultado (I6).

Problemas resueltos

INTEGRALES CURVILINEAS
1,2) :

1. Calcular ‘JA (x2—y)dx + (¥ +2)dy a lo largo (a) de una recta de (0, 1) a (1, 2), (b) de las
(o1
rectas de (0, 1) a (1, 1) v luego de (1, 1) a (1,2), (c) de la pardbola x = ¢, y = 2+ 1.

(a) La ecuacidn de la recta que pasa por (0, 1) y (1,2) en el plano xy es y = x + 1. Entonces, dy = dx y !
integral curvilinea es igual a

1 1
f (2 — (e + 1) dr + e+ 1P+ ajde = f (20% i 2x)de = 5/3
a

e
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(5) A lo largo de la recta de (0, 1) a (1, 1), ¥=1,dv =0y la integral curvilinea es igual a
w1 wl

j (=1 de + (1+2)0) = ] R = oy

bl 1] SR}

A lo largo de la recta de (I, 1) a (1,2), x =1, dx =01y la integral -curvilinea es igual a
al

2
; (1=)l0) + (¥ +1)dy = j v 1)dy = 1043
o y=1 L |
Luego el valor buscado es = —2/3 + 10/3 = §/3.
(¢) Comot=0en (0,1)y t=1en (1,2), la integral curvilinea es igual a
a1

a1
J = (PL )}t + UL 1R+ 80t dt = ’ (28 +48 4208 + 2t —1)dt = 2
=0 £

2. Si A= (3x% = 6yz)i + (2p + 3xz)j + (1 — 4xvz?)k, calcular j A-dr de (0,0,0)a (1,1,1) a

lo largo de los siguientes cammos C ﬁ.
@ x=1tp=1 2=t 7&) L ‘PI‘Z
(b) Lossegmentosde{O{}O}a[OO 1},dc 0,0,1)a (0,1, l]yde{()l 1) a (1,1, 1).
(c) El segmento de recta de (0,0,0) a (1,1, 1).

fﬁ-dr = f U3x* —Byz)i + (2y+ 3x2)j + (1 —dayz kb (dritdyj+dzk)

{23 C

= J‘ (3x* —Gyz)dx + (2 + 3xz)dy + (1 — duyz?) de

(a) Six=1¢ y= rz z= % los puntos 0.0,0}y [1 1, 1) corresponden at = 0y t = 1 respeclwamenle En-

tonces
a1
J. Ardr = I {3t — Bl (H)dt + {284 308N d(82) + 1 — Ay d{t?)
c bl £
A1!
= ‘ (3t* — GEG) dt + (4 + 67y dt + (3t — 128" ddt = 2
=n
Otro método:

A lo largo de C, A = (32 — 6%)i + (2:2 + 3+ 01 - 4;9)k yr=xi+y+&k=r+ i+ £k
= (i + 24 + 3r°k) dt. Entonces,

1
J‘A-dr = f (3 — 615 dt + (47687 dt + (3 =12")dt = 2
c =g

(5) A lo largo del segmento de recta de (0,0,0) a (0, 0, 1), x = 0, y = 0,dx =0, dp = 0 mientras que z varia
de 0 a 1. Asi que la integral en esta parte del camino es

a1 al
J {8(0)2 — 6(0)(2)30 + {2(0) + 3(0M2)}0 + 1 — 400N} dz = [ sl 1
x=0 *z=g
A lo largo del segmento de recta de (0,0, 1)a (0,1,1), x = 0, z = 1, dx = 0, dz = 0, mientras que y
varia de 0 a 1. Luego la integral en esta parte del camino es

1

S sor—swne + @yt s@anay + a—somarie = [ wa — 1

y=a =0

A lo largo del segmento de recta de (0,1, 1)a (1,1, 1), p = 1, z = 1, dy = 0, dz = 0, mientras que x
varia de 0 a 1. Luego la integral en esta parte del camino es

J. {827 — 611} dx + {2(1)+ 8x(1)10 + {1— Ae(I)1)40 = [ (Aaf —G)de = =5

=71 le=h

Sumando fA»;h- = 14+1—58 = =3,
bl 4
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(c) La recta que pasa por (0,0,0) y (1,1, 1) estd dada en forma parameétrica por x = 1, y = #, z = t. Luego

1
fﬁ-dr = f (32— 6t dt + (2t+39dE + (1—4)dt = 6/5
c =0

3. Hallar el trabajo hecho al mover una particula una vez en torno a la elipse C del plano xy si el
centro de la elipse es el origen y los semiejes mayor y menor son 4 y 3, respectivamente, como se
ve en la Fig. 10-3, y si el campo de fuerzas estd dado por

F = (3z—4y+22)i + (4o +2y—320j + (2wz— 4y +29k

Enelplanoz = 0,F = (3x — 4yl + (4x + 2p)j — 4’k y dr =
dxi + dyj con lo que el trabajo es

§ Fedr = f {(Bz —dy)i + (dx + 2y)j — dy’k) - (dzi+ dy])
¢ ¢

v
= §(3x‘—4y) dx + (4= + 2y) dy K
¢

2k + yj
dcoati+ Ssentj

"
I

t x
Toémense como ecuaciones paramétricas de la elipse x = 4 cos 1,
¥ = 3 sen ¢ variando ¢ de 0 a 2z (Fig. 10-3). Entonces la integral cur-
vilinea es igual a Fig.10-3

f {3(4 cost) — 4(3senf)}{—4sent}di + {4(4 cost) + 2(3sen £}}{3 cos t} di

i
= f (48 — 30sentcost)dt = (48t — 15sen?t)|ZT = 96r
t=0

Se ha elegido la direccion contraria a la de las agujas del reloj para recorrer C, segun se indica en la
Fig. 10-3. Se tomar4 esta direccién como positiva diciendo que C esta recorrida en sentido positivo. 8i C se reco-
rriera en sentido de las agujas del reloj (negativo), el valor de la integral seria —96m,

4. Calcular f yds a lo largo de la curva C dada por y = 2_\/,_r—de x=3ax=24
e

Como ds = Vdel+dy® = V14 (¥)de = V1+1/xdz, setiene

= 156

24 24
J-'yds = f Ve V1I+1/zde = 2f Vae+1lde =%(x+l)”’
c 3 3

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO ]

5. Demostrar el teorema de Green en el plano si C es una
curva cerrada que solo es cortada en dos puntos a lo
més por una recta paralela a un eje de coordenadas.

Sean y = Y,(x) y y = Y;(x) las ecuaciones de las curvas
AEB y AFB (Fig. 104 adjunta), respectivamente. 5i K es la
region encerrada por C se tiene

P b Vi i3}
ff a5 dedy = f [f ; gﬁd’y }fa:
) Yy e oy

§=y-| =}

Fig.10-4

b

b
= Peifwd = [ [Pe Y- P, Yo)ds

x=

e

= - j:h P(z,Y))dx — v[;ﬂ Pz, V) dz = = i Pdx
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ar
Luego 1) § Thde: — — e dz dy
£ ®

Analogamente, sean x = X (y) ¥y x = X,(») las respectivas ecuaciones de las curvas EAF y EBF.

[fotaer - £ e - famn-anm

=X, tp)

Entonces.

j:‘ QX ndy + f: QX dy = § Qdy

r Entonces, (2) § ff dx dy
Sumando (/) y (2) ﬁPdﬁ’.’ + @ dy ff(————w— dz dy.

6. Comprobar el teorema de Green en ¢l plano para

_f @zy—aY)dz + (z+9)dy
(o]

siendo C la curva cerrada que limita la regién entre
y=Xyy =x

Las curvas planas y = x? y y? = x se cortan en (0,0) y
(I, 1). La direccidn positiva se indica en la Figura 10-5.

A lo large de y = x?, la integral curvilinea es

Fig.10-5

1 1
S @oer -+ eremae = [ etorema = e
a

z=0

A lo largo de y? = x la integral curvilinea es

f LYW - deY) + (B +ytdy = f 4y =25+ 2 dy = —17/15

¥=1

Luego la integral curvilinea buscada es = 7/6 — 17/15 = 1/30.

J‘J‘(___ da dy ff{ (2 + 4% *—(ny—x’)}da:dy
f (1—2x)dedy = J;:nj:i(l—%)dydz

1 1
= f w—2ey)Zade = f (2"*— 24" —z* + 22 dx = 1/30

Y queda comprobado el teorema de Green.

7. Generalizar la demostracién del teorema de Green
en el plano que se dio en el Problema 5 a las curvas C
que pueden ser cortadas por paralelas a los ejes en
mas de dos puntos.

Considérese una curva cerrada C tal que pueda ser corta-
da en m4s de dos puntos por paralelas a los ejes, como se ve
en la Fig. 10-6 adjunta. Trazando la recta ST la regién queda
dividida en dos regiones R | ¥ R, que son del tipo conside- 5 %
rado en el Problema 5 y a las cuales se aplica el teorema de
Green, esto es; Fig.10-8
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(1)f Pdx 4+ @dy = jf(-——— da dy, (;é)dex-l—Qdy = ff(———y- dx dy
svrs

STUS

Sumando los primeros miembros de (/) y (2) se tiene, omitiendo el integrando Pdx + Q dyen cada caso,

Vel el i lad oot |

STUS SVTS TUS TUS S¥VT TUSYT
puesto gue f =" J
BT TS
Sumando los segundos miembros de () y (2), omitiendo ¢l integrando, [f + I/( = ff siendo
R la regién formada por las R, y R,. fos ey
Luego J‘ Pdx + Qdy J.f( dxdy vy el teorema estd demostrado.
TUSVT

Una regién R tal como la que aqui se considera o la del Problema 5, para las que toda curva cerrada
perteneciente a R se puede reducir continuamente a un punto sin dejar R, se llama regidn simplemente conexa.
Una regidn que no es simplemente conexa se llama multiplemente conexa. Se ha visto que el teorema de Green
en el plano se aplica a regiones simplemente conexas encerradas por curvas cerradas. En el Problema 10 se gene-
raliza el teorema a regiones multiplemente conexas.

Para regiones simplemente conexas mas complicadas pueden ser necesarias mds rectas como la ST para
demostrar el teorema.

8. Mostrar que el 4rea limitada por una curva simple cerrada estd dada por 3 § xdy —ydzx.
C

En el teorema de Green, con P = —y, 0 = x,

§xdy—yd:c = If(%(g)—%(—y))dxdy = ZJ-fdxdy = 24
s k3 £

siendo 4 el drea buscada. Asi que 4 = } § zdy — ydaz.
<

9. Hallar el drea de la elipse x =a cos 8, y = b sen 6.
Area = %é‘xdy —ydz = J‘.~f (@ cos @){b cos 8) d8 — (b sen §){— o sen g) de

b 2T
= 3 f ablcos® 8 +sen*s)de = 1 f abds = wob
° a

10. Demostrar que el teorema de Green en el plano se apli-
ca también a regiones multiplemente conexas como la
R de la Figura 10-7.

La region sombreada K, que se ve en la figura, es multi-
plemente conexa, pues no toda curva cerrada interior a R se
puede reducir a un punto sin dejar K, como se puede observar
considerando una curva que rodee el contornoe DEFGD. El con-
torno de %, que consiste en el contorno exterior AHJKLA y el
mterior DEFGD se ha de recorrer en direccion positiva, de modo
que siempre quede la region a la izquierda. Se ve que las direc-
ciones positivas son las indicadas en la figura adjunta. Fig.10-7

Para demostrar el teorema, tracese una recta, tal como la AD, que se dird un corte, que una los contornos
exterior e interior. La regién de contorno ADEFGDALKJHA es simplemente conexa y se¢ aplica enfonces el
teorema de Green. Luego
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Pudx + Qdy = J’] (']Q o dx dy

Pero la integral del primer miembro, aparte el integrando, es

e v

[t
ADEFGUALKJIA

S

AD DEFCD na ALEKJITA DEFGD ALKJIIL
puesto que J. o f . Luego si Cy es la curva 4LKJHA, C; es la curva DEFGD y C es el contorno de
AD
R formado por C, y C, (recorridas en sentido positivo), entonces I‘ + f = f ¥, per tanto,
ey Cy <

= L1
-£Pd:r+Qdy = .i‘j‘(ax ay)d:u?y

INDEPENDENCIA DEL CAMINO DE INTEGRACION

11.

12.

Sean P(x, y) y Q(r y) funciones continuas con primeras derivadas parciales continuas en todo
punto de una region simplemente conexa R . Demostrar que una condicidn necesaria y suficien-

te para gue § Pdx + Qdy = 0 en torno a cualquier camino cerrado C en K es que
e
dPfdy = 0Q/ox 1dénticamente en K.

Condicién suficiente. Supdngase ¢P/dy = dQ/Px. Luego por ¢l teorema de Green,
——

iy
CP(E‘.!: T R .f[ %_E dedy j’-_'% ’kﬂﬂ\ L

siendo K la region que limita C. ?W

Condicién necesaria.

Supdngase §P dz + Qdy = Oen torno a cualquier camino cerrade C en R y que dP/6y # 8Q/3x en

algin punto de % ; sea, por gjemplo, 6P/&y — é0/6x > 0 en (x,, ¥g).
Por hipétesis, dP/¢y y é0/dx son continuas en K, de modo que debe haber una region t a la cual sea
interior (xy, ) para la cual &P/dy — ¢Q/éx > 0. Si I es el contorno de t, entonces por ¢l teorema de Green

ﬁPd:r-}-Qtiy e [r(”@_ﬂe dady > 0

contra la hipotesis de que § Pdz + Qdy = 0 para toda curva cerrada de . Asi, pues, éQ/éx — dP/dy no
puede ser positiva. ¢

De manera andloga se puede demostrar que dQ/éx — #P/éy no puede ser negativa y que, por tanto, tiene
que ser identicamente nula, o sea, gue se tiene idénticamente $P/¢y = 8Q/dx en R.

Sean P y Q definidas como en el Problema 11. Demostrar que una condicién necesaria y suficien-
B

te para que f P dx + @ dy sea independiente del camino que une los puntos A y Ben ‘R es que
A

en R se tenga idénticamente éP/Cy = 8Q/dx. 5 B

Condicion suficiente. Si ¢P/dy = £(/éx, entonces, por el Problema 11,

Pds +Q@dy = A0 A

Cy

}ln;!:.-\
(véase Fig. 10-8). De donde. abreviando las integrales por supresién del
integrando Pdx + Qd), se tiene Fig. 10-8

fof=0 f =of=f1 wuif -]

ADB At nEL AED d £

es decir, la integral es independiente del camino.
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Condicién necesaria.
Si la integral es independiente del camino, entonces para cualesquiera caminos C, y C, de R se tiene

[oR -l

AEB ADBEA

De donde se deduce que la integral curvilinea en torno a cualquier camino cerrado de R es nula y, por tanto,
por el Problema 11, que dP/dy = ¢Q/ox.

Sean P y @ como en el Problema 11.
() Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que Pdx + Q dy sea diferencial
exacta de una funcién ¢(x, y) es que dP/dy = 8Q/dx.

B B
(p) Mostrar que en tal caso f Pdx + Qdy = f dp = ¢(B) — ¢(A) donde 4 y B
A A
son dos puntos cualesquiera.
(a) Condicién necesaria.
& dg
Si Pdz+ Qdy = dp = 5odz + 32 dy,
diferencial exacta, entonces (/) dé/éx = P,
(2) d¢p/éy = Q. Derivando entonces (f) y (2) con
respecto a y y x, respectivamente, ¢P/dy = 00Q/ox
por la supuesta continuidad de las derivadas par-
ciales.
Condicién suficiente.
Segun el Problema 12, si dP/dy = 8Q/dx,

[ER) (x + Az, ¥)

J- Pdz + @ dyes independiente del camino que (e, B)

une los dos puntos. En particular, sean (a, b) ¥
; x
(x, ) los dos puntos y definase :
: Fig.10-9

(L, 37
ey = [ Pdo+ Qay
o, bl

Entonces,
s+da.y

fz, %)
e+ Az, y) — elz,y) = f Pdz + Qdy — f fgy oy
ta, by (s b

tz+ AT ¥}

f Pdz + Qdy
(x, ¥}

Conio la tltima integral es independiente del camino que une (x, y) y (x + Ax, y), se puede elegir como
camino el segmento de recta entre estos puntos (véase Fig. 10-9) de modo que dy = 0. Entonces, por el
teorema del valor medio para integrales,

(z+ Az y)

ple+ar, ) — ¢lz,) . L Pdz = Pla+6ax, y) 0<e<l

Ax Az

a0
Tomando el limite para Ax — 0, se tiene é¢/cx = P.
Analogamente puede demostrarse que d¢p/dy = Q.

Se deduce, pues, que pdx + Qdy = :—:dn: + g%dy = dg.

((:3] Sea 4 = (x,.¥,), B = (x3, y;). De la parte (g),

wizayd
elz,y) = J Pds + Qdy
ta, bl

Entonces, omitiendo el integrando P dx + @ dy, se tiene

8 Wy ug) EXN) 200
J =77 = T = e — sl = 6B — s4)
A {o, B) le. b)

(xy,up?
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3,4
14. (a) Demostrar que f (6xy* — y*)dx + (6z%y — Bay?)dy es independiente del camino de

(1.2}

(1,2) a (3,4). (b) Calcular la integral.

{a) P=6xy* —y° Q= 6x’y — 3xp”. Entonces, 3P/éy = 12xy — 3p> = d0/éx y por el Problema 12 la
integral curvilinea es independiente del camino.

(5) Meétodo 1:
Como la integral curyilinea es independiente del camino, elijase cualquier camino de (1, 2) a (3, 4),
como el que forman los segmentos de (1,2) a (3, 2) [a lo largo del cual ¥ = 2, dy = 0] y de (3, 2) a (3, 4)
[a lo largo del cual x = 3,dx = 0]. Entonces la integral resulta igual a

3 4
J‘ (24x — 8) dz + f (Bdy — 9% dy = BO+ 156 = 236
z=1 e |
B & 8
Método 2: Como — = TQ, se debe tener ({) "_qﬁ =6xy — ', (2) —? = 6x%y — Ixpt.
dy dx dx dy

Por (1), ¢ = 3x%y* — xp* + f(y). De (2}, ¢ = 3x*2 — x3* + g(x). Para que estas expresiones de ¢
sean 1guales tiene que ser f(y) = g(x) = ¢ una constante. Luego ¢ = 3x%? — xy* + ¢ Luego por ¢l Pro-
blema 13,

(3, 4) (3.4)
f (bay* —y*) dx + (Bx*y—3xy)dy = f d{3zy® — ay® + ¢)
(1,2}

(5.2)

= 3 —ayt+elt = 236

1,2y

Observese que al hacer este calculo se puede omitir la constante arbitraria ¢. Véase también el Problema 16,
pagina 115
También se hubiera podido observar que

(6zy® —'y) dz + (6x'y — Smy’)dy = (6xy® dz + 6x'y dy) — (y'dx + 3wy dy)
d(3x*y?) — dizy®) = d{3x%y® — xyY)

de donde es claro que ¢ = 3x%? — 2 4 ¢

15, Calcular § (x%y cos x 4+ 2xy sen x — yze"_j dx + (x* sen x — 2ye*) dy en torno a la hipocicloi-

de x23 4 y3 — 2B,
P =x% cos x + 2xy sen x — y*e*, @ = x* sen x — 2ype.

Entonces, 8P/¢y = x* cos x + 2x sen x — 2y¢" = 8Q/éx, de modo que, por el Problema 11, la integral
en torno a cualquier camino cerrado como el x** + y22 = 427 &5 cero.

INTEGRALES DE SUPERFICIE -
16. Siy es el angulo que forman la normal en un punto (x, y, z) de una superficie S y ¢l cje positivo

z, demostrar que \/z—E—
s F—m‘_l'f-zﬁ—sz s Fi 4+ K+ F2

sec =
| 4 [7.]
segun que la ecuacion de S sea z = flx, y) o F(x, y,z) = 0.
Si la ecuacion de S es Fix, y, z) = 0, una normal a S en (x, y.2)es VE="F,i + F,;j + Fk. Luego

VF-k = |VF|[k|cosy o F. = JFE+Fi+ Fleosy

VEZ L+ B2 -
de donde |seey| = __—TFly—w como se buscaba,
En este caso la ecuacidn es z = f{x, y). se puede escribir Flx, yz)=z— fix,¥) = 0,de donde F, = —z,,

Fy=—z, F, =1y se halla [sec 3| =-/1 + 22 + 22
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17. Calcular ff Uz, y,7) ds siendo § la superficie del paraboloide z = 2 — (x* + y*) sobre el
s

plano xy y Ulx, y, z)igual a {a) 1, (b) x2 + »2, (c) 3z. Dar una interpretacion fisica para cada caso.

La integral pedida es igual a
[Jﬂ Ulx, 1,20 V1 + 23 + 25 dedy 1)
®

donde R es la proyeccidn de S sobre ¢l plano xy dada
por x> + ¥ =2 z=0.
Como z, = 2x, z, = —2y se puede escribir (1)

rj Uiz, y,2) V14 42 + 4y de dy (2)
iy

(a) Si Ulx,y,z) =1, (2) queda

ff VI F e + 4 dedy
=%
Para calcular esta integral pasese a coordenadas
polares (p, ¢). Asi la integral se convierte en la Fig. 10-10
2T |\§ 2T 1 \fg 131_
f_ ‘j V1+dpipdpde = j E(l-}-‘ipl)w’ dg = T
D=0 gt h=0 p=0

Fisicamente podria representar el drea de la superficie § o la masa de § supuesta uno la densidad.

) Si Ulx,y,2) = «*+¢% (2) queda ff (x*+¥"V1 + 422 + 4y dxdy 0 en coordenadas polares.
R

o ani 149
f J FVl+dpidpdy = —Z
d=t~"p=q 30

en donde la integracién con respecto a p se realiza con la sustitucidn /1 + 4p* = u.
Fisicamente esto podria ser ¢l momento de inercia de S con respecto al eje z suponiendo que la den-
sidad es uno, o bien la masa de S suponiendo la densidad = x* + y%.

(¢) Si Ulz,y,z) = 3z, (2) queda

ff 32y 1 + 4x® + 4yt dxdy = ff 32 — (2*+ ¥y} V1 + dx® + 4yt dxdy
i s
o en coordenadas polares.

A AT
f [ se-mvitaidda = L
=0 pEn 10

Fisicamente podria esto representar la masa § suponiendo una densidad = 3z, o bien podria ser el
triple del momento de S respecto al plano xy.

18. Hallar el area de la superficie de una semiesfera de radio
a que queda dentro del cilindro que tiene este radio por
didmetro.

Las ecuaciones de la semiesfera y del cilindro (Fig. 10-11)
son, respectivamente, x> + )2 + 22 = @* (02 = /@ — & — }?)
y(x — a2 + ¥ = a*4 (0o x* + y* = ax).

¥
Puesto que
== ' —3
R EE——————— = Y e S i
N Vo2 %

s¢ tiene Fig.10-11
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19.

20.

Area buscada = 2 [f Vi+2t+zldedy = 2 J‘Jﬂ dz dy
LITR: 1‘.1 = xl = y
Hay dos métodos para este calculo.

Meétodo 1: Utilizando coordenadas polares.
Como x* + »* = ax en coordenadas polares es p = a cos ¢, la integral se convierte en la

w2 acos
f pdpdsﬁ = 2a % —Va'—p®
(]

acosd
de
=0

s 2a*fm (e, = =20
a
Método 2: La integral es igual a

dy dx 2a sen~?!

St v
x=0 v y=0 a? — g —y* =

i 2
-1
2a£ sen a+zdx

Haciendo x = a tg? 6, esta integral se convierte en

T4 w4
4m’j‘ o tg esectods = 4&{1}3 il e ;.f tg’ ado}
o (% o
T T
= 2a% {a tg* 6}, f (sec®s — 1) a's}
o

= za?{m —(tg 6 — 9)19""‘} = (v — 2)a

Observese que las integrales anteriores son impropias en realidad y debieran tratarse por procedimientos
de limite adecuados (Problema 78, Capitulo 5, y también Capitulo 12).

Hallar el centro de masa de la superficie del Problema 17.
J;,r 2dS %J’ V14 4z + dyt do dy
J8 = gVitie+aydady

Por simetria 2=5=0 y z =

Numerador y denominador se pueden obtener de los resultados de los Problemas 17(¢) y 17(a), respectiva-
_ 3710 _ 111
13</3 130"

mente, ¥ se tiene entonces # —

Calcular fj‘ A-ndS,donde A = xyi — x*j + (x + z)k, Seslaparte delplano2x + 2y +z =16

que queda en el primer octante, y n es un vector normal unitario a S.

Una normal a Ses V(22 +2y+2—6) = 2i+2j+ k,
yasi n= e i DN s e T M o
VETEFD 3

{oyi — 2% + (x+ 2)k} » (
2xy — 22+ (2 +2)
3

A'n

Il

2i+2it+k
3

Doy — 22 L (46— 22— 2y)
3
Qey—2x*—x—2y+6
3

La integral de superficie buscada es, pues, Fig.10-12
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I‘J"<2J:y-2x1-—x—2y+6>ds ! ﬂ‘(zxy—%’;““*-’y”) T+a+adedy
J g

El

- ff(z“y_h!;”Fz“a) T2 2 dedy
®
3 -z
= Jﬂ j. 2oy — 22> — 2 — 2y + 6l dy du
=l y=0
3
= f (xy? — 2ty —xy —y* + 6| Tde = 27/4
x=0

21. Al tratar de integrales de superficie solo se han considerado superficies con dos caras. Dar un ejem-
plo de una superficie que no tiene dos caras.

Tomese una banda de papel tal como la ABCD
de la Fig. 10-13 adjunta. Tuérzase la banda de modo
que los puntos 4 y B coincidan con los Dt y C, respec-
tivamente, como se ve en la figura inferior. Simes la
normal positiva en un punto P de la superficie, se ve
que al mover n sobre la superficie llega otra vez a P
con sentido opuesto al que tenia antes alli. 51 se qui-
siera colorear una cara de la superficie solamente, se
llegaria a tenerla toda coloreada. Esta superficie, 1la-
mada banda de Moebius, es un ejemplo de superficie
unilatera que, por tanto, suele llamarse superficie no
orientable. En cambio una superficie bilitera es orien- Fig.10-13

table.
B2y 7y
: I, ) : 8y:z = fafz,¥)

EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
22. Demostrar ¢l teorema de la divergencia.

Fig.10-14

Sea § una superficie cerrada tal que una paralela 2 un eje de coordenadas corta a S en dos puntos a lo mas.
Supongase que las ecuaciones de las porciones inferior y superior S; v $; son z = fi(x, y)y z = f3(x, ¥) respec-
tivamente. Denotese la proyeccion de. la superficie sobre el plano xy por K. Sea entonces

» . fytziud
J:I:f g2 Ve — .J,‘Jj- 345 dzdydx = [I [ r 944 dz:]d-y dx
oz 0z o (e e
v v x® 1
J‘f Aslx, 4, 2)

F.

Iz
x

dydex = ﬂ [Aafz, . fa) — Aalz, ¥y, fr)] dy d=
.

=f

Para la parte superior S, dy dx = cos ¥, dS; = k' n, dS;, pues la normal n, a S, forma 4ngulo agudo
¥, con k. -
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Para la parte inferior, S;, dy dx = —cos y; d§; = —k ' n, dS,, pues la normal n, a §, forma dngulo ob-

tuso y, con k.

I‘ As; k-n: dS:

== rfa‘lx *my dS,

Entonces, f As(z,y, f2) dy dx
R

f As(x, y,f.) dy dx
R

¥
ff Aslz, y, f2)dyde = ff Aslz,y, 1) dy dz ff Asken; dS: + f] Aik n; dS;
R R
rr Ask-ndS
asi que
b Jff e = ffaens
Ve
Anélogamente, por proyeccion de S sobre los otros planos de coordenadas,
J'ff My = ffA. ism dS
dx vie
J‘j‘ aAz = ff,qzj.,”;g
o
Sumando (/), @) y (3).
dd: | 94 dA - s
fff( (1161 ay’ 3)(”’ = ./[.f (Aii+ Az:j+Ak) m dS
o

J?!J‘ VeAdV = ‘EI'A-ndS

El teorema se puede generalizar a superficies que sean cortadas en mds de dos puntos por paralelas a los
gjes coordenados. Para demostrar esta generalizacién, subdividase la regidn encerrada por § en subregiones
cuyas superficies cumplan la condicién del teorema. El procedimiento es andlogo al utilizado parz el teorema

de Green en el plano.

23. Comprobar el teorema de la divergencia para A = (2x — 2)i + x%yj — x2°k extendida a lz re-

gion limitada por x =0, x =1, y=0,y=1,z=0, z = L.
Primero se calcula If A-n dS siendo S la super-
5

ficie del cubo de la Figura 10-15.

Cara DEFG: n=i, x=1. Entonces,

J:J: {2—ai+i—#k}ridydz
J;l J;I(Z—Z)ﬂ'ydz = 32

Cara ABCO: n=—i, x=0. Entonces,

ff A*ndS = J:l J:l (—=t) = (—i) dy dz

ABCO
1 1
f f z2dyd: = 1/2 . Fig. 10-15
(1] 0

Il

rA-ndg

DEFG

Il

I
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Cara ABEF: n=3j,y=1. Entonces
1 w1 1 1
f A-ndS = f J {2z —2)i + «% — x2?k) vjdeds = f f rdedz = 1/3
ABEF e e LBt

Cara OGDC: n=-j, 4=0. Luego

jTA-ndS = fJﬂ{(zm—z)i—xzzk}-(—j)dxdz = 0

(;ﬂ oCc

Cara BCDE- n=k, 2=1. Luego

‘[fﬁ-nEfS = J;IJ:_{(Zx—l)i-l-iﬁyj-—xk}-kdxdy — J“Jﬂ —xdxdy = -—1/2

BCDE . 0

Cara AFGO: n=—k, z=0. Luego

I[A-nds = J:J:{‘in—:s’yj}'(—k)dfcdy = 0

AFGO

Sumando [f A-ndS = 3+ 1+l+0-3+0 = L. Puesto que
S

1 1 1 1-1
ff V:Aady = Jﬁ J‘ f (242 —2x2)dedydz = —
5 ] ] o &

¥

El teorema de divergencia se verifica en este caso.

24. Calcular ff r-n dS, siendo S una superficie cerrada.
3

Por el teorema de divergencia,

J:fr-ndS = fff“"ﬂ”"
fff(—l +-—1 +az )-(xi+yj+zk)dV
fff(—+@+— v = 3Lffdv =

donde ¥ es el volumen rodeado por §.

I

25. Calcular ff 2 dydz + (2% —2%)dede + (2zy +y%2)drdy donde S es toda la superficie
5

de la regidn semiesferica limitada por z = \/a* — x> — y?> y z = 0 (a) por el teorema de la di-

vergencia (teorema de Green en el espacio), (b) directamente.

(@) Como dydz = dS cos «. dzdx = dS cos fi, dvdy = dS cos y, la integral puede ser
ff {xzcose + (2% — 2% cos 8 + (Pxy+ yl2)cosy}dS = ff A-ndS
F- &

donde A = xz%i + (x%y — 2%)i + (2xy + y*2)k y n = cos ai + cos fj+ cos vk, es el vector normal
unitario saliente. -

Luego, por el teorema de la divergencia, la integral es

fff V-AdV = “ff{% (xz?) 4 ;;y(x’y g 6_6; (2xy + y“z)}(f‘lf = frf (x* +y* + 28 dV

donde V es la region limitada por la semiesfera y el plano xy.
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En coordenadas esféricas, como en el Problema 15, Capituio 9, esta integral es igual

J f prerisen g drdede = il
L ]

() Si S, es la superficie convexa de la reg_ién semiesférica y §, es la base |(

SRt WAl gt
rf z2ldydz: = f J 2y -yt — 2 dedy — ‘Jﬁ f = — Va'—yt— 2 dady
SI =

= {}), entonces

y=-n

aa Vot o2
f (*y— 2N dzde = J ‘I‘ {eVa* — 2" — 27 — 2 dedz
5 zma W oi=g
[ j {—eVal =t — 2 — M dede

il LR

Py

Lff (2xy + =) do dy [ f {22y + ¥Vl —2'—y*) dy dx
5, z=—a SR
fr rz¥dydz = 0, f[‘ (x*y — 2N dzdx = 0,
- e

a I

fr (Bay +y*2)dxedy = J' L2y + 20 dedy = f J 2oy dyde = 0

x 5y “as—a Ty=oaEog

52

Que por suma da

a VR gt Val_ 2
4f f 2Vat—y—z2dady + 4J f ‘\fa“—x“-—z‘dzd:c
=0 =0 =0

Wal—zt

+ 4[ f ¥y o — 2 —yt dy dx

r=g “y=0

Como por simetria todas estas integrales son ignales, el resultado, utilizando coordenadas polares, es

A Vgl — g%
12J j' Wa—r—Fdyde =
=0 y=0

TEOREMA DE STOKES
26. Demostrar ¢l teorema de Stokes.

Sea § una superficie tal que su proyeccion sobre
los planos xy. yz y xz son regiones limitadas por cur-
vas simples cerradas, como se indica en l4 Fig. 10-16.
Supodngase que Ssea z = fix,y)o x =gz oy =
hix, z), siendo f; g, # uniformes, continuas y diferen-
ciables, Hay que demostrar que

a.i

e
f pisentoal—ptpdpdp = 2T
p=o

f (V% A)=ndS
8

f [V X (Aii+ 4.+ Ask)] *ndS
8

jA-dr
£ r

donde C es el contorno de S.
Fig.10-16

Considerar primero f[ [V X (Aii)] *n dS.
8
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i § k |
= R 84, . 04,
Como V X (Aii) = P a;l T -Egk,
Ay, 0 0

; ok
[V X (4:1)] *ndS = (-Ez—n j— 2 k)dS

Siz = f(x, y) es la ecuacion de S, el vector local de un puntode Sesr=xi+pj+ zk =xi+ yj+ fix,pk

asi que e j-|-iz k = j.g.g k. Pero 9T s un vector tangente a S y, por tanto, perpendicular al n
oy dy dy oy
de modo que
ar dz - az
et S L —m+k = 0 o = ——n*k
n s n*j + Byn n-j ¥

Sustituyendo en (1)

(5_“‘_‘“-;‘ - a—AIn-k>d8 = (—% % ok — %n-k)ds

az dy az dy
o
; = (94 | 0Aidz\
[V X(AiD)]-ndS = 7 o a nkas ®
94 94, 8z aF 4
Ahora sobre S, Ai(x,y,2) = Ai[x, vy, flz,9)] = Fz,3); luego ayl # 'E:?IaE = 5y ¥ (8 s convierte
oF aF
[VX(@)]'ndS = —F-n-kdS = —Godudy

Entonces,

f [VX(Aii)]+ndS = ‘ff—%’dxdy
R

siendo R la proyeccion sobre el plano xy. Por el teorema de Green en el plano la tiltima integral es igual a

§ Fdzx donde I es el contorno de . Como en cada punto (x, y) de T el valor de F es el mismo que el de
r
A; en cada punto (x,y,z) de C y como dx es el mismo para ambas curvas, tiene que ser

Fdx = §Ald$
r i

ff (V% (Aii)] *ndS = iaidx

Asimismo, por proyeccién sobre los otros planes de coordenadas,

fj‘ [V X (4:§)]*ndS = ‘£Agd'y, ff [Vx(4:sk)]*ndS = §Asdz

Y por adicion
ff{VXA)-ndS == §A-dr
f3 ; X

El teorema es valido también para superficies S que pueden no cumplir las restricciones impuestas antes.
Pues suponiendo que S se pueda subdividir en superficies §,.S,, ..., 8y de contornos C1.C,, . . .., C, que
cumplen las restricciones, el teorema de Stokes se aplica a cada una de tales superficies. Sumando las integrales
de superficie, se obtiene la integral de superficie total sobre S. Sumando las correspondientes integrales curvi-
lineas en torno a C,, C;, ..., C, la integral que resulta es la integral curvilinea en torno a C.
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27. Comprobar el teorema de Stokes para A = 3yi — xzj + yz2k, siendo S la superficie del parabo-
loide 2z = x* + »? limitada por z = 2 y C su contorno.

El contorno C de S es un circulo de ecuaciones x* + y* = 4,
z = 2 y de ecuaciones parameétricas x = 2 cost, p = 2sent, z = 2,
con 0 = ¢ = 2n. Luego

§A-dr = §3yda: — xzdy + yztdz
i c

U
=5 f 3(2sent)(—2sen t) dt — (2 cos £)(2)(2 cos t) diE
T

= J.”uz sen’t+ 8 costt)dt = 207
L]
P 3 ok
3 B :
También, VXA = % e = (42— (z+3)k
By e g Fig.10-17
n o= Vtyt—2) sityi—k
% Vi +y—29]  Jatgil

Entonces

H (T % A)- d”y _ﬂ‘ (et e 18 dudy
ff{ (“’“”") e “—;’—y + 3}dxdy

ff (VX A)*n dS

S

ll

o bien en coordenadas polares.

am 2
f f ((p o5 8)(p'/2) + pPcos*s + o2 + Bypdpdp = 20r
G=0Sp=p

28. Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que § A-dr = (en toda curva cerra-
da C es que se tenga idénticamente V x A = 0. £

Condicidn suficiente. Supéngase V x A = 0. Entonces, por el teorema de Stokes,
§A-dr s I-J,-(VXA}-ndS =0
C L
5

Condicidn necesaria.

Supdngase § A-dr = 0en tomo a todo camino cerrado C y que V x A = 0 en algin punto P. Supo-
c

niendo entonces que V x A es continuo, habra una region a la cual sea P interior, en que V x A # 0. Sea §
una superficie contenida en esta regién y cuya normal n tiene en cada punto la misma direccion que V x A, es
decir, V. x A = em, siendo « una constante positiva. Sea C el contorno de S. Entonces, por el teorema de Stokes,

§A-dr = r (VXA)*ndS = o ffln-nds > 0
2 s s
lo que contradice la hipdtesis de que § A-dr =0 y demuestra que V x A = 0.
c

Se sigue, pues, que V x A = 0 es también una condicién necesaria y suficiente para que una integral cur-

Py
vi]ineaf A+ dr sea independiente del camino que une los puntos P, y P,,
£
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Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que V x A = 0 es tal que A = V.
Condicion suficiente. Si A = V. entonces V. x A =V « V¢ = 0 por el Problema 80, Capitulo 7, pgina 158.

Condicién necesaria.

SiV x A =0, entonces por el Problema 28, §A'dr = 0 en torno a cualguier camino cerrado vy asi

f A + dr es independiente del camino que una dos puntos (a. b,.¢) y (x, y, z). Definase
c

fx, w2l iz 5. )

ale,y,2) = f Asdr = f Aide + Asdy + Asdz
“tabey *fa, b}

Entonces

LE S C I 3]
gl 4+ Ax, y, 2) — olz,y,2) = f Aidz + A:dy + Aadz

{zy 2
Como la ultima integral es independiente del camino de {x, », z) a (x + Ax, y, z) se puede tomar como ca-
mino un segmento de recta entie estos puntos de modo que dy y 4z sean nulos. Luego

tx+ Az, 3.2}

ezt o,y 2) — ¢(z,y.2) 1——f A,de = Aifz+toiz,y z) 0<p<1
Az A% gy

aplicando el teorema del valor medio integral.
Tomando limites de ambos miembros para Ax — 0, se tiene &¢/ix = 4,.
Andlogamente se puede demostrar que d¢/dy = A,, dy/dz = A4,.

§ : dp. g, , @
Luego A = Adji+A:j+4:k = %l-ﬁ-ﬁ]—l—ik = Vo
(a) Demostrar que una condicién necesaria y suficiente para que A4, dx + A, dy + A, dz = d¢,
sea diferencial exacta, es que V x A = 0 donde A = 4,i + 4,j + 4:k.
(h) Demostrar que en tal caso

{Tg.3:23) (rg, 9,20 :
f Ajdr + A:dy + Azdz = f dé = (2, Y2 22) — d{x1, Y1, 21)
(ry.1.21) (xpougE)
: 7 " _ d¢ do e
Condicién necesaria. Si A;dx + A.dy + Asde = dg = de + Edy + -é;dz, entonces,
9 _ 8¢ _ ¢ _
(1 i A (2) e A,y (£:1] e Aa

Derivando entonces se tiene, si las derivadas parciales son continuas,

My _ 94 Ay _ 8A ehihatia

dy T ax . 9z~  az

: iz ay

que es justamente la condicion V x A = 0.

Otro método: Si Aide + Aody + Asdz = dag,

= i 1 = QE a_¢‘ a_¢ =
A A1I+A2]+Aak = 6ml+ﬂy]+azk = V¢

de donde VXA=VXVas=0

Condicion suficiente. Si ¥ X A = 0, porel Problema 29, A =Vd y

e i e Ly ¢ BB
Avdr + Asdy + Asdzs = A+dr = Verdr = a:‘:d:c+‘61’Fc€3,|r+azc!z = dg

(2. ¥, %)
() De la parte (a), olx,y,2) = f A;dr + Asdy + Aadz.
{a,b,c)
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Y sin escribir el integrando 4, dx + A;dy + A; dr se tiene
t’l"\"l‘

240 W9 23) (xgugrzy)
f = j‘ == = o(xs Y2, 2) — oz, 9, %)
£

Cryo¥ye8p) a b, e) (a,5,€)
31. (a) Demostrar que F = (2xz* + 6p)i + (6x — 2yz)j + (3x?z%> — p*)k es un campo de fuer-
zas conservativo. (b) Calcular £ F- dr siendo C cualquier camino de (1, —1,1) a (2,1, —1).
{¢) Dar una interpretacion fisica de los resultados.
(@) Un campo de fuerzas F es conservativo si la integral curvilinea J; Frdr es independiente del camino C

que une dos puntos cualesquiera del mismo. Una condicién necesaria y suficiente para que F sea conser-
vativo es que V x F = 0.

i j k
: ” 3 3 3 1 .
Como aqui VxF = P - — = 0, F esconservativo
dx oy dz

2x2'+ 6y Bx — 2yz Bx¥lP— 4y

(6} Método 1:

Segin el Problema 30, F - dr = (2xz* + 6p)dx + (6x — 2yz)dy + (3x%z2 — ¥?) dz es una diferencial
exacta d¢, siendo ¢ tal que

9 _ 3 9 _ = 9 _ g2z o
(1) ot 2xz* + 6y i2) 3 Gx — 2yz (2) T REard o
De donde se obtiene, respectivamente,
¢ = x*2* + Gxy + fily, 2) ¢ = 6xy — ¥z + fi(z,2) ¢ = 2% —y'z + falzx, )
que son compatibles si f,(y,2) = =3z + ¢, f3{x, 2) = 3?2 + ¢, falx, ¥) = 6xy + ¢, en cuyo caso ¢ =
x*z% + 6xy — y*z + ¢. Asi que, por el Problema 30,
12021 2,1, =13
j‘ F-dr = 22+ 6axy = yz+ el 2, = 15 & o
= i
0, =111 2 ;I
= /
O también se puede observar que ; f
Fodr = (208dx + 3% de) + (6ydx + 6zdy) — (Zyzdy + yid2) . * 'I.“ TS
= d(z%2%) + d6zy) — dly’z) = d(z%2® + Bay — ¢z + ¢) 7z
de donde resulta ¢. % L l ’d 2= O -
Meétodo 2: P

Como la integral es independiente del camino, se puede elegir cualquier camino para calcularla; to-
mando ¢l formado porlos segmentosde (1, —1. 1)a (2, —1, 1).deésteal (2, 1, 1)y luggo de éste al (2, 1, —1),

resulta H ! =1
f 2z —6)dx + f (12 — 2y) dy -+ f (1222 —=1)dz = 15
=1 Vigmel z=1
donde la primera integral se obticne de la curvilinea haciendo y = —1, 2 = 1, dy = 0, dz = 0; la segunda
haciendo x = 2. z = 1, dx = 0. dz = 0. y la tercera integral tomando x =2, y=1, dv =0y dy = 0.

(¢) Fisicamente f F - dr representa ¢l trabajo hecho al mover un objeto de (1, —1,1)a (2, 1, —1) a lo largo

.
de C. En un campo de fuerzas conservativo el trabajo hecho es independiente del camino € que une estos
puntos.

PROBLEMAS VARIOS

32 (a) Six = flu,v), ¥ = glu,v), define una transformacién que aplica una regidn R del plano xp
en una regién K ' del plano up, demostrar que
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9z, y)
dedy = ff z
J‘ dy d(u, v) d
R R’

(b) Interpretar geométricamente el resultado anterior.

fa) Si C (gue se supone curva simple cerrada) es el contomo de R, entonces, segin el Problema 8,

J-fd:sdy = %§xdy—yd:c (1)
"ﬁi c

Por la transformacion dada la integral del segundo miembro de (/) se convierte en

1 W W Loy g B :Lf W _ E)d ____)
§£,$<§Id“+'§§dv> y(a?tdzt-i-avdv) zJ).. xau v -] s | dv (2)

siendo €’ la aplicacion de C en el plano w (supuesta de tal modo que €' sea también una curva simple
cerrada).
Por el teorema de Green, si R’ es la region del plano we de contorno €7, el segundo miembro de (2)

es igual a
Sr\ o B0y 00 = J’ﬂﬁ_xa_v_a_xa_y‘
[[ au< ) ya:;) %(xau yau) dlede. = 7 T e
= J‘j A2 9| gy g
u,*v)

donde se han puesto signos de valor absoluto para asegurar que el resullado es no negativo como lo €5

J‘ dz dy. ’ &

En general, se puede demostrar (véase Problema 83) que

ﬂ Fle,y)dedy = j;f Fif(u,), gt 0} | S22

: alz, s ’
(b) ff drdy y rf |%l du dv representa el area de la region R, la primera expresada en coor-
kS R’ 3

du dv (2

denadas cartesianas, la segunda en coordenadas curvilineas.

33. SeaF = jang?. (a) Calcular ¢ xF. (b) Calcular § F-dr en torne a un camino
cerrado cualquiera y explicar los resultados
i i k
(¢} VXF = 2 Soeify i 0 en cualquier region que excluya {0, 0)
dz ay dz =X

Egn o,
x:l_!_,ya z!_'_y! =

—ydzr+zd .
(b) § F-dr = § _g_—!y Sea z =pcosg, y=pseng, siendo (p,¢) coordenadas polares.

x*+y
Luego
dx = — psen g dg + dp cos 3, dy = pcosg dp + dpsen ¢
; —ydz+axd
y asi TRy - - 2 = dg = (arc 12 %)

Para una curva cerrada ABCDA [véase Fig. 10-18(a)] que rodee ¢l origen, ¢ = Oen A y ¢ = 2r des-
T

pués de una vuelta completa volviendo a 4. En este caso la integral curvilinea es igual a f dg = 2.
o
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¥ ¥
B Q 5
C
¢ Al =
0 ] £
) ﬂ;u R z
0
fad (b)
Fig. 1018

Para una curva cerrada PQRSP [véase Fig. 10-18(h)] que no rodee el origen, ¢ = ppen Py ¢ =g
o
tras una vuelta completa volviendo a P. En este caso la integral curvilinea es igual a de = 0.

: : ®
Como F = Fi+ Q] V x F=0 es equivalente a dP/dy = #Q/éx y los resultados pareceurian estar

¥

x? +_VZYQ 2 4yt
no ticnen derivadas continuas en toda una region que contenga a (0, 0), lo que si se habia supuesto en el
Problema 11.

SRRy o b X
en'contradiccion con los del Problema 11. Pero no hay contradiccion puesto que P =

3. 8i div A denota la divergencia de un campo vectorial A en un punto P, mostrar que

’ il . B8
divA = lim =ipey i

siendo AV el volumen encerrado por la superficie AS y donde el limite se obtiene reduciendo AV
al punto P.

Por el weorema de la divergencia, [J- div AdV = JIA'R ds
YAy a8

Por el teorema del valor medio integral, el primer miembro se puede escribir
div A qf dV’' = div A AV
[
AV

siendo div A un valor intermedio entre el miximo y el minimo de div A en AV. Entonces,
f[A*ndS
AS

AV

Tomando el unuwe paa AV — 0 de modo que P esté siempre dentro de AV, div A tiende a div A en P; luego

divA =

g’{a-ndS

B M, B

resultado que se podria tomar como punto de partida para definir la divergencia de A y deducir del mismo to-
das las propiedades incluso el teorema de la divergencia. También se puede utilizar esto para generalizar el con-
cepto de divergencia a sistemas de coordenadas distintos de las cartesiinas (véase pagina 142).

Fisicamente <fff Asn dS)/&V representa el flujo del vector A que surge por unidad de volumen a
a8

traves de una superficie AS. Si div A es positiva en ¢l entorno de un punto P ello significa que el flujo saliente
de P es positivo y asi este punto se llamard surgente o manantial. Si div A es negativa en el entorno de P
el flujo es en realidad entrante y P se dird un punto suwmente o sumidero. Si en una region ro hay ni manantiales
ni sumideros, div A = 0 y se dice que A es un campo vectorial solengidal.
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Problemas propuestos
INTEGRALES CURVILINEAS

4.2}
35. Calcular f {4+ y)dz + (¥ — 2) dy a lo largo (a) de la parabola y* = x, (b) de una recta, (c) de los segmen-

A1),
tos de (1, 1)a(l,2)yde (1,2)a (4,2), (d)delacurva x =20 + ¢+ 1, y =12 + L.
Sol. (a) 34/3, (b) 11. (c) 14, (d) 32/3
36. Calcular § (2x —y + 4) dz + (5y + 3z — 6) d¥ en torno al tridngulo del plano xy de vértices (0, 0), (3, 0). (3, 2)

recorrido en sentido positivo. Sof. 12

37. Calcular la integral curvilinea del problema anterior en torno a un circulo de radio 4 de centro (0, 0).
Sol. 64n

38, (@)SiF = (x* — y*)i + 2xj, calcular f F+dr a lo largo de la curva C del plano xy dada por y = x* — x des-
c
de el punto (1, 0) al (2,2). (b) Interpretacion fisica del resultado obtenido. Sol. ({a) 124/15

39, Calcular f {2z + ) ds, siendo C la curva del plano xy dada por x* + y* = 25 y s el arco como pardmetro del
c
punto (3,4) al (4, 3) por el camino mds corto. Sol. 15

4. SiF=(3x— 2p)i+ (v + 22)j — x?k, calcular j; Fedr g, (0,0, 0)a (1, 1, 1), donde C es un camino que con-

sisteen (@) lacurvax =ty = 1, z = 3, (b) el segmento de recta entre estos puntos, (c) los segmentos de recta
de (0,0,0) a (0,1,0), de (0,1,0) a (0,1,1) y de (0,1,1) a (1,1, 1), (d) la curva x = 2%, z = .
Sol. (a) 23/15, (b) 5/3, (c) 0, (d) 13/30

41, SiT esel vector tangente unilario a una curva C (plana o alabeada) y F es un campo de fuerzas dado, demos-
trar que en condiciones apropiadas f Frdr = f F + T ds siendo s el arco come pardmetro. Interpretar fisi-
c c

ca y peométricamente este resultado.

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO. INDEPENDENCIA DEL CAMINO

42. Comprobar el teorema de Green en el plano para § {x® — ay®) dz + (y* — 2zy) dy siendo C un cuadrado de
C
vértices (0, 0), (2, 0), (2,2), (0,2). Sol. Valor comiin = §

43. Calcular las integrales curvilineas {a) del Problema 36 y {b) del Problema 37, por el teorema de Green.

44. (a) Sea C una curva simple cerrada que limita una regién de drea 4. Demostrar que si 4y, @;, @3, 8y, by, by son
constantes,

§(a;z—+my+c&;]dw + (bt by +bldy = (bi—a)d
¢

{b) (En qué condiciontes ser4 nula la integral curvilinea en torno a cualquier camino C? Sol. (b)a; = b,
45. Hallar el 4rea encerrada por la hipocicloide x** + y** = *2.
[Sugerencia: Las ecuaciones paramétricas son x = a cos® f, p = asen® 1, 0 £ ¢ £ 2] Sol. 3na’/8

46. Si x = pcosg, y = psen ¢, demostrar que L § rdy —ydz = f pids e interpretar.
47. Comprobar ¢l teorema de Green en el plano para § (z° — 2y} dx + 2yt dy, siendo C el contorno de la region
comin a los circulos x* + y2 =4 y ¥? + ¥ = 16 Sol. Valor comiin = 120n
(2,1}
48, (¢) Demostrar que f (2xy — y* + 8) dx + (x* —4xy®) dy  es independiente del camino de (1,0) a (2, 1).

0

(b} Calcular esta integral. Sel. (B 5
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49, Calcular f (22y* — y* cosz)dz + (1 —2ysenxz + 3x*y?) dy a lo largo de la pardbola 2x = my* desde
c
(0,0) a (n/2, 1). Sol. n%/4

50. Calcular la integral curvilinea del problema anterior en torno a un paralelogramo de vértices (0, 0), (3, 03, (5, 2).
(2, 2). Sel. 0

51. (a) Demostrar que G = (2x* + xp — 2p%)dx + (3x? + 2xy)dy no es diferencial exacta. (b) Demostrar que
€"*G/x es diferencial exacta de ¢ y hallar ¢. (c) Hallar una solucién de la ecuacién diferencial (2x* + xp — 2)?)dx
+ (3x? + 2xp)dy = 0.
Sol. (b} ¢ = &™(x* + 2xy)+ e, (e) X* + 2xy + ce ¥ = 0

INTEGRALES DE SUPERFICIE
52. (a) Calcular ff (#* +y*) dS, siendo S la superficie del cono z* = 3(x* + y*) entre z = 0 y z = 3. {b) Inter-
5
pretacion fisica de este resultado. Sol. (a) 9

53. Determinar el drea del plano 2x + y + 2z = 16 limitada por (a) x = 0, y=0,x=2y=3,()x=0,y=0
y X%+ v? = 64, Sol. (a) 9, (b) 24n

54. Hallar el drea de la superficie del paraboloide 2z = ¥* + y? que queda fuera del cono z = ./x? + y2.
Sol. r(5./5 1)

55. Hallar el area de la superficie del cono z2 = 3(x* + 1?) limitada por el paraboloide z = x + 2.
Sol. 6n

56. Hallar ¢l drea de la superficie comun a los cilindros x? + 2 =a? y 2% + 22 = 42, Sol. 16a°

37. (a) Hallar el 4rea de la superficie esférica x* + y* + 2> = a* dentro del cono z tg o = . /x* + 32,0 < « < m/2.
() Utilizar este resultado para averiguar el drea de una superficie semiesférica, (c) Explicar por qué haciendo
e = m en el resultado de (a) se tiene la superficie total de la esfera.
Sol. {a) 2na*(1 — cos a), (b) 2na’ (considérese el limite para o — m/2)

58. Determinar el momento de inercia de la superficie de una esfera de radio a con respecto a un punto de la super-
ficie. Supdngase constante la densidad o. Sol. 2Ma* con masa M = 4na’c

59. (a) Hallar el centro de masa de la superficie esférica x* + y* + z? = o contenida enel cono ztg o = /x? + 32,

0 < & < n/2. (b) A partir de este resultado obtener el centro de masa de la superficie de un hemisterio.
Sol. (a) 3a(l + cos x), () a2

EL TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

60. Verificar el teorema de la divergencia para A = (2xy + 2)i + »% — (v + 3y)k en la region limitada por
2x+ 2y +z2=6,x=0,yp=0,2z=0. Sel. Valor comin = 27

61. Calcular ffl?' ndS, donde F = (z’;a:)i —zyj + 32k y § es la superficie de la region limitada por
=4 - y:, x=0, x =3 y el plano xy. Sol. 16
62. Calcular ff A-ndS, donde A = (Bx+382)i— (zz+y)j+ (¥*+22)k y S es la superficie de la esfera
de centro :3. —1.2}) y radio 3. Sol. 108n
63. Averiguar el valor de fj- xdy dz + ydzdz + 2dx dy, donde S es la superficie de la region limitada por el
s

cilindro x* + y* = 9 y los planos z = 0y z = 3, {4) utilizando el teorema de la divergencia, (f) directamente,
Sol. 8ln
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67.

TEOREMA DE STOKES

68.

69.

INTEGRALES CURVILINEAS. INTEGRALES DE SUPERFICIE Y TEOREMAS INTEGRALES [

Calcular ff dzzdy dz — y* dzdx + yz dz dy, siendo § la superficic del cubo formado por x =@

o= I =sI. y =1, z=1, (a) directamente, (b) por el teorema de Green en el espacio (teorema de Ia
gencia). Sol. 3/2

Demostrar que j‘ f {(V x A)*n dS = 0 para cualquier superficie cerrada S.
&

Demostrar que ff ndS = 0, siendo n la normal exterior a una superficie cerrada cualquiera S.
£

Sin es el vector normal unitario exterior a una superficie cerrada cualquiera § gue limita la region ¥, demostrar

fJ"f divadV = §

Verificar ¢l teorema de Stokes para A = 2yi + 3xj — 27k, siendo Sla parte superior de la superficie esférica
x* +y* + 22 =9y C su contorno. Sol. Valor comin = 9x

Comprobar el teorema de Stokes para A = (y + z§i — xzj + 2k, siendo S la superficie de la regidn del primer
octante limitada por 2x + z = 6 y y = 2 que no queda (a) en el plano xy, (b} en el plano p = 2, (¢} en el plana
2x + z =6 y C el contorno correspondiente.

Sof. El valor comun es {(a) —6, (b) =9, (c) —18

Caleular J.f (VX A)'ndS, siendo A = (z—2)i+ (®+ wz)j — 3zy’k y S es la superficie del cono z =
5

2 — . /x* + y* encima del plano xy. Sol. 12=

71,

T2.

73

74,

75.

76,

Si ¥ es una region limitada por una superficic cerrada § y B =V x A, demostrar qucffB'n dsS = 0.
B

{a) Demostrar que F = (2xp + 3)i + (x* — 4z}j — 4yk es un campo de fuerzas conservativo. (b) Hallar ¢ tal
que F = V¢. (¢) Calcular f F -« dr, siendo C-cualquier camino de (3, —1,2) a (2.1, —1).

c
Sol. (b) ¢ = x%p — 4yz + 3x + constante, (¢) 6

Sea C cualquier camino que une un punto de la esfera x* + y* + z% = 4* a un punto de la esfera x* + p* +

22 = b2, Mostrar que si F = 5-r, donde r = xi + Jj + zk. entonces f Fedr = b°—a’
c

En el Problema 73 calcular J. F-dr si F = f(r)r, donde f{r) s¢ supone coatinua.
c.

b

Sol. f rfir)dr

Averiguar si existe una funcién ¢ tal que F = V¢ con:

fa) F=(xz— i + (% + 23+ 3x22 — vk

() F=2xe %i+ (cos - — x%e~*)j — y sen zk. Si es asi, hallese.

Sol. (a) ¢ no existe. (b) ¢ = v?¢™¥ + ¥ cos z + constante

Resolver la ecuacion diferencial (= — 4xp)dx + (6 — 2x%)dy + (3x2® + 1)dz = 0.
Sol. xz* — 2x% + 3v? 4 - = constante

PROBLEMAS VARIOS

77,

78.

Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que § %} dy — Z—q dx sea nula en torno a todo camino
3 v i

simple cerrado C en una region R (siendo U/ continua y también sus derivadas parciales de orden dos al menos

a7 | U
dx® * gyt 0.

Comprobar el teorema de Green para una region multiplemente conexa con dos «huecos» (Problema 10).

¢s que
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9.

81.

82

85.

87.

51 Pdx + @ dr no es diferencial exacta, pero p{P dv + @ dv) es diferencial exacta, siendo y cierta funcion de
Xy y se dice que w es un factor integrante. (@) Demostrar que si F y G son funciones de x solamente, entonces
(Fy + G)dx + dy tiene un factor integranie p. que es una funcion de x solamente, y hallar g, ;Qué debe supo-
nerse para £y G? (#) Mediante (a) hallar soluciones de la ecuacion diferencial xy' = 2x + 3.

Sol. (a) p= /™ (h) 3= 37 — x, donde ¢ es una constante cualquiera

Hallar el drea de la superficie esférica x* + y? + (z — 4)® = a* contenida en el paraboloide r = ¥ + 2.
Sol.. 2na
Si fir) es una funcion continuamente diferenciable de r = \/,\_'2 + 1% + 22, demostrar que

‘[ff{?')nds f ff 0 ay
g v

Demostrar que ‘I V X {(#n) d5 = 0 donde ¢ es una funcidn escalar de punto cualquiera continuamente di-
B4

ferenciable. y n es un vector normal unitario exterior a una superficie cerrada §.

Demostrar la ecuacién (3), Problema 32, utilizando el teorema de Green en el plano.

[Sugerencia: Sea la region cerrada R del plano xyp de contorno C y supéngase que por la transformacion x =

Slu v, v = gluv) se transforman en R’ y € del plano wr respectivamente. Demostrar primero - que

jf Flz,wdzdy = J Q(x,y)dy siendo 8Q/dy = F(x,y). Luego demostrar gque, salvo el signo, esta
4 )

o e : oy dg 3 ’

tltima integral es igual a Q fGe, ), glu,v) || =-du + 2 -dv | Por gltimo, aplicar el teorema de Green

para transformar ésta en ff F[f(u,v), glu, v)]!a(x' y)‘dud
LKI

Six = flu,v,w), y=gu, v, w) o= hlu, r, w) define una transformacién que aplica una region R del espacio
xyo en una region R’ del espacio wrir, demostrar con el teorema de Stokes que

J-[j. Flz,y,2) dz dy dz ff Ghivomy ‘ 6(::’:3’,:’))
R

donde Glu, v, w) = F[f{u. r.w), glu, r. &), My, v, w)]. Establecer cond iciones suficientes para la validez de este
resultado. Véase Problema 83.

du dv dw

(e} Demostrar que, en general, la ecuacion r = r(w, v) representa geométricamente una superficie. () Estudiar
la significacion geomeétrica de u = ¢y, ¢ = ¢,, siendo ¢; ¥ ¢; constantes. (¢) Demostrar que el elemento de arco
sobre esta superficie es

dg' = FEdu® 4+ 2Fdudv + Gdv®
ar dr _ e Ar _ or. =
fende ol 3 T W aw’ iR u av’ s av ov’

(a) Refiriendose al Problema 85, demostrar que el elemento de superficie estd dado por dS = \/ EG — F? du dbv.
(h) Deducir de (a) que el drea de una superficie r = rfi, r) es ‘-r VEG— F*dudv.

i : dr . dr ar or 1 :
R — =
[Sugerencla plicar |a 'e av! \/(au ) (,‘m = y luego la identidad .

(AxB)*(CXxD) = (A-C){B-D) — (A+D)(B-C).

(¢) Demostrar que r = gsenucosri + asenusenvj + ecosu, 0 S u <m0 < v < 20 representa una esfera
de radio 4. (h) Mediante el Problema 86, mostrar que ¢l drea de la superficie de esta esfera es 4na?,

Con el resultado del Problema 34 obtener div A en (a) coordenadas cilindricas y (b} coordenadas esléricas, Vease
pagina 142,
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Capitulo 11

Series
CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE SERIES
Sea la serie
nz:u.. = Wt U+ U+ ... (1)
y considérese la sucesion de sumas parciales de la serie §,, S,;, 85, ... con
Si=u, Se=wtuy Si=wtustu, ..., ST wmtat..otu, (2)
Si esta sucesion es convergente, esto es, si existe un nimerc S tal que “11.12 S, = S, la serie (/) se dice

convergente y S se llama suma de dicha serie. Si no existe lim S, la serie es divergente. (Comparar con

el Capitulo 3, pagina 43). Suele abreviarse la serie (/) escribiendo Zu, y el simbolo u, es €l término
n-ésimo de la serie.

Ejemplo 1: ; % = 21, + 2—1, + --+. Aqui S, = suma de los primeros » términos = 1 — > (Proble-

ma 25, Capitulo 3). Entonces, como lim ( 1 — %) = 1, la serie es convergente y tiene suma
S s l‘ L -]

Ejemplo 2: 3 (—1)»* = 1—-14+1—1+ .. Aqui§,= 00 1, segin que » sca par o impar. Luego

nm]

lim S, no existe y la serie es divergente.

n~x

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS SERIES
1. Si Zu, converge, lim u, = 0 (véase Prob. 26, Cap. 3). Pero la reciproca no es necesariamente
cierta, o sea, que si lim u, = 0, Zu, puede ser o no convergente. Se deduce que si el término

n-ésimo de una serie no tiende a cero, la serie es divergente.

2. La multiplicacién de cada término de una serie por una constante distinta de cero no'afecta
la convergencia o divergencia.

3. La supresién (o adicién) de un nimero finito de términos en una serie no afecta su convergen-
cia o divergencia.

SERIES ESPECIALES
1. Serie geométrica. > ar"~! = a+ar+ar®+ ..., siendo a y r constantes, converge hacia
n=1

a(!—r"}
1 —r

§= 1 51 |r] < 1ydivergesi |r| 2 1. La suma de los n primeros términos s S,
(Problema 25, Capitulo 3).
224
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2. La serie p. % = % + 211 + 31.]1.

verge para p < 1. La serie con p = | es la llamada serie armonica.

+ ... siendo p una constante, converge para p > 1 y di-

n=1

CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE SERIES DE CONSTANTES

1. Criterio de comparacion para series de términos no negativos.
(a) Convergencia. Sea v, 2 0 para todo n > N y supdngase que Zv, converge. Entonces,
si 0 £ u, = v, para todo n > N, Zu, también converge. Notese que n > N significa de
un cierto término en wdelante. A menudo es N = 1.

1

Ejemplo: Como S

1 1 1 i
=5 Y 2—2: converge EzT_TT también converge.
(b) Divergencia. Sea v, = 0 para todo n > N y supdngase que Zt, es divergente. Enton-
ces, st u, = v, para todo » > N, Zu, también es divergente.

1 i -
Ejemplo: Como —— >+ y o diverge =X ——

también diverge.
Ina " m s w=e Inm

2. Criterio del cociente para series de términos no negativos.

(@) Siwu,=20yup, Z0ysilim ? = A # 00 =, entonces Ty, y Zr,, o ambos convergen o
ambos divergen. #2055
by Si A =0 en (a) y Zv, converge, Zu, converge.

(¢) Si A'= 0 en (a) y Zv, diverge, Zu, diverge.

Este criterio se relaciona con el de comparacion y es un sustituto muy 1til del mismo con
frecuencia. En particular, tomando v, = 1/n” se tiene, por lo que se sabe de la serie p, que

Teorema 1. See lim nu, = A. Entonces,

n=+om

(i) Zu, converge si p> 1y A es finito
(if) Zu, diverge si p = 1y 4 # 0 (4 puede ser infinito).

Ejemplos: 1. Eg,m;’—;_2 converge puesto que lim »®» Lo l.

M-z 4
Inn y " el e
2. X = diverge puesto que }Lnl n i

3. Criterio integral para series de términos no negativos.
Si f(x) es positiva, continua y monotona decreciente para x 2 N y tal que f(n) = u,,

n=NN+I,N+2 ..., Eu, es convergente o divergente segin que f f(x)dx =

M
lim f(x) dx sea convergente o divergente. En particular se puede tener N = 1 como sue-

M=r= X

le hacerse.

)

m ¢
1 ; . e et L
Ejemplo: ‘%F converge puesto que JE:}O J: T lim { 1 M) existe.

M s

4. Criterio para series alternas. Serie alterna es aquella cuyos términos son alternativamente
positivos y negativos. :
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Una serie alterna converge si se cumplen las dos condiciones siguientes (véase Problema 15).

(@) [tn+1] = (e paranz1l

() limu,=0 (o limfu|=0)
- o
= 1yt - —1ymt
Ejemplo:  Para la serie 1—_§+ I—1+4+1—... = E:( ?: se tiene U, = %,
ha] = %, [2tn+1] = T-L-h Luego para nZ 1, |ua.i| = |ud. También lim Jua| = 0.

De donde la serie converge.

Teorema 2.

El error numérico que se comete al omilir en una sefic alterna convergente que cumple las condi-
ciones (a) y (h) los términos que siguen a un dado es menor que ¢l valor absoluto del término siguiente

a este.

Ejemplo: Si se corta la serie en el cuarto término en la serie 1 — 3 + 4 — 3 + 4 — - -+, el error cometido

es menor que + = 0,2,

5. Convergencia absoluta y convergencia condicional. La serie Zu, se dice absolutamente con-
vergente si T|u,| es convergente. Si Zu, converge, pero Z|u,| diverge, la Zu, se dice condicional-
v mente convergente.

Teorema 3.
Si Z}u,,| converge, L, converge. Es decir, que una serie absolutamente convergente es convergen-
te (véase Problema 17).

1 1 1 1 1 1

Ejemplo 1: gt e + 7 + P B absolutamente convergente y, por tanto, es Conver-
1 1 1
gente, ya que la serie de valores absolutos = + 57 + 32 + pEy + -+ - converge.

=] . ] 1 : 3 1
Ejemplo 2: 1—§+§—E+---converge,pem]+§+§+z+-~d1verge.Asr,pucs,1—§+§—

1 4
1 + -+ - es condicionalmente convergente.

Cualquiera de los criterios utilizados para series de términos no negativos se puede uti-
lizar para estudiar la convergencia absoluta.

WUn+1

n

6. Criterio del cociente. Sea lim = L. Entonces la serie Zu,

=@

(@) converge (absolutamente) si L < 1
(b) diverge si L > 1.

Si L =1 el criterio falla.

7. Criterio de la raiz a-ésima. Sea lim {’/ I_u:| = L. Entonces la serie¢ Zu,

(a) converge (absolutamente) si L < 1
(b) diverge si L > 1.
Si L =1 el criterio falla.

>= L. Entonces la serie Zu,

8. Criterio de Raabe. Sca lim n(l = ‘M

R 'li.n
(a) converge (absolutamente) si L > 1
k) diverge o converge condicionalmente si L < 1.
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Si L = 1 el criterio falla.
Este criterio se suele utilizar cuando falla el criterio del cociente.

L

it .| Un Cn
9. Criterio de Gauss. Si |—'| = 1 — -+, con |c| < P para todo » > N, entonces la

n
serie Zu,
(@) converge (absolutamente) si L > 1

(h) diverge o converge condicionalmente si L < 1.

Este criterio se suele usar cuando falla el de Raabe.

TEOREMAS SOBRE SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

Teorema 4.

Los términos de una serie absolutamente convergente se pueden reagrupar en cualquier orden,
y todas las series asi resultantes son convergentes hacia la misma suma. Pero si los términos de una serie
condicionalmente convergente se reagrupan en forma conveniente, la serie que resulta puede ser diver-
gente o convergente hacia cualquier suma que se desee (véase Problema 76).

Teorema 5.

La suma, diferencia y producto de dos series absolutamente convergentes es absolutamente con-
vergente. Las operaciones se pueden realizar tal como para sumas finitas.

SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES
CONVERGENCIA UNIFORME

Sea {u,(x)}, n = 1,2, 3, ... una sucesion de funciones definidas en [a, #]. La sucesién se dice con-
verger hacia F(x) o que tiene el limite F(x) en [a, b], si para tedo € > 0 y cada x de [a, ] se puede
encontrar un N > 0 tal que |u,(x) — F(x)| < e paratodon > N. En tal caso se escribe lim w,(x) = F(x).

El nimero N puede o no depender de x al tiempo que de €. Si depende solamente de e y no de x,
la sucesién se dice uniformemente convergente hacia F(x) en [a, b] o uniformemente convergente
en [a,b]. :

La serie de funciones

Zun(x) = wi(x) + ua(x) + wua(x) + ... (3)

se dice convergente en [a, b] si la sucesién de sumas parciales {S,(x)}, n = 1,2,3, ..., con S,(x) =
uy(x) + uy(x) + -+ - + u,(x), es convergente en [a, b]. Se escribe entonces lim S,(x) = S(x) y se dice
ol

que S(x) es la suma de la serie.

Se sigue que Zu,(x) converge hacia S(x) en [a, b] si para todo € > 0 y cada x de [a, 5] se puede
hallar un N > 0 tal que |S,(x) — S(x)| < € para todo # > N. Si N depende solamente de ¢ y no de x,
la serie se llama uniformemente convergente en [a, b). :

Como S(x) — S,(x) = R,(x) es el resto después de n términos, se puede decir también que Zu,(x)
es uniformemente convergente en [a, b] si para todo € > 0 se puede hallar un N que depende de ¢, pero
no de x tal que |R,(x)| < e para todo n> N y todo x de [a, b].
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Pueden modificarse estas definiciones para incluir otros intervalos distintos del @ £ x £ b tales
como a < x < b, etc.

El dominio de convergencia (absoluta o uniforme) de una serie es el conjunto de valores de x para
los cuales la serie de funciones converge (absoluta o uniformemente).

CRITERIOS ESPECIALES PARA CONVERGENCIA UNIFORME DE SERIES

1. Criterio M de Weierstrass. Si existe una sucesién de constantes positivas M, M,, M, ...
tales que en un cierto intervalo

(@) |ua(x)] = M. n=1,2,3, ...
(b) =M. converge
entonces Zu,(x) es uniforme y absolutamente convergente en el intervalo.

CO3 NX
7!!

i

o
Ejemplo: = (-034 es uniforme y absolutamente convergente en [0, 2n] puesto que l
T

2=1

1
oY

1
E? converge
Este criterio da una condicién suficiente pero no necesaria de convergencia uniforme,
es decir, que una serie puede ser uniformemente convergente aunque no sea aplicable el criterio.

Se podria creer, en vista de este criterio, que una serie uniformemente convergente debe
ser absolutamente convergente y reciprocamente. Pero las dos propiedades son independien-
tes, o sea, que una serie puede ser convergente uniformemente sin serlo absoluta y recipro-
camente. Véanse Problemas 30, 123.

2. Criterio de Dirichlet. Supdngase que

(a) la sucesion {a,} es mondtona decreciente, siendo sus términos constantes positivas que
tienen cero por limite,
(b) existe una constante P tal que para a S x £ b

[ @1 () + u2(2) + .- - +ta(x)| < P para todo n> N.
Entonces la serie
aru(x) + azua(x) + ... = ia“uﬂ(x]
=1

es uniformemente convergente en a £ x < 5.

[iA

TEOREMAS SOBRE SERIES UNIFORMEMENTE CONVERGENTES

Si una serie de funciones es uniformemente convergente tiene muchas de las propiedades de las
sumas finitas de funciones, como se indica en los teoremas que siguen.

Teorema 6.

Si {ufx)}, n =123, ... son continuas en [a, b] y si Zu,(x) converge uniformements hacia la
suma S(x)} en [a, 6], entonces S(x) es continua en [a, b].

Es decir, que una serie uniformemente convergente de tunciones continuas es una funcién con-

tinua, resultado que suele utilizarse para demostrar que una serie dada no ¢s uniformemente conver-
gente haciendo ver que la funcién suma S(x) es discontinua en algin punto (véase Problema 30).
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En particular, si x, estd en [a, b], el teorema dice que

lim i ua(x) = i lim un{x) = iun{mo)

T=Ip n=1 a=1IT=rIp a=1

habiendo de usarse el limite a la derecha o a la izquierda si el punto x, es un extremo de [a, &].

Teorema 7.

Si {u,(x)}, n=1,2,3, ... son continuas en [a. 5] y si Zu,(x) converge uniformemente hacia la
suma S(x) en [a, b], entonces

be(x)dx = g:lfhu,.(x)dx | (4)

a

f b{,g& “”(x}}d‘“ =2 nglf:%-(x)dx (5)

a

Dicho brevemente, una serie uniformemente convergente de funciones continuas se puede inte-
grar término a término.

Teorema 8.
Si {u,(x)}. n =1,2,3, ... son continuas y tienen derivadas continuas en [g, b] y si Zu,(x) con-
verge hacia S(x) en tanto que Zu,(x) es uniformemente convergente en [a, b], entonces, en [a, &]
AS"(:I:) = Z{u:‘(x} (6')
o W=
dj& = d :
%{%“"(“‘?} = Zaz @ o

Esto da las condiciones bajo las cuales una serie se puede derivar término a término.
Teoremas parecidos a los anteriores se pueden enunciar para sucesiones. Por gjemplo, si {u,(x)},

n=1,2.3, ... es uniformemente convergente en [a, b], entonces
dr ]
lim wilxlde = lim . (x) dz (8)
neswmoad a M=

que es el andlogo del Teorema 7.

SERIES DE POTENCIAS, Una serie de la forma

=
s + ot F ag:c2 = = 2 Aa2” (9)
n=0
donde a,, a;, as, ... son constantes, se llama serie de porencias de x. Es a menudo conveniente abre-
o 1 2

viar tal serie (9) en la forma Za,x".

En general, una serie de potencias converge para |x| < R y diverge para [x| > R, siendo la cons-
tante R el llamado radio de convergencia de la serie. Para |x| = R, la serie puede ser o no convergente.

El intervalo |x| < R o —R < x < R, que puede incluir los extremos, se llama intervalo de con-
vergencia de la seric. Si bien el criterio del cociente suele indicar este intervalo, puede muy bien fallar
y entonces hay que valerse de otros criterios (véase Problema 22).

Los dos casos especiales R = 0 y R = oo también pueden darse. En el primer caso la serie con-
verge solo para x = 0, y en el segundo caso converge para todo x, lo que se puede escribir —o0 < x < w
(véase Problema 25). Cuando se habla de una seric de potencias convergente se supong, si no se indi-
ca otra cosa, que R > 0.

Parccidas observaciones valen para una seric de potencias de la forma (9), donde x se cambia
por (x — a).
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TEOREMAS SOBRE SERIES DE POTENCIAS

Teorema 9.
Una serie de polencias converge uniformemente y también absolutamente en todo intervalo que
sea interior al intervalo de convergencia,

Teorema 10.

Una serie de potencias se puede derivar o integrar término a término en un intervalo que sea inte-
rior al intervalo de convergencia. Asimismo, la suma de una serie de potencias convergente es conti-
nua en todo intervalo interior a su intervalo de convergencia.

Esto se deduce inmediatamente de]l Teorema 9 y de los teoremas sobre series uniformemente con-
vergentes de las paginas 228 y 229, Los resultados se pueden generalizar para incluir los extremos del
intervalo de convergencia mediante los teoremas siguientes.

Teorema 11. Teorema de Abel.
Si una serie de polencias converge incluso en un extremo de su intervalo de convergencia, el inter-
valo de convergencia uniforme se extiende también hasta incluir este extremo. Véase Problema 42.

Teorema 12. Teorema del limite de Abel.

Si E @, "™ €5 convergente en x = x5, que puede ser un punto interior o un extremo del intervalo
H=0

de convergencia, entonces

lim{ Yaer!l = Pllimaart = 3 aax] (10)
]

I= Iy |'n= =0 IT=*Iy n=0

Si x, es un extremo hay que escribir x — x,+ 0 bien x — x,— en (I0), segun que Xy sea extremo
izquierdo o derecho.

Esto es consecuencia inmediata del Teorema 11 y del Teorema 6 sobre la continuidad de sumas de
series uniformemente convergentes.

OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS

En los teoremas que siguen se supone que todas las series de potencias son convergentes en un cier-
to intervalo.
Teorema 13.

Dos series de potencias se pueden sumar o restar término a término para cada valor de x comun
a sus intervalos de convergencia.
Teorema 14.

Dos series de potencias, por gjemplo. > a.2" y 3 buz", se pueden multiplicar para ob-

= n=0

=0

tener chx“ donde

n=n

en = @obu + d1ba—1 + @uba—z + ... + anbo (11)

resultado que es vilido para todo x del intervalo comiin de convergencia.

Teorema 15.

Si la serie de potencias 3 anx™,se divide por la serie de potencias £b_x", siendo by # 0, el cocien-
=

te se puede escribir como serie de potencias convergente para valores de x suficientemente pequefios.
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Teorema 16.
Siy= zanx" sustituyendo z = 2 bxy" se pueden obtener los coeficientes b, en funcion
n=10 a=0

de los a,, proceso que se suele llamar inversion de la serie,

DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DE POTENCIAS

Supéngase que f(x) y sus derivadas S, £(x), L, f"(x) son continuas en el intervalo cerra-
doa = x £ by que f"*)(x) existe en el intervalo abierto g < x < b. Entonces, como ya se vio en ca-
pitulos precedentes (véanse paginas 61 y 93],

7] {n)
fe) = @+ re—o + Hle—ar+ . 4 D@0 gy p gy
donde R,, el resto, estd dada en una de las formas
R L‘”@(x =yl (forma de Lagrange) (13)
£ (n+1)!
_- ffn+1)(£) el
R, = i (@—8"(x—a) (forma de Cauchy) (14)

donde &, que estd entre o Y x, es en general diferente en las dos formas.
Al cambiar #, ¢ cambia también en general. Si para todo x y £ en [a, #] se tiene lim R, = 0, (12)
se puede escribir entonces ™

H2) = fl@) + Plo)z—a) + fz(la) (z—a)? + f—gf({ﬂ(x —a)P + ... (15)
que ¢s la llamada serie o desarrollo de Taylor de la funcién f(x). En caso de que a = 0, se la suele lla-
mar serie o desarrolle de Maclaurin de la funcién Jf(x). Para problemas sobre estos desarrollos, véase
también Capitulo 6. ;

Se podria creer que si existen todas las derivadas de f(x) en x = a, el desarrollo (13) seria siempre
vilido. Pero esto no es necesariamente asi, pues si bien puede obtenerse Jormalmente la serie del segun-
do miembro de (15), 1a serie resultante puede no converger hacia f(x). Para un gjemplo de esto véase
el Problema 104.

Las condiciones precisas bajo las cuales converge la seric hacia f(x) se obtienen del mejor modo
por procedimientos de Ia teoria de funciones de variable compleja. Véase Capitulo 17.

ALGUNAS SERIES DE POTENCIAS IMPORTANTES

En la prictica se utilizan frecuentemente las series siguientes, que convergen hacia la funcién in-
dicada en los intervalos dados.

1. senzx = 2 2 o, il
. =z a7 =+ T ﬂ-'i- (-—1) w + .. —wCr<w
2 ﬁ x-{ xﬁ ; g 3:3"_2
2. cosz 1—2I+1_!—ﬁ+...(_1} lm___zﬁJr_ —wCE <o
- 2 z3 pn—1
3. e = 1+x+~2—! *ﬁ"' +m)—!+ —w <y
2 3 4 n
4. L it Aotk e e
In|1+ g 2 gt R G ¥ s ler=1
1+ » . xk z7 gin—1
5. }1 Il_x[- 3‘{‘3—‘}'—5‘ 7"‘ +2_‘?;?I+”' -1<x<1
3 5 T 2n—1
te~ ! = ._.1'_ E._,i =1 L s
6. gz x gt 35 7o+ (1) ‘2n_1 s —1=x2=1
7. (142 =1+ px + ____?J(?J—-l)xz F oo + p(p—l}...(p—n+1)“' £

2! n!
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Esta es la serie hinémica.

(@) Si p es un namero natural o cero, la serie termina ¥ &5 un polinomio.

(6) Si p > 0, pero no entero, la serie converge (absolutamente) para —1 < x < 1.
(¢} Si —1 <p <0, la serie converge para —1 < x < 1.

(d) Sip= —1, la serie converge para —1 < x < 1.

Para todo p la serie converge ciertamente si —1 < v < 1.

TEMAS ESPECIALES

1. Funciones definidas por series son con frecuencia atiles en las aplicaciones y suelen pre-
sentarse como soluciones de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, la funcion definida por

; i 2y a A Sl st weiecindhy
i- Jol) = g {1 T3+ T 24T 9B T a) 51 (26)
: 1 ol (_I)rx(xfz)p-i-&n
' ST (n+p)!
2 ¥

por eso funcion de Bessel de orden p. Véanse Problemas 46, 106-109.
De la misma manera, la funcién hipergeométrica

= e RO a-b ala+1)b(h+1)
BN F ) b B e T

o=k gy (17)

€s una solucién de la ecuacion diferencial de Gauss x(1 — W {e=la+h+ l)xly —aby=0.

Estas funciones tienen muchas importantes propiedades.

2. Series de términos complejos, vy cn éspecial series de potencias de la forma > @.z", donde
n=q
Z =X+ iy ¥ a, puede ser complejo, pueden tratarse de manera andloga a como se hace con
las series reales.
Estas series de potencias convergen para |z] < R, osea, enel interior de un circulo de convergencia
x* + p? = R? siendo R el radio de convergencia (si la serie converge solamente para z = 0,
se dice que el radic de convergencia R es cero; si converge para todo z, se dice que ¢l radio de
convergencia es infinito). En el contorno de este circulo, esto es, para |z2] = R, 1a serie puede
ser 0 no convergente dependiendo del valor particular z. 5
Notese que para y = 0 el circulo de convergencia se reduce al intervalo de convergencia
de las series de potencias reales. Una mejor comprension del comportamiento de las series
de potencias se obtiene utilizando la teoria de funciones de variable compleja (véase Capitulo 17).

i es una solucion de la ecuacidn diferencial de Bessel x2y” + xy' + (x* — p*)p = 0 y se llama

3. Series de funciones de dos (o mis) variables, tales como la Y %, (2, ) se pueden tratar de
n=1

manera parecida a la de las series en una variable. En particular, se puede estudiar el caso de
las series de potencias en x y »r de la forma

Too + (@w® + any) + (az02® + anay + Toz¥%) + ... (18)

utilizande dobles subindices para las constantes. Como para una variable, se pueden desarro-
llar funciones apropiadas de x Y ¥ en series de potencias semejantes utilizando los resultados
del Capitulo 6, pagina 109, y demostrando que el residuo R, — 0 para n — . En general,
tales series de potencias convergen dentro de una region rectangular x| < 4, |y| < By po-
siblemente en el contorno.
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Series dobles. Considérese el cuadro de nimeros (o funciones)

Ui Uiz Uis
Uz Uzz Yoz ...
Har Uza Uaa ...,

n i

Sea Sun = 2 Y up, la suma de los elementos de las primeras m filas y primeras n colum-
p=ig=1

nas de este cuadro. Si existe un nomero S tal que lim S,, — S se dice que la serie doble

IE5s i
> > uyq converge hacia la suma S; si no, que diverge.

p=1ua=1

Las definiciones y teoremas para series dobles son muy parecidos a los de las series ya
consideradas.

Productos infinitos. Sca P,= (1 + u;)(1 + u,)(1 + u3) - (1 + u,) denotado por [] (1 +ux)
k=1

donde se supone que # # —1, k=1,2,3, .... 8i existe un numero P # 0 tal que
lim P, = P, sedicequeel producto infinito (1 + uy)(1 + u,)(1 + u3) ... = [] (1 +w),0breve-
o k=1

mente TI(1 + w,) converge hacia P; si no es asi, que diverge.

Si II(1 + |u,‘[) converge se dice que el producto infinito II(1 + w,) es absolutamente con-
vergente. Se puede demostrar que un producio infinito absolutamente convergente converge
siempre y que los factores se pueden entonces reagrupar sin afectar el resultado.

Los teoremas acerca de los productos infinitos pueden a menudo (tomando logaritmos)
hacerse depender de los teoremas sobre series. Asi, por ejemplo, se tiene el

Teorema. Una condicidn necesaria y suficiente para que I{1 + %) converja absolutamen-
te es que Zu, converja absolutamente.

Sumabilidad. Sean §,, S,, S;,... las sumas parciales de una serie divergente Zu,. Si la su-
cesion'S,, SlZSZ, 51 +S; +Sa, ... {que se forma tomando las medias aritméticas de los

primeros n términos de S, S5, S,, . . .) converge hacia S se dice que la seric Zu, es sumable
en sentido de Cesaro, o C-1 sumable hacia S (véase Problema 51).
Si Zu, converge hacia S, el método de Cesaro da también el resultado S. Por esto se dice

que el método de Cesaro es un método regular de sumabilidad. Si+ 8,
Si el limite de Cesaro no existe puede aplicarse la misma técnica a la sucesién Sy, 3
Si+8:4+ 85

, ++.. Si¢l limite C-1 de esta sucesion existe y es igual a § se dice que Ty, con-

3

verge hacia S en el sentido de C-2. El proceso se puese continuar indefinidamente.

Series asintoticas. Considérense las series
= a az Un
S(x) = By + ok Se o b m b (19)

y supodngase que
s LT Be ol
Sa(#) = @+ 4+ g+ .+ 0 w=012., (20)

son las sumas parciales de esta serie.
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St R(x) = f(x) — S,(x) con f(x) dada es tal que para todo n
lim z*Ra(z) = 0

lof ==
se dice que S(x) es un desarrollo asintdtico de f(x) y se denota esto escribiendo f(x) ~ S(x).
De hecho la serie (/9) es divergente, pero tomando la suma de términos sucesivos de la
serie hasta el punto preciso en que los términos comienzan a crecer puede obtenerse una apro-
ximacién util de f(x).
Hay varias operaciones permisibles con series asintoticas. Se pueden multiplicar entre si,
por ejemplo, o bien integrarlas término a término obteniéndose asi otra serie asiatdtica.

Problemas resueltos

CONYERGENCIA Y DIVERGENCIA DE SERIES DE CONSTANTES

1 1 1 = y
e B LS £ T B A (72“1) converge y (b) hallar
su suma.
SR Ll St A ST N e Sl
Y = Em—DeEa+D 2 (2n Ay e 1) - Entonces

= ; = /1 1y, 171 1 iy 0 it
Sa = Wttt o U = (1 3)+2(3 5)+"'+2Czn—1 21’1-}-1)
1
§+

101 iRy Sl il |
pieTait g 2n+1) ¥ 2(1 2n+1>

la serie converge y su suma es 3.

=

1 1 =
Lobatimmsdsaln z(l —'2-?-1_—7-_1> =3

La serie suele llamarse telescdpica ya que los términos de S,, distintos del primero y el ultimo, se cancelan
por pares.

2. (a) Demostrar que % + (3)®2+ (3)? f: n  converge y (b) hallar su suma.
Sa = F+E+HEE -+ E)
#8. = 7+ @+ -+ F)+ E
Sustraer: 45, = £ — (" o S. = 2{1— (%"}

Como lim S. = hm 2{1 — (3)"} = 2, la seric converge y su suma es 2.

e m

Otro método: Seaq = 3, r = % enel Problema 25 del Capitulo 3; la suma esentonces a/{1 — r) = 3/(1 — ) = 2.

- n ;
3. Demostrar que la serie § +3+§++2+ ... = 2n+1 diverge.
n=1
Elnl #n = lim ﬁ-f = 1. - Luego por el Problema 26, Capitulo 3, la serie es divergente.
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4. Mostrar que la serie de término n-ésimo u, = ./n + | — ﬁ es divergente, aunque lim u, = 0.
Lol )

Que lim w, = 0 se deduce del Problema 14(c), Capitulo 3.

Ao

Ahora S. = wi+mt o dun = (VE—VD+VI-VD+ -+ (n+1 —Va) = Vati—+1.
Luego S, aumenta indefinidamente y la serie diverge.
Este problema muestra que lim u, = 0 es condicidn necesaria, pero no suficiente, para la comvergencia de
= m
Zu,. Veéase también Problema 6.

CRITERIO DE COMPARACION Y CRITERIO DEL COCIENTE

5.

6.

Si0=u, Zv,n=123,...ysi Zv, converge, demostrar que T, también eonverge (es decir,
demostrar el criterio de comparacién para la convergencia).

Sea S, =wy +ug+ - +u, T,=v;+0, 4+ + o,
Como Ev, converge, el lim T, existe y es igual a T, por ejemplo. Y como v, = 0, T.= T
Luego S, =w; +up + -+, Sv,+ o+ -+, T 0o 055, =T

Asi, pues, §, es una sucesién mondtona creciente y acotada y, pot tanto, tieme limite (Capitwlo 3), o sea, que
Zu, converge.

Mediante el criterio de comparacién demostrar que 1+ 4+ 4+ ... = i% diverge.
a=]
Se tiene 1 3
i+ =2 i+i =1
triti+tr 2 pritit g =4
ittt 2 L4+ A+ o+ b (8 térmimos) = §

etcétera. De modo que cualquiera que sea el nimero de términos,

Iy

1+ G+ +G+3+3+P+ - = F+§+3+

Como el segundo miembro se puede hacer mayor que cualquier nimero positivo tomando suficientes srminos,
la serie dada diverge.

o=
Por métodos parecidos al aqui utilizado se puede demostrar que $ -};, siendo p una constante, diverge si
"

P =1y converge si p > 1. Esto también se puede demostrar de otras maneras [véase Problema 13(a)].

A : : ’ < Inn
Examinar la convergencia o divergencia de EW_I
A=l =
1 .1 ; Inn .w_1
Como Inn<m vy B ar Selene oo = 5=

Entonces la serie dada converge, ya que 3 l! converge.
a=1MN

- ! :
Sean u, y v, positivos ambos. Si lim " = constante 4 # 0, demostrar que Zu, converge o diverge
a—+m Yy

segin que lo haga o no Zu,.
Por hipotesis, dado € > 0 se puede clegir un entero N tal que l%—AF e para todo n > N. Luego para
n=N+1,N+2... 2

—¢<?—A<e o (A= evn < #a < (A4 va (#3)

Sumando de N + 1 a oo (mds precisamente, de ¥ + 1 a M, y haciendo luego M — o),

-9 3w = é} S A é v )
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No se pierde generalidad suponiendo A — e > 0. Entonces, por ¢l segundo miembro de la desigualdad (2),

Tu, converge si lo hace Zv,. Por el primer miembro de la desigualdad (2), Zu, diverge si lo hace Zu,. Para los
casos 4 = 0 0 4 = o0, véase Problema 62.

= 4n?— Z Inn
Estudiar la convergerncia de: (a) Z&i-’-—s—, (b) E ;?:;\/— (¢) 2 n2n+3.

= ni42n
dnt —n+3 : 4 4 dn* —n+ 3 4
{a) Para n elevado, e es aproximadamente b e Tomando u, = S y o, = = se

; .u
tiene lim — = 1.
= Ue
Como Zv, = 4% 1/n diverge, Zu, también diverge segiin el Problema 8.
Obsérvese que al considerar ¢l comportamiento de u, para n grande se trata de obtener una serie v,

apropiada para comparacidon. También se hubiera podido temar v, = 1/n.

2 -
Otro método: lim n(%) = 4. Luego, por el Teorema 1, pdgina 225, la serie es divergente.

e o

n+ /n n
b) Para n grande, w, = ——— es aproximadamente v, = ——5 = ——*
©) £ 2 — | i 20 2n?

Como lim By Yy 2t = %E% converge (p serie con p = 2), la seric dada converge.

3 : = 1 — .
Otro método: lim n’(;’ns Yf) = g- Entonces por el Teorema 1, pigina 225, la seric converge.
(¢) lim n*”( In ﬂ lim n””(ln n) lim L— = 0 (porla regla de L'Hopital u otro método).

Luego por el Teorema 1 con p = 3/2 la serie converge.
nn n 1
= < o pero nada se puede concluir puesto

Obsérvese que el método del Problema 6(a) da
que Z 1/n diverge.

Estudiar la convergencia de (a) 2 e S Scna(?l_t)
n=1 n=1

{a) lim %™ = 0 por la regla de L'Hopital u otro método). Luego por el Teorema I con p = 2 la serie

CONVETrge.

(6) Para n grande, sen (I/n) es aproximadamente 1/n. Esto lleva a considerar
lim ﬁ,ﬂsena< ) {Se“ (1;“‘-“-‘-_1}

de donde se deduce, por €l Teorema 1 con p = 3, que la serie dada converge.

CRITERIO INTEGRAL

11.

Demostrar el criterio integral (y¢ase pdgina 225).

Se demuestra aqui tomando N = 1. Se hacen facilmente modificaciones si N > 1.
Por la monotonia de f(x) se tiene

w1 = fin+1) = flz) = fn) = ua n=123,...

Integrando de x =n a x =n + 1, por la Propiedad 7, pagina 81,

Hy+1 = f fle)de = wu. e P L
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13.

Sumando de n=1a M — 1,

Uzttt T ouy,

=
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1A

E wmt et oo+ Uy, (1)

Si f(x) es estrictamente decreciente se pueden omitir los signos de igualdad en (f).

M
Si ;}im f f(x) dz existe y es jgual a §, se ve por la desigualdad de la izquierdaen (1) que u; + ttz + -+ -
- 1

+ uy €5 mondtona creciente y acotada superiormente o mayorada por S, de modo que Zu, converge.

M
Si Jim f fl®)dz no es acotado, se ve por la desigualdad de la derecha en (1 ) que Zu, diverge.
Merm J

Queda completa la demostracion.

Ilustrar geométricamente la demostracién en
el Problema 11.

Geomeétricamente w, + uy + - + uy, es el
4rea total de los rectingulos sombreados en la Fi-
gura 11-1, mientras que #; + uy + - -+ + uy_, es

el drea total de los rectingulos sombreados y no
sombreados.

El drea bajo la curva y = f(x) de x =1 a
x = M tiene un valor intermedio entre las dos
areas anteriores, lo que ilustra el resultado (1) del
Problema 11.

Estudiar la convergencia de: (a) 2;1-1;, p = constante
1

(d) $ ne=",

{a} Considerar

1-p
Sip<i, Jm@;"_’;lz
e Lt
Sip=1, ‘J:M%:l‘ud—;:-:lnﬂl y
rie divergen.

Asi, pues, la serie converge si p > | y diverge si p <

; * nde :
Mim) ve = JnieEsll =
M
2 dx =
(e) mll.n}.u s Tlng —

% e

Mo’

o
(@) lim f ze~"dx = lim
Moo 1

pime M _ Mir—1

Fig. 111

® 2 s ©

1

3
=3
&

con Ea
L 1—13 >

e, con lo que la integral y, por tanto, la serie divergen.

—1—-, de modo que la integral y, por tanto, la serie convergen.

lim InM = =, vy la integral y, por consiguiente, la se-
Moo
=1

lim {4 In(M*+1) — +In2} = =« ylasere diverge.
Mo

Jim In(lnx)|} = Jim {In(InM) — In(In2)} = = yla serie diverge.

3 o —Miy -1 =
:}Tl {3e 1e7} ie y la serie converge.

Obsérvese que si la serie converge el valor de la integral correspondiente no esel mismo (en general)
del que tiene la suma de la serie. Pero la suma aproximada de una serie se puede obtener a menudo con
bastante aproximacion mediante integrales. Véase Problema 70.



238 SERIES [CAP. 11

™ - 1 1 =
o S el
14. Demostrar que 7 <"§l Zrilzts
Del Problema 11 se sigue que
e m (=22 (e e
n}.l.r.!:, ..§2ﬂ+1 = 1}.1.?:, J: 2T+ 1 = aEl_r.r.ln Eﬂt’%-l
= T v 1 T 5 ! se buscaba.
CSdGCIT, lgz;m <I‘< .§|ﬂ2+1, de donde 1 < El'ﬂo"{'l COmMO
C i Sl & X se obtiene, sumando ! a cada lado i b < L B
PO S o : : B Sl
Con lo que queda demostrado el resultado pedido.
SERIES ALTERNAS
15. Dada la serie alterna ¢, —a; + a3 —a; + ---con 0 < a,,, £ a, y lim a, = 0. Demostrar
n—+on

que {a) la serie converge, (b) el error cometido al cortarla en un término cualquiera no es mayor
que el valor absoluto del término siguiente.
(2) La suma de la serie hasta 2M términos es

S = (G—a) + (s —a) + -+ (e, — ay0)

=t — (@ —as) — (@i —as) — - — (@yy_y — Cope—1) — Qane
Como los vadores entre paréntesis no som negativos se tiene
S =0, S:ZES=Si=5%=. . =ESwm=a
Por tanto, {S;,} es una sucesién mondtona creciente y acotada y tiene emtonces limite S.
También, Sy 41 = Szu + dam+;-Como lim S,y = Sy lim ag5,4, = 0 (por hipétesis, lim a, = 0},
M—w M- A— o0
se sigue que lim S;y.; = lim Sy + lim a3, =S+ 0= 5.
M- Mg M-m
De modo que las sumas parciales de la serie tienden al limite S y la serie CORverge.
(b) El error cometido al cortar la suma em 2M términos es
(Gpuevs — Bapras) + (g — Bupny) + o0 = onry — (Buyay = Bypqy) — oon
¥ €S, pues, no negativo y menor o igual que a,,,,,, primer término omatido.
Asimismo, el error cometido tomando 2M + 1 términos es

@iz T (Gansg = Ggpepg) oo =  CAPE Ganeta) — (Bonsg — Ggpps) — -0

que €8 O POSilivo y MAYor que —dyu4a.

ac _1 At
16. (a) Demostrar que la serie > (2?1—-—1- converge. (b) Hallar ¢l méximo error que se comete apro-

n=1
ximando la suma por los primeros 8 términos y por los primeros 9 términos de la seric. (¢) {Cudn-
tos términos de la serie se necesitan para obtener un error que no exceda de 0,001 en valor absoluto?

= : ; . = (_1)n+| + e 1 =
) La serie es 1‘—-%—-‘1‘%—%"‘%“‘. Si MHu = ‘211—1, luegc Qe = 1“n| —m, Eni1 =
[n+a} = A e e R y puesto que lim L~ s sigue por el Problema 15(a)
‘T Int1 Znt+1 " 2n—1 a2 —1 !

que la serie converge.
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(6) Utilicense los resultados del Problema 15(5). Los primeros 8 términos dan entonces 1 — 3 + 4 — & +

5 — 1t + 13 — 15 ¥ ¢l error cometido es positivo sin exceder .
Asimismo, los pr}meros 9 términos 1 =% + 3 -2+ 3 — &% + & — L+ &y el error es negativo
y mayor o igual que — {4, es decir, que el error no excade dc 5 en valor absoluto.

(¢) El valor absoluto del error cometido suspendiendo la suma en M términos es menor que 1/(2M + 1), Para
obtener la aproximacion deseada ha de tenerse [/(2M + 1) < 0,001, de donde M = 499,5. De modo que
se necesitan por lo menos 500 términos.

CONVYERGENCIA ABSOLUTA Y CONVERGENCIA CONDICIONAL
17. Demostrar que una serie absolutamente convergente es convergente,
Dado que Z [u,| converge, hay que demostrar que Zu, converge.
Sea Su=witwe+..-+u, y Tu=lw|+|u|+:--4|u,l Entonces,

Su+ Tw = (u+|wl) + (a4 |wa]) + - + {2+ |#5])
2| + Zlua| + o0 4+ 2luy

[

Como E |u,| converge y puesto que u, + |u,| = 0, paran = 1,2, 3, ..., se sigue S, + Ty o5 una sucesién

monétona creciente acotada y que existe, por tanto, lm (S, + Ty)
M-

Y. asimismo, puesto que existe lim Ty (va que la seric es absolutamente convergente por hipdtesis),
M=o

lim Sx = Jim (SutTu—Tu) = Hm (Su+Tw) — lim T

M-y g
liene que existir también y queda demostrado lo dicho.

ny/1 seny/2 seny/3

18. Estudiar la convergencia de la serie scl o o + T

Como cada término es en valor absoluto menor o igual que el término correspondiente de la serie

Lz % 23 -+ .3.}_54_ ..., que converge, se sigue que la serie dada es absolutamente convergente y que, por tan-
to, es convergente por lo visto en el Problema 17.

19, Estudiar la convergencia y convergencia absoluta de:

= n—t o !’l—l A _1:1—12?!
o EETE o 35N o e

#ft=1 n=1

{a) La serie de valores absolutos es 3 n’ﬂﬁ que es divergente segtn el Problema 13(4). Luego la serie dada

no cs absolutamente convergente.

n+1

) "
Pero. sl gu = |t = —— F et = |tar] = —/—— Qat1 =an para todo
| 2ta ng_i_l ¥ +1 |2t +1] PR TUBEO Bntr p

#=Z1, ytambién lim a, = lim n’-i—l = 0. Luego por el Problema 15 la serie converge.

Come la serie converge, pero no es absolutamente convergente, es entonces condicionalmente conver-
gente.
: w 1
() La serie de valores absolutos es 3, -

SonIn®n’

x
Por el eriterio  integral esta serie converge o diverge segin gue lrm f 5 exista o no.
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AP dx du 1 dies ol
Si u=Ingx=, fxln’x f +c —-lnz+c.
1 1 1 . = .

= I — ——— ) = — v laintegral existe. Luego Ia converge.
Livego 1o ‘ xln’ Al (1n2 111M> T e el T it ge
Entonces, E (n_ll r: s converge absolutamente y asi converge.

n=2
Otro método:
Como 1 =l lim L - 0, se sigue, por el Problema 15(a), que
mFD I+ - e ¥ L almia T % ' :

la serie alterna dada converge. Para examinar su convergencia absoluta hay que proceder como antes,

; (—1y-!
(¢) Como lim u, # 0, con u, = 3
2" 5
lim u, # 0 basta con mostrar gue I:m Je| = ]im = # 0, lo cual se puede hacer por la regla de L'Hopital

n=x

u otro método apropiado [véase Problema 2][?})].

CRITERIO DEL COCIENTE
20. Demostrar el criterio de convergencia del cociente.

Considérese primero la serie #, + u, + 1y + - - - en que cada término es no negativo. Hay que demostrar

Hpi1

que si lim

n=m L]

= L < 1, entonces Zu, converge necesariamente,
Por hipdtesis, puede elegirse un entero & tal que para todo # = N, (4,4:/u,) < rcon L < r < 1. Luego

U+ = Tuy
Unty S Tlyi, < Thuy
Uyt < PUyi, < rluy
etcétera. Por suma,
gy T Uy, + o0 < uy(r+rt+ri4 ..

¥ entonces Ia serie dada converge segin el criterio de comparacidn puesto que 0 < r < 1.

Si la serie tiene términos de signos diferentes se considera |u,| + [u,| + Jus| + - - . Entonces, segin la

Un+1

demostracion anterior y el Problema 17, se tiene que lim

=

= L < 1, luego Zu, converge (absolutamente).

U H‘ = L >1 la serie Zu. djverge, pero si lim

n neto | Un

Andlogamente se puede demostrar que si lim

LI

= L =1 el criterio del cociente falla [véase Problema 21(c)].

o

21. Estudiar la convergencia de (a) i}n“e‘"’, (b) 'g}:%"z‘_‘?_‘", () 21 (‘;!12):11?3 :

(@) Aqui es u, = n*e™". Luego

i - . 4 1) g=tn+ 112 \ 4 —ialsan sy
T [Pl g (Ul e s ‘) f , = g bR
A | Un Ao n'e=n e nte-n?
s, 4 +
= lim (Eﬂ> et = lim (2ELY jim g-m1 = 1.0 = 0
Nt o0 " L " ]

Como 0 < 1, Ia serie converge.
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—3)r—19n
s st 2

{b) Aqui por Entonces,
= U+ i (_1)» 2|+1 - ﬂi iy : 21’&5 =
L m =Sy e T MmaTiy T2

Como 2 > 1, la serie diverge. Comparar con ¢l Problema 19{c).

n—1
(¢) Aqui u. = {;)fln Entonces,
o Jumer| (1)rn+1) n'+1 3 m+D+1)
hm ol = M ey AR Gionagm -

y el criterio del cociente falla. Utilizando otros criterios [véase Problema 19(a)], la seric resulta ser con-
vergente.

OTROS CRITERIOS

22. Estudiar la convergenciade 1 + 2r +r2 + 2/ + r* + 2" + -+ - con (a) r = 2/3, (b) r = —2/3,
(c) r = 4/3.

Wt

Aqui no es aplicable el criterio del cociente, pues -;' =2r] o 4lr| segin que n sea impar o par.

Pero utilizando el criterio de la raiz n-ésima se tiene
» V2l = V2|r| sinesimpar
V0| = 1 . .
Vil = I si n es par
Entonces lim Vfua = |r| (ya quelim 2¥* =1).
R 0 e ]

Asf si |r| < 1 la serie converge, vy si || > 1 la serie diverge.
Luego la serie converge en los casos (@) y (b) y diverge en el caso (c).

2 2 2 2
23. Estudiar laconvergenciade 1 1-4 1-4-7 1-4-7...(3n—2)
(3) +(3-6 T T Sl N T e

Ua+1

e O e B
= }gri ( e 3> = 1. Pero por el criterio de Raabe,

"

> = lim n{ = n+1>}
N ﬁ+3
y la serie converge,

2 2 .
24. Esludlarlaconveroenclade(l> +(; i) +<ljg> AT +<1_2i45—6(2_(£2;)_1}> S i

lim n(l - lm
A g - Un

2
Falla el criterio del cociente puesto que hm r"‘”i = lim g:i;) = 1, También falla el de Raabe, pues
b m
s Un+1 e _(2n+1 e
o “(1 P ) o 31‘3:,“{1 (2n+2)} i
Pero haciendo la division,
U+ 2n+1Y\ 1 5—4/n = 1 Cx
el SSRGS = S i g <
Un <2n+2> 4 n+ dn*+8n+4 n+ n? He |'='l P

de modo que la serie diverge segiin el criterio de Gauss.
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SERIES DE FUNCIONES

25. (Para qué valores de x convergen las series siguientes?

i xn—l P u 12.’.2:1—1 i | d 2
(i} 5 --—, c 7l ;t:—-o: "
( )ﬂzm.3n RZI 11 ()":I ( > (d) 25 .-1—1}
A=
@y w, = 3 Suponiendo x # 0 (si x = 0 la serie converge) se tiene
1i Uerr] _ o f I | lim L e = J=!
sow | #n | mew | Deal g | T T ROy 3

1

Luegola serie comverge si e < | v diverge si ]§| = 1. S:g = I, es deeir, st x = +3, ¢l criterio falla,

e ; ; S R (5 v
Si x = 3 la serie se convierte Elan = 5 E 5 que diverge.
n= o n=1
Six = —3 la serie se convierte }. e il = E g que converge.
ezl 8n H S n

Y el iniervalo de convergencia es —3 = x < 3. La serie diverge fucra de este intervalo.

Notese que la serie converge absolutamente para —3 < x < 3. Para x = —3 la serie eomverge condi-

cionalmente.
(h) Procédase como en la parte (@) con #. = ol en i Entonces
f 0 pi a ey :
i |2t etk sen I T ENS ) S 1
L S Em T EDat A En 1)t
o e (Zn—1)! i et s
S e e I sy & 0

Luego la seric converge (absolutamente) para todo v, es decir, el intervalo de convergencia (absoluta) es
—o < X,

1 o n+l
= fim AP g g,

nesm | wL{z—a)* Rt

(e) wa=mn!{r—al", lim “N']‘

L

Este limite es infinito si x # g, Entonces la serie converge solo para ¥ = a

nfxr— 1) _ (k1= 1y

{d) u. = En—1)" " T emiEnd 2 Entonces,
L Wa i | e+ DB D=1 _ ] {_\— |
,.ll.,c Un ‘ i ,j_.“il 2n{3n+2) S 2 '
Asi que lu serie converge para [v — 1] < 2 y diverge para [x—1>2
El criterio falla para |v - 1| = 2, es decir, x — 1 = #2 0 x =3y x = — 1.

Para v = 3 ld seric es E . que diverge puesio que cl término #-ésimo 1o thende a cero.

" t?r!

Pari v = —1 la serie es E = —1)™ 2 . que también diverge porgue el término n-ésimo no tiende a cero,
|

Asi. pucs, la serie converge solamente para le = 1| = 2 esdecir, =2 < x—1 <20 -1 <x<i
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26. Para qué valores de x convergen las series () zm( ik 2) (b) 2 m:‘_’:‘;—l)

1 (z+2 -l . 2n—1|z+2 [z+2] ..
- A = = »1.=2.
(@) ey 2n—1(w—1> Luegos Tinas|cl Hm 2n+1|:c-1‘ 3| = 8
: 2 x+2]
Luego la serie converge si < 1,diverge si l > 1,y el criterio falla si S 1,es
decir, x = —4.
Si x = 1 la serie diverge.
51 x = —2 la serie converge.
Si x = —% la serie es i Ia cual converge.

Asi, pues, la serie converge para ’f+2

|<1 #=—%y x = -2, es decir, para x £ -}

(b) El eriterio del cociente falla, pues lim |%2*1| = 1, on M. = ——1- Pero observan-
do que metoe | Un {z+n){z+n—1)
1 = B
(x+n)z+n—1) x+tn—1 2+ n

sevequesi x+0,—-1,—-2,.,,,—n,

Al 8 o 1 Sllcn sad ; T, e
B Wron & Fagy = (;: ¢+1>+<x+1 :\:+2> e :c-i—’n)

e O

T x xz+tn
y lim 8. = 1/x, siempreque x #0, —1, —2, =3, ...

Luego la serie converge para todo x excepto x =10, —1, —2, =3...., ¥ SU SUmu es 1/x.

CONVERGENCIA UNIFORME
27. Hallar el dominic de convergencia de (I — x) + x(1 — x) + x%(1 — x) + - - -.

Método 1:
Suma de los primeros n términos = S.(z) = (1—=2) + z(1—%) + 2 l—%) + ..o + 2 (1—a)
= l—wte—ata?— ) L F o — e
= 1 —:="

Sijz| <1, ler; Safz) = ,ELFI:) =y —F

Si [x] > 1, nllnl Sa(z) no existe

Sizx=1 S.x) =0 y Eir.r; Salx) =

Sie=-1, Sufz) = 1—(=1)* y }l.rr:o Sw(z) no existe.

Luego la serie converge para |¥| <1lyx=1 oseca, para —1 < x = 1.

Método 2, por el criterio del cociente.

La serie converge si x = 1. Si x ¢ 1 ¥y o, = ¥~ 1{1 — x). entonces lim

L

“t = lim fa].

LE]

T

Luego la serie converge si |x| < 1, diverge si [x| > |. El criterio falla si |x| = 1. 81 x = | la serie converge;
si x = —1 la serie diverge. Asi que la serie converge para —1 < x < 1.
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28. Estudiar la convergencia uniforme de las series del Problema 27 en el intervalo (a) —1 < x < 4,

B) —3=x=4 (c) —099=x=099 (d) -1<x<l () 0= x<2
(a) Por el Problema 27, S (x) =1 — x", S(x) = lim S,(x) =1 si —3 < x < I; luego la serie converge en
este intervalo. Se tiene R
Resto después de n términos = R,(x) = S(x} — S,(x) =1 — (1l = x") = x"

La serie es uniformemente convergente en el intervalo si dado cualquier e > 0 existe un N que depen-
de de € pero no de x. tal que |R,(x)| < e para todo n > N. Ahora bien,

In €

|R.x)| = |x"] = |x|" <€ cuando nln|x|<Ilne o n> ]
|,

pues al dividir por In |x| (que es negativo puesto que |x| < 1) cambia ¢l sentido de la desigualdad.
P i x| <3 Injx <o () In € Ine
ero si |x Jnjxl<ln)yns —— > ——

E: Inlx| " In@)

la serie es uniformemente convergente en el intervalo.

= N. Asi, pues, como N es independiente de x,

1 1
(b)) Enestecaso x| <z In|x|=ln(})yn> - 2 lnn(f)
2

In |x]

= N, asi que la serie es también uniformemente

bl

convergente en — < x

114

(¢} Un razonamiento parecido al anterior, con 0,99 en vez de { muestra que la serie es uniformemente con-
vergente en el intervalo —099 = x £ 0,99,

i 4 Ine
{d) Los razonamientos anteriores fallan en este caso, pues T |x| puede hacerse mayor que cualquier nimero
positivo sin mas que elegir |¥| suficientemente proximo a 1. Asi, pues, no existe y se deduce que la serie no
es uniformemente convergente en —1 < x < 1.

(e) Como la serie no es convergente en todo punto de este intervalo no puede converger uniformemente en &l

29. Discutir la continuidad de la funcién suma S(x) = lim S,(x) del Problema 27 para el intervalo
0=xg1. pEs

Si 0=2<1, S = lim S.(z) = lim (1—2") = 1.

Siz=1, S.(z}) =0 y S(z) =0.

1 s10=2<1

. y Six) es discontinua en x = 1, pero continua en todos los demas

Asi que S(z) = {

puntos de 0 = x < 1.

En el Problema 34 se demuestra que si una serie es uniformemente convergente en un intervalo la funcién
suma S(x) debe ser continua en el intervalo. Se deduce que si la funcidn suma no es continua en un intervalo
la serie no puede ser uniformemente convergente, lo cual sirve a menudo para demostrar la no uniformidad de
la convergencia de una serie (o sucesion),

: x? 72 x?
; i 2 P . e e o L,
30. Estudiar la convergencia uniforme de z?* + 122 +-(1 2o + o A+

Supdngase x # 0. La serie es entonces geométrica de razém 1/(1 + x*) y su suma es (véase Problema 25,
Capitulo 3).

i 4
S) 1—1/0+29) Lt
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8i x = 0 la suma de los primeros n términos es 5,(0) = 0; luego S(0) = lim 5,(0) = 0.
Como lim Six) =

x—=0

1 # S(0), S(x) es discontinua en x = 0. Luego por el Problema 34, la serie no puede
ser uniformemente convergente en ningin intervalo que incluya el punto x = 0, si bien es (absolutamente) con-
vergente en cualquier intervalo. No obstante, es uniformemente convergente en cualguier intervalo del que se
excluya el x = 0.

Esto también se puede mostrar directamente (véase Problema 89)

CRITERIO M DE WEIERSTRASS
31.

Demostrar el criterio M de Weierstrass si |u,(x)|

- =M,n=1273, ..., siendo M, constantes
positivas tales que ZM, converge, entonces Xu,(x) es uniformemente (y absolutamente) conver-
gente.

[Bofz)] =

El resto de la serie Zu,(x) despues de n términos es R (x) = 1, (X} + w4 a{x) +

+. Ahora
[ e (2) + Wasalz) + - | =

[tnsn @) | + |tasa ()| + -.- =

Mot + Mysz + -0
Pero M, ., + M,., + - puede hacerse menor que € eligiendo n > N, puesto que LM, converge. Como N
es independiente de x, cwdentcmente se tiene |R,(x)| < € para n > N y la serie es uniformemente convergente.
La convergencia absoluta se deduce inmediatamente del criterio de comparacion,

32. Estudiar la convergencia uniforme de
& €08 n:r Z, sen nx a1
Z i1 b) 2 3';2 r ZI P ’ {d] ugt n2 + x?.’
08 nE 1 2 ;
(@) pors [ = Pl M.. Como M, converge (p serie con p = 4 > 1), la serie es uniformemente (y abso-
hitamente) convergente para todo x por el criterio M.
{b)

Por el criterio del cociente, la serie converge en el intervalo —1 = x

"
Para todo x de este intervalo, |-=

£ 1, o sea, para |x| =
w2l el o Eligiendo para M,
eI Tl n"” g p
verge. Luego la serie dada converge uniformemente para —1 =

sSEnnx
o |sennz
@ =

—737 %€ ve que ZM, con-

= | por &l cnterio M.
‘ L Pero £M, con M, = — no converge. El criterio M no s¢ puede aplicar en este caso y no
n

se puede concluir entonces nzda sobre la convergencia uniforme mediante este criterio (véase, no obstante
Problema 121).

1o el
@ || S Y

= —; converge. Entonces por el criterio M la serie dada converge uniformemente
para todo x.

33.

St una serie de potencias Za,x" converge para x = X, demostrar que converge (z) absolutamen-
te en el intervalo |x| < ; i

|%o]: (&) uniformemente en el intervalo [x| £ |x,| con |x,| < | x4

{a) Como Za,xj converge, lim a,xj = 0 y entonces se puede hacer |a 1‘5| < 1 eligiendo n lo suficientemente
R—*ad
grande, esto es, |g,| <

| | para n > N. Entonces,

Xo
o =0 = |a:|"
3 ozt = 3 lallzr <
N+l

N4l

sl o b

(3]
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Como la tltima serie en (/) converge para |x| < |xo|. se deduce en virtud del criterio de comparacién
que la primera serie es convergente, o sea, que la seric dada es absolutamente convergente.

() Sea M, = El—I_ Entonces, ZM, converge, puesto que |x;| < |xo|- Como en la parte (a), |a,x"| < M, para
X

|x] = |x:|. de modo que por el criterio M de Weierstrass, Za,x" es uniformemente convergente.

Se deduce, pues, que una serie de potencias es uniformemente convergente en todo intervalo interior
a su intervalo de convergencia.

TEOREMAS SOBRE CONVERGENCIA UNIFORME
34, Demostrar ¢l Teorema 6, pagina 228,

Hay que mostrar que S(x) es continua en [a. b].
Ahora bien S(x) = S.(z) + R.(x), asique S{z+h) = S.(x+ k) + R.(xz+h) vy, portanto,
Slz+h) — S(z) = Sa(z+h) — S.(z) + B.(x+ k) — Bulx) (1)
donde h se ha escogido de modo que x y x + /& queden en [a, 8] (si x'= b, por ejemplo, esto exigiria A < 0).

Como S,(x) es una suma de un numero finito de funciones continuas, es también continua. Luego dado
€ > 0 se puede hallar 4 tal que

[Saf{x+h) — S.(x)| < 3 siempre que |h| < & (2)
Como la serie por hipdtesis es uniformemente convergente puede elegirse N de modo que
|Rafz)| < /3 Yy |Ruz+h)| < ¢3 paraa>N #
Entonces por (1), (2) y (3),
IS(x+h) =S| = |Sule+h) — Sulx)| + |Ru(z+h)| + |[Ru(z)] < ¢

para |k| < 8, y queda demostrada la continuidad.

35. Demostrar el Teorema 7, pagina 229,

Si una funcion es continua en [a, b] su integral existe. Luego, como S(x), 5,(x) y R,(x) son continuas,

£bS(x) & “[:bS..(z)dx 4 xbR.(z)dx

Para demostrar el teorema hay que mostrar que

L] b L]
f S(e)de — f Su(x) dx f Ru(x) de
puede hacerse arbitrariamente pequefio tomando n suficientemente grande. Pero esto se deduce inmediatamen-

te, pues por la convergencia uniforme de la serie puede hacerse |R,(x)| < €/(b — a) para n > N independiente
de x en [a, b] y entonces

I_,[:b R.(x)dx

1 N
= flR.(a:)ld-x e [b:ad:c e

Lo que equivale a

J. S(x)dx = lim f Salx) dx 5] lim Si(z)dx = J‘ {lim S.(x)}dzx

#='o S
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36. Demostrar el Teorema 8, pagina 229.
Sea g(z) = 3 w.(x). Como, por hipétesis, esta serie converge uniformemente en [a; 5] se la puede in-

n=F

tegrar término a término (segin el Problema 35) y obtener

J‘ glx)de = i, usx)de = 31 {16n(2) — unta)}
= 3uw - 3u@ = Sk - s@

n=1 n=1
pues, por hipdtesis, 3 w.(x) converge hacia S(x) en [a. 5]
n=1

Derivamdo ambos miembros dcj glz)dxr = S(x) — S{a) se ve entonces gwe g(x)} = S'(x), lo cual de-
muestra €l teorema. ¢

37. Sea Six)=mie ™, n=1,23...,08x<l
1

1
(a) Averiguar si lim Sa(z)de = f lim Sa(z)dzx.
0

n=t@med g

(h) Explicar el resultado anterior.

1 i)
(2) f Sa(z)de = J ke gy = _'ilze_u2|; = 4{(1—e"). Entonces,
(] ]
]
lim Su(z)dx = Ilim {l—e™) = 1

S(z) = lim Sx(z) = lim nwe ™ = 0, seaque =0 or 0<x=1. Entonces,

L -] b sl 1
f Slx)dx = 0
]

1 i
Se sigue que lim f Su(x)dx ++ lim S.(z) d=x, es decir, que no se puede tomar el limite bajo
nme Jy

b mesw

el signo integral

(b) La razoén para esto es que si bien la sucesion S,(x) converge hacia 0, no lo hace uniformemente. Para ver
esto, obsérvese que la funcién axe ™™ tiene un maximo en x = 1/,/2n (por las reglas corrientes del cakcu-

lo elemental), que vale \/_%r_:r e~ Y2, Luego al tender n — oo, S,(x) no puede hacerse arbitrariamente peque-
R0 para todo x y asi mo puede converger uniformemente hacia 0.

= sennx i =
38. Sea f(xr) = ¥ ——5—. Demostrar que f flz)de = 2 5—3.
am1 B 0 = 2'.'1 —1)
4 senne| - 1 i " i 5
Se tiene e e Luego por el criterio M de Weierstrass, la serie es uniformemente eonvergente para

tedo x, en particular para 0 = x < n. y puede integrarse término a término. Asi que

w AT o o T
= Sennx 13 Sen nr
frma = f(355=)a = X [
=4 < 1 —cosnr l e i
= ,§, nt A\ptytmt ) i 'E(zu 1t
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SERIES DE POTENCIAS

39. Demostrar que tanto la serie de potencias > a@.x" como la serie correspondiente de deriva-
n=10

das X ma.x"~! tienen el mismo radio de convergencia.
n=0

Sea R > 0 el radio de convergencia de Za,x". Sea 0 < |xo| < R. Entonces, como en el Problema 33, se pue-

de tomar N de modo que g, < para h > N.

Xg |"
Asi que los términos de la serie £ |na,x""'| = Zn |a,| |x|"~" para n > N pueden hacerse menores que los
LA
términos correspondientes de la serie E n |_L|_|"_ que convergen por el criterio del cociente para |x| < |x0| < R.
Xg

Luego Zna,x""' converge absolutamente para todo punto x, (por cercano que esté |xp| de R).

Pero si |x| > R, lim q,x" #+ 0 y entonces lim ra,x""! & 0, con lo que Ena,x""' no converge.
=0

n—=m

De modo que R es el radio de convergencia de Eng,x" '

Ndlese que la serie de derivadas puede o no converger para valores de x tales que M ="K

: U~
40. [Illustrar el Problema 39 mediante la serie EW

nw=1

o< e
ner s ST 1) 3

i Un st
lim |—

nevw | Un

= lim

s m

Lo L
(n+ 1)'2.3|!+l n sy

de modo que la serie converge para |x| < 3. En x = +3 la seric también converge, de modo que &l intervalo de
convergencia es —3 < x £ 3.
La serie de derivadas es

0 T 1

173t

nxﬂ“l
amy MIe 3 2

Il
bAe

Por el Problema 25(a) ésta tiene por intervalo de convergencia el —3 < x =< 3.

Las dos series tienen el mismo radio de convergencia R = 3, si bien no tienen el mismo intervalo de con-
vergencia.

Notese que el resultado del Problema 39 también se puede demostrar por el criterio del cociente si es apli-
cable. La demostracién alli dada, en cambio, es valida aun cuando el criterio no es aplicable, como en la serie
del Problema 22.

41. Demostrar que en todo intervalo imterior a su intervalo de convergencia una serie de potencias

(@) representa una funcién continua f(x),
() puede integrarse término a término para obtener la integral de f(x),
{c) se puede derivar término a término para tener la derivada de f(x).

Sea la serie de potencias Xa,x", aunque lo mismo vale para Za,(x — a).

(a) Se deduce de los Problemas 33 y 34 y de ser funcién continua cada término a,x" de la serie.

(h) Esto resulta por los Problemas 33 y 35 y porque cada término a,x" de la serie, siendo funcion continua, es
integrable.

{c) Por el Problema 39 la serie de derivadas de una serie de potencias converge dentro del intervalo de con-
vergencia de la serie de potencias original y, por tanto, es uniforrnemente convergente dentro de ese inter-
valo. De modo que el resultado pedido ‘se deduce de los Problemas 33 y 36.

8i una serie de potencias converge en uno (o ambos) extremos del intervalo de convergencia es posible de-
mostrar (2) y (b) para incluir el extremo (o extremos). Véase Problema 42.
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42,

43,

Demostrar el tecorema de Abel de gue s1 una serie de polencias converge en un extremo de su in-
tervalo de convergencia, el intervalo de convergencia uniforme incluye este extremo.

%
Para simplificar la demostracion se supone que la seric de potencias es % g, x* con extremo de su inter-
k=n

valo de convergencia en x = 1, de modo que la serie converge seguramente para 0 £ x £ 1. Hay que demos-
trar entonces que la serie converge uniformemente en este intervalo.
Sea
RB.(x) = @ax™ + @12 4+ @upad?*? ok ooey Ba = ta+ @1+ Gasz + -o-
Para demostrar el resultado pedido hay que hacer ver que dado un e > 0 cualquiera puede hallarse un N tal que
|R,,{x][ < € para todo n > N, siendo N independiente del x particular del 0= x = 1.

Ahora bien,
R.(z) = (Ra—Ra)z" 4+ (Bavi — Bova)z"™ 4 (Baio — Roga)z™™ 4 0.
= Ruz™ 4+ Rugp (2™ — 2" + Raga (zt2— 277 4 ...
= x"{Rn— (l—x)(Rnn R L }}
Luego para 0 = x <1,
[Bafz)] = [Ra] + (1= 2)((Rusi] + [Russlz + |Ruvalz® + --2) (6]
Como Za; converge por hipétesis, se sigue que dado € > 0 puede elegirse N de tal modo que |Ry| < €2
para todo & = n. Entonces para n > N se tiene por (/),

€

|Balz)] = '%+ (1--z)(—+‘—x+ix1+---> = =+

I
S

@

02|,

g 2
como (1—-a2)(l+et+zf+a’+..) =1 (si0=x<1)
También, para =1, |R..(z)| = |Ra| <'¢ para n>N.

B3| m

Asi, |R,(x)| < € para todo n > N, siendo N independiente del valor de xen 0 = x = 1, con lo que se tiene
el resultado buscado.
Se generaliza facilmente a otras serics de potencias.

Demostrar el teorema del limite de Abel (pagina 230).

Como en el Problema 42, supongase que la seric de potencias es E axx*, converge para 0 < x = L.
k=4
= =
Hay que mostrar, pues, que lim X izt = = qn
fapd=kon k=l

Esto se deduce de inmediato del Problema 42, que muestra que Za,x* es uniformemente convergente para
0 £ x = 1, y del Problema 34, que muestra que Xa, x* es continua en x = [,
Se extiende esto ficilmente a otras series de potencias.
. S T
(a) Demostrar que tg"'a = x — §+ IS + -+ -siendo la serie uniformemente convergente

en —1=2x =1

T gt e |
(b} Demostrar que 7= 1—3—1—5 7+,..,
{a) Por el Problema 25 del Capitulo 3, con r = —x? y @ = 1, se tiene
S B UG g e | —doar< 1
T = bt bt l<z<l (1)
Integrando de 0 a x, con —1 < x < 1, se tiene
* dx v =] 71 o gt el
J_;—l-i-x" T T 3+5 ,.II,+--v (2)

utilizando los Problemas 33 y 35.

Como la serie del segundo miembro de (2) converge para x = + 1, se siguc por el Problema 42 que la
serie es uniformemente convergente en —1 < ¥ = 1 vy que representa tg~'x en dicho intervalo.

{h) Por el Problema 43 y la parte (a) se tienc

5

3 T
lim t27's = lim (x—”‘—+x——%+--.> o

L
=]

M 21— 3 5
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1 I
45. Calcular f I_dex con 3 decimales exactos.
L] 5

2 a3 4 3
Se tiene et = 1+u+;—!+-g—r+z—!+%+---, —wm oy <

xi xﬂ x! xlﬂ

Luegosi u=—z, &= = 1_“”+§T_§+E_5_r+”" —® <z < w,
1_8—:2 . 7 x2 Pl z° P
Luego T e 1_§T+ﬁ_H+§T_'”

Como la serie converge para todo x y, por tanto, en particular converge uniformemente para 0 < x = 1,
s¢ puede integrar término a término para obtener

11— et il iz z* %" z? -
J: P S 1 e e |
R s S T T e
S TS T v s e
= 1-0,16666 + 0,03333 — 0,00595 + 0,00092 — -.. = 0,862

Notese que el error que se comete tomando solo los cuatro primeros términos de la serie alterna es menor
que el quinto término, o sea, que es menor que 0,001 (véase Problema 15).

PROBLEMAS VARIOS
46. Demostrar que y = J,(x) definida por (/6), pagina 232, satisface la ecuacién diferencial de Bessel
z*y” +ay + (@ —ply = 0

La serie de J,(x) converge para todo x [Problema 106(a)]. Como una serie de potencias se puede derivar
término a término dentro de su intervalo de convergencia, se tiene para todo x,

- (_1)‘ x,+‘l
= L al(ntp)!
& (_I)n (p + 21’&) z1'l+ln—).
'] —
W 2t nl (n+p)!
it i {(—=1)*(p + 2n)(p+ 2n — 1) xP*3=—23
e e 2P 0l (n+p)!
Entonces,
o0 {__1)- zp-}h-l—: ot (__I}npl xpd-l-
T — ——— e — e
(o* =2y .go 28+l (n+ p)! a=0 2Tl (n+ p)!
S obag (—1)" (p + 2n) 2P+
T AT rtmalmtp)!
v - Slyilp+en)ipten—1)zrtt
2y’ = 3 2Pl (n+ p)!
Sumando

- (_l)lz"flﬁ"‘l
w=o 20 Pl (n+ p)!
' i (—=1)"[—p* + (p+ 2n) + (p + 2n)(p + 2n — 1)] 2P*+*~
n=0 2P+l (n+ p)!
o —13 +in+2 L e 1 +In
(—1)*=2° + 3 (—1)" [dn(n + p)] x*

2y + oy + (B —phy =

T S rtalntp)! | ST 2 talmt )

= -] (__I)I-I mp+=a + 3 (_l)n 4xp+h

TSt Oim—1+p)! | S (m—1)(ntp-1)!
] —1)" 4P tin o —1)" 4P tin

- _3% (=) dx . 3 (1) de

am1 2P (o — ) (n+p — 1)1 wmt 2P n— ) (n+p—1)!
= 0
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. . . - - 29, n—1
47. Examinar la convergencia de la serie de potencias compleja Zs—zgﬁ
n=11""
| z* ik ] N ] :
lim |(n+1)’-3‘ e = 33}; T +1)‘ lz] = = la serie converge para

L

Como lm Un

Rt L]

@ < 1, es decir, |z| < 3, y diverge para |z] > 3.

a n=1 il
Para [z| = 3, 1a serie de valores absolutos es 3 g T = ;ll- de modo que la serie es absolutamente
n=1 mm]
convergente y, por tanto, convergente para |z| = 3.

Asi, pues, la serie converge dentro del circulo |z| = 3 y en su borde.

48. Suponiendo que la serie de potencias de ¢ es valida para nimeros complejos, demostrar que

e* = cosx + iseny
: ]
Haciendo z = ix in s‘:l+z+~§—,+,§+-~, se tiene
“ = LAl S8 SRS ST S (g2 i
€ 1+w+2|+31+ = (1 2r+4 <-<-)+w(x 3!+5I

= cosz + iseng

Andlogamente, ¢ ™ = cos x — 7 sen x. El resultado se llama identidad de Euler.

49. Demostrar que lim (1 + é + ; Eer e 2 +% —In n) existe

b o

Haciendo f(x) = 1/x en (!), Problema 11, se halla

1,1,1 1 = < 1,11 e
GG e P R IR B b e

de donde remplazando M por n

1 1,1,1 1_ =
s S e i Inn = 1
: o o e B | 1
Asi que la sucesion S. = 1+5+a+ 7+ ---+;~lnn es acotada por 0 y 1.
idé | g ; ; - L i A
Considérese Sa+1 — Sa T 1:1( = ) Por integracidn, la desigualdad —t =;§E con

respecto a x de # a n + 1 se tiene

1 [a+1 1 1 1 1 n+1
s = =) = =~ —-= = —In(2==
n+ n\ n ) n ? n+l n n+1 ln( n ) -

o sea, que S, — S, =0, de modo que §, es mondtona decreciente.

IA
-

Como §, es mondtona decreciente y acotada tiene un limite. Este limite, que se denota por y, es igual a
0,577215 . .. y se llama constante de Fuler. No se sabe todavia si y es racional o no.

50. Demostrar que el producto infinito 11(1 +ux),con u > 0, converge si 2 #, converge,
k= k=1
Por la ecuacidn (/) del Problema 28, Capitulo 4, 1 + x = & para x > 0, de modo que
P = I 1+w) = (I+w)l+u) - (1+u) = e“1v¢m...8% = gatiat iy
ka1l

Como u; + u, + - -+ converge, se sigue que P, es una sucesidn mondtona creciente acotada y que tiene,
por tanto, un limite, con lo que se demuestra el resultado pedido.
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51, Demostrar que la serie 1 — 1 +1 —1+4+1—1+ :--'es € — | sumable hacia 1/2.
La sucesién de sumas parciales es 1,0,1,0,1,0....

T R R e S e
Entonces, S; =1, e iy e

Continuando asi se obtiene la sucesién 1,4 4, 4. 3.4,. .., en la que el término n-ésimo

1/2 si # es par : :
=gt ; 3 i =1 y sc tiene el resultado.
2 {n;’(?n — 1) si n es impar i .uh—": Tn=12) ;

52. (a) Demostrar que si x>0y p > 0,

fa) = [ Trdu
= e“{i— p +p(p+1)_____(_1)“p(p+1)..,(p+ﬂ—1)}

PR

~u

“e
1o +1). ) [ e

() Mediante (@) demostrar que
x et 41 P p(p+1)
Ha) = f'ﬁ?du ~ e {;ﬁ—xﬁww—--- = S()

o sed, que la serie de la derecha es un desarrollo asintdtico de la funcidn del primer miembro.

{a) Integrando por partes, se tiene
-}

T i Jg:-:du = lim et uTPdu

u bes m
b B
— f tme=punry du}

z

= l|lim {(—e"‘)(n"’)

e~ * —u e~z
= .,;g.. AL pf ]-,Hdu — R — pf,H,l
=
Andlogamente I+1 = % — (p+ 1} ;-2 de modo que
i et® o= pe-t
Ip = P == p{}-ﬂ—l-— (;p‘]-l)fpug} = = = “‘:‘C'pﬂ + plp+ 1) L+

Y siguiendo asi se llega al resultado pedido.

; ¥ e p plp+1) Lppt1) o dptn—1
(h) Sea S.(x) = e {; TERTE + e (—1y P2 )x?(?n }}.
Entonces, En(z) = flz) — Sa(x) = (—1**'pp+1)-..(p+n f 1%&&. Ahora bien,
@] = a1t [ Pt D).t [ Frdu
= rptl)(ptan)
" s = pRtntl
puesto que r e vdu = f e*du = 1. Luego
Sl

s
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=0

lim |7"Ru(2)| = lim 2Pt ptm)
fe] s [Erene z]P

y se sigue que II[im A"R,(x) = 0. Luego queda demostrado lo dicho.

DD pra—1/z™ — Ja " ® tiene para todo x fijo,

Nétese que como ‘—u“" = ‘ plpT 1) (ptu)feril | pim

lim | = = y la serie diverge para todo x segiin el criterio del cociente.

By o

Mn+1
Un

Problemas propuestos

CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA DE SERIES DE CONSTANTES
1 1 e 1
BT T O I T T & et s

(b) hallar &Y suma. Sol. (b) 1/12

converge y

53. (@) Demostrar que la serie

54. Demostrar que la convergencia o divergencia de una serie no se afecta {a) multiplicando cada término por la mis-
ma constante no nula, (&) quitando (o afadiendo) un numero finito de términos.

55. Si Zu, y Zn, convergen hacia 4 y B, respectivamente, demostrar que X{u, + v,) converge hacia 4 + B.

36. Demostrar que la seric 3 + 3 + (3 + +++ = Z(2)" diverge.
57. Descubrirlafalacia:Sea S =1—-1+1—141—1+ +o.Entonces § = 1 — (1 — 1) — 1=-1)—---=1
yS=(I—1)+(l—1)+(I—I}+---=0._Luego1=O.

CRITERIO DE COMPARACION Y CRITERIO DEL COCIENTE

58. Estudiar Ia convergencia de:

= w2 - T8
@3F- w3 @ Emﬂ)m—, @32 wists 03 e

Sol. (a) cony., (b) div., (c} div., (d) conv., (e) div., (f) conv.

Dig ] i 4n*+5n—2 —Inn ,
59. Investigar la convergencia de (a) .§1W’ (B) E n7+ Ton Sof. (a) conv., (b) div,

60. Demostrar el criterio de comparacién para divergencia (véase pdgina 225).

61. Demostrar mediante el criterio de comparacién que

tg”! w
n

o . " e @
a) > ﬂi converge si p>1 ydivergesi p=1, (b) 3 diverge, (¢) = —;': converge.
n=1 n=1

n=1
62. Demostrar los resultados (b) y (¢) del criterio del coclente, pagina 225.

63. Examinar la convergencia de:

{In ﬂf’ ) él‘/“-w— g (;-jesl ’:}. (d) E nsent (1/n).

1= Bt

(WL

(a) |

Sol.  (a) conv., (b) div., (¢) div., (d) div.
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64. Si Zu, converge, demostrar que lim nu, = 0.
I'!w

65. (a) Examinar la convergencia E . (p) La respuesta a (a) ;contradice lo enunciado sobre la serie p de la

l+l.|’|

pagina 225 de que I 1/np converge para p > 17 Sol. (a) div.

CRITERIO INTEGRAL

o 2 & o \‘,E
66. Examinar la convergencia de: (g) ,glﬁ:—i’ (b) E n(}n Amae’ e = 1‘., (d) ;le

ot 2%

o 21!\ {lnn)

n =

s nlnn’

Sol. (a) div., (b) conv., (c) conv., (d) conv., (e) div., (f) div.

Demostrar que %

m, donde p es una constante, (a) converge si p > 1 y (b) diverge si p = 1.
nel

Demostrar que 2 < ¥ e %

- || =
69. Estudiar la convergencia de §
Sol. conv.

70. {(a) Demostrar que §n? +§§\/f + ﬁ+\/§+ ---+\/;§ F RS LEE R
(b) Utilicese {a) para estimar ¢l valor de \/f + \/5 + ﬁ 4 oo+ /100, dando el error maximo.
(¢) Mostrar como se puede mejorar la exactitud en () estimando, por ejemplo, ,/ﬁ + \/ﬁ + 0+ ﬁ
y sumdndolo al valor de \/T + ﬁ L I, ,/6 calculado con un grado de exactitud deseado.
Sol. (b) 671,5 £ 4,5

SERIES ALTERNAS
4 3 ( 1)!\1‘1 =0 { 1}5 (_i)rﬂ
71. Examinar la Gonvergencia de: (a) % ; .§1 ey oot ML) 21 S

(d) i(-—l)" Sen_ll, (e) EZ%';—‘/-E—. Sol. (a) conv., (b) conv., (¢} div., (d) conv., (e) div.
n=1 A=

n

=

72. (a) ;Cual es el mdximo error absoluto que se¢ comete aproximando la suma de la serie E T+ 1)

de los primeros 5 términos? Sol. 1/192

por la suma

(£) $Cual es el minimo niimero de términos que han de tomarse para que se tengan 3 decimales exactos?
Sol. B términos

73. (a) Demostrar que § — 11_a+.;-'§+ (_.—_.+_._ )

(b) {Cuéntos términos de la serie del segundo miembro habra que tomar para calcular S con 6 decimales exactos?
Sol. (b) al menos 100 términos

CONVERGENCIAS ABSOLUTA Y CONDICIONAL
74. Examinar la convergencia absoluta o condicional de:

(=)~ g (-1 o s

@ 355 =t @ 3 nﬁ
< Y =yt [ ik
{b) -g‘ n:_l_ 1 (dJ El n’_{,l)ﬂ! {f} 2‘ on 1

Sol. (a) aba. conv., (b) cond. conv., (¢) cond. conv., (d) div., (&) abs, conv., (f) abs.l cony.

75. Demostrar que S S22 converge absolutamente para cualesquiera reales x ¥ a.

o 2+ nt
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76. Sil—3+ 43—} + - --converge a §, demostrar que la serie reagrupada I ++ -4+ 444+ 14 L
L +--- =35 Explicar.
[Sugerencia: Témese }en la primera serie y escribasela enla forma 0 + 3 + 0 — 4 + 0 + & + -+ - ; sumandola

luego término a término con la primera serie. Obsérvese que § = In 2, como se demuestra en el Problema 96.]

77. Demostrar que los térmimos de una sene absolutamente convergente se pueden reagrupar siempre sin alterar la
suma.

CRITERIO DEL COCIENTE

78. Estudiar la convergencia de:

WS AT ES e S e B O, Vg S

Sol. (a) conv. {abs.), (b) conv,, (¢) div,, (d) conv. (abs.), (e) div.
79. Mostrar que el criterio del cociente no se puede utilizar para establecer la convergencia condicional de una serie.

22 ! 1
80. Demostrar que f(a) 3 % convergey (b} lim 3;“ = 0.
n=1 Mes

OTROS CRITERIOS

81. Establecer la validez del criterio de la raiz n-ésima de la pagina 226.

82. Aphcar el criterio de la raiz n-ésima en los Problemas 78(a), (¢}, () ¥ (e).

83. Demostrar que 3 + ) + () + (%)" + (3P + &) + - - converge.
84. Estudiar la convergencia de (u) 1.4 +1.4.7+ by 24220 Sk i AEE

oy o) 22y 2R
. 3‘ . . - "
Sal.  (a) div., (b) conv. 3 g e e B FORRIR

85. Si a, by d son nimeros positivos y & > g, demostrar que

a ala + d) ale + dila + 2d)
b " bib + d) ¥ (b 4+ d)(b + 2d) 3

converge si b —a>d, y diverge si b —a £ d.

SERIES DE FUNCIONES
86. Hallar el dominio de convergencia de las series:

an=

3% o 3G, 03 @ (). o 3t

aont’ a1 27(3n— =1 n{l + fro

Sol. (¢) =1=z=1, (b) =1 <2=3, (¢) todo z+0, (d) x>0, (e) x=0.

87. Demostrar que EI'3°5"'(2H—1]

i i L R
n=1 R

CONVERGENCIA UNIFORME
88. Empleando la definicién, investigar la convergencia uniforme de la serie

= x
g 1+ (n—1)x][L + nzx]

[Sugerencia: Descomponer el término n-¢simo en fracciones parciales y mostrar que la n-ésima suma parcial es
S =1~ :
1+ nx ]

Sol. No es uniformemente convergente en ningiin intervalo gue incluya el x = 0; uniformemente convergente
en cualquier otro intervalo.
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89. Hacer directamente el Problema 30 obteniendo primero S,(x).
90. Investigar por cualquier método la convergencia y convergencia uniforme de las series:
R T sen £
(u)EG), (bJE _’”’ ()Eﬂ T
n=1 " "= " -

Sol. {a) conv. para |x| < 3; unif. conv. para ] £ r < 3. () unil. conv, para todo x. (¢) conv. para x = 0;
no unif. conv. para x = 0, pero umf. conv. para x Z r > 0.

sen nx
-

91. Si F(x) = i demostrar gue
n=1

{a) F(x) es continua para todo x, (b) 1in1 Fiz) =0, (¢) F'(z) = = —cl)%:i? es continua en todo punto.
e B=1

92, Demostrar que f (cos2.\‘ gl 4'r + c;s:ir = ) d# = 0.

& sennx | :
93. Demostrar que F(x) = §| Senhn, liene derivadas de todo orden para todo real x.
e iE W 1 ;
94, Estudiar s la sucesion u.(x) = T n=1,228, ..., es uniformemente convergente.
‘] I
95. Demostrar que  lim BB s gl ey

R PR R S AT

SERIES DE POTENCIAS
2 4
96. (a) Demostrar gque In(1+zx) = =z o n L0 b

(6) Demostrar que In 2 =1 -4+ % —

Bl
+

[Sugerencia: Aplicar que =1—x+x*—x*+ - ¢ mtegrar.]

T+ X
S

T
97. Demostrar que sen~'z = =z +; +

1-3-
d

U’l

x

Tt o, SlZz=El

TE
s

c:

13
24

Lav]

98. Calcular (a) f e~ dr, (b) J- Cosx:z con 3 decimales justificando los pasos.
Sol. (a) 0,461, (b) 0,486

99. Calcular (a) sen 40°, (h) cos 65°, (c) tg 12° con 3 decimales exactos.
Sol. (a) 0,643, () 0,423, (c) 0,213

100. Comprobar los desarrollos 4, 5 y 6 de la pagina 231.

101. Multiplicando la serie por sen x y cos x, comprobar que 2 sen X cos x = sen 2x.

: A 2 oAt 3kl
102. Mostrar que e = ¢ (1 —E-p an —6-!--4- ), —=

103, Obtener los desarrollos

(¢} tgh =z = zt="F

3
a3 .
(6) m(z+Vzi+l) = = — %’” R
- 3 eUE  x () . : ;
. Sea f(z) = 0 r=0 " Demostrar que existe 12 serie formal de Taylor en tornoa x = 0 que correspon-

de a f{x), pero que no converge hacia la funcién dada para ningin x % 0.
[Sugerencia: Véase Problema 38, Capitulo 4.]
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105. Demostrar que

In(1+x) 1 i ) 1 e ara —1<zx<1

{a) Ll(_—:c = g — (1 =5 2) x4 (1 +5 4+ 3 x para
122 1 13221 g =1
(b} {li'l. (1 s :G)}’ . s (1 ;_2) 3. (1 + 2 + B)T — .+ pdra 1<x=1

PROBLEMAS VARIOS

106. Demostrar que la serie J,(x) converge (a) para todo x, (h) absoluta y uniformemente en cualquier intervalo
fimto.

107. Demostrar que (a)%{a’a(x}} = —Ji(x), (b){%{x”-fp(x)} = P Jdpa (2),

(c) Jp‘fl(z) = %Jp(x} T Jp—l(:!.‘).

108. Suponiendo que el resultado del Problema 107(¢) es vdlido para p = 0, —1, —2, ..., demostrar gue
(a) J-ilx) = —Ju(z), (b) Jzlz) = Ja(z), (e} Jon(z) = (=1)"Julz), n=1,2,3,....
109. Demostrar que  ghe=t=tt = 8 J () g0 }
P

[Sugerencia: Escribir el primer miembro como ¢™? ¢™ =%, desarrollar y aplicar el Problema 108.]

o (1)
110. Demostrar que ‘E‘ A 2y

es absoluta y uniformemente convergente en todo punto del circulo |2| =1 yde

su interior.

o =0
1L (2 Si 2 au” = 21 b.z" para todo x en el intervalo comin de convergencia |x| < R con R = 0, demostrar
= =

quea, = b, patan = 0, 1,2, ... (b) Aplicar (a) para mostrar que si el desarrollo de Taylor de una funcidn exis-
te, el desarrollo es dnico.

112. Supodngase que lim o/ lu,| = L. Demostrar que Zu, converge o diverge seginque L<lo L > L. Si L =1
el criterio falla.

113. Demostrar que el radio de convergencia de la serie Ea,x" se puede determinar mediante los limites siguientes,

, g i S 1 e 3
cuando existen, y dar ejemplos (a) 11m‘ s (b) lim - , (e) Iim — :
ey 1YY nee a,| o= e

114. Usar el Problema 113 para hallar el radio de convergencia de la serie del Problema 22.

115, (a) Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que la serie Ty, sea convergente es que, dado un
€ > 0, exista un N > 0 que depende de € tal que |S, — 5,| < e siempre que p > Ny ¢ = N, con 5, = +
up + o+t

o

e i KL 2
() Utilizar (a2) para demostrar que la serie 2} PR converge.

(c) ;Cémo se podria aplicar (a) para demostrar que la serie 3% ?1; diverge?
n=1
[Sugerencia: Aplicar el criterio de convergencia de Cauchy, pagina 43.]

116. Demostrar que la serie hipergeométrica (pigina 232) (a) es absolutamente convergente para [x] = 1, (b) diver
gente para [x| > 1, (c) absolutamente convergente para |x| = 1 sia + b — ¢ < 0, (d) satisface la ecuacior
ferencial x(1 = x)y" + {c— (@ + b+ Lx}y' —aby = 0.

117. Si Fla, b; c; x) es la funcién-hipergeométrica definida por la serie de la pagina 232, demostrar que (a2
Ly —x)=(1 + x)°, (B) xF(1,1;2; —x) = In(l + x), (c) FiL, 1:3:4%) = sen™! x)/x.

5

a1
118. Hallar | i 5y = gty LB
allar la suma de la serie S(z) x+1-3+1-3-5 9
[Sugerencia: Mostrar que S'(x) = 1 + x S(x) y resolver esta.] Sol e r e~ dy
g

ey
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119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129,

131.

132

133.

134.

135.

SERIES [CAP. 11

Demostrar que

B i e e V"é(l—iJr . eyl —)

1-3 1+3+5 1+83+5-7 3.3  9Fe21<5 20.81%7  2.41:9
Establecer el criterio de Dirichlet de la pigina 228,

o
i} 0 5 5
Demostrar que = XN 7T s uniformemente convergente en todo intervalo que no incluya 0, +x=, +2m, ...
n=1 n

[Sugerencia: Aplicar el criterio de Dirichlet, pdgina 228, y el Problema 94, Capitulo 1.]

Demostrar los resultados de la pagina 232 sobre la serie binémica.
[Sugerencia: Estudiar las formas de Lagrange y de Cauchy para el resto en el teorema de Taylor.]

= S n=1
Demostrar que S {ﬂlsz uniformemente para todo x, pero no absolutamente.
"=l T
1 I 1 T 1
Demostrarque 1 — >+ = — =-+ ... = —"— 4+ _Ip2
TR T N
e i oL e <
Si x = ye’, demostrar que y = Z =T 2" paru —l/e<z=1/e.
n=1 "

A

Demostrar que la ecuacién e™* = L — 1 tiene solo una raiz real dada por

2o gyn=tan-1 ,—n
A = g NI W en
Aa=1

n!

T B.a® | Bax?
Sea ST 1+ Bz + o1 T 31
noulli, satisfacen la férmula de recurrencia (B + 1" — B" = 0, donde B* se remplaza formalmente por B, des-
pues de desarrollar. () Mediante (), o de alguna otra manera, determinar B,, ..., B,.

Sol. (b) B, =—4, B, =% By=0, B, = —35 B: =0, By=34

+ -+ (a) Mostrar que los nir wros B,, llamados nimeros de Ber-

e o
(a) Demostrar que e = D
=0para k=1,223,...

(coth% = 1) .(b) Usar el Problema 127 y la parte (a) para mostrar que B,, ., |

Deducir los desarrollos en serie:

(@) cothz = %+§_§+'"+%§f—iﬁ+
(3) cotzx = %_§_£+ __.(_1)‘,% |
(d) cosecx = %4.%4_%‘%: & "'(_l)rlw

[Sugerencia: Para (a) utilizar el Problema 128: para (b) cambiese x por ix en (a); para (c) empléese tgx =
cot x — 2 cot 2x; para (d) Usese cosec x = cot x + 1g x/2.]

Demostrar que J1 (l + %) converge
w=1
Aplicar la definicion para demostrar que [] (I + %) diverge
wn=1

Demostrar que H {1—u.), donde 0 < u, < 1, converge si, y solo si, Zu, converge.

(@) Demostrar que [ (I = #) converge para 3. (b) Calcular el producto infinito en (a) con 2 decimales exac-
nu

tos y comparar con el valor exacto.
Demostrar que la serie 1 +0— 1+ 1+0—-14+1+40—14--:es € — 1 sumable hacia cero.

Demostrar que el método de sumabilidad de Cesiro es regular. [Sugerencia: Véase Problema 28, Capitulo 3.]
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136. Demostrar que la serie 1 + 2x + 3x® + 4x* + -+ + nx"™' 4 - converge hacia 1/(1 — x)? para |x| =< 1.

137. Una serie = a. se dice sumable en sentido de Abel hacia S si existe § = lim ¥ a.2". Demostrar que
u=0p

#=0 T 1—

(@) 3 (~1)™n+1) essumable en el sentido de Abel hacia 14 y
n=0

® 3 (_:L;l)(n_—i-_m es sumable en el sentido de Abel hacia 1 &
#=0

o =
138. Demostrar que la serie doble (?1,—_‘_1—“;5;, con p constante, converge o diverge seglinquep > lop = 1,
m=1n=1

respectivamente.
et il L N (=1 (= 1)! < ® g
139. (a) Demostrar que J; duy = i —i—; T oA + S T e + (—1)"=n! A ;;‘—*Tdu.
i R 2T W i
th) Mediante (¢) demuéstrese que J: o du i + = = +

140, Demostrar que

1 1 - : 1 1
€Uy Pos_z(l_z;Jré;_..) s sene 1_i+i_...>
% z z
o0
' 14l
f cosSU 4 cosm(l_g;_+ii____> _ senx (1_2_;+4_;____>
T z \x = =z % £

o @
141. Si f{x) tiene un desarrollo asintético dado per 3 @.x~", demostrar que f fiz) dz tiene el desarrollo asin-
n=2 z

£ 1-=
totico i
,,;, n—1




Capitulo 12

Integrales impropias

DEFINICION DE INTEGRAL IMPROPIA
b
La integral f flz) dz se dice impropia si

(1) a= —oc0b = x0ambos, es decir, s1 uno de los limites de integracién o los dos se hacen infinitos.
(2) f(x)no es acotada en uno o més puntos de @ < x < 4, puntos que se llaman singularidades de f(x).

Las integrales de los casos (1) y (2) se llaman impropias de primera y de segunda especie, respec-
tivamente. Las que presentan ambas condiciones (1) y (2) se dicen integrales impropias de tercera especie,

=
Ejemplo 1: ( senz® dz ntegral impropia de primerd especie.
(e}

Ejemplo 2: f % integral impropia de segunda especic,
a

o
==

Ejemplo 3: f £ drx integral impropia de tereera especie.
o Vr

L -

. 5 2 3 % sen
Ejemplo 4: f ML dr o integral propia, pues  lim = o 1.
a T lT

En este capitulo se dan criterios de convergencia para integrales impropias y se verd que tales cri-
terios y las demostraciones de los teoremas a que dan lugar estdn en estrecha analogia con los criterios
de convergencia y los teoremas correspondientes para series (véasc Capitulo 11},

INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE

Sea f(x) acotada e integrable en un intcrvalo finito @ £ x < b. Se define entonces

S i = g [ e (1

La integral del primer miembro se dice convergente o divergente segln que exista o no el limite del se-

gundo miembro. Obsérvese que f f(x) dx es perfectamente andloga a la serie 2 Un cON u, = f(n),

n=1
en tanto que f f(x) dx corresponde a las sumas parciales de esa serie. Suele escribirse M en vez de

boen (7).
Andlogamente se define

1 " b
f_ fle)de = n]jmmf f(z) do @

260
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y se dice que la integral del primer miembro es convergente o divergente segin que el limite del segun-
do miembro exista o no.

e ol ™
Ejemplo 1: d—f = lim J Eff = lim ( ==y 1) = 1 asique f &% converge hacia 1.
;o v S oE o b o
u L6
Ejemplo 2: f cosx dy = “limf cosx dex = Klim [senu — sena). como este limite no gxiste
b : R -

f cosz dx es divergente

~@

De parecida manera se define
J i@ = i@z + [ feae @

siendo x, un numero real, y se dice que la integral es convergente o divergente segiin que converjan o
no las integrales del segundo miembro, como en las definiciones (/) y (2).

INTEGRALES IMPROPIAS ESPECIALES DE PRIMERA ESPECIE

1. [Integral geométrica o expomnencial f e='*dx, con ¢ constantc convergentc para > 0 y

divergente para £ = 0. Notese la analogia con la serie geométrica de r = ¢7! de modo que

—ix

e o
2, La integral p de primera especie f 4% con p constante 'y a > 0; convergente si p > 1
A

y divergente sii p = 1. Compdérese con la serie p

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE

Los criterios que siguen se dan para casos en que un limite de integracion es co. Hay critérios se-
mgjantes cuando un limite de integracion es —o¢ (con el cambio de variable x = —y el limite de inte-
gracién queda o). Si no se dice otra cosa, se supone que f{x) es continua y, por tanto, integrable en
todo intervalo finito @ < x < b,

1. Criterio de comparacién para integrales de integrando no negativo.
-

{a)" Convergencia: Sea g(x) = 0 para todo x = a, y supongase que 5 g(x)dx converge.

]

Entonces si 0 = f({x) = g(x) para todo x = a f f(z)dx también converge.

£

. 1 1 2 R dx >

Ejemplo: Como —— £ —=¢""¢ [ e “dxr  (onverge a1 también converge.
o s W v J '

(b) Divergencia: Seag(x) = 0 para todo x = ay supongase quef g{x)dx diverge. Enton-

ces sl f{x) = glx) para todo x = a f f(x)dx también diverge.

i

1 1
Ejemplo: Como — = —parax = 2e¢
Inx ¥

f E? diverge (integral p con p = 1), f d—"; también diverge.
3 2

ol

In
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2. Criterio del cociente para integrales de integrando no negativo.

(@) Si fl2)=0 y g(x)=0, y si lerlgE(x)} =A+0 o =, luego f flz)d e

f g(x)dx convergen ambas o divergen ambas.
() Si A=0¢n (a) e f g(x converge, luego j‘ f(z)dz converge.

{¢) Si A= en (@) e f g(x)dx  diverge, luego f f(z)dx diverge.

Este criterio se relaciona con el de comparacion y se usa muy a menudo en vez de éste. En par-
ticular, tomando g(x) = 1/x®, se tiene en virtud de conocidas propiedades de la integral p el

Teorema 1. Sea limaz®f(zx) = A. Entonces

T= %

(i) f f(z)dx convergesi p>1 y A es finito

(ii) f flx)dx divergesi p=1 y A+0 (puede ser infinito).

- o 5 T T
Ejemplo 1: J; It op converge. pucs lﬂ @ 19 1
: & dz ’ «
Ejemplo 2: J- e diverge. pues  lim 2+ ———— = 1.
¢ Vet a't+1 e Veit+ai+1

—ix

Se pueden obtener criterios parecidos con g(x) =

3. Criterlo de la serie para integrales con integrandos no negativos. f f(z)dz converge o

diverge segiin que Zu,, con u, = f(n) converja o diverja,

4. Convergencias absoluta y condicional. f f(x)dx se dice absolutamente convergente si
f [f(x)| dx converge. Si f f(z) dx converge, pero f |f(z)| d diverge, entonces f flz)da

se dice condicionalmente convergente.

Teorema 2, f |f(z)| dz converge, j f(x)dz converge, es decir, que una integral absolutamen-
a a
te convergente es convergente.

-
COS X g
il o

=
Ejemplo 1: f ;:) j—xl dx es absolutamente convergente y, por tanto, convergente, puesf
a O

=

di dx
. m < k m Converge.

senx

Ejemplo 2- f % dx converge (véase Prob. 11), pero f ‘dx no converge (véase Prob. 12).
o L

k]
; sen .
Asi que f dx es condicionalmente convergente.

Cualquiera de los criterios utilizados para integrales de integrando no negativo se puede emplear
como criterio de convergencia absoluta.
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INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE

Si fix) no es acolada solamente ecn el extremo x =g del intervalo a £ x < b, se define
entonces

J e = dim { fwe *

Si el limite del segundo miembro de (4) existe se dice que la integral del primer miembro es convergente ;
en caso contrario, que es divergente.
Analogamente, si f{x) no es acotada solo en el extremo x = & del intervalo ¢ < x < b, se define

ff(a:)dx = lim o e (5)

Y en tal caso la integral del primer miembro de (5) se dice convergente o divergente seglin que exista o
no el limite del segundo miembro.

Si f{x) no es acotada solamente en un punto interior x = x, del intervalo a < x < b, se define
entonces

f flx)dz = lim Imf(a:)dx 4 G flz) dz (6)

=0+ a =0+ xgteg

La integral del primer miembro de (6) converge o diverge segiin que existan o no los limites del segun-
do miembro.

Se pueden generalizar estas definiciones al caso en que f(x) no sea acotada en dos o mds puntos
del intervalo ¢ £ x = b.

YALOR PRINCIPAL DE CAUCHY

Puede suceder que los limites del segundo miembro de (6) no existan cuando €; ¥ &, tienden a cero
independientemente. En tal caso es posible que el limite exista si se elige € = €, = €en (6), o sea, es-

cribiendo
b Tg—€ b
§ t@yaz = 1im { I ey + f{x)dw} @

Si entonces existe el limite del segundo miembro de (7) se dice que este valor limite es el valor principal
de Cauchy de la integral del primer miembro. Véase Problema 14.

INTEGRALES IMPROPIAS ESPECIALES DE SEGUNDA ESPECIE

b
dx ; ’ .
1, j; (x—_&—); converge st p<1 vy  diverge si p=1,

b
2. f w—d_-%)—; converge si p<l y diverge si p=1,

Estas se pueden llamar integrales p de segunda especie. Notese que si p = 0 las integrales ya no son
impropias.

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE

Los criterios que siguen se dan para el caso en que f(x) no es acotada en un punto x = g solamen-
te del intervaloa < x < b. Hay criterios parecidos para cuando f(x) no esacotadaenx — hoenx = x,
con a < xg < b.
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1. Criterio de comparacién para integrales de integrando no negativo.

[}
(@) Conrergencia: Sea gix) 2 0 con a < x £ b y supdngase que f g{x) dx converge.
a

b
Entonces si 0 £ f(x) £ g(x) para a < x = b, f f(z) dx también converge.

5

1 2 1

et =1 Va—1

di

para x > |. Entonces como f converge {integral p con a = 1,

i r—1

dr

5
ﬂ=£LJ e [
1 \.-'a‘*—l

b
(b) Dirvergencia: Sea g(x) =2 0 con @ < x £ b y supongase que f g(x) dx diverge. En-

a

b
tonces si f(x) = g(x) para ¢ < x £ b, f f(x) dx 1ambién diverge.

también converge.

8
para x > 3. Entonces como J (xi—xg)‘ diverge (integral p con a = 3,
3

Inz 1
x—ay (o —3)*

Ejemplo:

G
p=4). f {xli%Fdz también diverge.
3

2. Criterio del cociente para integrales de integrande no negativo.

=0 y gx)=0 para a<z=D, y si Iim-{%:;—))ZA?éO o =, luego

b Tl

(a) Si flz)=
b x
f flx)dx e f g(x)dx convergen ambas o divergen ambas.

b b
(b) Si A=0en (g), ¢ j g(z)dx converge, luego f f(x)dz converge.

b

b
(c) Si A== en (a), e J‘ g(x)dx diverge, luego f f(z)dx diverge.

a

Este criterio se relaciona con el de comparacion y es un otil sustituto del mismo. En particu-
lar, tomando g(x) = 1/(x — a)’ se tiene por las conocidas propiedades de la integral p el

Teorema 3. Sea lim (x — a)?f(x) = A. Entonces,

b
(i) f f(z) dz converge si p <1 v A es finito.

]
(ii) J‘ flz)dz diverge si p= 1 y A £ 0 (4 puede ser infinito).

Si f(x) no es acotada solamente en el limite superior se remplazan estas condiciones por las del

Teorema 4. Sea Iin;_ (b — xf(x) = B. Entonces,

b
@) f f{x)dz converge si p < 1 y B es finito.

b
(ii) f f(z)dz diverge si p =1y B+ 0 (B puede ser infinito).

. Ashi : 1 ; —1 1
Ejemplo 1: j: x‘xm = converge, pues  lim (x—1)"*+ E—T T Jim ::_1 =3
k§
3 dz | H 1 1
Ejemplo 2: f ————— diverge. pues  lim 3—x)——— = —.
v B—2)vVer+1 Fed= B—x)yar+1 V10
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b
3. Convergencias absoluta y condicional. f f(x) dz se dice absolutumente convergente si
a

b b b b
j‘ f(x) dx converge. Si f |f(x)| dx converge pero f |f(x}| dz diverge, entonces j‘ flz)dx

se dice condicionalmente convergente.

Teorema 5

Si f |f{x})| dx converge, f flx converge. Es decir, que una integral absolutamente con-

vergente es convergente.

4T
7 1 dx i
Ejemplo: Como ces L e J,- : converge (integral p con a=m, p = 1), se
\J':x—# '\fsx—w‘ T !3:—: o { P P é)
AT AT
- senx y s5en T
sigue J. ———|dz converge y asi f : dx converge (absolutamente).
T v €T — 7 ™ \c"‘ il

Cualquiera de los criterios que se aplican a integrales de integrando no negativo se puede utilizar
como criterio de convergencia absoluta.

INTEGRALES IMPROPIAS DE TERCERA ESPECIE

Las integrales impropias de tercera especie se pueden expresar por las de primera y segunda espe-
cies, y entonces el problema de su convergencia se resuelve mediante le ya visto.

INTEGRALES IMPROPIAS DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO. CONVERGENCIA

UNIFORME
J: Fie, oyl (@)

Esta integral es analoga a una serie de funciones. Para estudiar las condiciones bajo las cuales se puede
derivar o integrar ¢(a) con respecto a o es conveniente introducir ¢l concepto de convergencia uniforme
para integrales en analogia con la de las series.

Se supondrd que la integral (8) converge para a«; = o < @,, 0 sea, brevemente en el interva-

lo [ay, o7].

Sea

Definicién.

La integral (8) se dice uniformemente convergente en [a;, o] si para todo € > 0 existe un niime-
ro N que depende de €, pero no de « tal que

4o = f riao)dx

Lo cual se puede enunciar de otra manera observando que |¢

< ¢ paratodou > Ny todo « de [a, o;]

ffx, dx = ‘f fa:adxl

que corresponde en una serie infinita al valor absoluto del resto después de N términos.

La definicion anterior y las propiedades de la convergencia uniforme que resultan se formulan aqui
para integrales impropias de primera especie. Pero los resultados son andlogos a los que se pueden formu-
lar para integrales impropias de segunda y tercera especies.
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CRITERIOS ESPECIALES DE CONVERGENCIA UNIFORME DE INTEGRALES
1. Criterio M de Weierstrass. Si existe una funcién M(x) = 0 tal que
(@) |flz,0) = M(z) o ZaZa,z>0

(b) fo(:e:)dx converge,

£
entoncesf f(x,e)dx es uniforme y absolutamente convergente en ; < o < o,.
a

£
Z 1 COS ax

SHsanf o € J 2l converge. s¢ sigue ug = dz
T Pt » 21 B B HIBE O , #1

xr4+1

Ejemplo: Como

es uniforme y absolutamente convergente para todo valor real o.

Como en el caso de las series, es posible que una integral sea uniformemente convergen-
te sin serlo absolutamente y viceversa.

2. (Criterio de Dirichlet. Supdngase que

{(a) W(x) es una funcién positiva mondétona decreciente que tiende a cero con x — oo

< Pparatodou>a y o =aZa,

Entonces la integral f flx, o) g(x) dx

es uniformemente convergente para a; < o £ o,.

TEOREMAS SOBRE INTEGRALES UNIFORMEMENTE CONVERGENTES

Teorema 6.

Si f(x,x)escontinnaparax Z aya; < a £ oy, ysi f f(x, ) dz es uniformemente convergen-
te para o; = ¢ = ,, entonces ¢{a) ‘J‘ f(x, ) dx es continua en ¢, £ o < a,. En particular, si
% €s un punto de o; = a < o5, se puede escribir

£
lim . = lim i, = i
Jim ¢(a) Jim f( ) . lim f(z,0)do (9)

Si ey es uno de los extremos, se apllca el limite a la derecha o el limite a la izquierda.

Teorema 7.
En las condiciones del Teorema 6 se puede integrar ¢(«) con respecto a & de a, a «, para obtener:

f“ gl = fu -{f:ﬂx,a)dm}da = fx{ f f(x,a)da}dm (20)

que corresponde a un cambio de orden de integracién,

Teorema 8.
Si f(x, a) es continua y tiene una derivada parcial con respectoa a continua parax S ayo; £ o <oy,

e
e A a ; : .
y S8i J‘ a_f dx converge uniformemente en a; < « < a,, entonces, si @ no depende de «,
{14
a

f o o (11)

8i a depende de « este resultado se modifica ficilmente (véase regla de Leibnitz, pagina 163).
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CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

El célculo de integrales definidas impropias se puede realizar de varias maneras. Una técnica ntil
consiste en introducir un parametro en forma adecuada en la integral y luego derivar o integrar con
respecto al parametro, aplicando las propiedades anteriores de la convergencia uniforme,

ORMADA
TRANSF S DE LAPLACE F) FE)

Se define la transformada de Laplace de una .
funcion F(x) como a = §>0

f6) = «(F@) = [ e=F@)dz (12) o 2L e
)

y es andloga a una serie de potencias como se ve EiE a” £>0
al remplazar e™* por t de modo que e ™ = ¢*. #+a
Muchas propiedades de las series de potencias se i s i
aplican también a las transformadas de Laplace. 8 +at
La breve tabla adjunta de transformadas de Laplace R A ! o
es muy util. @ es una constante real. T RS gt 8

Una aplicacion 1til de las transformadas de , .
Laplace es su empleo para la solucién de ecuacio- Fiz) 8L{Y (z}} — Y(0)
nes diferenciales (véase Problemas 34-36).

¥'(z) #L{Y{z)} — 8Y (0} — Y'(0)

INTEGRALES MULTIPLES IMPROPIAS

Las definiciones y resultados obtenidos para integrales sencillas impropias se pucden generalizar
a las multiples impropias.

Problemas resueltos

INTEGRALES IMPROPIAS

1. Clasificar segin la especie las integrales impropias:

1
dz xdx "1—cosx
o [ —% _ f 1—cosz
@ aVE(z+1) (@ (x—2) @ v s
T ‘I‘ 2 dx
)J; 1+ tg 2 (@) —ed 2R+ 1
(a) Segunda especie (integrando no acotado en x =0y x = —1).

(b) Tercera especie (¢l limite de integracién es infinito y el integrando no es acotado para tg x = —1).

(c) No es impropia (el integrando no es acotado en x = 2, pero este punto estd fuera del intervalo de integra-
cion 3 £ x £ 10).

(d) Primera especie (los limites de integracién son infinitos y el integrando es acotado).

aplicando la tegla de L'Hopital).

{e) No es impropia (pues lirgl+1;°9§-5 = —é-

xl
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2. Mostrar como se transforma la integral impropia de segunda especie , en (a) inte-

fr-\/%x:?)

gral impropia de primera especie, () integral propia.

=€
dx 1
a) Considérese f ————con 0 < e < 1, porejemplo. Sea 2 — x = —- Entonces la integral se convier-
(a) i E =5 P 5 g
L€
te en la f ﬁ. Para € —» 0+, se ve que el estudio de la integral dada es equivalente al de la
1oy2y—1

¥ dy : :
f ———— que es de primera especie.
1 oyVe2y—1 i

(p) Haciendo 2 — x = v* en la integral de (2), se conviertc en 2

. Se reduce, pues, a considerar la
VEyer+2

2J‘I L ue es integral propia
¥ 5
vyt 4+ 2 g

Por lo anterior se ve que una integral impropia de primera especie puede transformarse en una impropia

de segunda especie y reciprocamente (cosa que siempre se puede hacer).
Se ve, asimismo, que una integral impropia se puede transformar en propia. pero solo a veces.

INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE

3. Demostrar el criterio de comparacion (pagina 261) para integrales impropias de primera especie.

Como 0 = f{x) = gix) para x Z a, se tiene, utilizando la Propiedad 7, pagina 81,

b

0 = f f@ydz = f gy dz = f g(x) dz

Pero, por hipétesis, la ultima integral existe. Asi, pues,

I

b o
oIim f flx) de existe. y. por tanto J‘ f(x)dx converge

4. Demostrar el criterio del cociente (¢} de la pagina 262.

Por hipdtesis, lim ﬂ—:i = A = 0. Dado, pues, un € > 0 existe N tal que ﬁ—g - A‘ < e 8lx= N Asi

X g{'
que para x = N se tiene
flz)
A—¢ = = £ - € = = €
T A+ 0 (A —e) glx) flz) (A + ¢ glz)
Entonces

L] -] b
(A—e)f glz)dz = f flxyde = (A4e f g(z) dx (1)

No se pierde generalidad eligiendo 4 — € > 0.
Si’ Jﬁa g(x) dz converge, luego por la desigualdad de la derecha en (f),
lim va flx) dx existe y asi. pucs._fm flz) dz converge
e ] a
Si fx_g{x) dx diverge, luego por la desigualdad de la izquierda en (1),
b!i.nl J: flz)dx = =y asi. pucs.j:m flz) dz diverge

Para los casos en que 4 = (O y 4 = =0 véase Problema 41.

Como se ve en el problema anterior hay en general una notable semejanza entre las demostraciones para
series y para integrales impropias.
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5. Estudiar la convergencia de: (a) Ll (b) f il
1

Sxt+5x2+1"’ 1*'x5+1

(@) Método 1: Para x grande, el integrando es aproximadamente x/3x* = 1/3x°,

BN o T 1("dx : i ; :
Como sl S e Y j: - converge (integral p con p = 3), se sigue por el cri-
terio de comparacion que 4 x dx b
- también converge,

Nétese que el objeto de estudiar el integrando para x elevado es obtener una integral apropiada para
x comparacion.

=

A fly 1
m+1’ glz) = —. Como lim Ly =% € j.l glzx) dz

converge, r flx)ydz tambieén converge segun el criterio del cociente.

Metodo 2: Sea f(z) =

Obsérvese que en la funcion de comparacion g(x) se ha descartado el factor }, pero desde luego se le
habria podido incluir.

Eei

Meétodo 3: lim z° (m) = % Luego por ¢l Teorema 1, pagina 262, la integral pedida con-

VETEE.

(b) Meétodo 1: Para x grande, el integrando es aproximadamente x?/, /x% = 1/x.

2t —1 1.1 : " e-1 S
Para x = 2, SR L e —f diverge. J‘ ————dz también diverge.
Vsl % o= 1 V2"t 16

=1 A o GH0EY J"“
g b, AT e 1 =
T s () g ucgo como  lim O 1, e ! glx) dx

diverge. flz}dz también diverge.
2

Método 2: Sea f(z) =

2 __
Método 3: Como lim x (-—x—L> = 1, la integral pedida diverge por el Teoremal. pagina 262.

e “\Verrie

Obsérvese que el Metodo | puede exigir (y asi es a menudo) que se obtenga un factor de desigualdad
apropiado (en este caso 1 o cualquier constante menor que %) antes de que se pueda aplicar el criterio de com-
paracion. Pero los Métodos 2 y 3 no exigen esto.

=
4
6. Demostrar que f e~* dxr converge.
o

lim x? ¢”* = 0 (por la regla de L'Hopital o de otro modo). Entonces, por el Teorema 1, con 4 = 0, p = 2,

x=m

la integral dada converge. Compdrese con el Problema 10{«), Capitulo 11.

7. Estudiar la convergencia de:

Inzx "1—cosz
(@) j; = = dz, con a positiva constante  (b) fo =y d

; In x
(@) Im x- e 3. De donde por el Teorema 1, pagina 262, con 4 = oo, p = |, la integral dada diverge.

x—+m a

) J‘l cosx = J‘l cc-s:cd 7 l—c!oszdx
5 at &

w

La primera integral del segundb miembro es convergente [véase Problema 1(ef].

Como lim z** (l—xﬂ) = 0,la segunda integral del segundo miembro también converge segin

]

el Teorema 1, pigina 262, con 4 =0 y p = 3/2.

Asi que la integral dada es convergente.
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. . 9:3~i-:r2
8. Estudiar la convergencia de: (g) j —d:c, (b) f :.c“+1

(a) Sea x = —y. La integral se convierte en —f —dy

-5 . = ¥
Meétodo 1: il = ¢ ¥ para y = 1. Entonces como e Vdy converge e—dy converge; con lo

” para. ¥

1 1
que la integral dada converge.
o
Método 2: lim #* (%)z lim ye™¥ = 0. Luego la integral dada converge, segiin el Teorema 1,
Wt L e %

pagina 262, con A =0y p=2

% 2 e T
{b) Escribase la integral dada f $G+x dx + f xﬁ+$ dz. Haciendo x = —y en la primera integral
! Lot

Zz

yad Ya que lim #° ¥y = 1, la integral converge.
1 4 4 Yma y°+1 : & E

<2
ésta se convierte en la —f "Zr
]

2+ ;
Como lim % — = 1, lasegunda integral converge.
Tt it 5 |

Luego la integral dada converge.

CONVERGENCIAS ABSOLUTA Y CONDICIONAL DE INTEGRALES IMPROPIAS
DE PRIMERA ESPECIE

9. Demostrar que f flz)dz converge si f |f(x)| dz converge o sea, que una integral
a a
absolutamente convergente es convergente,
Se tiene —|f(x)| = f(x) £ |f(x)]. o sea, O g_f(x} + |/1x)| = 2|f(x)]. Entonces,

b

0 = [ (@ +l@lld = 2f lwide

)

Si J- |f(x)| d= converge, se deduce que f [f{=) + [f(x)|] d= converge. De donde, por sustraccion,

‘f [f(x)| de, que converge, se ve que f f(x)dx converge

10. Demostrar que f c(zf
1

Meétodo 1:

‘ COs T
t

ezt 2y dx
= i, pard x =1, Luego, por el criterio de comparacion, se ve que f % converge y entonces
z =

cos % :
f |x_3 ‘d;c converge, es decir, f e da‘ converge absolutamente y, por tanto, converge segun el Pro-
x?
1 L

blema 9.
Meétodo 2:
Como  lim :cmlctl#‘ = Im cziTx = 0, se sigue por el Teorema 1, pdgina 262, con 4 = 0y p = 3/2,

- =
cosx cos
que f [—-—x,—ldo: converge y, por lanm,J; T dx
1
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el
senx

11. Demostrar que f dx converge.

a
X

1
: se; sen x
sen > 1
Como f T dz converge (pues estontinua en 0 < x = 1 y lim —— = 1) no hay mds que
L x =04+
enx
x

demostrar que f dz converge
1

Meétodo 1: Integrando por partes

M " s M
sen & cos X cos ¥ cos M cosx
e A (Nl T T
J: s z |, e x €oS i + e dx (1)
: T ; 2 . cos M
0 bien tomando los limites en ambos miembros de (/) para M — o0 y teniendo en cuenta que lim =10,
M-=w
oa o
f X0% ge = cosl + f £52 (2)
1 x 1 x

Como la integral del segundo miembro de (2) converge segin el Problema 10, se deduce entonces lo dicho.
La técnica de integracion por partes para establecer la convergencia es muy atil a menudo en la practica.

Metodo 2:

w g w fuslymwm
Sen r SO X 5CN T s0n X
f de = J‘—d¢+f—_dx+u-+f F0T g +
Jy o 4 o i M o

o And 13w
5N X
w=g x

Wi

Haciendo x = v + nm, la sumacion se convierte en

- Tosenw Tsena T senw T senw
1" bl Uy = A K. i —
n§0( ”.j; v+ﬂrdu _I; ¢ dv _I; ?+r.rdu & _ﬂ v+ 2o 5

1 < 1
v4+nmr - v+ n+ n

T senw " s
o = — g
j; mar J; v F (n+1)m 7

que es una serie alterna. Como y sen v = 0 en [0, RJ, se sigue que

& T dv
sy ; SEn Y . BF
Asimismo. lim ——dv = lim = = 0
newy g ¥T WA neb ooty BT

Asi que cada término de la serie alterna es en valor absoluto menor o igual que el término precedente, y el
termine a-esimo tiende, pues, a cero con n — 0. De donde, por el criterio para las series alternas (pagina 226),
la serie y, por tanto, la integral convergen.

= T i
12. Demostrar que f se; dx converge condicionalmente.
(]

Como por el Problema 11 la integral dada converge, hay que mostrar que no es absolutamente convergente,

©
esto es, que J‘
Q

Como en el Problema 11, Método 2, se tiene

swn T
x

|dx diverge.

a1

? lsen - sene - T senw
J: _—“‘d;‘: = |§u it s | i .§u£ v+ nr e
Ahora bien, o e = Y T parad=v =+ De donde
v+ {n+ 1= -
J‘n 2P gy = ;J‘ﬂ senvde = b s
* . D nr =ty b T {n+ 1w
Como ,;,. (nTgl},.—- diverge, la serie del segundo miembro de (/) diverge por el criterio de comparacion.

%

senw : :

Por 1anta, r I—‘;I dx diverge y se tiene el resultado pedido.
a0
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INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE. VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY

T
13. (a) Demostrar que J‘ dx converge y (b) hallar su valor,
\/ x+1
El integrando no es acotado en x = —1. Se define entonces la integral por
7 T

: dx L (x4 e 3 “) i

S Lo Al = 1 P =
El_l;l‘:':_f et ;]-BR- 2/3 T £_1.1‘31+ 2° g

lo que muestra que la integral converge hacia 6.

5
z . !
14, Determinar si f [CESE converge (a) en el sentido corriente, (b) en el sentido del valor prin-
—1
cipal de Cauchy.

(@) Por definicion
* dx G =T g T
£ = ot dm [
f_,(x—l)s ﬁl.“LJ_] E=1F T o2 ), E-1
s e el i
= c,ILT+<s 2E§> g (&z 32)
¥y como los limites no existen, la integral no converge en el sentido corriente.
1—¢€ 5 i
: dz dx i o) B Leoglels oo - Bl
;lfm{f_, (x—1)° = e (x—l)’} A e].‘.‘ll{a 2 T 2a 32} = 9E

la integral existe en el sentido del valor principal de Cauchy. El valor principal es 3/32.

() Como

15. Investigar la convergencia de:

3 dz e i
@ f wptem O T o S, e ot

senz s
(b) f Ly @ (2 _dz
o X =95 b
7 3 1 - = 1 1 i 1
(@) ;].].T», (z —2) 2 — 8 rET+ o ( PR P 4) = S\J/ﬁ : Por tanto, la integral converge

segun el Teorema 3(i), pagina 264.

by lim z*- DLy
I

ey O+

Asi que la integral diverge segin el Teorema 3(if) de la pigina 264,

{e)  Escribase la integral en la forma

J" da 5 f‘ dr :
VB —1) s VE—z)x—1)

Como lim (z—1)¥*. L P %, la primera integral converge.
T 14 J(5_x)(r__1) &
Como lim (b—x)? - e e l, la segunda integral converge.
2 g 8
s V(6 —az){x—1)

Con lo gue la integral dada converge.

sen ! r
(@ lim (1—2)- 21—:: = 2™, Y laintegral diverge.
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Diro método:
zun_ ¥ -z 1 d ; ¥ !
= 2 e f ___x_x diverge. De modo que la integral dada diverge.
1

1—= == s

@) e e L = jn (ﬂfzﬂ
0 Ccos X

i
=1y 3 ai o g
gt (cos 27 goiml ) Luego la integral converge.

1
16. Si m y n son reales, demostrar que f "1 — g)"~! dx (a) converge sim > 0y n > 0, simul-
o

taneamente, y (b) diverge en cualquier otro caso.

(@) Param=1 y n Zz 1, simultineamente, la integral converge puesto que el integrando es continuo en
0 = x = 1. Escribiendo la integral como

f ™l — 2 tdy + J. TV — )t ()

Si0<m<1yd<n<l, laprimera integral converge, pues, lim x'™™-x"" (] — xy~! =1,
’ 2—~0F *
aplicando el Teorema 3(i), pagina 264, con p =1 —m y a = (.
Andlogamente, la segunda integral converge puesto que lim (1 — x)'™"«x""Y(1 — x)'~! = 1, apli-
L Ry ¥

cando el Teorema 4(i), pdgina 264, con p=1-ny b = 1.
Asi, pues, la integral dada converge si m > 0 y n > 0 simultineamente.

() Simz0, lim x-x""'1 — x""! = oo. Con lo que la primera integral en (/) diverge, sea cual fuere el

=0+
valor de n, segin el Teorema 3(ii), pagina 264, con p =1y a = 0.
Asiniismo, la segunda integral diverge si n < 0 sea cual fuere el valor de m y se deduce el resultado

pedido.
En el Capitulo 13 se trata de algunas propiedades importantes de esta integral, llamada integral beta

o funcion beia.

pé 1 5
17. Demostrar que f %scn; dax converge condicionalmente.
1}

Con x = 1y, la integral se convierte en la f S'{%dy y se deduce el resultado pedido por el Pro-

1rm

blema 12.

INTEGRALES IMPROPIAS DE TERCERA ESPECIE
18. Si n es real, demostrar que f 2" le~*dx (a) converge si n > 0y (b) diverge si n < 0.
o

Escribase la integral en la forma

1

f i lamedy f gt lerF dy 1)
o 1

(@) Si nz 1, la primera integral en (/) converge porque el integrando es continuo en 0 < x < 1.
Si 0 <n< |, la primera integral en (/) es impropia de Sgunda especie en x = 0. Como
lim x'™"-x""!e™* = [, la integral converge segiin el Teorema 3(/), pagina 264, conp=1—nya = 0.
x—+0+
De modo que la primera integral converge para n > 0.
Sin > 0, la segunda integral en (/) es impropia de primera especie. Como lim x* - X" 'e™* = 0 (por

la regla de L'Hopital u otro método cualquiera), esta integral converge segin ¢l Teorema 1(f), pagina 262,
con p= 2

Asi, pues, la segunda integral también converge para # > 0, y, por tanto, la integral dada converge
para n > 0.
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(b) Sin = 0,la primera integral de (/) diverge puesto que hm x-x""! ¢ * = og [Teorema 3(ii), pdgina 264].
=0+

Sin = 0, la segunda integral de (/) converge, pues lim x+x""' ¢™* = ( [Teorema 1(i), pagina 262].

. i -
Como la primera integral en (/) diverge en tanto que la segunda converge, su suma también diverge,
es decir. la integral dada es divergente si n = 0.
En el Capitulo 13 se trata de algunas propiedades interesantes de esta integral, llamada funcién

g,

CONVERGENCIA UNIFORME DE INTEGRALES IMPROPIAS

E

19. (a) Calcular ¢la) = Jﬂ ac™®dzx con a>0.
0

—_—

(h) Demostrar que la integral en (@) converge uniformemente hacia 1 para a = oy > 0.
(c) Explicar por qué la integral no converge uniformemente hacia 1 para a > 0.

b

{a}) @a) = lim ac % de = Jim —e7es
Irms o —

b
== Hm 1 = g=% #= 1 5 4350

Bt e

=0

Asi que la integral converge hacia 1 para todo o > 0,

(b) Método 1, por la definicion

La integral converge uniformemente hacia | en « = &, > 0 si para todo € > 0 existe un N dependien-

te de € pero no de x tal que ‘1 o f ae % dx
i}

Como |1 &f ee”®dr| = |1—(1—e®)| = e % = ™™ < ¢ para u > iInl = N,

o €

< e paratodow = N,

o
con lo gque se obtiene ¢l resultado.

Metodo 2; utilizando el criterio M de Weierstrass.

i i, 1
Como lim <% 2™ = 0 paraa 2 &, > 0, se puede elegir |xe™**| < — para x suficientemente gran-
X

Xt

: 1 L
de. x Z xy por gjemplo. Tomando M{x) = — y observando que f 5{—;: converge, se deduce que la in-
¥ i
o

tegral dada es uniformemente convergente hacia 1 para o = o, = 0,

(e} Al tender o; — 0, el nimero N cn el primer método de (h) aumenta indefinidamente, de modo que la in-
tegral no puede ser uniformemente convergente para x > 0.

20. Si¢le) = f f(z, ) dx es uniformemente convergente para o, £ o < a,, demostrar que ¢()
a

es continua en este intervalo.

Sea  ola) = J. Flz, o) de + RBlu, o), con Ria) = “ Fflx, a) dx.

Lntonces, gla+h) = f fle,a+ k) dr + Rlu,a+h) v

#la+h) — gla) f {fle,a + k) — fl2,a)} dx + Blu,a+ h) — Rlu,a)
Asi. pucs. i

lolath) —gla)| = j [flrat k) = flaa) | doe + [ Rl e+ R + | R, a) | (1)

|

Come la integral es uniformemente convergente en «, < a = a,, para cada € > ) s¢ puede hallar un ¥
independiente de x tal que para u > N,

| R, + 1) | < /8, |Rlu,a)| < o3 (2)

Como f{v.a) es continua, se puede hallar § > 0 correspondiente a cada € > 0 tal que

f | Flz e+ K) — fla,a) | doe < /3 con Bl <8 ()
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Llevando (2) y (3) a (1), se ve que | pl + h) — $(a) | < € para [#] < 8, con lo que ¢(x) es continua,

Notese que en esta demostracion se supone que ay « + /cstin ambos en el intervalow, < o < ;. De modo
que si o = a;, por gjemplo, A > 0 ¥ s¢ supone la continuidad a la derecha.

Nbotese también la analogia de esta demostracién con la analogia para las series.

De manera parecida se pueden demostrar otras propiedades de integrales uniformemente convergenies.

a—0+

21. (a) Mostrar que lim - ae" % dr ‘I; (lit§1+ ae““)da:. (b) Explicar el resultado de (a).

a

() lim a6 @ dy = lim 1 = 1 por el Problema 19(a).

g+ gy it

f ( ng‘.lf ae” ) de = f Ode = 0. Y se tienc el resultado pedido.
0 o= s

(6) Como #{a) = f ae”** dz no es uniformemente convergente para « = 0 (véase Problema 19), no hay
o

seguridad de que ¢(x) sea continua para « = 0. Asi que lilg: ¢(x) puede no ser igual a ¢(0).
a0+

22. (a) Demostrar que f e “cosrrdx = ﬁ para @ > 0 y cualquier valor real de r.
(1]

(b) Demostrar que la integral en (a) converge uniforme y absolutamente para o < o < b, sien-
do 0 <a < b y r cualquiera.

(¢) Por la formula de integracion 34, pagina 84, se tiene

il —az M
; = i €= (rsenrx — acosrx s <3
lim e ®cosrxdy = lim { — ) S
Meve ), Meow a* + 3 a’

(6) Esto se deduce inmediatamente por el criterio M de Weierstrass para integrales, notando que | e cos rx

Ze ™y que f e~® gy converge.
o

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

T

w2
23. Demostrar que J‘ Insenz dz = ) In2.
0

La integral dada converge [Problema 42(f)]. Con x = 1/2 — y,

w/E T/ i
Tga= f Insenzdas = f Incosydy = f Incosx dx
(V] (] [}
Entonces,
Wi Tz -
2r = f (Insenz + Incosx)dx = f In (%}(Lﬁ:

o o

wi miE TR r

= f In sen 2% dx —f In2ide = f In sen 2x dx—§1n2 (1)

o (1] a

Haciendo 2z = v,
w1 " e L
f Insen2zde = 1 f Insenvdv = I J/‘ Insenw de + f In sen v dv
L] iz o Wi -
= 4I+5H = I (haciendo v = »—~u enla altima integral)

Con lo que (/) s¢ convierte en 2/ = I—%lnz o7 A= —-%1112.
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L 2
24, Demostrar que f xlnsenzdr = — 1é—]n 2.
L]

Sea x = m — y. Entonces, aplicando los resultados del problema anterior,

Il J;Fxlnsen:cd:c = rf(vr—u)]nsenudu = J"r(:.-—x)lng,enxdz
% ™ i :
= rrj‘ Insenz dr — J: z In senx dx
= =7gh2 —J
0 J=—£2i]n2

il :
25. (a) Demostrar que (a) = f Zia uniformemente convergente para o = 1.
o L

(b) Mostrar que ¢(a) = 2‘/_ (¢) Calcular J; {7:524?1)2'

20) <l ey (o _1:3-5...2n—1) =
{d] Demostrar que ‘f; W = .J; cos™f de = W"z—.

o : 1 uiynbe “ 4w
{a) Sededuce del criterio de Weierstrass, puesto que o A = Fyq PardeZ 1§ J; T omecge:

+1

b Syl T b

(B) ¢la) = llmf"w“-— - lim L g1 L u._.‘\/— = = e

x*t+a b 7 Va

(¢) Por (b), J; xd-fa = 2\"}_. Derwando ambos miembros respecto de a, se tiene
e : di R
f (f a) de o= o @& Ta) g®
resultado que justifica el Teorema 8, pagina 266, ya que f (_:»:T%:c_)? es uniformemente convergente para
L '] €

1 1 ¥ de
o= 1 (pues W = m S f (-;'4-—1)2 convergel.
T

Tomando el limite para @ — 1+, aplicando el Teorema 6, pigina 266, se halla que J. T + e =

T

. _ " dax
{(d) Derivando ambos miembros de J; AT —

V30 2n—1\z —aasnin
[“1)(—2].‘-(“”}.[) {xz ﬂJn+] <_'_><__>(__> ( 5 )Erx

lo que se justifica como en la parte (¢). Con ¢ — 1+, es

7 VECES, 5€ encuentra que

dx _ 1-3:5--8n—1)z _ 1+3+5---(2n—1)

m
o @FI 2"n! 2 2:4+6.--(2n) 2
wiE
Mediante la sustitucion x = tg #, la integral se transforma en la f cos™ ¢ dg con lo que se llega al re-

sultado pedide. ?

b2+ 72
at+7r?

W o—ar __ g—br
26. Demostrar que f Ere=€ o gp %ln
o

con a,b>0.
I sec ry

Por el Problema 22 y el Teorema 7, pagina 266, se tiene
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CAP. 12] g
=% 4 I b =
f {f e " cosrzda bdxr = Jﬂ {f e % cos rx d:c}da
n LA n ™e=0

J

=

o sea
w b
e cosrx | J" @
—_— g3 . = —a
J::n 2o {Taa w=q a’+7’2 i
oo pte L. b2+
esto es, S e M
= .I: xzecrx 2 na"+?’

T tg“lﬂgln(a2+l). w0,
o

= 1
27. Demostrar que f Gl
a

Por el Problema 22 y el Teorema 7, pagina 266, se tiene

J: {J:uew cos 7z a’:c}r!'r = f:{ﬁ

»

e~ cosrx dr} dz

. = 5en rx
o bien f; e “‘-—x—d.'x £ J; ﬁr—z—dr = tg_‘z‘
Integrando otra vez con respecto a r de 0 a r se tiene
™| ¥
J; - l:%r-n—:dx = j; tg"‘i—dr = tg"i i %In (o + 7%

por integracion por partes. El resultado pedido se obtiene haciendo r = 1.

*1 —coszx
28, Demostrar que f —5F d

0

.Tzé.

-
Lo XS o = X0, g s o el f L= CoSZ gy converge [véase Proble-
a x

Como e % = =
it -

—cosx :
_rio_s__ dz ¢s uniformemente convergente y

ma 7(b)], se sigue por el criterio de Weierstrass que f e :
'}
representa una funcidn continua de o para a = 0 (Teorema 6, pdgina 266). Haciendo entonces o — 0+, uti-

lizando ¢l Problema 27, se tiene
. w_ml—coso: j‘ql—cosxd & ; sy T _ e 2 -
: al-l‘?+ o € &k de a x7 i c{l-{r}l e @ 2 B (ﬂ < 1) 2
T senzx ®sen?x ;
29. Demostrar que f dr = f —dr = <.
n 0 x 2
Integrando por partes,
M al ] M
1 —cosz = o i ™ : senx — 1—cose 1—cosM J' sen z
—xz—dx = ( :r) (1~ cos a:}‘ + J: = dz = - : 7 + ; = dz

€
Tomando limite para € —+ 0+ y M — oo resulta que

J‘ senz . _ f l—ios:cdx i
P e e x 2
= il z > 2 T 1y -
Como f o cosiz de = 2J Sfﬂ_(’f_@_) = f &,ndu haciendo = /2, se tiene también
i e h z i u

“sen®x X
f —dy = I,
e B 2
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“sentax ;
30. Demostrar que ‘f de = I,
0 x 4
= - £if e gz 3 3 (eiz}a e B(Bi:)n(e—is) -k 3(c|:)(c-|’r}! W (r_,--iz)fi
: 2 i
1 fedin— g /e —g = b ol i
_:1-( o ) + 4( 57 ) = 4scn3a: + 4.~.u1:c
Luego - :
=J:\una:z:dx oo P seng 1 sendx , QJ' senz .1 r senw o
i xr Ao T 4.2 x 4., x 4.7, u

_ By el e
2 Z(E) 4(2) 5 4
PROBLEMAS VARIOS

31. Demostrar que f e = dx = \x/2.
L1}

Por el Problema 6, la inlegral converge. Sea

M M D
In =f e"’d:r::f e ¥ dy yscd Mlim Iw=1, e
o o — o

el valor de la integral. Entonces,
M \ M
I (f c“!’dx)(f e~v? d;,) MVZ
o L
M M
f f e~ =2+ e dy M
L) o
b IT e~ die dy l 0 A B z

(RM
siendo R, el cuadrado OACE de lade M (véase Figu- Fig.12-1
ra 12-1). Como el integrando es positivo, se tiene ;

[}r gty o d.y {1}

Ry

ff e~ Ptidady = Iy
K,y

siendo R ; y R, las regiones del primer cuadrante limitadas por los circulos de radios M y Mﬁ respectiva-
mente.

En coordenadas polares (f) da

it M i M T
f f ePodelds = IL = f f e pdpds @)
B=t Mo b=0 ¥ p=p
o
3(1 =g My = gleas 3-(1 — g~ (53]
Y tomando el limite para M — oo en (3) s¢ tiene lim [ =12 = n/d e I = /n/2.
M=

32. Calcular f e~ cosax dx.
o

o

Sen Ia) = f &= cos ax dx. Integrando por partes y tomando limites adecuadamente,
L]

dl i =
T J; —ze P senar de = %g-xzscnqx[:—%ﬂf GeRGs e = —%I

a
£

La derivacion bajo el signo integral la justifica el Teorema 8, pagina 266, y el que Ia r xze~=* sen ax dx sea
0

uniformemente convergente para todo a (pues, por el criterio de Weierstrass, xe ™ sen oax | & xe ¥ y

w

ze~ = dx
_J: converge),
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33.

34,

Por el Problema 31 y en vista de la convergencia uniforme y la consiguiente continuidad de la integral dada

(puesto que | ¢™* cos ax = f e~ dx converge, con lo que se aplica el criterio de Weierstrass) se tie-

ne 1(0) = lim fiz) = &L /7
a=0

Jx %

o
L= 5 se halla Ha) = 5 e

dr
Despejando == 2." con la condicién 7(0) =

(¢} Demostrar que I{a) = f ptx=aie’ fp — 1/25 (b) Calcular f e~ gy,
(i} i}

{g) Setienc Fla) = 2r grtsmain® (1 — ofg?) dx.

La derivacion es valida, pues el integrando permanece acotado al tender x — 0+ ¥ para x suficiente-
mente grande

griz—am? (] — a/x‘) = poErie-alisl {1~ ale?) = g e

=

de modo que ['(2) converge uniformemente para ¢ = 0 por el criterio de Weierstrass, ya que f e~ <dy
converge. Ahora bien, i

. m!:,—{xmcruﬂ2

I'e) = 2[ em et gy zaf i R
o L x

como se ve haciendo «/x = y en la segunda integral. Asi que J(x) = ¢, una constante. Para determinar iy
hdgase x — 0+ en la integral buscada y utilicese el Problema 31 para obtener ¢ = \/:;;“2.

(b) Por (a), I- e EEE gy f e-ldf-rasa®s gy o emJ. P i ?
W oo ulo ]
35 = = )y B T ke
Luego f e~ (Fea’r gy = \/?Te‘m. Haciendo « =1, f € ke )dx — %_'3 %
U L
Comprobar que: ary =1 . (b) £ e 0
omprobar que: (a) L{e™} = o s>a; (b) L{cosax)} =Fgrg 570
e M
(a) L{exr = f e =e=de = lim g™t dy
o Mey o | o
—a— LN
= lim L £ = 1 \I g§=a
Moo s—a e—a
(b) Li{cosax} = J- e T pagran- dr- = ;’% por ¢l Problema 22 con a=3¢, *=a.
o
Otro método, empleando nimeros complejos.
Segun la parte (a), £{e™y = ?-E—E. Cambiese a por g/, Entonces.
Liey = pleosaxr +isenaz} = L{cosaxz} + 1.0{ser
o 1 b ko, 8 i
T os—ai | e gt gt +a*

Igualando partes reales e imaginanas: cosax} = 5 {senaz} = —2 .
2 P g £l b= Lbenaz) = oo

El método formal anterior se puede justificar por métodos del Capitulo 17.
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35. Demostrar que (a) LIY'(x)} = sL{Y(x)} — Y(0), (b) LIY"(x)} = s> L{Y(x)} — sY(0) — Y'(0)
bajo condiciones adecuadas para Y(x).

(a) Por definicion, =

av@ = [ ewv@e = Jm [ eveds
" M
= a}ir.nm {e“’ }r’(x}g + sj; e~ ¥ix) d:r}
= sf e =Yy ds — Y(0) = so{¥()} — Y(0)

suponiendo v tal que Jim MY (M) =0,
- o

() Sea Ufz) = Y'(z). Luego segin (a), £{U'{x)} =& £{U(x)} — U(0), Con lv gue

LYy .= s£{Y(x) — Y(0) = s[sL{Y(x)} — Y(0)] — Y'(0)
= s£{¥(=)} — s¥(0) — Y'(0)

36. Resolver la ecuacién diferencial ¥"'(x) + Y(x) = x, ¥(0) =0, Y'(0) = 2.

Tomese la transformada de Laplace de ambos miembros de la ecuacion diferencial dada. Entonces, por el
Problema 35, :
L{Y"z) + V() = gle), V@) +£{Y() = 1/8

y asi 8 L{¥(z)} — s Y(0) — Y'(0) + L{¥(=x)} = 1/

Despejando £{¥(x)} aplicando las condiciones dadas,

25 +1 1 1
= R WAL 1
LY@ = e PR 0
por descomposicion en fracciones parciales.
C 1 A e 1 L o ;
omo %= &z} y o7 = Llseng), scdeduceque S+ = Lz +senz)

$£+1

Luego por (1), £L{¥(x)} = £L{x -+ sen x}, de donde se puede deducir que ¥(x) = x + sen x, que es una
solucién como se puede comprobar.

Otro método:
Si L{F(x)} = fis), f(5) se llama transformada inversa de Laplace de la F(x) y se escribe f{s) = LY R
Por el Problema 78. £-'{f(s) + g(s)} = £ {f(s8)} + £~ {g(s)}). Luego por (/).

o) & 1 el ] 1
Yz} = (‘{s‘g'i'm} = {‘{s—,} +-€’{m} = z+senx

En la Tabla de la pagina 267 se pueden leer transformadas inversas de Laplace.

Problemas propuestos

INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE

37. Estudiar la convergencia;

z* +1 ztdx
(“)f FESE {d)f o “”’f (G e
xdx 24 senx “Inzdx
(®) J; JF—1 (e) _wﬁ“ B ) ke
® dz xdz : “sen?x
o s 0 f, &% o f %

Sof. (a) conv,, (b) div., (¢) conv., (d) conv., (e) conv., (f) div., (g) conw., (k) div., (i) conv.
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2 dx T ;
t —_————— = —— &
38. Demostrar que J‘_wfc’ T G st b > |al

39. Estudiar la convergencia de (a) J‘ e=Inadz, (b) J- e™=ln (14 e%)dxz, (c) f e~ * cosh z* dx.
1 ° a

Sol. (a) conv., (b) conv., (c) div.

40. Estudiar la convergencia indicando, donde sea posible, s: es absoluta o condicional: {a) f :f,'ffdx;

(b) f o os br da, con a, b constantes positivas; (e) f _CO8 . dz; (d) J‘ sl
o Vil Vet ot
© J‘ LC;,E]-. :cx o Sof. (a) abs, conv., (b) abs. conv,, (c) cond. conv,, (d) div., (e) abs. conv.

41. Demostrar los criterios del cociente (b) y (c) de la pégina 262.

INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE

42. Estudiar la convergencia de:

1

dz _Inz ot - ' d
) _ dx (g} —adx =
(e Jr: (x+1)”‘ E () f J; {3 —=x)* (4] i
cos *d ._._d”_ n TeTT cos 2 d
® f L J; In (1/z) (k) L‘ x 2

e ' 1— k*p?
) j; In sen & dx (@) _£ Vi 1&; dz, |k <1

Sol. (a) conv.,, (b) div., (¢) div., (d) conv., (e} eonv., (f) conv., (g) div., (k) div., (i) conv., (7} conv.

E}
43. (a) Demostrar que f ﬂ diverge en el sentido usual, pero que converge en el sentido del valor principal

de Cauchy. (b) Hallar el valor principal de Cauchy de la integral en (a) ¥y dar una interpretacion geométrica.
Sol. (b) In 4

44. Estudiar la convergencia indicando si es absoluta o condicional, donde sea posible:

(@) f cos( )da: (b)f—cos( )dx (c)f —cos( )

Sol. (g) abs. conv,, (b) cond. conv., (¢) div.

32v2
=

45. Demostrar que f (33’ sen L * cOS l) de =
¢ P x

INTEGRALES IMPROPIAS DE TERCERA ESPECIE

46. Estudiar la convergencia de; (a) f *lnx dz, (b) f s =ade .
o xln{a:-i—l V(_(3+2senx}

Sol. (a} conv., (b) div., (¢} conwv.

* dx e“dx
—-'_-_; b .—9
@ f = 0 f s

Sol. (a) conv,, (b) conv. si a > 2, div, si 0 <a 2.

47. Estudiar la convergencia de: >0.

48. Demostrar que f SRl (i)

—————da converge si 0 £ la| < n y diverge si |af = 7.
o senh (zx) e = i | ¥ g ! I =5

49. Estudiar la convergencia indicando, cuando sea posible, si es absoluta o condicional:

“senz * sen VE .
dz, (b — = dax. Sof. (a) eond. conv., (b) abs. conv.
(a) J; Vz ) o senh Vz
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CONVERGENCIA UNIFORME DE INTEGRALES IMPROPIAS

50. (¢) Demostrar que ¢la) = ioia;; dx es uniformemente convergente para todo a.
() Demostrar que ¢{x) es continua para todo « (c} Hallar Iing dla). Sol. (¢} n/2
51. Sea gle) f F(z,a)dx, con Flz,e) = a*ze ", (a) Mostrar que () no es continua en o = 0, 0 sea,

que lim Flx,a)dz = r hm Fi{z,e) dz. (b) Explcar el resultado en (a).
L]

-+

—ax

52. Hacer el Problema 51 si Flx, o) = o’xe

53. Si F(x) es acotada y continua para —oc < x < o0 ¥
Lol F(x) dx
Viz,y) = [ o
2.4 T,
demostrar que lim V(x, y) = F(x).
p—=0

54. Demostrar (g) ¢l Teorema 7 y (b) el Teorema 8 de la pagina 266.

§5. Demostrar el criterio M de Weierstrass para la convergencia uniforme de integrales.
=

56, Demostrar quef Flz)dx converge. luego r e~%* F'(x) dx converge uniformemente para a = 0.
o Eo ]

2 n
57. Demostrar que (2} ¢fa) = f gz “2 L dx converge uniformemente para a = 0, (B) ¢le) = = — 18~ o,
a

2
{e) J;ws_e%_@_ dzx = % (compérese con los Problemas-27-29).
58. Enunciar la definicién de convergencia uniforme de integrales impropias de segunda especie.
59. Enunciar y demostrar un teorema correspondiente al Teorema 8, pagina 266, si e es funcién diferenciable de a.

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Verificar los resultados siguientes. Justificar en cada caso todos los pasos.

£

—ar _ ,—bz
60. f € Tf dr = In(bla), ab>0
o

x
i fme_u_e_“da: L) B/ — te=! (afr) o500
©Js xcosecrx = R g (a/r), abr
© senrx o
B J; Aiiy% = -, rz0
"1 —cosrx e
63. ‘I; sz = E|'r|
“x senre =
S
5 o E
65. (¢) Demostrar que f e-asfeosar —cosbx 1, (ot b S
8 # 2 o+ at

(b} Valiéndose de (a), demostrar que f w HE = ln< )
a

x

[Los resultados de (b) y el Problema 60 son casos especiales de la integral de Frullani. r Lx(w} dy =
b
{F(0) — F(=)} 111( a)’ que es vilida con ligeras restricciones sobre F.]

66. Dada f e dx = +Vwfe, «>0. Demostrar que parap = [.2.3. ...

bl baok 8, B - (Bl WE
s o
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0

67. Si a>0,b>0, demostrar quef (emesf — ety g = \ob — vaa.
a4

z i — ! T
68. Demostrar que f —1’?—._{”&?_&_(3_@ dr = % ]11(2) con a>0,5>0.
] x
s [ o B &+ sl o R :
69. Demostrar gue J:m e i [Sugerencia: Apliquese of Problema 38]

PROBLEMAS VARIOS

70. Demostrar que f {M} di converge.

71,

72.

73.

74.

T

76.

77.

78,

o x

= An+ iy
dx ; z dx
M 1 .
, 1T Pseny Converge [Sul, Considerar ..% -I: .

- 3 sen® x
I:m\n:r i = I-{,.d Ly di
e 1+ 2sente = J . 1+ (nz)sensz®

=
x d :
Demostrar que 5 diverge.
i o 1+ x?sen?x £

Demostrar que y utilicese

i In (1 + a%?)
td) Demostrar que i 1+:2~—d:a: = vIn(l+a), az=0
wiE -
(k) Con () mostrar que f Inscneds = =5 In2,
L]

»
sen*x =

Demostrar que f T—de = .
Joo ow 3

Caleular  (a) €{1/V/z}, (b) L{cosh az}, (¢) L{(sen x)/x).
Sal. (a) Vals, >0 (b) ;’fa*’ s> lal (e} lg“(;), 5> 0,

@) Si £{F(2)} = f(s), demostrar que £{e™ F(z)} = fls—a), (b) Calcular L{e* sen bz},

Sol. (b) o &Fa

sloi sl
(2—a)®+ b

(@) 8i L{F(x)} = f(s), demostrar que L{x" F(x)} = (—1p f"™(s), dando restricciones adecuadas para E(x).
(b) Calcular £{x cosz}. Sol. (b} (f:-f—;llﬁ' §>0
Demostrar que £ =1 {f(s) + g(s)} = £~! )} + £ {g(s)}, enunciando cualesquiera restricciones necesarias,

Resolver, mediante transformadas de Laplace, las siguientes ecuaciones diferenciales sujetas a las condiciones
dadas.

(a) ¥Y"'(x) + 8Y'(x) + 2¥(x) = 0; Y(0)=3, Y=o

(B) Y"(2) = Y'(e) = x; Y(0)=2, Y(0)=-3

() Y"'(x) + 2Y'(x) + 2Y¥(z) = 4; YO =0, Y'0)=0

Sol. (a) Y(r) = 6e—= — 3e7 (b) Y(x) = 4 —2¢*—da"—=x, (e) Y{x) = 1 — ¢ *(senx + cos x)

Demostrar que L {F(x}} existe si F{x) es casicontinua en todo intervalo finito [0, 5] con b > 0 y si F(x) es de or-
den exponencial al tender x — o0, es decir, si exisle una constante g tal que ]e'"ﬂx)| < P (una constante)

para x > b.
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81. Sif(s)= L{F(x)} vy gls) = L{Glx)}, demostrar que f(s) gls) = L{H(x)}, siendo
Hiz) = f Flu) Glz — 1) du

se llama convolucion de F y G, y se escribe F+G.

M

[Sug,: Escribase f(s) g(s) l}im {f e ™ F(u) du}{f e~ G(w) r!w}

™ M
it _f f =5+ Pu) G(v) dudy v hagase u+v = c]
a o

Moeg

Il

82. (¢) Hallar g£* {ﬁﬁ} (h} Resolver ¥7{z) + Y(z) = R(x), Y(0)=Y'(0)=0.

{¢} Resolver la ecuacion integral Y(z) = =z + Y{(u) sen (x —u)du. [Sug.: Aplicar el Problema §1.]
o

Sol. () §{senz — xcosz), (B) Y(z) = f R(u) sen (xz ~ u)du, (e} Yi(x) = =+ 2%6
o
83. Sean f(x), g{x) vy g'(x) continuas en todo intervalo finito a £ x = b y supéngase que g'(x} = 0. Supongase tam-
bien que h(z) = f flx) dz es acotada para todo x = ¢ y que lim g(x) = 0.
a x—=0

(«) Demostrar que f flz) glx)de = —J, g'(x) hiz) dx.
(b} Demostrar que la integral del segundo miembro y, por tanto, la del primero, es convergente. El resultado

es que en las condiciones dadas sobre f{x) y 2(x), f f(z) g(x) d=z converge y es el llamado criterio integral

de Abel

. :
[Sugerencia: Para (a), considérese lim f f(x) g(z) dz tras remplazar f{x) por #'(x) e integrando por partes.

b

f g'(z) h(z) dx

= Hig(a) —g(b)};

Para (b), demuéstrese primero que si |h(x)| < H (una constante), entonces

v luego hdgase tender b — c.]

Senx
€T

84. Aplicar el Problema 83 para demostrar que (a) f dz  y (b) f senzf dz, p>1, convergen,
a o

= =

85. (g) Dado que f wnede = f cosudr = %'\l% [véase Problema 27 y 68(a), Capitulo 13], calcular
U] o

f f sen (2* + %) dx dy
oty

{b) Explicar por qué el método del Problema 31 no se puede utilizar para calcular la integral multiple en (a).
Sol. w4




Capitulo 13

Funciones gamma y beta

FUNCION GAMMA

La funcién gamma, que se dencta I'(n), se define por
T(n) = f ahle *de (1)
o
que es convergente para n > 0 (véase Problema 18, Capitulo 12).
Una férmula de recurrencia para la funcién gamma es
n+1) = nr(n) (2)

donde I'(1) = 1 (vease Problema 1). Por (2), I'(n) se puede calcular para todo n > 0 si se conocen los va-
lores para 1 = n < 2 (0 en cualquier otro intervalo de longitud unidad) (véase tabla mds adelante),
En particular, si n ¢s natural,

T(n+1) = n! =128 ... ()
razén por la cual I'(r) suele llamarse funcién factorial.
3 - Fet L T(5) _ 4!
Ejemplos: T(2)=1!=1, I{6)=5:=120, FE%% =5 = 12.

Se puede demostrar (Problema 4) que
o} = V= )

La relacidn recurrente (2) es una ecuacion de diferencias que tiene por solucién (7). Tomando (1)
como definicidn de I'(n) para n > 0, se puede generalizar la funcién gamma para n < 0 aplicando (2)
en la forma

ey = St ®)

Vease Problema 7, por ejemplo. Este proceso se llama prolongacion analitica.

TABLA DE VALORES Y GRAFO DE LA FUNCION GAMMA

n T'in) s 1 . T(x)

1,00 1,0000 R TTrTY
1,10 09514 ‘ I i
1,20 0,0182 ; \ é
1,30 0,8975 ! -
1,40 0,8873 L :

1,50 0,8862 Fig. 13-1 S T e ne e e
1,60 0,8935 I ‘_: o
1,70 0.9086 :
1,80 0,9314 = -
1,90 0,9618 Bl 15 -
2,00 1.0000

285
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FORMULA ASINTOTICA PARA I'(n)

Si n es elevado saltan a la vista las dificultades de cdlculo de I'(r). La formula siguiente tiene gran
utilidad en ese caso

In+1) = V2mintg medintd 0<e<1 (6)

pues en los mas de los casos practicos el ultimo factor, que para n grande se aproxima mucho a 1, se
puede omitir. Si n es entero, puede escribirse

n! ~ VEmnnte ™ (7
donde ~ significa «es aproximadamente igual a para n grande». Esta es la llamada férmula de aproxi-
macion factorial de Stirling o férmula asintética para n!

ALGUNAS RELACIONES EN QUE ENTRA LA FUNCION GAMMA
I(.’L‘) Ml—x) = Shne 0<x<l1 (8)
En particular si x = 1, T'(}) = \/E
2u-tp(z) Tz +1) = V7T(22) (9)

Esta es la llamada férmula de duplicacién de la funciéon gamma.

I(z) F(x +%) T(x + ?—i) T (x % ?%_1) = meemE@nn-URT(ma)  (10)

(9) es un caso especial de (/0) con m = 2.

% = e I_Il {(1 +%>e‘”"‘} (11)

que es una representacion de la funcién gamma como producto infinito. La constante y es la constante
de Euler (véase Problema 49, Capitulo 11).

e

T(x+1 li k¥ = limll(z, k 12
s T A k) (12)
siendo TI(x, k) l1a llamada funcién n de Gauss.
e . 2 1 1 139
I(.?'.,-!-l] i \;2naﬁxre T{1+T2E+W_m§+“-} {13)

que se llama serie asintética de Stirling para la funcion gamma. La serie entre laves es una serie asintd-
tica (véasc Problema 20).

(1) = f e*lnxdr = —y siendo yla constante de Euler. (14)
1

) Lk g 1 1
Ty _7’+(‘1"‘E>+(é_m)+"‘+(ﬁ“ﬁm)+"' (29)

LA FUNCION BETA denotada por B(m, n) se define por

B(m’”'} = f pm -i(l—r)"_ld.’.{! (18}

T
que es convergente para m > 0, n > 0. Véas¢ Problema 16, Capitulo 12,
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Las funciones beta y gamma se relacionan mediante la igualdad

() T(n)

=L T(m +n)

(17)
Véase Problema 11.

Muchas integrales se pueden calcular valiéndose de las funciones beta o gamma. Son fitiles los dos
resultados siguientes:

w2

T(m) I'(n)

5 Am—1 a3 2n—1 EH = 'I'B 2 18
J; sen ! cos g 1B(m, 1) B i ) (18)
vilido para m > 0 y n > 0 [Problemas (10) y (13)] y S
T e 2 e
=1 1.‘5!'(?'5 = I(}):![(l--}l] = Enp_,— 0{p<1 {19)

Véase Problema 17.

INTEGRALES DE DIRICHLET

P q
Si ¥ es la region cerrada del primer octante limitada por la superficie (E) 4 (%’) i
a

\
(; :| = 1 y los planos coordenados, entonces, si todas las constantes son positivas,
s
: : ep 10 0T
ik I.yD Loy -1 gy dy 3 Tl e -_— (20}
iy PaT p(1+5+44 %)

Las integrales de este tipo se llaman integrales de Dirichlet y se emplean a menudo para calcular
integrales multiples (véase el Problema 21).

Problemas resueltos

FUNCION GAMMA
l. Demostrar: (a) T(n+1) = ni(n), n>0; (b) '(n+1) =n!, n=1,2,3,....

* M

{a) Tl = f ahe Fdx, = lim zt e Tdx
2]

Mepm Sy

M

= Jim {ee - f (—e-l){w-ﬂ}dx} :
Moot L . - i

Moy

503 M 2]
= lim {—;‘Lj’:‘.-e"f" + nf x""-e“a‘xj = al(n) Sin>0
o

® 1) = f evds = gim [ evdr = dim @-ew = 1
a Me e ol Mop o
Hagase n = 1,2,8, ... en Tfrn+1) = nl(n). Enlonces.
T@)=1r(1) =1, r3) =2r(2)=2-1=2!, 1(4) =3r@3) =3-2! = 3!

En general, T(n+1) = n! sines entero positivo.
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2.

FUNCIONES GAMMA Y BETA

Calcular:

6 5! _ 5edr3-2 _
© o = 7oo 52 i
@ I _ O g s

o) T T (1) 4
(© r{3)rs _ 21 (1,5)(0,5) I'(0,5) = JE

r(5,5) (4,5)(3,5)(2,5)(1,5)(0,5) I'(D,5) 31
@ B _ Q@ _ 4

5T(F) BL(3) 3
Calcular las integrales.

(@ fmz°s"da: = T = 31 = 6

{b) f z®e”**dz. Con2x = y.

i 2 NE g4
O

%

1
? .Jo P =

4. Demostrar que T(3) = /.

) =
2£nc—“2du =

Calcular las integrales.

(@) f Vye#dy. Con* = x. laintegral se vuclve
(v |

f xu:e-:.é_x-ua dz = _&_ J- gV g—rde =
] o

(0] J;w:i"”dz = J:‘(dﬂ)""”dz =

se vuelve
ZiE 1

Sea —Inz —u. Luegox=e¢* Si

e " ¥
—du = f uw- e dy
I: Vu b

1
dx
“ J; '\('-lnn:.

$€ convierte cn

a integral se convierte en

T{7)

27

== f Rl B
2y4In3 v

z=1, u=0;

f z~¥g-=dpe.  Con x = 1’ esta integral se vuelve
L

f e~ gy Sea (41n8)2t =
0

= 4

[CAP. 13

2 (%) = /7 aplicando e|Problema 31, Capitulo 12,

vz

x con lo que la integral

"3

ra/e) o Vr P
2y4In3 4yIn3 =

r(1/2) =

%
Calcular f xme-ao" dxr con m. n. a constantes positivas,
(]

Con ax" = y. la integral se vuelve

sio a=0, u=m,

La integral

Vr

o v |.r;""_ y 3 1 iz o e =% 1 m+1
TIEFTAGr] = s omimsona = sobman(e

(a) T(—1/2), (D) T(—5/2).

Calcular

Aplicando la generalizacién a valores negativos definida por

T{n) =

T{n+1)
e
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(@  Param=—} n(-1/2) =2 _ o

—1/2
(&) Pura n=—3/2, 1(—3/2) = T(_—31;‘J’22) = __23‘;'2; = %, aplicando (a).
Luego T(=5/2) = LE}% r h.isg\/;-
8. Demostrar que fl gm(lnz)"de = Jeath e con n natural y mi > —1
y 0 (m 1)1 -

% ‘2
Haciendo x = 77, la integral se convierte en la (Hl)“f yre Mgy 5 (m+ Ly = u, esta ultima
integral se transforma en ’

x

T w  dw (=1 SRR S S e ol - {=Dra!
fl)J: (m-i—l)“e s 7(171—}-1)"”_]; w" e du (m—}—l)““l(n—i—n I

Compirese con el Problema 50, Capitulo 8, pagma 177.

9. Una particula es atraida hacia un punto fijo O con una fuerza inversamente proporcional a su
distancia instantdnea a partir de 0. Si la particula se deja libre desde el reposo, hallar el tiempo
en que llega a O.
En el tiempo ¢ = 0 supdngase la particula sobre el eje x en x = g > 0 y sea O el origen. Entonces, por la
ley de Newton,
dix k

My = T (1)

siendo m la masa de la particula y & > 0 una constante de proporcionalidad.

dx : . d>z _dv _ dv dx _ dv ’
Sea = v la velocidad de la particula. Entonces, E T @ T v Y (1) se convierte en

dv k my?

B == o o —klnz+e (2)
después de integrar. Como v = 0 en x = g, se tiene ¢ = k In 4. Luego

mt _ e LN e

= = Lln; 0 Vi = lnz {8)

tomandose el signo negativo porque x decrece al aumentar f. Asi se encuentra que el tiempo T que la particula
invierte para ir de x = g a x = 0 esta dado por

Haciendo In a/x = u 0 bien x = ae™",

T = a\)%lﬂ u e ™ du = a\ﬂ—;%l"(%) = a,‘\f;—r;

FUNCION BETA

TIE
10, Demostrar que (a) B(m,n) = B(n,m), (b) B(m,n) = 2f sen?m=1 g cos™ 14 d4.
0
(@) Con la transformacién x = 1 — y se tiene

Bim,n) = J‘u g i (l—a)tde = f A=ym'ytdy = J; ¥t (l—y)'dy = Bl )

() Con la transformacién x = sen? 8 se tiene
t TIE
Bim,n) = ‘I- sl =) tde = f (sen®* @)™ '{cos®8)" " '2send cos s dé
° (]
/2

2f sen®™~1g cos™ "o de
n

1l
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(m) 1(

11. Demostrar que B(m,n) = (—--—-)} m,n > 0.
Haciendoz = =%, se tiecne  T{m) = f zmlg=tdy — 2 f pim—lg=t gy
v ]

Analogamente, T(n) = zf ¥ te ¥ dy. Entonces,
o

0 v
rim)rin) = 4 (f gEmaLge dx)(J yrole oy d_i,D
U a
4J. ‘I‘ x!m—lyln—le—(lz-{y?; (i:!!dy
L o

Transformando a polares, x = p cos ¢, y = g sen ¢,

T(m)Lin} = J‘ [ 2(w‘-lﬂ “lg=n? pggim - I¢ sem et & lip dgﬁ
w2
= 4<J. p2(m*n}—1 e~p1 df’)(f (‘:032"_19‘}53“’"_‘ - d¢>
p=0 =
wiz
= 2r{m+mn f cos’m T tpsen® la de =  U(m+n) Bin,m)
(o]
= T'(m+n)B(m,n)

por los resultados del Problema 10. De aqui se oStiene el resultado buscado.
El razonamiento anterior se puede hacer mas rlguroeo utilizando un proceso de limite como en el Proble-
ma 31, Capitulo 12.

12. Calcular las siguientes integrales:

oo e _ TEIT4) _ 418t _ 1
(a) J: 21— x)dx B(5,4) @ - 8 — 280
b ' gtdx
(B) j . Con x = 2r, la integral se vuelve
02— B
1 1
42 T ] 4\/5‘[ V(=) dy = 4\((53(3.' %) = 4\[2_{‘(3)'['(1;'2) e 64\"5
» V1—v a r(7/2) 16
{e) f ¥ Ve —y*dy. Con y* = a’x o bien v = a/x, la integral se convierte
]
1
at f P01 —z)tdy = oB(5/2,8/7) = LLOATEER _ xf
o {d) 16
w2
13. Mostrar que J; genz"‘“ fcos’ o dy = %—% m,n >0,

Esto se deduce inmediatamente de los Problemas 10 y 11.

w2 a2 "
14. Calcular (a) f sen® ¢ df,  (b) f sen*d cos®d dd, (c) Jﬂ cos' ¢ dé.
0 0 0

{a) Sea 2m —1=6,2n—1=0, o sea, m = 7/2. n = 1/2, con el Problema 13.

T(1/2) T(1/2) _ 57

Entonces la int | b da ti 1 val = 7
a integral buscada tiene el valor 2T() T
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() Haciendo 2m — 1 =4, 2n ~ 1 =5, Ia integral pedida tiene por valor DS 8

3 a2r(i/2y — 315’
() La integral dada = 2f cos' g dg,

" ~
Y haciendo 2m — | =0, 2n — 1 = 4 en el Problema 13, ¢l valor es —%H%%){:;I;(-—S@ = %r 5

w/2 e
2y . 28 1-3.5...p—Dxr .
15. Demostrar .J: senfd df = J; cosPddf = (a) 2:4:6...p 3 Sl Pes un entero
positivo par (b) %—5@—;1} sl p es un entero positivo impar.

Seglin el Problema 13, con 2m — | = P 2n— 1 =0, se tiene

e z

21(k(p + 2)]
(@) Si p = 2r la integral es igual a

I{r+ 3 r3)

(r=Pr—§ - 1r) - o)
21(r+ 1)

_ r—1y2r—3) 14
2r(r—1)--.1 1

“3
2r(2r—2)...2 2 = 2

(b) Sip=2r + 1, la integral cs

T(r+1)T(d) r(r—1)-..1+x = 2e4+:6..-2r
35 (2Zr+1)

2r(r+§) ~ W+ DD -svr  1-

e
En ambos casusf senfo dg =
L]

T
f cos? # df, como se ve haciendo ¢ = #/2 —¢.
o

/2 w2 2
16. Calcular (a) f cos®gde, (b) f sen® @ cos® 0 d6, (e) f sen 4. dg.
0 0 o

{a) Por el Problema 15, la integral es igual a ;igz = % [compéarese con el Problema 14(a)].

{b) La intepral es

e

TE T2
2 24 2
a = 2 = 3 s 5 e =il
J; sen’ @ (1l —sen?g)ds = J; sen” e dg J: sen’g de 13 1:3:5 15
También se puede aplicar &l método del Problema 14(h).
e
; : 8 = 1-3-5-’@) _ 36
{(c) La integral dada es igual a 4J: sen"§ds = 4(_"_—2-4-6'3 3 T
17. Dada Jﬂnxp”l dpi—— T mostrar que T(p) I(1 —p) = —

. o 1+2% = Senp,» Mostrar que I(p)r(l-p) =

SN siendo 0 <p<1.
- :—y—l‘telo'ten

e V01 g a integral se convierte

1

f ¥y 'l—ytdy = B(p,l—p) = Tp)T{1—p) v resulta lo dicho,
o

Con

0

d
18. Calcular __y_q
o 1+y b
—3/4
Sea y* = x. Entonces la integral se transforma en L &

L8
blema 17 con p = L

2
1 ' mdx m = Tsegun el Pro-

También se puede obtener el resultado con 1? = tg 0.
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2
19. Mostrar que f 3'18/8 —pidy = —

FUNCIONES GAMMA Y BETA [CAP. 13

16+
o 9/3’
Haciendo x* = 8y, o sea, x = 2p'/3, la integral es
1 1
[ o YRT=D ey = 3 vra-wed = §BGY
'] L]

gT@rEd _ s o 2 _ 16x
3 1@ = W@ = grgmem T ok

FORMULA DE STIRLING

20.

Demostrar que para n grande, n! = ﬁ;n” e~ " aproximadamente.

Se tiene rin+1) = f xte Tdr = f el (1)
¢ o

La funcién n In x — x tiene un maximo relativo para x = #, como se ve ficilmente. Esto sugiere la susti-
tucién x = n + y con la cual (/) se convierte en

- 1
I'(’ﬂ.‘l' 1) s—nf " |nu:+|e)—:vdy — B—-j ghinn + alndlity/n) = vdy (g)

=
- nus—nf enlnu+wn-vdy
—-n

Hasta el momento, el andlisis es riguroso. Los pasos siguientes, en los cuales se procede de manera pura-
mente formal, se pueden hacer rigurosos mediante procesos de limite adecuados, pero las demostraciones se
hacen complicadas y se omiten aqui.

En (2) utilicese el resultado

» s M
W) " =e g g (2
con x = y/n. Entonces, haciendo y = ﬁ v se tiene
T{nt+1l) = ,nne-nf 8—"”2'+’a"3"""'dy X n“e‘“ﬁf{e'"’”*‘*’“’""dﬂ %)
Para n elevado, una aproximacién buena es
in+1l) = neVn f e~vtrgdy = 2rnnte™ (5)

Es interesante ver que a partir de () se puede obtener también el resultado (/3) de la pagina 286. Véase Pro-
blema 74,

INTEGRALES DE DIRICHLET

21. Caleular I = fj‘f el yf—lzv=ldx dy dz
v

siendo ¥V la region del primer octante limitada
por la esfera x? + y? + 2? = 1 y los planos coor-
denados.

Sean z*=wu, y*=wv, 2 =w, Entonces,

rff 2T A= 1/ gty ~ 1302 de dv dw
g 2V 2V 2Vw

éﬂf WO BNt O tdudo dw (1)
R

donde R es la region del espacio uvw limitada por el pla-
nou+ v+ w=1y los planos uv, vw y uw, como se ve
en la Fig. 13-2, Asi, pues, Fig.13-2

—
It
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1 1 1-w 1—u=vp
I — 22 f f f yla/Br =1 gy =1 piyar—-1 du dy dw (2)
8 =0 M opeg w=i

1 l=u
= al; J‘ f alal/ti =1 21 (1 S U)"""’ d% dv
#30 Y g=g

1 1=u
= T yle/ti=1 {f ULt vy d‘v}d’u

E? =g o=0
Con v = (1—w)t, setiene

1-u 1
f yiB/aI~1 1—u— v)¥idy = {1— u)fﬂ+7lﬂf 8- $Y3 dg
t=0

(1~ u)Btyie L(8/2) T(y/2 +1)
T8+ v/2 + 1]

¥y asi (2) se convierte en

1 I‘(ﬁ/2)l"('}"/2+1) ¥ 231 (1 o NEE4viE
U TR RS I i 9

1 D(a/2)T(y/2+1) T(a/2)T[(B+y)/2 + 1) = _De/2)T(p/2)T(y/2)
G rB+02+1] " Tatrs+e T 1 7 Brlatp+yv/2+1]

puesto que  (y/2) T'(y/2) = TI'(y/2 + 1).

La integral aqui calculada es un caso especial de la integral de Dirichlet {20), pagina 287. ¥l caso general
se puede calcular de manera semejante.

22. Hallar la masa de Ja region limitada por x? + p? 4 22 — 42 la densidad es ¢ = x%p2z2,

La masa buscada = § J:rf z*y*zt dx dy dz, siendo ¥V 1a region del primer octante limitada por la esfera
¥

Xyt 2 =2y 1os planos coordenados.
En la integral de Dirichlet (20), pégina 287, sean b = ¢ — GPp=qg=sr=2yau=f=y=3 Conla que
el resultado pedido es

g. 8tatra’ T(3/2)T(3/2) r(3/2) _ 4rd®
2:2+2 P(1+3/2F3/2+38/8) ~ 045

PROBLEMAS VARIOS

1
23. Mostrar que f VIi—dFde = {Ié(;l/{;}z.
5 g

Sea x* = . La integral es entonces

T i _ 1TW/MTER) _ Vr_{ra/ay
Zj;ywu W= ¢ N74) T 6 D(1/4TE/A)

Por el Problema 17, con p= 1/4, T (L/4)T(3/4) = 7./2 con Io que se tiene el resultado buscado.

24. Demostrar la formula de duplicacion 9%~ T(®P)T(®+4) = Vxr(2p).

i /1 ’ wE
Haciendo 7 = f senedy, J = f sen® 2z dix.
o &

Entonces, I = i1Be+4,§) = Féi‘]":;i)g;
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Haciendo 2x = u se halla

™
13 =
%J‘; sen’® i du

wie
Pero J o=, f (2 seng cos z)* dx
L

o =

= 2¥'Blpt+Lptd) =

FUNCIONES GAMMA Y BETA

w2
f senPyudu = I
]

i
= J‘ sen®f z cos® ¢ dx
o

21 (r(p + D)}

r2p+1)
Entonces, como [/ = /.
Tp+HvVr 2= {r(p + 4)}*
2pT(p) 2pT(2p)
y se tiene el resultado.
i dg {r(1/4))?
25, Mostrar que f = =
o /1-—1sen2é 4y
Considérese
2 T/
T da o) Ve {rihy
e — “ltg o = B 7 — =
J: Veos @ J; i G % (i %) 2 I‘(%) 2\/{2-;

como en el Problema 23.

7 E—

Pero

f’”z dg
? Veos g

N f\'{.’! dﬂ .3
U

Veos® §/2 —sen? /2

T2

J" dg
o 1 —2sen?e/2

[CAP. 13

T2
; i i i e
Haciendo ﬁ sen 6/2 = sen ¢ en la ultima integral ésta sc convierte en V2 f —2 ___ conlo
que se tiene el resultado. o V1—fsenty
“cosz w
26. Demostrar que i T U R )
L j; x’ o 2 I'(p) cos (p=/2) Depsl
: 1 L
= = —— E —xu L
Se tiene o ) J; wP~ g== gy uego
_J-n E%d:c = ﬁj‘: J: u?~le™™ cos x dudz
o 1 ¢ w
= ), T L
habiendose invertido el orden de integracién y aplicado el Problema 22, Capitulo 12.
Con u* = v en la ultima integral se tiene, por el Problema 17,
”_!‘3_ S 5 PR PR ¥ = i = 2)
J.: g 2 THo 7 T SwnlpElie 2 cos pal2 ¢
Sustituyendo (2) en (/) se tiene el resultado buscado.
27. Calcular f cos z* dx.
o
Con x* = y lai lf cosy L e N V .
x° =y, la integral es s ) dy 2\ 3T} cosn/d 4V =/2por el Problema 26

Esta integral y la correspondiente para el seno [véase Problema 68(a)] se llaman integrales de Fresnel,
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Problemas propuestos

FUNCION GAMMA

28.

29.

31.

32,

3.

35.

37,

5 T{7) r'(3) 1{3/2) ;
Calcular  (a) ST TE) (b) To/2) (e} T(1/2) r{3/2) v(5/2).

Sel. (a) 80, (b) 16/105, (c) o

Ver

; 5 4o—x e 3 o=2x2
Calcular  {a) j; e =dx, (b) J; zte ¥ dz, (¢) J‘: xte~ 2 do, Sof. (a) 24, (B) —— 243 (c) ETE

Averiguar (a) f e dx, (be Ve Vidz, (c)f yle ¥ dy.
Sol. (@ jrep), 6) 3V, (o) TULS)
irg 5 SV
Mostrar que f e JE, 0.
o ﬁ g

¥ n=1
Demaostrar que Iiin) = f Gn%) dx, n>=0.
(]

Calcular  (a) f (naz)'dzs, () f (zInz)de, (o) f Vin (1/7) da.
Sol. () 24, (8) —8/128, (o) § T(})

Calcular  (a) T(—7/2), (b) T(—1/3). Sol. (a) {(16v/7)/105, (b) —3 1(2/3)

Demostrar que  lim T{x) = = con m=20,1,2.23,,.,.,

remtp = _CIEZVE

Demostrar que si m es entero positivo, T 1 @m=T)

w0

Demostrar que (1) = J; ¢~"In z dx es un nimero negativo (es igual a —7y, con y = 0577215 . . . la cons-
tante de Euler, como en el Problema 49, Capitulo 11).

FUNCION BETA

38.

39.

41.

42.

Calcular (2) B(3,5), (b) B(3/2,2), (e¢) B(1/8,2/3). Sol. (a) 1/105, (b) 4/15, (c) g,r/ﬁ
Averiguar (a)f (1 —x) dz, (b) f VL= 2)/z dz, (¢) f (4 — 2" da.

Sol. (a) 1/60, (b) =/2, (¢) 3«

Calcular  (a) f u (4 — w)¥du, (b) f Sol. (a) 127, (b) =
z 3x — :c’
Demostrar que f dy = ir@/4)y r
v Vat—yt 4&@
T T
Calcular  (a) J‘ sen* g cog' ¢ de, (b) J: cos® s ds. Sof.  (a) 3x/256, (b) Br/8
()
T i
Calcular  (a) f sen® s dg, (b) f cos® #sent g de. Sol. (@) 16/15, (b) 8/105
o 0

T
Demostrar que f Vigeds = =12
L

: * xdx T “ ytdy -
Demostrar que (&) f I = —, (b} f =i
o 142 33 ! o 1y 2\/§
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46. D e = 27 '
. Demostrar que —r _dx = ———" —— donde a,b>0.

_ae™+ b sﬁasrabus

i gx 2.
47. Demostrar que f & B O
SO Y

[Sug.: Derivar con respecto a b en el Problema 46.]

48. Aplicar el método del Problema 31, Capitulo 12, para justificar el procedimiento utilizado en el Problema 11.

INTEGRALES DE DIRICHLET

49. Hallar la masa de la region del plano xy limitada por x + y =1, x =0, p = 0 si la densidad es o = /xy.
Sol. =24

S Caxt g2

50. Hallar la masa de la regién limitada por el elipsoide = By

b
nabck = 3 . :
30 (a* + b* + ), k = constante de proporcionalidad

51. Hallar el volumen de la regién limitada por x> + y*3 4 223 = L Sol. 4n/35

I
z ] : 3 :
+ = = 1 si la densidad varia proporcionalmente

al cuadrado de la distancia al centro. Sol.

52, Hallar ¢l centro de masa de la region del primer octante limitada por x*?* + y** 232 = 1.
Sol. §=7=2=21/128

53. Mostrar que el volumen de la regién limitada por X" + y™ + 2" = 4", siendo m > 0, estd dado per
8 {r{i/m)}* ,

3m? T(3/m)
54. Mostrar que el centro de masa de la regién del primer octante limitada por x™ + y7 + 2" = &, siendom > 0,
estd dado por
— 5 — 3 - 3T(2/m)T(3/m)
g = = e o LA i T
¥ 5 % T IT{/mTam)
PROBLEMAS VARIOS
b
585, Demostrar que j- (x—ar(b—x)de = (b—a)**"'B(p+1,q+1) donde p>-1,¢>—1 ¥ b>a.

[Sug.: Higasex —a = (b— a,)y.]

56, Calcular  (a) f (8 Jﬁr VT —2)(z — 3) dx. Sol: (&) % @) 2{r‘(1f4)}’
3

\f(x—l)s—x) 3V

57. Mostrar {ra/3)y = \f;\/_

r'(1/6) V3

58. Demostrar que Bim,n) = 2)" a:("l‘ _;_:;:,.‘ W

[Sug.: Higasey = =/(1 +x).)

me -
59, 51 0 < p < | demostrar que f \grede = %sec %‘-T-
0
1
60, Demostrar que J‘x”‘—i(l—z)“ s Bim, n) “on m, R stantes positivas.
q Yo wih roe I y ¥ cons positivas
[Sug.: Higasex = (»+ Ly/(r + y).]
61. Demostrar quefm sen® g cos* tods  _ BN con gn=0
o (asen®s + beos*e)"r  2a"b” : £

[Sug.: Higase x = sen® 0 en el Problema 60 y elijase r adecuadamente. ]

1
62. Demostrar gue f% = l_l_l{_l.*.___
a
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63,

67.

70.

71.

73,

74.

75.

Demostrar que para m =2, 3.4, ...

senT sen2T oen 37 | geplm—1jr L
m m m bR

[Sugerencia: Usese la forma factorizada x™ =~ 1 = (x — 1)(x — a,)(x — o) -+ (x — &,_,), dividanse ambos
miembros por x — 1 y considérese el limite para x — 1.]

Tiz
Demostrar que f Insenzde = —z/2In2 aplicando el Problema 63.

e

[Sugerencia: Témense logaritmos del resultado del Problema 63 y escribase el limite para m — oo como integral
definida. |

-_— 27 im—=13/2
Demostrar que I‘(%) r(%) I.(%‘) I,(mm 1) ] L’ﬁ !

[Sugerencia: Elévese al cuadrado el primer miembro y utilicese ei Problema 63 y la ecuacién (8), pagina 286.]

L
Demostrar qucf InT(z) dz = 4 In(2r).
o
[Sugerencia: Témense logaritmos del resultado del Problema 65 y higase m — w0.]

sen o T
» P = ITGrenGiD)’

() Discutirloscasosp=0yp = 1.

(@) Demostrar que f 0<p<1,
L]

Calcilar (o) f e (B fwzcos Pdn Sl () ViR, (B) —F—
] (]

3v3 r(1/3)
® ot
Demostrar que J‘ Zne gy = —z* cosecprcotpm, 0 < p < 1.
e 142z
Mostrar que f Inz . _ _”':‘/E,
o 41 16

Sea Jy(z) = i 1) (/) una generalizacién de la funcion Bessel (/6), pagina 232, al caso en que p
wso ! P(n+p+1)° i d

puede no ser entero positivo. Demostrar que J,(x) satisface la ecuacién x%p” + xy' + (x* — Py =0

Refiriéndose al Problema 71, demostrar que (a) J, 2(x) = /2fnx sen x, (b) J_,;5(x) = \/2/nx cos x, (¢) los re-
sultados del Problema 107(5) y (¢) de la pagina 257 son vilidos para todo p.

Sia>0,b>0y 4ac > b*, demostrar que

f fn s-uu-u-md-ql: dz dy = _..g;{__-..
—m —y 4ac — b*

Obtener (/3) de la pagina 286 del resultado (4) del Problema 20.
[Sugerencia: Desarrdllese ¢"/3¥™ £ - . - en serie de potencias y cimbiese el limite inferior de la integral por —0.]

Obiener el resultado (15) de la pagina 286.




Capitulo 14

Series de Fourier

FUNCIONES PERIODICAS

Se dice que una funcidn f(x) tiene periodo T o que es periédica de periodo T'siparatodox, fix + T) =
[flx), siendo T una constante positiva: El minimo valor de T > 0 se llama periodo minimo o simplemen-
te periodo de f(x).

Ejemplo 1: La funcidn sen x tiene periodos 2m, 4, 6m, ..., puesto que sen (x + 2n), sen (x + 4=n),
sen (x + 6m), . .. son todos iguales a sen x. Pero 2n es el minimo periodo, o sea, el periodo de
sen x.

Ejemplo 2: El periodo de sen nx o de cos nx, siendo n un niimero natural, es 2r/n.
Ejemplo 3: El periodo de tg x es m.
Ejemplo 4: Una constante tiene cualquier niimero positivo como periodo.

En las Figuras 14-1(a), (b) ¥ (c) se ven otros ejemplos de funciones periddicas.
)5 V\f:EVW / = / /
&f i =
g
A ot e [
Z /] T ‘ 3 s
(a) (%) (e)

Pcn'udo

Fig.14-1

SERIES DE FOURIER

Sea f(x) definida en el intervalo J—L, L[ y fuera de este intervalo por f(x + 2L) = f(x), esto es,
supongase que f(x) tiene periodo 2L. La serie de Fourier o desarrollo de Fourier de f(x) se define por

= B nre
g: (nCOS 7 +b,.sen—L—) (1)

donde los coeficientes de Fourier a, y b, son
bt J"L N
G ) f(x) €os —— dx

fo ot nnx
b = EﬁLf{x)seana:

Si f(x) tiene periodo 2L, los coeficientes a, y b, se pueden determinar, asimismo, por

n=0,1,2,... @)

1 o+ 2L
LT f(z) cos~L— dx
)

c+2L
ba = A f f(=) sen =5 L dx

" ndo ¢ un nimero ‘real cualquiera. En el caso especial ¢ = —L, (3) se convierte en (2),

298
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Para determinar a4, en (/) se utiliza (2) o (3) con n = 0. Por gjemplo, de (2) se deduce que

L L
Qo = lf f(x) dx. Obsérvese que el término constante en (/) es igual a o L‘f f(z) dz, que
L —~L 2 2L —L

es el promedio de f(x) en el periodo.

Si L = m, la serie (1) y los coeficientes (2) y (3) son especialmente sencillos. La funcién en ese caso
tiene periodo 27.

CONDICIONES DE DIRICHLET
Supongase que
(1) f(x) esta definida y es uniforme excepto posiblemente en un niimero finito de puntos de 1L, If.
(2) f(x) es periodica fuera de |—L, L[ con periodo 2L.
(3) f(x) y f'(x) son casicontinuas en |—L, L[.

Entonces la serie (/) con coeficientes (2) o (3) converge hacia

(@) f(x) si x es un punto de continuidad
(5} Tneia fix+ 0+ flx—0)
2

f(x + 0)y f{x — 0) son los limites a la derecha y a la izquierda de f(x) en x y representan lim f(x + €)

si x es punto de discontinuidad.

y ling f(x — €), respectivamente. Para demostracion, véanse Problemas 18-23.
=04+

Las condiciones (1), (2) y (3) impuestas a f(x) son suficientes, pero no necesarias, y en la prictica
se cumplen por lo general. No se conocen todavia condiciones necesarias y suficientes para la conver-
gencia de las series de Fourier y es interesante que la continuidad de f(x) sola no sea bastante para ase-
gurar la convergencia de una serie de Fourier.

FUNCIONES IMPARES Y PARES !

Una funcidn f(x) se dice impar si f(—x) = —fix). Asi, x3, x° — 3x* + 2, sen x, tg 3x son fun-
ciones impares.

Una funcidn f(x) se dice par si f(—x) = f(x). Asi x*, 2x® — 4x* + 5, cos x, €* + ¢ * son fun-
ciones pares.

Las funciones representadas graficamente en las Figs. 14-1(a) y 14-1(b) son impar y par, respec-
tivamente, pero la de la Fig. 14-1(¢) no es par ni impar.

En la serie de Fourier para una funcién impar solo pueden aparecer términos en seno; en la serie’
de Fourier para una funcién par solo puede haber términos en coseno (y probablemente una constante
que se considerara como término en coseno).

SERIES DE FOURIER EN SENOS O EN COSENOS

Cuando se desea tener una serie de senos o de cosenos, la funcion a que corresponde esta por lo
general definida en el intervalo ]0, L[ (mitad del intervalo ]— L, L[, razén por la cual suele decirse que
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la serie es de medio intervalo) y, siendo ademds impar o par, queda claramente definida en la otra mitad
del intervalo, ]—L, 0[. En ese caso se tiene

L
a.=0, b, = %— f f(z) sen ?%C dxr para wuna serie de solo senos
> 0)
V] § s El— E f f(x) cos@ dx para una serie de solo cosenos
2 LJ, L
IDENTIDAD DE PARSEVAL Es la
e a5 SWPTS 2
—f fapde = 2 4 S )
L -L 2 n=1

en la que los a, y &, son los coeficientes de Fourier para f(x), que se supone satisfacen las condiciones
de Dirichlet.

DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES DE FOURIER

Se pueden justificar mediante los teoremas de las paginas 228 y 229 que valen para toda serie en
general. Pero hay que hacer notar que esos teoremas dan condiciones suficientes y no son necesarios.
El teorema siguiente es especialmente ttil para la integracion.

Teorema:

La serie de Fourier de f(x) se puede integrar término a término de @ a x, y la serie que resulta

T
converge uniformemente hacia f f(x) dz siempre que f(x) sea casicontinuaen —L = x = Lyayx
estén en el intervalo. 4

NOTACION COMPLEJA PARA SERIES DE FOURIER
Mediante las identidades de Euler
e® = cos@+isenf, e = cosf—isend (6)
con i = \/—_1 {véase Problema 48, Cap. 11, pdgina 251), la serie de Fourier para f(x) se puede

escribir

f(x} 1 i Cn ginmz/L (7)

n=—a

donde 1 L
o = gy J et ®)

La igualdad (7) supone que las condiciones de Dirichlet se cumplen y ademas que f(x) es continua

en x. Si f(x) es discontinua en x, el primer miembro de (7) se ha de cambiar por fz +0) ; fle— 0).

PROBLEMAS DE CONTORNO

Los problemas de contorno buscan determinar soluciones de ecuaciones en derivadas parciales
que cumplan ciertas condiciones prescritas llamadas condiciones de contorno, Algunos de tales proble-
mas se pueden resolver por series de Fourier (Problema 24)
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FUNCIONES ORTOGONALES

Dos vectores A y B se dicen orrogonales (perpendiculares) si A - B = 0, o sea, si A By + 4,B; +
A3By = 0, siendo A = 4,i + 4,j + A3k ¥y B =-B,i + B,j + B.k. Si bien no con la misma eviden-
cia geométrica o fisica, este concepto se puede generalizar a vectores con mds de tres componentes y
hasta se puede pensar en una funcién 4(x) como si fuera un vector con una infinidad de componentes
(esto es, un vector de infinitas dimensiones) en que cada componente resulta dando un valor particular
a x en un cierto intervalo Ja, &[. Es natural enionces definir dos funciones A(x) y B(x) como ortogona-
les en Ja, b[ si

f " A@ B = 0 )

Un vector A se llama vector unitario o vector normalizado si tiene magnitud unidad, estoessiA - A =
A% = 1. Generalizando este concepto, se dice que la funcion 4(x) es normal o estd normalizada en Ja. B si

[ @y = 1 (10)

Por lo anterior es claro que se puede considerar un conjunto de funciones { Gk =1,213, ...,
con las propiedades

[ ou@smaz = 0 men )
fb{sb,,.(x)}’dx =i =188, (12)

Y entonces cada elemento del conjunto es ortogonal a todos los demis y estd asimismo normalizado.
Un conjunto semejante de funciones se llamard conjunto ortonormal,

Las ecuaciones (1/) y (/2) se pueden resumir escribiendo

J en@e @@z = s, (13)

donde 4, 1a llamada deita de Kronecker, se define como 0 sim # ny como 1si m = n.
Asi como un vector r en 3 dimensiones se puede expresar por un conjunto de vectores unitarios

ortogonales i, j, k en la forma r = ¢;i + ¢,j + ¢k, se puede considerar también la posibilidad de ex-
presar una funcién f(x) por un conjunto de funciones ortonormales, o sea,

flz) = Zc,.q,“(x) a=r=b (1)

Tales series, que generalizan las de Fourier, son de gran interés y utilidad en la teoria y en las aplica-
ciones.
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Problemas resueltos
SERIES DE FOURIER

1. Hacer ¢l grafo de las funciones

[CAP. 14

3 0<x<h :
(a) flx) = {_3 LBz Periodo = 10
fia‘}
=~— Periodo —
LAELL, i o L ) [— R T S
a
I | T T T 1 L3 T T T T T
—-25 -20 —15 —10 -5 [} 3 5 10 li 20 25___
Fig. 14-2

Como el periodo es 10, la parte del grafo en —5 < x < 5 (indicada en trazo grueso en la Fig. 14-2)
se extiende peridédicamente fuera de este intervalo (en trazos). Nétese que f(x) no estd definida en x = 0,

5, =5, 10, —10, 15, —15, ete. Estos valores son las discontinuidades de f(x).

sen & 0=z=x -
= =]
®) F(@) { ne  0S%2T  Periodo=2n
flz)
Periodo
\\\ )/I \\\ 1’/’ ~\\_ _1{
=3 -2 - (1} T 2r 3x 4r

Fig.14-3

Referirse a la Fig. 14-3. Notese que f(x) estd definida para todo x y que es continua en todo punto.

i 0 0=x2<2
(€ flx) = {1 2=x<4  Periodo= 6
0 4=x<6
flax) :
Periodo —=
= e s b e b sl
1
T ") |53 kg T ]__*- T T T = T = P T
-12 —10 —8 -8 —4 -2 1] 2 4 B 8 10 12 14
Fig. 14-4

. Referirse a la Fig, 14-4. Notese que f(x) estd definida para todo x y que es discontinua en x = +2,

+4, 8, H10. +14, ...

L

ke g T :
2. Demostrar f senrl gy = f coskidn: = 5L =1,2:8. . v
¥ T iy L 1 &y
L
ke Ferx|"
-f-:_ sen%xda: = —-f—’l_ nos-gf = —k—LL coskr + }I‘—'_;ccs(—kn) =
L
krx L krz|” L L
J:L cos —— = Esen% 3 = g sen kr — % Sen (~ks) = 0

0
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L L
3. Demostrar (a j‘ o gk J‘ Max Nl _ [0 m=#n
(a) = cos —7— cos —— d fe sen —=— sen T de T o
L
mnx Rrx
b J‘ —— ——d =
(b) SN cos—p-dz 0

donde m y n pueden tomar todos los valores 1, 2, 3,

{a) Por trigonometria: cos A cos B = }{cos (4 — B) + cos (4 + B)}, sen 4 sen B = }{cos (4 — B) —
cos (4 + B)}.
Luego si m £ n, por el Problema 2,

L
Mmre nry = ol {m— n)rx n)w:: (m + n)rz i
j—; cos = €S —F dz = ) f { + cos S dez = 0
Analogamente, si m £ n.
L
mrx . NTE sl Sl (m n};-r:c s (m + n)rz hE
f_hsen—L sen T dz = 2f { 03 T, dz = 0
Si m = n se tiene
4 mry  nrd 1 Znrx
g T L LK s
f_Lcos 7 CoS— dz = 2]:]_(1 + cos T )da: = L
¥ mri nrx 1" 2nrx
T T i i = A =
-f—; senTseana: =i f_L (1 cos=r )da: L

Obsérvese que si m = n = 0 estas integrales son iguales a 2L y 0, respectivamente.

(b) Se tiene sen A cos B = 4{sen (4 — B) + sen (4 + B)}. Luego, por el Problema 2, si m < n,

L L
mrx nrE | {m — n)rz {m+ n)rx i
J:L sen == cos —— de = 2 J:L {scn L + sen I dz = 0
Sim=mn,
& mrd nrx 1 2nrzx
T T Lk T &
f_L %CHT cos = dz = 3 f_n sen = dz 0

Los resultados de las partes (a) y () son vilidos aunque los limites de integracién — L, L se cambien
por ¢, ¢ + 2L, respectivamente.

4. Silaserie A + Z(an cos 2% L

mostrar que para n = 1,2,3,...
(a) Lj f(x)cos——dx (b)

{g) Mutiplicando
fiz) =

Nk X ;
+ b, sen -L—) converge uniformemente hacia f(

L_ff sen™ % gy, (c) 4 =

- nre nre
+ 5 = basen——
.§1 (a L CoaE )

mrr . s
POT cos —7= e integrando de —L a L. valiéndose del Problema 3. se tiene

x)en |—L, L[,

0|8

(1)

L L
mrx e
.[L Heleos=y = ds o) oy

Asi, que

(2

" L L
mrx nrd mrx nrE
+ ..31 {ﬂm J‘—:, oS —p— cos —f - dxr + b. J‘_L cos —p— sen—p~ d:\:}

= ank Slm£0

L
an = %f f(-.r)cos-”-lgfdz Stm=1,2,38,...
-L

e
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(6) Multiplicando (/) por sen? ¢ integrando de —L a L, utilizando el Problema 3, sc tiene

L
2
' f(z)sen—-mgxdx = Af sen
e ~L
o L L
mrd _ nrE mre ___ mrx
+ 3:{“".[- sen—p cos - dz + anLsenTschda:}

-L
= bul

1 L
Asi,que b = Ef-:. f
{c) La integracion de (/) de —L a L, aplicando el Problema 2, da

2 s ~ l L
J-_Lf(x)dx L 30 o o) i 2Lf_bf(z;dx

Haciendo m = 0 en el resultado de la parte (a) se encuentra que

(8)

sim=1,2,8,...

L

e =0
% = F th(:c)dac y luego A = .

Los anteriores resultados también son vilidos cambiando los limites de integracién — L, L por ¢, ¢ + 2L.

Notese que en todo lo anterior es legitimo intercambiar la sumacion y la integracién porque la serie se
ha supuesto uniformemente convergente hacia f(x) en ]—L, L[. Aun sin tener la garantia de esta hipotesis,
los coeficientes a,, v b,, anteriores se llaman coeficientes de Fourier correspondientes a f(x), y la serie con es-
tos valores de a, y b,, se llama serie de Fourier para f(x). Un problema importante en este caso es investigar
las condiciones en que esta serie converge realmente hacia f(x). Son condiciones suficientes para esta con-
vergencia las condiciones de Dirichlet que luego se demuestran.

5. (e) Hallar los cocficientes de Fourier para la funcion

_ [0 —B<z<0 s
fle) = {3 0<w<h Periodo = 10

(b) Escribir la serie de Fourier correspondiente.

(¢) ¢Coémo habria que definir f(x)en x = —5, x =0 Y= 5 para que la serie de Fourier con-
verja hacia f(x) para —5 £ x £ 57

El grafo de f(x) se ve en la Figura 14-5.
1)

—— Periodo -

- - - ....._.r P ——
3
*r
1

T -1 T =T T L
15 -10 -5 10 18
Fig. 14-5
(a) Periodo = 2L = 10y L = 5. Tomese el intervalo ca ¢ + 2L como de —5a 5, con lo que ¢ = — 5. Entonces,
e+ 2L 1 5
@ = ¥ f Flz) co:sm dez = 3 f_a flx) etsuaﬂ?E dx
2 f nrz ’ 8) con®TE - o
= 5{ (0) cos 3 dz + J: (3) cos 3 dx} = 5_[ cos dx
3
— 5 ﬂ-—isen%)' i) sins0

5
Sin=0, @ = = 3_[ cosmr—xd.’x = %f dz = 3.
L]
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ba

(h)

| =

L

o

SERIES DE FOURIER

J‘g flx) sennix- dx

nrx

sen— dx

{fo
o)

La correspondiente serie de Fourier es

= f fl) ‘,en’E da

e

_+2

3 @ COS il
A L

2 b

Tl
4+ ba sen T)

+ f{s e } 5.[ sen g% do
3{1 — cosnx)
Nar
3 o= 3{1 — cos nx) e
= L S e P senifE
st 2 g
_ 3 L 6 feame 182 1 Br
= 2+w(sen5 -i—sse:n5 +5 n5 +)

305

(c) Como f(x) satisface las condiciones de Dirichlet se puede decir que la serie converge hacia f(x) en todo pun-

Lo de continuidad y a

2

flz+0) + flz—0)

en puntos de discontinuidad. En x = —35, 0 y 3, que son punios

de discontinuidad, la serie converge hacia (3 + 0)/2 = 3/2, como se ve en el grafo, Si se define f(x) nueva-
mente come sigue,

3/2
0
3/2
3
3/2

f(z)

z=-—5
—b<z<0
z=10
0<z<h
z=>5

Periodo = 10

la serie converge entonces hacia f{x) para —5 = x £ 5.

6.
especifica.

Desarrollar f(x) =

x%, 0 < x < 2n en serie de Fourier si (a) el periodo es 2, (b) el periodo no se

{a) El grafo de f(x) con periodo 2z se ve en la Figura 14-6.

f(x)
/ ! / ! 4
/! ' /! / /f
/!
4 // /7 4y /, /
v e 7 Vi /
_7 o B 1 o -, - s P
T T T 3] T T T
—Gr —dr =2 2r 4y 6r
Fig.14-6
Periodo=2L =2y y L =g« Eligiendo ¢ = 0 se tiene
e +2L 1 o
s =< f fl=z) CDST dx - f z* cosnz dx
= 35 {(x‘)(sc—“ m’) 2= )( °°“"‘> + 2 ( “““”)}‘ = =, m#0
Sin= = 1 f oy — BT
3
e+ 2l o _1 T
ba L.JF Flzd s:en"'W dz. = —f x* senne dz
_{(xg} ___M (2::)( sermz 4 (2)<cosmc>H
m n
e e
Luego flx) = =* = 3 E: 5 cosnz sennz ) .
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Esto es vilido para 0 < x < 2m. En x = 0 y x = 2z la serie converge hacia 2n%.

(6) Si el periodo no esta especificado, la serie de Fourier no estd determinada univocamente en general.

1 l2
7. Con los resultados del Problema 6 demostrar que 11—2+§+ 512- foae = %

= o ; o
En x =0 la seric de Fourier del Problema 6 se reduce a 4—;‘— + }', :—

Segun las condiciones de Dirichlet la serie converge en x = 0 hacia 1(0 + 4r%) = 2n2.

= 2

4'1' a‘i‘__z.‘ o e

FUNCIONES IMPARES Y PARES. SERIES DE FOURIER EN SENOS O EN COSENOS

8. Clasificar las funciones siguientes en cuanto a la paridad:

o= {3 8%

En la Fig. 14-7 se ve que f(—x) = —f(x), de modo que la funcion es impar.

Periodo= 6

flz)

Fig. 14-7

J’cosx O<os<n
2] 4 ] 0 T <2r

Ln la Fig. 14-8 se ve que la funcion no es par ni impar.

flz)

Periodo = 2+

Fig.14-8
(¢) flz) = x(10—2), 0<x<10, Periodo= 10.
En la Fig. 14-9 sc ve que la funcion es par.

(=)

Fig.14-9
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9. Mostrar que una funcion par no puede tener términos en seno en su desarrollo de Fourier.

Método 1:
No hay términos en seno si b, =0, n =1,2,3,... Para ver esto escribase
L
f Flz) sen 222 g f f(2) senl”’—”azx iizp: f flz) sen”—z’i dx )
L o
Si se hace la transformacién x = —u en la primera integral del segundo miembro de (/) se obtiens
0 L
%J flz) senmdx = %f f(—u) sen (— %)du = -——f fl—u) senm du (2)
- @
1 L
_Ef flw) senn—mid = -——-f fla) sen 225 mr:c
o

donde se ha aplicado que para una funcién par f{—u) = f{u) y en el iltimo paso que u, la variable muda de
integracion, se puede cambiar por cualquiera otra, como x. Asi, de (), empleando (2), se tiene

= ——f f(x)sen’-”—xdx + —f flx )senﬂdx N
Meétodo 2: Supéngase fz) = 2+ I (a.. cos 2L 4 g, benmm>
2 a=1 L L
= 1ot it By BT nrz
Entonces. f(—z) = 3 § Qz.. cos b, sen )
Si f{x) es par. f{~x) = f(x). De donde
= nrx nrEN g - T nww
“§1 Qh cos L ¥ b sen —p— ) = ek ..§1 Qz'. cosT b senT)
y. por tanto. 3 bosen™E = g, osea. 5 = 24 N GooaZt
= L 3 T & L

y no hay términos en seno.
De manera semejante se puede mostrar que una funcién impar no tiene términos en coseno (o término cons-
. tante) en su desarrollo de Fourier.

e L N A
10. Si f(x) es par, mostrar que  (a) a, = T f(:z:) cos —— dx, (b) bp=0.

L
(2) f f(=) cosmd:‘ = LJ. fla) CDS“—”Ed’x %j; fix) cos’i—x-dx
Haciendo & = —u,
= J.“ f) cos P dz = 1 J-L Faicnel =0T i = lj‘l‘ fii) cos T gy,
A L LJ, T LJ. T

pues por definicion de funcidn por f{—u) = fiu). Lucgo

f fluw) cosm du + = f flx) cos—-- dx

gz (" nry
EJ; flx) cos 7= dx

(h) Esto se obtiene por el Método 1 del Problema 9.

11. Desarrollar f(x) = senx, 0 < x < m, en serie de Fourier de cosenos.

Una serie de Fourier que solo tenga cosenos existe solamente para funciones pares. Por tanto, hay que pro-
longar la definicion de f(x) de modo que sea par (porcién de trazos de la Fig. 14-10). Con esta prolongacidn,
f{x) se define entonces en un intervalo de longitud 2n. Tomande el periode como 2x se tiene 2L = 2z, con lo
que L =n.



308 SERIES DE FOURIER [CAP. 14

f(z)
- - e
~ - N s N e Dkt 2
N v N \ ’ N
v/ x
1 1 0 | ]
— — r 21!'
Fig.14-10
Por el Problema 10, 4, = 0 y
L w
g = %f fl=) cosﬂbﬂ dx. = 2 j‘ seng cosnx dx
L3 T
= lf {sen(z+nz) + sen(z—mnx)}dx = 1) cos(rdl)z | cosn—1)z ||
TSy b n+1 n—1 o
53 3(1—cos(u+1)n +cos('n—_1)1r—1 _ 1J1+cosnr 1+c05mr1
|+l n—1 =N md n=1 |
_ — 21+ cosnx) o
= _m__r(n‘—l) sl l,
Para = 1, a = Ef senz ecosx de = s e =1
TJ, 2 |
2 (7 2 T
Paran =0, T = —f sehx de = =(—cosx) = i.
™ o T » T
Luego fle)y = 2_2 b (_j;igf.%_n_ﬂ cos nx
T Tou=2 n*—1

— 2 _ 4fcos2x  cosdz cos 6x
T 1(2’—1-{-4’—1 +62"1 i )

12. Desarrollar f(x) = x, 0 < x < 2, en serie (@) de senos, (b) de cosenos.

(a) Prolongar la funcion dada a la funcion impar de periodo 4 que se ve en la Fig. 14-11. Esta es 1a llamada
prolongacién impar de f(x). Entonces, 2L = 4, L = 2.

flx)

;
L
j
:
:,.

Fig. 14-11
Asique a, =0y

= 2 (" fe sonre -__J" nrx
b = LJ; f(x)sende = e l‘:x:seenzdz

= A, 2 o 9
= {(z)(ﬁcosn—gi = (1)(n,—;sen 3%’5)}‘ ﬁcom&r

- —d4 nre
X — cosnr sen——
n=1 g 2

Luego fix)
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(b) Prolonguese la funcién f(x) a la funcién par de periodo 4 que se ve en la Fig. 14-2. Esta es la profongacion
par de f(x). Se tiene, pues, 2L = 4, L = 2.

f(=)
\ 7\ \ N\
i 7/ N\ \ &
‘\\// \ N7
: z
J i T 0| ] \l/ T
—8 —4 —2 2 4 L]
Fig. 14-12
Asique b, =0,
i o nrL g HTL
ay, = E_J: f(x)cos—b—-dx == EJ; xcos—z—dm
= 2 entrz _ =4 os™E L]
- fo@g) - (@)
= é(coamr e b si n#0
Sin=0, a = fn:dx =t
]
il - 4 oA nre
Luego fig) =""1'% ,21 ﬂ,w,(cusmr 1) cosT
8 1 3 1 b
== 7 = y cus’.;-—x + Ecos—gﬁ + E;coszLx + )

Se observard que la funcién dada f(x) = x, 0 < x < 2 queda igualmente representada por las dos
series diferentes en (a) y en (b).

IDENTIDAD DE PARSEVAL

13.  Suponiendo que Ia serie de Fourier de f(x) converge uniformemente hacia f(x)en 1—L, L[, demos-
trar la identidad de Parseval

L vera = %4 s@en

suponiendo que la integral existe.

S fix) = % + EI [ cus% + by sen MTR:), entonces, multiplicando por f(x) e integrando tér-

mino a término de —L a L (cosa legitima, pues la seric es uniformemente convergente) se obtiene

L L & L L
2 _ @ ¥ O
Ueyda = 2 j@a + E{{anI_Lﬂx} cor ™ + b [ ) sen B dz}

= .‘;_51, + L 3 (@ +5 ()

habiéndose utilizado los resultados

fL Yeos o gr = L fL M2 4e = Lb fo()d =L (2)
_Lf(:r) cos~—dz = Lay, _Lf(x)scn I 4% = s - xzydr = Lag

obtenidos a partir de los coeficientes de Fourier.

El resultado pedido se deduce dividiendo ambos miembros de (1) por L. La identidad de Parseval es valida
con menos restricciones que las aqui impuestas,
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14.

15.

SERIES DE FOURIER [cAP. 14
(@) Escribir la identidad de Parseval que corresponde a la seric de Fourier del Problema 12(b).
; ; gl 1 1 1
() Determinar a partir de (g) la suma S de la serie 1—4+?+§_+ +?_13+ il
4
(@) Aqui L=2, a;=2, a, =n2—nz-(cos ar— 1), n#+ 0, 6, =0.
Entonces la identidad de Parseval se convierte en
T 42
2y - 16
%f Uz = 2 J sdr = 2y 3 o lcosnr — 17
3 g5 e
R W G S S e
ORg EA e g ) EPhap T ach g = g
EAl I S S W e S 1i,1.1
(B) 5 = Ztgtgto = (R+i+l+ ) + (24+4{ i )

oo ey e el
14+3i+54+> + 2% 1|+21+3|+">

— b8 iomt
_5 = E-i— i de donde S = 90 /.'

Demostrar que para todo entero positivo M,
2 M L
L S@tw) = L gy
2 n=1 L —L

siendo a, y b, los coeficientes de Fourier correspondientes a f(x) y suponiendo que f(x) es casi-
continua en |—L, L[.

. 5t :
Sea Sulx) = % + 3 (a cosﬂ—z‘{ + basen %) %3]
Para M = 1,2,3,... ésta es la sucesion de sumas parciales de la serie de Fourier de f(x).
Se tiene :.
f {f{x) — Suiz)}?dx = 0 (2
= <
puesto que ¢l integrando no es negativo. Desarrollando éste,
L L ~L
2o fosuwiz -~ [ siwdax = [ g@ya ®)
ks =L -L

Multiplicando ambos miembros de (1) por 2 f{x) e integrando de — L a L, utilizando las ecuaciones (2) del
Problema 13,

2_[1 flz) Suix)de = 2L {Ez-g - é (a2 + ba)} 03]

Asimismo, elevando (/) al cuadrado ¢ integrando de —L a L, empleando el Problema 3, se tiene

L M
f Sk(z)dxr = L{';i’+ ;l (a2 + b:)} (5)

Sustituyendo (4) y (5) en (3) y dividiendo por L se tiene el resultado que se buscaba.
Tomando el limite para M — o0 se tiene la desigualdad de Bessel
2 o L
2+ 3@rn = L ey (@)
n=1 L -L

Para el signo de igualdad se tiene la identidad de Parseval (Problema 13).

Se puede considerar Sy,(x) como una representacién aproximada de f(x) y el primer miembro de (2), dividi-
do por 2L, representa el error minimo cuadrético de la aproximacién. La identidad de Parseval indica que con
M — oo ¢l error medio cuadrdtico tiende a cero, mientras que la desigualdad de Bessel indica la posibilidad de
que este error no tienda a cero efectivamente.

Estos resultados se relacionan con la idea de plenitud de un conjunto ortonormal. Si, por ejemplo, s omi-
tiera uno o mds términos de una seric de Fourier {como cos 4mx/L, por ejemplo) jamas se podria hacer tender

¢l error medio cuadritico a ¢ero por muchos términos que se tomasen. Para una analogia con los vectores en
3 dimensiones, véase el Problema 60.
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DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES DE FOURIER
(a) Hallar una serie de Fourier para f(x) = x*,0 < x < 2, integrando la serie del Problema 12(q)
= —1yn—1
(b) Valerse de (a) para calcular la serie %——
n=1

16.

.

(@) Por el Problema 12(a),
= S enm® Ll Zrz 1 8re
= (sen 5 ) - g 5en =5 ) 1)
Integrando ambos miembros de 0 a x (aplicando el teorema de la pagina 300) y multiplicando por 2
se tiene
Fre A8 s X e, 1 L dre
& = € — 5 (eosF — greosTo + FeosTy )
16 i 1 1
donde (¢ = = 1_5,!.4.5;_5;4_ )

(b) Para determinar C de otra manera notese que (2) representa la serie de Fourier en cosenos para x° en

0 < x < 2. Luego como L = 2 en este caso,

W e S f b &
g = = —L_fof(zmdx—gnzdz—a
Entonces por el valor de C en () se tiene
T ) S i B s I
= W = A Sgitegetagct SeNslaEte T R
17. Mostrar que no es valida la derivacion término a término de la serie del Problema 12(a)
La derivacion términe a término da 2 (cosz—x = casg;—”- + ¢ 3”?” = ) i

Como el término n-ésimo de esta serie no tiende a 0, la serie no es convergente para ningtin x

CONVERGENCIA DE SERIES DE FOURIER
18, Demostrar (a) 3 +cost+cos2t+ -.. +cos Mt = sen (M + )t
2 sen it
lf sen (M+4)t ., _ 1 lf sen (M + §)t gt = L
2 sen 1t =B o Pisenibe Y

(a) Se tiene cos ns sen 3t = i{sen (n + &)t — sen (n — $)}.

Haciendo la suma de n =1 a M,

- + cos M1} = — sen 31)

{sen 3t — sen 31) + (sen 3t

sen 3t{cos ¢ + cos 2t +
“+ (sen (M + 3)t —sen (M — 4)n)

Hsen (M + 4)t — sen 34}

Il

Dividiendo por sen $¢ y sumando } se tiene el resultado dicho
(b) Intégrese el resultado en (g) de —n a 0 y de 0 a 7, respectivamente, con lo que se tienen los resultados pe-
didos ya que las integrales de todos los términos en coseno son nulas

r w
19. Demostrar que lim f(:r) sennrdr = lim f( x) cosne dz = 0 si f(x) es casicon-
M=+ - = o -
tinua.
2 o
Esto se deduce de inmediato del Problema 15, pues si la serie %‘i + 3 (a® + 8% ¢s convergente,
el

lim a, = lim b, = 0.

Esta ignaldad suele llamarse teorema de Riemann.

A
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20. Demostrar que ,iim ‘ﬁ flx)sen (M + Yz dx = 0 si f(x) es casicontinua.

Se tiene
J‘ flz) sen (M + Hz dx = f {f(x) sen 1x} cos Mx dx + f_ {f(x) eos 1x} sen Mz dz

Entonces utilizando el resultado del Problema 19, con f{x) remplazada por f(x) sen %x y f(x) cos {x, respecti-
vamente, que son casicontinuas, si lo es f{x) se tiene la demostracion.

También se habria podido demostrar esto con limites de integracion ¢ y b en vezde los —n y =,

21. Suponiendo que L = =, es decir, que la serie de Fourier de f(x) ticne periodo 2L = 2n, demos-

trar que
g M = sen (M + 5t
Su(z) = 5 + nzl(a-ncosnx + basenna) = f [+ —5—3— 2 sen 3t dt
Aplicando las formulas de los coeficientes de Fourier con L = n se tiene
a. cos ne + busennxy = (-l-f flw) cos nu du) cosnx + (};J- Flwe) sen nu du | sennx
i e mid

w
= & Jﬂ flu) (cos nw cosnx + SeN nu.senm:) du
o =
O
= —J flu) cosnlu —x) du
Tl =gy

™
Asimismo, 2 = El'; f flu) du
13

M
Luego Sufz) = ¥ (ascosnz + b, senng)
wn=1

o
E +

EI—J‘ f(u)du + %.%1 _ﬂ)"(u} cosn{u—z) du
= lf f(u){% + 3 cow(u—z)}du

8 sen (M + 1)(u—x)

= ';f_,.f(u}"_—_zscné(u—z) du

por ¢l Problema 18. Haciendo # — x = ¢ se tiene

g M+ Bt
Sul®) = .}J._w_ fit+e )%{%dt

Como el integrando tiene periodo 2xn se puede sustituir €l intervalo —z — x, & — x por cualquier otro in-
tervalo de longitud 27, como el —m, n. Asi se obtiene el resultado pedido.

22. Demostrar que

Su(z) — (f‘“‘”;’“""‘”) - %f‘r<’f{t+_;)§;}g§:mo))sen{MJrir)tdt

1 (__,.._7?' (s, ;)Se‘nfg ik ) sen (M + Byt dt

Por el Problema 21.

ek sen (M +§): 1 sen (M + g}t
Sulz) = f flt+2) —————dt + f flt+=x B — Seen 1_‘ dt (1)
Multiplicando las integrales del Problema I8(h] por fix — 0) y flx + 0) respectivamente
flz+0) + flz—0) _ 1 o sen(M+ %)t e sen(M + )t
'_“‘2_ = f f{ ﬂ} 7 senit dt + ;.I: f(:\:+0) W dt (3)

Restando {2) de (/) se obtiene el resultado pedido.
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23. Si f(x) y f'(x) son casicontinuas en ]—m=, nf, demostrar que

flz+0) + flz—0)
2

B%l_r_xl Sulz) =
La funcién &W es casicontinua en 0 < ¢ = = puesto que f(x) es casicontinua.

flt+x)— fix+0) = Y o
2%“%5 Ees O+ i 2 sen%t 10t t

Ademais ‘]i,n flet+ae)—fla+0), ¢ Tim flt+x) — flz+0)

pues, por hipétesis, f'(x) es casicontinua de modo que existe la derivada a la derecha de f(x) en todo x.

flt+=z) — flz4+0)

: es wcontin D=t=r.
2 sen 4t casicontinua en T

Asi, pues,

fit +x) — flz —0)
zsenéf

1A
o
1A
=4

De igual modo €s casicontinua en —r

Asi que por los Problemas 20 y 22 se tiene

lim Su(z) -{ﬂ_xtﬂgﬁzﬂ} =0 o JimSu@ = f(x+0)42rf(z—0}

PROBLEMAS DE CONTORNO

24. Hallar una solucién U(x, ¢t) del problema de contorno

U P
8_t = E'x*n'j t>0, 0<ae<2
U@©.)=0, UZ,8)=0 t>0

Uz, 0) ==z O<a<2

Un método que se emplea en la prictica es suponer la existencia de una solucién de la ecuacién en deriva-
das parciales que tiene la forma particular U(x, 1) = X(x) T{2), siendo X(x) y T(r) funciones de x y ¢, respecti-
vamente, que se tratan de determinar. Por esta razon, el método suele llamarse método de separacion de variables.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial,

g = gl ar _ .p dX
(1) ﬂ_t—{XT) = 3ax’ (XT) o (2) i 3T e
escribiendo X y T en vez de X(x) y T(1).
La ecuacion (2) se puede escribir como
1 2
1dT _ 1dX @

3T di X da*
Como un miembro depende solo de ¢ y el otro selo de x, y como x y t son variables independientes, es claro
que cada miembro ha de ser constante.
En el Problema 47 se ve que si¢ = 0 no puede existir solucién que cumpla las.condiciones de contorno dadas.
Supdngase, pues, que ¢ es una constante negativa que se escribird —i%. Entonces por (3) se obtienen dos
ecuaciones diferenciales ordinarias
ar d* X

w—es 2 —
5 Tar = g, - 5

cuyas seluciones son, respectivamente,

+AX = 0 (£)

r = Cae““".l X = Aicosixr + Bisenix (5
Una solucion la da el producto de X y T que se puede escribir

Ulx,t) = s (A cosxx + B senix) (8)

siendo A y B constantes.
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Se trata ahora de determinar A y B de modo que (6) cumpla las condiciones de contorno dadas. Para sa-
tisfacer la condicion U(0, 1) = 0 debe tenerse

eMa)y =0 o A=0 @)

de modo que (6) se vuelve .
Ulz,t) = Be ™ ‘'senxz (8)

Para cumplir la condicion U(2, £) = 0 se ha de tener

2
Be™*sen2y = 0 (9)
Como B = 0 anula idénticamente la solucién (8) se evita tal eleccion y se toma en cambio
i mmr
sen2x = 0, osed 2x=mr O }\=? {10}
conm=20 41, £2,...
Sustituyendo en (8) sc tiene que una solucidn que satisface las dos primeras condiciones de contorno es

Ule,f) = Bae 7t sen 72 1)

donde s ha remplazado B por B,, indicando que se pueden usar constantes diferentes para valores distintos de m.

Si se trata ahora de cumplir la tiltima condicién de contorno U(x, 0) = x, 0 < x < 2, se ve que es imposible
con (17). Pero en vista de que sumas de soluciones de la forma (17) también son soluciones (por el llamado prin-
cipio de superposicion), se llega a la posible solucidn

Ulz,t) = E B dmintid senm;” o,
m=1
Por la condicion Ulx,0) = x, 0 < x < 2, se ve al hacer ¢ = 0 que (/2) se convierte en
z = 3 BasenTZZ  0<a<2 o
m=1

Pero esto equivale al problema de desarrollar la funcién f(x) = x para 0 < x < 2 en serie de senos. La solu-

—4
cion se da en el Problema 12(a), de la que resulta que B, = s cos mm, de modo que (/2) se convierte en

Ulz,t) = X (= et cos m:r) g~ IR son TTE (14)
m=1 ma 2

que es una solucion formal. Para comprobar que (/4) si es una solucidn hay que mostrar que satisface la ecuacién
en derivadas parciales y las condiciones de contorno. La prueba consiste en justificar la derivacién término a

término y en el empleo de procesos de limite de series y se puede realizar por métodos del Capitulo 11.
El problema de contorno aqui considerado tiene una interpretacién en la teoria de la transmision del ca-
i U
lor. La ecuacién el ka—x’
sobre el eje x entre x = 0 y x = L si la superficie del alambre estd aislada de modo que ¢l calor no pueda entrar
ni escapar. Ulx, f) es la temperatura en un punto x de la varilla en el tiempo ¢. La constante k¥ = K/sp (donde
K es la conductividad térmica, s el calor especifico y p es la densidad del material conductor) se llama difusividad.
Las condiciones de contorno U(0, 1) = 0 y U(L, ¢) = 0 indican que las temperaturas de los extremos de la va-
rilla se mantienen a cero unidades para todo tiempo ¢ > 0, en tanto que U{x, 0) indica la temperatura inicial en
cualquier punto x de la varilla. En este problema la longitud de la varilla es L = 2 unidades y la difusividad es

k = 3 unidades.

es la ecuacion de transmision del calor en una varilla delgada de alambre situada

FUNCIONES ORTOGONALES

25,

(a) Mostrar que el conjunto de funciones

; gy 21 2ra 3w 3rx
1, sen :E, cos =% genZ™T e i ST D
E T L’ T’ cos L’ sen 5 cos ) B

forma un conjunto ortogonal en el intervalo 1—L, L[.
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() Determinar las constantes de normalizacién correspondientes al conjunto de (a) de mane-
ra que el conjunto sea ortonormal en ]—L, L[.

(@) Esto se deduce inmediatamente de los resultados de los Problemas 2 y 3.

(b) Por el Problema 3,

L L
L LmaT o o MrE Ly
J:;. sen T dz L, J:;_ cos 7 dx
] L N
Luego f(\’%sen% dz = 1, f (‘\[% cusmgx) dz = 1
5 A o 8

L L 1 1
Tambié f 1dx = 2L f (——) dy = 1
mbién . (1) o i \/ﬁ

De modo que el conjunto ortonormal es

sen®® 1 7% 1 wiBrx 1 Zow

1
TR T T R T e S e e

B

ﬁ

PROBLEMAS VARIOS

26. Hallar una serie de Fourier para f(x) = cosax, — 7 Ex=ndondea #0, +1, +£2, +3,....

Tomando como periodo 2x de manera que 2L = 21, L = z, como la funcién es par, b, =0 y

r

o 2
e = —J. flz) eosnz de = —f CO% &% COR NE di
L 1 g

= %J‘ {cos (e —n)x + cos(a+n)x) de
L]

ikl E'n(a—n);r+ Sen (& + n)x — 2« senar cosngr
r a—n atn r{a® —n?)
e 2 senamr
ar
Luego
sen an 20 €N ar - €08 Nr
e axk = = = 3 COBNE
or ” A=l @ — W
= Sthar /1 2o 2a o
= —r—(; o cosw + S _giC0s2x F_gicosdx + )

27. Demostrar que semx = .1:(1 — f—:><1 — é%i)(l - (3_:1:)_2> o

Sea x = = en la serie de Fourier obtenida en el Problema 26. Entonces,

cosar = ——se"“’<l+ R A +>

= o R‘_ll ai_zl a._s!

1 ey 2a 2z 2a
w eotar — SR v + 2 = ot — 3 s @

iMeresante resultado que representa un desarrollo de la cotangente en fracciones parciales,
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Por el criterio M de Weierstrass, la serie del segundo miembro de (I) converge uniformemente para

0 < |a| < |x| < 1y el primer miembro de (/) tiende a cero con & — 0, como se ve aplicando la regla de L'H6-
pital. Se pueden, pues, integrar ambos miembros de (/) entre 0 y x para obtener

1 * O Gy
A - £+ e
JB (l’.’(.'clt ar ﬂr)d'az = J; e da 4 J; S da +

SeNam \ |© = * _:I:!
o ln( o >n g (1 1,) + In (1 E) i
o sea. o [EEREE Y S ey 171( S g e Pl SO o
b e x 12 2r nt

A r: xt E
- {968 (-3)
= 1n{“1‘5:l (1—-?:)(1—_;_:),. (1_3; }
de modo que

sen =x i o Z* 2? ~r z* x?
- L I‘FXI‘:&'O”'(“F) E (‘FX“?)'“ ®

Cambiando x por x/m se tiene
3 2t e

que &5 un producto infinite para sen x, valido para todo x, como puede demostrarse; es un resultado de interés,
pues expresa sen x en forma factorizada andlogamente a como se factoriza un polinomio.

_ 2:2:4:4-6:6-88 ...

Demostrar que ’
2 1359808 « B ey Tk

Sea x = 1/2 en la ecuacion (2} del Problema -27. Entonces,

fe (B0 B0-8) - (RREDED-

Tomando los inversos-de ambos miembros se obtiene el resultado pedido, que es el llamado producto de Wallis.
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Problemas propuestos

SERIES DE FOURIER

29.

3.

32

33

35

37.

Hacer el grafo de las funciones siguientes y hallar sus series de Fourier correspondientes utilizando las propie-
dades de las funciones pares e impares cuando sean aplicables,

(@) jlo) = {_g g:;§§ Periodo 4 ®) fl&) = { & ogaég Periodo 8
(¢) flz) = 4z, 0<x <10, Periodo 10 (d) flz) = { % _32223 Periodo 6
Sol. ) g ﬁ {1 — cosma) ffs e} scn% (b) 2 — -_% g il ans ) :::5 Tr) cos%

Para cada parte del Problema 29, decir donde estan las discontinuidades de f{x) y cual es el valor hacia el cual
converge cada serie en estas discontinuidades.

Sol. (a) £ =0,%2,%4,...; 0 (b) no hay discontinuidades
(¢) 2 =0,%10,%20,...: 20 (d) x = =3,%9,%15,...: 3

Desarrollar  flz) = % i:: g:ﬁz; en serie de Fourier de periodo 8

16 =T 1 37x 1 Brax
Sol. = {cosT + o= + msa-L + . }

(a) Desarrollar fi{x) = cos x, 0 < x < 7 en serie de senos de Founer.
(8) (Cémo debe definirse f(x) en x = 0 y x = 7 para que la serie converja hacia f(x) para 0 £ x £ n?

sol. @3 LELBE ) £0) = 1) = 0

{a) Desarrollar en serie de Fourier f(x) = cos x, 0 < x < nsiel periodo es n, y (§) comparar con el resultado del
Problema 32, explicando las semejanzas y diferencias que hubiere.
Sol. Es la misma que en el Problema 32.

e (x vl RSN 1Ce R S
Desarrollar f(:r) ls—z it en una seric de (o) senos. (b) cosenos.
32w 1  nr Nrx 16 2eosns/2 —cosnr — 1 nex
Sl (@) T—,Elﬁachse = (b) = = E( o )cos%—
Demostrar que 0 = x = =,
T cos 22 cos dx cos 6
(a) =z{r—x) = o ( 1z + gt - a2 + )
8/ senx . sen3r . senfx
O str-m = S(EpEe I L)

Mediante el problema anterior mostrar que

= 1 Ll Tz - F r! o (__qu—! M El

§ 2T '.-r.’ AR (e 2, (2n— 1) = 327

y 3 O [N DR 1= RS 1 372
Mostrar que F+3_‘_3—‘_?+§+11”_ = T
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DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES DE FOURIER

38. (#) Mostrar que para —m < X < 7,

= senx  senZx + sendr
i 1 F] 3

(#) Integrando el resultadoe de (@) se tiene para —nm = x £ 7,

YL s 4(::05:- _cos2 , cosBx )

3 1# 22 32

{¢) Integrando el resultado de (b) se tiene para —n = x = 7,

s =iz +0) = 12( 5F - ”e';f‘r + Segf"‘ £ )
3. (g) Mostrar que para —n < x < m,
2 3 4
zeosy = —lsenx + 2 scn?.:: i 2_4sen3a: + 3. E»endx — .-
(b) Utilizar (a) para mostrar que para —n = X = =,
cos 2x cos 3x cos dx
zsenz = 1 — fecosx — 2(1.3 = asd T -85 ")

40. Derivando el resultado del Problema 35(b) demostrar que para 0 £ x < x,

T 4fcosx , cosdzr , cosbzx
i E':( ERAR M S +)

IDENTIDAD DE PARSEVAL
41. Con el Problema 35 y la identidad de Parseval mostrar que

R R i e )
(a) _@, P T (b) § 7t T 04k
42. Mostrarque —L1_ 4 1 . 1 . . -8 [Sug.: Aplicar el Problema 11.]
13 32. 5 BT 16
43. Mostrar que (a) i e (d) E =t
' q 2 En-10 ~ 9%’ (2n = 960"
i 1 1 1 _ 47 —39
44, Mostrar que eyt T i e e

PROBLEMAS DE CONTORNQO

all U

45. (a) Resolver == == 2-— 2= con las condiciones U(0, 1) = 0, U(4, 1) = 0, [Xx, 0d = 3 sen xx — 2 sen 5xx, don-

de O<x <4, r=>0
(b) Dar una posible interpretacion fisica del problema y su solucion.
Sol. (a) Ulx, 1) = 372" sen mx — 2e7 39" sen Sax

au _ awu i £ £ 1 0<z<3
46. Resolver — 3t = 3z ©on las condiciones U(0,t) =0, U(6,t) =0, Ulz,0) = { 0 3<x<b
e interpretar fisicamente.
Sal. Uz, t) = i 2[]‘___%5[(__”15_{&] o~ mEnlse ;;e“_.m..;_x
m=] =

47. Mostrar que si cada miembro de la ecuacién (3), pigina 313, es una constanée ¢ son ¢ Z 0, no hay solucion que
satisfaga el problema de contorno.
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48. Una cuerda flexible de longitud n estd templada firmemente entre los puntos x = 0 y x = 7 del gje x con sus ex-
tremos fijos en esos puntos. Puesta en vibracion transversal de poca amplitud, el desplazamiento ¥ix, #) del eje x

en un punto x en el instante 7 esta dado por atY = g H con a* = T/p, T = tensién, p = masa por unidad

de longitud. 92
{a) Hallar una solucion de esta ecuacién (llamada ecuacion de la onda) con a® = 4 que satisfaga las condiciones
Y{0,) =0, ¥z, 1) = 0, Y(x,0) =0,1 sen x + 0,01 sen 4x, Y,(x,0) =0 para 0= x <z ¢t > 0.
(b) Interpretar fisicamente las condiciones de contorno en (a) v la solucion.
Sol. f{a) Y(x,t) = 0,1 sen x cos 2 + 0,01 sen 4x cos 8¢
i 4 ¥

49. (a) Resolver el problema de contorno = Ba-x-,« con las condiciones Y(0,1) = 0, ¥(2,¢) = 0, ¥{x,0) =

0.05x(2 — x), Y(x,0)=0, donde 0 < x < 2, t > 0. (b_] Interpretar fisicamente.

= 16 & 1 L (2n—1)sx 3(2n — 1)zt
Sol. (a) Yz, t) = = E} BTy e - cos { 5
50. Resolver el problema de contorno ‘L{; = %Z-g. U, =1, Ulr,t) = 3, Ulz,0) = 2.

[Sugerencia: Hagase Ulx, 1) = V{x, t} + F(x)y elijase F(x) de modo que se simplifiquen la ecuacién diferencial
y las condiciones de contorno para V(x, 1).]

=mt sen ma

Sol. oy = 4 E‘;élcosm

ms
51. Dar una interpretacién fisica al Problema 50.

52. Resolver el Problema 49 con las condiciones de contorno para ¥(x, 0) y ¥,(x, 0) intercambiadas, es decir, con
¥(x,0) = 0, Y(x,0) = 0,05x(2 — x* y dar una interpretacién fisica.

Sol. Yz, t) = sen

=P 2 2

3.2 & 1 o d2i— ez 3(2n—1)nt
3 2 {2n S
53. Comprobar que el Problema de contorno 24 tiene, efectivamente, la solucién (/4), pagina 314,

PROBLEMAS VARIOS
54. Si —s<z<yr ¥ a¥0,%1,%2, ..., demostrar que

T SN ax Sen 2 sen 2 3 sendx _
2 senar E—at 2—at F—at

55. Si —r < <, demostrar que

(a) 7senhaexr Seny 2 sen2x 3sendx
2senhar ~— o*+12 a® + 22 o’ + 3?

(®) weosher = 1  ecosx 4 o cos2x
Z2senhgr ~  2a o + 17 o' + 2t

o . = z? z*
86, Demostrar que senhx = g (1 i = )( 1+ o )g><l + W)

57. Demostrar que cosz =— (1 -4—'°:>< a }2)( 4z )

|Sug.: cos x = (sen 2x)/(2 sen x).

58, Mostrar que  (a) ﬂ _ 1-3-5-7:9+11-18-15 ...
2 2:2:6-6+10+10+14-14 ...
-3 4+4+88-12+12+16+-16-
(i 2epaes= 4(3-5-7 <9-11-13-15-17 - )
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89. (a) Demostrar quesia# 0, *1,*2, ...,

(#) Demostrar quesi0<a<1, l
o %dﬂ = _j: zu_ll_::::_ﬂ d#
= Ll P + 2er 2
a

-1 T LAt -3

{c) Por (a), (b) y el Problema 17, Capitulo 13, complétese la demostracién de que

Ma)Il-a) = H—, 0<a<l

[Sugerencia: Para (a) utilizar el Problema 26. Para (b) escribir la integral dada como suma de las integrales de
Oalydel a oo yhigase x = 1/y en la iltima integral asi obtenida. Luego apliquese que

1

— T — L. 3 e,
g l—ztzi—2+ -]

60. Sea r un vector tridimensional cualquiera. Mostrar que
(@ (i + (- = (r) (®) (x-if + (c2§ + (- k) = 1
y djgcaitanse con respecto a la desigualdad de Bessel y a la identidad de Parseval.

61, Si {¢, !x)}, n=123,... es ortonormal en Ja, 5[, demostrar qucf {flz) — i ca g, (z)} dz es un mi-
nmo st « a=1

o = | ) en@ds

Discutir este resultado en relacidén con las series de Fourier.




Capitulo 15

Integrales de Fourier

LA INTEGRAL DE FOURIER
Supdnganse las condiciones siguientes para f{x):

1. f{x) satisface las condiciones de Dirichlet (pagina 299) en todo intervalo finito ]—L, L[.

2 .,f |f(x)| dx converge, es decir, f{x) es absolutamente integrable en ]—co, of.

El reorema de la integral de Fourier establece entonces que

fl) = j;‘ {A(a) cosox + Bla) senax} de (1)

=
&
I

% fj f(z) cosax dx
siendo : (2
Bla) = }—r f-,, f(z) sen az dx

(1) es vélido si x es un punto de continuidad de f(x). Si x es punto de discontinuidad hay que cambiar

f(x) por flz+0) ;: fz—0) como en el caso de las series de Fourier. Notese que las condiciones an-

teriores son suficientes, pero no necesarias.
La semejanza de (I) y (2) con los resultados correspondientes para las series de Fourier es bien
patente. El segundo miembro de (/) se suele llamar desarrolio de f(x) en integral de Fourier.

FORMAS EQUIVALENTES DEL TEOREMA DE LA INTEGRAL DE FOURIER
El teorema de la integral de Fourier se puede escribir también en las formas

fle) = %_[:o f:_z flu) cosa(z —u) du da (3)
fl) = % : e 2% do J: flu) e du (4)

= L ‘I. j f{ﬂ) giely—1) du de
27!' —m —

donde se ha de entender que si f(x) no es continua en x, el segundo miembro se remplaza por
flx +0) + flx — 0)
2

Estos resultados se pueden simplificar un tanto si f(x) es funcién impar o par, y se tiene

f®) = %j;w cos o de j;wf(u) cos au du si f(x) es par (5)

flzy = %—Jmsen ot de fm,f{u} sen o duy si f(z) es impar (6)

321
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TRANSFORMADAS DE FOURIER
De (4) se deduce que si
1

Fla) = \/2_”_[: Fu) e du @)

1 i —igx
\E J‘_z F(n’) € e (3)

entonces f(x)

La funcién F(x) se llama transformada de Fourier de f(x) y se suele escribir F(a) = 7 {f(x)).
La funcién f(x) es la transformada inversa de Fourier de Fi (x) y se escribe flx) = 7 {Fa)}.

Nota: Las constantes que preceden al signo integral en (7) y en (§) se han tomado aqui iguales a

1//2m, pero bien pueden ser cualesquicra constantes no nulas siempre que su producto sea 1/2z. La
forma anterior es la llamada forma simétrica.

‘\!?_2?]: flw) cos au du

Si f(x) es par, la ecuacion (5) da

Fe(o) =
2 (" 9)
flx) = \];f F.(a) cosax da
a
y se dice que F.(x) y f(x) son las transformadas de Fourier en cosenos una de otra.
Si f(x) es impar, la ecuacion (6) da
Fi(a) = \/éf flu) sen aw du
g (10)
flx) = @f Fs(e) senax da
L]

y se dice que F(a) y f(x) son transformadas de Fourier en senos una de otra.

IDENTIDADES DE PARSEVAL PARA LAS INTEGRALES DE FQURIER
Si F(a) y G.(«) son transformadas de Fourier en senos de f(x) y g(x), respectivamente, entonces

_fu Fu(a)Gu(a)da = j; 7(@) 9(2) dx (11)
Andlogamente, si F,(a) ¥ G,(«) son transformadas de Fourier en cosenos de f(x) y g(x), entonces
J; Fe(a) Gela)da = _I; f(z) g(x) d= (12)
En el caso especial en que f(x) = g(x), (/1) y (I2) se convierten, respectivamente, en
S wera = [ ey (13)
S, F@rde = [ @y (14
] 0

Las relaciones anteriores son las identidades de Parseval para integrales. Relaciones parecidas valen
para transformadas generales de Fourier. Asi, si F(x) y G(x) son transformadas de Fourier de flx)y
g(x), respectivamente, se’ puede demostrar que
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S F@B@de = [ j@iman (15)

en donde el trazo significa que se trata de la compleja conjugada obtenida cambiando 7 por —/. Véase
Problema 30.

TEOREMA DE CONVOLUCION

Si F(a) y G(z) son transformadas de Fourier de f(x) y g(x), respectivamente, entonces

f_“; F(o)Gla) e~ da = J: f() gz — ) due (16)

31 se define el producto de convolucién, denotado f * g, de las funciomes f y g como

e = —=f rwoe-uam &

entonces (/6) puede escribirse como
J{f*tey = F(f ¥ (18)

0 sea, que la transformada de Fourier de la convolucion de dos funciones es igual al producto de sus
transformadas de Fourier. Este es el llamado reorema de convolucion para transformadas de Fourier,

Problemas resueltos
INTEGRAL DE FOURIER Y TRANSFORMADAS DE FOURIER

1. (a) Hallar la transformada de Fourier de f(x) = {é i;!;g’ y
i

() Representar f(x) y su transformada de Fourier para o = 3.

ta) La transformada de Fourier de f(x) es

1 w0 1 (-
Fla) = —f flu) eiondu = ——f 1) gizu g =
‘/'2'; i \/‘2; _a{) H
st AT e et ,\Em
= \f2_:r< ta ) = T e

Para o = 0 se obtiene Flx) = ,/2/na.
®) Los grafos de f(x) y F(a) para a = 3 se ven en las Figs. 15-1 y 152, respectivamente.

gan|®
i‘! —a

Bl

f(=z) Fle)
8] 3
2 -
1
T
% : i P i a
%
] I I T T T — ] m
-§ ~2 -1 1 2 3 == ;‘s\/—‘,rs rerfs T

=1

Fig.15-1 Fig.15-2
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(@) Valiéndose del resultado del Problema 1 calcular f SR CO8 0% o

—x &

(5) Deducir el valor de j; %’5 d.

{(a) Por el teorema de la integral de Fourier, si

1 e 1 i .
Flag = —f Flae o' du luego  flx) = —f F(a) e~ da
\"27 s \,-'2?!' —e

Entonces, por el Problema I,

5 S 1 |z] < a
0 I e {1/2 el = a 0
2 Yagw 0 jz|>a
El primer miembro de (/) es igual a
1 f senag cosax . % f sen ad sCn ax ;4 @
Tl @ L L @

El integrando de la segunda integral de (2) es impar y. por tanto, la integral es cero. Entonces, por (/)
y (2} se tiene

=0 I = x| < a
[ R BEORAR GV 600 51 Sa ot ol @)
i o

« 0 lz] > @

b) 8i x=0y a=1 en el resultado de (g) se tiene

" sen " sen
o SENa
J ———da = 7 o f da =
o o (23

—w

B2z

pues el integrando es par.

Si f(x) es funcién par mostrar que:

(@) Flo) = \E i e 2 \E fu e s

Se tiene
1 = _ 1 = i %
Flay = — flu) erndy = — f(#) coseu du + —— flu) senau du (1)
Ver ‘J:m V@- f w Ver ‘r—m

{a) Si f(u) es par, f(u) cos Au es par ¥ f{u) sen Au es impar. Asi que la segunda integral del segundo miembro de
(1) es cero y el resultado se puede escribir

Fla) = iE l flu) cosatt du = @f flit) cos an du

@ oy Ty

(6)  Por (), F(—a) = Flz), de modo que F(x) es funcién par. Entonces, mediante una demostracion aniloga
a la en (g), se tiene el resultado pedido.

Un resultado semejante es valido para funciones impares y se le puede obtener remplazando coseno
por seno.

{l—a Zac=1

Resolver 1 ién i s dx
esolver la ecuacién integral J; f(x) cos ax da 0 a>1

Sca ‘\@f flx) cosax dz = F(a) yiomese Fla) = {' Heit—a) Eaéi - Luego por el Prob, 3.
o >

14

0
2 (” 3
J:J Fla) cosax da = JJ‘ ‘\/i (1 —a) cosax da
o o w M m

2{1 — cosx)
Tx:

flex)

L}
= gJ'(l—a)cnusm:z:da =
w o
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s . " sen®y 7
5. Utilizar el Problema 4 para mostrar que Py du = 5"
a

Como se obtuvo en el Problema 4,

w
2 1 —cogx

= — —Ctosaxdz
T Wfa &

l—0a =a=1
(1] a>1

Tomando el limite para @ — 0+ se encuentra que

1 —cosx U
.Iﬂ z* dovr= 2
L) 2 = 2
Pero esta integral se puede escribir f ?ﬁflm_x(”ﬁ dx que se vuelve f E:# du haciendo x = 2u,
] U]

con lo que se tiene el resultado pedido.

6. Mostrar que J; %_‘ﬁ;—dn £ %e“, =0,

Sea f{x) = ¢ * ¢n el teorema de la integral de Fourier.

fle) = EJ‘ cos ot da f flu) cos hu du
g o 0
Luego EJ‘ cos oz da f et cosoudu = e*
w o o
Pero por el Problema 22, Capitulo 12, se tiene f e cosoudy = ?%-_‘f Entonces,
]
gfmcosmt = A J‘ncos.:m: B W
vrg—tzs‘i-lda = o ng’-}-ld“ 26

IDENTIDAD DE PARSEVAL

7. Verificar la identidad de Parseval para las integrales de Fourier en las transformadas de Fourier
del Problema 1.

Hay que mostrar que

f_: Yy de = f: (F(a)}* da

donde  flz) = {; lzl < a - Fla) = @sen L

|zl = a [
Esto equivale a
8 * 2senaa
2y = Loedgpos ol A
f_n (1) de J‘_mw Lo

“ sentan “ sent aa

3 44

o f ALELLI A 2f =24 = =
- @ a fi 4

L]
sen’ aa. - ma
esto es, ———da = =
a L3 Zz

Haciendo we = u y aplicando ei Problema 5 se ve que esto 1iltimo es correcto. El método también se puede

5€

= z
aplicar para hallar r zzu du  directamente.
Lt}

il Lo
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LA INTEGRAL DE FOURIER

8. Dar una demostracion heuristica del teorema de la integral de Fourier utilizando una forma de
limite de la serie de Fourier.

Sea o nre Tl

i w + ‘gl » €08 —F~ + b sen —p= (1)

E: L
donde ay = %-[:. flw) r:().-t;""}.L‘M de y b= 11.) -[:_ flw) sen%ﬂ-' .

Entonces, por sustitucidn (véase Problema 21, Capitulo 14),
{3 o L
&) = i)’; Flw) du + %2}_}; fi) cos"f(u—x)du (@)

Si se supone qucf |f(u)] du converge, el primer término del segundo miembro de (2) tiende a cero para

L — o0, en tanto que la parte restante parece tender a

«©

. 1 - nw
Lim I E y flu) cos 7 (u— =) du £3)
Este tiltimo paso no es riguroso y por eso la demostracion es heuristica.
Llamando Ax = n/L, {3) se puede escribir

fle) = lim ¥ Aax F(ndd) (4)
A=l n=1
donde se ha escrito

Fla) = if fiu) cos a(n — x) du (6)

Pero el limite (4) es igual a
e = [ Fea = 1 a7 60 conatu—n) au

que es la formula integral de Fourier

Esta demostracidn sirve solamente para establecer wn resultado posible. Para ser riguroso hay que empe-
zar por la integral

'}F .I.:ndﬂ f_:f(u) cos a(u — ¥) dx

y estudiar la convergencia. Este método se considera en los Problemas 9-12.

5 sen a? w A ® senaw x
9. Demostrar que: (a) (1152 J; —?;-dv = & (b) n]tl_I.I;lt B dv = 7
A ot “
{a) Sea av =y. Luego ;ﬂf @dv = ‘111_!‘11 3 se;ydy = L %dﬁ = -;—
por el Problema 29. Capitulo L'12.
(b) Sea ov = —y. Luego lgnx l%’f—dv = uh_rge LGLEE-E:@ = %

10. El teorema de Riemann dice que si F(x) es casicontinua en Ja, B,
b
lim F(z)senaxdx = 0

[P
a

con un resultado parecido para el coseno (véase Problema 31). Utilizar esto para demostrar que
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11.

12

L ¥
@ lm | fle+v)%dy = Zpax+0)
ama Jy ) 2
o i [ een S Lay = e

donde f(x) y f"(x) se suponen casicontinuas en 0, L[ y ]—-L, 0[, respectivamente,

(a) Aplicando el Problema 9(a) se ve que una demostracion del resultado que se da equivale a demostrar que
L
tim [ (et — ety gy o
3 owl g

Lo que sc deduce inmediatamente del teorema de Riemann, pues F(v) = ﬂxﬁ))—;ﬁ—@ es casi-

continua en ]0, L[ ya que existe Ii:g] F{v) y f(x) es casicontinua.
p=04+

(b) La demostracién de esto es andloga a la de la parte {(a) haciendo uso del Problema 9(4).

8i f(x) satisface la condicién adicional de que f [f(x)| dx converge, demostrar que

(@) lim : fo+v) 22 gy = Sf@+0), (b) lim f_uw flz +) Se‘;"‘” dv = Zf(z—0).
Se tiene
Ju'mf(xﬂ)%du = J;Lf(z-l-'v)Et;ﬂdv 3 Lﬂf{x+v)%ﬂ’-dv (1)
J;mf(xm)se—r;ﬂdo = J;Lf(x+{l)¥ dv + f:f(::-i—o)sfﬂvﬂdv @
Restando,
[ttt fa+ o) =22 g @)

= J; {f(z+u)-f(x+0)}¥du + J;”f(x-‘f-v)s—e%ﬂdv ~ fL f(z+u}&’:f3dv

Denotando las integrales en (3) por , 1, I, e Iy, respectivamente, se tiene [ = I, + I, + I; conlo que

i = L] + L] + |4 (4)
Ahora bien. ] = f f(:c+v)se]1+w dv = %f lf(x+ )| dv
Asimismo, L = |f+0) ‘f xR dq[

Como r [flz)|dx e f E:}—“E dv convergen ambas se puede tomar L lo suficientemente grande
v a

para que |I;| £ ¢/3, |I;| < ¢/3. Asimismo, se puede elegir « de modo que [1;| < ¢/3. Entonces, por (#) se tiene
7| < € para ¢ y L suficientemente grandes, de modo que se tiene el resultado pedido.
Esto se deduce por un razonamiento exactamente igual al de la parte (g).

Demostrar la férmula integral de Fourier si f(x) satisface las condiciones enunciadas en la pa-
gina 321,

L =
Hay que demostrar que Jlim lJ f flo) cosale— 1) duda = JET0 '; flz—10)
a=0% u=—m

-0 T

Como

JW f(u) cosalx —u) du

= f |/ (x)] du que converge, se sigue por el criterio de Weierstrass

que f f(u) cos alx — u) du converge absoluta y uniformemente para todo . De modo que se puede invertir

¢l orden de integracidn para obtener.
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% f da f flu) cos alzx — u) du

I

o L
1
d —u) d
s Ffuw) du J;;ncosa(a: u) du

S a=0 n=—od - -
= 1j’ .senL(u x)d
=ty u—
= lf flz +v) senLv dy

= l‘f f(a:+v)se——-—nl'”dv + lf Fa+ vy E0EY g
en'donde se ha hecho ¥ = x + 1. T o 1 TSy Y

Para L — oo se ve, por el Problema 11, que la integral dada converge hacia f(z +0) + flx = 0) ta] como
se requiere. 2

PROBLEMAS VARIOS

ol &*U
13. Resolver o
es acotada para x > 0, t > 0.

Se procede como en ¢l Problema 24, Capitulo 14. Be™** sen Lx da una solucién que satisface la ecuacion
en derivadas parciales y la primera condicién de contorno. A diferencia del Problema 24, Capitulo 14, las con-
diciones de contorno no prescriben valores determinados para A, de modo que hay que suponer que todos los
valores de A son posibles. Por analogia con aquel problema la suma sobre todos los valores posibles de &, lo que
corresponde a una integracién en este caso, lleva a la posible solucion

sujeta a las condiciones U(0,£) =0, U(x,0) = {é 0<$§% ,Utx 1)

U, t) = f B(\) e-Xvsen Az di (1)
a
donde B(A) estd indeterminada. Por la segunda condicion,
i o e e T 2
J: B(\) seniz dn = 10 = fl=) (2
de donde resulta la formula integral de Fourier
- 1
B = gJ‘ jiz)senra de = Ef sendpde = ZL=—coE}) (8
Tty T S TA
de modo que, al menos formalmente, la solucidn estd dada por
vt = 2 (w> e~¥ senhx dx )
Tl A

Véase Problema 26.

14. Mostrar que ¢ *** es su propia transformada de Fourier.
> ]
Como e~*12 gs par, su transformada de Fourier viene dada por /2/~ f e~ =t gog xa dx.
o

~ Haciendo x = \/E uy utilizando el Problema 32, Capitulo 12, la integral se convierte en

- J‘w 2l . 2 Lo —alsne
e " cos (aV(Eu) P e L N S
Ve B Vi 2

que demuestra el resultado pedido.

15. Resolver la ecuacidn integral

y@) = glx) + _f_ y(w) r(x —u) du
siendo g(x) y r(x) funciones dadas.

Suponiendo que existen las transformadas de Fourier de y(x), g{x) ¥ rix)} ¥y llamdndolas ¥(x), G{a) y R(x),
respectivamente, al tomar la transformada de Fourier de ambos miembros de la ecuacion integral dada se tiene,
por gl teorema de convolucion,

Gle)

Y& = Gla + ZFY(;R Y =
(a) (a) + V2= Yia) R(a) o (a) T
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Eeir: G(a) SN e aee -
Entonces, y = ogedl o I s S iaz g,
e ?1—»@3@} T S (o e

suponiendo que exista la integral

Problemas propuestos

INTEGRAL DE FOURIER Y TRANSFORMADAS DE FOURIER

1/2¢ |z| =,

16. (a) Hallar la transformada de Fourier de flx)y = { 0 Ja|>
€

(6) Determinar el limite de esta transformada para € — 0+ y discutir el resultado

Sol. (a) ol X (b) ==

V2r e« 2
17. (a) Hallar la transformada de Fourier de f(z) = g I-a* [zl<1

" 0 | > 1
oSy —SEN x x
(6) Calcular .I; (—-—?—-—) cos 5 da.
&L(m2\@<£ﬁﬂﬁiﬁﬂ)(m%§

18. Sif(z) = {; i < 1 ballar (a) Ia trasisformada de Fourisr n sno, (4} 1a transformada de Fouice e

coseno de f(x). Hacer en cada caso el grafo de f(x) y de su transformada.

Sol. (a) \E(—-———I “:“‘“), ® \E"“i:ﬂ

19. (2) Hallar la transformada de Fourier en seno de e xz 0.

(6) Mostrar que f z:f'l”;z dz = %e"‘, m > 0 aplicando el resultado en (a).
o
{c) Explicar desde el punto de vista del teorema de Ia integral de Fourier por qué el resultado en (b) no es vi-
s lido para m = 0.

Sol. () \/2/x [a/(1 + a*)]

20, Despejar ¥(x) en la ecuacién integral

- 1 0st<1
/f Yi{x)senzt de = {2 1=2t<2
= 0 tz2

y comprobar la solucién por sustitucién directa.
Sol. Y(x)=(2+2cos x — 4 cos 2x)/nx
IDENTIDAD DE PARSEVAL
-] - '
21, Calcular () J; (x’_df‘f}?’ (b) J: f::_'f'% aplicando la identidad de Parseval.

[Sugerencia: Usar ]as transformadas de Fourier en seno y coseno de 7%, x > 0.] Sol. (a) n/4, (b) n/a
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o3l

% 2 =
1— T sen?
22. Unlizar el Problema 18 para mostrar que (a) f (—feﬂ) dz = 3 (&) I‘ sc:l:: dg =
a, ¢ (e8]

xr —senx)? T

* {z cos i TR
23. Mostrar gue J: e dx = 15"

PROBLEMAS YARIOS

2
24. (¢) Resolver LA 2 ) U0,8) =0, Ulx,0)=e% >0, Uz, t} esacotada para >0, >0,

at dxt’

() Dar una interpretacién fisica.

Ae— M gin Az
Sol. Uz, t) = f = dx
U _ &U B _fx 0=x=1 ) da s §
25. Resolver e E‘—' U:(0,t) =0, Ulz,0) = 0 PR Uz, t) esacotada para >0, t>0,

Sol. Ulx,t) = ous R 1) e~ Mt oo Az di

26. (a) Mostrar que la sclucion del Problema 13 se puede escribir

9 2 i 1 eI -
U, 8ty = ——-f e dv — — f e ™ dy
( } \/ﬁ_- o \/;r- 1=zt

U _ U
gt = ant

(b) Demostrar directamente que la funcién en (a) satisface a

27. Verificar el teorema de convolucidn para las funciones f(x) = g(z) = 2{ [1) Ei%;i .

28. Demostrar la ecuacién (4), pagina 321, a partir de la ecuacién (3), pdgina 321.
29. Demostrar (I8), pagina 323,

[Sug:Si Fla) = ﬁ j:f{u)_ emdu  y Gl = \/%f-:g(v) o do,  es

FOG@ = o f [ oo 0 o) dudo

- =

Hégase ahora la transformacién u + v = x.]

30. (a) Si Flx) y G(x) son las transformadas de Fourier de f(x) y g(x), respectivamente, demostrar que-

I }wmaa = 2!(x)ﬁdx

donde el trazo indica la compleja conjugada.

(6) A partir de (a) obtener los resultados (11)-(14), pagina 322.

31. Demostrar el teorema de Riemann (véase Problema 10).




Capitulo 16

Integrales elipticas

LA INTEGRAL ELIPTICA INCOMPLETA DE PRIMERA ESPECIE % define por
. .
x = F(k ) :f go ononcts g el (1)
0 1 — k*sen’ 8
siendo ¢ la amplitud de F(k, ¢) o , escrito ¢ = am u y k el médulo, escrito k = mod . La integral s¢
- llama también forma de Legendre para la integral eliptica de primera especie.

Si ¢ = =n/2, la integral se dice integral completa de primera especie y se la demota por K{k) o simple-
mente K. Para todos los casos se supondra que & es uma constante dada.

LA INTEGRAL ELIPTICA INCOMPLETA DE SEGUNDA ESPECIE se define por

&
E(k,¢) = j; T—sen?fdd O0<k<l ®)

llamada también forma de Legendre para la integral eliptica de segunda especie.

Si ¢ = m/2, la integral se dice integral eliptiza completa de segunda especie y se la denota por E(k)
o simplemente E. Esta integral se psesenta al calcular la longitud de arco en una elipse, razén por la cual
se llama integral eliptica.

LA INTEGRAL ELIPTICA INCOMIFLETA DE TERCERA ESPECIE se define por

&
nk,n, ¢ = f &9 0<k<1 (8)
o (1+ nsen?d :

V1 — k?sen®4d

también llamada forma de Legendre de la integral eliptica de tercera especie. Aqui es » una coastante
que se supone no nula ya que si # =0, (3) se reduce a (/).
Si ¢ = n/2 la integral se llama imtegral eliptica completa de tercera especie. E

FORMAS DE JACOBI DE LAS INTEGRALES ELIPTICAS

Si la transformacién v = sen @ se introduce en las formas de Legendre de las integrales elipticas
anteriores sc obtienen las siguientes integrales con x = sen ¢.

F,

= dv
8 o) o

e _paum
Ek® = j; {11 k;:_.dv (5)
3

31
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= dv
1 (k, , = 6
el n‘ & ‘I; (1 +n03)y (1 —23)(1 — k*?) e

llamadas formas de Jacobi de las integrales elipticas de primera, segunda y tercera especies, respecti-
vamente. Si x = 1 son integrales elipticas completas.

INTEGRALES REDUCIBLES A TIPO ELIPTICO

Si R(x, y) es una funcién racional algebraica de x y y, o sea, que es ¢l cociente de dos polinomios

en x y y,
f R(z,y) dx (7)

se puede calcular por las funciones elementales usuales (algebraicas, trigonométricas, trigonomeétricas

reciprocas, exponencial y logaritmica) si y = /ax + b 0 y = \/ax® + bx + ¢, siendo a, b, ¢ cons-

tantes dadas.

Siy= \/’af +bx® + cx +doy=./ax* + bx* + cx® + dx + e constantes dadas (7) se pue-
de calcular por integrales elipticas de primera, segunda o tercera especie o, en casos especiales, por fun-
ciones elementales.

Si y = \/P(x), siendo P(x) un polinomio de grado superior al cuarto (7) se puede integrar
mediante funciones hiperelipticas.

FUNCIONES ELIPTICAS DE JACOBI

El limite superior x en la forma de Jacobi de la integral eliptica de primera especie se relaciona con
el limite superior ¢ en la forma de Legendre por x = sen ¢. Como ¢ = am u, se sigue que x = sen (amu).
Lo que lleva a definir las funciones elipticas

¥ = sen(am ) = s8nu (8)

V1—a? = cos(amu) = enu 9
VI—kaf = Vi-Ksnu = dnu (10)
. = 2 = tnu (11)

Ji-s oo

que tienen muchas propiedades importantes andlogas a las de las funciones trigonométricas, tal
como se ve en los problemas.

Es también posible definir funciones elipticas reciprocas; por ejemplo, si x = snu, entonces €s
u = sn~! x. Notese que u depende de k. Para hacer resaltar esta dependencia se escribe a veces
uw=sn""'(x, k) obien u =sn?!(x), mod k.

TRANSFORMACION DE LANDEN

Mediante la transformacion

sen 24,
t =, i LU LSS k = sen (2¢. — 12
g ¢ %k conin 0 sen ¢ n (24, —¢) (12)

llamada transformacion de Landen, se puede demostrar que

J‘*’ dé 2 j‘wl dé,
oVE o V1 — ksen?o 1+kJo /1—FKsen’s,
donde k; = 1+% (véase Problema 61). Se puede escribir

Fll9) = TogFlk,s) (14)

(13)
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Se ve que k < k; < 1. Por aplicaciones sucesivas de la transformacién de Landen se obtiene una su-

cesion de modulos k,, n=1,2,3,... tales que k < k; < k; <+ <1y se puede demostrar que
lim k, = 1. De lo que se deduce que

5 /k,kgka...f“' db ek L2
Bl k 0 1/1 — sen?4d ® k e 4 fa) 8

siendo
_ 2vVE _ 2Vk _ 2y o
kl_l—i—k’ k2_1+k1’ k3_1+k2’ y d)—']‘i_rnlxﬁn (16)

Resultado mediante el cual se puede calcular F(k, ¢). En la prictica es posible lograr bastante exacti-
tud solamente con unas cuantas aplicaciones de la transformacion.

(

Problemas resueltos
INTEGRALES ELIPTICAS

1. Demostrar que si 0 < k < 1,

f 1-—~kzsen 5 2{1+<)k2 G i’)k‘ (%12—32)2%---}

Por el teorema del binomio,

(1_x)—la’z — i +( 1;.‘2)( x) +( 1!" (; 3/’2) )g ( 1!2}{ 33;"2)(_5!2)( )

)
21
< 1,18, 1:3:5
= LB o0a® T aciegt

Sea x = k? sen? 8. Entonces, debido a la convergencia uniforme de la serie, se puede integrar término a tér-
mino de ( a m/2 para obtener

wiz l 4 3 13 N 3 1+3+5 " " = il
J; {1+zkscne+—2.4kscnﬁ+2_4_6ksena+ ]

L Ty (1-3’41 (1-3-5)“e
= 2{1 +<§)k + _4)5: Pl el

utilizando el Problema 15, Capitulo 13.

J‘wn ]
o V1 —Kkisen?e

w2
2. Calcular f . % con 3 decimales expresando primero la integral como integral eliptica.
0 \/s—en x

C 2 ] o ¢ i 5 " me dy
on x = w2 — 1y la integral se convierte en J: ey
Sea cos y = cos? u. Entonces, —sen y dy = —2 cos usen uduy
S = 2 cos u Sen w du 2 2 pos usen u du = 2 cosu du
V1 —cos'n V1 — costu V1 + cos®u V1 + cosu

it dy iz du L
De donde = 3 =% 5 = e \f‘
I; Veosy "( 1 4- cos®u I; V2 —sentyu f v‘l L %sen‘
VZF(VE,=/2) o VZR(/.

Con k = \/{_; en el resultado del Problema 1 se tiene el valor 2,622 para la integral.
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Otro mitodo:
w2 e wiz = L d’ J‘nl ﬂ’
o Vsenx \/cos 5 o Veos*y/2 —sen®y/2 o 1 - 2sen®y/2
Sea V2seny/2 = seng. Luego V2/2 eoe /2 dy = cos ¢ do,
V‘E cos ¢ de 4 A dy
T et y la mlegral se vuelve V'Ef e = \/EK(V{_)
V1 — }sen’y ¢ V1-—j}sents 4
x/2
3. Calcular f veosx dx por integrales elipticas.
0
Sea cos x = cos? w como en el Problema 2. Entonces,
2% ‘”’ 2cosu " A eogt
Yeosxdyx = cosu( )du = —_—
V1 + costu Jo Y1+ eos*u
- =2 (1 + costu) — 1 o J' J“”‘
— 2 f Breoww 1ow = 2" Vitoornan — 2
o V1+ cos®u V'1+cos'
= 2fmv2—sen=u du - f
o » V2 —wen’u
Tz
= :Vrz_f V1— dsenfudu — —z-J‘ﬂl———-@-‘L—-—
¢ vz e V1—{sen*n

= V2E(VD - VZKWD

T2
4. Calcular f V1+4sen?z da.
? it T
La integral es f V1+4(1l —cos’z)dw = f ¥5 — 4 cos? x d.
o )
Haciendo x = x/2 ~ y, la integral se convierte en

fﬂl\/5-—4scn’ydy = \/Ef”lv1—§sen’ydy = 5 E(/4/6)
o o

5. Expresar f V1 —4sen*u du por integrales elipticas incompletas con 0 5 x < /6.
L]
Sea Vdsen*u = 2Zsenw = seng.

Entonces. 2e¢osu du = cosg dp, dwu = Eapmidin s eoaip dy

2coau mf{;’;

y asi,

x @ & '
J- V1 —4dwnfudue = f 30395'“‘&"_&56 %J‘ cos® ¢ dyp
* ] 2y1 — }senty o 1.:‘1_**“:¢

J~¢—3+4(1—1sen=¢.)d
0 V1— Llsenty ¢

J; l_im + 2l£¢\«’1—isen'¢d¢

2
2
—3
2

F(l,¢) + 2E(L,¢)

donde ¢ = sen”! (2 sen x).
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6. Demostrar que f - es reducible a integrales elipticas.
— CO8 T :

2 —cos x =2 — (cos® x/2 — sen® x/2) =3 — 2 cos? x/2 y la integral dada se puede escribir

J‘ dz = _1_J'd79~‘
V3 — 2cog’x/2 V3 V1 — § cos*x/2

du

V1— gsen’u
T dx

7. Demostrar que f ﬁ = \/_ {F(v2/3, =/2) — F(y2/3, =/4)}.
0 — cos

Haciendo x/2 = 7/2 — u en esta iltima integral se convierte en — % J que es eliptica.

] dit 2 it du
Porel Problema 6, I = J; m = —\—!_5 73 —i-f.q—se.,?—u
puss con x/2 = nf2 — u se ve que u = m/2 y w/4, respectivamente, cuando x = 0 y z/2. Entonces.
- f z 2_{f*f=¢__f“__du__
T 1- %sen u \/E ° ﬁ-——m ¢ \/I_—T-Rm

E{F( 25) - F(\Ez)}

8. Averiguar la longitud del arco de curva y =senx, 0 S x S 7.

m 1 e
Longitud del arco = f V1 + (dyfdx*dxe = f V1+costzedz = 2 f HVI + cos®z dx
o L] a

™I

= V2 —sentzdr = 2\/§'fm VI—ZFsentzdz = 2V2ZE(WD)
9. Hallar la longitud del arco de elipse x =asen¢, y=bcos¢, a> b > 0.
Longitud del arco = 4 j-m (dx)* + (dy)* = 4 fﬁm a®cos®e + bisen?o do
1] a

i e
= 4f var — (@@ —b)seniede = da V1—e*sen?e do
o L}

donde e = (a* — b?)ja®> = c2/u® es el cuadrado de la excentricidad de la elipse.
El resultado se puede escribir 4a E(e, n/2) o 4a E(e).

10. Expresar f e
0 V14 k?sen?y

Sea k sen ¢ = tg u. Asi, k cos ¢ dp = sec? udn y

por integrales elipticas.

f¢ dg i secu f sec u = J‘n du
o VIt Rsente Y keoe * e v VK costu —en*u
- du

J: Vi — (k24 1) sen®u

Procediendo ahora como en el Problema 35, sea . /& + 1 sen u = k sen x. Entonces, \/ k* + 1 cosudu =
kcos xdx y

T

f % = 1 f dz 1 , ( i . z)
o VE— (B Fsenu VE+1 VI— e+ Djsents Vel \VEFT
Volviendo sobre los pasos se observa que el limite superior x en la altima integral se relaciona con el limite

VE -+ 1sen s )

superior ¢ en la integral original porz — scn-!<

V1 + k¥sen®¢ _
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11. Calcular por integrales elipticas:

(a) f o Sl o T : Haciendo x = 2 sen 0, la integral se convierte en
{d—=z0(9 — "

Tz da mre 1
f e e e M f = ZF(2/3,=/2)
o 9 — 4seny 3 l—ﬁ-sens 3

1
f ——-dz——-«. Haciendo x = tg 0. la integral se convierte en
v V(1 -+ 21+ 22
J' iy sect s de e de b ds
o

Vitiwgevitzwe o Veos's + 2sente o VZ—cose

Con 00 = /2 — ¢, esta dltima integral es

J' 3% = % (FWVIR2, 7/2) — FOITZ, n/4)}

w4 W1 — isen’

L]
(e) f dx : Sea vz — 3 =u 0 z=23+u. Asiquelaintegral se convierte en

¢ r— 1)z — 24z —3) J'
1 (u’-f— 2)(u‘ +1)

Haciendo v = tg 0, esta integral se vuelve

2J<ws = " T3 da z \{_fm:
=1 /2 cos*e 1+ sens ma V2 —sents T V‘l-é—sﬁh ]
V2 {F(V172, =/3) — F(V1/2, n/4)}

En general,

dz
donde P;(x) es un polinomio de tercer grado con ceros reales, se puede trans-
Puta) @) 3 PO P
formar en integral eliptica por ¢l método expuesto. Procedimientos similares son aplicables si algunos ceros
son complejos (véase Problema 12).

du

VaE—1)( +3)

Sea u = sec 0 y la integral se convierte en

12. Calcular _f

L) secs tg o ds L) it de = xi2 d¢
s 3f(sec's — 1)(sec’s + 3) 0 1+ 3cos*s e 4 — 3sents
T 5 1 1
= = — % = ZFWER ) = K132
2 j; V1 — 4 sen? g 2 2
dz e 5
13. Mostrar cémo se calcula por integrales elipticas.

V(e -1)(z - 2)(z—3)(x—4)

Hégase la transformacidn lineal fraccionaria x = Lo 3
ponda a ¢t = 0, 1, oo, respectivamente. g

y elijase @, b, ¢, d de modo que x = 1,2, 3 corres-
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a+b
c+d

3r+1_
t+1

b
F.sto!levaa1="—is2= a3=E»dedondcar=3d,b=d,c=d,conloquex=
c

Utilizando esta transformacion, la intzgral dada se convierie en la f 2y ey = | .
t(t — 1)t + 3)

du

V(u® — 1)(® + 3)
d
En generai, f ﬁ, donde P,(x) es un polinomio de cuarto grado con ceros reales, se puede transfor-

Entonces, si 1 = u?, se obtiene 2 f y €l método del Problema 12 se puede aplicar.

mar en integral eliptica por ¢l método que sc indica. Hay procedimientos similares si algyno de los ceros o to-
dos son complejos (véase Problema 14; el método alli empleado también es utilizable en este problema),

14. Calcular f T i por integrales elipticas.
x

—2x+10)(zx*+a2+T)

Aqui el polinomio radicando carece de ceros reales, de modo que no se puede aplicar ¢l método del Pro-
blema 13. Se procede de la manera siguiente: Sea x = y + ¢, con « constante. La integral se convierte en

dy
Te=
f VP + (2a—2y +a* — 2+ 10Hp* + e+ Dy + o+ 2+ T}

Elijase « de modo que los términos constantes de cada trinomio sean iguales, es decir, para que a* — 2a +
10 =o® + 2« + 7 0 « = 1. Entonces,

I = f 2y
Vit + 9y +3y+9)

Hagase y = Bu, con f constante positiva. Entonces,

8 J‘ du
A f(gfE 4 9 A+ 38u+ 9)

=

Eligiendo § de modo que el coeficiente de #* sea igual al término constante en ¢cada trinomio, esto es, f2 = 9
o f =3, se tiene

du
I = _—
f (W + D +u+1)

Sea wy = ixt du = _Eﬁ__ Entonces,

i—¢ a=t
dt
fiz5 ‘/Ef [+ 1) +3)

que se reduce a tipo eliptico por la sustitucion ¢ = tg 6 como en el Problema 11(b).

dx
15. Expresar f como integral eliptica.
i Vit -2z + 10)(z> — 2z + 7)

Si se hace x = y + o como en el Problema 14, se llega a la condicidn o — 2a + 10 = o* — 2z + 7, que
es imposible. Pero en este caso, completando el cuadrado en cada trinomio, se ve que con la transformacién
x — 1 =y la integral se convierte

i
'+ 9" +6)

que es reducible a forma normal poniendo y = \/3 tg 6.
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16. Calcular J‘ L X
U (3w + 1) /(1 — 1)(w? + 8)

Con u = sec _ la integral se transforma en la

{3 + cos*g) — 3

f'r}l Cosg ] da J"I'H. d—-
v (84 eos?s) V1 + 8 costp o (34 cos*8)V1 + 3costs

11

e de w SJ"”’ dg
o Vitscoss 5 {8+ cos0) VI T 3coste
y I da T L ds
) Vi—Zsens s), (1— Fsen®a)Vi— Bsents

= LF(V3/2,7/2) — §1(V3/2,—1/4,7/2)

donde la segunda integral es la integral eliptica completa de tercera especie.

dx

por integrales elipticas.
zVE-DE—2)(E -3z~

17. Mostrar como se¢ calcularia f

(t+1)dt
(3t+1) Vit —1)(t + 3)

Aplicando la misma transformacién del Problema 13, la integral es f

Con t = 1 se tiene

9 f (2> +1) du e j‘ 1Bur+1) + 4 o
(3w + 1) Vi{w? — 1)(2* + 3} (u® (u®* — 1) (u*+ 3)

du

2 die o
e e e E
3 f Viut— 1w+ 3) 3 J (B + 1)V (e —1)(u*+ )

Luego procédase como en los Problemas 12 y 16.

Otro método: Con x — | = 1/p la integral se vuelve

< J dy
VI - y)(1—2y)(1 = 3y)

a la que se puede aplicar el método del Problema 11(c).

FUNCIONES ELIPTICAS

d d
18. Demostrar (¢) -—(snu) = cnudnw, (b) 5=(ecnu) = —snu dnw.
du dn
®
Por definicién. si  u = f gron 080 = o
¢ 1 — k*sen®g
snu = sen ¢ = sen(amu), cnu = cosd — cos(amu)

Asi, pues,

(a) %(snu) = %{{scnsp) = cos;ﬁg—: = ecnuyl—k'sen’s = cnudnu

(b) %(cnu) = E%(cos,p) = —sengﬁ%‘:' = —snuV1—sen’s = —snudnu
=l o 1 i do ==
pugs  —= = ————————— yasi = 1 — kisen’as = dnu.
dg V1 —Ksentq du
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19.

2.

21.

22

Demostrar —% (dnu) = —k*sn#cnu.

d—d;-(dnn) It;iu{\fl—J'c"s.e_n’n;!-) == Rd;(v‘l—k‘sn’ﬂ)

S l St K -msi_ 2 2
= =k sn?uw)™ o (— K en’u)

=k

— 2 o ; ;
= T 2(51-[“)_.(-;“1.-,) = Tana Zasnunenu dan
= —k*snucnn
Demostrar (g¢) sn(—u) = —snu, (b) en(—u) = enu, {e) dn(—u) =dnu, (d) tn(—%) = —tnx.
i}
(a) Sea u=f—-—, —f =
o V1 —k*sen®e o l-kzsen ¢
Entonces, sn u = sen ¢, sn v = sen (—¢) = —sen ¢ = —sn w 5
Haciendo ahora # = — en la segunda integral ésta se convierte en¥ = — J. TR TR -
d V1 — k*senty
Asi, pues, sn (—u) = —sn u.

(3) Como enu = V1 —sn*n, en{—w) = V1 —sn®(—u) = V1 —sn®u = enu.

(ey Como dnu = V1—FKsn’u, dn(—u) =V1—Fsn’(—) = V11— s?u = dnw.

sn{—w) _ snu
en (—u) en i

(d) tn(—w) =

= —tnwu

o
VI—= K seng

: aie
Mostrar que si K = J.
0

(a) sn(u+2K)=—snu, (b)en(u+2K)=—cnu, (¢) dn (¥ +2K) =dnu, (d) tn(n+2K)=

tnu.

[ T dtr
(@) Considérese f J' e L
o l—k’sen’G‘ o V1— kPsen’a T V1 — k®senty

La primera integral del segundo miembro = 2f et o 2K.
o

1—Fk®sen®s

Haciendo # = x + ., la segunda integral del mismo miembro se vuelve

®
[af —d._._
o V1 — k*sen®y

b de
Luego f —_——— = u+ 2K 0 am (W +2K) = ¢p+7
U V1 — k*sen?g
y sn{u-+2K) = sen(g+=) = —sen¢g = —snu
» en(u+2K) = cos(¢+n) = —cosg = —cnu
(e) dn(u+2K) = V1 —Ean*(u+2K) = V1 —k*sn’u = dnu
@ b Gk 2Ky = sn(u+2K)  snu ey

T en(w+2K) 7 enu

Demostrar que snw y cn u tienen periodos 4K, en tanto que dn u y tn u tienen periodos 2K.
Remplazando # por v + 2K en el Problema 21,

gn (u+ 4K) = —sn(u-+2K) —{—snwu) snu
en{u+4K) = —en(u+2K) = —(—cnu) = enu

il

con lo que la demostracion queda completa.

= %

— T = s

i
|
L
i
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Por el Problema 21(c) se ve que dn u y tnu tienen periodo 2K.
Se puede demostrar que las funciones clipticas tienen otros periodos, que son complejos. Por ejemplo, sn u
tiene los periodos 4K y 2iK’, cn tiene periodos 4K y 2K + 2iK’, dn u tiene periodos 2K y 4iK', siendo

w = J-wz de k' ;m
o

r
1 — k™ sen?s

Por esto las funciones elipticas se dicen funciones doblemente periodicas.

23. Demostrar que (@) ad;: sn~* (x, k) = xg)l(l_ 2a?)
% dv
b St SesthUI o el = Yz, k) = F(k, sen'x).
® .fo - — =) i e sy

(a) Se escribird sn™' x en vez de sn~! (x, k) sobrentendiéndose la dependencia respecto del médulo k. Por el
Problema 18, si x = sn u, entonces

%E T %(Snu) = enudnu = Vi—@#Vi—kz = V1-2)01-F)
du 1

oo {sn™txy =
dz d 1— 291 — k')

{b) Integrando el resultado en (@) de 0 a x se tiene, pueslo que x = sen ¢ con ¢ = am u,

Luego

= sn'z = Flke) = Flk sen'z)

J' ol dv
o 1 — 7)1 — k%?)
Nétese la semejanza con el resultado para funciones trigonométricas (que corresponde a k= 0):

x
dv . s Y : o
f % __ _ cen-'z. Las funciones elipticas son generalizaciones de las trigonometricas.
o

PROBLEMAS VARIOS

24. Demostrar que F(/1/2,7/2) = %\/_%I‘F((.i_))

Por las propiedades de la funcién gamma,

* ds J‘m s (1)) vz o)
L en 12 sl B g
o Vseneg 0 21(3) 2 7§

Pero, por el Problema 2, esta integral es igual a ﬁ F(./1/2, m/2), con lo que se tiene ¢l resultado pedido.

25. Determinar ¢l periodo T de un péndulo simple de lon-
gitud /.

Un péndulo simple consiste en una masa m suspendida de
un hilo rigido OP de masa despreciable y de Tongitud / (Fig. 16-1).
Si el hilo esta suspendido de un punto fijo O la ecnacion dife-
rencial del movimiento de la masa m es

2
misz=—mgsene 0 %:——g—sens

d¢ dp _dpds _ _dp

aE " dt dedt Tde

dps = g >
B = 7 N é- Integrando

; P e =
Haciendo e

la ecuacion es

3
% = %coso ey
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Siel péndulo forma un angulo 6 = 0, > Oen el instante r — 0y se le suelta, esto esp =diidt = 0si () = g,
entonces ¢ = —(g/l) cos 5. Se tiene asi

dafdt = = V2g/1 Veose — cas g,

Si el péndulo va de @ = G20 =0 (lo que corresponde a un cuarto de periodo, o T i4), didt es negativa,

por lo que entonces elijase el signg —, Luego

MrieeE f a ds _\/‘ f"“

4 2005 \foont —eos g, 0 Veoss —cosg,
Asi que

f Y e N
A e R e
2y €os § — cos g, 29 1 — 2sen?s/2 — (1 — Zsent® 8a/2)
Gy
- 2\’7

Haciendo sen 8/2 = sen B0/2 sen u, esta integral se convierte en

n2 8 /z —senfe/2

L (e d
T = 4\/: —‘—?f—-—, k = seng,/2
0 VI—Esentn
Sik=0 T=2x/ Y/g, que es el periodo aproximado para oscilaciones pequenas. ~
26. Demostrar que sn(u+v) = Sn#cnvdn et L3ngdun,
— k2 sn?u sn?y
Sea u + v = g una constante, Entonces, dv/de = — 1. Definase U=snu V= sn v Se deduce que
i dV__-_dVdv__ i
e U = enudnu, T g o dn env dnw !

denotando por puntos [a derivacién con respecto a u. Luego

= A-UYA-RU) 5 V= 1- vy — ey

Derivando y simplificando, se encuentra que

e IILELSES

@ U= 2etr — 0 +1yv @ V=z22v_ qtriyy

Multiplicando (/) por ¥, (2) por U y restando se tiene
v — UV = seeuvioe— v () J_
Se puede comprobar que (véase Problema 58) _'
Uve— U0 = (1— puawye — U ) :

0 sed. que
oV —yp = (I-—k’U’Vﬁ)(V‘ U2 ) .
v +UV

Dividiendo las ecuaciones (3) ¥ (5) se tiene

Uv—uv _ _eeoviiv+uw) o
ov-uv TP

A e % ' . 2 d ;
Pero v — u¥ = di(UV— UV) y =2UV(UV+UV) = 22 TTRUYYL de modo que (6) se
o

vuelve HUV —=UV) _  di — keUevy
Tv_uv | 1=k
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Una integracion da % = ¢ una constante. esto es
snuenvdny + enusnvdnu
1 — K sn*usnv

es una solucién de la ecuacidn diferencial. Es claro, asimismo, que # + v = « es una solucion. Las dos solucio-
nes han de estar relacionadas de la siguiente manera:

snuecnvdny + cnusnvdnu _ Pt
1 — K sn’usn’y

Haciendo v = 0 se ve que fl(u) = sn u.

Asi flu + v)=sn (u + v), con lo que se tiene el resultado pedido.

Problemas propuestos

INTEGRALES ELIPTICAS

27. (a) Mediante el teorema del binomio demostrar que si |x| <1,

F = iR -0 GRRR

(b) Si |k| <1, demostrar que

wia
1—k*sen*s de

]
il N e f13VE (1
2 2 2-4/ 38 2-4:6/) 5 }

28. Calcular (a) E(/2/2,7/2), (b) F(/2/2, 7/2), (¢) E©.5), (d) K\/3/2).
Sol. (a) 1,3506, (b) 1,8541, (c) 14675, (d) 2,1565

E(k, =/2)

2. Mostrar que (@) E(l, ¢) = sen ¢, (8) F(I,¢) = In (sec ¢ + tg @) = I tg (/4 + ¢/2).

30. Hallar el perimetro de la elipse x*/9 + »*/4 = 1. [Sugerencia: Témense las ecuaciones paramétricas x = 3 sen ¢,
y =2 cos ¢.] Sol. 15,865

3L

e dx ! 5. 1 1
Calcular ————— por integrales clipticas. Sol. —K(—
o ysen'z + 2 cos'x vz \v2

t
dx : 2
32. Expresar f ————— en inlegrales elipticas.
; ° 1 — 3sentz B ¥
1 1
Sol. —F(—=,¢), donde ¢ =sen?

T de ﬁ 9
33. Mostrar que —_—— = F\1Z ,@,-l‘J:
¢ 1+ Zsens 2T 3/
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8 dx 1
34, Caleul s R v’z‘x(~—>
= .£ 20— )1+ z) V2
: 3 dx 1 A2 T L ﬁ .'_)
3. Caleular | e S ﬁ{F (\g 3> F( 52 }
" dx 1 1
36. Mostrar que = —K(——)
‘J: e | \/ﬁ \JE
37. Expresar por integrales elipticas:
% dx
) e (e \’
¥ J: {16 — a)(25 — =) % f
: dx x dx
(b) e d e
J; V(x® — 9)(25 —x?) @ «rﬂ Viz' + 16)(x* + 25)
Sol. (a) L K($), (b) L E(8), (o) \/ﬁE(V’?}. (d) 5 K(®)
8. Calcilar (&) f L ol f L
¢ VE—2)B3—z)(l—2) ¢ iz —2)x—d)(x—6)
Sol. (a) F(V2/2, &' V2/2), (b) $F(V2/2, #/2) — 1 1(V2/2, —2/3, x/2)
5 dx V3 1 V3 1
39. Mostrar que = {F ,cos™! —~—) == F(-—. cog '—
f Ve + iz + )z +8)z+7) z\z V15 2 V3
__ds | 4R
40. Mostrar que f oy = BF( 3 :3
[Sug.: =+ +1 = (x‘-'-x+1)(x‘—x+1)‘]

(1]
41. Calculs f
e Sa ), Ve =22+ 4 4z 1 8)

43.

4.

45.

47.

49,

dx

de

b :
2 j: V(@? — 4 + 5)(x* — dx + 10)

o (8D - (e ) o R o5}

FUNCIONES ELIPTICAS
42, Mostrar que (e) sn0 =0, (b) en0 = 1, () dn0=1, (dth0 =0, {¢) am0 =0.

Demostrar que (@) sn®w +en'u = 1, (b) dn*u+ P snu = 1,

Demostrar que dn*u — k* en’n = k" donde & =+1—k. -

Demostrar que  (a) sn*u = - —CH2H

1+dn2u’

Hallar (a) 4 (s enw), (b) R {dn u).
du du

Sol. (a) (en*w — sn®w)dnw, (b)) — Sk dnu snu cnu

Hallar (a) i(tn u), (b) & sech™ (k sn «). Sol. (a)
dit du

dn u
n u

Comprobar los resultados  (a) j enu di = %cos"(dnu} fgs

Mostrar que f sn'x de = % {u —
L]

Demostrar que (a) sn (w+ K) = ;'; : X

V1—k* esel modulo complementario.

E{k, amu)}.

b) en(ut+XK)=—

k'snu

fl—cn2:  snudnu
() 14 en2u 1

cnou

it ()

dnu

eI M
SN

(b) du = ln( sIT'u

enu+dnuw

snu

2
(c} dn (1&+K} zm

donde

343

)

Son

k=
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dv

51. Demostrar quef —_——— = tnl(z,k) = ta=! » — /1 — i, Suele escri-
ST e e e R

birse tn~! (x, k) abreviadamente como tn~ ' x, sobrentendiéndose el modulo k.

1 T
Een_1<r 1 V@)

; t T
52. Demostrar que =+l 2

2 dv
J; veitat+1

PROBLEMAS VARIOS

1
& =cu il L = 1 =
53. Demostrar que j;sen leldz = 3 2v'§E<‘/§,2> + ﬁF(V,E,z)-

54. Se suelta un péndulo de longitud 2 pies en una posicién en que forma un dngulo de 60° con la vertical. Deter-
minar su periodo de oscilacién suponiendo la aceleracion de la gravedad = g = 32 pies/seg?.
Saf. 1,686 segundos
55, Mostrar que en cualquier momento ¢ el dngulo & del péndulo del Problema 25 estd dado por
send/2 = send,/2 sn(Vg/lt)

siendo ¢ el tiempo medido a partir del instante en que el hilo estd vertical.

¢ y/sené + cosé

[Sug.: seng¢ + cosp = V2 sen (g +7/4).]

iz da 4 1 1
56. Mostrar que = 2V2F (—, cos™! —)
V2 Ve
57, Obtener el desarrollo
u? ud w’
sne = 1wt — (1 +k’)§-; + (1 +14k“+k‘)ﬁ — {14135k + 135k‘+k‘)F + ...
58. Verificar la ecuacién (¢) del Problema 26.

59. Demostrar que

’ +p) = ftoucny — snusnydnudny

(a) cn(u+v) g e T

(b) dnfu+v = dnatdnyv — ksnusnvenuenv
1 — kK sn*usn®vy

60, Calcular (2) F(\/EIZ, n/3), (b) F(0,5, n/4), utilizando la transformacién de Landen.
Sol. (a) 1,1424, (b) 0,R044

61. Verificar el resultado (/3), pdgina 332, mediante la transformacién de Landen.

Vi k, = 1. Verificar entonces (15), pdgina 333.

62, Demostrar que si k. = Tk, m



Capitulo 17

Funciones de variable compleja

FUNCIONES

Si a cada nimero complejo de un conjunto dominio de una variable z corresponde uno o mas va-
lores de una variable w, se dice que w es una funcion de la variable compleja z, w = f(z). En el Capitu-
lo 1 ya se ha tratado de las operaciones fundamentales con nfimeros complejos.

Una funcién es uniforme si a cada valor de z corresponde solo uno de w; en otro caso la funcién
es muitiforme. En general se puede escribir iw = Sflz) = ulx, y) + iv(x, y), siendo u y v funciones reales
de x y y.

Ejemplo 1: w=2'=(x+ippP=x*— 2+ 2ixy = u + iv, asi que uix, ) = x* = ¥, v(x, p) = 2xy.
Estas son las lamadas parte real y parte imaginaria de w = z?, respectivamente.

Si no se aice otra cosa se supone que f(z) es uniforme. Una funcién multiforme se puede conside-
rar como un conjunto de funciones uniformes.

LIMITES Y CONTINUIDAD

Las definiciones de limites y continuidad para funciones de una variable compleja son andlogas
a aquéllas para una variable real. Asi f(z) se dice tener el Jimite [ al tender z a zg §1, dado cualguier € > 0,
existe un ¢ > 0 tal que |f(z) — /| < ¢ para 0 < |z — z,| < 4.

Anélogamente, se dice que f(z) es continua en z, si, dado cualquier € > 0, existe un & > 0 tal que
|f(z) = f(zo)| < € siempre que |z — 25| < 8. O sea que f(z) es continua en z, si lim fz) = flzp).

DERIVADAS
8i f(z) es uniforme en cierta region del plano z, la derivada de f(z), que se denota f'(z), s define por
lim 1(2+82) = f(2) 0
Ar=ed Az

siempre que el limite exista independientemente de la manera como Az — 0. Si el limite ([) existe para
z = z,, f(z) se dice analitica en z,. Si el limite existe para todo z de una region R, flz) se dice analitica
en K. Para que sea analitica, f(z) ha de ser uniforme y continua. Pero la reciproca no es necesariamen-
te cierta.

Se definen funciones elementales de una variable compleja por generalizacién natural de las fun-
ciones correspondientes de una variable real. Cuando existen desarrollos en serie para funciones rea-
les, f(x), se puede usar como definici6n la serie de f(x) con x remplazado por z. La convergencia de tales
series complejas ya se ha considerado en el Capitulo 11.

Th e - e =

Ejemplol-Sedeﬁnee":I+z+2—!+§+---.sen_-=z—§!-r§—ﬁ+'--,cosz=1—§—!+
e oz 3

E—ﬁ—‘+ -+ Entonces se puede demostrar que ¢* = &**% = ¢* (cos y + i sen y), como tam-

bién otras numerosas relaciones.

345
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Ejemplo 2: Se define a* como ¢"™? aun con a y b complejos. Como 2™ = 1, se sigue que e = ¢+ y

se define In z = In(pe™®) = In p + i(¢p + 2kn). Asi, pues, In z es una funcidon multiforme. Las
distintas funciones uniformes de que se compone esta funcion multiforme se dicen ramas de
la misma.

Las reglas para derivar funciones de variable compleja son en un todo andlogas a las de las funcio-

nes de variables reales. Asi %(z“) =y c%(sen 2) = cosz, etc.

ECUACIONES DE CAUCHY-R[EMANN

Una condicién necesaria para que w = f(z) = u(x, ) + iv(x, y) sea analitica en una region R
€s que u y v satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann

du av du [ix
(véase Problema 7). Si las derivadas parciales en (2) son continuas en &, las ecuaciones son condicio-
mes soficientes para que f(z) sea analitica en R.

Si las segundas derivadas de » y v con respecto a x y y existen y son continuas, se encuentra deri-
vando (2) que

Pu | Pu v v
wrar Y Wt T

De modo que las partes real e imaginaria satisfacen la ecuacidon de Laplace en dos dimensiones. Las
funciones que satisfacen la ecuacién de Laplace se llaman arménicas.

0 (8

INTEGRALES
8i f(z) estd definida, es uniforme y continua en una region R, se define la integral de f(z) a lo largo
de un camino C en R desde el punto z; al punto z,, con zy = x; + iy, 2, = X, + iy,

(T3, vg) (arp, 1) (xg.u3)
L_f(z) dz = f (u +iv)(de +idy) = f uwdx —vdy + if vdx + udy
¢ ( (

X1, ¥1) EST8 ESPL TR

definicién mediante la cual la integral de una funcién de variable compleja se puede hacer depender
de integrales curvilineas de funciones reales, ya consideradas en el Capitulo 10. Otra definicién basa-
da en el limite de una suma, como para funciones de variable real, también se puede formular y resulta
equivalente a la anterior.

Las reglas para integracion compleja son similares a las de las integrales reales. Un resultado im-
portante -es

S| = froie s ufe = w *)

siendo M un mayorante de |f(z)| sobre C, esto es |f(z)] < M, y L la longitud del camino C.

TEOREMA DE CAUCHY

Sea C una curva simple cerrada. Si f1(z) es analitica en la regién encerrada por C y sobre C, se tiene
entonces el teorema de Cauchy

J; Flohidan = £ fahde =0 )

donde la segunda integral indica que C es una curva simple cerrada.
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Expresade de otra manera, ﬁ)qmvale al enunciado de que J‘ f(z) dz tiene un valor indepen-

diente del camino de z, a =>. Fales integrales se pueden calcular por F(z;) — F(z,) siendo F'(z) = f(z).
Estos resultados son semejanies a los correspondientes para integrales curvilineas ya tratados en el
Capitulo 10.

Ejemplo: Come fIz) = 2= es analitica en todo punto, se tiene para cualquier curva simple cerrada C

1+i 11
También, f 2zdz = ;2| = (4 — @)y = 2i+4

FORMULAS INTEGRALES DE CAUCHY

Si f(z) es analitica en el interior de la curva simple cerrada C y sobre C misma y si @ €s un punto
interior cualquiera a C, entonces

1 1(2)
= —-— 6
fte) 2riJez—a o2 (6)
recorrida C en el sentido positivo {contra las agujas del reloj).
Asimismo, la n-¢sima derivada de f(z) en z = a estd dada por

{nd = n ! f (2)
Hiahe= s E ey dz - 6]
Estas son las llamadas fdrmulas integrales de Cauchy. Son notables porque muestran que si la funcién
f(z) es conocida sobre la curva C, también resulta conocida dentro de C y las derivadas en puntos in-
teriores a C se pueden calcular, Asi, si una funcién de variable compleja tiene primera derivada, tiene
todas las derivadas de orden superior también, cosa que no es necesariamente cierta para funciones
de variable real.

SERIE DE TAYLOR

Sea f(z) analitica en el interior de un circulo y sobre él mismo, siendo el centro z = a. Entonces
para todo punto z del circulo, la representacion de f(z) en serie de T aylor es

@) = f@ + r@e-a + D@ _qp 4 S )
Véase Problema 21.

PUNTOS SINGULARES

Punto singular de una funcién f(z) es un valor de z en el que f(z) deja de ser analitica. Si f{z) es
analitica en todo punto de una region excepto en el punto interior z = . se dice que z =.a es una sin-
gularidad aisluda de f(z).

Ejemplo: Si f(z) = ﬁa z = 3 es una singularidad aislada de f(z).
POLOS
Si f(z) = (;ﬁ'_(zi}", ¢(a) ~ 0, donde ¢(z) es analitica en todo punto de una regién, incluso

z = a, y si n es un entero positivo, entonces f{(z) tiene una singularidad aislada en z = g, que se llama
polo de orden n. 8i n = 1. el polo se dice polo simple. Sin = 2 es un polo doble, etc.
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Fjemplo 1: f{z) = —f— tiene dos singularidades: un polo de orden 2 o polo doble en z = 3,
(z—3Pz+1)
y un polo de orden 1 o polo simple en z = —1.
Ejemplo 2: f(z) = Bl geipho o tiene dos polos simples en = = +2i

F+4  (z+20)(z—23)

Una funcién puede tener otros tipos de singularidades ademas de los polos. Por ejemplo, f(z) = \/;
sen z

ticne un punto multiple en z = ( (véase Problema 37). La funcién f(z) = tiene una singularidad

.. senz
en z = 0. Pero como lim —

=0 X

es finito, se dice que una singularidad semejante es evitable.

SERIE DE LAURENT

Si f(z) tiene un polo de orden n en z = a, pero es analitica en todo otro punto del interior de un
circulo C de centro a, entonces (z — a)'f(z) es analitica en todos los otros puntos dentro de C y sobre €
y tiene una serie de Taylor en torno a z = a tal que

s T—n @—n+1 a-1 1 — ) slz—al?® +
fle) = G o * g + oo W+ ai(z—a) + = o (9)
Esta es la llamada serie de Laurent para f(z). La parte a5 + ay(z — a) + a,(z — a)® + «-- se llama

parte analitica, en tanto que el resto, que consiste en los inversos de las potencias de z — a se llama parte
principal. Mas generalmente, la serie > ax(z—a)* es una serie de Laurent en que los términos con
ks -

k < U constituyen la parte principal. Una funcién que es analitica en una region limitada por dos circu-
los concéntricos de centro z = a siempre se puede desarrollar en una serie de Laurent de este tipo (véase
Problema 92).

Se pueden definir varios tipos de singularidades de una funcion f(z) a partir de su serie de Laurent.
Por ejemplo, cuando la parte principal de una serie de Laurent tiene un nimero finito de términos y
a., # 0, mientras que a_,_,, @_,_3, ... son todos nulos, entonces z = a es un polo de orden a. Si
la parte principal tiene infinitos términos, z = a se dice una singularidad esencial o bien un polo de orden
infinito.
1 1

jemplo: La funcidn e* = 1+ =+ ——— + ... tiene una singularidad esencial en = =
7B

RESIDUOS

Los coeficientes de (9) se obtienen de la manera acostumbrada escribiendo los coeficientes para
la serie de Taylor correspondiente a (z — a)"fiz). En estudios posteriores el coeficiente a_,, llamado
residuo-de f(z) en el polo z = a, es de importancia considerable. S¢ le puede hallar por la férmula

. dis!
o = Mm@ (1)

donde n es el orden del polo. Para polos simples el calculo del residuo es particularmente sencillo, pues
se reduce a
a—; = lim(z—a)f(2) (11)

D=l

TEOREMA DEL RESIDUO

Si f(z) es analitica en una regién R excepto en un polo de orden nen z = a'y si Ces cualquier curva
simple cerrada de R que contiene a z = g, entonces f(z) tiene la forma (9). Integrando (9), y valiéndo-
se de que
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dz [0 sim*1
E—aprT {2171' sin=1 )
(véase Problema 1[3), se sigue que
§ fle)dz = 2xia_, (13)
£

esto es, la integral de f(z) en torno a un camino cerrado que encierre el polo simple de f(z) es 2mi veces
el residuo en el polo.
Mas generalmente, se tiene el siguiente e importante

Teorema. Si f(z) es analitica dentro y en el contorno C de una regién R excepto en un nimero finito
de polos a, b, ¢, ... dentro de R, con residuos a_;, b_;, c_y, ..., respectivamente, entonces

fcf(z)dz I S SR IR SR (14)

esto es, la integral de f(z) es 2ni veces la suma de los residuos de f(z) en los polos encerrados por C.
El teorema de Cauchy y las férmulas integrales de Cauchy son casos especiales de este resultado que
se llamarad tegrema del residuv.

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

El calculo de varias integrales definidas se puede realizar a menudo utilizando el teorema del re-
siduo junto con una funcién apropiada f(z) y un camino o contorno C apropiado, la eleccidn de éstos
puede exigir mucha perspicacia. Los tipos siguientes son los més comunes en la practica.

1. f F(z)dz, F(z) funcion par.
8

Considérese f F{z)dza lo largo de un contorno C que consiste en el segmento a lo largo
o

del eje x de —R a + Ry en el semicirculo sobre el gje x que tiene este segmento por didmetro.
Entonces, con R — o0 se tiene la integral. Véanse Problemas 29, 30.

2
2. G(sen f, cos 0) df, G es una funcién racional de senf y cos 8.
a
~1 -1

3 . ZE— zZ 'z
Haciendo z = ¢, essen 6 = rcosd =

z a8 £l %
pF 5 y dz = ie" df, o sea, db = dzfiz.

La integral dada es equivalente a F(z) dz siendo C el circule unidad de centro en el origen,

Véanse Problemas 31, 32. :

3 .j‘_ F(x) {Eg:g;} dx, F(z) funcién racional.

Aqui se considera 5)- F(z) em=dz con C el mismo contorno que en el Tipo 1. Véase Pro-
blema 34. :

4. Integrales variadas en que entran contornos particulares. Véanse Problemas 35, 38.
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Problemas resueltos

FUNCIONES, LIMITES, CONTINUIDAD
1. Determinar el conjunto que representan

(@) |2—2[=38, (b) [¢—2|=|2+4], (¢) |z—3|+|z+3] = 10.

(@ Método 1: |z~ 2/ =|x+ip—2/=|x =24+ =/x -~ 27 + p> =30 (x—2)+ p* =9, un circu-
lo con centro en (2, 0) y radio 3.
Método 2: |z — 2| es la distancia entre los nimeros complejos z = x + iy ¥ 2 + Oi. Si esta distancia es
siempre 3, el conjunto es un circulo de radio 3 de centro 2 + 0i o (2, 0).

(6) Método 1: |x+iy—2f=|x+ i+ 4| o Jlx— 2P +.y2 = \/‘Ix + 4F + 3*. Elevando al cuadrado,
se tiene x = —1, una recta.

Metedo 2: EIl conjunto es tal que las distancias de un punto del mismo a (2, 0) y (—4, 0) son iguales. De
modo que el conjunto es la mediatriz del segmento que une (2,0) a (—4,0), 0 x = —1.

(c) Método 1: El conjunto es dado por /(x — 3) + 7+ S+ 3P+ p2 =10 o fx — 3P + =
10 — \/'ix + 3§ + y* Elevando al cuadrado y simplificando, 25 + 3x = 5./{x + 3)2 + 2. Elevando al
2

=1, que e5 una elipse de semieje mayor 5 y semieje menor 4.

¥
cuadrado y simplificando otra vez se tiene % —+ f_G

Método 2: El conjunto es tal que la suma de las distancias de un punto del mismo a (3,0) y (—3, 0) es 10.
El conjunto es, pues, una elipse de focos en (—3,0)y (3,0) y cuyo eje mayor tiene longitud 10.

2. Determinar la region del plano z representada por
(a) |z < 1.
Interior de un circulo de radio 1. Figura 17-1(a).
(0) 1<|z+2{ =2.

|z + 2i] es la distancia de z a —2i, de modo que |z + 2i| = 1 es un circulo de radio 1 de centro en ~2i,
osea, en (0, —2); y |z + 2i| = 2 es un circulo de radio 2 con centro en —2i. Entonces, 1 < |z + 2 =2
representa la regi6n exterior a |z + 2i| = 1, pero interior a o sobre |z + 2i| = 2. Véase Figura 17-1(b).

(c) /3 = argz = /2.

Nétese que arg z = ¢, con z = pe™®. La regién es la infinita delimitada por las rectas db=n3yd=mn2
incluidas estas rectas, Figura 17-1(c).

Fig.17-1 (a) Fig.17-1 (b) Fig.17-1 (¢)
3. Expresar cada funcién en la forma u(x, y) + iv(x, y), con u y v reales:
(@ 2, () U(1=2), (c) &, (d)Inz

—{a) w = 2 = letHgP = 2% 4 3u'(iy) + Sx(iy)® + (i) = 2+ 3ix’y — 3xy® — 1
= z' = Bxy* + i(3zy — ¥
Luego  w(x,y) = 2* — 8ay?, v(z,¥) = 3x%y — o
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o= 1 = 1 glowddy o l—stiy
1—z = 1—{(e+dy) =~ 1—az—iy 1—z+tiy -~ (Q—=z7+y

T Y

Entonces, SR ) = g RS G

() €% = gt — gl — e¥r(ans 3y + i sen 3y) ¥ u = e*cosdy, v = e¥sen3y
(@) Inz = In(pe) = np+ip = InVer+y* +i tg~ ' y/x y
w=4In@E+y), v= g7yl

Obsérvese que In z es una funcién multiforme (y aqui infinitiforme) ya que ¢ se puede aumentar en cual-

quier multiplo de 2n. El valor principal del logaritmo se define como el valor parael cual 0 € ¢ < 2n y se
llama rama principal de In :z.

4. Demostrar (a) sen (x + iy) = sen x cosh y + icos x senh y
(b) cos(x + iy) = cos x cosh y — isen x senh y:

Aplicando las relaciones ¢ = cos z + i sen z, e = cos z — i sen z se tiene

if s -1z iz —iz
senz = f_zii__ . eosz = e_'_;_e_
itzHiyy L, —ilz4iy) =y _ a—ir4
Entonces, senz = sen(x+iy) = &£ = —€ "W gy e
2i 21
¥ . L
= -é%{e“‘(cos x+1isenx) — e*fcosx — isenz)} = (senx) E—%g—) + dleosz) {s 29 )

= senzcoshy + icosx senhy

il +iyd =i{z+iy)
Andlogamente, cosz = cos(z+iy) = i-—:;—u
= e v + e = i{e¥(cosx + isenx) + ef(cosz — i senz)}
¥ =F } R
{cos x) (e_'*'zg__) — ifsenx) £ 2e '> = cosx coshy — isenx senhy

DERIVADAS. ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

d : = ; -
5. Demostrar que EEE‘ siendo 7 el conjugado de z, no existe en todo punto:

Por definicién % flz) = lim flz+a2) — f(z)

e si este limite existe independientemente .de la manera como
Ar—s

Az = Ax + iAy tienda a cero. Entonces,

iz = limz-hsz—é — lim 2t tartiay — x+iy
dz Az D Az 4z—0 Ax + 1Ay
ENERS =iy t+Ar—iAy —(z—dy) _ lim Ax — 1Ay
Azl Ax + 1Ay Az d A 4 [ AY
Ay Ay—0
Ax
i Ay = imi lim 2= = 1.
51 Ay = 0, el limite es Mu_'-}“ T 1
. ' )
5 = it 1 - = —1.
1 Ax =0, el limite es D= Ay 1

Estas dos posibles aproximaciones al limite muestran que éste depende de la manera como Az — 0, de modo
que la derivada no existe, o sea, que z no es analitica en todo punto.
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- feit: :
6. (@) Siw=fz) = T i’ hallar = (b) Determinar dénde no es analitica w.
dbizbazy | 1kz
[ dw A e ) 5% e : 2
(o) MEtnd 127 Copois lim az = M D

2 . . 5
[Tz siempre que z # 1, independientemente de la manera como Az — 0.

Método 2: Son aplicables las reglas usuales de derivacion siempre que z # 1. Asi que por la regla de de-
rivacion del cociente,

d L
i(l + z) e e e T TR e L T
TZ\1=: A= = aT—z¢ = A2

(p) La funcidn es analitica en todo punto excepto en z = 1, en que no existe la derivada; esto es, la funcién no
es analitica en z = 1

7. Demostrar que una condicién necesaria para que w =. f(z) = ulx, y) + iv(x, y) sea analitica en

una regién es que las ecuaciones de Cauchy-Riemann 9% _ 90 % _ v cumplan en esa

: x dy’ oy ox
region.

Como f(z) = flz+iy) = u(z,¥) + iv(z,y), sctiene

flzt+4az) = flx+ Ax +ily+Aay)] = wulz+ax, ¥+ Ay + iviz+ Az, y+ay)
Luego
lim fletaz) — flz) _ lim 2tz y+Ay) — wzy) + vz Az g+ Ay) — vz, )}
Ar—s Az g;..: Az + Ay

Si Ay =0, el limite es

lim ME A2, y) — wey) | vtz ) — vy - w o, v
Azt 0 Ax Ax dx dx
Si Az =0, el limite es
lim Mo ytay) —u@y) | Jozy+dy) —vEy| _ léw | v
QETI} 1Ay Ay idy oy
Si ha de existir la derivada, estos dos limites deben ser iguales, esto es
dw | .év _ ldw v _ _du v
% e i W T Ty
du dv o i
de mod ol . g L
modo que ha de tenerse e 3

Reciprocamente, se puede demostrar que si las primeras derivadas parciales de # y v con respecto a x y y son
continuas en una regién, entonces las ecuaciones de Cauchy-Riemann dan condiciones suficientes para que f(z)
sea analitica.

8. (@) Sif(z) = ul(x, y) + iv(x, y) es analitica en una regién K, demostrar que las familias de curvas
de un pardmetro wu(x,y) = C, v u(x,y) = C, son familias ortogonales. (b) Ilustrar median-
te f(z) = 2%
(a) Considérense dos elementos determinados de estas familias, w(x, y) = up, v(x, ¥) = v, que se cortan en el
punto (xp, yo)-

d
Como du = udx + udy = 0, 2 = =
dx u,
i i dy UX
Asimismo, puesto que dv = v,dx + v,dy = 0, Fre
ul"
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Calculadas en (xg, yg) 4stas representan,
respectivamente, las pendientes de las dos cur-
vas en el punto de interseccion.

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
u, = v, u, = —0,, se tiene que ¢l producto de
las pendientes en el punto {xg, yo) €5

el o=

de modo que dos elementos cualesquiera de las
respectivas familias son ortogonales y asi las
dos familias son ortogonales.

b) Si flz)=72% es u=x* —3* v=2xy. Los
grafos de varios elementos de x? — y? = C,,
2xy = C, se ven en la Figura 17-2.

Fig.17-2

9. En aerodindmica y mecanica de fluidos, las funciones ¢ y ¥ en f(z) = ¢ + af, con f(z) analitica,
se llaman potencial de velocidad y funcion de corriente, respectivamente. Si ¢ = x2 +4x — 2 + 2y,
(a) hallar ¥ y (b) hallar f(z).

- Rienany 0 W %
(#) Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann e g g Luego
o _ W
W) 5 = 2mtd @ 52 = -2

Método 1: Integrando (/), ¥ = 2xy + 4y + Fix).

Integrando (2), ¥ = 2xy — 2x + G(y).
Estas son idénticas si F{x) = —2x + ¢, G(y) = 4y + ¢ con c constante real cualquiera. Asi, pues,
=2xp+4y—2x +c.
Miétodo 2:

Integrando (1), ¥ = 2xy + 4y + F(x). Luego al sustituir en (2), 2y + F'(x) = 2y - 20 Flix)= -2
y F{x)= —2x + ¢. De donde ¢ = 2xp + 4y — 2x + ¢.
) Por (o), flz) = o¢+iy = 2t 4 4z — yt + 2y + i(2xy 4y —2z +¢)
(2 —y* + 2imy) + Mz +iy) — 2z +iy) +ie = F+Hdz—l2izta

donde ¢; es una constante imaginaria pura.
T T : z+ 5
Esto también se puede hacer observando que z = x + iy, = x — iy de modo que x = - 5

z—z . i ; i i
y= TR El resultado se obtiene entonces por sustitucion; los términos en Z se eliminan.
i

INTEGRALES, TEOREMA DE CAUCHY, FORMULAS INTEGRALES

2440

10. Calcular J- 22dz

1+i
(@) a lo largo de la pardbola x = ¢, y = 212152,
(b) a lo largo del segmento de 1 + ia 2 + 4i,
(¢) a lo largo de los segmentos 1+ ia 2+ iy luego a 2 + 4i.

Se tiene
2+ 4 12, 4) {2, 4) (
f 2dz = f (& + iy)* (dz + i dy) f (a* — o* + 2imy)(dz + L 0D
L+

. (SFRRAY

(2,41 (2,43 :
f (22— yHde — 2zydy + i f 2oy dr + (o) Q4

(1,1 1,1y —

i
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Método 1:

{¢) Los puntos (1, 1) y (2, 4 corresponden a 1 = 1 y t = 2, respectivamente. Con lo que las integrales curvi-
lineas anteriores se convierten en

2 2
f e — ey dt — (D)2t dt}  + ;f R ar + (F—tyEndy = —%‘5 — 6i
te1 t=1 E
(b) EI segmento de (1,1) a (2, 4) estd sobre la recta de ecuacion ¥y —1 = ;—-:-% (x—1) o ¥y = 8x—12

Se encuentra asi

f et — (3w — 2% dv — 2x(3x— 2)3dr}
=1 2

+ -;'f 2e(3r - 2 de + [2* - (3e — 2F]3 dr) = BE . N 6i

() De 144 a 244 [defl,1)a(2,1], y=1,dy=0 y s¢ tiene
2 2

f (x*—1dr + :'f Zade = ;—-!— 3i

r=1

De 2+4ia 2+44; de (2,1) a (2,4)], z-2, de=0 ¥ se liene
4 4
f —4pdy + -:'r d—w)dy = 30 — 9
ey g

¥
Sumando, (2430 4 (-30—9) = =88 ey
Método 2:
Por los métodos del Capitulo 10 se ve que las integrales curvilineas son independientes del caminw

asi que eso explica que se obtengan los mismos valores en (@), (B) ¥ (c) en lo que precede. En tal
caso la integral se puede calcular directamente, como para las variables reales, como sigue:

24 4i 3 g g 86
AT i @+49®  (L+it _ 86

T4

3 3 3

2+4L

11. (a) Demostrar el teorema de Cauchy: Si f(z) es analitica sobre una curva simple cerrada € y

en su interior, entonces§ flz)dz = 0.
£ Iy

(¢) En estas condiciones, demostrar que f f(z) dz es independiente del camino de P, a Py

P 25

(@) lff(z)dz = f(u-i—fv}(fi:c-i—id;;) o ¥udm--vdy + i‘fvdx-f—udy

0

Por el tearema de Green (Capitulo 10),

i g 9
§ udr —vdy = rj (— :_,: - :—:)d.\: dy, § vde + udy = I[ (j—: — :i?;'-)d.r dy
55 R e “KL i

siendo K la regién (simplemente conexa) delimitada por C.

din ey, v

: : iy
Puesto que es anali = — = L i i
que f(z) itica, Yt 7 (Problema 7), y, por tanto, las integrales anteriores

son nulas. Entonces, #l flz)dz = 0, suponiendo que f'(z) [y por consiguiente, las derivadas parciales |
et 2]

son continuas.
(6) Considérense dos caminos cualesquiera entre los puntos P, y P, Ps
(véase Fig. 17-3). Por el teorema de Cauchy,

Camino |

flz)dz = 0
Pl"isr|
Luego f flzydz + I flz)dz = 0
G&eaf flaydz = - [ flayd: = l Flz) dz Fig.17-3
P AP, i’;EP1 J";}P!

esto es, la integral a lo largo de P, AP, (camino 1) = integral a lo largo de P, BP, (camino 2) Yy, por tanto,
la integral es independiente del camino que une P; y P,.
Esto explica los resultados del Problema 10, puesto que f(z) = z* es analitica.
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12.

13,

14.

Si f(z) es analitica sobre el contorno y en ¢l interior
de una region delimitada por dos curvas cerradas C,
y C, (Fig. 17-4) demostrar que

ﬁ. flz)dz = ‘£2 f(z) dz

Como en la Fig. 17-4, constrayase el corte 48 que une un
punto de C; con uno de C,. Por el teorema de Cauchy
(Problema 11),

8
flaydz = 0 Fig.17-4

AQPARRSTEA

puesto que f(z) es analitica en la region sombreada y también en ¢l contorno. Entonces.

f fade + f;(z)dz % f fyde + ff(z)dz = 0 (1)
AQFA A‘B BRSTH BA
Pero J.f(z)riz — uff(z)dz. Luego (/) da
AB Ba
e e s aE - = o
‘EIPJ‘ ﬁR‘!fﬂ BT;!B

esto es § flz)de = § f{z) dz

Obsérvese que f(z) no tiene que ser analitica dentro de la curva C,.

dz = J'Z-z sin=1 i 7
(a) Demostrar que S e l 0" mm=29.4 ., siendo C una curva simple cerra-
da que encierra una region en cuyo interior queda z = a.
() (Cuil es el valor de la integral sin = 0, —1, —2, —3, ...?

{a) Sea C; un circulo de radio e de centro z = a (Fig. 17-5),
Como (z — a)™" es analitica en el contorno y dentro de
la region encerrada por Cy C,, se tiene, por el Problema 12,

dz dz

e lz—a)" i ., {r—a)"

Para calcular esta iltima integral notese que sobre

C, |[z—a|=¢€¢0 z—a=ey dz = ied®df. La in-
tegral es, pues, PFig. 17-5
f’"w = -iff”c“-m-'ﬂde s L e g sinwi
o et £ e eV {1 —m)il,

i
51 n=1 se ticne ;‘f de = 2#i.
o

() Paran=0, =1, -2 ... elintegrandoes 1, (z — a), (z — ay, ...y es analitico en todo punto interior a
C, incluso en z = 4. Por tanto, segiin el teorema de Cauchy, la integral es nula. *

Calcular § z—d% donde C es (a) el circulo |z| = 1, (b) el circulo |z + i| = 4.
€ T

{#) Como z = 3 no es interior a |z[ =1,1la integral es igual a cero Problema 11).

() Como z = 3 es interior a |z + i| = 4, la integral es igual a 2ai (Problema 13).
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15. Si f(z) es analitica sobre una curva simple cerrada C y en su interior, y si @ es un punto interior
a C, demostrar que

f@ = 5 § 184

2+ Jez—u
Refiriéndose al Problema 12 y a la figura del Problema 13 se tiene

} M&) A = f=) dz
@ 2=
i

o

Haciendo z — g = e¢” la tltima integral se vuelve i f fle + ec'®) dé. Pero como f{(z) es analitica, es con-
tinua. Luego

ar m
imi [Tt wnds = i [Tlimfatna = if fad = 2mif
o =Y o
con lo que se tiene el resultado pedido.
cos 2 es 2
16. Calcule j'- i f—_!e " el circul z—1}=3.
cular  (a) S dz, (b) @ T d siendo C el circulo [z —1|
{a) Como z = = queda dentro de C, ~2-1:£ 4‘(‘—-05-5 dz = cos = = —1 por el Problema 15 con fiz) = cos z.
stk a—E
e =7 Luego §—~—— dz = =2-i

(B} f‘zfzil 43 ‘k > = 43.";(32 — (f‘_j:ldz

e al=

= Brie? — BoieTt S g e )

por el Problema 15, pues = = 0y = = —1 son interiores a C.

B .
17. Calcular § %;—2- dz siendo C una curva simple cerrada que rodea a z = 1.
4 =

1 i 7
Método 1 Por la formula integral de Cauchy, /(a1 = %rt ‘# ﬁ dz.
Si m=2 y flz) =5:2—3z4 2, es f'(1) =10. De donde
21 Bz' — 3z 4 ‘Bzt — 32+ 2 E
£iL 0 j" a =z = iz
4 ThedE . —1p ;
Meétodo 2: 5:2—3242 = Bz~ 1F + 7iz—1) +4  Luego
§92~'3z—‘-2( éﬁfz-—l} +9z—1) + 4:4"
< SR e U z=1)*
o T e . dz = e M ¥
= 0.41- z—1 Iji-[:—l)i & 1-f(z-—il}“ = el e

= W=t

por el Problema 13.



Por cl criterio del cociente, la serie converge si |z| =< 2 y diverge

criterio.
Pew entonces la serie de valores absolutos E

n=1

S = A
S |z] = 2. puesto que

n=1

2-

0

b -n—, converge.
n=1

Asi, pues, la serie converge (absolutamente) para |z} £ 2, esto es, en todo punto del circulo |z = 2
o interior al mismo.

" =o.. ('—1‘)"’-‘"-2’-"'_’ = o f i et s

(b) E}_W 2= 55T . 8¢ tiene
(et (—1)_‘z'=-ﬂ o (Zr—) gl ] B
g, L e 1)'- - ‘\ b !2n(2n+ T o ol

Con lo que la serie. que representa a sen -, converge para todo valor de =

= _aa __nn et
O 5 e S tiener ¥ i Ramliv b sipilees BT _—| o
n 3 T L3 LT 3'”" (Z:— T)‘ 3

La serie converge si [z — il <3 y diverge si [z — | > 3.

Si|z = i] =3 entoncesz — i = = 3¢ y la serie se convierte en E e, que diverge puesto que el tér-
mino p-ésimo no tiende @ cero con # — oo,

La seric. pues. converge dentro del circulo |z = i = 3. pero no en el contorno.

7
19. Si za-.,-'z-" es absolutamente convergente para ]z| < R, mostrar que es uniformemente conver-
n=i
gente para estos valores de =
Las definiciones, teoremas y demostraciones pard serics de términos complejos son andlogas a aquéllas
para series reales.
=
En este caso se tiene |a,2"| £ |,|R" = M,. Como por hipotesis, E: M. converge, se sigue segin el criterio
; : =

o

|
M de Weierstrass que = @.z" converge uniformemente para iz] £ R.
e

20. Situar en el plano finito z todas las singularidades, si las hubiere, de cada funcidn y nombrarlas.

2
(a) (z-iz»—l}“ 2= —1 es un polo de orden 3.

2t —z241

(B) (z__ TGN 1T # =4 es un polo de orden 2 (polo doble): = =iy z = | — 2i son polos

ﬂe arden 1 (polos simples).

5 i B T e
{c) - skl 5 n =+ 0. Como =* + 22 + 2 = 0 cuando = = B L e R +1i, se
2 42742 : 2 2
puede escribir 22 + 22+ 2=tz — (=1 + iz — (=1 —pj=(z+1—ile+ 1410

La funcién tienc dos polos simples: z = —1 + iy z=—1 — i
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B 1 |
1 — cosz -—:sz‘_{ = 0, se trata de una sin-

(d) e z = 0 parece ser una singularidad. Pero como iin:

gularidad evitable.
Otro método:

e *
Como 1—€082 _ l{l ~ (1 -2 2
z z

£
2l
+
St
1
b
|
e by 8
i

o1 T 11 ey seveque z=0

es singularidad evitable.

SifE—1k s - o 1 1 -
(e) eV o 2 G—1p + 21

Esta es una serie de Laurent en que la parte principal tiene un nimero infinito de términos no nulos.
Entonces, z = 1 es una singularidad esencial.
) & '
Esta funcién carece de singularidades finitas. Sin embargo, haciendo z = 1/u se obticne e'’, que tiene
una singularidad esencial en u = 0, Se deduce, pues, que z = oo es una singularidad esencial de "

En general, para averiguar la naturaleza de una posible singularidad de f{z)en z = co, se hace z = 1/u
¥ luego se examina el comportamiento de la nueva funcién para u = 0,

21, Si f(2) es analitica en todo punto interior de un circulo de radio R ycentroa, ysia+ hesun
punto cualquiera interior a C, demostrar el teorema de Taylor:

53 A3
flath) = flo) + kf'(a) + g)‘"(a) + ﬁf”’(a) +
Por la férmula integral de Cauchy (Problema 15) se tiene
e LS f(z) dz
flath) = el e 1)
Por division,
1 e 1
z—a—h T (z—a)[1 - kiz—a)]
1207 % h R? A hrtt
= {z-—a){l A En T BT et (z—a)"(z—a—h}} @)

Sustituyendo (2) en (/) y utilizando las férmulas integrales de Cauchy se tiene

y o= A £f@d b £ fe)dz LA § _fz)dz
f(ﬂ‘f"!) A 21 L z—a + 91 C(z__u)2 it ik 2,”" i z__a)nl-‘: + R.
= f@ + af@ + ey 4 4 Bopng 4o
= fla 31 /@ ai @ "
o JPCEL flz)dz
donde o= Do JGHE
or) R 2 ’i G—ay*t z—a—h
Ahora bien, si z estd sobre C, l;%‘ =M y |z—-a| =R, de modo que por (4), pigina 346, se

tiene, puesto que 2nR es la longitud de C,

g = VM, o

2:“, R'i +1

Con 1~ o, |R,| — 0, Entonces, R, -0 y se tiene el resultado pedido.

Si f(z) es analitica en una region anular ry £ |z — a| < r,, se puede gencralizar la serie de Taylor a una
serie de Laurent (Problema 92). En ciertos casos, como se ve por el Problema 22, la serie de Laurent se puede
obtener utilizando series de Taylor conocidas.
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22. Hallar series de Laurent en torno a la singularidad que se indica para cada una de las funciones
siguientes. Nombrese la singularidad en cada caso y dése la region de convergencia para cada

serie.
(a) (;isz;z:l‘ Sea z—1=wu. Luego z=1+u y
8: = 8I+l = - ﬁ = u* 1 r £
z—1F ~ T = 5 g o {1-1—11-!—2‘1—3 4!+..‘}
e € e efz—1) , elz—1)"
= @ — — + -
(z—l]’+z—1 2!+ 3! + 41
z =1 es un polo de orden 2, 0 polo doble.
La serie converge para todo valor de z # 1.
(®) zecosl; z=0.
z
1 1 1 1 St gt] el
2005; = z( "—-2—"'— —24—612'-‘1----) = 2 m+4‘28 61254‘
z = 0 es una singularidad esencial.
La serie converge para todo valor de z # 0.
(c) S—eﬂi;z:w. Conz=z—=w €8 z2=wtu ¥y
Z—ar
Sen 2 sen (u+7) = semw =70 .__".Li ?i'i_
g = U U u 3l 5!
s _u e (z— o _ (z—un)!
= 1 + a0 ] + = ik 30 &l e
= 7 es una singularidad evitable.
La serie converge para todo valor de z.
z
. g =1 ; = u. Entonces,
(d) GFEDGET D’ z 1 Sea z+1 u ntonces
st A e DT s s D ausi el e P e Sy
(z+ 1)z +2) wlu + 1)
1

et I et G o e T R
1 gt i
i N 2iz+1) + 2(z+1)

z= —1 es un polo de orden I, o polo simple.
La serie converge para valores de z lales que 0 < |z + ]| < 1.

1

‘6) m; z = G,_z.

Caso !, z = 0. Por el teorema del binomio,

1 = 1 L (= (=8)(—4) —3)(— 4)( )2\’
tey | Ot E{l A 3’(2)+ gy () (2) & }

e Ty v e e
ST e

z =10 es un polo de orden 1, o polo simple.
La serie converge para 0 < |z| < 2.
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Caso 2, == —2. 8Sea ¢+ 2 = u. Entonces,

s e s > 1 = - lcu fay (1*)' Y’
Hz+2) T (w—2nF T =201 —w/2) 21*-’{1+2+(2)+ g\ g ) e

ook b o 30 PG X ST
2~ dwt Bx 16 32!
1 1 1 1

A = 14 A el = Yl iy
= 2z+2° 4z+oF Bz+t2 i :ETH - -

z=—2 es un polo de orden 3.

La serie converge para 0 < |z 4+ 2i < 2.

RESIDUOS Y EL TEOREMA DEL RESIDUQ

23. Si f(z) es analitica en todo punto interior a una curva simple cerrada C excepto en z = a y sobre
la curva misma, si z = 2 es un polo de orden n tal que
d—n Qopn+1

T — T—ap + o + o0 4 @0 + ai(z—a) + afz—a) + ..

con a_, # 0, demostrar que

(@) 3? fd =2

(B oy = R —dr—i-f(z—a)"f(zn
R T e o 3
(@) Por integracion, se tiene, empleando el Problema 13,
-ff(z)dz =I5 C{_zi—‘_-:t_): dz + .. + j:; :__‘a dz + ‘C£ {ao + ai(z—a) + es(z—a)¥®* + -.-}dz
= PEfen

Como solamente el término en que entra a ., no se elimina, se dice que a_, es el residuo de f(z) en el
polo z = a.

() Multiplicando por (z — a)" se tiene la serie de Taylor
(z—a)"flz) = @a-n + @-wsafz—a) + .- + gy (z—a) ™t + .-

Tomando (n ~ 1)-¢ésima derivada de ambos miembros y haciendo z —+ a, se tiene

il e = A e G e

riva gzt

con lo que resulta lo afirmado.

24. Determinar los residuos de cada funcién en los polos que se indican.

zl

(a) o 2,1, —i. Estos polos son simples. Entonces,
Residuoen z=2 es lim (z—2) N SR T |
SRS S . G-+ ~ 5
- =y : = 2t . Ol = 1=2%
Residuoen z=1i es hir} (z—1) {(2_2)(2_1.){z+ﬂ} T 0

i 2 ol ! ek & 2 & e iy
Residuo en 2z = —i es :]-1.“1-(2+r){(z-—2){z—i)(z+i)} = T T T
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1

(&) P ;=2 # =0 es un polo simple. = = —2 ¢s un polo de orden 3. Entonces;
Residuoen 2=20 es Eer; Z z(lez)“ = —é

Residuoen z=—2 es  lim L {(z +2)2 - L 0E
e 21d2 | 2z + 2

2 nmzﬁ(! = gl = ol
2 -2 2 d2?\ 2 S 0 A £ B

Obsérvese que estos residuos también se pueden obtener a partir de los coeficientes de 1/z y 1/(z + 2)
en las series de Laurent respectivas [véase Problema 22(e)].

{c) %; z = 3, un polo de orden 2 o polo doble. Entonces:

El resi i 4 g ze” = e g : at 2t
residuo es !13:;} 5= (z—3)%» ol ll—n‘:l! E(u ) = 51:% (e** + zte™)
= &+ 3t

(d) cotz; z=5~, un polodeorden 1. Entonces:

/ : cogz Lo i 7 1 )
X Pl R = 1 —
El residuo es ;111‘;'3_ (z—0r) o ( *1_1'151} S )((112} cos z) (' irf,lr o (-1)

= (DY =1

habiéndose utilizado la regla de L'Hopital, que, como se demuestra, es aplicable a funciones de variable
compleja.

25. Si f(z) es analitica sobre una curva simple cerrada C y en su interior excepto en un nimero de polos
a, b, c, ... interiores a C, demostrar que

ﬁ flz2)dz = 2xi{suma de residuos de f(z) en los polos a, b, c, etc.}

C

Referirse a la Figura 17-6.

Por un razonamiento parecido al del Problema 12 (esto
es, haciendo cortes de C a C,, C;, Cj, ete.), se tiene

§rma = §iwa+ i @y de + -

Para el polo 4, L ST
flzy = {z_“‘;)_ + o (:-'L) + @+ aifz—a) + o

de modo que, como en el Problema 23, § f(z)dz = Brias
(-I

Andalogamente, para el polo &, f(z) = (—z-ll_-';j + -+ (zb—-lb) + bo + bilz—8) + -+
de modo que § flz)dz = 2rib-y
L

Siguiendo en la misma forma se ve que

§ fizyde = 2rifa-i+b_y+ .) = 2ri(suma de los residuos)
{4
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edz :
26. Calcular §, PRSP siendo C dada por (a) |z| = 3/2, () |2] =
Residuo en el polo simple 2=1es lim<4(z—1) e R
% P D@ +3r 16
Residuo en ¢l polo doble z = —3 es
L !7 o T == =he=?
lim, {(2 +3) 1)(”3),} = lim -1 = T
{(¢) Como |z| = 3/2 encierra solo el polo z = 1,
: : e
la integral que se requiere es = 2gi (1_6)
() Como |z| = 10 encierra ambos polos z =1y z = =3,
= i : ool BN | wife—5e™)
4 integral que se requiere es = 2xi( 7o 16 3

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS
27. Si|f(z)| = % para z = Re®, donde k > 1 y M son cons-

tantes, demostrar que ;im f f(2)dz = 0 siendo I el
—-nat

arco semicircular de radio R que se ve en la Figura 17-7.

Por el resultado (4), pagina 346,

M M
Jrow| = frone s Fem = 2
r ‘ Fig.17-7
ya que la Jongitud del arco L = nR. Luego
lim ‘f flz) dz =. 0 y asi lim fj(z} dz = )
Res i3 Rz Jp
28. Mostrar quepara z=Re®, |f()| <L, k>1 si f(z) =
] Rk ] 1 -+ z-t
o L 4 1 1 ] 2 i
Si z=Re, |f(z)] = TT B = B =1~ B=1 = o7 R es suficientemente grande (o
sea, R > 2, por ejemplo) de modo que M = 2, k = 4.
Obsérvese que se ha utilizado la desigualdad |z, + 2| 2 |z,| — |25| con 2, = R%** y z, = 1.
* dx
29. Calcular j; =i

Considérese § siendo C el contorno cerrado del Problema 27, que consiste en el segmento de — R
s

dz
-1
a R y del semicirculo T, recorrido en el sentido positivo (contrario a las agujas del reloj).

Como z* + | = 0 cuando z = e™/* A4 Smitd T34 gqnc son polos simples de 1/{(z* + 1). Solamen-
te los polos e™* y ¢**/* quedan dentro de C. Entonces utilizando la regla de L'Hdpital,
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M i = H 4 =" i-‘iu 1
Residuo en 7 = 4“]-.n:;m {(z € ).-—z‘ 31
= 1 = .]_' —amisa
g z__] il 4z* 4 4
Residuo en 27t = ]i;n {(z e e:n--u) }
T T
= = l —4Tif4
== 1 ﬂ'lTiH 423 i
Asi, pues,
dz ; ke 2
=  2pifle ™t 4 g MY = - 10
i 241 1 i 5
es decir,
J.n dx 4 dz = vﬁ ®
L o o rz'+1 2

Tomando limites de ambos miembros de (2) para R — e y aplicando los resultados del Problema 28, se

tiene
i e _ (7 dz _ =2
HeU S ) "
-3

N My dx . ﬁ
Como f_x gy - 2 J; Fric m!egljal buscada vale ——.

=2 22 dx T

3. Mostrar que j‘_x @ET@ 12z +2) ~ B0

z}

Los polos de CES S TES)) encerrados dentro del contorno C del Problema 27 son z = i de orden
2yz=—1+ide oiden 1.

El residuo en 2=1 es lin! %{(z—— i) Lis } = B2

(z+Dz— D22+ 22+ 2) 100
: T die ; it 2 _ 3—4i
El residuoen 2=—1+1 es Jim (z4+1-19) P v gy g e Sl T
E =t dz o = 9i—12 3—4: et T_'ﬂ'
ntonces, § [FES ey T =+ 25 50
e f x* dz + f 22 dz o T
@+ 1P+ 2212 r @+ +22+2) 30

Tomando el limite para R — co y observando que la segunda integral tiende a cero, segiin el Problema 27,
se obtiene el resultado pedido.

2w
31. Calcular f 49
1]

5+ 3senf’
; 9 -0 Lk .
Sea z=1¢" Lucgo seng = ¢ 2_"’ i 2? L, dz=ietds = txds de modo que
i i

. ds 23 S §
s B+ 3sens 5+3(z—z ) 3z'+101z——-

donde C es el circulo unidad de centro en el origen, como se ve en la Figura 17-c.
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9 .
L losde ———=__ son los polos simples
O POIOSCE T 102—3 P g
"
£h =10:¢ = /=100 + 36
6
_ —10i%8i
6 -
= —3i, —i/3.
Solo el —i/3 queda dentro de Fig. 118
Residuoen —#/3 = lim (z +i —-2— = lim L e A por la regla de L'Hopital
P— 3/\ 32+ 10iz — 3 zm —ifs 62 4+ 103 41
2dz i | T
Entonces, tf —_— 271(—) = o, el valor buscado
J. 828+ 10iz — 3 41 2
27
cos 34 i
32, Mostrar que J‘ ——df = ——.
q o 5D —4cosd 12
s 3 -3, -
Siz=¢€% coss = z+; , cos 3 = & s = 2tz a, dz = iz des.
2 2
Entonces fmﬂ e § _ B+ H2 da
- o 5—4dcoss o gfEta iz
2
1 25+ 1

Ry e e d
%) -9
siendo C el contorno del Problema 31.

El integrando tienc un polo de orden 3 en z = 0 y un polo simple z = 1 dentro de C.

: 5 L B, #Hd i
El residuoen z=0 es ,}‘:._:::3 21 dz’{z e o s 2)} = g
; 5 : ek 241 _. 65
El residuoen 2 =1 es E]_l.l'!"l& {(z 1 - 1G=D) 2)} = 5
sl 2£+1 Sk 2LL 6B, . 7 .
Entonces, % i FE—T=2 A= % {271) {8 24} = g comosc buscaba.

33, Si /)| = R para z = Re”, siendo k > 0 y M constante, demostrar que

lim ) e™f(z)dz = 0

R I

siendo T el arco semicircular del contorno del Problema 27 y m una constante positiva.

" o,
St z = Re'9, J; e flz)dz = f ainhe ﬂ)"(Re”’) iRe'® dg,
L
T " T 4
Entonces, f gimRe Bf(Re"’) iRe'® dg| = f gimne® f(Re'®) iRe'®| de
0 ]
i) =
t f gimR o0~ mRsencop iy ipial g
0
T
e r e—mnsens |f(R8io)| Rde
L
M o oM iz
= foisn : g-mRsenld g —= BT g~ mRsenB Jo
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Ahora bien, sen @ = 28/r para 0 = 6 £ n/2 (Problema 77, Capitulo 4). Luego la titima integral es menor
o igual que

iz 2
;)Ilfi g e-zmaﬂnrds = ;gk (1 = e—m_ﬂ)

Al tender R — oo, ésta tiende a cero, pues m y k son positivos y se tiene el resultado que se pedia demostrar.
@
CO8 mx

34. Mostrar que j; ~xz—+1—d:r = ge " m > 0.

Considérese § dz con C el cotitorno del Problema 27.

El integrando tiene polos simples en z = +i, pero solo z = i queda dentro de C.

o ¥ y : g'm= . i
Residuoen z=ies lim<{z—1)————=+ = —.
T b

V06 %
clm; = e ™ o )
Entonces, £ Py dz = Bri 51 ) = re
efm: el_mz - Ko
o fnxz—-l-i dz = J;‘m dz = we
% * sen
; cos M i ma ettt i
chgeclr: fﬁz*+1 T ‘f FEET O fz’+l i
y asi ;
cos mﬂ: gim= i =N
2 f g 1 + Lz, 3 dz = re

Tomando el limite para R — oo y aplicando ‘el Problema 33 para mostrar que la integral en torno a T tiende
a cero, se obtiene el resultado.

35. Mostrar que f sc;:cdm = =,
o

El método del Problema 34 lleva a considerar
la integral de "/z a lo largo del contorno del Pro-
blema 27. Pero como z = 0 queda sobre el camino
de integracion y como no se puede integrar en una
singularidad, se modifica el contorno mellando el ca-
mino en z = 0, como se ve en la Fig. 17-9, quedan-
do entonces el contorno C' o ABDEFGHIJA.

Como z = 0 es exterior a €' se tiene

eiz
L el Fig.17-9

—T iz iz A iz
f%d:c-}- I‘%a‘z-i—fsd:c+f—dz =1 9

R 5 r
nJA BDEFG

o bien

Remplazando x por —x en la primera integral y combimando con la tercera integral, se halla que

R e{r e &F
f ~I‘-—-—— dz -I‘ —_ dz = 0
= x

HIA BDEFG

. i iz
2if TOZ gy = —fs—dz £ f < dz
T x z

Hia BDEFC

o bien
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Sea r —+ 0 y R — co. Por el Problema 33, la segunda integral de la derecha tiende a cero. La primera inte-
gral del segundo miembro tiende a

L Al i
—limf e irebds = —lim | i do = i
r0d_Te T
w T
pues se puede tomar el limite bajo el signo integral.
Se tiene entonces
® sen 2y
ik 2:‘f S = s J‘wd, -
R S . % 2
et 0

PROBLEMAS VARIOS

36. Sea w = z* una transformacion del plano z (plano xy) en el plano w (plano ). Considérese un
tridngulo del plano z de vértices 4(2, 1), B(4, 1), Ci4, 3). (a) Mostrar que la imagen o representa-
cién de este tridngulo es un tridngulo curvilineo del plano up. (b) Hallar los angulos de este tridn-
gulo curvilineo y compararios con los del tridngulo original.

(@) Como w = 2?, se tiene u = x* — y2, p = 2xy como ecuaciones de transformacién. Asi que el punto A2, 1)
del plano xy se transforma en el punto A'(3, 4) del plano ur (véase figura adjurita). Asimismo, los puntos
By C se transforman en los B' y C', respectivamente. Los segmentos AC, BC, AB del tridngulo ABC se
transforman, respectivamente, en los segmentos parabdlicos 4'C’, B'C’, A’B’ del tridngulo curvilineo
A'B'C’ de ecuaciones como se anotan en las Figuras 17-10(a) y (8).

v C' (1.24)

x
u
Fig.17-10 (a) Fig.17-10 (b}
: > dv 8 1
(6) La pendiente de la tangente a la curva +* = 4(1+u) en (3,4)es m: = — = -
[ TP Va0 2
La pendiente de la tangente a la curva %* = 2v+1 en (3,4)es my = j—i x g = 3,
3. 47

Luego el dngulo 6 entre las dos curvas en A" estd dado por

— Ma—mi 3—1 5
B2 Tmm — 100

1, y #==/4

Andlogamente puede demostrarse que el angulo entre A'C’ y B'C’ es n/4, y que el dngulo de 4'B’ ¥
B'C' es n/2. Por consiguiente, los dngulos del tridngulo curvilineo son iguales a los correspondientes del
tridngulo dado. En general, si w = f(z) es una transformacién en que f{(z) cs analitica, ¢l angulo de dos
curvas del plano z, que se cortan en z = z,, tiene igual magnitud y sentido (orientacion) que el 4ngulo que
forman las imagenes de las dos curvas, siempre que f'(z,) # 0. Esta propiedad es la llamada propiedad
conforme de las funciones analiticas y por esta razén la transformacién w = f{z) se suele llamar transfor-
macién o representacion conforme.




CAP. 17] FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 367

37. Sea la transformacion del plano z en el plano w definida por w= \/— . Un punto se mueve en
sentido contrario a las agujas del reloj por el circulo |z] = 1. Mostrar que cuando ha vuelto a su
posicion de partida la primera vez, su punto imagen ain no ha dado la vuelta, pero que cuando
ha vuelto por segunda vez, el punto imagen llega a su posicién de partida por primera vez.

Sea z = ¢®. Entonces, w = V/; = &2, Sea {} = 0 el valor que corresponde a la posicién de partida. Lug-
goz=1y w=1 [que corresponden a A4 y P en las Figuras 17-11(a) y (8)].

¥ v

Fig.17-11 (a) Fig.17-11 (b)

Dada una vuelta completa en el plano z, f = 27,2 = 1, perow = %2 = ¢™ = — 1, de modo que €l punto
imagen no ha vuelto atn a su posicidon de partida.

En cambio, hechas dos revoluciones completas en ¢l plano-z, 8 =dn, z=1y w=¢€% =’ = ], de
modo que ¢l punto imagen ha regresado por primera vez.

Se sigue de lo anterior que w no es una funcién uniforme de z, sino biforme; esto es. dado z, hay dos valo-
res de w, Si se quiere considerarla como funcion uniforme hay que restringir 6. Se puede, por gjemplo, elegir
0 < 8 < 27 si bien hay otras posibilidades. Esto representa una rama de la funcién biforme w = ./ z. Pasando
de este intervalo se estd sobre la segunda rama, por gjemplo, 2r < 8 < 4n. El punto z = 0 en torno al cual ocurre

la rotacidn es un punto multiple o de ramificacion. De igual modo puéde asegurarse que f(z) = \/; es uniforme
conviniendo en no cruzar la recta Ox o linea de ramificacion.

Pl
38. trar que f B = A
Mostrar g : 1+xd:\: AT D<p<l.
Y gl
Considérese 14z dz. Como z = 0 es un punto mil-

tiple. elijase para C el contorno de la Fig. 17-12, en que ABy GH
coinciden con el eje x, pero se hacen ver separadamente.

El integrando tiene el pole z = —1 interior a C.

El residuo en z = —1 = ™ ¢s

p—1

(e_ﬂ'i)r'—! = glp-limi

Y et
Lol

o bien, omitiendo el integrando,

f f A [ j = Zrietr-iim

Entonces,

dz — 2#1‘ e[n-l)'xri

BDEFG G IA Fig.17-12
Asi. pues, se tiene
R »
C iy (Re')r~' iRe'® do T EetTye f ey irel®ds o -
1+ x e J- 1+ Re®® i J; 1 et aE e T 1 F e s

habiéndose de utilizar z = x¢** para la integral a lo largo de GH, pues el argumento de z se aumenta en 2n
al recorrer el circulo BDEFG.

|
%
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Tomando el limite para r =+ 0 y R = o0 y observando que la segunda y cuarta integrales tienden a cero,

se halla que
= Pl ETHp=1) gp=1 = ¥
: 1+zda} + f 1+x de = Srew-um
; = :
o bien (1 — emice=11) f 1:\:+ - =  9.igp-vm
de modo que
f zP—1 de & Qi g'P-1IME 2 2 % =
o 1tz 1 — =D €Tt — gmrm sen prr

Problemas propuestos

FUNCIONES, LIMITES, CONTINUIDAD

39. Describir los conjuntos (a) |z +2 —3i| =5, () |z + 2| =2
Construir una figura en cada caso.
Sol. (@) Circulo {x + 2)* + (y — 3)* = 25, centro (—2, 3), radio 5.
(b) Circulo (x — 2)* + y* = 4, centro (2, 0), radio 2.
(¢) Rama de hipérbola x*/9 — y?/16 = 1, donde x > 3.

5|~ |z— 5| =6

40, Determinar la region del plano z representada por:
@ |z—2+iz4 )|z =3, Ogargzggl () |z — 3| + |z + 3| < 10,

Construir una figura en cada caso.

Sol. (a) Contorno y exterior del circulo (x — 22 + (y + 1)2 = 16.
(6) Region del primer cuadrante limitada por x* + 3> = 9, el eje x y la recta y = x.
(¢) Interior de la elipse x?/25 + y?/16 = 1.

41. Expresar cada funcién en la forma w(x, y) + iv(x, y), siendo 4 y v reales.

(@) 2°+2iz, (b) 2/(3+2), (¢) e, (d) In(1+2).
Sol. (@) u = x*—32y*—2y, » = 82y —y*+ 2z

. «'+3x 49 s 3y
B e Ve tez+yt9
(c) u= e ¥ cos2zy, v = ¢ Tsen 2xy
@ u=fm{l+2'+y), o= tg} ﬁ+2kf, k=0,+1,%2, ...

42. Demostrar que (a) lim z? = 2}, (b) f(z) = z* es continua en z = z, directamente de la definicién.
I*zn

43. (@) Siz= o es unaraiz de 2° = 1 distinta de 1, demostrar que todas las raices son 1, o, w?, o?, wt,
() Mostrar que 1 + &0 + &® + ©® + w* = 0.
(¢} Generalizar los resultados de (a) y (b) 2 la ecuacion 2" = 1.

DERIVADAS, ECUACIONES DE CAUCHY-RIEMANN

: 1 d
4. (@) Siw=fiz)=z + ~» hallar Ew directamente de la definicion.

(b) ¢Para qué valores ﬁmtos de z no es analitica f{z)?
Sol. (@1 —1/2% (B)z=0
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45, Dada la funcidn w = z*; (a) Hallar funciones reales u y v tales que w = u + iv. (b) Mostrar que las ecuaciones
de Cauchy-Riemann se verifican en todo punto del plano finito z. (¢) Demostrar que u y v son funciones armoni-
cas. (d) Calcular dw/dz, Sol. (@) u=x*—6x%? + % v=4dx’y — 4xy® (d) 42°

46. Demostrar que f(z) = z |z| no es analitica en ningin punto.

1 . 57 :
47. Demostrar que f(z}) = — 5 es analitica en toda region que no incluya el punte z = 2.
=

48. Sila parte imaginaria de una funcién analitica es 2x(1 — y), aeterminar (a) la parte real, (&) la funcion,
Sol. (a) y2 — x> =2y + ¢, (b) 2iz—2* + ¢, donde ¢ es real

49. Construir una funcién analitica f{z) cuya parte redl e *{xcos y + yseny) y para el cual f(0) =
Sol. ze™* 4+ 1

50. Demostrar que no hay funciones analiticas de parte imaginaria x* — 2.

81. Hallar f{z) tal que fizy =4z -3 y fll +i)= —3i. Sol. flz) =222 =3z +'3—4i

INTEGRALES, TEOREMA DE CAUCHY, FORMULAS INTEGRALES DE CAUCHY

52. Calcular f (22 4 3) da:

1-21
{a) alo largo del camino x = 2r+ 1, y=4* —1—-2 0=Z¢=1
{p) a lo largo del segmento de 1 —2i a 3 + &
{c) a lo largo de los segmentos de 1 —2ia l +iydeaquia3+ .
Sel. 17 + 19/ en todos los casos

53. Calcular f (2* — 2+ 2) dz, siendo C el semicirculo superior de |z| = 1 recorrido en sentido positivo.
c

Sol. —14/3

54, Calcular §2;—d_25, siendo C el circulo (@) |z| =2, () |z — 3| = 2. Sol. (a) 0, (b) 5mif2
C

z!

85, Calcular i 02—4-27(}—_” dz, siendo C (a) un cuadrado de vértices —1 — i, =1 + i, =3 + i, —3 —i; (b) el

circulo |z + 1| = 3; (¢) el circulo |z| = \/E Sol. (a) —8nif3 (b) —2ni (c) 2mif3 I

56. Calcular (a) § i dz, (b) § (8’+1§, dz siendo C una curva simmple cerrada que encierre z = 1,

Sol. (a) =2mi (b) me,f'3

57. Demostrar las formulas integrales de Cauchy.
[Sugerencia: Apliquese la definicién de derivada y luego la induccién matematica. |

SERIES Y SINGULARIDADES

58. ;Para qué valores de z converge cada serie?

@ 2)n ] T =
@Y, 03T, 05 crernion

Sol. (@)todoz (b)) |z—1] <1 (¢)z=-—-1=¢

59, Demostrar que la serie E es (o) absolutamente convergente, (b) uniformemente convergente para |z| < 1.

(+1}

60. Demostrar que la serie E ﬁ,‘_‘): converge uniformemente dentro de cualquier circulo de radio R tal que
|z +i] <R<2 a2
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61. Situar en el plano finito z todas las singularidades, si las hay, de cada funcién y nombrarlas:

0 z 2+1 1 5en(z ..f"3] 08 ¥
{a) PEES I (5) PEy TP T (e) Py (d) cos=y (e) P 3] FiaE:
Sol. (a) z= —3, polo de orden 4 (d) z =10, singularidad esencial

{b) z =1, polo simple; z = —2, polo doble (¢) z = =3, singularidad evitable

(c) Polos simples z = =1 + ¢ (f) z = +2i polos dobles

62. Hallar series de Laurent en torno a la singularidad que se indica para cada una de las funciones siguientes, nom-
brando en cada caso la singularidad. Indicar la regién de convergencia de cada serie.

cos L z*
(2) z—'_—:; r=w (b) Z2e~Y=; 2=0 (6)‘(2_—1),(2TS); z=1
I zZ—r {(z—n) (z—z)* ; i) E
Sol. (a) — e g T~ T g1 — '»  polosimple, para todo 24
b) 2t — z & 1 1 i e b W e singularidad esencial, para todo z £ 0
Rt e - e B & P #
1 7 9 9z —1)

+ +

© G=TF T -0 Tea " 2 T v PolodobleO<|z—1]<4

RESIDUOS Y TEOREMA DEL RESIDUO

63. Determinar los residuos de cada funcién en sus polos:

2z4-3 z—3 £

Z
(d,) ;3__4; (b) z5+ bzt (») (2_2};1, (d) m
Sol. (a) z=2; T/4, z=-2; 1/4 (e) 2=2; jerem
(b) z=0; 8/25, z=-5; —8/25 (d) 2=4: 0, z=—1: 0
64. Hallar el residuo de ¢”tgz en el polo simple z = 3n/2. Sal, —etmit
65. Calcular § %—5. siendo C una curva simple cerrada que encierra todos los polos. Sof.  —8ni
oz

66. Si C es una curva simple cerrada que encierra a z = +/, mostrar que

Zekf
.£ m dz = %t sen t
67. Si f(z) = P(z)/Q(z). donde P(z) y Q(z) son polinomios tales que el grado de P(z) es al menos inferior en dos al

|: de Qfz), demostrar que f(z)dz = 0, siendo todos los polos de f(z) interiores a C.
L.

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Integrando a lo largo de un contorno comprobar las integrales:

68"[;” ;ffx] L 2_% TZ’.J- x’+1)’{22+4) =i
o f - = 2% a>0 74.1;”2_—“’:(@ 3 "%

70]; ””’4 = 3% TS.J’:“ 12+iisa}9 = 479\/5
n_j;” ;}’%d; oD 76_[ 5182;5&“' = 5

i dx 21T g 3
7. f i e o ot e>0 77. f P ST
, (ta 83 o (L +sen?g)? 2v/2
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e = n 3
73;_’: 1_‘;::;;?1“, = 2, #=0123.., 0<a<1
. .I;“ (e + :::05 e %i?‘_-l—bf’;l):‘ a> |b
. | "':f_',‘_i’ L n 8. J:” e sl 3)
s1. J‘ co:a _}2_1:1:: = ns-w i J:n set;# oo %
m e - 20T T
86 f c?sixm 7 m- [Sugerencia; Considérese i ;f;—;—z dz, donde C es un rectangulo de verti-

ces en (—R, 0}, (R, 0), (R, n), (—R. ). Entonces hdgase R — w.]

PROBLEMAS VARIOS
87. Siz= pe®y flz) = ulp, d) + ivip, ¢), siendo p y ¢ coordenadas polares, demostrar que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann son
g _ law dv 1 du

3 pde’ ap ~ pas

88. Siw = f(z)con f(z) analitica, define una transformacién del plano z enel planow, conz = x + iyyw = u + i,
demostrar que el jacobiano de la transformacion es

e, v)

= v
FTER) ' {2)]
- i o*F
89. Sea F(x, y) que se transforma en G(w, v) por la transformacién w = f{z). Mostrar que si e + v = 0,
: 3G | G _
en todos los puntos en gue f'(z) = 0, o e 0.
90. Mostrar que por la fransformacion bilineal w = ':: Iz , donde ad — bc + 0, los circulos del plano z se trans-

forman en circulos del plano w.

91. Si f{z) es analitica sobre y dentro del circulo |z — a| = R, demostrar la desigualdad de Cauchy

@l = T

donde |f{z)] £ M sobre el circulo. [Sugerencia: Utilizar las formulas integrales de Cauchy.]

92. Sean C, y C, circulos concéntricos de centro g y radios r, y r,, respectivamente, con r; < r,. Sia + hesun punto
de la regidn anular delimitada por C; ¥ C; y f(z) es analitica en esta regién, demostrar el teorema de Laurent

fla+kh) = _ia..h"
donde o = L fle)dz

2ri J. (z— )"t

siendo C cualquier curva cerrada de la regién anular que encierra a C,.

ol e fiydz 1 fz) dz 1
[Sugerencia: Escribase fla+h) = 2 c’m o 3 Py ol 1y y desarréllese g

de dos maneras diferentes. ]
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93.

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA [CAP. 17

Hallar un desarrollo en serie de Laurent para la funcién f(z) = m que converja para | < |z| - 2

y diverja en cualquier otro punto.

: z = el 2 -~ -1 1
[S“g“ESC"‘base GFOEFY ~ ¥l vz T Wit T 1+z/2']
TTRLRG LU (R z 2 2
Sol. ---—z—5+?—z—s+g—;+l—-§-+T~-8—+

Seaf e " F(t)dt = f(s)donde f(s) es una funcién racional dada cuyo numerador es de grado inferior al del
]

denominador. Si C es una curva simple cerrada que encierra todos los polos de f(s), se puede demostrar que

Fi)y = % § e"f(z)dz = suma de los residuos de ¢ f{z) en sus polos
c

g+ 1

Empléese este resultado para hallar F(r) si f(s) es (a) P i 1 (b) a7 és g (e) 2P’ () @ _'1_ 1 v

compruébense los resultados en cada caso.

[Obsérvese que f(s) es la transformada de Laplace de F(1) y que F(1) es la transformada inversa de Laplace de f(5)
(véase Capitulo 12). Se puede generalizar a otras funciones f{(s).]

Sol. (a) cos t, (b) %e™" sen 21, (c) % + 516 + 3%, (d) ${sen ¢ — ¢ cos 1)



A la derecha, continuidad, 25
derivada, 57, 64, 65
limite, 23
Abel, criterio integral de, 284
sumabilidad, 259
teorema de, 230, 249
Abierto a, intervalo, 4
regién, 102, 110
Aceleracion, 63, 140
centripeta, 156
en coordenadas cilindricas y es-
féricas, 159
normal y tangencial (componen-
tes) de, 156
Acotadas, funciones, 20-21
sucesiones, 42, 47-49
Acotados, conjuntos, 5
Acumulacidn, punto de, 6, 102
(véase también Limites, puntos)
Adicion, 1
de nimeros complejos. 6, 12
de vectores, 134, 144
formulas para funciones elipticas,
341, 342, 344 (véase también
Funciones, elipticas reciprocas)
ley asociativa de la, 2, 7
ley conmutativa de la, 2
Aerodinamica, 353
Aislada, singularidad, 347
Alabeada, curva, 139
Alef-cero, 4
Algebra, de numeros complejos, 6,
| Lo
de vectores, 134, 135, 143-145
teorema fundamental del, 21
Amplitud, 6
de integrales elipticas, 331
Antiderivadas, 82
Aproximaciones (véase también Nu-
méricos, métodos)
de numeros irracionales, 8§
mediante diferenciales, 8
por el método de Newton, 79
por el teorema de Taylor, 70, 85,
93
por minimos cuadrados, 175
por sumas parciales de una serie
de Fourier, 310
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con integral curyvilinea, 204
de un paralelogramo, 137, 148
de una elipse, 179

Arco, elemento de, 142, 143, 153
longitud de un, 94

Argand, diagrama de, 6

Argumento, 6

Armonicas, funciones, 346
series, 225

Base de logaritmos, 3
Base natural de los logaritmos, 3
Bessel, desigualdad de, 310, 320
ecuacion diferencial de, 232, 250
funciones, 232, 250, 257, 297
Beta, funcidn, 273, 286, 287, 289-292
relacion con la funcidn gamma,
287, 290
Bilineal, transformacion, 371 (véase
también Transformacion fraccio-
naria lineal)
Binario, sistema, 15, 19
Binomica, serie, 231, 232
Binomicos; coeficientes, 18
Binomio, teorema del, 18
Bolzano-Weierstrass, demostracion
del, 50
teorema de, 5, 11, 12, 42, 43, 30,
102
Bonnet, teorema del valor medio de,
82
Brigg, sistema de logaritmos de, 3

Cadena, regla de, 59, 106
para jacobianos, 108
Calculo integral, teorema funda-
mental del, 82, 88, 89
Calor, ecuacion de la transmision
del, 313, 314
solucién de, por series de Fourier,
313, 314
solucion de, por integrales de
Fourier, 328
Campo, 2
conservativo, 198
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Campo, electrico, vector, 159
escalar, 138
vectorial, 138
Cardinal, de continuo, 4
nimero, 4
Cardioide, 99
Casicontinua, 26
diferenciable, 57
integracién, 81
Casidiferenciabilidad, 57
Catenaria, 98
Cauchy, criterio de convergencia
de, 43, 50
desigualdad de, 371
forma del resto en el teorema de
Taylor de, 61, 95, 231
formulas integrales de, 347, 353-
356
teorema generalizado del valor
medio de, 69
valor principal de, 263, 272
Cauchy-Riemann, ecuaciones de,
346, 351-353
en forma polar, 371
derivacion de las, 352
Centripeta, aceleracion, 156
Cero, 1
division por, 8
Cerrado a, conjunto, 5, 11, 12, 102
intervalo, 4
region, 102
Cesaro, sumabilidad en sentido de,
233, 252
Cicloide, 99
Cilindricas, coordenadas, 142, 153,
154
divergencia en, 154
elemento de arco en, 142, 153.
elemento de volumen en, 142,
153
gradiente en, 154
integrales multiples en, 189
laplaciano en, 142, 154
parabdlicas, 158
Circulo de convergencia, 232
Clase, 1 {véase también Conjuntos)
Clausura, ley o propiedad de, 1
Cociente, 1
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Cociente, criterio del, para integra-
les, 262, 264, 268
para series, 225, 235, 236
Coleccion, 1 (véase rambién Con-
juntos}
Comparacion, criterio de, para in-
tegrales, 261, 264, 268
para series, 225, 235, 236
Complejo, plano, 6
Complejos, nimeros, 6, 12, 13
amplitud, 6
argumento, 6
como pares ordenados de ni-
meros reales, 6
como vectores, 18
conjugados, 6
forma polar de los, 6, 7, 13
fundamentos axiomaticos de
los, 6
igualdad del, 6
modulo, 6
operaciones con, 6, 12, 13
partesreale imaginaria de los, 6
raices de, 7, 13
valor absoluto, 6
Complementario, modulo, 343
Componente, normal de la acelera-
cion, 156
tangencial, de la aceleracion, 156
Componentes, de un vector, 136
Compuestas, funciones, 25
continuidad de, 36
derivacion de, 59, 106, 116-119
Condiciones, 164
Conductividad térmica, 314
Conexo a, conjunto, 102
recurrentes, 52
region, 197
Conforme, representacion o trans-
formacion, 366
(véase también Transformaciones)
Conjugados, complejos, 6
Conjuntos, 1
acotados, 5
cerrados, 5, 11, 12
conexos, 102
de puntos, 4, 101
de dos dimensiones, 101
de una dimension, 4
densos en todas partes, 2
elementos, 1
enumerables (véase Enumerable,
conjunto)
interseccion de, 11
ortonormales, 301
unién de, 11
Conmutativa, ley, 2
de la suma vectorial, 135, 143
del producto escalar, 136
Conservativo, campo, 198
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Continuamente diferenciables, fun-
ciones, 57, 105
Continuidad, 20-40, 103, 104, 111,
112, 345, 350, 351
a la derecha y a la izquierda, 25
a trozos o casicontinuidad, 26
de funciones de variable comple-
Jja, 345, 350, 351
de funciones vectoriales, 139
de integrales, 89, 266
de una serie de funciones, 228,
229, 246
definicidén de, 24, 25
en un intervalo, 25
en una region, 104
teoremas sobre, 25, 26
uniforme, 26, 104
y diferenciabilidad, 57, 63, 64,
105, 113
Continuo, cardinal del, 4
Contomno, condiciones de, 300
integracion de, 349
Convergencia, absoluta, de integra-
les, 262, 265, 270, 271
de series, 227, 233, 239, 240
teoremas sobre, 227, 239
circulo de, 332
condicional, de integrales, 262,
265, 270, 271
de series, 226
criterio de Cauchy, 43, 50
de fracciones continuas, 52, 53
de integrales de Fourier (véase
Fourier, teorema de la integral)
de integrales impropias (véase Im-
propias, integrales)
de series de constantes, 234, 235
de series de Fourier, 299, 311-313
dominio de, 228
intervalo de, 61
radio de, 229, 232
region de, 109
uniforme (véase Uniforme, con-
vergencia)
Convolucidn, teorema de de trans-
formadas de Fourier, 232
de transformadas de Laplace,
284
Coordenadas, cartesianas rectangu-
lares, 6, 101, 141
cilindricas, 142, 153, 154
curvas, 141
curvilineas, 109
esféricas, 143, 153, 154
hiperbolicas, 185
polares, 6
Correspondencia, 2, 10, 20, 41, 101,
141
biunivoca, 2, 10
Corriente, funcion de, 353

Cortadura (véase Dedekind, corta-

dura)

Crecientes, funciones, 21, 26
estrictamente, 21, 26
mondtonas, 21

sucesiones, mondtonas y estricta-
mente, 42
Criterio del cociente, 226, 240, 241
demostracion: del, 240
Cuadratica, solucion de la ecua-
cion, 13
Curva, alabeada, 139
coordenada, 141
simple cerrada, 102, 197, 204
Curvatura, radio de, 156, 159
Curvilineas, coordenadas, 109
especiales, 142, 143
integrales multiples en, 181,
182, 217, 218

jacobianos y, 141, 142

ortogonales, 142

rotor, divergencia gradiente y
laplaciano en, 142

transformaciones y, 123, 124,
141

vectores y, 141, 142

integrales, 195-198, 200-202

cilculo de, 196

independencia del camino, 197,
198, 205, 207, 215

notacién vectorial, 197

propiedades, 196, 197

relacién con las funciones de
variable compleja, 346

De Moivre, teorema de, 7, 13
Decimal, representacion, de un ni-
mero real, 1
Decimales, periddicos, 1
Decrecientes, funciones, 21, 26
estrictamente, 21, 26
monotonas, 21
sucesiones monotonas y estricta
mente, 42 2
Dedekind, cortaduras, 4, 15
Denominador, 1
Denso en todas partes, 2
Dependiente, variable, 20, 101
Derivacion, bajo el signo integral,
163, 170, 266
de series de Fourier, 300, 311
reglas de, 59, 66-68
Derivadas, 57-79, 101-133
a la derecha y a la izquierda, 57,
64, 65
cidlculo de, 63, 64
continuidad y, 57, 63, 64, 105, 113
de funciones de variable comple-
ja, 345, 351-353



Derivadas, de funciones elipticas,
338-340
de funciones especiales, 60, 66-
68
de funciones vectoriales, 139, 150,
151
de orden superior, 60, 105
de series de funciones, 229, 247
definicién de las, 57, 104
direccional, 163, 169
interpretacion grafica de la, 58
parciales (véase Parciales, deri-
vadas)
reglas de cadena de las, 59, 106
reglas de cilculo de, 59, 66-68
tabla de, 60
Desarrollo de funciones, en series
de Fourier (véase Fourier, se-
ries de) -
en serie de potencias, 231
Desarrollos {véase Series)
Desigualdad, de Bernoulli, 14
de Bessel, 310, 320
de Cauchy, 371
de Schwarz, 9, 16, 94
Desigualdades, 2, 9, 10
Determinante, del producto vecto-
rial, 137
del rotor, 140
del triple producto escalar, 137
jacobiano (véase Jacobianos)
Dextrorso, sistema, 136
Diferenciabilidad, 57, 105
a trozos o casicontinua, 57
y continuidad, 57, 105
Diferencial, ecuacion, de Bessel,
232, 250
de Gauss, 232
solucion de una, por transfor-
madas de Laplace, 267, 280
geometria, 140, 159
Diferenciales, 58, 59, 65, 66, 105,
114-116
aproximacion por, 65, 66, 115
de funciones de una variable, 5
de funciones de varias variables,
105
de funciones vectoriales, 139
exactas, 106, 115, 116, 198
interpretacion geométrica, 59
totales, 105
Diferencias, ecuaciones de, 56, 285
Difusividad, 314
Direccionales, derivadas, 163, 169
Dirichlet, condiciones de, 299
criterio de, para integrales, 266
para series, 228, 258
inteprales de, 287, 292, 293
Dirigidos, segmentos, 134
Discontinuidades, 25, 104
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Discontinuidades, evitables, 34, 104
Distancia, 145
Distributiva, ley, 2
del producto escalar, 136
del producto vector, 137
Divergencia, 140, 151
de integrales impropias, 260-265
en coordenadas cilindricas, 154
en coordenadas curvilineas, 142
teorema de la, 199, 200, 210-213
Divergentes, integrales, 260-265
series, 43
sucesiones, 41
Division, 1
de mimeros complejos, 7, 12
por cero, 8
Doblemente periddicas, funciones,
340
Dominio, de convergencia, 228
de una funcidn, 20, 101

e’3
demostracién de la irracionalidad
de, 70, 71
Ecuaciones, algebraicas, 5, 21
de diferencias, 56, 285
diferenciales (véase también Dife-
rencial, ecuacion)
mtegrales, 323, 328, 329
Eje real, 2
x, yyz 110
Electromagnética, teoria, 159
Elemento neutro, con respecto a la
adicion y la multiplicacién, 2
Elementos de un conjunto, |
Elipse, 99
area de la, 179
longitud del arco de, 335
Elipticas, funciones, 332, 338-340
de Jacobi, 332
derivadas de las, 338-340
formulas de adicion de las, 341,
342, 344
hiper-, 332
inversa, 332
periodos de las, 339, 340
integrales, 331-344
completa e incompleta, 331
de primera especie, 331-338
de segunda especie, 331-338
de tercera especie, 331, 332, 338
formas de Jacobi de las, 331,
332
formas de Legendre de las, 331
médulo complementario de las,
343
mdédulo de las, 331
transformacién de Landen de
las, 332, 333
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Encaje de intervalos, 43, 50
Enteros, positivos y negativos, 1
Entornos, 5, 102
Envolventes, 162, 168, 169
Enumerabilidad, 4, 10, 11
de los numeros algebraicos, 12
de los numeros racionales, 10,11
Enumerable, ¢onjunto, 4, 10, 11
medida de un, 81, 87
Equipotenciales, curvas y superfi-
cies, 128, 163
superficies, 163
Error minimo cuadritico, 310
Errores, al calcular sumas de series
alternas, 226, 238, 239
aplicaciones a los, 164, 174
por minimos: cuadrados, 310
Escala, factores de, 141
Escalar, 134
campo, 138
invariante, 160
triple producto, 137, 138
Escalonada, funcidn, 28
Esféricas, coordenadas, 143, 153,
154
divergencia en, 158
elemento de arco en, 143, 153
elemento de volumen en, 143,
153, 154
integrales miiltiples en, 189
gradiente en, 158
laplaciano en, 143, 158
Especifico, calor, 314
Euler, constante de, 251, 286, 295
féormulas o identidades, 7, 251
teorema sobre funciones homo-
géneas de, 106
Evitable, discontinuidad, 34, 104
singularidad, 348, 358
Evoluta, 176
Exactas, diferenciales, 106, 115, 116
198
(véase también Diferenciales)
Explicitas, funciones, 107
Exponencial, funcion, 22
orden, 283
Exponentes, 3, 10
Extrema inferior, 5
Extremo, de un vector, 134
inferior, 5
de una funcidn, 21
de una sucesion, 42, 43, 49
superior, 5
de funciones, 21
de sucesiones, 42, 43,49

Factor integrante, 223
Factorial, funcién (véase Funciones
gamma)
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Fibonacei, sucesion, 53, 55
Fluidos, mecdnica de los, 353
Forma polar de los niimeros com-
plejos, 6, 7, 13
Formas cuadraticas, 179
Formula de duplicacion de la fun-
cidn gamma, 286, 293, 294
Formulas integrales de Cauchy, 347,
353-356
Fourier, coeficientes de, 298
integrales, 321-330
soluciéon de problemas de con-
tormo por, 328
series de, 298-320
condiciones de Dirichlet para
convergencia de, 299
convergencia de las, 299, 311-
313
derivacion e integracion de,
300, 311
€N COSEenos 0 en senos, 299, 300,
306-309
identidad de Parseval de las,
300, 309, 310
notacion compleja de las. 300
solucion de problemas de con-
torno por, 300, 313, 314
teorema de la intepral de, 326
demostracion del, 326-328
demostracion heuristica del,
326
transformadas de, 322-325
forma simeétrica de las, 322
identidades de Parseval de las,
322, 323, 325
inversas, 322
teorema de convolucion de las,
323
Fracciones continuas, 52, 53, 55, 56
convergencia de, 52, 53
recurrentes, 52
Frenet-Serret, formulas, 159
Fresnel, integrales de, 294
Frontera, punto, 102
Frullani, integral de, 282
Fuente, 219
Funcional, determinante, 107; 120
(véase también Jacobianos)
notacion, 20, 101
Funciones, 20-40, 101, 107, 345
acotadas, 20, 21
algebraicas, 22
analiticas, 345
armonicas, 346
beta (véase Beta, funcidn)
biformes, 367
compuestas (véase Compuestas,
funciones)
continuidad de (véase Continui-
dad)
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Funciones, crecientes, 21, 26
de Bessel, 232, 250, 257, 297
de funcion (véase Compuestas,
funciones)
de variable compleja, 345-372
analiticas, 345
Cauchy-Riemann, ecuaciones
de, y (véase Cauchy-Rie-
mann, ecuaciones)
continuidad de, 345, 351-353
definicion de, 345
derivadas de, 345, 351-353
elementales, 345, 346
integrales de, 346, 352-356
integrales curvilineas y, 346
jacobianos y, 371
litnites de las, 345, 350, 351
multiformes, 345
parte imaginaria de las, 345,
352, 353
parte teal de las, 345, 352, 353
polos de las, 347, 348
puntos singulares de las, 347
series de, 347, 357-360
teorema del residuo de las (véa-
se Residuo, teorema del)
transformadas de Laplace vy,
372
uniforme, 345
de varias variables, 101, 110, 111
decrecientes, 21, 26
definicidn de, 20, 101
doblemente periodicas, 340
elipticas reciprocas, 332
transformada de Fourier, 322
(véase también Fourier, trans-
formadas)
transformadas de Laplace, 280,
372 (véase también Laplace,
transformadas)
escalonadas, 28
explicitas e implicitas, 107
gamma (véase Gamma, funcion)
hiperbolicas, 22, 23
hipergeomeétricas, 232, 257 .
impares, 299, 306-309
limites de (véase Limites de fun-
ciones)
miximos ¥ minimos de (véase
Maiaximos y minimos)
mondtonas, 21
multiformes (véase Multiforme,
funcion)
normalizadas, 301
ortogenales, 301, 314, 315
ortonormales, 301
pares, 299, 306-309
periddicas, 298
polinomios, 21
ramas de, 21

Funciones, reciprocas (véase Reci-
procas, funciones)
sucesiones, y series de, 227, 228,
232, 242, 243
tipos de, 21, 22
trascendentes, 22, 23
trascendentes elementales, 22, 23
uniformes, 20, 101, 345
valor de, 20
vectores (véase Vectoriales, fun-
clones)
Fundamentacion axiomdtica, de los
nimeros complejos, 6
de los nimeros reales, 3
del analisis vectorial, 138
Fundamental, teorema, del algebra,
21
del célculo integral, 82, 88,
89

Gamma, funcion, 275, 285-297
formula de duplicacion de la,
286, 293, 294
formula de recurrencia de la,
285, 287
formulas asintoticas para la,
286
formulas de Stirling y series
asintoticas para la, 286, 292
producto infinito para la, 286
prolongacion analitica de la,
285
tabla y grafo de la, 285
Gauss, criterio de, 227, 241
ecuacion diferencial de, 232
funcion n de, 286
Geométrica, integral, 261
media, 9
serie, 51, 224
Giro, radio de, 189, 190
Gradiente, 140, 151, 152
en coordenadas curvilineas, 142
Grado, de una ecuacion algebrai-
¢a, 3
de una funcion homogénea, 106
Grafg, de una funcién de dos varia-
bles, 110, 111
de una funcién de una variable, 20
Green, teorema de, en el espacio
(véase Divergencia, teorema
de la)
en el plano, 197, 202-205

Hiperbdlicas, coordenadas, 185
funciones, 22, 23
reciprocas, 23
Hiperboloide de una hoja, 111
Hiperelipticas, funciones, 332



Hiperesfera, 101

Hipergeométrica, funcion o serie,
232, 257

Hipersuperficie, 101

Hipocicloide, 207
area encerrada por la, 220

Homopgéneas, funciones, teorema de
Euler, sobre, 106

Igualdad, de nimeros complejos, 6
de vectores, 134
Imagen o transformacidn, 108, 366
Imaginaria, parte, de funciones de
variable compleja, 345, 352,
353
de un ntimero complejo, 6
unidad, 7
Impares, funciones, 299, 306-309
Implicitas, funciones, 107
y jacobianos, 119-123
Impropias, integrales, 85, 96, 99,
260-284
convergencia uniforme de, 265,
266, 274, 275
convergencias absoluta y con-
dicional de, 262, 265, 270,
7
criterio de comparacién para,
261, 264, 268
criterio del cociente para, 262,
264, 268
criterio M de Weierstrass para,
264, 274-279
de primera especie, 260-262.
268-270
de segunda especie, 260, 263-
265, 267, 272, 273
de tercera especie, 260, 263,
273, 274
definicion de, 260
dependientes de un parametro,
" 265
Indefinidas, integrales, 82 (véase
también Integrales)
Independencia del camino, 197, 198,
205-207, 215
Independiente, variable, 20, 101
Indeterminadas, formas, 33, 62, 71-
74
L’'Hopital, reglas de (véase L'Hé-
pital, regla de)
teorema de Taylor y, 62, 72-74
Induccion matematica, 7, 14
Inferior, limite, 43, 49
Infinitas dimensiones, vectores con,
am
Infinitesimales, 65, 79
Infinito, 24, 42
enumerable, 2

INDICE

Infinito, intervalo, 301
producto, 233, 251, 258
de Wallis, 316
para la funcién gamma, 286
para sen x, 315, 316
Infleccion, punto de, 79
Integrable, 81
Integracion, aplicaciones de la, 86,
93,94 (véase también Integrales)
bajo el signo mtegral, 163, 164,
171
de contorno, 349
de funciones especiales, 83, 84
de series de Founer, 311
intercambio del orden, 181
intervalo de, 80
limites de, 80
métodos especiales, 84, 85, 89-92
por fracciones parciales, 84,91, 95
por partes, 85, 98 :
Integral, criterio, 225, 236-238
Integrales, 80-100, 180-223, 260-
207, 321-344, 346, 347, 349,
353-356, 360-368 (végse tam-
bién Integracion)
cdlculo de, 267, 275-278, 349, 362-
366
convergencia uniforme de, 265,
266, 274, 275
curvilineas (véase Curvilinea, in-
tegrales)
de Fresnel, 294
de Frullani, 282
de funciones de variable comple-
ja, 346, 353, 356
de funciones especiales, 83, 84
de series de funciones, 229, 246
definidas, 80, 81, 86, 87
cambio de variable eh las, 83,
89-92
de limites variables, 83, 163,
170, 266
definicion de las, 80, 81
métodos numéricos para el
cdlculo de, 85, 92, 93
propiedades de las, 81, 87, 88
teorema de existencia de las, 81
teoremas de valor medio para,
81, 82, 88
desigualdad de Schwarz para, 94
Dirighlet, 287, 292, 293
dobles, 180
ecuaciones, 324, 328, 329
elipticas (véase Elipticas, integra-
les)
impropias (véase Impropias, inte-
grales)
indefinidas, 82
miultiples (véase Multiples, inte-
grales)
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Integrales, reiteradas, 180, 181
tabla de, 83, 84
teorema del valor medio para,
81, 82
transformacion de, 83, 89-92, 181,
188-191
Integrando, 80
Interseccion de conjuntos, 11
Intersecciones con los ejes, 110
Intervalo, de integracion, 80
infinito, 4
Intervalos, abierto, 4
cerrado, 4
de convergencia, 61
encaje, 43, 50
infinito, 4
Invariancia, relaciones de, 159, 160
Invariante, escalar, 160
Inversion de series, 231
Inverso en la multiplicacion, 2
Irracionales, algebraicas, funciones,
22
de ﬁ demostracion, 8
ntmeros, 1,2, 8,9
aproximacion de los, 8
definicidn, 1 (véase también De-
dekind, cortaduras)
Izquierda, continuidad a la, 25
derivada a la, 57, 64, 65
litnite a la, 23

Jacobi, formas de las integrales elip-
ticas de, 331, 332
férmulas de adicién, 341, 342, 344
funciones elipticas, 332
Jacobianos, 107, 119-123, 141, 142,
153, 154 '
coordenadas curvilineas vy, 141,
142
de transformaciones, 108, 142
derivadas parciales mediante, 107
funcion de variable compleja vy,
371
funciones implicitas y, 119-123
integrales miiltiples y, 181
interpretacién vectorial, 141
reglas de cadena, 108
teorema, 108

Kronecker, simbolo de, 301

Lagrange, multiplicadores, 164, 172-
174
resto de, en la serie de Taylor, 61,
95, 231
Landen, transformacién de, 332
333
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Laplace. aplicacidn a las ecuaciones
diferenciales, 267, 280
ecuacion de. 113 (véase tambicn
Laplaciano, operador)
inversa, 280, 372
relacién con funciones de varia-
ble compleja, 372
tabla de, 267
tecorema de convolucion, 284
transformadas, 267, 279, 280, 284,
372
Laplaciano, en coordenadas cilin-
dricas, 142, 154
en coordenadas curvilincas, 142
en coordenadas esféricas, 143
operador, 141 (véase también La-
place, écuacion)
Lauret, serie de, 348, 359, 360
teorema, 371
Legendre, formas de las integrales
clipticas de, 331
Leibnitz, formula de la derivada
n-¢sima de un producto, 79
regla de, para derivar bajo el sig-
no integral, 163, 170, 266
Lemmiscata, 99
Ley asociativa, 2, 7
para vectores, 135, 143
L’Hépital, regla de, 62, 71-74
demostraciones de la, 71, 72
Limite superior, 43, 49
Limites, de funciones, 20-40, 102,
103, 111, 112, 345, 350, 351
a la derecha y a lu izquierda, 23
de variable compleja, 345, 350,
351
definicion, 23
demostracion de los teoremas
sobre, 31-33
especiales, 24
reiterados, 180, 181
teoremas sobre, 24
de funciones vectoriales, 139
de integracidn, 80
de sucesiones, 41, 44, 45, 227
de funciones, 227
definicion del, 41
puntos, 5, 11, 12, 102
teorema de Bolzano-Weier-
strass (vdase Bolzano-Weier-
strass. teorema de)
Linea de ramificacion, 367
Lineal, dependencia. de vectores, 160
fraccionaria, transformacion, 336
(véase también Transformacio-
nes bilineales)
Lineales, transformaciones, 131
fraccionarias (réase Transfor-
maciones, fraccionarias -
neales)

INDICE

Lisa, funcién (véave Casidiferencia-
bilidad)
Local, vector, 136
Logaritmos, 3, 10, 351
base de un sistema de; 3
como funciones multiformes. 351
Longitud, de un vector, 134

Maclaurin, seric de, 61, 231
Magnético, vector campo, 159
Magnitud de un vector, 134
Miximo y minimo, 21, 61, 63, 74.
75, 164, 171-174
absolutos, 21
método de los multiplicadores de
Lagrange, 164, 172-174
relativos, 21
teorema de Taylor v, 74, 75, 171.
172
Muxwell, ccuaciones de, 159
Mayor que, 2
Mayorante, 5
de funciones, 20, 21
de sucesiones, 42
Mayorantes, minorantes, 5. 11, 12
de fluidos, 353
Media, aritmética, 9
geomeétrica, 9
Medida nula, 81, 87
Menor que, 2
Método de agrupacion para diferen-
ciales exactas, 116
Minimos cuadrados, aproximaeio-
nes por, 175
Minorantes, 5, 11, 12
de funciones, 21
de sucesiones, 42
Mddulo, complementario, 343
de integrales elipticas, 331
de un nimero complejo, 6
Moebius, banda de, 210
Momento de inercia, 93
polar, 182, 186
Mondtonas, luncioncs, 21
sucesienes, 42, 47-49
teorema fundamental sobre, 42
Multiforme, funcién (véase Funcio-
nes multiformes)
Multiformemente conexas, regio-
nes, 102
Multiformes, funciones, 20, 21, 101,
345
logaritmos como, 351
Muluiples, intcgrales, 180-194
en coordenadas cilindricas, 189
en coordenadas curvilineas, 18,
182, 217, 218
en coordenadas esféricas, 199
mmpropias, 267

Muitiples, jacobianos e, 181
transformaciones de, 181, 182
Multiplicacion, |
de nimeros complejos, 7, 12
de vectores, 135
ley asociativa, 7

n-ésima, criterio de la, 226
Nabla (V), 140
en rotor, gradiente y divergencia,
140
formulas en que entre, 141
Naturales, ntimeros, 1
Negativos, enteros, 1
nimeros, 1, 2
Neperiano, sistema de logaritmos, 3
Newton, método de, 79
Normal, a una superficie, 140, 152,
161, 165-167
ecuaciones paramétricas, 161
principal, 155, 159
2 una curva alabeada, 155, 159
Normalizados, vectores y funciones,
301
Nula, medida, 81, 87
Nulo, vector, 135
MNumerador, 1
Nuniericos, métodos (véase rambién
Aproximaciones)
para cilculo de integrales de-
finidas, 81, 92, 93
Nimeros, 1-19
algebraicos, 5, 12
enumerabilidad de los, 12
complejos (véase Complejos, nt-
meros)
de Bernoullj, 258
irracionales (véase Trracionales,
nimeros)
naturales, 1
negativos,’1, 2
operaciones con, 2, 6-8, 12, 13
positivos, 1, 2
racionales (réase Racionales, nii-
meros)
raices de los, 3
reales (véase Reales, niimeros)
trascendentes, 5, 12

Onda, ecuaciones de la, 319
Operaciones, con niimeros comple-
jos, 6, 12,13
con nimeros reales, 2, 7, 8
con series de potencias, 230, 231
Opuesto en la adicion, 1
Orden, de derivadas, 60
de polos, 347, 348
exponenciales, 283



Orientable, superficie, 210
Origen, de un sistema de coordena-
das, 101
de un vector, 134
Ortogonales, coordenadas curvili-
neas (péase Curvilineas, coorde-
nadas)
familias, 352, 353
funciones. 301, 314, 315
Ortonormales, funciones, 301

p. integrales, 261, 263
p. serie, 225
Pappus, teorema de. 194
Parabola, 27
Parabolicas, coordenadas cilindri-
cas, 158
Paralelepipedo, volumen del, 137,
148, 149
Paralelogramo, drea del, 137, 148
regla del, 18, 134, 144
Paramétricas, ecuaciones, de la nor-
mal, 161
de la rectla. 165
de una curva alabeada, 139
Parciales, derivadas, 101-103
aplicaciones, 161-179
caleulo de fas, 112-114
de orden superior, 105
definicion, 104
notaciones de las, 104
orden de derivacion, 105
por jacobianos, 107
fracciones, 84, 91, 95
Pares. funciones, 299, 306-309
ordenados de nimeros reales, 6
Parseval, identidad de, para integra-
les de Fourier, 322, 323, 325
para series de Fourier, 300, 301,
310
Parte, analitica, de una serie de Lau-
rent, 348
principal, 59, 105
de una seric de Laurent, 348
Pendiente, 58
Péndulo, periodo del, 340, 341
Periadica, decimal, |
fraccion continua, 57
Periodo de una funcidn, 298
de funciones elipticas, 339,340
del péndulo, 340, 341
Plano, complejo, 6
ecuacion del, 149
tangente a una superficie (véase
Tangente, planc)
normal, 162, 167, 168
Plenitud, de un conjunto ortomor-
mal, 310
Polares, coordenadas, 6

INDICE

Polinomio. funeion, 21
grade de um, 5
Polos, 347, 348
de orden infinito. 348
definidos por una scric de Lau-
rent, 348
residuos en los. 3438
Positiva, definida. forma cuadriti-
ca. |79
direccion. 197
normal, 199
Positivos, enteros, |
nameros, 1, 2
Potencial, de velocidad, 353
Potencias, convergencia uniforme.
230
desarrollo de [unciones en, 231
especiales, 231, 232
operaciones con, 230, 231
radio de convergencia, 229
series de, 61, 229, 248-250
teorema de Abel sobre, 230
teoremas sobre, 230
Primos entre si. 8
Problemas de ‘contorno. e mtegra-
les de Fourier, 328
en la transmision del calor, 313,
314, 328
en las cuerdas vibrantes, 319
método de separacion de varia-
bles para resolver, 313
y series de Fourier, 313, 314, 328
Producto, |
de Wallis, 316
derivada n-ésima de un, 79
escalar, 136, 137, 145, 146
ley conmutativa del, 136
ley distributiva del, 136
leyes de, 136, 137
Prolongacion analitica de la funcion
gamma, 285
Proyeceion de un vector, 195
Punto, deacumulacion, 5, 102 (véase
también Limites, puntos)
de ramificacion, 28, 348, 367
entorno de un, 5. 102
frontera, 102
interior, 102
limite (véase Limites, puntos)
multiple o de ramificacién, 28,
348, 367 :
singular (vémse Simgulares, pun-
tos)
Puntos criticos, 63

Raabe, criterio de, 226, 227, 241
Racionales, de algebraicas, funcio-
nes, 22
pumeros, 1, §, 9
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Racionales, enumecrabilidad de los.
10, 11
Radio, de convergencia, 229, 232
de curvatura, 136, 159
de giro, 189, 190
de torsidn, 159
vector, 136
Raices, de ecuaciones, 21
calculo de las, 36
método de Newton para hallar.
79
de numeros complejos, 7, 13
de numeros reales, 3, 10
Rama principal. de un logaritmo,
de una funcion, 21 [351
Ramas de una funcion, 21
Real, eje, 2
parte, de funciones de variable
compleja, 345
de un naumero complejo, 3
Reales. niimeros, 1 (véase también
Numeros}
desigualdades entre (véase Des-
igualdad)
fundamentos axiomaticos del, 3
no enumeralidad. 11
operaciones con, 2, 7, 8
partes y ternas ordenados de. 6
138
raices de, 3. 14
representacion decimal, 1
representacion geometrica. 2
valor absoluto, 3
Reciprocas, continuidad de, 26
funciones, 21
hiperbolicas, 23
trigonomeétricas, 22
Rectangular, entorno, 102
regla de integracion, 85
Rectangulares. coordenadas carte-
sianas, 6, 101,141
vectores componentes. 136
Reducido, entorno, 5. 102
Region, 102
abierta, 102, 110
cerrada. 102
conexa. 197
de ceonvergencia, 109
multiplemente conexa, 102
simplemente conexa, 102, 197. 204
Regular, sumabilidad, 233, 258
Reiteradas, integrales, 180, 181
limites, 103
Relatividad, teoria de la, 160
Representacion, 108 (véase también
Transformaciones)
conforme, 366
Residuos, 348, 360-362
calculo de integrales por, 349, 362-
366
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Residuos, demostracién del teore-
ma, 361

teorema, 348, 349, 360-362
Resultante de vectores, 134, 144
Riemann, integrable en sentido de,

teorema de, 311, 326, 327 [81
Relle, demostracién, 68

teorema de, 61
Rotor, 140, 151, 152

en coordenadas curvilineas, 142

Schwarz, desigualdad de, para in-
tegrales, 94
para niimeros reales, 9, 16
Separacidn de variables, en proble-
mas de contorno, 313
Serie, armdnica, 225
bindémica, 231, 232
criterio para integrales, 262
de Fourier, (véase Fourier, se-
rie de)
de funciones de variable comple-
ja, 357-360
de Laurent, 348, 359, 360, 371
de Maclaurin, 61, 231
de potencias (véase Potencias, se-
ries de)
de Taylor (véase Taylor, serie de)
doble, 233
especiales, 62
geomeétrica, 51, 224
inversién de, 231
p, 225
suma de, 43, 224
sumas parciales de una, 43, 224
telescopica, 234
términos de una, 234
Series, 43, 51, 224-259
alterna, 225, 226, 238, 239
criterio de convergencia para,
225, 226
error en cilculos con, 226, 238,
239
convergencia absoluta de, 226,
233, 239, 240
convergencia condicional, 226
convergencia uniforme, 227, 228
(véase rambién Uniforme, con-
vergencia)
criterio de comparacion, 225, 235,
236
criterio de Gauss, 227, 241
criterio de la raiz n-ésima, 226
criterio de Raabe, 226, 227, 241
criterio del cociente, 225,226, 24u,
241
criterio- integral, 225, 236, 238
criterio M, de Weierstrass, 228,
245, 246

INDICE

Serics, criterios de convergencia,
225227
de funciones, 227, 228, 232, 242,
243
de términos complejos, 232
dobles, 233
especiales, 224
funciones definidas por, 232
o desarrollos asintdticos, 233,234,
252, 253, 259
para la funcién gamma, 286,
292
reagrupacion de los términos de
las, 227, 255
sumas parciales, 43, 224
Silla, punto de, 172
Simple cerrada, curva, 102, 197, 204
Simplemente conexa, region, 102,
197, 204
Simples, polos, 347
Simpson, regla de, 85, 92, 93
Singulares, puntos, aislados, 347
definidos por series de Laurent,
348
esenciales, 348, 358
cvitables, 348, 358
o singularidades, 124, 260, 347,
357-360
Singularidad esencial, 348, 358
Sistema, binario (vdase Binario, sis-
tema)
de coordenadas dextrorsa, 135,
136
Solenoidales, campos vectoriales,
219
Stirling, férmula asintdtica ¥ serie
de, 286, 292
Stokes, demostracién del, 213, 214
teorema de, 200, 213-217
Subconjunto, 1
Sucesién, de Fibonacci, 53, 55
Sucesiones, 41-56, 227
acotadas, mondtonas, 42, 47-49
convergencia uniforme de, 227
convergentes y divergentes, 41,
227
crecientes, 42
de funciones, 227
decrecientes, 42
definicién de, 41
limites, 41, 227 (véase también
Limites de sucesiones)
términos de, 41
Suma, 1
de series, 43, 224
de vectores, 134, 144
parcial, 43, 224
Sumabilidad, 233, 252, 253
de Abel, 259
de Cesaro, 233, 258

Sumabilidad, regular, 233, 258
Sumas parciales de series, 43, 224
Sumidero, 219
Superficie, 101
de nivel, 128, 163
equipotencial, 163
integrales de, 198, 199, 207-210
normal a una (véase Normal a una
superficie)
orientable, 210
plano tangente a una (véase Tan-
gente, plano)
Superposicion, principio de, 314
Sustraccidn, 1
de numeros complejos, 12
de vectores, 134

Tangente, a una curva, 58, 162, 167,
168
a una curva coordenada, 141
en coordenadas curvilineas, 166
167
plano, 161, 165-167
vector, 139, 159
Taylor, serie de, de funciones de va-
riable compleja, 347
en varias variables, 109
en una variable, 61, 231 (véase
también Valor medio, teore-
ma de Taylor del)
unicidad de la, 257
teorema de, aproximaciones me-
diante la, 70
del valor medio, 61, 109, 124,
125
demostracion del, 70, 125, 358
en la integracidn aproximada,
85,93
formas. indeterminadas y, 62,
72-74
para funciones de varias varia-
bles, 109, 124, 125
para funciones de una varia-
ble, 61
resto en, 61, 95, 231
TelescOpica, serie, 234
Tensorial, andlisis, 160
Teorema del valor medio, 26
Térmica, conductividad, 314
Término, de una serie, 224
de una sucesion, 41
Termodindmica, 132
Ternas ordenadas de ntmeros rea-
les, 138
Torsion, radio de, 159
Total, diferencial, 105 (véase tam-
bién Diferenciales}
Trabajo, como integral curvilinea,
196

]



Transformaciones, 108, 123, 124
bilineales o fraccionarias lineales,
336, 371
conformes, 366
de integrales, 83, 89-92, 181, 182,
188-191
de Landen, 332, 333
Jacobianos de, 108, 142
lineales, 131
y coordenadas curvilineas, 123,
124, 141
Transformadas (véase Laplace,
transformadas)
Transitividad, ley de, 2
Trascendentes, elementales, de va-
riable compleja, 345, 346
funciones, 22, 23
funciones, 22, 23
numeros, 5, 12
Traza, sobre un plano, 111
Trigonomeétricas, derivadas de las,
60
funciones, 22
integrales de las, 83, 84
reciprocas, 22
Trple producto escalar, 137, 138
vector, 137
Triples, integrales, 181, 186-18R
transformacion de, 182, 189-191

Uniforme, convergencia, 227, 228,

243-245 '

criterio M de Weierstrass para
(véase Weierstrass, crite-
rio M)

criterio para integrales, 266

criterios para series, 228

de integrailes, 265, 266, 274, 275

de sertes, 227, 228

de series de potencias, 230

de sucesiones, 227

teoremas para integrales., 266

teoremas para series, 228, 229,
246, 247

continuidad, 26, 104

funcion, 20, 101, 345

INDICE

Jnién de conjuntos, 11
Unitario, vector tangente, 139
Unitarios, de infinitas dimensiones,
301
ortogonales, 135, 136
vectores, 135, 136, 301

Vacio, comjunto, 1
Valor, absoluto, 3
de numeros complejos, 6
medio, demostracion del, 68
para derivadas, 61, 68-T1, 109,
124, 125
para inteprales, 81, 82, 88, 94
teorema generalizado del, 61,
69
principal, de funciones, 21, 22
de funciones hiperbolicas reci-
procas, 23
de funciones trigonométricas
reciprocas, 22
de integrales (véase Cauchy, va-
lor principal de)
de logaritmos, 351
Variable, 4, 20
cambio de, en la derivacion, 59,
106
cambio de, en la integracion, 83,
89-92, 181, 182
compleja, 345 (véase también Fun-
ciones de variable compleja)
dependiente e independiente, 20,
101
limites de integracion, 83, 163,
170, 266
muda, 83
Yectores, 18, 154-160
algebra de, 134, 135, 143-145
componentes, 136
coordenadas curvilineas y, 141,
142
de infinitas dimensiones, 301
fundamentos axiomaticos de los,
138
igualdad de, 134
jacobianos interpretados por, 141
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Vectores, locales, 136
longitud o magnitud, 134
normalizados, 301
nulos, 135
numeros complejos como. 18
radios, 136
resultante o suma de, 134, 144
tangentes. 139, 159
unitarios, 135, 136, 301
Vectorial, dlgebra, 134, 135, 143-145
andlisis (réuse Yectores)
campo. 138
solenoidal, 219
triple producto, 137
Vectoriales, funciones, 138
limites. continuidad y derivadas
de, 139, 150, 151
Velocidad, 63, 139
de la luz, 159
de variacion, 63
potencial, 354
Vibrante, ecuacion de la cuerda. 319
Volumen, 94
del paralelepipedo, 137, 148, 149
elemento de, 142, 143, 153, 154

Wallis, producto de, 316
Weierstrass, criterio M de, para in-
tegrales, 226, 274-279
para series, 228, 245, 246

x, eje, 101
intersceeion, 110

¥. eje, 101
interseccion. 110

z, gje, 101
interseccion, 110



il

_— m.
o 7 gy L e e e e C“ ) >
ISBN: 970-10-0065-X SRS e TR e ltﬂ‘:

Enlos pnmeros capitulos de este libro se revisan y
amplian los congeptos fundamentales del calculo
glemental. -

Los temas estudiados abarcan el calculo diferencial
e integral de una o mas variables y sus aplicaciones.
Los métodos vectoriales se estudian casi desde el
principio y entre los temas especiales se incluyen las -

integrales curvilineas y de superficie, asi como los

teoremas sobre integrales, las series, las integrales
impropias, las funciones Gamma y Beta y las series de
Fourier, las integrales elipticas y las funcmnes de varlab}e
compleja.

Esta obra es de gran utllldad para todos los estudiantes
de Fisica, Matematicas e Ingenieria.
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