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Calculo Avanzado
Algunas definiciones y enunciados de teoremas

Aclaracion importante. La siguiente es una lista de algunas definiciones y algunos enunciados
de proposiciones y teoremas vistos en el curso dada para unificar los resultados. De ninguna manera debe
considerarse una lista exhaustiva.

(1) Definicién. Sea f: I C R — R™. Decimos que L € R" es el limite de f cuando ¢ tiende a t¢ si,
para todo £ > 0 existe § > 0 tal que

O<|t—ty <d=|If(t) —L| <e.

(2) Proposicién. Sea f: I C R — R"™, f(t) = (fi(t), fa(t), -, fn(t)). Entonces
th’r? f(t) = (1,02, ,£,) siy sélosi tlﬂ? fi(t) =¥;, paratodoi=1,2,--- n.
—1t0 —1l0

(3) Definicién. Sean f: A C R"™ — R™ y x¢ un punto de acumulacién de A. Decimos que L es el
limite de f cuando x tiende a xq si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

0<|x—x0] <9
= [f(x) - L] <e.
x€eA
(4) Proposicién. Sean f, g: A C R" — R dos funciones. Si

a) lim f(x)=0 y b) Existe 7 > 0 tal que g esta acotada en B (x0)NA ,
X—X0

entonces lim f(x)g(x)=0.
X—X(

(5) Definicién. Sea f: A C R” — R™. Decimos que f es continua en xo si lim f(x) = f(xo) .
X—X0

6) Definicién. Sean f: A C R? - R, A abiertoy x¢ € A. Decimos que f es diferenciable en xq si
( ; y q
existen nimeros a y b tales que

T f(x) = f(x0) — a(z — x0) — b(y — yo)

X0 % = xo|

=0.

(7) Proposicién. Si f: R?2 — R es diferenciable en xg, entonces existen las derivadas parciales de f
en xo y a= fo(xo), b= fy(xo). -

(8) Definicién. Si f es una funcién diferenciable en x , llamamos diferencial de f en x( a la funcién
Df(x0): R* — R definida por Df(xo)(z,y) = fz(x0)z + fy(x0)y (que, dicho sea de paso, es una
transformacion lineal).

Si f esdiferenciable en xq, una aproximacion lineal a f en xq estd dada por la funcién L(zx,y) =

f(x0) + Df(x0)(x — 20,y — yo) -

(9) Definicién. Sean f: A C R™ — R™, A abiertoy xg € A. Decimos que f es diferenciable en x¢ si
existe una matriz M € R™*" tal que
L (x) — Fxo) — M(x — x0)|

X0 1% = xo|

=0.

(en la expresién M (x —xg), (x — Xo) representa un vector columna)

(10) Proposicién. Si f: A C R” — R™ es diferenciable en x¢ € A, entonces es continua en Xg .
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(11) Regla de la cadena.
Sean f: ACR" - R™ y g: B C R™ — R* dos funciones tales que f(A) C B, A y B abiertos.
Si f es diferenciable en xy € A y g es diferenciable en f(x¢), entonces gof es diferenciable en xg

y D(gof)(x0) = Dg(f(x0))Df(xo) -

(12) Proposicién. Sean f: ACR" - R y r: I C R — R" tal que Im(r) C A. Si r es diferenciable
en ty y f es diferenciable en r(ty), entonces D(f or)(to) = Vf(r(to)) - r'(to) -

(13) Sean f: A C R™ — R, A abierto, xgo € A y v € R” tal que ||v| = 1. Llamamos derivada
direccional de f en xg en la direccién de v al nimero
of f(xo+tv) — f(xo0)
ov t

() = ity

si el limite existe.

(14) Proposicién. Si f: A C R™ — R es diferenciable en xg, entonces existe la derivada de f en xq

en cualquier direccién y g{/(xo) =V f(x0)-Vv.

(15) Proposicién. Con las hipétesis anteriores, si ademdas V f(zg) # 0, entonces existe la derivada
direccional maxima de f en xq, vale |V f(xo)| y se alcanza en la direccién v = _Vi(xo) .
IV f(xo)l
(16) Definicién. Decimos que C' C R" es una curva (simple y suave) si existe una funcién a: [a, b] — R”
tal que
(a) Im(a) =C.
(b) « es inyectiva en [a,b) .
(c) aes Ct y o/(t) #0 para todo ¢.
Dada una curva C', a toda funcién a que cumpla con las condiciones de la definicién la llamamos
una parametrizacion de C'.
Si una parametrizacién de C' verifica a(a) = a(b) decimos que la curva es cerrada.

(17) Definicién. Decimos que S C R3 es una superficie (simple y suave) si existe una funcién de clase

C' ¢: D CcR?—R? tal que

(a) Im(p) =S5.

(b) ¢ esinyectivaen D° =D —9D.

(¢) @uxpy#0.

Dada una superficie S, a toda funcién ¢ que verifique las condiciones de la definicién la llamamos

una parametrizacion de S'.
Si S es una superficie, xg € S y ¢ es una parametrizacién tal que ¢(up,v9) = X, llamamos

plano tangente a S en xg¢ al plano de ecuacion

©u X ©p(ug,vp) - (x —x0) = 0.

(18) Definicién. Sean f: A C R" — R una funcién continua y C' una curva contenida en A.
Llamamos integral de f sobre C' al ntimero

b
/C fds = / Fla®) o’ ()] dt

donde «: [a,b] — R™ es una parametrizaciéon de C'.



(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

3

Definicién. Sean F: A C R®™ — R"™ un campo vectorial continua y sea C' una curva orientada
contenida en A . Llamamos integral de F sobre C o trabajo de F alo largo de C' al ntimero

b
/ F.ds= / F(a(t)) - o/ (t)dt
C a
con a: [a,b] — R"™ es una parametrizacién de C' que respeta la orientacion.

Proposicién. Si C es una curva orientada y F un campo sobre C', entonces

/ F-ds:/F-ds.
- C

Proposicién. Sean A abiertoen R"™ y F: A — R™ un campo vectorial continuo. Son equivalentes
(a) Existe ¢: A — R diferenciable tal que Vo =F.

(b) F.ds= F - ds para todo par de curvas C7 y Cy contenidas en A que comienzan en
Cy Co
un mismo punto x; y terminan en un mismo punto X .
(c) F -ds =0 para toda curva cerrada C' contenida en A.
C

Definicion. Sea A un abierto de R™. Decimos que un campo vectorial continuo F: A C R” — R"
es conservativo si alguno de los incisos de la proposicion anterior es verdadero.

Proposicién. Sean A abiertoy F: A C R® — R"™ un campo vectorial continuo. Sea C' C A
una curva que comienza en Xg y termina en xj. Si existe ¢: A — R tal que Vo = F | entonces

[ Fds = plx) = olxa).
C

Proposicién. Sean A abiertoy F: A C R® — R” un campo vectorial C!. Si F es conservativo,
entonces la matriz jacobiana es simétrica. En particular,si n =2 y F = (P,Q), entonces Q, = P, .
Sin=3y F=(P,QR),entonces Py=Q,, P. =R, y Q.=R,y.

Teorema de Green.
Sean F: A ¢ R?> — R? un campo vectorial C', F = (P,Q) y D un recinto de tipo I o II
contenido en A tal que D es una curva suave a trozos. Si orientamos a 0D en sentido directo,

entonces
/ F-ds—// Qz — P, dxdy.
8D D

Definicién. Decimos que una superficie S C R3 es orientable si existe un campo de vectores
normales, unitario y continuo en S; es decir si existe una funcién N: S — R? tal que:

(a) N es continua.
(b) N(p) es perpendicular al plano tangente a S en p, para todo p € S'.
(¢) |IN(p)|| =1, para todo pe€ S.

Observacién. Toda superficie orientable tiene al menos dos campos de vectores normales,
unitario y continuo; en este curso sélo trabajaremos con superficies que tienen exactamente dos de
estos campos ( estas superficies se llaman conexas) . En este caso, si N es uno de los dos campos,
el otro es —N.

Definicion.  Orientar una superficie es elegir uno de los dos campos de vectores normales,
unitario y continuo.
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(32)

Definicién. Sean S una superficie f: S — R un campo escalar continuo. Llamamos integral de

f sobre S al ntiimero
//Sfdsz//Df(w(u,v)) l(u, v)||dudy

con ¢: D C R? — R3 una parametrizacién de S .

Definicién. Sean S una superficie orientada por un campo de vectores normales, unitario y
continuo N y F: S — R3 un campo vectorial continuo. Llamamos integral (o flujo) de F a través

de S al nimero
//F.dsz//F.Nds.
S S

Proposicién. Sean S una superficie orientada por un campo continuo, normal y unitario N y
F: S — R3 un campo vectorial continuo; entonces

//SF'dS - //DF(SD(UaU))'<Pu X py(u,v) dudv

con p: D C R? — R? una parametrizacién de S que respeta la orientacién (o sea, N(¢(u,v)) y
©u X py(u,v) tienen la misma direccién y sentido).

Notacion. Si S es una superficie orientada, notamos con S~ a la misma superficie con la
orientacién opuesta a la dada.

Proposicién. Si S es una superficie orientada y F es un campo vectorial continuo sobre S,

entonces
// F-dS:—//F-dS.
- S

Teorema de Gauss (o de la divergencia)

Sean F: A c R?> — R3 un campo vectorial C!, A abierto y S una superficie cerrada suave
a trozos que es el borde de un sélido regular V' con V C A. Si orientamos a S con el campo de
vectores normales exterior, entonces

//SF -dS = ///V divF(z,y, z) dedydz.

Teorema de Stokes (o del rotor).
Sean S una superficie orientable con borde 9S y F: A C R* — R3 un campo C', A abierto y
S C A. Siorientamos a S y 05 de acuerdo con la regla de la mano derecha, entonces

/ F-ds://rotF-dS.
oS S



