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1.FASOR Y CIRCUITOS CON FUENTES COMPLEJAS

La figura 9.1 muestra que una funcién sinusoidal (o funcién armoénica) puede ser repre
sentada por la proyeccién vertical de un vector que gira con velocidad “w" constante y une
funcién cosenoidal por la proyeccién horizontal del mismo.

Sea un vector “R” de amplitud “R,__ " que gira con w = cte, a partir de un dngulo “5” de
referencia ( o de fase). Este vector puede ser representado en el plano complejo por

r)=r()+j (1) é (9.1)

r(t)= R, -cos(@.t + 8) + j- R sen(w.t + &) (9.2)
De acuerda con Euler la expresidn (9.2) puede ser expresada en forma exponencial por:

-"(f)= R,m, -e“"'"ﬁ = Rmns 'E‘LJ i e}.nu (9‘3)

Si en la expresién (9.3) se agrupa la parte que no depehde del tiempo, en un nuevo
vector “R” (constante por definicién), denominado fasor, queda:

M =R el (9.4)

donde R e®Pcon
R_.. : Amplitud o médulo y
& dngulo de referencia o de fase respecto al eje real

De acuerdo a lo dicho el vector “R” (independiente del tiempo), representado en el plano
complejo, se denomina fasor.
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(a20)

—-
= Rmee . COS (@. 2+ 5)

Figura 9.1

Como en todo circuito formado por elementos lineales y bilaterales excitado con fuen-
tes de fuerza electro-motriz complejas, expresién (9.4) anterior, en condicién de régimen
permanent_e las corrientes y consecuentemente las caidas de tensién también tendran Ia
forma i‘un_cmnal de la expresién (9.4). En términos generales un circuito cualquiera de “~
ramas, alimentado con “f” fuentes complejas dard como solucién:

l:' - Im ; e}m.ruﬂ) 81 =Emu . eﬂ-.um)

iy= ‘!nm el t+ &N , e, =F ,pflw r+ &N

il linealmente proporcional a J TR

. (9-5) .

,.',,Im_e;(u,uarl ef=EW.e-“"-“"‘ﬂ
0 también
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, Iy "*'fml‘!j'm e =Epn el
iy =1 2" % linealmente proporcional a €= Epua e
. o (9.6) . Lo
e -
Gl &= Epay €™

Si de la proporcionalidad lineal expresada en (9.6) se simplifica elat ™ gg obtiene un
sistema de ecuaciones lineales equivalentes, definidas sélo en el dominio de 1a frecuencia.

Esto quiere decir que las variables originales:

T A LI B £ A ©.7
representadas por vectores de amplitud constante que giran con velocidad “w” (tam-
bién constante), en el plano complejo figura 9.2(a), quedan reducidas como se indicaen la

figura 9.2(b) a “fasores” (vectores en el plano complejo, funciones sélo de la frecuencia) y
cuya expresion analitica es:

S8 (9.8)

hE.‘:'Emn'eJ.ﬁ‘ e i=[m-e
3 3
A )
j= T . eio _ I
e=E. et E
\a
Dominio del tiempo y de la frecuencia Dominio sélo de Ia frecuenci
Figura 9.2(a) Figura 9.2(b)

_ Conviene reiterar la diferencia entre las figuras 9.2(ayb):

1)Enla9.2(a)“ E " e * ] " son vectores que giran con “w = cte”, son flz).
2) Figura 9.2(b) los fasores “E " e “ [ " son vectores que estdn fijos, son cte.

Esta transformacién no cambia el coeficiente de proporcionalidad entre las variables “¢’
e %" no alterala amplitud de los fasores, ni el desfasaje entre ellos. El resultado es equiva
lente atin cuando no se esté en el dominio del tiempo.
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2.GENERADOR DE FEM COMPLEJA MAS CARGA

2.1 Generador con resistencia

Para que se cumpla el 2° lema Kirchhoff

i)
e(t) = v,(8) (9.10)
e T vxT ;R - Seguin lo visto si
e(t)=E -l (9.11)
Frarail de acuerdo con (9.4)
E=E__.ei& (9.12)
&,: dngulo inicial, de fase o de referencia de la tensién.
Si se aplica ley de Ohm 4,
. . T..or  F oo ) -
'(’)'_‘_%l:E_gR*:%e{fJ o (9.13)
[ € By s =1, .e8 (9.14)
R R
Donde se ve que “§ = §,"
Si las variables “e(%)" e “i(t)" se expresan en forma binomial
e()=E-e!" =E,_ .cos(w.t+8)+jE,, . sen(0.t+35) (9.15)
iy=171.eo" = Lge cOS(0.t+8)+j. I, .sen(w.t+8§) (9.16)
Y se consideran los coeficientes de las partes imaginarias
e()=E  .sen(w.t+4,) (9.17)

i()=I__ . sen(w. t+§)

Se llega al mismo resultado encontrado, para un circuito igual pero excitado con una

fem sinusoidal, expresién (6.3) del punto 2.1 del capftulo 6.

(9.18)

O sea utilizando fuentes complejas y considerando para las variables “e(#)" e “ift)", sélo
los coeficientes de las partes imaginarias, se cansigue idéntica solucién que trabajando con
las propias funciones trigonométricas. El hecho de considerar, para las variables “e()” e
“i(t)", s6lo los coeficientes de las partes imaginarias es el motivo por el que se le da al méto-
do el apelativo de simbélica.
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Cuando se trabaja con fuentes complejas estas variables “a(t)".e “i(t)” pueden ser repre
sentadas segiin se vi6 en punto 1 anterior, por vectores de amplitud constante que girar
con velocidad angular “w” constante en un plane complejo, tal como se muestra en figur:

9.4(a). ) ) .
Segrin lo visto en punto 1 anterior existe una proporcicnalidad lineal entre “i(2)" y “e(%)

que para este caso, de acuerdo con (9.18), se puede expresar:

E (9.19)

=L Ley de Ohm (9.20)
R

Se obtiene una ecuacién lineal equivalente, definida sélo en el dominio de la ﬁ-eczf.encia
y cuya representacién grafica viene dada en figura 9.4(b) y en la que tanto _las ampht‘udea
4 » “F  "comolos correspondientes 4ngulos de fase “5” y “§," siguen teniendo el mismo
valor e ign:al que para la solucién trigonométrica del punto 2.1 del capitulo 6.

b ; 3
A A

Dominio del tiempo y frecuencia Dominio sélo de la frecuencia

Figura 9.4(a) Figura 9.4(b)

2.2 Generador mds inductancia
Por 2° lema de KirchhofT debe ser

“ e(t) = v () (9.21)

ngC) v,_T ¥ Seg'ﬂn lo visto, si

Figura 9.5

g{{} = E . g’"ﬂ" ¥y {9.22)
E =E, e con (9.23)

i §,: dngulo inicial, de fase o de referencia de “e”.
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Para determinar “i(¢)" es necesario despejarla de la expresi6n (5.36):

1 1 P ime

:=Z-JE(I)-dr=z—jE-e" dt 9.24)
X E . Janr .

:—j.m.L-J‘}-m-e - dt (9.25)

Si como en punto 2.2 del capitulo 6, al denominador de (9.25) se lo hace
joL=jX =X (9.26)

La corriente puede ahora obtenerse directamente por:

=

el Bt =T gl (9.27)

24ty

'F.’ : y
Nuevamente para “@ = cte”,icomo se vio en punto 1 anterior, existe una proporcionali-
dad lineal entre “i(t)” y “e(t)" que para este caso de acuerdo con (9.27) resultara:

I-el® = -;l— E.oler ’ (9.28)
IYL
Simplificando “ e #=* "
I= },E-- simil a Ley de Ohm pero en el método fasorial (9.29)
L i ;

Esto resulta matemdaticamente ser lo mismo que se hace con 1a Ley de Ohm en corriente
continua o alterna, para obtener el valor de la corriente a través de una resistencia. Aqui
también la analogia matemadtica permite hacer una analogfa circuital, comparando el efec-
to limitador que la inductancia ejerce sobre la corriente con el de la resistencia, En conse-
cuencia por analogia “X” es denominada reactancia inductiva compleja.

Hay que decir nuevamente que la analogia efectuada es sblo desde un punto de vista
matem4tico, recuérdese que la resistencia disipa energfa, mientras que la inductancia la
almacena en su campo magnética.

Ahora, como la unidad imaginaria *j” expresada en forma binomial es “0 + j” y ésta
segiin Euler puede ser:

i E
e’ (9.30)
. Entonces
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(9.31)

Como resultado se ve que esta reactancia compleja por ser un niimero imaginario cuan-
do se expresa en forma polar tendrd médulo “X,”, argumento “r/2” y de cualquier manera
que sea expresada, para su representacién gréfica, es necesario recurrir al plano complejo.
El médulo “X,” tiene el mismo valor que el encontrado para la inductancia con fem alterna-
da senoidal estudiada en punto 2.2 capitulo 6.

Reemplazando (9.31) y (9.23) en (9.29) queda:

8,

_—
e Y
f=£m__‘_';_=_‘€£ae..¢’{ ) (9.32)
x{. 2 21.; ¢
E .
o=Em y  g-g-me (9.33)
X,

A diferencia de la aplicacién de la “ley de Ohm para valores méximos o de pico en co- .
rriente alternada sinusoidal”, expresion (6.11) del punto 2.2 del capitulo 6; en la nueva
expresién (9.29), llamada ahora ley de Ohm para el método fasorial, no sélo se determina
la amplitud de la corriente I, ", sino que también se obtiene el dngulo de fase “§” o ses
todo lo que se necesita saber para una solucién completa.

3
A

Dominio sélo de la frecuencia
Figura 9.6

Otra ventaja que ofrece este método es la representacién fasorial, figura 9.6. Esta per-
mite una féeil verificacién del desfasaje entre las variables en juego. Si se quiere conocer e
desfasaje “p” de “I” en relacién con “E™
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p=24- 5, =-nf2 (9.34)
Se ve, como ya se habfa demostrado, un desfasaje en atraso d i
) Jase Tado, e la corriente i
a la tensién de “w/2", Este desfasaje resulta ser, con signo negativo, el én;u]}u 00211;;1::;11!;
introducido por 1a reactancia compleja, expresién (9.31) anterior,
2.8 Generador mds capacitancia

'I!:do'lo dicho para la inductancia del punto 2.3 anterior, puede ser aplicado con las dife-
rencias del caso, para un capacitor con fuente compleja como se muestra en figura 9.7,

0 Por 2° lema Kirchhoff debe ser
e(t) = v () (9.35)
e T "CT c Y como
e(ty=E-ghot v " (9.36)
R Em .el® con (9.37)
Figura 9.7 '

"+ ,,8,: dngulo inicial, de fase o de referencia de “¢”.

. bPara determinar “i(2)", es necesario recurrir al concepto de capacitancia. Por Fisica I s&
abe que:

+V, (9.38)

Donde “V.” es una constante de integracidn i i i
A " que representa la diferencia de potencial
que hay en elncafamtor enel ingtante “t,=0"" en que se conecta la fuente. La consideracién
geteata yalo‘:‘-j E cau rece de sentido en condicién de régimen permanente, porloque parala
eterminacién de “" en régimen estacionario o perm t i
i permanente no serd considerado. Luego de

) i Ao d[f‘ e}.ﬁ.f)
ity=C ar _CT (9.39)
o . d(e"”‘*) ) _
i(ty=C-E- v =j.@-C-E-e* . (9.40)
Si esta dltima se expresa:
ey=— et

i (9.41)

w-C
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También aquf si al denominador de (9.41) se lo hace:

1 i
—fr——=—j. X =X 9.42)
7 e ] Ac=4Ac (
La corriente puede ahora obtenerse directamente por:
ime it o ] b0t (9.43)
X

De (9.43), como se vio en punto 1, existe una proporcionalidad lineal entre “i(t)” y “e(t)”
que para este caso resulta:

f.el® =l E.eboe (9.44)
Xe
Simplificando “e /" queda una vez m4s lo que se ha llamado “simil de la Ley de Ohm

para el método fasorial”

(9.45)

T["I
33 e

Como se ve, este resultado es mateméticamente igual a la Ley de Ohm en corriente
continua o alterna. También aqui la analogia matemdtica permite entonces hacer una ana-
logia circuital comparando el efecto limitador que segiin (9.45), 1a capacitancia ejerce sobre
la corriente, con el de la resistencia en corriente continua o alterna. Por analogia “f,_-" se
denomina entonces reactancia capacitiva compleja. Otra vez se recuerda que esta analogia
es s6lo matematica, ya que una resistencia disipa energia, mientras que la capacitanciala

almacena en su campo eléctrico.
La unidad imaginaria “- /" expresada en forma binomial es “0 - /" resulta segin Euler:

el (9.46)
Entonces
o | 1 J==)
c = o= s — -8
w-C o C (9.47)
<t J=-5 '
Xc = XI': -2 2

Esta nueva reactancia compleja es también un niimero imaginario negativo que expre-
sado en forma polar, tendrd un médulo “X.” y un argumento “- /2" y su representacifn
grifica deber4 hacerse en el plano complejo. El médulo “X,” tiene el mismo valor que el
encontrado para la capacitancia conectada a fem alternada senoidal estudiada en punto

2.3 del capitulo 6.
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Reemplazando (9.47) y (9.37) en (9.45) la solucién queda:

o &,
- Lol I s
I=M’-’;=£Xﬂ£.;[ 1J (9.48)
==
XC * e} 2 &
Donde = .‘iﬂ y §=6+n2 (9.49)
c

A diferencia de lo que sucede con la “ley de Ohm para valores maximos o de pico en
corriente alternada senoidal”, expresién (6.19) del punto 2.3 del capitulo 6, con la nueva
expresién (9.45), llamada ley de Ohm para el método fasorial, se determina la amplitud de
1a corriente “I..." vy el éngulo de fase “8", que es todo lo que se necesita saber para la solu-

cién completa del circuito,

En el gréfico de la figura 9.8, se ve con toda claridad el desfasaje “¢” en adelanto dela upr

con relacién a *E”, ventaja ya mencionada de la representacién fasorial.

¢=08-8 =+m2 (9.50)

i 3
Este dngulo corresponde, con signo cambiado, al dngulo o argumento introducido por la
reactancia compleja, expresién (9.47).

Y
=

Y

Dominio sélo de 1a frecuencia
Figura 9.8

2.4 Circuito RLC serie con FEM compleja

Para generalizar conceptos se pretende resolver un circuito real cualquiera alimenta-
do por una fuente compleja. La figura 9.9 muestra tal circuito en el que la combinacién
de elementos pasivos lineales y bilaterales, ya ha sido reducida al equivalente serie de
los tres elementos pasivos bésicos: resistencia, inductancia y capacitancia, conectados a
dicha fuente.
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Aplicando Kirchhoff
eft)=vp+v, + v, ' (9.51)

Reemplazando cada cafda de tensién por su igual

t(f)T

; i-dt i
6(:}=£-R+L--§:-+-QA+I derivando

c c
2. i
L.d_;+R.£‘.+.1_,'=E (9.52)
Figura 9.9 dt d C dr

¥ considerando que

| e(t)=E-el® e i(t)=TeM (9.53)

Si en la expresién (9.52) se reemplazan las variables “e(¢)” e "i(¢)” por “e(tJl=E .ef-‘“‘*”'
e“ift)=l,_ .e"“%" y se deriva respecto de “4” se obtiene una ecuacién exponencial tiempo:

1 e wr+8)

] .t fa.r+8v
-0 i o _e,l.(m,n-&] +j@- Rl 'EHN +&i) +'E"rm _e}{au )

=jw‘Emu

(9.54)

Si ahora se simplifica “e**! ” y se dividen ambos miembros por Yar queda} una ecuac_ifE
algebraica donde la incégnita (el fasor corriente), es una meabie. compleja “1'=Imx.e e
independiente del tiempo. Se pone asi de manifiesto la ventaja m4s unportar}te del método
fasorial y ésta consiste en que la resolucién del problema a quedado reglucu;la. para este
caso, a encontrar la solucién de la siguiente ecuacién con variable compleja e independien-

te del tiempo:

2 :

-t L i85, JO: R i

. ‘ [ @t -
Jjo s - € jo jo-C

e =12 E % (955)
ja

Simplificando y reemplazando los fasores correspondientes

- - 1 R
jo-L-T+RT+——T=F (9.56)
Jar- i

Como las varaiables “E” e “I” son constantes por definicién equiva}e a h'aber transfor-
mado el problema de alterna como si fuera de continua pero con la particularidad de que se
trabaja con complejos. Despejando la corriente

I =———E-—1-— (9.57)
R+ - o)
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Donde

o 1

Z=R+jlaL-— (9.58)
’[ a)C)

Para expresar la (9.58) en forma polar

2
Z=_|R? +[ag‘_r:c,) =JrR*+ (x, - XC)I médulo y (9.59)
&JL--l-
- oC)_ ., - (X, - X.) argumento (9.60)
p=1g R =1Ig R

Las expresiones (9.59) y (9.60) son equivalentes a las (6.27) y (6.28) obtenidas en el
capftulo 6. E1 denominador de 13 expresién (9.57) entonces es equivalente al médulo de la
impedancia definida en el punto (2 5) del capftulo 6. Aquf por resultar ser un niimero com-
plejo se denomina impedancia r:qmpleja.

Reemplazando “E=E,,, ", (9.58), (9.59) y (9.60) en (9.57)

_F 5 i
i %:Enég:%_=§azu,ﬂ& o) f et (9.61)

Como se ve el resultado es matem4ticamente igual al que se obtiene de aplicar la Ley de
Ohm en corriente continua o en alterna para resistencias. También aquf, la analogfa mate-
mética permite entonces hacer una analogfa circuital comparando el efecto limitador que
segiin (9.61), la impedancia compleja 47" gjerce sobre la corriente, con el mismo efecto de la
resistencia en corriente continua o alterna. Recuérdese que la analogia es sélo formal, ya
que una resistencia disipa energia, mientras que la 1mpeda.nc1a disipard y/o almacenara
dependiendo de los valores de “R, L y C".

La impedancia compleja puede ser expresada segiin Euler por:

Z=Z-2/%=Z cosp+j-Z senp (9.62)

™~y N

R X

2.5 Circuito RLC paralelo con fuente de corriente compleja

Igual que como se hizo en el punto (2.7) del capftulo 6, el circuito mostrado en la figura
9.9 corresponde al equivalente serie de un circuito real, También un circuito real puede ser
representado por fuentes de corriente y un equivalente en paralelo, tal como se muestraen

figura 9.10.
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S - B X
i CD R’ L c—
Y
ir iL ic
Figura 9.10
Por primer lema de Kirchhoff: it)=ig+i, +ig (9.63)

Reemplazando cada corriente de rama per su igual

e W [vede (9.64)
:(r)_F+ Iz +C 73

La (9.64) es una ecuacién integro-diferencial, donde el procedimiento de solucién e
milar al ya expresado en el punto 2.4 anterior. La solucién para este caso serd:

— i [ w.r .
V(I) =V.elot = Max K g-"' : (9.65)
5 7 r:"[ ]

Si se hace
1
A
=juag™ ~—“‘"—'- (B8]
1 IR ~jag™! 2
- 1 1 r [ ' ] 2 5 A2 ( G ]
Y=\,(-—] +(a)C’-—} e =G +(B.-B}) -e
R’ oL’
(9.66)
De donde
el(8).
G Eptue =Y.e/ (9.67)
Si en la (9.65) se simplifica “e #*/™:
= I
o = (9.68)

e
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El denominador de (9.68) resulta ser un complejo “¥” y se denomina admitancia com-
pleja. Se ha obtenido asf una expresi6én generalizada que es la “ley de Ohm para el método
fasorial expresada en términos de la admitancia™

V= (2.69)

HQ;'I —

2.6 Resumen de aplicacién del método complejo

Dado un circuito cualquiera de corriente alterna senoidal, si se emplea el método fasorial
simbélico, el circuito puede ser resuelto (salvo por la operatoria matem4tica), como si fuera
de corriente continua. Los pasos a seguir son:

1) Reemplazar el circuito real por su equivalente complejo

Dispositivo Circuito real Egquivalente complejo
Fuente de tensién e(t)=E,  _.sen (et +3) E=E__ .e%
Fuente de corriente ™t i(t)=1 . sen (at+ 5) =] e
Resistencia " R (segun sea el caso) E 5G *)
Inductancia :+L (segun sea el caso) X, 6 B,
Capacitancia *+ C(segun sea el caso) Xc 6 §c

*) Para generalizacién se hace R=R.ey G=G.*

2) Reemplazar por la impedancia equivalente, la suma de resistencias y reactancias en
serie de cada rama, se obtiene asf una impedancia por rama; 6 reemplazar por la admitancia
equivalente la suma de conductancias y susceptancias en paralelo entre dos nodos
adyascentes. En cualquier otro caso se deberd efectuar la combinacién de resistencias y
reactancias o de conductancias o susceptancias que corresponda, trabajando como si fue-
ran resistencias o conductancias.

3) Resolver el circuito como si fuera de continua,

4) Si se desean los resultados en forma de la funcién trigonométrica seno original, se
deberdn tomar de los valores fasoriales obtenidos sélo los coeficientes de las partes imagi-

narias.

Por 1iltimo es importante aclarar que el método fasorial puede ser aplicado en todos los
teoremas de circuitos visto en corriente continua.

3. TRIANGULO DE IMPEDANCIA Y DE ADMITANCIA

Ejercicio 9.1 (de apoyo a teoria)

Sea el circuito de la figura 6.7, en el que ya se efectus el primer paso de resolucién por el
método fasorial, o sea la transformacién a su equivalente complejo que se muestra en figu-

ra 9.11.
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7 4 v
--——/I VN X \——“_
R jal  -j(l/aC)
10
Figura 9.11

El segundo paso consiste en obtener la impedancia compleja equivalente, agrupan
los elementos resistivos y reactivos conectados en serie como si fueran resistencias.

= 1 1
Z=R+jol-j—=R+jl oL -—

J JwC J( aJC) (9.70)
Z=R+j X ©.71)
'Oanfurmapular

bk
g 2
Fe R’+(am——l— i (9.72)
wC

(9.73)

Si se quiere representar graficamente la ex
presién (9.70/71) 6 (9.72/73), no queda mas re
medio que recurrir a un plano complejo llama
do en este case plano de impedancias o plan:
“R-X".

Como se muestra en figura 9.12, la resistenci:
es un niimero real positivo y las reactancias
inductiva y capacitiva son nimeros imagina-
rios positivo y negativo respectivamente.

La composicién (suma) de estos nimeros da un
complejo cuya representacién polar viene dada
por el vector “Z".
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Como se ve en la figura el médulo del complejo '15|" es la hipotenusa de un tringulo
rectdngulo; la resistencia “R” el cateto adyascente y la reactancia “X” el cateto opuesto,
razén por la que se lo llama triéngulo de impedancia.

Si se aplica Pitdgoras y tagente trigonométrica se encontrars que esta impedanciaesla
que se habfa obtenido siguiendo paso a paso con todo rigor la resolucidn del circuito, expre-
siones (9.58); (9.59) y (9.60).

Luego el circuito de la figura 9.11 puede ser
redibujado como el de 1a figura 9.13 ¥ a partir de

7 éste, salvo por la operatoria mateméatica (opera-
ciones con mimeros complejos), se procede como si
fuera de corriente continua,

Por Kirchhoff
E=V (9.74)
Figura 9.13
. j=E (9.75)
i z
Sustituyendo (9.73) en (9.76) :*  J=_E (9.76)
' -r. . zZ. ef-’
Como E-.‘-.—.Em .et®  entonces
) _a— 8
F=fnax 16 i _ I e , (9.77)
z

Se quiere determinar ahora la caida de tensién en cada componente pasivo:

Ve=R-I=R.I, -e/¥=v, .o% (9.78)
—_ -— jE 7 &‘1-5

VL XL'I:xL € z '!ma'ejj:‘{ﬂm'e [ Z) (9.79}
— — - ..f.E ] ﬁ"-z

Ve=X.-T=X_-e 1-1m-ef-”=vc,m-e{ 3 (9.80)
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La representacién fasorial resulta:

h:]

Dominio sélo de la frecuencia I
Figura 9.14

: i j tacién fasorial. Por sii
En la figura se pone de manifiesto la ventaja de la represen t faso
inspeccién%rli!:ual se comprueba que “ V,,” est4 en fase con la corriente, “V, " adelantad:

y “V.” retrasada 90° con respecto a la corriente.

Ejercicio 9.2 (de apoyo a teoria)

Sea ahora el circuito de la figura 6.9, transformado a su equivalente complejo qu
muestra en figura 9.15. ?

I ¥ 4

I CD 1R 1Vjol' Joite
L I, | A

Figura 9.15

La admitancia conectada a la fuente de corriente se obtiene sumando las conductan
y susceptancias del circuito de la figura 9.15.

Tl iipc -._.1__=L.,.-.[m.c'__l_) (9.81)
VegtioC-lgm 7" oL

F=G+i B (9.82)
- +J-
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O en forma polar
— ql{m‘c‘_ﬁ] :
G
F=.c"+ (a; gFait )1 e (9.83) !
w-L' ?
Y=Y.e/® ' (9.84)

J(aL) B,

- B
4 Figura 9.16

-

Igual que con la impedancia, la admitancia compleja admite ser representada en un
planc complejo llamado plano de admitancias o “G - B".

Aqui la conductancia es un nimero real positive y las susceptancias capacitiva e
inductiva son nimeros imaginarios positivo y negativo respectivamente y la composicién
(suma) de estos niimeros da un complejo cuya representacién polar es el vector “ Y.

Se tiene un tridngulo de admitancias con “¥” como hipotenusa y donde “G” y “B” son los
catetos.

Igual que en &l caso del tridngulo de impedancias, 1a admitancia “Y” es también la que
se habia obtenido con las expresiones (9.66) y (9.67).

El circuito puede ser redibujado como el de la figura

9.17, a partir del cual, salvo por la operatoria mate-
14 maética (operaciones con nimeros complejos), se pro-

cede como si fuera de corriente continua.

Por Kirchhoff

TGD ¥

v . (9.85)

=1

I=

Figura 9.17 V= (9.86)

‘ﬁll bt
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Sustituyendo (9.84) en (9.86) V= I,. (9.87)
Y. e 1§
Como I, .e*# entonces
== B
V= Tax | &8 ¥ = Vs * PRACES) (9.88)
Y la corriente por cada rama seré:
Ie=G- V=GV e® =1y -e* (9.89)
2 e g g &=
JL=BL-V=BL-e’2-vm-af"’-fLm-e( 1) (9.90)
v 1E ; oz
=BC'V=BC'G+ Z'Vm'e"&=fcm'e{ 3) (9.91)

La representacién fasorial ahora resulta:

J
A

Dominio sélo de la frecuencia
Figura 9.18

Como fue estudiado se ve en el diagrama fasorial que “I;” est4 en fase con la caida de
potencial “V”, “I, "retrasada 90° e *].” adelantada 90° con respecto a e,
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Nota aclaratoria

Haber asociado el circuito serie a 1a fem de tensién y el paralelo a la fem de corriente no
es obligatorio, sélo responde a un modo de encarar el tema de manera que también se pue-
de dar que el circuito de la figura 9.11 se encuentre conectado a una fuente de corriente en
cuyo caso la corriente es dato y para la resolucién completa, habrs que deteminar la caida
“V” en la impedancia.

Del mismo modo el circuito de la figura 9.15 puede tener conectada una fuente de ten-
sién con lo que se conoce la caida en cada elemento pasivo ¥ en consecuencia se puede
determinar la corriente en cada uno de ellos.

4.RESONANCIA SERIE Y PARALELO

La resonancia es un fenémeno que se produce como consecuencia de que las reactancias
inductivas y capacitivas en circuito de corriente alterna o excitados con fuentes complejas
(en el método fasorial), para determinada frecuencia “w,”, toman el mismo valor pero de
signo contrario y en consecuencia mutuamente se anulan.

Si las reactancias capacitivas e inductivas correspondientes a la impedancia del circui-
to de la figura 9.11 tienen el mismo valor

@ L———=0 y' Z=R (9.92)
mic .'.c

resulta entonces impedancia total minima y por el circuito circulard maxima corriente. -
En cambio si lo que ocurre es que son del mismo valor las susceptancias del circuito de
la figura 9.15

I B y e (9.93)
m s L! - Rf
ahora lo que resulta ser maxima es la impedancia total del circuito y minima la corriente,
0 lo que es lo mismo admitancia minima y méxima caida de potencial “V”,

Cualquiera de los dos casos de resonancia expuestos se producen para una frecuencia
determinada denominada frecuencia de resonancia y resultan ser despejando de (9.92) 6
(9.93):

6 (9.94)

1
ot
1
= i - (9.95)
m" FC} i Lo

PROBLEMAS PROPUESTOS

OBJETIVO PRINCIPAL:

CAPITULO 9

i i i i alogia de l:
Aplicando el método fasorial asociado a las leyes de Kirchhoff 4 P.la an .
Ohmpp:ra corriente alterna, resolver los circuitos propuestos utll_lz_ando cualquiers
métodos y teoremas vistos en los capitulos 2, 3 y 4. Obtenez: cun@u:mnes de resona;

circuitos, hacer diagramas fasoriales, de impedancia y admitancia.

PROBLEMA 9.1

Dado el circuito de corriente alternada sinusuida_l de la figura P9.1, encuntrs.ll
equivalente fasorial o complejo, 2) la impedancia vista por la fuentrls, ?) }:aceté e :
gulo de impedancias, determinar la frecuencia angular de resonancia “@," y e lrar:
tridngulo de impedancias para “e,". Exprese todos los resultados en forma polaz

tangular.

2002

120 mH A

O

5Q

32 mH

e(t) = 200 sen (@. t + 30°)

e S, ke o
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| B 4+,
\(‘PROBLEMA 9.2 .

£ La carga de una acerfa alimentada con 18.2 kV  y 50 Hz est4 formada:

a) por hornos de induccién cuya carga de funcionamiento normal est4 representada por
una inductancia L = 3 H, con 10% de la reactancia como resistencia chmica de pérdida,
b) por motores que estando en paralelo con la carga absorben una corriente de 7 A, con
'un desfasaje en atraso de 36°, =
" ¢) por un sistema de iluminacién formado por 500 tubos fluorescentes de 40 W, reactancia
con una pérdida de 8 W ¥ con un atraso de la corriente de 53°. :

Se quiere determinar:

1) El equivalente fasorial o complejo del circuito que modela el sistema.

2) La impedancia total vista por la acometida (punto de alimentacién de una instalacién)
8) El circuito de acometida para que la caida de tensién no supere el 3%. La longitud del
circuito de acometida es de 100m.

4) la potencia que se disipa por efecto Joule en el circuito de acometida.

5) Qué capacitor habrd que conectar en paralelo en el extremo carga de la acometida
para que la tensién de la fuente esté en fase con la corriente que suministra.

6) Obtenga la potencia disiva.da por la acometida luego de efectuado el paso anterior.

/ "

PROBLEMA 9.3

Se quiere determinar la frecuencia de la fuente para que “v(¢)" esté en fase con “i(¢)". Si
el valor eficaz de la corriente de la fuente es de 250 mA, ;Cudnto vale el valor eficaz de la
tensién en bornes de la fuente?.

v(
15K

i(f) 3x10° pF smm
' T ) 5H

Figura P9.2

%’ROBLEMA 9.4

Resolver por el método fasorial los problemas 6.1 a 6.5 dados en capftulo 6:

a) Dibujar primero el circuito equivalente fasorial,

b) Obtener la impedancia compleja equivalente.

¢) Determine el fasor de la corriente entregada por la fuente.

d) Analice y compare los resultados y escriba alguna conclusidén.
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/ PROBLEMA 9.5 TS
Si el valor eficaz de la tensién de la fuente esde 20 Vyla frecuencia es _tle 159.1?5 Hz,
se requiere determinar los valores medidos por los instrumentos, su expresién fasorial y el
diagrama fasorial.

Twmpm
D

1 mH

0O

PROBLEMA 9.6

que se conoce como modelo “n” de cualquier circuito de inter-

La figura P9.4 muestra lo .
conexidﬂ'ormado por dos conductores (cables o linea aérea) que interconectan una fuente

y una carga monofésica.
\R)("Q X‘(ﬂ! A

Vs
¥ %chz YCO’ZT

Figura P9.4

il i ién especifica en la repre-
Aiin cuando todos los componentes mostradog tienen una funci ifica

sentaci6n del circuito real, segin las caracterist:c_as pa{tkculares de cada circuito, €l mode-
1o puede ser simplificado, segiin se explica a continuacién:

ircuitos formado por cables, como los conductores son aislaflns con aislantes
:il}:::sad‘::l:lta rigidez d.ielfctrica, se encuentran instalados muy préximos uno del qtro
(baja reactancia inductiva). Estos circuitos por su costo se usan mayormente en l?ngvxtw
des escasas, menores que 300 m y segiin el caso pueden hacerse algunas de las s:g:tue?-
tes simplificaciones: 1) si la tensién es menor que’IOOO V se puede t}esgre:mr l:
capacitancia, 2) gi la seccién es inferior a 195 10 mm?, se puede desp.refnir u:ic uso 5
reactancia inductiva, ya que para esta seccién o menores la reactancia inductiva a

Hz es menor que el 10% de la resistencia ohmica.
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b) Para circuitos formados por cables utilizados con tensién superior a 1000 V, depen-
diendo del objetivo de cdlculo del modelo, puede ser necesario representar las
capacitancias.

c) Para circuitos formados por cables de seccién mayor que 10 mm? no es convieniente
despreciar la reactancia inductiva.. Cabe aclarar que en circuitos de tensiones mayores
a 1000 V, en donde los espesores de aislacién pueden ser importantes, por la mayor
separacién de los conductores se aumenta la reactancia inductiva, por lo que se deberd
analizar m4s detenidamente su eliminacién.

d) Para circuitos formados por conductores desnudos montados con aisladores de por-
celana o vidrio en postes (denominados lineas aéreas), por razones de su aislamiento,
dado por el espacio en aire entre conductores, éstos se encuentran muy separados, lo
que incrementa la reactancia inductiva. Como por otro lado las lineas aéreas por su
bajo costo, en relacién a los circuitos de cable, en general se utilizan para transportar
altos niveles de potencias a través de grandes distancias, se encuentran normalmente
asociadas a tensiones superiores a 1000 V. Por lo anteriormente dicho suelen ser de
seccién superior a 10 mm? y en consecuencia la resistencia ohmica suele tener un va-
lor muy bajo comparado con la reactancia inductiva, por la que esta dltima puede ser
despreciada.

Con apoyo en las simplificacjones enunciadas anteriormente y utilizando como modelo
bésico el circuito “x” de la figura P9.4, resolver los siguientes casos.

V,  Tipopde - Circuito , s K
(Voltios) cire. r(Qkm) x, (Qkm) x,(Qxkm) (mm? (km)
1) 220 CB (Cu) 9.000 0.099 - 2.5 0.030
2) 220 CB (Cu) 0.898 0.079 - 25 0.030
3) 7621.02 CB (Cu) 0.828 0.165 12012 25 30.00
4) 7621.02 LT (Cu) 0.6060 0.3485 307576 25 30.00
5) 76210.24 LT (AlAc) 0.1298 0.3893 343970 240/50 100.00

Para los circuitos propuestos calcule la caida de tensién y la corriente en cada rama del
modelo simplificado seleccionado considerando, en el extremo receptor para cada caso, la
siguiente impedancia de carga:

Circuito |Z] (@) arg. (grd)
1) 8 36.8699
2) 1.6 36.8699
3) 150 36.8699
4) 150 36.8699
/ . 5) 1500 36.8699
PROBLEMA 9.7 .
\/ z=12, ™%
I
by v,
Z
d
Figura P9.5
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En el circuito de la figura P9.5, con “Z, = 100 . & '**” hay una ‘I=8A)" S_E
determinar la tensién en bornes de la impedancia de carga, del generador y la caic

linea.

PROBLEMA 9.8

Para una fuente de 10 V y frecuencia de 159.155 Hz, se raquieire detem-finar
circuito de la figura, los valores medidos por los instrumentos. Se quiere también st

si6n fasorial y el diagrama correspondiente,

050 A
N0 1
0.5 mH T 500 pF
‘“’CB c ® _LD
0.5 mH "]_ 500 uF
B
Figura P9.6

7 PROBLEMA 9.9

+ .
Vl+< -GDI;=30¢”"A

para corriente alterna, ecuaciones de nodo y de trayecto

i Ohm
o en bornes de la fuente de tens;

contrar la corriente en cada rama y el valor fasorial
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(ﬁwnwm 9.10

2Q

Remplace el circuito de la figura Pa.8,
entre los bornes “A-B”, por los equiva-
lentes de Thevenin y de Norton. De-

4 muestre que

Zry=Zyfm Egy 11, )
N/

PROBLEMA 9.11

Aplicando la transformacién de fuentes ideales a reales vista en
a tra 1 s punto 6.2 del capftul
3, resolver el circuito de la figufa P9.9 utilizando el método sisteméatico de mallas. e
L]

S

~
o]
p

a(h). 12 mH; ij"

D
Figura P9.9

Considerar: i, =5.8en (314.1593 . ¢ + 0°) A
e, =20, sen (314.1593 . ¢ + 90°) A4
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PROBLEMA 9.12

Ij Idem que el problema 9.11 pero por el método sistem4tico de los nodos.
I'-/ " PROBLEMA9.13

f-—n Y

100uF 4 uF 10

|

[ —

i C N

! i

i 10 mH

; - ¢ i

[ *" T

[ 1Q T,
D -

Figura P9.10

i i el

Resolver por el método de mallas y nodos considerando:

e, =120.sen (1000 .£+0°) V
e, =240 .sen (1000.2-90°) V

_ PROBLEMA 9.14

El circuito de la figura P9.11 representa una configuracién de cuadripole “T” pasivo qui
desde el punto de vista de impedancia compleja resulta similar a lo estudiado en punto 7.
del capitulo 4. Se quiere, usando el método de las corrientes ficticias de mallas, obtener l:

! relacién V, = f(V,, I,) e I, = f(V,, I,) -

i z] 2'3
l l"-——-——' } Q- | e 03
: ViA I I [ |
Z3
:
2c & 0 4
Figura P9.11
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PROBLEMA 9.15

El circuito de la figura P9.12 representa un cuadripolo pasivo “r” que también en este
caso para impedancias complejas es similar a lo visto en punto 7.1 del capftulo 4. Utilizan-
do el método de potenciales de nodos més conveniente para esta configuracién, obtener
también larelaciénde V, =f(V,, I) eI =f(V,, I) '

Zy

Figura P9.12
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