APENDICE DE MATEMATICA

El propdsito de este Apéndice es presentaralgunas herramientas matematicas
que se utilizan en las explicaciones tedricas o en la resolucion de problemas
de ejercitacion y ejemplos. Debe ser considerado un repaso de nociones
conocidas que seran vistas simultaneamente en cursos de matematica.

1.1 NOCIONES ELEMENTALES

El algebra es el conjunto de técnicas que
usamos al realizar algun calculo con numeros
0 para manejar operaciones del tipo suma,
resta, multiplicacién, divisién, potenciacion,
etc., con numeros o con simbolos (letras)
constantes o vanables.

Dentro de ‘as nociones elementales
deseamos repasar algunas técnicas que han
sido objeto de estudio en las escuelas medias,
pero que tienen todavia dificultades serias
para la mayor parte de los estudiantes que
ingresan a la Universidad.

Comenzamos con las operaciones
usuales con numeros, por ejemplo:

345.(7-9)-16/5
12 B

?

Aqui es necesario ante todo conocer el
orden en que deben efectuarse los calculos
parciales. Para ello se han colocado los
paréntesis en la operacion parcial:

5-(7-9)

donde primero debe efectuarse la resta
encerrada por los paréntesis y multiplicar el
resultado obtenido por 5.

O sea:
5-(7-9)=5-(-2)=-10

Aqui tenemos un ejemplo del producto
(o multiplicacién) de numeros de distinto signo:
5, que es positivo (lo que indicaremos en forma
simbdlica como 5 > 0) y (-2), que es
~ negativo (o sea, -2 < 0). Para conocer el
- signo del resultado, hay que usar la siguiente

convencion, en la cual suponemos que el
“nimero simbdlico” a > 0:

a-a=a?
a-(—a)=-a?
(-a)-a=-a?
(-a)-(-a)=2a’

y lo mismo ocurre cuando se multiplican dos
numeros a y b cualesquiera.

En realidad, la restriccion a > 0 no es
necesaria. Verifigue que estas relaciones
también son validas sia<0ysia=0.

Observe que es conveniente mantener el
numero negativo encerrado entre paréntesis
para no confundir el tipo de operacion.

5 - (=2) correcto 5 - =2 incorrecto

Resuelta esta operacion parcial nos queda:

3+5-(7-9)-16/5  3-10-16/5
12 12

El numerador (la expresién que esta
sobre labarra horizontal) se puede interpretar
de dos maneras ahora:

3-10-16)/5 6 3-10-(16/5)

Asumimos la siguiente convencién para
decidir en este tipo de casos: de las
operaciones indicadas se deben efectuar
primero las potencias, luego los productos
y/o divisiones y por ultimo las sumas y
restas, cuando no haya paréntesis que
indiquen la prioridad de las operaciones.



Asi:
3-10-16/5=3-10-(16/5)=
=3-10-32=-7-32=-10.2

Finalmente nos queda:

345(7-9)-165  —10.2

12 12

Observe que hemos calculado el valor
del numerador sin tocar para nada el
denominador (la expresion -en este caso el
numero 12- que esta bajo la barra horizontal).

Esto es nuevamente una aplicacion de
un orden de priordad de las operaciones,
que podemos indicar también asi:

3+5.(7-9)-165 _
12 -

[3+5-(7-9)-16,5]/12

Realizando esta operacion nos queda
finalmente:

3+5(7-9)-16S
12

=10,2/12=-0.85

Note el signo del resultado y vinculelo
con la regla de los signos para el producto
mencionado mas arriba.

¢ Qué pasa cuando el denominador consiste
en una expresion numérica en lugar de serun
anico numero? Por ejemplo:

345-17-9)=165
4-2.152+4)+8-3

que podemos escribir:
3+5-(7=-9—-16/5]/14-2-(5/2+4)+8-3]

y calcular numerador y denominador por
separado. El numerador es el mismo que en
el ejemplo anterior, o sea, (-10,2), y el deno-
minador es (observe el orden del céalculo):

4-2-(5/2+4)+8-3=
=4-2.25+4)+8 3=
=4-2-65+8-3=4-13+8-3=
=4-13+24=15
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y entonces

345-(7-9)=165

=—10.2/15=-0,68
4-2.(52+4)+8-3 |

A continuaciéon resolvemos a modo de
ejemplo el siguiente ejercicio 1.1.a:

16-(3—1.8 2+0,5-4) +16-(3.4—4)

8(12—-7-1,542,5)-8-(4.2-1,6 2+2.6)

56
—46

.
_ 12174

23

Este ultimo ejemplo nos da ocasién para
hablar sobre la simplificacion:

(por qué (=56/46) = (-28/23)?
Obsérvese que
56=28-2y 46=23-2,
de modo que:

—56 282
46 23.2

y simplificamos el factor comun 2 en el
numerador y denominador. Sélo cuando
ambos, numerador y denominador, tienen
un factor comun, la simplificacion es licita.
Asi, por ejemplo:
32
16 2 se puede representar como

32 162
16 16-1

y eliminamos el factor comun 16

o también:

es una “simplificacion” mas larga, pero que
lleva (como debe ser) al mismo resultado.
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F Volvamos ahora al ejercicio 1.1.a. 4 Hay
I posibilidades de simplificacion antes de la
| simplificacién final, que se realizé luego de
¢ calcular por separado numerador y deno-
A minador?

Para contestar esta pregunta debemos
observar si es posible extraer factores
comunes, comunes a denominador y nume-
rador, como en el caso anterior, o comunes a
los términos que constituyen numerador o
denominador como veremos ahora:

Tomemos el numerador:
16-3-182+05-H+16-(34-4)=56
gue podemos escribir:
16-(.0+16-(.0),

enfatizando que si hay un factor comun a los
dos sumandos, 16, de modo que podemos
escribir:

16-( )+16-( )=16-[( )+( )]
0 sea )
16-(3-1.82+05-4)+16-(34-4)=

=16-3-182+05 4+34-4)

Observe que hemos quitado los paréntesis
interiores que, para sumas y restas, no hacen
falta.

Veamos si podemos proceder en forma
similar con el denominador:

8/(12-7-1,5+2.5) - &(4,2 - 1,6/2 + 2,6) = 46
gue podemos escribi~:
8/ )—-8-( ).

Aca puede haber duda, porque el primer
8 esta dividido por algo en lugar de multiplicar
algo como en el caso del numerador. Pero

8/(.)=3-[1/(.)]
(Ej.: 8/3,2 =8 - (1/3,2) ;verifiquelo!)

y entonces 8 es factor comun y podemos
escribir

C8(12-T7-1.5+25)-8-(42-1,6/2+2,6)=
=8 [1/(12-T7-1.5+25) - (42 - 1,6/2+2,6)]

¢ Podemos simplificar mas esta expresion?
Observe el paréntesis precedido de un signo
menos. Podemos quitarlo, y al signo,
cambiando todos los signos de los nimeros
dentro de él, es decir

-(42-1,62+26)=-42+16/2-26
(;verifiquelo!)

¢, Por qué podemos hacer esto? Porque:
—()=0Eh- )

y entonces

-(42-1,62+2,6)=(-1)4.2—-1,6/2+2.,6)

Observe que (—1) es factor comun de los
términos intariores al paréntesis. Entonces
podemos hacer la operacion inversa a
extraer factor comun y tener:

—(42-1,6/2+2.6) =
=(=1)- (4.2~ 1,6 +2.6) =
=(-1)- 42— (=1) - 1,62+ (~1) - 2,6 =
=-42+1,6/2-26

Observe con cuidado el segundo término,
donde hemos reemplazado a (—(—1)) por +1,
y asocie esta operacion con la “regla de los
signos” que dimos con anterioridad.

En realidad esta ultima “simplificacion”
no simplifica demasiadola operatoria. Cuando
hablamos de simplificar queremos decir
obtener una expresion de mas facil calculo.
Como vimos, esto no siempre ocurre, y queda
a su criterio decidir si en un caso dado se le
facilitan las operaciones “simplificando” los
términos comunes.

Veamos como quedd hasta ahora la
expresién del ejercicio:

16(3-1,8 2+0.5-4) +16(3,4—-4)

8(12-71,5+2.5)-8(4.2-1,62-2,6)
16(3—-1,8/2+0,5-4+3,4—4)

§1/(12-7-1,5+2,5)-4.2+1.6,2-2,6]

y ahora podemos simplificar entre numerador y
denominador el factor comun 8 (ya que 8-2=16)
y nos queda:



2 (3-1.8 2+ ).5-4+3.4-4)
[(12=7-1.542.5—4.2+1.6 2-2.6

7

=—1.2174
(-5.75)

igual que antes. Observe el resultado: Tiene
muchas cifras (es igual a —1,217391304...) y
lo hemos truncado y redondeado, de modo
que es un resultado aproximado al real y por
esa razon usamos el signo = ;Qué quiere
decir truncar y redordear? Truncar significa
eliminar cifras que son significativas pero
que podemos consicerar despreciables para
la precision de nuestros calculos en algunos
problemas de Fisica. En nuestro ejemplo
hemos truncado las cifras 1304 del final. Y
redondear significa que aproximamos las
ultimas dos cifras del numero truncado a la
decena mas proxima. En nuestro caso

Redondeado

> -121740

Truncado

1217291304 ——

1.217139
‘4);11“1 hl

cifra decir al

Si hubiéramos t-uncado a la cuarta cifra
decimal tendriamos:

-1.217391304 ..—> -1.2173

Practique truncando y redondeando el
namero w:

T =3.14159265358979...

(que ya ha sido truncado y redondeado ... ©
es un numero irracional, lo que significa que
no puede expresarse como una fraccion o
cociente de enteros, en consecuencia tendra
infinitas cifras decimales no periodicas). Le
damos algunos ejemplos:

= 314
= 31416
= 3141593

)

= 3.1

a & 3a a3 3#

I
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Recuerde que para simplificar entre F
numerador y denominador es necesario que !

haya un factor comun, y al llamarlo factor

queremos decir gue es un numero -0 una ¢
expresion numerica- que multiplica a otro A

numero o a otra expresion numérica; comun
significa que afecta a ambos.

Por ejemplo, si se tiene:
16+ 24

8

es meorrecto

E! procedimiento correcto es

16+24 82431

A pesar de ser una buena pratica, recuerde
gue no es necesario simpiificar para llegar a
un resultado correcto. Si Ud. dispone de una
calculadora, tal vez pierda menos tiempo y
tenga menor probabilidad de error si usa la
expresion original. Si no comete errores
operativos, los calculos deben dar el mismo
resultado simplificando o no. Sin embargo,
cuando se trata de expresiones simbolicas
(conletras envez de numeros), la simplificacion
permite obtener una comprension mas cabal
de los resultados.

Vamos a extender estas operaciones al
caso de expresiones simbdlicas o literales,
donde simbolizaremos a un numero 0 a una
expresion numérica mediante letras. Por
ejemplo:

3a+b _ 4
15¢

donde:

1)“a”, “b”, y “c” simbolizan atres numeros, por
ejemplo:
a=4;:b=12: ¢=2

2) “3 a” significa “3 - a” , entonces
3a=3-a=3-4=12 yaque a=4
Luego,

Ja+b  3-4+12
[5¢ 15-2

=0.8

273
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F ;Cual es el uso de estos simbolos? Primero,
I en el caso de nimeros de muchas cifras es mas

? comodo, al tener que operar algebraicamente
¢ con una expresion escribir “a” en lugar del
A numero mismo, y rzemplazarlo al final de la
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operacién cuando se desea realizar el calculo
propiamente dicho. Sequndo, en la fisica hay
constantes universales, o sea numeros
(medidas) que aparecen muy seguido en las
expresiones matemr aticas, como por ejemplo
la aceleraciondelagravedad sobre la superficie
terrestre:g=9,8m/s* y generalmente hablamos
de “g” al referirnos a este numero. Y tercero
y acaso mas fundamental, porque la forma
matematica de una expresion es mas claray
permite obtener una comprensién mas
acabada de gué se esta calculando, cuando
se trabaja con simbolos literales. Cuarto, hay
expresiones que son siempre las mismas,
aunque los datos numéricos a veces cambien.

Hasta aqui hemos visto simbolos de
numeros dados y conocidos, como en el
ejemplo anterior, es decir que a, b, y ¢ son
datos del problema. Hav otros casos en que
el objetivo del calculo es obtener el valor
numérico de un s mbolo literal, como por
ejemplo:

2-3 5
X=— ——= -=215
6--4 2
Esto es lo cue denominamos una

ecuacion. Laideaes saber cual es el numero
representado por el simbolo “x” que satisface
la igualdad. En el ejemplo anterior podemos
confirmar, por ejemplo el valor de “b”,
conociendo “a”, “c” y la relacion (3a + b)/15 ¢

= 0.8. Para hacer esto. despejamos b:

3a+b
15¢
=0.8-15¢=>b=0.8-15%—3a

=0.8=3a+b=

Reemplazando ¢ y
numericos:

a4 por sus valores

b=08-15-2-3-4=12

que es el valor asignado ab en el ejemplo. En
la jerga matematica, el obtener el valor
numérico de un simbolo a partir de una
ecuacion que invc ucre numeros y/u otros

simbolos, se denomina "despejar la incognita”.
Asi, deseamos calcular la incognita x de la
ecuacion:

3+2
X = o_q Y el valor de la incognita es
o .

Xx=2.5

Vamos a ver otros ejemplos de ecuaciones
como ejercitacion. La idea en todos ellos es
despejar la incognita x:

a) X-1=3x-21
b)y2(x=1)=3(x+2)

Pasando de miembro (observe que todos
los términos que pasamos son sumandos o
sustraendos de la expresion)

a) xX—-1=3x-21 = 3x-2l=x-1 =
=3x-2l-x=-1 = 3x-x=-1+2]
= 2x=20 = x=20/2=
= x =10

b) 2x-1H=-3x+2)=0 =
=2Kx-DH=3Kx+2) =
= 2Xx-2=3x+6 =
-2-6=3x-2x = -8=x =
= x=-8

Tal vez todo hasta aqui sea claro, salvo
los pasajes de miembro. Suelen producirse
dificultades al pasar untérmino de un miembro
de unaigualdad al otro. Son errores tipicos y
frecuentes en los examenes. En el ejemplo
parece claro gue:

* Si 21 esta restando en el primer miembro de
3x -2l —x=-1

pasa sumando al segundo miembro:
3x—=-x=-1+2I

* Si 2 esta multiplicando en el primer miembro de

2 x = 20,pasadividiendo al segundo miembro:

x =20/2



pero ;como pasamos de miembro a x en la
siguiente expresién?

2x+5=12+3ax

Para hacerlo, recordemos el orden en
que realizamos las operaciones: suponien-
do que conocemos “a’y “x”, para calcular el
segundo miembro tenemos primero que
multiplicar 3 - a - x, y después sumar este
resultado a 12. Si queremos conservar la
misma expresion al realizar el pasaje de
miembro, debemos respetar este orden. Asi,
explicitando la prioridad de la operacion con
paréntesis, podemos escribir:

2x)+5=12+(3ax)

Cada paréntesis (2 numero) es ahora un
sumando, y podemos hacer el pasaje de
miembro como en el ejemplo anterior:

2x)+5-13ax)=12
y eliminando los paréntesis y sacando factor
comun “x” en el primer miembro:
x(2-3a +5=12

y podemos despejar x (observe los pasajes
de miembro)

Xx(2-3a)=12

Hay quienes prefieren hacerlos despejes
mediante el artificio equivalente, pero mas
facilmente comprensibie, de hacer la misma
operacion a los dos miembros:

2x+5=12+3ax

resto 3 a x, a ambos:

2x—-3ax+5 =
esto es:
X (2-3a)

12+3ax—-3ax
esto se va

resto 5 a ambos miemoros:
Xx2-3ar+5=12
x(2-3ay=7
divido a ambos miembros por (2 — 3 a):

7

2 -3a

—... y llegamos, como era de esperar, a lo
mismo.
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Ejercitese -especialmente en los pasajes

F

de términos- resolviendo los ejercicios !

propuestos al final del Capitulo, serie 1.1.

Las ecuaciones que te propusimos
resolver en el parrafo anterior, tienen un sélo
simbolo literal, la incognita x, pero puede haber
(y los hay) casos en que existan otros simbolos
literales de valor conocido.Volviendo al primer
ejemplo, podriamos escribir:

_3a+b

X :
15¢

donde, como antes, a =
Entonces, como antes.

Veamos otro ejemplo:
ax+b=cx+d

donde deseamos despejar x en funcion de a,
b, cyd, cuyos valores numéricos suponemos
conocidos.

ax+b=cx+d = ax-cx+b=d =

ax—-cx =d-b = x(a-¢c)=d-b=

d-—b
X =
a—c
. b-d
(Es este resultado el mismo que x =—— 7
c—a

(Respuesta: Si)

Reemplazando los valores numéricos de
a, b, cy d obtendriamos el valor numérico de x.

Estas ecuaciones que hemos visto
plantean el calculo del valor numérico deuna
incégnita que hemos llamado x. ;Podemos
con una unica ecuacion despejar mas de
una incognita? La respuesta es que no
podemos hacerlo. Veamos el ejemplo anterior:

ax+b=cx+y

donde hemos escrito “y” en lugar de “d”, y
supongamos a = 6; b = 2; ¢ = 4. En esta
ecuacién no conocemos los valores numéricos

1
c
A
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de x ni de y. Al despejar x obtenemos, como
antes:

yv—b
X =—— vy reemplazando los valores
a4 —C
conocidos:
y—-2 y=-2 1 |
o1 2 277

O sea que no podemos obtener un valor
numérico para x al no conocer el valor
numérico de y. Analogamente, si ahora
intentamos despejar v:

ax+b=cx+:
y=b+(a-c)x

y reemplazand» los valores numericos
disponibles: v = 2 + 2 x (verifique que esta
relacion es la misma que la gque encontramos
anteriormente al despejar x). Nuevainente, al
no conocer el valor numérico de x, no podemos
obtener el valornumérico dey. Aparentemente
el problema de hallar los valores numeéricos de
dos incognitas con una ecuacion no tiene
generalmente solucion unica. Pero esta
ecuacioén si tiene solucién, en el sentido que
podemos encontrar pares de valores numericos
para x e y que la satisfacen, por ejemplo:

y=1: y=4
y=0 y=2
x=2. y=60
x=-4 y=90
ele. etc

Cada uno de estos pares de valores es
solucién y entonces nos encontramos con
que en lugar de tener una solucion, como
ocurrid hasta ahora con la ecuacién con una
incégnita, tenemos muchas soluciones, en
realidad infinitas soluciones. Esto siempre
ocurre con una ecuacion con dos incognitas
(*1). Naturalmente es imposible escribir las
infinitas soluciores, pero existe un método
de representar estas soluciones que es
cémodo y util para visualizarlas rapidamente.
Este caso es el de las ...

1.2 |NTERPRE+ACIONES GRAFICAS

Supongamos que trazamos un par de lineas
rectas y perpendiculares entre si, como en la
Fig.1.1, y las subdividimos en partes iguales
como las marcas de una regla. Es mas, como
las vamos a utilizar como reglas, una horizontal
y otra vertical, adjudicamos numeros a las
divisiones, con la eleccidon (convencional) de
poner el numero 0 para ambas reglas en el
punto de cruce.

También para saber de queée lado del 0
estamos, si a la derecha o a la izquierda en el
caso de la recta horizontal, o si hacia arriba o
hacia abajo en el caso de la recta vertical, le
asignamossigno alos numeros que colocamos
sobre las divisiones.

Fig. 1.1

Fig. 1.2

Laformamascomunde hacerlo esdando
(arbitrariamente) signo negativo a las
divisiones de la recta horizontal que estan a
la izquierda del cero y a las divisiones de la
recta vertical que estan por debajo del cero.
Pueden cambiarse estas convenciones por
la que resulte mas cémoda ante cada
problema fisico.

Nos queda entcnces algo asi, que
llamamos “ejes cartesianos”:

¢(Para qué nos sirve esto? Supongamos
ademas que tenemos una ecuacion con dos
incognitas como en el ultimo ejemplo:

y=2x+2

# 1, Un cjemio de una sola ccaacion con dos incognitas que tienen solucion dnica es X'+ y = 0. Solucion: x =0 ¢y = 0.



En tal caso:

y=2x+2=2.1+2=4

APENDICE MATEMATICO
Vamos a obtener una representacion grafica de esta ecuacién suponiendo que los F

valores de x estan rep -esentados por la regla horizontal (que en la jerga matematica se llama !
eje de abscisas) y que los valores de y estan representados por la regla vertical (el llamado
eje de ordenadas). Para senalar esta identificacion, escribimos “x” sobre la recta horizontal e “y” ¢
sobre la vertical, comc indicamos en la figura. Las flechas sobre los ejes indican los sentidos A
positivos. Consideremos ahora qué pasa con nuestra ecuacion si, por ejemplo, x = 1.

Esto significa qu= al valor x = 1 corresponde, a través de la ecuacion, el valory = 4.

La recresentacio gréafica de esta corres-pondencia consiste en marcar en el plano que
determinan nuestros ejes cartesianos un punto, correspondiente a las divisiones que
simbolizan x=1e y =4 como se ha hecho en la Fig. 1.3 (punto A).

A
4»—-1/\(134)
3k
SL !
L
1 i L i L l i L 1 Il >
S5-432-10 1 2345x
Fig. 1.3
4
4 A A
3 I
1
7, B]
F
1 1 L L 1 1 [ 1
R sy (G I R R
20
Fig. 1.4
A
y
0 )'(, x % X
Fig. 1.5

Podemos marcar todos los otros “puntos”
que correspondan a pares (x,y) que satisfacen
la ecuacién, como las que habiamos sefalado
antes:

>
11
<
e
I

2 (punto B)

x=-1: y=0 (punto C)

Si tuvieramos el tiempo y la posibilidad
de marcar todos los puntos de este plano que
representan la ecuacion:

y=2x+2,

observariamos que se forma unalinea recta
como grafica de la ecuacion. Como resulta
una recta, decimos que nuestra ecuacion es
la ecuacién de una recta. En realidad toda
ecuacion del tipo:

y=mx+b

donde m y b representan numeros dados,
tiene como representacion una linea recta en
el grafico cartesiano.

La reciproca no es cierta: no toda linea
recta en el plano cartesiano puede represen-
tarse por la ecuacion y =m x + h.

La excepcion esta dada por las rectas
verticales, para cuyos puntos, y puede ser
cualquiera, mientrasque x esta fija, y la
ecuacion que las representa es:

X =X,
X =X,
X =X
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Fig. 1.6

\
/=mx+b
T
b

i -

o

X

l« -b/m
Fig. 1.7

b \e
AN

En las rectas horizontales, del mismo
modo, y esta fija mientras que x puede ser
cualquiera:

(SRR
Il
R S

e M —

Pero estas ecuaciones corresponden,
en la ecuacién general:

y=mx +b. atenerm =0;

b=v.0b=y, etc.

Diremos que la ecuacion general de la
recta y=mx +b (con la excepcion dada) es
unaecuacion lineal, para diferenciarla de otras
ecuaciones, por ejemplo,y =ax’*+cx-, donde al
menos una de las dos incognitas aparece
elevada a una potencia que no es 1, y que
veremos en el caso mas sencillo, mas adelante.

En ésta expresion la palabra lineal debe
entenderse como relacionada con la linea
recta, y no otras lineas curvas.

Por supuesto, nadie va a tomar los
infinitos puntos Jjue representan los pares
(x,y) que satisfacen la ecuacion. Como
sabemos que se trata de una recta, basta
conocer dos puntos de la misma para
determinarla, por ejemplo, los puntos Ay B (6
Ay C 6 ByC)de la Fig. 1.4 y viceversa, a
partir de la representacion es posible obtener
la ecuacion correspondiente. Para ver este
procedimiento, vamos a analizar el significado
de las dos cantidades m y b que figuran en la
ecuacion genera de la recta

v=mx+b

Podemos observar, primero, que para x = 0,
el valor correspondiente de y es y = b. Este
punto (x = 0; y =b) corresponde al punto B de
nuestra representacién anterior y es el punto
en que la recta corta al eje de ordenadas. La
distancia medida sobre la regla vertical entre
tal punto y el cero es justamente b. Como al
punto cero de cruce de los ejes cartesianos
también se denomina origen de los ejes, a
esta distancia suele llamarsele ordenada al
origen. La situacion se ilustra en la Fig.1.7,
donde no hemos colocado numeros por estar
trabajando con un ejemplo con cantidades
simbdlicas.

¢, Qué pasa cuando y = 0? De la ecuacién de
la recta,

y=0 = mx+b=0 = x=-b/m

lo que quiere decir que el punto (x =-b/m,y =
0) pertenece a la recta (o satisface la
ecuacion). Este punto es el llamado C en la
Fig.1.4, laabscisa al origen, el punto donde
la recta corta al eje de abscisas.

Entonces, para representar una recta de
ecuacion y = m x + b podemos determinar
dos puntos:

ordenada al origen

abscisa al origen

(x=0:y=Db)
(x =-b/m;y =0)

sobre el plano cartesiano y trazar la recta
uniéndolos. ,Quépasasi b=0,0seay=mx?

Siy=mx, para cada valor de mtenemos
una recta que pasa por el origen de los ejes
cartesianos y de este modo definimos todas
las rectas (excepto la vertical) que pasan por
el punto (x = 0; y = 0), de las que se han
representado dos en laFig. 1.8. Observe que
hemos puesto m, y m, para distinguirlas.



Fig. 1.8

Para saber cémo puede hacerse esta
distincién y qué ccnsecuencias tiene en la
representacion grafica. vamos a usar un
ejemplo numérico:

Seany, =2x ey, = 4x las dos rectas de
la Fig. 1.9. Ambas responden a la forma
general: v = mx, y 2asan por el origen cero.

Para

il
I\

x =1 2y, =4

x=2 v,=4y,=8

y se ve que para todo valor x > 0 (positivo) el
correspondiente valor de y, es menor que el
correspondiente valor de y,. Pero de las
ecuaciones respectivas, observamos que esta
relacién también se cumple con los m, 2 y 4.
O sea que cuanto mayorseam, mas empinada
es la recta.

APENDICE MATEMATICO

Observe que en el caso general (conside-
remos por ahora positivas am, y m,)
y,=mx y,=m, x

para un x dado, los valores correspondientes
dey, ey, satisfacen la relacion:

YoM
y. m,
y por lo tanto, si
m,>m, =y, >y,

Como la cantidad m da informacion
acerca de cuan empinada es la recta, se la
denomina pendiente de la recta. O sea que
visualmente, en una misma representacién
grafica, podemos distinguir que una recta
tiene mayor pendiente que otra. /Y por qué
en una misma representacion grafica?
Observe las siguientes figuras:

A primera vista se diria que la recta del
grafico superior tiene mayor pendiente que la
delinferior. Sinembargo ambas sonrepresen-
taciones graficas de la misma recta, y = 2/3
X; observe que ambas pasan por el origen y
porel punto (x =4,y =6). Lo que pasa es que
la regla de la grafica de la izquierda tiene
divisiones mas pequenas que la otra. Decimos
que la escala de los graficos es diferente.

F
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Lo mismo ocurriria si hubiésemos
cambiado la escaia del eje de ordenadas.
Entonces la compdracion visual solo tiene
sentido silos ejes de ambas representaciones
tienenlamismaescala. o sealamismaunidad
de medida. A esto nos referimos antes al
hablar deuna misma representacion grafica.

Tenemos asi que las cantidades m
(pendiente) y b (o-denada al origen) de la
ecuacion de la rectay = m x + b caracterizan
completamente a a recta: la pendiente da
(en la escala de la representacion) la
inclinacién de la recta respecto del eje
horizontal o de atscisas y la ordenada al
origen es la distarcia al origen con que la
recta corta al eje vertical o de ordenadas.

Seriaconveniente que realice los ejercios
de la serie 1.2, antes de seguir el desarrollo
de estos temas.

Veamos por ejempio, el 1.2.b)
X[3-y/5=1 = x3-1=y/5 =
y,=33x-5 =
= b=-5. m=5/3

de donde la ordenada al origen es b=-5y la
abscisaal origenes (-b/m)=3,y larepresentacion
grafica de la recta se muestra en la Fig. 1.11.

Otra forma posible de representar rectas
en el plano cartesiano es usar directamente
la ordenada al origen y la pendiente que,
como hemos dicho. esta relacionada con la

inclinaciéon de la recta respecto del eje

horizontal.

vyt v=(53)x-5

Fig. 1.11

Para expresar esta relacién debemos
hacer una incursion en el terreno de la ...

1.3 TRIGONOMETRIA ELEMENTAL

La trigonometria es una rama de la mate-
matica asociada al estudio de las propiedades
delostriangulos (tri: tres, gono: angulo, metro:
medir). Consideremos, para ejemplificar la
situacion, la representacion grafica de dos
rectas con la misma ordenada al origen:

y=mx +biy=mx+b

Sabemos que la recta sera mas empinada
(mayor inclinacion respecto del eje x) cuanto
mayor sea su pendiente, de modo que en la
Fig.1.12 se cumple que

m,> m . ambas positivas

También podemos medir esa inclinacién
con el angulo 6 que la recta forma con el eje
x. Observe la convencién con que se mide 6:
a partir de la parte positiva del eje x y en
sentido antihorario, Fig. 1.13.

Fig. 1.13

En nuestro ejemplo para las dos rectas
de la Fig.1.12

92>6



Ahora deseamos es-ablecer una relacion
matematica entre my 6 para cualquier recta.
Consideramos entonces dos puntos cuales-
quiera (x,,y,) y (x,y ) pertenecientes a la
recta, Fig.1.14. Para ahorrar escritura
simbolizaremos losincrementos (aumentos)
en las variables coorcdenadas con:

AX = X- X

2 1
Ay =y~ v,
y usando la ecuacion de ia recta

y =mx +b

APENDICE MATEMATICO

%
A

Ax

Fig. 1.15

podemos escribir:
y,= mx,+ b
y=mx+b

Restando miembro a miembro estas dos
ecuaciones tenemos:

Y- ¥,= (mx+ b) - mx+ b) = mix,- X))

0 sea:
A

m:—y

Ay = mAx Ax

es decir que la pendiente de la recta es igual
al cociente de incrementos, y observe que,
como los puntos tomados para definirlos son
cualesquiera, esta relacion es independiente
delosvalores(x,,y,), (x,,y,) y €s unapropiedad
de la recta misma.

Dado que los ejes x, y (y por lo tanto
también los segmentos Ax y Ay) son pepen-
diculares entre si resulta un triangulo
rectangulo de catetos de longitud igual a Ax
y Ay, respectivamente, e hipotenusa dada
por el tramo de la recta entre los dos puntos
considerados, Fig. 1.15.

La longitud Al de esta hipotenusa se puede
obtener mediante el Teorema de Pitagoras:

Al2= Ax2+ Ay?

Porotra parte, Ax yAy estanrelacionados
entre si por la pendiente de la recta:

Ay = m Ax.

Estas dos relaciones entre las longitudes Ax,
Ay, y Al han surgido hasta ahora en forma
geometrica. Podemos obtener otras relaciones
definiendo las funciones trigonométricas
asociadas al angulo ©:

seno B =senb = él
Al

AX
cosenod = cosH = —
Al

: A
tangente© = tg0O = = = m=tgl
AX

Repetimos: estas son definiciones. Hay otras
funciones trigonométricas que pueden
derivarse de estas fundamentales, pero que
no son imprescindibles para nuestro curso.

f o
Ayl

|

Fig. 1.16

F
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Las funcionestrigonométricas dependen
exclusivamente del angulo considerado. Para
demostrarlo consideremos los dos triangulos
de la Fig 1.16, que comparten el angulo o: el
triangulo mayor definido por Ax,, Ay,y Al,
y el triangulo menor definido por Ax,, Ay, y
Al,. Puede observar que estos triangulos se
extraendelamismarecta,y =mx+b,tomando
incrementos diferentes en las variablesx ey.

Entonces

Ay
AX

i A}’z

m-

AX,

y se ve que la relacion Ay/Ax, que da la
tangente del angulo 6 es la misma para cual-
quier Ay y cualquier Ax, es una relacion que
depende unicamente de la pendiente de la
recta o, lo que es lo mismo, del angulo 6. Asi
la funcion tge calculada con cualquier triangulo
rectangulo que deseemos construir, da siempre
el mismo valor.

Veamos qué pasa con las otras funciones
trigonometricas:

tenemos:  COSO=—=

pero

Al = (A3 Ay -

:\/Axf+(mAxl): =Ax,V1+m’

donde se ha usado que Ay,= m AXx,.
Analogamente

Al :Ax2\/1+m3

y entonces
AX, Ax, _ | ~ cos O
All A“ «/l+m3

y nuevamente la funcién trigonométrica co-
seno no depende de los valores particulares
de Ax y Ay. Finalmente, notemos que:

Ay [(Ay\ A
sen 6:—X=; [—X)(—x) =tg O cosO
Al Ax /A Al

1 m
!ﬁsenﬁzm i = = -
\ VI+me \/l+m',

y como tg b y cos £ son funciones indepen-
dientes de |os valores de Ax y Ay, sen 0
tambiénio sera. Lasfuncicnes trigonomeétricas
dependen exclusivamente de!l angulo © al
que estan asociadas.

Del procedimiento anterior podemos
resumir las siguientes relaciones de las
funciones trigonométricas con la pendiente
de la recta:

tgb=m
5 |
COsSO = ——
Vi+m®
m
sen 6 =

Fig. 1.17

y las siguientes relaciones entre las mismas
funciones trigonométricas (jdeduzcalas!)

sen 6
((Te fad
© cos6
]
cosO = -
1+tg6
tgO = sen” 60+cos’ O=1
senb = -
1+tg 0



(o O sen O
o = =5
T Vl—sen'
1 I BN \/ |
tg 0= V. o—cosT 0 = —— 1
£ [ cos 6] cos 0
NOTAS:

A) Hemos identificado la pendiente m de la
recta con la tangente trigonométrica del
angulo 6 que forma con el eje horizontal. En
rigor, esto no siempre es correcto y es una
fuente habitual de confusiéon por dos motivos:

i) Las magnitudes asociadas a los ejes
cartesianos. La funcion tg 6 no tiene dimen-
siones (o unidades) porque se trata de un
cociente entre longitudes, Ay/Ax. Por otra
parte, en Fisica graficamos funciones que si
tienen unidades. Por ejemplo, la velocidad
de una particula con aceleracion constante
varia en el tiempo segun la expresion:

vit) =v +at

”

donde v_ es la velocidad inicial v = v(0), “a
la aceleracion y t el tiempo. Si graficamos
esta relacion en un diagrama cartesiano,
llevando t en abscisas y v en ordenadas, la
grafica resulta una linea recta. La pendiente
de estarecta esla aceleraciéon del movimiento.

m=a

Fig. 1.18

y por tanto, esta medida en unidades de
aceleracion, es decir, en, por ejemplo, m/s2.
Por otra parte, la furcién tg no tiene unidades.

APENDICE MATEMATICO

Entonces, hablamos mas rigurosamente si
decimos que la pendiente de la recta es
proporcional a tg 6, en lugar de decir que
son iguales. Por ejemplo sabemos que el
angulo cuya tangente es 1 es de 45°.

¢, Pero qué angulo tendra como tangente
a 1 m/s2?. No lo hay. En todos los casos de
interés para la Fisica, los ejes cartesianos
representan magnitudes fisicas y tienen
unidades, de modo que hay que tener cuidado
de no confundir la pendiente como relacién
de cantidades geométricas. Ademas,
tenemos un segundo problema, que es

ii) la escala del dibujo, sobre la cual ya
hemos hablado. Los dos graficos de la figura
representan el mismo movimiento, pero las
escalas (es decir, la longitud que representa
alaunidad de medida) de los ejes horizontales
correspondientes al tiempo son distintas, y
por lo tanto, son distintos los angulos de
inclinacion 6 de las rectas y sus tangentes
trigonométricas respectivas.

Sin embargo las pendientes, que dan la
aceleracion del movimiento, son iguales por
tratarse del mismo movimiento: 10 m/s2.

Este problematambién se salva conside-
rando a la pendiente como proporcional a la

F

|
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tangente trigonometrica del anguio de
inclinacion en la representacion grafica.

Para una grafica dada, entonces, hay
una constante de proporcionalidad entre m y
tgo: m = C tg 6. Esta constante C depende
de:

B O D~

- las unidades dimensionales de las
magnitudes representadas sobre los ejes
cartesianos.

- la escala del grafico.

B) Sobre la medida de los angulos:

90° 180° 360°

Jar e
N

Fig. 1.20

EL uso corrient2 es medir los angulos en
grados, de modo que un angulo recto corres-
ponde a 90° y una vuelta completa a 360°. En
calculos cientificos a menudo es conveniente
usar otra unidad de medida que es el radian.
Supongamos una barra de longitud | que gira
alrededor de uno de sus extremos O. Se
define al radian como el angulo que gira la
barra cuando la longitud del arco de
circunferencia recorrido por el extremo libre
es igual a la longitud de la barra, como se
indica en la figura. Para cualquier angulo
barrido, su valor en radianes es igual al
cociente entre la longitud del arco de
circunferencia recorrido por el extremo libre y
la longitud de la barra, o sea:

O (radianes) =s/1

284

Para relacionar esta unidad de medida
con los grados usuales, podemos notar que,
cuando la barra gira una vuelta completa el
angulo barrido es de 360" , y la longitud
recorrida por ef extremo librees 2 nl, la
longitud de ia circurferencia de radio I.

Entonces:
0 (grados) = 360
2 rt radianes = 360°
O (radianes) =2xwl/1=2n
y se tiene que:
1 radian = 360/2n grados = 57° 17’ 45"
1 grado =2n/360 radianes=0,017453 radianes

Generalmente, el simbolo “rad” que
indica la medicion en radianes, se suprime en
la escritura. Existen tablas de las funciones
trigonométricas para angulos en grados y en
radianes, y todas las calculadoras que
incluyen funciones trigonométricas pueden
obtenerlas para ambas unidades de medida,
y a veces una tercera unidad, llamada
gradientes (grad).

Es conveniente que recuerde el valor en
radianes de algunos angulos de uso comun:

0°=0rad 90" = 1/2 rad
30° = 1/6 rad 1207 =2/3 it rad
45 = /4 rad 1359 = 3/4 1w rad
60° = 1t/3 rad 150° =5/6  rad

1807 = 1t rad
90°
120° 60°
135° 45°
1504 30°
180° 0°
Fig. 1.21
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Agunas propiedades de las funciones trigonométricas

Ademas de las proniedades anteriormente mencionadas, daremos sin demostracion las siguientes (ver
cualquier libro de matemraticas de 4° ¢ 5° afio del secundario)

/7~ Si

B=0,+0,

sen@=sen( +0 1=
=sen ) cos O
+0) =

cos 0 = cos (0

= COos 0! cos B

el +1e0,
teB=1g(B +6. ' = i—l h+120,

'\‘—'-.e! L'-_'-e_

cos b osen 6,

~

sen O sen 0, -

N
(/'_

siguientes para el angulo doble:

y
~

Si 0, =0, en estas formulas, obtenga las

(si 0=0-0

sen=sen (0, -0)) =
= sen H. cos 0, - cos 0, sen E'): :

cos B = cos (0, -0,)=

= cos B, cos 6, +senB sen 0,

b= |g{.i‘}‘. ~-0.)= =

~

-
4

siguientes para el angulo mitad:

Si 0, =0, en estas formulas, obtenga las

JAN

J

~

oy o
scn(ze)z.?scn Bcos O sen | ;-;: \[_.i"’_“_., cos B)
cos(260) = cos” I-sen” O= {; _r;__._--.____,
=1-2sen” 0= 2con O-1 CUSI‘. 5= \.}“{“ +ceos B)
w(20) = 225 o) =

l_lgj hl_l_! | +cos O
. AN
/
Si: Si: Si"t 9+ 6, =0°=360'=
senB; =cosB, senB, =sen B, [wn B =g,
6+ 6,=90r = cosB, =sent, B+ 0, =180° = {cos B, =-cos 0, =Jeos8, =casd,
¥ = 1f '\ o = —to |
l‘z.-el g H..‘ lg el I»'.-E": l[g BL =~y H
° 180°
XN Fad
Fig. 1.22 a Fig. 1.22 b Fig. 1.22 c.
N\
0 sen O cos 0 tag ©
0" = read () | ()
Valores R
307 5 - /2 Y3/~ 0,860 V3L =057
especiales | 45 g eI V2 0am !
60 * = T4 rad “E/ - 0.866 - /2 VA=1732
90 = UL rad 1 0 oo

*Estas relaciones pueden obrenerse de las formulas para 0, - 9,, en este caso suele decirse que 0, =

L1

>0 —0—m
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1.4 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Cuando tenemos una ecuacion lineal, o sea
aquéllas en las que la incognita aparece
elevada solamente a la potencia cero o uno,
conunaincognita siempre es posible, algebra
mediante, hallar la solucion, es decir, el valor
de la incognita que satisface a la ecuacion.
Cuando se trata de una ecuacion con dos
incégnitas no existe en general solucion unica,
sino infinitos pares de valores para las
incognitas que satisfacen la ecuacion vy
podemos representar tal conjunto de
soluciones mediante unarectaenundiagrama
cartesiano.

;,Qué pasa ahora si tenemos dos
ecuaciones con dos incognitas?.

Cada una de e las puede representarse
en un diagrama cartesiano mediante una
recta, y expresarse en la forma

y=m x+b,
y=m,x+b,

Veamos si este sistema tiene solucion.
Para ello tiene que haber (al menos) un par de
valores (x, y) que satisfaga simultaneamente a
ambas ecuaciones. Desde el punto de vista de
la representacion grafica, como un par (x, y)
que satisfaga a una de las ecuaciones es un
punto de la recta que la representa, altener que
satisfacer a ambas ecuaciones debe ser un
punto perteneciente a ambas rectas, es decir,
es el punto de cruce de ambas rectas en la
grafica, si es que las rectas se cruzan.

Fig. 1.23

A esta primera solucion la llamaremos
“solucion analitica” y para hallarla proce-
deremos con el denominado “método de
sustitucion” que quiere decir: despejar y en
funcion de x en una de las ecuaciones (o al
revés, x en funcién de y si resulta mas facil)
y reemplazar la expresiéon obtenida en la otra
ecuacion, que queda entonces unicamente
en términos de x (o de y en la otra versién) y
entonces puede despejarse x.

Veamos cémo funciona el sistema :

y=m x+b,
y=m,Xx+b,

Por ejemplo, despejemos y en funcion
de x de la primera ecuacién: esto ya esta
hecho por la forma que tiene. Ahora
reemplazamos esta expresion para y en la
segunda ecuacién

m x+b =m,x+b,
Despejamos x:

m Xx-m,x=b,-b =

x=(b,-b)/(m -m)

Obsérvese que x esigual a una expresion
que no contiene incognitas: m,, m,, b, y b,
son datos simbadlicos conocidos.

Con este valor (que existira y sera tnico
solo en el caso en que m, # m,) para X
despejamosy en cualquiera de las ecuaciones
originales:

y=mx+b, =

=y=m,(b, —bl)/(m] -m,)+b, =

m, —m,
Entonces:
y=(m b,-m b +mb - m, b )/(m -m,)
y simplificando:
y=(m b,-m,b)/(m -m,

que es el valor de y.




-F——wmw—v——v - Ty

Luego el par
x=(b,-b/(m -m,)
y=(m b,-m_b)im -m,)

es la solucién del problema, es unica sélo en
el caso ya mencionado en que las rectas se
cruzan y no son paralelas o superpuestas.

La resolucion grafica consiste simplemente
en dibujar las rectas representadas por las
ecuaciones y determinar el punto de corte:

A
Yl y= m.x+b,
y =mx+b,
-1 :
1
A )
0 X

Fig. 1.24

De las ecuaciones que dan la solucion al
problema puede verse que hay un caso
problematico: ;qué pasa si m, = m,? La
diferencia (m, - m,) aparece en el denominador
tanto para el valor solucion de x como para el
valor solucion de y, v sabemos que no es
posible dividir por cero. Llendo hacia atras en
nuestra algebra volvemos al paso inicial donde:

mlx+h|=m‘x+h,

simplificando:
b =b.

pero esto no es generalmente cierto. Si
originalmente b, = b, las dos ecuaciones
representan la misma recta y entonces no
tenemos dos ecuaciones con dos incognitas
sino una ecuacion condos incognitas escrita
dos veces y hay infinitas soluciones (todos
los puntos de la recta). Si originalmente b, #
b, esta relacion que obtuvimos es falsa y por
lo tanto

m|x+bI ¢m__‘r¢+b2

de modo que no hay solucién.

APENDICE MATEMATICO

Para verlo en la representacion grafica,
observemos que

y=m Xx+b,
(b, #b,)
y=m,Xx+b,

Fig 1.25

representan dos rectas de igual pendiente y
distinta ordenada al origen, o sea, dos rectas
paralelas, y las rectas paralelas no se cortan,
lo que es otra forma de decir que el sistema
no tiene solucion, o sea, que no existe ningun
par (x, y) que simultaneamente pertenezca a
ambas rectas.

Cuandotenemaos escritas las ecuaciones
en la forma de ecuaciones de rectas, es facil
por inspeccion observar si las pendientes
soniguales entre siy decidir, antes de realizar
el calculo, si el sistema tiene o no solucién.

En general, el problema de dos ecuaciones
con dos incognitas viene formulado de la
siguiente manera:

a,x+b y=c,

a,x+b,y=c,

donde a,, a,, b, b,, ¢, y ¢, son simbolos de
valores numéricos conocidos. Le dejamos como
ejercicio demostrar, usando el método de
sustitucion, que la solucion de este sistema es:
— hIC_‘ — h_‘cl

b,a, —b,a, b

X

y que la condicion de solucidon inexistente
(rectas paralelas) esta dada por

alfb] = azlb:

F
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En la serie ce ejercicios 1.4, al final del
Capitulo 1, puedes practicar con valores
numMeEricos.

Asi como para despejar una incognita
necesitamos una £cuacion, para despejar dos
incognitas necesitamos dos ecuaciones, en
general, si existe solucion, para despejar un
numero cualquiera N de incognitas se necesita
disponer de N ecrLaciones que las vinculen.

La rama de las matematicas que estudia
la resolucién de estos sistemas complicados
de N ecuaciones con N incdgnitas se
denomina algebra lineal.

Dispone de poderosos métodos de
calculo basados en una sistematizacion
del método de sustitucion que hemos
planteado parae caso N =2. Desde ya que
la cosa se comp ica A medida que aumen-
tamos N, pero la filosofia del procedimiento
es siempre la misma: despejar unaincognita
en términos de as otras, sustituir en las
ecuaciones originales y simplificar, con lo
que se obtieneunsistemade (N- 1)ecuaciones
con (N-1) incognitas. Repitiendo el proce-
dimiento se obtiene un sistema con, sucesi-
vamente, (N-2). (N- 3), ... ecuaciones con
(N -2), (N-3), ..incognitas, hasta que se
llega a una ultima ecuacion con una unica
incognita (que resultara en general muy
compleja si previamente no se realizan
simplificaciones numéricas). Se obtiene el
valor de esta inccgnita y se la reemplaza en
el par de ecuaciones con dos incégnitas
obtenidas en el paso anterior, calculando asi
el valor de la otra ncognita. Pasos sucesivos
permiten obtener!os valores de las incognitas
restantes hasta completar el calculo. Por
supuesto, el sistema tiene una unica solucion
onotiene solucior otiene infinitas soluciones.
Para que no haya solucion basta que cualquier
par de ecuaciones del sistema no la tenga.

Si quiere practicar, use el método de
sustitucion para ei sistema (modesto) de tres

ecuaciones con tres incognitas.
5x-2y+3z=2]

-

2x+y-27=-3
X-y+z=6
z=3)

Respuesta: (x =2.y =-1:

1.5 ECUACION CUADRATICA

Hasta aqui hemos visto ecuaciones (o sistemas
de ecuaciones) en que las incégnitas aparecian
elevadas a la primera potencia o a la potencia
cero)

X'=x 1 y'=y

llamadas ecuaciones lineales. ;,Qué pasa si
tenemos ecuaciones con incognitas elevadas
a cualquier potencia? Por ejemplo:

2 3 12 [

X" =XK1 Y =Sy X =AYy = -‘Jy" s ete

La primera respuesta es que la cosa se
complica mucho. Por esa razéon vamos a
estudiar, ya que es de uso comun la llamada
ecuacion cuadratica oecuacion parabélica
en que unicamente una de las “variables”
esta elevada al cuadrado; la forma general
que trataremos es:

y=ax'+bx+c

Esta es una ecuacion con dos incégnitas,
y entonces, al igual que en el caso anterior, no
tiene solucidén unica sino un conjunto infinito de
soluciones. Para ecuacioneslineales, la grafica
cartesiana representa este conjunto como una
recta. Si la ecuacion no es lineal, la grafica
resultard generalmente una curva. La curva
que representa a la ecuacion cuadratica en un
diagrama cartesiano se denomina parabola,
de donde el nombre de ecuacion parabodlica.

Para observar la forma de una parabola
en la representacion cartesiana, haremos una
tabla de valores que consiste en encolumnar
pares (x, y) que satisfacen la ecuacion
cuadratica y llevarlos a los ejes cartesianos.

Para ello asignaremos valores ax y con la
ecuacion calcularemos los correspondientes
valores de y.

Supongamos la ecuacion:
y=2x-4x-3

A continuacion damos la tabla de valores
(jcompruébelos!) y la grafica de la curva:
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Observe que la parabola tiene un vértice (x = 1; y = -5) por el cual pcdemos trazar un eje
vertical de simetria (dibujado en linea de rayas en la figura): la parabola se ramifica en forma
simétrica a ambos ados de este eje. Observe ademas que la paraboia corta al eje de
ordenadas en (x = J; y = -3). De la ecuacién general:

y=ax2+bx+c

la ordenada al origen resulta de hacer x =0 =>y = cy éste es justamente el valor de cruce
de la parabola con gje y.

Es mas dificil conocer el cruce de la parabola con el eje x, que en realidad pueden ser:

- Dos puntos de cruce (como en la figura).

- Un punto de cruce (cuando el vértice se
produce exactamente sobre el eje x.

- Ningun punto de cruce (cuando el vértice y
todo el resto de laparabola estan porencima
2 cruces o por debajo del eje x). Estas situaciones
se ilustran en la Fig. 1.27. Note que la
parabola puede apuntar hacia abajo o hacia
arriba, y el vértice estar en cualquier posicion
del grafico x, y. Volveremos sobre esto.

1 cruce
El cruce con el eje x implica hallar la
solucién de la ecuacion cuadratica bajo la
condicion y = 0, o sea
ax2+bx+c=0
ningln cruce La solucién de esta ecuacion cuadratica

puede obtenerse mediante una triquinuela
matematica, que suele denominarse

“completar cuadrados”, sabemos que:

Fig. 1.27
(a+b2=(a+b)(a+b)=a2+2ab+b?
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aZ+2ab=(a+b)- b2

=0 -0 -

y si tenemos una expresion como “a2 + m a”
donde m es una constante cualquiera,
podemos suponer m =2 b y escribir:

aZ2+ma=a’2+2ab=
=(a+b)2-b?=(a+m/2)2-m24

Esta es la “triquinuela” que usaremos para
resolver la ecuacion cuadratica:

ax2+bx+c=0

Primero dividimos toda la ecuacién por a.
Como 0/a = 0 cualquiera sea a (distinto de
cero, por supuesto) tenemos:

x2+blax+c/la=0 = x2+bla x=-c/a

Completamos cuadrados en el primer
miembro:

x2 + b/a x = (x + b/2a)? - b?/4a2
y, entonces,
(x +b/2a)2- b¥4a2=-c/la =
(a + b/2a)2 = b2/du? - ¢/a = (b? - 4ac)/4a?

y, observando que la raiz cuadrada del segundo
miembro puede ser positiva o negativa, ya que
(+b)? = (-b)?, obtenemos:

LI (G ey
2a da- : 24

—dac I:—bi\/b—:iél-ilc

b b - 4ac
X=——= - — = X
2a 2a 2a

¢, Qué representa el doble signo?.

Que tenemos dos soluciones posibles:

—b++b’ —4ac
= ar) -
B —b—b* —dac

X, T

2a

lo que es otra forma de decir que la parabola
corta al eje x en dos puntos. Pero hemos
dicho que no siempre ocurre esto.
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Por ejemplo si
b2=4ac

el radicando se anula y tenemos que X, =X,
=-b/2a. Los dos puntos de cruce se confunden
en uno, que es el vértice de la parabola.

Y de paso observamos que, sin quererlo,
hemos hallado la abscisa de! vértice de la |
parabola:

X =-b/2a ]

y de la ecuacién cuadratica hallamos la
ordenada de ese vértice.

y=ax?+bx +c=
= a(-b/2a)? + b(-b/2a) + ¢ =
=b%4a=b}2a+c=
=-b%4a+c =

= -1/4a (b2 - 4ac)

tal que, resulto:

y, = -1/4a (b? - 4ac)

4 ‘
i 4
x‘] XI., X,
| | % - 11 >
! 1 I:I I X
' [
% A ;
4
1
Fig. 1.28

iObserve que el paréntesis es justamente
el radicando del que veniamos hablando!
Si la parabola tiene su vértice sobre el eje x,
entonces logicamente y = 0.



Hay un tercer caso, en que el radicando
b2 - Jdac

es negativo. En tal caso la raiz no tiene
solucion real (su solucion es un numero
complejo) y no hay cruce de parabola con el
eje x. Sin embargo puede verse que la

expresiones yamensio-nadasparax ,y, valen -

también en ese caso. Al radicando se lo suele
denominardiscriminante [A] de la ecuacion
cuadratica.

Calculemos los puntos de cruce de la parabola
del ejemplo con el eje x.

Aqui, a = 2, b = -4, ¢ = -3. Entonces:

—b++b’ —dac
X[._ = ——Ta- ——
_4x\16-4:2:(3) 42740
N 4 4
que coinciden con
X, =i@52~53| los valores que
4 podiamos obtener
4-+/40 . (idealmente) de la
2= T4 T —0.551 grafica.

Calculemos las coordenadas del vértice:
X, =-bRa=-(-H/(22)=1
X, =1
y, =-1/4a (2?2 - duc) =
=-1/4-2 [16 - 4-2-(-3)] = -40/8
y =-3

que también coinciden con los valores
obtenidos del grafico.

Otras relaciones que podemos obtener
ligan la posicion del vértice con los puntos de
cruce con el eje de abscisas.

Sean

=—b+\fb:—4ac -

2a

_ —b—+b’ —4ac

- 2a

el

X
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Entonces (jcompruébelo!):

=2X

| \

X, + X

ademas,

_[a
Va

Para compietar este analisis de la
ecuacion cuadratica debemos mencionar un
criterio para decidir sin graficar si la parabola
apunta hacia arriba o hacia abajo, o dicho en
términos mas técnicos, si la concavidad se
halla hacia abajo o hacia arriba (relea esto
mirando la grafica del ejemplo, por favor).

3= %=

Lamentablemente no hemos halladouna
forma simple de estahiecer este resultado,
por damos sin demostracion:

a > 0 => concavidad hacia arriba

a < 0 => concavidad hacia abajo

Fig. 1.29

Y resumimos ahora las propiedades de
la parabola, siendo:

A =b?-4dac
« Coordenadas del vértice:
X, =-bl2ay =-Alda

- Interseccién con el ejey: x = 0:y = ¢
(ordenada al origen)

- Interseccién con el eje x:
- IAY: v =
X,,=12a(-b+VA)y=0
.dos crucessi A>0
. un cruce (vértice) si A=0

. ningun cruce si A <0

>0 — W -
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1.6 NOTACION CIENTIFICA

En fisica a menudo nos encontraremos con
numeros muy grandes o pequenos, lo que
complica el usarlcs en calculos. Por ejemplo,
lamasade latierra, expresada en kilogramos,
es:

m. = 5980000:00000000000000000 kg

y la masa de la particula llamada electron,
que forma parte de los atomos es:

m_ = .0000000000:0000000000000000000091 kg

0 sea que m, esta dada por 590 seguido de
22 ceros y m_por 91 precedido por 30 ceros
después del punto decimal.

Es entonces logico tratar de expresar
estas cantidades de una forma tan compacta
como sea posible, y esa forma es la notacion
cientifica o notacion exponencial.

Para escribir un numero mayor que 1 en
esta notacion vamos corriendo sucesivamente
el punto decimal (coma decimal) hacia la
izquierda. Cada desplazamiento de una
posicion equivale a dividir el numero por
diez:

3THI10=31.1: ITHI00 =377
377/1000 = 0,377

de modo que para mantener el mismo numero
debemos multiolicar por diez en cada
desplazamineto:

377=37.7-10: 377=3,77-100;
377 = 0377 - 1000
o lo que es lo mismo:
377 =377 10: 377=3,77 - 10%
377 =0.377 - 10°

y asi sucesivamente. En el caso de m,
tenemos:

m, = 5980000000000000000000000 kg
22 ceros

m, =593 - 10 =598 10

resulté finalmente m_ = 5,98 10*, que esla
notacion cientifica buscada.

Para numeros menores que 1 corremos
el punto decimal hacia la derecha. Cada
desplazamiento de una posicion equivale
ahora a multiplicar el numero por diez:

0,00377 - 10 =0,0377,
0,00377 - 1000 = 3,77

de modo que para mantener el mismo nimero
ahora debemos dividir por diez en cada
desplazamiento, con la notacién:

1710 = 107" ... 171000 = 10 *; etc.
Luego:
0,00377 = 0.0377 10" = 0,377 10" = 3,77 10*
En el caso de m_tenemos:
m_ = 0,00000000000000000000000000000091 kg
30 ceros
m=0.91 10" kg
m, =9.110" kg

Las calculadoras con notacion cientifica
tienen una tecla “E”, “Exp” para ingresar
numeros en esta notacion. Verifique la suya
para ver como aparecen los numeros en
pantalla.

Recuerde que:

10* = 10000
10* = 1000
10° = 100

10" = 10
10°=1
10"=0.1

10~ = 0,01

104 = 0.001

10+ =0.0001




;,Cémo operar con numeros con esta
notacion?

Para ello es necesario recordar que:

a‘*-a =a!
(se suman las potencias en el producto)
ey = a* - at = gy
(se restan las potencias en la division)
l/a*=a™: l/a* = a
(se pasi de numerador ¢ denominador y viceversa

cambiando el sirzo de la potencia)

Por ejemplo:

a-at=a""=al
At = =0
/a= = [/a®
2. ad. g =g'*ivh = v
gl =2 =1"= ]

todo numero elevado a la ceroda 1
(menos el cero)

afa’=a""Y=al=31

todo numero elevado a la 1 da el mismo
namero

alat=a""'=a'=1/a

todo numero elevado a la (-1) da la
inversa del nimero.

Si se marea con estas sumas y restas de
exponentes, intente expresarlas operaciones
escribiendo las potencias como productos
repetidos, como:

a’ = a-a-a-a-a a'=aaa

5 veces 3 veces

APENDICE MATEMATICO

Entonces: F
!

3, 83 = 2.99:2.8 - F-8-0 = BelieDs o u et 1
a - d = a-a-a-aa-aaa=aaaaaaaa=a |
a-a-a-a-a . C

2’} = =aa=a’ A

a'xa'xa'=aaa-aaa-aaa=2a
9 veces

Como este procedimiento es eficaz hasta
cierto punto,por ejemplo, considere la
operacion

9%

a% . a% /a* =g,

trate de volver al esquema anterior una vez
que comprendio la operatoria.

Aclaremos estas reglas con otro ejemplo:

Calcularlafuerzade atraccién gravitatoria
entre la Tierra y el Sol, usando la Ley de
la gravitacion de Newton :

M, M,
F=G
dZ
donde:
G=6.67x10""Nm¥kg2(cte.de gravitacion universal)

M

T
M

5

d=15x 10" m

I

598 x 10** kg  (masa de la Tierra)

(masa del Sol)

2x 10" kg
(distancia Tierra - Sol)

No nos preocupemos por el momento
por las unidades de estas magnitudes. Estan
todas en el llamado Sistema Internacional y
son compatibles entre si. Vamos al algebra
de la operacién:

6.67 10" 598 10* 2 10*
F=

(1,5 10')?
Observe que:

(1.5-10") =(1.5-10")-(1.5-10") =
1,5-10" 10" =
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f Luego
s
1 2, )
¢ po 0:67-5.98-210" 107 10" _
A T 2.5 10% -
_ __‘6? 'Sﬁ_: 10--1|1-24+_‘~U—'_‘2 _
© 2,23 o
5,082 | ,
= 8070982 g 355102
2.25

Ejercitese calculando la fuerza que la
Tierraejerce sobre un hombre de 70 kg parado
sobre el Ecuador aqui:

. MM,
F=G
R

,[\_'

G y M, tienen los mismos valores que en el
ejemplo,

m, =70 kg (masa del hombre)

R, = 6,37x10° (rudio de la Tierra en metros)
La respuestaes F =688 N =6,88 x 102 N

(En las unidades del Sistema Internacional:

688 N = 65 kgf).

1.7 EJERCICIOS DE APLICACION

SERIE 1.1 A

Verifique los siguientes resultados:

1.1.a
3(5-2.2)+ 2 9
(4-3.5)-12,5
— =25
42~8-(?~|)+12-(9—4]—?,52
k) \ 5
1.1.b
1650/[24/(3-4)-12-7-6]+4.4 o

[-12-(6-5/2) (9-3)+7-2-3.,5

1.1.¢c

> =
6+4.3
4.7+(8—l,8)-( )

SERIE 1.1 B

Hallar x en las siguientes ecuaciones:

1.1.d

3Ix-10x=8x-30 X =2
1.1.e
2Xx+3=-30+4x+27 X = ()
1.1.f
4x+06(x-1)=10004x-1+x) x = |
1.1.g
x2+x/3-2=13 x=18
1.1.h
(2x+ D/ + x/2=9/4 Xx=2
1.1.i
(10-5x)/2-(8-2x)2-1112=0 x=-3
SERIE 1.2

Se desearepresentaren un grafico cartesiano
las rectas cuyas ecuaciones se dan:

1.2.a

-2x+3y,=6 (m=2/3;b=2)
1.2.b

x/3-y/S=1 (m=5/3:b=-5)
1.2.c

03x-y +1.3=0 (m=03:b=1.3)
1.2.d

y,+x+1=0 (m=-l;b=-1)



1.2.e

)",‘+4K'5:” (m=-4:b=23)

SERIE 1.4

Verifique estos resuitados y grafique las rectas
en un plano cartes:ano

1.4.a
kY =4
(x=-2;y=6)
- +v=06
1.4.b
2x-y=-1
(x=-lhy=-1)
X-2v=1
1.4.c
3x-2y=1
(inexistente)
6r-4v=0
1.4.d
X+2y=22
(x=2:y=0.1
3x-2y=358
1.4.e
4y-3x+1=0
(x=-l:y=-1)
3+2x+y=0
SERIE 1.5

Halle en las siguientes parabolas: las
coordenadas del vértice, los puntos de
interseccion con los ejes e indique hacia
donde apuntan.

1.5.a

y=3x2+2x+3

APENDICE MATEMATICO

1.5.b

y=-2x2+x- |
1.5.c

y=1/2x2-2
1.5.d

y=-2x2+3x-5
1.5.e

1.8 PROBLEMAS DE APLICACION

SERIE 1.1
1 - Resolver:
a)2x+4=0
b)3:(x-2)=1/2
C)-2x+1=-x+2
d)S+3(x-2)=(x+21):3+8
e)2+3(x-1)y=(x+23):

2 - Dado v = (2v v,)/(v, + v,) obtener la
expresion de v,.

3 - Dado mgh = (1/2)mvZ+ mgh y r=viw,
obtener la expresion de w en funcion de g y h.

4 - Dado

y =y, +tgox + (1/2) g x?/(v ? cos?a)

a) Hallar y, sabiendo que

y,=30=0%g=-10;x=16v =40

b) Hallar v _, sabiendo que
g=-10: =30 x=100:y, = 10;

y = 70.

)~ — N
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! Jos siguientes resultados:

a) sen 60° = (0.866025404
b) sen 377 = 0.601815023
c) sen 53° =0.79863551

Redondear los valores con 5; 4; 3; 2y 1 cifra
decimal.

6 - Al resolver una serie de problemas, se
obtuvieron, usando calculadora, los siguientes
resultados

X, = 24.73863375
X, = 3.208366141
X, = (1324822783

Redondear al segundo decimal.

7 - Utilizando las tablas de unidades, verificar
las siguientes ecuaciones.

a
b

!:.‘

) a,

)\ V(2E /m)
) E, = p?2m
)
)

O

d
e)y =y, +xtga+ (1/2) g x¥/(v *cos’a)

JFt=myv

v=w/f

8 - A partir de la ley de gravitacion universal:
= -G (m]ml);’rz obtenerlas unidades de la
constante G.

SERIE 1.2

1 - Representar en los ejes cartesianos los

siguientes puntos:
A: (6:2) B:(-2:3/2) C:(1:0) D:(0;-1)

Hallar la distanciaentre Ay D; Cy D

2 - Graficarlas rectas dadas porlas siguientes
ecuaciones.

L:iy=-2x+3 L:y=1
Lyy=2x-3 sx=3
Lyy=-2 L:x=-1

3 - Hallar la ecuacion de la recta tal que:
a) Pase por A: (0; 5) y B: (-2; 1)
b) Tenga pendiente m = -3 y pase por (2; 0)

c) Tenga ordenada al origen b = 2,5y pase
por (-0,5; 2)

4 - Obtener la ecuacién de cada una de las
rectas que pasan por  los siguientes pares

de puntos
a)P:(2:1) y P.(3:-1)
b)P:(1:4) y P, (-2;4)
agP:(-2;6) vy P; 2 -1)
d)P:(6:0) y P, (0;3)

5 - Obtener las ecuaciones de las rectas que
pasan por A y cumplen con las condiciones
indicadas

a) A: (1; 4) y tiene abscisa al origen q =8

b) A: (5; 2) y tiene ordenada al origenb =7

6 - Determinar la ecuacion de la recta paralela a
a) y =2x +3 que pasa por B: (5; 1)

b) y = -x +4 que pasa por C: (0; -2)

C) y = -2x + 3 que pasa por el origen

7 - Hallar las ecuaciones de las rectas
graficadas

vVa




8 - ;,Qué caracteriza el conjunto de rectas de
ecuacion y = mx + b si

a) se hace variar m manteniendo b constante?

b) se hace variar b manteniendo m constante?

SERIE 1.3

1 - Efectuar
a) 28'53" - 11 =
b) 180° /8 =
c) (48°-3 /5=
d) 3/7 de cuadrante =

2 - Expresar en grados y minutos el angulo o
(una de las respuestas es la correcta)

I) a=125°

R: a) 12° 5% b) 12° 50": ¢) 12° 30'; d) 12° 25'

I o =485

R: a) 48° 30; b) 48° 20'; ¢) 48° 18'"; d) 48° 2’

3 - Expresar en forma decimal el angulo o
(una de las respuestas es la correcta)

o=15 30

a) 15,50°; b) 15,307; ¢) 15.33°; d) 15,20°

I o =23° 20

R: a) 23,2°; b) 23,33¢; ¢) 23,30°; d) 23,25°

4 - Expresar en grados, minutos y segundos
los siguientes angulos expresados en
radianes:

a) m: 5wy |
b) 5/4m; Tr/36: 2.25

APENDICE MATEMATICO

5 - Expresar en radianes los siguientes F
angulos: !

)
|
c
a) 5°:30°: 45°; 60°: 72°; 120°; 2707, 300° A

b) 22° 30'; I giro: 3/5 de un giro; 1
cuadrante; 5° 25": 50°

6 - Hallar las longitudes de los arcos AB
indicados en las figuras sir =4 cm:

a) b) c)
B=45° = 1“!00 B 225°
d) e) f)
A
B
6=5° 6=1360° 6=30°

7 - A qué angulo corresponde un arco de
longitud | sabiendo que el radio es de 25 cm?:

a)l=10cm b)I=48cm c¢)l=1cm

dI=25cm e)I=60cm f)1=157.08 cm

8 - Sin usar calculadora haga corresponder
las funciones de la columna izquierda con los
valores tabulados a la derecha.

1) sen 81° 53' a) (-5/2)
2) tg 259° 42' b) (-325)
3) cos 96° 54' c) (99/100)
4) sen 14° 28' d) (1/4)
S)tg 111° 48 e) (11/2)
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3
I
$
|
c
A
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I)sen 2177 a) 0.9848
2) cos 273" b) (-0.6018)
3yte 115 c) 3.0776
4) sen 100)° d) .1445)
5)tg 252 e) 0.0523

9 - Hallar los valores de o menores que un
giro que verifican las siguientes ecuaciones:

a)sena=0 cisena=-1 e)seno=0,8

b)sena=1 djcosaa=1/2 f)cosa =08

10 - Calcularlos valores dea y de las funciones
trigonométricas de o en cada caso:

a)senaa=1/2y cos >0
b)tgo=v3 y sena<0
C)sen x=-7/16 y cos o <0
d)coso=-06y tga<0

11 - ;,Qué longitud debe tener una escalera
para poder alcanzar un estante a 2.30 m de
altura, formandc un angulo de 6°con la
horizontal?

12 - ;Cual es la pendiente de un cablecarril
recto de 250 m de recorrido cuyas alturas
sobre el nivel del mar son 850 my 932 m?

13 - Un péndulo de 50 cm de largo se aparta
30° de la vertical. ;Cuanto se eleva respecto
del equilibrio?

14 - Calcular la Icngitud de un tramo de via,
con una pendiente del 7% en 4 km.

15 - Calcular la distancia del punto C al lado
ABy el areadel triangulo rectangulo de la
figura.

\\3 <

30°

SERIE 1.4

1 - Resc'ver los siguientes sistemas de ecua-
ciones

a) m=-1/20+ i
m-iv2-i=0

b) 2t-x=-I
t-2x =1

C) Ix+y)=x-y

Xx-23y=16

2 - Dadas las rectas L,y L, hallar el punto de
interseccion analitica y graficamente.
L:x=5t+7 L,

: X=-1+2

3 - Resolver los siguientes sistemas de ecua-
ciones

a) 8x-3y-7z=85
X+6y-4z=-12
2x - Sy +z=133

b) x+y=18
y+z7z=24
X+7z=22

4 - Dado el siguiente sistema
M+m)g-T=(M+m)a
T-Mg=Ma
a) Hallar el valor de a sabiendo que
g=10: M=4: m=1
b) Hallar el valor de m sabiendo que
g=10:

M=12: a=2.

5 - Dado el siguiente sistema de ecuaciones

F-T-P sena=m, a
T-P sena=m,a

obtener T y a en funcién de m.m,. F.gya.



6 - Dado el siguiente sistema de ecuaciones
F-T,=ma
T, -T,=m,a
T,-mg=m_ a

a) Obtener a en funcionde m . m,. m, y F
b) Obtener F en funcion de m , m,, m,y a.

7 - A partir de las expresiones
X=X +\v t+1/2a0
v=v +ul

Demostrar que al eliminar el parametro t
se obtiene la ecuacion

vZ=v2+2a(x-Xx)

SERIE 1.5

1 - Representar en un mismo grafico las
siguientes funciones cuadraticas. Compararias
y deducirlainfluencia del coeficiente deltérmino
cuadratico.

a)y=2x2 byv=4x2  ¢)y=1/3%

d)y=-2x2 e)y =-1/4x2 )y =-1/2x?

2 - Representar las siguientes funciones cua-
draticas. Compararias y deducir la influencia

del término independiente.
a)y=3x2-3 c)y=1/12x2+2

byy =-1/4x2- | d) y = -3/2x2 -1/2

3 - Representar las siguientes funciones cua-
draticas. Compararlas y deducir la influencia
del coeficiente del término lineal.

c) y =2x2
dy=-1/3x2-1/6x-3

a)y=-x2+4x
b) y=x2-3x+1

4 - Hallar las ecuaciones de las siguientes
parabolas graficadas en el semiplano de
abscisa positiva; siendo a el coeficiente del
término cuadratico.

APENDICE

d a) s b)

2

12
c d
qk ) y )
7
a=1/2
P 3 7 X

5 - Dada la ecuacién de la parabola
Pix=1-4t-5

a) Graficarla.

b) Hallar el punto de interseccion con el eje x.

c)Hallar, silostiene, los puntos de interseccion

con el gje 1

d) Hallar las coordenadas del vertice.

6 - Idem ejercicio 5 para:

P:y=4+1t-1/212

7 - Hallar, si los tiene, los puntos de
intersecciéon de las parabolas dadasen5y 6

con la recta.

L:y=-3t

8 - Hallar los valores de t para los que se

cumplen las siguientes ecuaciones

a)it(t+3)-BGut+4)=0

b) t (t + 3) = 51
t+ | -1

C)——=—— contz#tl
t-1 L+ 1

d) (t-1)2=(t+3)(t-1)-4
2+1

e) -(8/t+1)y=0 cont#0

t

Y

MATEMATICO
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9 - Dada la ecuacion

y=y, t+tzax+1/2 g x¥(v 2cos),

A hallar los valores de x que cumplen con la

misma.
Datos:

g=-100a =30% - =100y =15;y=8

10 - Dada la ecuacion de la circunferencia
C:x2+y2=25
a) Graficar.

b) Hallar su perimetro y su superficie.

c¢) Hallar la longitud de un arco que abarca
307; /4 radianes; 1/3 de giro.

d) Hallar las coordenadas de los puntos de
interseccion con la

L:y=x+5

SERIE 1.6
1 - Resolver sin usar calculadora

a)5310°+1.610° =

b) 4.8 10%-5.6 10" + 8.1 10" =
c) 241075107 =

d) 25/6 10°. 8.4 10", 12/7 10° =
e) (12/5 10'%) / (24/25 107 =
f)10°/510" =

g9) (310%2 =

h) (5 10)* =

) 108107 =

) 327107 =

3105,/6.4107

) LNV

1y V31005100 215107 4707

(0.

2 - Resolver expresando previamente los
factores en notacion cientifica (sin usar
calculadora):

a)

16000 - 0,0002 - 1.2

2000 - 0,006 - 0,00032

6000000 - (0.00004 )

(800) - (0,0002)*

3 - Sabiendo que la aceleracion de la grave-
dad en la superficie de un planeta se calcula
mediante la expresion g,=GM / R2 M:
masa del planeta; RP: radio del planeta,

a) Hallar la gravedad en la superficie de la
Tierra.

b) Si la gravedad en la superficie lunar vale
1.69 (en unidades del Sistema Interna-
cional), y su radio es de 1.7 10°, hallar la
masa de la Luna.

4 - Hallar, usando el resultado del problema
anterior, la fuerza de atraccién que existe
entre la Tierra y la Luna. (d,, =3.84 10%).



CAPITULO 2 VECTORES

2.1 NOCIONES ELEMENTALES Y DEFINICIONES

En la fisica estudiamos gran cantidad de magnitudes vectoriales, como la velocidad y la
fuerza. También definimos magnitudes escalares, como la temperatura o la masa. ;Qué
factores determinan esta clasificacion? Tomemos como ejemplo la masa de un cuerpo. Para
definirla necesitamos Unicamente un numero en el sistema de unidades dado, por ejemplo:

m = 3 kg

El nimero “3” y la unidad “kg” definen totalmente a esa magnitud fisica. Cuando ocurre
esto, decimos que se trata de una magnitud escalar.

Consideremos ahora la velocidad. Decir que un movil viaja a 100 km/h no nos define
completamente la velocidad, sino que hay que dar ademas la direccion y el sentido del
movimiento: el movil viaja a 100 km/h hacia el Norte (lo que fija la direccion: N-S y el sentido:
al N). De estas magnitudes que necesitan mas informacién que un unico nimero para quedar
bien determinadas decimos que son vectoriales. En este curso de Fisica, usamos vectores
en un espacio de tres dimensiones. El caso mas simple de esta situacion es considerar la
posicion de un cuerpo. Al decir “posicion” tenemos que especificar con respecto a qué la
establecemos. Asi, si se nos ocurriera definir la posicion de una mosca que vuela dentro de
una habitacién, en un instante de tiempo dado, podriamos tomar las paredes y el piso como
“referencia”. Diriamos: la mosca esta ahora a 2 m del piso, a 3 m de la pared del fondo y a
50 cm de la pared donde esta la ventana.

Se puede abstraer esta forma no muy general de describir la posicion de las cosas,
especialmente de las que ocurren fuera de la habitacion con un sistema de referencia, que
consiste en tres rectas (o ejes) mutuamente perpendiculares, que se cortan en un punto
llamado origen de coordenadas O.

El tratamiento que sigue se referira a las
longitudes, pero puede extenderse sin
dificultad a otras magnitudes con una
conveniente representacion en escala.

Asi, la posicion de un punto P del espacio
respecto al sistema de referencia dibujado,
puede determinarse sin ambigiedad trazando
las lineas rectas de puntos paralelas a los
ejes coordenados y observando el punto de
corte.

Para distinguir entre los tres ejes los
llamaremos X, y, z y para medir la posicion
asignaremos una unidad de medida (un
segmento) a cada unode ellos, tranformandolos
en tres reglas con su cero coincidente con el
origen de coordenadas.

Porconvencién asignaremos valores positivos
a las divisiones de las reglas a uno de los

Fig. 2.1
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F lados a partir del cero para cada eje y
% simbolizaremos esta convencion poniendo
, flechas en sus extremos que indiquen el
¢ sentido positivo (arbitrario) del eje (vea la
A figura). Con esta construccion, la posicion
del punto P respecto del sistema de referencia
quedara definida por los tres nimeros (x,y,2)
gue son las marcas de las tres reglas
correspondientes a los puntos de cruce con
las lineas rectas de puntos que pasan por P

y son paralelas a los ejes.

Fig. 2.2

Otra forma de denotar la posicion de P
es mediante un segmento de recta entre O y
P, orientado de forma que vaya deO aP. Este
es elvector posicién del punto P. Para definirlo
no basta conocer su longitud, medida con
una regla similar a la que colocamos sobre
los ejes, sino que es necesario también saber
su orientacion en el espacio relativa a los tres
ejes.

Fig. 2.3

Asi los puntos P y Q estan a igual dis-
tancia de O, de modo que la longitud de sus
correspondientes vectores posicion es la
misma, pero la orientacion de los vectores es
diferente, porla distinta posicion de los puntos.

De ahora en mas denominaremos a los Fig. 2.4

. vectores colocando una flecha o unaraya sobre
la letra que simboliza la magnitud fisica:

I : vector posicion
¥ : vector velocidad

F : vector fuerza, etc

La descripcién de la posicion de un punto
P por medio de sus coordenadas (x,y,z) y por
medio de su vector posicion r, deben ser
equivalentes, de donde deducimos que
necesitamos tres nameros para definir a t.
Para vercomo pueden definirse estos numeros,
definimos primero la proyeccién de un vector
sobre una recta: dado un vector A (cualquiera)
y una recta u (cualquiera), la proyecciéon Au \
del vector A sobre la recta u es otro vector, A ‘r\, v
contenido enu, cuya longitud resulta de trazar u
lineas perpendiculares au desde los extremos \
del vector. Observe gue se mantiene el sentido Ay

_del vector definido por la flecha. -~

Fig. 2.5




Con esta definicion el vector posicion r
puede proyectarse sobre los ejescoordenados,
dando las proyeccionesr f yr,. Observe que
la pinta de cada una de estas proyecciones
coincide con las medidas x, y, z respectivamente.

Podemos relacionar ambas descripciones
de la posicion:

(x,y,2) : (F I .,f)

definiendo el producto de un vector por un
escalar: Dado unvectorA yunescalarcualquie
ra, el producto aA=B es otro vector paralelo y
cuya longitud es lal veces la longitud de A .

—

Si a es positivo, B tiene el mismo sentido
queA. Siaesnegativo, B tiene sentido opuesto
aA.Sia=0, B=0 es el vector nulo, es decir,
de longitud cero. En este caso no tiene sentido
especificar direccion o sentido.

Definimos también un versor como un
vector de longitud unitaria. Asi, dada una
recta orientada u, el versor que estd asociado
aellaesun vectorde longitud unitaria, paralelo
a uy de igual sentido que la orientacion de la
recta. Designaremos a los versores con el
nombre de la recta y un acento circunflejo: Q.
Con estas dos definiciones, si existe un vector
sobre @, como en la figura, podremos
denominario:

A=A

donde A es un escalar que designa la longitud
o modulo del vector, expresion que es valida
solo si el versor y el vector van para el mismo
lado. También se usa la notacién IAl para el
moéduloy se escribe:A = |Al @ cuando puede
haber confusion en la escritura.

Volviendo con estas nociones al vector
posicién, hemos observado que resultan de
utilidad los versores asociados a los ejes
coordenadoados y que se suelen escribirse
en negrita (i, j y k) en los libros, sin el acento
circunflejo; o a veces: |

Si designamos, como se hace comunmente a
los versores:

i: versor del eje x
versor del eje y

j:
k : versor del eje z

APENDICE MATEMATICO

Fig. 2.8

Fig. 2.9
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1
c
A

podemos escribir:
x 1

.
I

=
1l

=y
l‘——-Zr('

Que relacionan ambas descripciones de
la posicion de un punto P en el espacio.

r i, r, i QE , son las proyecciones del vector
posicion r sobre los ejes coordenados; r, r
y r, se denominan componentes (escalaress
der en el sistema de referencia dado. Obser-
ve que estas componentes (asi como las
coordenadas x, y. z) dependen de cual sea el
sistema de referencia elegido. Como el siste-
ma de referencia es arbitrario y se elige
generalmente por la comodidad del calculo,
siempre es necesario especificarlo claramente
para evitar confusiones o sencillamente para
saber de qué se esta hablando.

En nuestro curso tendremos ocasion de
ver unicamente aplicaciones de vectores en
una y dos dimensiones, por lo que, después
de esta introduccion general continuaremos
suponiendo dos dimensiones, lo que simplifica
el analisis. En tal caso, el vector posicion
sera:

r=(f,rf) talque r =xi y 1 =y.j

Ya
Yo

Fig. 2.10

Si6 es el angulo formado porr con el eje
X, se observa que los segmentos r.r y r
forman un triangulo de angulo 6, y entonces

podemos escribir:
r=Iflcos® y r =Iflsen®

ri = I

gue son las relaciones entre los modulos de
FL Y r'y‘ Ademas, en la otra descripcion:

x =Iflcos O

y =Irfl sen 6

=
-

o 1%

Fig. 2.11

2.2 OPERACIONES CONVECTORES

Ya sabemos que la multiplicacién de un vector
por un escalar, da como resultado otro vector.
Veamos algunas operaciones algebraicas con
vectores.

Las magnitudes fisicas representadas
por vectores se pueden a veces sumar o
restar. Asi, un par de fuerzas aplicadas sobre
un cuerpo dan a veces una fuerzaresultante
que es la suma o composicion de ambas
fuerzas individuales. Sdélo pueden sumarse
vectores que tengan iguales unidades, o sea
representen la misma magnitud fisica.

Consideremos dos vectoresA y B, de
iguales dimensiones (no necesariamente
longitudes: iguales unidades) y aplicados al
mismo punto donde colocamos un sistema
de referencia, sobre el cual resultan las
componentes:

y.ii

A4 A

Fig. 2.12




A =(A.A) B =(B.B)

El vector C = A+B terdra componentes:
C=A+B_ C =A+B

que resultan de sumar las componentes de
los vectores sumandos.

Sumardos vectores colineales, simplemente
es hallar otro vector cuya longitud sea la suma
algebraica de las longitudes individuales, su
direccion es coincidente con la de los vectores
sumandos y el sentido el mismo del vector de
mayor longitud.

Sentidos iguales

A A> 0
— ( B.>0
= CX=A'I+BI
C C.,>0

(en este ejemplo)

o
x(+)
Sentidos opuestos
A>0
B, <0
C=A+B,
C<0

(en este ejemplo)

> et i
B
il

& C=A+B

-
x(+)

Fig. 2.14

APENDICE MATEMATICO

Los casos en que es licito o no sumar
vectores, se estudian en cada capitulo de la
Fisica.

El ejemplo de dos fuerzas opuestas y de
igual modulo que actuan sobre rectas
paraleias (llamado par o cupla de fuerzas)
muesira que no es licito en ese caso
reemplazarlas por el vector suma.

Efectivamente. la suma
Rl +F,

es nula, pues . vy F, tienen direcciones
paralelas y sertido opuesto y la misma
intensidad.

Sin embargo no 25 io mismo aplicar una
cupla al sacacorchos que no aplicarle ninguna
fuerza: enelprimercasopenetraenelcorcho,
en el segundo se queda inmovil.

sentido
de giro

sentido de
avance

Fig. 2.15

Un caso en que si es licito reemplazar
dos fuerzas por su suma vectorial, es cuando
ambas estan aplicadas en el mismo punto.

El calculo de la suma de vectores a
través de sus proyecciones da los mismos
resultados que aplicar la llamada «regla del
paralelogramo», donde el vector C coincide
con la diagonal del paralelogramo construido
con lados A y B.

> ) =N -
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O —=WwW=-=m

El vector resta puede deducirse del
vector suma con :

D =A -B=A +(-1)B

o sea que es la suma de A vy el vector
opuesto a B, como se muestra en la figura.

D-A-B
Fig. 2.16

Observe que la construccion del
paralelogramo se puede reemplazar por un
triangulo:

wi

Fig. 2.17

y analogamente para la resta.

B D=A-B
D.
D A
B.
-
Fig. 2.18

Observe que la siguiente construccion
es también equivalente para este caso:

Fig. 2.19 B

Un caso particularimportante de la suma
es la operacion inversa a la descomposicion
de un vector, que hemos visto en el caso del
vector posicion y que plantearemos aqui para
un vector cualquiera A: para hallar sus
componentes colocamos un sistema de
coordenadas con su origen O sobre el origen
del vector. Recordando la definicién de los
versores ligados a este sistema de referencia,
introducimos los vectores A, A y A rela-
cionados con las componentes A, A y A,
mediante '

A=A A=A j A =AKk

Fig. 2.20

Supongamos que sumamos las proyecciones
A_y A . El vector suma resultante esta sobre
el plano x - y (es decir, el plano que forman
los ejes x e y) y como el paralelogramo
formado por A y A es una rectangulo, o lo
que es lo mismo, A y A son vectores
perpendiculares, se puede aplicar la relacion

j?&\\»AFE:J‘AM

de Pitagoras para hallar:

A\+A} es perpendicularaA y el vector suma
(A +A )+A es justamente el vector original
A . Entonces podemos escribir

A=A +A +A
o también
A:A\i+A\j+A}k

DESCOMPOSICION CARTESIANA DE UN VECTOR




Aplicando nuevamente el teorema de
Pitagoras a (A +A )+A  tenemos:

(A +A )+A = 1A +A +A | =

AR TS

pero |A +A +A | = |Alyusando laexpresion
anterior para |A +A | tenemos finalmente

AR = 1A I + 1A P+ 1A I

‘Ai=\/{\ 3+A'_\3 +A]

que nos da la amplitud del vector A en
términos de sus componentes.

Hasta aqui hemos considerado la suma
y resta de vectores y la multiplicacion de un
vector por un escalar. ;Se puede introducir
mas de un producto entre vectores? La
respuesta es que si, y de las muchas formas
posibles de definirlos, hay dos clases de
productos: el llamadcproducto escalar entre
dos vectores, que da por resultado un escalar
(o sea un numero, no un vector) y el llamado
producto vectorial que da por resultado otro
vector, que son utilizados comunmente.

Consideremos dos vectores cualesquiera A
y B . Llamamos productoescalar de A porB
(o de B porA )y lodenotaremos con A.B , al
escalar que surge del producto de la
proyeccion de A (en amplitud) sobre la
direccién de B por la amplitud de B.

Luego:

AB = A B

ool}

APENDICE MATEMATICO

Si 0 es el angulo entre A y B, sabemos
que la proyeccion de A sobre la direccién de
B es A =A cos 0, y entonces:

AB= AB cos 6
Observe que:
B.A = BA = BA cos 6 = A.B

y es indistinto el orden en que consideramos
el producte. Dado que el producto escalar
depende del cosenc del angulo comprendido
entre los vectores, su valor puede variar
considerablemente al cambiar el angulo.

Asi, por ejemplo, si los vectores son
perpendiculares 8 = 90° = cos 8=0 y A.B=0.
Observe que en este caso la proyeccion de A
sobre B (o de B sobre A) es riula.

A
0 =90°
B.-
A L \e-18° B
g =0°e — —
"B
Fig. 2.22

Si los vectores coinciden en direccion y
sentido (son paralelos) =0% cos O=1y
A.B =AB. Laproyecciénde A sobre B (ode
B sobre A) tiene la longitud de A (o de B).

Silos vectores coinciden en direccion pero
tienen sentidos opuestos gson antiparalelos)
0= 180°=cos6=-1yA.B=-AB.

El producto vectorial da por resultado
otro vector. Consideremos nuevamente los
vectoresA yB .Llamamos producto vectorial
de A por B,y lo denotamos con A x B, al
vector tal que:

- es perpendiculara A yaB
- su amplitud es igual a ABsen 6

- su sentido se determina mediante la regla
deltornillo o deltirabuzén: imagine untornillo

F

]
|
c
A
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O =W =

perpendicular al plano formado por los
vectoresA y B. Sise hace girar el tornillo en
el sentido de ir desde A a B, describiendo
el angulo mas pequeno (ver Fig. 2. 23), el
sentido de avance del tornillo (en este caso
hacia «abajo») da el sentido de A x B.

Observe que el producto B x A (orden
invertido) invierte el sentido de giro del tornillo

sentido de giro

Fig. 2.23

y por lo tanto el sentido de avance, de modo
que

B xA = -AxB

y en el producto vectorial es importante el
orden con que entran los factores.

El producto escalar tendra aplicacion en
nuestro curso en el tratamiento del trabajo
de una fuerza, en tanto que el producto
vectorial nos sera de utilidad al tratar el
momento de una fuerza respecto a un punto
del espacio.

2.2 PROBLEMAS DE APLICACION

1 - ;Qué propiedad tienen los vectoresd yb ,
tales que cumplen

a)d +b=¢ y 131 + Ibl = I¢l
byd+b =a-b
L}&+6=C y az+ b2=c?

d) 13 +bl =13 - bl

2 - Hallar las componentes cartesianas de los
siguientes vectores, expresados en coordenadas

polares:

a)d =(10: 300°) e) & = (v3:-240°)

b)b =(v2: f) f =(8: 180°)

¢) ¢ = (0.5: -30°) g g =(1: 0%

>

3 - Hallar médulo y argumento de los siguientes
vectores expresados encoordenadas cartesianas:

a) v, =(4:3) e) v, =(1;-2)
b) v, = (-2; 8) fH v, = (V3:0)
¢)v,=(-10:-1) g)v,=(-3:-4)

f

d) \?42(()24) h)\«?h,:(\'r:;-\gj)
4 - Dados los vectores 4 = (3;4), b= (-2; 1) y

¢ = (5; 0) resolver las siguientes operaciones
entre vectores:

a)d+b= ¢)2b+ 3¢ =

»

b)d-b+c= dy-4a+12¢=

5 - Hallar modulo y argumento de la suma de
los vectores d,b y¢.

6 - Hallar modulo y argumento del vector

y‘
B 1
e ——
-2 2 4 X
-2*5
V=V +V,+V,+V, siendo:
v, =(3:30°) v, =(10:90°)
v, =1(2:120°) v, =(1;225°)

7 - Hallar f =4+ b+ ¢ + d, siendo:
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F
a=45 Lil=5 |
S
B=30" Ibl=2 :
y=53 Id=4 A
§=15 1dl=4
i
A
b
a
d
o
48 |
N X
b
¢ /1 |P

8 - Dados los vectores

d: (6:0°): b: (3:0°): ¢ (8:60%): d: (10: 90°):

€ (2: 135°): £:(5: 180°). d: (h: 210°): F: (5: 300°)

Representar los siguientes pares de vectores
y hallar el producto escalar entre ellos.

a) ib e) h'.g
b) 4.d f) ¢.¢
¢) b.¢ g) ¢g
d) a.f h) ¢
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Observe que con esta definicion At se
acerca indefinidamente al valor cero, pero
nunca lo alcanza, lo que nos evita el problema
de dividir por cero en la expresion de la
velocidad. Cuando A1 —(), también Afr—0, con
la misma definicion que antes. Llamaremos
limite de Ar/At cuandc At—0 al valor al que se
aproxima el cociente Ar /At cuando At—0. En
notacion matematica:

Ar
I'm-—
A =0 A

Esta operacion puede dar un resultado
finito (un numero), infinito o puede no tener
solucién, y en este caso se dice que el limite
no existe. Incluso suele decirse que no existe
limite aun en el casc en que da infinito.

Vamos a dar algunos ejemplos para ver
como funciona este concepto de limite. Para
ellovamos a operar con movimientos rectilineos
para evitarnos lacomglicacion de usar vectores.

Sea:

-

X =3t+2 (Xenmy

1]

tens)

y calculemos la velocidad media en los
intervalos (1:5):(1: 31y luego el limite cuando
At—0 alrededor de 1 =

Is.

Para el intervalo (1: 5): At = 4s

Ax =X, - X, =7 -5m= [2m
Luego
AX

v = — =3m/s

m AI /
Para el intervalo (1: 3): At = 2s

Ax = X, - X, =(11-5)m = om;

luego v = 3m/s

Observe que \ es la misma en ambos
intervalos. Esto ocurre porque se trata de un
movimiento uniforme.

Consideremos ahora el intervalo
con At—0.

(1 T+At1)

Entonces: Ax =x, - x, =

AX=[3(1+A0 + 2] - [ (3 | + 2)|

Ax=3A1+5-5 = 3 At
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Luego:

CAXx o 3At
I[im——=lim—— =3m/s
A0 A[ A=) A[

Observe que hemos simplificado At antes
de tomar el limite, cuando At vale algo no nulo.
Esta es la velocidad instantanea para t = Is.
Observe que coincide con las velocidades
medias halladas anteriormente por tratarse de
un movimiento uniforme. En realidad, para
cualquier instante t, e intervalo (.t + At):

Ax = x(L+AD - x(1) =
Ax=[3(t+AD + 2]-[ (3 1, + 2)] = 3 At
y

. Ax . 3At
Him—=lim—=3m/s
a—=0 At =0 At

La velocidad es constante para un
movimiento uniforme.

Consideremos ahora un movimiento
acelerado:
X() =31+ 2t +5 (xenmytens)

y repitamos los calculos anteriores

v (]_‘i)_xtir (1)
T S5s—1s
3-25+2-5+5~-(3+2+5)
v, (1:5)= 114
4
v, (135 =20m/s
I 3 xu.h_xm
¥ (13)= ———=
m (1) 3s—1s
3:9+2:3+5-(3+2+5)
v.(1;3)= = — 18
v (133)=14m/s

00— -
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CAPITULO 3 ANALISIS MATEMATICO

3.1 NOCIONDELIMITEY DERIVADA

Enlacinematica estudiamos magnitudes medias
e instantaneas. Las magnitudes medias, como
la velocidad media v aceleracion media, danuna
descripcion global del movimiento en unintervalo
detiempo. P

Por otra parte, las magnitudes instantaneas
dan una descripc:6n instante a instante del
movimiento, y llevan a considerar a dichas
magnitudes como funciones del tiempo. Asi,
en el caso de la trayectoria S de la Fig.3.1, r,
es la posicion del movil en el instantet, yr, la Y
posicion elinstantet,. En elintervalo de tiempo

Al = L, =

el movil tuvo un desplazamiento:
Fig.3.1

- AT
v e

(N P ] - A[

Es razonable preguntarse qué ocurre si
vamos sucesivamente disminuyendo el intervalo
At (y por lo tanto el desplazamiento Ar).
Obtendriamos distintos valores de velocidad
media para interva:os cada vez mas pequenos.
¢, Qué ocurre si se lleva At a cero?

En tal caso tendriamos un problema,
porque no podemos dividir por cero, pero como
cuandoAt se acerca a cero, tambiénAr lo hace,
tendriamos para el calculo de la velocidad
media un cociente 0/0 al que no podemos
adjudicarle sentido.

Fig.3.2

Para tratar de aclarar este sentido debemos introducir el concepto matematico de limite,
y la nocion de la tendencia de una variable a un valor dado. Decimos que At tiende a cero (y
escribimos At — () queriendo significar que hacemos a t tan pequefno como se nos ocurra,
pero siempre mayor que cero. En notacion matematica:

At— 0 = At < e Ve pero At >0

donde £ es un numero cualquiera que deseemos (0.001: 107" etc).”

* El analisis matematico aclara esto con el rigor suficiente. En esta presentacion se apela mas a la intuicion que
al razonamiento valedero.
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F Las velocidades medias en distintos vy luego
Fintervalos difieren, portratarse de un movimiento
| acelerado. Veamcs ahora qué pasa con el

aflt 2 719 -
¢ intervalo (t,. { +A(): ‘JT =1'(t,)= lim Ml AU ALAT) —uly -
A dtj v At
X1, +AD-x(1,) — 1ien { « wt Y — .
v, t, + AL == - . = !.”_’?1{‘“5‘ +2at,)=2at,

3(t, +ADT +2(1, + AU +5-(3t, +21,+5) ‘ i
= e sy para = t cualquiera: 1°(1) = 2 a t.

e i Observe que la derivada de una funcion
3At- + 61, AL+ AL “ 4 o _
_ 5 ol = 3AL+61, 42 cuadratica es una funcion lineal. En general:
Al . .

f(ty = a (1) = n at"

y tomando ahora el limite para At—0
- A continuacion le presentamos una tabla

P N de derivadas de las funciones mas comunes:
3 Lo LTI I [ vios e AL

= lim 3AM0+ 60, + 2 () (1)

Ao )

pero 3 At tiende a cero con At, y es de valor
despreciable frente a los otros sumandos.
Hemos obtenido asilavelocidad instantdnea
del movimiento para cualquier instante t:

¢ (constante) 0

vit) = 6+ 2 (ven m/s.t ens) t I

Obsérvese que, en general, si

ll' n[ui
x(h = -'2a 24 v, t + X,

vit) = at + v,

: ey el ct't)
y reconocemos en las ecuaciones utilizadas:

X,= 5 m: v=2wmis a=6 m/i?
1t -1/2

En general, cuando tenemos una funcion
cualquiera [(1), la cantidad

O AfF F( +HAD—Af(L) vt = 1 Vo'
Im=——==lim——
a0 At RYRE At

se denomina derivada de f(t) calculada en
t = t,, y se simboliza:

dff 1, +AD—1(t,) cos t - sen t
— =lim - et
drj a0 At

tat 1/cos?t
Por ejemplo, sea {(t) = a t? entonces

fit) = at?2 .
U L ¢! ¢ ne

f(L +AD = a ¢ +A07 = a (1 HAZ+21 A
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3.2 PROBLEMAS DE APLICACION

1 - Dada la expresion y =2 - 3Ax - SXAX + Ax?
Hallar los limites para:
a) Ax — 1
b) Ax — 0.2
c) Ax =0
2 - Sea la expresion de la posicion en funcion
del tiempo x(t) = 2t - 3
a) Hallar x(1).

b) Hallar la posicion para un instante
posterior t'=1 + At en forma general.

c) El desplazamiento efectuado entre los
instantes t y 1. [Ax(t;t+Ay] en forma
general.

d) Calcular el desplazamiento entre
t=lyt=15=1+0.5.

e) Hallar la expresion de la v en forma
general.

f) Calcular la velocidad media entret =1y
=15

g) Hallar la expresion de la velocidad
instantanea vi).

3 - Repetir el problema 2 para:

x(t) =5 -2t + 3t?

4 - Repetir el problema 2 para
i (1)=2ti-51j, siendof: vector posicion.
5 - Hallar, para los ejercicios 2, 3 y 4, la
velocidad instantanea y la aceleracion por
derivacion.
6 - Sea un movimiento dado por la ecuacion
x(1) = 2sent

Hallar, por derivacion, v(t) y a(t).

APENDICE MATEMATICO

PO —WwW—m
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CAPITULO 4 MAGNITUDES FISICAS

4.1 UNIDADES Y MAGNITUDES FISICAS

En Fisica no basta operar correctamente con reglas algebraicas para obtener un resultado
significativo. Es ademas necesario especificar en qué unidades se expresa tal resultado. Por
ejemplo, si decimcs que un tren pasa frente a nosotros con una velocidad de 20 m/s y alguien
a nuestro lado replica que la velocidad es de 72 km/h, no esta contradiciendo nuestra
afirmacion, a pesar de dar un numero distinto, porque las dos formas de expresion son
equivalentes, es cecir. son una y la misma cosa y la diferencia numérica resulta de usar
diferentes unidades de la velocidad: m/s o km/h. Si decimos «20» 6 «72» estas expresiones
carecen de significado mientras no aclaremos a qué unidades estos numeros estan referidos.

En la Fisica se definen numerosas unidades que hacen mas facil el trabajo matematico
pero la proliferacion de unidades acarrea dificultades de comprension entre personas que
utilicen definiciones distintas. Asi, podemos medir longitudes terrestres en metros o en
yardas, en kilbmetros o millas, en multiplos de la longitud perimetral de la Plaza de Mayo o
cualquier otra longitud que se nos ocurra conveniente, pero los numeros obtenidos en cada
caso para expresar una distancia dada seran distintos y sera necesario tener una tabla de
conversion, lo que hace tedioso y sujeto a error el comparar resultados de experiencias
obtenidas por distirtas personas. Porlo tanto se ha convenido en fijar un Sistema Internacional
de unidades fisicas (que abreviaremos en adelante Sl) para evitar la proliferacion de
unidades para una misma magnitud fisica.

De este sistema sefialaremos a continuacion las unidades de las magnitudes fisicas
relevantes en este curso, dejando de lado aquellas magnitudes de interés en otros casos y
tratando de simplificar al maximo las definiciones de las unidades, que se han complicado a
medida que los avances cientificos y técnicos han necesitado mayor precision en las
mediciones.

Por una parte. decimos que hemos definido una unidad de alguna magnitud fisica
cuando especificamos un conjunto de reglas o, por asi decirlo, una «receta» de procedimientos
a seguir para mecir la magnitud y asignarle un numero. Estas recetas pueden ser tan
arbitrarias como el ejemplo de atribuir la unidad de longitud al perimetro de la Plaza de Mayo,
medido extendiendo a su largo un piolin, pero en la actualidad los procedimientos tienden a
utilizar fendomenos fisicos que puedan repetirse en iguales condiciones en cualquier sitio y
arrojen idénticos resultados.

Por otra parte, las magnitudes fisicas son interdependientes, es decir, definido un
conjunto de unidades, las restantes surgen a partir de ellas mediante las relaciones teoricas
que la fisica ha establecido entre las magnitudes correspondientes. Asi, si hemos definido
unidades para las magnitudes longitud y tiempo, la unidad de la magnitud velocidad se deriva
de aquellas por la relacion que define a la velocidad como el cociente entre desplazamiento
de un movil (que es una longitud) y el tiempo transcurrido.

Entonces tendremos unidades fundamentales, que son las que definimos mediante
reglas de medicién y procedimientos de obtencion, y unidades derivadas que se obtienen a
partirde las fundamentales através de las relaciones fisicas entre las magnitudes correspondientes.
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Qué unidades tomar como fundamentales y cuales como derivadas es en ultimainstancia €
una decision convencional, pero lo importante es tratar de elegir un nimero de unidades A

fundamentales tan pequeno como sea posible y cuyas recetas definitorias sean universalesy

suficientemente documentadas para evitar ambiguedades.

En el Sistema Internacional (Sl) se han elegido como unidades fundamentales
correspondientes a las magnitudes de longitud, tiempo y masa, que seran de interés a lo largo
del curso, y a otras magnitudes relevantes en otros campos de la fisica que no utilizaremos

aqui.

Las unidades asignadas a estas magnitudes, con los simbolos y las definiciones
aceptadas internacionalmente se dan en la siguiente tabla, donde también se da la fecha en

que se acepto la definicion citada:

Magnitud

Unidad

Simbolo

Definicion

metro

m

“...una longitud igual a  1650763.73
longitudes de onda en el vacio de la
radiacion correspondiente a la
transicion entre los niveles 2pl0 y 5d5
del dtomo de Kripton 86." (1960). En
1983 "el metro se define como la
longitud del camino viajando en el
vacio en el intervalo de tiempo de 1/299
792 458 segundos. el denomindor es la
velocidad de la luz en el vacio”.

segundo

"...la duracion de 9192631770 periodos
de la radiacion que corresponde a la
transicion entre los dos niveles
hiperfinos del estado bisico del dtomo
de Cesio 133." (1967)

kilogramo

kg

"...este prototipo (cierto cilindro de
platino e iridioconservado en Sévres.,
Francia) se considerard de ahora en miis
como la unidad de masa." (1889)

A partir de estas unidades fundamentales se pueden definir las unidades derivadas para
las otras magnitudes utilizadas en la parte de la Fisica denominada mecanica. Las que
utilizaremos en este curso se presentan en la siguiente tabla. Algunas de ellas tienen nombres

especiales.
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Expresion en
términos de las

Expresion en

Magnitud Unidad Simboin ; nnidades términos de otras
' . h i
o g ) unidades
v funGamentales |
|
) metro
V-. W P l J— 1 { i ¢
elocidac w m/'s |
.. metro . '
Aceleracion ———— --- m/s ==t
isegundo)
Fuerza Newton N kg m/s? o
Trabajo y
‘ ‘], - Joule J kg m?/s? Nm
energia
Potencia Watt W kg m%s3 N m/s ;
Impulso X
P Y kilogramo .
cantidad de | - kg m/s Ns
. ''metro segundo
movimiento
Velocidad radidin y
R — - S -
angular segundo
Frecuencia Hertz Hz I/s ——-
(N (B i S U I

Ademas de estas unidades, pertenecientes al Sl, existen en uso otras que provienen de
la tradicion o de su uso en campos especializados donde se trata con cantidades muy
pequefnas o muy grandes que hacen poco practico el uso de las unidades en el Sl. Asi, por
ejemplo, en la Fisica atomica y nuclear, se trata con longitudes del ordende 10" a 10" m,y
para evitar el uso de estos factores exponenciales se define:

el Angstrom (}\) 1 A= 10"m

de modo que la distancia entre atomos vecinos en una muestra de aluminio sélido, digamos,
es de 2.86 A.

En el otro extremo del mundo fisico, las distancias entre las galaxias son inmensamente
grandes. Por ejemplo, la distancia a la que se encuentra la galaxia mas proxima a nuestra

posiciéon, Andromeda, es aproximadamente 2.5 10" km. La luz viaja en el espacio vacio
interestelar a unos 300000 km/s, de modo que la luz proveniente de Andrémeda tarda unos
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8.4 10" senllegaranosotros, o sea2.700.000 afos... Aunque esta es una cantidad impresionante, F

es mucho mas manejable que los 2.5 10" km, de modo que las distancias intergalacticas

suelen expresarse en «anos-luz». Un ano-luz es la distancia que recorre la luz en un ano, y

equivale a 9.3312 10" m

Sin irtan lejos de nuestras experiencias cotidianas, hay unidades de uso comun que no
pertenecen alSl. Algunas de las mas usuales que utilizaremos en el curso, con su equivalencia

con las unidades del Sl son las siguientes:

Expresion en

Equivalencia con

agni Unidad términos as
Magnitud nida érminos de otras unidades del S.I.
unidades
I km/h = (1/3.6) m/s |
Velocidad | kilometro/hora km/h e
. : @f =98 N
Fuerza kilogramo fuerza kef | :\Jk:( ”9‘88) l:gl‘
]
Trabajo y/o kilogrametro kem Clkgm =981
energia (Kilogramo x metro) © 1] =(1/98) kgm
o ) , ) . I kWh=3.6 10"
Energia kilo x Watt x hora kWh [ 1=2778% 10° kWh [
: . =745 W
Potencia caballo de potencia hp R

I W=0.001341 hp

Esta tabla le permite trabajar con datos expresados en unidades mezcladas. Ponga
especial atencion al plantear un problema acerca de qué unidades se utilizan para expresar
las magnitudes, y a. operar siga las siguientes reglas, que le evitaran errores (muchos
estudiantes de nuestros cursos equivocan, por falta de practica, la conversion de kildmetros

por hora a metros por segundo).

- Cada vez que reemplace una magnitud fisica por su valor numérico, escriba la unidad

en que esta expresada.

- Antes de operar con los valores numéricos, convierta unidades segun la tabla y
simplifique los simbolos de tales unidades hasta llegar a la unidad que esta calculando.
Verifique cuidadosamente que la unidad obtenida corresponde a la magnitud fisica que

expresa.

- Recién en este momento realice los calculos numéricos.

c
A
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F Como ejemplo, calculemos la aceleracion
;_ que adquiere un cuerpo de 0,5 kg al actuar
{ sobre éluna fuerza de 10 kgf, y la velocidad que
¢ tiene alcabo de2 minutos de accién delafuerza,

A si su velocidad inicial era de 36 km/h.

La aceleracion adquirida es:

10kef
05kg

K
d=—=
m

convertimos los «kaf» a«N»: 10kgf =98 N (ver
la tabla) y expresamos este resultado en las
unidades fundamentales S.I.

kgm
98N = 98 —=
o2
Entonces:
98 E
L m =196 m/s’
05kgs’

donde hemos simplificado la unidad «kg».

La velocidad que tiene el cuerpo en un
instante t dado, suponiendo que la fuerza
comienza a actuaren 1 =1 . cuando la velocidad
del cuerpo es v , resulta:

v(t) = v+ a(t-t)

En nuestro caso:

v,= 36 km/h
a = 196 m/s?
t - t = 2 minutos

llevando todos estos valores a unidades SI

t-t=260s=120s

y entonces:

=10m/s + 196 m/s2 120 s

(t =10+ 1205)

= 23530 m/s

(t=to+ 120 %)

Constantes universales:
velocidad de la luz en el vacio:

c= 3 10°m/s

constante de gravitacion universal:

G =6,67 10" N m?kg?



RESPUESTAS

CAPITULO 2

EJERCICIOS

1-2a)546 10%: b)4.321 10":¢) 1.8 10" d)6 10 e) 31072 1) 2 10% g) 9 10

) 125 107 32 1R 33 2 107 K) 7,5 109 1) 3 105,

2-a)l 10%b)3 10"
3-a)9.8:b) 74107,
4-F=1.99 107,

RESPUESTAS
CAPITULO 1

SERIE 1.1
1-a)x=-1I:b:x=-4;c)x=-1;
dyx=62e)x=35

2-v,=v.v/Q2v -v)

3-1/R 2, )
4-a)y=42:b)v =50
5 - a) 0,86603: 0).866: 0.87: 0.9.
b) 0,60182: 0.6018; 0,0602: 0.6.
¢) 0,79864: 0,7986: 0,799; 0.8.
6 - x, =24,74. x, = 3.21: x, = 0.32.
8 - [G] = Nm?'kg? = kgm"/sZkg?

SERIE 1.2

= = ":' — 2
1-d, o =3W5:d 2

3-a)y=2x+5:b)y=-3x+6:¢) y=x +5/2

4-a)y=2/5x+l/S:b)y=4,¢c)x=-2:
d)y=-1/2x+ 3.
5-a)y=-4/7Tx+32/T:b)y=-x+7
6-a)y=2x-9b)yy=-x-2:¢c)y=-2x
7-a)L:v=-32u+3;L:v=2

byL:s=:+2:L:t=4Los=-t

PROBLEMAS DE APLICACION

SERIE 1.3

1-a)5° 17°43": b) 22° 30"; ¢) 28° 48";
d) 38° 34' 17"
2-Ha=12°30"11) o = 48° I8
3-Do=1550°11)0=233"
4 - a) 180°; 900°: 57°17°45";
b) 225°; 35°  128° 54' 56"

5 -a) n/36; n/6: m/4:, w/3: 2w/5: 2n/3;
3n/2; 5m/3.

b) n/8; 2m: 61/5: w/2: 0.0945; 0,8726.

6-a)2.14cm:b)838cm: 15.71 cm;
d)0.35cm; e) 25.13 ecm: ) 2.09 cm.

7 - a) 22,9°: b) 110°; ¢) 2.29°: d) 57.29°;
e) 137,5% 1) 360°.

8 -a) lc; 2e; 3b: 4d: 5a. b) 1b: 2e; 3d; 4a; 5c¢.

SERIE 1.4

1T-a)t=-32.m=1/4:b)1=4, x=35:

c)x=12,y =-6.
2-x =-5/4 ¥, =~1/4

3-a)x=4:y=-6.z=-5.
b)x=8:y=10:z=14.
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4-a)a=5/3.b)m=6.
5-T=3mg: a=g(l-senB)
6-a)a=(F-mg)/(m + m, + m,)

b)F=mg +(2m, + m )a

SERIE 1.5
4-a)y=x2-x-12:b)s=-212+ 3;
c)g=p¥l:d)y=-x2+6x+7
S-b)x=-5:0)t =5x,=-1I:
dt=2,x =-9.
6-b)x=4:cil|=—2.1:=2:d)t\=0.x\=4.
7-a)t =30y, =91, =-21y, =-6.
b)t, =2 +V6; y, =-6- 36:;
L=2-V6:y, =-6+3V6.
8-a)t,=2,1,=-2:b)t,=0,1,=2;
)t =0,t,=-3:d)t =1, L=1,
€) no hay ningiin valor de t que satisfaga
la ecuacion.
9-x,=974:x, =-10.75.
10-b)P=31.4S =78.5;
¢) 2,616, 3,925, 10,466:

d)x, =0.y, =5:x,=-5,y,=0.

CAPITULO 2

1-a)d//b:brb =0:
c)dlb:d:dLb yldl=lbl

2-a)d=(5-8,66);b)b=(-1: 1)
c) ¢ =(0,433: -0.25);
d) d = (-30.64: -25,7);
e) é = (-0,8056: 1.5); ) f = (-8: 0):
g2)g=(1:0:h=(0;0).

3 -V, =(6,4: 51,3°): Vv, = (8,25; 104°);

, = (105 185,7°); v, = (4; 90°);

V,=1(2,25:-63.4); v = (V ; 0°);
v, =(5:233.1°): v, = (2; -45°).

4 -a)(1:5);b) (10: 3):¢) (11 2);
d) (-9,5: -16).

5 - (v, 135°).

6 -1 =(12.56: 86°).

7 -1 =(3,75: 174.25°)

8-a)l8;b)0;c) 12:d)-30:¢)-10.4:
f) 2. g)-27.7: h) -20.

CAPITULO 3

1-2a)-05+5x;b) 1,42-x:¢)2.
2-a)-1:b) 2t + 2At - 3: ¢) 2At: d) I;
e)2; ) 2;g)2.
3-a)6:b)5 - 2t- 2At + 32 + 6tAT + 3At2:
c) -2At + 6LAL + 3A12: d) 2.75;
e)-2+ 6t + 3A12: 1) 5.5: g) -2 + 6.

4—a)r'”‘:2i-5j;

b)r = 2U+2A0i-(52 +10t Al +5A12)j:
C) AF ., = 2AtH - (10t At + 5A8) j;
d) Af,  =1i-625j;

e)v, =2i-(10t+5An j:
fyv
g) v, =2i-10tj.

=2i-125j:

ml: 1.5)

S-a)a=0:b)a=6:01d =-10j.

6 - v, =2cost; a =-2sent.



