85. Bienes raices La tasa de cambio del valor de una casa

86.

manejo de problemas de integra-
cion mds complejas, a saber, por
medio de manipulacion alge-
braica y por ajuste del integrando
a una forma conocida. Integrar
una funcién exponencial con una

que cuesta $350,000 puede modelarse por medio de
AV o ;

;i 8¢™B donde 1 ¢s el tiempo en afios desde que la
casa fue construida y V es el valor (en miles de dolares)

de la casa. Determine V(r).

Tiempo de vida Si la tasa de cambio de la esperanza
de vida / al nacer, de personas que nacen en Estados
Unidos

d — dl 12
puede modelarse por - = o> — 5,
nimero de anos a partir de 1940 y la esperanza de vida
fue de 63 afios en 1940, encuentre la esperanza de vi-
da para personas que nacieron en 1998,

.endonde fes el

ATW Analizar técnicas de

14.4

base diferente a e y determinar

la funcion de consumo, dada la
propensidn marginal al consumo.

" EJEMPLO 1

\ X
a. Encontrar /

Solucion:

88. Encuentre f(2)si f(3)
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87. Oxigeno en los vasos capilares En un andlisis de la

difusion del oxigeno en los vasos capilares,” s¢ usan ci-
lindros concéntricos de radio r como modelos de un ca-
pilar. La concentracién C de oxigeno en ¢l capilar esta

dada por
= Rr B;
€= ,/(EK + T) dr,

donde R es la razon constante con que el oxigeno se di-
funde en el capilar. y K v B, son constantes. Encuentre
C (escriba la constante de integracion como B,).

=1y f(x) =" — 6.

W, Siman. Mathematical Techniques for Plvsiology and Medicine
(Nueva York: Academic Press. Inc.. 1972).

TECNICAS DE INTEGRACION

Ahora que ha adquirido alguna prdctica en resolver integrales indefinidas,
consideraremos algunos problemas con mayor grado de dificultad.

Cuando se.tienen que integrar fracciones, es necesario a veces efectuar
una divisién previa para obtener formas de integracion familiares. como se ve-
rd en el ejemplo siguiente.

Divisidn antes de la integracion
—dx.

no es evidente una forma familiar de integracion. Sin embargo,

podemos descomponer el integrando en dos fracciones, dividiendo cada
término del numerador entre el denominador. Entonces tenemos

h. Encontrar / .

Solucion:

/[ ’ _—i e /[ + ﬂ di

x

Fl

(™)

ln\\\ e G

267+ 32 4+ x + 1

dx.

el ol |

aqui el integrando es un cociente de polinomios en donde el

grado del numerador es mayor o igual que el del denominador. y el deno-
“minador tiene mas de un término. En tal caso, para integrar efectuamos
primero la divisién hasta que el grado del residuo sea menor que el del di-

visor. Obtenemos

+ 3+ x+1

| /2,\--‘

P o | )
Ix= [|2+x+——7]dx
dx / X X o+ 1 dx

I
W&,
+
ST
Jr
k\___\.

l[;)
N
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X X 11 1
=" 4+ 4= 2

3 2 2/n+1[”l
» X 1
="+ 4+ +1| +cC.
3+2 fﬂh | +cC

® EJEMPLO 2 Integrales indefinidas

a. Encontrar / m dx.
(Vx — 2)7

Solucion: podemos escribir esta integral como T dx. Con-
X

sideremos la regla de la potencia para integracién con u = Vx = 2.
1

2V x

Aqui la integral se ajusta a la forma -3
& - %= 2N
en la que puede aplicarse la regla de Mi}dx =2 (\/I . 2)—3[ 1 de
la potencia para integracion \/; . 2\/}

—i
= 2[1«3 du = Z(i—z) +C

L WY

(V27

Entonces du = dx,y

1
b. Encontrar fx I x dx.

, 1
Solucion: siu = In x, entonces du = ;dx.y

Aqui la integral se lleva a la forma 1 1 1 1
. ] dx = [—|—dx| = [ —du
conocida du. xlnx Inx\x U
g

=Inlul +C=In|lnx| +C,

5
¢. Encontrar [ﬂ dw.
J w(lnw)**

1
Solucion: st u = In w, entonces du = o dw. Aplicando la regla de la

potencia para integracion, tenemos

Aqui la integral se ajusta a la forma 5 1
= . A —3/2
en la que se puede aplicar la regla de ——dw =5 { (Inw) —dw
- 'w( w

. - N3/2
la potencia para intcgracion. In )

_ u e
—S/W%du—S- e
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Integracién de g“

En la seccion 14.3 integramos una funcidn exponencial con base e:

/e” du = " + C.

Consideremos ahora la integral de una funcién exponencial con una base dife-

rente a e:
/u“ du.

Para encontrar esta integral, primero convertimos a“ en una funcién exponen-
cial con base e por medio del uso de la propiedad 8 de la seccidn 5.3;

i

a= e, (h

El ejemplo 3 ilustrard esto.

" EJEMPLO 3 Una integral que incluye a" du

Encontrar / 237F dx.

Estrategia: queremos integrar una funcion exponencial con base 2. Para
hacer esto, primero convertimos de base 2 a base ¢ usando la ecuacién (1)
para escribir 2 en términos de e.

Como 2 = e tenemos

/23 X A = /(C’l“:)s_\ dx = /(,iln_’]li—.\l dx.

La dltima integral tiene un integrando de la forma ¢", donde u = (In 2)(3 — x).
Como du = —In 2 dx, tenemos

E,i'm}ji}—.\'ﬁ dx =— 1 (,L'ml,\(.‘—\'ll'(_lnz'} ‘,!_‘.j
_ In2, -
— ﬁ_]i(_,\,]ﬁ-’){?‘*\} 1L C = _47_172.‘\*r +C.
In2 In 2

‘, 1
i PP W
/ S

.

Note que expresamos la respuesta en términos de una funcién exponencial
con base 2, 1a base del integrando original.

Generalizando el procedimiento descrito en el ejemplo 3, podemos obte-
ner una formula para integrar a™:
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/ﬂ” du = f(e&nu)u du == /e(ln;l)u dli

i
= m[e““‘”“[{ln a) du) (I« es constante)

1 1
— _— L(lnaju N e — - In aye +C
In ag Ina (=

1
= g' 4+ C (g = ).
Ina

De aqui. tenemas

/a“ du = —]—-a“ il
Ina B

Apticando esta formuta a fa integral del ejemplo 3 resulta

/23‘-‘ dx f0= 2.4 =3 — x)
= ___./23—.\'(__ dx) [.f.i!" = {i.\"]

i
=P 4 C
In2 ‘

que es el mismo resultado obtenido antes.

Aplicacion de la integracion

Ahora, consideraremos una aplicacion de la integracion que relaciona una
funcion de consumo con la propension marginal al consumo.

" EJEMPLO 4 Determinacién de una funcién de consumo a partir
de la propension marginat al consumo

Para cierto pais. la propension marginal al consumeo estd dada por

1
131

donde ¢l consumo C es una funcion del ingreso nacional I. Aqui, I se expresa
en miles de millones de stugs (50 stugs = $0.01). Determinar la funcién de con-
swmo para el pais si se sabe que el consumo es de 10 mil millones de slugs
(C =10) cuando [ = 12.

dc
ol

3
4

Selvcion:  como la propension marginal al consumo es la derivada de C, te-

nemos
3 1 3 1 ,
& = /(—ﬁﬁ) df = /- dfﬁ/(sf —IE |y
J A N3] o4 2 )

3 1
e =y &2 9 =172
=1 2f(-[) di.

Si hacemos « = 3/, entonces du = 3 dly
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3 L)1
— = = il = 2 —1/2rq 1
C 4 (2)2/(1} [3 dI
3 1 (371 ) 2
=—7—— + (.
4 6 3 ’
3. Vi3I
C=Sg—rh g
4 <
Cuando /7 = 12, entonces C = 10, por lo que
3 3(12)
10 = —(12) — + £,
Do~ —y l
10=9—-2+C,.
Por tanto C; = 3 y la funcidén de consumo ¢s
. V31 s
4 R
S |
9x% + 5 e e
2 /‘-f ErE 3. /(3.\" + 2)V2x’ + 4x + 1dx.
5 2xe" dx
R . — 6 [Bi
J V4 — 5« Lt =12
8. / 3'dx 0. / 2x(7 — ') dx.
6 — 11 (2% — 1)(
1. /—E”———uif—"—d.r 12. /L" i, P
i Iy — 1 § x— 3
. ‘(,7;.1'
14. /6((}4’"‘)-(11'. 15. / —dyx.
. ¥ o
" 3 "§ = dx?
i, / Py 18, /_ﬁzr dx.
3e 5(x'3 + 2)J
20. ——— s 21, /—)_. d%:
bt S Y 2
1 -~
23. /l‘- dx. 2. /\/r(S — V1) dr.
) S 632 — & 4 ?%n 3
2%. (& ﬂ“;—‘—" dx. 27. / dx.
aX
s + 3
29. /\ ¥ g, /‘— =— A
; ' —x—3
32. / (x* + 2x) dx. 3. k_'_l; : —dx.
Pr d X o)
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CRTI] . 2 \2
y 6\ (x> + 1 P
34, /4" i il—;r—de. 35. /% dx. 36. ]3(.(2 + 2 e P
_ 1+ 2 2+
v 3 J Y — —2 ‘2_.4_8 3_6_,2_{_4
3. / (——l_—.i ~ In 4) dx. 38. / 2 39. f T
A\t — 1 J x 2 y b
A _‘L —X - '_ ¥ 23
a0, / e 41, ] L dx. 2. / #—-—-‘—_g
J &= g=1 l}ln(r-%l}
a3. / s M P (A —
Vie® + 7 (2¢ + 1)[1 + In(2x + 1)]
e B ! 1
45. | ———dx. 46. s | P 47. S+ ex)Vxr + edx.
o S8x+1 o8+ )
: M —— ' B
48. jz-‘ (1 + In x) dx. 49, /\/x\/(&\‘)]“ + 3dx. 50. jT)T dx.
5 P
/ 2
51 / Vs ds. 52, / L”—‘—m 53, / in(x2) gy,
In(xe®) ST
54, | dx. 55, dx. 56. [ 2e" T dx,
b ’ “ \‘ »

1 los problemas 57 v 38, dr fdqg es una funcion de ingreso marginal. Encuentre la funcion de demanda.

L¥

57 dr 200 dr _ 900

dg (g + 2 T dg (7q + 3)"

Enlos problemas 59 v 60, de /dq es una funcidn de costo marginal. Encuentre la funcidn de costo total, si los costos fijos en cada
caso son de 2000

-l _ 20 60. ﬂ‘ — il

dg g+ 5 dg '

En los problemas del 61 al 63, dC [d! representa la propensidn marginal al consumo. Encuentre la funcion de consumo sujeta a la
condicion dadu.
/164 [ ic 3 { 1 dcC 3 1
6. == —— C(9) =8 B s e s = 63. ——="——— C(25 =23
df V1 di 4 /3y 4 al 4 g\/r
S S =
64. Funcién de costo  La funcion de costo marginal para c. Use el resultado de las partes (a) v (b) v diferenciales
el producto de un fabricante esta dada por para aproximar el costo total de producir 52 unidades.
de 100 66. Funcion de costo  La funcion de costo marginal para
= T l 7 ml > > € 1 « D !’ E
dg g + 10 ¢l producto de un fabricante estd dada por
dom_lle ¢ es el costo total en daélares cuando se producen de _ :)_\/t;\/(ﬁ4q_w4 i
¢ unidades. Cuando se producen 100 unidades, el costo dg 10
promedio es de $50 por unidad. Con aproximacion a la .
unidad de délar mis cercana, determine el costo fijo del donde c es el costo total en dolares cuando se producen
tabricante. ¢ unidades. Los costos fijos son de $360.
65. Funcién de costo  Suponga que la funcién de costo a. Determine el costo marginal cuando se producen 25
marginal para ¢l producto de un fabricante estd dada unidades.
por b. Encuentre el costo total de producir 25 umdades
3 " ¢. Use los resultados de las partes (a) y (b) y diferen-
de 10“‘7 — 4998q + RO‘ ciales para estimar el costo total de producir 23
ffq g’ — 50g + 1 unidades.
donde ¢ es ¢l costo total en ddlares cuando se prgducen 67, Valor de la tierra  Se cstima que dentro de r anos. con-
¢ unidades. tados a partir de ahora. el valor V (en ddlares) de un
. . ; acre de tierra cerca del pueblo fantasma de Cherokee,
a, Determine el costo marginal cuando se producen 50 8
unidades. California, estara creciendo a razén de —————
b. Si los costos fijos son de $10,000, encuentre el costo V0.2¢* + 8000

tatal de nrodneir 50 unidades. délares por anio. Si el valor de la tierra es actualmente
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Introducir la notacion
sigma y dar {Grmulas de sumas
que se utilizardn en la seccidn
siguiente.

de $500 por acre, jcuanto costaréd dentro de 10 afos?
Exprese su resultado al délar mas cercano.

Funcién de ingreso  La funcion de ingreso marginal para
el producto de un fabricante esta dada por

dr _ 3

dg et + 2
donde r es el ingreso total recibido (en délares) cuando
se producen y venden g unidades. Encuentre la funcién
de demanda y exprésela en la forma p = f(q). [Sugeren-
cia: escriba nuevamente dr/dg al multiplicar numerador
y denominador por e ]

Ahorro La propension marginal al ahorro en cierto
pais estd dada por

s _ s
dl (I +2)

donde Se [ representan el ahorro y el ingresa totales
nacionales, respectivamente, y estan medidos en miles
de millones de ddlares. Si el consumo total nacional
es de $7.5 mil millones cuando el ingreso total nacional

14.5 SUMATORIA

70.

Sec. 14.5 = Sumatoria 637
es de $8 mil millones, ;para qué valor o valores de 7 ¢l
ahorro total nacional es igual a cero?

Funcién de consumo  La propensién marginal al ahorro
en cierto pais estd dada por

ds _1_ 18
a2 AR

donde § e I representan el ahorro y el ingreso totales
nacionales, respectivamente, y estan medidos cn miles
de millones de délares.

a. Determine la propensién marginal al consumo cuan-

do el ingreso total nacional es de $81 mil millones,

Determine la funcién de consumo si ¢l ahorro ¢s de

$3 mil millones cuando el ingreso total nacional es

de $24 mil millones.

¢. Use el resultado de la parte (b) para mostrar que el
consumo es de $54.9 mil millones cuando el ingreso
total nacional es de $81 mil millanes.

d. Use diferenciales y los resultados de las partes (a) y
(c) para estimar el consumo cuando el ingreso total
nacional es de $78 mil millones,

b

Con el fin de prepararlo para otras aplicaciones de la integracion. tendremos
que analizar ciertas sumas.

Consideremos el cdlculo de la suma § de los primeros n enteros positivos:

=142+

+(n—1)+ n (1)

Si escribimos los términos del miembro derecho de la ecuacion (1) en orden

Inverso tenemos

S=n+Hmn—1)+

e (2)

Al sumar los miembros correspondientes de las ecuaciones (1) y (2) resulta

v
[

5 2

e (— 1] =k n

+(n—1)++ 2 + 1

28 = (n + 1)

+n+1)++(n+1)+

(n + 1).

En el miembro derecho de la tltima ecuacién el término (n + 1) aparece n ve-
ces. Asi, 28 = n(n + 1), por lo que

_n(n+1)

2

(suma de los primeros n enteros positivos).  (3)

Por ejemplo. la suma de los primeros 100 enteros positivos corresponde a
n =100y es 100(100 + 1)/2 o 5050.

Por conveniencia, para indicar una suma introduciremos la notacion sigima
o0 de sumatoria, llamada asi por la letra griega ¥ (sigma) que se usa. Por ejem-

plo, la notacién

“‘
22k+
k=1
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denota la suma de aquellos nimeros que se obtienen de la expresion 2k + 5 al
reemplazar primero & por 1, [uego por 2 y finaimente por 3. Asi,

é(Zk + 5) = [2(1) + 5] + [2(2) + 5] + [2(3) + 5]
=1

=7+9+11=27.

Laletra k se llama indice de la sumatoria; los nimero 1 v 3 son los limites de la
sumatoria (1 es el limite inferior y 3 el limite superior). Los valores del indice
comienzan en el limite inferior y toman valores enteros sucesivos hasta llegar
al limite superior. El simbolo usado para el indice es “mudo”, en el sentido de
que no afecta a la suma de los términos. Puede usarse cualquier otra letra. Por
ejemplo,

3

7

2 +5)=7+9+11= 3 (2 + 5).
=1

1

¥ EJEMPLO 1 Notacién sigma
z R+ 3
a. Evaluar Y, IR

k=4 =

Solucion:  aqui, la suma comienza con k = 4. De modo que tenemos

L4y #4383, 43 B3 FL3
ZI‘ 3 _ 4 +6 +7+
= 2 2 2 2 2
19 28 39, 52
3T T T T

b. Evaluar E 1y — 1%

i=0
Solucion:
DG VATE,
= {1l — O = 1 (-1 = 1)
=(—1) + 0+ (—1) =—2

Para expresar la suma de los primeros n enteros positivos en notacidn sig-
ma, podemos escribir

Por la ecuacion (3),

k= TS (4)

n

Note en la ecuacion (4) que 2 k es una funcion sélo de n.no de k.
k=1
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® EJEmMPLO 2 Aplicacion de la formula 4

fl}

a. Evaluar Ek.
=1

Solucion: aqui, debemos encontrar la suma de los primeros 60 nimeros
enteros positivos. Por la ecuacion (4) con n = 60,

0 60(60 + 1)
>k = ———= = 1830.
B = 2

b. Evaluar Ek.

=1

Solucion:  aqui se deben sumar los primeros n — | enteros positivos.
Reemplazando n porn — 1 en la ecuacion (4), obtenemos

o, _(m—=Dirn—1)+1] (n—1)n
.'\;k B 2 N 2 '

N

Otra férmula ttil es la de la suma de los cuadrados de los primeros n ente-
ros positivos:
nin + 1)(2n + 1)

- 2: (s)
>k e 3 _

k=1

® EJEMPLO 3 Aplicacion de la formula 5
Evaluar 1 +4 + 9 + 16 + 25 + 36.

f
Solucion: esta suma puede escribirse como E k’. Por la ecuacién (5) con
k=1
n =0,
b 66+ 1)[2(6) + 1
Y i = : I 91.
= 6
= |
Concluimos con una propiedad de sigma. Si x|, x-..... x, son nimeros rea-

les v ¢ es una constante, entonces
n
2 cx; = c¢xy + cxp + -+ cx,
=1
=c(x, + x,+ -+ x)=cDx.
Por tanto,

i=1 i=1

Esto significa que un factor constante puede “salir” del simbolo de sumatoria.
Por ejemplo,
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Por la ecuacion (3), tenemos

5 5
2352 =3>i"=3

/s\ Advertencia
/A

Aunque los factores constantes pueden “salir” del signo
" ) de suma, ninguna otra cosa puede salir.

0

[M

] = 165.
6

i=1

En los problemas del 1 al 10 evaliie la suma indicada.

§ 15

L D (k +4). 2. DT 2k)
k=1 k=12

4. 32 5. 3 (G0 —7)
& 1+ 1) 5

T F = 8. >4

4
10. > (w7 + n).

En los problemas del 11 al 16 exprese las sumas dadas por medio de la notacion sigma.

1.1 +2+3+ -+ 19,
13.1+3+5+ 7.
15. 17+ 224+ 3 + - + 10

En los problemas del 17 al 22 evaliie las sumas por medio de las ecuaciones (4) v (5).

3 (=1}
=
e
6.
a1
e L I
g =1 )
k=1 k

12. 7+ 8+ 9 + 10.
14. 2 +4+ 6+ 8.
16. 3 +6 +9 + 12.

10
18. DK%
k=1

23. Una compania tiene un activo cuyo valor original es de
$3200 y no tiene valor de recuperacién. El costo de
mantenimiento anual es de $100 y aumenta $100 cada
afio. Demuestre que el costo promedio total anual C en
un periodo de # afios es

(LA Explicar, por medio

14.6 LA INTEGRAL DEFINIDA

3200
C:—2F+50(n~f" 1).

Encuentre el valor de # que minimiza a C. ;Cudl es el
costo promedio anual para este valor de »?

del concepto de drea, la integral
definida como un limite de una
suma especial; evaluar integrales
definidas sencillas por medio del
proceso de limite.

La figura 14.1 muestra la region R limitada por las lineasy = f(x) = 2x,y =0
(el eje x) y x = 1. La region es simplemente un tridngulo rectdngulo. Si b y A
son las longitudes de la base y de la altura, respectivamente, entonces, de geo-
metria, el drea A del tridngulo es A = bk = }(1)(2) = 1 unidad cuadrada.
Encontraremos ahora esta drea por otro método, el cual como veremos poste-




1 3 4 x
4 s 4

ENES]

FIGURA 14.3 Cuatro rectdngulos
circunscritos.

il & & &

4 2 3 7
FIGURA 14.4 Cuatro rectdngulos
inscritos.
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riormente, se aplica a regiones mds complejas. Este método implica la suma de
areas de rectdngulos.

FIGURA 14.1 Regidn acotada  FIGURA 14.2 Cuatro
por f(x) = 2x,y = 0.yx =1 subregionesde R.

Dividamos el intervalo [0, 1] sobre el eje x, en cuatro subintervalos de
igual longitud por medio de puntos igualmente separados, x, = 0. x;, = .
X, = f Bed y X4 = 1 =1. (Véase la fig. 14.2.) Cada subintervalo tiene
fongitud de Ax = 1. Estos subintervalos determinan cuatro subregiones de
R: R, R,. Ry y R,, como se indica.

Con cada subregiéon podemos asociar un rectangulo circunscrito (véase la
fig. 14.3), esto es, un rectangulo cuya base es el correspondiente subintervalo y
cuya altura es el valor mdximo de f(x) en cada subintervalo. Como f es una
funcién creciente, el valor maximo de f(x) en cada subintervalo ocurre cuando
x es el extremo derecho de éste. Asi, las dreas de los rectdngulos circunscritos
asociados con las regiones R, R, Ry y Ryson { (5.1 (5).if(3) v if(3), res-
pectivamente. El drea de cada rectdngulo es una aproximacion al drea de su
correspondiente subregion. Asi. la suma de las dreas de estos rectdngulos, de-
notada por S, (se lee “suma superior considerando 4 subintervalos™), aproxi-
ma el drea A del tridangulo. Tenemos

Se=4(H) + () + G + G
=320 +2() +26) + 20 =&

4
Usted puede verificar que es posible escribir §, como S, = E f(x;)Ax. El he-
. =1
cho de que S, es mayor que el area real del tndngulo era de esperarse, ya que
S, incluye dreas de regiones sombreadas que no pertenccen al triangulo (véa-
se la fig. 14.3).

Por otra parte, con cada subregion podemos también asociar un rectdn-
gulo inscrito (véase la fig. 14.4), esto es, un rectdngulo cuya base es el subin-
tervalo correspondiente pero cuya altura es el valor minimo de f(x) en ese
subintervalo. Como [ es una funcion creciente, el valor minimo de f(x) en
cada subintervalo ocurrird cuando x sea el extremo izquierdo de €ste. Asi,
las dreas de los cuatro rectdngulos inscritos asociados con R. R,. R,y R, son
1£(0), 31 (). iF(3) yif(3). respectivamente. Su suma, denotada S, (se lee “suma
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inferior considerando 4 intervalos™) es también una aproximacion al drea A
del triangulo. Tenemos

é4:1|f(J ) + f(4) (-:t)
120) + 25 + 26) + 20} =3

it

Usando la notacion sigma podemos escribir §;, = 2 f(x;)Ax.Observe que S,
i=0

es menor que ¢l drea del triangulo porgue los rectangulos no toman en cuenta
aquella porcién del tridangulo que no esta sombreada en la figura 14.4.
Como

:§4EA5§4:

i
[

decimos que S, es una aproximacion a A por abajo y S, es una aproximacion a
A por arriba.

Si [0.1] se divide en mas subinfervalos, esperamos que ocurran mejores
aproximaciones a A. Para probar esto, usemos seis subintervalos de igual longi-
tud Ax = .. Entonces S, el drea total de seis rectangulos circunscritos (véase la
fig. 14.5),y Sq. el drea total de seis rectangulos inscritos (véase la fig. 14.6), son

By =) + L) 4G + HE) + &3] +4f6
=1y 4+ 20) + 23) +2(3) + 28 + 2(0)) = 1

8. =(0) + 5@ /8 + L) + 3@ + 26
=1200) +2() +2() +23) +2() + 2(3)] = &

) 4 4
SE
6
A5
flx)=2x : ?
/(%) (3) |
, g
el fl5)
3 3
%) f\5)
g 2
(%) (%)
1
(%) (%)
X o)y X
12352458 1232568
6§ 68 6 6 6 5 66 6 6 6
FIGURA 14.5 Seis rectangulos FIGURA 14.6 Seis rectdngulos
circunscritos. Inscritos.

Observe que S, = A = S, y.con {a notacién apropiada, tanto S, como § se-
rdn de la forma Sf(x)Ax. Es claro que usando seis subintervalos se obtuvo
una mejor aproximacion al drea que con cuatro subintervalos, como era de
esperarse.




.
33

) i flx) =2x ]

D=
sin

FIGURA 14.7 n rectdngulos
circunscritos,

-

FIGURA 14.8 n rectingulos
inscritos.

Sec. 14.6 = La integral definida 643 '

En términos generales. si dividimos [0, 1] en # subintervalos de igual lon-
gitud Ax, entonces Ax = 1/n y los puntos extremos de los subintervalos son
x=0,1/m2/n,...(n —1)/n,yn/n =1 (véase la fig. 14.7). El drea de n rectdn-
gulos circunscritos es

Su = %f(%) * jrf@) Ll %f(::) (1)
) o) o)

2 .
‘2[1 + Do f’l] (etd factoriZo ch cada Krmino).
1 ]

Ln

nin+ 1)

De la seccion 14.5, la suma de los n primeros enteros positivos es >

Asi,

_ (2)n(r1 +1) n+1
Sn = = .
2 n

3
-

Para »n rectdngulos inscritos. el drea total determinada por los subintervalos
(véase la fig. 14.8) es

_1, 13y 4y tyfn—d y
Su = nf([)) + nj(n> bt nf( n ) “
= ][2(0) + 2(1) + ot 2(L*—1H
1 i n
2

=—[1+:+ (n—1)]

Sumando los primeros n — | enteros positivos, como hicimos en el gjemplo
2(b) de la seccidn 14.5, obtenemos

2 n 2 n

Por la naturaleza de S, y S, parece razonable, y de hecho es cierto, que

De las ecuaciones (1) y (2) se observa nuevamente que S, ¥ 3 son sumas de la
Sn

forma Zf(x)Ax, es decir,

S, <A=S§,

Conforme 7 crece, §, y §, resultan ser mejores aproximaciones para A. De he-
cho, tomamos los limites de S, v S, cuando # tienda a oo a través de valores
enteros positivos:

n—00 n—o M n—oo

— 1 ’ 1
lims§, = lim = lim(l - ~> =1,

= 41
im S, = lim—— = lim (1 + 1) =1.

00 n—x A n—oo

Como S, y §, tienen el mismo limite comun, a saber,
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La integral definida es el mite

de [a forma X f(x) Ax. Esta inter-

pretacion sera Uil en secciones

|1(_\¥-1.n_' riores.

limS, = lim$, = 1, (3)
¥ como
§h f; A = 3;lr‘

debemos considerar este limite como el drea del tridngulo. Asi, A = 1 unidad
cuadrada, lo cual concuerda con nuestro valor anterior.

Llamamos al limite comin de S, y S, 0 sea 1, la integral definida de
f(x) = 2x sobre el intervalo de x = 0 a x = [, y denotamos esta cantidad es-

cribiendo
1
/2x dx = 1. (4)
Ju

La razon para usar el término integral definida y el simbolismo de la ecuacidn
(4), serd evidente en la siguiente seccion. Los nimeros G y I que aparecen con el

signo ] en la ecuacion (4) se llaman limites de integracion: 0 es el limite inferior
v 1 es el limite superior.

En general, para una funcién f definida sobre el intervalo de x =4 a
Xx = b.donde a < b, podemos formar las sumas S, y §,,, que se obtienen consi-
derando los valores maximo y minimo, respectivamente, en cada uno de n sub-
intervalos de igual longitud Ax.” Ahora podemos establecer lo siguiente:

El limite comtn de S, y S, cuando n — oo, si éste existe, se llama integral
definida de f'sobre {a, b] y se escribe

[f(x) dx.

Los numeros a y b se llaman limites de integracién; a es el limite inferior y b
es el limite superior. EL simbolo x se llama variable de integracion y f(x) es
el integrando.

En términos de un proceso limite, tenemos

b
> f(x) Ax — / f(x) dx.

Debemos aclarar dos puntos acerca de la integral definida. Primero, la in-
tegral definida es el limite de una suma de la forma Zf(x) Ax. De hecho, po-
demos pensar el signo de integral como una “S” alargada, que es la primera
letra de “sumatoria”. Segundo, para una funcién f arbitraria definida en un in-
tervalo, podemos calcular las sumas S, y S, y determinar su limite comun en
caso de que exista. Sin embargo, algunos términos de las sumas pueden ser ne-
gativos, si f(x) es negativa en puntos del intervalo. Estos términos no son dreas
de rectangulos (un drea nunca es negativa). por lo que el limite comun puede
no representar un drea. Asf, la integral definida no es otra cosa que un nimero
real y puede o no representar un area. B

Como vimos en la ecuacion (3) lim S, esigual a lim S,. Para una tuncién

=30 R0
arbitraria esto no siempre es cierto. Sin embargo, para las funciones que consi-
deraremos, esos limites serdn iguales y la integral definida siempre existird. Para

*Aqui suponemos que los valores maximo y minimo existen,




En general, en [a. b], tenemos

= Principios en prictica 1
Calculo de un drea por medio

- de-los extremos del lado
derecho

‘Una compaiifa ha determinado que
su funcién de ingreso marginal estd
dada por R'(x) = 600 — 0.5x, en
donde R es el ingreso (en ddlares)
recibido cuando se venden x uni-
dades. Determine el ingreso total
recibido por la venta de 10 unida-
des, determinando el drea en el
primer cuadrante acotada por
y= R'(x) =600 —05x y las
tectas y = 0;x = 0,y x = 10.

Sec. 14.6 = La integral definida 645

ahorrar tiempo, usaremos solo el extremo derecho de cada subintervalo al
calcular una suma. Para las funciones en esta seccion, esta suma se denotara
como S, y corresponderd yaseaa §, obienaS,.

" EJEMPLO 1 Calculo de un drea usando extremos derechos

Encontrar el drea de la region en el primer cuadrante limitada por f(x) = 4 — x°
vlas reciasx =0 yy = 0.

Solucion: enla figura 14.9 se da el bosquejo de la regién. Se ve que el in-
tervalo en el cual varia x es [0, 2]. que subdividimos en n subintervalos de
igual longitud Ax. Como la longitud de [0, 2] es 2, tomamos Ax = 2 /n. Los
extremos de los subintervalos son x =0, 2/n, 2(2/n), ..., (n — 1)(2/n) y
n{2/n) = 2, que se muestran en la figura 14.10. El diagrama también mues-
tra los correspondientes rectangulos obtenidos usando el extremo derecho
de cada subintervalo. El drea de cada rectdngulo es el producto de su

L/

fix) =4 —x? HX)=4=x"

2

FIGURA 14.9 Laregion del ejemplo 1.

FIGURA 14.10 i subintervalos y los
rectdngulos correspondientes para cl
ejemplo 1.

ancho (2 /n) y su altura, que es el valor en el extremo derecho de su base. Al
sumar estas drcas, obtenemos

o= () + 2200+ o (2)]
=2 4(2) + rl2(2)] e (3) ]
o= (2o O} [T

Como el nimero 4 aparece n veces en la suma, podemos simplificar §,. Ob-

tenemos
2 2 2 z 2 2 ) 2 >
8y = [4n - (*) - 2'(-) — —n‘(—) }
H n b7l n
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2

n

{4.*? - (%)2{13 + 7+ --~-H?2}}.

L nin+ 1)(2n + 1
De la seccion 14.5, D k* = —(—L—im) por lo que

k=1 6
2 + 1)(2n + 1
s, =2 —(3) oty 2+ ]
1 n 6
4(n + 1)(2n + 1
e e M (distribucion)
3n°
. 4(2113+3n+1) L
=8— - |———— (expansion}.
3 n

Por ultimo, se considera el limite de §, cuando n - oo

4 (2n* + 3n + 1
lim §, = Iim[S - —(”m—zih)]

H—xJ f—0 o] 1

A3 1
= [fnx[S*(Z%-’vLﬁH
n—o0 3 n n,

8 16

8737 %

Asi,

.16
S5

Por consiguiente, el drea de la region es de £ unidades cuadradas.
_ W

® EJEMPLO 2 Evaluacidn de una integral definida
2
qu[uarf (= x")dr
1]

Solucion:  queremos encontrar la integral definida de f(x) = 4 — x? sobre el

intervalo [0, 2]. Asi, tenemos que calcular 1fim §,. Pero este limite es precisa-
- . - H—0C

mente el limite ¥ encontrado en el ejemplo

1, porello concluimos que
b 5 16
/ (4 — 2"l =",
0 3

¥ EJEMPLO 3 Integracién de una funcién sobre un intervalo
3

[ntegrar f(x) = x — Sentre x = 0yx = 3;esto es.evaluar / (x — §)dx.

A]
Solucion:  primero dividimos [, 3] en n subintervalos de longitud Ax = 3 /n.
Los puntos extremos son 0, 3/, 2(3/n), ..., (1 — 1)(3/n),n(3/n) = 3 (véase
la fig. 14.11). Usando los extremos derechos formamaos la suma




FIGURA 14.11 Divisién de [0, 3] en
/1 subintervalos.

¥y
ny \ My %
-2+ U
P g
#
" fix)=x—5
— 5l
FIGURA 14.12 f'(\_) es -
negativa en cada extremo
derecho.
¥
A
—— | y=fv
a b x
FIGURA 14.13  §i fes continua

y f(x) = 0en [a, b]. entonces

b
| f(x)dx representa el drea.
o
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=)0+ )]

Al simplificar, tenemos

-2 o)

3 3 i
= —{-5!’1‘ + —={1 4 2 & = +H}:{
n n .

3 3\n(n + l):{ At aln =+ 1)\
= = i — \4 I"\. = i -
”|: et <”) 2 \ =4 2 ’
_ 9 n—+1
=—15+ > P
9 1
==15F=1=})
I 2(_1 n)

Al calcular el limite, obtenemos

9/ 1 9 _ 21
i = i — — = —_ — C; _ = —_——
lim S, ”151_1‘[ 15 +2(1 +”ﬂ B ey =i

Por tanto,

[ =2
L= X =
0 ( 2

Observe que la integral definida en este caso es un nimero negativo. La razon
es clara de la grifica de f(x) =x — 5 en el intervalo [0, 3]. (Véase la fig. 14.12.)
Como el valor f(x) es negativo en cada extremo derecho, cada término en S, de-
be también ser negativo. Por tanto, nh’inxS .- que es la integral definida, es negativo.

Geométricamente, cada término en S, es el valor negativo del drea de un rec-
tangulo (véase la tig. 14.12). Aungue la integral definida es sélo un nimero,
aqui podemos interpretarla como la representacion del valor negativo del drea
de la region limitada por f(x) =x —5.x =0,x =3yelejex (y =0).

En el ejemplo 3 se demostrd que la integral definida no tiene que represen-
far un drea. De hecho, ahf la integral definida fue negativa. Sin embargo, si f es
continua y f(x) = 0 en [a, b], entonces §, = 0 para todo valor de n. Por consi-

-
guiente, lim S, = 0,porloque [ f(x)dx = 0. Ademas, estd integral definida
n—oe

o
da el 4drea de la region limitada ‘por v=f(x),y=0,x =ayx =b(véase la
fig. 14.13).
Aunque el procedimiento que usamos para analizar la integral definida es
suficiente para nuestros fines, no es riguroso. Lo importante por recordar acer-
ca de la integral definida es que es el limite de una suma especial.

R
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Tecnolggia k

Aqui se presenta un programa para la caleuladora gré-
fica TI-83 que estimara el limite de S, cuando n — oo
para una funcién f definida en [a, b].

PROGRAM:RIGHTSUM
Lbl1

Input “SUBINTV" N
(B— A)/N > H

B — S
A+H-X
1 =1
Lbl 2 ,
Erank IGHT SUM

Y, +8 -8 SUBINTY1E8 R
& B - K SUBINTV1GGE |
ot suam?uzé%%’%gﬁs
Bl 6. 4977S
Goto 2 -
e FIGURA 14.14 Los valores d

18 . os valores de
?;Z‘if S, para f(x) = x — Sen [0.3].
Goto 1

RIGHTSUM calculard S, para un nimero dado n de
subintervalos. Antes de ejecutar el programa, almacene
f(x),aybcomo Y, Ay B, respectivamente. Durante la
ejecucion del programa se le pedira a usted indicar el
nimero de subintervalos. El programa procedera en-
tonces a exhibir el valor de §,. Cada vez que oprima
ENTER, el programa se repetird. De esta manera, pue-
den obtenerse los valores de S, para varios nimeros
de subintervalos. La figura 14.14 muestra valores de S,
(n = 100, 1000 y 2000) para la funcién f(x) =x —5Sen
elintervalo [(),3]. Cuando n — oo, se ve que S, — —10.5.
Asi estimamos que

lim S, ~= —10.5,

n—o0

o, de manera equivalente,

3
] {x —§)dx & —105,
]

lo cual concuerda con nuestro resultado del ejemplo 3.
Es interesante notar que el tiempo requerido por una
calculadora para calenlar Sy, en la figura 14.14 fue

mayor de 1.5 minutos.
R

mmmn EieTCicio 14.6 Eamm

En los problemas del 1 al 4 esboce la region del primer cuadrante limitada por fas curvas dadas. Aproxime el drea de la region
por medio de la suma indicada. Use el extremo derecho de cada subintervalo.

Ly =xy=0x=1; S8
Lfix)=xy=0x=1 &

2. f(x)=3x,y=0x=1 S
4 flx)=x"+Ly=0x=0x=1 &,

Enlos problemas 3 y 6, por medio de la division del intervalo indicado en n subintervalos de igual longitud, encuentre S, para ln
funcion dada. Use el extremo derecho de cada subintervalo. No encuentre el 1im §,,
n—oa

5 flx) =4x; [0.1].

En los problemas 7 y 8, (a) simplifigue S,y (b) encuentre lim S,
=20

L[ 2 n
wi\n n y 8] )

6. f(x)=2x+1: [0.2]

P (ER

En los problemas del 9 al 14 esboce la region del primer cuadrante limitada por las curvas dadas. Determine el drea exacta de (a
regidn considerando el limite de S,, cuando n — cc. Use el extremo derecho de cada subintervalo.

9. Region descrita en el problema 1.
11. Regidn descrita cn el problema 3.

13. f{x) =225y =0,x =2

10. Region descrita en el problema 2.
12. Region descrita en el problema 4.

M flx)=9—xy=0x=0

En los problemas del 15 al 20 evaliie la integral definida dada tomando el limite de S,. Use el extremo derecho de cada subinter-
valo. Esboce la grifica, en el intervalo dado, de la funcidn por integrar.

o) 3
15. / 3x dx. 16. / 9 dx.
JU J0

3
17. /—4xd.v.
0

T
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3 1 2
18. f (2x ~ 9)dx. 19. f (3% £ x)dx 20. / (x + 2)dx.
0 o W1
3 3

21. Encuentre D{f Vi + Idx] sin usar limites. 23. Encuentre / f(x)dx sin usar [imites, donde

2 J=

&
22. Encuentre / flx)dx sin usar limites, donde I, six=1
70 flx) = 2—x Bl=z=l

1= sil=x=1l,
el =428 =2, ®l=x =2,
2, sil=wxp=3

==, =f % stix > 2,

-
* Enlos problemas del 24 al 26 use un programa como el RIGHTSUM, para estimar el drea de la region del primer cuadrante
limitada por las curvas dadas. Redondee sus respuestas a un decimal.

W A = 8 LS D = =il 25, f(x)=Vry=0x=13x=4
26, f(x)=¢"y=0x=0x=1.

En los problemas del 27 al 30 use un programa como el RIGHTSUM, para estimar el valor de la integral definida. Redondee
sus respiestas a un decimal.

ik 4 1 =N 02
27. dx. 28. — X, 29. (4x= + x — 13)dx. 30. Inx dx.
3 x +2 - X 1 iy

Hacer undesarrollo 14,7  EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL

informal del teorema fundamen- — =y
tal del cdlculo y utilizarlo para

calcular integrales definidas. Teorema fundamental

Obtener un cambio en los va-
lores de la funcion cuando la
tasa de cambio en la funcién es

Hasta ahora, hemos considerado por separado los procesos de cdlculo de la
derivada y de la integral definida. Ahora juntaremeos esas ideas fundamentales
- y desarrollaremos la importante relacion que existe entre ellas. Como resulta-
conocida. : do, podremos evaluar las integrales definidas en forma mds eficiente.

La grifica de una funcién festd dada en la figura 14.15. Supongamos que
fes continua en el intervalo [a, b] y que su grifica no cae debajo del eje x. Esto
es. f(x) = 0. De la seccidn precedente. el drca de la region debajo de la grifica

”
y arriba del eje x entre x = a y x = b, estd dada por / f(x)dx. Considerare-
mos ahora otra manera de determinar estd drea. S

v ¥
y=fx) y=1(x)
Alx)
a b = 1 a X b %
FIGURA 14.15 En [a,b].fes FIGURA 14.16 A(x) esuna

continuay f{x) = 1. funcién de drea.
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y Supongamos que existe una funcion A = A(x), a la cual nos referiremos
como una funcién de drea, que nos da el drea de la region debajo de la grafica
de fy arriba del ¢je v, entre 4 y x, donde 2 = x = b. Esta region aparece som-

| breada en la figura 14.16. No confunda A(x).que es un drea, con f(x),que es la

e

/ altura de la grafica en x.
5 Con base en su definicion, podemos enunciar inmediatamente dos propie-
P il dades de A:
p
/
1. A(a) = 0,ya que no hay “drea” entre a y «:
— X 2. A(b)esel dreaente ay b;estoes
a X T b ’

-
A(b) = j f(x)dx.

FIGURA 14.17  A(x + h) a

proporciona el area de la

_, Si x se incrementa en h unidades, entonces A(x + h) es el drea de la re-
region sombreada.

gién sombreada en la figura 14.17. Por tanto. A(x + k) — A(x) es la diferencia
de las dreas en las figuras 14.17 y 14.16, o sea. el drea de la region sombreada
en la figura 14.18. Para una h suficientemente cercana a cero, ¢l drea de esta

¥
Y
f(x+ h /
yr—»( ! s=szzzz=zF
f(X) o=
./V g
N I
i = = X
¥+ f h
FIGURA 14.18 Eldrea de la FIGURA 14.19 El drea del rectdngulo
region sombreada es es la misma que el drea de la regién
Alx + h) — A(x). sombreada en la figura 14,18,

region es la misma que la de un rectangulo (véase la fig. 14.19) cuya base sea h
y su altura algin valor y entre f(x) y f(x -+ £). Aqui v es una funcion de h. Asi,
el drea del rectangulo es, por una parte. A(x + &) — A(x).y por otra /iy. por

lo que
Alx + h) — A(x) = hy
0
Alx + h) — Alx)  _
—h = vidiend .
Cuando li — 0.y se aproxima al nimero f(x), por lo que
Al +h) = A
g L

Pero el miembro izquierdo es simplemente la deriva de A. La ecuacion (1) se
puede entonces escribir como

A'(x) = f(x).

Concluimos que la funcion de drea A tiene la propiedad adicional de que su
derivada A' es f. Esto es, A es una antiderivada de f. Ahora, supongamos gue




La tntegral definida es un ndmer
yuna integral

funcion.

imndet

mida es una

y
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F es cualquier antiderivada de f. Como A y F son antiderivadas de la misma
funcion, difieren cuando mucho en una constante

A(x) = F(x) + C. (2)

Recuerde que A(a) = 0. Por lo que, al evaluar ambos miembros de la ecuacion
(2) para x = a, resulta

0= F(a) + C,

C = —F(a).
Asi, la ecuacidn (2) se convierte en
A(x) = F(x} — F(a). (3)

Entonces, six = b, de la ecuacion (3)

A(b) = F(b) — F(a). (4)

*h
:/ﬂnu (

De las ecuaciones (4) y (5) obtenemos

Pero recuerde que

tn
-

/f x)dx = F(b) — F(a).

Larelacion entre una integral definida y la antidiferenciacion ha resultado
b

clara. Para encontrar [ f(x) dx basta encontrar una antiderivada de f, diga-

a
mos F, y restar el valor de F en el limite inferior a, de su valor en el limite su-
perior b. Supusimos que fera continua y f(x) = 0 para poder usar el concepto
de “area”. Sin embargo, nuestro resultado es cierto para cualquier funcion
continua,” y se conoce como ¢l teorema fundamental del cdlculo integral.

Teorema fundamental del calculo integral

Si fes continua en el intervalo [a, b] y F es cualquier antiderivada de fen el
intervalo, entonces

fﬂnm:ﬂm—n@

Es importante que entienda la diferencia entre una integral definida y una
integral indefinida. La integral definida | f(x)dx es un nimero definido co-
mo el h’mite. de una suma. El teorema funduamcntai establece que la integral in-
definida /f(x) dx (una antiderivada de f), la cual es una funcién de x y estd

relacionada con el proceso de diferenciacién, puede usarse para determinar
ese limite.

b
°Si fes continua en [a, b, puede demostrarse que j f(x) dx existe.
a
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—® Principios en pridctica 1
Aplicacion del.teorema
fundamental -

El ingreso (en délares) de una
cadena de comida ripida estd
aumentando. a una tasa de
£(£) = 10,000e", donde restd en

6
afios. Determine [ 10.000e™% dy,

J3
que proporciona el ingreso total
para la cadena entre el tercero y
sexto anos. ]

Supongamos que aplicamos el teorema fundamental para evaluar
5]
(4 — x*)dx. Aqui, f(x) =4 —x*,a = 0y b = 2. Como una antiderivada

0
de 4 — x?es F(x) = 4x — (x*/3), se sigue que

.
- 5 ., 8 16
/ (4 — x)dx = F(2) — F(0) = (8 = —) = {0) ==
0 3 3
Esto confirma nuestro resultado del ejemplo 2 de la seccion 14.6. Si hubiése-
mos escogido F(x) como 4x — (x*/3) + C,entonces
8 16
F(2) — F(0) = [(s—q) +C}—[0+C}—?.
igual que antes. Ya que el valor escogido para C es irrelevante, por convenien-
cia lo escogeremos siempre igual a 0, como se hizo inicialmente. Por lo general,
F(b) — F(a) se abrevia escribiendo

F(x)

a

Por tanto, tenemos
[ (1= < fpd) cp=E
0 ' ’ ’ 3 1] 3 3 '

" EJEMPLO 1 Aplicacion del teorema fundamental
3
Encontrar / (3x* — x + 6)dx.
J~1
Selucion: una antiderivada de 3x* — x + 6 es

2

3 X
X = — 4 6x.
2
Entonces,

3
/ (3x> — x + 6)dx

Propiedades de la integral definida

b

Para f{x)dx hemos supuesto que a < b. Ahora se definen los casos en

a
que a > b oa = b. Primero,

b “a
sia > b, entonces /f(x)dx - _/ f(x)dx.
Ja Jb
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Esto es, al intercambiar los limites de integracion se cambia el signo de la inte-
gral. Por ejemplo,

/“(4 — ¥ de = —/.1{4 — xl)d‘r. |

Si los limites de integracion son iguales, tenemos

'/H.”f(x) dx = 0.

Algunas propiedades de la integral definida merecen mencionarse. La pri-
mera propiedad replantea mds formalmente nuestro comentario de la seccién
anterior sobre dreas.

Propiedades de la integral definida

b

1. Sifescontinuay f(x) = O en [a,b],entonces [ f(x)dx puede interpre-
Ja
tarse como el area de la regién limitada por la curvay = f(x),elejexy

las lineasx =ayx = b.

b b
p A / kf(x)dx = k/ Flx)dx, donde k& es una constante.
b

2 [Uwssmiar= [T axs [(otn ax

Las propiedades 2 y 3 son similares a las reglas para las integrales indefinidas
porque una integral definida puede evaluarse, utilizando el teorema funda-
mental, en términos de una antiderivada. Se dan a continuacién dos propieda-
des mads de las integrales definidas.

4. j:bf(x) dx = [h_f(tj dt.

La variable de integracién es una “variable muda” en el sentido de que
cualquier otra variable produce el mismo resultado, esto es, el mismo
namero.

Para ilustrar la propiedad 4, usted puede verificar, por ejemplo, que

2 2
/ X2dx = / 12 dt.
J0 J 0

5. Si fes continua sobre un intervalo 7, y a, b y ¢ estdn en [, entonces

[f(x) dx = ff(x) &% + [f(x) .
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La propiedad 5 significa que la integral definida en un intervalo puede expre-
sarse en términos de integrales definidas en subintervalos. Asi

/'2(4 — x)dx = /.1(4 — x%)dx + /3(4 — )dx.
0 0 1

Veremos ahora ejemplos de integracion definida y calcularemos algunas
areas en la seccion siguiente.

-?JETV\—PICTZ Uso del teorema fundamental
. 3
Enconirar — dx.

Jo V1 + &

Solucion: para encontrar una antiderivada del integrando, aplicaremos la re-
gla de la potencia para integracidn:

i 3
1 ¥

1
——dx = [.r3 L+ xM7 2 dx
0 V1+ x? 0 ( )

1 3] e 1 (L + x-l)l;] 1
= E‘A (1 -+ ,(4) 1.,\_[4_{_3 d.){] = (Z)_ i _i

0

1
[ TSR [Papa
.= 2 >

= l A4N1/2
= ;(1 + x*)

§ 4

=%n6—1y
B— |

f, Advertencia En el ejemplo 2, el valor de la antiderivada 5(1 + x*)'"?en
/% \el limite inferior es 2(1)"°. No suponga que una evaluacion en el limite
cero da como resultado 0.

® EIEMPLO 3 Evaluacién de integrales definidas

4

a. Encontrar / [ B < T57] ol
1

Solucion:

2

[k[m‘“*‘ + 2 + 1) ds = 4]}":1(1’{ + %[_(tz + 1) 2t dr]
J1 1 1

2

(1)(.” + 1)#2
+ = et =
2 4 !

PRI

G

4
3 I

i

:ﬂfﬂ~;y+g§—2ﬂ

=30 —3+ 28
8
= 6VZ + 22
3

|
h. Encontrar f e dr.
0




FIGURA 14.20 Gréfica
de y = x*en el intervalo
=217
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A
eVdr =
Jo 3

Solucion:

¥ EJEMPLO 4 Determinacion e interpretacion de una integral definida

g
Eva!uar/ .

N

Solucion:

i 4
Bdx ==
_L“‘ 4

La razon por la que el resultado es negativo es clara si observamos la gréfica
de y =" en el intervalo [=2, 1]. (Véase la fig. 14.20.) Para —2 = x < 0, f(x)

es negativa. Como una integral definida es el limite de una suma de la forma
[}

2 f(x)Ax, se deduce que / 1" dx no es s6lo un nimero negativo, sino también

—3
el negativo del drea de la region sombreada en el tercer cuadrante. Por otra

\
parte, / x'dx es el drea de la region sombreada en el primer cuadrante, ya
JA)

que f(x) = 0en [0, 1]. La integral definida en el intervalo entero [—2, 1] es la
suma algebraica de estos nimeros, ya que. por la propiedad 5,

o 0 L
/ 7 — /.}:1 dx + / % dx:
J2 =2 0

"1
Asi, / x'dx no representa el drea entre la curva y el eje x. Sin embargo, si se
2

desea el drea, ésta puede darse como el valor de
1) I
‘ / %= / X dx.
J2 JA)

b
' Advertencia Recuerde que [ f(x) dxesunlimite de unsuma. En algu-
‘/' SN Jar
nos casos cste limite representa un drea. En otros no. Cuando f(x) = 0
en [a, b], entonces la integral representa el drea entre la grafica de fy el eje x
desdex =aqax =h.

La integral definida de una derivada

Como una funcién fes una antiderivada de f', por el teorema fundamental te-
nemos

/%nnu=ﬂm—fm. (6)

oS
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—m Principios en practica 2
Cambia en los valores de
una funcidn

Un servicio administrativo deter-
mina que la tasa de incremento
del costo de mantenimiento {en
délares por afio) para un comple-
jo privado de departamentos estd
dada por M'(x) = 90x> + 5000,
en donde x es la edad del complejo
de departamentos en afios y M(x)
es ¢l costo total (acumulado) de
mantenimiento en x anos. Deter-
mine ¢} cosio para los primeros
CiNco anos,

| para estimar

| 100

80

Muchas calculadoras graficas tienen la capacidad de
estimar el valor de una integral definida. En una TI-83,

(0.6¢ + 2) dq.

Pero ['(x) es la razén de cambio de fcon respecto a x. De aqui que si conoce-
mos la razén de cambio de fy es necesario encontrar la diferencia entre los

]
valores de la funcién f(b) — f(a), es suficiente con evaluar / Flx) dx.

® EJEMPLO 5 Determinacién de un cambio en los valores de la funcién por
integracién definida

La definicion de costo marginal de un fabricanie es

a4 = 0.69 + 2.
dg

Si la produccion actual es g = 80 unidades por semana, jcudnto mds costard
incrementar la produccion a 100 unidades por semana?

Solucién: la funcién de costo total es ¢ = ¢(g) y queremos encontrar la dife-
rencia ¢{100) — ¢(80). La razdn de cambio de ¢ es de /dg; entonces, por la ecua-

cion (6).
[ i = 10
/ &g = / (0.6g + 2)dg
Jso dq .

R0

c(100) — ¢(80)

100 . ., 100
= [0.3¢" + 2¢]

80 80

0.6g°
e

= [0.3(100)2 + 2(100)] — [0.3(80)> + 2(80)]

= 3200 — 2080 = 1120.

Si c esta en dolares, entonces el costo de incrementar la produccion de 80 a 100
unidades es $1120.

TR R A ey - - - S P ————

fnlnt(X%, X, —2,1),

o en forma alterna, si primero almacenamos x* como ]
Y. podemos introducir 1

fnlnt(Y,, X, —2,1).

En cada caso obtenemaos —3.75, valor que concuerda

usamos el comando “fnlnt(” como se indica en la figu-
ra 14.21. Los parametros que deben proporcionarse
con este comando son:

limite  limite
inferior, superior.

funcién que  variable de
serd integrada, integracion,

Vemos que el valor de esta integral definida es de
1120, lo gue concuerda con el resultado del ejemplo 5.
De manera similar, para estimar

1§
f Pdx

introducimos

con el resultado del ejemplo 4.

frlnt (. 60+2, 0, 36
’x-?ﬂgb‘x*”?‘ 3 idneias

ST

FIGURA 14.21 Estimacion de
100 :
f (0.6g + 2)dq.
0




o Ejercicio 14.7 g

Sec. 14.7 = El teorema fundamental del calculo integral

657

En los problemas del 1 al 43 evaliie la integral definida.

2 4
1. / Tdx. 2. / (1 —e)dx.
Jo J2
1 1
i / (2x — 3)dx. 6. / (4 —9y)dy.
3 -1
-1

i 9
9. j (3w’ — w — 1)dw. 10. / dr.
L5 J8

n

I a2
13. [ Vildx 14. / (x> + x + 1)dx.
J—1 1/2
1 8 4
17. / [z + 1) dz 18. / (3 — 27V,
= 1
H4 =1 6
21. ] —dy. 22, / =,
1 ¥y ey X

25. [hxle‘"d_r.
J0
6
28. f \/2x + 4dx.
0
31.

b
34. /(m + ny)dy. 35.
38

/2(.\»—i + x? — xdx, ! /(

J1 1
'4elna

I~

' B
1+ ef

37.

40.

dx.

42,

i VT
NI+ ldx. 32. [ [2.\' o
) J0

. -
(2 + 1)“} ‘

J -
/ (e¥ — e ) dx.
¥}

6V x —

; s oo . e
dx. [Sugerencia: multiplique el integrando por
e

%

1
V2x

3.

7.

1
26. [ (3x* + 4x)(x* + 27 dx.
J0

2
29, / V1 — 3pdp.
13

X

41.

=] 43. /k_,f'(x) dx,donde f(x) =

Jax.

/i‘h‘d.t. 4. ] —3xdx.
Ji 0

3 -2
/ (y* =2y + Ddy. 8. / (2r — ) dr.
J2 J3

&) 2.2
—dr . j Xy
J B
i 9
i, 16. [(—i_ﬁ- = 2)([.\'.
J1ga X© Ja ANV x

1
[213(.1"1 — 1P dx. 20.
Ji

1
[ e’ dx.
J0

12,

24,

[-—hi—, dx.
Ja (x— 3¥

i o
30. / qVq* + 3dg.
77 el

'

27,

| 2-.:‘ + X
33, / B Tk
b2+ 21

.
/ 8lx|dx.

39, / (x + 1)e™ 2 dx.
J1

36.

/3_\"’* +ex* + ¥ +8Fx+5
i x4 5x+ 1

3 ) 3
5 Evalﬂe(/xdx) — [xzd.r.

3 |
j3%dr.EvalL’1e / f(x)dx.
1 I- e

o In2 1
. Evali Tdx +
value [U e X \[J 2In2

vy 7
Si j flx)dx =4y f f{x) dx = 3,encuentre
1 3

. [ 2f (x)dx.

. Si /4}’(.1') dx = 6./I4_f(x) dx = 5,
Ji 2

45. Suponga que f(x)

dx.

47.

¥ /.Sf(.r)dx = 2, encuentre /J_f(x)d_r.
! J2

49,

50.

5L

> . d "2 o7 ; .
Evaluef (;—/ e’ dx)d.\'. [Sugerencia: no es nece-
(RNLCR v 1

sario determinar / e" dx.]
1

E LY -

Suponga que f(x) = / g

g —et

dt.donde x > e.

Encuentre f'(x).
Indice de severidad En un andlisis de la seguridad en
el transito, Shonle’ considera cudnta aceleracién puede

tolerar una persona en un choque sin que se presenten
en clla lesiones serias. El indice de severidad se define

como
ro
l.S.:j o= dr,
i

71.1.Shonle. Environmental Applications of General Physics (Reading,
MA: Addison-Wesley Publishing Company, Inc., 1975).
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donde a (la letra griega “alfa”) se considera una cons- que se presenta en un problema de difusion'” entre dos
tante implicada con la aceleracion media ponderada y compartimentos:

T es la duracion del chogue. Encuentre el indice de se-

veridad. &

{e—r:r = e—f‘r) dr.
1)

aqui, 7 (se lee “tau™) es una letra griega: a y b son cons-

tantes.

57. Demograffa Para cierta poblacidn, suponga que [ es
una funcioén tal que /(x) es el nimero de personas que
alcanzan la edad x en cualquier afio. Esta funcion se lla-
ma funcion de la tabla de vida. Bajo condiciones apro-

52. Estadistica En estadistica, la media p (letra griega piadas. la integral
“mu”) de la funcién fde densidad de probabilidad con- -
tinua, definida en el intervalo [a. b] estd dada por f 1(¢) dt
b ' _
= f [x - f(x)]dx, da el nimero esperado de gente en la poblacion que
a tiene entre exactamente x v x + n anos, inclusive. Si
y la varianza o (letra griega “sigma”) estd dada por 7
. - J(x) = 10,000V 100 — x,
b
o = / (x — w)*f(x)dx. determine ¢l nimero de personas que tienen exacta-
a ‘ mente entre 36 y 64 afos, inclusive. D€ su respuesta al

Calcule pyo’sia =0,b =1y f(x) = 1. entero més.cercanu. ya que respuestas fraccionarias no

) o ; tienen sentido.

53. Distribucion de ingresos El economista Parcto” ha es-
tablecido una ley empirica de distribucion de ingresos
superiores, que da el ndmero N de personas que reci-
ben x o mds ddlares. Si

58. Consumo de mineral Si ¢, es el consumo anual de un
mineral en el tiempo ¢+ = 0. entonces bajo consumo con-
tinuo, la cantidad total de mineral usado en el intervalo
[0.1] es

dN

~— = —Ax ¥, f
dx f cpe dt,
0

donde A y B son constantes, obtenga una integral defi-

nida que dé el nimero total de personas con ingresos donde k es la razon de consumo. Para un mineral de tie-
entreayb.sia < b. rras raras se ha determinado que ¢, = 3000 unidades y
54, Biologia En un estudio sobre mutacién genética,’ = Q5 Bvahicladutagral pasyestos daus
aparece la integral siguiente: 59. Costo marginal La [uncién de costo marginal de un
o fabricante es
/ & . de
a0 — =02¢ + 8.
. dq
Evaliie esta integral.
55. Flujo continuo de ingreso  El valor actual (en dolares) Si ¢ estd en ddlares. determine el costo de incrementar
de un flujo continuo de ingreso de $2000 al afio durante la produccion de 65 a 75 unidades.
5 afios al 6% compuesto continuamente estd dado por 60. Costo marginal Repita el problema 59 si
2000809 df. de
£ : =2 = 0.00342 — 0.6g + 40
dq
Evalde el valor actual, al délar mas ano. 5 :
N ¢ TS cereane vy la produccién aumenta de 100 a 200 unidades.
56. Biologia En biologia, con frecuencia surgen problemas

61. Ingreso marginal La funcién de ingreso marginal de

que implican la transfercncia de una sustancia entre :
un fabricante es

compartimentos. Un ejempio serfa la transferencia del
tlujo sanguineo a los tejidos. Evalde la siguiente integral dr 1000

dg  \/100g
*G. Tintner. Methodology of Mathematical Economics and Econo-
metrics {Chicago: University of Chicago Press, 1967). pag. 16.

"W, I. Ewens. Population Genetics (Londres: Mcthuen & Company "'W. Simon, Mathematical Technigues for Physiology and Medicine
Ltd., 1969). (Nueva York: Academic Press, Inc., 1972),




Si r estd en ddlares, encuentre ¢l cambio en el ingreso
total del fabricante si la produccién aumenta de 400 a
900 unidades.

62. Ingreso marginal Repita el problema 61 si

dr
— = 250 + 90g — 3¢°
T q — 3q

y la produccidn crece de 10 a 20 unidades.

63. Tasa de criminalidad Una socitloga esta estudiando
la tasa de crimenes en cierta ciudad. Ella estima que ¢
meses después del principio del préoximo afo, el ni-
mero total de crimenes cometidos se incrementara
arazon de 8¢ + 10 por mes. Determine el nimero
total de crimenes que puede esperarse que se come-
tan el proximo ano. ;Cudntos crimenes puede espe-
rarse que se cometan durante los dltimos 6 meses de
ese afo?

64

Altas de hospital Para un grupo de personas hospitali-
zadas, suponga que la razon de altas estd dada por

81 X 10°

A1 =G0 + o

donde f(1) es la proporcion del grupo dado de alta por
dia al término de r dias. ;Qué proporcion ha sido dada
de alta al final de 700 dias?

65. Produccion Imagine un pais “unidimensional™ de
longitud 2R (véase la fig. 14.22)."" Suponga que la pro-
duccién de bienes en este pafs estd distribuida en forma

Pais unidimensicnal

e

1 |

| i
-R1 0 'R

- > : X

I |

I

H |
Frontera Frontera

FIGURA 14.22 Diagrama
para el problema 65.

=
= Vertfique los resultados con su calculadora.

4
68. / (7Tx + 3x%)dx.

=]

g _.2 + [ 34
71 / * T dx. 72. / x1n’x dx.
J=i X + 4 s

UR. Taagepera, “Why the Trade/GNP Ratio Decrease with Country
Size™, Social Science Research, 5 (1976), 385-404.

+1
69. f ———dx.
0 (4.‘1‘ + 4)
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continua de frontera a frontera. Si la cantidad produci-
da cada ano por unidad de distancia es f(x), entonces la
produccién total del pais estd dada por

"R
G= flx) dx.
]

Evaltde G si f(x) = i,donde i es una constante.

66. Exportaciones Para el pais “unidimensional” del pro-
blema 65, la cantidad £ de exportaciones bajo ciertas
condiciones, estd dada por

R ;
E = / ;—'[P_W‘,_” + ¢ KRN dy,

R

donde i y k son constantes (kK #0). Evalde E.

67. Precio promedio de entrega En un andlisis del precio
de entrega de un articulo desde la fabrica hasta el clien-
te, DeCanio'? afirma que el precio promedio de entrega
pagado por los consumidores estd dado por

R
[ (=) [Lo— et x)Jdx
4] -

/ [1 — (m+ x)]dx

donde m es el precio en la fabrica, x la distancia y R la
distancia maxima al punto de venta. DeCanio determi-
na que

A==

2

R 5 3
m+ ——m — mR — —
2 3

R
L == —=

2

Verifiquelo.

w= En los problemas del 68 al 70 use el teorema fundamental del cdlculo integral para determinar el valor de la integral definida.

1
70. / e dt. Redondee su respuesta a dos
0

decimales.

- En los problemas del 71 al 74 estime el valor de la integral definida. Redondee sus respuestas a dos decimales.

q.

5 ]"(w\/q+ 1

S
73, | SNVt + 3dr.
.[ 1 g T3

12§, J. DeCanio, “Delivered Pricing and Multiple Basing Point
Equilibria: A Reevaluation”, The Quartely Journal of Economics,
XCIX, nim. 2 (1984), 329-349.
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Utilizar bandas verti-
cales y la integral definida para
encontrar el drea de la region
entre una curva y el eje x.

a b

i.‘-\XI.t_

FIGURA 14.23 Region con
elemento vertical,

V=6—x—x*

B 2
Ax

FIGURA 14.24 Region del
ejemplo 1 con elemento
vertical.

En la seccidn 14.6 vimos que el drea de una regién puede encontrarse evaluan-
do el iimite de una suma de la forma 2 f(x) Ax, donde f(x) Ax representa el
drea de un rectangulo. Este limite es un caso especial de una integral definida,
por lo que puede encontrarse facilmente usando el teorema fundamental.

Al usar la integral definida para determinar dreas, conviene hacer un
esborzo de la region implicada. Consideremos el drea de [a regidn limitada por
y = f(x) yelejex entre x = a yx = b, donde f(x) = 0 sobre [a, b].(Véase la
fig. 14.23.) Para plantear la integral, debe incluirse un rectangulo muestra en
el esbozo, ya que el 4rea de la region es un limite de sumas de dreas de rectdn-
gulos. Esto no sélo ayuda a entender el proceso de integracion, también ayuda
a encontrar dreas de regiones mas complicadas. Dicho rectdngulo (véase la fig.
14.23) se llama elemento vertical de drea (o franja vertical). En el diagrama, el
ancho del elemento vertical es Ax. La altura es el valor y de la curva. Por tan-
to, el rectdngulo tiene un drea de ¥ Ax o f(x) Ax. El drea de [a regidn entera se
encuentra sumando las dreas de todos los elementos entre x = ayx = b, y de-
terminando el limite de esta suma, que es la integral definida. En forma simbé-
lica, tenemos

Zf(x) Ax - fbf(x}dx = drea.

El ejemplo 1 ilustrard esto.

" EJEMPLO 1 Uso de la integral definida para encontrar un area

Encontrar el drea de la regién limitada por la curva

yp=6—x—x
y el eje x.

Solucign: primero debemos esbozar la curva para poder visualizar la regién.

Como

y=—(x*+x—6) =—(x ~ 2)(x + 3),

las intersecciones con el gje x son (2,0) y (—3,0). Usando las técnicas de grafi-
cacion que vimos anles, obtenemos la grafica y la regidon que se muestra en la
figura 14.24. Con esta region es crucial encontrar las intersecciones de la curva
con el eje x, porque ellas determinan el intervalo en el cual {as dreas de (os ele-
mentos deben sumarse. Esto es, esos valores x son los limites de integracion. E)
elemento vertical mostrado tiene un ancho Ax y altura y. Por tanto, el drea
del elemento es y Ax, Sumando las dreas de todos estos elementos de x = —3
ax = 2y tomando el limite mediante la integral definida, obtenemos el drea;

.

yvdx = drea.
J=3

ZyAx —

Para evaluar la integral debemos expresar el integrando en términos de la va-
riable de integracién x. Comoy =6 — x — x°,

& 2 P
drea = 6 —x— x)dx = ( bx — =— — )
/3{ } ’ 2 3

4 8\ 9 =27\ 125 . o
= (12 E 3) ( 18 5 3 )—— 6 unidades cuadradas.

5

-3




y=x*+2x+2

ML

=2 1

FIGURA 14.25 Diagrama
para el ejemplo 2.

FIGURA 14.26
Diagrama para
el ejemplo 3.

—2 -1 Ax

Ax\\-ij/z

y=xt=x=2

X

FIGURA 14.27 Diagrama
para el ejemplo 4.
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™ EJEMPLO 2 Determinacién del area de una region

Encontrar el drea de la region limitada por la curvay = x* + 2x + 2, ¢l eje x y
las lineasx = —2yx = 1.

Solucion: en la figura 14.25 se muestra un eshozo de la region. Tenemos

| 'l
drea = / ydx = / (x* + 22 + Ddx
. | 4

2

l 1 8
=(—+1+2) —(:+4—4)
= 3 3

= 6 unidades cuadradas.

3
= (; + x? +2.r)

® EJEMPLO 3 Determinacién del area de una region

Encontrar ¢l drea de la region entre la cirva y =e' y el ¢je x entre x =1y
B =2

Solucion: en la figura 14.26 se muestra un esbozo de la region.

2 2
area = f ydx = / e‘dx = e*
| 7

= ¢ — e = e(e — 1) unidades cuadradas.

9

1

_ e -

W mnmy, s = . . B
EJEMPLO 4 Un area que requiere dos integrales definidas

Encontrar el drea de la region limitada por la curva

8

y=x—x—2

vialineay =0 (el ejex)entrex = —2yx = 2.
Solucion: en la figura 14.27 se muestra un esbozo de la region. Note que las
intersecciones con el eje x son (—1,0) y (2,0).

4‘-\ Advertencia Es errdneo apresurarse y escribir que el drea es / ydux,
\
{ N

-
" por la siguiente razén: para el rectdngulo izquierdo la altura es y. Sin em-

bargo. para el rectdngulo a la derecha, la y es negativa, por lo que su altura es el

nimero positivo —y. Esto sefiala la importancia de esbozar la region.

En el intervalo [—2,—1], el drea del elemento es

yAx = (x* — x — 2)Ax.
En [~1,2] el drea es

-

—yAx =—(x* — x — 2)Ax.

—1 2
drea = f (3% — x— 2}d% + / —(& — z— 2)d¥

!
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| |
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|
T
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0|5,
|
2
“
- N

Il

19
T, unidades cuadradas

El ejemplo siguiente muestra el uso del drea como una probabilidad en es-
tadistica.

¥ EJEMPLO 5 Aplicacion a la estadistica

En estadistica, una funcion de densidad (de probabilidad) f de una variable x,
donde x toma todos los valores en el intervalo [a, b], tiene las siguientes propie-
dades:

1 f(x)=0.

R
2, / flx)dy = 1.

3. La probabilidad de que x tome un valor entre ¢ y d, que se escribe
P(c = x = d), donde a < c = d = b, se representa por el drea de la region
limitada por [a grifica de [y el efe x entre x = ¢ v x = d. Por tanio (véase la
fig. 14.28),

FIGURA 14.28 Probabilidad como un drea.

Para la funcién de densidad f(x) = 6(x — x°),donde 0 < x = 1, encontrar cada
una de las siguientes probabilidades.

a. P(0=x=1).

Solucion: aqui [a,b] es [0,1],c es 0y d es ;. Por la propiedad 3, tenemos

14 14
PO=sx=i) = / 6(x — x?)dx = 6[ foo~—=2"}adn
Jo Jo
2 3N |1/4 1/4
Iﬁ(f—f;> = {32 — 2x7)
2 3 /1o 0
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b. P(x = 3).

Solucion: como
L= x=1.Asi,

| —

Plx=3)

Pdl—

Sec. 14.8 = Area 663

el dominio de fes 0 = x = 1, decir que x = } significa

1 |
/ 6(x — x)dx =6 [ (x — x})dx
1/

y 12
¥° J.'") ! 5 ' 1
6l —— — = (3x? — 247 =
(2 3/ he (3x v) iz 2
N

En los problemas del 1 al 34 use una integral definida para encontrar el drea de la region limitada por la curva, el eje x y las lincas
dadas. En cada caso primero haga el bosquejo de la region. Tenga cuidado con las dreas de regiones situadas debajo del eje x.

29.

31.
33.

(o
tn

cy=dx, x=2.

y=x, x=2, x=3
y=x4+2 x=-1, x=2
y=x*—2x, x=-=3, x=-—1
o= 0 — gl
y=1—x—2x x=-2, x=0
y=23+ 2x — x".

1
y=— x=1, x=e

X
y=vVr+8 E=-=9 X=10
y=Nexr—1, =1, x=3
y=Vx, x=2
y=¢e"Y x=0 x=2

2

=x+— x=1, x=2
y X o
=3t x=-2, E=4

2.

4.

6.

8

10.
12.

14.

16.

18.

20.

22, v
24,

26.

28.

30.

32,

3
' =—x+1, x=0, x=16.
V 4\ X Y

=
i
[}
3
ta
\
P
w
|
\
)
=
|
\
o

y=2x+x, x=1.

y=3x —4x, x=-2, x=-1
4

v=— x=1 x=2
¥

y=¢% x=1 x=3
1

y=—, x=2, x=3

y=x+3% x=—2, x=2
y=x"—4, x=-2. x=2
B = =2, 2=12

<

I
ﬁ

|
'r\.n
e

Il
[S%]
=

Il
jou

M,y =

. Dado que

342, si0<x=2,
16 — 2x, six =2,

f(x) = {

determine el drea de la region limitada por la grifica de
y = f(x),eleje x y la linea x = 3. Incluya un esbozo
de la region.

36.

En condiciones de distribucion uniforme continua, ¢l
concepto estadistico de la proporcién de personas con
ingresos entre a y t.donde ¢ =t = b, es el drea de la
region entre la curva v = 1 /(b — a) y ¢l eje x, entre

x =ayx =t Esboce la grafica de la curva y determi-

ne el drea de la region dada.
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V7. Suponga que f(x) =x/8,donde ) =x = 4.5} f es una ¢ P(x=3) .

funcion de densidad (remitase al ejemplo 5), encuentre d. Verifique que P(e = x =e”) = 1.

cada uno de lo siguiente: 40. a. Sea run numero real, donde r > 1. Evaliie
al Plo=x=1). ,

b. P(2=x=4). [ L e

& Pix=3) gt ®°
Suponga f(x) = 3(1 —x)’.donde 0 =x = 1.Si f es una
funcion de densidad (remitase al ejemplo 5), encuentre
lo siguiente:

VoA A

38

by

b. Su respuesta a la parte (a) puede interpretarse como
el drea de cierta region del plano. Esboce esta region.
a. Pl=x=

|
B ¢. Evalie h’m( / *—zdx)‘
D.P{%S,\'E) Ji X

| ' d. Surespuesta a la parte (¢) puede interpretarse como

[ —

& Plesy) ) el drea de cierta region del plano. Esboce esta re-
d. Use el resultado de la parte (c) para determinar pi6mn.
P({x = ;) "

39. Suponga f(x) = 1/x.donde e =x = ¢*.Si f es una fun-
cidén de densidad (remitase al ejemplo 5}, encuentre lo
siguiente:

a. P(3=x=35)
b. P(x =4).

En cada uno de los problemas del 41 al 44 use la integracion definida para estimar el drea de la region limitada por la curva, el
efe x v las lineas dadas. Redondee sus respuestas a dos decimales.

1 ¥
4], y=——— x=—2, x=1, 2, y=————=, x=3 x=0A0
’ F ’ Vo +3
B.y=x-2-2 x=1, x=3 4. y =1+ 3x — x*.

IEGERTH Determinar el drea 14,9 AREA ENTRE CURVAS

de unaregién acotada por doso  — ~— /" " "/
mis curvas por medio del uso de  Elementos verticales

franjas verticales u horizontales.  Apora encontraremos el drea de una regién encerrada por varias curvas, Igual

que antes, nuestro procedimiento consistird en dibujar un elemento muestra de
area y usar la integral definida para “sumar™ las dreas de todos los elementos.

y

(X ¥,..)

! |

y=g0)

[V
[ SRR

FIGURA 14.29 Regidn entre curvas.

Por ejemplo, considere el drea de la region en la figura 14.29 que estéd limi-
tada arriba y abajo por las curvas y = f(x) y y = g(x).y lateralmente por las
lineas x = a yx = b. El ancho del elemento vertical indicado es Ax y la altura
es el valor y de la curva superior menos el valor y de la curva inferior, lo que
escribiremos como Y, — Vi, - El drea del elemento es entonces

[YSup =~ Vg | A%;
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FIGURA 14.30 Diagrama
para el ejemplo L.

Debe ser obvio para usted que ¢l
conocimiento de los puntos de
interseccion es mportante en la
determinacion de los limites de
integracion.

y=4x—x*>+8

(4,8)
Y= x2-0x
(=1,3)
Ax
X
-
FIGURA 14.31 Diagrama
para el ejemplo 2.
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[f(x) — g(x)] Ax.

Al sumar las dreas de todos los elementos entre v = ay x = b por medio de la |
integral definida, obtenemos el drea de la region:

S [F(x) — g(x)] Ax ] Tl — BleY] dr-=men.

1

" FJEMPLO 1 Determinacién de un area entre dos curvas

Encontrar el area de la region limitada por las curvas y = Vx yy =X

Solucién: enla figura 14.30 se muestra un esbozo de la region. Para determi-
nar dénde se intersecan las curvas, resolvemos el sistema formado por las
ecuaciones y = Vix y v = x. Eliminando y por sustitucion, obtenemos
/o
Vix=x,
(elevando ambos lados al cuadrado).

e

0=x—x=x(x—1).

Il
[

Six =0,y =0;six = 1.y = 1. Por lo que las curvas se intersecan en (0,0) y
(1, 1). El ancho del elemento del drea indicado es Ax. Su altura ¢s el valor y de
la curva superior menos el valor y de la curva inferior:

Vsup = Yint = \/; - X

El dreca del elemento es entonces ('\/; — x) Ax. Sumando las dreas de todos
estos elementos entre x = (0 v x = 1 por medio de la integral definida, obte-
nemos el drea de toda la regidn:

1
drea = f (\/; — x)dx
(

1 = il ’(2 |
./(:(‘ 0} dx z > |, |

1
— (_ — _) — (0—0) = gunidad cuadrada.

raits

" EJEMPLO 2 Determinacién de un drea entre dos curvas

Encontrar el drea de la region limitada por las curvas y = dx —x* + 8 y
— ol A
= =2

Solucion: en la figura 14.31 se muestra un esbozo de la regién. Para encon-
trar déonde se intersecan las curvas, resolvemos el sistema de ecuaciones
y=d4x — x> +8yy=ux*—2x

4y — x> + 8 = x? — 2x,
—2x* + 6x + 8 = 0.
XX —3x —4=0,
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{.'(+ 1)(\1_4) =10 (factonizando)

Cuando x =—1,y = 3: cuando x =4, y = 8. Las curvas se intersecan en
(—1.3) y (4.8). El ancho del elemento indicado es Ax. La altura es el valor y
de la curva superior menos el valor y de la curva inferior:

Ysup = Vint = (4\ - -\-3 G 8) * (.TJ - 2\)
Por tanto, el drea del elemento es

[(4x — x* + 8) — (x? — 2x)) Ax = (—2x" + 6x + 8) Ax.

Al sumar todas estas dreas desde x = —1 hasta x = 4, tenemaos

"4
drea = / (—2x* 4 6x + 8) dx = 413 unidades cuadradas.
J=1

| o : " 2 :
EJEMPLD 3 Area de una region con dos curvas superiores diferentes

Encontrar el drea de la region entre las curvas y =9 —x"yy =x + 1 entre
8 ] ¥

~

x=0yx =3

e~ y=x"+1

FIGURA 14.32 y, es9 — x*en[0,2]y
esx? 4+ len[2,3])

Solucién:  en la figura 14.32 se muestra un esbozo de la region. Las curvas se
intersecan cuando

9 — x"=x+1,

8 = 2x°
4= 1
x =42 (dos solucione:

Cuando x = £+ 2,y = 5, por lo que los puntos de interseccién son (+ 2. 5).
Como estamos interesados en la region de x = ¢ ax = 3, el punto de intersec-




FIGURA 14.33 Elemento
vertical de drea.
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cién que nos concierne es (2, 5). Note en la figura 14.32 que en la region a la
izquierda del punto de interseccién (2,5), un elemento tiene

Ysup — P — @ Y Y & 241,

pero para un elemento a la derecha de (2, 5) ocurre lo contrario, esto es
B = X+ 1 Y Yaur— 9 — x>

Entonces, entre x = 0y x = 2, el drea de un elemento es

(S — B} Ak = [(9 — o) = [3* +1)] Ax
= (8 = 2F) Ax
peroentrex =2yx = 3,es
(Ysup — Yinr) Ax = [(x* +1) —= (9 — 23] Ax
= (2x* — 8} Ax.

Por tanto, para encontrar el drea de la region entera necesitamos dos inte-
grales:

-: 3
drea = / (8 — 2x%) dx + / (2x* — 8) dx
Jo 2
2x°\ | 2x3 :
= (B~ T)‘ K (T - 8)
16 ) 16
[(16 5= %> = 0:| e {(18 — 24) — (_% — [6)]

= % unidades cuadradas.

5

Elementos horizontales

Algunas veces el drea puede ser mds facil de determinar sumando dreas de
elementos horizontales en lugar de elementos verticales. En el ejemplo si-
guiente, se determinard el drea por ambos métodos. En cada caso, el elemento
de drea determina la forma de la integral.

" EJEMPLO 4 Los métodos de elementos verticales y elementos horizontales

Encontrar el area de la regién limitada para la curva y* = 4x y las lineas y = 3
yx =0 (el efe y).

Solucion: en la figura 14.33 se da el esbozo de la region. Cuando las curvas
y =3y y’ = dx se intersecan, 9 = 4x por lo que x = 3. Entonces el punto de
interseccion es (3,3). Como el ancho de la franja vertical es Ax, integramos
con respecto a la variable x. De acuerdo con esto, y,,, ¥ Vips deben expresarse
como funciones de x. Para la curva inferior y? = 4x tenemos y = j:2\/.;-
Pero y = 0 para la porcién de esta curva que limita la region, por lo que usamos
v = 2V x. La curva superior es y = 3. Entonces, la altura de la franja es

Ysup = Yinf = 3 - 2\/;
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Con clementos horizontales, el
anchoes Ay, no Ax.

FIGURA 14.34 Elemento
horizontal de drea.

Por consiguiente, la franja tiene un drea de (3 — 2V .x) Ax y queremos sumar
todas estas dreas entre x =0y x = §,

/4 P 372
drea = / 3 —2Vx)dx = (3.\~ ... )
J0

-3

27 4[NV 27 4(3)3 9
4 3lg = — — —| = | = = unidades cuadradas.
4 3[(4) :l 4 3\2 4lmld“ide-; cuadradas

9/4

]

Consideremos ahora este problema desde el punto de vista de un elemento
horizontal de area (o franja horizontal), como se muestra en [a {igura [4.34. El
ancho del elemento es Ay. La longitud del elemento es el valor x de la curva
mdas a la derecha menos el valor x de la curva mds a la izquierda. El drea del ele-
mento es entonces

(xder - '\’izq) Ay

Queremos sumar todas estas dreasentrey =0y y = 3:

3
2 ('rdcr - -ri.zq) A.V B / (".dm' - ~ti;fq) ({'V.
S0

Como la variable de integracion es y, debemos expresar X, y X;,, como funcio-

nes de y. La curva de mds a la derecha es y~ = 4x o, en forma equivalente,
2 . . -

x =y /4. La curva izquierda es x = (). Asi,

3
drea = / (Xger — Xigg) dy
JO

]vl ) ‘,3
s 2 sy
[(4 * =5

Note que para esta region las franjas horizontales hacen mas fdcil la evalua-
cién (y el planteamiento) de la integral definida que una integral con franjas
verticales. En todo caso, recuerde que los limites de integracion son los limites
para la variable de integracién,

19
= 1 unidades cuadradas.
0

" EJEMPLO 5 Ventajas al emplear elementos horizontales

Encontrar el drea de la region limitada por las grificas de y* = xyx —y = 2.

Solucion: el esbozo de la region se da en la figura 14.35. Las curvas se inter-
secan cuando y> —y =2, Asi, y* —y —2 =0 o, en forma equivalente,
(y +1)(y —2) =0,de donde y = —1 oy = 2. Esto da los puntos de inter-
seccién (1,—1) y (4.2). Consideremos elementos verticales de drea [véase la
fig. 14.35(a)]. Despejando a y de y* = x,obtenemos y = =+ V/x.Como se ve en
la figura 14.35(a), a la izquierda de x = 1, el extremo superior del elemento se
encuentra sobre y = Vx y el extremo inferior sobre y = —V/'x. A la derecha
de x =1, la curva superior es y = Vi y la curva inferior es x —y =2 (o
v =x — 2). Entonces, con franjas verticales son necesarias dos integrales para
evaluar el drea:

drea = fl[\/l — (=Vx)]dx + /4
0 1

[Vx — (x — 2)] dx.
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S
(1,.-1)

(b)

(a)

FIGURA 14.35 Region del ejemplo 5 con elementos verticales y
horizontales.

Tal vez ¢l uso de franjas horizontales pueda simplificar nuestro trabajo. En la
figura 14.35(b), el ancho de 1a franja es Ay. La curva mds a la derecha siempre
esx —y =2(ox =y + 2)ylacurva mas a la izquierda siempre es y*> = x (o
x = y?). Por tanto, el drea de la franja horizontal es [(y +2) — v ?|Ay, por lo
que el drea total estd dada por

")

L 9 i

drea = / (y +2 —y)dy 7 unidades cuadradas.
=]

Queda claro que usar franjas horizontales es la manera mds conveniente de

atacar este problema. Asi sélo se requiere de una integral que es ademads mu-

cho mas sencilla de calcular.

donde A y B son los valores x de los puntos de inter-
seccion en los cuadrantes I1I y IV, respectivamente.
Con la funcién de interseccion encontramos A, como
se indica en la figura 14.37. Este valor de x se almacena

Problema: estimar el drea de la regién limitada por
las graficas de

y=x*—-2%-2 y y=1+2x—2x~

Solucion: en una calculadora TI-83, introducimos
¥* —2x* —2comoY,;y1 4+ 2x — 2x* como Y, y des-
plegamos sus graficas. La regién que nos ocupa se
muestra sombreada en la figura 14.36; y,,, correspon-
deay,y y,aY,; Usando franjas verticales tenemos

B
érea = / (YZ = Y]) dx,
A

entonces como A (véase la fig. 14.38). De manera si-
milar, encontramos el valor x del punto de intersec-
cién en el cuadrante I'V, que almacenamos en B, Con el
comando “fnInt("” (véase la fig. 14.38), estimamos que
el drea de la region es de 7.54 unidades cuadradas.

A
i,

Inkarsection 4
w="BEEZ1EE - V=-1 PAEYER

i A
e . “'..‘665215249?

s '1,922807311
%Intmz WM FI,
B ?-53?1?2953

—d

Grificas de
YI( |n[') y Y. ("sup)

FIGURA 14.36

FIGURA 14.37 Punto de
interseccion en el tercer cuadrante.

FIGURA 14.38 Almacenamiento de
las abscisas de los puntos de intersec-
cion y estimacion del drea.
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Ejercicio 14.9 g - . -

n los problemas del 1 al 6 exprese en términos de una integral (o integrales) el area de la region sombreada. No evaliie su

ypresion,

1. Observe la figura 14.39. 2. Observe la figura 14.40.

y (3.9
y=x
y=x+6
N
(-2, 4)
FIGURA 14.40 Region
| 7 para el problema 2.

FIGURA 14.39 Regidn parael
problema 1.

3. Observe la figura 14.41. 4. Observe la figura 14.42,

¥

FIGURA 14.42 Region para el problema 4.

FIGURA 14.41 Region
para el problema 3.

5. Observe la figura 14.43, 6. Observe la figura 14.44,

y=2x

y=TuX2_

FIGURA 14.43 Region para el problema 5.

FIGURA 14.44 Regidn para el problema 6.

Exprese en términos de una sola integral el drea total
de la regidn en el cuarto cuadrante, limitada por el eje
xylas graficas de y> = xyy =2 — x. No evalie la

7. Exprese en términos de una sola integral el drea total 8.
de la regidn a la izquierda de fa recta x = 2, que se en-
cuentra entre las curvas y =x> —4yy =11 — 2r". No

evalie la integral. integral.
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En los problemas del 9 al 32 encuenire el drea de la region linitada por las grificas de las ecuaciones dadas. Asegiirese de encontrar
los puntos de interseccion requeridos. Considere si el uso de franjas horizontales hace mas sencilla la integral que el uso de franjas

estd dividida en dos partes de igual drea por la recta

verticales.
9. y=x y=2x W y=x, y=-x+3 y=49
MH.y=x x=0, y=4(x=0). 120 y=2"+1, y=x+3
13. y=x*+2, y=8 14, y"=x+1 x=1.
15 x=8+2y, x=0, y=—1. y=3 16. y=x—4, y'=2x
17. y =4 — x*, y=—3x 18, x=y+2, x=6.
9. y*=x, y=x—2 20, y=4x% y=x+2
21. 2y = 4x — X%, 2y =x — 4. 2. y=Vr y=4x
2 =5 E=2=1 4 y=2—x% y=x
285. y=8—x y=4x x=-1 x=1 26. V=2—x, yv=x+4
2. v=x% =2, y=35 28. y=x"—x egjex
2. y=x—1, y=x—-1 30. y=4x y= Vx
1 >
M 4x+4y +17=0. y=— R, yy=—x, x—yv=4, y=-—1
-
33. Encuentre ¢l drea de la vegidn entre las curvas totales, 209 de la gente recibe 209 de los ingresos. etcé-
tera. Suponga que la distribucion real estd dada por la
y=&=1 y y=35—2x curva de Lorentz definida por
entrex =0yx =4, w03
Y y = +
34. Encuentre el drea de la region entre las curvas ) ) ) )
Observe. por ejemplo, que 30% de la gente solo recibe
y=x2—4x+4 y y=10— 10% de los ingrc_?sos totales. El grado de dcsviaciérllﬁde
la igualdad se mide por el coeficiente de desigualdad’™
entrex =2Zyx =4 para una curva de Lorentz. Este coeficiente se define
35. Curvade Lorentz Una curva de Lorentz se utiliza para como ¢l drea entre la curva y la diagonal. dividida entre
estudiar las distribuciones de ingresos. Si x es el porcen- el drea bajo la diagonal:
taje Elf]ll[]]LI]Bt]VO dez receptores de ingresos, qrdenados 4reaentre a curva y la diagonal
de mas pobres a mds ricos, v y es el porcentaje acumula- — . ]
tivo de ingresos, entonces la igualdad de la distribucion ) area bajo la diagona ) :
de ingresos estd dada por la recta y = x,en la figura Por l..,]t.EI‘l'lpIO._ LllanjO todos los ingresos son iguales, ef.
14.45, donde x y y se expresan como decimales. Por LQtflClcnte d'.? desigualdad es cero. Encuentre ¢l c(f)t 1-
ejemplo, 10% de la gente recibe 10% de los ingresos ciente de desigualdad para la curva de Lorentz definida
antes.
36. Curvade Lorenfz Encuentre el coeficiente de desigual-
v dad en el problema 35. para la curva de Lorentz definida
R - S
o {L pory = X~ + X
=4 37. Encuentre el area de la region limitada por las graficas
£ de las ecuaciones y* = 4x y y = mx, donde n1 es una
B constante positiva.
o " .
& 38, a. Encuentre el drea de la region limitada por las graficas
2 dey=ux"—1yy=2x+2.
=2
® =Ry 517 b. ;Qué porcentaje del drea en la parte (a) se encuentra
2 - -, arriba del eje x?
= Curva de Lorenz 52 syl 4
S SR 39, La region limitada por lacurvay = x- ylarectay = 4
o
S
o

A0

4 1 X
010 0.30 1

Porcentaje acumulado de ingreso de receptores

FIGURA 14.45 Diagrama para el problema 35.

v = k.donde k es una constante. Encuentre el valor
de k.

3G, Stigler, The Theory of Price, tercera edicién (Nueva York: The
Macmillan Company, 1966), pdgs. 293-294,
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En los problemas del 40 al 44 estime el drea de (a region (imitada por la grdfica de las ecuaciones dadas. Redondee sus respuestas

a dos decimales.
4. y=9x — 15 —x% v

42. v =

Desarrollar los con-
ceptos economicos de excedente
de los consumidores y exceden-
te de los productores, los que
estan representados por dreas.

p

Py
Curva

de oferta
Py

- >
q} _‘q qU
FIGURA 14.46 Curvas de
oferta y demanda.
D
Curva
de demanda
e] Curva
de oferta

Ag

FIGURA 14.47 Beneficio para
los consumidores por Ag
unidades.

Po e

Curva

i
|
|
, de demanda

G :

FIGURA 14.48 Excedente de
los consumidores.

_ 10

=8+l y=x
44, y = x* — 3x* — 152 + 19x +

41. y = V25 — &,

43, y=x =3 +2x, y=3x"—4,

§ =TT — £,
0, y=x+ x*— 20x.

14.10 EXCEDENTE DE LOS CONSUMIDORES Y DE LOS PRODUCTORES

La determinacidén del drea de una regidn tiene aplicaciones en economia. La
figura 14.46 muestra una curva de oferta para un producto. La curva indica el
precio p por unidad al que un fabricante vendera (o suministrard) ¢ unidades.
El diagrama también muestra la curva de demanda para el producto. Esta curva
indica el precio por unidad al que los consumidores compraran (o demanda-
ran) ¢ unidades. El punto (g, py) en el que las curvas se intersecan se llama
punto de equilibrio. Aqui, p, es el precio por unidad al que los consumidores
comprardn la misma cantidad g, de un producto que los productores desean
vender a ese precio. En resumen, p, es el precio en el que se presenta estabili-
dad en la relacién productor-consumidor.

Supongamos que el mercado estd en equilibrio y el precio por unidad del
producto es p,,. De acuerdo con la curva de demanda, hay consumidores que
estarian dispuestos a pagar mds que p,. Por ejemplo, al precio p, por unidad,
los consumidores comprarian ¢, unidades. Estos consumidores estan benefi-
ciandose del menor precio, inferior al de equilibrio py.

La franja vertical en la figura 14.46 tiene un drea de p Ag. Esta expresion
puede también considerarse como la cantidad total de dinero que los consumi-
dores gastarian comprando Aq unidades de producto, si el precio por unidad
fuese p. Como el precio es en realidad p;,, esos consumidores solo gastan p, Ag
en esas Ag unidades y se benefician asi en la cantidad p Aq — p Aq. Esto puede
escribirse como (p — p;) Ag, que es el drea de un rectdngulo de ancho Ag y
altura p — p; (véase la fig. 14.47). Sumando las dreas de todos los rectangu-
los entre g = 0y ¢ = g, por medio de integracién definida, tenemos

T
[ (p — po) dq.
]

Esta integral, bajo ciertas condiciones, representa la ganancia total de las con-
sumidores que estan dispuestos a pagar mas que el precio de equilibrio. Esta
ganancia total se llama excedente de los consumidores y se abrevia EC. Si la
funcién de demanda estd dada por p = f(g), entonces

EC = f T ey,

De manera geométrica (véase la fig. 14.48). el excedente de los consumidores
se representa por el drea entre larecta p = p,y lacurva de demanda p = f(g)
entreq =0y q = g,

Algunos de los productores también se benefician del precio de equilibrio,
ya que estin dispuestos a suministrar el producto a precios menores que .
Bajo ciertas condiciones, la ganancia total de los productores se representa en
forma geométrica en la figura 14.49, por el drea entre la recta p = py y la cur-
va de ofertap = g(gq) entre ¢ = 0y g = ¢, Esta ganancia, llamada excedente
de los productores, v abreviada EP, estd dada por

EP = l %[Pu —glq)]dq.

B
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" EJEMPLO 1 Determinacién del excedente de los consumidores
y de los productores

La funcién de demanda para un producto es

P p = f(g) = 100 — 0.05¢,

g)urvfa donde p es el precio por unidad (en dolares) de q unidades. La funcion de oferta es
e oferta

p = g(lg) =10 + 0.1q.

p=9(q)

- 5 Determinar el excedente de los consumidores v de los productores, bajo equili-
eI brio del mercado.

Solucion:  primero debemos encontrar el punto de equilibrio (p, ¢,) resol-

viendo el sistema formado por las funciones p = 100 — 0.05¢ y p = 10 + 0.1q.

o Igualamos las dos expresiones para p y resolvemos:

10 4+ 0.1g = 100 — 0.05¢,

FIGURA 14.49 Excedente de
los productores. 0.15¢ = 90,

q = 600.

Cuando g = 600, p = 10 + 0.1(600) = 70. Asi, g5 = 600 y py = 70. El exce-
dente de los consumidores es

5, 600
EC = [ [f(g) — poldg = / (100 — 0.05¢ — 70) dyg
Jo 0

= (30 — 005 %)
= 30g .._2

El excedente de los productores es

600
= 9000.

)

"y 6l
EP = / [po — glq)| dq = / [70 — (10 + 0.1g)] dq
0 0

. q’
= | 60g — 0.1 —
( 1T )
Por tanto, el excedente de los consumidores es de $9000 y el de los producto-
res es de $18.000.

(oo

= 18,000.

S—

" EJEMPLO 2 Uso de franjas horizontales para encontrar el excedente
de los consumidores y de los productores

La ecuacion de demanda para un producto es

90
= = — =2

¢9=fp) =7,
v la ecuacion de oferta es ¢ = g(p) = p — 1. Determinar el excedente de los con-
sumidores y de los productores cuando se ha establecido el equilibrio del mercado.
Solucion: al determinar el punto de equilibrio, tenemos
90
= -2
P

PP+ p—9 =0,

(p+10)(p —9) = 0.

Asi, py = 9, por lo que g, =9 — 1 = 8 (véase la fig. 14.50). Observe que la
ecuacién de demanda expresa a ¢ como una funcién de p. Ya que el exce-

p—1=
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45

I
l
8

FIGURA 14.50 Diagrama para el ejemplo 2.

dente de los consumidores puede considerarse como un drea, esta drea puede

determinarse por

medio de franjas horizontales de ancho Ap y longitud

g = f(p). Las dreas de estas franjas se suman desde p = 9 hasta p = 45, por
medio de integracién con respecto a p:

BC

45

5790
Iy
9

P

) dp = (901n|p| — 2p)
9

90 In5 — 72 = 72.85.

Usando franjas horizontales para el excedente de los productores, se tiene

9
EP = f(p Lydp =
1

9

(p— 1)
72

Fa

|¥5]
48]

1

s Ejercicio 14.10

En los problemas del 1 al 6, la primera ecuacion es una ecuacion de demanda y la segunda es una ecuacion de oferta de un
producto. En cada caso, determine el excedente de los consumidores v de los productores, bajo equilibrio del mercado.

1. p =22 — 08g, 2. p=1100 - ¢
p =46+ 12q. p =300 + ¢°
50 2
. p = A . p =400 — ¢q°,
3.p —— 4. p=400 —gq
q p = 20g + 100.
= — +45.
P71
5. g = 100010 — p), 6. g =\V100 — p,
g = 80(p — 1) P
q = E‘ — 10,
7. La ecuacion de demanda de un producto es 8. La ecuacion de demanda de un producto es

g = 10V100 — p.

Calcule el excedente de los consumidores bajo equili-
brio del mercado, que ocurre a un precio de $84.

g = 400 — p’,




—

y la ecuacion de oferta es

{]
* s

P~ 6o

Encuentre el excedente de los productores y de los con-
sumidores bajo equilibrio del mercado.

=

La ecuacién de demanda para un producto es p = 2! 74,
y la ecuacién de ofertaes p = 27" donde p es el precio
por unidad (en cientos de délares) cuando g unidades
s¢ demandan o se ofrecen. Determine, al millar de uni-
dades mds cercano, el excedente de los consumidores
bajo equilibrio del mercado.

10. La ecuacién de demanda para un producto es

(p + 20)(g + 10) = 800,

REPASO

Términos y simbolos importantes

: = T 1

antiderivada
variable de integracidn

Seccion 14.1 integral indefinida

Seccion 14.2  condicion inicial

14.3  regla de la potencia para integracion

=

integral definida

Seccion

Seccidn 14.5 indice de sumatoria

Seccion 14.6

.[!If'(x) dx

Seccion 14.7  teorema fundamental del cdleulo integral

Seccion 14.8 elemento vertical de drea (franja vertical)
Seccion 14.9 elemento horizontal de drea (franja horizontal)
Seccion 14.10 excedente de los consumidores

Resumen

Una antiderivada de una funcidn fes una funcién F tal
que F'(x) = f(x). Dos antiderivadas cualesquiera de f
difieren cuando mucho en una constante. La antideri-
vada mas general de f se llama integral indefinida

de f y se denota _[/'(.\') dx. Asi,

ff(x) dx = F(x) + C,

donde C sc¢ llama constante de integracidn.
Algunas formulas basicas de integracion son

=

(x) dx
constante de integracion

limite inferior de integracion

11.

Sec. 14.11 = Repaso 6

~
un

v la ecuacion de oferta es
qg— 2p + 30 =0.

a. Verifique, por sustitucion, que el equilibrio del mer-
cado ocurre cuando p = 20y g = 10.
b. Determine el excedente de los consumidores bajo
equilibrio del mercado.
La ecuacion de demanda para un producto es
p=060— — L
Vg2 + 3600

vy la ecuacidn de oferta es
p = 10In(g + 20) — 26.

Determine el excedente de los consumidores y de los
productores bajo equilibrio del mercado. Redondee sus
respuestas al entero mas cercano.

/ [SSE8

signo de integral integrando

limites de sumatoria

limite superior de integracion

F(x)h

excedente de los productores

kdx = kx + C, kesuna constante,

n+1
x"dx = et O # —1
X" X n+ 1 o N s
e*dx = e+ C,

"\-1“‘-‘-,\

/kf(.r) dx = k/f(x) dx, k esuna constante,

y [+ g = [ dx + [ glx) ax
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Otra férmula es la regla de la potencia para integracion:

uu-i—l
fu”du i 7+l LR

sin #—1.

Aqui, u representa una funcion diferenciable de x v du
es su diferencial. Al aplicar la regla de la potencia a una
integral dada, es importante que la integral se escriba
en forma que coincida con la de la regla. Otras férmu-
las de integracién son

/e" du =eée" + C

1
y /Etlu=ln|u|+C. u# 0.

Si se conoce la razén de cambio de una funcién f,
esto es, si f' se conoce, entonces f es una antiderivada
de f'. Ademas, si sabemos que fsatisface una condicion
inicial, entonces podemos encontrar la antiderivada
particular. Por ejemplo, si nos dan una funcién de costo
marginal dc/dg, por integracién podemos encontrar la
forma general de ¢. Esa forma implica una constante
de integracion. Sin embargo, si también nos dan los cos-
tos fijos (esto es, los costos implicados cuando g = 0),
podremos determinar el valor de la constante de in-
tegracion y asi encontrar la funcién de costo particular
c. De manera similar, si nos dan una funcién de ingreso
marginal dr/dg, entonces por integracion v usando el
hecho de que r = 0 cuando g = 0, podemos determi-
nar la funcién de ingreso particular ». Una vez conaoci-
da r, puede encontrarse la correspondiente ecuacion de
demanda usando la ecuacién p = r/g.

La notacién sigma es conveniente para represen-
tar sumas, y en particular es qtil en la determinacién de
dreas. Para encontrar ¢l drea de la region limitada por
y = f(x) [donde f(x) = 0y f es continua] y el eje x,
entre x = a y x = b, dividimos el intervalo [a,b] enn
subintervalos de igual longitud Ax. Si x; es el extremo
derecho de un subintervalo arbitrario, el producto
f(x;) Ax es el drea de un rectdngulo. Si denotamos la
suma de todas estas dreas de rectdngulos para los n
subintervalos por §,, entonces el limite de §, cuando
n — oo es el drea de toda la region:

R~

n
lim S, = lim > f(x;) Ax = drea.
”—"x[zl

Si se omite la restriccidn de que f(x} = 0, el limite an-
terior se define como la integral definida de f en [a, b]:

n b
Jim > flx) Ax = / flx)dx.
=l a

En vez de evaluar integrales definidas usando limi-
tes, puede usarse el teorema fundamental del cdlculo
integral. En forma matematica,

b
= F(b) — F(a)

a

/ “p) de = F()

donde F es cualquier antiderivada de f.
Algunas propiedades de la integral definida son

b b
/ kf(x)dx = k/ f(x)dx, kesunaconstante,

[ gwiar= [rwa+ gy ax

.

y
[f(x) = ff(x) Do [f(x) dx.

Si se conoce la razon de cambio de una funcion f,
entonces un cambio en {os valores de una funcidn de

f puede encontrarse con facilidad por medio de la

formula

B
f Fi(x)dx = Fb) — Fla)

Si f(x) = 0y es continua en [a, b], entonces la in-
tegral definida puede usarse para encontrar el drea
de la region limitada por v = f(x) v el eje x, entre
X =ay x =05 La integral definida puede usarse
también para encontrar dreas de regiones méas com-
plicadas. En esos casos conviene dibujar un elemento
de drea de la region para plantear correctamente la
integral definida. A veces conviene considerar elemen-
tos verticales y en otras es preferible usar elementos
horizontales.

Una aplicacion de la determinacion de dreas tiene
que ver con el excedente de los consumidores y de los
productores. Suponga que el mercado para un producto
estd en equilibrio y que (g, py) es el punto de equilibrio
(el punto de interseccion de las curvas de demanda y
oferta para el producto). El excedente de los consumi-
dores, EC, corresponde al drea entre g = 0y g = ¢y,
limitada por arriba por la curva de demanda y abajo
por larecta p = p,. Entonces,

BC = [ T ~ wta

donde fes la funcion de demanda. El excedente de los
productores, EP, corresponde al drea, entre ¢ =0 y
q = qq, limitada por arriba por la recta p = p, y abajo
por la curva de oferta. Asf,

EP = ] *Io — gla)]da.

donde g es la funciéon de oferta.
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Los problemas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para wtilizarlos como examen de prdactica del capitulo.

En los problemas del I al 40 determine las integrales.

1. /(\ + 2x — 7)dx.

4
4, / g‘k e dx.

T o6xt — 12
7. / 1“ dx.
Xo— B 1= 1
g =
1. [2—Tax
4/ 3 .
13. Vz —_Ldz.
Vz

16.

"4 — x
/ : dx.
0 X

19. /(ez' — e ) dy.

. 5 2x
2. ] U
b1+ e”

: /_ 7_\'\/4 — x%dx.
V3

o]
n

N
28. / 3(V2x — x + 4) dx.

v%‘
—=— %

\/2(
1 By ex‘)"’
37. /r dx.

{,—JJ

40, /3,1’3 + ’3.'(3 + 11x + 1
: a8

(&)
—
=
=

tn
S
rJ |
g P
+ |
=]
<
o
=

11 /_v(v + 1)y dy
i (0.5x — 0.1)* b
. / 04 ax.
i /11\/;‘_4’72 dx
20 / B /
B e K,
J 37 — 24

-

23, / 0(y* — y + 1) dy.

l
26. / (2x + 1)(x? + x) dx.

29. / Vi-
X2+ 4‘;
32 f - dx.
X

7]

?I
S
- =1

i
<

i

o

5

38.

En los problemas 41 y 42 encuentre, y sujeta a las condiciones dadas.

41 y =€ +3, y(0) =—

[

42, v

9 -
3. / \/\+1ﬂ'r

6. /(\'* 0Ly

9. / W3 + 8dr.
0

‘
12. / 10 ™ dx.
1}

1 p
15 /5+ ; dr.
18. / M o Rl 5
1 2
) | — + —
[+ 1)
24, /
27. / |: ——— I dx.
i
30. / 2 - dz.
33. /9\/ aVx Y2 4 dx.

T Y
36. [6‘. 4 .

T
o t 2y

9. / 3V10% dx.

3
=¥t smyey
) o

En los problemas del 43 al 50 determine el drea de la region limitada por la curva, el eje x y las rectas dadas.

43. y=w=1, =2

45, y = Vx + 4,

47,
1

Y. y=—+3 x=1 «x
+

v=5x — 1.

(y=0).

4. y=4e'. x=10, x=3.

46. y=x"—x—2, x=-2, x=2.
48. y=Vr, x=1L x=16

0., y=x"—1, x=-—1

En los problemas del 51 al 58 encuentre el drea de la region limitada por las curvas dadas.

5L v*=4x, x=0,

83.y=x"+4x—5 y=

y=1,
0.

52. y
5.y

=%, x=0, yw=2 (xz=0)

x>+ 9.

2
=23 y=
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57

59. Ingreso marginal

60.

. Ingreso marginal

62.

63

64.

66

£l
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Ly =Xt 2x y= 12— 2R
y=lnx, x=0 yp=0 y=1

|
<
A

it

Si el ingreso marginal esta dado por

dr 3
2 — g —28%,

dq 2
determine la correspondiente ecuacion de demanda.
Costo marginal  Si el costo marginal esta dado por

d 5 i
522(1’4—7(/%-(1.

y los costos fijos son de 2500, determine el costo total
para producir 6 unidades. Suponga que los costos estan
en ddlares.

Una funcién de ingreso marginal de
un fabricante es

dr

— =275 — g — 03q".
i g — 0.3q

Si restd en ddlares, encuentre el incremento en el in-
greso total del fabricante si la produccién se incrementa
de 10 a 20 unidades.

Costo marginal Una funcién de costo marginal de un

fabricante ¢s

dc 500

dq 2q + 25
Si ¢ estd en délares, determine el costo implicado en in-
crementar la produccién de 100 a 300 vnidades.
Altas hospitalarias  Para un grupo de personas hospi-
talizadas, suponga que la razon de altas estd dada por

f(") == O.UOS(,—UIIU&:‘

donde (1) es la proporcion de altas por dia al final de ¢
dias de hospitalizacién. ;Qué proporcion del grupo es
dada de alta al término de 100 dias?

Gastos de un negocio  Los gaslos lotales (en dilares)
de un negocio para los proximos cinco afios estdn dados

por
/ 400" 1,
0

Evalie los gastos.

- Encuentre el drea de la regién entre las curvas

G/,

y=9—2xyy=xdex =0ax =4
Encuentre el drea de la region entre las curvas y = x’ y
y=4 —3xentrex =—lyx =2

Excedente de los consumidores vy de los productores
Para un producto, la ecuacién de demanda es

p = 0.01¢g> — Llg + 30,

y su ecuacion de oferta es
p = 0.01¢> + 8.

Determine el excedente de los consumidores y de los
productores cuando se ha establecido el equilibrio del
mercado.

68. Excedente de los consumidores
ecuacion de demanda es

Para un producto, la

2

p = {g =5)

y la ecuacidn de oferta es

p=q +q+3,

donde p (en miles de ddlares) es el precio de 100 unida-
des cuando ¢ cientos de unidades son demandadas u
ofrecidas. Determine el excedente de los consumidores
bajo equilibrio del mercado.

1 se

69

.

Biologia En un estudio sobre mutacion de genes
tiene la ecuacion

ki (j "
/ J-T = —{ J')/ dr
Jau 4 — 4 Jo

donde 1 y v son razones de mutacion de genes, las g son
frecuencias de genes y 1 es el nimero de generaciones.
Suponga que todas [as letras representan constantes,
excepto g y t. Integre ambos miembros de la ecuacion y
luego utilice su resultado para demostrar que

L

R S T}
u+w

Gy — q

=

70. Flujo de un fluido En ¢l estudio del flujo de un fluido
dentro de un tubo de radio constante, R, tal como el flu-
jo de la sangre en ciertas partes del cuerpo, puede con-
siderarse que ¢l tubo consiste en tubos concéntricos de
radio r, donde ) = r = R. La velocidad p del fluido es
una funcion de ry estd dada por!J

(P, = P)(R = 1)

p = =

4nl

donde P, y P, son las presiones en los extremos del tu-
bo,n (letra griega “eta™) es la viscosidad del fluido y [ la
longitud del tubo. La razén de volumen @ del fluido
por el tubo estd dado por

"R
/ 2arv dr,
(1]

“W. B. Mather, Principles of Quantitanive Genetics (Minneapolis:
Burgess Publishing Company. 1964).

YR, W. Stacy et. al., Essentials of Biological and Medical Physics
(Nueva York: McGraw-Hill Book Company, 1955).

0=
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TRY P, — P) donde k y r son constantes, k > 0,7 > —2 yx > 0. Veri-
Demuestre que Q = T Observe que R apa- fique la afirmacién de que
rece como un factor elevado a la cuarta potencia. Asf,
duplicar el radio del tubo tiene por efecto incrementar glx) =— =
el flujo por un factor de 16. La férmula para la razén de
volumen se llama ley de Poiseuille, en honor del fisidlo- [Sugerencra: considere dos casos: cuando r #—1 y cuan-
go francés Jean Poiseuille. dor =—1].

71. Inventario En un andlisis de inventarios, Barbosa y
Friedman'® se refieren a la funcién

1 "1/ :
glx) = Fc-j ku” du,

= En los problemas del 72 al 74 estime el drea de la region limitada por las curvas dadas. Redondee sus respuestas a dos decimales.
72. y=3x+ 627 —5x— 4, y=0. 7. y=x"—2x—3, y=4+2x — 3%

M. y=x—2x—-3, y=2*—x—4

£ 75, La ecuacién de demanda para un producto es y la ecuacién de oferta es
200 p = 2lIn(g + 10) + 5.
Vg + 20 Determine el excedente de los consumidores y de los

productores bajo equilibrio del mercado. Redondee sus
respuestas al entero mds cercano.

%L, C. Barbosa y M. Friedman, “Deterministic Inventory Lot Size
Models —a General Root Law”, Management Science, 24, nim. 8
(1978), 819-826.



Aplicacion practica
Precio de envio

upongamos que usted es fabricante de un producto
Scuyas ventas tienen lugar dentro de R millas alrede-
dor de su fabrica. Suponga que usted cobra a sus clien-
tes a razon de s, en ddlares por milla, por cada unidad
de producto vendido. Si m es el precio unitario (en
ddlares) en la fabrica, entonces el precio vnitario p de
entrega a un cliente situado a x millas de la tdbrica serd
el precio de la fabrica mds cl cargo por envio sx:

p=m+sx, 0=x=R (1)

El problema es determinar el precio promedio de en-
trega de las unidades vendidas.

Supongamos que existe una funcion f tal que
(1) = 0 en el intervalo [0, R] y que el drea bajo la
grafica de fy arriba del cje t,entre t = 0yt = x, re-
presenta el numero total de unidades Q vendidas a
clientes dentro de un radio de x millas de [a fabrica
[véase la fig. 14.51(a)]. Podemos referirnos a fcomo la
distribucion de la demanda. Como O es una funcion de
Xy se representa por un irea,

= [ rf(:) dr.

En particular, el nimero total de unidades vendidas
dentro del area del mercado es

"R
= / fit)de

Ivéase la tig. 14.51(b)]. Por ejemplo, si f(r) =10 y
R = 100, entonces el numero total de unidades vendi-
das dentro del drea del mercado es

L0

100
o(100) = / 10 dt = 1t = 1000 — 0 = 1000.
Jo

0
El precio de entrega promedio A estd dado por

ingreso total

A numero total de unidades vendidas’
Como ¢l denominador es Q(R), A puede determinarse
una vez que se conoce el ingreso total.

Para encontrar el ingreso total, consideremos
primero el nimero de unidades vendidas en un inter-
valo. Sit) < 1, [véase la fig. 14.52(a)], entonces el area
bajo la grdfica de f y arriba del eje r. entre r =0 y
1 =1, representa el nimero de unidades vendidas
dentro de un radio de #; millas de la fdbrica. De ma-
nera analoga, el area bajo la grafica de f y arriba del
eje 1, entre { =0 y 1 = 1,, representa el nimero de

unidades vendidas dentro de ¢, millas de la fabrica. La
diferencia entre esas dreas geométricamente es el drea
de la region sombreada en la figura [4.52(a), y repre-
senta el nimero de unidades vendidas entre ¢, y r, mi-

llas de la fabrica, lo cual es O(1,) —

Q(t)). Asi,

o) — [f 1) dr.

f(t) NOmero de unidades

1 vendidas dentro
de x millas
.
\
—_— t
0 X R
(a)

f(t) Numera total
de unidades

vendidas dentro
- del drea de
~ mercado

01 R

(b)

FIGURA 14.51 Numero de
unidades vendidas como un area.

Por ejemplo, si f(¢) = 10, entonces el numero de
unidades vendidas a clientes situados entre 4 y 6 millas
de la fdbrica es

]

= 60 — 40 = 20.

4

0(6) — O(4) = /wm = 10¢

El drea de la regidn sombreada en la figura 14.52(a),
puede aproximarse por el drea de un rectangulo
[véase la fig. 14.52(b)], cuya altura es f(t) y ancho At,
donde At = t, — t;. Asi, el ndmero de unidades vendi-
das en el intervalo de longitud Ar es casi igual a f(r)Af.
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Como el precio de cada una de esas unidades es [de la
ecuacion (1)] casi m + sr, el ingreso recibido es aproxi-
madamente

(m + st)f (1) Az

0 v \rz R
(a)

f(t)
(£, (1)
1

0[ At R
(b)

FIGURA 14.52 Numero de
unidades vendidas en un
intervalo.

La suma de todos estos productos desde + = () hasta
t = R, aproxima el ingreso total. La integracion defini-
da da

‘R
> (m + so)f(r) At — / (m + st)f(r) dt.
0
Asi,
R
ingreso total = / (m + st)f(t) dr.
0

En consecuencia, el precio promedio de envio A estd
dado por

‘R
/ (m + st)f (1) dr
Jo

Q(R)

A =

o0, en forma equivalente

ﬁk(m + st)f (1) dt
A= :

JRCL

Por ejemplo, si  f(r) = 10,m = 200,s = 025 y
R = 100, entonces

"R 100
/ (m + st)f (1) dt =/ (200 + 0.25¢) - 10 dt
J0 0

it
= 10/ (200 + 0.25¢) dr
0

100

[2
= 10{ 200t + —
( ! 3)

1]
, 000
= 1[)[(20.000 + 1030( ) — U}

= 212,500.

Pero ya teniamos que,

R - 100
/ fle)yde = / 10 dr = 1000.
i Jo

Por tanto, el precio promedio de envio es de
212.500/1000 = $212.50.

Ejercicios

1. Si f(1) =50 — 2¢, determine el nimero de unida-
des vendidas a clientes localizados (a) dentro de
un radio de 5 millas de la fdbrica, v (b) entre 10 v
15 millas.

2. Sif(r) =40 —0.5t,m =50,5s =020y R = 80.de-
termine (a) el ingreso total; (b) el nimero total
de unidades vendidas, y (¢) el precio promedio de
envio.

3. Sif(r) =900 —tim = 100,s = 1y R = 30, deter-
mine (a) el ingreso total; (b) el niimero total de
unidades vendidas, y (c) el precio promedio de en-
vio. Si desea, utilice una calculadora gréfica.

4. En la préctica, ;como hacen los vendedores de cosas
comao libros o ropa, para determinar los cobros por
envio de un pedido? (Visite a un comerciante en
linea para determinarlo.) ;Usted como podria
calcular el precio promedio de envio de sus pro-
ductos? (El procedimiento es fundamentalmente
diferente del visto en estd aplicacién prdctica?

AR1
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A hora sabemos cémo determinar la derivada de una funcion, y en algunos
casos conocemos cdmo encontrar una funcion a partir de su derivada,
por medio de la integracion. Sin embargo, el proceso de integracion no siem-
pre es directo.

Suponga que modelamos la desaparicion gradual de una sustancia quimi-
ca, usando las ecuaciones M' = —0.004r y M(0) = 3000, en donde la canti-
dad M, en gramos, es una funcion del tiempo ¢ en dias. Este problema de
condicion inicial es resuelto con facilidad por medio de integracion con res-
pectoat: M = —0.0021* + 3000. Pero, ;qué pasa si. en lugar de lo anterior,
la desaparicién de la sustancia fuese modelada por medio de las ecuaciones
M= —0.004M y M(0)} = 30007 El simple reemplazo de f en la primera
ecuacion por M cambia el cardcter del problema. Adn no hemos aprendido
cdmo encontrar una funcidn cuando su derivada estd descrita en términos de
ella misma.

Si trabajé la aplicacion préactica del capitulo 11. usted recordard una si-
tuacién similar, que incluye una ecuacion con P de un lado vy la derivada de P
en el otro. Alli usamos una aproximacion para resolver el problema, En este
capitulo aprenderemos un método que produce una solucidén exacta en muchos
problemas de este tipo.

Las ecuaciones de la forma y* = ky. en donde k es constante, son espe-

cialmente comunes. Cuando y representa la cantidad de sustancia radiactiva,

v = ky puede representar la tasa de su desaparicion, a través de decaimiento

radiactivo. Y si y es la temperatura de un pollo acabado de sacar del horno o
que sc acaba de meter al congelador, entonces una férmula, conocida como
ley de enfriamiento de Newton, puede utilizarse para describir el cambio en
la temperatura interna del pollo a lo largo del tiempo. La ley de Newton, que
se analizard en este capitulo, podria utilizarse para recomendar procedimien-
tos en la cocina de un restaurante, de modo que los alimentos propensos a
contaminacion a través de crecimiento bacterial no permanezcan mucho
tiempo en una zona de temperatura peligrosa (40 a 140° F). El crecimiento de

bacterias, respecto a eso, jtambién s¢ deduce de una ley tipo y' = ky!
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Desarrollar y aplicar 95,9 INTEGRACION POR _PARTES'
a férmula para integracién por R
artes. Muchas integrales no pueden encontrarse con los métodos que hemos visto

hasta ahora. Sin embargo, hay maneras de cambiar ciertas integrales a for-
mas mds ficiles de integrar. Veremos dos de tales procedimientos: la integra-
cion por partes y (en la seccion 15.2), la integracion por medio de fracciones
parciales.

Si u y v son funciones diferenciables de x, por la regla del producto te-
nemos

(uv) = wv' + '
Al ordenar nuevamente los términos resulta
uv' = (uw)' — wvu'.

Integrando ambos miembros con respecto a x, obtenemos
/un' dx = /(utf)'d.\‘ - /'UM’ dx. (1

Para ] (uv)" dx debemos encontrar una funcién cuya derivada con respecto a x

sea (uv)'. Es claro que uv es esa funcién. Por tanto, /(u-v)’ dx =uv + C,yla

ccuacion (1) queda como

/un’ dx =uv + C, — /a;z.t'(!x,

Alincluir a C; en la constante de integracién para / vu' dx y reemplazar v'dx

por dv y u'dx por du, obtenemos la férmula de integracion por partes:

Formula de integracién por partes

/u dy = uy — /U dit. (2

Esta formula expresa una integral, fu dv en términos de otra integral,
/-U du que puede ser mas facil de integrar.

Para aplicar la férmula a una integral dada /_f(x_) dx debemos escribir

f(x) dx como el producto de dos factores (o partes) escogiendo una funcién u
y una diferencial dv tales que f(x) dv = udwv. Sin embargo, para que la férmu-
la sea 1til, debemos ser capaces de integrar la parte seleccionada como dv. Pa-
ra ilustrar esto consideremos

IDuada amitirea cin ndvdida Aa cantinnidacd




—® Principios en practica 1
Intégracion por partes

Las ventas mensuales de un tecla-
do para computadora se estima
que van a disminuir a una tasa de
§'(r) = —4re™" teclados por mes,
en donde ¢ es el tiempo, en meses
y S(r) es el nimero de teclados
vendidos cada mes. Determine
S(t) si ahora se venden 5000 te-

clados [§(0) = 5000].

Sec. 15.1 = Integracién por partes 685

Esta integral no puede determinarse con las formulas de integracién previas.
Una manera de escribir xe* dx en la forma u dv es haciendo

u=x vy dv=e"dx.

Para aplicar la férmula de integracion por partes, debemos encontrar du y v:

du=dx y v= /e‘ dx=¢e¢"+ C,

/.x etdx = uv — /z' du
JoL | .

Por tanto,

I (i

= x(et + C)) — /(e‘ + C))dx
=x"+Cx—ef—Cx+C

=xe*— e +C=e(x—1)+C

La primera constante, €', no aparece en la respuesta final. Esta es una caracteris-
tica de la integracion por partes y de ahora en adelante esta constante no serd
escrita cuando encontremos v a partir de dv.

Cuando se usa la férmula de integracién por partes, algunas veces la
“mejor seleccion™ de 1 v dv puede no ser obvia. En algunos casos una selec-
cion puede ser tan buena como la otra; en otros, sélo una seleccion puede
ser adecuada. La habilidad para hacer una buena seleccion (si €sta existe)
se adquiere con la prictica y, desde luego, con el procedimiento de ensayo y
erTor.

® EJEMPLO 1 Integracidn por partes

In x . .
Encontrar / 7 dx utilizando integracion por partes.
X

Solucion: ensayamos
1
u=Inx vy dv=—=dnx
Vx
Entonces,
du = —dx v v= /‘.\'_"J: dx = 2xV?
Asi,

il
(%)
S
=%
=

|
)
.-

P
a
=
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2Vxlnx —2(2Vx) + C (x'? = VX)

2Vx [In(x) = 2] + C.

= — |
mplo 2 muestra como puede Tl R ..
T elempidn b o 2 EJEMPLO 2 Integracion por partes
) - )
¢ una eleccion que no N -
s St B i Evaluar / xInxdx.
Ny Fovp J1
uentre una que funcione (s Solucion: como la integral no se ajusta a una forma familiar, intentaremos la

integracion por partes. Sea # =x y dv = In x dx. Entonces du = dx, pero
v = / In x dx no es evidente por mspeccion. Por lo que haremos una selec-

cién diferente para it y dv. Sea

u= Inx y dv = x dx.

Entonces,
1 ' X
du = — dx y v = /.\' dx = —
X : . Z

Por tanto,

" EJEMPLO 3 Integracion por partes cuando « es todo el integrando

Determinar / Inydy.
Solucion: no podemos integrar In y con los métodos previos, por fo que

trataremos de hacerlo con integracién por partes. Sea u = In y y dv = dy.
Entonces du = (1/y)dy y v = y. Asi, tenemos

/ln ydy = (Iny)(y) — /\ (—i d'\*)

=ylny— / dy=ylny —y+C

=ylln(y) —1]+C.




w Principios en préctica 2
- Doble aplicacién de’
integracion por partes

Suponga que una,pob!abién de

bacterias crece a una tasa de
“P(r) = 0di(lnz)?

Determine la forma general de
P(r). :

Sec. 15.1 = Integracion por partes 687

Antes de intentar la integracion por partes, debemos ver si este procedi-
miento es realmente necesario. A veces la integral puede resolverse con una
formula bdsica, como se ilustra en el ejemplo 4.

" EJEMPLO 4 Forma de integracion basica

Determinar / xe¥'dx,
Solucion:  esta integral puede ajustarse a la forma f e du.

Advertencia No olvide las formas de integracion bdsicas. |La integracion
por partes no es necesaria aqui!

. ] ;
/ xetdx = =~ [ " (2x dx)
1 14
=3 f e du

1
:E(J’4+C:

/ i)

(donde u = x7)

e + C.

P [ =

En ocasiones la integracion por partes debe usarse mds de una vez, como
se muestra en el ejemplo siguiente.

" EJEMPLO 5 Aplicacién de la integracién por partes

Determinar / 2P dx,

< . v
Solucion: seau = x*ydv= e*"'dx. Entonces,du = 2xdryv =112,

2,25+1 2041
x’e e
/‘xze'z"+L dx = —— — / (2x dx)

2 2
3 Br
x‘e A
= — - /‘xel‘Jrl dx,

Para encontrar / xe* "l dx usaremos de nuevo la integracién por partes.

Aqui,seau = x,y dv = ¢* ! dx. Entonces du = dxy v = ¢*"' /2, por lo que

tenemos
f.reg"'+' dx = xelzx*l — /EE;H dx
. "'Ezzw - "2:1 +C
Asi,
\/.x’ez'*“ dx = .rle;"':' . 'I.EZZAH + (,2:1 + C (donde € = —C))
= 62\2“(\2 = gk %) £ &
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— T, ——————

Al aplicar la integracion por partes a

/ lf(.t') dx,

un estudiante encontrd que u = x.du = dx,

2

dv= (x +5)"?yv = Z(x + 5)*% Use esta informa-

cion para encontrar { f(x) dx.

in los problemas del 3 al 29 encuentre las integrales.

3.

7.

19.

22.

26.

3L

32,

33.

34.

o
wm

/.\'e" dx. 4. /xej" dx.
T
/]n(fo) dx. 8. /;dt.
h - "In(x + 1
/ ﬁL“f dx. 12. / i( : ) dx.
2x + 1) 2+ 1)
-2 3!
/ dxe™ dx. 16. / xe “dx.
Jl J 0
/3 3 20 /(ln Vd
——dx. i x) dx.
Ji \/4 =K :
/ A dx, 23, / et dx.
F ek 19° g

/’_\:':(’71'\ dx. 27 j_rje'f-. dx.

i 7
17. /_w_f"’ dx.
]

21, /2(1\' — 1) In(x — 1) dx.
24. / Vx In(x?) dx. 25.
J1

28, [ e dx. 29,

2. Use integracion por partes para encontrar

/ o K

. SEHT
seleccionando u = xy dv = ™ " dx.

5 /yJ Inydy.

6. / 2 nxdx,

. -
9, j ey A 2 i,

Vit o

n x ok
13. /l“;‘ dx. 14, f gl
i X~

(J.\
3%
18, / —=dx.
o = ¥

V4

/(.\' — e ") dx.
/‘(2" + x)dx.

. Encuentre / In(x + \/xz =+ l.) dx. Sugerencia: de-

muestre que

d = 1

ln(x + Vil + 1)) = ——=.

dx ) Var 4+
Encuentre el drea de la regidn limitada por el eje x, la
curvay = Inxylarectax = e,
Encuentre el drea de la region limitada por el eje x y la
curvay =xe ‘entrex =0yx =4
Encuentre el rea de la region limitada por el gje x, la

) = A7y _ —
curvay = xV2x + lentrex =0yx =4,
Excedente de los consumidores Suponga que la ecua-
ci6én de demanda para el producto de un fabricante estd
dada por
p = 10(g + 10)e e+t

donde p es ¢l precio por unidad (en délares) cuando se
demandan ¢ unidades, Suponga que el equilibrio de
mercado ocurre cuando g = 20. Determine el exceden-
te de los consumidores bajo equilibrio de mercado.

. Ingreso Suponga que el ingreso total r y el precio por

unidad p son funciones diferenciables de la funcion de
produccion ¢.

a. Use integracion por partes para demostrar que

Cod
/pdq= Fi = /(jﬁriq.

b. Utilizando la parte (a), demuestre que

- Jlo)
r= flptag )4

¢. Utilizando [a parte (b), demuestre que

w- [l
r = — lidig:
o Jo ? qdq 4

[Sugerencia: remitase a la seccion 14.7.]

36. Suponga que fes una funcidn diferenciable. Aplique
la integracion por partes a ff(x)e"' dx para demos-

trar que

/,f{.\')e‘d.x +F /f’(x)e“ dy = f(x)e* + C.

(De aqui, /‘[f'(.\') + f(x)]etdx = f(x)e* + C)




a0l Mostrar como inte-

grar una funcién racional propia.

expresandola primero como una
suma de sus fracciones parciales.

Sec. 15.2 = Integracién por medio de fracciones parciales 689

15.2 INTEGRACION POR MEDIO DE FRACCIONES PARCIALES?
Factores lineales distintos

Consideraremos ahora la integral de una funcion racional (cociente de dos
polinomios). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el numerador
N(x) y el denominador D(x), no tienen factor polinomial comtin y que el gra-
do de N(x) es menor que el grado de D(x). [Esto es, N(x) /D(x) define una fun-
cion racional propia.] Si el numerador no fuese de grado menor, podriamos
dividir N(x) entre D(x):

POy, N, RW)
D(x)) N(x) © D(x) T Dy

R(x)

Aqui P(x) serfa un polinomio (facilmente integrable) y R(x) seria un polino-
mio de menor grado que el de D(x). Por lo que, R(x)/D(x) definirfa una fun-
ci6n racional propia. Por ejemplo,

2xt— 3 — 4 — 17x — 6 4x? — 14x — 6
]r . 2 dx /@x+1+%——%——}h
Xt — 2= = I Xt — 2%* — 3%

) 457 — l4x — 6
=x+x+f§ﬁ—%—im.
x — 2x° — 3x

Por tanto, consideremos

= dx.

/'4.\'3 — l4x — 6
xt — 2x? — 3x

Es esencial que el denominador se exprese como un producto de factores:
f dx’ — 14x — 6
——————— il
x(x + 1)(x — 3)
Observe que el denominador consiste s6lo en factores lineales distintos y

que cada factor se presenta exactamente una vez. Puede demostrarse que a
cada factor x — a,le corresponde entonces una fraccién parcial de la forma

A
- (A es una constante)

tal que el integrando es la suma de las fracciones parciales. Si se tienen » facto-
res lineales disrintos, se tendran n fracciones parciales, cada una de ellas fécil-
mente integrable. De acuerdo con esto, podemos escribir

4x* — 14x — 6 A B C

— 24 + .
Xx+D)x—3) x x+1 x—3 1

Para determinar las constantes A, B y C, combinamos primero los términos en
el miembro derecho:

dt — M —6 A%+ 1)iE — 3] + Bala = 8) +CHx+1)

x(x + 1)(x — 3) x(x + 1)(x — 3)

*Puede omilirse sin pérdida de continuidad.
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Como los denominadores de ambos miembros son iguales, podemos igualar
sus numeradores:

4x? — 14x — 6 = A(x + 1)(x — 3) + Bx(x — 3) + Cx(x + 1). (2)

Aunque la ecuacidn (1) no estd definida para x = 0,x = —1 yx = 3. queremos
encontrar valores para A, By C que hagan la ecuacion (2) verdadera para todo
valor de x. Esto es, se tendrd una identidad. Al hacer sucesivamente a x en la
ecuacion (2) igual a tres nimeros cualesquiera diferentes. obtenemos un siste-
ma de ecuaciones del que podemos despejar A, By C. En particular, el trabajo
puede simplificarse ddndole a x los valores de las raices de D(x) = 0. en nues-
tro caso,x = (,x = —1 y x = 3. Usando la ecuacion (2), tenemos, parax = 0,

—6 = A(1)(—3) + B(0) + C(0) = —3A, porloque A = 2.
S§ix =1,

12 = A(0) + B(—1)(—4) + C(0) = 4B, porloque B = 3.
Six = 3,

—12 = A(0) + B(0) + C(3)}(4) = 12C, porloque C = —1.
La ecuacion (1) se convierte entonces cn

A —Ux—6 2, 3 e
xx+1)(x—3) x x+1 x—3

"4yt — 4y — 6 .
2t St Y
Jxx+ Dx—3"

2 3 1
(—+ e )u’.\'
x+1 ®E=93

Por consiguiente,

i

H

‘-._______‘_-
B kvy
4
%
s
\

=2Injx|+3Injx + 1j—Injx — 3 +C

wla + 1Y

= In
X—3

+C (usando propiedades de logaritmos).

Para la integral original, ahora podemos establecer que

/‘2.\‘4 —3x =4~ 17x — 6
i — 2x%— 3%

(x +1)

dx=x*+x+ In R—!‘+C.

=3

Existe un método alternativo para determinar A, B y C. Este implica desa-
rrollar el miembro derecho de la ecuacién (2) y agrupar términos semejantes:

A8 — s — & = Ala¥ — 2x ~ B) + Bl — 3] + 002 + %)
= Ax? — 2Ax — 3A + Bx> — 3Bx + Cx* + Cx,
4t — 14x ~ 6= (A + B+ C)x* + (=24 — 3B + C)x + (=34),

Para esta identidad, los coeficientes de las potencias correspondientes de x en
ambos miembros de la ecuacion deben ser iguales:
4=A+B+C,
—14 = —2A — 3B + C,
—6 = —3A.

Resolviendo el sistema, se encuentra que A = 2,B =3y C = —1,igual que antes.




—® Principios en préctica 1
‘Factores lineales distintos
‘El ingreso marginal para una
compaiiia que fabrica g radios
‘por semana estd dado  por
. 5(g +4)
A e sy
Lty B P
-es el ingreso en miles de dolares.
-Determine la ecuacion para r(q).

" (’iondek r(q)

Sec. 15.2 = Integracidon por medio de fracciones parciales 691

" EJEMPLO 1 Factores lineales distintos
2x + 1

———— dx usando fracciones parciales.
3" —= 27 ‘

Determinar ]

Solucion:  como el grado del numerador es menor que el grado del denomi-
nador, no es necesario dividir primero. La integral puede escribirse como

1 2k =1
—/ : dx.
3) x*—9

Si expresamos (2x + 1)(x* — 9) como una suma de fracciones parciales obte-
nemos

2x+1 _ 2x + 1 __A , B
¥=9 (x+3)(x—3) x+3 x—3

Al combinar términos ¢ igualar los numeradores resulta
2x +1 = A(x — 3) + B(x + 3).
Six = 3 entonces
7=6B, porloque B = %:
Six = —3.entonces

—5=—6A, porloque A=

"2x + 1 1{/‘;—:@- Ed.r}
———dx = = +
O 3xs — 27 N EES =%

| T dly —
—%{61n|.t+3|+ﬁln|_r 3|}+C

o |

1
18

In|(x + 3)%(x — 3)7|+ C.

Factores lineales repetidos

Si el denominador de N(x)/D(x) sélo contiene factores lineales, algunos de los
cuales estdn repetidos, entonces a cada factor (x — a)", donde k es el nimero
méaximo de veces que se presenta x — a como factor, le corresponderd la suma
de & fracciones parciales:

A B K

- s ————
X' = "~ ofm — @B (x —a)

" EJEMPLO 2 Factores lineales repetidos

"6x’+ 13x + 6
fx+ 2§ (x+ 1)

Determinar / - dx usando fracciones parciales.

Solucion: como el grado del numerador, a saber, 2, es menor que el de-
nominador, 3. no es necesario dividir primero. En el denominador el factor
lineal x + 2 aparece una vez y el factor lineal x + 1 aparece dos veces. Asi,

j
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se tendrdn que determinar tres fracciones parciales y tres constantes, v te-
nemos

6x* + 13x + 6 A B _C
(x+ 2+ 1P ao+2 x+1 (x+ 1)

6x7 4+ 1B3x + 6 = A(x + 12 + B(x + 2)(x + 1) + C(x + 2).

Escogemos x = —2,x = —1 y,por conveniencia,x = (). Parax = —2, tenemos
4= A

Si x = —1, entonces
—1 = C.

Six = 0, entonces
6=A+2B+2C=4+2B—-2=2+12B
4 = 2B,
2=B2B.

Por tanto,

"6xt 4+ 13x + 6 dx dx dx
L iRl PP +2 - JoF
J (x +2)(x +1)? > i Ja+l g (@l

1

=4mx+m+zmh+u+r T+ C

= In[(x + 2)*(x + 1)*] + RN
|

Factores cuadraticos irreducibles distintos

Suponga que un factor cuadratico x* + bx + ¢ ocurre en D(x) y que no puede
expresarse como un producto de dos factores lineales con coeficientes reales.
Se dice que tal factor es un factor cuadrdtico irreducible en los niimeros reales. A
cada factor cuadratico irreducible distinto que ocurre solo una vez en D(x), le
corresponderd una fraccion parcial de la forma

Ax + B
Xt + bx + ¢

Observe que incluso después de que haya expresado una funcion racional en
términos de fracciones parciales, todavia puede encontrar imposible integrar
utilizando solamente el calculo que ha aprendido hasta aqui.

" tJEMPLO 3 Integral con un factor cuadratico irreducible distinto
—2% — 4

————5—— dx usando fracciones parciales.
bl o ol

Determinar /




Sec. 15.2 = Integracién por medio de fracciones parciales 693 j

Solucion:  como x* + x> + x = x(x* + x + 1), tenemos el factor lineal x y el
factor cuadrdtico x* + x + [, que no parece factorizable a simple vista. Si fue-
se factorizable en (x — r)(x — ry).donde r| v r; fuesen reales, entonces r, v r,
serfan las raices de la ecuacién x* + x + 1 = 0. Por medio de la férmula cua-
dratica, las raices son

1+ Vi—4
e

Como no se tienen rafces reales, conciuimos que x” + x + 1 es irreducible.
Asi, se tendrdn dos fracciones parciales y tres constantes que determinar.
Tenemos

—2x~4 _ A, Bx+C

—2x — A=A +x + 1) + (Bx + €)%
= Ax’ + Ax + A + BxX’ + Cx. |
0x> —2x — 4

Il

(A+ B)x> + (A + C)x + A.

Aligualar los coeficientes de potencias iguales de v, obtenemos

0= A+ B,
—-2=A+C,
—4 = A,
Resolviendo el sistema se obtiene A =—4, B = 4y C = 2. De aqui que, |!

B —4 dx +2
/_ﬁ_de_f(_+TLL>(,_‘. |
x(x* <+ x4+ 1) X il O ol | |

=¥4/di+2j ol S |
X+ x+1 |

’ ; “du
Ambas integrales tienen la forma / g Por lo que

/—T—zu—(l,Y—ﬁ4ln].xl+21n.r3+.\'+]+C |
x®t+ x4+ 1) : ' :

(x* + x + 1)
= fhfs e = L
X

Factores cuadraticos irreducibles repetidos

Suponga que D(x) contiene factores de la forma (x> 4+ bx + ¢)*, donde k es el
niimero maximo de veces que ocurre el factor irreducible x* + hx + ¢. Enton-
ces, a cada uno de tales factores le corresponde una suma de & fracciones par-
ciales de la forma

A + Bx C + Dx M+ Nx
o +bete [(Fhbe+ el (% + bx + o)*



—
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.—'*'—; sgw . . -
EJEMPLO 4 Factores cuadraticos irreducibles repetidos

5

z L _
— dx usando fracciones parciales.

Determinar / Z 1 A
J (x4 4)

Solucion: como el numerador tiene grado 5 y el denominador grado 4, pri-
mero dividimos, lo que da

e o 8x7 + 16x

o4 ;_2 . 3 2-
2 = 8"t 16 (x~+4)

El factor cuadrético x> + 4 en el denominador de (8x* + 16x) /(x> + 4)* es
irreducible y ocurre dos veces como factor. Asi, a (x> + 4)° le corresponden
dos fracciones parciales y tienen que ser determinados cuarro coeficientes. De
acuerdo con esto, establecemos

8x'+16x Ax+B  Cx+D

S

(2442 +4 (£ +4)

[

y obtener
8x* 4+ 16x = (Ax + B)(x* + 4) + Cx + D,
8x' 4+ 0x* + 16x + 0= Ax* + Bx* + (44 + C)x + 4B + D.

Aligualar los coeficientes de potencias iguales de x, obtenemos

8§ = A,
0 =25,
16 =44 + C.
0 =48+ D.
Resolviendo el sistema obtenemos A =8, 8 =0. C =—16 y D =0. Por

tanto,

" %P ' Sx 16x
— ~dx = /(.r— { = — — = —l)d.\‘
(x= + 4)° I x +4 (x=+4)y- 1/~
K . Iy
= ].\'r!,\' — 4/-&—0’.\‘ + 8[—;\ —dXx.
x>+ 4 J (x+4)

. i ) ) “du .
Lasegunda integral en la linea precedente tiene la forma /— y la tercera in-
. I
. ] lut
tegral tiene la forma / . De modo que
u

X ¥ g4 -— s
T4y 2 S

De nuestros ejemplos, habrd usted deducido que el nimero de constantes
necesarias para expresar N(x)/D(x) por medio de fracciones parciales es igual
al grado de D(x).si se supone que N(x)/D(x) define una funcién racional pro-
pia. Este es, ciertamente, el caso. Observe también que la representacion de
una funcién racional propia por medio de fracciones parciales es tinica; esto es,
sélo hay una posible opcién para las constantes. Ademds, de manera indepen-
diente de la complejidad del polinomio D(x). éste siempre puede expresarse
(tedricamente) como un producto de factores lineales y cuadraticos irreduci-
bles con coeficientes reales.




*

—* Principios en prdctica 2
Integral que no requiere
fracciones parciales

La tasa de cambio con respecto al
tiempo (¢ en aiios) de la poblacién

que vota en una ciudad, se estima
3

—. Determine
]

que es V'(r) =—
t

la forma general de V/(r).

Ejercicio 15.2 S

Sec. 15.2 = Integracién por medio de fracciones parciales 695

EJEMPLO 5 Integral que no requiere fracciones parciales
c + 3
Enconrrar = ZE+ Y dx.
F+ 3x + 1

> . ] i .
Solucién: esta integral tiene la forma /“ du. Asi,

2x + 3
——————dr=Inlk* +3x + 1 + C.
_/.x-'+3.r+1” mE" <+ % + 1

‘ ‘ Advertencia No olvide las formas basicas de integracidn.

En los problemas del 1 al 8 exprese la funcion racional dada en términos de fracciones parciales. Considere la posibilidad de te-

ner primero que dividir.

10x
1. f(x) = 7‘ : 2.
x*+TTxr+h
5. f(x) = X2 6
5 f(x) = — = 2
' v+ 2x + |

Z 2 Rl -

En los problemas del 9 al 30 determine las integrales.

S =— 2
9. / 1[,\'.
—

X*—5x+6

17x — 12
A T —1x.

21 + 9\" + 8
== ea X

27.

>
30. / ; 35“,'\'

31. Encuentre el drca de la regidn limitada por la grilica de

6(x2+ 1)
(x + 2)°

V=

velejev.dex =0ax = 1.

ot
f+!
P
2
[

E 5 > ; 2x” =15
PR = = . 3. flx)=— —, & flg] Se=—m—=
f(x) x2= fx) x~+6x+8 fx) 6 Gl
_ 2% +3 3 3x*+5
) R 7. fx) = : 8 B = T
fix) x5l 1 Jix) %+ x Jie) (£* 4 4)?
"Ax + 8
10, / 5 dx. 11. / dx.
J x+ 2x = — 2
Bat = 3x + 4 4 —x
13. / s e S 14. / ) dx.
4y — 4 x — 4)( \—2)(t+?)
"4 — x 2(3x% + 4xt — x
16. / T dx. 17, / L il i) WP
J &b ==ge 2t —xr—2
" 2% = 5xr =2 2x —3
19. /‘7“— o 20, / il - dx
(& = 2)°(x — 1)
LB, . Ll o Ox — + V.
2. /_.\ 6x" — 10x — 6 . 23, / 8x? — Oy + 2 .
, =1 1—+1)\-—%)
+ 24 3+ 20x% + 28
oy A 26. / L X 41,1-.
(22 + 1)+ 2) 3+ 20+ 3) (2 +
© 3 8rt4 2-2
28, / - dx. 29, [ = dx.
J ot —dxr 4 — 6 0 X2+ T7x + 12

donde p es el precio por unidad (en délares) cuando se
demandan ¢ unidades. Suponga que el equilibrio de
mercado ocurre en el punto (g, p) = (10,325/22). De-
termine el excedente de los consumidores bajo equili-
brio de mercado.

32. Excedente de los consumidores La ecuacion de deman-
da para el producto de un [abricante estd dada por

_200(q + 3)

=

g+ Tg+6

LY



696 Capitulo 15 = Métodos y aplicaciones de la integracion

PNV Tlustrar el uso

de la tabla de integrales del
apéndice C.

15.3  INTEGRACION POR MEDIO DE TABLAS

Ciertas formas de integrales que aparecen con frecuencia pueden encontrarse
en tablas estdndar de formulas de integracion.’ Por ello, en el apéndice C se
proporciona una tabla cuyvo uso se ilustrard en esta seccion,

Una integral dada puede tener que transformarse a una forma equiva-
lente para que se ajuste o corresponda a una férmula de la tabla. La forma
equivalente debe concordar exactamente con la {érmula. En consecuencia, los
pasos que dé usted al respecto no debe hacerlos mentalmente; jescribalos! Si
no lo hace, con facilidad podrd llegar a resultados incorrectos. Antes de empe-
zar a resolver los ejercicios, aseglirese de que entiende perfectamente 1os ejem-
plos ilustrativos.

En los ejemplos siguientes, los niimeros de las férmulas se refieren a los de
la tabla de integrales seleccionadas dadas en el apéndice C.

Weeaas )
EJEMPLO 1  Integracién con tablas
/ xdx
Encontrar | ————
I (2 + Bx)®

Solucion:  al examinar la tabla, identificamos el integrando con la férmula 7:

1

u du L/ ¢
=~ {mle+bu| +—2—) + ¢
( n\a )“| a -+ fm)

J (a+ bu)? B

Ahora veamos si podemos hacer coincidir de manera exacta el integrando da-
do con el de la formula. Si reemplazamos x por «, 2 por a y 3 por b, entonces
du = dx y por sustitucion tenemos

" xde u du 1 ‘ a )
=== [———=(mla+bul+-—— | +C
/ (2 + 3x)? ,/[a + bu)? b( LR Sy

Volviendo a la variable x y reemplazando a por 2 y & por 3, obtenemos

" oxdx 1
T = i 4 3l
/ (2 + 3x)? 9(“ TS ax

e

Note que la respuesta debe darse en términos de x, la variable original de in-
tegracion.
= -

PR
EJEMPLO 2 Integracién con tablas

Encontrar | x>\ x> — 1dx.
Solucion:  esta integral se identifica con la férmula 24:
L4
) 5 u ) 5 /T 5 48 5 ¢ o)
/u’\/u* + a"du = g(Zu‘ + a)Vu £+ a — ?ln':u + Vu £ a° |+ C.

En esta formula, si se usa el signo inferior del simbolo dual “+* en el miembro
izquierdo, entonces debera usarse también el signo inferior de los simbolos

*Véase por ejemplo, W. H. Bever (ed.) CRC Standard Mathematical Tables and Formulae, 30 ed.
(Boca Raton, Florida: CRC Pres, 1996).




Este ejemplo, asi como los ejemplos
4,5 y 7. muestran como ajustar una
integral de modo que se adecue a
una de la tabla.
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duales en el miembro derecho. En la integral original, hacemos u = xya = 1.
Entonces, du = dx y por sustitucion, la integral que resulta es

XV — ldx = fuzm du

4
2 2 o 2
(2u — @) f“—a'—?lnlu-l-\/uz—a*l + C.

8

Comou = xya = 1,

/ S d‘:—(zr—l)\/ 1——1n| +Ve—1] +¢C

" EJEMPLO 3 Integracién con tablas

dx
Encontrar / —
xVi1ex? + 3

Solucion: el integrando puede identificarse con la [6rmula 28:

du 1(\/u +a’ —a
= J——————

uViut + o
Si hacemos w =4x ya = \/3, entonces du = 4dx. Observe cuidadosamente

como al insertar 4 en el numerador y en el denominador, transformamos la in-
tegral dada a una forma equivalente que coincide con la férmula 28:

i,

/ - / (4 dx) - ] e

J ovVierr +3 ) (a0 Vdx)? + (V3)? uNu + a*

[ln. V' +a* — a
1

i

e -
EJEMPLO 4 Integracion con tablas

f dx
Brconbial | —=— w0
#4(2 — 3y

Solucion:  ¢] integrando se identifica con la férmula 21:

/ du m

o Y 2 == 2 + C
uNa — u ai

Haciendo u = V/3x y a® =2, tenemos du = \/3 dx. De aqui que al insertar
dos factores de \/3 en el numerador y en el denominador de la integral origi-
nal, tenemos

Ft’
o e g
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@ 2(V3x)
V2= Byt ,
== + C
2x
- B
" EJEMPLO 5 Integracién con tablas
Encontrar /7.\"‘ln(4.\') dx.
Solucion:  esta integral es similar a la de la formula 42 con n = 2:
» n+ | 1 1
/H”ln udy = e - BRI, =+ C,
( B+1 (A 4 1)°
Si hacemos u = 4x, entonces du = 4 dx, Por tanto,
N 7 of ’
Tx"In{dx) dx = -17 (4dx) In(dx)(4 dx)
7 /[ by 7 (uj’ln 1 u}) o
= = - U q =] = e~
64 | HA T\ T3 9, "
7 {(4.\-)-‘111(4” (4x)° ,
— — ) = - = - - (
64 3 9
In(4x) 1
= 7.\“1[ s ] ik
3 9
Tz : .
=—1[3In(4x) — 1] + C.
g i
- _m

¥ E3EmMPLO 6 Integral en la que la tabla no se necesita

T e dx
Encontrar | —— 5
J 7+ e

Solucion: g primera vista, el integrando no se identifica con ninguna forma de
la tabla. Tal vez sea de utilidad escribir de nuevo la integral. Sca u = 7 + ™",
entonces du = 2¢** dx. De modo que

'f::“ dy 1 &2 dx) _ 1 fdu "ll ‘ +c
Ji+e " 2) 71 2w 2nHITE

I 1 | 1
=7+ & C=mT +e) +C

Asi, s6lo tuvimos gue usar nuestro conocimiento de las formas biisicas de inte-
gracion. En realidad, esta forma aparece como la formula 2 en la tabla.




Aqui determinamos los limites de

integracion con respecto a .
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W e & . . . . »
EJEMPLO 7 Determinacion de una integral definida con ayuda de las tablas

4
Evahmr/—,dxi”?.
L (4xs 4+ 2y

Solucion: usaremos la formula 32 para obtener primero la integral indefinida:

] du B *u 4
(£ “2)3’/2 Nt £+ o’ '

Haciendou = 2xy a* = 2, tenemos du = 2 dx. Entonces

f dx B / (2dx) - 1/' du
(4x* + 2)*? ({260 +2F2 2] [ + 2)**

1[ u J
o IO TT
202Vt + 2

En vez de sustituir los valores de x y evaluar la integral entre x = 1 v x = 4,
podemos determinar los limites de integracion correspondientes con respecto
a .y luego evaluar la dltima expresion entre esos limites. Como . = 2x, cuan-
dox = 1,tenemos ¢ = 2;cuando x = 4, tenemos u = 8. Asi,

/'4 dx B f du

i [4x® 4 2)PE (2 + 2 1-

ves)
2V + 2

/_"i\‘ Advertencia Al cambiar la variable de integracidn x a [a variable de in-
! ) tegracion u, asegirese de cambiar los limites de integracién de manera
que concuerden con . Esto es. en el ejemplo 7,

/ dx /
(4x* + 2)3* {u® + 2)

Integracion aplicada a las anualidades

2 1
: Vee  2Ve

B | =

Las tablas de integrales son utiles al manejar integrales asociadas con anuali-
dades. Suponga que debe pagar $100 al final de cada afo, durante los siguien-
tes dos afios. Del capitulo 8, recuerde que una serie de pagos sobre un periodo,
como en este caso, se denomina anualidad. Si en vez de en dos afios, usted
fuese a liquidar la deuda en este momento, pagaria el valor presente de los
$100 que vencen al final del primer afio, méds el valor presente de los $100 que
vencen al final del segundo afio. La suma de esos valores presentes es el valor
actual de la anualidad (el valor presente de una anualidad se vio en la seccion
8.3). Ahora consideraremos el valor presente de pagos hechos de manera con-
tinua en el intervalo de tiempo que vadet = 0O af = T, con { en aios, cuando
el interés se compone de manera continua a una tasa anual de r.

Suponga que se hace un pago en el tiempo £, de manera que segdn una ba-
se anual, este pago es f(1). Si dividimos el intervalo [0, 77 en subintervalos
[£i—1,t;] de longitud At (donde Ar es pequefio). entonces la cantidad total de
todos los pagos en tal intervalo es aproximadamente igual a f(1,)A¢ [por ejem-
plo, si f(r) = 2000 v Ar fuese de un dia, la cantidad total de los pagos seria
2000(5tz) ] El valor presente de esos pagos es de aproximadamente e”"f(z;) At
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(véase la seccidn 9.3), En el intervalo [0, 71, el total de todos los valores pre-
sentes es

> e (1) At.

Esta suma aproxima el valor actual A de la anualidad. Entre menor es Ar, mejor
serd la aproximacion. Esto es, cuando Ar — 0, el limite de la suma es el va-
lor actual. Sin embargo. este limite es también una integral definida. Esto es,

T
A= f F(t)e™ dt. (1)
]

donde A es el valor presente (actnal) de una anualidad continua a la tasa
anual r (compuesta de manera continua) durante T afos, si un pago en el
tiempo ¢ es a la tasa de f(7) por aiio.

Decimos que la ecuacion (1) da el valor presente de un flujo continuo de in-
greso. La ecuacion (1) puede usarse también para encontrar el valor presente
de la utilidad futura de un negocio. En ese caso, f(f) serd la tasa anual de utilidad
en ¢l tiempo ¢.

Podemos considerar también el valor futuro de una anualidad en vez de su
valor presente. Si se hace un pago en el tiempo £, entonces el mismo tiene un
cierto valor al final del periodo de la anualidad, esto es T — 7 afos después, Es-
te valor es

(monto del) % ( interés sobre este )

pago pago durante 7" — rafios

Si § es el total de esos valores para todos lo pagos, entonces § se llama monto
acumulado de una anualidad conrinua el cual estd dado por la [6rmula:

T
S=/f(t)e’[Tf’)dr,
0

donde § es el monto acumulado de una anualidad continua al final de T
afios a la tasa anual » (compuesta de manera continua), cuando un pago al
tiempo ¢ es a la tasa f(¢) por afo.

R
EJEMPLO 8 vyalor presente de una anualidad continua

Encontrar el valor presente (al dolar mas cercano) de una anualidad continua a
un interés de 8% durante 10 aios, si el pago en el tiempo t es a razon de t* déla-
res por ano.

Solucion: ] yalor presente estd dado por

T L0
A= [ fl)ye"dr = / t2e "8 dr.
JO JU

Utilizaremos la férmula 39.-

”H(,m( I B
/ w'e™ du = — — — [ u" e du.
a a

Esta expresion se llama férmula de reduccion, va que reduce una integral a
una expresion que contiene una integral mds facil de determinar. Si u =1,
n = 2ya = —0.08, entonces du = dt, y tenemos




—
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IE()*CI.()H:

~ 008

10 2 *10)

0 —0.08

te OO

En la nueva integral el exponente de ¢ se ha reducido a 1. Podemos identificar
esta integral con la de la féormula 38,

eu!r‘ )
/rre’“’ du = — (au — 1) + C,

a

haciendou = tya = —0.08. Entonces du = dry

* 1) I}(;n,nﬂf
‘,26,-*“.11?\{ dr = =t e
Jo —(.08

_ 100 2 _[_ e —0.8 — 1) — - L —1 }
—0.08  —0.08 (—0.08)3( (_*0.“8)3( /

10

A=

(—0.08 — 1) H

10 o) 5 LB
b —_u.(_lg[(—(a,(m_)-‘

=~ 185.

El valar presente es de $185,

En los problemas [ 'y 2 utilice la formula 19 del apéndice C para determinar las integrales.

e
(9 — x%)¥°

2 / de
T (25 — 4P

En los problemas 3 y 4 use la formula 30 del apéndice C para determinar las integrales.

dx o

3- - —

V163 + 3

o [ 2
J x(1 + x)?

17. / V¥ — 3dx.

21. /.\‘Ee"' dx.

29 /%\ n(3x) dx.
3, / dx _
Viax® — 13
37. / 3
’\ (7 + 7'(’4‘ ‘)

5 & ch 7 i dx p / dx
h. 5 —————— 3 T i
(1 + 2x)” xVrxl+9 (x* +7)
1. / 25 . i, o=t 12. / V1 + xdy
; J 4+ 3
14 /'_._ff-}'_,_ 15, [ Xdx 16 /é_-\'z dx
R Y T oJo 24y TS 2+ 5
' dx e 2+ 3x
8. — 19, xe'™ dx. 20. / — %
: (4 + 3x)(4x + 3)° ’ /r. e ! /\"H-lr”
( :
22 /'3 4(?\ 23 /\/4\’ + | . 24 / dx
i J. = QX 4. = em—
S+ \) i X J x\V?2 ¥
! dx " dx ' ——
2(]. = —— 17 — 28 X \ ".l" i (."l
VI + 2x)(3 + 2x) 7 — 5x
' dx =t 5
30. /ﬁ“f T 31 /":U\ V14 3xdx. 32 /‘Jv. Inx dx
J A1+ «x :

54 / dx . dx S /'\"'Z_JT i
34 T T e S :1. . = ax.
x In(2x) P \ 9 — 4x° x

Tt dx
w [
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En los problemas del 39 al 56 encuentre las integrales por cualguier método,

il s 4 2 _
30 _7‘%{_ A0. / ™ . 41. f 6xV22 + 1dx. 42, f oV
X k
/

4. / . S 44, / — % 45. / X*1n x dx. 46.
Fxt =50 J Ve +3 .

47. / 4x6% d. 48, / 35:%V/3 + 2x dw. 49, / In®x dx. 50. / In x dx.
i . 1

2 . . e 1 5 . " In2
5 [ 282 52, j A+ 2edx gy, | X 54, / e dx.
d X il S

’ 0 V8 — xl'
s5. / xIn(2x) dx. 56. / dx.
J1 1

57. Biologia En un anilisis sobre frecuencia’ de genes rés anual de r durante T anos, si el pago en el tiempo ¢
aparece la integral siguiente es a la tasa de f(r) ddlares por afio, dado que
a. r=0.06, T =10, f(1) = 5000,
/""_, By b. r =005 T =8, f(t)= 200
Ja, 401 — 4) 60. Si f(r) = k, donde k es una constante positiva, demues-
donde las ¢ representan frecuencias de genes. tre que el valor de la integral en la ecuacién (1) de esta
Evalde esta integral. seccion es
58. Biologia Bajo cicrtas condiciones, el nimero n de ge- | — o
neraciones requeridas para cambiar la frecuencia de un k( )
gen de 0.3 a 0.1 estd dado por’ ¥
i 61. Anuvalidad continua Encuentre el monto acumulado,
i 1 / __4dq ~ al délar mds cercano, de una anualidad continua a un
04 Jos ¢*(1 — q) interés anual de r durante 7 afios si el pago en el tiem-

potesarazon de f(r) dolares al afio, dado que

a. r =006, T =10, f(r)= 400,
b. r=004, T =5 f()=40.

Encuentre n (al entero mas cercano).

59. Anualidad continua Encuentre ¢l valor presente. al
délar mds cercano, de una anualidad continua a un inte-

62. Valor de un negocio Durante los préximos 5 afios, las
utilidades de un negocio en el tiempo ¢ se estiman igual

W, B. Mather. Principles of Quantitative Genetics (Minneapolis: a 20,000¢ dolares por afio. El negocio va a ser vendido &
Burges Publishing Company, 1964). un precio igual al valor presente de esas futuras utilida-
E. O. Wilson y W. H. Bossert, A Primer of Population Biology (Stam- des. Si el interés se compone continuamente a una tasa
ford, CT.: Sinauer Associates. Inc.. 1971). anual del 10%, ;a qué precio, a la decena de dolares

mas cercana, ha de venderse el negocio?

Desarrollar el con- 15.4 VALOR PROMEDIO DE UNA FUNCION
cepto de valor promedio de una
funcion.

Sinos dan los tres ntimeros 1,2 v 9, el valor promedio o media de ellos es su su-
ma dividida entre 3. Si denotamos esta media por y, tenemos

1+249
e -

y = 4.

Similarmente, supongamos que nos dan una funcién fdefinida en el inter-
valo [a, b] y que los puntos x|, x,, ..., x,, estdn en el intervalo. Entonces, el valor
promedio de los n valores correspondientes de la funcién f(x,). f(x,), ..., f(x,) es

= ]‘(’Cl) + f(\z) + .- +f(x”) - Zf(’(,)
USRS p o - -~ 6l
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Podemos ir un paso mas adelante. Dividamos el intervalo [a. b] en 7 subinter-

Suponemos gue .x,, va. ete., son los valos de igual longitud. Escogemos x; en el primer subintervalo, x, en el segun-
L‘-‘}"“"“‘? derechos de los subinter- do, ete. Como [a, b] tiene longitud b — a, cada subintervalo tiene longitud de
valos.

a s Wi &
—, que llamaremos Ax. Por lo que, la ecuacion (1) puede escribirse como

n

= 1 n

Fedl ML BRI L L Nrads (@)

n n nAx =

. Ax 1 &
B 2(”'”(5) ~ EEf(-n)Ax

h—a ;
Como Ax = .entonces se deduce que n Ax = b — a. Asi la expresion

I "
—— cn la ecuacion (2). puede ser reemplazada por b

. Ademads, cuando
nAx —

n — oo, el nimero de valores de la funcién usados para calcular y crece. y ob-
tenemos asi el valor promedio de la funcién f.denotado por f:

if'(.r,) Ax] ~. lim if(.rf) Ax.

b—ao h — anoxis

b
Pero el limite de la derecha es justamente la integral definida /f(.r} dx.
Tenemos asi la siguiente definicion. g

Definicion
El valor promedio (o media) de una funcion v = f(x) en ¢l intervalo [a. b] se
denota con el simbolo f o vy estd dado por

o ]
—t= “Cae) elx.
/ b — tf_[ Jix)

" EJEMPLO 1 Valor promedio de una funcion

Encontrar el valor promedio de la funcion f(x) = x* sobre el intervalo [1, 2].

Solucion:

b—a,

h
Fe o [ 8 s

1 2 X
=—1f x"dx = —

2"].‘1 3

En el ejemplo 1 encontramos que el valor promedio de y = f(x) = x" en
el intervalo [1.2] es 1. Podemos interpretar este valor de manera geométrica.

Como
| % 4
f x dy =
2 = 1 1

al calcular el valor de la integral tenemos

L 7
2 dx =2 = 1).
[ x“dx 3( )

|~
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¥ Sin embargo, esta integral da el drea de la region limitada por f(x) = x* v el
eje x,entre x = 1 y x = 2 (véase la fig. 15.1). De la ecuacion anterior, esta drea
es (3)(2 — 1),que corresponde al drea de un rectdngulo cuya altura es el valor

* promedio f = lycuyoanchoesh —a =2 —1 = L.
3 " EJEMPLO 2 Flujo sanguineo promedio
Supongase que el flujo sanguineo en el tiempo t estd dado por
z
J A
2r Flt)y=—"——, 0=r=T,
(L <tumty”
donde F, v a (la letra griega “alfa”) son constantes.” Encontrar el flujo prome-
1 . o = T d
dio F en el intervalo [0, T].
Solucion:
X B y i
k= F(t) dt
= 0./,, (#)
FIGURA 15.1 Interpretacion T F EoqT
geométrica del valor promedio = ]_/ ‘—LT dt = _‘ (1 + m)*i(ﬂ. dt)
de una funcién. T fo (1 + at)” al j,
F T+ at) " 7.4 1
=f‘.[(ﬁ—)—“ =L — 41
ol —1 0 el | 1+ aT
#_F,{—1+1+QT} FL[ al ] F
aT 1 + aT al' |1 + aT 1 + aT

e i}

"W, Simon, Mathematical Techniques for Physiology and Medicine (Nueva York: Academic Press.
Inc.. 1972).

R Eeicicio 15.4 3 =

Enlos problemas del 1 al 8 encuentre el valor promedio de la funcion en el intervalo dado.

L f(x) =% [0, 4]. 2. f(x)=3x—1; [1,2] 3. f(x) =2 —3x% [—1, 2]
4 f(x)=x"+x+1; [1.3]. 5 f(r)=4r [-2 2] 6. f(1) =tV +09 [0, 4]
7. f(x)=6Vx [1,09] 8. f(x)=7/x; [2. 4]
B . = N S S
9. Utilidad La utilidad (en délares) de un negocio estd 11. Inversion Una inversién de $3000 gana interés a una
dada por tasa anual de 5% compuesto continuamente. Después
X de t afios, su _vaior S (en ddlares) esta dado por
P = P(q) = 369q — 2.1¢° — 400, S = 3000¢"™. Encuentre el valor promedio de una in-

2 : : version a 2 anos.
donde ¢ es el nimero de unidades del producto vendi- SO 2a0G

do. Encuentre la utilidad promedio sobre el intervalo 12. Medicina Suponga gue se myecta un liguido de con-
deg =0agq = 100. traste (tinte) en la corriente sanguinea a una razon R

1. Costo Suponga que ¢l costo ¢ (en délares) de produ- constante. En el tiempo {, sea

cir g unidades de un producto esta dado por

_ R
| A : 2 C“) = TN
¢ = 4060 + 10g + 0.1¢" £(t)
Encuentre el costo promedio sobre el intervalo de la concentracion de tinte en un punto a cierta distancia

q = 100 a g = 500, (distal) del punto de inyeccion, donde F(r) estd dada en




*
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el ejemplo 2. Demuestre que la concentracion prome- que ¢l valor promedio de la funcidn de ingresa margi-

dioen [0, T] es

C =

R(1 + aT + 1?T?)

nal sobre el intervalo [0, go] es el precio por unidad
cuando se han vendido ¢, unidades.

‘ 1
F % 14. Encuentre el valor promedio de f(x) = — 41 enel
Xx°
13. Ingreso Suponga que un fabricante recibe un ingreso » intervalo [0.4]. Redondee su respuesta a dos decimales,

por la venta de g unidades de un producto. Demuestre

Estimar el valor de
una integral definida por medio
de [a regla del trapecio o por la
regla de Simpson.

15.5 INTEGRACION APROXIMADA
Regla del trapecio

-
Al usar el teorema fundamental para evaluar [ f(x) dx, usted puede encon-

trar sumamente dificil, o tal vez imposible, encontrar una antiderivada de f,
aun con la ayuda de tablas. En tal caso, muchas calculadoras gréaficas pueden
estimar e! valor de la integral definida siempre que se conozca el integran-
do. Ademas, existen métodos numéricos que pueden usarse para estimar la
integral. Esos métodos numéricos usan sélo un nimero finito de valores de
f(x). Asi, f no tiene que conocerse en todo el intervalo [a, b]. Esos métodos
son, en especial, adecuados para las computadoras o calculadoras. Conside-
raremos dos métodos numéricos: la regla del trapecio y la regla de Simpson. En
ambos casos supondremos que ['es continua sobre [a, b].

Al desarrollar la regla del trapecio, por conveniencia supondremos tam-
bién que f(x) = 0 en [a, b], para poder pensar en términos de dreas. Basica-
mente, esta regla implica aproximar la grafica de f por medio de segmentos
rectos.

En la figura 15.2. el intervalo [a, b] esta dividido en n subintervalos de
igual longitud por los puntos ¢ = x, Xy, X3,..., ¥ X, = & Como la longitud de [a,
b]es b — a, la longitud de cada subintervalo es (b — a) /i, a la cual llamare-
mos h.

y=1x)

FIGURA 15.2 Aproximacion de un drea por medio de trapecios.

Es claro que,
xx=at hx;=a+2h ..,x,=a+ nh=5b

Podemos asociar un trapecio (figura de cuatro lados, dos de ellos paralelos)
con cada subintervalo. El drea A de la region limitada por la curva, el eje x y

"y
laslineasx =ayx =bes [ f(x)dx,lacual puede aproximarse por la suma
i

de las dreas de los trapecios determinados por los subintervalos.
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fta) fla+ h)

h
a a+h

FIGURA 15.3
Primer trapecio.

—= Principios en prdctica 1
Regla del trapecio ;

Un tanque derrama aceite a una
R Y b 60

velocidad de. R!(t) = ——
L (e Ve + 9,
en donde 1 es el tiempo en minu-
tos y R(t) es el radio de la mancha
de aceite, en pies. Utilice 1a regla
“del trapecio, con- n =5 para

. , b 1)
apmximar / Fdr el ta-

_mano dt:] racho después de cinco
segundos.

Consideremos el primer trapecio, que se volvié a dibujar en la figura 15.3.
Como el drea de un trapecio es igual a la mitad de su base multiplicada por la
suma de los lados paralelos, este trapecio tiene un drea de

%h[_f((r) + fla + k).
En forma similar, el segundo trapecio tiene drea
shif(a + h) + fla + 2h)).
El drea A bajo la curva es aproximada por la suma de las dreas de n trapecios:

A =3h(f(a) + fla+ h)] + 3h[f(a+ h) + fla+ 2h)] +

sh(f(a + 2h) + f(a + 3h)] + - +3h[f(a + (n — DR) + f(b)].

Como A = / f(x) dx. al simplificar la expresion anterior oblenemos la re-

gla del trapeéio:
Regla del trapecio
e h
/ f(x)dx = E{f(a) 4528 (g = th) +2f(a + 2h) +

wt2fla+ (n— 1] + F(b)},

donde i = (b — a)/n.

El patrén de los coeficientes dentro de las llaves es 1,2, 2, ..., 2, 1. Por lo regu-
lar, entre mas subintervalos se consideren, mejor serd la aproximacion. En
nuestro desarrollo supusimos por conveniencia que f(x) = 0 en [a, b]. Sin em-
bargo, la regla del trapecio es valida sin esta restricciéon.

" EJEMPLO 1

Usar la regla del trapecio para estimar el valor de

g
1
/”1+ S dx

usando n = 5. Calcular cada término con cuatro decimales y redondear su res-
puesta a tres decinales.

Regla del trapecio

Solucién: aqui, f(x)=1/1 + x*).n =5,a =0y b = 1.Entonces,
gl Bl 8o tapg
1 D ]
Los términos a sumar son
f(a) = f(0) = 10000
2f(a + h) = 2£(0.2) = 1.9231
2f(a + 2h) = 2f(04) = 1.7241
2f(a + 3h) = 2f(0.6) = 1.4706




—= Principios en prdctica 2
Regla de Simpson

Un cultivo de levadura estd cre-
ciendo a la velocidad de
A'(1) = 03¢"*, en donde 1 es el
tiempo en horas y A(¢) es la canti-
dad en gramos. Utilice la regla de

Simpson con n = 8§ para aproxi-

4
mar/ 0.3¢"* dt, la cantidad de
{1

cultivo que crecié durante las

primeras cuatro horas.
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2f(a + 4h) = 2£(0.8) = 1.2195
f(b) = f(1) = 0.5000

7.8373 = suma

(a + nh = b)

Por tanto, nuestra estimacion de la integral es

S| 02 _
/ —dx = ——(7.8373) = (.784.
Jo 1+ x° 2

El valor real de la integral es aproximadamente ().784.

Regla de Simpson
b

Otro método para estimar [ f(x) dx estd dado por la regla de Simpson, que

o
implica aproximar la grifica de f por medio de segmentos parabdélicos. Omiti-
remos su deduccion.

Regla de Simpson

/.b,f(x) dx =~ g{f(a) + 4f(a + h) + 2f(a + 2h) +

. Hafla + (n — 1)h] + f(b)}.

donde i = (b — a)/n y n es un nimero par.

El patrén de coeficientes dentro de las llaveses 1,4,.2,4,2. ...,2.4, 1,lo cual re-
quiere que n sea par. Usemos esta regla para evaluar la integral del ejemplo 1.

" EJEMPLO 2 Regla de Simpson

dx con n = 4.

2

1
Usar la regla de Simpson para estimar el valor de /
0 X~

Calcular cada término con cuatro decimales v redondear la respuesta a tres
decimales.

Solucion: aqui, f(x) =1/1 +x¥)n=4a=0yb=1 Asi,h =(b —a)/
n =1/ =0.25 Los términos por sumar son:

f(a) = f(0) = L0000
4f(a + h) = 4f(0.25) = 3.7647
2f(a + 2h) = 2/(0.5) = 1.6000
4f(a + 3h) = 4£(0.75) = 2.5600
fb) = f(1) = 05000
9.4247 = suma

Por tanto, por la regla de Simpson,

b 0.25 -
s dx = (9.4247) =~ 0.785.
Jo 1+ x* 3
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En el ejemplo 3. se estima una inte
gral definida a partir de puntos de
datos: la funcién no es conocida.

Esta es una aproximacién mejor que la que obtuvimos en el ejemplo 1 usando
la regla del trapecio.
S |

Tanto la regla de Simpson como la regla del trapecio pueden usarse si s6-
lo conocemos f(a), f(a + h),etc.;no tenemos que conocer f. El ejemplo 3 ilus-
traré esto.

" EJEMPLO 3 Demografia

Una funcion usada a menudo en demografia (el estudio de nacimientos, matri-
monios, mortalidad, etc., en una comunidad) es la funcién de la tabla de vida,
denotada por . En una poblacion con 100,000 nacimientos en cualquier ano,
l(x) representa el niimero de personas que alcanzan la edad x en cualquier
aio. Por ejemplo, si [(20) = 98,857, entonces el niimero de personas que llegan
a los 20 arios en cualquier afio es 98.857. Suponga que la funcion [ se aplica a to-
da la gente nacida en un intervalo largo de tiempo. Puede demostrarse que en
cualgquier tiempo, el niimero esperado de personas en la poblacién que tienen
exactamente entre x v x + m anos inclusive. esta dado por

Mg
/ 1(t) dt.

La siguiente tabla da valores de l(x) para hombres y mujeres de Estados Uni-
dos.” Aproximar el nitmero de mujeres en ¢l grupo de 20 a 35 afios de edad
usando la regla del trapecio con n = 3,

Tabla de vida

I(x) I(x)

Edad, x Hombres Mujeres Edad, x Hombres Mujeres
0 100,000 100,000 45 93,717 96,582
5 99,066 99,220 50 91,616 95,392

10 98,967 99,144 55 88,646 93,562

15 U8.834 99,059 60 84,188 90,700

20 98.346 98.857 65 77,547 86,288

25 97,648 98,627 70 68,375 79,926

30 96,970 98,350 75 56,288 70,761

35 96,184 97,964 80 42,127 58,573

40 95,163 97.398

Solucion: queremos estimar

'/2::{4'0) dr.

b—a 35— 20 .
Tenemos h = - = 5. Los términos que deben sumarse de

o

I =
acuerdo con la regla del trapecio son

'National Vital Statistics Report, vol. 48. nim. 18, febrero 7.2001.
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{(20) = 98,857

20(25) = 2(98.627) = 197.254
21(30) = 2(98,350) = 196,700

I(35) = 97,964
590,775 = suma
Segun la regla del trapecio,

/“!(r)dr A
J20

Existen férmulas que se usan para determinar la exactitud de las respues-
tas obtenidas al usar la regla del trapecio o la regla de Simpson, las cuales pue-
den encontrarse en textos comunes sobre andlisis numérico.

(590,775) = 1.476,937.5.

N | Lh

En los ejercicios 1 y 2 use la regla del trapecio o la regla de Simpson (con los datos indicados) v el valor dado de n para estiniar
{a integral.

4170 : ) * 170 ¥ i

1. T >dy; regla del trapecio, n = 6. 2, I > dx; regla de Simpson, n = 6.
J21 + ¥ Jol + &7

En los problemas del 3 al 8 use la regla del trapecio o la regla de Simpson (segun se indique) y el valor dado de n, para estimar

la integral. Calcule cada término con cuatro decimales y redondee su respuesta a tres decimales. En los problemas del 3 al 6 evaliie

también la integral por antidiferenciacion (teorema fundamental del cilculo integral).

. 1
3. / x*dx; regladel trapecio,n = 5. 4. / x*dx; reglade Simpson,n = 4. / — regla de Simpson, n = 6.
1] S t
“dx ) v dx dx .
6. — regla del trapecio,n = 6. 7. == : regla del trapecio,n = 4. 8. 5 ; regla de Simpson,n = 4.
J1ooX Jo X 7 ) X

En los problemas 9 v 10 use la tabla de vida del ejemplo 3 para estimar las integrales dadas, por medio de la regla del trapecio.

4 "S5
9. / ((t) ot hombres, n = 5. 19. / I{1) di. mujeres,n = 4.
<13 J3s
En los problemas 11 v 12 suponga que la grdfica de una funcion continua f. donde f(x) = 0, contiene los puntos dados. Use la regla

de Simpson y todos los puntos dados para aproximar el drea entre la grifica y el eje x en el intervalo dado. Redondee su res-
puesta a un decimal.

11. (1,04),(2,0.6),(3,1.2).(4,0.8),(5.0.5); [1,5]. 12. (2.0).(25.3.6).(3.10).(3.5.19.9),(4.34): [2.4].
13. Usando toda la informacion dada en la figura 15.4, esti- y
me /Vj’(.\‘) dx por medio de la regla de Simpson. Dé
ol —
su respuesta en forma de fraccion. y=t)
2, 2) N2 2)
2 (.: /v ( ’
.‘/
/ \ ,!
1= (1,.1) (3,1)
fooo\ ]
J (_ _1)\ /
2,2 \\J
| | | | | I X
1 2 2 5 3
FIGIHRA 1R & (irdfirn do Frnen al aeahlama 12
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En los problemas 14 y 15 use la regla de Simpson y el valor dado de n para estimar la integral. Caleule cada término con cuatro
decimales v redoneee sus respuestas a tres decimales.
(] ] g
14. / ————dx,n = 4. Evalie también la integral 5 — dvn=
[ 15. |, V1= xlde;n =4
usando el teorema fundamental del cédlculo integral.
— N R 18. Excedente de los productores La funcién de oferta
16, Ingreso; Lse .ldlregla C!C Siigson Para aproxma :] L para un producto estd dada por la siguiente tabla. donde
gre.sr..) o8l vatikido poi 1a PIOdu?mm_] ¥ velrjti_l dl’,s_{ de p es el precio por unidad (en délares) al que se suminis-
}Inldddus de un producto, si los V.le.I'tiS de la funcion de tran g unidades al mercado: |
ingreso marginal dr /dg son los siguientes: |
g (unidades) | 0 |10|20|30|40]|50|60]|70 |80 q| 0 |10} 20| 30) 40 50
dr p 38|59 |69 | 75|80 84 \
—— (% por 10{ 9 |85 8 [85|75]7 |65} 7 . s ‘
T unidad)
- = == Ultilice la regla del trapecio para estimar el excedente
17. Areade unlage Un tramo recto de autopista corre a de los productores. si el precio de venta es de $80.
lo largo de un lago. Un topégrafo que desea conocer el 19, Fabricacion Un fabricante estimo su costo marginal i
drea aproximada del lago, mide la distancia desde varios (CM) y su ingreso marginal (IM) para varios niveles ‘
puntos de la carretera a las orillas cercana y lejana del de produccion (g ). Esas estimaciones se muestran en la 1
lago y obtiene los siguientes valores: siguiente tabla: M
Ditmicina lo ¢ (unidades) 0 | 20| 40| 60| 80 |100 120 ‘\
largo de la g ‘
autopista (km) 0.0 0.5/1.0/1.5]2.0]2.5/3.0{3.5]4.0 CM ($ por unidad) | 260 | 255| 240 | 240 | 245 250 | 255
Distancia IM ($ por unidad) | 415 | 360 | 320 | 290 | 270 | 260 | 255
a la orilla ‘
cercana (km) 0.5)03/0.711.010.5|02105{0.8| 1.0 a. Con la regla del trapecio, estime los costos totales va- |
Distancia riables de produccién para 120 unidades. !
a la orilla b. Con [a regla de Simpson, estime el ingreso total en la !
lejana (km) 0523122130 [2:5|2.2 [1:5}1.3)| 1.0 venta de 120 unidades.

¢. Si se supone que la utilidad maxima ocurre cuando i
IM = CM (esto es, cuando ¢ = 120), estime la utihi-

Dibuje un croquis de la posicién geogrifica. Lucgo use : g
; 2 = dad maxima si los costos fijos son de $1500.

la regla de Simpson para estimar la mejor aproximacion
del drea del lago. Dé su respuesta en forma de fraccion.

Resolver unaecua- 15,6  ECUACIONES DIFERENCIALES
cion diferencial por medio del ' B
método de separacion de varia-
bles. Analizar soluciones particu-
lares y soluciones generales.
Desarrollar el concepto de inte- Vo= . n
rés compuesto de manera conti- ' )

nua en términos de una ecuacién
diferencial. Estudiar el creci-
miento y el decaimiento expo-
nenciales.

En algunas ocasiones, usted tendrd que resolver una ecuacion que contenga la
derivada de una funcién desconocida. Tal ecuacién se llama ecuacion diferen-
cial. Un ejemplo es

Con mayor precision, la ecuacion (1) se llama ecuacion diferencial de primer

orden, ya que incluye una derivada de primer orden y ninguna de orden supe-

rior. Una solucién de la ecuacion (1), es cualquier funcién v = f(x) que esté

definida en un intervalo y satisfaga la ecuacién para toda x en el intervalo.
Para resolver y' = xy°. o de manera equivalente,

dy

— = xy% (2)
dx :

consideramos a dy /dx como un cociente de diferenciales, y “separamos varia-
bles™ algebraicamente al escribir de nuevo la ecuacién de manera que cada
miembro contenga sélo una variable, y no aparezcan diferenciales en los deno-
minadores:
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dy
— = xdx.
-

Al integrar ambos miembros y combinar las constantes de integracion, obte-
nemos

1 &
R
1 x*+ 2C,
v 2
Como 2C, es una constante arbitraria, la reemplazamos por C.
1 ¥+C
—_ = y 3)
v 2
Despejando a y de la ecuacion (3), se tiene
2
y=———"0 (4)
’ x= 1

Podemos verificar por sustitucién que y es una solucion de la ecuacion dife-
rencial (2):

dy

= vy

dx |
4x [ 2 T‘ ‘

B B R 1 4

(2 + C) £+C

o A&

(Z24+CY (24 CPF

Observe en la ecuacioén (4). que para cada valor de C. obtuvimos una solu-
cion diferente. Llamamos a la ecuacion (4) la solucidon general de la ecuacion
diferencial. El método que usamos para encontrarla se llama separacion de
variables.

En el ejemplo anterior, suponga que nos dan la condicion de que y = —3
cuando x = 1;estoes y(1) = —3. Entonces, la funcion particular que satisface
a la ecuacién (2) y a esta condicion, puede encontrarse sustituyendo los valo-
resx = 1y y = —% en la ecuacion (4) y despejando a C:

2 2
3 P+ C
c=2
Por tanto, la solucién para dy /dx = xy?, tal que y(1) = —3es
2 =
o g T (5)
’ x4 2

Llamamos a la ecuacion (5) una solucion particular de la ecuacion diferencial.

N—
EJEMPLO 1 Separacién de variables

2

Resolver y' = ——six, y > 0.

X
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-u Principios en prdctica 1
* . Separacion de variables
Para un liquido claro, la intensidad
d; laluz ’disminflye a una razon de
il
dx
sidad de la'luz y x es el niimero de
pies debajo de la superficie del
liquido. Si & = 0.0085 y [ = [,
cuando x = 0, determine / como
una funcion de x.

= —kI,en donde [ es la inten-

Solucién: al escribir y' como dy /dx, separar variables e integrar, tenemos

dy _ vy

dx !

dy  dx
y ¥

§i [
/*dy = f/— dx,
y ] x

In|yl=C; — Inlx|
Como x. y > 0, podemos omitir las barras de valor absaluto:
Iny=C, —Inux. (6)

Para despejar a y, convertimos la ecuacion (6) a una forma exponencial:

y= E’L —In ¥
Por lo que,
t:(VL

e!n X"

—lnx =

y=¢“e

Reemplazando e por C, donde C > 0.y al escribir "* como x, obtenemos

C
y= C.x >0

— _—

En el ejemplo 1, note que la ecuacién (6) expresa la solucion de manera
implicita, mientras que la ecuacién final (y = C/x} nos da la solucion para y
en forma explicita, en términos de x. Usted encontrard que las soluciones de
ciertas ecuaciones diferenciales suclen expresarse en forma implicita por con-
veniencia (o necesidad, debido a la dificultad de obtener una forma explicita).

Crecimiento y decaimiento exponenciales

En la seccidén 9.3 desarrollamos el concepto del interés compuesto en forma
continua. Veamos ahora este tema desde un punto de vista diferente que im-
plica una ecuacion diferencial. Supongamos una inversion de /” délares a una
tasa anual r compuesta n veces por ano. Sea la funcidn § = S5(r) la cantidad
compuesta S (o la cantidad total presente) después de ¢ anos, contados desde
la fecha de inversidn inicial. Entonces, el capital inicial es §(0) = P Ademads,
como se tienen n periodos de interés por ano, cada periodo tiene una duracion
de 1 /n afios, lo que denotaremos por Ar. Al final del primer periodo, el interés
acumulado se suma al capital y la suma actia como el capital para el segundo
periodo, y asi sucesivamente. Por tanto, si el principio de un periodo de interés
ocurre en el tiempo r, entonces el incremento en la cantidad presente al final
de un periodo Afserd S(r + Ar) — 8(r), que escribimos como AS. Este incre-
mento, AS. es también el interés ganado en ¢l periodo. En forma equivalente,
el interés ganado es el capital por la tasa y por el tiempo:

AS =85-r- AL
Dividiendo ambos miembros entre Ar, obtenemos

AS

— =rS. (7
At '




95}

3P

2P S=pPe"

FIGURA 15.5 Capitalizacidn
continua.
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i . .
Cuando At — (), entonces n = Ar — 0¥, en consecuencia, el interés es com-

puesto continuamente; esto es, el capital estda sometido a un crecimiento continuo
en cada instante. Sin embargo, cuando Ar — (, entonces AS/Ar — dS/dr y 1a
ecuacién (7) toma la forma

as _

rS. (8)
dt

Esta ecuacion diferencial significa que cuando el interés es compuesto en for-
ma continua, la razon de cambio de la cantidad de dinero presente en el tiempo
1 es proporcional a la cantidad presente en el tiempo . La constante de propor-
cionalidad es r.

Para determinar la funcion S, resolvemos la ecuacion diferencial (8) por el
método de separacién de variables:

s _

dt o

dS d

S » i,
'/édS = /f'd{.
In|S| = rr + C,.

Suponemos que § > 0, por lo que In [S| = In 8. Entonces,
In§S=rt + C,.
Para obtener una forma explicita, podemos despejar § convirtiendo la ecua-
¢ion a una forma exponencial.
§ = ¢""C = lip"
Por simplicidad ¢©' puede reemplazarse por C para obtener la solucion general
S = Ce".
La condicion S(0) = P nos permite encontrar el valor de C:
P=Ce"=C-1.
Por tanto, C = P, y entonces
S = Pe”, ()

La ecuacion (9) da el valor total despu€s de ¢ afios de una inversion inicial de
P délares compuesta continuamente a una tasa anual r (véase la fig. 15.5).

En nuestro andlisis del interés compuesto, vimos en la ecuacidn (8) que la
razén de cambio en la cantidad presente era proporcional a la cantidad pre-
sente. Hay muchas cantidades naturales, tales como la poblacidn, cuya tasa de
crecimiento o decaimiento en cualquier tiempo se considera proporcional a la
magnitud de la cantidad presente. Si N denota la magnitud de 1al cantidad en
el tiempo ¢, entonces esta razon de crecimiento significa que

dN
— = kN,
dt

donde k es una constante. Si separamos variables y despejamos N, como lo hi-
cimos para la ecuacion (8), obtencmos

N = Ny, (10)
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donde N, es una constante. En particular, si t = 0, entonces N = N’ = N, -
1 = N,. Asi, la constante N, es simplemente N(0). Debido a la forma de la
ecuacion (10). decimos que la cantidad sigue una ley exponencial de creci-
miento si k es positiva v una ley de decaimiento exponencial si k ¢s negativa.

EJEMPLO 2 (Crecimiento de la poblacidn

En cierta ciudad, la razén a la que la poblacion crece en cualguier tiempo es
proporcional al tamaiio de la poblacion. Si la poblacion era de 125,000 habitan-
tes en 1970 y de 140,000 en 1990, ;cudl es la poblacion esperada en el aino 20107

Solucion:  sca N el tamano de la poblacién en el tiempo . Como es aplicable
la ley de crecimiento exponencial,

N = Nge"'.
Para encontrar la poblacion en el afio 2010, primero debemos encontrar la ley
particular del crecimiento implicada, determinando los valores de Ny, v k. Sea

el ano 1970 el correspondiente a r = 0. Entonces t = 20 en 1990 y r =40 en
2010. Tenemos,

Ny = N(0) = 125,000.
Asi,
N = 125,000
Para encontrar k. usamos la condicion de que N = 140,000 cuando ¢ = 20:
140,000 = 125,000e™™,

AsI,
0 140,000
e - - =
125,000
20k = In(1.12) (forma logaritmica),
k= 3 in(1.12).
Por tanto, la ley de crecimiento es
N = 125'000()[#‘21131\1I.D (11)
— ]251)‘)()[6’“1]'[2]”2“,
0
N = 125,000(1.12)", (12)

Haciendo 1 = 40, obtenemos la poblacién esperada para 2010:
N = 125,000(1.12)* = 156.800.

Observamos que podemos escribir la ecuacion (11) en forma diferente a la de
la ecuacion (12). Como In(1.12) /20 = 0.0057. tenemos

N == 125,000e"0957,
| |

En el capitulo 5, analizamos el decaimiento radiactivo. Consideraremos
ahora ese tema desde el punto de vista de una ecuacion diferencial. La razdn
a la que un elemento radiactivo decae en un tiempo cualquiera se sabe que
es proporcional a la cantidad presente de ese clemento. Si N es la cantidad
de sustancia radiactiva en el tiempo 1, entonces la tasa de decaimiento estd
dado por

4N _

— —AN. (13)
dt

T
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La cantidad positiva A (letra griega “lambda™) se llama constante de decai-
miento, y el signo menos indica que N decrece cuando ¢ crece. Tenemos asi un
decaimiento exponencial. De acuerdo con la ecuacion (10), la solucién de esta
ecuacion diferencial es

N = MJ") M_ (l'-l"

Sit =0,entonces N =N, + 1 = N, por lo que, N, representa la cantidad de
sustancia radiactiva presente cuando r = 0.

El tiempo que se requiere para que una sustancia radiactiva se reduzca a
la mitad sc llama vida media de la sustancia. En la seccidn 5.2 vimos que la vi-
da media estd dada por

) . In2 _ 0.69315 -
vidamedia = — ~ ——. (15)
A A

Note que la vida media depende de A. En el capitulo 5, la figura 5.13 muestra
la grafica del decaimiento radiactivo.

"EJEMPLO 3 Determinacién de la constante de decaimiento y de la vida media

Si después de 50 dias queda el 60% de una sustancia radiactiva, encontrar la
constante de decaimiento y la vida media del elemento.

Solucion:  de la ecuacion (14),
N = Nge™,

donde N, es la cantidad del elemento presente en r = (. Cuando 1 = 50,
N = 0.6N; y tenemos

D.f).?\]“ = N]()—511¢\1

06 = g %,
—50A = In(0.6) (forma logaritmica).
fo= 2L 0.01022
B s0 ‘

Asi, N =~ Nye "% T a vida media, de la ecuacién (15), es

In2

— == 67.85 dias.
A

La radiactividad es 1til en el fechado de restos de plantas fésiles y restos
arqueoldgicos de origen orgdnico. Las plantas y otros organismos vivos contie-
nen una pequefia cantidad de carbono 14 radiactivo ('*C), ademds del carbono
ordinario ('*C). Los dtomos de '“C son estables, pero los de *C decaen expo-
nencialmente. Sin embargo, el 4C se forma en la atmésfera debido al efecto de
los rayos cosmicos. Este '*C es absorbido por las plantas durante el proceso
de fotosintesis y reemplaza al que ha decaido. En consecuencia, la razén de
atomos de "*C a ">C se considera constante durante un periodo largo. Cuando
una planta muere, deja de absorber '*C y los dtomos restantes de '“C decaen.
Comparando la proporcién de “C a “C en una planta f6sil con la de una planta
actual, podemos estimar la edad del f6sil. La vida media del "C es aproximada-
mente de 5600 afios. Asi, por ejemplo. si se encuentra que un fosil tiene una
relacién “C a *C que es la mitad de la de una sustancia similar que existe en
la actualidad. estimariamos que el {6sil tiene 5600 afios de antigiiedad.
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 EETRTTT . .. . .
EJEMPLO 4 Determinacion de la edad de una herramienta antigua

Se encontré que una herramienta de madera hallada en una excavacion en el
Medio Oriente tiene una relacion de "*C a *C igual a 0.6 de la relacién corres-
pondiente a la de un drbol actual. Estimar la edad de la herramienta al ciento de
anos mads cercano,

Selucién: sea N la cantidad de "“C presente en la madera ¢ afios después de
que se fabricé la herramienta. Entonces N = N e~ . donde N, es la cantidad
de '*C cuando t = 0. Como la relacién de "*C a ">C es igual a 0.6 de la relacién
correspondiente a la de un drbol actual, esto significa que debemos encontrar
el valor de f para el cual N = (1.6N;. Asi. tenemos

0.6N, = Nye ™,

0.6 = e,
—At = In(0.6) (forma logaritmica),
1
t = ——In(0.6).
~In(0.6)

De la ecuacién (15), la vida media es (In 2) /A, que es igual a 5600, por lo que,
A = (In 2)/5600. En consecuencia,
= S In(0.6)
(In 2)/5600
5600 In(0.6)
a In 2

2~ 4100 afos.

e
s Ejercicio 15.6 P = . = s —
En los problemas del [ al 8 resuelva las ecuaciones diferenciales.
| . dy S — dy
1.. ¥ = 2xy~ 2. ¥ = i 3. = —3xVa+1=0. 4 — = l.
dx dx y

dy o v ) dy !
5. —=y,y >0 6. v = ey 7. ¥y ==x,y>0. 8. — + xet = 0.

dv X dx
En los problemas del 9 al 18 resuelva cada una de las ecuaciones diferenciales sujetas a las condiciones dadas.

1 ! !
9. 9'== p>0hy2)=2a 10. y'=¢e""  y(0) = 0. [Sugerencia: ¢ ¥ = e'/e".]
."' V
5 : > 1
11. ¢'y' — x» =0; y = Ocuando x = 0. 12. x*y'+ =0 y(1)=2
¥

13. (4x7 + 3% —4xy? =0;  y(0) = 3. 4. v+ xy =0 y>0 y=1cuandox = (.

dy  3xV1 + ¥ _ . dv 3%+ 2

— = 3 =0 1) ="VE 16, (X +2x +1)—= " y(0) =0.

dx v dx 2 +9

dy xe ! 3 2 2 9 ;
17. 2—— = —= - y(1)=0 18. x(y' + 4)dx = 3e¥vdy;  y(0) =0,
dx  \/x* 43
e sy e o s g S—— s e oy e e e

19. Costo  Encuentre la funcion de costo ¢ = f(g) de un 20. Encuentre f(2),dado que f(1) = 0y que y = f(x) sa-

fabricante. dado que tisface la ecuacién diferencial

! pde dy
(g +1) Pt o= yet ¥

y que el costo fijo es e




21.

22.

23.

24

25

&

26.

27

28

Circulacion de dinero  Un pais tiene 900 millones de
doélares de papel moneda en circulacién. Cada semana,
45 millones se llevan a depositar a los bancos y la misma
cantidad es pagada. El gobierno decide reimprimir papel
moneda nuevo; siempre que el papel moneda viejo llega
a los bancos, es destruido y reemplazado por nuevo. Sea
v la cantidad de papel viejo (en millones de ddlares) en
circulacidn en el tiempo 7 (en semanas). Entonces y sa-
tisface la relacion

dy
di

= —0.05y.

¢ Qué tiempo se requerird para que el 90% del papel mone-
da en circulacion quede reemplazado por papel nuevo? Re-
dondee su respuesta a la semana mds cercana. [Sugerencia:
si el 90% del papel es nuevo, entonces y es 107 de 900

Ingreso marginal y demanda Suponga que la funcién
de ingreso marginal de un monopolista estd dada por la
ecuacion diferencial

dr s

— = (50 — 4q)e"".

7 ( q)e

Encuentre la ecuacion de demanda para el producto
del monopolista.

Crecimiento de la poblacion En cierta ciudad, la pobla-
cidn en cualquier tiempo cambia a una razén propor-
cional a la poblacién existente. Si en 1985 habia 40,000
habitantes y en 1995 habia 48,000, encuentre una ecua-
cién para la poblacidn en el tiempo ¢, donde 7 ¢s el ni-
mero de afnos contados a partir de 1985. Escriba su
respuesta en dos formas, una de ellas que contenga e.
Puede suponer que In 1.2 = 0.18. ; Cudl es la poblacion
esperada en el afio 20057

Crecimiento de la poblacion La poblacion de un pue-
blo se incrementa por crecimiento natural a una razén
proporcional al nimero N de personas presentes, Si la
poblacion en el tiempo ¢ = 0 es de 50,000, encuentre
dos expresiones para la poblacion N, 1 aflos después, si
la poblacion se duplica en 50 afnos. Suponga que In

2 = 0.69. Encuentre también N para = 100.

Crecimiento de la poblacién  Suponga que la poblacién
del mundo en 1930 era de 2000 millones y que en 1960 era
de 3000 millones de habitantes. Si se supone una ley de
crecimiento exponencial, jcudl es la poblacién esperada
en el afo 20107 Proporcione su respuesta en términos de e.

Crecimiento de la poblacion  Si se supone crecimiento
exponencial, jen cudntos anos aproximadamente se tri-
plicard una poblacién, si se duplica en 50 afios? [Suge-
rencia: sea Ny la poblacidn ent = (.]

Radiactividad Si despucs de 100 segundos queda el
30% de la cantidad inicial de una muestra radiactiva,
encuentre la constante de decaimiento y la vida media
del elemento.

Radiactividad  Si después de 100 segundos una muestra
de radiactividad ha decaido el 30% de la cantidad ini-
cial, encuentre la constante de decaimiento v la vida
media del elemento.

29,

30.

31

32

H

33

34,

177
th

(tasa dec cambio de ] - (tasa de caida') B (
la basura presente
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Fechado con carbono  Se encontré que un rollo de pa-
piro egipcio tiene una relacion 'C a 2C igual a 0.7 de
la relacidn correspondiente a la de un material similar
actual. Estime la edad del rollo al ciento de afios mas
cercano.

Fechado con carbono  Un espécimen arqueolégico re-
cientemente descubierto tiene una relacion “C a “C
igual a 0.2 de la relacion correspondiente a la de un ma-
terial orgdanico similar actual. Estime la edad del espécei-
men al ciento de afios mds cercano.

Crecimiento de la poblacion  Suponga que una po-
blacién tiene un crecimiento exponencial dado por

dN /dt = kN parat = tp. También suponga que N = N,
cuando 1 = f,. Encuentre el tamano, N, de la poblacién
cn ¢l tiempo 1.

Radiactividad El radén tiene una vida media de 3.82
dias. (a) Encuentre la constante de decaimiento en tér-
minos de In 2. (b) {Qué fraccion de la cantidad original
queda después de 2(3.82) = 7.64 dias?

Radiactividad Los is6topos radiactivos se usan en los
diagnésticos médicos como indicadores para determi-
nar las anormalidades que puedan existir en un drgano.
Por ejemplo, si se ingiere yodo radiactivo, éste es absor-
bido después de cierto tiempo por la gldndula tiroides.
Usando un detector, puede medirse la razén a la que ¢l
yodo se absorbe v determinarse si ésta es la razdn nor-
mal. Suponga que se va a usar tecnecio-99m radiactivo
que tiene una vida media de 6 horas en un estudio de
cerebro dentro de 2 horas. ;Cudl debe ser su actividad
ahora, si su actividad cuando se use debe ser de 10 uni-
dades? Dé su respuesta con un decimal. [Sugerencia: en
la ecuacién (14). haga N = actividad dentro de r horas v
N, = actividad ahora.]

Radiactividad Una sustancia radiactiva que tiene una

vida media de 8 dias va a ser implantada temporalmente
en un paciente de un hospital hasta que queden 3 /5 par-
tes de la cantidad originalmente presente. ; Cudnto tiem-
po permanecerd la sustancia implantada en ¢l paciente?

Ecologl'ﬂ En un bosque ocurre ¢l deposito natural de
basura, tal como hojas y ramas cafdas, animales muer-
tos, etc.” Sea A(r) la cantidad de basura presente en el
tiempo ¢, donde A(f) se expresa en gramos por metro
cuadrado y ¢ esta en afios. Suponga que no hay basura
ent = 0.Asi, A(0) = 0. Suponga que

a. La basura cae al suelo continuamente a razon cons-
tante de 200 gramos por metro cuadrado cada afio.
b. La basura acumulada se descompone continuamente
a razon del 50% de la cantidad presente por ano (que
es 0.50A4).
La diferencia de las dos tasas es la razon de cambio de
la cantidad presente de basura con respecto al tiempo:
tasa de )

al suelo decomposicion

SR. W. Poole. An Introduction to Quantitative Ecology (Nueva York:
MecGraw-Hill Book Company, 1974).
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Por tanto,

1A

=2 =200 — 0504,

dt
Despeje A. Al gramo mds cercano, determine la canti-
dad de basura por metro cuadrado después de un afio.

Utilidad y publicidad Una empresa determina que la
razon de cambio de la utilidad neta mensual P en fun-
cion del gasto publicitario mensual x, es proporcional a
la diferencia entre una cantidad fija, $110,000 y P esto
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3.

seria la utilidad neta mensual si se gastaran $2000 en
publicidad cada mes?

Valor de un automavil El valor de cierto modelo de
automavil se deprecia un 30% en el primer ano después
de su compra. La razon de la depreciaciéon posterior es
proporcional a su valor. Suponga que un antomovil se
compré nuevo el 1 de julio de 1999 en $30,000, y se va-
lué en $18.900 el 1 de enero de 2001.

a. Determine una féormula que exprese el valor V del
automavil en términos de 7, el ndmero de afos des-

es, dP /dx es proporcional a $110,000 — P. Ademas, si
no se gasia en publicidad mensual. la utilidad neta men-
sual es de $10,000; si se gastan $1000 en publicidad
mensual, la utilidad neta mensual es de $60,000. ; Cudl

Desarrollar la fun-
on logistica como una solucién
¢ una ecuacion diferencial.
lodelar el esparcimiento de un
1mor. Analizar y aplicar [a ley
e enfriamiento de Newton.

pués del 1 de julio de 2000.

b. Use la férmula en la parte (a) para determinar el afio
y mes en que el automévil tiene un valor de exacta-
mente $14.000.

15.7 MAS APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Crecimiento logistico

En la seccién anterior encontramos que si el nimero N de individuos en una
poblacion en el tiempo ¢ sigue una ley de crecimiento exponencial. entonces
N = N,e* donde k > 0y N, es la poblacién cuando t = 0. Esta ley supone que
en el tiempo r la razén de crecimiento @ /dr de la poblacién es proporcional al
nimero de individuos en la poblacion. Esto es, dN /dr = kN.

Bajo crecimiento exponencial, una poblacién llegaria a ser infinita con el
paso del tiempo. Sin embargo, en realidad, cuando una poblacion llega a ser
suficientemente grande existen factores ambientales que hacen mads lenta la
razom de crecimiento. Ejemplos son la disponibilidad de alimentos, los depre-
dadores, la poblacién en exceso, etc. Esos factores ocasionan que dN /dt de-
crezca finalmente. Es razonable suponer que el tamafio de la poblacién estd
limitado a cierto nimero maximo M, donde 0 < N < M y que cuando N — M,
entonces dN /dt — 0y el tamafio de la poblacion tiende a estabilizarse.

En resumen, queremos un modelo de poblacién que tenga inicialmente
crecimiento exponencial, pero que también incluya los efectos de la resistencia
ambiental a grandes crecimientos de la poblacién. Tal modelo se obtiene mul-
tiplicando el miembro derecho de dN /dr = kN por el tactor (M — N)/M:

(M=)

dt M
Observe que si N es pequeiio, entonces (M — N) /M es cercano a 1 y tenemos
un crecimiento gue es aproximadamente exponencial. Cuando N — M, enton-
ces M — N — 0y dN/dt — 0, como lo queremos en nuestro modelo. Como
k /M es una constante, podemos reemplazarla por K. Asi,

== = KN(M — N). (1)

Esto establece que la razén de crecimiento es proporcional al producto del ta-

maiio de la poblacion y la diferencia entre el tamafio maximo y el tamafio de

la poblacién actual. Podemos determinar N en la ecuacidon diferencial (1) con
el método de separacion de variables:
dN

N(M — N)

1
— = It.
/N(MN)dN /K(! (2)

= K dt,




FIGURA 15.6 Curva logistica.
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La integral en el miembro izquierdo puede encontrarse usando la férmula 5
de la tabla de integrales del apéndice C. Asi, la ecuacién (2) conduce a
1

—]f

M

——| = Kt + C,
M—N‘ t+C

In MKt + MC.

N ~_
M—-N

Como N > 0Oy M — N = (), podemos escribir

N
In—— = MKt + MC.
M- N
En forma exponencial, tenemos
N MKt+MC MKt ,M(
=e = g e,
M—N

Reemplazando la constante positiva ¢V por A y despejando N se obtiene

N
M—N
N = (M — N)AeMK,

= AeMKt

N = MAME — N AME
NAeME + N = MAMS,
N(AeM™ + 1) = M AV,

M Ae MKt

N = Ae;’l'.’.‘{r L l

Al dividir el numerador y el denominador entre Ae*®_tenemos

M M
N = T 1 ;
1 + W 1+ _E (,7;11.7;:

Al reemplazar 1 JA por by MK por ¢ se obliene la lamada funcion logistica:

Funcion ldgisti'ca'
La funcion definida por

N =TT b @

se llama funcién logistica o funcién logistica de Verhulst-Pearl.

La grifica de la ecuacidn (3), llamada curva logistica, tiene forma de §, co-
mo se muesira en la figura 15.6. Observe que la recta N = M es una asintota
horizontal; esto es,

M M
Ii - =M
X1+ be 1+ b(0)
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Ademds, de la ecuacién (1), la razén de crecimiento es
KN(M — N),
que puede considerarse como una funcién de N, Para encontrar cuando ocurre

. d
la médxima razén de crecimiento, resolvemos N [KN(M — N)] = 0para N:

d L d L w2
S IKN(M = N)] = = [K(MN = N?)]

= K[M — 2N] = 0.

Asi, N = M /2. En otras palabras, la razén de crecimiento aumenta hasta que
el tamarfio de la poblacion es M /2 y después decrece. La razon médxima de cre-
cimiento ocurre cuando N = M 2 y corresponde a un punto de inflexion en la
grifica de N. Para encontrar ¢l valor de  en que ocurre esto, sustituimos M /2
por N en la ecuacion (3) y despejamos r:

% . B
2 1 < g
L+ be ™ =2,
_ 1
e = R
e’ = b,
cd=1Inb (forma logaritmica),

Inb
-
Por tanto, la razén maxima de crecimiento ocurre en el punto ([In b] /c. M /2).

Observamos que en la ecuacién (3) podemos reemplazar e © por C vy en-
tonces [a funcion logistica tiene la siguiente torma:

Forma alternativa de {a funcion logistica

M

=

" EJEMPLO 1 Crecimiento logistico de la membresia de un club

Supongase que el mimero miximo de socios en un club nuevo serd de 800 per-
sonas debido a las limitaciones de espacio. Hace un aiio, el niimero inicial de so-
cios era de 50, pero ahora es de 200. Si el niimero de socios crece como una
funcion logistica, jcudntos socios habrd dentro de 3 anos?

Solucion: sea N el nimero de socios inscritos t afios después de la formacion
del club. Entonces, de la ecuacidn (3).
M

N =TT pe
Aqui. M = 800 y cuando r = 0, tenemos N = 50. De este modo,

800
1+ 8

50 =




Sec. 15.7 = Mas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales 721

800
1+b=—-=16,
s0
b= 15.
Asi,
800
N s ®
Cuando ¢ = 1, entonces N = 200, asi tenemos
800
200 = ————,
1 + 15¢°¢
800
1+ 15 = _— =4,
© a0 "
. 3 1
gF=-——=-=
5 §
Por consiguiente, ¢ = —In1 = In 5. En vez de sustituir este valor de ¢ en la
ecuacion (4), es mds conveniente sustituir ahi el valor de ¢
800
1+ 15(3)
Dentro de tres anos, a partir de ahora, r serd 4. Por tanto,
800
= 1 = 781
1+ 15(s)
— i

Modelado de la difusiéon de un rumor

Consideremos ahora un modelo simplificado de cdmo se difunde un rumor en
una poblacién del tamafio M. Una situacién similar seria la difusién de una
epidemia o de una nueva moda.

Sea N = N(r) el niimero de personas que conocen el rumor en el tiempo 7.
Supondremos que aquellos que conocen el rumor lo difunden en forma alea-
toria entre la poblacién, v que quienes lo oyen se convierten en difusores del
mismo. Mds atin, supondremos que cada conocedor del rumor lo comunica a &
individuos por unidad de tiempo (algunos de esos individuos pueden conocer
va el rumor). Buscamos una expresién para la razén de crecimiento de cono-
cedores del rumor. En una unidad de tiempo, casi cada una de N personas co-
municardn el rumor a k personas. Asi, el niimero total de personas que oyen el
rumor en un tiempo unitario es (aproximadamente) Nk, Sin embargo, estamos |
interesados s6lo en nuevos conocedores. La proporcién de la poblacién que no
conoce el rumor es (M — N) /M. De aqui que el niimero total de nuevos cono-
cedores del rumor es

M—-N
N!s(—M )

que puede escribirse (k/M)N(M — N). Por tanto,

AN _ k

— == - N
g = gt = B

k
= KN(M — N), dondeK =




v

Esta ecuacion diferencial tiene 1a forma de la ecuacion (1), por lo gque su soh-
cion, de acuerdo con la ecuacion (3), es una funcion logisiica:
M
1+ be™
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N =

———
EJEMPLO 2 Rumor en un campus

En una gran universidad de 45,000 estudiantes, una estudiante de sociologia es-
td investigando la difusion de un rumor en el campus. Cuando comienza su in-
vestigacidn, ella determina que 300 estudiantes conoceit el rivmorn. Después de
una semana, determina que 900 lo conocen. Estimar el nimero de estudiantes
que lo conocen después de 4 semanas de comenzada la investigacion. suponien-
do un crecimiento logistico. Dar la respuesta al millar mds cercano.

Solucion: sea N el nimero de estudiantes que conocen el rumor r semanas
después de que comienza la investigacion. Entonces,

M
N=——.
1 + be ™
Aqui, el tamafio de la poblacién M es de 45,000 y cuando r = 0, N = 300. Asi.
tenemos
45,000
300 = =,
1+ b
45,000
| = — = 150,
=50
b = 149.
Por tanto,
45000
CT O+ 1490

Cuandot = 1, entonces N = 900. De aqui que

45,000
900 = ———.
' [ + 149¢
45.000
%+ T = = 50.
1+ 149¢ 500 50
Por tanto, ¢ © = 13 por lo que
45,000

1+ 149G
Cuandot = 4,
45,000
S W T T 16.000.
1+ 149(2)

Después de 4 semanas, aproximadamente 16,000 estudiantes conoceran el ru-
mor.

Ley del enfriamiento de Newton

Concluimos esta seccién con una interesante aplicacion de una ecuacion di-
ferencial. Si se comete un homicidio, la temperatura del cuerpo de la victima
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disminuird gradualmente de 37°C (temperatura normal del cuerpo) a la
temperatura ambiente. En general, la temperatura del cuerpo en proceso de
enfriamiento cambia a una razén proporcional a la diferencia entre la tempe-
ratura del cuerpo y la temperatura ambiente. Este enunciado se conoce como
ley de enfriamiento de Newton. Asi, si 7(r) es la temperatura del cuerpo en el
tiempo ¢ y la del medio ambiente es @, entonces

i = k(T — a),

di
donde k es una constante de proporcionalidad. Por tanto, la ley de enfriamien-
to de Newton es una ecuacion diferencial. Puede aplicarse para determinar el
tiempo en que se cometio un homicidio, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

NS0 5 o ;
EJEMPLO 3 Tiempo del crimen

Un rico industrial fue encontrado asesinado en su casa. La policia llegé a la es-
cena a las 11:00 PM. La temperatura del caddver en ese momento era de 31°C y
una hora después era de 30°C. La temperatura de la habitacion en que se encon-
tro el cadaver era de 22°C. Estime la hora en que ocurrio el asesinato.

Seolucion:  sean t el niimero de horas después de que fue descubierto el cada-
very T(t) la temperatura (en grados Celsius) de éste en el tiempo t. Queremos
encontrar el valor de 1 para el cual T" = 37 (temperatura normal del cuerpo
humano). Este valor de ¢ serd, por supuesto, negativo. Por la ley de enfriamien-
to de Newton,

dT
— = k(T — a),
dt ( a)
donde k es una constante y a (la temperatura del ambiente) es 22. Asi,
dT
— = k(T — 22).
di ( )
Separando variables, tenemos
dT
= k dt,
T —22

/% —/k dr,
|7 — 22| = kt + C.
YaqueT — 22 > 0,
In(7" — 22) = ket + C.
Cuando r = 0,entonces T = 31. Por tanto,
In(31 —22) =k~ 0+ C,
C=mnY
De aqui que,
In(T"— 22) = kt + In9,
In(T — 22) — In9 = ki,

Tr— 29 ( 1
In—— = kt Ina—Inb= In;— :
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Cuando t = 1,entonces T" = 30, por lo que
30 — 22
lh————=F + 1,
9
8
k=In—.
9
Por tanto,
In L=, fln £
9 9
Ahora encontramos T cuando T = 37:
1137_22 —Iln§
9 9’
In(15/9) -
= ——— =~ —434,
In(8/9)
De acuerdo con esto, el crimen ocurrié aproximadamente 4.34 horas antes del
tiempo en que fue descubierto el caddver (11:00 PM.). Como 4.34 horas son
(aproximadamente) 4 horas 20 minutos, el industrial fue asesinado alrededor
de las 6:40 PM.
__=m
e £ erCicio 15,7 | S e
1. Poblacion La poblacion de una ciudad sigue un creci- 5. Brote de gripe En una ciudad de 100,000 habitantes
miento logistico y estd limitada a 80,000. Si la poblacion ocurre un brote de gripe. Cuando el departamento de
en 1995 era de 40.000 y en 2000 de 50,000, ;cudl serd [a salud comienza a registrar casos, hay sélo 500 personas
poblacién en el ano 20057 Dé su respuesta al ciento infectadas. Una semana después hay 1000 infectados.
mds cercano. Suponiendo un crecimiento logistico, estime el nimero
2. Produccion Una empresa cree que la produccién de de personas 1_t1iAectadas dos semanas después de que
cierto articulo con sus instalaciones actuales tendrd un comenzg el registro.
crecimiento logistico. Actualmente se producen 200 uni-
dades diarias y esta cantidad crecerd a 30 por dia en
un ano. Si la produccion estd limitada a 500 unidades
por dia, ;cudl es la produceidn diaria prevista para den-
tro de 2 anos? Dé su respuesta a la unidad més cercana.
3. Difusion de un rumor  En un pais de 6 millones de
habitantes, el primer ministro sufre un ataque cardiaco,
que ¢l gobierno no publica oficialmente. Al principio.
100 personas del gobierno saben del ataque, pero estdn
difundiendo esta informacién como un rumor. Al final 6. Poblacion  Se estima que la curva logistica para la po-

de la semana, 10,000 personas conocen el rumor. Supo-
niendo un crecimiento logistico, encuentre cudnta gente
conocerd el rumor después de 2 semanas. Dé su res-
puesta al millar mds cercano.

Difusion de una moda Una moda nueva ha llegado a
un campus de 30,000 estudiantes. El periddico de la uni-
versidad piensa que sus lectores estarian interesados en
un articulo sobre la nueva moda. A un reportero se le
encarga el articulo cuando el nimero de estudiantes
que la han adoptado es de 400. Una semana después la
estdn practicando 1200 estudiantes. Suponiendo un cre-
cimienio logistico, encuentre una [érmula para el nime-
ro N que seguiran la moda r semanas después del
encargo al reportero.

blacién de Estados Unidos de 1790 a 1910 es®

19730
1+ 35.60¢ 00

donde N es la poblacién en millones y ¢ estd en afios
contados desde 1800. Si esta funcién logistica fuese
vilida para los afios después de 1910, ;en qué afio ocu-
rriria ¢l punto de inflexién? Redondee su respuesta a
un decimal.

N, Kevfitz, Introduction to the Mathematics of Population (Reading,
MA: Addison-Wesley Publishing Company, Inc., 1968),
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7. Biologia En un experimento,'’ cinco Paramecia se
colocaron en un tubo de ensayo que contenia un medio
nutritivo. El nimero N de Paramecia en el tubo al final
de r dias estd dado, en forma aproximada, por

por lo que es una funcidn logistica.

b. Encontrar lim M.
=

8. Biologia En el estudio del crecimiento de una colonia
de organismos'' unicelulares se obtuvo la siguiente
ecuacion

0).2524
N=—5——"— 0=x
e 2128 4 0.005125

1A
4

donde N es el drea estimada del crecimiento en centi-
metros cuadrados y x es la edad de la colonia en dias
después de la primera observacion.
a. Ponga esta ecuacion en forma de una ccuacién lo-
gistica.
b. Encuentre el drea cuando la edad de la colonia es 0.
9. Tiempo de un crimen  Se comelio un homicidio y la
policia descubrié el cuerpo de la victima a las 3:15
AM. En ese momento la temperatura del caddver era
de 32°C. Una hora después su temperatura era de
30°C. Después de consultar con la oficina meteorold-
gica, sc determind que la temperatura en ¢l lugar del
crimen era de 10°C entre las 10:00 PM. y las 5:00 A.M.
. A qué hora ocurrid el homicidio?

10. Formacion de enzimas Una enzima es una proteina
que actia como catalizador para incrementar la veloci-
dad de una reaccion que ocurre en las células. En cierta
reaccion, una enzima A se convierte en otra enzima B.
La enzima B actia como catalizador en su propia for-
macion. Sean p la cantidad de enzima B en el liempo ¢,
¢ I'la cantidad total de ambas enzimas cuando ¢ = 0.
Suponga que la razén de formacién de B es proporcio-
nal a p{/ — p). Sin usar ¢l cileulo en forma directa, en-
cuentre el valor de p para el cual la razén de formacién
serd un maximo.

11. Colecta Una ciudad pequena decide efectuar una
colecta para comprar un camién de homberos que

cuesta $70.,000. La cantidad inicial en la colecta es de

"G, F. Gause. The Struggle for Fxistence (Nueva York: Hafner Publi-
shing Co., 1964).

"A. J. Lotka, Elements of Mathematical Biology (Nueva York:
Dover Publicatios, Inc., 1956).

12.

13

$10.000. Con base en colectas anteriores, se determing
que ¢ meses después del inicio de esta colecta, la ra-
zon dx /dt con que se recibe dinero es proporcional a
la diferencia entre la cantidad deseada de $70.000 y la
cantidad total x en el fondo en ese momento. Después
de un mes se tienen $40,000. ; Cudnto se tendrd des-
pués de 3 meses?

Tasa de nacimientos En un andlisis de las propiedades
inesperadas de modelos matematicos de poblacién. Bai-
le_\f12 considera el caso en que la tasa de nacimientos
por individuo es proporcional al tamano N de la pobla-
cion en el tiempo r. Como la tasa de crecimiento por

5 1 dN o
individuo es FS esto significa que
dar

N
1 (HV
— '."V‘
N oar
o
T

% = kN? (sujetoa N = Nyent = 0),
dr

donde k& > 0. Demuestre que

Ny
N=——-—
1 — kNt

Use este resultado para demostrar que

1
lim N = o cuand ( —).
m x cuando ¢ — KN,

Esto significa que en un intervalo finito de tiempo hay
una cantidad infinita de crecimiento. Tal modelo podria
ser util sélo para un crecimiento rapido en un intervalo
corto de tiempo.

Poblaciéon Suponga que la razén de crecimiento de
una poblacion es proporcional a la diferencia entre
algin tamano maximo M y el nimero N de individuos
en la poblacién en el tiempo . Suponga que cuando

t = 0, ¢l tamano de la poblacién es N, Encuentre una
formula para N.

PN.T. 1. Bailey, The Mathemaiical Approach to Biology and Medicine
(Nueva York: John Wilcy & Sons, Inc.. 1967).
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(LE[EIT Definir y evaluar in-
‘egrales impropias.
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15.8 INTEGRALES IMPROPIAS

Suponga que f(x) es continua y no negativa para a = x < oo (véase la fig,

15.7). Sabemos que la integral / f(x)dx es el drea de la regién entre la

Areadeaar. FIGURA 15.8 Areadeaarcuandor — oc.

curvay = f(x)velejex,de x =aax = r Cuando r — oo, podemos consi-
derar que

]im/f(.r) dx

es el drea de la region no acotada y que aparece sombreada en la figura 15.8.
Este limite que se abrevia como

/ “pte) @, (1)

oG
se llama integral impropia. Si este limite existe, f f(x) dx se dice que es
o
convergente o que converge a ese limite. En este caso, la region no acotada se
(=
considera que tiene un drea finita, y esta drea es representada por [ f(x) dx.
[

Si el limite no existe, se dice que la integral impropia es divergente y la region
no tiene un drea finita.
Podemos quitar la restriccion de que f(x) = 0. En general, la integral

impropia / f(x) dx esta definida por
/ f(x)dx = }El;}ff(x) dx.
Otros tipos de integrales impropias son

-
[(x)dx (2)

[ " playds 3)

En cada uno de los tres tipos de integrales impropias [(1). (2) y (3)]. el interva-
lo en el cual la integral se evalda tiene longitud infinita. La integral impropia
en (2) se define como




~—® Principios en prdctica 1
Integrales impropias de la
forma

iR "
/ flx) dvy [ f(x) dx

La razon a la que el cuerpo hu-
mano elimina cierta droga de su
sistema, puede ser aproximado
por R(1) = 3" — 3¢7¥ don-
de R(¢) estd en mililitros por mi-
nuto y ¢ es ¢l tiempo en minutos
desde que se tomo6 la droga. Deter-

mine f (3e ™ — 3¢ dr, la
0

cantidad total de droga que se
elimina.

o
Si este limite existe, f(x) dx se dice que es convergente. En caso contrario,
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b b
f f(x)dx = lim ff(:c) dx.
b ireRiea f
;

—60

se dice que es divergente. Definiremos la integral impropia en (3) después del
ejemplo siguiente.

—
E

Determinar si las siguientes integrales impropias son convergentes o divergen-

oo b
JEMPLO 1 Integrales impropias de la forma [ flx)dxy f(x) dx

tes. Para las que sean convergentes, calcular el valor de la integral.

eS|
a. / —:(l'.\'.
J1 X

b.

Solucion:

o 1 ro _1.—2
—dx = lim X dx = lim —
;X r—o0 fy r—00 2

1 1 A
=2 Il'm{— = -l——] =), F=f =2

x| 27 2

21 1
Por tanto, ] — dx converge a 5
X

8 )
/ e dx.
o T

Solucion:

() 1] (
e'dx = lim et dx = lim e*
Wizs r——nm s F—s—x

= lim(1—¢)=1-0=1 ("= 1).

F——00

r

(Aqui usamos el hecho de que cuando r — —oc, la gréfica de y = ¢’ se
0
aproxima al eje r, por lo que ¢" — ). Por tanto, / e dx converge a 1.

of —OC

o
' —=dx.

Solucion:

o 1 . e
. ~1 /3 ” .
/ ——dx = lim | x " dx = lim 2x'?
L Vi

e r—osc 1

= lim 2(Vr — 1) = o0

r—oo

Por tanto. la integral impropia diverge.
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La integral impropia f(x) dx se define en términos de integrales im-

propias de las formas (1) y (2):

_[:f(X) dx = [:of(x) dx + ﬂwf(x) Fou

Si ambas integrales en el miembro derecho de la ecuacion (4) son convergen-

e ]
tes. se dice entonces que / f(x) dx es convergente; de otra manera es diver-
of DG

gente.

. . » >
EJEMPLO 2 Integral impropia de la forma Sx)dx

o o
)

Determinar si j e* dx es convergente o divergente.

-
o= { [e5]
/ evdx = / e dx + / et dx.
—ox 0 e J0

o
Por el ejemplo 1(b), / e* dx = 1. Por otra parte,

(2 4} r
et dx = Iim et dx = lime'
0 ;-4..)\‘. 0 r—oo

o
¢* dx también es divergente.

Solucion:

F

0 r—og

-
Como f e dx es divergente, /
0

—a0

N emoara = o
EJEMPLO 3 Funcion de densidad

En estadistica, una funcion se llama funcién de densidad si f(x) =0y

./::f(x) dx = 1.

ke, para x =0,
flx) = { 0, enotrocaso

Suponga gue

es una funcién de densidad. Encontrar k.

"
Solucion:  escribimos la ecuacion [ f(x)dx = 1 como

/.”f(-’f) dx + /w_f(.t) dx = 1.

Como f(x) = Oparax <0, [ f(x)dx = 0.Porlo que,

o T

= lim(e" — 1) = oc.

T

4)
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/ ke T dx = 1,
0
h’m] ke “dx = 1,
=
lim —ke™| =1,
F—0c 0
lim (—ke™" + k) =1,
0+k=1 (lime™ = 0),
k —
e

£n los problemas del 1 al 12 deternine las integrales en caso de que existan. Indigue cudles son divergentes.

L

4.

=

10.

13.

14.

15.

oc l o
— W 2. / ;1 dx.
Ja o J2 (2_1‘ = 1)
[X%]— dx 5 /.Xlef" dx
J1 \/3 X =1 o ’ 1 o
/- —1; dx. 8. / —xidtﬁ
S Vix Jo V(2 + 9y
3 1 o :
——— 11. / xe © dx.
;/—-x \/ 7 —% o =00

1
3. /—dx.
;X
6. f(5+e"*)dx.
0

3 |

9' N S—
S (x + 1)

dx.

12. / (5 — 3x) dx.

Funcion de densidad La funcion de densidad para la
vida en horas x, de un componente electrénico en un
aparato de medicion, estd dada por

&

0,

para x = 800,

/(=) para x < 800.

a. Si k satisface la condicién de que “ f(x)dx =1,
w00

encuentre k.
b. La probabilidad de que el componente dure por lo
menos 1200 horas estd dada por f(x) dx. Evalde

J 1200
esta integral.

Funcion de densidad Dada la funcién de densidad

B {ke—4,l"
0,

Encuentre k. [Sugerencia: véase el ejemplo 3.]

Utilidades futuras Para un ncgocio, el valor
presente de todas las utilidades futuras a un

£l para x =10,

en otro caso,

interés anual r compuesto continuamente, esti

dada por
f plt)e"dr,
0

donde p(t) es la utilidad anual en ddlares en el tiempo
t. Con p(r) = 240,000 y r = 0.06, evalie la integral an-
terior.

16. Psicologia En un modelo psicolégico para la deteccion
de sefiales,"” la probabilidad « (letra griega “alfa”) de

reportar una sefial cuando ninguna sefal estd presente

estd dada por
o0
/ exdx, x=0.
X,

La probabilidad B ( letra griega “beta™) de detectar
una sefial cuando una estd presente es

o =

B = / ukef‘("‘ éx, .x= 0.

D, Laming, Mathematical Psychology (Nueva York: Academic Press,
Inc., 1973).
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En ambas intcgrales x, es una constante (llamada valor
de criterio en este modelo). Encucntre ey Bsi k = L

7. Encuentre el drea de la regidn en el primer cuadrante
limitada por la curva y = ¢ * v el cje x.

B. Economia En ¢l analisis de la entrada de una empresa
a una industria, Sligler“ utiliza la ecuacion

.
p— .=
vV = m,/ ee M dr,
41

donde 7,8 (letra griega “theta™), y p (letra griega
“rho”) son constantes. Demuestre que V = m,/(p — )
sifl < p.

ermi

19. Poblacién La prediceion de la tasa de crecimiento por
P
ano de la poblacién de cierta ciudad pequefia, estd dada
por

40.000

(r +2)*

donde 7 es el niimero de anos, contados a partir de ahora.
A largo plazo (esto es, cuando r — o), ccudl es el cam-
bio esperado en la poblacion a partir del nivel actual?

YG. Stigler. The Theory of Price, 3ra. ed. (Nueva York: Macmillan
Publishing Company. 1966), p. 344.
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eccion 15.4  valor promedio de una funcion
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decaimiento exponencial
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eccion 15.8
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monto acumulado de una anualidad continua

crecimiento exponencial
vida media

ley de enfriamiento de Newton

i i 5
integral impmpia,/ _;'"(_r)d.r./ fx) u'.r,/ flx)dy

In ocasiones, podemos determinar con facilidad una
ntegral cuya forma es i dv, donde « y » son funciones
le la misma variable, aplicando la férmula de integra-
:i6n por partes:

[udv = v f’ua‘u.

Una funcion racional propia puede integrarse apli-
:ando la técnica de las [racciones parciales. Segin este
rrocedimiento, la funcién racional se expresa como
1na suma de fracciones, cada una de las cuales es mas
Acil de integrar que la fraccion original.

Para determinar una integral que no tiene una for-
mna familiar, a veces es posible hacerla coincidir con
ina férmula de una tabla de integrales.

Sin embargo, puede ser necesario transformarla
:n una forma equivalente antes de poder aplicar la
‘drmula.

Una anualidad es una serie de pagos en un perio-
do. Suponga que los pagos se hacen continuamente
durante T afios, de manera que un pago en el tiempo

fes ala tasa de f(r) por ano. Si la tasa anual de interés
es r, compuesta de manera continua, entonces el valor
presente (actual) de la anualidad continua estd dado
por

"
A= / F(t)e ™ dt,
0

y el monto acumulado § estd dado por

i
§ = / Flye Tt gy
0

El valor promedio [ de una funcién fen un inter-
valo [a. b] estd dado por

e 1 b
.f:b_;—;[.f(x)d-’f-

Existen formulas que nos permiten aproximar el
valor de una integral detinida. Una de ellas es la regla
del trapecio:




Regla del trapecio
b
/_f’(x) dx = g[_f(a) +2f(a + h)+2f(a+2h) +
weE2f @ (B = L] & Flb}],
donde h = (b — a)/n.

Otra férmula es la regla de Simpson:

Regla de Simpson

[TEN e

h
/f(x) dx = — [f(a) +4f(a +h) +2f(a+2h) +

4dfla + (n — k] + f(B)],

donde i = (b — a)/n y n es un ndmero par.

Una ecuacién que contiene la derivada de una fun-
cion desconocida se llama ecuacion diferencial. Si la de-
rivada de mayor orden que se tiene es la primera, la
ecuacidn se llama ecuacién diferencial de primer or-
den. Algunas ecuaciones diferenciales de primer orden
pueden resolverse por el método de separacion de va-
riables. En ese método, considerando la derivada como
un cociente de diferenciales, escribimos la ecuacién de
manera que cada miembro contenga sélo una variable
y ninguna diferencial en el denominador. Integrando
ambos miembros de la ccuacién resultante se obtiene
la solucion. Esta solucién incluye una constante de in-
tegracion y se llama solucién general de la ecuacion di-
ferencial. Si la funcién desconocida debe satisfacer la
condicidn de que tenga un valor especifico para un va-
lor dado de la variable independiente, entonces puede
encontrarse una solucién particular.

Las ecuaciones diferenciales surgen cuando cono-
cemos una relacion que implica la razon de cambio de
una funcién. Por ejemplo, si una cantidad N en el tiem-
po ¢ es tal que cambia a una razén proporcional a la
cantidad presente, entonces

%J',X = kN, donde k es una constante.
2 | i e

La solucidn de esta ecuacion diferencial es

N S M]ek!s

donde N, es la cantidad presente en t = 0. El valor de
k puede determinarse cuando se conoce el valor de N
para un valor dado de 7 (que no sea t = 0). Si k es posi-
tiva, entonces N sigue una ley exponencial de creci-
miento;si k es negativa, N sigue una ley exponencial de
decaimiento. Si N representa una cantidad de un ele-
mento radiactivo, entonces

Sec. 15.9 = Repaso 731

dN - a

—';,—[—' = —AN, donde A es una constante positiva.
Asi, N sigue una ley exponencial de decaimiento, por
lo que

N = Ne™.

La constante A se llama constante de decaimiento. El
tiempo para que la mitad del elemento decaiga es la vi-
da media del elemento:

In2 _ 0.69315

vida media =
A A
Una cantidad N puede seguir una razén de creci-
miento dada por

d
ﬁ:i = KN(M — N), donde K y M son constantes.

Al resolver esta ecuacion diferencial resulta una fun-
cion de la forma

M

N Thpee

donde b y ¢ son constantes,

que se llama funcion logistica. Muchos tamafios de po-
blaciones pueden describirse por medio de una fun-
cion logistica. En este caso, M representa el limite del
tamafio de la poblacién. Una funcién logistica se usa
también en el analisis de la difusién de un rumor.

La ley de enfriamiento de Newton establece que la
temperatura 7 de un cuerpo que se enfria en el tiempo
1, cambia a una razoén proporcional a la diferencia 77 —
a,donde « es la temperatura del medio ambiente. Asi,

dT
Vs k(T — a), donde k es una constante.

La solucion de esta ecuacidn diferencial puede usarse,
por ejemplo, para determinar la hora a la que se come-
ti6 un homicidio.

Una integral de la forma

o= b ac
/ fx)dx, ff(x)d_x. 0/ f(x)dx

se llama integral impropia. Las primeras dos integrales
se definen como sigue:

fmf(.x) dx = r]m[rf(x) dx,
y ]

b b
flx)dx = r]_l’)rnm/ flx)dx
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ho'c *h
Si / f(x)dx (o f(x) dx) es un nimero finito, /mf(x) dx = /uf(x) dx + fmf(x) dx.
deci;ms que la intti‘gl‘;l es convergente, de otra mane- s s ¢
x
ra. que es divergente. La integral impropia / f(x) dx  Siambas integrales en el miembro derecho son conver-
estd definida por h gentes, se dice que l_f(.r) dx es convergente, de otra

o 0

manera, es divergente.

Problemas de repaso

Los problenas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para utilizarlos como examen de prdctica del capitulo.

En los prablemas del 1 al 22 determine las integrales.

' e =5 16x
1. /,\' In x dx. 2. /% ax; 5 R / Vidx- + 9 dx. 4. ] X dx,
: S Vax? +1 Jo 3 — 4x
" I v . e . . ' .
5. / - R g [Lboge 7. / et 8. / L
J (2 +3x)(3 + x) S I ¥ J x(x +2)° X =]
i 1x : - "9 dx " 2x
9. / ] 10. / A1 Vi dx. 1. / — = 2 [————dx
J V9 — 16x2 . J =9 J V1A 3x
g " dx © dx [ dx
13, [ 49xe™ dx. 14. e 18: o =——= 16. =
/ e A / 2+ 3¢t / 2xIn 2x / x(2 + x)
" 2x dx : "5 42
17. — dx. A —————% 519, —— k.
/ 3rag 1 / A — 9§ i / .
) 3 e 5? + A+ 3 In(x + 1 g
1599, / ek sk B gy, [N ey / (In x)? dx.
i S J Ve+1 .
23. Encuentre el valor promedio de f(x) = 3x* + 2venel 24. Encuentre el valor promedio de f(t) = te" en el inter-
intervalo [2,4]. valo [2,5].

En los problemas 25 v 26 use (a) la regla del trapecio v (b) la regla de Simpson para estimar la integral con el valor dado de n. Re-
dondee sus respuesias a tres decimales.

= : T
2 / —dx,.n = 6. 26. / — dx,n=4.
Jo X + 1 Jo 2 — x°

n

En los problemas 27 v 28 resuelva las ecuaciones diferenciales.

27. v = 3x%y + 2xy, y >0, 28. y — 2xe" =0, y(0) = 3.
En los problemas del 29 al 32 determine las integrales impropias. en caso de que existan.”” Indique cudles son divergentes.
M 1 1} ™o 1 o< .
29. / — @ 30. / e dx. 3. / = gk 32 / xel % dx.
Ja X S Jio2x J—x
AnE — e S
33. Poblaciéon La poblacion de una ciudad en 1985 era de una expresion para el ndmero N de personas 1 anos des-
100,000 habitantes y en 2000 fue de 120,000. Suponien- pués. D¢ su respuesta en términos de In 2.
do " e e 35. Radiactividad  Si después de 100 afios queda el 95% de
L una sustancia radiactiva, encuentre la constante de decai-
34. Poblacién La poblacion de una ciudad se duplica cada miento y, al por ciento mds cercano, dé el porcentaje de
10 anos debido a un erecimiento exponencial. En cierto la cantidad original presente después de 200 anos.
tiempo, la poblacién es de 40,000 habitantes. Encuentre 36. Medicina  Suponga que g es la cantidad de penicilina

en el cuerpo en el tiempo ¢ y sea g, la cantidad en r = 0.

Suponga que la razén de cambio de g con respecto a

. 1 L es proporcional a ¢ y que g decrece cuando ¢ crece. En-
Revise la seccion 15.2. s § ) s :

| tonces tenemos dg /dt = —kg,donde k > 0. Despeje q.
Revise la seccién 15.1. (Qué porcentaje de la cantidad original se tiene cuando

"Revise la seceion 15.8. t=2/k?
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37,

38

39.

40.

B41.

B42,

Biologia Dos organismos se colocan inicialmente en
un medio y empiezan a multiplicarse. El nimero N de
organismos presentes después de ¢ dias se registra sobre
una grafica cuyo e¢je horizontal es el eje 1 y el eje verti-
cal es el eje N. Se observa que los puntos caen sobre
una curva logistica. El nimero de organismos presentes
después de 6 dias es de 300 y después de 10 dias el na-
mero tiende al limite de 450. Encuentre la ecuacion lo-
gistica.

Matricula La matricula de un colegio sigue un creci-
miento logistico. El afio pasado, la matricula fue de
1000 y este afio de 1100. Si el colegio puede recibir un
maximo de 2000 estudiantes, jcudl es la matricula espe-
rada para ¢l afio préximo? Dé su respuesta al ciento
mads cercano.

Hora de un crimen  Un médico forense es llamado a la
escena de un crimen. El llega a las 6:00 PM. y encuentra
que la temperatura de la victima es de 35°C. Una hora
después, la temperatura del caddver es de 34°C. La tem-
peratura en la habitacién es de 25°C. Aproximadamen-
te, ja qué hora se cometio el crimen? (Suponga que la
temperatura normal del cuerpo humano es de 37°C.)

Anualidad Encuentre ¢l valor actual, al délar mas cer-
cano, de una anualidad continua con tasa anual de 5%
durante 10 afios, si ¢l pago en ¢l tiempo 7 ¢s a razon
anual de f(r) = 40r ddlares.

Altas de hospital Para un grupo de individuos hospi-
talizados, suponga que la proporcioén que ha sido dada
de alta al término de 7 dias estd dada por

/’m-) dx,

donde f(x) = 0.008¢ “"* + 0.00004e """ Evaliie

/)f(\) dx.

Consumo de un producto  Suponga que A(¢) es la
cantidad de un producto que se consume en ¢l tiempo
[y que A sigue una ley de crecimiento exponencial. Si

1, < t,y en el tiempo 1, la cantidad consumida A(1,) es
el doble de la cantidad consumida en el tiempo 1, A(t),
entonces , — #;,se llama periodo de duplicacién. En un
andlisis de crecimiento expanencial, Shonle'? establece
que en condiciones de crecimiento exponencial, “la can-
tidad de un producto consumido durante un periodo de
duplicacién, es igual al total utilizado en todo el tiempo

¥Revise la seccién 15.8.

193.1. Shonle, Environmental Applications of General Physics (Reading,

MA: Addison—Wesley Publishing Company. Inc., 1975).

43.

Sec. 15.9 = Repaso 733

hasta el principio del periodo de duplicacion en cues-
tién”. Para justificar esta afirmacién, reproduzca la ar-
gumentacion de Shonle de la manera siguiente. La
cantidad del producto consumido hasta el tiempo ¢, estd

dada por
/ A dr,

donde A, es la cantidad cuando r = (). Demuestre que
esto es igual a (A, /k) e Entonces. la cantidad consu-
mida durante el intervalode r; a , es

1
] AU{'M dr.
h

Demuestre que esto es igual a

k=0

ﬁ(,m.r

(,ku_*r‘;_ II (1’

Sielintervalo [, 1,] es un periodo de duplicacidn, en-
tonces

. PSR 1 g L)
Demuestre que esta relacién implica que ¢M " = 2.
Sustituya lo anterior en la ecuacién (1); su resultado de-
be ser el mismo que el total consumido durante todo ¢l
tiempo hasta t,. esto es ( Ay/k)et'.
Ingreso, costo y utilidad La tabla siguiente da los
valores de las funciones de ingreso marginal (IM) y
de costo marginal (CM) de una empresa:

e B g g 95 48

IME 28 i=igd sl g 0 1 3 0
() 1 S 1 S £ S 4 2

El costo fijo de la empresa es 25. Suponga que la utili-
dad es mdxima cuando IM = CM y que esto ocurre
cuando ¢ = 12. Ademds, suponga que la produccion de
la empresa se escoge en forma tal que maximice la utili-
dad. Utilice la regla del trapecio y la regla de Simpson
en cada una de las siguientes partes.

a. Estime el ingreso total usando tantos datos como sea
posible.

b. Estime el costo total usando los menos datos posi-
bles.

¢. Determine cémo estd relacionada la utilidad maxima
con el drea encerrada por la linea ¢ = 0y las curvas
IM y CM; use esta relacidn para estimar la utilidad
méxima tan exactamente como sea posible.




Aplicacion practica
Dietas

En la actualidad existe un gran interés sobre las die-
tas y la pérdida de peso. Algunas personas quieren
perder peso para “verse bien”. Otras por razones de
salud o condicion fisica. De hecho, algunas lo hacen
por presion de las amistades. Con frecuencia aparecen
anuncios publicitarios en television, periddicos y revis-
tas sobre programas para control de peso. En muchas
librerias, secciones enteras se dedican a las dietas y al
control de peso.

Suponga que quiere determinar un modelo mate-
mético para saber el peso de una persona sometida a
una dieta baja en calorias.®” El peso de una persona
depende tanto de la tasa diaria de energfa ingerida, di-
gamos C calorias diarias, como de la tasa diaria de ener-
gia consumida, que tipicamente tiene un valor de entre
15 y 20 calorias por dia por cada libra de peso del cuer-
po. El consumo depende de la edad, sexo. razon meta-
bolica, etc. Para un valor promedio de 17.5 calorias por
libra y por dia, una persona que pese w libras consume
17.5w calorias por dia. Si C' = 17.5w, entonces su peso
permanecc constante; de otra manera, se tiene una ga-
nancia o pérdida de peso segiin si C es mayor o menor
que 17.5w.

;Qué tan rapido ocurrird la ganancia o pérdida
de peso? La hipotesis fisioldgica mds plausible es que
dw/dt es proporcional al exceso neto (o déficit) C —
15.5w en el nimero de calorfas por dia. Esto es,

L = K(C — 17.5w),

dt
donde K es una constante. El miembro izquierdo de la
ecuacion tiene unidades de libras por dia y C — 17.5w
tiene unidades de calorias por dia. De aqui que las uni-
dades de K son libras por caloria. Por tanto, se requiere
conocer cudntas hibras, por cada exceso o déficit de calo-
rias, se agregan o quitan al peso. El factor de conversion
dietético que generalmente se usa es que 3500 calorias
equivalen a 1 libra. Asi, K = 1/3500 libras por caloria.

Ahora, la ecuacion diferencial que modela la ga-
nancia o pérdida de peso es

dw 1

0 = 3500 (C — 17.5w). (1)

MAdaptado de A, C. Segal, “A. Linear Diet Model”. The College
Mathematics Journal, 18, niim. 1 (1987), 44-45. Con permiso de la
Mathematical Association of America.
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Si C es constante, la ecuacion es separable y su solu-
cion es

(' C 0,005
w(t) = 73 il (m“ — m) g 2)

donde w, es el peso inicial y 7 estd en dias. A la larga,
note que el peso de equilibrio (esto es, el peso cuando
t—>00) es woq = C/17.5.

Por ejemplo, si alguien que pese inicialmente 180
Ib adopta una dicta de 2500 calorias por dfa. entonces
w,, = 2500/17.5 = 143 Ib y Ja funcién del peso cs

N?(f] & 143 3 (180 o 143)8—:_),0115(
= 143 + 376—:[11(15;.

La figura 15.9 muestra la grdfica de :(t). Observe
cudanto tiempo toma estar cerca del peso de equilibrio
de 143 libras. La vida media para el proceso es (In
2)/0.005 ~= 138.6 dias, alrededor de 20 semanas (toma-
ria casi 584 dias, es decir, 83 semanas, para llegar a las
145 libras). Esto pudiera ser la causa por la que mu-
chas personas abandonan frustradas la dieta.

Ejercicios
1. Si una persona que pesa 200 Ib adopta una dicta
de 2000 calorias por dia. determine a la libra mas
cercana el peso de equilibrio w,,. Al dia mds cer-
cano, ;después de cudntos dias, esta persona ten-
drd un peso de 175 libras?




180

172 w(t) = 143+ 37— 0005

160 -

150

143 mm o
140 w,, = 143 libras

|- | I
[ 100 200 300
FIGURA 15.9 El peso como
una funcién del tiempo.

2. Demuestre que la solucién de la ecuacién (1} estd

dada por la ecuacion (2).

3. El peso de una persona sometida a una dieta res-

tringida en calorias esta dado, en el tiempo f, por
w(r). |Véase la ecuacién (2).] La diferencia entre
este peso y el peso de equilibrio w,, es w(!) — w,,
Suponga que se requieren o dias para que {a per-

sona picerda la mitad de esta diferencia de peso.
Entonces
w(t + d) = w(t) — j[w(t) — we)-

Despeje d de esta ecuacion y demuestre que
| — In 2

0,005
[dealmente, la meta de la pérdida de peso debe es-
tablecerse en una consulta con un médico. Sin em-
bargo, en general, un peso ideal estd relacionado
con la altura de uno por ¢l indice de masa del
cuerpo (IMC), que es igual al peso en kilogramos
dividido entre la altura, en metros, al cuadrado. El
rango optimo de IMC es de 18.5 a 24.9.
;Cudntas libras necesitaria perder una mujer de
5'6" de altura y de 180 libras de peso, para estar en
el rango ideal de IMC? (Sca cuidadoso con las
unidades cuando calcule la respuesta.) Al dia mas
cercano, jcuanto tardaria ella en perder este exce-
so de peso con una dieta de 2200 calorias por dia?
Mavor informacion sobre peso y dietas puede
encontrarse en
www . consumer.gov/weightloss/setgoals.htm.
. Cuales son los pros y los contras de “romper”
una dieta, la cudl tiene como base cambios drasti-
cos en los hdbitos alimenticios para lograr una
pérdida de peso rdpida?

7ac
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Aplicacidn practica
Analisis de datos para un
modelo de enfriamiento

Calculo de varias variables

el capitulo 13, sabemos cémo maximizar la utilidad de una compaiiia.
D cuando tanto los ingresos como los costos estidn escritos como funciones
de una sola cantidad, a saber, el niimero de unidades producidas. Pero, por
supuesto, el nivel de produccidn en si, estd determinado por otros factores, y
en general, ninguna variable sola puede representarlo.

Por ejemplo, la cantidad de petrdleo que se bombea cada semana desde
un campo petrolero depende del nimero de bombas y del niimero de horas
que las bombas estdn funcionando. El nimero de bombas en el campo
dependera de la cantidad de capital disponible originalmente para construir
las bombas, asi como del tamano vy forma del campo. El nimero de horas
que las bombas pueden ser operadas depende de la mano de obra disponible
para hacer funcionar y dar mantenimiento a las bombas. Ademads, la cantidad
de petréleo que se deseard bombear desde el campo petrolero dependera de
la demanda actual del petrdleo, que esta relacionada con el precio del petroleo.

L.a maximizacién de la utilidad semanal de un campo petrolero requerira
de un balance entre el nimero de bombas y la cantidad de tiempo que cada
bomba pueda ser operada. La utilidad maxima no se alcanzard construyendo
mds bombas de las que puedan ser operadas ni poniendo a trabajar pocas
bombas todo el tiempo.

Este es un ejemplo del problema general de maximizacion de utilidades
cuando la produccién depende de varios factores. La solucion incluye un
andlisis de la funcién de produccion, que relaciona la produccién con la
asignacién de recursos para la misma. En general, como son necesarias varias
variable para describir la asignacién de recursos, la asignacion que da mayores
utilidades no puede encontrarse por medio de la diferenciacion con respecto
a una sola variable, como en los capitulos anteriores. En este capitulo se

estudiaran.
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Estudiar funciones
de varias variables y calcular va-
lores funcionales. Analizar coor-
denadas en tres dimensiones y
hacer bosquejos de superficies
simples.

16.1 Funciones de varias variables

Suponga que un fabricante hace dos productos, X y Y. Entonces, el costo total
depende de los niveles de produccion fanto de X como de Y. La tabla 16.1
muestra el costo total para diferentes niveles. Por ejemplo, cuando se produ-
cen 5 unidades de X y 6 de Y, el costo total ¢ es 17. En esta situacion parece na-
tural asociar el nimero 17 con el par ordenado (S, 6):

(5,.6) — 17.

TABLA 16.1

Nimero de unidades Nimero de unidades Costo total
de X producidas, x de Y producidas, y de produccion, ¢

3 6 i
5 7 19
6 6 18
6 7 20

El primer elemento del par ordenado, 5. representa el nimero de unidades
de X producidas, mientras que el segundo elemento, 6, representa el nimero de
unidades producidas de Y. Para las otras situaciones de produccion tenemos

(5.7) = 19,
(6,6) — 18.

(6,7) — 20.

Esta correspondencia puede considerarse como una relacion entrada-sali-
da donde las entradas son los pares ordenados. Con cada entrada asociamos
exactamente una salida. Asi, la correspondencia define una funcién f en la que
el dominio consiste en (5.6), (5,7).(6.6).(6.7) y el rango consiste en 17,19, 18
y 20. En notacidn funcional,

£(5.6) =17. f(5.7) = 19,
£(6.6) = 18, f(6,7) = 20.

Decimos que la lista de costo total puede describirse por ¢ = f(x, v), que es
una funcién de las dos variables independientes x y y. La letra c es la variable
dependiente.

Veamos otra funcidn de dos variables. La ecuacion

9

1=
¥+ ¥

define a z como funcion de x y y:

2
s ol
El dominio de f es el conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales
(x, y) para los cuales la ecuacion tiene sentido, cuando el primero y segundo
elementos de (x, y) se sustituyen por x y y, respectivamente, en la ecuacion.
Asi, el dominio de f es el conjunto de todos los pares ordenados excepto (0, 0).

Por ejemplo, para encontrar f(2, 3), sustituimos x = 2y y = 3 en la expresion
2/(x* + y*). Obtenemos, f(2,3) = 2/(2* + 3*) = 2/13.

2= f(x,y) =




—= Principios en préctica 1
Funciones de dos variables

El costo por dia para la fabri-
_cacion de tazas de 12 y 20 onzas
para café, estd dado por

= 160 + 2x + 3y.en donde x.

- es el nimero de tazas de 12 onzas -
¢y es el niimero de tazas de 20
onzas. ;Cudl es el costo por dia
de la fabricacion de -

- a. 500 tazas de 12 onzas y 700
tazas de 20 onzas?

b. 1000 tazas de 12 onzas y 750 -
tazas de 20 onzas?

Sec. 16.1 = Funciones de varias variables 739

® EJEMPLO 1 Funciones de dos variables

x=F.3 L. i ;
a. f(x,y) = i una funcién de dos variables. Como ¢l denominador
B ==
es cero cuando y = 2. el dominio de [ son todos los (v, y) tales que y # 2.
Algunos valores de la funcién son

0+ 3
0, 3) S—e—r=3
£0.3) = 3
i 343
f3.0) =55 =-3

Note que f(0,3) # f(3,0).

b. hi(x,y) = 4x define a h como funcidn de x y y. El dominio son todos los pa-
res ordenados de ntimeros reales. Algunos valores de la funcién son

h(2,5) = 4(2) = 8§,
h(2,6) = 4(2) = 8.
Observe que los valores de la funcién son independientes del valor de y.

e. SizZ= x>+ y'yx=23yy =4 entonces z> = 3* + 4> = 25. En conse-
cuencia,z = =£5. Entonces. con el par ordenado (3,4) no podemos asociar
exactamente un solo ndmero de salida. Por tanto, z ne es una funcién de
Xy y

e
EJEMPLO 2 Indice temperatura-humedad

En dias hiimedos v cdlidos, mucha gente tiende a sentirse incomoda. El grado
de incomodidad estd dado numéricamente por el indice temperatura-humedad,
ITH, quee es una funcicn de dos variables, t;y t,.:

ITH = f(1yt,) = 15 + 04(t, + 1,.).

donde t,. es la temperatura de bulbo seco (en grados Fahrenheit) y t,. la tempe-
ratura de butho hitmedo (en grados Fahrenheit) del aive. Evaluar el 1TH cuando
ty =90y, = 80.

Solucion: queremos encontrar {90, 80):
[(90,80) = 15 + 04(90 + 80) = 15 + 68 = 83.

Cuando el ITH es mayor que 75.la mayoria de la gente se siente incomoda. De
hecho, el ITH solia llamarse antes “indice de incomodidad™. Muchos dispositivos
eléctricos responden a este indice y pueden anticipar la demanda de aire acon-
dicionado en sus sistemas.

Siy = f(x) es una funcion de una variable, el dominio de f puede repre-
sentarse de manera geométrica por puntos en la recta numérica. La funcién
misma puede representarse por medio de su grafica en un plano de coordenadas,
algunas veces llamado un sistema de coordenadas de dos dimensiones. Sin em-
bargo, para una funcion de dos variables, z = f(x. y), el dominio (que consiste
en parejas ordenadas de numeros reales) puede representarse de manera geo-
métrica por medio de una region en el plano. La funcién misma puede represen-
tarse geométricamente en un sistema coordenado rectangular fridimensional.
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FIGURA 16.1 Sistema de
coordenadas rectangulares de
tres dimensiones.

Tal sistema se forma cuando tres ejes de nimeros reales mutuamente perpen-
diculares en el espacio, se intersecan en el origen de cada eje como en la figu-
ra 16.1. Los tres ejes se llaman eje x, eje y y eje z y su punto de interseccién
recibe el nombre de origen del sistema. Las flechas indican las direcciones po-
sitivas de los ejes y las porciones negativas de los ejes se muestran con lineas
punteadas.

A cada punto P en el espacio podemos asignar una terna ordenada tinica
de numeros, llamada coordenadas de P. Para hacerlo [véase la fig. 16.2(a)], desde
P construimos una perpendicular al plano x, v, esto es, al plano determinado
por lo ejes x y y. Sea Q el punto donde la linea interseca a este plano, Desde O
trazamos lineas perpendiculares a los ejes x y y, las cuales intersecan a los ejes
Xy yenxgy v, respectivamente. Desde P trazamos una perpendicular al eje z
que lo interseca en z;. Asi, hemos asignado a P la terna ordenada (xy, yo, zo).
Debe ser también evidente que a cada terna ordenada le podemos asignar
un punto tnico en el espacio. Debido a esta correspondencia uno a uno entre
puntos en el espacio y ternas ordenadas, una terna ordenada puede denomi-
narse como punto. En la figura 16.2(b) se muestran los puntos (2, 0,0), (2, 3,0)
v (2,3.4). Note que el origen corresponde a (0,0,0). Por lo general. las porcio-
nes negativas de los ejes no se muestran mas que en caso necesario.

zZ Z
4“‘~
e (2,3,4)
- S i
i i
g P (X0 Yo 20) !
1 1
: (0.0,0) L3
7 y . y
o @00 oo “(2,3,0)
) A ko

(a) {b)

FIGURA 16.2 Puntos en el espacio.

Podemos representar geométricamente una funcidn de dos variables,
z = f(x, y). A cada par ordenado (x, v) en el dominio de f, le asignamos el
punto (x, y, f(x, y)). El conjunto de todos estos puntos se llama grdfica de f.
Tal gréfica se muestra en la figura 16.3. Se puede considerar que z = f(x, y)
representa una superficie en el espacio.’

En el capitulo 9, estudiamos la continuidad de funciones de una variable.
Siy = f(x) es continua en x = x;, entonces los puntos cercanos a x, tendran
sus valores funcionales cerca de f(x,). Al extender este concepto a una funcién
de dos variables, decimos que la funcién z = f(x, y) es continua en (xg vg)
cuando los puntos cercanos a (x;, ;) tienen sus valores funcionales cercanos a
f(xg, vy). Hablando en general y sin profundizar demasiado en este concep-
to, decimos que una funcion de dos variables es continua en su dominio (esto
es, continua en cada punto de su dominio) si su grafica es una “superficie
ininterrumpida™.

Hasta ahora s6lo hemos considerado funciones de una o de dos variables.
En general, una funcién de n variables es aquella cuyo dominio consiste en

"Usaremos libremente el término “superficie™ en sentido intuitivo.

i




A los restantes octantes no se les
asignan nombres.
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(%, v, flx, y))

Gréfica de z = f(x, ¥)

y

X

FIGURA 16.3 Gralica de una funcion de dos
variables.

n-adas ordenadas (x|, x,, ..., x,). Por ejemplo, f(x,y, z)=2x + 3y + 4z esuna
funcién de tres variables con un dominio que consiste en todas las ternas orde-
nadas. La funcién g(x,, x5, X3, X4)= X X2x3%, es una funcién de cuatro variables
con un dominio que consiste en todas las 4-adas ordenadas. Aunque las funcio-
nes de varias variables son sumamente importantes y ttiles, no podemos repre-
sentar geométricamente funciones de mds de dos variables.

Daremos ahora una breve explicacion de como esbozar superficies en el
espacio. Comenzamos con planos que son paralelos a un plano coordenado.
Con “plano coordenado™ queremos decir un plano que contiene dos ejes coor-
denados. Por ejemplo, el plano determinado por los ejes x y v es el plano x, y.
Similarmente, hablamos del plano x, z y del plano y, z. Los planos coordena-
dos dividen el espacio en ocho parte llamadas ocrantes. En particular, la parte
que contiene todos los puntos (x. y, z) donde x, y y z son positivos se llama
primer octante.

Supongamos que S es un plano paralelo al plano x, y y pasa por el punto
(0,0,5). [Véase la fig. 16.4(a).] Entonces, el punto (x. v, z) estard en S si y sélo
si,z = 5;esto es, x y y pueden ser cualesquiera nimeros reales. pero z debe ser
igual a 5. Por esta razén decimos que z = 5 es una ecuacion de S. En forma
andloga, una ecuacioén del plano paralelo al plano x, z y que pasa por el punto
(0,2,0) es y = 2 [véase la fig. 16.4(b)]. La ecuacién x = 3 es una ecuacion del
plano que pasa por (3, 0, 0) y es paralelo al plano y, z [véase la fig. 16.4(c)].
Veamos ahora los planos en general.

Z
Planoz =5
Plano x =3
j
]
y s ———y
o
B (3,0,0)
(a) (b) (c)

FIGURA 16.4 Planos paralelos a los planos coordenados,
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Jbserve que esta ecuacion no pone
‘estriccion sobre y.

Solucion:
que da x = 3. Similarmente,six =z = 0.y =2;six =y =0,z = 6. Las in-
tersecciones son entonces (3, 0.0), (0,2,0) v (0,0.6). Después de marcar es-

En el espacio, la gréfica de una ecuacién de la forma
Az T By ¥ Cg + D=,

donde D es una constante y A, B y C son constantes sin que todas sean iguales
a cero, es un plano. Como tres puntos distintos (no todos en la misma recta)
determinan un plano, una manera conveniente de eshozar un plano es encon-
trar primero los puntos, en caso de que cxistan, en que el plano interseca los

ejes x, y y z. Esos puntos s¢ llaman intersecciones.

N cupin 3 . sz
EJEMPLO 3 Graficacion de un plano
Esbozar el plano 2x + 3y + z = 6.

el plano interseca el eje x cuando y =0y z = 0, Asi, 2x = 6, lo

tos puntos se pasa un plano por ellos. La porcion del plano en el primer octante
se muestra en la figura 16.5(a); sin embargo, debe quedar claro que el plano se
extiende indefinidamente en el espacio.

s)]
| S i I i ey =

-

A
N 2R+ By z=6 3y+z=6
'a' \ traza en y, z
i ‘\ 2x+2=6
‘,' \ traza en x, z
I A
'ar y 77L,:‘j2_l_._y ¥
] < —‘J’
ol
i 2x+3y=6
/3/’ traza en x, ¥
X X
(@) (b)
FIGURA 16.5 Elplano2x + 3y + z = 6 y sus trazas.
- =

Una superficie puede esbozarse con ayuda de sus trazas. Estas son las
intersecciones de la superficie con los planos coordenados. Como ilustracion,
para el plano 2x + 3y + z = 6 del ejemplo 3, la traza en el plano x, y se obtie-
ne haciendo z = 0. Esto da 2x + 3y = 6. que es la ecuacién de una recia en el
plano x, y. En forma andloga, hacer x = (0 da la traza en el plano y, z: la recta
3y + z =6.Latrazax, z es larecta 2x + z = 6 [véase la fig. 16.5(b)].

W orupin 2 ‘e
EJEMPLO 4 Esbozo de una superficie
Esbozar la superficie 2x + z = 4.

Solucion:  esta ecuacion tiene la forma de un plano. Las intersecciones x y z
son (2,0,0) y (0.0,4) vy no hay interseccién y, porque x y z no pueden ser ambas
cero. Haciendo y = 0 obtenemos la traza x, z 2x + z = 4, que es una recta en




FIGURA 16.6 El plano
2%+ =4,

FIGURA 16.7 La superficie

z = X~

<

B [iercicio 16.1 S
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el plano x, z. De hecho, 1a interseccion de 1a superficie con cualguier plano
y = k es también 2x + z = 4. Por lo que, el plano es como el de la figura 16.6.
u

Nuestros ejemplos finales tratan con superficies que no son planas, pero
cuyas graficas pueden obtenerse con facilidad.

| P e . s
EJEMPLO 5 Esbozo de una superficie

Esbozar la superficie z = x*.

Solucién: la traza x, z es la curva z = x”. que es una pardbola. De hecho,
para cualquier valor fijo de v obtenemos z = x?. La gréfica es como la de la fi-
gura 16.7.

™ EJEMPLO 6 Esbozo de una superficie
Esbozar la superficie x> + y* + 7% = 25.

Solucidn: haciendo z = 0 obtenemaos la traza x, v, x* + y* = 25, lo cual es un
circulo de radio 5. Similarmente, las trazas y, z y x. z, son los circulos
v+ 27 =25 y ¥’ 4+ 77 =25, respectivamente. Note también que como
x* +y? =25 — 2% la interseccién de la superficie con el plano z = k, donde
—5 = k =5, es un circulo. Por ejemplo, si z = 3. la interseccion es el circulo
x>+ yv? =16. Si z =4, la interseccién es > + y* = 9. Esto es, las secciones
transversales de la superficie que son paralelas al plano x, v son circulos. La su-
perficie se muestra en la figura 16.8 en un esfera.

FIGURA 16.8 La superficie
¥+ ¥+ 2=25

En los problemas del I al 12 determine los valores de las funciones dadas en los puntos indicados.

1. flx.y) =4dx — y* + 3; f(1.2). 2. flx.y) =32y —dy; f(2.-1).
3og(x.v.z) = e (2v + 3z): g(0,—4.2). 4. glx.v,z) = x*v + xv* + yzi  g(6.—1,2).
5. h(r,s.t,u) = _,_—rs — h(—3.3,5.4). 6. hir.s.eou) = W(ru): h(1,5.3.1),

"= u
7. §(pa-pe) = 2pa(PA — 5% g(4.8). 8. 8(paps) = paVips + 10 g(8.4).
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9. F(x,y,2) =3 F(2,0,—1). 10. F(x,y.2) = vi F(0,0,3).
L fx,y) =2x — 5y + 4 flxx+ h yn). 12. flx,y)=xy — 3% flr+tr).

3. Ecologia Un método de muestreo ecoldgico para de-
terminar las poblaciones de animales en un drea dada,
implica marcar primero todos los animales obtenidos
en una muestra de K animales del drea y luego soltarlos
de manera que puedan mezclarse con animales no mar-
cados. En fecha posterior se toma una segunda muestra
de M animales y se anota el nimero de aguéllos que ya
estdn marcados, S. Con base en R, M y §, una estima-
cion de la poblacion total N de animales en el drea
muestreada estd dada por

N=f(R MS)= BM
o
Encuentre f(400, 400, 80). Este método se llama proce-
dimiento de marcaje y recaptura.’

14.

Genética Bajo ciertas condiciones, si dos padres de
0jos cafés tienen exactamente k hijos, la probabilidad
P = P(r, k) de que haya exactamente entre ellos r de
ojos azules estd dada por
Lyrpdyk—
kGG .

Prk) = = "= 0Lk

Encuentre la probabilidad de que en un total de 4 hijos,
exactamente 3 tengan ojos azules.

“n los problemas del 15 al 18 encuentre las ecuaciones de los planos que satisfacen las condiciones dadas.

I5. Paralelo al plano x. z que pasa por ¢l punto (0, —4,0).
[6. Paralelo al plano y, z que pasa por el punto (8, 0,0).
I7. Paralelo al plano x, ¥ que pasa por ¢l punto (2, 7, 6).

(

(8. Paralelo al plano y. z que pasa por el punto (—4,—2. 7).

En los problemas del 19 al 28 esboce las superficies dadas.

9. x+y+z=1 20, 2x + y + 2z = 6.
N e Gy 2z =12 2. x+2y+3z=4.
3. x + 2y =2 4 yt+tz=1

15, =4 — 2% 26, y = x°,

Mo+ P+ =1 28, ¥+ =1

‘E.P. Odum, Ecology (Nueva York: Holt, Rinehart y Winston, 1966).

ULENAICN Calcular derivadas

16.2 DERIVADAS PARCIALES

parciales.

La figura 16.9 muestra la superficie z = f(x. y) y un plano paralelo al plano x,

z que pasa por el punto (x, vy, f(xo, ¥y)) sobre la superficie. Una ecuacidn de
este plano es y = y,,. Por tanto, cualquier punto en la curva que sea la intersec-
cion de la superficie con el plano debe tener la forma (x, v, f(x, vy)).Asi. la
curva puede ser descrita por z = f(x, v,). Como y, es constante, z = [(x, v,)
puede considerarse como una funcién de una variable. x. Cuando se evalia la
derivada de esta funcién en x,, se obtiene la pendiente de la recta tangente a
esta curva en el punto (x,, v, f{xg. vo)). (Véase la fig. 16.9.) Esta pendiente se
llama derivada parcial de [ con respecto a x en (xq, vy) v se denota con f,(x,, v,).

En términos de limites,

folxp, yy) = lim flxo + 1 yo) = flxo }"(,._)_‘

h—0 h

(@8]
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(%, g, F(x ¥o))

i (Xa Yo 0)

X

FIGURA 16.9 Interpretacion geométrica de f.[x,, w).

Por otra parte, en la figura 16.10 el plano x = x; es paralelo al plano y, z ¥
corta la superficie z = f(x, y) en una curva dada por z = f{x,. v), que es una
funcion de y. Cuando se evalia la derivada de esta funcién en y;, se obtiene |
la pendiente de la recta tangente a esta curva en el punto (xg, v, fx,. vo)).
Esta pendiente se llama derivada parcial de f con respecto a y en (x,, y,) y s¢ ﬂ
denota con f,(x,. vy). En términos de limites. |

Koy Vo + A) — Flxg
Fi(xo Yo) = flzl_>mo Flx Yo 21 f(xq .VU). oy

Recta tangente

(%o, ¥, 0%, 1) {

wE b

Faa

e

(XOI Yu; 0)

FIGURA 16.10 Interpretacion geométrica de f,{xg. 3).
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sto nos da una interpretacion
zométrica de una derivada parcial.

sto nos da una manera mecanica
e determinar derivadas parciales.

Decimos que f(xg. vy) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f

en (xg, vo. f(xy, vo)) en la direccion x; similarmente, f,(x. ;) es la pendiente de
la recta tangente en la direccion y.

En general, al reemplazar x, y v, en las ecuaciones (1) y (2) por x y y, res-
pectivamente, obtenemos la siguiente definicion.
Definicion
Siz = f(x.v) laderivada parcial de f con respecto a x, denotada como f,. es la
[uncién dada por

Fix F ) FLat i)

foly.y) = lim :
o f1—1) h
en caso de que este limite exista.
La derivada parcial de [ con respecto a y, denolada como [, es la [uncién
dada por
fle.y+ h) — flew)

o ) = lim = =
;“ E i —l) h

en caso de que este limite exista.

Al analizar la definicidn anterior, podemos establecer el siguiente proce-
dimiento para determinar f, y fi:

Procedimiento para encontrar f.(x,y)y f.(x,y)

Para encontrar f,, trate a y como constante y diferencie f'con respecto a x de
la manera usual.
Para encontrar f,, trate a x como constante y diferencie fcon respecto a y de
la manera usual.

EJEMPLO 1 Obtencidon de derivadas parciales

Si f(x,y) = xy* + x*y, encontrar f(x,y) y filx, v). Encontrar también,
£3.4) ¥ (3. 4).

Solucién:  para encontrar f,(x, y), tratamos a y como una constante y diferen-
ciamos a [ con respecto a x:

flxoy) = (L)y* + (2x)y= »* + 2xy.

Para encontrar f(x, v), tratamos a x como constante y dilerenciamos con res-
pecto a y:

fulx.y) = x(2y) + ¥(1) = 2xy + £~

Note que f,(x.y) ¥ f,(x, y) son cada una funciones de las dos variables x y y. Pa-
ra encontrar (3., 4), evaluamos f.(x, y) cuandox =3yy =4

fi.(3.4) = 4> + 2(3)(4) = 40.

De manera similar.

=

En la tabla 16.2 se dan las notaciones para las derivadas parciales de
z = f(x.y). Latabla 16.3 da las notaciones para las derivadas parciales evalua-
das en (x;, v,). Note que el simbolo d (no d) se usa para denotar una derivada
parcial. El simbolo dz /dx se lee “derivada parcial de z con respecto a x™,

0
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TABLA 16.2

Derivada parcial de
(0 z) con respecto a x

flx,¥)
/(5 7)]

i
dx

TABLA 16.3
Derivada parcial de f Derivada parcial de f Derivada parcial de f
(0 z) con respecto a y (0 z) con respecto a x (0 z) con respectoay
evaluada en (xg, yg) evaluada en (x;, v,)
Fulx, y)
a Felxo, %) Jo(xo, yo)
iz axX {0 ) a_\/’ {20: 20)
dy 9z} - daz| _
ax(v=y ayly=y,
| .z . 5
EJEMPLO 2 Obtencién de derivadas parciales
; 3 5 dz dz dz az
a. Siz = 3% — 9x%y + xy? + dy.encontrar —. —, ( ‘ v i .
) : : ax dy dx|L07 dy|(.o)

Solucion: para encontrar dz/dx, diferenciamos z con respecto a x man-

teniendo a y constante:

0z

= 3032y’ — 9(20)y + (1)y’ +0
.

=9x?y? — 18xy + v

Al evaluar en (1,0) obtenemos

dxlm = 9(1)*(0)* — 18(1)(0) + 0° = 0.

Para encontrar dz/dy. diferenciamos z con respecto a y manteniendo a x
constante:

) 5 ;
f}z = 3x3(3y) — 9x2(1) + x(2y) + 4(1)
ay
= Ox'y* — 9x? + 2xy + 4.
Por tanto,

0z 42 )

Z1 = 9(1)%0)* — 9(1)2 + 2(1)(0) + 4 = —5.

dylLo

. Siw = x*e* Y encontrar dw/dix y dw/dy.

Solucion: para encontrar #w/dx, tratamos a y como constante y diferen-
ciamos con respecto a x. Como x’¢™ ©¥ es un producto de dos funciones
que cada una incluye a x, usamos la regla del producto:

duw L0

3y 3
- — '1_77({,2.\ f ._\) + e:.l+._\
dx ox ' ax

x.l'(zeli 731') + eZ.r*S_\'(Zx)

a

(+)

I

2x(x + 1),




748

Capitulo 16 = Calculo de varias variables

Para encontrar dw/dy, tratamos a x como constante y diferenciamos con
respecto a y:
dw 540

- = x H't(ez.r+3_\‘) e 3x2€2.\‘*3_\'-
dy dy

Hemos visto que para una funcién de dos variables pueden considerarse
dos derivadas parciales. En realidad, el concepto de derivadas parciales puede
extenderse a funciones de mds de dos variables. Por ejemplo, con w = f(x.y, z)
tenemos tres derivadas parciales:

la parcial con respecto a x, denotada como f,(x, y, z), dw/dx, etc.;
la parcial con respecto a y, denotada como f,(x, v, z), dw/dy, etc.;

=

la parcial con respecto a z. denotada como f,(x, y, z), dw/dz, etc.

Para determinar dw/dx, tratamos a y y a z como constantes y diferenciamos w
con respecto a .x. Para determinar dw/dy, tratamos a x ¥ a z como constantes y
diferenciamos con respecto a y. Para determinar aw/dz, tratamos a x y a y como
constantes y diferenciamos con respecto a z. Con una funcion de n variables,
tenemos s derivadas parciales que se determinan de manera obvia.

N esseuinana - . . sz .
EJEMPLO 3 Derivadas parciales de una funcion de tres variables

Si f(x,y,2) = x* + ¥’z + 2, encontrar f(x, y, z), f(*, 3. 2) ¥ fu(%, y, 2).
Solucién: para encontrar fi(x,y, z) tratamos a y y a 7 como constantes y dife-
renciamos f con respecto a x:
fulx, v, z) = 2x.
Tratando a x y a z como constantes y diferenciando con respecto a y, tenemos
fi(x.y.2) = 2yz.
Tratando a x y a y como constantes y diferenciando con respecto a z. tenemos

fi(x, v, 2) = y* + 32

S 5
EJEMPLO 4 Derivadas parciales de una funcion de cuatro variables
. rsu dp dp adp

Sip=g(r.s,t,u) = ————, encontrar —, —y —— .
p =gl ) i’ + s7 as” ar 7 ot |0

Solucion: para encontrar dp /ds, note primero que p es un cociente de dos
funciones y que cada una incluye a la variable s. Por tanto, usamos la regla del
cociente y tratamos der. t ¥ 1 como constantes:

oo )
] (r? + s2%)—(rsu) — rsu—(ri> + st
ap ds ds

as (f + 56°
(rt* + st)(ru) — (rsu)(2st)
(rt? + s%)?
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Al simplificar se obtiene

ap _ ru(rt — %)
as  t(rt + 57)°

(un factor f se cancela).

Para encontrar dp /or, podemos escribir primero a p como
N s, o |
p = rsu(rt- + s%)7.

A continuacion, usamos la regla de la potencia y tratamos a r, 5 y u como
constantes:

, 3 )
r-_p = rsu{—1) (re* + szr)_‘f—(m‘2 st

dr dt
= —rsu(r® + %) %26 + %),
de modo que
ap _ rsu(2rt + %)
as (# + %)%
Alhacerr = 0,5 = 1,t = 1 yu = 1 resulta

ap _o)m)rz(o)(1) + (1)*] —0
ar |1 [0(1) + (DD 7T '

e Ejercicio 16.2

En cada uno de los problemas del 1 al 26, se da una funcion de dos o mds variables. Encuentre la derivada parcial de la funcion
con respecto a cada una de las variables.

L flx,y) =4dx* + 32 — 7.

3. flx,y)=2y+ 1.

5 glx,y) = 2%y + 2x°y — 4xy + 3y.
7. g(p.a) = Vpa.

s24 4 8ur’

® o BN
- -
=
TR
<
I

9. h(s,t) = p—y 10. h(u,v) = 2+
1. u(gq.¢)) =3lng, + Ing,. 12. QU k) = 3004 |09,
2 2
13. h(x,y) = % 14. h(x.y) = %
15. z = ™. - 16. z = (x2 4 y)e¥ ™.
17. z = 5xIn(x* + y). 18. z = In(3x> + 4y").
19. f(r.s) = Vr+ 25 (r — 2rs + 59). 20. f(r.s) = Vrse?™.
2L f(r,s) = & In(7 — s). 22. f(r,s) = (57 + 35%)(2r — 5s).
23, g(x, y.z) = 3x%y + 2xy’z + 32 24. g, v, 2) =257 — 335 4+ 5xz.

25. g(r,s,1) = 7 (rF + 75%). 26. g(r.s.t.u) = rsln(20 + Su).
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‘n los problemas del 27 al 34 evaliie las derivadas parciales dadas.
25 . = 7 iz
7. f(x,y) = Xy + Tatvh Fll, =2, 28, z = V5x* -+ 3xy + 2y; P
| y=2
e A A2y 5
9. glx.y,2) =e"Vy + 2z g(06,4). 30. g(x.y,z) = s Bt S):
Xy +« xz
7r + 357’
L h(r.s tou) = (5 + t) In(2r + Tst); ,(1.0,0,1). 32, hilrs,tou) = ——— h(4.3.2.1)
AY
3. f( (r2+ s+ fi(L-1,2 34 2+y oz az)
w flrs 0) = rstlr® + F i ikl —1.2) P A B =
B ) ) xo ) In x ix V,ij ay :_(,
15, Siz = xe* ' — ye’ ™', demuestre que 38. Desregulacion de la tasa de interés  En un articulo so-
bre desregulacion de la tasa de interés, Christofi y
az Az Agapos” obtienen la ecuacion
== ==F == {J—‘k_l' S {;," v
ax ay
- =+ f”_ 2 di( 3
36. Precio de acciones de un ciclo de dividendos En un fL=r ab  dp’ =
andlisis de los precios de un ciclo de dividendos, Palmon
y Yaari® consideran la funcién f dada por donde r es la tasa de interés por depdsitos pagados por
los bancos comerciales. r; es la tasa de interés ganado
_ (1+ Py In(1 + r) por ¢sos bancos, C es el costo administrativoe por trans-
u=fle,rz)= (1' F it —g — formar los depésitos en activos productivos y D el nivel
de los depositos por ahorros. Christofi v Agapos esta-
donde u es la tasa instantanca de la apreciacién del blecen que
precio solicitado, r es una tasa de rendimiento anual
de oportunidad, z la fraccién de un ciclo de dividendos o | 5= n ﬂ )
sobre ¢l cual una porcién de las acciones es controlada = 1 do’
por un vendedor de medio ciclo y 1 es la tasa efectiva
del impuesto por ganancias de capital. Ellos alirman v/ D
donde n = —— es la elasticidad del depdésito con
que dr/oD
e respecto al interés del depdsito. Exprese la ecuacion (3)
du (L +r) = lo’(2 + 1) en términos de n para verilicar la ecuacion (4).
o ALl—2 472 : ;@ o
8z [(1+r) k] 39. Publicidad y ganancia En un analisis sobre publicidad
. v utilidades, Swales® considera una (uncidn fdada por
Verifiquelo. . .
37. Demanda de dinero En un andlisis de la teoria de

D. Palmon y UL Yaari, “Taxation of Capital Gains and the Behavior

inventarios sobre la demanda de dinero, Swanson® con-
sidera la funcion

BT iC
B0 7.0 = 42L&
g ' %
dpvermi s e == o e iens seaiive
y determina que = - Ty erifique esta deri

da parcial.

of Stock Prices over the Dividend Cycle™, The American Economist,
XXVIL ndm. 1 (1983), 13-22.

P E. Swanson, “Integer Constraints on the Inventory Theory of

Money Demand”, Quarterly Jowrnal of Business and Fconomies, 23,
num. 1(1984),. 32-37.

r

R=f(ra,n) = ———— v
n—
1 +(a(—7--)

donde R es la tasa ajustada de utilidad. r la tasa contable
de utilidad, # es una medida de los gastos publicitarios
y 11 el nimero de afos en que la publicidad se deprecia
por completo. En su andlisis, Swales determina aR /on.
Encuentre esta derivada parcial,

*A. Christofi y A. Agapos. “Interest Rate Deregulation: An Empirical
Justilication™, Review of Business and Economic Research, XX (1984),
39-49.

°L K. Swales, “Advertising as an Intangible Asset: Profitability and
Entry Barriers: A Comment on Reekie and Bhoyrub™, Aplied
Economics, 17, nam. 4 (1985), 603-617.




Desarrollar las nocio-
nes de costo marginal parcial,
productividad marginal y pro-
ductos competitivos y comple-
mentarios.

Aqui tenemos la interpretacion de
“tasa de cambio™ de las derivadas
parciales.
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Sec. 16.3 = Aplicaciones de las derivadas parciales

16.3  APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES

De la seccion 16.2 sabemos que si z = f(x. y), entonces dz /ox y dz /3y pueden
interpretarse geométricamente como las pendientes de las rectas tangentes a
la superficie z = f(x, v) en las direcciones x y y, respectivamente. Existen otras
interpretaciones. Como dz/dx es la derivada de z con respecto a x cuando y
permanece constante, y como una derivada es una razén de cambio, tenemos

az : 4
o= es la razén de cambio de z con respecto a x cuando y se mantiene
ox

constante.
De modo similar,

dz " y - ¢
e es la razén de cambio de z con respecto a y cuando x se mantiene

constante.

Veremos ahora algunas aplicaciones en las que la nocién “razon de cambio”
de una derivada parcial resulta muy util.

Supongamos que un fabricante produce x unidades del producto X y y
unidades del producto Y. Entonces, el costo total ¢ de esas unidades es una
funcién de x y v, a esto se le llama funcion de costos conjuntos. Si una funcién
de este tipo es ¢ = f(x, v), entonces dc¢ /dx se llama costo marginal (parcial)
con respecto a x, y cs la razon de cambio de ¢ con respecto a x cuando y se
mantiene fija. Similarmente, dc /dy ¢s el costo marginal (parcial) con respec-
to a y,y es la razén de cambio de ¢ con respecto a y cuando x se mantiene
fija.

Por ejemplo, si ¢ se expresa en délares y de/dy = 2, entonces el costo de
producir una unidad adicional de Y cuando el nivel de produccion de X es fijo,
es de aproximadamente 2 dolares.

Si un fabricante produce n articulos. la funcién de costos conjuntos es una
funcién de i variables y habra i funciones de costo marginal (parcial).

oo 4
EJEMPLO 1 Costos marginales

Una empresa fabrica dos tipos de esquies, los modelos Ligero y Alpino. Supon-
gase que la funcion de costos conjuntos de producir x pares del modelo Ligero
v v pares del modelo Alpino por semana es

¢ = f(x,y) = 0.07x* + 75x + 85y + 6000,

donde ¢ esta expresado en délares. Determinar los costos marginales dc /ox y
de /oy cuando x = 100 v y = 50, e interpretar los resultados.

Solucion: los costos marginales son
dc i de !
L =014x+75 y =85
dx Toody
Asi
dac
X = 0.14(100) + 75 = 89 (1)

o.X | (100, 50)
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Y

L — 8s. )

dy | (100.50)
La ecuacion (1) implica que al aumentar la produccion del modelo Ligero de
100 a 101, mientras se mantiene en 50 la produccién del Alpino, aumentan los
costos aproximadamente en $89. La ecuacién (2) implica que al aumentar la
produccién del modelo Alpino de 50 a 51 mientras se mantiene en 100 la pro-
duccién del Ligero, aumentan los costos aproximadamente en $85. De hecho.
como de¢/dy es una funcién constante, el costo marginal con respecto a y es de
$85 en todos los niveles de produccion.

¥ EJEMPLO 2 Pérdida de calor en el cuerpo humano

En un dia frio, una persona puede sentir mds frio cuando hay viento que cuan-
do no lo hay, porque la razén de pérdida de calor es una funcion de la tempera-
mira y de la velocidad del viento. La ecuacion

H = (1045 + 10Vw — w) (33 — 1)

indica la razon de pérdida de calor H (en kilocalorias por metro cuadrado por
hora) cuando la temperatura del aire es t (en grados Celsius) v la velocidad del
viento w (en metros por segundo). Para H = 2000, la piel expuesta se congela-
rd en un minuto.”

a. Evaluar H cuandot =0y w = 4.
Solucion: cuandot =0y w = 4, entonces
H = (1045 + 10V4 — 4)(33 — 0) = 872.85.

b, Evaluar 0H jdw y oH /ot cuando t = 0y w = 4 e interpretar los resultados.

Solucion:

af 5 oH
o ( - ‘) (33— 1), = |,y =495
w Vi AW | ey
oH dH
57 = (1045 + 10Vw — w)(~1), (7 =0 = —26.45.
o w=4

Estas ecuaciones significan que cuando ¢ = 0y w = 4, al incrementar w
por una pequena cantidad mientras se mantiene fijo ¢, ff aumentard alre-
dedor de 49.5 veces lo que aumente w. Al incrementar { por una pequefia
cantidad mientras se mantiene fijo w, H disminuird alrededor de 26.45 ve-
ces lo que aumente ¢.

c. Cuando t = 0y w = 4, jqué tiene mds influencia en H: un cambio en la ve-
locidad del viento de 1 m /s 0 un cambio en la temperatura de 1°C?

Solucion: como la derivada parcial de ff con respecto a w es mayor en
magnitud que la parcial con respecto a ¢ cuando 1 = 0y w = 4, un cambio
en la velocidad del viento de 1 m /s tendrd mas influencia sobre H.

—_— . W

'G.E. Folk, Ir.. Textbook of Environmental Physiology. segunda edicion (Filadelfia: Lea & Febiger,
1974).
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La elaboracion de un producto depende de muchos factores en la produc-
cion. Entre éstos se encuentran la mano de obra de trabajo, el capital, el terre-
no, la maquinaria, etc. Por simplicidad, supongamos que la produccién sélo
depende del trabajo v del capital. Si la funcién P = f(/, k) da la produccién P
cuando el productor emplea [ unidades de trabajo y k unidades de capital. en-
tonces esta funcién se llama funcién de produccién. Definimos la productivi-
dad marginal con respecto a / como @P /dl. Esta es la razén de cambio de P con
respecto a / cuando k se mantiene fija. Igualmente, la productividad marginal
con respecto a k es aP /ok. Esta es la razén de cambio de P con respecto a k
cuando [ se mantiene fija.

EJEMPLO 3 Productividad marginal

Un fabricante de un juguete popular ha determinado que su funcion de produc-
C ok . o

cion es P = \Ik, donde [ es el mimero de horas de trabajo por semana y k el

capital (expresado en cientos de dolares por semana) requerido para la produc-

cion semanal de P gruesas del juguete (una gruesa son 144 unidades). Determi-

nar las funciones de productividad marginal y evaluarlas cuando [ = 400 y

k = 16. Interpretar los resultados.

Solucién: como P = (lk)*?,

P 1 g k
o= (k) k= ——
a2 2V Ik
y
aP 0 ; !
— = —(lk 7“3{ = = ==
ak 2( ) 2V 1k
Si evaluamos estas ecuaciones cuando / = 400 y k = 16, obtenemos
Pl 16 _ 1
ol i e 2V400(16) 10
¥
ap 400 S
o |=400 — T/ — -
ok k=16 2V400(16) 2

Asi,sil =400y k = 16, al incrementar / a 401 y mantener £ en 16, aumentara

la produccién en aproximadamente 75 de gruesa. Pero si k se incrementaa 17y

se mantiene / en 400, la produccion aumenta en alrededor de 5 gruesas. |
i

Productos competitivos y complementarios

Algunas veces dos productos pueden estar relacionados de modo que cambios
en el precio de uno afecten la demanda del otro. Un ejemplo representativo es
el caso de la mantequilla y la margarina. Si tal relacion existe entre los produc-
tos A y B, la demanda de cada producto depende del precio de ambos. Supon-
ga que g, Yy gy son las cantidades demandadas de A y B, respectivamente, y
que p4 Y pg son sus respectivos precios. Entonces ¢4 v ¢ son funciones de p4

ypPp
ga = f(pa. pg). funcién de demanda para A:

g = g(pa. pr). Tuncién de demanda para B. |
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Podemos encontrar cuatro derivadas parciales:
dga .
P la demanda marginal para A con respecto a pa;
OPA

g a

. la demanda marginal para A con respecto a py;
Ps

difg

. la demanda marginal para B con respecto a p y;

9PA

EJ(]B i
P la demanda marginal para B con respecto a pp.
Pr

En condiciones comunes, si el precio de B estd fijo y el de A aumenta, la
cantidad demandada de A disminuird. Asi, dq,/dp. < 0. Similarmente,
aqp/dpg < 0. Sin embargo, dq,/dpg v dqg/dp 4 pueden ser positivas o negati-
vas. S1

Ej—qi >0 vy é%
dpp Tdpa

>0

entonces se dice que A v B son productos competitivos o sustitutos. En csta
situacion, un incremento en el precio de B ocasiona un incremento en la de-
manda de A, s se supone que el precio de A no cambia. Similarmente, un in-
cremento en el precio de A ocasiona un incremento en la demanda de B cuando
el precio de B se mantiene fijo. La mantequilla y la margarina son gjemplos de
sustitutos.

Consideremos una situacidén diferente. decimos que si

iqﬁ’\ <0 ddp

dpg AP A

< 0,

entonces A y B son productos complementarios. En este caso, un incremento
en el precio de B causa una disminucién en la demanda de A, si el precio de A
no cambia. Similarmente, un incremento en el precio de A causa una disminu-
cién en la demanda de B. cuando el precio de B se mantiene fijo. Por ejemplo,
las camaras y las peliculas fotograficas son productos complementarios. Un in-
cremento en el precio de la pelicula hara mds cara la toma de fotogratias. Por
tanto, la demanda de camaras disminuird.

| [pre— A . .z . I
EJEMPLO 4 Determinacién si los productos son competitivos
o complementarios

Las funciones de demanda para los productos A y B son cada una funcién de
los precios de A y B y estan dadas por

50V py 75pa

da — ¥ 4= S

Vpa Vs

respectivamente. Encontrar las cuatro funciones de demanda marginal y determi-

nar también si A y B son productos competitivos, productos complementarios o
ni uno ni otro.

Solucion: si hacemos g, = 50pR'pi° v gy = T5paps”, tenemos

i ! ~3/2..1/3 —3/2
e (—2) PP = =25p 07 py,




Como p, v pp representan precios, ambas son positivas. Por tanto, dg, /opg > 0
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JG TR 4 T | BT
= = e (;) Pe” = PAJ/'PB"'IH

Jpy 3

dgg _z —2

=T — 75155 = T30,

rp.*\

dqp 2 5 =
—— =75pa (__) Pe P = —S0pape A,
Jpg 3

y dgg/dp, > 0. Concluimos que A y B son productos competitivos.

[}
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Fara las finciones de costos conjuntos en los problemas del 1 al 3, encuentre el costo marginal indicado al nivel de produccion dado.

5 . e .
L ¢ = Tx + 03y + 2y + 900; % x =20,y = 30.

ay

S —— H "
2 c=xVx + y -+ 5000; d—‘ x =40,y = 0.
X

dc

3¢ =003(x + y)} — 06(x + y)2 + 95(x + y) +7700; ——x=50.y = 80.

ox

Para las funciones de produccion en los problemas 4 y 5, encuentre las funciones de produccion marginal P /ok y aP jol.

4. P = 20lk — 2I° — 4i + 800.

], P — l‘:‘Sj[EJ,ll)ikH,"lﬁ-l

6. Funcién de produccion Cobb-Douglas  En economia,
una funcién de produccién Cobb-Douglas tiene la tfor-
ma P = Al"k" donde A.« y B son constantes v
a+ B = 1. Para tal funcién, demuestre que

a. AP/l = aP/l.
b. aP/dk = BP/k.

7 P
€. Id_f: + I\'r:T = P. Esto significa que al sumar los pro-
(£ oK

ductos de la productividad marginal por cada factor y la
cantidad de ese factor, se obtiene la produccion total P.

En los problemas del 7 al 9, ¢ 5 v qg son funciones de demanda para los productos A y B, respectivamente. En cada caso encuen-
tre dqa/opa, 0G5/ 0P, dqu/dpa, dgu/0pg v determine si A v B son competitivos. complementarios o ni uno ni otro.

7. ga = 1000 — 50ps + 2py: g = 500 + 4py — 20py.
0o 500

9. o= = (g = ———.
PaV Py pB\E/PA

8. ga=20— pa — 2py g = 50 — 2ps — 3pg.

10. Manufactura canadiense La funcién de produccion
para las industrias manufactureras canadienses en 1927
sc estimé con la expresion® P = 33.0/"°%"2 donde P es
la produccién, / es el trabajo v & el capital. Determine la
productividad marginal de la mano de obra y del capi-
tal. v evaliela cuando !/ =1y k = 1.

"P. Daly v P. Douglas, “The Production Function for Canadian
Manufactures™, Journal of the American Statistical Association, 38
(1943),178-186.

11

.

Granja lechera Un estimado de la funcion de produc-

cion para las granjas lecheras en Towa (1939) estd dado
9

por

P = A(‘).]?‘ BH.!H C*li‘.”] DD.JH F”‘”l} FFJ.L‘T’
s &

donde P es la produccién, A el terreno, B el trabajo, C
son mejoras, D activos liquidos, E activos de trabajoy F

'G. Tintner v O. H. Brownlee, “Production Functions Derived from
Farm Records™, American Journal of Agricultural Economics. 26
(1944). 566-571.
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gastos de operacion en efectivo. Encuentre las producti-
vidades marginales para el trabajo y las mejoras.

2. Funcién de produccion  Suponga que una funcion de

i

k =l
a. Determine las funciones de productividad marginal.
b. Demuestre que cuando k& = [, la suma de las produc-

tividades marginales es una constante.

3. Compensacion a MAN  En un estudio sobre el éxito
alcanzado por jovenes graduados con maestria en ad-
ministracion de negocios (MAN). se estimé que para
gerentes (contadores. analistas, etc.) la compensacion
anual z (en délares) estd dada por

produccion estd dada por /? =

7 = 43960 + 4480x + 3492y,

donde x y y es el nimero de afios de experiencia en el
trabajo antes y después de recibir su titulo de maestria,
respectivamente.'’ Encuentre dz /ox ¢ interprete su re-
suftado,

14. Condicién social La condicion general S, de una per-
sona se cree que es una funcion atribuible a [a educacion
S,y alingreso S, donde §,. S, y §; estdn representadas
numéricamente. Si

& =198 %5,

determine aS,/dS, y 45,/aS; cuando S, = 125
y S, = 100, € interprete sus resultados.!!

—
tn
v

Facilidad de Jectura A veces queremos evaluar el
grado de legibilidad de un documento escrito. Rudolf
Flesch'? desarrollé una funcién de dos variables que
hace esto, a saber,

R = fl{w,s) = 206.835 — (1.015w + 0.8465),

donde R es el puntaje de facilidad de lectura, w el nt-
mero promedio de palabras por oracién en muestras
de 100 palabras, y s el nimero promedio de silabas en
tales muestras. Flesch afirma que un articulo para el
cual R = 0, es "précticamente ilegible™, pero que uno
con R = 100 ~es fécil para cualquier persona que sepa
leer”. (a) Encuentre aR /dw y aR jds. (b) ;Qué es mas
fdcil de leer, un articulo para el cual w = w,y 5 = 3,
uotro parael cual w = w, + lys =s,?

A . G. Weinstein y V. Srinivasen, “Predicting Managerial Success of
Master of Business Administration (M.B.A.) Graduates™, Journal of
Aplied Psvchology, 539, nim. 2 (1974),207-212.

”Adﬂpmdo de R.K. Leik y B.F. Meeker, Mathematical Sociology
(Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, Inc.,1975).

PR. Flesch. The Art of Readable Whriting (Nueva York: Harper &
Row Publishers, Inc.. 1949).

16. Modelo de una voz El estudio de las frecuencias de
las vibraciones de un alambre tenso es Gtil al considerar
la voz de un individuo. Suponga que

1 / T
“ 7 biN mp
donde w (letra griega “omega™) es la frecuencia, b el
diametro. L la longitud, p (letra griega “rho™) la densi-
dad y r (letra griega “tau”} es la tensién."? Encuentre
dw /b, dw /AL, dw/dpy dw/dT.
17

Flujo de transito  Considere la siguiente situacion de
trdnsito. En una autopista con dos carriles en cada di-
reccidn, se encuentra un vehiculo de mantenimiento
bloqueando el carril izquierdo (véase la fig. 16.11). Dos
vehiculos (anterior y posterior) circulan sobre el carril
derecho a cierta distancia uno del otro. El vehiculo sujeto
puede escoger llenar o no el hueco entre los vehiculos
anterior y posterior. Esa decision puede basarse no sélo

Vehiculo de
mantenimiento

[

Vehiculo
sujeto

Carril izquierdo

[—x—]

]

Vehiculo
que sigue

s

Vehiculo
de carga

Carril derecho

FIGURA 16.11 Diagrama para el problema 17.

en la distancia x mostrada en ¢l diagrama, sino en otros
factores (como la velocidad del vehiculo posterior). Un
indice de espacio, g, se ha usado en el analisis de tal
decision.'*" Entre mayor es ¢l valor de g, mayor es la
propension del vehiculo sujeto a ocupar el espacio. Su-
ponga que

X Vr‘—vs)
== —[075 + - ,
= (7 192

donde x (en pies) es el espacio, V' la velocidad del ve-
hiculo posterior (en pies por segundo) y V| la velocidad

PR.M. Thrall, I. A. Mortimer. K. R. Rebman y R.F. Baum, editores.
Some Mathematical Models in Biology, edicién revisada. Reporte
ntim. 40241-R-7. Preparado en la Universidad de Michigan, 1967,
P M. Hurst, K. Perchonok vy E. L. Seguin, “Vehicle Kinematics and
Gap Acceptance”, Journal of Applied Psychology, 52, nim. 4 (1968),
321-324.

PK. Perchonok y P.M. Hurst, “Effect of Lane-Closure Signals upon
Driver Decision Making and Traffic Flow”, Journal of Applied
Psychology, 52, nim. 5 (1968),410-413.
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18.

19.

20.

del vehiculo sujeto (en pies por segundo). Del diagra-
ma parece razonable suponer que si Vi y Vg son cons-
tantes y x crece, entonces g deberia crecer también.
Demuestre que esto es cierto aplicando cédlculo a la
funcién g dada anteriormente. Suponga que x, Vpy Vg
SOn positivas.

Demanda Suponga que las ecuaciones de demanda
para los productos relacionados A y B son

16

= =
PaPsi

= Fpg)
Ga = € (palrn Y g
donde ¢, y g5 son los nimeros de unidades demanda-
das de A y B cuando los precios unitarios (en miles de
doélares) son p, ¥ pg. respectivamente.

a. Clasifique A y B como competitivos, complementa-
rios o ninguno de los dos.

b. Si los precios unitarios de A y B son $1000 y $2000,
respectivamente, estime el cambio en la demanda de
A cuando el precio de B disminuye $40 y el precio
de A se mantiene constante.

Demanda Las ecuaciones de demanda para los pro-

ductos relacionados A y B estdn dadas por

Ga = «-, Y g8 = 5
78 Py
donde g, y ¢y son las cantidades demandadas de A y de

B.y pa y pg son los correspondientes precios (en déla-
res) por unidad.

a. Encuentre los valores de las dos demandas margina-
les para ¢l producto A cuando p, = 8y py = 64.

b. Sipy se reduce de 64 a 60, con p, fijo en 8, use la par-
te (a) para estimar el cambio correspondiente en la
demanda para el producto A.

Funcién de costos conjuntos La funcidn de costos

conjuntos para producir ¢ , unidades del producto A

v ¢ unidades del producto B estd dada por

24,3 12

g % + quqlf® + 600,

donde ¢ esta en dolares.

a. Encuentre las funciones de costo marginal con res-
pectoa g, v qp.

b. Evalie la funcién de costo marginal con respecto a
gacuando gy = 17y g3 = 8. Redondee su respues-
ta a dos decimales.

1], Silberman y G. Yochum, “The Role of Money in Determining
Election Outcomes™, Social Science Quarterly, 38, nim. 4 (1978),
671-682.
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21. Elecciones

22

757

¢. Use su respuer a a la parte (b) para estimar el cam-
bio en el ¢ -0 si la produccién del producto A dismi-
nuye de 17 a 16 unidades, mientras que la produccion
del producto B se mantiene en 8 unidades.

Para las elecciones de 1974, el porcentaje
republicano R del voto republicano-democritico en un
distrito estd dado (aproximadamente) por'

R=1E.Es L, 1, N}
= 15.4725 + 2.5945F, — 0.0804E7 — 2.3648E, +
0.0687E% + 2.19141, — 0.0912]7 —
0.80967, + 0.008115 — 0.0277E,1, +
0.0493F,1, + 0.8579N — 0.0061 N7,

Aqui, £,y £, son los gastos de campafia (en unidades
de $10,000) de los republicanos y demdcratas, respecti-
vamente: [, e I; ¢l nimero de periodos en los que han
estado en el Congreso, mds uno. para los candidatos
republicano y demdcrata, respectivamente, y N es el
porcentaje del voto presidencial de los dos partidos que
Richard Nixon obtuvo en el distrito en 1968, La varia-
ble N da una medida de la fuerza de los republicanos en
ese distrito.

a. Enel Acta de 1974 de la Campana Federal de Eleccio-
nes, el Congreso impuso un limite de $188.000 para
los gastos de campana. Analizando AR /AE,. ;habria
aconsejado usted a un candidato republicano con
nueve periodos en el Congreso. gastar $188,000 en su
campana?

b. Encuentre el porcentaje por encima del cual el voto
de Nixon tuvo un efecto negativo sobre R: eslo es.
encuentre N cudndo 4R /N < 0. Dé€ su respuesta al
porcentaje entero mas cercano.

Ventas Después que un nuevo producto se ha lanzado
al mercado, su volumen de ventas S (en miles de unida-
des) esta dado por

g < AT +450

VA + 17
donde T es el tiempo (en meses) desde que el producto
fue introducido por primera vez y A la cantidad (en
cientos de dolares) gastada cada mes en publicidad.

a. Verifique que la derivada parcial del volumen de ven-
tas con respecto al tiempo estd dada por

as AL — 4507
ar (A + T

b. Use el resultado de la parte (a) para predecir el ni-
mero de meses que transcurrirdn, antes de que el
volumen de ventas empiece a descender, si [a canti-
dad destinada a publicidad s¢ mantiene fija en $9000
por mes.
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‘eq f una funcion de demanda para el producto A y g, = f(pa.pg) donde q 4 es la cantidad demandada de A cuando su precio
or unidad es p 5 v el precio por unidad del producto B es py. La elasticidad parcial de la demanda de A con respecto a p 5. de-
otada m,, se define comom, = (pa/qa)(dqa/9py). La elasticidad parcial de la demanda de A con respecto a py, denotada v,
e define como m,, = (Pu/qa)(dga/dps). En términos generales v, , es la razon de un cambio porcentual en la cantidad deman-
lada de A con respecto a un cambio porcentual en el precio de A cuando el precio de B esti fijo. De manera similar, n, puede
aterpretarse como la razén de un cambio porcentual en la cantidad demandada de A a un cambio porcentual en el precio de B
uando el precio de A estd fijo. En los problemas del 23 al 25 encuentre w, v m,, para los valores dados de p, v py

3. ga = 1000 — 50ps + 2pg: pa = 2, ps = 10. 24. g, =20 — py — 2pt pa = 2.pg = 2.
5. ga = 100/(paV )i pa=1l.ps =4

(Al Determinar deriva- 17

: c! 16.4 DIFERENCIACION PARCIAL IMPLICITA
las parciales de una funcién de- e 2fi

inida de manera implicita. Una ecuacién en x.y y z no necesariamente define a z como funcién de x y y.
Por ejemplo, en [a ecuacion

==y =0, (1)

six =1yy=1,entoncesz* —1 —1 =0, por loque z = V2. As, la ecua-
cién (1) no define a z como funcidn de x y y. Sin embargo, despejando z de la
ecuacion (1) se obtiene

=V +y* 0o z=—Vx+ )y,

cada una de las cuales define a z como funcién de x y de y. Aunque la ecua-
cion (1) no expresa de manera exphcnta a z como funcién de x y y, puede con-
siderarse que expresaa g impffcimmeme como una de dos funciones diferentes
de x y y. Note que la ecuacion 22— —v‘ = 0 tiene la forma F(x,v,z) =0
donde F es una funcion de tres variables. Cualquier ecuacién de la forma
F(x, vy, z) = 0 puede considerarse que expresa a z de manera implicita como
un conjunto de posibles funciones de x y y. Ademds, podemos encontrar iz /ix
y 0z /ay directamente de la forma F(x. y, z) = 0.
Para encontrar dz /ox de

2—x— =0, 2)

diferenciamos primero ambos miembros de la ecuacion (2) con respecto a x
tratando a z como funcion de x y y, y tratando a y como constante:

ax dx
d d d., 5
L —tE s = =1
dx ox ax -
r ("2:
Ya que v ¢s tralada como una cons- ZZT —=2x —0=0.
Ay ox

ante, — = (.
X

Al despejar dz /dx, obtenemos
0z
Cdx

iz

| =

a.x

""Puede omitirse sin pérdida de continuidad.

0
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Para encontrar dz /dy diferenciamos ambos miembros de la ecuacién (2) con
respecto a y considerando a z como funcién de x y y. y manteniendo a x
constante:

2 2N =—
— (77— x* — = 0 ]
(@ X =) =0
9 ax \
2750 — 0 — 2y =0 (==0).
(jy - H_\ !
0z
z— = 2y.
45}? 0
De aqui que,
az ¥
dy g

El método que usamos para encontrar dz/dx y dz /gy se llama diferenciacion
parcial implicita.

EJEMPLO 1 Diferenciacién parcial implicita
. Xz ; bz

Si + v° = 0evaluar — cuando x = —1,y =2y z = 2.
x+y - ox ’ )

Solucion:  tratamos a z como funcién de x y y, y diferenciamos ambos miem-
bros de la ecuacién con respecto a x:

d [ xz% E] 0
— + — (v} = —(0).
ax (x + _v) ax ) {'%.k'( )

Si usamos la regla del cociente para el primer término a la izquierda, tenemos

5 8

GE 7 _v)%_(xzj) = ¥z ==(x + ¥)

ax

- 0=0.
(x + ¥)° ¥

a .,
Con la regla del producto para ,j—(xz*) resulta
dx

(x + y}[x(Zz(::i) + zz(l)] — xz%(1)

5 = 0.
(x + y)*
Despejamos dz /ox. y asi obtenemos
0z 5 ,
2xz(x + y) E)f + 2% + 3) — 220 =40, I
ox
9z X —x+y) vz
= =———— 7 #F0.
ax 2xz(x + y) 2x(x +y)
Entonces,
il =2
ax|(-1,2.2)
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—
E

JEMPLO 2 Diferenciacion parcial implicita

Sise” ™ = uln(* +

1), determinar dt/ou.

Solucién: consideramos a f como funcién de r, s y u. Diferenciando ambos
miembros con respecto a u, mientras mantenemos constantes a r y a s, obte-
nemos
9, 3 .
—(se" ") = —[uIn(r* + 1)],
Hu( ) du [ ( )]
- d % i, s O :
2sue” T = U [In(r* 4+ 1)] + In(r* + I)I_T(u) (regia del producto),
Au i
2.3 2t ot
2sue” T = u— — + In(e* + 1).
-+ 1 du

Por tanto,

ar

dut

(2 + 1)[2sue”™™ — (2 + 1)]
2ut )

B Ejercicio 16.4

En los problemas del I al 11 encuentre las derivadas parciales indicadas por el método de diferenciacién parcial implicita.

1.+ y+ 7= dz/ox.
282 — XX —4y?=0; az/foy.
¥t — 2y — 2 + Py =20,
et et et =10 az/ay.

. In(z) + 9z —xy=1; az/fax.

(2 + 6xy) VX +5=2; az/ay.

now

dz/dx.
T
9

11.

&

72 =S¥ = y2 =0
31 + y: + 27 9:

3

az/ax.

iz/dy.
 —xz—y=0; az/ix.
xyz + 2y%x — 0:

Inx+Iny—Inz=e"

-
<

az/ax.
dz/dx.

En los problemas del 12 al 20 evaliie las derivadas parciales indicadas para los valores dados de las variables.

12. xz+xyz —5=0; az/ox.x=1ly=4z=1 13, x2+yz—12=0; dz/ox,x =2,y =2,z =3.
14. e = xyz; dzfdy,x =1,y =—e',z=-1 15. ¢ = —xyz; azfax,x = —€ /2,y =1,z =2
16. Vxz +y> —xy=0; azfay.x =2.y=2,2=0. 17. lnz=4x+y; dzfox,x =5y=-20z=
2 + r2

8. 55 =rn arfar=0s=11=0. 19. 2" =10, arfarr=1,5=2r=4

5 = rs
20. In(x + z) + xyz = K%' azfax,x =0,y =1z= L
21. Funcion de costos conjuntos Una funcidn de costos a. Si gy =6y gg = 4, encucntre el correspondiente al

conjuntos estd definida en forma implicita por la
ecuacion

¢+ Ve =12+ q.V9 + g3,

donde ¢ denota el costo total (en ddlares) de producir
g unidades del producto A y ¢ unidades del produc-
to B.

valor de ¢.
b. Determine los costos marginales con respecto a ¢, ¥
gp.cuando g, = 0y gy =4




Calcular derivadas
parciales de orden superior.
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16.5 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Siz = f(x, y), entonces no sélo z es una funcion de x y y, también f, y f, lo
son. Por lo que podemos diferenciar f, y f, para obtener derivadas parciales
de segundo orden de f. Simbdlicamente,

Fecsignifica (f.).  fyy significa (f,),,

[,y significa (f,),. f,, significa (f,),.

En términos de la notacion 4,

Pz . ... ooz Pz . ... ooz
S significa—| — |, ——— significa—| — |,
ax* x| dx dydx dyl dx

"2

z . .. alez] &z . .. afaz
——significa—| — |, — significa—| — |.
dx dy dx | dy ay- ayldy

Observe que para encontrar f,,, diferenciamos primero f con respecto a x.
Para a°z /axay, primero diferenciamos con respecto a y.

Podemos extender nuestra notacién mds alla de las derivadas parciales de
segundo orden. Por ejemplo. f,, (0 #°z /dydx”) es una derivada parcial de tercer
orden de f, esto es, la derivada parcial de f,, (0 #°z /0x?) con respecto a y. Una
generalizacion a derivadas parciales de orden superior con funciones de mas
de dos variables deberia ser obvia.

| ———— .
EJEMPLO 1 Derivadas parciales de sequndo orden

Encontrar las cuatro derivadas parciales de segundo orden de f(x, y) =x"v +
2.2
Xy

Solucion: como
f.Lx, ¥) = 2% + 2%3°,

tenemos

) - o
fulx.y) = i(Zx_v + 2xy?) = 2y + 2y°

5 :
folx,y) = 5-(2xy + 2xy?) = 2x + 4xy,
: ay
También, como

fo(x. ¥) = %% + 222,

fenemos

J . , )
fuslom §) = ol +-2p) =2x¢

fue,¥) = (2 + 26%9) = 2x + dxy,
: (¢
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Las derivadas f, y f,, se [laman derivadas parciales mixtas. Observe en el
ejemplo 1 que f,,(x, y) = f1x(x, y). Bajo ciertas condiciones, las derivadas par-
ciales mixtas de una funcién son iguales; esto es, el orden de diferenciacion es
irrelevante. Puede suponerse que éste es el caso para todas las funciones que
consideremos.

" EJEMPLO 2 Derivada parcial mixta
A 3
Encontrar el valor de ——— (_ - siw = (2x + 3y + 4z)"
dz dy dx|(1.2.3)

Solucion:

dw , d

20— 3(2x 4+ 3y + 422 "(2x + 3y + 42)
ax ’ ax :
= 6(2x + 3y + 4z)%,
'JI. ) ) —,l
Y = 6. 2(2x + 3y + 42)— (2x + 3y + 42)
dy dx ay
=36(2x + 3y + 4z),
_,}.’
_T%W  _ 36.4 = 144.
dz dy dx
Por lo que,
P w
0z oy 0x|(1.2.3)
n
*W EJEMPLO 3 Derivada parcial de segundo orden de una funcién implicita

¥z . 5
Determinar ( > 815 = xy.

ax”

Solucion: por medio de la diferenciacién implicita determinamos primero
dz fax:

ad 5 d

— ) = — |ty

ax () ox (xy)
0z

2z— =y,

dx
dz y
== 2710
ax 2z

Al diferenciar ambos miembros con respecto a x, obtenemos

ofos]_sfi ]
ax| ax axl 27 |

&%z 1 _dz

yz —,
ax? e ax

'"Si no se estudié la seccién 16.4, omitase.
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Al sustituir y /(2z) por dz /dx, tenemos

s Ejercicio 16.5

En los problemas del I al 10 encuentre las derivadas parciales indicadas.

L f(xy) = 4% fi(xy). fule ).
3 f(ny) =T+ 3y f(5 0 Ful ) S 9).
S f(xy) = 96 (), Sl ¥ fun (X9

& 1 Ly v
T S P L 5
ax? 2% (Z‘z) a7 ¢ ’
a
2. flx.y) =42+ 50 — 3y, fuln, 9), Fel2 3)-
4. flx,y) = (2 + xy+ PP+ xy +1);
f (X. y)’ f.\'\‘('r? ,V)
6. flx,y) =1In(x* +y) + 20 fulx.¥). ful. ) fun( 2. ¥)- 7. f(xp) = (x + y)(xy)  fulx 3), filx ¥)s fuelx ¥)
f\‘_v(x' y)
Ly 2 o D St mz) % 2= VAl g 52

8. f(x,y.2) = %’z

1. _In(x*+5) sz &z

v dx’ dy dx

En los problemas del 11 al 16 encuentre el valor indicado.
11. Si f(x, v, 2) = 7.encuentre [, (4, 3,—2).

13. Si f(1. k) = 5Pk — k7. encuentre f,(8,1).

15. Si f(x,y) = v’ + In(xy),encuentre f,,, (1. 1).

12. Sif(x,y,z) = 2 (3x? — 4xy"),encuentre f,,.(1,2, 3).
14. Sif(x,y) = 2x%y + xy* — x?y% encuentre f,,,(5,1).

16. Sif{x.y) = x* — 6xy* + x* — y*,encuentre

Jo(1, 1),

17. Funcion costo  Suponga que ¢l costo ¢ de producir
q, unidades del producto A y gy unidades del pro-
ducto B esta dado por

¢ = (3qi + qn + 4
v que las funciones de demanda para los productos es-

tdn dadas por

q,\:lﬂ—p,\-i-pfj

gg = 20 + py — 1lpg.
Encuentre el valor de

2
aie

aq A A

cuando py = 25y py = 4.
18. Para f(x. y) = x*y* 4 3x%y? — 7x + 4, demuestre que

Jr\_u(-‘_- \) = f\.n()‘-- y)

19. Para f(x, y) = 8x" + 2x*y? + 5y, demuestre que

Folx.y) = Fux(x, ¥).
20. Para f(x,y) = xe”*, demuestre que

x.fu.\-(x-}’) = yfx,\(‘r*y) = 0.

2 i .2 ¥z | oz
21. Para z = In(x~ + y°), demuestre que 2 +
52

=0

2

dy”

. Z
1922, Si2z2 — x? — 4y2 = (), encuentre 2
ax

.Zz

1L Fod 2 S d
23, Siz® — 3x° + y- = 0,encuentre i
V2

7

il

924, Si2z2 = x° + 2xy + xz.encuentre ——.
’ dx ay

Omitase si no se estudié la seccion 16.4.
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Demostrar cémo
ncontrar derivadas parciales

e una funcidn de funciones
tilizando la regla de la cadena.

16.6 REGLA DE LA CADENAZ®

Suponga que un fabricante de dos productos relacionados A y B tiene una
tuncidén de costos conjuntos dada por

¢ = f(qa-qs),

donde ¢ es el costo total de producir las cantidades g, y g de A y B, respecti-
vamente. Ademds, suponga que las funciones de demanda para los productos
son

da = &(Pa-Ps) Y g8 = h(pa.ps).

donde p, y py son los precios por unidad de A y B, respectivamente. Como ¢ es
una funcion de ¢, y gp. y ya que éstos son a su vez funciones de p, y pj, entonces
¢ puede considerarse una funcién de p, y py (de manera apropiada, las varia-
bles g, y ggse llaman variables intermedias de c¢). En consecuencia, deberfa-
mos poder determinar de /dp, la razén de cambio del costo total con respecto
al precio de A. Una manera de hacer esto es sustituyendo las expresiones
g(P4. Pp)y hipa. pg) POT g ¥ gp, respectivamente, en ¢ = f(q4, ). Entonces
¢ es una funcion de p, y ps y podemos diferenciar ¢ con respecto a p, directa-
mente. Este procedimiento tiene algunas desventajas, especialmente cuan-
do f, g o h estan dadas por una expresion complicada. Otra manera de atacar
el problema seria por medio de la regla de la cadena (en realidad, una regla de
la cadena), que ahora enunciamos sin demostrarla.

Regla de la cadena

Sea z = f(x, y) donde x y y son funciones de r y s dadas por x = x(r,s) y
y = y(r,s). Si f, x y y tienen derivadas parciales continuas, entonces z es
una funcién de ry s,y

bz _ dzdx | 9zdy
or: 8% dr 3y or

oz _dzax  ozdy
s  dx ds Ay ds

Observe que en la regla de la cadena. ¢l nimero de variables intermedias
de z (dos), es el mismo que el numero de términos que componen cada una de
dz /ary az fos.

Regresando a la situacion original en lo que concierne al productor, vemos
que si f, g4 v qp tienen derivadas parciales continuas, entonces, por la regla de
la cadena,

dc ¢ dga n e dqp
dpn  0Ga 0pa  Aqp Ipa

._EJEMPLO 1 Tasa de cambio del costo

Para un fabricante de camaras y peliculas. el costo total ¢ de producir q. cimaras
v qrrollos de pelicula esti dado por

¢ = 30gc + 0.015gcq: + g + 900.

“Puede omitirse sin pérdida de continuidad.
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Las funciones de demanda para las camaras y los rollos estdn dadas por

9000

Qe = — — ¥
PcV Pr

donde p es el precio por camara y prel precio por rollo de pelicula. Encontrar
la tasa de cambio del costo total con respecto al precio de la camara cuando
pPc=50ypr=1.

g = 2000 — pe — 400py.

Solucion: primero debemos determinar dc /dpe. Por la regla de la cadena,

9 _ 8¢ % , B¢ 9x
dpc  dqc dpc  9qr dpc
—9000

PN pr

(30 + 0.015%)[ } + (0.015gc + 1)(—1).

Cuando p- = 50 y py = 2, entonces g- = 902 y gr = 1150. Sustituyendo
esos valores en de /dp -y simplificando, obtenemos

dc

- H=50 B —123.2.
opc

9
pr=2

La regla de la cadena puede extenderse. Por ejemplo, suponga que
z = f(v,w,x,v) y que v, w. x vy son todas funciones de r, s y 1. Entonces, si se ,
suponen ciertas condiciones de continuidad. puede considerarse a z como una
funcién de r, 5 y t. por lo que tenemos

dz 4z dv dz dw | 9z dx I dz dy
ar  dvor  dw dr  dx Ir Ay ar

0z dz dv dz dw az ox Az dy
g ey o bt
ds  dv ds  Jw ds dx ds  dy as |

a 4z dv dz dw | dz dx | dz dy
0% . F% 08 o e g B
ot av dt 0w ot dx dt ay ot
Observe que el nimero de variables intermedias de z (cuatro) es el mismo que
el nimero de términos que forman cada una de dz /dr, dz /ds y dz jot.
Consideremos ahora el casoen que z = f(x,y) talque x = x(r) yy = v(1).

Entonces,
dz _ dzdx | 9z dy
di  dx dr  dy dt’
Utilice los simbolos de derivadas Aqui usamos el simbolo dz /dr en vez de dz /ot ya que z puede considerarse co-

parciales v los simbolos de derivadas moe una funcién de una sola variable ¢. En la misma forma, los simbolos dx /dt y

GrimaTiss desmRBeTe ApTapiata dy /dr se usan en vez de dz /ot y 9z /ot. Como se ha visto, el nimero de términos ;
que componen dz /dr es igual al nimero de variables intermedias de z. Otros ca-
sos se trataran de manera similar.
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® EJEMPLO 2 Regla de la cadena
a. Siw = f(x,y, 2) = 3x%y + xyz — 4y’2’, donde
x=2r—3s, y=6r+s y z=r —sy,

determinar 0w/ dr y dw/ds.
Solucion: como x, y y z. son funciones de r y s, entonces por la regla de
la cadena,

dw 0w dx " aw dy dw az

ar dx or dy dr dz ar
= (6xy + yz)(2) + (3x* + xz — 8yz')(6) + (xy — 12y’2°)(1)
= x(18x + 13y + 6z) + 2yz(1 — 247* — 6Gyz).

También,

dw _ dwdx | awdy | dw iz

ds dx os ay ds dz ds
7

= (6xy + yz)(—3) + (3x* + xz — 8yZ*)(1) + (xy — 12y°2°)(—1)
= x(3x — 19y + z) — yz(3 + 8z* — 12yz).

) x +e* )
b. §iz = sdonde x = rs + se”" vy = 9 + rt, evaluar 0z/ds cuando
¥ Y

r=—-2s5s=5yt=4
Solucion: como x y y son funciones de . s y ¢ (note que podemos escribir

y =9 +rt +0-5), porlaregla de la cadena,

dr _ Bebx , 929y

as ax ds ay ds
1 iz + e
(¥%r+W)+¥~w):’ =

Sir=—2,5 =5yt = 4,entonces y = L. Asi,

I

-2+ ™ .
=_cT€ _ —2 + ¢

§=3
=4 1

dz
as

r==—2

" EJEMPLO 3 Regla de la cadena

a. Determinar oy/orsiy = x’In(x* + 6) y x = (r + 3s)°.

Solucion: por laregla de la cadena,

ay _dyx
ar dx or

3
= [rz . x44j- ” + 2x - In(x* + 6)}[6()‘ + 3s)°]

2x*

el 6)]

= 12x(r + 35’)5[
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b. Dado z = ", x =r — dsyy = r — s, encontrar 3z Jor en términos de r
ys.
Solucién:
0z _ dz dx | dz dy
Jar dx dr ay ar
(ye)(1) + (xe™)(1)
= (x + y)e¥

Il

Comox =r —4syy=r —s,

o
-_Z = [(]‘ e 45) 4+ (1" — S}Je(rﬂls}{rﬂ}
or

— (2’ — Ss)erlfir.\*ﬁh'l.

an Ejercicio 16.6 ¥

En los problemas del 1 al 12 encuentre las derivadas indicadas usando la regla de la cadena.
Lz=5x+3y,x=2r+3s,y=r—2s; dz/or.0z/0s. 2. z2=x+3xy+7x=0r —2sy=>5%

lz=Yx=2+3,y= Vi dz/dr. dz/dr, dz/os.

4, 7z = VE8x + v,x ="+ 3+ 4, 5 w= x7 + xyz + yotox = 5t
y=1r+4; dz/dr y=2+3z=6—1 dw/d.

6. w = In(x* + ¥* + %), T z=(F+ )V x=r+s+1
x=2-3ny=r+3z:=4—1r dw/d. y=2r—3s + 8t; dz/or.

8. z=Vxl+ Y x=r+s—1 9. w=x*+xyz+ yx=r—s,
v=r—ys -+t azfor. Yy =rs,z=2r — 3s; dw/ds.

Wow=e¥ x=r% y=r—52=rs% owor 1 y=x —Tx +5.x=19rs + 25%%  dyfor.

12. y =4 — X x = 2r + 35 — 41 ay/ar.

rsy vy =r — 2s.evalie ¥

13. Siz = (4x + 3y)". donde x
dz/dr cuandor = 0ys = 1.

14. Siz = V/5x + 2y.donde x = 4 + 7y qs = 20 + psy — llpg.
v =* — 3t + 9,evalde dz/dr cuandot = 1.

dc dc
15. Siw = & '(x? + 42%),donde x = rs,y =25 — ry Use la regla de la cadena para evaluara y 5
z = r + s,evalie dw/dscuandor = 1lys = —1. cuando py = 25y pg = 4. * ¢
16. Siy = x/(x — 5),donde x = 2t — 3rs — r’1. evalie
dyfarcuandor = 0,5 = 2yt = —1. 18. Suponga que w = f(x, y),donde x = g(¢t) y y = h(r).
17. Funcion de costo  Suponga que el costo ¢ de producir a. Establezca unaregla de la cadena que dé dw/dt.
¢ 4 unidades del producto A y g, unidades del producto b. Suponga que (1) = t, de modo que w = f(x, 1),
B esta dado por donde x = g(r). Use la parte (a) para encontrar
dw/dr y simplifique su respuesta.
¢ = (3q% +qi +4)'° 19. a. Suponga que w es una funcion de x y y,y que a su
vez x y v son funciones de s y 7. Establezca una regla
v que las funciones de demanda para los productos estdn de la cadena que exprese dw/ds en términos de las
dadas por derivadas de estas [unciones.

ga =10 — py + piy
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b. Sea w = 3x’In(x — 2y), donde x =sVi—2 y td dada por [ = Lg(h),donde L es el nimero de traba-
y=1—3e" " Usela [')aﬂe (a) para evaluar dw/os jadores, h el nimero de horas por dia por trabajador y

cuandos = 1yt = 3.

0. Funcion de produccion Al considerar una funcién de

g(h) una funcidn de la eficiencia del trabajo. Al maximi-
zar la ganancia p dada por

pro.dtllc.cién P =¥l 'k). donde / es tj:} trabajo v k el capi- p = aP — whL,
tal inicial, Fon, Boulier y Goldfarb™ suponen que [ es-

donde a es el precio por unidad de produccion y w el
salario por hora por trabajador, Fon, Boulier y Goldfarb

'V. Fon, B. L. Boulier y R. S. Goldfarb, “The Firm's Demand for determinan dp /oL y ap /oh. Suponga que k es indepen-
Jaily Hours of Work: Some Implications”, Adantic Economic diente de L y /i, y determine estas derivadas parciales.

‘ournal, X111, nam. 1 (1985), 36-42.

Analizar maximos

' minimos relativos para
leterminar puntos criticos. y
iplicar la prueba de la segunda
lerivada para una funcion de
los variables.

16.7 MAXIMOS Y MINIMOS PARA FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Ahora extenderemos los conceptos de maximos y minimos relativos (o extre-
maos relativos) a funciones de dos variables.

Definicion
Se dice que una funcién z = f(x, y) tiene un mdximo relative en ¢l punto (x,.
¥u), esto es, cuando x = x, ¥y ¥ =y, si para todo punto (x. v) en el plano que

esté lo suficientemente cercano a (x, v,) se tiene
f‘! Xiss _"’rw) = . ¥ (1)

Para un minimo relativo, reemplazamos en la ecuacion (1) = por =,

Decir que z = f(x, y) tiene un maximo relativo en (x;, ¥,) significa, en forma
geométrica, que el punto (xy, ¥y, Zy) sobre la grafica de f es mayor que (o tan
alto como) todos los otros puntos sobre la superficie “cercanos” a (xg, Vo, 2g).
En la figura 16.12(a), f tiene un maximo relativo en (x,, y;). En forma similar,
la funcién f en la figura 16.12(b) tiene un minimo relativo cuando x = y = 0,
el cual corresponde a un punto bajo en la superficie.

Punto
maximo
refativo

Grafica de f Gréfica de f
\Ji 9
Punto
%0 . s
(a) (b)

FIGURA 16.12 Extremos relativos.

Recuerde que para localizar los extremos de una funcién y = f(x) de una
variable, examinamos aquellos valores de x en el dominio de f para los cuales
f'(x) =00 f'(x) no existe. Para funciones de dos (0 mds) variables, se sigue
un procedimiento similar. Sin embargo, para las funciones que nos interesan,
los extremos no se presentaran donde una derivada no exista, y tales situacio-
nes no se considerardn.
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Suponga que z = f(x, y) tiene un méaximo relativo en (x,, y,). como se in-
dica en la figura 16.13(a). Entonces, la curva donde el plano y = y, interseca la
superficie debe tener un maximo relativo cuando x = x,. Por tanto, la pen-
diente de la recta tangente a la superficie en la direccidn x debe ser 0 en {x,
vu). De manera equivalente, f,(x, y) = 0 en (x, yy). En forma andloga, sobre la
curva en que el plano x = x, interseca la superficie [véase la fig. 16.13(b)], debe
haber un médximo relativo cuando y = y;. Asi, en la direccion y, la pendiente

(%o Yoo f(xo0 Vo)) Superiicie

Tangente
Tangente
Superficie/\ | )
§ 1 | A .
y- A, !
G SR 1
e ?tgx?‘? B imal
o) [ioe [ Flb ] P B o)
=L——Plano y=y, DaQ S e (S 0 Tt
8 RS e
i | [ . )
] !a,,.’_ *”¥§e:§1
oA yﬂ [". | ’f*@w;ﬁﬁl y
o Gpm— e e
& / FE s ee s
2 s i el : s:
’ ¥ 0 X a0 i 5 ]
o Yoo (% Yo 0)
Plano x = x,
X X

(@) (b)

FIGURA 16.13 En cl extremo relativo, f(x. y) = 0y f,(x, v) = 0.

de la tangente a la superficie debe ser 0 en (x,, v;). De manera equivalente,
0 Yo q

fiy(x,y) = 0en (xyyp). Como puede hacerse un andlisis similar para un minimo

relativo, podemos combinar estos resultados de la manera siguiente:

Regla 1

Siz = f(x, y) tiene un mdximo o un minimo relativo en (x, v), ysi f. y f,
estan definidas para todo punto cercano a (xg, ¥o). es necesario que (xg, yo)
sea una solucién del sistema

{fx(x, y) =0,
flny) =0

Un punto (xg, yy) para el cual f(x,y) = f,(x,y) = 0se llama punto critico
de f. Asi, de la regla 1 inferimos que, para localizar extremos relativos de una
funcién debemos examinar sus puntos criticos.

Advertencia Laregla 1 no implica que un extremo deba ser punto criti-
co. Al igual que en el caso de funciones de una variable. un punto critico
puede resultar ser un maximo relativo, un minimo relativo o ninguno de éstos.
Un punto critico sélo es un candidato para ser un extremo relativo.

Dos comentarios adicionales: primero, la regla 1. asi como el concepto de
punto critico, pueden extenderse a funciones de mds de dos variables. Por |
ejemplo, para localizar posibles extremos de w = f(x, y. z), debemos examinar
aquellos puntos para los cuales w, = 1w, = w, = 0. Segundo, para una funcion
cuyo dominio estd restringido, un examen completo de los extremos absolutos
debe incluir la consideracidn de los puntos frontera.
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K e n s . .z &
EJEMPLO 1 Determinacién de puntos criticos

Encontrar los puntos criticos de las funciones siguientes.

a f(x,y) =2x"+y* —2xy + 5x — 3y + 1.

Solucion: como fi(x,y) =4x — 2y + 5y f(x,y) = 2y — 2x — 3,re-
solvemos el sistema

{ 4x — 2y +5=0,
—2x + 2y — 3 = 0.

Estonosdax = —1yy = 1 Asi, (—1,1) es el tinico punto critico.
b. f(l,k) =P+, — Ik
Solucion:
Fll k) =3P — k =0, )
{fk(!.k) =3 — =0 3)

De la ecuacién (2), k = 3F. Sustituyendo el valor de k en la ecuacién (3)
se obtiene
0=27*—1=1(27° — 1).

De aqui que,/ =00/ = L. Sil =0, entonces k = 0;si/ =}, entonces

k = . Por tanto, los puntos criticos son (0, 0) y (3.3).

e f(x,y.z) =2x" + xy + y* + 100 — z(x + y — 100).
Solucion: al resolver el sistema

flevz)=dx+y—z=0,
fMreyz)=x+2y —z2=0,
flx,y.2) =—x—y+100=0

s¢ obtiene el punto critico (25.75.175) como puede usted verificar.

W aaice s & . P Zad
EJEMPLO 2 Determinacion de puntos criticos

Encontrar los puntos criticos de
flr.y) =x>—4x+ 2y + 4y + 7.
Solucion: tenemos f.(x,y) = 2x — 4y f,(x,y) = 4y + 4. El sistema
{2_1' —4 =0,
dy +4 =0

da el punto critico (2, —1). Observe que podemos escribir la funcién dada
como

fx.y)=x—dx+4+2(y»+2y+1)+1
=x—=2F+2(y+1)2+1,
v (2, —1) = 1. Es claro que si (x, y) #(2, —1), entonces f(x, y) > 1. De aqui
que se tiene un minimo relativo en (2, —1). Ademds, se tiene un minimo abso-

luto en (2,—1),ya que f(x,y) > f(2,—1) para toda (x, y) #(2, —1).

— |

Si bien en el ejemplo 2 pudimos mostrar que el punto critico da lugar a un
extremo relativo, en muchos casos no es facil hacer esto. Sin embargo, existe
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una prueba de la segunda derivada que nos da las condiciones para las cuales
un punto critico serd un maximo o un minimo relativo. A continuacion la
enunciamos sin demostrarla.

Regla 2
' Prueba de la segunda derivada para funciones de dos variables
Supongamos que z = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas f,,, f,, ¥
f en todo punto (x, y) cercano al punto critico (xq. yp). Sea D la funcién
definida por
D(x,y) = felx, ). ¥) — [fol® 9)T.
Entonces

a. si D(xg, y) > 0y fo.(x ) < 0, f tiene un méaximo relativo en (x;, y);

b. si D(xg W) > 0y fo(xo, ) > 0, f tiene un minimo relativo en (xg, w);

¢ si D(xqy, %) < 0, f no tiene ni un méximo relativo ni un minimo relativo
en (xp,vy); :

d. si D(x, y) = 0, ninguna conclusién puede sacarse con respecto a extre-
mos en (x, ¥y) y requiere que se haga un andlisis adicional.

™ EJEMPLO 3 Aplicacién de la prueba de la segunda derivada

Examinar f(x.y) = x° + v — xy con respecto a mdximos v minimos relativos.
usando la prueba de la segunda derivada.

Solucion: primero encontramos los puntos criticos:

flx.y) =3 —y. fix,y) =3y — x
Igual que en el ejemplo 1(b), al resolver f,(x, v) = f{x.v) = 0, obtenemos
los puntos criticos (0,0) y (5, 1). '
Ahora,

vy =6x L luny) =8y [Jxy)=-—L

Por tanto,

D(x,y) = (6x)(6y) — (—1)* = 36xy — 1.

Como D(0.0) = 36(0)(0) —1 = —1 < 0, no hay ningtn extremo relativo

en (0,0). Ademds, como D(3,1) = 36()(3) — 1 =3 >0y f,.(3.1) =6() =
2 > 0, hay un minimo relativo en (3, ). En este punto el valor de la funcién es

AR =0r + 37 - Qb =4

)

® EJEMPLO 4 Punto silla

Determine los extremos relativos de f(x.v) = y* —x°.
Solucion: al resolver
fdr.y)=—2x=0 y filr,y)=2y=0,

obtenemos el punto critico (0, 0). Aplicamos ahora la prueba de la segunda de-
rivada. En (0, 0) y. en realidad, en cualquier punto,

Felx,y) = =2, filxy) =20 [olxy) =0 L




ﬂ

Como D(0,0) = (—=2)(2) —(0)*> = —4 < 0, no existe un extremo relativo en
(0,0). En la figura 16.14 se muestra un esbozo de z = f(x, y) = y* —x% Ob-
serve gue para la curva que resulta de cortar la superficie con el plano y = 0,
existe un mdxime en (0, 0); pero para la curva que resulta de cortar la superfi-
cie con el plano x = (), existe un minimo en (0, 0). Asi, sobre la superficie no
puede existir ningln extremo relativo en el origen, aunque (0, 0) es un punto
critico. Alrededor del origen la superficie tiene la forma de una silla de montar
y (0,0) se llama punto silla de f.
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Z=f(x, yy=y*—x* Punto silla

en (0, 0)

La superficie en la figura 16.14 es
llamada paraboloide hiperbélico.

£(0.0) = £,(0,0)=0

FIGURA 16.14 Punto silla.

EJEMPLO 5 Determinacion de extremos relativos

Determinar los extremos relativos de f(x,y) = x* + (x —y)*.

Solucion: s hacemos
flx,y) =4x' +4(x —y)’ =0 (4)

f_v(xa y) = _4('\' - y)3 =1, (5)

entonces, de la ecuacién (5) tenemos x —y =0 o x = y. Sustituyendo en la
ecuacién (4) obtenemos 4x* =00z = 0. Asi,x =y =0,y (0, 0) es el Gnico
punto critico. En (0. 0),

flr(x.v) - 12I2 + 12(1 - y)2 = 0‘
fi(x.9) = 12(x — yY* =0,
¥ Balx y] =—Bfx— =0

Por tanto, D(0.0) = 0y la prueba de la segunda derivada no da informacién. Sin
embargo, para toda (x, y) #(0,0) tenemos f(x,y) > 0, mientras que f(0,0) = 0.
Por tanto, en (0, 0) la grafica de f tiene un punto inferior y concluimos que f
tiene un minimo relativo (y absoluto) en (0. 0).

SEE e
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Aplicaciones

En muchas situaciones que implican funciones de dos variables, y en especial
en sus aplicaciones, la naturaleza del problema dado es un indicador de si un
punto critico es realmente un méximo relativo (o absoluto) o un minimo relati-
vo (0 absoluto). En tales casos, la prueba de la segunda derivada no se necesi-
ta. A menudo, en estudios matematicos de problemas de aplicacién se supone
que se satisfacen las condiciones apropiadas de segundo orden.

EJEMPLO 6 Maximizacion de la produccién

Sea P una funcion de produccion dada por
P = f(l.k) = 054> — 0.02F° + 1.89k* — 0.09%%,

donde [ y k son las cantidades de trabajo y capital, respectivamente, v P es la
cantidad producida. Encontrar los valores de | y k que maximizan P.

Selucion: para encontrar los puntos criticos resolvemos el sistema P, =0y
P'l‘- = ().

P, = 1.081 — 0.06/ P, = 378k — 027k
=006/(18 — 1) =0. = 027k(14 — k) = 0.
[=,F= 18 k=0,k=14.

Hay cuatro puntos criticos: (0.0), (0, 14), (18,0) y (18, 14).

Aplicamos ahora la prueba de la segunda derivada a cada punto critico.
Tenemos

P, =108 — 0.12/, P, =378 — 054k, P, =0.

D{l, k) = PPy — [Pu\]z
= (1.08 — 0.12/)(3.78 — 0.54k).
En (0,0),
D(0,0) = 1.08(3.78) > 0.

Como D(0,0) > 0y P, = 1.08 > 0, se tiene un minimo relativo en (0, 0).
En (0, 14),
D(0, 14) = 1.08(—3.78) < (.

Como D(0, 14) < 0, ne hay ningtin extremo relativo en (0, 14).
En (18, 0),

D(18,0) = (—1.08)(3.78) < 0.

Como D(18,0) < 0, no hay ningin extremo relativo en (18, 0).
En (18,14), !
D(18.14) = (—1.08)(—3.78) > 0.

Como D(18,14) > 0y P, = —1.08 < 0, se tiene un maximo relativo en (18, 14).

Por lo que, la produccién méaxima se obtiene cuando /! = 18y k = 14.
N |

N eicunin v 4 s 18
EJEMPLO 7 Maximizacion de la utilidad

Una empresa produce dos tipos de dulces, A y B, para los cuales los costos pro-
medio de produccion son, respectivamente, constantes de $2 y $3 por libra. Las
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cantidades ¢ 4 v gz (en libras) de Ay B que pueden venderse cada semana estan
dadas por las funciones de demanda conjunta

ga = 400(pg — pa)

qs = 400(9 + pr — 2py),

donde p, v pg son los precios de venta (en ddlares por libra) de A y B, respecti-
vamente. Determinar los precios de venta que maximizan las utilidades de la
compainia, P.

Solucian:  la utilidad total estd dada por

utilidad libras utilidad libras
P = | porlibra || vendidas | + | por libra || vendidas
de A de A de B de B

Para A y B, la utilidad por libra es p, —2 y pg —3, respectivamente. Asi,
P = (pa—2)ga + (ps — 3)gs
= (pa — 2)[400(pg — pa)] + (ps — 3)[400(9 + pa — 2ps)].

Note que P estd expresada como una funcion de dos variables, p, y pp. Para
maximizar P, hacemos sus derivadas parciales iguales a cero:

aP

= (pa — 2)[400(—1)] + [400(pp — pa)I(1) + (ps — 3)[400(1)]

apa

=0 (regla del producto),
aP _ o
T (pa — 2)[400(1)] + (pg — 3)[400(=2)] + 400(9 + pa — 2ps)](1)
“PB

=16 (regla del producto).
Al simplificar las dos ecuaciones anteriores resulta

{fsz +2p5— 1=0,
2pa — 4py + 13 =0,

cuya solucién es p, = 5.5y pp = 6. Ademds, encontramos que

a>P ) P &P -
— = =800, —5 = —1600, ——— = 800,
AP dpy dpProPa

Por tanto,

D(5.5,6) = (—800)(—1600) — (800)> > 0.

Como #*P/api < 0, tenemos un maximo, y la empresa deberfa vender el dulce

A a $5.50 por libra y el B a $6.00 por libra.
§ |

“™ EJEMPLO 8 Maximizacién de la utilidad de un monopolista

Supdngase que un monopolista practica discriminacion del precio al vender
el mismo producto en dos mercados separados, a diferentes precios. Sea g, el

ZOmitase si no se estudio la seccion 16.6.
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numero de unidades vendidas en el mercado A, donde la funcién de demanda
espa = f(g4).vsea gy el mimero de unidades vendidas en el mercado B, don-
de la funcién de demanda es py = g(gp). Entonces las funciones de ingreso
para los dos mercados son

ra =qaflga) ¥y s = qsg(qn).

Suponga que todas las unidades se producen en una planta, y que la funcién
de costo por producir g(= g4 + gp) unidades es ¢ = ¢(q). Tenga en mente que
r4 es una funcion de g, v rp es una funcién de gg. La utilidad, P, del monopo-
lista es

PZrA+?'B_(1.

Para maximizar P con respecto a las producciones ¢, v gg, igualamos a (0 sus
derivadas parciales. Comenzamos con

agn  dga dG

s O M

P d i dc
PP _dra o 0

= = =) (regla de la cadena).
dq,  dg oga
Como
dq ]
= + = i
A n EPR (da dn)
tenemos
. /
AP Y (6)
dga  dgn  dg
De modo similar,
P d d
S . )

gy dgy FfJ’
De las ecuaciones (6) v (7) obtenemos

dry _de _ dry

dgy dg  dqy
Pero dr, /dq .y drg/dqy son ingresos marginales y dc /dg es costo marginal. Por
tanto, para maximizar la utilidad, es necesario establecer los precios (y distri-
buir la produccion) de tal manera que los ingresos marginales en ambos mer-
cados sean los mismos y. hablando en términos no muy estrictos, también sean

iguales al costo de la dltima unidad producida en la planta.
_ =

e Ejercicio 16.7

En los problemas del 1 al 6 encuentre los puntos criticos de las funciones.

L f(x,y) = x>+ y* — 5x + 4y + xy. 2. f(x.v) = x* + 4y — 6x + 16y.
. ., . 11
3. f('“,v) = 2)&'3 =+ _V-\ —= J® 15\’2 — 12x = 90_\’, 4. f(\‘p) =xy————
X oy
5 flr.voz) =222 + xy + 2 4+ 100 — z(x + y — 200). 6. flx.v.zzw) = x>+ ¥V + 7 —wlx — y+2z—6).

En los problemas del 7 al 20) encuentre los puntos de las funciones. Para cada punto critico, determine, por medio de la prueba
de la segunda derivada, si corresponde a un mdximo relativo, a un minimo relativo, a ninguno de los dos, o si la prueba no da

informacion.

7. f(x,v) = x* + 3y? + 4x — 9y + 3. 8 flx.y)=—2x"+ 8x — 3p> + 24y + 7.

9. flx,y) =y —y — 3x— 6x°

10. flx.y) =x>+y*+xy—9x+ L
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11.

13.

flay)y=x"—3xy+ ¥+ y—35

fl5,3) = 308+ 8) = 202 + ) + 1.

15. f(l, k) = 20k — 1> + 264k — 101 — 2K

1 1

17. f(p.q) = pg — - — —

19.

P q

Fls)= (3 —&eF —1).

12.

14.

16.

18.

20.

L

X 3
flx,y) = ¥ + ¥ — 2x + 2y — 2xy.
flx, ) =22+ y¥* —xy + &%

fll k) =P + k> = 3ik.
fla,y) = (x = 3)(y = 3)(x Ty —3).

flx.y) = In(xy) + 2> — xy — 6x.

En los problemas del 21 al 35, a menos que se indique otra cosa, las variables p, v py denotan los precios de venta de los productos
Ay B, respectivamente. En forma andloga, q 4 y ¢, denotan cantidades de A y B producidas v vendidas duranie algtin periodo.
En todos los casos se supondrd que las variables usadas son unidades de produccion, insumo. dinero, etcélera.

21.

22

24,

25.

Maximizacion de la produccién Suponga que

P = f(I. k) = 108 — 0.03/° + 1.68k* — 0.08k*

es una funcion de produccién para una empresa. En-
cuentre las cantidades de entrada, [ y k, que maximizan
la produccién P.

Maximizacion de la produccion  En cierto proceso ma-
nufacturero automatizado, las maquinas M y N se utili-
zan m y n horas, respectivamente. Si la produccion
diaria Q es una funcién de m y n, dada por

Q =45m + 5n — 05m° — n* — 0.25mn.

encuentre los valores de m y n que maximizan a Q.

. Utilidad Una empresa produce dos tipos de dulces, A

y B, para los cuales los costos promedio de produccion
son constantes de 60 y 70 (centavos por libra), respecti-
vamente. Las funciones de demanda para A y B estdn
dadas por

Yy gs =300 + 5(pa — Zpg).

Encuentre los precios de venta py y pp que maximicen
la ganancia de la empresa.

ga =5(ps — Pa)

Utilidad Repita el problema 23, si los costos constantes
de produccion de A v B son a y b (centavos por libra).
respectivamente.

Discriminacion del precio  Suponga que un monopo-
lista practica la discriminacién del precio en la venta
de un producto, cobrando diferentes precios en dos
mercados separados. En ¢l mercado A la funcién de
demanda es

pa = 100 — ga,
yenBes
Pr = 84 — g,

donde g, v g, son las cantidades vendidas por semana
de A yde B,y p, y pp son los precios respectivos por
unidad. Si la funcién de costo del monopolista es

¢ =600 + 4(gs T qp).

Jcudnto debe venderse en cada mercado para maximi-
zar la utilidad? ;Qué precios de venta dan la utilidad
maxima? Encuentre la utilidad maxima.

26.

27.

28.

29.

Utilidad Un monopolista vende dos productos com-
petitivos A y B, para los cuales las funciones de deman-
da son

ga=1—=2p, +4pg y g =11 +2py — 6py

Si el costo promedio constante de producir una unidad
de A es 4 y para una unidad de B es 1, jcudntas unida-
des de A y de B tienen que venderse para maximizar la
utilidad del monopolista?

Utilidad Para los productos A y B. la funcion de costos
conjuntos es

¢ = 153 + 4.5k,

y las funciones de demanda son p, = 36 — giy
s = 30 — g} Encuentre ¢l nivel de produccién que
maximiza la utilidad.

Utilidad Para los productos A y B de un monopolis-
ta, la funcién de costos conjuntos es ¢ = (g, + ¢z)°

y las funciones de demanda son g, =26 —p,y

qg = 10 —0.25 p,. Encuentre los valores de p,y pg
que maximizan la utilidad. ;Cudles son las cantidades
de A y B que corresponden a esos precios? ;Cudl es la
utilidad total?

Costo  Una caja rectangular sin tapa debe tener un vo-
lumen de 6 pies’. El costo por pie cuadrado de material
es de $3 para el fondo, §1 para el frente y la parte de
atras, y $0.50 para los otros dos lados. Encuentre las
dimensiones de la caja de manera que el costo de los
materiales sea minimo (véase la fig. 16.15).

; / x = ancho
y=largo
z =altura

z

X

Frente

FIGURA 16.15 Diagrama para el
problema 29.
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30. Colusién Suponga que A y B son las tinicas dos em-

31

[#5]

presas en el mercado que venden el mismo producto
{decimos que son duopolistas). La funcién de demanda
industrial para el producto esta dada por

P =92 = q\ — Gy

en donde g, y gp denotan la produccién y venta de A

v B. respectivamente. Para A, la funcion de costo es

¢, = 10g ,; para B, es ¢; = 0.5¢%. Suponga que las com-
panias deciden entrar en un acuerdo sobre ¢l control de
precios y produccion para actuar en conjunto como un
monopolio. En cste caso. decimos que entran en una
colusion. Demuestre que la funcion de utilidad para el
monopolio estd dada por

P = pgy — ¢y + pgs — cp

Exprese Pen funcion de g, v qp , y determine como de-
be distribuirse la produccién para maximizar la utilidad
del monopolio.

Suponga que f(x,v) = —2x* + 5y* + 7, donde x y y de-
ben satisfacer la ecuacién 3x — 2y = 7. Encuentre los
extremos relativos de f sujetos a la condicion dada de x
y v, despejando primero a y en la segunda ecuacion.
Sustituya ¢l resultado para v en la ccuacion dada. Asi, f
se expresa como funcion de una variable para la cual
sus extremos pueden encontrarse de la manera usual.

Repita el problema 31 con f(x, v) = x° + 4y + 6 suje-
ta a la condicién de que 2x — 8y = 20.

Suponga que la funcion de costos conjuntos

c=qgi +3q% + 2qaqy + ags + bgy + d

tiene un valor minimo relativo de 15 cuando g, =3y
qg = 1. Determine los valores de las constantes a. b y d.

Suponga que la funcion de produccion ¢ = f(k.!) tiene
un valor maximo relativo cuando k = 35 y / = 30. Tam-
bién suponga que todas las segundas derivadas de f
existen en el punto (35,30} y que f,,(35,30) = 0.

a. Determine si
(1) fiy(35,30) ¢s un namero positivo,

(i1)  fu(35.30) es un ndmero negativo, o
(iii)  fi;(35.30) es cero.o
{(iv) sies imposible obtener alguna de estas conclu-

siones.
b. Determine si
(i)  fi(35.30) debe ser positivo,

(ii)  fu(35,30) debe ser negativo, 0
(iii) f,(35.30) debe ser cero. 0
(iv} sies imposible obtener alguna de estas conclu-

siones.
Utilidad de productos competitivos Un monopolista
vende dos productos competitivos, A y B, cuyas ecua-
ciones de demanda son

PA=35—29% + qs

36.

37
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P =20 — gg + ga.

La funcion de costos conjuntos es

¢ = —8 — 24 + 3qaqs + 30¢a + 12gs + iqi-

a. ;Cudntas unidades de A y B tienen que venderse pa-
ra que el monopolista obtenga una utilidad maxima
relativa? Use la prueba de la scgunda derivada para
justificar su respuesta.

Determine los precios de venta requeridos para obte-
ner la utilidad mdxima relativa. Encuentre también
esta utilidad méxima relativa.

Utilidad y publicidad Un detallista ha determinado
que ¢l nimero de aparatos de television que puede ven-
der por semana es

F

4x 2y
54+4x 104y

donde x y y representan sus gastos semanales (en dola-
res) por publicidad en periddicos y radio, respectiva-
mente. La utilidad es de $125 por venta menos ¢l costo
de la publicidad, de modo que su utilidad semanal P es-
td dada por la formula

4x 2y
P=125c—t 1 |—x—y
[ m+J ¥

S
Encuentre los valores de x y de y para los cuales la utili-
dad es un méximo relativo. Use la prucba de la segunda
derivada para verificar que su respuesta corresponde a
una utilidad médxima relativa.

Utilidad de una cosecha de tomates  El rendimiento r
(en ddlares por metro cuadrado de terreno) obtenido
en la venta de una cosecha de tomates cultivados artifi-
cialmente en un invernadero estd dado por

r=5T(1l—e"),

donde T es la temperatura (en °C) mantenida en el in-
vernadero y x es la cantidad de fertilizante empleado
por metro cuadrado. El costo del fertilizante es 20x dé-
lares por metro cuadrado y el costo del calentamiento
esta dado por 0.17'° délares por metro cuadrado.

a. Encuentre una expresion, en términos de 7'y x, para
la utilidad por metro cuadrado que se obtiene por la
venta de la cosecha de tomates.

b. Verifique que las parejas

(T, %)= (20, a5} v (F,x) =5, h3)

son puntos criticos de la funcion de utilidad en la par-
te (a). [Nota: no tiene que obtener los pares.]

¢. Los puntos en la parte (b) son los tinicos puntos criti-
cos de la funcion de utilidad de la parte (a). Use la
prueba de la scgunda derivada para determinar si
cualquiera de esos puntos corresponde a una utilidad
méxima relativa por metro cuadrado.
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Determinar puntos
criticos para una funcién sujeta
a restricciones, aplicando el
método de multiplicadores

de Lagrange.

16.8 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Ahora encontraremos los maximos y minimos relativos de una funcién a la
cual se imponen ciertas restricciones. Tal situacion podria surgir si un fabrican-
te desea minimizar una funcidn de costos conjuntos y obtener un nivel particu-
lar de produccion.

Suponga que queremos encontrar los extremos relativos de

w=x*+y'+ 2% (1)

sujeta a la restriccion de que x, y y z deben satisfacer
x—y+ 2z =6 (2)

Podemos transformar 7, que es una funcién de tres variables, en una funcién
de dos variables tal que la nueva funcion refleje la restriccion (2). Despejando
x en la ecuacién (2), obtenemos

X =y =28 406, (3)
que al sustituirla por x en la ecuacion (1), da
w=(y—2z+6)7+y + (4)

Como ahora, w estd expresada como funcion de dos variables, para encontrar
los extremos relativos seguimos el procedimiento usual de hacer igual a 0 sus
derivadas parciales:

an

- =2(v—2z2+6)+2y=4y—4z+12=10, (5)
ay

dw

?=—4(y—2:+6)+2.z:—4y+l()z—24:{). (6)
Al resolver simultdneamente las ecuaciones (5) y (6) obtenemos y =—1y

z = 2. Sustituyendo en la ecuacién (3), obtenemos x = 1. Por tanto, el tinico
punto critico de la ecuacion (1) sujeta a Ia restriccion representada por la
ecuacion (2) es (1, —1, 2). Si usamos la prueba de la segunda derivada en (4)
cuandoy = —1y z = 2, (enemos

a*w a*w a*w

=4, = 10, _
ay? az* dz dy

D(—1,2) = 4(10) — (—4)* =24 > 0.

Asi, w sujeta a tal restriccion, tiene un mimimo relativo en (1, —1,2).

Esta solucion se encontro usando la restriccion para expresar una de las
variables en la funcion original en términos de las otras variables. A menudo
esto no es prdctico, pero existe otro procedimicento llamado método de los
multiplicadores de Lagrange,™ que evita este paso y nos permite, no ohstante,
encontrar los puntos ¢riticos.

El método es como sigue. Suponga que tenemos una funcién f(x, y, z)
sujeta a la restriccion g(x. v. z) = 0. Construimos una funcién nueva, F, de cua-
tro variables, definida por la siguiente expresion (donde A es la letra gricga
“lambda™):

Flx,v.z.A) = fx,y,2) — Ag(x, v, 2).

Puede demostrarse que si (xy, vy, Zg) €5 un punto critico de f sujeto a la restric-
cién g(x. v, z) = 0, existird un valor de A, digamos Ay, tal que (x,, v, 20, Ag) €8

En honor del matemdtico francés. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).
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un punto critico de £. El nimero A, se llama multiplicador de Lagrange. Ade-
mas, si (X, v, Zg. Ag) €s un punto critico de F, entonces (x;, g, zp) es un punto
critico de f, sujeto a la restriccion. Asi, para encontrar los puntos criticos de f,
sujetos a g (x, v, z) = 0. buscamos los puntos criticos de F. Estos se obtienen
resolviendo las ecuaciones simultanecas

Ev(x-. Ya Z, A) =4
Fy(x.y.2.4) = 0.

F(x,y.2.A) =0,
F(x,y.z,A)= 0.

A veces debe usarse el ingenio para hacer esto. Una vez que obtenemos un
punto critico (X, vy, 2o, Ag) de F. podemos concluir que (xy, yy, z,) es un punto
critico de f,sujeto a la restriccion g(x, y,z) = 0. Aunque f vy g son funciones de
tres variables, el método de los multiplicadores de Lagrange puede extenderse
a n variables.

Hustremos el método de los multiplicadores de Lagrange para el caso ori-
ginal, a saber.

flx.y.2) =x*+ y* + 2%, sujetaa x— y+ 2z =6.

Primero, escribimos la restriccidn como g(x, v, z) =x —y + 2z —6 =10.
Segundo, formamos la funcién

Flx,y.z,A) = f(x,y.2) — Ag(x, y,2)
:,7(2+)’2+Z2*f\(x*)’+2:—6).

A continuacién. hacemos cada derivada parcial de F igual a (0. Por convenien-
cia escribiremos F (x, y, z, A) como F,, y asi sucesivamente:

F,o=2%—A=0, (7)
F,=2y+A=0, (8)
F,=2z—2A=0, (9)
Fi=—x+y—2:+6=0. (10)

De las ecuaciones (7), (8) y (9), de inmediato vemos que
xX=— y=——, ¥y z = A (1

Al sustituir estos valores en la ecuacion (10), obtenemos

A A

~5~5—2A+6 =0,
—3A+6 =0,
A=2.
Asi, de la ecuacién (11), \
x=1 y=-1, y z=2

Por tanto, el tnico punto critico de f, sujeto a la restriccion, es (1, —1, 2), don-
de puede existir un maximo relativo, un minimo relativo o ninguno de éstos. El
método de los multiplicadores de Lagrange no indica directamente cudl de es-
tas posibilidades se presentard, aunque por lo visto antes sabemos que se trata
de un minimo relativo. En los problemas de aplicacion, la naturaleza del pro-
blema puede darnos una idea de como considerar un punto critico. A menudo
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se supone la existencia ya sea de un minimo relativo o de un mdximo relativo
y un punto critico, se trata de acuerdo con tal hipotesis. En realidad se dispone
de condiciones de segundo orden suficientes para los extremos relativos, pero
no las consideraremos aqui.

N s T
EJEMPLO 1 Método de los multiplicadores de Lagrange

Encontrar los puntos criticos para z = f(x,y) = 3x —y + 6 sujeta a la restric-
cion x¥* +y* = 4.

Solucién: escribimos la restriccion como g(x, y) = x* + y* —4 = 0y forma-
mos [a funcién
F(x,y,A) = f(x,y) — Ag(x,y) =3x — y + 6 — A(x? + y* — 4).

Haciendo F, = F, = F, = 0, tenemos:

3—2xA =0, (12)
—1 —2yA =0, (13)
—— ¥ +4=0, (14)

Con las ecuaciones (12) y (13) podemos expresar x y y en términos de A.
Luego sustituimos los valores de x y y en la ecuacion (14) y despejamos A. Co-
nocida A, podemos encontrar x y y. Para comenzar, de las ecuaciones (12) y
(13), tenemos

3 1

x :ﬁ y "":—ﬂ

Al sustituir en la ecuacion (14), obtenemos

9
——— ——— 44 =0,
a2 ax
10
—— +4=0,
4
V10
A= ——

4

Con estos valores de A, podemos encontrar x y y. Si A = m/él. entonces
o3 _wWwoo 1 Vo
’ Z(VE) 57 2(Vm) 5
4 4
De modo similar,si A = —V10/4,

3V10 V10
e

x=— s y=

Entonces, los puntos criticos de f sujetos a la restriccion son (3\/@ /5, —\/E/ 5)
v (—=3V10/5,\/10/5). Observe que los valores de A no aparecen en la res-
puesta; son s6lo un medio para obtenerla.

EJEMPLO 2 Método de los multiplicadores de Lagrange

Encontrar los puntos criticos para f(x, v, z) = xvz, donde xyz #0, sujeta a la
restriccion x + 2y + 3z = 36.
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Solucion: tenemos
F(x,y,z,A) = xyz — AMx + 2y + 3z — 36).

Si hacemos F, = F, = F. = F, = 0 resulta, respectivamente,

yz — A =0,
xz — 22 =10,
xy —3A =0,

—X — 2y — 3z + 36 =10

Como no podemos expresar directamente a x, y y z solo en términos de A, no po-
demos seguir el procedimiento usado en el ejemplo 1. Sin embargo. observe que
podemos expresar los productos yz, xz y xy como multiplos de A. Esto sugiere
que si nos fijamos en los cocientes de las ecuaciones, podemos obtener una rela-
cién entre dos variables que no contengan a A (las lambdas se cancelardn). Para
proceder a hacer esto, escribimos el sistema anterior de la siguiente manera:

yz = A, (15)
Xz =2, (16)
xy = 3A, (17)
=By + 3z — 36 =0, (18)

Al dividir cada lado de la ecuacién (15) entre el lado correspondiente de la
ecuacion (16), obtenemos
yz A X

z o 2 Y=m
Esta division es vadlida ya que xyz #0. Similarmente, de las ecuaciones (15) y
(17), obtenemos

vz A

PraRiETY 0o z=

X
3

Ahora que hemos expresado y y z sélo en términos de x, podemos sustituir en
la ecuacion (18) y despejar x:

X X
” — _ —} prm—
.1+2(2)+3(3) 36 =0,

x = 12

Asi,y = 6yz =4.De aqui que (12, 6,4) es el Ginico punto critico que satisfa-
ce las condiciones dadas. Note que en este caso encontramos el punto critico
sin tener que calcular el valor de A.

| e e R S W
EJEMPLO 3 Minimizacion de costos

Supéngase que una empresa ha recibido un pedido por 200 unidades de su
producto y desea distribuir su fabricacién entre dos de sus plantas. planta 1
v planta 2. Sean q, v g, las producciones de las plantas 1 y 2, respectivamente. y
supongase que la funcién de costo total estd dada por ¢ = f(qy, q2) = 2q; +
19> + g3 + 200. ;Cémo debe distribuirse la produccion para minimizar los
costos?

Solucion: minimizamos ¢ = f(q,, ¢,) dada la restriccion g, + g, = 200.
Tenemos

F(q1, g2 A) = 241 + q1q2 + 3 + 200 — Mg, + ¢ — 200),
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aF
— g T = A= (19)
dqy
aF )

=gq t+ 2q, — A =0, 20
o4, q q; (20)
AF
dA

Podemos eliminar A de las ecuaciones (19) v (20) y obtener una relacién entre
g, ¥ q-,. Después, al despejar ¢, en términos de g, y suslituir en la ecuacién
(21), podemos encontrar g,. Comenzamos restando la ecuacidén (20) de la (19),
lo que nos da

3¢, ~ g, =0, porloque ¢, = 3q,.
Al sustituir en la ecuacion (21), tenemos
—q, — 3q, + 200 = (.
—4q; = —200,
g, = 50.

Asi, ¢, = 150. La planta | debe producir 50 unidades y 150 la planta 2. para
minimizar los costos.
N

Puede hacerse una observacion interesante con respecto al ejemplo 3. De
la ecuacion (19). A = dq, + ¢, = dc/dq,. que es el costo marginal de la planta
1. De la ecuacién (20). A = g, + 2¢g, = dc/dg, que es el costo marginal de la
planta 2. Por consiguiente. dc/dg, = dc/dq-, y concluimos que para minimizar
el costo es necesario que los costos marginales de cada planta sean iguales
entre si.

EJEMPLO 4 Combinacién de insumo para tener un costo minimo

Supongase que una empresa debe producir una cantidad dada Py de un produc-
to de la manera mdas barara posible. Si se tienen dos factores de entrada, Iy k. y
sus precios por unidad se fijan en p;y p,., respectivamente, analice el significado
econdomico de combinar las entradas (insumos) para lograr el menor costo. Es-
to es, describa la combinacion de insumos para tener un costo minimo.

Solucion: sea P = f(/, k) la funcién de produccién. Entonces, debemos mini-
mizar la funcién costo

c=1Ip + kp,,
sujeta a
Py = f(l k).
Construimos
F(l,k,A) =1p, + kp, — A[f(l, k) — Py].
Tenemos
= p— ALk = 0, 2
SR 23)
% =—~f(l.k) + P, = 0.
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De las ecuaciones (22) v (23),

. = Pi _ ; Px : (24)
U] A ]

Por consiguiente,

a
:,;[.f(l-k)]

Pr d ..
2 1r.0)]

Concluimos que cuando se usa la combinacion de factores para costo minimo,
la razon de las productividades marginales de los factores de entrada debe ser
igual a la de sus precios unilarios correspondientes.

Restricciones maltiples

El método de los multiplicadores de Lagrange no estd limitado a problemas
con una sola restriccion. Por ejemplo, suponga que f(x, v, z, w) estd sujeta a las
restricciones g(x. v, z. w) =0y gs(x, v. z. w) = (. Entonces, se tienen dos
lambdas, A; v A, (una para cada restriccién) y construimos la funcion
F=f— Mg — Ag>. Resolvemos entonces el sistema

F\:]:_\‘:F'::-FH'ZFA‘:FA;:U'

" EJEMPLO 5 Método de los multiplicadores de Lagrange
con dos restricciones

Encontrar los puntos criticos para f(x, y, z) = xy + yz. sujeta a las restriccio-
nesx’* +y* =8yyz =8

Solucion: sea

Flx,y. 2. A ) = xy +yz — A (& + p* — 8) — A (yz — 8).

Entonces
F. =y —2xk =0,
Fy =t g = 2y = ghy =10
F.o=y—yh=0,
F,\lzfxl—}'z—}-S:O,
. =—yz + 5=

Probablemente, usted estaria de acuerdo con que este sistema da la impresion
de ser dificil de resolver. Sin embargo. con un poco de ingenio puede ser re-
suelto. Enseguida mostramos una secuencia de operaciones que nos permitira
encontrar los puntos criticos. Podemos escribir el sistema como

¥ (25)

2w M

x+z—2yA — zh =0, (26)

Ao =1, 27

x+ y* =8, (28)
8

z=—. (29)
v
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Al sustituir A; = 1 de la ecuacidn (27) en la ecuacién (26) y simplificar obte-
nemos la ecuacion x — 2yA; = 0, por lo que

X

Ny ===
=

De nuevo sustituimos, ahora en la ecuacion (25) y resulta

Sustituyendo en la ecuacion (28) se obtiene x* + x* = 8, de donde x =
Si x = 2, entonces, de la ecuacién (30) tenemos y

" -

2x 2y’

y: = x% (30)
=2,

= 4£2. Similarmente. si

x = —2,entonces y = +2. Asi.six = 2,yy = 2, entonces de la ecuacién (29)
obtenemos z = 4. Continuando este procedimiento obtenemos cuatro puntos

criticos:

(2.2,4). (2.-2.~4), (-2, 2.4) y (~2, -2, —4).

En los problemas del 1 al 12 encuentre por el método de los muliiplicadores de Lagrange, los punitos criticos de las funciones su-
Jetas a las restricciones indicadas.

1.
3
5
7.
o
11.

14,

15.

flompid) = o + 2p— 2

flx,y) =x*+ 4y + 6, 2x — 8y = 20.
fley.z) =2+ y* + 2%

2x+y—z=09.
flx,y.2) = ¥+ xy + 2y° + 2%
flx, vy, 2) x + 2y + 3z = 18 (xyz # 0).
2x—y=0,y+z=0.
x ty+z=12

= Xy

flx,y2) = xvz:

Asignacion de produccién  Para surtir una orden de
100 unidades de su producto, una empresa desea distri-
buir la produccién entre sus dos plantas, planta 1 y
planta 2. La funcién de costo total estd dada por

c = flg.q) = 0.1q7 + 7q, + 15¢, + 1000,

donde g, y g, son los nimeros de unidades producidas
en las plantas 1 y 2, respectivamente. ;Cémo debe distri-
buirse la produccién para minimizar [os costos? (Supon-
ga que ¢l punto critico obtenido corresponde al costo
minimo.)

Asignacion de produecion  Repita el problema 13, si la
funcién de costo es

c =31 + qq + 2¢3

y deben producirse un total de 200 unidades,

Maximizacion de la produccion  La funcion de pro-
duecion de una empresa es

Fll, k) = 121 + 20k — > — 2k%

x—3y— 4z =16

b

® 2 s

10.

16.

17.

flx, v) ==26"F 85y +7, Ix=2y=7.
flayz)=x+y+z
fla,y,2) = xyz%, x—y+z=20(xyz" # 0).
flr,y2)=x*+y*+ 2% x+y+z=3
flxv, )=+ ¥+ % x+y+z=4,
x—y+tz=4

flr y z,w) = 26" + 2% + 327 — 4w’
dx — 8y + 6z + 16w = 6.

xyz = 21

El costo de /'y k para la compania es de 4 y 8 por unida-
de, respectivamente. Si la empresa quiere que el costo
total de insumos sea 88, encuentre la produccion médxima
posible sujeta a este control de presupuesto (suponga
que ¢l punto critico obtenido corresponde a una pro-
duccién maxima).
Maximizacion de la produccion  Repita el problema
15, considerando que

FUL k) = 601 + 30k — 21 — 3k°
y que la restriccion de presupuesto es 2/ + 3k = 30.

Presupuesto para publicidad Una compaiia de compu-
to tiene un presupuesto mensual para publicidad de
$60,000. Su departamento de mercadotecnia estima que
si se gastan x délares cada mes en publicidad en pe-
riodicos, y y délares cada mes en publicidad por tele-
vision, entonces las ventas mensuales estaran dadas por
§ = 90x'" y** délares. Si la utilidad es el 10% de las
ventas, menos el costo de la publicidad, determine c6-
mo asignar el presupuesto publicitario para maximizar
la utilidad mensual (suponga que el punto critico obte-
nido corresponde a una utilidad mdxima).




18.

Maximizacion de la produccion  Cuando se invierten /
unidades de trabajo y & unidades de capital, la produc-
cion total, ¢, de un fabricante estd dada por la funcion
Cobb-Douglas de produccién ¢ = 5/'7k*#, Cada uni-
dad de trabajo cuesta $22 y cada unidad de capital $66.
Si se van a gastar exactamente $23,760 en la produc-
cion, determine las unidades de trabajo y de capital que
deben invertirse para maximizar la produccién (supon-
ga que el maximo se presenta en el punto critico obte-
nido). -

Propaganda politica La publicidad de los partidos po-
liticos en los periddicos siempre tiene algunos efectos
negativos. Eb partido que fue electo recientemente, su-
puso que los tres temas mas importantes, X, Yy Z, para
la eleccion, debian mencionarse cada uno en un anun-
cio publicitario con espacios de x, y y z unidades, res-
pectivamente. El efecto adverso combinado de esta
publicidad se estimé como

B(x,y,z) = x* + y* + 22

Consideraciones estéticas determinaron que el espacio
total para X v Y juntos debia ser 20, y consideraciones
objetivas sugirieron que el espacio total asignado a Yy
Z juntos debia ser también de 20 unidades. ; Qué valo-
res de x, y v z en cada anuncio produciria el menor
efecto negative? (Suponga que cualquier punto critico
obtenido representa un efecto minimo.)
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20. Maximizacion de la utilidad Suponga que la funcién

de produccién de un fabricante esta dada por

16 = 65 — 4(1 — 4)* — 2(k — 5)%,

y que el costo para el fabricantes es de $8 por unidad de
trabajo y de $16 por unidad de capital, de manera que
el costo total (en délares) es 8 + 16k. El precio de ven-
ta del producto es de $64 por unidad.

a. Exprese la utilidad en funcién del / y k. Dé su res-
puesta en forma desarrollada.

b. Encuentre todos los puntos criticos de la funcién
de utilidad obtenida en la parte (a). Aplique la
prueba de la segunda derivada en cada punio criti-
co. Si la utilidad es un maximo relativo en un punto
critico, calcule la utilidad méaxima relativa corres-
pondiente.

La utilidad puede considerarse como una funcién de
L kyqestoes P =64dq — 8 — 16k) sujeta a la res-
triccion

16g = 65 — 4(/ — 4)* — 2(k — 5).

C

Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange
para encontrar todos los puntos criticos de P = 64¢g
— 8 — 16k, sujeta a la restriccion.

En los problemas del 21 al 24 remitase a la definicion siguiente. Una funcion de utilidad (o satisfaccion) es una funcion que
asocia una medida a la utilidad o satisfaccion que un cliente obtiene del consumo de productos por unidad de tiempo. Suponga
que U = [(x,y) es una funcién de este tipo, donde x y y son las cantidades de los dos productos. X vy Y. La utilidad marginal
de X es aUjax y representa, en forma aproximada, el cambio en la utilidad total que resulta al cambiar en una unidad el con-
suimo del producto X por unidad de tiempo. Definimos la utilidad marginal de Y de manera similar. Si los precios de X y'Y
son p.y p,. respectivamente, y el consumidor tiene un ingreso o presupuesto de I para gastar, entonces la restriccion por el
presupuesto es

xp, + yp.= L

En los problemas del 21 al 23 encuentre las cantidades de cada producto que el consumidor deberd comprar, sujeto al presupuesto,
que le dard una satisfaccion mdxima. Esto es, en los problemas 21 v 22, encuentre valores de x y y que maximicen U = f(x, y),
sujeta a la restriccion xp, + vp, = 1. En el problema 23 lleve a cabo un procedimiento similar. Suponga que tal mdximo existe.

21.
23.

24,

22. U = 46x — (5x%/2) + 34y — 2v%

P =5,p,=2,1=230

U=x5 p.=2p,=31=48(x #0).

U= flx,yz2)=xyzz p.=2,p,=1,p,=4,1=060
(xvz # 0).

Sea U = f(x, y) una funcién de utilidad sujeta a la res-

triccién presupuestaria xp, + yp, = I, donde p,, p, e [
son constantes. Demuestre que para maximizar la satis-
faccion es necesario gue

donde f,(x.v) vy f,(x. y) son las utilidades marginales de
X y Y. respectivamente, Demuestire que f{x, v)/p, es la
utilidad marginal del valor de un délar de X.

Por tanto, la satisfaccidon madxima se obtiene cuando el
consumidor ajusta su presupuesto de manera que la uti-
lidad marginal de un délar de X sea igual a la utilidad
marginal por délar de Y. Procediendo igual que antes,
verifique si esto es cierto para U = f(x, v, z, w) sujeta a
la correspondiente ecuacién presupuestaria. En cada
caso, A se lama wtilidad marginal del ingreso.
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ITEEITN Desarrollar el méto-
do de minimos cuadrados e in-

troducir los nimeros indices,

16.9  RECTAS DE REGRESION®*

Para estudiar )a influencia de la publicidad en las ventas, una empresa recopilé
los datos mostrados en la tabla 16.4. La variable x denota los gastos de publici-
dad en cientos de ddlares y la variable y denota el ingreso por ventas en miles

TABLA 16.4
Gastos, v 2 3 4.5 %5 ) 7
Ingresos, y 3 6 8 10 11

de dolares. Si se grafica en un plano cada pareja (x, y) de datos, el resultado se
llama diagrama de dispersion [véase la fig. 16.16(a)].

FIGUKA 16.16 Diagrama de dispersion y la recta que
aproxima los puntos de datos.

Al observar la distribucién de los puntos, es razonable suponer que existe
una relacion aproximadamente lineal entre x y v. Con base en esto, podemos
ajustar “a 0jo” una recta que aproxime los datos dados [véase la fig. 16.16(b)]
y con ella predecir un valor de y para un valor dado de x. Esta recta parece ser
consistente con la tendencia de los dalos, aungue igualmente podrian dibujar-
se otras rectas. Por desgracia, la determinacién de una recta “a 0jo” no es un
procedimiento muy objetivo. Queremos aplicar criterios que especifiquen lo
que entenderemos por la recta de “mejor ajuste”. Una técnica usada con fre-
cuencia es el método de minimos cuadrados.

Para aplicar el método de los minimos cuadrados a los datos de la tabla
16.4, suponemos primero que x v v estdn relacionados en una forma casi
lineal

->
I
=
+
D—A\
-

{1

*Puede omitirse sin pérdida de continuidad,



Sec. 16.9 = Rectas de regresion 787

que aproxima fos puntos dados si se escogen adecuadamente las constantes &
v b (que se lee “a testada™ y b testada”, respectivamente). Para un valor dado
de x en ta ecuacidn (1), V es el valor correspondiente predicho para y,y (x, ¥)
estard sobre la Iimea. Nuestro objetivo es que ¥ esté cerca de y.

Cuando x = 2, el valor observado de y es 3. Nuestro valor predicho para y
se obtiene sustituyendo x = 2 en la ecuacién (1), lo que da ¥ = @ + 2b. El
error de estimacion, o desviacion vertical del punto, (2, 3) respecto a la recta,
esy — y,0

g+ 2h— 3.

Esta desviacion vertical se indica (en forma exagerada para mayor claridad)
en Ja figura 16.17. Similarmente, la desviacidn vertical de (3, 6) respecto a la li-
nea es @ + 3b — 6, como también se ilustra. Para evitar posibles dificultades

FIGURA 16.17 Desviacion vertical de los
puntos de datos de la recta de aproximacion.

asociadas con las desviaciones positivas y negativas, consideraremos los cua-
drados de las desviaciones y formaremos la suma S de todos esos cuadrados
para los datos dados:

S=(a+2b—37%+ (a +3b—6)7+ (a+45b— 87+

(@ + 535b —10)% + (a + 76 — 11)%

El método de minimos cuadrados requiere que se escoja como linea de
“mejor ajuste” la obtenida al seleccionar a y » de manera que minimicen §. Po-
demos minimizar S con respecto a @ y b si resolvemos el sistema

a8
aa
as
r

:01
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Tenemos
3g:2(&+25—3)+2(a+35—6)+2(&+4.55-8)+
2(a + 5.5b — 10) + 2(a + 7h — 11) = 0,
%=4(&+2B—3)+6(a+35—6)+9(&+4.55—8)+

11(a + 5.5b — 10) + 14(a + 7b — 11) = 0,
que al simplificarlo queda

54 + 22b = 38,
444 + 225b = 384.

Despejando ay b obtenemos

102 . 248
a= ~ 065 b=__-=
7 157 ks 157

1.58.

Puede demostrarse que estos valores de @ v b conducen a un valor minimo de
S. Por tanto, desde el punto de vista de minimos cuadrados, la linea de mejor
ajuste v = a + bxes

§ = 0.65 + 1.58x. (2)

Esta es, de hecho, la recta indicada en la figura 16.16(b). Se llama recta de
minimos cuadrados de y sobre x o recta de regresion de y sobre x. Las constan-
tes @ y b se llaman coeficientes de regresion lineal. Con la ecuacion (2) pode-
mos predecir que cuando x = 5, el valor correspondiente de y es y = 0.65 +
1.58(5) = 8.55.

En general, suponga que nos dan los siguientes pares n de observaciones:

(1 21)s (X2 32)s s (X0 W)
Si suponemos que x y y estdn mds o menos relacionadas en forma lineal y que
podemos ajustarlas a una recta
y=a-+ bx
que se aproxime a los datos, la suma de los cuadrados de los errores y — y es
S=(a+bx,— w2+ (@+bx,— p)?+-+ (&+bx,— y)

Como S debe minimizarse con respectoa a y b,

a8 - = 7
—==2a+bxy = 3) + 2@+ bxy — y) £+ 2@+ by, — ) =0,
as a3 a3 Bt b

o5 = 20(a + by — y) + 2x0,(a + by — ) o+ 2x(a + by, — y,) = 0.
.

Al dividir ambas ecuaciones entre 2 y usando la notacion sigma, tenemos

n n
an + bz..\:,- — E_v,- =0,
= =1
n n n
~ ] 2
az.xj + bE.l‘; — E.r,yi = 0.
i=1 =1 i=1

En forma equivalente, tenemos el sistema de las llamadas ecuaciones normales:




TABLA 16.5
Afio  Produccion
(en miles)
1993 828
1994 900
1995 936
1996 891
1997 954

indice
[1994=100]
92
100
104
99
106
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>y=an+ fnz.tf, (3)

i=1 i=1
n H i
Sxy=a>x+b > #2, (4)
i=1 i=1 =1
2 H
Para despejar b multiplicamos primero la ecuacién (3) por > x; y la ecuacién
i=1

(4) por n:

n

33 -uge(8). o

=1 =1

n " n
nYy Xy =an D> x; + bn> xi. (6)
- ! !
=1

i=1 =1

Restamos la ecuacion (5) de la (6) y obtenemos
n s " R " R " 2
n E.r,y, = ( 2.\',) ( E _v,-) = bhn 2\,‘ = b( x,)
=1 i=1 i=1 =1 i=1
. " /oo X2
= f{nz.\‘f = ( E.\’,-) ]
=1 i=1

biet : Wt M
nzﬁ—(zm)
= =
Al despejar a de las ecuaciones (3) y (4) se obtiene
n n n n
(£4)(3) - (B) (B)
(8 = ! e (8)

ngﬁ—(sz

=1

Puede demostrarse que esos valores de a y b minimizan as.

Si calculamos los coeficientes de regresidn lineal @ y 6 con las férmulas de
las ecuaciones (7) y (8), obtendremos la recta de regresion de y sobre x, esto
es,y = a + bx, que puede usarse para estimar y para un valor dado de x.

En el siguiente ejemplo, asi como en los ejercicios. usted encontrard name-
ros indice. Estos se usan para relacionar una variable en un periodo con la mis-
ma variable en otro periodo: este tltimo es llamado periodo base. Un nimero
indice es un numero refativo para describir datos que cambian con el tiempo.
Tales datos se denominan series de tiempo.

Por ejemplo, considere los datos de la serie de tiempo de la produccién to-
tal de dispositivos mecanicos en Estados Unidos de 1993 a 1997, que se mucs-
tran en la tabla 16.5. Si escogemos 1994 como el ano base y le asignamos el
nimero indice 100, entonces los otros nimeros se obtienen dividiendo cada
produccion anual entre la produccion de 1994, que fue 900, y multiplicando el
resultado por 100. Por ejemplo, podemos interpretar ¢l indice 106 de 1997 con
el significado de que la produccion en ese ano fue del 106% en relacién con la
de 1994,

En los andlisis de series de tiempo, los niimeros indice son obviamente de
gran utilidad cuando los datos implican nimeros de gran magnitud. Pero en
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forma independiente de la magnitud de los datos, los niimeros indices simplifi-

can la tarea de comparar cambios en los datos a lo largo de periodos.

EJEMPLO 1 Determinacion de una recta de regresion

Por medio de la recta de regresion lineal, usar los datos de la tabla siguiente pa-
ra representar la tendencia del indice de compras de bienes y servicios del go-

bierno de Estados Unidos entre 1995 v 2000 (1995 = 100).

Aifio 1995 1996 1997 1998 1999 2000

indice 100 107 117 127 135 150

Fuente: Reporte Econdmice del Presidente. 2001, Oficina de Prensa del
Gobierno de Estados Unidos, Washington, DC, 2001.

Solucion:  denotaremos con x el tiempo y con y el indice, y trataremos a y co-
mo una funcién lineal de x. Ademds designaremos 1995 con x = 1, 1996 con
x = 2,y asi sucesivamente. Hay n = 6 pares de mediciones. Para determinar
los coeficientes de regresidn lineal usando las ecuaciones (7) y (8), efectuamos

primero las siguientes operaciones aritméticas:

Aio X; ¥i Xy X;
1995 1 100 100 1
1996 2 107 214 4
1997 3 117 351 9
1998 4 127 508 16
1999 ] 135 675 25
2000 6 150 900 36

736 2748 91

Total 2 7

T

De aqui que, por la ecuacion (8)

. 91(736) — 21(2748)
T 6(91) — (21)?

~ 88.3,

y por la ecuacion (7),

. 6(2748) — 21(736)
b= .~ ~ 983,
6(91) — (21)?

Por tanto, la recta de regresion de y sobre x es

9 = 883 + 9.83x,

——— e — e ————

cuya grifica, asi como un diagrama de dispersion, se muestran en la figura 16.18.
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I 88 Recta de regresion
a0 _de y sobre x
80 y=88.3 +9.83x
| fie 5 L x
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FIGHRA 16.18 Recta de regresion lineal para el déficit presupuestario.

[}

La calculadora TI-83 tiene una funcién que calcula la
ecuacion de la recta de minimos cuadrados para un
conjunto de datos. Ilustraremos esto dando el procedi-
miento para los seis puntos dados (x;, ;) del ejemplo 1.
Después de oprimir STAT y ENTER, introducimos to-
dos los valores x y y (véase la fig. 16.19). A continuacién

L=

FIGURA 16.19 Datos del
ejemplo 1.

oprimimos STAT y nos movemos a CALC. Por ulti-
mo, presionamos 8 y ENTER, y obtenemos los resul-
tados que se muestran en la figura 16.20 [ el nimero
r 7 0.99448 se llama coeficiente de correlacion y es
una medida del grado en que estdn relacionados li-

nealmente los datos dados].

L.i‘nﬁ‘eg -
Soor beceeee? |
a_ - ' | il
b=2,82857 ';4%9 =
pes, 9853904168
r=.994479973

i rene iy asss

FIGURA 16.20 Ecuacién de la
recta de minimos cuadrados.

e Ejercicio 16.9

Para este conjunto de ejercicios, utilice una calculadora grifica si se lo permite su profesor.

En los problemas del 1 al 4 encuentre una ecuacion de la recta de regresion lineal por minimos cuadrados de v sobre x para los
datos dados, y esboce la recta y los datos. Prediga el valor de y correspondiente a x = 3.5.

x| 1 2 3 4 5 6

y| 15 23 26 37 40 45
x|2 3 45 55 7
y[3 5 8 10 1T

5, ¥ |1 2 3 4 5 67
"yl1 18 2 4 45 7 9

M 2 3 4 5 6 7
“y|24 29 33 38 43 49
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5. Demanda Una empresa encuentra que cuando el pre-
cio de su producto es p délares por unidad, el niimero
de unidades vendidas es ¢, como se indica en la tabla
siguiente:

Precio,p |10 30 40 S0 60 70
Demanda, ¢ ( M 68 6 SO 46 R

Encuentre una ecuacion de la recta de regresion de g
sobre p.

6. Agua y rendimiento de una cosecha En una granja, un
ingeniero agrénomo determina que la cantidad de agua
aplicada (en pulgadas) y el rendimiento correspondien-
te de cierta cosecha (en toneladas por acre) son como
se indica en la tabla siguiente:

Agua, x 1 8 16 24 32
Rendimiento, y [ 4.1 45 5.1 6.1

Encuentre una ecuacion de la recta de regresion de y
sobre x. Prediga y cuando x = 12.

7. Virus Un conejo fue inoculado con un virus y x horas
después de que fue aplicada la inyececion, se midié su

temperatura v (en grados Fahrenheit).™ Los datos estdn
en la tabla siguiente:

Tiempo transcurrido,xl 24 32 48 56
‘102.8 1045 1065 107.0

Temperatura, y

Encuentre una ecuacion de la recta de regresion de v
sobre v y estime la temperatura del conejo 40 horas
después de inyectado.

8. Psicologia En un experimento psicolégico, cuatro
personas se sometieron a un estimulo. Antes y después
del estimulo. se midid su presion sanguinea sistdlica (en
milimetros de mercurio). Los datos se muestran en la
tabla siguiente:

Presion sanguninea

Antes del estimulo,x 130 132 136 141
Después del estimulo,y 139 140 144 148

Encuentre una ecuacion de la recta de regresion de v
sobre x, donde x y y se definen cn la tabla.

Para las series de tiempo en los problemas 9 y 10 ajuste una recta de regresion lineal por medio de minimos cuadrados, esto
ey, encuentre una ecuacién de la recta de regresion de y sobre x. En cada caso haga corresponder el primer ano en la tabla

conx = 1.

o PRODUCCION DEL PRODUCTO A,

1993~1997
(en miles de unidades)

Afio Produccion
1993 10
1994 15
1995 16
1996 18
1997 21

PR.R. Sokal y F. J. Rohlf, Introduction to Biostatistics (San Francisco:
W.H. Freeman & Company, Publishers, [973).

10. Produccion industrial En la tabla siguiente, haga
corresponder x = 1 al ano 1975,.x =3 a 1977 y asi
sucesivamente:

INDICE DE PRODUCCION
INDUSTRIAL - MAQUINARIA
ELECTRICA (1997 = 100)

Afio Indice
1975 77
1977 100
1979 126
1981 134

Fuente: Reporte Economico del Presidente
1988, Oficina d¢ Prensa del Gobicrno de los
Estados Unidos, Washington. DC, 1988,




11. Embarque de computadoras

a. Encuentre una ecuacion de la recta de minimos cua-
drados de y sobre x para los siguientes datos (consi-
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12. Atencion médica Para la siguiente serie de tiempo,
encuentre una ecuacion de la recta de regresion que [
ajuste mejor los datos (refiérase a 1983 como afio

dere el afio 1994 como x = 1,y asi sucesivamente): x = —2.1984 como ano x = —1 y asi sucesivamente):
: ENVIOS AL EXTRANJERO -
DE COMPUTADORAS DE LA INDICE DE PRECIOS AL_
COMPANIA COMPUTADORAS CQNSUMIDOR—ATENCION
ACME (en miles) MEDICA, 1983-1987
(1967 = 100)
Ao Cantidad )
Aiio Indice !
1994 35 !
1995 31 1983 337
1996 2% 1984 380
1997 24 1985 403
1998 2% 1986 434
1987 462
—— ;
b. Para los datos en la parte (a), considere ¢l ano 1994 f‘]‘tt’l:l'l;‘.‘ Rvp:;;: (.E(.‘(‘i.nr'lnlii‘('(l: ‘.M
como x = —2, 1995 como afio x = —1, 1996 como g‘r"agleﬁ:ﬁmn“‘, )dré“l?; ]—Esmr.;l

afio x = 0y asf sucesivamente. Entonces > x; = 0.

Ajuste una recta de minimos cuadrados y observe

como se simplifica el cdlculo.

Desarrollar algunas
propiedades de funciones homo-
géneas, incluido el teorema de
Euler.

2 Unidos, Washingtan, DC. 1988,
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16.10 UN COMENTARIO SOBRE FUNCIONES HOMOGENEAS®® ‘

Muchas de las funciones que son dtiles en el andlisis economico comparten la
propiedad de ser homogéneas.

Definicion
Se dice que una funcién z = f(x.v) cs homogénea de grado n (1 cs una cons
tante), si para fodo valor real positivo de A,

‘J'A(f‘\.\'_ 1\7\’) = J\‘.”- Y. V).

En palabras, si tanto x como y se multiplican por el mismo namero real positi-
vo, entonces el valor de la funcion resultante es una potencia del nimero mul-
tiplicada por el valor de la funcién f(x, y). Por ejemplo, si

f(x, y) = X = 2xy°,

entonces

flAax, Ay) = (Ax)* — 2(Ax)(Ay)? = A’ — 2X4%x)°
= M — Day’) = Nfle, 3.

Asli, f es homogénea de tercer grado.
Una funcién homogénea importante en economia es la funcion de pro-
duccion de Cobb-Douglas:

P = f(l, k) = Al*k'™ (& v A son constantes).

¥Esta seccion contiene material de la seccion 16.6 v puede omitirse sin pérdida de continuidad.
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Tenemos.

J

A(I\f)n‘()lk)!‘a s A}\aia,\l—rzkl —
= MK ™ = M (L, k).

F(AL AK)

Por tanto, { es homogénea de grado 1. Por ejemplo, f(/, k) = 2/"%"" es una
funcidon homogénea de grado 1.

Las funciones de produccion que son homogéneas de grado | tienen una
propiedad interesante. Si f es una funcion asi, entonces

F(AL Ak) = Af(L k).
Por ejemplo, cuando todos los insumeos se duplican, entonces
fQ2L 2k) = 2f(1, k),

y la produccion se duplica. Similarmente, si todos los insumos se triplican, la
produccion se triplica. etc. En resumen, un cambio proporcional en cada factor
de entrada de produccién conduce al mismo cambio proporcional en la pro-
duccion.

Al considerar las derivadas parciales de una funcién homogénea puede
obtenerse un resultado importante, Sea f(/, k) una funcién de produccion ho-
mogénea de grado n, Tenemos entonces la identidad

FIAL AK) = A'F(L, k). (1)

Considere el lado izquierdo de la ecuacion (1). Si hacemos r = AM y 5 = Ak,
entonces la ecuacion (1) adquirira la forma

Fir, 8] = WL k). 2)

Ahora tomaremos la derivada parcial en cada lado con respecto a A. Para el la-
do izquierdo, f(r,s), por la regla de la cadena, tenemos

a a _ar o s
LU )] = [Fr )]+ (0 s
= IFr )+ S [ )k )

Para el lado derecho de la ecuacion (2),

(

SN )] = AT ), &

S ; J ’
Al usar las ecuaciones (3) v (4). hacemos %)l_ [f{r, s)]igual a :—)‘ [A"F, k)]
€ &

- .
1%,.[.1‘(:-. )] + k—[f(r. 5)] = nA" V(L k).

o8-

En particular,si A = 1, entonces r ={y s = k, por lo que f(r,s) = f(l, k).
d . il . dJd o i ) )

Asf.fF (f(r, s)] == [F. k) ]y—[f(r. s)] = 5 [f({l. k)]. Porlo que, tene-
Jar - il T ods . dk ™

mos el denominado teorema de Euler para funciones homogéneas:

- 7 ! ,.
.’%[f{/. K] + ko[£ ) = nf (L k). (5) !

Ahora, si f es homogénea de grado 1, como la funcién Cobb-Douglas, enton-
ces n = 1y la ecuacion (5) se transforma en
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g ., o B
Lo ]+ ke [F (L k)] = f(L, k).

Concluimos que si multiplicamos ¢l producto marginal de cada insumo por la
cantidad de insumo, la suma es igual a [a produccién total.

16.11  INTEGRALES MULTIPLES

Recuerde que la integral definida de una funcién de una variable tiene que ver
con integracién sobre un intervalo. Existen también integrales definidas de
funciones de dos variables, llamadas integrales dobles (definidas). Estas tienen
que ver con la integracion sobre una regién en el plano.

Por ejemplo, el simbolo

2 p4 2 4
/ / xydxdy, oequivalentemente, f [ / xy d.r} dy,
JU) 3 0 J3

es la integral doble de f(x, y) = xy sobre una region determinada por los limi-
tes de integracion. La regién consiste en todos los puntos (x, y) en el plano xv,
talesque 3 =x =4y =y =2 (véase la fig. 16.21).

En esencia, una integral doble es el limite de una suma de [a forma
> f(x, y)AxAy> donde en nuestro caso los puntos (x, y) estdn en la region

sombreada. Mds adelante daremos una interpretacidon geométrica de una
integral doble.

Para evaluar

2 ra "2 4
/ / xydxdy Q / [ / xy d.r} dy,
JUJ3 JO 3

usamos integraciones sucesivas comenzando con la integral interna. Primero

evaluamos
"4
/ xydx

tratando a y como constante e integrando con respecto a x entre los limites
3y 4

4

4 X’y
rdy = —— .
[ xydx 5

3

Al sustituir los limites para la variable x, tenemos

42'}’*32')) 16}) 9})_7

2 2 2 2 2V

2 7 7y3 :
S d = | ==
'A‘ 2)1 )5 4

0 4
2 p4
/ / xydxdy =T.
Jo J3

Asl,
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v Ahora consideramos la integral doble

y

| b 1 x>
/ f (x* —xy)dydx. o / [f (xX* — xy) d_v} dx.
1 Jo 2 Jh o

y=x2 . . .
Aquf integramos primero con respecto a y y luego con respecto a x. La region
sobre la que tiene lugar la integracidn esta constituida por todos los puntos

y y=x (x,v) para los cuales x* < y = x* y 0 = x = 1 (véase la fig. 16.22). Esta integral

J// . . doble se evalia tratando primero a x como constante e integrando x* — xy

l 1 con respecto a y entre x° y x7, y luego integramos el resultado con respecto a x
entre Oy 1:

FIGURA 16.22 Region sobre la

3

cual se evalia U fx
/" /"W(TJ ~ 2y} dy dx / / (x* — xv)dydx
. & AY) Gy G S o
A0 S
1 "2 1 o2\ 1yt
= / [/ (x* — xy) dy} dx = / (xsy - i)
J0 LJy 0 2 :

9y

® EJEMPLO 1 Evaluacién de una integral doble

& | W=z
Encontrar / / (2x + 1) dydx
J=140

Solucion:  aqui integramos primero con respecto a v y luego integramos el
resultado con respecto a x:

"1 et
/ / (2x + 1) dydx
J-tJo
"1 i gl 3
= / [/ (2% L)n‘y} dx
JabJo

— /i(zxy + y)]l] dx = l{[zx(i — %) =k (1 = %J| —i0} g3

0 —1

1
= / (—2x2+.v+1)dx:(—2i+*+..c)
I 32

2.1, ) (2 L2
=(2+3+1)-(3+3-1)-3

™ EJEMPLO 2 Evaluacién de una integral doble

2 2
Encontrar / / dx dy.
1 e
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Solucion:  aqui integramos primero con respecto a x y luego integramos el
resultado con respecto a y:

In2 2 In2 2 *In2
f / dxdy = j I:/ dx] dy = / X
1 ¢’ 1 e 1

In2
/| (2-—&)dy = {2y — &)

2
dy

e

n2

1
=2mn2—-2)—(2—e)=2In2—4+e¢
=In4 — 4+ e.

.

Una integral doble puede interpretarse en términos del volumen de una
region entre el plano xy y una superficie z = f(x. y), si z = (. En la figura
16.23 se muestra una region cuyo volumen consideraremos. El elemento de

z=fx. y)

1@#
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FIGURA 16.23 Interpretacion de / ] f(x. v) dy dxen
Ja L=

términos del volumen, donde f(x, y) = 0.

volumen para esta regién es una columna vertical con una altura aproximada
de z = f(x. ).y el drea de su base es AyAx. Asi, su volumen es aproximada-
mente f(x, y)AyAx. El volumen de la regién entera puede encontrarse su-
mando los volimenes de todos los elementos de este tipoparaga=x=byc =
v = d por medio de una integral doble:

boofd
volumen =/ /f(x,y) dydx.

Las integrales triples se resuelven evaluando, de manera sucesiva, tres in-
tegrales, como se muestra en el ejemplo siguiente.

" EJEMPLO 3 Evaluacién de una integral triple

T PE ey
Encontrar / / / xdzdydx.
0 Jo 0
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Solucion: |

1 x =y il % rX—y
[ / / xdzdydx = ] ] [-/ Yd:} dy dx
Jo Jo 0 |
1 b K=
/ / (xz) dv dx = / / (x —y) —0]dydx
0 1] 0
i X
= [ / (x> — xy)dydx = [ [f {x% —xy) (?‘)} dx
Jo o 0 0
! R ;& .
”(f.\‘— A {(1 —?) —U}d.\

i

L 3 < o
= —ldx = — =
Jo 2 8 0 &
I |
— o
%¢£¥E‘E “m Emw — S S _—— ~ - I N N N .
!.
En los problemas del 1 al 22 evaliie las integrales miiltiples.
/ / x dy dx. 2. /7 / y dy dx.
J00 S
3. / / xv dx dy. 4. f_ / X dy dx. |
Juo A Ja o \
'3 2 F2 4 ‘
5 / / (x* — y) dx dy. 0. / / (x* — 2xy) dy dx.
R J=1 N
p2 R ; |
% / / (x4 y) dy dx. 8. / / L oy} dy d.
J0 JU o1 JH)
il iy 2 r—|
9. / / v dy dx. 10. / / 2y dy dx.
JO ] J1 JU
1o 2 pd |
11. / / 14x?v dy dx. 12. / / xy dy dx.
S0 J 3% S0 S0
2 Vd—yE o "V
13. / / x dx dy. 14, / / ydxdy.
JO J0 0 Jy
‘L plea SR |
15. / / 3(x + y) dy dx. 16. / / 5x dx dy.
o T - Jo Jy?
oy ER
17. / / e Vdxdy. 18. / / e Ydx dy.
I
19. / / / 6xy’2 dx dy dz. 20. / / / x dz dy dx.
21. / / / dz dy dx. 22. / / / dzdx dy.
¥
23. Estadistica En el estudio de la estadistica, una funcién y representada mediante el volumen entre la grifica de }
de densidad conjunta z = f{x, y) definida sobre una re- [y la regién rectangular dada par !
gion del plano x, y, se representa por una superficie en
el espacio. La probabilidad de que a=x=b y c=y=d.
a=x=h v c=yv=d Si flx,v) = e ¥ es una funcion de densidad conjun-
i . ta,donde x = 0y y = 0, encuentre
estd dada por
PO=x=21=y=2),
Pla=x=bc= / / flx, y) dx dy y dé su respuesta cn términos de e. _



24. Estadistica En el problema 23,sea f(x,y) = 12¢7 %%
para x, y = (. Encuentre

PB3=x=42=y=6),

y dé su respuesta en términos de e.

a2 REPASO

Términos y simbolos importantes

Seccion 16.1  sistema coordenado tridimensional
plano x.z plano y.z octante

; ) az >
Seccion 16.2  derivada parcial — Folx, ¥)

dx
funcién de costos conjuntos
compelitivos

Seccion 16.3

Seccion 16.4  diferenciacién parcial implicita

-2 52 -2 50
0°z (4 4z d°z

Seccion 16.5 — T B -
dydx dxdy dx” ay”

Seccion 16.6 regla de la cadena

Seccion 16.7 mdaximos y minimos relativos
variables

Seccion 16.8 multiplicadores de Lagrange

Seccidn 16.9 diagrama de dispersion
numeros indices

Seccién 16.10 funcién homogénea de grado n

Seccién 16.11 integral doble integral triple

Resumen

Podemos extender el concepto de funcién de una va-
riable a funciones de varias variables. Las entradas de
funciones de n variables son n-adas. Por lo general, la
grifica de una funcion de dos variables es una superficie
en un sistema coordenado tridimensional. Las funcio-
nes de mas de dos variables no pueden representarse
geométricamente.

Para una funcién de » variables, podemos conside-
rar n derivadas parciales. Por ejemplo, si w = f(x, y,
z), tenemos las derivadas parciales de f con respecto a
x, de f con respecto a y y la derivada de f con respec-
to a z, denotadas como f,, f, y f. 0 df fox, of /oy, ¥
d f/dz, respectivamente. Para encontrar f (x. v, 7), tra-
tamos a y y z como constantes y derivamos a f con res-
pecto a x de la manera usual. Las otras derivadas
parciales se encuentran de manera similar. Podemos
interpretar f.(x, y, z) como el cambio aproximado en
w que resulta al cambiar x en una unidad mientras se
mantienen constantes y y z. Las otras derivadas parcia-
les se pueden interpretar de modo similar. Una funcion
de varias variables puede estar definida implicitamen-
te. En este caso, sus derivadas parciales se encuentran
por diferenciacién parcial implicita.

Ty Xy vy

trazas

funcién de produccion
productos complementarios

variable intermedia

punto critico

método de minimos cuadrados

Sec. 16.12 = Repaso 790

25. Estadistica En el problema 23.sea f(x, y) = x/8, don-
de0=x=2y0=y=4 Encuentre P(x =1,y =2).

26. Estadistica En ¢l problema 23, sea f la funcién de
densidad uniforme f(x, y) = 1. definida en el cuadrado
unitario,0 =x = 1.0 = y = 1. Determine la probabili-
daddeque 0= x=iyl=y=1

E) funcidn de n variables plano x.y
. [olxo, W)
Ox | (xg w)
productividad marginal productos

fis fux fo

prueba de la segunda derivada para funciones de dos

recta de regresion de y sobre x

Las funciones de varias variables aparecen con fre-
cuencia en andlisis econdmicos y de negocios, asi como
en otras dreas de estudio. Si un fabricante produce x
unidades del producto X y y unidades del producto Y,
entonces el costo total ¢ de estas unidades es una fun-
cién de x y de y denominada funcién de costos conjun-
tos. Las derivadas parciales dc/dx y de/dy se llaman
costos marginales con respecto a x y a y, respectivamen-
te. Por ejemplo, podemos interpretar ¢ /dx como el cos-
to aproximado de producir una unidad adicional de X
mientras se mantiene fijo el nivel de produccion de Y.

Si se usan / unidades de trabajo y k unidades de
capital para producir P unidades de un producto, la
funcién P = f(l. k) se llama funcién de produccién.
Las derivadas parciales de P se llaman funciones de
productividad marginal.

Suponga que dos productos, A y B, son tales que la
cantidad demandada de cada uno es dependiente de los
precios de ambos. Si g, v ¢ son cantidades de A y B de-
mandadas cuando los precios de Ay Bson p, v pg. ves-
pectivamente, entonces ¢, y g cada una son funciones
de p4 v py. Cuando dq, /opy > 0y dqg/dps = 0, enton-
ces A v B se llaman productos competitivos (o sustitu-
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tos). Cuando dq, /dpy < 0y dgy/ap, < 0,entonces Ay
B se llaman productos complementarios.

Si z = f(x, y),donde x =x(r, s) y y = y(r, s), z
puede considerarse como una funcién de r y 5. Por
ejemplo, para encontrar dz /ir. puede usarse una regla
de la cadena:

a2 _ozox | 920y
ar  dx or Ay or

Una derivada parcial de una funcién de n variables
es en si misma una funcién de »n variables. Tomando
derivadas parciales sucesivas de derivadas parciales,
obtenemos derivadas parciales de orden superior. Por
ejemplo, si f es una funcién de x v y. entonces f,, de-
nota la derivada parcial de f, con respecto a y; _f'n se
llama segunda derivada parcial de f, primero con res-
pecto a x y luego con respecto a y.

Si la funcién f(x, y) tiene un extremo relativo en
{xy. ya). entonces (X, yq) debe ser una solucién del
sistema

flx, ) =0, flx,y)=0.

Cualquier solucion de este sistema se [lama punto cri-
tico de f. Asi, los puntos criticos son los candidatos en
donde un extremo relativo puede presentarse. La prue-
ba de la segunda derivada para funciones de dos va-
riables nos da las condiciones bajo las cuales un punto
critico corresponde a un maximo relativo o a un mi-
nimo relativo. Establece que si (x. v;) es un punto cri-
ticode f'y

D(x, y) = ful® Y%, ¥) = [fulx 9T

entonces

L SiD(xq, vo) = 0y filxg ¥o) < 0, f tiene un maxi-
mo relativo en (xy, ¥);

2. si D(xq, vg) > 0y fox0, yo) > 0, f tiene un mini-
mo relativo en (xg, yo);

3. si D(xg, yq) < 0, f no tiene ni un maximo relativo
ni un minimo relativo en (xg, yp);

4. si D(xy, yp) = 0, ninguna conclusién puede obte-
nerse sobre los extremos en (x, y,) y entonces se
requiere de un analisis ulterior.

Para encontrar los puntos criticos de una funcidn
de varias variables sujetas a una restriccion, podemos
usar el método de los multiplicadores de Lagrange.
Por ejemplo, para encontrar los puntos criticos de f(x,
v, 2) sujeta a la restriccion gly, v, z) = 0, primero for-
mamos la funcién

Filadys gp )= fla, 0 °2) — Agla yaz):
Al resolver el sistema

F\':U‘J Fy:oa ‘F;':O! F,\zoa

obtenemos los puntos criticos de F. Si (xq, ¥y 2o Ag)
es uno de esos puntos criticos. entonces (xy, vy, 2g) es
un punto critico de f sujeta a la restriccién. Es impor-
tante escribir la restriccion en la forma g(x, v, z) = 0.
Por ejemplo, si la restriccion es 2x + 3y — z = 4, en-
tonces g(x, v,z,) =2x +3y —z —d|oglx,y,z) =4 —
vy =3y +z]. Si f(x, y. z) estd sujeta a dos
restricciones, g,(x, v, z) =0y g(x, v, z) = 0, forma-
mos entonces la funcion F = f — Ajg, — g, y re-
solvemos el sistema.

FX:‘O, 1:"":01 FZ:[)’ FA,ZO’ FA;g:O‘

Algunas veces dos variables, digamos x v v. pue-
den estar relacionadas de manera que la relacion sea
casi lineal. Cuando los puntos (x;. y;). donde i = 1,2, 3,
..., 71, nos son dados, podemos ajustarlos con una recta
que los aproxime. Tal recta es la recta de regresién li-
neal (o recta de minimos cuadrados) de y sobre x, que
estd dada por

y=a+ bx
donde
(E)(Z9) - (E7)(Ew)
Z_I: i {n 'n 2 =
B Ak (EI,)
=i =y
¥

Los valores y pueden usarse para predecir los valores
de y para valores dados de x.

Al trabajar con funciones de varias variables po-
demos considerar sus integrales multiples. Estas se de-
terminan por integracidon sucesiva. Por ejemplo, la

integral doble
/_ / (x + y) dx dy
JN 1]

se evalia tratando primero a y como constante e inte-
grando x + y con respecto a x. Después de evaluarla
entre los limites 0 y yp, integramos esc resultado con
respectoayentrey = lyy = 2. Asi,

/‘_ /\J (x + y)dxdy = /I» [ /"' (x +y) d.‘(] dy.
J1 JO J1 AL

Las integrales triples implican funciones de tres varia-
bles y se evaltian también por integracion sucesiva.

———— e e —
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Los problemas cuyo niimero se muestra en color, se sugieren para utilizarlos como examen de préctica del capitulo.

En los problemas del 1 al 4 eshoce las superficies dadas.
L. 2x +3v+z=09.
3 .z=9%

£

2.
4.

X

2oke gl =

En los problemas del 5 al 16 encuentre las derivadas parciales indicadar,

5. f(x.y) =4x* + 6xy + _v3 — 1: Ll ¥), (% 9

6 P=0 +& -8

aP/al, aP/ak.

X dz az
T 2= Vo — 3 = — — 30); g
£ et 8. f(par Pu) = 2pa = 20) + 3(ps = 30); £, (pa, po)
: BT gy D ¥+ oaw
9. flx. v) = InVx + yh ——[flx, )] 0. w=———"+ "
a2y b ax
11 w0 = "% Wy, (x. v, 7). 12. f(x, y) = xyIn{xy). fo(x, ¥).
: : N, & —
13 (3. 2) = (x4 D)y + 2 —5(flx 5 2)] W oz=(x— y)(y* — 2xy); %z/ayh
Az
15, w = xe¥lnz: dw/ay, @w/ax iz 16. P = 100/"1£%%: 2P /ak al.
Enlos problemas 17 y 18 encuentre el valor indicado.
At o
17. Si f(x, y, z) =~ encuentre f,,.(2. 7, 4). 18. Sif(x, v, z) = (6x + 1)e" ™Y encuentre
o f,\\?:(o' 1‘ U)
9. Siw = ¥ 4+ 2xv + 3V x=¢€yy=In(r +s), 120. Siz=In{x/y) +e —xy, x=rsyy=r+s,
encuentre dw/ar v dw/as. determine dz/ds.
721, Six® 4 2xy — 227 + xz + 2 = 0, determine dz/ox. o) Siz? — e 4 Inz + ¢ = 0, determine dz/dy.
23. Funcion de produccién  Si la funcion de produccion de Aqui, Z es una constante que depende de la industria
un fabricante estd definida por £ = 20/" %", determine particular considerada, £ un indice de provecho de la
las funciones de productividad marginal. innovacion y 8 un indice de la magnitud de la inversion
24. Funcion de costos conjuntos  El costo de producir x f’ec‘?sf”? para hacer uso de la innovacién. Encuentre
unidades del producto X y v unidades del producto Y dut/aP'y bo./aS.
¢stia dado por 27. Analice los extremos relativos de la funcion f(x. y)
i} =2+ 22 —2xy —4y + 3.
¢ = Sx + 0.03xy + 7y + 200, ) ) o
28. Analice los extremos relativas de la funcion flw, z)
Determine el costo marginal (parcial) con respecto a x =2w' + 27" —6wz +7.
cuando x = 100y y = 200. 29. Minimizacion de material Una caja rectangular de
25. Productos competitivos y complementarios  Si cartén sin tapa debe tener un volumen de 32 pies ctbi-
g4 =200 —3p, + payqs =50 —Spg + p,, donde g4 cos. Encuentre [as dimensiones de [a caja de manera
V gy son las unidades demandadas de los productos A y que la cantidad de cartén usado sea minima.
B, respectivamente. v p, v i SON sus precios por unidad 30. Lafuncién
respectivos, determine si A y B son productos competi-
tivos o complementarios. Flx, ¥) = ax* + by* + cxy — 10x — 20y
26. ]nnm.f'{\cmn Para lla mdus?na, til moudelo siguiente tiene un punto critico en (x, v) = (1,2), y la prueba de
dLSLn.j,L ]'? tas:a ai(leerm gnega a]fal ) r.)(i]a.%ue T8 la segunda derivada no es concluyente en este punto.
RCRARIOT SUSTE S U PTREREED SStmUlaeKio: Determine los valares de las constantes a., & y ¢.
a = 7 + 0.530P — 0.0275. 1. Maximizacion de la utilidad Una granja produce dos

Refiérase a las secciones 16.4 o 16.6.

PA.P Hurter, Jr. A. H. Rubenstein, et ai., “Market Peaetration by
New Innovations: The Technological Literature™, Technological Fo-
recasting and Social Change, 11 (1978).197-221.

tipos de gqueso, A y B. a un costo promedio constante de
50y 60 centavos por libra, respectivamente. Cuando el
precio de venta por libra de A es p, centavos y el de B
es py cenlavos, Jas demandas (en libras) para A y B, son

ga = 250(pg — pa)
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gg = 32,000 + 250(p, — 2pg).

Encuentre los precios de venta gue dan una utilidad
madxima. Verifique que la utilidad tiene un méximo rela-
tivo con esos precios.

32. Encuentre todos los puntos criticos de f(x, v, 2} = xyz,
con la condicién de que
3x+2y+4z —-120=0 (xyz # 0).
33. Encuentre todos los puntos criticos de f(x, v, z) =+ +
¥ + 2% con la restriccién de que 3x + 2y + z = 14,

34. Sobrevivencia a una infecciéon En un experimento.™
un grupo de peces fueron inoculados con bacterias vivas.
De aquellos peces que se mantuvieron a 28°C, el por-
centaje p de los peces que sobrevivieron la infeccion ¢
horas después de inyectados, se da en la tabla siguiente:

. bl 100 o iR v, 2 2007 SR
p] 82 79 78 18 6

Determine la recta de regresion lineal de p sobre 1.

£n tos problemas del 36 al 39 evaliie lus integrales dobles.

36. / i ] v dx dy.
1 1)

38. / ' f T xdxdy.
JO i

#), B. Covert y W. W. Reynolds, “Survival Value of Fever in Fish™,

Nature, 267, nim. 5606 (1977), 43-45.

fad
n

. Gastos de equipo Encuentre la recta de regresion li-
neal de minimos cuadrados de y sobre x para los datos
dados en la tabla siguiente (refiérase al afio 1993 como
elafiox = 1,etc.):

GASTOS EN EQUIPO
DE UNA COMPANIA DE
COMPUTADORAS, 1993-1998
(en millones de délares)

Ano ndice
1993 15
1994 22
1995 21
1996 26
1997 27
1998 34

4002
37. / / xydxdy.
Al ¥2

a0 e
39, / / (X + 2xy — 3y?) dydx.
SN

VX



Aplicacion practica
Analisis de datos para un modelo
de enfriamiento®®

E n el capitulo 15 se trabajé con la ley del enfriamien-
to de Newton, la cual puede usarse para describir la
temperatura de un cuerpo al enfriarse en funcién del
tiempo. Aqui se determinard esa relaciéon de manera
empirica por medio del andlisis de datos. Esto ilustrara
como se disefian los modelos matematicos en muchas
situaciones reales.

Supongamos que usted guiere crear un modelo
matematico acerca del enfriamiento de té caliente des-
pués de ponerlo en un refrigerador. Para ello coloca
una jarra de té caliente y un termodmetro en un refrige-
rador; luego periddicamente, lee y registra la tempera-
tura del té. La tabla 16.6 muestra los datos obtenidos,
donde T es la temperatura en grados Fahrenheit 7

TABLA 16.6
Tiempo  Temperatura Tiempo Temperatura
t T t T
0 min 124°F 128 min 64°F
5 118 144 62
10 114 178 59
16 109 208 55
20 106 244 51
35 97 299 50
50 89 331 49
65 82 391 47
85 74 Toda 45
una noche

minutos después de que se coloed la jarra en el retrige-
rador. Inicialmente, esto es,ent = 0, la temperatura es
de 124°F; cuando ¢ = 391, T = 47°F. Después de ha-
ber estado en el refrigerador toda una noche, la tem-
peratura es de 45°F. La figura 16.24 da una grafica de
los puntos correspondientes a los datos (f. T') desde
t = 0 hastar = 391.

HAdaptado de Gloria Barrett, Dot Doyle Dan Teague, “Using Data
Analysis in Precalculus to Model Cooling™, The Mathematics
Teacher, 81, nim. 8 (nov. de 1988). 680-684, Con autorizacion del
National Council of Teachers of Mathematics.

100

100 200 300 400

FIGURA 16.24 Puntos de datos y aproximacién
exponencial.

La tendencia de estos puntos sugiere fuertemente
que se encuentran sobre Ja grafica de una funcién ex-
ponencial decreciente, como la mostrada en la figura
16.24. En particular, como la temperatura después de
una noche es de 45°F, esta funcidn exponencial debe-
ria tener 7 = 45 como asintota horizontal. Tal funcién
tiene la forma

T = Ce” + 45, 1
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donde 7 da la temperatura estimada en el tiempo , y
C y a son constantes con ¢ < 0 (note que como a < 0,
entonces cuando t — oo, se tiene Ce® — 0, por lo
que Ce” + 45 — 45).

Ahora el problema es encontrar los valores de C'y
a tales que la curva dada por la ecuacién (1) se ajuste a
los datos de la mejor manera posible. Al escribir la
ecuacion (1) como

~

T — 45 = Ce"

y tomando luego logaritmos naturales en ambos lados,
se obtiene una forma lineal:

In(T — 45) = In(Ce"),
In(T — 45) = InC + In e,
In(T — 45) = InC + ar. (2)
Haciendo f”, = In(f’" — 45), la ecuacion (2) queda ex-
presada como
’i", =at + InC. 3

Como a y In C son constantes, la ecuacién (3) es una
ecuacion lineal en 7; y 7. Esto significa para los datos
originales, que si se grafican los puntos (7, In(7 — 45)),
deberdan quedar aproximadamente sobre una recta.
Esos puntos se muestran en la figura 16.25, donde T,
representa In (7 — 45). Asi. la recta dada por la ecua-
cidn (3), que aproxima 7). puede suponerse que es la

T

L 1 il 1
100 200 300 400

FIGURA 16.25 Los puntos (¢, T;), en donde
T, = In(T — 45), estd cerca de una recta.

recta de regresion lineal de 7; sobre ¢. Estoes,ay In C
son los coeficientes de regresién lineal. Usando las
férmulas para esos coeficientes y una calculadora, se
determina que

804

~ —0.00921

et

; = = = '
InC = =

= 4.260074.

Como In C = 4.260074, entonces C = ¢**%™ ~ 7082,
Asi, de ta ecuacion (1),

]"! = 70.826‘7“‘“”“1“ + 45,

el cual es un modelo que predice la temperatura del té
al enfriarse. La grdfica de esta funcion es la curva que
se muestra en la figura 16.24,

Ejercicios
1. Trace los puntos correspondientes a los datos que
se dan enseguida sobre un plano coordenado x, y:

x 0 1 4 7 10
y 15 12 9 9 6

Suponga que esos puntos se encuentran, aproxi-
madamente, sobre la grifica de una funcion expo-
nencial decreciente con asintota horizontal y = 5.
Use el procedimiento analizado en esta aplicacion
practica para determinar la funcion.

2. Suponga que ciertos datos observados siguen una
relacion dada por y = C/x", donde x, y, C > 0.To-
mando logaritmos naturales en ambos miembros
de la ecuacion, demuestre que In x y In y estdn re-
lacionados de manera lineal. Asi. los puntos (In x,
In y) se encuentran sobre una recta.

3. Use la ley del enfriamiento de Newton (véase la
seccion 15.7) y los puntos (0. 124) y (128, 64) para
determinar la temperatura 7" del té, en la aplica-
cioén préctica, en el tiempo t. Suponga que la tem-
peratura del medio ambiente es de 45°F.

4. Trate de obtener la ecuacidn final de regresion
obtenida en la aplicacion préctica, usando la capaci-
dad de regresién de una calculadora gréfica. Prime-
ro utilice regresion lineal. ;Cémo es su resultado
comparado con el de la aplicacion? Después trate
de omitir la transformacion a la forma lineal y rea-
lice una regresion exponencial. ;Qué dificultades
encuentra, si es que hay dificultades? ; Como supe-
rarfa estas dificultades?
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WM Proporcionar la idea
intuitiva de conjunto y utilizar
métodos para describir conjuntos.
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conjunto

Conceptos basicos

Operaciones con
conjuntos

Cardinalidad de
conjuntos

Repaso

APE__N_DIHC A

Conjuntos

AGRUPACIONES Y LO QUE SE PUEDE HACER CON ELLAS

En la vida diaria y en la profesional. nos encontramos ante situaciones en
las cuales de manera natural agrupamos objetos, personas, proyectos, etc.,
que tienen alguna cualidad en comun. Por ¢jemplo: los companeros del grupo
de la escuela, las enfermedades del corazon, los contribuyentes menores, los
proyectos de inversion de un portafolio financiero, entre otros. Ademas, nos
hacemos preguntas con respecto a esas agrupaciones y sus componentes. Ta-
lcs agrupaciones v lo que se puede realizar con ellas y sus componentes es
materia de estudio de una parte de las matemdticas conocida como teorfa de
conjuntos.

A.1 IDEA INTUITIVA DE CONJUNTO

De manera intuitiva diremos que un conjunto es una coleccion bien definida
de objetos. A cada uno de estos objetos les denominaremos elementos del
conjunto.

Bdsicamente existen dos formas de definir a un conjunto:

La primera. denominada definicion por extension, es aquella en la que lista-
mos todos los elementos del conjunto. Esta lista de elementos la escribimos
entre llaves.
B cunin 1
EJEMPLO 1
Los conjuntos siguientes estdn escritos por medio del método de extension.
A = [Mercurio, Venus, Tierra, Marte}

B = [Bonos, Acciones, Certificados de Tesoreria)
C =1{1.2,3,4,3,6}

n
La segunda, conocida como definicién por comprension o construccidn. es en

la que escribimos una propiedad que deben cumplir los elementos que perte-
necen al conjunto.

———
EJEMPLO 2

Los conjuntos siguientes se escriben por medio del método de construccion.

C = {x|x es un niimero natural par menor gue 20}
D = {x/x es la capital de un pais de Norteamérica

805
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E = {x/x es un planeta del sistema solar comprendido entre

el Sol y los Asteroides}
F = {x|x es uno de los primeros diez nimeros pares naturales)
G = [x)x es el resultado del tiro de un dado)

—_— N

Ademsds de los dos métodos anteriores, podemos mencionar una tercera
forma de describir o definir conjuntos, la cual es una combinacién de las dos
anteriores. Se dan los primeros y/o los tltimos elementos, a partir de los cua-
les se infiere cudles elementos pertenecen al conjunto.

————
EJEMPLO 3

Para definir los conjuntos siguientes, hicimos uso de una combinacion de los
métodos de comprensién y extension

H =(2.4.6,...,18,20}
I = {Argentina, Antigua y Barbuda, Bahamas, .. .. Uruguay, Venezuclal
J = [Mercurio, Venus, Tierra, . . ., Neptuno, Pluton)

Al emplear este método se debe ser cuidadoso al escribir los elementos y
del contexto del problema que se trate, ya que puede sugerir mds de una res-
puesta correcta.

Revise la seccidn 0.2 para un repaso sobre conjuntos de numeros natura-
les, enteros, racionales, irracionales y reales,

En los problemas del I al 6 escriba cada conjunto wtilizando el método de extensidn.

1. El conjunto de los nimeros enteros positivos 2. R es el conjunto de los huesos del cranco.

que son divisores de 24,

3. Elconjunto de los paises de Europa cuyo nombre 4. S es el conjunto de nombres de ganadores del premio

de su capital inicia con P.

Nobel de Economia.

5. El conjunto de paises que han ganado la copa mundial 6. T es el conjunto de nimeros primos menores que 20.

de fiitbol.

En los problemas del 7 al 12 escriba cada conjunto y utilice el mérodo de construccion o comprension.

7. {1,3.5.7.9).
9, 12,4,6,810,12....).
11 {7,14,21,28, ... ,693,700).

8. {Espana. Portugal).
10. ir, o, m. a).

12. El conjunto de los enteros entre -6 y 6.

En los problemas del 13 al 20 se da un conjunto si utiliza un métode, escriba el mismo conjunto utilizando otro método.

13. {1,2.3.4,6,12)

14. {x/x es una persona viva que ha sido presidente
de Argentina)

15. {Panamd, Costa Rica, . .., Belice, Guatemala, México} 16. {x|x es un niimero primo menor a 20|

17. R es el conjunto cuyos elementos son los ndmeros 18. S es el conjunto que consiste en los reciprocos de
enteros mayores a 60. todos los nimeros naturales menores a 10,

19. T es el conjunto formado por las letras del abecedario 20. [k|k es un entero y k¥ < 10}
espanol.




Introducir la nota-
cion usual de conjuntos. Detinir
conjuntos vacio y universal.
Introducir el concepto de subcon-
junto, la igualdad de conjuntos.
Emplear los diagramas de Venn
para representar conjuntos.
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A.2  CoNncePTOS BASICOS

En la seccién anterior introdujimos la nocidén de conjunto y sus elementos. El
primer conjunto que escribimos fue A = [Mercurio, Venus, Tierra, Marte}, cu-
yos elementos son los planetas del sistema solar: Mercurio, Venus, Tierra y
Marte. Asi, podemos decir que “Venus es elemento del conjunto A” y “Jipiter
no es elemento del conjunto A”. Reemplazamos “es elemento del conjunto™
con el simbolo € y con & a la (rase “no es elemento del conjunto™. Con lo an-
terior, podemas escribir:

Venus € A y Ipiter & A

¥ EIEMPLO 1

Considere el conjunto C = [x/x es un niimero natural par menor que 20} decida
st cada uno de los ndmeros siguientes es o no elemento del conjunto C y repre-
sente esto por medio de la notacion de pertenencia € o €.

a. 4.
b. 20.
c. 0
d. 4
e 3

Solucion:

a. Puesto que 4 es un numero natural par y es menor que 20, entonces perte-
nece al conjunto C. Escribimos 4 € C.

b. Aunque 20} es un nimero par, no es menor que 20, por lo tanto, 20 & C.

c. El 0 es par. y aunque es menor que 20 no es un ntimero natural, por tanto,
no pertenece a C, lo cual escribimos asi, (} & C.

d. El -4 es un ndmero par menor que 20 pero no es un nimero natural, por lo
que no pertenece a C. Escribimos —4 & C

e. Si bien 3 es un nimero natural menor que 20, no pertenece al conjunto C
ya que 3 no es par. por lo tanto. escribimos 3 & C.
N

Conjunto universal y conjunto vacio

Al trabajar con conjuntos es necesario indicar el universo del discurso que es-
td formado por un conjunto al cual pertenecen todos los elementos con los
cuales estemos trabajando en un problema en particular. A este conjunto se le
conoce como conjunto universal. Este conjunto se denota tipicamente por me-
dio de la letra U o la letra griega omega maytscula, €.

En un problema, el conjunto universal podria ser ¢l conjunto de todos Jos
planetas del sistema solar, mientras que en otro podria ser el conjunto de to-
das las mujeres menores de 24 afios que estudian medicina.

Es muy importante dejar claro cual es el conjunto universal, ya que eso
determinard nuestro marco de referencia. Asi como es necesario tener un con-
junto al cual pertenecen todos los elementos con los que se esta trabajando,
también lo es deflinir un conjunto el cual carcce de elementos, dicho conjunto
se conoce como conjunto vacio, A este conjunto lo denotamos con @ o | |.

- cvpin o
EJEMPLO 2
Determine cudl(es) de las proposiciones siguientes define a un conjunto vacio.
a. {m/m es un namero primo par}
b. {x|x es un nimero real tal que x* < 0}




808  Apéndice A = Conjuntos

¢. {y|y es un ndmero entero entre 4 y 5}
d. {&)
Solucion:
4. 2 es un nimero par y es primo, por lo tanto, este conjunto no es vacio.
h. Sabemos que no existe nimero real que al elevarlo al cuadrado nos dé un
nimero negativo, por lo tanto, el conjunto es (.
¢. No existe nimero entero entre 4 y 5, asi este conjunto es vacio (.

d. {&] no es el conjunto vacio. es un conjunto que tiene un elemento (el ele-
mento es el conjunto vacio).

Subconjunto

Suponga que en un problema particular estamos interesados en calificaciones
determinadas con nimeros enteros del 5 al 10, eso nos sugiere que el conjun-
to universal es

U = {5.6.,7.8,9, 10}.

Ahora bien,si A = {5,6,9} es un conjunto bajo estudio. Podemos observar que
todo elemento de A también es un elemento de U. Decimos que A es un sub-
conjunto del conjunto U. Esto nos lleva a la siguiente:

Definicion:

Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B, si y solo si cada ¢lemento de
A también es elemento de B. Esto lo escribimos A C B. Por otro lado, si A no
es subconjunto de B, lo denotamos con A D B.

Cuando A C B, también decimos que “A estd contenido en B™.

Observe que para demostrar que un conjunto, A, xo es subconjunto de un
conjunto B, con base en la definicion debemos demostrar que no todo elemen-
to de A pertenece a B, es decir, debemos encontrar un elemento en A tal que
ese elemento no pertenezca a B. Por ejemplo. el conjunto {1,2.3} D {2.3.4.5},
vaque l € A,pero 1 & B.

El conjunto vacio, ), es subconjunto de todo conjunto A. (Véase ¢l pro-
blema 15.)

" EJEMPLO 3

Haga una lista con todos los subconjuntos del conjunto
M ={1.2,3.4}.

Solucion: para hacer la lista procedemos de manera ordenada, primero es-
cribimos los conjuntos con cero elementos, es decir. sin elementos. Solo existe
uno, el vacio. & C M.

La lista de conjuntos con un elemento es:

(1) {21 (3} v {4)
Los subconjuntos de M con 2 elementos son:
(1,2}, 11,3}, (1.4}, {2, 3}, {2. 4} v {3.4}.
Hay cuatro subconjuntos de M con 3 elementos:

(1,2.3).{1.2.4). {1.3.4} y (2.3.4].
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Y solo existe un subconjunto de M con cuatro elementos, éste es ¢l mismo M.

Observe que en el ejemplo anterior tenemos 16 subconjuntos de H. En
la lista estan incluidos dos (& vy M), que se denominan subconjuntos impro-
pios o triviales de M, los restantes 14 se les conoce como subconjuntos propios
de M.

Igualdad de conjuntos

Decimos que dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos. Cuan-
do dos conjuntos, A y B, son iguales escribimos A = B. Para demostrar que A
y B son iguales, tenemos que demostrar que todos los elementos de A perte-
necen a B y también que todos los elementos de B pertenece a A. Es decir, se
debe cumplir que A C By B C A.Si alguna de las contenciones anteriores no
se cumple escribimos A # B, que se lee “A es diferente de B”.

® EJEMPLO 4

a. El conjunto {1, 2, 3} es igual al conjunto {3, 1, 2), ya que tienen los mismos

elementos, Observe que esto nos indica que el orden en que escribimos los

elementos de un conjunto no importa.

b. El conjunto T = {2.4, 6] es igual al conjunto P = (2,4,2,6,2,4]. Note que
todos los elementos de T pertenecen a P,y reciprocamente, todos los ele-
mentos de P pertenecen a T. Esto nos dice que en un conjunto basta con
escribir una sola vez cada elemento.

Diagrama de Venn-Euler

Un dibujo dice mas que mil palabras, reza un refrdn, y las matematicas no son
la excepeion. Muchas veces un dibujo o una grafica nos ayudan a clarificar al-
gunas ideas, en el caso de la teorfa de conjuntos se emplean los diagramas de
Venn-Euler, o simplemente diagramas de Venn. Por lo regular, en estos dia-
gramas el conjunto universal se representa por medio de un rectdngulo y los
demads conjuntos de interés por medio de 6valos, circulos u otras formas. En
esta seccion y la siguiente haremos uso de los diagramas de Venn para ilustrar
muchos de los conceptos.

" EJEMPLO 5
Represente por medio de un diagrama de Venn al conjunto A = (2,4,6), y con-
sidere el conjunto universal U = {1,2,3.4,5,6,7}.

Solucion:
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e
EJEMPLO 6

Por medio de un diagrama de Venn represente a los conjuntos

U = {x/x es una persona que se encuentra en Américal

A = [x/x es una persona que padece de miopia}

B = {x|x es una persona que padece de astigmatismo)}
Solucion:
Representamos por medio de un rectangulo al conjunto universal y por medio
de circulos a los conjuntos A y B.

A

En el diagrama anterior. traslapamos los circulos que representan a los con-
juntos A y B, ;Por qué?
PR ¥

B cicrcicio .2 I

En los ejercicios del 1 al 6 escriba € o & para que la expresion dada sea verdadera.

1. 4 {1.2.3.4} 2, lipiter [x|x es un plancta)
33 & 4. Luna {x|x es un planeta|
5. (4] (1.2.3.4} 6. 3 Q

En los ejercicios del 7 al 14 decida si es verdadera o falsa cada una de las proposiciones siguientes.

7. [3.4} = [4.3) 8. a& lh.ol.a}

9. {Marte} C {k[k es un planeta del sistema solar) 10. fa.m,a, b.a} = {a.b, m}

11. 3 & [2.4,6} 12, {2.3) 2 {2.4.6.8)

13. {m|m es un nimero natural menor a 2} = {1} 14. Belice, Honduras, Cuba} C {cje es un pais del

Continente Americano).

15. Demuestre que el conjunto vacio, . es subconjunto de cualquier conjunto, A. Sugerencia: Suponga que & 2 A y muestre
que esto no es posible.

Para los problemas del 16 af 24, decida si la proposicion dada es verdadera o falsa. Considere los conjuntos siguientes:
U ={a,b.c,d.l.g h. i )

A =la,c.d}
B={fg
C = |a.b, 1 g}
16. [e.f.b} C B 17. CB
18. ACU 19. CD A
200 ADC 21. Elconjunto B tiene exactamente 2 subconjuntos propios.

22. El conjunto C tiene exactamente 32 subconjuntos.




23. El diagrama siguiente ilustra de manera correcta la ve- 24. Fl diagrama siguiente ilustra de manera correcta la re-

lacion entre U, A v B.
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lacion entre U, B y C.

C

C

FLRFEUTR Detinir las operacio-

nes basicas con conjuntos, union,

interseccion, complemento y
diferencia; ilustrar el uso de las
operaciones de conjuntos en

diversas situaciones, y representar

las operaciones entre conjuntos

por medio de diagramas de Venn.

A.3  OPERACIONES CON CONJUNTOS

En un estudio sobre enfermedades en dos regiones del pais, se encontré la
informacién que aparece en la tabla siguiente, con respecto a las principales
enfermedades en la poblacién de cada region.

Region norte Region sur
Bocio, b Anemia, a
Diabetes, d Gripe. g
Gripe, g Neumonia, n
Hepatitis, h Paludismo, p

La tnica enfermedad de mayor incidencia en comtn a las dos regiones es la g, |
gripe. Ahora. si representamos las enfermedades de cada regién como un con- |
junto, entonces el conjunto de enfermedades con mayor incidencia en la re- ‘
gion norte del pais forman ¢l conjunto R = {b, d, g, h}. Mientras que para la
region sur tenemos S = {a, g, n, p).

Estos conjuntos los podemos representar por medio de un diagrama de
Venn, como se muestra a continuacion, en donde ¢l tinico elemento comtn
a los dos conjuntos es g. Este elemento pertenece a la interseccion de los
conjuntos.

La interseccion de los conjuntos A y B, denotada por A N B, es el conjunto que
se forma con los clementos que son comunes a ambos conjuntos, es decir

ANB={x

X EAyx€EB}

En el siguiente diagrama de Venn la parte sombreada, que es comin a ambos
conjuntos, representa la interseccion de ellos.

u

FIGURA A.1 Interseccion de
los conjuntos Ay B.A M B.
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Para el caso de las enfermedades (enemos

RnNS =|g

——
EJEMPLO 1

Determine la interseccion de los conjuntos siguientes:
a. A =(1,2,3,4,5,6lyB = {2,4,8,16}

b. C = {x|x es un planeta del sistema solar} y D = |x|x es un planeta que estd
mas proximo al Sol que Ia Tierra}

c. E=lholaly@
d. F =1{3,6,9.12} y G = {5,10,15)
Solucion:

a. Puesto que los elementos comunes a los dos conjuntos son 2 y 4, tenemos

(1.2.3.4,5.6} N [2,4.8.16} = (2, 4}.

b. En este caso tenemos que C M D = {Mercurio, Venus|, va que éstos son
los dnicos planetas del sistema solar que estdn mds proximos al Sol que a
la Tierra.

¢. Puesto que &J no tiene elementos, no puede haber elementos que perte-
nezcan a ambos conjuntos, por lo tanto,

(hoo,l.a)j N @ =@.

d. Como se puede observar, los conjuntos I y G no tienen elementos ¢n
comtn, por lo que,
FNG=.
[
Los dos ultimos nos muestran, en cada caso, dos conjuntos que no tienen

elementos en comiin, éstos conjuntos reciben el nombre de conjuntos disjun-
tos. Con mayor formalidad decimos que los conjuntos A y B son disjuntos si

ANB=y.
A B U
FIGURA A.2  Conjuntos
disjuntos, AN B =@,
W—
EJEMPLO 2

En un estudio realizado en una universidad se clasifico a los estudianies en los
conjuntos siguientes:

S = [x|x tiene automovil)
T = {x|x juega baloncesto)

Describa la interseccion de los conjuntos S y T e iltistrelo en un diagrama de Venn
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Solucién: la interseccién estd formada por los elementos que cumplen las
dos condiciones asi que

S NT = {x/x tiene automdvil y juega baloncesto}

El siguiente diagrama de Venn ilustra lo anterior.

u

) R FIGURA A.3

Tiene automaovil y juega baloncesto
Al inicio de la seccidn se presento una tabla con las cuatro enfermedades prin-
cipales en cada una de las regiones del pais (norte v sur). Si un estudiante
desea realizar un reporte de las principales enfermedades de las dos regiones.
entonces necesita analizar cada una de las enfermedades que tienen una alta
incidencia en la regién norte o en la region sur, es decir, el conjunto

{a,b.d. g h.n,p]

que es la union de los conjuntos de enfermedades, este conjunto se represen-
ta mediante el siguiente diagrama de Venn.

u

FIGURA A.4 Union de los
conjuntos Ry S,R U S

Formalizando lo anterior, decimos que la unién de los conjuntos A y B, deno-
tado por A U B, es el conjunto cuyos elementos pertenecen a cualquiera de los
dos conjuntos. Es decir,

AUB={xlx€Aox¢c B

o
EJEMPLO 3

Determine la union de los conjunios siguientes:
a. A =[1,2,3.4.5,6}y B = {2,4.8,16)

b. C = {x/x es un planeta del sistema solar} y D = {x|x es un planeta que
estd mds préximo al Sol que la Tierra}

¢e. E=1[holalyd

Solucion:

a, Para obtener la unién comenzamos por enumerar a todos los elementos
del primer conjunto y a continuacién escribimos los elementos del segun-
do conjunto que no hayamos escrito, es decir,

AUB ={1.2,3,4,5.6,8.16].

h. Note que en este caso, al listar todos los elementos del conjunto C, nos da-
mos cuenta que ya incluimos a todos los del conjunto D, por lo que,

C U D = {x|x es un planeta del sistema solar}.
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Observe que es el mismo conjunto C, ;por qué?, ;bajo qué circunstancia
se cumple lo anterior?, es decir, ;cudles son las condiciones para que al
unir dos conjuntos el resultado sea uno de ellos? Véase el problema 27.

¢. EU @ = [h.o,l a}. Note que el resultado fue el conjunto E. Véase el pro-
blema 30.

el

Regresando con el ejemplo dado al inicio de Ia seccion el total de enfermedades
que se encontraron en las dos regiones fue de siete. Incluimos Cirrosis hepdtica,
Diabetes vy Tuberculosis para formar el conjunto universal para este caso. A
continuacion, mostramos la tabla con las diez enfermedades bajo estudio,

TABLA A.1 Padecimientos en el estudio de las dos regiones del pais

Anemia, a Gripe, g
Bocio, b Hepatitis, h
Cirrosis hepdtica, ¢ Neumonia, n
Diabetes, d Paludismo, p
Epilepsia, e Tuberculosis, t

Con la notacién dada en la tabla para las enfermedades. tenemos que
U ={a,b,c.d,e g h n,p,t}

En el siguiente diagrama de Venn mostramos a los conjuntos U y R definido
con anterioridad.

o
i
L

fes

B e e

[

i e

a o me
T8 &
B

EAERESLese Bege

BERL R ES L
Y
& % B

e o e

e
%

FIGURA A.5

Observe la region sombreada. también forma un conjunto. llamado el comple-
mento de R, y se representa por R%, R* o con R. Aqui emplearemos la primera
de las notaciones, Formalizando lo anterior, tenemos:

El conjunto complemento de A, denotado A€ es el conjunto que contie-
ne a todos los elementos del universo, U, que no pertenccen al conjunto A.
Es decir,

C=(xlxeUyx & Al

-
EJEMPLO 4

Considerando el caso de las principales enfermedades en las dos regiones del
pats, determine:

fi: R%,
b. S°

Solucion:

a. Para escribir el complemento del conjunto R, basta con listar a todos los
elementos del universo y quitar aquellos que pertenezean a R, Es decir,

R* ={a,c,e.n,p. ).
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Véase la ligura A5,

b. De manera andloga obtenemos S° = (b, c.d, e, h, t).
== ool

Una operacion mds entre conjuntos es la diferencia entre dos conjuntos, ésta
la utilizamos cuando nos interesa conocer los elementos de un conjunto que
no se encuentran en el otro. En el caso de las enfermedades. la diferencia en-
tre los conjuntos R y S, denotada por R — § es el conjunto

R —S = |b.d,h.

El conjunto anterior representa a las principales enfermedades en la region
norte que no son enfermedades principales en la region sur. Formalizamos lo
anterior en la definicion siguiente.

La diferencia de los conjuntos A y B, denotada por A — B. es el conjunto
cuyos elementos pertenecen al conjunto A pero no pertenecen al conjunto B,
es decir,

A—B={xx€Avyx¢&B)

En un diagrama de Venn la diferencia anterior se representa en la figura
siguiente

A B

FIGURA A.6 Dilerencia
de conjuntos, A — B.

——
EJEMPLO 5

Determine la diferencia de los conjuntos siguientes.
A =1{1.2,3,4,56}.B ={2.4,5. 10}

Solucion: para obtener la diferencia, A — B, listamos todos los elementos de
A y eliminamos de esa lista a los elementos que tenga en comtn con B. Al ha-
cer lo anterior. tenemos

A —B ={1,3.5,6).

—
EJEMPLO 6

Se clasificé a estudiantes de la universidad estaral en:

F = [x|x fumal]
T = {x|x tiene automovil)
M = {x|x es mujer]

En este caso, el conjunto universal, U, es el de todos los estudiantes (hombres y
mujeres) de esa universidad.
Describa con palabras a cada uno de los conjuntos siguientes:

aF —T
b. M —T.
& I'—FE
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Solucion:

a. F — T, representa al conjunto de estudiantes que fuma y no tiene automovil.

b. M — F, es el conjunto de estudiantes mujeres que no fuman.

¢. T — F son los estudiantes de la universidad que tienen automavil pero no
fuman. Compare esto con la parte (a).

Las operaciones entre conjuntos tienen propiedades algebraicas interesantes,
y éstas se pueden demostrar a partir de sus definiciones, sin embargo, sélo ilus-
traremos algunas por medio de diagramas de Venn.

La unidn y la interseccién son conmutativas:

AUB=BUA ANB=BnNA.
La unién y la interseccidn son asociativas:
(AUB)UC=AU(BUCQ) (ANB)NC=AnNBNCQC).
También satisfacen propiedades distributivas:

(AUB)NC=(ANC)U(BNC)
(ANB)UC=(AUC)N(BUCQ).

Para ilustrar (A U B) N C = (A N C) U (B N C), mostramos los diagramas
de Venn siguientes:

_ A=B

A "“7/ B
—-"‘5\
4 \ C
\

| L N

C‘gg A=) osc
A B AeC

BeC

Como se puede observar, el resultado final es el mismo por lo que
(AUB)NC=(ANC)uU((BNC).

De forma andloga se pueden ilustrar las otras propiedades.
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B Ejercicio A3

En los problemas del 1 al 12, realice las operaciones que se indican. Considere los conjuntos siguientes.

U ={1.2,3.4,5.6,7,8.9. 10)
A =1{1,3,5,7.9
B = {2.4.6.8, 10}
C =035
D = [3.6.9

1. AUB

3. AUBNC)

5. D NAS

7. DU C

9. C (A UB)

11. A® — B¢

;BB
. A°NB
.(ANB)U(ANC)
D=t
10. (A —C) — (B — D)
12. D — AS

o S N

En los problemas del 13 al 20, ilustre por medio de diagramas de Venn las igualdades que se dan.
13. (ANB)UC=(AUC)N(BUC). 14. A—B=AnNB"

15. ANB=BnNA
17. (AUB) = AN B*
19. AN(BNC)=(ANnB)NC

16. (A N B)* = A°U B-.
18. (A—B)NC=AnN(C—B).
20. A°—B = (A UB)-.

Se clasifico a estudiantes de la universidad estatal en:

F = [x|x fuma]
T = {x|x tiene automavil}
M = [x|x es mujer]

H = {x|x es hombre}

Describa con palabras cada uno de los conjuntos dados en los problemas del 21 al 26.

2. T°
23. HNF
25. H —F

22. M N (T N H)
24 MNTHU (HNF)
26. M — (TUF)

27. ;Qué condiciones se debe(n) cumplir para que A U B = B sea cierta?

28. ;Qué condiciones se debe(n) cumplir para que A N B = B sea cierta?

29. ;Qué condiciones se debe(n) cumplir para que A — B = A sea cierta?

30. Justifique por medio de diagramas de Venn las igualdades siguientes, que se cumplen para cualquier conjunto A,

a AU =A
c AUuU=U

b. ANU=A
d AN =7

Estudiar la cardina-
lidad de conjuntos. Obtener
expresiones para la cardinalidad
de la unién de conjuntos.

A.4 CARDINALIDAD DE CONJUNTOS

En diversas situaciones, es importante conocer el nimero de elementos de un
conjunto. Por ejemplo, cuando se hacen encuestas o se estudia probabilidad
con el enfoque frecuencial. Al nimero de elementos de un conjunto se le lla-
ma nimero cardinal o cardinalidad del conjunto, la cardinalidad del conjunto
A se denota por medio del simbolo n(A).

Si el numero cardinal de un conjunto es un nimero entero no negativo
particular, decimos que el conjunto es finito, en caso contrario le llamamos
conjunto infinito.

e
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i
EJEMPLO 1

Determine el nimero cardinal de cada uno de los conjuntos siguientes.
a {1,3,5,7]
b. {x|x es un pais de Norteamérica
c. |x[x es un planeta del sistema solar ubicado entre el Sol y los asteroides}

d. &
e. (7]

Solucion:

a. A = {1,3,5,7} tiene 4 elementos, por lo que n(A) = 4.

b. B = {x|x es un pais de Norteamérica} = {Canadd, Estados Unidos, Méxi-
coj,asin(B) = 3.

¢. C = {x|x es un planeta del sistema solar ubicado entre el Sol y los asteroi-
des] = {Mercurio, Venus, Tierra}, por lo tanto. n(C) = 3.

d. . el vacio no tiene elementos y asi n((ZJ) = 0.

e. E = |@]. este conjunto tiene un elemento. por lo tanto, n(E) = 1.

== .. - N

En muchos problemas en los que de manera natural aparecen conjuntos, se
requiere de un andlisis de la informacion conocida acerca de determinados
subconjuntos y con esta informacién determinar la cardinalidad de otros sub-
conjuntos, o bien el total de clementos bajo estudio.

Existen diferentes técnicas para resolver este tipo de problemas, una de
las cuales hace uso de los diagramas de Venn, otra de ellas emplea tablas, en
donde se representa la informacién pertinente y una tercer técnica es por
medio de [érmulas para obtener el nimero de elementos. En esta seccidn ana-
lizaremos cada una de ellas.

——
EJEMPLO 2

En una encuesta realizada a jovenes acerca de sus preferencias con respecto a
los deportes, se obruvo la informacion siguiente:

69 prefieren el futbol.

46 prefieren el béisbol.

32 prefieren el rugby.

18 prefieren el futbol y el rugby.
9 prefieren el béisbol y el itbol.

12 prefieren el béisbol vy el rugby.
3 prefieren los tres deportes.

19 no les gustan esos tres deportes.

Con base en la informacion anterior, responda cada una de las preguntas si-
guientes:

a, gCudntos jovenes se encuestaron?

b. ;Cudntos jovenes sélo prefieren el rughy v ninguno de los otros dos?
c. ¢Cudntos prefieren béisbol y rugby pero no fiithol?

d. ;Cudntos jovenes prefieren exactamente uno de los tres deportes?

Solucion:
Debe tener precaucion, pues no basta con sumar los 8 niimeros dados ya que
existen conjuntos traslapados, como se muestra en el diagrama siguiente, en el
que:

U = {jovenes que participaron en la encuestal
F = [prefieren fiitbol}
B = {prefieren béisbol}
R = |prefieren rugby)
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U

FIGURA A.7 Regiones
en que se dividen tres
conjuntos traslapados.

S |

Observe que en el diagrama aparecen 8 sectores, cada uno de los cuales lo
podemos expresar con palabras. Por ejemplo, el sector f representa a aquellos
jovenes que prefieren el béisbol v el rugby pero no el fiithol; el sector d repre-
senta a los que preficren los tres deportes. mientras que ¢l sector h a los que
no les gusta estos tres deportes.

Observe que F estd compuesto de cuatro sectores (a. b, d y e) v. por tanto,
debemos distribuir a los 69 que prefieren el futbol en estos sectores, pero,
ccomo? Notando que el sector d es de aquellos que prefieren los tres depor-
tes (3), nos permite encontrar los valores de b, [ 'y e, va que las regiones b y d
componen a los que prefieren fitbol v béisbol (9); por tanto, en b debe haber
6 (=9 — 3). De forma analoga, en las regiones d y e debe haber 18, por tanto,
en e habra 15 (=18 — 3). Y en la region f debe haber 9.

Ahora bien, el conjunto F lo conforman las regiones a. b, d y e. Y de estas
sOlo falta por saber cudntos debe haber en la region a. Como en F hay 69, te-
nemos que en a debe haber 45 (=69 — 6 — 15 — 3). De forma similar, calcu-
lamos el nimero que debe ir en la region ¢, que es 28 (=46 — 6.9 —3) yenla
region g, el cual es 5 (=29 -15 — 3 — 9). El diagrama con el nimero de jove-
nes en cada region se da a continuacion.

Con ayuda del diagrama anterior, las respuestas a las preguntas plantea-
das son faciles de obtener.

a. El total de encuestadoses 45 +6 +3 + 15 +28 +9 +5 +9 = 120.

b. Los que sélo prefieren el rugby y ninguno de los otros dos, se encuentran
en la regién g, por tanto hay 5.

¢. Los que prefieren béisbol y rugby pero no fiitbol, estdn en la region f. asi
que hay 9.

d. Los jovenes que prefieren exactamente uno de los tres deportes, son los que
estdn en la region b,en lac oen laf que en total son 6 + 15 + 9 = 30.

Con base en el ejemplo anterior v en la figura siguiente, podemos deducir una
férmula para n(A U B).

F B

FIGURA A.8 Regiones

9 ;o
R en que se dividen dos
conjuntos que se traslapan.
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En general, n{A U B) no es iguat a n{A) + n{B). Primero vea que
nAUB)=a+b +ec

Ahora bien,n(A) =a + byn(B) =b + ¢, si sumamos lo anterior, habremos
sumado dos veces b, asi que para obtener a + b + ¢, es necesario restar una
vez b, que es n(A N B), asi obtenemos

n(A U B) =n(A) +n(B) —n(A N B).

Con ayuda del diagrama de la figura A.7, podemos deducir una férmula ana-
loga para n(A U B U C), véase el gjercicio 15.

e
EJEMPLO 3
Sin(A) = 40,n(A N B) =25 yn(A U B) = 70, determine n(B).

Solucion:
De la férmula obtenida antes de este ejemplo, al despejar n(B), tenemos

n(B) =n(A UB) +n(A N B) —n(A).
Sustituyendo
n(B) =70 + 25 — 40 = 55,

En ocasiones, se muestra la informacién en forma de tabla como en el ejemplo
siguiente, y a partir de esa tabla podemos obtener informacién valiosa aplican-
do las ideas bdsicas de unién e interseccion.

—
EJEMPLO 4

La tabla siguiente muestra el nimero de defunciones por grupo de edad y sexo
en una muestra de 500 fallecimientos de cierta region del planeta.

Grupo de edad (afios)
0-10 11-30 30-50 Mayor a 50 Totales
(D) (T) (©) (V)
Hombres (H) 200 20 25 60 305
Mujeres (M) 120 15 20 40 195
Totales 320 35 45 100 500

Con base en la tabla anterior, determine el nitmero de elementos en cada uno de
los conjuntos siguientes y describa con palabras cada conjunto.

aHNT

b. H*
cMN(TUV)
d. T U H

Solucion:

a. H N T, representa a los hombres en el grupo de 11 a 30 anos. n(H N T) se
obtiene en la interseccién de la fila H con la columna T, es decir,
n(HNT) =20
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Sec. A.4 = Cardinalidad de conjuntos 821

H*, representa a los individuos que no son hombres, es decir, a las muje-
res. HY, excluye a la fila H, por lo tanto n(H®) = 195, que se lee al final de
la fila M.

M N (T U V) son las mujeres que estdn en el rango de 11 a 30 o bien
mayores de 50 anos. El conjunto T U V incluye las columnas T y V, al in-
tersecarlas con la fila de M tenemos los niimeros 15 y 40, por tanto,

n@M N (T U V)] = 55,

T¢ U H¢, representa a los individuos que no estdn en el rango de 11 a 30 o
bien aquellos que no son hombres. T® excluye la columna de T. es decir, se
consideran las columnas D, C y V.as{, n(T%) = 320 + 45 + 100 = 465. Por
otro lado, tenemos que H* es la fila M, ya que excluye la fila H. Se debe te-
ner cuidado de no contar dos veces las regiones que ya s¢ contabilizaron.
La tnica regién que falta por agregar de la fila M es el de las mujeres del
rango 11 a 30, que son 15. Por lo tanto, n(T* U HY) = 465 + 15 = 480. Ob-
serve que del problema 16 de la seccion anterior, sabemos que

T U HE = (T N H)

Y si del total, 500, restamos n('T N H) = 20, obtenemos n(T" U H*) =
500 — 20 = 480, como antes.

o i

Para concluir, diremos que si dividimos el nimero cardinal de cada conjunto
entre el nimero cardinal del universo, obtenemos la fraccién que representa
el conjunto del total, que siempre serd un nimero entre 0 y [, incluyendo a am-
bos. Esta {raccion se puede considerar como la probabilidad de que al tomar
un elemento al azar del universo, éste elemento pertenezca al conjunto dado.
Este enfoque de la probabilidad se le conoce como enfoque frecuencial.

g Ejercicio A6 _§

En los problemas del I al 6 clasifique cada conjunto come finito o infinito.

1. {3.6.9,12,....30]

3. [x|x es un ndmero enlero mayor a 42}

2. {x|x es un ndmero entero menor a 42|

4. [x|x es una persona viva al final del ano 2002}

5. [x[x es un miltiplo entero de 1000} 6. [x|x es el nombre de un departamento de Colombia]
En los problemas del 7 al 12 determine n(D) para cada conjunto.
7. D = [x|x es una vocal del abecedario espariol) 8. D = |{x|x es departamento de Peri)

9. D = [x|x es un estado de México)

10. D = |x|x es un entero tal que x* = 3}

11. D = {x|x es un nimero real tal que x* = 3} 12. D = [x[x es una letra de la palabra “Venczuela™}

13. En una clinica comunitaria se entrevisté a 100 pacientes y se recabd la informacion siguiente:

60 iban por problemas respiratorios.

20 iban por ambos problemas.

50 asistian por problemas gastrointestinales.

Emplee un diagrama de Venn para responder las pre-
guntas siguientes:

a, ;Cudntos iban a consulta por problemas que no fuesen b. ;Cudntos asistieron sélo por problemas respiratorios?

respiratorios ni gastrointestinales?

14. En una encuesta realizada a adultos de la region norte del pais, con respecto al género de cine que preferian, se obtuvo la

informacién siguiente:
120 prefieren la comedia.
50 les gusta el suspenso,
16 prefieren comedia y suspenso.
6 les agradan los tres géneros.

Responda las preguntas siguientes:

100 prefieren el género erdtico.
10 prefieren los géneros erdtico y comedia.
16 preficren suspenso y erotismo.

Se entrevistd a un total de 290 personas adultas.
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a. ;Cudntos optan por un género gue no es de los tres
mencionados?
¢. ;Cudntos optan por uno sélo de estos géneros?

15. Con base en la figura A.7 demuestre que:

b. ;Cuéntos preficren comedia y suspenso pero no cine
de erotismo?

d. ;Cudntos solo prefieren la comedia?

n(AUBUC) = n(A) +n(B) + n(C) — n(AUB) — n(AUC) — n(BUC) + n(ANBNC)

16. En la tabla siguiente se presenta la informacion que se recopild en una poblacion de jovenes con respecto a sus preferen-

cias musicales.

Grupo de edad (anos)

11-14 15-17
(©) (S)
Rock (R) 22 25
Tropical (T) 8 4
Balada (B) 4 10
Totales 34 39

18-20 20 a30 Totales
(D) (V)
20 15 82
5 9 26
8 20 42
33 44 150

Determine el nimero de elementos de cada uno de los conjuntos siguientes:

a. RN(DUV).
& TSNS

b. (RUB)NS.
d. Ve U B

REPASO

Términos y simbolos importantes

NaESS

Seccion A.1  conjunto elemento
Seccion A.2  conjunto vacio, & conjunto universal, U, Q

yC
Seccion A.3 union, U interseccion, M complemento, A*
Seccion A.4 nimero cardinal n(A). conjunto finito
Resumen

método por extension y método por comprension

diagrama de Venn-Euler subconjunto, C

diferencia

conjunto infinito

Un conjunto es una coleccién bien definida de objetos,
llamados los elementos del conjunto. Si un conjunto no
tiene elementos se denomina conjunto vacio. El conjunto
al cual, se considera que pertenecen todos los elemen-
tos con los que se trabaja, se denomina conjunto univer-
sal, 0 en ocasiones universo del discurso. Un apoyo es-
quemdtico para representar conjuntos es el diagrama de
Venn-Euler.

Un conjunto A estd contenido en otro. B, si todos
los elementos de A también pertenece al conjunto B. Es-
cribimos A C B, vy decimos que A es subconjunto de B.

Dos conjuntos, A y B son iguales, si se cumple A C B
yBCA.

Existen varias operaciones bdsicas entre conjuntos
que dan lugar a un nuevo conjunto, éstas son la union,
interseccion, complemento y diferencia de conjuntos. La
unién de dos conjuntos esta formada por los elementos

que pertenecen a almenos uno de los conjuntos dados.
Mientras que la interseccién de dos conjuntos estd cons-
tituida por aquellos elementos que pertenecen a ambos
conjuntos. El conjunto complemento de otro estd for-
mado por los elementos del conjunto universal pero
que no pertenecen al conjunto dado. Y la diferencia de
dos conjuntos la constituyen los elementos que pertene-
cen al primer conjunto pero no al segundo.

El nimero de elementos que tiene un conjunto, A,
se llama cardinalidad del conjunto, se denota con n(A).

La cardinalidad de la union de dos conjuntos, n( A
U B), estd dada por

n(A UB) =n(A) +n(B) —n(A N B).

El conteo del niimero de elementos en un conjunto es
una parte importante en la comprensién de la probabi-
lidad cldsica de eventos.
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Problemas de repaso

En los problemas 1 y 2 eseriba cada conjunto utilizando el método de extensicn.
1. El conjunto de los nimeros enteros positivos que son 2. El conjunto de los paises de América cuyo nombre de
divisores de 12. su capital inicia con B.
En los problemas del 3 al 6 decida si esta o no bien definido el conjunto. Discuta las respuestas con sus companeros.

3. El conjunto de cantantes de éxito. 4. FEl conjunto de personas con mds de 120 afios de edad
nacidas el siglo pasado en América.

5. El conjunto de materias dificiles en la escuela. 6. [x|x es un nimero racional)

7. Construya un diagrama de Venn que ilustre conjuntos A, B y C que cumplan:

ACByACC
Hay mas de una respuesta correcta.
Para los problemas del 8 al 21 considere:
U ={a,b,c,d, e f}
A = {a.b,¢]
B = [b, e, d.a)
C = [a,f]
D ={d,e,{)
Determine cada uno de los conjuntos siguientes.
8. AUD 9. BNC
10. BU(AND) 11.
12. DN (B U Af) 13, € —A
14. (ANC)—(DnNB) 1. U—B
Determine si cada una de las proposiciones siguientes es verdadera o lalsa.
16. |bj € B 17. AnD=2
18. n(ANB) =1 19: g€ €
20. n(A°U B°) =5 2. ANC°CB
Por medio de un prdactico diagrama de Venn, sombree la regian que corresponde a cada uno de los conjuntos siguientes:
22. DUE* 23. D°NE
24. EN(D°UF) 25, (EUD) —(ENF)

El aito pasado se recibieron quejas de parte de los usuarios de servicio de television de paga. La informacion de las cuatro prin-
cipales causas de reporte se resume en la tabla siguiente.

Cambio de Pérdida Menos canales Cobro
Compaiiia programacion de seiial de los prometidos indebido Totales
TVO (V) 10 13 18 22 65
CAT (C) 20 14 20 18 72
MVCT (T) 15 20 30 15 80
Totales 45 49 68 S8 217
26. Cudntos de los reportes:
a. ;Son de TVO debido a fallas en la sefal? b. ;Son de MVCT o TVO debido a cobros indebidos?

Determine el niimero de elementos de cada uno de los conjuntos siguicntes:
27. (VUT)N I~ 28. VeN P
29. C 30. MUV)N(SuUM)
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31. En una encuesta realizada a personas que se encon-

traban de vacaciones en un centro turistico, se obtuvo

la informacién siguiente:

30 prefieren destino de playa.

28 prefieren destino de montana.

39 prefieren esquiar en nieve.

15 prefieren destino de playa o esquiar en nieve.

13 prefieren destino de playa o de montana.

11 prefieren destino de montafa o esquiar en nieve.

20 prefieren un destino distinto a los tres anteriores.

Soluciones

Se entrevisté a un total de 86 personas.
Responda las preguntas siguientes:
a. (Cudntos prefieren los tres destinos?

b. ;Cuéntos prefieren s6lo un tipo de destino, de los
tres mencionados?

¢. ;Cudntos optan por exactamente dos de los tres des-
tinos mencionados?

d. ;Cuantos sdélo prefieren el destino de playa?

e. ;Cudntos se deciden por alguno de los tres destinos
mencionados?

EJERCICIO A.1
1. {1,2,3,4,6,8,12,24),
3. {Praga, Paris}

5. {Alemania, Argentina, Brasil, Francia, Inglaterra, Italia,

Uruguay}
7. [x|x es un niimero natural impar menor a 10}
9. {x|x es un nimero natural par|

11. {x{x es un mittiplo positivo de 7, menor o igual a 700]

13. {x|x es un divisor positivo de 12}
15. {x|x es pais de Centroamérica}
17. R = {61,62.63,64,65,.. ]

19. T ={a,b,c,....x,v,2}

EJERCICIO A.2
L E

&

5. &

7. Verdadera
9. Verdadera
11. Verdadera
13. Verdadera
17. Verdadera
19. Verdadera
21. Verdadera
23. Falsa

EJERCICIO A.3

1. U

3. 11.2.3,5.7,9)

5. {6)

7. {1,2,4,5,6,7.8.9, 10)
9. @

11.
21.
23.

25.

27.
29.

{2.4.6,8, 10}
T¢, es el conjunto de estudiantes que no tiene automaovil.

H N F* es el conjunto de estudiantes hombres que no
fuman,

H — F es el conjunto de estudiantes hombres que no
fuman. Igual que el problema 23.

Se debe cumplir que A C B
Se debe cumplirque ANB =&

EJERCICIO A.4

|
3.
S.
7.
9.
11.
13.

Finito
Infinito
Infinito
n(D) =5
n(D) = 31
n(h) =2
a. 10.b. 40

EJERCICIO DE REPASO

1.
3
5.
T

{1,2,3.4,6,12}
No esta bien definido

No estd bien definido

(@]




Hay mads respuestas correctas posibles.
9. [a}
11. {b.c,d, ¢}
13. {f}
15. {c.f}
17. Verdadera
19. Falsa
21. Falsa
23.

825
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25,
- Fhagen
T hcaant?
i D TvE
iase
27. 108
29, /2

31, a. 8 b. 43, ¢. 15, d. 10, e. 66.
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Apéndice B = Tablas de interés compuesto

r = 0.005
n a+nr" G e a5, Sz
1 1.005000 0.995025 0.995025 1.000000
2 1.010025 0.990075 1.985099 2.005000
3 1.015075 0.985149 2.970248 3.015025
4 1.020151 0.980248 3.950496 4.030100
5 1.025251 0.975371 4925866 5.050251
6 1.030378 0.970518 5.896384 6.075502
7 1.035529 0.965690 6.862074 7.105879
8 1.040707 0.960885 7.822959 8.141409
9 1.045911 0.956105 8.779064 9.182116
10 1.051140 (1.951348 9.730412 10.228026
11 1.056396 0.946615 10.677627 11.279167
12 1.061678 0.941905 11.618932 12.335562
13 1.066986 0.937219 12.556151 13.397240
14 1.072321 0.932556 13.488708 14.464226
15 1.077683 0.927917 14.416625 15.536548
16 1.083071 0.923300 15.339925 16.614230
17 1.088487 0.918707 16.258632 17.697301
18 1.093929 0.914136 17.172768 18.785788
19 1.099399 0.909588 18.082356 19.879717
20 1.104896 0.905063 18.987419 20.979115
2 1.110420 0.900560 19.887979 22.084011
22 1115972 0.896080 20.784059 23.194431
23 1121552 0.891622 21.675681 24.310403
24 1.127160 0.887186 22.562866 25.431955
25 1.132796 0.882772 23.445638 26.559115
26 1.138460 0.878380 24.324018 27.691911
27 1.144152 0.874010 25.198028 28.830370
28 1.149873 0.869662 26.067689 29.974522
29 1.155622 0.865335 26.933024 31.124395
30 1.161400 0.861030 27.794054 32.280017
31 1.167207 0.856746 28.650800 33.441417
32 1.173043 0.852484 29.503284 34.608624
33 1.178908 0.848242 30.351526 35.781667
34 1.184803 0.844022 31.195548 36.960575
35 1.190727 0.839823 32.035371 38.145378
36 1.196681 0.835645 32.871016 39.336105
37 1.202664 0.831487 33.702504 40.532785
38 1.208677 0.827351 34.529854 41.735449
39 1.214721 0.823235 35.353089 42.944127
40 1.220794 0.819139 36.172228 44158847
41 1.226898 0.815064 36.987291 45.379642
42 1.233033 0.811009 37.798300 46.606540
43 1239198 0.806974 38.605274 47.839572
44 1.245394 0.802959 39.408232 49.078770
45 1.251621 0.798964 40.207196 50.324164
46 1.257879 0.794989 41.002185 51.575785
47 1.264168 0.791034 41.793219 52.833604
48 1.270489 0.787098 42.580318 54.097832
49 1.276842 0.783182 43.363500 55.368321
50 1.283226 0.779286 44.142786 56.645163
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r = 0.0075
n 1+ r)" (1+r)™ B $ar
1 1.007500 0.992556 0.992556 1.000000
3 1.015056 0.985167 1977723 2.007500
3 1.022669 0977833 2955556 3.022556
4 1.030339 0.970554 3.926110 4.045225
5 1.038067 0.963329 4.889440 5.075565
6 1.045852 0.956158 5.845598 6.113631
7 1.053696 0.949040 6.794638 7.159484
8 1.061599 0.941975 7736613 8213180
9 1.069561 0.934963 8.671576 9.274779
10 1.077583 0.928003 9.599580 10.344339
11 1.085664 0.921095 10.520675 11.421922
12 1.093807 0.914238 11.434913 12.507586
13 1.102010 0.907432 12.342345 13.601393
14 1.110276 0.900677 13.243022 14.703404
15 1.118603 0.893973 14.136995 15.813679
16 1.126992 0.887318 15.024313 16.932282
17 1.135445 0.880712 15.905025 18.059274
18 1.143960 0874156 16.779181 19.194718
19 1.152540 0.867649 17.646830 20.338679
20 1.161184 0.861190 18.508020  21.491219
21 1.169893 0.854779 19.362799 22.652403
2 1.178667 0.848416 20211215 23.822296
23 1187507 0.842100 21053315 25.000963
24 1.196414 0.835831 21.889146 26.188471
25 1.205387 0.829609 22.718755 27.384884
26 1.214427 0.823434 23542189 28.590271
27 1.223535 0.817304 24359493 29.804698
28 1232712 0811220 25.170713 31.028233
29 1.241957 0.805181 25.975893 32.260945
30 1.251272 0.799187 26.775080 33.502902
31 1.260656 0.793238 27.568318 34754174
32 1.270111 0.787333 28.355650 36.014830
33 1.279637 0.781472 29.137122 37.284941
34 1.289234 0.775654 29.912776 38.564578
35 1.298904 0.769880 30.682656 39.853813
36 1.308645 0.764149 31.446805 41.152716
37 1.318460 0.758461 32.205266 42.461361
38 1.328349 0.752814 32.958080 43779822
39 1.338311 0.747210 33.705290 45.108170
40 1.348349 0.741648 34.446938 46.446482
41 1.358461 0.736127 35.183065 47.794830
42 1.368650 0.730647 35.913713 49.153291
43 1.378915 0.725208 36.638921 50521941
44 1.389256 0.719810 37.358730 51.900856
45 1.399676 0.714451 38.073181 53.290112
46 1.410173 0.709133 38.782314 54.689788
47 1.420750 0.703854 39.486168 56.009961
48 1.431405 0.698614 40.184782 57.520711
49 1.442141 0.693414 40.878195 58952116
50 1.452957 0.688252 41.566447 60.394257
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r=0.01

n 1 B (Lot az, S
1 1.010000 0.990099 0.990099 1.000000
2 1.020100 0.980296 1.970395 2.010000
3 1.030301 (.970590 2.940085 3.030100
4 1.040604 0.960980 3.901966 4.060401
5 1.051010 0.951466 4.853431 5.101005
6 1.061520 0.942045 5.795476 6.152015
7L 1.072135 0.932718 6.728195 7.213535
8 1.082857 0.923483 7.651678 8.285671
9 1.093685 0.914340 8.566018 9.368527
10 1.104622 0.905287 9.471305 10.462213
11 1.115668 0.896324 10.367628 11.566835
3680 1.126825 0.887449 11.255077 12.682503
13 1.138093 0.878663 12.133740 13.809328
14 1.149474 0.869963 13.003703 14.947421
15 1.160969 0.861349 13.865053 16.096896
16 1.172579 0.852821 14.717874 17.257864
17 1.184304 (.844377 15.562251 18.430443
18 1.196147 0.836017 16.398269 19.614748
19 1.208109 0.827740 17.226008 20.810895
20 1.220190 0.819544 18.045553 22.019004
21 1.232392 0.811430 18.856983 23.239194
22 1.244716 0.803396 19.660379 24.471586
23 1.257163 0.795442 20.455821 25.716302
24 1.269735 0.787566 21.243387 26.973465
25 1.282432 0.779768 22.023156 28.243200
26 1.295256 0.772048 22.795204 29.525631
27 1.308209 0.764404 23.559608 30.820888
28 1.321291 0.756836 24.316443 32.129097
29 1.334504 0.749342 25.065785 33.450388
30 1.347849 0.741923 25.807708 34.784892
31 1.361327 0.734577 26.542285 36.132740
32 1.374941 0.727304 27.269589 37.494068
33 1.388690 0.720103 27.989693 38.869009
34 1.402577 0.712973 28.702666 40.257699
85 1.416603 0.705914 29.408580 41.660276
36 1.430769 0.698925 30.107505 43.076878
37 1.445076 0.692005 30.799510 44.507647
38 1.459527 0.685153 31.484663 45.952724
39 1.474123 0.678370 32.163033 47.412251
40 1.488864 0.671653 32.834686 48.886373
41 1.503752 0.665003 33.499689 50.375237
42 1.518790 0.658419 34.158108 51.878989
43 1.533978 0.651900 34.810008 53.397779
e 1.549318 0.645445 35.455454 54.931757
45 1.564811 0.639055 36.094508 56.481075
46 1.580459 "0.632728 36.727236 58.045885
47 1.596263 0.626463 37.353699 59.626344
48 1.612226 0.620260 37.973959 61.222608
49 1.628348 0.614119 38.588079 62.834834
50 1.644632 0.608039 39.196118 64.463182
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r = 0.0125
n i Nt 80 o ag, Sar
1 1.012500 0.987654 0.987654 1.000000
2 1.025156 0.975461 1.963115 2.012500
3 1.037971 0.963418 2.926534 3.037656
4 1.050945 0.951524 3.878058 4075627
B 1.064082 0.939777 4.817835 5.126572
6 1.077383 0.928175 5.746010 6.190654
i 1.090850 0916716 6.662726 7.268038
8 1.104486 0.905398 7.568124 8.358888
9 1.118292 0.894221 8.462345 9.463374
10 1.132271 0.883181 9.345526 10.581666
11 1.146424 0.872277 10.217803 11.713937
12 1.160755 0.861509 11.079312 12.860361
15 1.175264 0.850873 11.930185 14021116
14 1.189955 0.840368 12.770553 15.196380
15 1.204829 0.829993 13.600546 16.386335
16 1.219890 0.819746 14.420292 17.591164
17 1.235138 0.809626 15229918 18.811053
18 1.250577 0.799631 16.029549 20.046192
19 1.266210 0.789759 16.819308 21.296769
20 1.282037 0.780009 17.599316 22.562979
21 1.298063 0.770379 18.369695 23.845016
22 1.314288 0.760868 19.130563 25.143078
23 1.330717 0.751475 19.882037 26.457367
24 1.347351 0.742197 20.624235 27.788084
25 1.364193 0.733034 21.357269 29.135435
26 1.381245 0.723984 22.081253 30.499628
27 1.398511 0.715046 22.796299 31.880873
28 1.415992 0.706219 23.502518 33.279384
29 1.433692 0.697500 24.200018 34.695377
30 1.451613 0.688889 24.888906 36.129069
31 1.469759 0.680384 25.569290 37.580682
20/ 1.488131 0.671984 26.241274 39.050441
55 1.506732 0.663688 26.904962 40.538571
34 1.525566 0.655494 27.560456 42.045303
35 1.544636 0.647402 28.207858 43.570870
36 1.563944 0.639409 28.847267 45115505
37 1.583493 0.631515 29.478783 46.679449
38 1.603287 0.623719 30.102501 48.262942
39 1.623328 0.616019 30.718520 49.866229
40 1.643619 0.608413 31.326933 51.489557
41 1.664165 0.600902 31.927835 53.133177
42 1.684967 0.593484 32.521319 54.797341
43 1.706029 0.586157 33.107475 56.482308
44 1.727354 0.578920 33.686395 58.188337
45 1.748946 0.571773 34.258168 59.915691
46 " 1.770808 0.564714 34.822882 61.664637
47 1.792943 0.557742 35.380624 63.435445
48 1.815355 0.550856 35.931481 65.228388
49 1.838047 0.544056 36.475537 67.043743
50 1.861022 0.537339 37.012876 68.881790
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I -+ 8 Een gt i az, S#r
1 1.015000 £.985222 0.985222 1.000000
2 1.030225 0.970662 1.955883 2.015000
3 1.045678 0.956317 2.912200 3.045225
4 1.061364 0.942184 3.854385 4,090903
5 1.077284 0.928260 4.782645 5.152267
6 1.093443 0.914542 5.697187 6.229551
i 1.100845 0.901027 6.598214 7.322994
8 1.126493 0.887711 7.485925 8432839
9 1.143390 0.874592 8.360517 9.559332
10 1.160541 0.861667 9222185 10.702722
11 1.177949 0.848933 10.071118 11.863262
12 1.195618 0.836387 10.907505 13.041211
Ui 1.213552 0.824027 11.731532 14.236830
14 1.231756 0.811849 12.543382 15.450382
15 1.250232 0.799852 13.343233 16.682138
16 1.268986 0.788031 14.131264 17.932370
17 1.288020 0.776385 14.907649 19.201355
18 1.307341 0.764912 15.672561 20.489376
19 1.326951 0.753607 16.426168 21.796716
20 1.346855 0.742470 17.168639 23.123667 |
21 1367058 0.731498 17.900137 24.470522
22 1.387564 (0.720688 18.620824 25.837580
23 1.408377 0.710037 19.330861 27.225144
24 1.429503 0.699544 20.030405 28.633521
25 1.450945 0.689206 20.719611 30063024
26 1.472710 0.679021 21.398632 31.513969 ‘
27 1.494800 (.668986 22.067617 32.986678 w
28 1517222 0.659099 22.726717 34.481479 -‘
29 1.539981 0.649359 23.376076 35.998701
30 1.563080 0.639762 24015838 37.538681
3 1.586526 0.630308 24.646146 39.101762 '
32 1.610324 0.620993 25.267139 40.688288
33 1.634479 0.611816 25.878954 42298612
34 1.658996 0.602774 26.481728 43.933092
35 1.683881 0.593866 27.075595 45.592088
36 1.709140 0.585090 27.660684 47.273969
37 1.734777 0.576443 28237127 48 985109
38 1.760798 0.567924 28.805052 50.719885 .
39 . 1.787210 0.559531 29.364583 52.480684
40 1.8140138 0.551262 29.915845 54.267894
41 1.841229 0.543116 30.458961 56.081912
42 1.868847 0.535089 30.994050 57.923141 |
43 1.896880 0.527182 31.521232 59.791988
44 1.925333 0.519391 32.040622 61.688868
45 1.954213 0511715 32.552337 63.614201
46 1.983526 0.504153 33.056490 65.568414
47 2.013279 0.496702 33.553192 67.551940
48 2.043478 0.489362 34.042554 69.565219
49 2.074130 0.482130 34.524683 71.608698 '

50 2.105242 0.475005 34.999688 73.682828 !
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r = 0.02

n a+r fL -k 7" @i S

il 1.020000 0.98G392 0.980392 1.000000
2 1.040400 0.961169 1.941561 2.020000
3 1.061208 0.942322 2.883883 3.060400
4 1.082432 0.923845 3.807729 4121608
5 1.104081 0.905731 4.713460 5.204040
6 1.126162 0.887971 5.601431 6£.308121
7 1.148686 0.870560 6.471991 7.434283
8 1.171659 0.853490 7.325481 8.582969
9 1.195093 0.836755 8.162237 9.754628
10 1.218994 0.820348 8.982585 10.949721
11 1.243374 0.804263 9.786848 12.168715
12 1.268242 0.788493 10.575341 13.412050
13 1.293607 0.773033 11.348374 14.680332
14 1.319479 0.757875 12.106249 15.973938
15 1.345868 0.743015 12.849264 17293417
16 1.372786 0.728446 13.577709 18.639285
17 1.400241 0.714163 14.291872 20.012071
18 1.428246 0.700159 14.992031 21.412312
19 1.456811 0.686431 15.678462 22.840559
20 1.485947 0.672971 16.351433 24.297370
21 1.515666 0.659776 17.011209 25.783317
22 1.545980 0.646839 17.658048 27.298984
23 1.576899 0.634156 18.292204 28.844963
24 1.608437 0.621721 18.913926 30.421862
25 1.640606 0.609531 19.523456 32.030300
26 1.673418 0.597579 20.121036 33.670906
27 1.706886 0.585862 20.706898 35344324
28 1.741024 0.574375 21.281272 37.05121G
29 1.775845 0.563112 21.844385 38.792235
30 1.811362 0.552071 22.396456 40.568079
31 1.847589 0.541246 22937702 42 379441
32 1.884541 0.520633 23.468335 44227030
33 1.922231 0.520229 23988564 46.111570
34 1.960676 0.510028 24.498592 48.033802
o5 1.999890 0.500028 24.998619 49.9944738
36 2.039887 0.490223 25.488842 51.994367
37 2.080685 0.480611 25.969453 54.034255
38 2122299 0.471187 26.440641 56.114940
39 2164745 0.461948 26.902589 58.237238
40 2.208040 0.452890 27.355479 60.401983
41 2.252200 0.444010 27.799489 62.610023
42 2297244 0.435304 28.234794 64.862223
43 2343189 0.426769 28.661562 67.159468
44 2.390053 (0.418401 20.079963 £9.502657
45 2.437854 0.410197 29.490160 71.892710
46 2.486611 0.402154 29.892314 74.330564
47 2.536344 0.394268 30.286582 76.817176
48 2.587070 (.386538 30.673120 79.353519
49 2.638812 0.378958 31.052078 81.940590
50 2.691588 0.371528 31.423606 84.579401




S et sy
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Apéndice B = Tablas de interés compuesto

r = 0,025

n A=t 1l R A S
i 1.025000 0.975610 0.975610 1.000000
2 1.050625 0.951814 1.927424 2.025000
g 1.076891 (.928599 2.856024 3.075625
4 1.103813 0.905951 3.761974 4152516
5 1.131408 0.883854 4.645828 5.256329
6 1.159693 0.862297 5.508125 6.387737
7 1.188686 0.841265 6.349301 7.547430
8 1.218403 0.820747 7.170137 8.736116
9 1.248863 0.800728 7.970866 9.954519
10 1.280085 0.781198 8.752064 11.203382
11 1.312087 0.762145 9.514209 12.483466
12 1.344889 0.743556 10.257765 13.795553
13 1.378511 0.725420 10.983185 15.140442
i4 1.412974 0.707727 11.690912 16.518953
15 1.448298 0.690466 12.381378 17.931927
16 1.484506 0.673625 13.055003 19.380225
17 1.521618 0.657195 13.712198 20.864730
18 1.559659 0.641166 14.353364 22.386349
i9 1.598650 0.625528 14.978891 23.946007
20 1.638616 0.610271 15.589162 25.544658
21 1.679582 0.595386 16.184549 27.183274
22 1521571 0.580865 16.765413 28.862856
23 1.764611 0.566697 17.332110 30.584427
24 1.808726 0.552875 17.884986 32.349038
25 1.853944 0.539391 18.424376 34.157764
26 1.900293 0.526235 18.950611 36.011708
27 1.947800 0.513400 19.464011 37.912001
28 1.996495 0.500878 19.964889 39.859801
29 2.046407 D.488661 20.453550 41.856296
30 2.097568 0.476743 20.930293 43.902703
31 2.150007 0.465115 21.395407 46.000271
32 2.203757 0.453771 21.849178 48.150278
33 2.258851 0.442703 22.291881 50.354034
34 2.315322 0.431905 22.723786 52.612885
35 2.373205 0421371 23.145157 54.928207
36 2.432535 0.411094 23.556251 57.301413
37 2.493349 0.401067 23.957318 59.733948
38 2.555682 0.391285 24.348603 62.227297
39 2.619574 0.381741 24.730344 64.782979
40 2.685064 0.372431 25.102775 67.402554
41 2.752190 0.363347 25466122 70.087617
42 2.820995 0.354485 25.820607 72.839808
Qi 2.891520 0.345839 26.166446 75.660803
44 2.963808 0.337404 26.503849 78.552323
45 3.037903 0.329174 26.833024 81.516131
46 3.113851 0.321146 27.154170 84.554034
47 3.191697 0.313313 27.467483 87.667885
48 3271494 0.305671 27.773154 90.859582
49 3.353277 0.298216 28.071369 94131072

50 3.437109 0.290942 28.362312 97.484349 '



Apéndice B = Tablas de interés compuesto 835
r= 0.03

n (L il = pi? a;, S5y

1 1.030000 0,970874 0.970874 1.000000
2 1.060900 0.942596 1.913470 2.030000
3 1.092727 0.915142 2.828611 3.090900
4 1.125509 0.888487 3717098 4183627
5 1.159274 0.862609 4.579707 5.309136
6 1.194052 (.837484 5.417191 6.468410
if 1.229874 0.813092 6.230283 7.662462
8 1.266770 0.789409 7.019692 8.892336
9 1.304773 0.766417 7.786109 10.159106
10 1.343916 0.744094 8.530203 11.463879
11 1.384234 0.722421 9.252624 12.807796
12 1.425761 0.701380 9.954004 14.192030
13 1.468534 0.68G951 1(0.634955 15.617790
14 1.512590 0.661118 11.296073 17.086324
15 1.557967 (.641862 11.937935 18.598914
16 1.604706 0.623167 12.561102 20.156881
17 1.652848 0.605016 13.166118 21.761588
18 1.702433 0.587395 13.753513 23.414435
19 1.753506 0.570286 14.323799 25.116868
20 1.806111 (1.553676 14.877475 26.870374
21 1.860295 0.537549 15.415024 28.676486
22 1.916103 0.521893 15.936917 30.536780
23 1.973587 0,506692 16.443608 32.452884
24 2.032794 0.491934 16.935542 34.426470
25 2093778 0.477606 17.413148 36.459264
26 2.156591 0.463695 17.876842 38.553042
27 2.221289 0.450189 18.327031 4(.709634
28 2.287928 0.437077 18.764108 42.930923
29 2.356566 0.424346 19.188455 45.218850
30 2427262 0.411987 19.600441 47.575416
31 2.500080 0.399987 20.000428 50.002678
32 2.575083 0.388337 20.388766 52.502759
33 2.652335 0.377026 20.765792 55.077841
34 2.731905 (0.366045 21.131837 57.730177
35 2.813862 0.355383 21.487220 60.462082
36 2.898278 0.345032 21.832252 63.275944
37 2.985227 0.334983 22.167235 66.174223
38 3.074783 0.325226 22.492462 69.159449
39 3.167027 0.315754 22.808215 72.234233
40 3.262038 0.306557 23.114772 75.401260
41 3.359899 0.297628 23.412400 78.663298
42 3.460696 0.288959 23.7(1359 82.023196
43 3.564517 0.280543 23.981902 85.483802
44 3.671452 0.272372 24.254274 89.048409
45 3.781596 0.264439 24.518713 92.719861
46 3.895044 0.256737 24775449 96.501457
47 4.011895 0.249259 25.024708 100.396501
48 4132252 0.241999 25266707 104.408396
49 4256219 0.234950 25.501657 108.540648
50 4.383906 (.228107 25.729764 112.796867




836

Apéndice B = Tablas de interés compuesto

r = 0.035

n (1=tn? (A=) @5 S

1 1.035000 0.966184 0.966184 1.000000
2 1.071225 0.933511 1.899694 2.035000
3 1.108718 0.901943 2.801637 3.106225
4 1.147523 0.871442 3.673079 4.214943
g 1.187686 0.841973 4.515052 5.362466
6 1.229255 0.813501 5.328553 6.550152
7 1.272279 0.785991 6.114544 7.779408
8 1.316809 0.759412 6.873956 9.051687
9 1.362897 0.733731 7.607687 10.368496
10 1.410599 0.708919 8.316605 11.731393
11 1.459970 0.684946 9.001551 13.141992
12 1.511069 0.661783 9.663334 14.601962
13 1.563956 0.639404 10.302738 16.113030
14 1.618695 0.617782 10.920520 17.676986
15 1.675349 0.596891 11.517411 19.295681
16 1.733986 0.576706 12.094117 20.971030
17 1.794676 0.557204 12.651321 22.705016
18 1.857489 0.538361 13.189682 24.499691
19 1.922501 0.520156 13.709837 26.357180
20 1.989789 0.502566 14.212403 28.279682
21 2.059431 0.485571 14.697974 30.269471
22 2131512 0.469151 15.167125 32.328902
23 2.206114 0.453286 15.620410 34.460414
24 2.283328 0.437957 16.058368 36.666528
25 2.363245 0.423147 16.481515 38.949857
26 2.445959 0.408838 16.890352 41.313102
27 2.531567 0.395012 17.285365 43.759060
28 2.620172 0.381654 17.667019 46.290627
29 2.711878 0.368748 18.035767 48.910799
30 2.806794 0.356278 18.392045 51.622677
31 2.905031 0.344230 18.736276 54.429471
32 3.006708 0.332590 19.068865 57.334502
33 3.111942 0.321343 19.390208 60.341210
34 3.220860 0.310476 19.700684 63.453152
35 3.333590 0.299977 20.000661 66.674013
36 3.450266 0.289833 20.290494 70.007603
37 3.571025 0.280032 20.570525 73.457869
38 3.696011 0.270562 20.841087 77.028895
39 3.825372 0.261413 21.102500 80.724906
40 3.959260 0.252572 21.355072 84.550278
4] 4.097834 0.244031 21.599104 88.509537
42 4.241258 0.235779 21.834883 92.607371
43 4.389702 0.227806 22.062689 96.848629
44 4.543342 0.220102 22.282791 101.238331
45 4.702359 0.212659 22.495450 105.781673
46 4.866941 0.205468 22.700918 110.484031
47 5.037284 0.198520 22.899438 115.350973
48 5.213589 0.191806 23.091244 120.388257
49 5.396065 0.185320 23.276564 125.601846
50 5.584927 0.179053 23.455618 130.997910

B e ——————




Apéndice B = Tablas de interés compuesto 837
r=0.04
n (X == x)? (f 0 ag, S
1 1.040000 0.961538 0.961538 1.000000
2 1.081600 0.924556 1.886095 2.040000
3 1.124864 0.888996 2.775091 3.121600
4 1.169859 0.854804 3.629895 4.246464
5 1.216653 0.821927 4.451822 5.416323
6 1.265319 0.790315 5.242137 6.632975
7 1.315932 0.759918 6.002055 7.898294
8 1.368569 0.730690 6.732745 0.214226
9 1.423312 0.702587 7.435332 10.582795
10 1.480244 (.675564 8.110896 12.006107
11 1.539454 0.649581 8.760477 13.486351
i 1.601032 0.624597 9.385074 15.025805
13 1.665074 0.600574 9.985648 16.626838
14 1.731676 0.577475 10.563123 18.291911
15 1.800944 0.555265 11.118387 20.023588
16 1.872981 0.533908 11.652296 21.824531
17 1.947900 0.513373 12.165669 23.697512
18 2.025817 0.493628 12.659297 25.645413
19 2.106849 0.474642 13.133939 27.671229
20 2.191123 0.456387 13.590326 29.778079
21 2.278768 0.438834 14.029160 31.969202
22 2.369919 0.421955 14.451115 34.247970
23 2.464716 0.405726 14.856842 36.617889
24 2.563304 .390121 15.246963 39.082604
23 2.665836 0.375117 15.622080 41.645908
26 2.772470 0.360689 15.982769 44311745
27 2.883369 0.346817 16.329586 47.084214
28 2.998703 (.333477 16.663063 49.967583
29 3.118651 0.320651 16.983715 52.966286
30 3.243398 0.308319 17.292033 56.084938
31 3.373133 0.296460 17.588494 59.328335
32 3.508059 0.285058 17.873551 62.701469
33 3.648381 0.274094 18.147646 66.209527
34 3.794316 0.263552 18.411198 69.857909
35 3.946089 0.253415 18.664613 73.652225
36 4.103933 0.243669 18.908282 77.598314
37 4.268090 0.234297 19.142579 81.702246
38 4.438813 0.225285 19.367864 85.970336
39 4.616366 0.216621 19.584485 90.409150
40 4.801021 0.208289 19.792774 95.025516
41 4.993061 0.200278 19.993052 99.826536
42 5192784 0.192575 20.185627 104.819598
43 5.400495 0.185168 20.370795 110.012382
44 5.616515 0.178046 20.548841 115.412877
45 5.841176 0.171198 20.720040 121.029392
46 6.074823 0.164614 20.884654 126.870568
47 6.317816 0.158283 21.042936 132.945390
48 6.570528 0.152195 21.195131 139.263206
49 6.833349 (.146341 21.341472 145.833734
50 7.106683 0.140713 21.482185 152.667084




38 Apéndice B = Tablas de interés compuesto

r=0.05
n 9 i I ay, Sir
1 1.050000 0.952381 0.952381 1.000000
2 1.102500 0.907029 1.859410 2.050000
3 1.157625 0.863838 2.723248 3.152500
4 1.215506 0.822702 3.545951 4.310125
B 1.276282 0.783526 4.329477 5.525631
6 1.340096 0.746215 5.075692 6.801913
7 1.407100 0.710681 5.786373 8.142008
8 1.477455 0.676839 6.463213 9.549109
9 1.551328 0.644609 7.107822 11.026564
10 1.628895 0.613913 7721735 12.577893
11 1.710339 0.584679 8.306414 14.206787
12 1.795856 0.556837 8.863252 15917127
3 1.885649 0.530321 9.393573 17.712983
14 1.979932 0.505068 0.898641 19.598632
15 2.078928 0.481017 10.379658 21.578564
16 2.182875 0.458112 10.837770 23.657492
17 2.292018 0.436297 11.274066 25.840366
18 2.406619 0.415521 11.689587 28.132385
19 2.526950 0.395734 12.085321 30.539004
20 2.653298 0.376889 12.462210 33.065954
2% 2.785963 0.358942 12.821153 35719252
22 2.925261 0.341850 13.163003 38.505214
&3 3.071524 0.325571 13.488574 41,430475
24 3.225100 0.310068 13.798642 44.501999
25 3.386355 0.295303 14.093945 47.727099
26 3.555673 0.281241 14.375185 51.113454
27 3.733456 0.267848 14.643034 54.669126
28 3.920129 0.255094 14.898127 58.402583
29 4.116136 0.242946 15.141074 62.322712
30 4.321942 0.231377 15.372451 66.438848
31 4.538039 0.220359 15.592811 70.760790
32 4.764941 0.209866 15.802677 75.298829
33 5.003189 0.199873 16.002549 80.063771
34 5.253348 0.190355 16.192904 85.066939
33 5.516015 0.181290 16.374194 90.320307
36 5.791816 0.172657 16.546852 95.836323
37 6.081407 0.164436 16.711287 101.628139
38 6.385477 0.156605 16.867893 107.709546
39 6.704751 0.149148 17.017041 114095023
40 7.039989 0.142046 17.159086 120.799774
41 7.391988 0.135282 17.294368 127.839763
42 7.761588 0.128840 17.423208 135.231751
43 8.149667 0.122704 17.545912 142.993339
44 8.557150 0.116861 17.662773 151.143006
45 8.985008 0.111297 17.774070 159.700156
46 9.434258 0.105997 17.880066 168.685164
47 9.905971 0.100949 17.981016 178.119422
48 10.401270 0.096142 18.077158 188.025393
49 10.921333 0.091564 18.168722 198.426663

50 11.467400 0.087204 18.255925 209.347996

B —



Apéndice B = Tablas de interés compuesto 830

r = 0.06
n (A +=r)? 0 T a5y i
1 1.060000 0.943396 0.943396 1.000000
2 1.123600 0.889996 1.833393 2.060000
3 1.191016 0.839619 2.673012 3.183600
4 1.262477 0.792094 3.465106 4.374616
3 1.338226 0.747258 4.212364 5.637093
6 1.418519 0.704961 4917324 6.975319
i 1.503630 0.665057 5.582381 8.393838
8 1.593848 0.627412 6.209794 9.897468
9 1.689479 0.591898 6.801692 11.491316
10 1.790848 (0.558395 7.360087 13.180795
11 1.898299 0.526788 7.886875 14.971643
ek 2.012196 0.496969 8.383844 16.869941
13 2.132928 0.468839 8.852683 18.882138
14 2.260904 0.442301 9.294984 21.015066
15 2.396558 0.417265 9.712249 23.275970
16 2.540352 0.393646 10.105895 25.672528
17 2.692773 0.371364 10.477260 28.212880
18 2.854339 (0.350344 10.827603 30.905653
19 3.025600 0.330513 11.158116 33.759992
20 3207135 0.311805 11.469921 36.785591
21 3.399564 0.294155. 11.764077 39.992727
22 3.603537 0.277505 12,041582 43.392290
23 3.819750 0.261797 12.303379 46.995828
24 4.048935 0.246979 12.550358 50.815577
25 4291871 0.232999 12.783356 54.864512
26 4.549383 0.219810 13.003166 59.156383
27 4.822346 0.207368 13.210534 63.705766
28 5.111687 0.195630 13.406164 68.528112
29 5.418388 0.184557 13.590721 73.639798
30 5.743491 0.174110 13.764831 79.058186
31 6.088101 0.164255 13.929086 84.801677
32 6.453387 0.154957 14.084043 90.889778
33 6.840590 0.146186 14.230230 97.343165
34 7251025 0.137912 14.368141 104.183755
35 7.686087 0.130105 14.498246 111.434780
36 8.147252 0.122741 14.620987 119.120867
37 8.636087 0.115793 14.736780 127.268119
38 0.154252 0.109239 14.846019 135.904206
39 9.703507 0.103056 14.949075 145.058458
40 10.285718 0.097222 15.046297 154.761966
41 10.902861 0.091719 15.138016 165.047684
42 11.557033 0.086527 15.224543 175.950545
43 12.250455 0.081630 15.306173 187.507577
44 12.985482 0.077009 15.383182 199.758032
45 13.764611 0.072650 15.455832 212.743514
46 14.590487 0.068538 15.524370 226.508125
47 15.465917 0.064658 15.589028 241.098612
48 16.393872 0.060998 15.650027 256.564529
49 17.377504 0.057546 5.0 72 272.958401
50 18.420154 0.054288 15.761861 290.335905




840

Apéndice B = Tablas de interés compuesto .

r =007
n {1 =) (B ag, S
1 1.070000 0.934579 0.934579 1.000000
2 1.144900 0.873439 1.808018 2.070000
3 1.225043 0.816298 2624316 3.214900
4 1.310796 0.762895 3.387211 4.439943
4 1.402552 0.712986 4.100197 5.750739
6 1.500730 0.666342 4.766540 7.153291
7 1.605781 0.622750 5.389289 8.654021
8 1.718186 0.582009 5.971299 10.259803
9 1.838459 0.543934 6.515232 11.977989
10 1.967151 0.508349 7.023582 13.816448
11 2.104852 0.475093 7.498674 15.783599
12 2.252192 0.444012 7.942686 17.888451
13 2.409845 0.414964 8.357651 20.140643
14 2.578534 0.387817 8.745468 22.550488
15 2.759032 0.362446 9.107914 25129022
16 2952164 0.338735 9.446649 27.888054
17 3.158815 0.316574 9.763223 30.840217
18 3.379932 0.295864 10.059087 33.999033
19 3.616528 0.276508 10.335595 37.378965
20 3.869684 0.258419 10.594014 40.995492
21 4140562 0.241513 10.835527 44865177
22 4.430402 0.225713 11.061240 49.005739
23 4.740530 0.210947 11.272187 53.436141
24 5.072367 0.197147 11.469334 58.176671
25 5.427433 0.184249 11.653583 63.249038
26 5.807353 0.172195 11.825779 68.676470
27 6.213868 0.160930 11.986709 74.433823
28 6.648838 0.150402 12.137111 80.697691
29 7.114257 (1.140563 12.277674 87.346529
30 7.612255 0.131367 12.400041 94.460786
31 8.145113 0.122773 12.531814 102.073041
32 8.715271 0.114741 12.646555 110.218154
33 9.325340 0.107235 12.753790 118.933425
34 9.978114 0.100219 12.854009 128.258765
35 10.676581 0.093663 12.947672 138.236878
36 11.423942 0.087535 13.035208 148.913460
37 12.223618 0.081809 13.117017 160.337402
38 13.079271 0.076457 13.193473 172.561020
39 13.994820 0.071455 13.264928 185.640292
40 14.974458 0.066780 13.331709 199.635112
41 16.022670 0.062412 13.394120 214.609570
42 17.144257 0.058329 13452449 230.632240
43 18.344355 0.054513 13.506962 247.776496
44 19.628460 0.050946 13.557908 266.120851
45 21.002452 0.047613 13.605522 285.749311
46 22.472623 0.044499 13.6500G20 306.751763
47 24.045707 0.041587 13.691608 329.224386
48 25.728907 0.038867 13.730474 353.270093
49 27.529930 0.036324 13.766799 378.999000
50 29.457025 0.033948 13.800746 406.528929




Apéndice B = Tablas de interés compuesto

r = 0,08
n (1 +r" [ i ay, S
1 1.080000 0.925926 0.925926 1.606000
2 1.166400 0.857339 1.783265 2.080000
3 1.259712 0.793832 2.577097 3.246400
4 1.360489 0.735030 3312127 45060112
5 1.469328 0.680583 3.992710 5.866601
6 1.586874 0.630170 4622880 7.335929
7 1.713824 0.583490 5.206370 8.922803
8 1.850930 0.540269 5.746639 10.636628
9 1.999005 0.500249 6.246888 12.487558
10 2.158925 0.463193 6.710081 14.486562
11 2.331639 (.428883 7.138964 16.645487
12 2.518170 0.397114 7.536078 18.977126
13 2.719624 0.367698 7.903776 21.495297
14 2.937194 0.340461 8.244237 24.214920
i5 3.172169 0.315242 8.559479 27.152114
16 3.425943 0.291890 8.851369 30.324283
17 3.700018 0.270269 0.121638 33.750226
18 3.996019 0.250249 9.371887 37.450244
19 4315701 0.231712 0.603599 41.446263
20 4.660957 0.214548 9.818147 45.761964
21 5.033834 0.198656 10.016803 50.422921
22 5.436540 0.183941 10.200744 55.456755
23 5.871464 0.170315 10.371059 60.893296
24 6.341181 (.157699 10.528758 66.764759
25 6.848475 0.146018 10.674776 73.105940
26 7.396353 0.135202 10.809978 79.954415
1 7.988061 0125187 10.935165 87.350768
28 8.627106 0.115914 11.051078 95.338830
29 9.317275 0.107328 11.158406 103.965936
30 10.062657 0.099377 11.257783 113.283211
31 10.867669 0.092016 11.349799 123.345868
3z [1.737083 .085200 11.434999 134.213537
23 12.676050 .078889 11.513888 145.950620
34 13.690134 0.073045 11.586934 158.626670
35 14785344 0.067635 11,654568 172.316804
36 15.968172 0.062625 11.717193 187.102148
37 17.245626 0.057986 11.775179 203.070320
38 18.625276 0.053690 11.828869 220.315945
39 20.115298 0.049713 11.878582 238.941221
40 21.724521 (L046031 11.924613 259.056519
41 23.462483 0.042621 11.967235 280.781040
42 25.339482 0.039464 12.006699 304.243523
43 27.366640 0.036541 12.043240 329.583005
44 29.555972 0.033834 12.077074 356.949646
45 31.920449 0.031328 12.108402 386.505617
46 34474085 0.029007 12.137409 418.426067
47 37.232012 0.026859 12.164267 452.900152
48 4(,210573 0.024869 12.189136 490.132164
49 43.427419 0.023027 12.212163 530.342737

50 46.901613 0.021321 12.233485 573.770156







_“_.APE__N DICE C

Tabla de integrales
seleccionadas

Formas racionales que contienen (a + bu)

u+

1.

du— + &, =1

o=
du
a + bu

Inla + bu| + C.

u clu

s == —l -+ +
a+ bu b b~ - bt| * €

1w’ du W oau
w2 T B e )
a+bu 20 B2 p ¢

1%
-/
-/
5
S'/ a+bu :;1
[+
[y
[+
S

u
a  la+ bu =
6. du __ 1 4 2,[ a + bu L
(a + bu) auv  a T
7 B ! (1 + byl + —2 ) +C
. =g 2
(a + bu)* b° nia Y a + bu
d 3 2a
8. L. —Hzfq—a——«fﬁln\awLbqurC.
(a + bu)* b bia + bu) b
1 1
0, e e e el o (D
ula + bu)z ala + bu) o + bu
10. / : du 7Iﬁvjn—l-Zbu +2.’:1na+bu]+c
wa + bu)* aula +bu) a
du 1 a + bu
b foe— = T +C
: /(a + bu)(c + ku)  bc — ak e T ku ¥ |

1 du 1
12 /{a + bu)(c + ku)  bc — a

c a
—Injc + = 5= + bul | + C. '
k[k njc + ku| b infa m[} & |

Formas que contienen \/' a + bu

2(3bu — 2 + bu)¥?
ltVrI+budu:(u+‘3fj(;?mL—+C

2(8a> — 12abu + 15b%%) (a + bu -
14./ Va + budu = ( 10557 gl ——)——FC. ’
7

843 |



ﬁ

B44 Apéndice C = Tabla de integrales seleccionadas

udu — 2(bu — 20)Va + bu s

Va + bu N 3p
16 j w du 2(3b%* — 4abu + 8a*)Va + bu

15.

— = — —— + C.
Va + bu 15h

+C, a>0.

7 / du B l_I \/n-l—hu— \/a
' fz \/a bu + \/E

uNa + bn

8. / Via + budu _ 27 T b + ”/ /du

uVa + bu

Formas que contienen L

19 / du o i
(”: — u’)¥? aVa — 2 -

" Y S R
2. /_ d:u e 1 i a+Va u i
N a* = w a u

i du Va: — it
A f—e———=——m—FL
wNa —u au

NTE R d e 1+ Va — ,
53 /LL‘._\/W“»MH‘_ 1:’ s I
u

formas gque contien

) +c

u + \/u + a?

£33 2
u+ Vi +

l 2, 9 3
23. f\/u + > du = (u\x?:‘ @+ dln

=,

P 4
T \/_ + a*du = (711' + ®)Vid + @* — %ln

O

Nidina + 2 — + \/_2_|_ 2
25, /“_“ﬂ Vi +ad—amn| /T8 1 ¢
I i
£ a*du \/u‘ + o A I
26. [— S p ———+ Inju + Vu* £ a°| +C.
. u
du =% .
27. = g == Inju + Vit + & + C.
LV Viliea o/ n
28, du - irj + &2 —g L

u \/u‘ + 2« u



Apéndice C = Tabla de integrales seleccionadas 845

) +e

u du

!
Viu® + a? S 2
30, / du _ ViRt

37 3 2
N+ @ asi

29, (u Vi £ a2 F alnlu + Vi £ &

<+ 1,

. 2 243/2 2 3 5 o | 19
31, /(rr + a?)>? du = %(2&{' + Sa* )\/u & @ —;L Inje + Vu + a*| + C.

3 / du N +u Lo
SR NP+ A -

" wdu —u — )
33, / —— + Inju + Vi £+ @’ + C.
(u” ”‘)"‘ Vid + o
1 1S racior
" du i +
3 /‘u . a ”+C
Ja—u  2a |la—u
" du [ u—da
35, 5 ,-——In‘ I‘I"C.
/u' s 2a |yt a
f 5
36. / Cduw = e o+ C.
37. / ‘du = +C, a>0,a#l
In a
et
38. /l “du = —(au — 1) + C.
a
u'e? ]
39, ./u”e““ du = - — /u” Lo du.
a a.
40' /L,;m :i’“ _ ("m 71. + a / Sl dI”.
. u {n— 1" i—=21J)
41. /]n udn =ulnu —u+ C.
W n ThRR )
42, win udu = — _ N -4+ C, n#—1.
n+ 1 {n +1)°
P m
43. M In" udo = In"u — u I ludu, mon #F —1.
n+1 n+1
du
44, / = In[ln u| + C.
uln u
du 1 )
45. 44+ Be™  GE (c‘u - ln‘u + be™ ) + C.

Formas divei

[a + ; _ - . -
46, / £ lduZ\/(u%"n)[h-l—u)+(u*l‘))ll‘l(\/rl+H+\/h+u)+('.




846 Apéndice C = Tabla de integrales seleccionadas

a <ib
2

dn

47. —————= |
[\/(a + U) (btridt) "

——— 2cu + F ———
48. /\ﬂ + bu + cu du = %1\/14 + bu + cum —
« (‘

%
b* — 4dac

8¢ <

+u+ Via+u)(b+ u)( £ 1@,

In2cu + b + 2\/5\/a + bu+ a?l + C, ¢>0.




RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS CON NUMERO IMPAR

EJERCICIO 0.2 (pagina 3)

1. Verdadero.
ete. 5. Verdadero.
vo. 9. Verdadero.

3. Falso;los niimeros naturales son 1.2, 3...,
7. Falso: V25 = 5, un entero positi-
11. Verdadero.

EJERCICIO 0.3 (pagina 7)

1. Falso. 3. Falso. 5. Falso. 7. Verdadero.
9. Falso. 11. Distributiva. 13. Asociativa.
15. Conmutativa. 17. Definicion de resta.

19. Distributiva.

EJERCICIO 0.4 (pagina 10)

1. 6. . 5. 1l. T 2. 9. =63,

11, 6. 13. 6 — x. 15. —12x + 12y (o 12y — 12x).
1
17: 5 19. —2. 21. 18.  23. 64. 25. 3x — 12.
8 S5x 2
7. et 2 9, —. e =3 . 3
2 X+ 2 2 T 31 7y 33 o 35
7 5 1 =
7 9, = i Sy g ———=% 45. —.
3 P 3 6 41 5 43 9 20
k .
47. o 49. No definida. 51. No definida.

EJERCICIO 0.5 (pagina 16)

; . .\;‘8 a!l
L2(=3) 3w 5.7 T
9. 8% ML.af 132 155 17. =2
1 I 1
9. 2.7 2.8 25, 2
29. 4V2. 31 xV2. 33, 4x7 35 —2V3 +4V2
732 3% 4= i3 2. dE
R b . 4 2 . _\,’223- . nlg- . 91‘:.
U3 203 1 n i
47, BB 49, X — 2 s, AL
. | 3
53, V(8x — ). 85— ST s —
v x* Vo V27w’
3 V2 7 9x2
g, V1 T o VI ey
7 X Ix
X”Vlﬁ 10p,15 246 641052
67 ——= 2 6. LR T3 T
ab V- -
J. 4 4 " 10
T oxyz Thp M. Y 8L 2 83
x° ran
4 4x*7
B5. X 87— 89, 5

EJERCICIO 0.6 (pagina 22)

L 1lx—2y—3 3 62 —27+6

5. 2Vx + V2y + V3z

7. 62 — 9xy— 27 += V2 — 4,

9. V2y — V3z. 11 —15x + 15y — 27.
13. 2 + 9% + xy. 15. 6x° + 96.

17. —=6x* — 18— 18 19, x* 4+ 9 + 20.
21, w0’ — 3w — 10 23, 10x° + 19x + 6.
25, x>+ 6x+9. 27 x— 10x + 25.
29. 2y +6V2y + 9. 31 45" — L

3. 7+ 47 —3x— 12

35, 3¢+ 20 — 130F — 8y + 4
39 32 +2% +5xy +2x — &
41, x* + 1582 + 75x + 125,

37. 537 + 5x° + 6.

43. 8x° — 36x° + Sdx — 27. 45, z — 18.
: 1 —
47, 3% Lo — —, e ,
Y X 7 49, x %3
i 3 :
5L — v+ 17+ s3. 148+ -2
X+ 2 r— 8
L x—2+ .
Lk 3x+ 2
]
EJERCICIO 0.7 (pégina 25) 1

1. 2(3x + 2). 3. 5x(2y +z)s

5. dbe(2a® — 3ab’d + bled®). 7. (z+ Nz — 7). 9.
(p+3)(p+1 11. (4x + 3)(4x — 3).
BE+a)z+2) 15 X35

17. 5(x + 3)(x + 2). 19. 3(x — 1)(x + 1).

21. (6y +1)(¥ + 2). 23. 25(3s + 4)(25s — 1).

25. X*Py(1 + 2xy)(1 — 2xy). 20 2l I 2
29, 4(2x + 1)% 31 x(xy — 7)%

3. (x —2%(x+2). 35 (y+ 4%y + Dy — 1)

37, (x + 2)(&2 — 2x + 4).

3. (x+ (2 — x4+ Dx— D2+ x + 1)

At 2(x + 3 (x + D(x — 1), 43 P(L+ )~

45, (& + D{x + 2)(x — 2).

7. (' + DA+ Dy + Dy — 1. \
49. (& 4+ 2)(x + 1)(x — 1). 5L y(x + 1)P(x — 1) 1

EJERCICIO 0.8 (pagina 31)

et R W WY
X 5 s o i s
I
(y — 3)(y +2) 3+ 2x
2(x + 4) X n
e ———— 13; = 15: = —
(x —4)(x 1+ 2) 2 3 1

RESP1



RESP2 Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

. 2x°
19, —27x-, 21. 1. 23.

29, x 42 31.

- 1 35 26 + 3% + 12
). — 3- D T o T o
L= p* (2x — 1)(x + 3)
¢ — 3 35— Bx
39

Tx = 1D)(x +5)
55 = dxr 1.

1 — xy 3x
5 (1) g 2VE—2VXTH
4+ 3) o VaVxt+ h
1 —M 55, —4 — 2V,

59. 42 — 5V3 + 14,

+1)(x — 1)
m T L g

B
e
x- =3

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 0 (pagina 33)

1. Los resultados coinciden. 3. Los resultados coinciden.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 1.1
LP=2w+2)+2w=2w+4+2w=4w+4 2.
200 cafés especiales. 3. 46 semanas: $1713.

e
ort 5.8
! 18

EJERCICIO 1.1 (pagina 41)
10
3
7. Sumando 5 a ambos lados: se garantiza la equivalencia.
9. Elevando ambos lados a la cuarta potencia: la equivalen-
cia no se garantiza.

11. Dividiendo ambos lados entre x; la equivalencia no se
garantiza.

13. Multiplicando ambos lados por x — 1;la equivalencia
no se garantiza.

15. Multiplicando ambos lados por (x — 5) /x;la equivalen-
cia no se garantiza.

1. 0. 3.

L

: 12
7.2, 19.0. 2.1 23.°- 25 -1
2 5
2
27.2. 29, —129 31. 126.  33.8 35 —36.
37 60 14 7
G L —, . = . 3. . =
1. ¥ A 4.3 457
. L _p 1 _ =P
a7.P=— #.g= 72— Sbr 5
28 =
B = = Mn 55,120 m.
57. ¢ = x + 00825y = 1.0825x.  59. 3 afios.
1 14
. 31 horas. | B . 5, —~——. 67 —
61. 31horas. 63 0.00001. 65, ;. — 7. o
PRINCIPIOS EN PRACTICA 1.2
0 6 ) _d _d_
1. r+27rk2'8m”h' 2.t—r+_w. : r.

2VEe+16~x=2x=3l rampa es de 5 pies de
largo.

EJERCICIO 1.2 (pagina 46)

1 8 5
1. = 3. @ 5. = 7.2 9. 0. 11. —.

5 3 3

1 5
3. = . 2 L ek . . & Ll
13 3 15. 3 17 3 19. & 21

262 10 49
23. KR 25, 5 27. 2. 29, 7. 31. TR

9 r—d 2ml
3N = 35. == 7 . = — =1
33 4 5. 1 o 3. n B
W3 A= —gp=lie
= ) !

43. La antena B:4 m;la antena A: 12.25 m.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 1.3

1. El nimeroes -5 06, 2. 50 pies por 60 pies.
3.1 X1X5 4. 15 articulos a $15 por articulo.
5. 2.5 segundos y 7.5 segundos. 6. $100 7. Nunca.

EJERCICIO 1.3 (pdgina 53)
L2 343 53-1 749 9.4

-

1 5 3
. 0,8. = g P 7.5-2 19, 0,-.
11. 0,8 13. 15. 1. —3 17. 5 =~
1 4
21.0,1,—4.  23. 0,8, 25, 0,55 27. —3,—1.2.
3 ¥ £ 3
29.3,4  31.4-6 33.- 35 —
. 1 5
37. No tiene raices reales. 39, 3 3 41. 40,—25.
—2 4+ V14 1
43. % 45. V3 EVL 472,
V5 o1 15 11 3
5 L+ . =41 ., — —. 55 =, —1.
49, £+ 51. 4.1 53 =¥ 5

a7, 6.2 61. 5.2, 63. % 65. —2. 67. 6.

69. 4, 8. 7. 2 73. 0,4, 75 4.
79. 6 pulgadas por 8 pulgadas. 83. 1 afoy 10 afos.
85, 86.8cm 0 33.2 cm. 87. a. 9s; b. 3s06s.

89. 1.5,0.75. 91. No tiene raices reales.  93. 1.999,0.963.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 1 (pagina 56)

5 1
. . = 1L =
7. I 92 3

13. ﬁE_ 15. —5. L. 17 0,1. 19. 5. Cd

23. 27, £2,43. 29. %

Mi—r—— Y IS

EA
43. 8, L 45 0= —

. 10. 41. 4,8. :
¥ ’ 4k

5 L
4.C=2n—-1—C). 49.T= ﬁw\/%_

., [2mgh — m? 5
5. w == 7 A 55. 6.4.

57. —0.757,0.384.

77. 64.15,.3.35.

21. :ET.

37. No tiene solucién.

—




APLICACION PRACTICA—CAPITULO 1 (pagina 58)

1. a. $107.15; b. $10.26; ¢. 101b: d. 10.44 Ib; e. 4.4%
3. 71.9“/(:.

EJERCICIO 2.1 (pagina 66)

1. 120. 3. 48 de A, 80 de B. 5 5= 7. 1m.

LI | =

1
9. 13,000. 11. $4000 al 6%, $16,000 al 75%

13. $4.25. 15. 4%. 19. $8000.

21. 1138. 23. $116.25. 27. 46,000.
29, $440 o $460. 31. $100.
35. 80 pies por 140 pies.
39. $112,000. 41. o0.

17. 80.
25, 40.
3. T

43. 125 unidades de A y 100

unidades de B o bien 150 unidades de A y 125 unidades de B.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2.2

1. 5375.
2150 — 2, =0;3x, —210=0; % + 0= 0; %, = 0,

EJERCICIO 2.2 (pagina 74)

1. (4.00). X e8] 8 (—oo. —%]
2
2 7
2] (—oo. 7) 9. (0,00) 11. [—;oo)
—t e
7 &
5
2 V3 —2
13. (—7 oo) 15. @ 17 (—oo, B )
s __;_)_
_2 V3-2
7 2
19. (—oc, 48). 21. (—oo, 5] 23. (—o0,0).
-—)—
25. (E oo). 27. [—ﬁ oo). 29, (0, 00).
9 3
9 -3
31. (—o0,0). 33, (oo 2]
— 3

35. 444,000 < § < 636,000. 37. x < 70 grados.

EJERCICIO 2.3 (pagina 78)

1. 120,001. 3. 17.,000.
9. 1000. 11. ¢+ > 36.5.

5. 60,000. 7. $25,714.29.
13. Al menos $67,400.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2.4
1. |lw —220z/ =03 oz

37. 9 cm de largo, 4 cm de ancho.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar RESP3

EJERCICIO 2.4 (pagina 82)

1. 13. 36 5 5 7. —4 < x <4

9. V3 — 2. 11. a. |x — 7| <3; b. |x — 2| < 3;
Glx—7=5d|x—7=4e |x+4<2

£ x]<35 g |x|>6 h [x —6] >4; i |x — 105 < 3;

o lx — 850 < 100. 13 |p, —p=8 15 .
17. 6. 19. 13,-3. 21 % 23, % 3.
25. (—4,4). 27 (0. B)U(8.0).  29. (-9.-5).

1- 3

. (oo, 0) U (1, 00). b ==
3. (—oo,0) U (1,00) 33{24
16
3s. (—oo.U]U[T. oo). 37. |d — 172/ =0.03m
39. (oo, — ho)U (p + ho, ).

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 2 (pagina 84)
5
1. (—o0,0]. 3. (%oo) 5 @. 7,5 (—oo. 5}

1
9, (—o0,00). 1. —2.5. 13 (0. 5).
1], .[7
15. (—m. *E]U{E’ oo). 17. 542, 19. 6000.
21. ¢ < $212,814.
APLICACION PRACTICA—CAPITULO 2 (pagina 85)

1. 1 hora. 3. 1 hora. 5. 600; 310.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.1

1. a. a(r) = =% b. Todos los nimeros reales; ¢. r = 0.

300
2. a.t(r) = - b. Todos los niimeros reales excepto (;

c.r>0;
300 (x 600 [ x 1200
d. t(x) = A“’(Z)_T.I<Z)_ |
. . X 300c¢
e. El tiempo esta escalado por un factor de c; f(;) =

3. a. 300 pizzas; b. $21.00 por pizza; ¢ $16.00 por pizza.
EJERCICIO 3.1 (pagina 93)

1. Todos los nimeros reales excepto 0.

3. Todos los nimeros reales = 3.

5. Todos los numeros reales.

2
7. Todos los nlimeros reales excepto 5
9. Todos los niimeros reales excepto 0y 1.

1
11. Todos los niimeros reales excepto 4 y 5

13. 1,7,—7. 15. —62,2 — u?, 2 — u.
17. 2,(20)2 + 20 = 4* + 20, (—x2)? + (=) = x* — &2
19. 4,0, (x + B + 2(x + h) + 1

=X+ 2h+ R+ 2x+2h+ 1

21'L 3x — 4 :3.1(—4
300 (3x)2+5 9 +5
(x+h)—4  x+h—4
(x+h)?2+5 X2+2xh+BR+5




RESP4  Respuestas a los ejercicios con ndamero impar =

[
. 0,256, —.

23. 0,25 16

27 a. x>+ 2hx + P+ 2x + 2 b 2x + h + 2.

29. a. 2 — 4x — 4h — 3x* — 6hx — 3

25. a. 4x +4h — 5. b, 4.

1 1
. —4 — 6x — 3h 31 a. B = .
b ! ! . x+h b |
33. 9. 35. y es una funcién de x;.x es una (uncion de y.

37. yes una funcién de x: x no es una funcién de y.

39. Si. 41. V = f(r) = 20,000 + 800r.

43. Si: P q. 45. 400 libras por semana; 1000 libras por
semana; la cantidad suministrada aumenta cuando el precio
aumenta.

47. a. 4 b, 8V2; e f(21,) = 2V2 f(I,); al duplicar la
intensidad la respuesta se incrementa por un factor de 2 V2.
49. a. 3000, 2900,2300,2000; 12, 10:

b. 10,12, 17,20; 3000, 2300. 51. a. —5.13; b. 2.64;

e. —17.43. 53. a. 11.33; b. 50.62: ¢. 2.29.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.2

1. a. p(n) = $125; b. Las primas no cambian;

¢. Funcién constante.

2. a. Funcién cuadratica: b. 2: e. 3.
3.50n si n =5,

3. ¢(n) =<3.00n si 5<n=10,
2.75n si n > 10.

4. 7! = 5040.

EJERCICIO 3.2 (pagina 98)
1.Si. 3. No. 5 S 7 No

9, Todos los niimeros reales.  11. Todos los nimeros reales.

13. a. 3; b. 7. 15. a. 4; b. 3. 17. 8.8, 8.

19; T.-=1.0—1, 21: 83150 23. 720. 25. 2.
27, 5. 29. ¢(i) = $4.50; funcién constante.

31. a. C = 850 + 3¢ b. 250.

8.50n si n < 10, 9
. c(n) = I’
3. ¢(n) {8.00n sion = 10. 64
17 33
37. a. Toda T'talque 30 =T = 39; b. 4,?, i

39. a. 237.077.34; b. —434.97; ¢. 52.19.
41. a. 2.21; b. 9.98; ¢. —14.52.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.3

1. e(s(x)) = c(x +3)=2(x +3) =2x + 6.

2. Si la longitud de un lado es representada por la funcion
[(x) = x + 3 y el drea de un cuadrado con lados de
longitud x es representada por a(x) = x’. Entonces

g(x) = (x + 3)* = [(x)]* = a(l(x)).

EJERCICIO 3.3 (pégina 103)

1.a. 2x + 8 b. & e. —2; d. xX* + 8 + 15; e. 3;
X3
X3

f. ig x+8&h I i x+ 8 3 a 2x° + x

P, X
= ),
E4x xt1paars0)

£ g (P +x)=x"+2 + 6% b 2% 90
4 14 2

+ +1 .
(t—1% " =1 1‘:2+7r

b. —x; ¢ ]5: d. x*+x% e

5. 6, —32. 7

1 [2w® + 3

v+3N W+ 1
1 2

13. f(x) =— glx) =2 — 2
X

15. f(x) = Vi.g(e) = o

17. a. r(x) = 975x; b. e(x) = 425x + 4500;

¢ (r—e)(x) = 55x — 4500

19. 400m — 10m*; el ingreso total recibido cuando se vende
la produccion total de m empleados.

21. a. 14.05; b. 1169.64. 23. a. 345.03; b. —1.94.

9.

1. f(x) = x°,g(x) = 4x — 3.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3.4
-
1. y = —600x + 7250; interseccion x (IQE, 0):

interseccion y (0, 7250).
2. v = 24.95;recta horizontal: no hay interseccion con el
eje x; interseccion con el eje y (0,24.95).

3. %

A
36| (2.5, 30)

24 1
12

Millas

(5,0
. x
(0 12345 Horas

S

- (100, 59.3)

4k (70,37.1)

20

T T T 1T

Costo (délares)

| T N Y I I | X
(0,0)) 20 40 60 80 100 Termias

EJERCICIO 3.4 (pagina 112)
I.

y
? - .(2v 7)
— | Cuadrante
- (0,0)
1 N N |
- L X
1 ‘G
(“ 2! —2) -—3 .
||| (8,—3)
Gl IV Cuadrante

3. a. 1,2,3,0; b. Todos los niimeros reales;

¢. Todos los niimeros reales;

d. 2. 5. a. 0.—1,—1; b. Todos los niimeros reales;
e. Todos los niimeros reales no positivos; d. 0.




= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP5

7. (0. 0); funcion; todos los nimeros reales; todos los 17. (0.0); no es una funcion de x.

numeros reales,

¥
y

) 19. (0.2). (1, 0): funcion; todos los nimeros reales; todos los
o} I ——
9. (0,—5), (; {)): funcién: todos los ntimeros reales: nimeros reales.

todos los nimeros reales. v

A
/ )

a N

-5
/ 21. Todos los niimeros reales; todos los ntimeros reales < 4;
(0,4), (2,0), (—2,0).

11. (0, 0): funcién; todos los nimeros reales;
todos los nimeros reales no negativos. s

¥ 4

23. Todos los nimeros reales; 2; (0, 2).

13. Todo punto en el ¢je y: no es funcién de x. ]

¥

= X

25. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales = —3;

(0,1),(2 £ V3,0).

15. (0, 0); funcion; todos los niimeros reales; todos los
nimeros reales.

v
{ Q‘/fz -
1

v\2+\}x§

(21 73)




RESP6  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

27. Todos los niimeros reales: todos los nimeros reales: (0, 0).

Kt)

29. Todos los numeros reales = 5: todos los nlimeros reales
no negativos; (5,0).

s

31. Todos los niimeros reales; todos los niimeros reales no

negativos; (0, 1), (;" ()).

f(x)

33. Todos los nimeros reales distintos de cero; todos los
nimeros reales positivos; no hay intersecciones.

Fit)

35. Todos los niimeros reales no negativos: todos los
nimeros reales ¢.donde 0 = ¢ < 6.

c

gy

37. Todos los nimeros reales: todos los niimeros reales no
negativos.

gix)

!

9

3 X
39, (a), (b). (d).
a.
201*
— i =
g’_, 16 :
% 12 e e
E g %—
8 a4l
o

R VRPN (BTN LI I [T O
1012 2 4 6 8 10
AM. P.M.

43. Cuando el precio disminuye, la cantidad aumenta; p es
una funcidn de g.

P
20
. 11,
fi s
5 25 q
45,
y
4
[ | x
l 45 12
47, —1,—035, 49. 0.62,1.73,4.65. 51. —0.84,2.61.

53. —0.49,052, 1.25. 55, a. 3.94; b, —1.94.
57. a. (oo, 00); b. (—1.73,0), (0, 4.00).
59, a. 2.07; h. [2.07,00); ¢ (0,2.39); d. no.

EJERCICIO 3.5 (pagina 119)

1. (0, 0); simétrica con respecto al origen.

3. (4£2,0). (0, 8); simétrica con respecto al eje y.

5. (£2, 0): simétrica con respecto al ¢je x, al eje v y al origen.
7. (—2,0); simétrica con respecto al eje x.

9. Simétrica con respecto al eje x.

11. (—21,0), (0,—7), (0.3).

3
13. (0,0): simétrica con respecto al origen. 15. (0. f).



17. (2,0), (0, 42); simétrica con respecto al eje x.

~
T

19. (£2,0), (0,0); simétrica con respecto al origen.

Y

-2/ ! 2 X

21. (0,0); simétrica con respecto al eje x, al eje y y al origen.

X

23. (£2,0), (0,44); simétrica con respecto al eje x,al ¢je y y al

origen.

M.
\

25. a. (£1.18,0), (0,2): b. 2 ¢ (~0.2].

EJERCICIO 3.6 (pagina 122)

=

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP7

3.
Y
1
1 e =
Hesi= X |II k o
™, .
"'-‘\ 2
\
1
]
L8
.
¥
boofo=Ix
*_ pd
~ e x
= iy: [x+1] -2
-2
9.
11.
Y
A
y=J=x f(x)=/X

13. Trasladar 4 unidades hacia la derecha y 3 unidades hacia
arriba,

15. Reflejar con respecto al eje v v trasladar 5 unidades hacia
abajo.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 3 (pagina 123)

1. Todos los nimeros reales excepto 1y 2.

3. Todos los niimeros reales.

8. Todos los numeros reales no negativos excepto 1.
7.7,46,62,32 — 4+ 7. 9.0,2, Ve Vi — L

3 x +4 Vau
o A §
X u—4

13. —8.4.4,-92.

th




RESP8  Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

15. a. 3 — 7x — 7h: b. —7.

17. a. 407 + 8hx + 47 + 2x +2h — 5

b. 8x +4dh + 2. 19. a. Sx +2; b. 22, & x — &
. 3x—1

d. 6x7 + 7x — 3 e 10; £. iy 3

g 3(2x+3) —1=6x+ 8 h 38

i. 283x — 1) +3=6x + L

TIPS P .

= 23, V2 +2, (x+2)%2

x
25. (0.0),(£V2/3,0); siméltrica con respecto al origen,
27. (0.9), (£ 3.0); simétrica con respecto al eje y.

Y
9

29, (0,2).(—4,0); toda v = —4; todos los mimeros reales = (.

G{u)

I
31. (O. 5) toda 1 #4; todos los nlimeros reales positivos.

aft)
t

~

33. Todos los nimeros reales; todos los nimeros reales = 1.

-

35,
y
b
b =2
&
A ‘1\ X
/ \ y=-1x2+2
37. ‘8c: 39. —0.67,0.34, 1.73.

41. —1.50, —0.88. —0.11, 1.09, 1.40.
43. a. (—oo,00); b. (1.92,0),(0.7)
45. a. Ninguna; b. 1.3.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 3 (péagina 125)

1. $28.321. 3. $87.507.90.
variar.

5. Las respuestas pueden

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.1
1. —2000; el automdvil se deprecia $2000 por afio.

9
2, §=14T + & 3.F:';C+32.
25 125
4. Pendiente = 3 ;interseccion y = 3
5. 9C — 5F + 160 = 0.
6. E
100 -

\\\u\/fmu\s.;c

-100

-100

7. La pendiente de AB es (;la pendiente de BC es 7; la
pendiente de CA es 1. Ninguna de las pendientes es el
reciproco negativo de alguna otra, de modo que el tridngulo
no tiene un dangulo recto. Los puntos no definen un tridngu-
lo rectdngulo.

EJERCICIO 4.1 (pagina 134)

1
1 3. 3. y 5. Indefinida. Fe O

9 6x—y—4=0
13.3%x — 7y +25=0.
17. 2x —y + 4= 0.

11. x + 4y — 18 = ().
15. 8x — 5y — 29 =10
19. x +2y + 6 =0

2. y+2=0. 23, x —2=10, 25. 4. —6.
1.3
27. 57 29. La pendiente estd indefinida: no hay in-
terseccion con el eje y.
31. 3:0. 33, 0:1.
35 2x+3y—5=0y= 2-+5
B 4X T3 =0hy=—gF T g
37. 4x + 9 5=0 4 + -
. 4x —5=0Qy=—x+=.
X v v 9 9

!
V.3x—2y+24=0y= 2% + A%

41. Paralelas. 43. Paralelas. 45. Ninguna.
47. Perpendiculares. 49, Perpendiculares.



5Ly=4r+14 53 y=1 55 y=——x+5
229
S.x=7 Sy=-—x—T. 6L (54

63. —2: ¢l precio de la accién cae un promedio de $2 por afio.

65, V=3x+ 5 67. Pendiente == (.65:interseccion

v & 4.38.

69 s st i s Ty, o B 2
-a-.V—_§X+g~ i pE= 3K >

71. y = —x + 3300; sin modificacién, ¢l dngulo de acer-

camiento causa que el aeroplano choque 700 pies antes del

acropuerto. 73. R = 50,0007 + 80,000.

75. Las rectas son paralelas. Esto se esperaba ya que cada

una tiene pendiente de 1.5.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.2

1. x = nimero de esquis producidos: y = nimero de botas
fabricadas: 8x + 14y = 1000.

3
2. p= 34 <+ JO2S

3. Las respuestas pueden variar, pero dos posibles puntos
son (0,60) vy (2, 140).
f(x)

1000

500

FEF Fol Lo F

P T Y A S
10 20
4. f(t) =231+ 322 5. f(x) = 70x + 150.

EJERCICIO 4.2 (pagina 141)

1. —4.0. 3. =,
y g(t)
)
X t
/ 74
12
s = . flx) = 4x.
5, ~ =i 7. f(x) = 4x
h(g) 9, f(l’) =—2x + 4.
5
2 1. f(x) = —=x + 7’.
-~ | 7
S 13 f(x) =x+1
2
q 15. p=—q + 28: $16.
17. p= %q + 190,

19. ¢ =3¢ + 10;$115. 21 f(x) = 0.125x + 4.15.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar ~ RESP9
23. ¢ = —800r + 8000; pendicente = —80.

v

8000

10
25, f(x) = 45.000x + 735,000.  27. f(x) = 65x + 85.
5
29. x + 10y = 100. 3. a. y= Tk %: b. 12.

33 a. p = 0059 + 0.025; b, 0.556.
1
35. a. 1 = EC -+ 37: b. Sume 37 al numero de chirridos en

1l

15 segundos.  37. P = 7 + 80. 39, a. St b. 1.8704.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.3

1. Vértice: (1,400); interseccion v: (0, 399);
intersceciones x: (—19.0). (21, 0).

Y
400
-
100
[T A T .
= = 8
2. Vértice: (1, 24); interseccién v: (0. 8):
. _ ‘ V6 Vo
Intersecciones x: (l Ty U), (1 " 0).
¥
30+
AU T Y )
-5 - 5

3. 1000 unidades; $3000 de ingreso maximo.

EJERCICIO 4.3 (pagina 149)

1. Cuadratica. 3. No es cuadritica. 5. Cuadratica.
7. Cuadrdtica. 9. a. (1.11); b. Mas alto.

11. a. 8 b. —4,2: ¢. (—1.-9).




—

RESP10  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

13. Vértice: (3, —4); intersecciones: (1, 0), (5, 0), (0,5); 21. Vértice: (4, —2); intersecciones: (4 + V2, 0),
rango: toda y = —4. (4 — V2,0), (0,13); rango: toda t = —3.
y t

> 3 442
1\/5 x V A
(4,-2)

(3,~4)

23. Minimo; 24. 25. Maximo; —-10.
in[ersecciones: (0' 0)‘ (73. O). 27 q = 200. r=— $120,000
29. 200 unidades; ingreso maximo $240,000.
31. Vértice: (9,225): interseccion y: (0, 144);
intersecciones x: (—6,0), (24, 0).

15. Vértice: | —=, = |;
EI‘ICE( >

"
O
S

M| o

rango: toda y =

P(x)
400
1) 1 | o
-20 7 L \30
17. Vértice: (—1,0); intersecciones: (—1,0), (0, 1); 33. 70 gramos. 35. 132 pies; 2.5 segundos.

¢ : tod = (). 2 5 g
rango: toda s 37: Vértlcc:(i, !16): interseccion y: ((, 16},

5 : _ 5+ V29 5= V29
intersecciones x: 5 L0, 5 0 )
G
1 - 160
—1
19. Vértice: (2, —1); intersecciones: (0, —9); rango: 15 o
toda y < —~1. -
/ wi’
39. a. 2.5; b. 8.7 m. 41. a. > b. 5 Oyl

43. 50 pies X 100 pies. 45. (1.11,2.88).
47, a. 0; b. 1; c. 2, 49, 4.89.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4.4

1. $120,000 al 9% y $80.000 al 8%.

2. 500 especies A y 1000 especies B.

3. Un nimero infinito de soluciones de la forma
_ 20000 4

- — ir‘ B = rdonde 0 = r = 5000.

1 1 1
4. glbdeA:glbdeB: ElbdeC.



EJERCICIO 4.4 (pagina 161)

Lx=—-lLy=1 3. x=3y
5 v=0w =18 7. x = 3.y
9. No hay solucién. 11. x = 12

\JJ.—
H N:~

~12

3 . .
13. p= 5 3r,q = r,res cualquier ndmero real.
1 1 1
15. x =, y=—,7 = —. 17. x=1,y=1,z= 1.
27 Tt !
19. x =1+ 2r,y =3 — r.z = r;res cualquier nimero
real.
1 5 ’ .
2. x = Rhy =i =onres cualquier nimero real.
3 \ .
23, x = 5 r+ Es. v = r.z = s ryssoncualesquiera

numeros reales.

25. 420 galones de solucién al 20%, 280 galones de solucidn
al 30%.

27. 0.5 1b de algoddn; 0.25 1b de poliéster: (.25 1b de nylon.
29. 275 mi /h (velocidad del aeroplano en aire calmo),

21 mi/h (velocidad del viento).

31. 240 unidades (Early American). 200 unidades (Contem-
poraneo).

33. 800 calculadoras de la planta Exton, 700 de la planta
Whyton.

35. 4% sobre los primeros $100,000, 6% sobre ¢l resto.

37. 60 unidades de Argon 1,40 unidades de Argon I1.

39. 100 sillas, 100 mecedoras y 200 sillones reclinables.

41. 40 trabajadores semicalificados, 20 trabajadores califica-
dos y 10 empleados de envios. 45, x =3, y=12

47. x = 83,y = 14.0.

EJERCICIO 4.5 (pagina 165)
La=4y=—A2x=—1,y=3

lp=-"B.qg=—4p=2,q9=1L

5. x=0y=0x=1y=1
T.x=4,y=8x=—1,y=3.

9. p—Oq=Up—1q~l

1. x=vVI17,y=2; -7, v =2;x = V14,
\:*llf—f\*f*l 13.1721 y = 15.

15. En (10,8. 1)y (—10.7.9). 17. Tres.
19, x==13, y=51. 2. %= L176. 23 x=-14b

EJERCICIO 4.6 (pagina 174)

1.
p

10

5 (100, 5)

| | -
100 200 ¢

3. (5,212.50). 5. (9,38). 7. (15,5).

9,
y TR
15,000 Uy
(4500,-13,500)
5000
1 L, g
2000 6000

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP11

11. No puede tener punto de equilibrio para ningtin nivel
de produccidn.

13. 15 unidades o 45 unidades. 15. a. $12; b. $12.18.
17. 5840 unidades: 840 unidades; 1840 unidades. 19. $4.
21. El costo total siempre excede al ingreso total, no hay
punto de equilibrio, 23. Disminuye en $0.70,

25. py = S pp = 10. 27. 24y 11.3.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 4 (pagina 176)
1. 9. Jy=—xLx+y—1=0

1 )
5. y= e Lx—2v—2=0. T.y=4y—4=0

1
hy=xT2x—3y+6=0
)

1L Perpendiculares. 13. Ninguna. 15. Paralelas.

3 3 4
17. y = 5_\‘ — 2 E 19. v= gl(l.
21. —2;(0,4).

4

A

\

X
A
23. (3,0). (—3.0), (0.9): (0,9).

Y
3

25. (5,0). (—1.0), (0,—5): (2.—9).
y




RESP12 Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

29. (0,—3): (—1,-2).

y
; - X
1| 5
-3
17 8
31.\-—7._\— = B x=2,y=—1
35. x =8,y =4 3. x=0yv=1z=0
39, x=-"3y=—4x=2,y=1
41. x = =2 — 2r,y =7 -+ r,z = rircs cualquier niimero
real.
43. x = r,y = r,z = (i r es cualquier nimero real.
4 19

45. a + b — 3 = 0.0.

49. 50 unidades: $5000. 51. 6.

53. 1250 unidades; $20,000.

55. 2.36 toneladas por km cuadrado.

57. x = 230,y = —130. 59. x = 0.75, y = 1.43.

7. f(x) = X + &

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 4 (pagina 179)

1. Advantage I es el mejor plan para tiempo aire de 85 a
- ; :
153; minutos. Advantage IT es el mejor plan para tiempo

g 1 L.,
aire de 1533 a 233 minutos.

3. Sila aproximacidn inicial estd sobre la parte horizontal
de ambas grificas, la calculadora no puede determinar el
punto de interseccion.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.1

1. La forma de las graficas es la misma. El valor de A es-
cala la ordenada de cualquier punto en A.
2

Aumento
Ano  multiplicativo  Expresion

0 1 L1’
1 1.1 NE
2 1.21 1.1°
3 1.33 INE
4 1.46 1.1*

1.1;1a inversi6n aumenta en 10% cada afio
(1+1(01) =1+ 01=11).

¥

2
1/
X

| AN SO A N
12 3 45 Afos

Entre 7 y 8 afios.

Disminucion
Afio  multiplicativa  Expresion

0 | 0.85"
1 0.85 0.85'
2 0.72 0.85°
3 0.61 0.85°

0.85; el automovil se deprecia en 15% cada ano
(1 — 1(0.15) = 1 — (.15 = 0.85).

¥

2

(T O B X
1 2 3 45 Anos
Entre 4y 5 afios.
4. y = LO8' % recorra la grafica 3 unidades hacia la derecha.

5. $3684.87, $1684.87. 6. $2753.79;$753.79.
7. 117 empleados.

8 p

1 ! X
10 o0  Anos

EJERCICIO 5.1 (pagina 192)
1, 3




9, 11.
Yy ¥y
3 4}
1 oL
1 X
1
[ \I"
-2 -1 1

13. B. 15. 138.750. 17.

P | =

19. a. $6014.52; b. $2014.52.

21. a. $1964.76: b. $1264.76.

23. a, $14.124.86: bh. $10.124.86.

25, a. $6256.36; h. $1256.36.

27. a. $9649.69; b. $1649.69.

29, $10.446.15.

31. a. N = 400(1.05)"; b. 420; c. 486.

33 Ao Aumento Expresion
multiplicativo
0 1 1.3
1 1.3 1.3!
2 1.69 1.57
3 2.20 1.3°

1.3: el reciclado aumenta en 30% cada ano
(1 +1(03) =1+ 03 = 13).

: 4

3
2

"
Loy X
1 23 4 5 Afos

Entre 4 v 5 anos.
35. 97.030. 37. 4.4817. 39. 0.4966.
41. 43. 0.2240.
y 45, ("), donde b = ¢*.
47. a. 10: b. 7.6;
c. 2.5; d. 25 horas.
— 3 = X 49, 32 afios.
N 51. 0.1465.
I 55..3.17.
57. 4.2 min.
59, 16.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.2
1. 1 = log, 16;¢ = numero de veces que el nimero de

!
bacterias se ha duplicado. 2. = = 1052,
0

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP13

» Aumento
multiplicativo

Disminucion
multiplicativa

EJERCICIO 5.2 (pagina 201)

1. log 10,000 = 4. 3.2 =04 8. In7.3891 = 2

7- [,],H‘?Hf’)f == 3
9. 11.
y y
1 1 4
— X —
1 3 PR
13.
Y
1L //
| | I 1 |
} 4/ 6 ¥
15. 1. 2 19. 3.
y 21. 1 23, 2
! 25. 0 27, -3
29, 9 31, 125
T 33 L 35, ¢°
1 IJde e Y. €
L X 10
1k 3.2, 3.6
=i a4, - 4302
T
5 In2 § + Tk
452 414 o2 52T T
3 3 2
1 .
53.1.60944. 55200013 57 = 10
1

59, 41.50. 6l B =05 ¥ 1gH+ev
63. a. 3052 mm de mercurio: b. 5.13 km.
65, el (/200 67. 21.7 afios.

1 10 —x
69. y=Fln——" 7L (L0). 73739

5. Aproximadamente 13.9%.
6. Aproximadamente 9.2%.




RESP14  Respuestas a los ejercicios con nidmero impar =

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.3

900,000
o G ) — 9 =
1. 1og(900.000) — log(9000) log( 9000 )

= log(100) = 2.
2. log(10,000) = log(10%) = 4,

EJERCICIO 5.3 (pagina 208)

1. h+ec. 3.a— b 5. 3a — b 7. 2(a + b).

b
9, —. 11. 48. 13. 4

o

19. 2. 2. Inx +2In(x + 1).

15. 5.01. 17. 2.

23, 2Inx ~3In(x + 1). 25. 3[lnx — In(x + 1)).
27. Inx — In{x + 1) — In(x + 2).

1
29. SInx — 2In(x + 1) — 3In(x + 2).

g 1
3. m e ——=Inlx =+ 1) — Inlx +24).

2] Rl

2x .
33. log 24. 35. log, PR 37. log[7"(23)7].
x+
8 5
39, 10g[100(1.05)""). 4L Fj{ 3.1, 4. %
x 2+
ey RS o 10 L
In 10 In3
53. y=In ; 57. a. 3; b. 2+ M, 59. 3.5220.
61, 12.4771.
63. 65. In 4.
4
-37* - 10
—4

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5.4

1. 18. 2. Dia 20. 3. El otro sismo es 67.5 veces mas
intenso que un sismo de nivel cero.

EJERCICIO 5.4 (pagina 214)

1. 5.000.  3.2750. 5. -3.000. 7. 2.000.
9, 0.083. 11, 1.099. 13, 0.203.  15. 5.140.
17. —0.073.  19.2322. 21 3.183.  23. 0.483.
25, 2.496.  27. 1003.000. 29, 2.222. 31, 3.082.
33. 3.000. 35. 0.500. 37. § = 124495,
39. a. 100; b. 46. 41, 20.5.
o, p="0800"49) 5 457
log 2
47. a. 91: b. 432: ¢. 8. 49. 1.20.

51.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 5 (pagina 216)

L logs243 =5 3 16" =2 5 In54.508 = 4
il
o . 4, . =2 3. 4. e
7 9. -4 1..-2 13. 4 5 s
25 2y
1741, 19.3(a+1). 2Llgl. 23 In =7
r‘);l B )

25. log, 2.2Inx+Iny—3Inz

(x + 1) (x + 2)*
29. %Un x+ny+inz) 3. %(ln ye—=lngz} —nx

In3 -
39. 2x. 41 y = 2,

43. 45,

33. 35. 1.8295. 3. 2%+ %x.

0. |
53. 0.880.
55. —3222.
57. —1.59.
59. a. $3829.04;
_3 * b. $1229.04.
61. 14%.

LY
NS
D = = (0

63. a. P = 8000(1.02)"; b. 8323.
65. a. 10mg; b. 44: ¢. 02; d. 1.7; e. 5.6.
67. a. 6; b. 28. 7L (o, 0.37]. 73. 2.93.

Do f

—2

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 5 (pégina 220)
e’ — 1) i { P

La P= P T = 1))

= g BRT b. d = Eln

3. a. 156; b. 65.



PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.1
1 2 4 8 16
1.3 X202 X3 2.1 2 4 8 16|
1 2 4 8 16

EJERCICIO 6.1 (pagina 229)

1.8 2 336 3.3 %.2,2 X246 4.1 X233 XK 1,
3X 31 X1 b B,D,E,H, J; e. H,J triangulares supe-
riores; D, J triangulares inferiores; d. EJ; e. G, 1.

3 2 54 7. 0. 9, 7.2,1,0.
6 8 10 12
11. |10 12 14 16} 13. 120 entradas, 1.0, 1,0.
14 16 18 20 B _
000000
0 0 0 0 000000
0 0 0 0 000000
Batg 00000000 o0f
0 0 0 0 000000
00 00 0 0]
1 3 —4
6 2 3 2 5
17. {*3 4}. 19. 2 -5 o
30 1
21. a. Ay C; b. Todas.
2 7 -
25. x =6,y = 3IT 5 27. x =0,y = 0.
29. a. 7. b. 3; ¢. Febrero: d. Azul de lujo; e. Febrero;
31 1
1 7 4
f. Febrero; g. 38. 31. —2001. 33. 43 1/
2 6 2
PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.2
(230 220
5 . . Xy = x> = 835, x; = 1405
1 190 255} 2. x ‘ 670, x; = 835, x; = 140

EJERCICIO 6.2 (pdgina 237)

4 -3 1 =5 5

1. [—2 10 5| 3 (-9 5l 5 9 =7 11]
L0 5 3 59

—12 36 —42 -— }

7. No definida. 9, {_42 6 —36 12

5 4 1 6 5
1. o 7 =2\ 13. {_2 3} 15. O.
=3 3 13
(28 22 =22 =15
; | . inida. 21. |
17 - 6} 19. No definida {7” 9]
21 & 4 2 20 -1 3
= H " 31 s
=1y —%}' 29 [7 -3 2] ! { 6 —&}
] _l46 28
33. Imposible. 35. % TR AT
4
37 .\‘:6._»':;. 39 x=—6,y=—l4z=1

* Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP15

A5 65 5 <d %
41. |75 55 43. 1.1 45, { :‘ 7 ;2}
25 15
—10 22 12
47. i
[ 24 36 —44}

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.3

1. $5780. 2, $22.843.75.

n
e
—
—_—
Ladf— O
=,
—
e =

i
I
—

EJERCICIO 6.3 (pagina 249)

L-12 319 57 7.2X24
9.3X515 1L.2X1:2 13.3X39
1000
o 01 0 0 2 -2
153X 13 17|, n]’ 19.[“, ﬁJ.
00 0 1
—4

2
23 : ) R
2. |20 23] 2 4| 25.[-6 16 10 —6)
B 3 3

[ 4 6 —4 6
6 9 —6 9 [ 78 84
.
27 —8 —12 8 —12f 2. [=21 —12]
L 2 3 2 3
=% = : 2%, + X+ 31:]
" . 33 v 3. :
Al LS fzt}J [-‘ 4 L_\-l + 9x, + Txs)
X
20 o
) 8 —(1) ) s R T
3. l . 39, —2 2 - <0 3 {‘l.
1 20 0 0 3
-1 5 0 0 —3
43. | 2 17|. 45 Imposible. 47.|2 —1 2|
1 31 0 0 8

2 00 :
53. {0 2 0] 55. [:} 71 ?J 57 LS iﬂ
00 2
3 17T 6
e {7 —JH B H
4 —1 3= g
61. {3 0 ~1||s|=| 7| 63 $2075.
0 3 21| ¢ 15 65. $1.133.850.

67. a. $180.000, $520,000, $400.000, $270.000, $380,000.
$640,000; b. $390.000, $100,000, $800,000; ¢. $2.390.000;
110 129 7282 98
" 2397 239° ? {51.32 —36.32}'
- { 15.606  64.08 }
| =739.428 373.056]

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.4

1. 5 bloques de A, 2 bloques de B v 1 blogue de C.
2, 3de X;:4deY:2de Z. 3. A=3D;:B = 1000 — 2D:
C =500 — D: D = cualquier cantidad (= 500).




RESP16  Respuestas a los ejercicios con ndmero impar =

EJERCICIO 6.4 (pagina 261)
1. No reducida. 3. Reducida. 5. No reducida.

{2 3 1 00 0
7. F ”} 9.0 0 0] 11. g 144
0 1 00 0 0O 0 1 0
000 1
1B.x=2y=1 15. No hay solucién.
2 5 1 7
17. x = —51‘ + 3 y = *g}‘ + & z = r.endonde res

cualquier nimero real. 19. No hay solucion.

2L, i =3y =272=0 2rx=2y=-15z=—L
25. x; = 0,x%, = —r,xy = —r,xy = ~r,X; = r,donde r

es cualquier nimero real. 27. Federal, $72,000; estatal,
$24.000.

29. A.2000: B, 4000: C. 5000. 31. a. 3de X, 4de Z:
2deX,1deY,5deZ;1deX;2deY.6deZ:3deY,7 de Z:
b. 3deX,4deZ;c. 3deX,4deZ:3deY,7deZ.

33. a. Sean s, d, g el nimero de unidades de S, D y G,
respectivamente. Las seis combinaciones estdn dadas por:
s{5 4 3210

d|8 7 6 4 3 b. La combinacion s = 0,

g0 1 2 4 5 d=3g=5.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.5

f n

1. Un nimero infinito de soluciones:
! . .
z=0,y + E' = (; en forma paramétrica:

1 1 el
bl el donde r es cualquier nimero

s
I
|

4
I

EJERCICIO 6.5 (p4gina 267)

Lw=—r—3+2x=-2r+s—3,y=rz=s
(donde ry s son cualesquiera nimeros reales).
Jw=—sx="3r—4+2y=rz=3s

(donde r y s son cualesquiera nimeros reales).
S5.w=-2r+s—2,x=-r+4y=rz=s

(donde r y s son cualesquiera numeros reales).
Tx=—2Zr+s—2+1lxm=—"T—2541r14
XBZ=rX —8x=—1

(donde r, s y t son cualesquiera nimeros reales).

9. Un nimero infinito de soluciones. 11. Solucién trivial.
13. Un nimero infinito de soluciones, 15. x =0,y = 0.

8
1. x=—Fyv=—r.z=r. =l =0
Y 5 5 r 19. x =0,y =0
2. x =r,y=—2r,z=r.
2. w=—"2r,x=-"3ry=r.z=r.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.6

1. Si. 2. TE VERE EL VIERNES.
2 1

2 1
3 G 3
3. E'=|—-1 Z —llFnoesinvertible.
1 _1 2
i "6 3

4. A: 5000 acciones: B: 2500 acciones: C: 2500 acciones.

EJERCICIO 6.6 (pagina 275)

4 y 1 00
1. [ . 76]. 3. No es invertible. 5.0 =1 o}
' 0o o0 i
7. No es invertible.
9. No es invertible (no es una matriz cuadrada).
L = 0 L o 2
11. |10 1 —1}| 13. [0 1 0|
0o 0 1 307
1% 3 5 33
.1 4 =4 i~ 3 —3
-1 1 =2 T 1 3
19. x, = 10, x, = 20 2L x =17,y = 20
2. x=1,y=3 25, x=-3r+ Ly=mr
27. x=0,y=1z=2 29, x = L_)’=%,:.=%.
31. No hay solucion. B.w=1Lx=3y=-2z="T.

35, [71 _‘J 37. a. 40 del modefo A. 60 dei modelo B;
3 3

4 6
b. 45 del modelo A, 50 del modelo B. 39, b. [7 1()]

41. Si.  43. D: 5000 acciones; E: 1000 acciones;
F: 4000 acciones.
146 0.56 2
45, a. [0.5] 1-35}, b. [% 120
1.80 1.10 —0.46
47. (035 131 —0.17]|

044 042  0.59
49. w = 1444, x = 003,y = 080, z = 1033,

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6.7
1. 6.

EJERCICIO 6.7 (pagina 285)

L1 3-16 Sy 7T-- 912

) 3 a4y
11.:—12. 13. 6. 15. |ayy ax  ay)
Ay (g3 Oag
() (y g
17. |a3y a3 aayl 19. —16. 21. 98. 23. —89.
Ay Oy Oy
25, -1 27 2. 29. —90. 3L 1. 33. 24.

35, 0. 37. 0. 39. 3.4. 41. 192, 43. b. %

45. c=—loc =4 47. —1630. 49. —38064.

EJERCICIO 6.8 (pagina 290)

3 7 13
=— y= —], ]. = — y = —,
Lx=gy=-l T 167 T 8
1 6 16
5.‘(**5.\-*1 7 \—;4—“5.
2 28 26
9. x=4y=27=0 1x=2y=-—"27z=-2=2
. d i =50 5% 715

B.x=3—ry=0z=r 15. x=1,y=3,z=5



I 1
11
no es aplicable la regla de Cramer. Pero la ecuacion en
{.\' +y =2,

x+y=-3
tanto no existe solucién. 21. Cuatro juegos.
23, x = 1785,y = —042, z = —24.00.

=0,

17. y=6,w = 1. 19. Yaque A =

representa rectas paralelas distintas y por

EJERCICIO 6.9 (pagina 294)

1290 297.80 102.17
1. {]425}: 1405. 3. a. | 34954 |, b, [ 12528 |
44312 175.27
1301 1073
5. 1215 7. | 1016 |.
1188 952

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 6 (pagina 296)

1{3 8] 3},,Ti,; q{*lﬂ}
Tl -0 T M - )
I

6 -1 =2 2 0
8 [ w Y
1 2 0
10
B.x=3y=21. 15| L 17|00 1}
00 0

Pl palts

19. x=0,y=0. 21. No hay solucion. 23. {_

25. No existe la inversa. 2. x=0,y=1,z=0.
29, 18. 31. 3. 33. rich. [Bx=1y=2
37. =2 39. 2=LAT=AAM =1,
41. _\'=2—£,y=£— Lz=1 —
a a £
43. a. Sean x.y. z las dosis de capsulas semanales de las

marcas L, 11, I11, respectivamente. Las combinaciones estan

dadas por:
Xy z
combinacién 1 4 9 0
combinacién 2 3 6 1 b. Combinacion 4:
combinacién 3 2 3 2 x=1Ly=0z=3
combinacién 4 1 0 3
215 87 40.8
4 [ 89 141]' . {40.56]'

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 6 (pagina 298)

1. $151.40. 3. No es posible, ya que los huéspedes 3 y 4

le cuestan a la posada la misma cantidad por dia.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 7.1
L 2% + 1.5y > 09% + 07y -+ 50,3 ==1376% +1625;

haga el bosquejo de la recta punteada y =—1.375x + 625y

sombree el semiplano por arriba de la recta. Para producir

una utilidad, el nimero de imanes producidos y vendidos de

tipos A y B, debe ser un par ordenado en la region.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP17

2, x=0,y=0.x +y=50,x =2y, La region consiste en
los puntos en o por arriba del eje v, y en 0 a la derecha del
eje y, los puntos deben estar en o por arriba de la recta

x + vy =50,y en o por debajo de larectax = 2y.

EJERCICIO 7.1 (pagina 306)

1 3. v
y
ettt i 7
) ity " & %
28 eetes e \
SEne e s &
“3\;\( X ‘2 s i i
. < Py, e e 4
-4 3 &
i
P
5
y % y
“
£
i 4
%4
it}
o A
# 1
% ]
> X
5 l‘
1
£y
Loy
A}
N
9, 11.
y y
~. T
,l \\
5 ‘\\
% ~
’ :
i .
; \
i X N
y il N
z e %
2% s
™ ke
-
’
P it i
w2Ra it/
13. . 1s. p
s
,.
1 £ .
X
17. .
7 y 19
A
|
1
1
1
i ’
1 27
1 4
=X
%
A
I-I
“("”..r
——————-;‘l——T -----
. 1
4 .




RESP18  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

21. 23. y

e

v \emamaan
“ Ao simomas

Pl e,
¢ i
et i mBE By
p

Byt
B g e

27.

v

| 100

x: numero de libras de A
y: nimero de libras de B

29. x=0,y=0,3x + 2y = 240,0.5x + y = 80.

EJERCICIO 7.2 (pdgina 315)

1. P = 640 cuando x = 40, y = 20.

3. Z=—10cuandox = 2,y = 3.

5. No tiene solucion éptima (la region factible es vacia).
7. Z=3cuandox =0,y = 1.

3 6
9. C = 24 cuando x = = y= 5

11. No tiene solucion dptima (no acotado).

13. 15 mufecas, 25 soldados; $210.

15. 4 unidades de alimento A. 4 unidades de alimento B; $8.
17. 10 toneladas de la mina 1, 10 toneladas de la mina II;
$1100.

19. 6 cdmaras de tipo A y 10 cimaras de tipo B.

2L ec.x=y=T7

23. Z = 1554 cuando x = 256, y = 6.74.

25. 7 = —7598 cuando x = 948, y = 16.67.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 7.3

1. Enviar 10¢ + 15 televisores de C a A, —10t + 30 tele-
visores de C a B,—10t + 10 televisoresde D a A y 10r
televisores de D a B, para 0 = ¢ = 1; costo minimo $780.

EJERCICIO 7.3 (pagina 318)

1. Z=33cuandox = (1 —)(2) + 5r =2 + 3¢,
y=01-03)+2r=3—ty0=t=1
3. Z=T72cuandox=(1—1)3)+ 4 =3 +1,
y=1-02)+x=2—2ry0=r=1.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 7.4

1. 0 aparatos de tipo 1,72 aparatos de tipo 2, 12 aparatos de
tipo 3: utilidad méxima de $20.400.

EJERCICIO 7.4 (pagina 330)
1. Z =8cuando x, = 0,x, = 4.

3. Z=14cuandox; = 1,x, =5.
5. Z=28cuandox;, =3, x, =2
7. Z =20cuando x; = 0,x; = 5,x; =0

9. Z=2cuandox, = LLx, =0,x; =0.
11, Z = g—ﬁcuando X == % X; = %
13. W = 13 cuando x; = 1,x; = 0,x; = 3.

15. Z = 600 cuando x; = 4,x, = 1, x; = 4, x;, = 0.
17. 0 de A, 2400 de B; $1200.

19. 0 sillas, 300 mecedoras, 100 sillones: $10,800.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 7.5

1. 35 — Tt dispositivos 1, 6¢ dispositivos 2, () dispositivos 3
para0=r=1.

EJERCICIO 7.5 (pagina 337)

1. Si; para la tabla, v es la variable que entra y los cocientes
6 3 z iz
2Y1 empatan como los mis pequenos.

3. No existe solucién éptima (no acotado).
5. Z=12cuandox;, =4 +tLx, =ty0=r=1.
7. No tiene solucion éptima (no acotado).

3
9. Z = 13 cuando x, = 5 EI, X, =6Lx; =4 — 3y
G=r=1
11. $15,200. Si xy, x5, X3 denotan a los nimeros de sillas,
mecedoras y sillones producidos, respectivamente, entonces
x; = 100 — 100z,

Xx; = 100 + 150z,
x; = 200 — 508, y
De=e=1.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 7.6

1. Planta I: 500 estdndar, 700 de lujo: planta II: 500 estdandar,
100 de lujo; utilidad médxima $89,500.

EJERCICIO 7.6 (pagina 348)

1. Z =7cuando x; = 1,x, = 5.

3. Z=4cuandox, = 1,x, = 2, x; = .

5. Z= ? cuando x; = %4' X; = % x3 =0

7. Z = —17 cuando x; = 3,x; = 2.

9. No tiene solucién 6ptima (region factible vacia).
11. Z = 2 cuando x; = 6,x, = 10.

13. 255 libreros estdandar, 0 libreros ejecutivos.

15. 30% en A, 0% en AA,70% en AAA6.6%.

EJERCICIO 7.7 (pagina 352)

1. Z =54cuandox; = 2,x, = 8

3. Z = 2l6cuando x; = 18,x, = 0,x; = 0.

5. Z=4cuandox; = 0,x, = 0,x; = 4.

7. Z=0cuando x; = 3,x;, = 0, x3 = 1.

9. Z = 28 cuando x; = 3,x, = 0,x; = 5.

11. Instalar el dispositivo A en los hornos produce 700,000
barriles anualmente y el dispositivo B en [os harnos pro-
duce 2,600,000 barriles al afio. 13. A Exton,5de Ay 10
de B;a Whyton, 15 de A: $380. 15. a. Columna 3: 1,3, 3;
columna4:0,4.8; b. x; = 10, x; = 0,x; = 20, x4, = 0;

¢. 90 pulgadas.




PRINCIPIOS EN PRACTICA 7.8

1. Minimizar W = 60,000y, + 2000y, + 120y; sujeta a
300y, + 20y, + 3y; = 300,

220y, + 40y, + y; = 200,

180y, + 20y, + 2y; = 200,

Yy, ¥a, y3 = 0.

2. Maximizar W = 98y, + 80y, sujeta a

20y, + 8y, <6,

6y, + 16y, =2,

¥ ¥, 2= 0.

3. 5 dispositivos 1, 0 dispositivos 2, 15 dispositivos 3.

EJERCICIO 7.8 (pagina 361)

1. Minimizar W = 6y, + 4y, sujeta a
Vi~ »m=2,

i+ ¥y, =3,

Yi:y2= 0.

3. Maximizar W = 8y, + 2y, sujetaa
n—y=1L

it 2y =8,

¥ Ty =35,

Vi ¥2 = 0.

5. Minimizar W = 13y, — 3y, — lly;sujetaa
Tty —n=l

2y, —y; —y3 =1,

Yi-¥2. y3 = 0.

7. Maximizar W = —3y, + 3y, sujetaa
=4,

N n=4

Yy T y=6

Y y2=0.

B |

1
9. Z =11 cuando x; = 0,x;, = 7=

1. Z =26cuando x; = 6,x, = L.

13. Z = 14 cuando x, = 1. x, = 2.

15. $250 en publicidad en periddico, $1400 en publicidad en
radio; $1650.

17. 20 aprendices de embarque, 40 trabajadores de embar-
que, 90 trabajadores semicalificados, 0 trabajadores califica-
dos: $1200.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 7 (pagina 362)

= Respuestas a los ejercicios con ndmero impar RESP19

A A

A e L
- i
i gl B

'&’t; ‘ygqﬁ%,

£ i X

P e e

:Ji | A 4

o’
ok
%
*‘j.w:;;ra‘«‘,’”
! e
e
i ] &
e
.
ot

9, ¥ 11. Z =3cuandox = 3,y = (.

, 13. Z = 2cuandox = 0.y = 2.
v e 15. No existe solucion ¢ptima
‘),'/ g = (region factible vacia).
N 17. Z = 36cuandox =2 + X,
— X y=3—-3y0=r=1
| e 19. 7 = 32 cuando x;, = 8, x; = (.
B 21. Z =2cuandox; = 0,x; =0,
38k =2
A=
23, Z = 24 cuando x; = 0. x, = 12,
7 5
25, Z = 5 cuando x; = T X =0,x; = g

27. No tiene solucién 6ptima (no acotado).

29. Z =70 cuando x; = 35,x;, = 0,x; = 0.

31. 0 unidades de X, 6 unidades de Y, 14 unidades de Z;
$398.

33. 500,000 galones de A a D, 100,000 galones de A a C,
400,000 galones de B a C: $19,000.

35. Solo 10 kg del alimento A.

37. Z = 117.88 cuando x = 7.23, y = 3.40.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 7 (pagina 365)

1. 2 minutos de radiacién. 3. Las respuestas pueden
variar.

PRINCIPIOS EM PRACTICA 8.1

1. 4.9%. 2. 7 afos, 16 dias. 3. 7.7208%.
4. Lainversion a 20 afios de $10.000 es ligeramente mejor.

EJERCICIO 8.1 (pagina 372)

L a. $11,105.58; b. $5105.58. 3. 4.060%. 5. 4.081%.
7. a. 10%:; b. 10.25%; c. 10.381%: d. 10.471%: e. 10.516%.
9. 8.08%. 11. 9.0 afios. 13. $10,282.95.

15. $38,503.23. 17. a. 18%; b. 19.56%.

19. $3198.54. 21. 8% compuesto anualmente.

23. a. 5.47%; b. 5.39%. 25. 11.61%. 27. 6.29%.

EJERCICIO 8.2 (pagina 376)

1. $2261.34. 3. $1751.83. 5. $5118.10.

7. $4862.31. 9. $6838.95. 11. $9419.05.

13, $14.091.10. 15, $1238.58, 17, §3244 63

19. a. $515.62; b. Rentable. 21. Cuenta de ahorros.
23. $226.25. 25, 9.55%.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 8.3

: : ; 1 . 3 .
1. 48 pies, 36 pies, 27 pies, 20 7 pies, 15 6 pies.
2. 750,1125, 1688,2531. 3797, 5695. 3. 3572 m.




“
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5. 6.20%.
8. $13,962.01.

6. $101.925;§121,925.
9. $45.502.06.

4, $176,994.65.
7. $723.03.
10. $48.095.67.

EJERCICIO 8.3 (pagina 386)
422
T 243
11, §.213180.
17. $8001.24.
23, $24.594.36,

1. 64,32,16.8,4.

T L1 9. 18.664613.

13. $2050.10. 15. $29,984.06.
19. §90,231.01. 21. $204,977.46.
25. $1937.14. 27. $458.40.

29. a. $3048.85; b. $648.85. 31, $3474.12.
33, $1725. 35, 102.91305. 37. 55.360.30.
39. $131.34. 41. $1.872,984.02.

43. $205,073;8142,146.

3. 100, 102, 104.04, 5

EJERCICIO 8.4 (pagina 391)

Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

1. $69.33. 3. $502.84.
5. a. $221.43; b. $25; e. $196.43.
7.

Saldo Pago Principal
insoluto Interés al final  saldado al
al inicio por del final del

Periodo del periodo periode  periodo periodo
1 5000.00 350.00 1476.14 1126.14
2 3873.86 271.17 1476.14 1204.97
3 2668.89 186.82 1476.14 1289.32
! 1379.57 96.57 1476.14 1379.57
Total 904.56 5904.56 5000.00
9.

Saldo Pago Principal
insoluto Interés al final  saldado al
al inicio por del final del

Periodo del periodo periodo  periodo periodo
1 900.00 22.50 193.72 171.22
2 728.78 18.22 193.72 175.50
3 553.28 13.83 193.72 179.89
- 373.39 9.33 193.72 184.39
5 189.00 4.73 193.73 189.00
Total 68.61 968.61 900.00
1. 11. 13, $1273.

15. a. $2089.69; b. $1878.33; ¢. $211.36; d. $381,907.

17, 23,

19. §113302.45.

21. $38.64.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 8 (pagina 394)

63

== 3. 8.5% compuesto anualmente.

1 ==
16

5. $586.60.
9. $936.85.

7. a. $1997.13; b. $3325.37.

11. $886.98. 13. $314.00.

15.

Saldo Pago Principal
insoluto Interés al final  saldado al
al inicio por del fimal del

Periodo del periodo periodo  periodo periodo
1 15.000.00 112.50 3067.84 2955.34
z 12.044.66 90.33 3067.84 297751
3 9067.15 68.00 3067.84 2999.84
4 6067.31 4550 3067.84 3022.34
5 3044.97 22.84 3067.81 3044.97
Total 339.17 15,339.17  15,000.00
17. $1279.36.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 8 (pagina 395)

1. §15,597.85. 3. Cuando los inversionistas esperan una
caida en las tasas de inferés, las inversiones a largo plazo
son mds atractivas que las de corto plazo.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 9.1

1. El limite cuando x — a no existe, si ¢ s un entero, pero
existe si @ es cualquier otro valor.
2. 36 ce. 3. 3616. 4. 20. 5. 2.

EJERCICIO 9.1 (pagina 406)

1.a 1. b. G e 1. 3. a. 1;: b. noexiste; e. 3.

5. f(0.9) = 28, F(0.99) = 2.98, f(0.999) = 2.998,
J(1.001) = 3,002, £{1.01) = 302, f(L.1) = 32, 3.

7. f(—0.1) & 09516, f(—0.01) == 0.9950.

F(—0.001) = 0.9995, £(0.001) = 1.0005, £(0.01) =~ 1.0050.

F(0.1) ~ 1.0517: 1.
11, 20 17. 0.

19. 5. 21 =2, 23. 3. 25. 0. 27. é

5
9. 16. 13. —1. 15. —.

| 1
29. — 31 71 33. 4. 35. 2x 37 =,
5 D
39. 2x. 41, 2x — 3. 43. ; 45. a. 1; b, O
47. 11.00. 49, —7.00.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 9.2
1. lim p(x) = 0. La gréfica inicia arriba y rdpidamente
X—00
desciende hacia cero. De acuerdo con esto, los consumi-
dores estdn dispuestos a comprar cantidades grandes del
producto a precios cercanos a cero.
2. lim y(x) = 500. Las mayores ventas anuales que se
X—00
pueden esperar con publicidad ilimitada es de $500,000.
3. tim C{x) = oo. Esto significa que el costo continda
X—00
aumentando sin cota conforme se fabrican mds unidades.
4. El limite no existe; $250.

EJERCICID 9.2 (pagina 417)
1. a. 2; b. 3; e. Noexiste; d. i e. oo §. oor g, oc;

h O; & 13 §. 15 k. 1. 31 5. —oa. 7. —oa.
9. co. 11. Q. 13. No existe, 15. 0.
17. oo 19. 0. 21. 1. 23. (. 28, od.
2 2
27, 0: 29. ‘é. 3L —x. 33, = 35. —o¢.



11 1
37. 5 39, 5 41, oc. 43. . 45, co.
47. No exaste. 49, —a. 51, (. 53. 1.
55. a. 1; b. 2; ¢. Noexiste; d. 1; e. 2.
§7.a.0; b. 0; c. 0; d. —0; &. —0.
59. & 61. 20,000. 63. 20.

65. 1,0.5,0.525,0.631,0.912, 0.986, 0.998; se concluye que el
limite es 1.
67. 0. 69. a, 11; b. 9; ¢. No existe.

EJERCICIO 9.3 (pagina 421)

1. $5563.87; $1563.87. 3. $1456.87. 5. 4.08%.
7. 3.05%. 9, $109.42. 11. $778,800.78.

13. a. $21,911; b. $6599. 15. $4.88%.

17. $1264. 19. 16 anos.

21. Opeidn (a): $1072.51; Opcidn (b): $1093.30;

Opcion (c): $1072.18,

23. a. $9458.51; b. Esta estrategia es mejor por $26.90.

EJERCICIO 9.4 (pagina 429)

7. Continuaen —2vy Q. 9. Discontinua en +3.

11. Continuaen2y0. 13, f es una funcién polinomial.
15. f es una funcién racional y el denominador nunca es cero.
17. Ninguna. 19. x = —4. 21. Ninguna.

23. % = =55 25, x =K%1L 27. Ninguna.

29, x=0. 31. Ninguna. B.x=2

35. Discontinuidadesent = 1,2, 3, 4.

¥
0.34 o—e
0.22 o—=
0.10

37. Si,no,no.

Y
600 \
100
5 1015

PRINCIPIOS EN PRACTICA 9.5
LK< x<4.

* Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP21

EJERCICIO 9.5 (pagina 433)

3 (2.3l s (—% —2).

7. No hay solucién. 9. (oo, —6],[~2,3].

11. (—c,—4),(0.5). 13. [0.00). 15. (—3,0), (1, ).
17. (—0.3),(0,3). 19. (1,c0).

21. (0, —5).[2.1),[3.0). 23. (—5,-1).

25. (—oo.—t — V3], {1 + V3, x).

27. Entre 50 y 150, inclusive. 29. 17 pulgadas por 17
pulgadas.

31, (o0, —7.72]. 33. (—o0. —0.5). (0.667, co).

1. (o0, —1). (4. 00).

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 9 (pagina 436)

I. —5. 3. 2 s x . — 9. 0 11

<X |y

13. No existe. 15. —l. ) b 2 19. —c.

O = 0o

21. oo 23. 25. 1. 27, —o. 29. 8.

3L 23, 33, a. $5034.38; b. $1241.46. 35. 6.18%.
37. 201n 2.

41. Continua en todas partes; / es una funcién polinomial.
43. x = 3. 45. Ninguna. 47. x = 4. 1.

49, xr= 2. 51, (—o0, —6),(2,00).

53. [2,00),x = (. 55. (—o0; =8, (=1;1):

57. (—oc,—4), [ 3.0}, (2, c0). 59. 1.00.

61. 0. 63. [2.00,00).

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 9 (pagina 438)
1. 17%.
3. Un modelo exponencial supone una tasa de pago fija.
PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.1
dH

. —— =40 — 32.
1 4 ) t

EJERCICIO 10.1 (pagina 450)
1. a.

ValorydeQ) 3 25 22 231 201 200

Mpg 19 1525 1324 12.61 12,0601 12.0060
b. Estimamos que m,, = 12.
3. 1. 5. 4. 7. —4. 9. 0 11. 2x + 4.
6 1
” + 5. 15; == 1 e———=. L =
13. 4g 5 e 7 G LB 19, 4

21,0, 2. y=x+4 25 y=-3xr—7.

27 y=—-3x+9 29—

dC’

dD

31, —3.000, 13.445. 33. —5.120, 0.038.

35. Para los valores x de los puntos en donde la tangente a
Ia grifica de f es horizontal, [os valores correspondientes de
f(x) son cero. Esto es de esperarse, ya que la pendiente
de una recta horizontal es cero y la derivada da la pen-
diente de la recta tangente.

LA

PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.2
1. 50 — 0.6q.
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EJERCICIO 10.2 (pagina 457)

1. 0. 3, 6x°. 5, 80x7. 7. 18x. 9, 20w,
1.
11 8¢ 1m.lf 151 178 -2
3 2
19. 4p° — 9p%. 21 —8x + 5x'.
5 4
23, —39x7 + 28x — 2. 25 &% 27 *Ex“.
3 2 6 3 2 7 5/2
29. 16x + 3x~ — 9x + & 31. Ex i 33. X
3 i 10 11 ) 11 y
A —~ia 4 M o Al ‘ —2/3
35. 4.x + 3 X, 37. > X 0 T 39, 2r -,
43, —4 . 43, 3y — 570 4+ 1247,

5 I -
45, —xCo0——. 47. —40x ", 49, 4y
X7

1 1 ‘ ‘
51— 7. 53. — — Tx72 . —3x 2 — 2T,
1 ZI ; \ 55, —3x X
1 5 5
57, ——x—%? 59, 2, 61, —x?
5 2
63. 9x° — 20x + 7. 65, 45x%.
[y 10 55 | 4
L T e e S g (e ; 5 =y
67 3‘{ 3r 31 (x — 10) 69. 8¢ 7
71 2(x + 2). 73. 1. 75. 4,16,—14. 77. 0,0,0.

79. y = 13x + 2.
4
83. y=x+3 85. (0.0).(2. *g) 87. (3,-3).

8L y = —4x + 6.

89. 0. 91. Larecta tangente es y = 9x — 16.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.3

d )
L 25unidades. 2 L =16—302

dr d
Cuando r = 0.5 el objeto alcanza su altura méaxima.

3. 1.2y 120%.

= () pies/s.

=05

EJERCICIO 10.3 (pagina 468)

L A 1 05 02 01 0.01 0.001

As /At 9 675 564 531 50301 5.003001

Estimamos la velocidad en ¢ = 1, como 5.0000 m /5.
Con diferenciacién la velocidad es 5 m js.

3. a. 4m; b. 55m/s; ¢. 5mfs.

5. a. 8 m; b, 6.1208 m/s; ¢. 6 m/s.

7. a. 2m; b, 10.261 m/s; ¢. 9 m/s. 9, 0.65.

11. 2 géx3"2: 337.50. 13. 0.27,

dx 2
15. dc/dq = 10;10.  17. dc/dg = 0.6q + 2;38.
19. de/dq = 2q + 50; 80,82, 84.
21. dc/dg = 002 + 5:6,7.
23. dc/dgq = 0.00006¢° — 0.02q + 6:4.6.11.
25. dr/dg = 0.7,0.7,0.7,0.7.
27. dr/dg = 250 + 90g — 3g% 625, 850, 625.
29. dc/dg = 6.750 — 0.0006564; 347,
31. dP/dR = —4,650000R ", 33. a. —75; h. 4.5.

; L e iva L monm 9
3. 8 L b — s e L d o~ 0L e 111%.

37. a. 6x; b,

6.x 12
Z ;e 12) do — = 0.632; e. 63.2%.
FrepE 12; d. 19 e, 63.2%

, 3x? 3
39, a. —3x% b, —W: c. 3 d. —? == —(0.429;

e. —42.9%. 41. 3.2:21.3%.

4
43. a. dr/dg = 30 — 0.6q: b. s 2z 0.089; ¢. 9%.

0.432

45. — 47, $3125.  49. $5.07 /unidad.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.5
dR

" ix 625 — 6x.

2. T{x) =2x —25T7T'(1) =1

EJERCICIO 10.5 (pagina 480)
1. (4x + 1)(6) + (6x + 3)(4) = 48x + 18 = 6(8x + 3).
3.(8—7)(2) + (F — 2)(—7) = 14 + 160 — 211~
5 (3r7 —4)(2r — 5) + (7 — 5r + 1)(6r)
=12 — 45r* — 2r + 20.
7. 8x* — 10x.
9. (% +35 — (M — 1)+ (282 —x—3)(2x +3)
=8 + 152 —20x — 7.
11 (8w* + 2w — 3)(15uw?) + (5w’ + 2)(16w + 2)
= 2000* + 40w’ — 45w’ + 32w + 4.
13, (¥ — 1)(9%" — 6) + (3x’ — 6x + 5)(2x) — 4(8x + 2)
= 15 — 2T — 22— 2.

15. %[(p P —a)(4) + (4p — 5)(%10' 1)]

3 .
=g s —ey,
17. 0. 19, 187 + 94x + 3.

(x — 1)(5) — (5x)(3) _ 5
21. (x _ 1)3 = (—\'——l—)?‘
9 (x — 1)(1) — (x +2)(1) _ 3
3. -5 2 1) = Go
g7, (Z=4(=2) — (6 = 22)(27) _ 22" — 62+ 4)
' (2 —4y (2 ~ 4y
™ (2 — 5x)}{(16x — 2) — (8x* — 2x + 1)(2x — 5)
(2 = 5%F ’
. —38x* —2x + 5
- (o — 5x)?

(202 — 3x +2)(2x —4) — (¥ — 4x +3)(4x — 3)

1.
8 (2x* — 3x + 2)°
_ 52 —8x+1
{242 —3x +2¥
100x” A(v° + 2)
3. 0 1 7 35, ="
155 — 2x+ 1 4 2
N Wo—mFti Tz
32" (x —8)  (3x +1)?
ap. L+ 2)(x = 4]1) = (x = 5)(2x — 2)

[z +2)(x —4)°
_ —(x* — 10x + 18)
[(x +2)(x — 4"

———— e e — S —



43.
[(F — 1)(F + T)1(2 + 3) — (£ + 30)(5¢ — 3¢ + 141)

[(# = 1) +7)F
=5if— 1P + +bf— T 1ap =i
(@ = 1) + 7)]

2678+ 3x — 12x + 4 2a
45, 3 — ——.-.. 47 ———
[#(x — Litx— 25 (o x)*
3 15
49, —6. 5L y= X t 53. y=16x + 24
- - dr
55, 1.5. 57. 1 m.—15 m/s. 59. — . = 25 — 0.04q.
aq
dr 216 L dac
6l, —=——— — 3, 63. — = 0.672.
dqg (g +2) 2 dil
3
65. %1 67. 0.615;0.385. 69. a. (0.32; b, 0.026.
dc _ 5q(q + 6) 9 0.7355
== b, X i
a’({ (g +3)" 10 (1 + 0.02744x)
L 5
- 79. 6x° x — 13,
20 - 28— 1

PRINCIPIOS EN PRACTICA 10.6
1. 288

EJERCICIO 10.6 (pagina 490)
L (2u—2)(2x — 1) =45 — 6% — 2x + 2.

2 2
3. ( wj)( 1) Z= 5=2 1.0
9, 18Gx% +2). 1L —6x(5— )
13, 200(3x* — 16x + 1)(x° — B> + x)™.
15— " — oV
17, —10(4x — 3)(2x? — 3x — 1),

1 : | |
19. S(10x — 1)(5x* =02 2L (20 — 1)

23, %xj(x} 4+ 1995 28,

27, k2( 2x — 3)(«* —3x)
31 %(7_1-)*2” + V7.
33 (X)[5(x — 4)(1)] + (x — 4)*(2x)
= x(x — 4)}7x ~ 8).
3s. (2x)E(6x - 1)'”1(6)} + (V6x — 1)(2)
= 6x(6x — 1) + 2v6x — 1.
37 (& + 2x — 1(5) + (5x)[3(2 + 2x — 1)*(2x +2)]
= 5(x* + 2x — 1)%(7x* + 8x — 1).
39, (8x — 1)° [4(24 z)’*(z)] + (2x + 1)[3(8x — 1)X(8)]
= 16(8x — l) (2x + 1%(7x + 1).

4. 10(‘ '7) [( +4)((1) - (r—?)(l)]

6= 1j{2® =+ %
29. —8(8x — 1)77

x+4 x + 4)?
110 —=7)°
 (x+H"
Ifx =2V ({x+3)1) —(x—2))
43. E(x+3> { (x + 3)° ]

B 5 (x — 2)_"’3
T 2x+3)\x+3/)

= Respuestas a los ejercicios con namero impar  RESP23

(x* +4)%(2) — (2x — 5)[3(+* + 4)*(2x)]

- (x> + 4)°
_ —2(5x" — 15x — 4)
a (x* + 4)*
AT (3x — 1)°[40(8x — 1)*] — (8x — 1)[9(3x — 1)7]
: (3x — 1)b
_(8x — 1)*(48x — 31)
- (3x — 1)}
49, 6{(5x° + 2)[2x° (\* + i)_' 2] 4+ (o + 5)'(10x)}
= 12x(x* + 37210« + 22 + 25).
5 . ) %]
51.8+(+ — (8 —7)=15 w+“ D
7) [ + 1)(2)(3x — 5)(3) + (3x — 5)%(2)]
53, ( 1)(3x — 5)° [4__‘_\“ -7
(x> —7)
55 0. 57.0. 59, y=dx —
6L y = *é,v - i 63. 96%.  65.20.  67. 13.99.
=
69, 8 —— i b
Vg + 20 100V + 20 — g7 — 20
e 100 — —=2 /& + 20.
Vg* + 2U

de  Sq(q* + 6)
71. —325. T8

: dg (g + 3)
77. a. —0.001424x° + 0.01338x" + 1.692x — 34.8: —22.986;
b. —0.001. 79. 4. 81. 40. 83. 86,111.22.

75. 48w(10)7",

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 10 (pagina 494)
V3

. —2x. 5. 0.

i 2\/_

7. 28x — 18x% + 10x = 2x(14x* — 9x + 5).
My
9, 45" + 4s = 4s(s* + 1). 1L %

13. (£ + 6\*)(‘&\’ —12x) + (& — 62 + 4)(2x + 6)
= 5x* — 108x% + 8x + 24.

15. 100(2x° + 4x)%(4x + 4)
= 400(x + D[(2x)(x + 2)]%.
B

@c+ 17

19. (8 + 2x)(4)(¥* + 1)’(2x) + (2 + 1)*(2)

= 2(x® + 1)%(9x% + 32x + 1).

(22 +4)(22) — (£ —1)(22) 10z

2 R

(22 + 4) (P + 4)?

17. —

21
23.

25, =1 = 2)~A=1) = (1 = 2™~
27. (x — 6)'[3(x + 5)7] + (x + 5)[4(x — 6)7]
= (x — 6 (x + 357 (7x + 2).
sp, (X H6)(S) — (Sx—4)(1) _ 34
’ (x + 6)2 T (x +6)?

3 —~11/8 73 . i
31 2(—§>.r i +( S)(Z.\) 18 (2)

= _%(1 + Q*IIFP?\‘).\_*IL"S.




‘ﬁ

RESP24

Vi +5(2x) — (£ + 6)(1/2)(+* + 5)7(2x)

*+5

Respuestas a los ejercicios con niimero impar =

33.

x4
N aY

3s. (;)(r‘ + 622 + 9 (37 + 124).

—x(x + 4)(xF + 6xF + 9)7
37.7(1 —2z). 39 y=—dr+3

)
4, 3= —xr+ = 43, —’T ~(.714; 71.4%.

45, dr/dq = 20 — 02q.
49, dr/dg = 450 — q.
51, de/dg = 0125+ 0 ()(}87&; 0.7396.
1
5, 5 B
55.a. 1 h 2

47. 0.569, 0.431.

53. 84 huevos /mm.

§7. 8w pies’ /pic.

59, dg — —
dq 61. a. 240; b. mu

€. No,como dr /dm < 300 cuando m = 80. 63. 0.305.
65, —(0.32.

10.000

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 10 (pagina 497)

1. La pendiente es mayor, por arriba de 0.9. Mds de eso es
gasto, menos es ahorro. 3. Gasto $705, ahorro $295.
§. Las respuestas pueden variar.
PRINCIPIOS EN PRACTICA 11.1
dg _ _12p 4R _ 1

“dp 3P+ 4 Ydl o

EJERCICIO 11.1 (pagina 504)

4 3 3
1, = 3. s, % 7% ‘—Zr—
g — 7 F . 1= =
_3(2p +1)

+3
2% + 3y Cop(2pt +3)
11. r( ) (nt) =1+ 1Int.

13.

6

8
(ln3)(8x ~ 1)

4 3 .
4x+ + 2x In(4x + 3). 15

17. 21{! + m}

1
in z(;) — (Inz)(1) B | — itz

=
& b

2 i L
" (In x)(2x) — (x U(;)  22Mm(r) — A+ 1
i (In x)? - xIn’ x '

32x +4)  6(x+2) . 9x
x*+dx+5 - o

23.

X +4x+ 5 1+
2 0y 4x 341
27. T 7 29, T 31 ‘
5 5 2(x% +
3. 2 _ 2+ 1)
x 2x++1 Zx =1
31+ 41’
{1 +n 'c)_ 30, In (ax).
X %

+ 2x In(2x + 1).

37

2+2 P+ —1

Moo= - b ipwF=1. 4. 2
b e n vy — —
2x — 1) 2t VA F+ 3inx
In{3) — 25
S, y =4y — 12, 47. ——,—, 49, —
5y = In3 7
dg 20
51, 2 = — 53. ————L——
dp 2p+1 (T —a +al)(a—T)

57. 1.36.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 11.2

dT* g okt
L. 7 =CREY:

EJERCICIO 11.2 (pagina 509)
1 7ef. 32w E-548,
7. (ﬁr + 4)(,3;'-'+4r-l 4 2(3,_ E 2)6‘]". Tard
9. \(e YA et () =ef{x + 1), 1L 2xe™(1 — x%).
- % " 7 2wy, v — 1
€ 15 (¥4 1 20N
3 w
E,'\+\-'I 2(’"
B, =2 2t 5x* —5%In 5, kA e
2z ' ! (e + 1)
25. 1, 2% (A 6 xyesin 29. —e.
I y—e?=eHr+2loy=e"x+ 32
33. dp/dg = —0015e70¢ —G015¢ >,
35. de/dg = 10e7™;10¢%; 10e. 37, —5.
39. e. 41. 10072 47. —b(10" My 1n 10,
51. 0.0036. 53. 0.68.

13, -

PRINCIPIOS EN PRACTICA 11.3

dP
1 _df_ =HS(P'— P? )-
1V 2dr dV .
2. Ld? = 4r* (1: = 28807 pulgadas /minuto.
r=12

3. La parte superior dc la escalera estd resbalando a una

9
velocidad de i pies /segundo.

EJERCICIO 11.3 (pagina 516)

s 7 vy y'i4 ¥
s —e— ¥ —= Si——" TL—"m B
4y’ 12y Vx P X
11—y dy — 242 6y**
e 13, — —; TR e
F=—=1 V2 — 4y e+ 2
1 — 6xy’ xe' — y e’
Tl == 0, === 2
t+ 97y x(lnx — xe'} yeto 4
2
2. 651+ +y) — 1. 25—
dxg 3 5 dg 1
2L O—— 29. y = ——x + -, o H =
% 9y ¥ PR B dp 2q
d e 5P
B4 T sy misEm
dp 40
v V 3
—mmm SRR 41. —
¥ 04T 7 8

EJERCICIO 11.4 (pagina 520)

S

2 1 2x
Lo(x+1Hx —2)x*+3) j — + T _J.



1

3. (32 — 1)

-+ "
—l 2% +5
: Vi+tivVEZ—2Ve+4

[ 1847 6 }
(2x + 5)

- 4 o)
Vol 1{ £ a 2 }

T S — 1.
I =—2x | I1—2x
5 (2% + 20 [ 4 2 3 }
T+ 1D)PBrx+ e+l x+1 x4 2)
LE-TEE s, 1 8]
RAY Ix — 4 x—1 x+1 3x—4/
o 2% X = Inx
13, x*“’(g‘ L om x) i, 2 = )
X .7

A

X

17. 2(3x + )"L\ cor

19. 4e*x*(4 + 3n x). 21 (2. yA

35 y= Bx— 3 2h =
e 3(‘ a

+ In(3x + 1) .

.baL____‘

y = 96x + 36.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 11.5

d*h . g . s as
 I° e = —32 pies seg”. (Nota: valores negativos indican
la direceion hacia abajo.)

2. ¢" (3) = 14 délares funidad®.

EJERCICIO 11.5 (pagina 524)

10
1. 24, 3.0 5.¢" 73+21nv 9‘7
2
1 50 4
1~ B0 15
4(9 — r)¥? (5x — 6)° (x — )
1 1
7 T aheama T ot 4z +
1 {‘ % 6)4} 9. oi(z + 4z + 2)
21.. 32 23 ‘L 25 *i 27 *1
. 32 o - S
2(y— 1) ) v 16
DY, et 1. ————. 33—
arx Fa—yr 125

35. 300(5x — 3)2 3706, 39. 2.
41, 499y 1.94,

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULD 11 (pagina 526)
1. 2f + e¥(2x) = 2(e* + xe¥).
2= 3
. +5y ==
P+ 5r(2r )= r ¥ 5)
5. e TV (x4 4) = 2(x + 2)e” I,
7. e'(2x) + (22 + 2)e" = e*(a? + 2x + 2).

VE=OGEFNO=9] 1, 1 . 1

2 x—6 x+5 x—9]
X 1 > :
1L ¢ (1) jln RIE) _ 1= .r‘l]n x
e Xe
13. — + — 15. —7(In 10)* ~ ™.

g+1 g+2

= Respuestas a {os ejercicios con ndmero impar RESP25

S2r+1 2 .
1. w 9, %
& (8x +5)In2
+ 2 + ‘%{3
21 — T3 23, (x+ 1)L 4+ In(x + 1],

(%) %(2 0=y
o2 s )an + 4 e
li(.\ +6x)( +6)}

B { L 8x _ 4 24 ]
NE+2 792 +9) (X +6x) 1
donde y es como se dio en el problema.

29, (¥)(x +2xinx). 3L 4 33—
35, y=6x + 6(1 — In2) oy =6x + 6 — In64.
37. (0.41n2). 3918 4L 2 43 ——
X+ y
5 Y Y g2
2x — xy 9
g, 2=  JEl
dx y dx* ¥

51 f/(1) = 0.008 ™V + 0.00004¢ % 53, 0.90.
APLICACION PRACTICA—CAPITULO 11 (pagina 528)

1. La figura 11.5 muestra que la poblacién alcanza su
tamano final en alrededor de 45 dias.

3. La recta tangente no coincidird de manera exacla con la
curva cn la primera vez. Pasos mis pequenios de tiempo po-
drian reducir el error.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 12.1

1. Existe un maximo relativo cuando x = 1,y un minimo
relativo cuando x = 3.

2. La droga estd en su concentracién maxima 2 horas
despuds de su aplicacion.

EJERCICID 12.1 (pagina 541)

1. Decreciente en (—oe, —1) ¥ (3, 00): creciente en (—1,3);
minimo refativo (—{, —1 }; mdximo relativo (3. 4).

3. Decreciente en (—oo, —2) y (0, 2); creciente en (—2,0)
y (2. 0c): minimo relativo (—2, 1} v (2, 1 }; no hay midximo
relativo.

5. Creciente en (—oo, —1)} v (3.00): decreciente en (—1.3);

méaximo relativo cuando x = —1; minimo relativo cuando

x =3

7. Decreciente en (—oo, —1); creciente en (—1,3) y (3, 00); '
minimo relativo cuando x =—1.

9. Creciente en (—oe,0) v (0. 00); no hay minimo relativo ni i
maximo relativo.

1
11, Creciente en ( —00, E) decreciente en (% 30):

/

maximo relativo cuando x =

l\)|>—

13. Decreciente en (—oo, —5) v (1,00); creciente en (—5,1);
minimo relativo cuando x =—35; maximo relativo cuando |
xr=1 \

15, Decreciente en (—oo. —1) y (0. 1); creciente en (—1,0) y |
(1, 2¢); maximo relativo cuando x = (; minimo relativo
cuando x = I,
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17. Creciente en (—o0o, 1) v (3, 00): decreciente en (1, 3):
méximo relativo cuando x = 1; minimo relativo cuando
x=3.

2 5 ;
19. Creciente en (—oo. ——) v (ﬁ :xJ) decreciente en

3 2
25 = ; 2 3
——5. 5 : maximo relativo cuando x = _? minimo refativo
]
cuando x = >
—2 = YF —2+ %7
21. Creciente en (—oo.— 3 ) y ( 3 oo)
. —2 =T - ENTY .
decreciente en 3 ._ 3 :maximo relativo
-2 —-V7 .. ;
cuando x = —%7 minimo relativo cuando
oo T2+ %7
) 3 ;
23. Creciente en (—0, —1) ¥ (1, 00); decreciente en (—1,0) y
(0, 1); maximo relativo cuando x =—1; minimo relativo

cuandox = 1.
25. Decreciente en (—oo,—4) y (0, 00); creciente en (—4, 0);
minimo relativo cuando x =—4; maximo relativo cuando
x =0
27. Creciente en (—oo, —V?2) y (0, V/2); decreciente en
(—V?2,0) y (V2,00); méximo relativo cuando x = £V2;
minimo relativo cuando x = 0.
29. Creciente en (—oo, —1), (—1,0) v (0,00); nunca es decre-
ciente; no tiene extremos relativos.
31. Decreciente en (—oo, 1) y (1,00); no tiene extremos
relativos,
33. Decreciente en (0, 00); no tiene extremos relativos.
35. Decreciente en (—oo,0) y (4, 00); creciente en (0, 2)
y (2,4); minimo relativo cuando x = (); mdximo relativo
cuando x =4,
37. Creciente en (—oo0,—3) y (—1,00); decreciente en (—3,—2)
y (—2,—1); maximo relativo cuando x =—3; minimo relativo
cuando x =—1.
39, Decreciente en (—oo. = . \/29) y( - -: \/29. oo);
-2 — V29 -2+ V29

5 ’ 5
-2 — V29

5
_ =2+ V29

3 ;

11
41. Creciente en (—co, —2). (—2, ?) y (5,00);

creciente en ( ):minimo relativo

cuando x = ;médximo relativo cuando

—_

, 11 5 .
decreciente en(?. 5):maxm10 relativo cuando x = ?;

minimo relativo cuando x = 5.
; 18 :
43. Creciente en (—occ, 0), (0. 7) v (6.00); decreciente en

18 - . 18 . .
7 6 J; maximo relativo cuando x = 7; minimo relativo
cuando x = 6.

45, Decreciente en (—oo, o0); no tiene extremos relativos.

47. Decreciente en (0. }g) creciente en (% oc):

3V2

5

49. Decreciente en (—oc, 0); creciente en (0, co); minimo
relativo cuando x = 0.
51. Decreciente en (0, 1); creciente en (1, co); minimo relati-
vo cuando x = 1; no tiene maximos relativos.
53. Decreciente en (—oo, 3); creciente en (3, 00); minimo
relativo cuando x = 3;intersecciones: (7.0), (—1,0), (0, —7).

minimo relativo cuando x =

y
[N
7+

16}

55. Decreciente en (—oo, —1) v (1, 00); creciente en (—1, 1);
minimo relativo cuando x = —1: maximo relativo cuando
x = l:simétrica con respecto al origen; intersecciones:

(£V/3.0), (0. 0).
y

|
e
N
57. Creciente en (—oo, 1) y (2, 00); decreciente en (1,2);

maximo relativo cuando x = 1; minimo relativo cuando
x = 2:interseccion: (0, 0).

¥

| |
j12 x

59. Creciente en (—2,—1) y (0, o0); decreciente en

(—o0,—2) vy (—1, 0); médximo relativo cuando x =—1;
minimo refativo cuando x =—2. J; intersecciones ((, 0},
(—2,0).
y
1
—2 -4 *




1
61. Decreciente en (—o0,—2)y (—5, 1): creciente en
I
(—2. _E) v (1,00); minimo relativo cuando x = —2, 12

g 2 L - :
maximo relativo cuando x = —E: intersecciones: (1,0). (—

0), (0.4).

-2 1

63. Decreciente en (1,00); creciente en (0, 1): mdximo rela-
tivo cuando x = 1; intersecciones: (0, 0). (4.0).

A
1 -
I
1 A~
65. ¥ 69. Nunca.
A

2‘/‘\/

1K
| 1
1 3 X

71. 40. 75. a. 25,300; b. 4: e 17.200.

77. Minimo relativo: (—4.10, —2.21).

79. Midximo relativo: (2.74, 3.74): minimo relativo:
(—2.74,—3.74).

81. Minimo relativo: 0, 1.50, 2.00; maximo relativo: .57, 1.77.
83. a. f'(x) =4 — 6x — 3x%

¢. Decreciente: (—o, —2.53), (0.53, 00): creciente: (—2.53.0.53).

EJERCICIO 12.2 (pagina 546)
1. Méximo: f(3) = 6: minimo: f(1) = 2.

19
3. Miéximo: f(0) =

1; minimo: f(2) = -5
5. Miéximo: f(3) = 84; minimo: f(1) = —
7. Méximo: f(—2) = 56; minimo: f(—1) = —2.
9. Mdximo: f(V2) = 4:minimo f(2) = —16.
11. Médximo: f(0) = f(3) = 2;

o (3\/5 ) 7
minimo: f 5 =7
13. Midximo: f(3) = 2.08: minimo: f(0) = 0.
15. a. —3.22,—0.78; b. 2.75; ¢ 9; d. 14,283,

= Respuestas a los ejercicios con niimero impar

RESP27

EJERCICIO 12.3 (pagina 552)

3
1. Cdéneava hacia arriba (—oo, 0), ( 5+ 00 ):céucava hacia

‘)

abajo (0, %) puntos de inflexidn cuando x = 0. _.

2

3. Céncava hacia arriba (—oo, 1), (1. 7): conecava hacia
abajo (7.00): punto de inflexién cuando x = 7.

5. Céneava hacia arriba (—oo,—V/2), (V2. ~0): eéneava
hacia abajo (—V2, \/f): no tiene puntos de inflexién.

7. Céncava hacia abajo (—oo, 0c).

9. Céncava hacia abajo (—oc, —1); concava hacia arriba (—1.
oc): punto de inflexién cuando x = —1.

. . 7 . .
11. Concava hacia abajo ( —ox, 1 :concava hacia arriba

7 o 7
(Z ou): punto de inflexion cuando x = Y
13. Céncava hacia arriba (—eo, —1). (1. 00): concava hacia
abajo (—1, 1): puntos de inflexién cuando x = +1.
15. Coéncava hacia arriba (—oo. (0): concava hacia abajo (0. 00);
punto de inflexion cuando x = 0.

2 3

: 3 7 1
17. Concava hacia arriba (—oo. —— J.| 7. oc )iconcava

0 [

71
hacia abajo (_E ;) puntos de inflexion cuando x = —

3— V5 3+ V5
0, 0). ( e e

3 V.
punto de inflexidn cuando x = ), ———.

19. Cénceava hacia abajo (—

— N |

'_n\

concava hacia arriba (

t.l

21. Céneava hacia arriba (—oc.—V3). (—V2. V’) i
(\/5, o0 ): concava hacia abajo (— -3, -\/2) 2.V5):
puntos de inflexion cuando x = £V5,+£V2. |
23. Concava hacia abajo (—oo, 1); concava hacia arriba (1.00).
25. Céncava hacia abajo (—eo, —1/V3), (1/V3.00):

céncava hacia arriba (—1/V3, 1/ V3): puntos de inflexion i
cuando x = +1/V/3. |

2
27. Coéncava hacia abajo (—oo, —3). (*3. %) concava hacia

2 :
arriba (7 ) punto de inflexion cuando x =

29, Céncava hacia arriba (—oe. 00).
31. Cdncava hacia abajo (—oo, —2): concava hacia arriba

(—2, 00); punto de inflexién cuando x = —2. l
33. Céncava hacia abajo (0, ¢”%); concava hacia arriba (e¥” ]
oa); punto de inflexién cuando x = -, !'
35. Intersecciones (—3.0), (—1,0), (0, 3); decreciente en
(—oa, —2): creciente en (—2, 0o); minimo relativo cuando
x =—2;concava hacia arriba (—oq, oc). |

y

~ \ 3¢
E—
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37. Intersecciones (0,0), (4,0); creciente en (—oc, 2);
decreciente en (2,00); mdximo relativo cuando x = 2;
céncava hacia abajo (—oc. 0c).

WbV

39. Interscccion (0, —19): creciente en (—o, 2), (4, 00):
decreciente en (2, 4): maximo relativo cuando x = 2:
minimo relativo cuando x = 4; céncava hacia abajo
(—o¢, 3); céncava hacia arriba (3, o¢): punto de inflexion
cuando x = 3.

"

4L Intersecciones (0,0). (23, 0): creciente en (—oo, —2),

(2, 00); decreciente en (—2, 2); maximo relativo cuando

x =—2;minimo relativo cuando x = 2;céncava hacia abajo

(—o0, 0); concava hacia arriba (0, o0o); punto de inflexién
cuando x = 0;simétrica con respecto al origen.

y
J I : |
43. Interseccion (0, —3): creciente en (oo, 1). (1, 00): n0
tiene maximos ni minimos relativos; concava hacia abajo

(—o0, 1): concava hacia arriba (1, co); punto de inflexion
cuando x = 1.

|

45, Intersecciones (0,0), (4/3,0); creciente en (—0,0), (0, 1);
decreciente en (1, 20); mdximo relativo cuando x = 1;
concava hacia arriba (0, 2 /3); concava hacia abajo (oo, 0),
(2/3, 00); puntos de inflexion cuando x = 0,x = 2/3.

y
A

47. Interseccion (0, —2): decreciente en (—oo, —2). (2, 00):
creciente en (—2, 2); minimo relativo cuando x =—2;
MAaximo I‘CI(l[]\O cuando x = 2;concava hacia arriba
(—oc, 0); concava hacia abajo (0, 0c): punto de inflexién
cuando x = 0.

49. Interseccion (0, —6); creciente en (—oo, 2). (2, 00);
concava hacia abajo (—oc, 2): céncava hacia arriba (2, o0);
punto de inflexién cuando x = 2.

¥

51. Intersecciones (0,0), (£ V5, 0): decreciente en

(—oc, —1). (1, 00); creciente en (—1, 1); minimo relativo
cuando x = —1; mdximo relativo cuando x = 1;cdncava
hacia arriba (—oo, 0); céncava hacia abajo (0, co): punto de
inflexion cuando x = 0;simétrica con respecto al origen.

Il




53. Intersecciones (0, 1), (1, 0); decreciente en (—oo, (),

(0, 1); creciente en (1, 00); minimo relativo cuando x = 1;
céncava hacia arriba (—oo, 0), (2/3, 00); concava hacia abajo
(0,2/3); puntos de inflexion cuando x = 0,x = 2/3.

y

55. Intersecciones (0, 0). (£2, 0): creciente en (—oe, —V2),
(0, V2); decreciente en (— V2, 0), ( V2, c0); mdximo relativo
cuando x = +V/2: minimo relativo cuando x = 0; céncava
hacia abajo (—o0,—V2/3). (V2/3, 00): céncava hacia arriba
(—V/2/3, V2/3): puntos de inflexién cuando x = £V2/3;

simétrica con respecto al eje y.

S 4

} o
57. Intersecciones (0, 0), (8, 0); decreciente en (—ox, 0), (0,2);
creciente en (2, oo); minimo relativo cuando x = 2; concava
hacia arriba (—0,—4), (0, 00); concava hacia abajo (—4,0):
puntos de inflexion cuando x =—4,x = 0.

Y

1294

-6Y2F

59. Intersecciones (0, 0). (—4,0); decreciente en (—oo, —1);
creciente en (—1,0), (0, 00); minimo relativo cuando x =—1;
concava hacia arriba (—oo, 0), (2. 00); céncava hacia abajo (0,
2); puntos de inflexion cuando x = (0,1 = 2.

¥
3

62

\
_\ths
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61. Intersecciones (0,0), (*%, 0): creciente en (—oo, —1),

(0, 20); decreciente en (—1.0); minimo relativo cuando

x = 0; maximo relativo cuando x = —1; céncava hacia abajo
(=0, 0),1(0,63).
Y
4
1
27 = %
-8
63 ¥ 65. y

0. s

60

625
73. b. f(r) c. (.26,
6.2
, r
1 10
75. Dos. 77. Arriba de la recta tangente: concava hacia
arriba. 79. —2.61,—0.26.

EJERCICIO 12.4 (pagina 556)

i A 3 ;
1. Minimo relativo cuando x = E: minimo absoluto.
o g | A .
3. Maximo relativo cuando x = Z: méximo absoluto.
5. Midximo relativo cuando x = —3: minimo relativo

cuando x = 3.

7. Minimo relativo cuando x = 0; mdximo relativo
cuando x = 2.

9. La prueba falla, cuando x = () existe un minimo relativo
por la prueba de la primera derivada.

- . | S .

11. Médximo relativo cuando x = —3> minimo relativo

1 3
cuando x = —.

3
13. Minimos relativos cuando x = —5, —2: médximo relativo

7

cuando x = ——

>
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EJERCICIO 12.5 (pagina 564)
1

E.I == ==
5. y=0x=0. 7.y=0x=1x=—1
9, Ninguna. 1L y=2x=2x= -3

1B.y=—Tx=-2V2,x=2V2, 15 y=7x=6.

]

Ly=1x=1L RV

3

1 1
17. x =0,x = —1. 19. y=-—x=——
X X v 7 >
21, yi= LT 23. v=4
. ¥ 2,.\ 3 . ) :

25. Decreciente (-, 0), (D, co); concava hacia abajo (—oo, D);
concava hacia arriba (0, oc); simétrica con respecto al origen;
asintotas x =0,y = 0.

¥
27. Interseccidn (0, 0); creciente en (—oo, —1), (—1, e); c6n-

cava hacia arriba (—oo, —1); cédncava hacia abajo (—1, 00):
asintotas x =—1,y = 1.

29. Decreciente en (—oc, —1). (0, 1); creciente en (—1, 0),
(1,00); minimos relativos cuando x = =+1; concava hacia
arriba (—oo,0), (0, 00); simétrica con respecto al eje y;
asintota x = 0.

Y

V

1 if . - X
~1 1

31. Interseccion (0, —1); creciente en (—oo, —1), (-1, 0);
decreciente en (0, 1), (1, 00): mdximo relativo cuando x = 0;
concava hacia arriba (—oc, —1), (1, c0); concava hacia abajo
(—1,1); asintotas x = 1,x =—1,y = 0; simétrica con
respecto al eje v.

33. Intersecciones (—1,0), (0, 1); creciente en (—oo, 1),
(1,00); concava hacia arriba (—oo, 1); céncava hacia
abajo (1.00); asintotasx = Ly =—1.

8
35, Interseccion (0, 0); creciente en (*oo, —5) (0, 0);
4 4
decreciente en (-—§ —7). (—7, O): maximo relativo
77 7
3 . .
cuando x = —7, minimo relativo cuando x = 0;

) . 4 ) . .
cdncava hacia abajo ( —=ei, 5 : cOncava hacia arriba

(—E )""ntota =2
7,00 s asl 5X 7

y
|
[l
|
i
_8 |
17 A e X
t —16/49
'_/—.\
x:—%—-—‘}
|
; 9 . 2
37. Interseccién (0. ﬁé): creciente en (—oc. *E).
: fg L : decreciente en li (ﬂ ; mdximo relativo
33 ; decreciente 373/ 3,00, ore
L. .. . . 2 4
cuando x = ? concava hacia arriba | —og, ~3 ) g oo ;

2
céncava hacia abajo (—g, %) asintotas y = 0,

(78]
< Wle

]
winy
[ATFS

W=
|
]
-




3
39. Interseccion (E U). (0.—L

); decreciente en

27
(o2} (hesmmne {3
—@y—— L | = 7 ——,— }: minimo
00, = 510 creciente en 27
3 ) 9
relativo cuando x = 5 concava hacia abajo (—00, —5):
i 99 9 . .
concava hacia arriba ( S E) (E’ oc); punto de inflexion
9 9
cuando x = *-2-: asintotasx = —.y = 0.
y
i
i
- EE X
o _1)} (€
(‘2"27) i
3 1 !
-4

41. Interseccion (—1,0), (1,0); creciente en (—V/3, 0),

(0, V3): decreciente en (—ee,—V3), (V3, 00): médximo
relativo cuando x = V/3; minimo relativo cuando

x = —V/3; concava hacia abajo (—oo,—V6), (0, V6);
céneava hacia arriba (—V8, 0), (V6, oc); puntos de
inflexién cuando x = +V6; asintotas x = 0, y = 0; simétri-
ca con respecto al origen.

y

=3

43. Interseccion (0, 1); creciente en (—oo, —2), (0, 00);
decreciente en (-2, —1), {—1, 0); maximo relativo cuando

x =—2;minimo relativo cuando x = (; céncava hacia abajo
(o0, —1); céncava hacia arriba (—1, c); asintota x =—1.
y

Y
i 2
&

* Respuestas a los ejercicios con nimero impar  RESP31
4.5 L ; 1 L
45, Interseccion (0, 5); decreciente en | —oo, 3 )\ "33

s

; 1 . . ]
creciente en (; l), {1, o); minimo relativo cuando x = —

. . . 1
concava hacia abajo (*oo. —5) (1, 00): concava hacia

. 1 . R -
arriba (—5 l).dsmtotas X = 3,1 =1ly=-—L

y
| 1
N/
1 P ory g
i "i_( 3 EJ
| I
1! :
31 !1
| 1 X
_________
=
| i
! :
; !
47. ¥
L
1 !
,,,,,,,,,,,,
£ x
49,
Y
: T :
1 I
E !
Y il
! !
| :
S5. x ~ 4245, x = 067,y = 2. 57. v = 048.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 12 (pagina 567)

5 2
L y=3x =4x0=—4 y= 5\ =~

15
7. x=——,—1.
! 8

9. Creciente en (1,3): decreciente en (—0,1) v (3,00).
11. Decreciente en (—oc,—V8), (0, V3), (V3, Vo)
creciente en (—V6,—V3), (—V3,0), (V6,x).

5 x=0,4.

1
13. Céncava hacia arriba en (—00,0) y | J, 00 ):

r4

1
concava hacia abajo en (0. E)




RESP32  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

" : i i ; ;
15. Céncava hacia abajo en (*oo, — |;concava hacia arri-

1
baen (5 oo).

5 il
17. Concava hacia arriba en ( —oa, —5) ( T oo):

5 1
concava hacia abajo (—— —f).

4 4
19. Maximo relativo cuando x = 1: minimo relative cuando
x =2. 21. Minimo relativo cuando x = —1.
. . . .
23, Maximo relativo cuando x = *-i'; minimo relativo

cuando x = 0. 25. En =3, 27. Enx = 1.

29. Enx =2+ V2
31. Maximo: f(2) = 16; minimo: /(1) = —L.
6 1

. Maximo: = 0; minimo: f{ —— | = ———.

Maiximo: f(0) minimo j( 3) 120
35. a. f no tiene extremos relativos.
b. f es concava hacia abajo en (1, 3); puntos de inflexion:
(1,2¢7"),(3,10e7).
37. Intersecciones (—4,0), (6,0), (0, —24); creciente en
(1,00); decreciente en (—oc, 1): minimo relativo cuando
x = 1; céncava hacia arriba (—o0, c0).

3

o

y

}

(1, -25)

39, Interseccion (0, 20); creciente en (—oo, —2). (2, 0¢0);
decreciente en (—2.2); maximo relativo cuando x =—2;
minimo relativo cuando x = 2;céncava hacia arriba (0, cc);
cdneava hacia abajo (—vo, 0); punto de inflexidn cuando
x=0.

y
(-2, 36)

(2.4)

_ =X

41. Interseccion (0, 0); creciente en (—oo, 00); cOncava
hacia abajo (—o, 0); céncava hacia arriba (0, co); punto de
inflexién cuando x = 0; simétrica con respecto al origen.

¥

43. Interseccion (—5, 0): creciente en (—10, 0); decreciente
en (—oa, —10), (0, oc): minimo relativo cuando x =—10;
concava hacia arriba (—15,0), (0, 00); céncava hacia abajo
(—0, —15); punto de inflexién cuando x = —15; asintota
horizontal y = 0; asintota vertical x = 0.

f(x)

-— ‘ X

. 1
45. Intersecciones (0, 0); creciente en (—oo, —Z):
1 1 . .
1) 5 oo |;maximo relativo cuando
,_#]. Jnecava hacia arrib: ,i 1 .
x= 7 concava hacia arriba [ —oo, 5 )\ oo |;

L

p [ =

decreciente ¢n ( =

: : 11 ; .
concava hacia abajo ( = E):punto de inflexién cuando

1 3 : 1
x= =3 asintota horizontal y = 0; asintota vertical x = 7

¥

f 1
g ]
EhT

|
Il
I
|
|
I
I
|
|
I
I
|
|
I
|
|
I
!

ro |-

|

47. Intersecciones (0, 1): creciente en (0, oc); decreciente
en (—oo, 0); minimo relativo cuando x = O; concava hacia
arriba (—o0, 00); simétrica con respecto al eje y.

f(x)

= X

49. a. Falso; b. Falso; ¢. Verdadero; d. Falso; e. Falso.

51. g > 2.
§7. Madximo relativo (—1.32, 12.28); minimo relativo
(0.44,129).  59. x = —0.60.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 12 (pagina 570)

1. Los datos para 1998-2000 caen en el mismo patrén que
los datos para 1959-1969.

EJERCICIO 13.1 (pagina 582)
1. 13y 13.

7. $15.

11. 525 unidades; precio = $51; utilidad = $10,525.
13. $22.  15. 120 unidades; $86,000.  17. 625 unidades; $4.

3. 300 pies por 250 pies. 5. 100 unidades.

9. a. 110 gramos; b, 51 %gramos.



19. $17; $86.700. 21. 4 pies por 4 pies por 2 pies.

23, 2 pulgadas; 128 pulgadas’.

27. 130 unidades. p = $340. P = $36.980; 125 unidades,

p = $350, P = $34.175.  29. 250 por lote (4 lotes). 31. 35.
33. 60 mi/h. 35, 7:$1000.

37. 5 — V3 toneladas: 5 — V3 toneladas.

41. 10 cajas; $50.55.

EJERCICIO 13.2 (pagina 591)

2x° 2
L 3dx. 3 ————dx, 5 ——=dx
[ _‘.Jr ) 6 x" l
2x s ;
7. ———dx. 9. 3¢ 13124 + 4x + 3) dr.

2 7
1. Ay = —0.14.dy = —0.14.
13. Ay = —25,dy = —275.

3
15. Ay = 0073, dy = — = 0.075.

. a —1; b, 2.9,
20 17. a b. 2.9

| :
19. 9.95. 21. 4— 23, —0.03. 25, 1.01.

32
7.1 ! 3L~ 3B
% ® = o w9 a21. — . g T
3 6p(p* + 57 ; 3

37. 44:41.80. 39. 2.04. 41. 0.7.
43, (169 X 10"Mymem®. 45, ¢ 42 unidades,

EJERCICIO 13.3 (pagina 597)
1. —3, elastica.

53 150
5. ——, elastica. T = =
52

3. —1, elasticidad unitaria.

== ]| ),el;—’lslica.
¢

9, —1, elasticidad unitaria. 11. —;.me]ﬂslma.

Jda

1 :
13. —_. incldstica.
10 3

15. Inl = 7 cuando p = 10.|n| = 10 cuando p = 3,jpf =1
cuando p = 6.3G. 17. —1.2,0.6% disminuye.
23. b. n = —25, elastica; ¢. 1 unidad;
d. Aumenta, ya que la demanda es eldstica.

207 .
25. a. = = —13.8. eldstica; b. 27.6%: ¢. Yaque
la demanda es eldstica, la disminucion del precio tiene
como resultado un aumento de los ingresos.

1' -
27 m = —16— = 30.

dg
29. Mdximo eng = S:minimo en g = 95.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 13.4
1. 43y 1958.

EJERCICIO 13.4 (pagina 602)

1. 0.25410. 3. 1.32472, 5. —2.38769.
9. 1.9078s5. 11. 4.141.  13. —4.99y 1.94.
15. 13.33. 17. 2.880. 19. 3.45.

7. 0.33767.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 13 (pagina 604)

1. 20. 3. 300. 5. $2800.
9. a. 200,$120; b. 300.

7. 200 pies por 100 pies.

* Respuestas a los ejercicios con ndmero impar  RESP33

-

X 91\°
. |=———=+ 2xIn{x + 5) |dx. B s

11 R 2xIn{x + )Jdt 13 (10>.
|

15, 0.99. 17 19. Elastica. 21, a1

T8y + 7
200
23, a. ER < p < 100:
1 i s
b. n = 3 la demanda disminuye en aproximadamente
1.67%%.

25. 0.619y 1.512.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 13 (pagina 606)

1. F = %40,V = $20:si. 3. No hay diferencia.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 14.1
1. / 283 dg = 283¢ + C.

2. / 0.12¢%dr = 0.04 + C.

© 480 2
3. / it = ;“ +C.

4. /(500 + 300V1)dr = 5006 + 20067 + C.
5. S(1) = 077 — 327 + 4916 + C.

EJERCICIO 14.1 (pagina 616)

9

o by - 5
1 Sx C 3. 9 +=C, 5 kﬁ.\'ﬁ + C.
7.-2 4c o-Stc msm+lic
s oA ¥ T ] - . Ol 7 N
9y’ 6y*"3 2
Vh SVJ 3 3 = -
13~ === 15. " = 2r* + 5t + C.
6 2
. T+ex+C 19 B
’ ‘ 14 20 ‘
) 3 L)XT {
U +C: B gz — =g =53+ C
4 -
25, — ‘0 +c. 21 2Vx+C
2232 1 i 2ic
122 "2 e
k]
33. l(:‘ —5z) +C 35— + 10e* + C.
e+ 1
437 12574 R
an— —h &
3553 " ,
39 - — 72 432 4 C.
25
“.-l 3 2 2 572 3
41. ‘: —l S et R R
By g b, B2 gy b
=M 3 U 14 . . 3 fa i )] 2[_;4 ;
8.L:Zie mareie
s 6 2 4 oh. X ¢ 5
53. No, F(x) — G(x) debe ser una constante.
$5, -+ ¢
Vi +1




RESP34  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

PRINCIPIOS EN PRACTICA 14.2 (2x)%2 23 ., ‘
, 65. -~ — — VIx + C = —=x — VI'? + C.
1. N(1) = 800r + 200¢' + 6317.37. 3 . 3 * x
= 3 2 1t + 3. 5 2 3
2. y(t) = 14 + 12 + 111 + 3 67.%—+Tx+x+c.
EJERCICIO 14.2 (pagina 621) 1 !
58 69. “In(x* +1) — —=———= +C.
Ly= ’2‘ —4x+1. 318 i 6](x +1)
. R . 4y . 1 71. Sln PBx — 5| + E(.rq = T =,
e V=T = = o
: a3 q 2 - 5 3
_41“ 8 B 73. 5(3x + D —mVE¥+3+C 75 2V + C.
7.y:‘]‘—2+_\-3f51+13. 9.p=07. i 5 ,
. 5 7. ——e*+—e"+C. 79.n? (x* + 2x) + C.
11. p =275 — 059 — 0.14~. 13. = 1.35¢— 200 4 4 4
2 1 11
15, 7715, 17. G = —; + 2P + 20. 8Ly = —2(3 - 20)" + =~
21. $80 (dc/dg = 27.50 cuando g = 50 no es relevante para 83. y=—Inlx| =Inl/x. 85 160e"™ + 190.
i el RF’
¢l problema). 87. Z}% + B,In|r| + Bs.
PRINCIPIOS EN PRACTICA 14.3
1. T(T) = ]()e—(ljﬂ +C. 2. 35Inft + ]| o EJERCICIO 14.4 (pagina 535)
2 1 i
EJERCICIO 14.3 (pagina 629) Le+3—lnj+C 3 @2 +a+ 1P +C
(x+5)° , . (x* +3)° 7
L—=—+C 33— +C 5. —6V4d—5x+C. 1 7Tn4+c
) 5(3x — 1)2 . 1)
5. %(,v—‘ T R R R C el 3 e, 9. 7x* — 4" + C.
. : 2
1 i e — 6) 1. ¥ — 3x + SIn[3x — 1| + C.
9, S(Zx <1 +.€ 1L (375) el 3

3 1,
(2 + 3)1 3 . 13, Jin(e* + 1) + €. 15—’ + C.
€. 15 PR

0 =

17. 2 +4ln x> — 4 +C. 19, %(\G +2)° + €.

13.

. 1 .
17. e* + C. 19. ¢ 7" + C. 21 He”‘ +C.

; 1. =
23, _36*1.\' 0 o 25, In {)( + Sl + C. 21. 3(.1‘“3 + 2)i g o 23, ‘2'(11'1' X) + €
3 - nax
.Y+ +C 29 —(E— 6+ C. 5 iwr+n+e 2 i
4 3 ' In3
3L.4lnjx +C. 33 %h\ |s* + 5| + C. 29, 32 4 C. 3L 8Mn|In(x + 3)| + C.
2 2
8 BE fx+mpE—3+C
35. —1In|5 — 31| + C. 2
; 35. ¥ [(22 + 1] + C.
W, sy 0= 4 ¢ 1
- 15(5%) =3 % - 37 5\/14 —1—(ln4)x + C.
) 1 vid 2
39 =4 4C. 41. 56" + C. 39, x2_8x_6]_u‘x‘_x_2+C.
1 1 = _ A/
43. __eﬁ.w’ +1 A 45, ___e*nx A, 28“ + C 41. x + In IJ[ 1| i 43. e¥'+ 2+ C
6 (e + 6)° Loy e
1 1 5. —————+C .+l +C
4. — (3 -3 —6x)' +C. 4. 3in |x* + 6x| + C. .
1 ‘
49, —[(8x)*2 + 372 + C.
51.2Inj3 —2s + 458 + C.  53. ém (22 +1) +C. 36V2 ,
i i st 2% 1c mIixu+c
5. (£ —x +C. 5.+ +C 3 2
27 4 In® x 100
e N 1 . . SS.T"'X"'C 57.1J=—§.
8. (4=W=3)t+C Lt 4
2 6 59. ¢ = 201In |(g + 5)/5| + 2000.
1 vn L 31 71
63. ——(8 — 532 +C. = =g — 3
25t ) 6. C=2(VI+1). 63.C gl 3\/7+12



65. a. $150 por unidad: b. $15.000; ¢. $15.300.

67. 2500 — 800V/5 = $711 por acre. 69, [ = 3.
EJERCICIO 14.5 (pagina 640)
3 7
1 35 30 5. 285. i TE— 0 =—,
7 16 6
19 4 10
1. Sk 13 3 (2k—1). 15 K
k=1 k=1 k=1
17. 101.475. 19. 84, 21. 273, 23. 8:$850.
PRINCIPIOS EN PRACTICA 14.6
1. $5975.
EJERCICIO 14.6 (pagina 648)
2 14
1. 5 unidades cuadradas, 3. 27 unidades cuadradas.

11,1 2(n +
5 5,= *J:4(—) -+ 4(2) AL s o 4(2)} - (n I)'
n n n, n n

n+1

2n

7. a. §,= -+ 15 s

N[

13. ? unidades cuadradas.

11. %unidades cuadradas.

15, 6. 17. —18. 19. g 21. 0. 23. ﬂ

4

25. 4.3 unidades cuadradas. 27. 24. 29, —255.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 14.7
1. $32.830. 2. $28.750.

EJERCICIO 14.7 (pagina 657)

15 7 15
.14, 30— . —20. A . —.
1. 14 5 5. —20 7 3 9 5
7 5 2 1
1. —. 13. 0 15. = 17. = 19, —.
6 3 6
5 1, 4 3
21. 4In8 23. ¢, 25 ;(eﬁ -1). 2 "
38 15 1 1 3
9. 3. —. 3. —In3 3o+ —5 — =
2.7 g g €T 2
2 1 e -
3.3—=+ 5. 39, —(e? —1). 4L 6+ Inio.
e e 2
47 .
43, TR 45. 6 —3e.  47.7.  49. 0. 51. 1T,
53. f edi Py B85 $8639, 57. 1,973,333
]
59. $220.  61. $2000.  63. 696:492.  65. 2Ri.
69. 0.05.  71.352.  73. 55.39.

EJERCICIO 14.8 (pagina 663)

En los problemas del 1 al 33 se supone que las respuestas
estin expresadas en unidades cuadradas.

19 19 50
- 8 L 5.8. % 9. 9. 11. —
1. 8 5 8 7 3 3
32
13. 36. 15. 8. 17. 3 19. 1. 21. 18.

9, %unidades cuadradas.

= Respuestas a los ejercicios con nimero impar RESP35

26 .
23; 5 25, %\/i 27. ¢* — 1.

3 3
29. E+21n225+]n4. 31. 68, 33. 2.

!

35. 19 unidades cuadradas. =

1 3
37.a. — b. — ¢
T R TR

5
39. a. In;: b. In(4) —1; e. 2—In3.

41. 1.89 unidades cuadradas.
43. 11.41 unidades cuadradas.

EJERCICIO 14.9 (pagina 670)

1. Area = [ j[(_\- +6) — £'Jdx.

2

3. Area =
/ai?,_\' — (2 — x)]dx + [4[(.1'2 — )+ 2xldm
5. Area = /w[(_v + 1) — V1 = yldy.

7. Area = /y [(11 = 2x?) — (x* — 4)]dx.

En los problemas del 9 al 33 se supone que las respuestas
estan expresadas en unidades cuadradas.

4 16 125
o 11. —. 13. 8V6. 15. 40. 17.——
9 3 2 3. 8Vv6 z
9 125 32 44
19. 7 21. BTk 23. TR 25. 3
4 1 255
27. -(5V5 — 2V2). 29, —. 3. — —4In2.
3 2 32
33, 12. 3s. 20 37 iunidades cuadradas.

63 " 3m’
39, 244, 41. 4.76 unidades cuadradas.
43. 7.26 unidades cuadradas.

EJERCICIO 14.10 (pagina 674)

1. EC = 25,6, EP = 384.

3. EC=50In(2) — 25,EP = 1.25.

5. EC = 800, EP = 1000. 7. $426.67.
11. EC = 1197, EP = 477.

9. $254,000.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 14 (pégina 677)

A
1.%+,\'2—7.\'+C. 3.12£.
5, 3x+572+C  T2mpP—-6x+1+C
11 V11 yoo2y P
L — 4. L+t
b=, 4 .+ =
423;"4 625'”' 1 10
13. = 5 +C. 15 33

2 2 1755 5
17. E(Bx" +22+¢c. 19, E((,ﬁ Ley 4

21, In x| — Z i 23, 111, 25, %
X S
3 2 3
L 4—3V2. 29.-— = +C. 1. = —5In2.
27 V2 Y- 3 > 5In2
(1 + &)

3B 4P+ 1)+ . 301 3. + C.




RESP36  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

23 1103x B 1 1 R 4 _ 9 7. _3_ _ 2x
3. =0 +C. 4L y—Eez' +3g—1. T+l a1 it Sy

9. 2Inlx| +3lnlx — 1|+ C=m | (x— 1)} +C.

Enl blemas del 43 al 57 se supone que las respuestas
o i B ? 3 11, Bln|x +1] +4njx—2|+C

estdn expresadas en unidades cuadradas.

4 16 125 o i sy 2 —m |2 e
43, 3 45, ? L . 6 n3. s o (x+l)3
1[ 35
53. 36. 55%J 57. ¢— 1. B. 75 +2lnjx =1 =2n[x +1
59. p=100 — VZg. 6L $1900.  63. 0.5507. :%(3; +n [x - ”) fcC
2 1 by
65. 15 unidades cuadradas. 67. EC = lf)ﬁg. EP = 535. 15. Inlx| +2Injx — 4 —3Injx +3 +C
73. 24.71 unidades cuadradas. 75. EC ~ 1148, EP =~ 251. M il
A . )
APLICACION PRACTICA—CAPITULO 14 (pagina 680) 1% J5 158 B F — 7] 4, o
1. a. 225; b. 125. fracciones parciales.
3. a. $2,002,500; b. 18,000; ¢. $111.25. 4
i 19, —Slnjx—1+7lnx -2 +C
PRINCIPIOS EN PRACTICA 15.1 = i — 2
i s
L S(r) = —40e™" + 400" + 4600. s Ml e =y | B
2. P(1) = 0.025¢ — 0052 Int + 0057(In 1)’ + C. * '
. 21.4111\.}:\—ln(ler4)JrC:ln[q }JrC.
EJERCICIO 15.1 (pagina 688) ¥ +4
1
2 " 4 = 2
: A E.r(x + 5)% — Lt 3 i o 84 23, —SIn(x" + 1) = ——
i ¥t 1 25, SIn(x’ + 1)+2]n(x3+2) +C
3. —e*(x+1)+C 5 I[ln(y) ~ E] +C. =ln[( + 152 + 272 + C.
= 1
7. x[In(4x) — 1} + C. _ . }n(r FPF T+ G
9. 10x(x + 1)*> — 4(x + 1) + C :
—2(x +1)%(3x —2) + C 29, 18 In (4) — 101n (5) — 81In (3).
’ 2
1 X 1 ln 2x+1+C 31 11 + 24In T unidades cuadradas.
: 2(2x + 1)
3. 21 +mx) +C 15 &3 — 1) EJERCICIO 15.3 (pagina 701)
X
1 ¥ V16x> + 3 n
17. 5(] — ¢'), no se necesita integracién por partes. L 09 — 2 +C 3. = e C.
19. 2(9V3 — 10V2). 1 x 1 V@ +9—3
R 5. —In =il Tzt f——————— + C.
2. 2x(x — 1) In(x = 1) — 2" +'C. 6 |6+ Tx 3 X
Xy o
BoeF-—n+n+C 0. %Em 4+sx = Zmp2+ 34 I,
25.%+2e*-=(x+1)—82 + T | ;
oF 11 g(Zx — In[4 + 3¢*]) + C.
2. AP - 1) +C. ; ;
%
x— x X 3 13- + . . + -
- 221+2_+|x_2+1+x_1+c 2{]+x+lnl+xH [ 15. 1 lng
"2 W2z W2 3 i, o
31. 2¢* + 1 unidades cuadradas. 17. S(xVod =3 =3Inlx + V& = 3)) + C.
298
— 1
33 15 unidades cuadradas. 19, = 2. (2 — 26 +2) +C.
" =
RINCIPIOS EN PRACTICA 15.2 23, 2( \/4): 4 % s (B b \/‘W\)
1. r(q) = S [P0 F 1 -
2 g+3

1 1
25. — + 3x| + 4
g(lnil 3x| T 3x) +C

1 VT 4+ V5x
7 ™ |V = Vx )J’C'

2. V(1) = 1502 — 900 1In (2 + 6) + C.

EJERCICIO 15.2 (pagina 695) 27. %(
12 2 2 8

1. ; 3.1+ ;
xrFoh _w+l x+2 x+44




4[(3x)°In(3x)  (3x)°
81 6 36

= x61n(3x) — 1] + C.
3. 4(9x — 2)(1 4+ 3x)2 + C.

33. %m |2x + V4x? — 13| + C.
VO — 4x?

35— =— A
ox + &

29.

[+c

1 =
37 T(mf —In|r + 7)) + C.
o

l 2 12
9. JIn( + 1) +C. 4L (22 + 1P +C.

x— 3
x =2
47. &(2x — 1) + C.

49. x(In x)* — 2xIn(x) + 2x + C.

43. In

fc a4 X ol — = [ i€
4 4

51. %{9\/3 - 10v2).  53.2(2v2 — V7).

3
55. %ln(Z) T 57. In }

59. a. $37,599; b. $4924.

qli(l - ‘10)
qfi(] - qn)
61. a. $5481; b. $535.

EJERCICIO 15.4 (pagina 704)

L 1?6 3. 1. 5. 0. 7. 13.

11. $3155.

9. $12,400.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 15.5

1. 76.90 pies. 2. 5.77 gramos.

EJERCICIO 15.5 (pagina 709)

1. 413. 3. 0.340;% ~ (.333.

7. 0.883. 9. 2,361,375 11. 3.0 unidades cuadradas.
8 35
13. 3 15.. D771 17. -gkmz.

19. a. $29,750; b. $36,600; c. $5350.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 15.6

1 I = Iy e,
EJERCICIO 15.6 (pagina 716)

1L y= 3 p= [P+ 1)+ C

—

F

5: ¥= C&', € >0 7. y=Cx,C > 0.
3

143
9. y=V2r. 1. y=I> =

3x? 3)2
.. LA Ly =g 242} —1,
Ty 15 ( 2 2

1
17. y= ln(i\/f + 3). 19. ¢ = (g + 1)eV/a* 1),

5. 1.388; In 4 =~ 1.386.

= Respuestas a los ejercicios con niimero impar  RESP37

21. 46 semanas.

23, N = 40,000e"7% N = 40,000(1.2)"71%; 57,600.

25, 2" miles de millones. ~ 27. 0.01204;57.57 segundos.
29, 2900 afios.  31. N = Nt ¢ = ¢

33. 12.6 unidades.  35. A = 400(1 — ¢™?), 157 gramos.
37. a. V = 21,000e200% b, Junio de 2002.

EJERCICIO 15.7 (pagina 724)

1. 58,800. 3. 860,000. 5. 1990.
9. 1:06 A.M. 11. $62,500.

13. N=M — (M — Nye ™

7. b. 375.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 15.8
1. 20 ml.

EJERCICIO 15.8 (pagina 729)
1
-3
2

13. a. 800; b. 3

1

3. Diw. 5. l 7. Div. 2 = 11. 0.
e

15. 4,000,000.

17. -i* unidad cuadrada.

19. 20,000 de aumento.

PROBLEMAS DE REPASO—CAPITULO 15 (pagina 732)

3

1. :i[zm(x)—1]+c.
5.9In[3+x —2Inf2+3x + C.

9
3. 5+Zln3.

1 1 X
e =————— ¢ =i + iC.
T+ Tat x+2
V9 — 16x° 3 x—3
9. *T-FC 11. Elﬂ x+31 =+ G

1
13. *(Tx — 1)+ C. 15 Zin|n2x +C.

3
. x— Eln 13+ 2| <+ C.

3,
19. 21n fxf + Jln(a® + 1) + C.

21 2Vx F i[ln(x + 1) = 2] +C.  23. 34,
25. a. 1.405; b. 1.388. 27 y = Ce"*¥,C > 0.
1

29, IS 31. Div. 33. 144,000. 35. 0.0005; 90%.
450
37. N= W 39. 4:16 PM. 41. 1.

43. a. 207,208; b. 157,165; ¢. 41,41.

APLICACION PRACTICA—CAPITULO 15 (pagina 734)

1. 114;69. 5. Las respuestas pueden variar.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 16.1
1. a. $3260; b. $4410.



RESP38  Respuestas a los ejercicios con nimero impar =

EJERCICIO 16.1 (pagina 743)
1.3 3-2 5-1. 7.8 9.3

1L 2x, + 20 — Sy, + 4 13.2000. 15 y = —4.
17. z = 6.

19. 21.

23.

27.

EJERCICIO 16.2 (pagina 749)

L f(x,y) = 8x; f (x,y) = 6y.

3 £ ) = 0 f(x ) =2

5. g.(x,y) = 3% + dxy — 4y,
g% ¥) =2ty + 2% —dx+3,

_ a9 P
7. g,(p.q) = 2\/p—q-gq(,v 1) pa
§ v+ 4
9. h(s.t) = 3:!1,(5..') = _(.r _ay
3 1
11. “q.(th{’:) o 4q] ”r,' (ql > ) 4(]

13. hx, v} = (& + o + 32 + ¥
hy(x,y) = (B3x* + 2y + y) (& +y1) 7
oz kg, OF

15. — = 5 :\.\,\'. — = & 5.t"r.
dx e Ty e
9z [ 24 } dz  5x
C o + In(x? + ,
17 dx {x* +y nfx* + ) By 2y v
19. f,(r,s) = Vi ¥ 25 (3 — 25) + 'ﬂ
T ERE 2Vr + 25 °
— 2rs + &
fi(r.s) =2(s — r)vr ¥ 4L i

3—r

_7'

2L f(r,s) = =" In(7 — 5): fi(r.s) = Se

23. g (x,y,2) = bxy + 2y’z; glx.yz) = 3x% + 4xyz;
g.x, v, 2) = 2xy* + 9%
25. g.(r.s,t) = 2re" 71

g(r.s0) = (78 + 215 + e ™,
glr,s,t) =1 + 75,

1
. 50. 29, ——. 31. 0. 33. 26.
27. 30 V14

ra

2[1 T 1]2'
3

EJERCICIO 16.3 (pagina 755)
1. 20. 3. 13745.

39.

5. a7 = 1.208648171 %5056 ar = (0.303744/) 0808} 0.764
dk dl

4 9Ga _ _50.L 2 9 _ 4.%: —20:
dpa T dpg dpa " Ips

competitivos .

i dGa _ 100 dga _ 50
s PAPKOps papd
% — 500 e gq” = % complementarios.
s 3pupd Ops PBPA

11. 3_; o OIOIAO.ZTB#').?UC{J.OIDO.ZSEO.UUFO.ZT;
g_g — 0‘01A(J.ZTBILUIC*EI.U‘JD(].E_‘EILUDFU.E?.

13. 4480;si un gerente con grado de MAN tiene un afo
adicional de experiencia en el trabajo antes del grado,
el gerente recibiria $4480 por afio adicionales de
compensacion.
15. a. —1.015; —0.846;
b. Uno parael cual w = w,y s = s,

9% _
17. ax  V, F
estdn fijas, entonces g aumenta.

> 0 para V> 0. Asi,si x aumentay Vypy Vi



9ga - % = E

19. a. Cuando p, =8y py =64, — =

apa Y apy 32

b. La demanda de A disminuye en aproximadamente

15 dad
— unidades.
8

21. a. No: b. 70%. 23. 4, = —%. Mpy = 4£_6
25 n,, = —lin,, = —%.
EJERCICIO 16.4 (pagina 760)

X 4 x(yzt + 1 o
L- 3 3—} 5. “((I‘T# 7. —e'

3x 9

9, gﬁfz. 1_1. —7‘ B i
17. 4. 19 %

288

21. a. 36; b. Con respectoa g ; CON respecto a gp, ——

A 1"‘

EJERCICIO 16.5 (pagina 763)

1. Bxy: 8x. 3. 3;0,0.
5. 18xe™Y; 18e™Y(2xy + 1): 72x(1 + xy)e*™.
7. 3%y + 4xy? + v 3xy + dx'y 4+ a7 exy + 4%
Gy + 4x%. 9 x(x* + )R Y2 )R
11. 0. 13, 28,758. 15, 2e.

1 il 342

17 & B =

EJERCICIO 16.6 (pagina 767)
z z 3 i

1. —
o 0
5. 5(2xz + _\«.c) + 2(.1'z + 23 — (2¢%z + xy + 2y2).
7. 32 + o) 2x 4+ Y + lﬁrv')
9, —25(2x + yz) + r(xz + 3y’2%) — S(xy + 2y'z).

11. 195(2% = 7). 13. 324. 15. —1.

de 1  de 5

. Cu =75 =4 =y =

17. Cuando py, =25y pg = i 4 v A 4
9. a Jw _ Jw dx L w dw dy  bo —15,

"3 oxos  dyas
EJERCICIO 16.7 (pagina 775)

14 13
L (?- ‘?)‘

3 .
5. (50,150, 350). 7. (—2.5),miuimo relativo.

3. (2,5), (2,—6), (—1,5), (=1, —6).

11
9, ( _E‘ E) maximo relativo.

1
11. (1, 1), minimo relativo; (E

. minimo relativo;

). ninguno.

P = =

13. (0,0), maximo relativo; (4,

(0. %),(4,()). ninguno.

15. (122,127), maximo relativo.
17. (—1,—1), minimo relativo.

65"

* Respuestas a los ejercicios con niimero impar  RESP39

19. (0,—2), (0, 2), ninguno.
23. p, = 80, pg = 85.
25. ga = 48.qp = 40, pp = 52, py = 44, utilidad = 3304.
27. ga = 3,95 = 2. 29. 1 pic por 2 pies por 3 pies.
105 28
( 37" 89
d = 33.

2. | =24,k = 14.

) minimo relativo. 33 a=-8b=-12,

35. a. 2 unidades de A y 3 unidades de B:

b. El precio de venta para A es 30 y el precio de venta para
B es 19. La utilid:d maxima relativa es 25.

37.a. P=5T(1 — ™) — 20x — 0.17T%

¢. Maximo relasiyo en (20, In 5); no hay extremo relativo en

(50%)
h.I]4.

EJERCICIO 16.8 (pagina 784)

3. (3,3, -2
(3533 )

24 4
7. (6.3.2). O (5_5, —5).

13. Planta 1,40 unidades; planta 2, 60 unidades.

15. 74 unidades (cuando/ = 8,k = 7).

17. $15.000 en publicidad en periddicos y $45,000 en publi-
cidad en television.

19. x=5y=15,z = 5.

2. x =12,y =8, 23. x=10,y =20,z =

1. (2.-2).

(4 4 3)
5 (= —=—3)
¢ 5 B

11. (3,3.6).

EJERCICIO 16.9 (pagina 791)

098 + 061x:3.12, 3
82.6 — 0.641p. 7. v =
§ =85+ 25x.

11. a. =359 — 2.5x; b. ¥ = 284 — 2.5x.

¥ = 0057 + 1.67x 390
100 + 0.13x: 105.2.

Ly
5.4
9. ¥

EJERCICIO 16.11 (pagina 798)

1. 18 3 < 5. 2 7: 3 9, 324 11 ..
. . . 4 S, 3 Felis b . . 5 :
8 e- 1 27
e 15. —1 e == gl = 19 ———;
13 3 17 el 1
21 2 23 et —e? — ¢ 25 2
o 3. : 53




RESP40  Respuestas a los ejercicios con nidmero impar =

3 7 ; 1
15, xze** In z;-e— + ye¥*lnz = e-"z(— + yln z).
z b4

1 X+ 3y x + 3y
. — X g = I =5 1,
764 19 2(x+y)e+2(r+s)'2<r+s)

2x +2y +z 9P _ o300 9P — 07,07
e —F 23. 5 1417k g (TR Sl

25. Competitivos. 27. (2,2), minimo relativo.

29. 4 pies por 4 pies por 2 pies.

31. A, 89 centavos por libra; B, 94 centavos por libra.

33. (3,2,1). 35. = 1267 + 3.29x.

21.

1
3.8 39—
; i 30
5 8%+ 6y;6x +2y. T.—2—i— . L ) )
SRS S (x+ 7 (x+ ) APLICACION PRACTICA—CAPITULO 16 (pagina 803)
9, 52— 1L 2xze™(1 + #Pyz). 13, 2(x + y). Ly =0950e7 9 +5. 3,7 = 79700 + 45,



A
Abscisa, 104
Acciones y precios de acciones, 379
del ciclo de dividendos. 750
por unidad, 135
ventas de, 230, 251
Aceleracion, 499
Aeoroembolismo, 543
Agapos, A., 750
Algebra de matrices, 223-299
Almacenamiento de un disolvente, 163
Amortizacion, 388
de préstamos, 388-391
formulas de, 389
programacién de, 367, 388-389, 393
Andlisis
de datos para el modelo de enfria-
miento, 803-804
de insumo-producto, 295
con calcufadoras grificas, 291-294
Angulo de aproximacién, 136
Antiderivadas, 610, 617,651,675
Anualidad(es), 378-386, 393
anticipada, 382-383
férmulas de, 393
monto de, 384
continua, 421
monto acumulado de una, 700,
702,730
valor presente de una, 700, 702,
730
definicion de, 380
fondo de amortizacion de, 384-386
integracién aplicada a, 699-701
monto de, 383-384
ordinaria, 380, 393
pago periddico de, 382
sucesiones y series geométricas,
378-380
valor presente de, 380-382
Apreciacion, 142, 201
Aprendizaje por asociacién de pare-
jas, 193
Area, 660-663
célculo de, 609
por medio del uso de los
extremos derechos, 645
de una regién, 661
determinacién, 676
efemento(s)
horizontales de, 667-669, 676
vertical de, 660, 664-667. 676
entre curvas, 664-669
integral definida utilizada para la
determinacion de, 660
que requiere de dos integrales defi-
nidas, 661-662
v la regla del trapecio. 705-707
Arqueria, 151
Asintotas
horizontales, 558-560, 567
determinacion de, 559-560
prueba para, 563

verticales, 556-558. 567
determinacion de, 560

B

Balance compensatorio, 69
Base. 10
Beneficios de la seguridad social, 482
Bicnes

raices, 391

secundarios, 202
Binomios, 18
Bono(s), 64-65, 67, 395

de cup6n cero, 373

del tesoro (T-bills), 395-396
Boulier, B. L., 768
Bush, George W.. 531

C
Calculadoras graficas, 157
andlisis de insumo-producto con,
291-294
caleulo de dreas con, 669
caracteristica de derivacion numé-
rica con. 449
composicion de funciones con, 102
determinacion
de la inversa de una matriz inver-
tible con, 273
de valor maximo/minimo con,
149
del ingreso marginal del producto
con, 489
estimacion del valor de una integral
definida con, 656
estimacion/determinacién de limi-
tes con, 401, 648
extremos relativos con, 540
funciones de regresion cuadrética
con, 34
graficacién de ecuaciones de rectas
con. 133
método de Newton con, 602
operaciones con matrices, 228, 237
prueba para raices con, 38
puntos de inflexién con, 551
raices de ecuaciones cuadréticas
con. 52
rango de una funcién con, 110
recta de minimos cuadrados para
un conjunto de datos con, 791
rendimiento con notas/bonos del
tesoro calculado con, 396
resolucion
de ccuaciones con, 109
de sistemas con, 275
valores de funciones calculadas
con, 93
Célculo, 88, 115, 442, 566
de varias variables, 737-804
aplicacion de derivadas parciales,
751-755
derivadas parciales, 744-749, 799
derivadas parciales de orden
superior, 761-763

diferenciacién parcial implicita,
758-760
funciones, 738-743, 799
funciones homogéneas, 793-795
integrales miltiples, 795-798, 800
maximes y minimos para funcio-
nes de dos variables, 768-775
multiplicadores de Lagrange.
T78-784, 800
rectas de regresion, 786-791, 800
regla de la cadena, 764-767
diferencial, 445, 610
integral, 610
timites en la lundamentacion del,
398,435
Cantidad
de equilibrio, 171,173, 602-603
del mercado, 603
diferencial utilizada para estimar
cambio en la, 589-590
econdmica de orden, 606-607
tasa de cambio del precio con
respecto a la, 463
Capital, 186, 368, 370
Capitalizacién semestral, 188
y bonos del tesoro, 395
Carrera de la Copa América, 61
Cero
de funciones, 109,123
reciproco del, como indefinido, 4
Cerradura de combinacion, 291
Cheney, Richard, 531
Christofi, A., 750
Ciclo de reproduccion, 55
Clase Internacional de la Copa
América, 61
Cociente(s), 99,122
diferenciacidn sin el uso de la regla
del, 477-478
diferencial. 91,445
Coeficiente(s)
de carrelacidn, 791
de desigualdad, 671
de expansion lineal, 43
de insumo-producto, 292
numérico, 18
principal, 95
Cofactores, 280
Columna
matriz, 225
pivote, 323
vector, 225
Colusion, precio de. 777
Combinacion de insumos con menor
costo, 782-783
Comisiones por ventas, 162
Cémo completar el cuadrado, 144
Compensacion, 78
Compiemento, 305
Composicién, 100-102
del oxigeno, 210
funcion expresada como una, 102

Concavidad, 546-551
criterios para. 547
hacia arriba y hacia abajo, 547, 551,
364. 566

pruchas para, 548, 562
¥ puntos de inflexian, 549
Concentracién del alcohol en la
sangre (CAS), 87
Condiciones
de no negatividad, 308
iniciales, 676
integracion con, 617-621
Conjunto(s), 2
solucion de una ecuacion, 36
unicn de, 81
vicio, 44, 358
Constante(s), 36
arbitrarias, 40
de decaimiento, 191,731
determinacion de la, 715, 732
de integracion, 611,676
literal, 40
Contaminacidn
control de, 127, 316
del agua, 178
térmica, 542
Continuidad, 422-427,435
aplicada a desigualdades, 430-433,
436
de funciones polinomiales, 423-424
de la funcion del “servicio postal”.
427
definicion de, 423
y diferenciabilidad. 470-471
Contraceién, 121,123
Conltraccion/alargamiento vertical,
121,123
Control de calidad, 68
Conway, John, 363
Coordenada(s), 2-3
de puntos, 107,740
rectangulares, 104
grafica en, 104-112
x, 104
v, 104
Corchetes en matrices, 224
Correspondencia uno a uno, 104
Corrida de produceién. 163
Costo(s), 776
de equilibrio, 68
de igualacion, 162
de mano de obra, 362
de transporte. 353
determinacion a partir del costo
marginal, 620-621
ceuacion de, 136, 142,201
fijo, 63
financieros, 372-373, 388, 391
en los pagos de un préstamo, 390
funcion, 98, 469-470, 542, 636, 676,
763,767
marginal, 464-465, 470, 482-483. 491,
493-494. 505, 525,542, 568, 678

Il



12 indice

costo determinado a partir de,
620-621
funcién, 733
parcial, 751
utilidad médxima ¢ igualacion de
los ingresos marginales con los,
581-582
minimo, 544-545
promedio, 418, 470, 482-483, 583,
586-587. 604, 704
minimizacién de, 576-577
por unidad, 465
tasa de cambio del, 788-789
total, 63,75,83,171,176
variables, 63.171, 174,176
vector de, 242
Crecimiento
de células, 195,202
logistico, 718-722, 725
real de una inversion, 58-59
y decaimiento exponenciales,
712—7:14. 733
Cuadrantes, 105
Cuarta derivada, 521
Cuenlas
de ahorro, 373
interés compuesto de, 368-369
valor presente de, 373
del ingreso y producto nacional,
497
Curva(s)
drea entre, 664-669
de demanda, 114. 137, 166, 428
lineal, 138
de Laffer, 531
de Lorentz, 671
de oferta, 113,137. 166
lincal, 138
y demanda, 672, 676
de Phillips, 570-572
logistica, 719
pendiente de una, 443

D
Dantzig, George B., 307
Datos, series de tiempo, 789
Decaimiento radiactivo, 191-192, 194,
202
y vida media, 200-201, 218, 714-715,
77
DeCanio, S. J., 639
Definicion de e, 189
Degeneracién, 329, 332-337
Demografia, 383-384, 389. 708
Denominadores, racionalizacion de,
13,27-28
Densidad de presa. 47
Departamento de Comercio de
Estados Unidos, 497
Departamento del Trabajo de
Estados Unidos, 497
Depreciacion, 42, 94, 142
método lineal de, 469
por saldo decreciente, 218
Derivada(s), 493, 683
aplicacion de la definicién de limite
de, 446
como razén de cambio, 459-467
de funciones
constantes, 451-452
exponenciales, 505-509
logaritmicas, 500-504
logaritmicas con base b, 503
de orden superior, 521-524, 526

de p con respecto a g, 448-449
de potencias de x, 452-453
de segundo orden
determinacién/evaluacion de, 522
parciales, 761-762
de suma o diferencia, 455
de tercer orden, 521, 526
evaluacion, 456
en puntos de tangencia, 447
integral definida de, 635-656
notacion para, 446
parciales, 745-746
aplicaciones de. 751
cilculo de, 744-746
de funciones homogéneas, 794
de orden superior, 761-763, 800
de segundo orden, 761-762
de una funcién de cuatro varia-
bles, 748-749
de una funcién de tres variables,
748
de volumen de ventas, 757
determinacidn de, 746-748
mixtas, 762
regla
det-cociente, 475-478
del producto, 472-475
Desigualdad(es), 61
aplicaciones de, 75-77
con [uncidn racional, continuidad
en la solueién de, 432-433
con valor absoluto, 80-81
continuidad aplicada a, 430-433,
435
cuadritica, continuidad en la solu-
cion de, 431
definicion de, 71
equivalentes, 72
lineales, 72-74
en dos variables, 302-306
enx, 72
resolucidn de, 72-74, 84, 304
no lineales, continuidad en las solu-
ciones de, 433
polinomiales, continuidad en la
solucién de, 432
reglas para. 71
Desplazamiento, 460
minimo, 151
Desregulacion de la tasa de interes,
7350
Determinantes, 277-284, 295
de matriz cuadrada, 279
de orden
2,278-279
3, por medio de cofactores, 280
4,280
triangulacidn y evaluacidn de,
283-285
Deuda nacional, 438-439
Diagonal principal, 228
Diagrama
de dispersion, 786
de punto de equilibrio, 171
Diferencia, 99, 122
integral indefinida de una, 614-615
Diferenciabilidad y continuidad,
470-471
Diferenciacion, 441-498
aplicacién de la, 573-607
con base 4, 508
con base a, 508
de formas diferentes. 509
de funciones exponenciales

de sumas y diferencias de funciones,
455-456
de una constante por una funcion,
454
derivadas, 442-449
formulas de, 611
implicita, 511-516, 5325, 591
de orden superior, 52
logaritmica, 518-520, 526
parcial implicita, 758-760
reglas para, 451-457
Diferenciales, 587-591
calculo de, 587-588
determinacién. en términos de dx,
SR8
en la estimacién
del cambio en cantidad, 589
del valor de una funcién, S90
Diferente, simbolo, 2
Dinero
circulacién de, 717
demanda de, 774
duplicacion del, 369, 371
Discontinuidad
en funciones
definidas por partes. 425-426
racionales, 425
infinita, 424
Distribucion
de ingresos, 658
uniforme continua, 663
Dividendo, 21
Divisién
antes de integracion, 631-632
de fracciones, 27
entre cero, como indefinida, 5
larga, 21-22
Divisor, 21
Dominio, 88, 109-110, 123
de una composicion, 101
de una funcién, 122
determinacion del, 90-91
Dosis de droga, 54,220-221
Dual, 354-361
del problema
de maximizacién, 358
de minimizacion. 358
simbolo, 696
y el método simplex, 359-361
Dualidad, 354
Duopolistas, 777

E
Economia, 54
tasa de cambio aplicada a, 464-467
Ecuacion(es), 35-59
aplicaciones de. 62-66
con literales, 40-41, 45
con matrices, 236, 248-249, 268,
295
con radicales, 56
resolucion de, 45-46
con un nimero infinito de solucio-
nes, 106
con valor absoluto, 79-80)
cuadratica, 47-53, 56
con dos raices reales, 51
con una raiz real, 51
definicion de, 47
resolucion de la, 52-53
resolucion por factorizacion de,
48-49
sin soluciones reales, 51
de aprendizaje, 215

de costo
promedio, 463
total. 175
de demanda, 92, 137,212,428, 491,
494-495
ambiental, 178
determinacion de. 138-139
y maximizacion del ingreso. 576
de Gompertz, 215
de grado uno, 38
de ingreso total. 175
de lineas rectas. 447, 457
de movimiento. 459
de oferta, 137
de presupuesto. 302
de primer grado, 38
de rectas tangentes, 447, 457
de tendencia, 124
de tercer grado. 49
de valor, 374-376
definidas, 36
diferenciales, 710-716, 731
aplicaciones de las, 712-716,
718-724
de primer orden, 710,731
equivalente, 37-38
exponencial, 199-200
logaritmos utilizados para resol-
ver,211
resolucion de, 199-200, 211-212
fraccionaria. 43-45, 56
lineal. 35. 38-40. 56, 129-133. 176
definicién de. 38
punio de clasticidad por, 595-5396
resolucion de, 39-40
lineal general, 132
de tres variables, 158
graficacion de la, 133
literal, 40-41
logaritmica, 199-200,213-214
resolucion de, 199-200,213-214
matricial, 236, 248-249, 268
normal. 788
que conducen a ecuaciones lineales,
43-46
radical. 45-46, 56
terminologia para, 36
Efecto de Fisher, 58
Eje(s)
de coordenadas, 104
de simetria de una pardbola, 144
horizonltal. 108
vertical, 108
x.104, 123,740,742
simetria con respecto al, 115,123
v, 104,123,740, 742
simetria con respecto al, 115,
123
2,740,742
Elasticidad
calegorias de, 594
de la demanda, 593-397, 603, 622
¢ ingreso, 596-597
unitaria, 594, 604
Electricidad
frecuencia de resonancia, 57
resistencia interna, 143
Elemento(s),
de un conjunto, 2
en matrices, 224
horizontales, 667-669
de drea, 676
vertical, 664-667
de drea. 660, 676




Eliminacion
de simbolos de agrupacion, 19-20
por suma, 153-155,176
por sustitucién, 155, 176
e-mail (correo electronico) y virus, 181
Encuestas, 162
de gasto del consumidor, 497
Enfriamiento de un cuerpo, 218
Enteros
conjunto de los, 2
negativos, 2
positivos, 2
Entrada(s)
de matrices, 224
pivote, 323
Enzimas, maximizacion aplicada a,
577-578
Equilibrio, 166-170, 603
cantidad de. 167
con demanda no lineal, 170
del mercado, 68
efecto del impuesto sobre el,
168-170
precio de, 167,178
punto de, 172,174
Escala
de calificaciones, 143
de Richter, 197,202, 205, 209, 213,
504
Esquemas de compresion, 86
Eswaran. M., 459, 542
Euler, Leonardo, 189
Excedente del consumidor. 672-673,
676, 678-679, 688. 695
Expansiones lineales, 43
Exponentes, 10-11
eliminacion de, negativos, 13-15
leyes de los, 12
reglas para los, 182
Expresiones
algebraicas. 1. 18
divisién entre un monomio, 21
multiplicacion de, 21
operaciones con, 18-22
suma de, 18
sustraccién de, 19
logaritmicas
reescritura de, 204-205
simplificacion de, 206-207
Extremo(s), 533-338
absolutos, 534-335, 544-545, 555, 566
en un intervalo cerrado, 543-545
cdleulo del drea utilizando el, del
lado derecho, 645
relativos. 534-536, 538, 768-769
determinacion de, 538,772
prucba de la primera derivada
para, 537
prueba de lx segunda derivada
para, 567, 771-772
y muitiplicadores de Lagrange,
778

F
Factores, 23
comuncs, 23-24
conslantes, 623-624
cuadraticos
distintos irreducibles, 692-693
repetidos irreducibles, 693-695
lincales
distintos, 689-691
repetidos, 691-692
variables, 624

Factoriales, 97-98
teoria de probabilidad, 97
Factorizacion. 23-25
de trinomios. 24
resolucion de ecuaciones cuadrati-
cas por medio de, 48-49
v cancelacion, 4053, 435
Familia de soluciones
con dos pardmetros, 160-161,
263-264
con un parimetro, 139, 260
Fechado con carbono, 715-717
Fechas de maduracion, bonos del
tesoro, 305-306
Fermat, Pierre de, 283
Fijacion de precios, 63-64, 67,113
Fisica, 55. 143
Flesch, Rudolf, 756
Flujo
continuo de ingresos, 321
valor presente de, 700
de caja. 376-377,394
de fMuidos, 621,678
Fon, V., 768
Fondo
de amortizacién, 384-387, 394
de inversidn. 374, 377.420-421
con pago tnico, 374
Forma(s)

conversion de forma exponencial a,

logaritmica, 196-197
cuadrdticas, 52-53
intercepeion pendiente, 131-132
lincal general. 132
paramétrica de la solucion, 259-260
punto pendiente, 130, 132
Formula
cuadratica, 50-51, 55-56
de amortizacion, 389
de préstamo, 394
de anualidad(es), 390
ordinarias, 393
vencida, 393
de Bayes, 350, 359
de bonos del tesoro, 396
de cambio de base, 207-208
de diferenciacidn, 526
de integracion, 611, 629. 675.
684-685
de interés compuesto, 393
de la derivada de una funcién
exponencial, 505
de laregla
de la potencia para integrales,
622
del trapecio, 706
de la suma, 639
de monto compuesto con interes
continuo, 419
de reduccién, 700
de valor presente
hajo interés continuo, 420, 435
para una anualidad vencida, 420.
435
del método de Newton, 600, 604
del tamaiio del lote de Wilson,
606
Formulacién de una dicta, 315,364
Fracciones, 26-31

integracion por medio de, parciales,

689-695. 730
multiplicacién y division de, 27
operaciones combinadas con. 30-31
principio fundamental de. 9,29

racionalizacion del denominador
de, 27-28
simplificacion de, 26-27
complejas, 30-31
suma y resta de, 28-30
Franja(s)
horizontales, 668-669
para la determinacion del exce-
dente de consumidores y
productores, 673-674
vertical. 660
Friedman. M., 679
Fuerza Aérea de Estados Unidos, 307
Funcidén(es), 88-93
antiderivadas de, 610, 675
ceros de, 109,123
combinacién de, 99-102
como composiciones, 102
compuesta (definida por partes). 96
con recta tangente vertical, 448
conjunta de costo, 751, 757, 760,
799, 801
y multiplicadores de Lagrange,
778
constante, 95, 122
derivadas de. 451-452
continua, 423, 428,435
cambio de signo para, 430
visualizacion de datos por medio
de, 428
crecientes, 532-533, 537
cuadratica, 144-149
grifica de, 145-148
de ahorro, 497
de consumo, 479-482. 493-494, 497,
637
determinacion de la propension
marginal al consumo, 634-035
de costo, 469-470, 542, 636, 676, 763,
767
conjunto, 751, 757, 760, 799, 801
marginal, 465,733
total, 464
de demanda, Y2, 94. 122, 176,592,
619-620
de densidad
conjunta, 798
de la distribucién normal,
507-508
de distribucion Poisson, 190-191,
194
de dos variables, 739
de ingreso, 568, 637
marginal, 478-479. 676, 733
total, 466, 493
de la “oficina postal™, 427
de la tabla de vida, 638, 708
de n variables, 740
de oferta, 92,94, 122. 176
de penetracion de mercado, 569
de posicion, 459, 493, 495
de produccion, 737, 753, 756, 768,
799, RO1
Cobb-Douglas. 793-794
de productividad marginal, 799
de regresion cuadritica, 34
de tabla de vida, 658, 708
de utilidad, 408, 785
de varias variables, 738-743
decreciente, 532-533
definicion de, 88, 122
definidas por partes, 96,122
discontinuidades localizadas en,
425.426
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gréfica de. 110-111
limites para, 415-416
derivada parcial de segundo orden
de una. implicita, 786
derivadas de. 445
determinante de, 277
diferenciacion de. que incluyen
logaritmos, 502-503
discontinua. 423, 435
dominios de. 90
escalonadas. 400. 427
especiales, 96-97
exponencial(es), 181-192, 216
con base 4, diferenciacion, 508
con base a. diferenciacion. S08
con base e, 189,216
definicion de. 182
derivadas de. 505-509
e interés compuesto, 186-188
formula de la derivada para.
753
grificas de, [83-183
integracion para la base 2. 633
integracion que incluye, 626
natural, 189
transformacion de, 185
grafica de, 108-109
homogénca, 793-795
integracién en un intervalo.
646-647
lineales, 95. 362
determinacién de, 140
enxyy 307
grafica de. 139
logaritmicas, 195-201.216
con base 2, 196
con base b, 216
definicion de. 196
derivadas de, 500-504
graficas de, 197-198
integrales que incluyen, 626-627
logaritmo
con base 2, diferenciacion, 504
con base 10, diferenciacion, 504
con base b, derivadas de, 503
férmula de derivacion para,
natural, 525
logistica. 719
de Verhulst-Pearl. 719
forma alternativa de la. 520
mayor entero, 429
naturaleza creciente/decreciente
de una, 532-333
objetivo, 307,317, 362
artificial de, 339
polinomial. 95, 122
continuidad de, 423-424. 435
limites de, 403,415
potencia, 452
racional, 96, 122
discontinuidades localizadas cn.
425
limites de. 413-415,435
propia, 689
regla de la asintota vertical para,
557-558
reescritura de, 453
transformaciones de, 120-121. 123
valor
absoluto de, 97
promedio de, 702-704
Verhulst-Pearl. 719
reescritura antes de la diferencia-
cién de, 502
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Genética, 97-99
Geometria, 103
anchofaftura de un tridagulo, 42
paralelogramos, 136
prisma rectangular, 98
rectdngulo(s)
drea de un, 54, 151
dimensiones de un, 66
triangulos, 75
Goldfarb, R. S.. 768
Grabacién con calidad variable, B5-86
Grado de un polinomio, 18, 95
Graficas
cémo graficar
ecuaciones lineales generales, 133
en coordenadas rectangulares,
104-112
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108-109
funciones cuadriticas, 145-148
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189-190
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conx, 112
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intersecciones y simetrfas,
116-119
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planos, 742
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por medio de computadora, 223
Gravedad, 43

H
Hemocitémetro y células, 190-191
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equilitera, 595
Hipotecas, 392
amortizacién de, 389-390
Hurter, A. P., 517

I
Igualdad de matrices, 226-227
Impuestos, al ingreso, 125-126, 162,
261
Incentivos de compra, 377
Inclinacion de una recta, 128
Incégnitas, 36
Indicadores, 322
demanda ineldstica de, 594, 604
indice
de severidad, 657-658
de sumas, 638
de temperatura-humedad, 739
de traslape, 756
Inflacidn, 58, 373,570
Ingreso(s), 42, 68, 78 434, 470), S
anual, 218
de equilibrio, 171
ecuacién del. 136
funcion, 568, 592, 637
marginal, 466, 478-479
del producto, 488-489, 491-492,
495
funcién, 676.733
funcion de demanda a partir de,
619-620
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maximizacion del, 576
mdxima, 579, 584
regla de Simpson aplicada al. 710
total, 63, 170-171,173, 175-176
de ventas, 67
y dividendos, 354-355
y elasticidad, 596-597
Integracitn, 528, 609-681
aplicaciones, 634-635
aproximada, 705-709
cambio en valores de funciones
determinadas por medio de,
definida, 656
con condiciones iniciales, 617-621
conslante de integracion, 611
de funciones exponenciales natura-
les. 625-629
ecuaciones diferenciales, 710-716,
T18-724
excedente del consumidor y del
productor, 672-674
facenutas de, 611, G22-428, 675
integral(es)
definida, 640-647
impropias, 726-729
indefinidas, 610-616
por medio de
fracciones parciales, 684, 689-695.
730
tablas, 696-701
por partes, 684-687, 730
regla de la potencia para, 622-625,
676
sumas, 637-640
técnicas de, 631-635
variable de, 611, 644, 668
y anualidades, 699-701
y dreas, 609, 660-663
entre curvas, 664-669
y el teorema [undamental del
cileulo integral, 649-656
y ef valor promedio de una funcidn,
702-704
Integral(es)
definida, 640-647, 651, 699
dobles, 795, 800
evaluacion de, 796-797
impropias, 726-729, 731
convergentes, 726-727, 732
divergentes, 726-727, 732
indefinidas, 610-617, 632,651,675
de suma y diferencia, 614-615
de una constante por una funcion
de x,612-613
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cia de x,615
determinacion de, 611, 613-614
integrales definidas versus, 651
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615-616
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logaritmicas, 626-627
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triples, 797-798, 800
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Integrando, 611, 631
antiderivada de, 654
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393
compuesta, (86- 188, 368-372, 393,
419-421

capitalizable de manera continua,

419-421,435,510,713
tasa efectiva de, 370-372
y monto de una anualidad, 384
periodos de, 187
simple, 370
Interseccion(es), 766
con ¢l eje-x, 105-106, 123
prueba de. 117
con el eje y, 105-106, 123, 130
determinacion de la pendiente y
la. 131
prueba de, 117
graficacion con simetria, 116-119
graficas ¢, 106-108
Intervalo. 73. 84
abierto, 73, 430, 533-534
cerrado, 73, 56b
extremos absolutos en un,
543-545
ingreso maximo en un. 579
maximizacion de una funcién en
un, 579-580
de evocacién, 510
para probar creciente/decreciente,
537.561
Inversa de una matriz, 268-274, 295
definicién de, 269
método para la determinacién de
la, 272-273
para la resolucion de sistemas,
269-270,273-274
Inversiones, 64, 67, 78, 162-163
alternativas, 68
club de, 68
comparacion de, 376
crecimiento real de, 58-59
decisiones en la compra de accio-
nes, 276-277
estrategias de, 422
fondos de, 262
inicio temprano a, 388
interés
capitalizable en forma continua
de, 421,437
compuesto de, 193, 195,215,217
rendimientos de bonos, 349
tasa
de interés simple, 68, 98
efectiva de, 370
toma de decisiones en, 377
valor actual de un portafolio de, 68
Inverso
aditivo, 4
multiplicativo, 4
propiedades, 4
ITH, véase indice, de temperatura-
humedad
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Kotwal, A., 459, 542

L
Laffer, Arthur, 531
Latencia, 510
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 88
Leontief, Wassily W., 291

Ley
de crecimiento exponencial, 714,
731
de decaimicnto exponencial, 191,
714,731
de enfriamiento de Newton, 683,
731, 803
y tiempo de un homicidio,
722-725,733
de multiplicacién especial, 338
Limite(s), 397-406. 435
con la forma 0/0. 405
de funciones
polinomiales, 403
racionales, 435
de integracidn, 644
de sumas, 638
definicion de, 399
determinacién de, 411
por medio de factorizacién y
cancelacién, 404-403
en infinito, 411-415
especiales, 406
estimacidn a partir de la gréfica,
399
inferior
de integracion, 644
de una suma, 638
infinito, 409-411
laterales, 409, 435
para funciones definidas por partes,
415-416
propiedades de, 402-404
que no existen. 400-401, 435
superior
de integracion, 644
de una suma, 638
y manipulacién algebraica, 404-406
Linea
de isocostos, 142,312
de isoganancia, 143, 308-309
Liguidez, y tiempo de maduracion,
396
(laves, elemerttos de un conjunto
dentro de, 2
Logaritmo(s). 216
combinacidn de, 205
comunes, 198,203, 216
determinacion de, 199, 204
escritura en términos de. mds sen-
cillos, 205
evaluacion de base 5,207
natural, 199,216
para la resolucion de ecuaciones
exponenciales, 211-212
propiedades de. 202-208, 210, 216
y amortizacién de préstamos, 391

M
Magnitud de respuesta, 218
Mantell, L. H., 565
Margen de utilidad, 70
Maltemiticas financieras, 367-396
amortizacitn de préstamos, 388-39]
anualidades, 378-386
bonos del tesoro, 395-396
interés compuesto, 368-372
valor presente. 373-376
Matriz(ces), 223-229
aumentada de coeficientes, 253,
295
cero, 228,295
columna, 225
construccion de., 226



cuadrada, 228-248, 277, 295
determinante de una, 279

de codificacién, 251, 269

de coeficientes, 253, 268,293
no invertible, 274

de demanda final, 293

de insumo-producto, 230-231

de Leontief, 293

de produccion, 293

definicién de, 225,295

determinacion de la inversa de una,

272-273
diagonal, 229
diferencia de, 235-236
equivalente, 254
especial, 228-229
identidad, 246-295
igualdad de, 226-227
inversa de una, 269,295
multiplicacidn de, 233-233, 239-242,
295
orden (o tamano) de, 226
potencia de, 248
reduccidn de, 252-259
reducida, 255, 265, 295
de coeficientes, 265
renglén, 225
suma de, 231-232, 295
transpuesta de una, 227
triangular, 229
inferior, 229
superior, 229
Maximizacion
de ingresos, 148-150, 178, 338, 576,
579,584
de produccién, 604, 737, 785
de salida, 773,776,784
de utilidades, 354, 580-582, 785,
801
Méximos
absolutos, 534,574
aplicacion de, 574-575
para funciones de dos variables,
768
relativos, 534-536, 538-540, 550,
768-769. 800
prueba de la segunda derivada
para, 771-772
y multiplicadores de Lagrange.
778
Menor, 278
Mercado de acciones, 84
Método
aditivo de costo financiero, 390
de los puntos vértices, 362
de minimos cuadrados, 786
de Newton, 598-602, 604
de reduccidn, 252-260, 262-267
simplex, 319-330, 362
aplicado al dual, 359-361
para minimizacion, 349-352
para problemas de maximizacidn
que no estdn en la forma estdn-
dar, 338-347
Miembro de una ecuacion, 36
Minimizacién, 349-352
de coslo, 574-575
Minimo(s)
absolutos, 534, 536, 574, 770
aplicacion de, 574-375
comun denominador (MCD), 9,
29
para funciones de dos variables,
768

relativos, 534-535, 538-540, 550,
768-769, 800
prucha de la segunda derivada
para, 771-772
y multiplicadores de Lagrange.
778
Modelado
del comportamiento de una celda
de carga, 33-34
matemitico, 83
Modelo
de inventario, 679
de propagacion de los rumores,
721922
Monomios, 18
divisidn de expresiones algebraicas
entre, 21
Monopolista, 580
maximizacion de la utilidad para
un, 580-585, 587, 604, 774-775
Monto
acumulado, 186, 368
de una anualidad continua, 700,
702,730
compuesto, 186,368
¢ interés compuesto, 187
de una anualidad, 383
anticipada, 384
inicial, 191
Movimiento, 55
ccuaciones de, 459
uniforme, 499
Multiplicacién
de expresiones algebraicas, 21
de fracciones, 27
de matrices, 239-242, 295
definicién de. 239
forma matricial de sistemas utili-
zando, 249
propiedades de la, 243
tamafio de matrices v sus produc-
Los, 240
por un escalar, 233-235, 295
definician de, 234
propiedades de. 235
propiedad
asociativa de la, 4-5
conmutativa de la, 3
Multiplicadores de Lagrange,
T78-784, 800
método
de los. 780-781
con dos restricciones, 783-784

N
Negocios, 70,103, 135, 174-175
NIPA. Véase cuentas, del ingreso y
producto nacional

Niveles de produccién, 136-137
Notacién

de intervalo, 73

de Leibniz, 446, 448

de limite, 397

de valor absoluto, 81

delta, 459

funcional, 89

sigma, 367, 637-638, 642, 676

sumas escritas utilizando la, 737

Numeradores, racionalizacion de, 448
Nimeros

con signo, 2

indice, 789

irracionales, 2

naturales, 2

racionales. 2

reales
definicion de. 2
operacianes con, 7- 10
propiedades de, 3-7
valor absoluto de. 79

0
Oficina
de Anilisis Economico, 497
de Estadistica Laboral, 497
Opciones de plan de pensian, 387
Operaciones clementales entre ren-
glones, 254,271-272,295
Optica. 55
Orden
de produccién, 364
de una matriz, 225-226
Ordenada, 104
Origen, 2
del sistema de coordenadas. 104
simetria con respecto al, 116, 123

p
Pagaré a descuento, 377
Pagos de una deuda, 113,377
y las ecuaciones de valor, 374-376
Palmon, D., 750
Par ordenado, 104
Pardbola, 144, 176
Paraboloide hiperbélico, 772
Pardmetro, 156, 260
Paréntesis, en matrices, 224
Pareto, Vilfredo, 658
Particién, 350, 359
Pascal, Blaise, 283
Pendiente(s)
cero, 129
de funciones constantes, 451
de lineas, 128-129, 176
de recta(s)
secantes. 444
tangente, 442 445 462
langente a un circulo, 511-512
de una curva, 443,493
en un punto, 447-448
de una tangente, 493
indefinida, 129
negativa, 129,176
positiva, 129,176
regla del producto para la determi-
nacién de, 475
Periodo(s)
base, 789
de conversién, 187
de pago de una anualidad, 380
Planes
de facturacion de teléfonos celula-
res, 179-180
de incentivos, 69
Plano(s)
coordenados, 741
de coordenadas rectangulares, 104
grafica de. 742

paralelos a los planos coordenados.

741

xy, 104,741

xz, 741

vz, 741

Poblacién

cambio en la, 528-529

crecimiento de la. 1BR-190, 193,
217-218, 114,717, 724-725, 730,
732

disminucién de la. 194
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fimites de. 435
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de una matriz, 248

diferenciacion de la, de un cociente,

487
Precio(s)
de envio, 55. 680-681
diseriminacién del, 774, 776
promedio de envio, 659
sombra. 356
Shonle. 1. 1., 542, 733
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amorlizacion de, 388-391. 393-394
automotriz, 391, 394
para una casa, 392
periodos de, 391
riesgosos. 356
Primal, 356-357
Primer octante. 741
Primera derivada. 521
para extremos relativos, 566
Principio
bisico de conteo, 284-285, 358
fundamental de las fracciones, 9, 29
Problema
artificial. 339
con condicién inicial, 617-619. 683
dual de programacion lineal,
354-361
Produccion, 162, 238, 331
asignacion de, 78, 84, 261-262, 784
maximizacion de la, 315,737
proceso de, 289
Productividad marginal. 753
Producto(s), 122
codigos de. 290
competitivos, 754-755, 757. 799, 801
utilidad a partir de, 777
complementarios, 754-753, 757, 799.
8201
de matrices, 241-242
defectuosos, 329-331, 335
como limite de suma especial,
647
de derivadas, 635-656
determinacion e interpretacion
de, 635
determinacion por medio de
tablas, 699
para la determinacion de dreas,
660
propiedades de. 652-654, 676
relacion entre antiderivadas,
651
versus integrales indefinidas. 651
determinacion de, 7
diferenciacion del. de potencias,
488
diseno de. 69
especiales, 20-21
interno bruto (PIB), 570, 790
nacional bruto (PNB). 214
Programacion
de la demanda, 94, 114,428
de oferta. 92. 113
de produccion, 261-262. 316
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de) costo total, 738
lingal, 301-366
antecedentes de. 301
enfoque geométrico para, 307
problemas estdndar de, 319
v la resolucion de problemas,
310-311
Propension marginal
al ahorro, 479-480, 482, 510, 637
al consumo, 479-480. 482, 497-498,
510,517
determinacion de funciones de
consumao a partir de, 634-635
Propiedad(es)
asociativa
de la multiplicacion, 4-5
de la multiplicacién de matrices.
243
de la suma. 4-5
conmuiativa
de la multiplicacion, 3
de la suma, 3
de la exponencial, 210
distributivas, 4
y el producto de matrices,
243-244
Iransiliva de la igualdad. 3
Prueba
de la primera derivada, 539, 574
para extremos relativos, 537
de la recta vertical, 111-112.123
de {a segunda derivada, 554-356,
574-575,824
para extremos relativos, 567,
771972
para funciones de dos variables,
771
para maximos o minimos relati-
vos, 771
Psicologia, 94, 114, 143, 150, 178
Publicidad
costos de, 361-362
ingresos por, 77-78
y utilidades, 750, 777
Punto(s), 104
critico, 535, 769-771, 773, 800
determinacidn de, 770-771
determinacién de. para funciones
sujetas a restricciones,

T78-780

de elasticidad de la demanda, 595,
603

de equilibrio, 167, 170-176, 178,672,
676

de inflexidn. 548, 566
factibles, 307

miximo relativo. 533
minimo relativo, 533

recta langente en un, 442
silla, 771-772

sobre la recta numérica, 70
vértices, 309-310, 318, 362

Q
Quimica, 62, 157-158, 162, 201

R

Racionalizacion

del denominador, 13,27-28

del numerador, 448
Radicales, 11

leyes de, 12

simplificacion de. 13-16
Radicando, 11

Raiz, 36-38
aproximacidn por medio del méto-
do de Newton, 599-601, 604
cuadrada, 11
principal, 11, 108
ctibica, 11
n-¢sima
de x, 11
principal. 11
Rango, 88.109-110,123
Razdn(es)
actual, 76, 78
(cucientes) financieras, 1
de operacidn, 84
de rotacién de inventarios, 1
de términos, 378
precio-ingresos (P/1),68
rdpida, 78
Reagan, Ronald, 531
Reciclaje, 193
Reeiprocos, 4
Rectingulos
circunscritos, 643
inscritos, 641-643
suma de dreas de, 641
Recta(s)
de coordenadas. 3
de los niimeros reales, 3
de presupuesto, 302
de regresion, 786-791
determinacion de la. lineal,
328-329
determinacion a partir de dos
puntos, 130
ccuaciones de, 129-133
horizontales, 132
ecuaciones de, 131-132
y pendientes, 128
paralelas, 133-134, 176
pendiente de una, 128-129
perpendiculares, 133-134, 176
puntos sobre la, numérica. 70
secante, 442, 493
pendiente de una, 444
langente, 442,493, 589
ecuaciones de la, 447, 457
pendiente de la, 442, 445, 462
transformacién de ecuaciones de.
132
verticales, 132
ecuaciones de, 131-132
y pendiente, 128,176
Reduccién
de emision de polvo, 351-352
de la fuerza laboral. 194
de la matriz aumentada de coefi-
cientes, 257
Reemplazamiento, 90
Rellexién, 121,123
Regidn
en el plano, 302-303
factible. 308-310, 314, 317
acotada, 309
no acotada. 309, 311-313
no vacia, 309, 362
para el problema de drogas y
radiacion, 365
vacia, 309,311, 346-347
Regla
de Cramer, 286-291,295
de la asintota vertical para funcio-
nes racionales, 557-558

de la cadena, 483-485, 501, 764-767,

794

de la potencia. 485-487
para integracion, 622-625, 676
de Simpson, 705, 707-710, 731
del cociente, 475-478
del factor constante, 453
del producto, 472-475
del trapecio, 705-707. 709, 730-731
v demografia, 708
Regresion lineal, 800
Relacion(es)
de insumo-producto, 738
de la prucba del dcido. 78
presa-depredador, 43,212-213
precio-cantidad, 128-129
Rendimiento, 370
curva de, 396
sobre bonos del tesoro, 395-396
Renglon{es)
distintos de cero, 265
objetivo, 321
pivote, 323
Repaso de dlgebra, 1-34
Reporte econdmico del presidente,
570
Requerimientos de insulina, como un
proceso lineal. 298-299
Residuo(s). 22
negativo, 34
positivos, 34
Resolucion
de desigualdades con valor absoluto,
80-82
de ecuaciones
con literales, 40
con valor absoluto, 79-80
de problemas de aplicacién de
maximas y minimos, 575-576
Restricciones, 307-308, 311, 362, 800
de igualdad. 343-346
multiples, 783-784
multiplicadores de Lagrange para
funciones sujetas a, 778
Retencion de memoria, a corto plazo,
510
Rubenstein, A. H., 517

S
Satisfaccion de la ecuacion, 36
Segundas derivadas, 521, 526
Seguro, 373,387
Semiplano, 302
cerrado, 302
Separacion de variables, 711-712
Serie(s)
de tiempo, 789
geomélricals), 379
infinitas, 397
suma de una, 379-380, 393
Servicio de ingreso interno, 125
Signo
de integral, 611
del radical, 11
Simbolofs)
de derivada(s), 446
de orden superior, 521
parcial, 765
de desigualdad, 70-71, 83
de infinito, 428,435
de integrales dobles, 795
de intervalos, 73
de variables de integracion. 644
del signo
de integral. 611
radical, 11
diferente de, 2

dual. 696
eliminacién de simbolos de agrupa-
cién., 19-20
Simetria, 115-119
con el eje
x 115123
¥, 115,123
con respecto al origen, 116, 123
graficacion con intercepciones y.
116-119
pruebas para la, 116, 123
Simplificacion de fracciones, 26-27
Sing. F. P, 565
Sistema de coordenadas
cartesianas, 104
rectangulares, 104, 123
de tres dimensiones, 739-740
Sistemas de desigualdades, 304-3G6
lineales, 362
resolucion de. 305-306
Sistemas de ecuaciones
de equilibrio, 166-170
lineales, 152-161, 176,295
con dos variables, 152-158
con tres variables, 158-161
con un nimero infinito de solu-
ciones, 156
familia de soluciones con dos
pardmetros, 263-264
homogéneas, 264
no homogéneas, 264
resolucidn por medio de reduc-
cién, 258-259
puntos de equilibrio, 170-173
Sistemas no lineales, 163-165
resolucidn de. 163-165
Sitio en la Web
de la Oficina de Censos de Estados
Unidos, 760
del Instituto Nacional de Salud,
366
Solucidn(es)
acuosas, 209
basica factible. 321
de sistemas de ecuaciones, 152
extraftas, 45, 56
factibles, 307
general de una ecuacion diferen-
cial, 711,731
no acotadas, 333-334
optimas, 307
miltiples. 317-318, 334-337
particular de wna ecuacion diferen-
cial, 711
trivial, 265
Sonido
intensidad del, 209
velocidad del. 135
Stigler, 730
Sucesidon de etapas, 327
Sucesiones, 378
geométricas, 378-379
con primer término a y razén
comtin r, 378
con razén comtin 2, 378
Sumaf(s). 99,122, 637-640
de dreas de rectangulos, 641
de expresiones algebraicas, 18
de fracciones, 28-29
de matrices, 231-233
de nimeros reales, 3
de series geométricas, 379-380, 393
eliminacién por medio de, 153-155,
176



infinita, 397
integral indefinida como, 614
notacion sigma de, 637-638, 676
propiedad
asociativa, 4-5
conmutativa, 3
Superavit del producior, 672,676,
678-679,710
bandas horizontales, para la deter-
minacion del, 673
Superficie, bosquejo de una, 741-743
Sustitucién
eliminacion por, 155,176
para la resolucién de sistemas no
lineales, 163-164
tecnoldgica, 517
Sustitutos, 754,799
Sustraccién, 4
de expresiones algebraicas, 19
de fracciones, 28-30
de matrices, 235-236, 295
Swales, J. K.. 750
Swanson, P. E.. 750

T
Tabla(s)
integracian por medio de, 696-701
simplex inicial. 321,324, 326,
329-330, 340
Tamafio econdomico de lote, 578, 585
Tasa, 369
anual
de interés, 368
de porcentaje, 187, 368
de cambio. 495
aplicaciones de la, a la cconomia,
464-466
de la matricula, 464
de la temperatura con respecto al
tiempo. 507
de una derivada parcial, 751
del costo, 465, 764-765
del precio con respecto a la can-
tidad, 463
del volumen, 463-464
derivadas como, 459-467
determinacidn de la, 463
instantdnea, 461. 493
porcentual, 467, 493
relativa, 466-467, 493

tasa promedio de s con respecto
at, 460
vy derivadas de orden superior,
522
de descuento, 377
de pérdida de calor, 752
efectiva, 370-372.393
bajo interés continuo, 420
instantdnea de cambio, 461,493
nominal, 187, 368-370, 388, 393
peritdica, 187,393
relativa de cambio, 467, 493
Temperatura, 54
andlisis de datos para el modelado
del enfriamiento, 803-804
conversion de, 178
y frecuencia cardiaca, 177
Teorema
de Euler para funciones homogé-
neas, 794
de valores extremos, 543-544, 566
fundamenial del cileulo, 649-656,
660. 676
aplicacion del, 652
uso del, 654
Terapias con droga y radiacién.
365-366
Términos. 378
de una anualidad, 380
Tesoro de Estados Unidos, 395
The Consumer’s Handbook, 66
Tiempo
de calculo, 75
de reverberacion, 482
cntre respuestas, 569
Tolerancia de fabricacidn, 83
Trabajo, en joules, 202
Transformaciones, de funciones expo-
nenciales, 185
Transposicidn, 39
‘Transpuesta
de una matriz, 227
del producto de matrices, 245-246
Traslacién. 120
harizontal, 120
Trayectorias, 359
Trazado de curyas, 531-572
asintotas, 556-564
concavidad, 546-551
curva de Phillips, 570-572

extremos absolutos en intervalos
cerrados, 543-545
prueba de la segunda derivada,
554-356
Trazas, 742
Triangulacién, 283-285
Trinomios, 18
factorizacion de, 24

u
Unidad(es)
curativas, 365-366
de toxicidad, 365-366
Unién de conjuntos, 81
Utilidad(es), 63, 103,176
anuales, 162
de productos competitivos, 777
maximizacion de la, 380-582,
773-775
punto de equilibrio, pérdida,
172-173

v
Valor(es)
absoluto, 79-82. 84
criticos, 535-536. 539, 566, 544
de funciones, 89, 109-110
con calculadoras grificas, 93
determinacién de, 91
determinacion del cambio por
medio de integracion definida,
656
cjes, 108
utilizados en la estimacion, 590
de los negocios, 94
de una anualidad vencida, 384
del tesoro, 395-396
en la frontera, 617
futuro de una anualidad, 383
maximo(s)
absoluto, 566
relativos, 533-534
minimo(s)
absoluto, 566
relativos, 534
presente. 373-376, 393, 420, 435
bajo interés continuo, 420, 435
de bonos del tesoro, 395
de un flujo de ingreso continuo,
700
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de una anualidad. 380
de una anualidad contimua. 700,
702,730,733
de una anualidad vencida, 382
ccuaciones de. 374-376
neto, 376
promedio de una funcién, 702-704
Variable(s), 36, 362
artificial, 338-347
bdsica, 321-332
de estructura, 320, 325. Véase tam-
bién calculo, de varias variables
de holgura, 320
de integracion, 611. 644, 668
dependiente. 88
funciones de varias, 738-743
mdependientes, 38
intermedia. 764
no basica, 321-332
que entra, 322
que sale, 323
Vector(es)
de demanda. 233
para economiu, 233
renglén, 225
Velocidad. 499
determinacion de fa, 461-462
instantinca, 460-461
promedio, 460-461
Ventas, 67, 98
analisis de, 230
asignaciom de, 78
impuesto por, 84, 178
ingreso por. 68
Vértice, de una parabola, 144-145
Viaje, tiempo de, 47
Vida media, 731
de drogas. 220-221
de elementos radiactivos, 191, 216,
218
determinacion de la, 200-201, 715
Virus de compmadora, 181
Volumen, tasa de cambio del. 463-464
VPN. Véase valor, presente. neto
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Relaciones de negocios

[nterés = (capital)(tasa)(tiempo)
Costo total = costo variable + costo fijo

costo total

Costo promedio por unidad =

cantidad

[ngreso total = (precio por unidad)
|

(nimero de unidades vendidas)

Utilidad = ingreso total — costo total

Formulas de anualidades ordinarias

Ru (valor presente)

— ¥ ( valor futuro)
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Relaciones de negocios

Interés = (capital)(tasa)(tiempo)
Costo total = costo variable + costo fijo
costo total

Costo promedio por unidad = ——;
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[ngreso total = (precio por unidad)

(nimero de unidades vendidas)

Utilidad = ingreso total — costo total

Formulas de anualidades ordinarias
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