Guia Alternativa N°3: Cinematica

Problema 1

Se tiene el siguiente campo de velocidades:

__¢ o o Y
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Uy
a) Encuentre las lincas de corriente, las trayectorias y las lineas de humo.

b) Encuentre una expresion para el campo Lagrangiano de velocidades (tome
como referencia el tiempo t = 0).

Si at =0 se tiene una mancha contaminante de la forma:

12+y2

Clx,y,2) = Coe” o2

v se sabe que el contaminante es un isétopo radiactivo que decae segin la ley:
_ ot —t/A
= Cﬂe /?

¢) ;Cual sera la concentracién de contaminante que mediria un sensor ubi-
-ado en el punto (7,0,0) a tiempo t = 07

d) Encuentre la tasa de cambio de la concentracién que mediria el mismo
sensor, en el mismo punto, en el mismo intante ¢ = 0.

Respuesta:

a) Como se trata de un campo estacionario, las lineas de corriente, las tra-
yectorias v las lineas de humo seran coincidentes. La velocidad en todo
punto es paralela al vector posicion (proyectado sobre el plano x —y), de
manera que toda particula del fluido se mueve siempre alejandose del eje
z, describiendo rectas radiales.

Para obtener una expresion formal de la ecuacion de estas lineas se puede
partir de la ecuacion de las lineas de corriente:



dx x dy m dz
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eliminando el parametro s e integrando desde un punto en particular
(0, Yo, 20) se tiene:
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b) Sabemos que el campo Lagrangiano de velocidades (V') evaluado en (x, t)
debe ser igual al campo Euleriano (v) evaluado en (®(z,t),t), donde

. U

O(x,t) es la posicién, a tiempo ¢, de la particula que en cierto tiempo

de referencia estaba en la posicion x. Ademés, el campo Lagrangiano de
velocidades se puede obtener de la funcion ®(z,t), tomando su derivada
parcial respecto del tiempo:

_O0P(x,1)
ot
para nuestro caso particular, todas las lineas son radiales y equivalen-

tes, en el sentido en que la velocidad cambia sélo con el radio, podemos
simplificar el cdlculo restringiéndonos al eje a:

ov(x,t) 1
T = V(l\ lL) = b(@(l} lL)ﬂlL) -3

de donde, considerando que al tiempo de referencia t = 0, la particula se
encuentra en ®g = ¢(x,0) = -

Viz,t) =v(P(x.t),1)



@ ¢
/ wdw = / dt = & — &2 = 2t
Jo

J Dy

O(x,t) = VaZ + 2t

derivando: |

Va4 2t

Si quisiéramos generalizar este resultado -obtenido para una particula en
el eje x- a todo el espacio, “2” debe ser interpretado como el radio, y “V”
como la velocidad radial:
¥ ‘
Vo= T— = Yy =— 2y2 2  Va=0
Va2 Ve + 2 +2t0 7 VPV P42t

Vix,t) =

Sustituendo en la expresion de C'(x,y,2), at =0:

et

C(0,0,0) = Cpe /7 -

La ley de decaimiento radiactivo es valida para cada punto material, de
manera que derivando la expresion €' = C;e */* se obtiene la derivada
material de la concentracion del contaminante. La tasa de variacion medi-
da por el sensor fijo al espacio representa la derivada parcial con respecto
al tiempo del campo Euleriano de concentraciones. Usando la expresion
de la derivada material:

DC aC
o U VOt

sc conocen la derivada material, el campo de velocidades, v el gradiente

del campo euleriano en el instante ¢ = 0. Despejando 9

oCc  DC —Ci 100
_ o

o pr UVOs o Oz

donde C; es la concentracion inicial de contaminante en el punto en cues-
tion (C; = Cy/e):

oC' —00 _0 _x +u2 2x _CO 1 _1 2 CU 2 1
ot e)\ + 0" o2 e + o " g e (02 )\)




Problema 2

Si la intensidad de iluminacién de una particula fluida en (x,y, z) al tiempo t
esta dada por:

6—31‘,

x? + Y4 22
y el campo de velocidades del fluido esta dado por:

I=A

v, = By + 22) v, = By + 32) v, = B(2x 4+ 3y + 22)

donde A v B son constantes conocidas, determine la velocidad de variacion de
la iluminacién experimentada al tiempo ¢ por la particula fluida que esta en
el punto (1,2,-2) al tiempo t.

Respuesta: Lo que se pide es exactamente el concepto de Derivada material, en
cste caso de la iluminacion recibida por una particula fluida. Dados el campo
Euleriano de iluminacion y el campo de velocidades con que se mueve el fluido,
la expresion de la derivada material es:

DI oI
— = v V) I
oo POV
Siendo las derivadas parciales:
ol 3t ol 3t
— = —3A E); - — = 20 A— 6‘ 5
ot 2+ 7+ 22 0x (22 + y? + 22)
oI 3t ol 3t
— = —2yA ‘ o — = —2zA— ‘ 5
Uy (22 4+ y? 4 2?) 0% (7% +y? + 22)

La expresion final resulta:

DI o3t [ 2B

— _|_ ‘
74y + 22

= A;r? T (yx +4zr +y* + 62y + 222)]

Evaluando en el punto (1,2, —2) resulta:

g _ 446_32%
Dt 9

(4B — 3)



Problema 3

Sean las componentes del campo de velocidades de un fluido:
x 2y 3%
Uy = —— v, = —— =

1 Yo+t 1+t

Calcule las trayectorias.

Respuesta: Si ®(x,t) es la trayectoria seguida por una particula fluida que en
un cierto tiempo de referencia estaba en x, el campo de velocidades Euleriano
dato se puede expresar como:

_0P(x,1)

— (i)
ot

v(P(x,t),t) = Vix,t)

donde V (x,t) es el campo Lagrangiano de velocidades. Escribiendo en compo-

nentes: . N N
S . : > )] %

((I)ZI?1 (I)'l/v (I):/) — ( x 1 Y 1 z )
: L+t 1+ 1+1

Dado que la ecuacion diferencial: 24 = 14 tiene como solucion a: u = uo(1+t)",
entonces:
du

= L tiene como solucion a: v = uo(1+1)7,

Dado que la ecuacion diferencial: ¢ = 15

CNtonces:

(I);IT — /4(1 + lL)
¢, = B(1+ t>2
b, = C+10)°

Aplicando la condicién inicial: ®(x,0) = =z resulta la expresién final para
las trayectorias, donde t es el pardmetro y (x,y, z) la posicién inicial de la
particula:

¢, = x(l+1)

o, y(1+1)°

P, = z(1+1t)



Problema 4

En las proximidades de un punto de remanso (o punto de estancamiento)
bidimensional, la velocidad esta dada por:

u="U % V= —Ug% w=20

a) Calcular el vector accleracion y verificar que es puramente radial.

b) Hallar las lincas de corriente, las trayectorias y las lineas de humo, dibu-
jarlas esquematicamente.

¢) En particular dibuje la trayectoria de la particula que a t = 0 estaba en
el punto (0,27,0), la linea de corriente que, a tiempo L /Uy, pasa por el
punto (2L, L,0) y la linca de humo del punto (2L,0,0), en en instante
t = L/U,.

Respuesta:

a) Para calcular la aceleracion a partir del campo euleriano de velocidades,
se calcula la derivada material de la velocidad:

Di oF
— @) T

Dt ot
o ou zd”+za“‘+ ()U—OJI—lU 040
a, = dlL ld J 0 d~ 1 7
v v v ov Uy
ay = af+llax+l}d—+ d~_0+0+b( L)+O
A dw o ow N U()w N _wa-u.! .
ot o oy 0
U2 U2
Ay = LgI a, = P —, a. =10

. ., i1 Uz .
Siendo la aceleracion un multiplo (L—g) del vector posicion.

b) Como se trata de un campo estacionario, las lincas de corriente, las tra-
yectorias, y las lineas de humo seran coincidentes. Calculemos las lineas
de corriente:
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¢) La trayectoria de la particula que a ¢ = 0 estaba en el punto (0,2L,0) es
la semirrecta: (r = 0,y > 0). La linca de corriente que, a tiempo L /Uy,

& 2 ’
pasa por el punto (2L, L,0) es la curva: (y = 2&=). Y la linea de humo del

punto (2,0,0), en en instante t = L /Uy es la semirrecta (z > 0,y = 0)

Entonces las lineas de corriente tienen la for-
ma: y = % como se indica en la figura.
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FIGURA 9-7

Combustible y aire son comprimidos
por un émbolo en un cilindro dentro
de un motor de combustion interna.

mente la misma ecuacion que la 9-5.

Problema 5

EJEMPLO 9-1 Compresion de una mezcla aire-combustible

En un cilindro de un motor de combustién interna, un émbolo comprime una
mezcla de aire y combustible (Fig. 9-7). El origen de la coordenada y esta en lo
alto del cilindro, y y apunta directo hacia abajo, como se muestra. Se supone que
el émbolo se mueve con rapidez constante V,. La distancia L entre lo alto del ci-
lindro vy el émbolo disminuye con el tiempo de acuerdo con la aproximacién li-
neal L = Lipg, — Vpt, donde Ly,,g, ©s la posicion del émbolo cuando esta en el
fondo de su ciclo en el tiempo t = O, como se ilustra en la figura 9-7. En f = 0,
la densidad de la mezcla aire-combustible en el cilindro es igual a p(0) en todas
partes. Estime la densidad de la mezcla aire-combustible como funcion del tiem-
po y los parametros dados durante la carrera de émbolo desde abajo hasta arriba.

SOLUCION Se debe estimar la densidad de la mezcla aire-combustible como
funcién del tiempo y los parametros dados en el enunciado del problema.
Hipdtesis 1 La densidad varia con el tiempo, pero no en el espacio; en otras pa-
labras, la densidad es uniforme en todos los puntos del cilindro en cualquier mo-
mento de tiempo dado, pero cambia con el tiempo: p = p(f). 2 La componente
de velocidad v varia con y y t, pero no con x o z; en otras palabras, v = v(y, t)
solo. 3 v = w = 0. 4 Durante la compresion no escapa masa del cilindro.
Andlisis Primero se necesita establecer una expresién para la componente de
velocidad v como funcién de yy f. Claramente, v = 0 en y = O (la parte superior
del cilindro) y v ==V, en y = L. Por simplicidad, se supone que v varia lineal-
mente entre estas dos condiciones de frontera:

Componente de velocidad vertical: v=—Vp— )]

L



donde L es funcién del tiempo, como esta dado. La ecuacion de continuidad en
coordenadas cartesianas en su forma para el flujo compresible (Ec. 9-8) es apro-
piada para la solucion de este problema:

d u) o w d d
?f*/’?fa’l” ;‘17})*/9(;):0 > w20
e —] . -._._‘,-._.v(‘ .
Opuesu =0 Opuesw =0

Sin embargo, debido a la hipétesis 1, la densidad no es una funcién de y y por lo
tanto puede salir de la derivada con respecto a y como un factor independiente
de y. Cuando se sustituye la ecuacién 1 para v y la expresion dada para L, se di-
ferencia y se simplifica, se obtiene:

dp v il (_ }') Vo Vb

= 5= — =p—=p—— 2
p p =P 2] O]

at ay ay L Pl — Vi

Debido a la hipotesis 1 se sustituye dpfdt con dp/dt en la ecuacion 2. Después
de separar variables se obtiene una expresion que puede integrarse analiticamen-
te:

Food ! v, L,
J —p=J —F 4 5 hLem e
o=p) P o Lionao — Vil p(0) Lionao — Vol
Para finalizar, entonces, se tiene la expresion deseada para p como funcion del
tiempo:

Lfondo
Lfondo - VP!
Cuando se conserva la convencion de resultados sin dimensiones, la ecuacion 4
se puede reescribir como:

P N s)
p(0) 1= Vil A

donde p* = p/p(0) y * = Vpt/L;,q.- La ecuacion 5 se grafica en la figura 9-8.
Discusin En t* = 1, el émbolo toca la parte superior del cilindro y p tiende a
infinite. En un motor de combustion interna real, el émbolo se detiene antes de
alcanzar lo alto del cilindro, con lo que forma lo que se llama volumen minimo
(correspondiente al punto muerto superior de la posicién del émbolo), que usual-
mente constituye de 4 a 12 por ciento del volumen de cilindro maximo. La supo-
sicion de densidad uniforme dentro del cilindro es la suposicion mas débil en es-
te analisis simplificado. En realidad, p puede ser una funcion tanto del espacio
como del tiempo.

p = p(0) @

p*3
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FIGURA 9-8

Densidad adimensional como funcién
del tiempo adimensional para el
Ejemplo 9-1.



: EJEMPLO 9-2

Problema 6

Disefio de un ducto convergente
para un flujo compresible

= Para un tinel de viento de alta velocidad se disefia un ducto convergente bidi-
" mensional. Su pared inferior es plana y horizontal, y la pared superior es curva
[ ] . . . . .

| de manera que la velocidad del viento axial v aumenta mas o menos linealmente

408
ANALISIS DIFERENCIAL DE FLUJO
o x=20m
S
20mj ey =
b — e
A —— —— —_—
x o
(n (2)
FIGURA 9-12

Ducto convergente, disefiado para un
tinel de viento de alta velocidad (no a

escala).

de u; = 100 m/s en la seccion (1) a u, = 300 m/s en la seccion (2) (Fig. 9-12).
Mientras tanto, la densidad del aire p disminuye mas o menos linealmente de p,
= 1.2 kg/m? en la seccion (1) a p, = 0.85 kg/m? en la seccion (2). El ducto
convergente mide 2.0 m de largo y 2.0 m de alto en la seccién (1). a) Prediga la
componente y de velocidad, ¢(x, y), en el ducto. b) Grafique la forma aproximada
del ducto, al despreciar la friccion sobre las paredes. ¢) jQué tan alto debe ser el
ducto en la seccion (2), la salida del ducto?

SOLUCION Se tienen que predecir la componente de velocidad v, graficar de
manera aproximada el ducto y predecir su altura en la salida del ducto para una
componente de velocidad v y una densidad p dados.

Hipdtesis 1 El flujo es estacionario y bidimensional en el plano xy. 2 Se despre-
cia la friccion sobre las paredes. 3 La velocidad axial v aumenta linealmente con
x y la densidad p disminuye linealmente con x.

Propiedades El fluido es aire a temperatura ambiente (25°C). La velocidad del
sonido es aproximadamente 346 m/s, de modo que el flujo es subsonico, pero
compresible.

Andlisis a) Se escriben expresiones para u y p que las fuerce a ser lineales en x,

uy —u, (300 — 100) m/s

u=u,+C,x donde i, = =100s~"' (1
! “ “ Ax 2.0m i
y
p2—p1 (0.85 — 1.2) ke/m®
— = = 2
p=p1+ Cpx donde T Ax 2om (2)
= —0.175 kg/m*
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FIGURA 9-13
Lineas de corriente para el ducto
convergente del ejemplo 9-2.

La ecuacion de continuidad en caso estacionario (Ec. 9-14) para este flujo com-
presible bidimensional se simplifica a:

dpu)  dpv) ) o dew) __ dlew)
ax Jy Jy ox

(3)
az
0(2-D)

Cuando se sustituyen las ecuaciones 1 y 2 en la ecuacién 3, y se nota que C, y
C, son constantes:

dpr) _3[(P1 + Cox)(u, + Cux)l
dy B dx

= —(p1Cy + u,C,) — 2C,C,x

La integracién con respecto de y produce:
pr= —(piCy + u,Cp)y — 2C,Coxy + f(x) 4)

Note que, puesto que la integracion es una integracion parcial con respecto a
una variable, se ha agregado una funcién arbitraria de x en vez de simplemente
una constante de integracion. A continuacién se aplican condiciones de frontera.
Se afirma que, dado que la pared inferior es plana y horizontal, v debe ser igual
a cero en ¥ = 0 para cualquier x. Esto solo es posible si f(x) = 0. Cuando se re-
suelve la ecuacion 4 para v se obtiene:

—(p\C, +u,Cply — 2C,Cxy —(pC, +u Cply —2C,Cpxy
v = N e (5)
P Py + Cp't

b) Cuando se usan las ecuaciones 1 y 5 y las técnicas descritas en el capitulo 4,
se grafican varias lineas de corriente entre x = 0 y x = 2.0 m en la figura 9-13.
La linea de corriente que comienza en x = 0 y = 2.0 m aproxima la pared supe-
rior del ducto.

c) En la seccion (2), la linea de corriente superior cruza y = 0.941 m en x =
2.0 m. Por lo tanto, la altura predicha del ducto en la seccién (2) es 0.941 m.
Discusién Se puede verificar que la combinacion de las ecuaciones 1, 2 y b sa-
tisface la ecuacion de continuidad. Sin embargo, esto no garantiza que la densi-
dad y las componentes de velocidad en realidad seguiran estas ecuaciones si el
ducto se construyera como esta disefiado aqui. El flujo real depende de la caida
de presion entre las secciones (1) y (2); la aceleracion del flujo deseada puede
producirse por la caida de presion sin considerar otras causas. La temperatura
también puede cambiar considerablemente en este tipo de flujo compresible, en
donde el aire acelera hacia velocidades sdnicas.
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FIGURA 9-15

Lineas de corriente y perfiles de
velocidad para @) un flujo de
torbellino lineal y b) un torbellino
lineal en espiral/sumidero.

Problema 7

EJEMPLO 9-5 Torbellino incompresible bidimensional

Considere un flujo incompresible bidimensional en coordenadas cilindricas; la
componente de velocidad tangencial es v, = K/r, donde K es una constante. Es-
to representa una clase de flujos [lamados torbellinos. Genere una expresion para
la otra componente de velocidad, v,.

SOLUCION Para una componente de velocidad tangencial dada, genere una ex-
presion para la componente de velocidad radial.

Hipdtesis 1 El flujo es bidimensional en el plano xy- (r#-) (la velocidad no es
funcion de z, y u, = 0 en todas partes). 2 El flujo es incompresible.

Andlisis La ecuacion de continuidad de flujo incompresible (Ec. 9-18) para este
caso bidimensional se simplifica a:

) 1dug 9 )@
roar r af iz ar e
——
0(2D)

La expresion dada para u, no depende de 8 y por lo tanto la ecuacion 1 se redu-
ce a:

dou) _

ar -, =f@.n 2)

donde se introdujo una funcién arbitraria de @ y t en vez de una constante de in-
tegracion, puesto que se realizd una integracion parcial con respecto a r. Cuando
se resuelve para u,,

ot
. :f(r ) (3)

Por tanto, cualguier componente de velocidad radial de la forma dada por la
ecuacicn 3 produce un campo de velocidad incompresible bidimensional que sa-
tisface la ecuacion de continuidad.

Se presentan casos especificos. El caso mas simple es cuando f(g, t) = 0 (u,
= 0, u, = KIr). Esto preduce el torbellino lineal tratado en el capitule 4, como
se bosqueja en la figura 9-15a. Otro caso simple es cuando f(8, f) = C, donde C
es una constante. Esto produce una velocidad radial cuya magnitud se desliza
como 1/r. Para C negativa, imagine un torbellino lineal en espiral/sumidero, en el
que los elementos de fluido no solo dan vuelta alrededor del origen, sino que son
absorbidos en el origen (en realidad se absorben a lo largo de una linea que con-
cide con el eje z). Esto se ilustra en la figura 9-155b.



Problema 8

||
= EJEMPLO 9-8 Calculo del campo de velocidad a partir

de la funcién de corriente

Un campo de flujo bidimensional incompresible estacionario en el plano xy tiene
una funcién de corriente dada por &+ = ax® + by + cx, donde a, by ¢ son cons-
tantes: a = 0.50 (m - s)~!, b =—2.0 m/s, y ¢ =—1.5 m/s. a) Obtenga expresio-
nes para las componentes de velocidad vy v. b) Verifique que el campo de flujo
satisface la ecuacion de continuidad para el flujo incompresible. ¢) Grafique va-
rias lineas de corriente del flujo en el cuadrante superior derecho.

SOLUCION Para una funcién de corriente dada: calcule las componentes de ve-
locidad, verifique la incompresibilidad y grafigue lineas de corriente del flujo.
Hipotesis 1 El flujo es estacionario. 2 El flujo es incompresible (se tiene que ve-
rificar esta suposicion). 3 El flujo es bidimensional en el plano xy, lo que implica
que w= 0y ni univdependen de z

Andlisis a) Use la ecuacion 9-20 para obtener expresiones para v y v al diferen-
ciar la funcién de corriente:

u

_w

_a}'

__%_ 2
b y Ve Jax* — ¢

b) Dado que v no es funcion de x, y que ¢ no es funcion de y, se ve inmediata-
mente que se satisface la ecuacién de continuidad bidimensional para el flujo in-
compresible (Ec. 9-19). De hecho, dado que ¢ es suave en x y y, la ecuacion de

Escala para vecto
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FIGURA 9-19

Lineas de corriente para el campo de
velocidad del Ejemplo 9-8; el valor de
iy constante se indica para cada linea
de corriente y los vectores de
velocidad se muestran en cuatro
posiciones.

continuidad bidimensional para el flujo incompresible en el plano xy se satisface
automaticamente por la definicion misma de . Se llega a la conclusion de que
el flujo es de hecho incompresible.

c) Para graficar lineas de corriente, se resuelve la ecuacion dada o para y como
funcién de x y i, o para x como funcién de y y . En este caso, la primera op-
cion es mas sencilla, y se tiene:

o — ax® — cx

Ecuacion para una linea de corriente: v = b

Esta ecuacion se grafica en la figura 9-19 para diversos valores de i y para los
valores proporcionados de a, by c. El flujo es casi recto hacia abajo a grandes
valores de x, pero se curva hacia arriba para x < 1 m.

Discusion Puede verificarse que v = 0 en x = 1 m. De hecho, v es negativo pa-
ra x > 1 my positivo para x < 1 m. La direccion del flujo también puede deter-
minarse cuando se selecciona un punto arbitrario en el flujo, por decir (x = 3 m,
¥ = 4 m), y se calcula ahi la velocidad. Se obtiene u = —2.0m/syv = —12.0
m/s en este punto que muestra que el fluido fluye hacia abajo a la izquierda en
esta region del campo de flujo. Para mejor claridad, en este punto de la figura
9-19 también se grafica el vector de velocidad; que es paralelo a la linea de co-
rriente cerca de este punto. También se grafican los vectores de velocidad en
otros tres puntos.

FIFAARTL A A S Pillanla da faomaidoe da o ocecicmiec oece ssmm = .-



Problema 9

EJEMPLO 9-9 Calculo de funcidn de corriente para un campo
de velocidad conocido

Considere un campo de velocidad bidimensional de flujo estacionario de fluido
incompresible con u = ax + by v = —ay + cx, donde a, b y ¢ son constantes:
a=050s"! b=15mlsyc = 0.35s"l Genere una expresién para la fun-
cion de corriente y grafique algunas lineas de corriente del flujo en el cuadrante
superior derecho.

SOLUCION Para un campo de velocidad dado se tiene que generar una expre-
sion para  y graficar varias lineas de corriente para los valores dados de las
constantes a, by c.

Hipotesis 1 El flujo es estacionario. 2 El flujo es incompresible. 3 El flujo es bi-
dimensional en el plano xy, lo que implica que w = 0O y ni v ni v dependen de z.
Andlisis Se comienza por elegir una de las dos ecuaciones 9-20 que definen la
funcion de corriente (no importa cual de las dos se elija: la solucion sera idénti-
ca).

d
—¢I=u=ax+b
ay

A continuacién se integra respecto a y, y se nota que ésta es una integracion par-
cial con respecto a una variable y, de modo que se agrega una funcién arbitraria
de la otra variable, x, en vez de una constante de integracion:

U= axy+ by + g(x) M

Ahora se toma la otra de las dos ecuaciones 9-20, se deriva la ecuacion 1 y se
reordena del modo siguiente:

dr
_— e — = { J— ! 2
v o ay — g'(x) (2)

donde g’'(x) denota dg'dx pues g es una funcion de sélo una variable, x. Ahora se
tienen dos expresiones para la componente de velocidad v, la ecuacion dada en



el enunciado del problema y la ecuacién 2. Se igualan éstas y se integra respec-
to a x para encontrar g(x):

2
v=—gv+cx=—ay—g'(x) — g'xX)=—-cx — g(x)=—c%+c (3)

Note que aqui se agregd una constante de integracion arbitraria C, pues g es fun-
cién sélo de x. Para finalizar, cuando se sustituye la ecuacién 3 en la ecuacién 1
se produce la expresion final para ¢

2
Solucidn: ¥ =axy + by — c% +C @)

Para graficar las lineas de corriente, note que la ecuacién 4 representa una fa-
milia de curvas, una tnica curva para cada valor de la constante (¢ — C). Puesto
que C es arbitraria, es comin establecerla igual a cero, aunque se puede estable-
cer igual a cualquier valor deseado. Por simplicidad, se hace C = 0 y se resuelve
la ecuacion 4 para y como funcion de x, lo que produce:

W+ ex?2

Ecuacidn para lineas de corriente:
pa y ax + b

(5)

Para los valores dados de las constantes a, by ¢, en la figura 9-20 se grafica la
ecuacion 5 para diversos valores de i; estas curvas de ¢ constante son lineas de
corriente del flujo. A partir de la figura 9-20 se puede ver que éste es un flujo
que converge suavemente en el cuadrante superior derecho.

Discusion Siempre es conveniente comprobar las transformaciones algebraicas.
En este ejemplo, se debe sustituir la ecuacion 4 en la ecuacién 9-20 para verifi-
car que se obtienen las componentes de velocidad correcta.

Lh

Iy

w

y.m

—

—1 IIIIIIIIIIIIIIlIIIIlIIII

I
0 1 2 3 4 5

X, m

FIGURA 9-20

Lineas de corriente para el campo de
velocidad del ejemplo 9-9; para cada
linea de corriente se indica el valor de
la constante .



Problema 10

||
= EJEMPLO 9-11 Razdn de flujo volumétrico deducida

: a partir de lineas de corriente

M A través de una estrecha rendija en la pared inferior de un canal de agua se suc-
" ciona agua. El agua en el canal fluye de izquierda a derecha con velocidad uni-
[} - .

forme V = 1.0 m/s. La rendija es perpendicular al plano xy y corre a lo largo del
= €je z a través de todo el canal, que tiene ancho w = 2.0 m. Por lo tanto, el flujo
= es aproximadamente bidimensional en el plano xy. En la figura 9-25 se grafican

m y etiquetan varias lineas de corriente del flujo.
|

418

ANALISIS DIFERENCIAL DE FLUJO

FIGURA 9-25 15
Lineas de corriente para flujo libre a lo

largo de una pared con una estrecha yom
rendija de succién;: los valores de
linea de corriente se muestran en
unidades de m?/s; la linea de corriente
gruesa es la linea de corriente divisora.
La direccion del vector de velocidad
en el punto A se determina por medio
de la convencion del lado izquierdo. x,m

La linea de corriente gruesa de la figura 9-25 se llama linea de corriente diviso-
1a porque divide el flujo en dos partes. A saber, toda el agua por abajo de esta li-
nea de corriente divisora se succiona en la rendija, mientras que toda el agua so-
bre la linea de corriente divisora continla en su camino corriente abajo. ;Cual es
la razén de flujo volumétrico del agua que se succionara a través de la rendija?
Estime la magnitud de la velocidad en el punto A.



SOLUCION Para el conjunto de lineas de corriente dado, debe determinar la ra-
zon de flujo volumétrico a través de la rendija y estimar la velocidad del fluido en
un punto.
Hipdtesis 1 El flujo es estacionario. 2 El flujo es incompresible. 3 El flujo es bi-
dimensional en el plano xy. 4 La friccion a lo largo de la pared inferior es despre-
ciable.
Andlisis Por la ecuacion 9-25, la razon de flujo volumétrico por uni-dad de an-
cho entre la pared inferior (i, = 0) y la linea de corriente divisora (¥iisera =
1.0 m2/s) es:

v 2
S Yaivisora — Yparea = (1.0 — 0) m*/s = 1.0 m*/s

Todo este flujo debe pasar a través de la rendija. Puesto que el canal mide 2.0 m
de ancho, la razén de flujo volumétrica total a través de la rendija es:

V= %w = (1.0 m¥s)(2.0 m) = 2.0 m*/s

Para estimar la rapidez en el punto A, se mide la distancia d entre las dos lineas
de corriente que encierran al punto A. Se encuentra que la linea de corriente 1.8
esta aproximadamente a 0.21 m de distancia de la linea de corriente 1.6 en la
vecindad del punto A. La razon de flujo volumétrico por unidad de ancho (per-
pendicular al plano de la pagina) entre estas dos lineas de corriente es igual a
la diferencia en valor de la funcion de corriente. Por lo tanto, puede estimarse la
velocidad en el punto A4,
v 1V 1
Vy= ___:E(':bl.s_llbl.ﬁ):

"zﬁ_ﬁw

(1.8 — 1.6) m%s = 0.95 m/s
0.21 m

La estimacion concuerda muy bien con la velocidad conocida de flujo libre (1.0
m/s), lo que indica que el fluido en la cercania del punto A fluye a casi la misma
velocidad que el flujo libre, pero apunta ligeramente hacia abajo.

Discusidn Las lineas de corriente de la figura 9-25 se generaron por superposi-
cion de una corriente uniforme y un sumidero lineal, cuando se supone un flujo
irrotacional (potencial). Tal superposicion se comenta en el capitulo 10.
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EJEMPLO 9-13 Calculo del campo de presidn

en coordenadas cartesianas

Considere el campo de velocidad bidimensional incompresible del ejemplo 9-9, a
Calcule la presién como funcién de

saber, V
Xy V.

(u, u)—(ax+b): +(— ay+cx);

SOLUCION Para un campo de velocidad dado, tiene que calcular el campo de

presion.
Hipdtesis

tla en las direcciones x o y.
Analisis
de continuidad bidimensional incompresible:

du  dv  d
—+—+ =a—a=10
dx  dy Z
et N S
a —a 0{2-D)

Por lo tanto, la continuidad de hecho se satisface por el campo de velocidad da-
do. Si la continuidad no se satisface, tendria que detenerse el analisis: el campo
de velocidad dado no seria fisicamente posible y no podria calcularse un campo de
presion.

A continuacion, se considera la componente y de la ecuacion de Navier-Stokes:

oo« Bl ol F R

S S S
0 (estacionaio) (ax + bl (—ay + cx)(—a) 0(2-D) n 2-D)
La ecuacion de cantidad de movimiento y se reduce a

P
% = p(—acx — bc — azy + acx) = p(—bc — azy) 2)

La ecuacion de cantidad de movimiento y se satisface, siempre que se pueda ge-
nerar un campo de presion gue satisfaga la ecuacion 2. En forma similar, la
ecuacion de cantidad de movimiento x se reduce a:

P
(3—)[ = p(—a’x — ab) )

La ecuacion de cantidad de movimiento x también se satisface, siempre que se
pueda generar un campo de presion que satisfaga la ecuacion 3.

Con la finalidad de que exista una solucion para flujo estacionario, P no puede
ser funcién del tiempo. Mas aun, un campo de flujo incompresible fisicamente
estacionario en verdad requiere un campo de presién Plx, y) que es una funcion
suave de x y ¥ (no puede haber discontinuidades stbitas o en P o en una deriva-
da de y). Matematicamente, esto necesita que el orden de diferenciacion (al prin-
cipio con respecto a x y luego con respecto a y o al principio con respecto a y y
luego con respecto a x) no deba importar (Fig. 9-44). Se comprueba si esto es
posible cuando se realiza una diferenciacion cruzada de las ecuaciones 2 y 3,
respectivamente:

ZP 2
P _ 9 (oP) _ P _0 P _ 7
axay  ax \ay dvax dy dx

1 El flujo es estacionario. 2 El fluido es incompresible con propieda-
des constantes. 3 El flujo es bidimensional en el plano xy. 4 La gravedad no ac-

Primero verifique si el campo de velocidad dado satisface la ecuacion

(1)

C

Diferenciacién cruzada, plano xy

Pix, ¥) es una funcién suave de vy ¥
s6lo si no importa el orden

de diferenciacién:
ap _ &P
dvdy Ay dx




La ecuacion 4 muestra que P es una funcién suave de x y y. Por lo tanto, el cam-
po de velocidad dado satisface la ecuacion de Navier-Stokes de flujo bidimensio-
nal estacionario incompresible.

Si en este punto del analisis la diferenciacion cruzada de la presion produjera
dos relaciones incompatibles (en otras palabras: si la ecuacion de la figura 9-44
no se satisficiera), se llegaria a la conclusion que el campo de velocidad dado no
podria satisfacer la ecuacion de Navier-Stokes de flujo bidimensional estacionario
incompresible, y se abandonaria el intento por calcular un campo de presion es-
tacionario.

Para calcular P(x, y) se integra la ecuacion 2 (con respecto a y) para obtener
una expresion para Plx, ¥):

Campo de presidn a partir de la componente y de la cantidad de movimiento:

2“.2

Px.y) = p(—bc:v - Jz“ ) + 2(x) (5)

Note que se agregd una funcion arbitraria de la otra variable x en lugar de una
constante de integracion porque ésta es una integracidon con respecto a una va-
riable. Entonces se saca la derivada parcial de la ecuacién 5 respecto a x para
obtener:

Z—f = ¢'(x) = p(—a’x — ab) (6)

donde se iguald el resultado de la ecuacion 3 por uniformidad. Ahora se integra
la ecuacion 6 para obtener la funcion gi(x):

atx?

g(x) = p(— — abx) + C, (7)

donde C; es una constante de integracion arbitraria. Finalmente, la ecuacion 7
se sustituye en la ecuacién 5 para obtener la expresion final parar Plx, y). El re-
sultado es:

2.2 a! .2
P(x,y) = ,ﬂm(—E — T'} —abx — bcy) + (8)

Discusion Para la practica, y como comprobacion de las transformaciones alge-
braicas, debe diferenciar la ecuacion 8 respecto tanto de y como de x, y compa-
rar las ecuaciones 2 y 3. Ademas, intente obtener la ecuacion 8 cuando comien-
ce con la ecuacion 3 en vez de la ecuacion 2; debe obtener el mismo resultado.
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2

Dado el campo de velodidades: 77 = x yi —%; deferminar:

1.

Ecuacion de la linea de corriente, ent,, que pasa por el punto x,y;.

Ecuacion de la trayectoria de la particula que en t, esfd en x,,y,. y=2
Expresarla en la forma x(f), y(t). 2

3| Volumen
de control

Ecuacion de la trayectoria de la particula que en t, esfd en x,,y,.
Expresarla en lo forma y=f(x). Comentarios respecto
apartado 1.

Calcvlar la densidad del campo fluido en cualquier punto y
cualquier instante de fiempo, sabiendo que en el instante f, la
densidad en cualquier punto del campoes p,,.

v

Calcular el caudal que afraviesa las secciones 1, 2y 3 de la figura (modulo y sentido) y comprobar que se verifica el
Teorema de Arrastre de Reynolds para la propiedad masa para el volumen de control de la figura.
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Problema 13

La velocidad de una particula (la que en t = 0 seg ocupa la posicidon Xo, Vo) sigue la siguiente

expresion:

_ —2x v, — ],!2 _
V — 0. .[] i+ L] _ .
g (.1’0? - 1)3 (J”or_ I)A ’

1.- Determinar la ecuacion de la trayectoria de la

particula.

2.- Determinar el campo de velocidades. c
. - , . 4
3.- Determinar la ecuacion de la linea de corriente, en //
el instante t,, que pasa por el punto de coordenadas 3 /
XuY1 2
1 Aly=x)

4.- Las ecuaciones de la linea de corriente y la de la

. . . 0
trayectoria, que pasan por el mismo punto, ¢son 0 05 15 5

iguales o diferentes? Razonar la respuesta.

X 25

5.- Calcular el caudal que atraviesa la superficie de la figura en el instante t (suponer 1 metro de
profundidad perpendicular al papel). La superficie se divide en dos partes:

A: Recta de ecuacion y = x entre los puntos (0,0) y (1,1).
B: Curva de ecuacidn y = x entre los puntos (1,1) y (2,8).

Determinar el sentido del caudal considerando que el flujo neto es positivo si atraviesa la superficie

de izquierda a derecha.

Nota: Si no se ha podido deducir la ecuacion del campo de velocidades (apartado 2), utilizar el

campo de velocidades siguiente (atencion: no es el resultado correcto del ejercicio).

V=—xyi+yj

Mo = T ff— X“ i e o Xp
C9pt =1)?3 dt

ik : 7 \,{ L:“ v 5 \J__f\l) \~~)

(qor-1)7 ~ Q1

) | p
(,(LL C\,ll QWAE 3 -U() t\(—\ﬂ/b\ Q0 "(:.n\-\\(\
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Problema 14

La velocidad de la particula que en t = 10 estd en el punto x0, yO viene dada por la expresion:

I}p(f):r-a*ﬁ-e 27 tx,e ?

1. Determinar la ecuacion de la trayectoria de esta particula, y escribirla en la forma y = f(x, x0, y0).

2 Determinar la ecuacion del campo de velocidades.
Determinar si el flujo es compresible o incompresible. Sabiendo que la densidad es, para el instante t=0, constante
e igual a K en todo el campo fluido. Determinar la evolucion de la densidad con el tiempo.

4 Calcular la ecuacion general de las lineas de corriente, y concretamente la que pasa por el punto de coordenadas x1,
y1 enel instante t1.

5. Comparar las ecuaciones de la trayectoria y las de las lineas de corriente para el mismo punto de paso. ¢Qué hay
que decir ol respecto?

6. Determinar el caudal que atraviesa el segmento de la figura para un instante genérico t, y para un instante t= 5s,
indicando el sentido del caudal, e interpretar el resultado.

/. Si el segmento anterior comienza a moverse en t=0 hacia la derecha, con velocidad constante respecto al origen

de coordenadas, calcular el caudal que lo atravesard en un instante t, y ent = 5 seg. Indicar el sentido del caudal
e interpretar el resultado,

y y
5m/s
X = X
2Zm 2m
Apartado 6 Apartado 7
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