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1.- Dada la linea de trayectoria de un punto material en el espacio, del flujo definida por la ecuacién:

- - - -
r(t)=3cos2t i+3sin 2t j+8(t—4) k hallar:
A. -la velocidad como funcién del tiempo.
B. -el versor tangente a la trayectoria del punto en cada instante.
C. -idem para la aceleracion tangencial.
D.-idem para la aceleracién normal.
E. -idem para la curvatura en cada punto de la trayectoria
F. -idem para el versor normal a la curva en cada punto de la trayectoria.
F.- idem para la expresidn de la aceleracion neta.
7 = 3cos(2t) 1+ 3sin(2t)j + (8t — 4)k

Velocidad como funcién del tiempo

~ dr(t) ) ) -
V= T = —6sin2t i +6cos2t j+ 8k
Versor tangente
T dr| = ds
como V=vT - T=— siendo v=|—|=|V|=—
v dt dt

v =/ (—6sin 2t)% + (6 cos2t)? + 82 = V100=10 -
T=—-06sin2t i+06cos2t j+08k

Aceleracion tangencial

A dvT
a, = —
£ odt
a,=a, T
dv _d(10) _ s _ o
= —_— = = — =
% T dt e

Aceleracién normal

(o]

3 LA P
an=EN=kv‘N




LA = dT _di’“dr_ dTy 1 B dT 1
Clds|  dt ds dtdszf_dtv
dt

— 1
EN =(—1.2cos2t i — 1.2sin 2t f:]ﬁ
= —012cos2ti—0.12sin2t j

Entonces,

d, = v:(kN) = 100(kN) = —12 cos2t { — 12sin 2t j

e) La curvatura en cada punto de la trayectoria

dT

C kN k ar| d
omo =|—| = k=|—| siendo:
ds ds

dT
I =—0.12cos2t i —0.12sin2t j

Entonces,

k =+/(—0.12cos2t)2 + (—0.12sin 2t)2 = 0.12
) 1
Radio de curvatura: R = z =833

f)  El vector normal a la curva en cada punto

@

LY
ds Tk
(dT fds) 1
N = z =55 (—0.12cos2t 1— 0.12sin 2t j)
N=—cos2ti—sin2tj

g) Expresion general de la aceleracion

(]

e T+ L N=0T4 X F=0F+ 12
I =i —_— = _— =
£ R 8.33
a=0T+ (—12cos2t i —12sin2t j) = —12cos2t i — 12sin 2t j



2.- Un campo de velocidad bidimensional permanente, esta dado por la expresion:

\7 =(0.5+0.8x) 7+ (1.5—0.8y)T Para el cual las coordenadas x, y se dan en [m]y la velocidad en
[m/s] se pide:

a.- determinar si hay un punto de estancamiento o estagnacion.

b.- trazar un esquema de vectores de velocidad representando su médulo, direccion y sentido para varios
puntos dentro de la regién del campo: -2<x<2,0<y<5

c.- trate de establecer algunas lineas de corriente y describa aproximadamente la tendencia de este flujo.
Observamos que:

El campo es plano (2D) ya que no tiene componente en k.
El campo es permanente ya que la variable t no aparece en forma explicita.

Si hay puntos de estancamiento son aquellos en los que ¥ = 0 ; para ver esto ponemos ¥ en sus
componentes:

©=054+08x=0 - x=—0.625[m]
v=15-08y=0 = y=1875 [m]

~ Hay unsolo P = (—0.625,1.875)
Se establece la region del campo comprendidaentre (—2 < x < 2) e (0= y < 5)

Se toman varios puntos de la region y se calcula el modulo y la direccion. Primero se representa el punto
de estancamiento P.
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Los vectores forman una envolvente asintética sobre los ejes del punto de estancamiento. El flujo entra
desde arriba y de abajo en forma paralela casi al eje vertical (x = —0.625) y se dispersa hacia

derecha e izquierda asintéticamente con (v = 1.875). El flujo es convergente sobre este eje hacia
derecha e izquierda.

3.- Considerando el campo de velocidades del problema 2:



Calcular la aceleracion sustancial en el punto x =2;y =3.
Trace un esquema de vectores de aceleracion representando su modulo, direccion y sentido para varios

puntos del mismo entorno del problema 2.

Explique por que si el campo es permanente existen valores de a = 0 en el campo.

Respuestas:

Aceleracion sustancial en el punto x=2 e y=3
V=(05+08x)i+ (1.5—-038y)j
Se trata de un campo de velocidades plano:

-

(7 x grad)?
a= EYS X gra

L, v av . aﬁv+aﬁv
T &t ox * oy ¥
=0 (cpo

permanents)

= % 0%y, O,
T 9t Tox <Ay ¥
o
- v, av, oy
a, = + +
at
T

a,=0+08(05+08x)+0=0.8(05+08x)
a,=0+0—08(15—0.8y) = —0.8(1.5 — 0.8 y)

Reemplazamos en (x=2 y=3):

@, =0+08(0.5+1.6) = 1.68 [mfsf]

— . _ Fi]
a, = —0.8(15 — 2.4) = 0.72 [ ;52]

La aceleracion sustancial en el punto es:
-+ — W W Tl -
a=1681+072] [ f}s‘]

Con los valores de ., »a,. se reemplazan en los puntos y se calculan los vectores aceleracion que dan

direcciones hacia el interior de la trayectoria. Son aceleraciones centripetas respecto a las trayectorias.
Se ve que cuando la curvatura aumenta también lo hace la aceleracion.



4.- En un conducto divergente conico la velocidad medida sobre un plano que contenga al eje principal y
Uo

[1+0.5x/L]

conducto L la longitud del conducto y x la coordenada de las posiciones intermedia genéricas, como se
indica en la figura. Se pide:

promediada esta dada por la expresion u = siendo Uo la velocidad ala entrada del

a.- definir si el flujo es permanente, y si no lo es explicar por que.
b.- obtener una expresion general para la aceleracién del flujo para un punto genérico x =1/2 L.

Respuestas:

El flujo es permanente ya que t no aparece en la ecuacion del campo de velocidades; observamos que el
campo tiene una sola componente 0 sea el campo es uniaxial. Solamente aparece x como variable
(observe que el flujo es ideal ya que en la pared u=0)

Expresion general para la aceleracion del flujo:

u

=]

T @+osx/D)

. aﬁ+[1?>< 07 . av afv+aﬁv+aﬁv
= — — = — R — —_
Bt gra “T % T\ex * T ey v T 9z ¢

av. [ av, av, av,
= 4| SV + =V +—=V
%™ 3t "\ ax * oy ¥ 9z *
P il bt
0 o o
—U,05/L U, —UZ0.5/L

S (1+ 0.5x/L)* (1+0.5x/L) B (1 +0.5x/L)°

5.- Un fluido se mueve dentro de un tubo de seccién circular, verificandose que se ha establecido un flujo
laminar con una distribucién de velocidades dada por:

d?2
Ity

du 4

En la cual B es una constante, p es la viscosidad, r una posicién genérica contabilizada desde el eje, d el
didmetro interior del tubo, se pregunta:

u=[

a.- cual es la tension de corte en la pared debido al pasaje de fluido.
b.- cual es la fuerza por unidad de longitud del tubo, ejercida por el flujo.



c.- cual sera la tensién de corte a una distancia r=d/4.

im

4. Las tensiones se establecen a partir de la ecuacion de viscosidad de Newton para fluidos newtonianos:

dv,
= u(F)

En nuestro cono:

d? ﬂ
v, = E — — 7~ | enlacual d=cte B v u=cte
4l 4

Bd* fr? dv, —2fr —fir
- — = = —— Reemplazando:
16  4u dr 4 2u

a) Tension en la pared:
d Bd

r=—- = T=—-—
4

b) Fuerza por unidad de longitud del tubo:
Brind

F’=T>{A=ﬁz—r(ﬂdﬂ=

c) Tension de corte a una distancia d/4:
5d
o

‘r:

Probar que es un flujo real

Homogeneidad de la ecuacién

-
r

r=0 —= Lfr=4—? (positivas)
L

r=— = V.=0
2



k3| B

Cumple con la condicion de no deslizamiento; para la region de 0 < = = — el gradiente de velocidad es

negativo y la tension en la pared resulta positiva T = /4.
Si giramos el diagrama (V,.) tendré sentido opuesto en la region de r <2 0, V.

sera negativa pero el gradiente sera positivo, y la tension en la pared semi-circular inferior tendra también
sentido a la derecha.

6.- Un campo de velocidades para un flujo de fluido plano est4 dado por \7 =2X T— ytT [m/seg]
donde x, y estan dados en [m]y ten [seg]. Se pide:

a.- obtener la ecuacion de la linea de corriente que pase por un punto A (2, -1) para =4 seg, y
b.- el vector unitario normal a la linea de corriente en el mismo punto e instante.
c.- el campo de aceleraciones.

Y . . .
3- Linea de corriente instantanea que pasa por A (2;-1) en t=4
seg
El vector Ves tangente a la linea de corriente, por tanto
N V x ds = 0:ent=4el cuerpo de velocidad es:
| % z X v = 2X"1— 47 J — aplicando lo anterior
[ _ra . I
At Pxds=(2X1—4YT) x(dXi+dyj) =0
W n
i i k
- 2X —4Y o0 =
dx dy o

2XdYk+4Ydxk=0-2XdY= —4YdxX -

dYy _ Y

—2y
z

d.x 22X x

separando variables:

%:-22—1 integrando — InY =—2InX +C

InY = —2InX +1InC
InY +2InX =InC —»YXx?=C,enelpuntoA: (-1)(2*)=C—-C=-4

Reemplazando, Y * = -4 (ecuacion de la linea de corriente)

Para el vector normal a la linea de corriente en A:

ﬁxﬁ=0 —)(4{"‘4:{] . [ﬂx i"‘ﬂ}_?): 0 —> 4ﬂx+ 4__11}_:0 — ﬂ.‘-t’ = —-n_}_

— ﬂx =ﬂ,}.

-
rs

Como i es el vector unitario: 72 =n= =+/2 , reemplazando:

¥
z _ 4 _ 2 2 _ M~ _ 2 Z _ I —
n,=V2-ny -ny = V2-n; »2n; = V2 > n, =1/2

o v v _ v -_ 1.1,
r=n.i+n. j= —n, i+ nj= —EI+E}'



C-

El campo de aceleraciones:
=2Xi— Ytj

=l

3 _ (3 = A7 _
a = [V .gﬂxd)V+ ol

[exi-ytn.(Zi+ iy j)| Gxi+yen) - yi=

&
& & . .
=(z:r — ‘yra) (2Xi+yt)H- yj=
=4X{—Yt* j— Yj=4X1— Y (t* + 1)j — campo de aceleraciones
Enelpunto A (2-1,0)t=4 > a =81+ 17 j

7.- El campo de temperaturas sobre el espejo de un lago esta dado por la funcion escalar: bidimensional:
T=T(XY,t)=3xy+2xyt [°C], cuando x, y se danen [Km]y ten [h].

Un bote con un pequefio motor lo recorre segun una recta que forma 45° respecto al muelle siguiendo
un patrén de movimientos dado por las ecuaciones paramétricas a partir del origen:

X=k1t

y=kat

El bote arriba al punto A (1Km, 1Km) en t=1h. Se pide determinar que valor de temperatura mediran los
ocupantes del bote en la superficie del lago, en ese punto, y cual sera la derivada total para el entorno del
punto en la direccion del movimiento.

Campo de temperaturas: T = (32X + 2XYt) 107+ 5 [°C]

El bote alcanza el punto A=(5,2%) en t=5seg segun una trayectoria parabélica desde el origen.

95 A

= w

LI

La funcion de aproximacion al punto es una parabola que debemos definir matematicamente:

Y=kX%cuandoX =5 y=2.4_>k=‘ﬂ’;—:=ﬂ_1

Cuando la velocidad sea a[m/s] podemos plantear las ecuaciones paramétricas de la parabola como
funcion del tiempo:

X =at

Y =k (a.t)?

—+5m=a[m/s].5seg —a=1m/s

Entonces las ecuaciones paramétricas son:

X=t
Y =0.1t*

&t

SV, =Y =02t
t

-

Calculo de la temperatura inicial:



X =0
Y=0 T,=5°C
t=0
Calculo de la temperatura inicial en A: T, = (3 x 5x 2°) 107+ 5
T,, = 5.00575
Calculo de la T cuando el bote llegue a A (derivada total)
dT 8T

6T ) &7

ar ax T WtEETS
0

5T _ -4 re

= =(3Y +2yn10™* [°C/m]

&

T = (3x+2x)107% [°C /m]

Sy
:—'*; = (2XY)10™* [C /seg]
a- Reemplazando valores:

E e —4 -4 —4 =
— = (3Y +2Y1) 107* .1+ (3X +2x1)107* (0,26) + 2XY 10

= {37 +2Yt + (3 +2Xx1)(0,.2¢) + 2xXY}107*
Lo evaluamos en el punto A: (5, 2.5,0.5)
= {75+25+ 65+ 25} 107* =122,5.10"% = 0,01225 (°C /seg)
b- En el cambio de T por segundo en la direccién del movimiento: célculo de la T
en A cuando llegue el bote a A:
T, = (3X°Y + 2XYt)10™* + 5 =5°C + 0,0162 = 5,0162 °C

- - - -

8.- Dado un campo de velocidades Euleriano V (x,y,z,t) =3t i+xz j+ y2tk

a.- hallar la expresion de la aceleracidn de una particula genérica del campo o campo de aceleraciones.
b.- se trata de un campo permanente o no — permanente.

c.- el resultado que se obtenga en a, corresponde a la evaluacion de una derivada sustancial o de una
derivada total, ;Por qué?

a- establecer el campo de aceleraciones

d={(ni+ i+ nh). Cit i+ R}ty + R+
Ve o , EVy ., &V 7
Syt gy Ty

— desarrollando en componentes:

oum v ()4 1 () + 0(2)+ &

a, =3

R
Il

5 () (%) n () 2

Bx ¥ A\ &y &= &t

a, =3tZ+ 0+ Y*X +0=32t+ XY*t

a, = Ve (35)+ v (55)+ v (52)+ 5F



a, =0+ 2Yt (X2)+ 0+ Y? =2xY2t + Y°*

Expresion para la aceleracién de una particula genérica del campo:
a=3i+(3Z2+XYHtj+(2xyzt + YHk

b- Se trata de un campo no permanente ya que la variable “ t” aparece en forma explicita.
c- Se calculé la aceleracion para las posiciones de las particulas fluidas en los diferentes puntos
del campo es por tanto una derivada sustancial.

= A P e g L .
@ = — pero, para su calculo se utiliz la técnica euleriana.

9.- Con que angulo debe ser apuntado el pico de una manguera contra incendios para alcanzar la terraza
de un edificio de altura h desde una distancia b con la minima velocidad de salida de agua posible

Consideremos cada particula de agua como un movil: e
b=V, tcosa //
, 1 .2
h=V tsina—-gt° //
. /
dela primera —»t = y reemplazando en la segunda: £ J
Vpocosa /
h=V ( ) i ! ( b ‘% :
= sina —— —
“ \V,cosa 29 V, cosa J,f
_ _ gb“) 1
h btana (EVE,E {cosa)® - Vaf\ a\
Bt 7
(fv“): (btana — h) (cosa)® (1) g
“¥n )
Llamamos R al primer miembro,
gin & 7 T _ . _ 7
R=1b p— (cosa)” — h (cosa) bsinocosa — h (cosa)
Aplicamos méximos y minimos respecto de R(x)
dR 2 , 2 ,
d—=b((cosrxj‘— (sina)®) + 2hcosasina =0 —
o
Zh _ (sina)®— (cosa)® __ lEin e)i—(cosa)?
b Ein @ coSE ‘isln 2o

De las relaciones trigonométricas sabemos que:
, 2 _ 1
(sina)” = -(1 —cos 2a)

(cosa)® = %[1 + cos 2a)

Reemplazando,

2h  (1—cos2a)— (1+cos2a) —2cos2a
b sin 2 "~ sin2a
h -1 —b can(2

—_ = —_ — =

b  tanZa h n(2a)

— como dan negativo & = (90 — a)
Conocidos b y h como datos obtenemos & que reemplazada en la (1) permite calcular ¥, como es una
raiz cuadrada elegimos un valor positivo.



