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1.12.- Ecuaciones integrales: La deduccion de las Ecuaciones Integrales para VVolumen de Control, se hace en
forma inmediata a partir de la ecuacion genérica obtenida 1.11.1.

1.12.1 Ecuacién de Continuidad o Conservacion de Masa:

Postulado: La masa permanece constante para el “sistema” .o bién Msist = cte.
La propiedad intensiva o especifica para la masa es:

n= IV's?st 1
Msist

Dt dt
Por lo tanto, aplicando la ecuacion 1.11.1 queda para este caso:

) ) DM dM
y si Msist es constante resulta que;: —— = =0
sist

bM_a [ pedvs IP.GXOTA ~0 1121
Dt atV.C S.C

Casos particulares: Si el flujo es permanente, no hay variacién temporal de masa dentro del volumen de control y el
primer término es igual a 0. Por lo tanto queda:

Ip\7 xdA=0 1.12.1.b Flujo permanente
SC

Si ademas el flujo es incompresible, p sale fuera de la integral y se anula.

.[\7 xdA=0 1.12..1c Flujo permanente incompresible.
SC

Ejemplo 3: Consideremos el flujo permanente de la figura 1.8, donde el flujo entra en la seccion 1, y sale por las
secciones 2y 3.

Fig.1.8

jpvxdﬂzo
[PV xdA+ [pVxdA+[pVxdA=0
A3 Al

A2
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Suponiendo que la velocidad es normal a todas las superficies por donde atraviesa el fluido el Volumen de Control
y observando que las normales positivas quedan definidas hacia el exterior del Volumen de Control, queda:

[ PV, dA+ [ pVydA— [ pV,dA=0
Al A3 Al

Si las densidades y las velocidades son uniformes cuando pasan a través de sus areas respectivas:
PN A, + PN A — pV, A =0

Si la densidad es constante (flujo incompresible):

V,A, +V;A, =V, A

1.12.2.-Ecuacion Integral de Cantidad de Movimiento Lineal: Como a partir de la segunda ley de Newton tenemos
que:

la cantidad de movimiento lineal se define como:
P-mv_F=9P
dt

nuestra propiedad ahora es:

N=P una cantidad vectorial
ﬁ N
= :V
=M

Aplicando la ecuacion 1.11.1 sera:

DP o
Dt

F= ijdv+j ANV xdA) 1221

Una fuerza total F estd compuesta por la fuerza superficial Fs (proveniente de los esfuerzos de presion y de los
esfuerzos de corte) méas una fuerza interna B que es una fuerza por unidad de volumen (proveniente de campos,
como gravitacional y otros) o sea que 12.2.1 queda en forma mas general:

_ _ o ¢ o
= +Vjc Bdv = 5Lc Vv + LC AV (V xdA) 12.2.1b

para flujo “permanente” y despreciando las fuerzas internas:

Fo=[pV(V xdA) 12.2.1¢

SC

Ademés, si suponemos que la densidad y velocidad son uniformes en las areas por donde el fluido atraviesa el
volumen de control, para una entrada 1 y una salida 2 tenemos:
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WV xdA)=m

Fx =m (sz _Vxl)
I:y =m (\/y2 _Vyl)
Fz =m (VZZ _Vzl)
Ejemplo 4:

La figura siguiente, muestra un flujo permanente compresible a través de un tubo curvo. Determinar la fuerza del
fluido sobre el tubo entre las secciones 1y 2.

Fig.1.9

Inicialmente aplicamos la ecuacion 14.2c ya que se trata de flujo permanente y despreciamos las fuerzas
gravitacionales frente a otras.

N
W = J‘ B.dv ~ 0, sobre todo si dentro del codo se mueve un gas, entonces queda:
VvV.C

Fs=[pV(VxdA)

SC

El primer miembro corresponde a la suma vectorial de las fuerzas exteriores sobre el Volumen de Control, las
fuerzas tangenciales también se desprecian si el codo es suficientemente corto. Podemos evaluar las fuerzas del
primer término como:

E st: p1A1_ pzAz C059+pr
s —>
Fsy =—-p,A,sené + pr -W

Donde p. es la presion manométricay F e Fy, son las fuerzas desconocidas que ejercen las paredes del tubo sobre
el fluido, es decir las fuerzas equilibrantes y tienen la direccion y sentido necesarios para que la pipa este en
equilibrio. Las fuerzas activas que el fluido ejerce sobre la pipa, tienen sentidos opuestos a Fpx y Fpy, la Gnica
fuerza interna es la fuerza de gravedad y es igual al peso del fluido W contenido entre 1 y 2, en muchos casos esta
fuerza es despreciable frente a las otras, en particular para los gases como este caso, 0 sea:

IR
W = I B.dv~0, sobre todo si dentro del codo se mueve un gas, entonces queda:
vV.C



MO3 58

FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS — ECUACIONES INTEGRALES
Los términos de cantidad de movimiento del flujo valen:
L ) )
[PV (V xdA) = p, AV cos 6 - p, AV,
SC

J.pVy (VxdA)=p,AV, send
SC

Entonces podemos igualar con los primeros miembros:

P, A — p,A, coso + pr =P, szz2 cos 6 — ,01'6‘1\/12
- p,Asend + F, = p, AV, send

pr = (P2A2V22 + pZAZ)COSQ— (p1A1V12 + plAl)
Foy = (0,AV, + p,A,)send

Si al hacer los célculos los signos coinciden con las direcciones supuestas estas fueron correctas, de lo contrario,

van en sentido opuesto. Téngase en cuenta que estas son fuerzas reactivas, es decir las equilibrantes de la pipa, las
fuerzas que el fluido ejerce sobre la pipa son opuestas.

1.12.3.-Ecuacion Integral de la Cantidad de Movimiento angular: (Momentum)

La equivalencia rotacional de la segunda ley de Newton es:

f:md—v—ﬁ:\l do
t dt
- _dP
t
P=MS,S\7—>r:dH
dt
ﬁzvasena

Es decir la sumatoria de los torques aplicados al sistema es igual a la derivada primera del “Momentum”. Los
torques externos en nuestro esquema estan dados por 3 sumandos:

T=tAFs+ [(CAB)XV+T, =5 [r A pVdv+ [T A pV(V xdA)
VC atVC SC

Los componentes correspondientes a:

>

a.- Los torques de las fuerzas superficiales ra Fs.

> >

b.- Los componentes de torque de las fuerzas de campo rA B .
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c.- Los torques externos puros, por ejemplo agitadores, paletas que entran al volumen de control.

VVamos ahora a analizar el segundo miembro:

Como H = j (F/\V)dm—)dﬁZ(F/\V)—)UId—HI(F/\V)

sisT dm
Entonces reemplazando en la formula general 1.11.1
T:DHzaj(rAV)pdv+j(rAV)p(vdi) 12.3.1
Dt ot &
Como antes, para flujo permanente:
T:j(FAV)p(deﬂ) 12.3.1b
SC

1.12.4 Ecuacidn Integral de la Energia:

El trabajo mecénico a lo largo de una trayectoria cualquiera |, en general se define como: W :Ifx dl, esuna
magnitud escalar.

El trabajo que realiza un sistema sobre sus contornos (expansion hacia el medio ambiente) se representa con W y
se considera positivo. Reciprocamente, si el contorno realiza trabajo sobre el sistema, este se considera negativo. La
unidad de trabajo mecéanico en MKS es el New . m = Joule.

Asuvez, 1Joule=1N. m = 1kg m/seg’. m = 1kg m?/seg’

W 1kgm®/seg® m
- kg " seg

Si el sistema y el medio ambiente tienen temperaturas diferentes y una membrana de separacion capaz de permitir

pasaje de calor, se produce un intercambio de energia de otro tipo que es trabajo llamado Transferencia de Calor.
No es correcto afirmar que un sistema contiene calor, ya que el calor sélo se manifiesta si hay transferencia.

2

Y la unidad especifica del trabajo mecanico. w= 5

La energia en forma de calor y/o trabajo mecanico puede cruzar las fronteras del sistema pero por definicion la
masa no puede hacerlo. Como dos formas de energia, el calor y el trabajo poseen equivalencias entre si,
cuantificadas por:

1 cal pequefia = 4.18 Joule
1BTU =778 lib. Pie

El sistema, si posee un estado energético E, la energia del sistema es una suma que incluye: la energia cinética, la
energia potencial, la energia eléctrica, etc., aunque en general la Energia se cuantifica en 3 partes:

« Cinética =% MV?

« Potencial gravitatoria = M.g.z
« Interna (que agrupa todas las formas restantes) = E;

1 1
De maneraque: E=E, + 5 MV ? + Mgz, que referida a su valor especifico seria : € = ej+ EV >tz

Enunciado de la primera Ley de la Termodindmica: La primera ley expresa basicamente que la energia se mantiene
constante en la transferencia entre el sistema y medio ambiente; y especifica que el balance para el sistema, si Wy,
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es el trabajo efectuado por el sistema y Qi, es el calor recibido por el sistema, entre los dos estados 1y 2 o inicial
y final, es:

Fig..1.10

Q2 -Wp=E;-E; 14.4

O sea, Energia que recibe el sistema en forma de calor — Energia que transfiere el sistema en forma de trabajo
mecanico = Cambio de estado de energia dentro del sistema.

De lo anterior surge que la cantidad especifica de energia se relaciona con la Energia total del sistema a través de:

E= edm = epdv

SIST SIST

Y que a fin de aplicar la Ec. 1.11.1:
n=e=ei+V?/2+qz

La aplicacion de la ecuacion 13.1con N =E, 77=e€, nos dara:

o-W =[§=§t Ce,odv+Lce,o\7de 1241
A su vez, la variacion del trabajo esta dada por:

W = W ejes +W sup = W ejes +W norma|es+W tan genciales

Es decir, trabajo mecénico sobre partes o mecanismos internos al vol. de control, y que salgan y entreguen trabajo

al medio ambiente a través de ejes, mas lo necesario para impulsar las particulas, a su vez W se expresa como:

Wn = I pdAxV

SC

W tiene las dimensiones de una potencia: trabajo / tiempo.
Reemplazando:

Q_W :Q—Wejes— I deXV—W tan g
SC
o . P P, o -
Q—W ¢jes =W tang =—Iepdv+ I(p+—)pv xdA
atVC SC P

EREEPEEN —M—E_) v=1l — B—p.v
\ r VIM v L

siendo v, volumen especifico, a veces para la resolucion de algunos problemas es conveniente definir h, (entalpia
especifica) h=ej+pv=ge+plp

como p=
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L] L] L] 2
Q—W ejes —Wtang ZEJ‘epdV-i— J.(ei +V—+g Z+£)p\7><dﬂ 12.4.2
atVC SC 2 P

La ecuacion establece que la razon de cambio con respecto al tiempo del calor agregado al sistema menos el trabajo
realizado por el sistema (diferente del trabajo de flujo) es igual a la razén de cambio respecto del tiempo de la
energia almacenada en el volumen de control mas la razon neta del flujo de energia y del trabajo de flujo que
atraveso el volumen de control.

Ejemplo 5:

Consideremos el flujo permanente unidireccional del sistema mostrado. El trabajo efectuado sobre la hélice es
Ilamado trabajo de eje.

Fig.1.11

El trabajo de esfuerzo cortante hecho en todas las otras partes del contorno en 0, porque la velocidad del flujo es =
0 en las paredes o bien normal aellasy a la direccion de la cortante en la entrada y la salida.

Entonces la ecuacion 12.4.2 queda:

dQ dwe p V?
X = | (=4 —+0z+e)pVdA
dt  dt l'L(p g THTEIP

Puesto que el flujo es unidimensional p, v, e, p son uniformes sobre A; y A, Y si despreciamos la variacion de z
sobre estas areas, pero si la consideramos entre la entrada y la salida tenemos:

2V, Vi’ -
= (p7+ o0z, +€,) P AN, _(&4‘ —+0z, + i) p AV,
p2 2 P 2

1

dQ dw,
dt ot

Como el flujo es estable y unidireccional de acuerdo a la ecuacion de la continuidad tenemos

dm
P1AIV1 = poAV, = T .". es reemplazado:

dQ dwe .. dm \'A ., dm
ST (RS 2R gz, 4ely) (R R4 gz, i)
at at ('02 5 9z, 2) dt ( 9z 1) at

P2 V22 Ps ?
py 2

dividiendo m. a. m. por dm —

2 2

q-w, =(p—2+vi+ 9z, +ei2)—(&+vi+ gz, +ei;)
p2 2 P 2
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ordenando y suponiendo flujo incompresible:
2 2

- V,” -V
P> — P L2 1
2
Hemos supuesto que el flujo es ideal, por tanto los esfuerzos cortantes sobre las superficies de intercambio de
entrada y salida son nulos, y solo acttan los esfuerzos o tensiones normales; si ademas no hay trabajo extraido y si
no cambia la energia interna y si el proceso es adiabatico q = 0 entonces queda:

q-w, = +9(z, — ;) + (ei, —eiy)

2

2
— V,” =V
p2 pl + 2 1
o, 2
Esta ecuacidn vincula los estados en las estaciones 1y 2 del sistema, y se conoce como Ecuacién de Bernuolli ,
dividiendo miembro a miembro por g, obtenemos otra forma de la ecuacién muy utilizada:

+9(z, —2,)=0

2 2
P, — P, +V2 _Vl
7 29
En esta Gltima y es el peso especifico de la sustancia que evoluciona

+(z,-2)=0

NOTA DE APLICACION
Ecuacion Integral de la Cantidad de Movimiento para referencia no - inercial.

Cuando una particula o una region de fluido se mueven referidas a una terna no inercial, estard sometida en general
a un movimiento acelerado no uniforme introducido por el movimiento de la terna, esto se observa en la Fig. 1.12
en la cual se ha representado una particula en un instante dado genérico referida a una terna no - inercial X, y ,z
observados desde una terna fija o inercial X,Y,Z.

Fig. 1.12 X

El movimiento genérico de la terna no — inercial quedara definido sobre la terna inercial mediante una traslacion R
y una rotacion dada por el vector o, el movimiento instantdneo de la particula genérica podra siempre ser
descompuesto desde el punto de vista del sistema fijo o inercial mediante una traslacion instantanea, vector R y una
rotacion instantanea, vector o.

La velocidad tangencial instantdnea de la particula estara dada por:
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*

- > >

Vp—‘w‘ ‘ \sen9—>V wx\r —S>r= oAr

Supongamos que la terna solidaria al sistema no inercial x,y,z, sea €1, €2, e3., como estoa versores pertenecen al
sistema no inercial, la ultima expresion anterior, por tanto sera aplicable a ellos con lo cual podemaos escribir:

*
v d v

el=wnel
‘\*) e o
e2=wAe?2

*
U d ()

e3=wAe3

gue se pueden escribir de acuerdo a la definicion de producto vectorial como:

el e2 e3
el=wnrel= wl w2 w3 =wgey)—woey
1 0 0
: el e2 e3
e2=wore2=lwl w2 @3 =w1€3-w3€
0 1 0
. el e2 e3
e3=wAred=\wl w2 w3 = @wye —@ 1€y
0O O 1

Definamos ahora a partir de la Fig. 1.12 la posicion del punto P visto desde la terna fija o inercial:

T

P=R+r= R+(xel+ ye2+ ze3)
y la expresion de las velocidades seria:

L] e e L] L] L] L]
N L U o U o U o U

P=R+r=R+(xei+yes+zez)+ (xe1+ xe2+ xe3)
reemplazando los valores obtenidos para las velocidades de los versores y operando queda finalmente:

e e o
s s e TS

P=R+r+amnr (na2.1)
Al efecto de simplicar la nomenclatura, nos valemos de la siguiente notacién auxilar:

. —

2> dP . . . i L

P= dt = DFP o sea la derivada primera respecto a tiempo referida a la terna fija o inercial del vector P
F

. -

> dP : . . : . N

r= it = DMP o0 sea la derivada primera respecto a tiempo referida a la terna movil o no- inercial del vector P
M

Si los origenes de ambos sistemas coinciden (R =0) tendremos un caso particular para la expresion
(na 2.1)que podemos escribir:

- —> —> - —> —
DeP=DyWP+ @At =D r =Dy r+ oA r

de la cual podemos definir el operador auxiliar:

_)
[Dr =Dwm + @ A] que aplicaremos en el desarrollo siguiente.
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Partiendo de la expresion (na 2.1), de la velocidad de la particula vista desde la terna fija o inercial, y de la

expresion del operador auxiliar, podremos calcular la aceleracién de la particula:

L)
- - > >

DF(DFP)=DF R+ Dr(Dm r+ @A 1) =

L]
— - > 5 o

Dr(DEP)=DrFR+(Dm+ @ A) (DM r+a@na r)=

[ ]
— e e - 5 >

=DFR+DmM(Dm r+ @A r)+aAn(DMm r+a@n r)=

[ ]
— - > > e e

=Dr R+ Dwm r+DM(ZU/\ r+an+Dv r+aan(aA )
y tomando en cuenta que el tercer término, aplicando las propiedades del producto vectorial es:

- - - - —
Dv(@A r)=(Dm @)A r+@ADwm r

Reemplazando queda:

[ ]
- L, > > > > oS> o o

Dr(DrP) =Dk R+ Dw’ r+(Dv@)A r+2@A(Dv r)+aa(an )

Entonces en la forma mas general la aceleracién de un punto correspondiente a una terna no inercial observado
desde una terna fija o inercial quedaré:

L L] L] LN )
> 5 o - - > - e e T

=R +a, +|@ATr +2aAT +ZD’/\(ZD'/\ r)|=R +ay+ g

A veces al término dentro del corchete se lo Ilama aceleracion de arrastre.
Esta expresion de la aceleracion de la particula vista desde la terna de referencia inercial, contiene los términos de:

v"aceleracion del origen de coordenadas de la terna mévil, con respecto a la terna fija.

v' aceleracion lineal de la particula con respecto la terna mévil, sobre su trayectoria circular, se ve facilmente
gue si la aceleraciéon angular es nula este término desaparece, es el caso de la velocidad de rotacion
constante de la Tierra.

v"aceleracion tangencial de la particula en la terna mévil,

v"aceleracion Coriolis de la particula sobre la terna movil y

v'aceleracion central (centrifuga) de la particula en la terna movil.

Las dos Ultimas son seudofuerzas observadas solamente desde la terna mévil.

Multiplicando m.a.m por la masa de la particula diferencial dm, obtenemos la expresion del principio de Newton
para el sistema infinitesimal de una particula:

L] L] L]
> o o > > > >

- -
dma.=dm|R +a, +@ATr +2aAT +zU/\(zU/\ r)

gue reordendndola queda:

e e L] L] L] %
dmaz —dm{R +@ATr +2aAT +@A(BAT) =dm.a,\,|=D|v|(dm..r)=DPM
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Siendo Py, la cantidad de movimiento referida a la terna movil.

Podemos ahora integrar la expresion anterior sobre todos los elementos del sistema, designando, con Fs, la fuerza
superficial sobre el sistema y B la fuerza mésica de campo por unidad de masa., quedando:

Fs +J.B.p.dv —j[R+ 2TAT +TAT+TA(TA r)].,;.dv:t?tj r.(pdv)
\% \% \%

Como el volumen de control es solidario a la terna movil, y fijo respecto de ella ydado que la expresion de la
derivada total del segundo miembro la podemos reemplazar por la forma explicita de la ecuacién integral para
cantidad de movimiento, quedara finalmente la expresion:

- - - e e 2 - - 6 - - - -
Fs + IB.p.dV — _[[R+ 2oA T +@aAT+an (@A r)].pdv=— IVM (pdv) + IVM (pVm x ndA)
Ve vC e sC

Ejemplo de aplicacion. Movimiento del Cohete.

Un cohete segun se indica en la figura siguiente, empieza a funcionar desde el reposo moviendose a lo largo de una
linea recta en el espacio exterior.(p.m = 0) donde pueden despreciarse tanto la resistencia del aire como la accion de
la gravedad. En el motor del cohete se queman g (Kg/seg) de combustible por unidad de tiempo, y tiene
inicialmente una masa m, . Su masa despues de transcurrir un tiempo t seré por tanto:

M=m,- gt

por esta razén a los problemas de este tipo se los llama problemas de masa variable. La velocidad de eyeccion de
los gases desde la tobera se supone constante y de valor V. con relacion al cohete, cuando en la salida la presion
interior es p. y la densidad p.. La velocidad del cohete respecto de la terna inercial se lo designa Vg, se trata de
determinar el movimiento del cohete respecto de la terna inercial.

Z

Vr
Pe % e

Ve

Fig.1.13 X

El volumen de control se toma coincidente con la silueta del cohete, por tanto , la aceleracion del volumen de
control es la aceleracion del cohete respecto a la terna fija, o sea:

(X ) .
N

N
R =Vr
También en este caso la velocidad angular y su derivada son nulas ya que el movimiento de la terna mévil solidaria
al cohete es lineal, también la Unica fuerza superficial que actla es pe.Ae , donde Ae es el area de la tobera,
volviendo a la ecuacion general:
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- - - e s S 2 - - 0 = —> - -
Fs + IB.p.dv — I[R+ 2oA Y +@AT+aA (TA r)].p.dV=&J‘VM (pdv) + J.VM (pVm x ndA)
VC vC SC

\'

tomamos en cuenta que los términos que contienen « se anulan, también la integral que contiene B, ya que en el
espacio exterior el campo es nulo, y asimismo la primera integral del segundo miembro, ya que no hay variacion en
el tiempo de la cantidad de movimiento de las particulas que salen del cohete, con estas simplificaciones, queda:

- 2
pe.Ae—R .[p.dv =-Ve.po.Ae=
vC

L] 2
pe.Ae —Vr Ip.dv =—Ve.po.Ae=
VC

L] 2
pe.Ae—-Vr M =-Ve.pa.Ae

observe que Vy x n tiene sentido positivo ya que la normal a la superficie y el sentido del vector velocidad son
iguales, pero Vy (oVm % n), tiene signo negativo opuesto a la direccion de vuelo y el sentido de PeAe.

Como:

preNVeAe=pF=—M —

dVi
Pe.-Ag — dtR (mo — Bt)=—pVe —
dVr dt

= N
PehAe + fNeg Mg — St

dVr = (peAe + SVe) mod—tﬁt_>
dvg = (PeAe + Ve) d(mo — /)
- B (mo — ft)

ahora integramos esta Gltima expresion, suponiendo que la velocidad inicial es v = 0 cuando se inicia la expulsién
de gasesent=0.

:'I-dVR=— peAe+ﬂ\/ejd(mo—ﬂt) N
0 B o (mg—p)

_ peAe+ pVe t
VR—O——TM(mO—IHt)‘ .=

peAe peAe

; 1.In[

Mo
mo—ﬂt

Vr=—( +Ve)[In(mg — St)— Inmg] =[Ve + ]

que es la velocidad del vehiculo al cabo del tiempo t, partiendo del reposo en el espacio exterior.
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