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1.13. Ecuaciones Diferenciales de tratamiento de un fluido:

El tratamiento es equivalente a sustituir un volumen de control discreto por uno diferencial. A menudo el
paquete de ecuaciones diferenciales puede usarse con mas éxito en la resolucién de problemas y la obtencién
de formulas de uso general simplificadas. La forma mas directa de obtenerlas es utilizar el célculo vectorial
para llegar a las formas diferenciales a partir de las formas integrales. Para ello aplicamos las formas finales
de los teoremas del andlisis vectorial siguientes:

El teorema de la divergencia o de Gauss:

jﬁxdﬂzjdivﬁ-dv
A \

El teorema del Gradiente:

J.¢dﬂzjgrad¢dv

Definiciones de Gradiente, divergencia y rotacional:

A=A(X-y-2) es una funcion vectorial o campo vectorial
p=¢(x-y-2) es una funcion escalar o campo escalar
operador gradiente: grad =V = (ﬁl" + 2 j+ QIZ)

OX oy oz

El gradiente aplicado a una funcion escalar, da una magnitud vectorial:

. 0 i 6
gradg=V¢ = —¢| o9 ¢ Lk
OX ay az
La divergencia es el producto escalar del operador gradiente con un vector o campo vectorial y da una
magnitud escalar:

19} oA,
DiVA=V x A= (—|+—J+—k) (A1|+AJ+A3k)_A +8—Z
oy oz ox oy ok
El rotacional es el producto vectorial del operador gradiente y un vector de componentes A, A;, Az, 0 campo
vectorial ,como resultado de un vector.

i j
rOtA=V A A=olox oloy olor=( e - %Peyp (O gy, O TP e
A A A oy oz oz oXx ox oy

Dos identidades importantes son:

diviotA=V x (VA A)=0
rotgradg =V A (V¢) =0

1.13.1 Ecuacién Diferencial de la Continuidad:
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Partimos de:
9 deVJr Ipvx dA=0 Aplicando el teorema de la diveraencia al seaundo sumando:
atVC SC
0 . — op . — op . _
I—(pdv)—i— jle(pV)dV:O N j P 4 div(pV) dv=0— 1+ div(pV) =0 1131
VCat VC VC at at

Esta ultima es la denominada Ecuacion diferencial de la continuidad.

También se puede escribir:

Z+Vx(pV):O (ZtO+Vpr+pV><V:0

Que resulta en ecuaciones mas reducidas para los siguientes casos particulares:
Si el flujo es permanente:  V x(pV)=0
Si el flujo es incompresible: V xV =0

1.13.2 Ecuacién diferencial de la cantidad de movimiento lineal:

Aqui el andlisis se hace a partir de un volumen de control diferencial. La cantidad de movimiento lineal esta
definida por:

= Dﬁz D(V - Msist) SdF
Dt Dt

D D
= SV -dm) = = (V)

Como dm = pdv es constante para el sistema en virtud del principio de conservacion de masa podemos
escribir la expresion anterior como:

oV _

dF = pdv
A Dt

pdv([[))\: +V x gradV) que para un volumen discreto sera:

F= J.(%\:+Vx gradV) pdv

Vol

Esta fuerza total puede ser desglosada en las fuerzas concurrentes, asumiendo que no hay fuerzas
tangenciales Frav =0 . O sea para fluido no viscoso serfa:

a) Fuerzas masicas: F wmas = IpdvT siendo f el valor intensivo de las fuerzas masicas.
Vol

b)Fuerzas superficiales: Fsup = —j pdA=— j gradp - dv
A

VOL

Igualando: I p- fdv- _[ gradpdv = _[ (aa\t/+V>< gradV) pdv

VOL VOL VOL

De donde surge la expresion diferencial:

Ecuacion diferencial de la cantidad
N R | de movimiento lineal para fluido
S +V x gradV = f — —gradp 1.13.2  no viscoso.
P
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Con las ecuaciones integrales y el andlisis con volimenes de control se solucionan muchos problemas con
flujo uniforme y unidimensional que a menudo dan soluciones muy aproximadas con la realidad fisica, pero
su uso es limitado cuando se desea obtener las distribuciones exactas de velocidad y presiones en torno a
objetos o tomar en cuenta las restricciones que impone un flujo real en lugar de un flujo ideal.

Cuando se comparan las técnicas de uso de las ecuaciones diferenciales con respecto a las de volumen de
control, puede decirse que se trata de métodos a escala reducida. Las ecuaciones de mecénica de fluidos
aparecen en su forma final como Ecuaciones Diferenciales y se realiza un “Analisis diferencial” de los
problemas de flujo.

1.13.3 Simplificaciones de la Ecuacion Diferencial de Continuidad:

aaf[)+div(pV):O Como divA=grad x A=V x A
op - op -
E+VX(pV)=O—>E+V xVp+ pVxV =0

Si el fluido es incompresible y homogéneo p = cte, se cumple que:

Dp 0p
L =" 4V xgradp=0
Dt ot grace

Por lo tanto los 2 primeros términos de la ecuacion anterior se anulan y queda:
PVxV=0->VxV=0
O bien: grad xV =0

ovx oy oVz
- + =
oXx oy 0z

Si el flujo es permanente: (Z) =0

O bien: 0

V xgrad p+pgrad V=0

1.13.4 Simplificaciones de la Ecuaciéon Diferencial de Cantidad de Movimiento Lineal:

A partir de:
ﬂ+\7>< gradV = f — grad p
ot p

Como f representa a las fuerzas masicas o de campo, si suponemos que la Unica fuerza de campo que opera
es la gravedad quedara:

f =—grad z Reemplazando:

DV & -
——=—_—+VxgradV =—g-grad z—
Dt at xg g-9

grad p
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Es llamada “Ecuacién de Euler”.

Si el flujo es permanente queda:

rad Ecuacion de Euler para Flujo Permanente
V x gradvz—u— g(grad z)
Yo

1.14 Definiciones de Flujo Irrotacional y Rotacional.

Consideremos una particula cubica aislada dentro del mismo fluido (la particula es una regién idealizada del
mismo fluido). Idealicemos dos segmentos ortogonales sobre la cara ‘x z” de la particula.

Fig 1.12

Ya sea que el segmento a o b roten se creard una velocidad angular cuyo vector direccion tendria que ser
paralelo al eje “y”. Si la particula rota respecto a un eje paralelo a “y”, los segmentos a y b se mantendran
ortogonales entre si, sin embargo, si la particula se deforma a y b podran cerrarse o abrirse entre si.

Podemos imaginar que si tomamos un promedio de las velocidades angulares (® . + ® ) / 2 si este
promedio es nulo, puede haber deformacién o no, pero no rotacion de la particula; en cambio si el promedio

T3]

da un valor positivo o negativo, habra una velocidad angular neta segin “y” y la particula rotara.

Si al menos una particula en la regidn bajo estudio posee una rotacion efectiva, decimos que el flujo es
rotacional en la region e irrotacional si ninguna particula presenta rotacion efectiva respecto a los 3 ejes
principales de acuerdo con el criterio anterior

O, en otras palabras, si los componentes de la velocidad angular respecto a los 3 ejes ortogonales se anulan
en promedio para todas las particulas fluidas de una region, el flujo es “irrotacional” en dicha region.
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Z
Fig 1.13. 5\
—X dz
Xz + 52
148

dz & )

\ql

Vx dx '

y Vz Vz+ —= 5Vz dx
X

Si ahora consideramos los segmentos a y b del elemento cubico coincidiendo con las aristas dx y dz, la
componente de velocidad angular de la particula en la direccion “y” debe ser igual al promedio de
velocidades angulares de los segmentos dx y dz en torno a “y”, con lo cual quedaria (recuerde que

®.R = velocidad tangencial ) :

(Vz+ de) -Vz

él _ _ oVz
dx OX

. (Vx + dz) - VX oVx

02 = = —
dx 0z

Y la componente de la velocidad angular segin “y” seria:

1, - 1 0w ovz
wy:§(91+92)_ (7 7)

Haciendo lo mismo para las otras dos componentes, queda finalmente:

S

__ 1{(8Vz _8Vy)r+(8VX _8V2)T+(8Vy _8VX)R} 1141
2oy oz oz ox X oy

5

A la magnitud 2@ se la llama “vector vorticidad” la condicion de irrotacionalidad viene dada si las 3
-

componentes de 2@ son nulas.

Aplicando la definicién matematica de rotacional, a la expresion (1.14.1) esta quedara expresada como:

w = 1 rotV 1.14.2
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El operador rotacional, aplicado a cualquier campo vectorial continuo da otro campo vectorial, en particular
cuando es aplicado al campo de velocidad, nos da el campo “vorticidad”. De la ecuacion (1.14.2) surge la

condicion de irrotacionalidad de la region fluida, si se cumple que:

rotV =0 1.14.3
1.14.1 Ecuacidn de Bernuolli para linea de corriente:
Partimos de la ecuacién diferencial de la cantidad de movimiento lineal:

1.14.4

ﬂ+\7>< gradV = f — lgrad,o
ot p

Fig. 1.14 /

Z

Si consideramos el movimiento de la particula sobre la linea de corriente, V =VE|y el operador gradiente
sera:

0 0
grad=_—¢, + —€ +_—€,

oS or oq
Consideremos la ecuacion 15.2 para flujo permanente:

ﬂ:0—>\7>< gradV = f —lgrad p  Eneste caso:
ot p
V x gradV =V ales

0S

Y.
grad p= a—pes +8—|Oer +8peq
oS or oq

Multiplicando m. a . m. la ecuacién (15.2) escalarmente por ds=ds € :
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v d—ves xdse, = f xds— ia—pds
ds p 0S
oV +~ - 1op Como los derivados parciales son Gnicas, pueden
v gds = fxds- ; a?ds convertirse en derivadas totales:
VdV =Txd§—£dp 1145
Yo,

Si ahora pasamos a coordenadas X, y, z:, los componentes V y p ahora son independientes de las
coordenadas, ya que son valores en modulo o puntuales. O sea que ahora:

f=—gk ds=dxi+dyj+dzk - f xds=—gdz

Reemplazando queda:

VdV =-gdz - £dp —>VdVv + £dp +9dz=0
p p

Al integrar lo anterior queda la ecuacion de Bernuolli formal:

V2 2
;VZer+gz:cte—>pl+zl+1:|02+22+2

Yol X 9 X 29

que es valida para flujo permanente tomando los puntos 1y 2 sobre la linea de corriente.

1.14.2 Flujo Rotacional, Irrotacional y Viscosidad:

El desarrollo de una rotacion en una particula fluida que inicialmente este en flujo irrotacional, requerira la
accion de Fuerzas de corte sobre la superficie de la particula, estas fuerzas por ejemplo sobre las caras

superior e inferior de un pequefio cubo diferencial en flujo paralelo segin x esta dado por T = y(aa\y/)

gue es la ley de Newton para viscosidad, con la cual vemos que la tension y por ende la Fuerza, depende de
la viscosidad y del gradiente de velocidad segln la direccion normal a la cara y actla paralelamente a la
cara superior e inferior.

Fig.1.15 X

Para fluidos con pequefia viscosidad como el aire, el flujo puede esperarse irrotacional para todas aquellas
regiones donde no existan gradientes de velocidad elevados.
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Por ejemplo para un perfil de ala de avidén que se mueve en un flujo de aire inicialmente no perturbado, el
flujo es irrotacional en la mayor parte del campo.

No obstante, por pequefia que sea la viscosidad, la velocidad del fluido en contacto con la superficie es
siempre cero, o sea los fluidos se “pegan” a las superficies de los cuerpos solidos, como las condiciones de
corriente libre o proximas a ellas se obtienen a distancias pequefias del cuerpo, se concluye que debe haber
zonas de pequefio espesor proximas a la superficie, donde el gradiente de velocidad debe ser muy grande y
por ende las tensiones de corte en estas zonas, ya que las velocidades pasan de cero al valor de corriente
libre.

Al haber tensiones de cortante, el flujo se torna también rotacional, debido a los fenémenos descritos
anteriormente, por tanto, estas zonas denominadas “capas limite” poseen flujo rotacional no estacionario,
con excepcién de una pequefia region inicial donde los gradientes de presion son nulos o negativos en que
la capa limite se denomina laminar, y es de flujo rotacional estacionario, esta region estacionaria es
coincidente con la region proxima al punto de estancamiento de proa para perfiles, cilindros, esferas y
placas planas horizontales en flujo abierto, y bocas de entrada a tuberias, toberas y difusores en flojos
cerrados.

En un perfil alar con un angulo de incidencia pequefio (inferior a 5°) puede observarse una zona de
discontinuidad entre las capas limite superior e inferior al sobrepasar el punto del vértice posterior. o sea
una discontinuidad entre la region superior e inferior, a partir de el punto de estancamiento o estagnacién
de popa, esta discontinuidad da lugar a una zona de desprendimiento vorticosa llamada estela.

Fig.1.16

Los espesores de la capa limite son pequefios, digamos del orden de décimas de milimetro hasta alcanzar el
méaximo espesor del perfil, (zona del gradiente negativo de presiones) luego corriente abajo, el flujo vuelve
a tener gradientes de presion casi nulos, y mas atrds gradientes de presion positivos, la capa limite pasa de
laminar a turbulenta aumentando un poco el espesor, a la salida se crea una discontinuidad ambas capas que
se desprenden a velocidades diferentes formando una estela o calle de remolinos también llamada calle de
Von Karman, que es creada continuamente y luego atenuada y anulada por la viscosidad.

La estela rotacional persistiria por siempre si la viscosidad no la detuviera al igual que la rotacion de una
bola de billar persistiria por siempre en ausencia de rozamiento, como estos mecanismos son teoricos,
podriamos esperar un flujo tedrico vorticial no-viscoso persistente en el tiempo; pero en la realidad, la
viscosidad se ocupa de generar y luego destruir la vorticidad.

1.14.3 Ecuacidn de Bernuolli para Flujo Irrotacional:

Hasta ahora, hemos considerado el flujo como:

a.- Incompresible
b.- Permanente
¢.- No-viscoso
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Agregamos ahora la condicidn de irrotacional en la ecuacion de Euler, para lo cual la misma debe ser
reescrita de forma que se ponga de manifiesto la componente de rotacionalidad no restringida hasta ahora:

A partir de la Ecuacién de Euler ya obtenida:

V x gradV =— grad p _ g(grad z)
yo,

En la cual la Gnica fuerza masica considerada es la gravedad.
Demostraremos primero que el primer miembro, puede reescribirse como:

2
V x gradV = grad (\;) -V ArotV
(témese en cuenta que en algebra vectorial V2 =V xV)

Para ello consideremos que:

V x gradV = (\/X—+Vy% VZ—) (V +Vy 8Vx )+(\/x%+v vy +Vz 8Vy)
oy ox 8y oy
(VX aﬂ +Vy aﬂ +Vz aﬂ) =
oy
Desarrollamos primero, el primer término:
— 2 — 2 2 7 2
grad(V—):a(V /2)|"+8(V /2) ]+8(V /2)R
2 OX oy 0z
\/y 2 /v 2 /52 /2 /v 2 /52
_ o\Vx“12) +6(Vy /12) +(’5(\/2 12) - o(\Vx“12) +8(Vy /12) +6(Vz /12) i+
OX OX OX oy oy oy

7y 2 7 2 72
oVx*12) oy 12) oWz I2)( _
0z oz 0z

Ahora desarrollamos el segundo término:
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V ArotV =
i i k
VX Vy Vz =
(8Vz_6Vy) (GVX_OVZ) (6Vy_8Vx)
OX OX ox oy
oVy VX ovx 0Vz
{y( X o) Vg )}
{VZ (% vy, aVy 6VX}
0z
{Vx(aw oy _y (% avv} .
-V ArotV =
{Vy(avx MYy (VX 8Vz)}l+
oy  oX
{VX (aVy OVX, aVy 8VZ} .
oy
oVz  oVx ovVz oy, |-
{v (o~ &)W - a})}k

Comparando la igualdad componente a componente, por ejemplo para la componente en i , tenemos:

)

)+Vz(%)—

( )+Vy(

oVz
OX

_/z)_

analogamente verifica para jy K ; por tanto es

oVX

2 2 0 2
{&((\/x /2)+&(\/y /2)+&(\/z /2)+Vy(ay

B 8Vy) +VZ(8VX B
OX oz

Desarrollando:

(Vy%z)/ (Vzﬁxl)/wyavx—(\/%/

Con lo cual se cumple la igualdad para la componente T,
valida la identidad vectorial:

OVX

oVX IRVACAZS

Vx —

Cilj\t/+V>< gradvz—m— g(gradz)
O bien:
[I?)\t/: — gradp —g(gradz) Forma 1 de Ec. De Euler

Y de acuerdo a la Gltima identidad:
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\ / 2
% = ﬂ + grad (V—) -V Arotv Forma 2 de Ec.de Euler
Dt ot 2

Para flujo permanente: aa\: =0 y queda igualando:

2

_gradp _ g(gradz) = grad V2 —V ArotV

Si el flujo es irrotacional rotV =0 — Ec. Euler para flujo:

gradp V2 Permanente, incompresible, no-
+ g(gradz) = grad Py viscoso, irrotacional

Si multiplicamos todos los términos de la ecuacién anterior por un vector desplazamiento diferencial:

dr =dxi +dyj +dzk y observando que:
gradpxdr =dp
gradzxdr =dz

2 2

\ _ \
rad(—)xdr=d(——
g (2)>< (2)

donde los diferenciales representan variaciones de las magnitudes en la direccion dr queda:

d—p+ gdz-d(EV)2 =0
Jo, 2

gue integrando en ambos miembros queda:

P +0z7+ ;V 2 _ cte. (Ec. De Bernuolli)

yo,
Como dr se tom6 en forma arbitraria, la ecuacion es valida en cualquier direccion. O sea al incluir la
condicién de irrotacionalidad los puntos inicial y final en la forma finita de la ecuacion no es necesario
tomarlos sobre una linea de corriente para asegurar su validez, o sea entre 2 puntos cualquiera de la regién de
flujo irrotacional se cumple:

V2 Y,

4 9 7 9

1.15 Circulacién:
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Dado un campo vectorial de velocidades en el plano o en el espacio, como se ve en la figura,

Fig.1.17 X ds

se define como circulacién sobre una curva cerrada cualquiera del campo en el instante t a la suma extendida
para cada punto de la componente tangencial de la velocidad sobre dicha curva, llaméandola con la letra
griega sigma mayuscula T resulta:

r={Vxds 1.15.1
C
En mecanica hablamos de 2 movimientos basicos: “rotacion” y “ traslacion”.

La traslacién para un elemento de fluido significa que el elemento mantiene constante su relacién angular
respecto del sistema de ejes de referencia, pero el elemento puede describir cualquier trayectoria, incluidas
las trayectorias curvas. El juego de los parques de diversiones, “la vuelta al mundo”, es un ejemplo de
movimiento de traslacién sobre la trayectoria curva circular.

La rotacion tiene por significado que el elemento cambia su relacién angular con respecto al sistema de ejes
0 que gira respecto a su centro de masa mientras se traslada. EI movimiento de la Luna respecto a la Tierra
es un ejemplo de traslacién + rotacién, ya que siempre vemos la misma cara lunar.

En fluidos los elementos forman un continuo, pero para cada elemento podemos hablar de escurrimiento
rotacional o irrotacional basados en los conceptos anteriores, por ejemplo el escurrimiento sobre el cilindro
circular embestido por una corriente y fuera de la capa limite, es irrotacional, o sea ningn pequefio elemento
del fluido tiene movimiento rotacional aunque la corriente se desarrolla segln trayectorias curvas.

El escurrimiento irrotacional es el tipo de movimiento fluido més simple, pudiendo por esta razon ser tratado
matematicamente. Es el escurrimiento que se encuentra fuera de la capa limite cuando una corriente de aire
no turbulenta pasa bafiando un obstaculo solido.

En tal escurrimiento el movimiento de las particulas fluidas es solamente de traslacién. Cuando no se
satisface esta condicion, como vimos, los elementos poseen vorticidad. Frecuentemente cuando el
movimiento es irrotacional se dice que no tiene vorticidad, también se lo llama “escurrimiento potencial”.

Vamos ahora a dar una interpretacion mas fisica de la circulacion. Supongamos que hacemos girar un
cilindro a velocidad constante en un fluido en reposo.
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Si no existiese viscosidad, es decir, si el fluido fuese ideal el cilindro giraria sin alterar para nada el flujo en
torno de él. Pero como la viscosidad existe, el fluido se adhiere a las paredes del cilindro y se establece con
un patrén decreciente de velocidades en primera aproximacion de tipo hiperbolico, siendo todas las capas
circunferenciales arrastradas por la rotacion con velocidades decrecientes.

Para cada capa se establece un patron de rotacion que en rigor es una “traslacion circular” ya que las
particulas fluidas se moveréan en trayectorias circulares, pero sin movimiento de rotacion sobre si mismas o
sea en forma irrotacional sobre si mismas.

Fig.1.18

El hecho de que la particula se traslada sin rotar se puede pensar como que la particula recibe un “torque
enderezante” debido a la diferencia de tension entre la cara inferior y superior que le imponen las particulas
de las circunferencias vecinas , la interior de mayor velocidad y la exterior de menor velocidad, en el patrén
de flujo, y que hacen que el flujo sea irrotacional en referencia a ejes fijos x e y.

El escurrimiento entonces originado por la rotacion de un cilindro serd uniforme e irrotacional vy las lineas
de corriente son circunferencias concéntricas ocurriendo que a lo largo de cualquiera de ellas la velocidad se
mantiene constante mientras que la velocidad decrece con el radio o distancia al centro.

El movimiento es equivalente al que se presenta cuando se vacia una bafiera en la cual en lugar de un
cilindro sélido tenemos una linea de vortice perpendicular al centro en el punto x =0, y =0, pero igual que en
el caso anterior las particulas que se mueven en circunferencias concéntricas al vortice no tienen vorticidad.

Aplicando el resultado (1.15.1) a las circunferencias concéntricas, la circulacion serd: I'=2arVr; de este
resultado se observa facilmente que la circulacién sera constante para cualquier linea de corriente.

O sea que el producto de la velocidad tangencial por la longitud de la curva cerrada 2 7z r, nos proporciona
una cantidad que caracteriza al movimiento. Si el cilindro se hiciera mas chico, la velocidad periférica seria
cada vez mas grande. En orden de obtener el mismo valor de circulacion, el puntor =0 V= o« no tiene
sentido matematico y se describe diciendo que el punto r = 0 contiene una linea de vértice de intensidad I",
perpendicular al plano del movimiento de las particulas y que en cualquier otro punto del campo el
movimiento esta inducido por esta intensidad I del vértice.

Para este movimiento se observa también que la circulacion sobre toda la curva cerrada que encierre al
vortice valdra I", y valdré 0 para toda curva que no lo encierre. Ahora si hacemos un cerramiento sobre una
circunferencia diferencial del vortice y formamos la razén:
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circulacion sobrelacurvadiferencial ~ 2zdrVr

; : : =20 =Q 1.15.2
areade lacurvadiferencid 7dr

Este es el valor del vector vorticidad (su magnitud) que hemos definido antes (sera también la velocidad
angular del cilindro material que establezca el campo caracterizado por I").

O sea matematicamente definimos la vorticidad del movimiento en un punto dado del campo como el valor
limite del cociente cuando el area tiende a 0. Es asi que la “vorticidad” mide la intensidad local de la
rotacion de la particula. Si en un ejemplo dado encerramos cualquier particula instantaneamente la
vorticidad sera 0, menos para el vartice mismo.

1.15.1 Teorema de Stokes:

El resultado anterior (1.15.2) puede expresarse como:

OI—r=2co=(rot\7)
dA

donde, en este caso particular, la componente de (rotV ) es la del eje “z”, ya que los componentes V estan
en el plano “xy”. Como el resultado es valido para toda curva cerrada en torno a un vortice podremos en
general expresar para un flujo contenido en el plano:

r:ifvxds:{(rotV)sz 1153
C

Este resultado constituye el teorema de Stokes en dos dimensiones donde queda probado que la circulacion
del vector de velocidad en torno a una curva cerrada plana es igual al flujo del rotacional de velocidad a
través de la superficie encerrada por la curva en la direccion normal a ella. La generalizacion 3D del
resultado de Stokes dé:

if\7>< ds= Irot\7x dA

C VOLA

gue para flujo en el espacio 3D relaciona una integral curvilinea de circulacion en el espacio 3D con una
integral de superficie, que representa el flujo del rotacional del vector campo a través de una superficie
cualquiera (un casquete) que tenga como borde o contorno la curva “c .

El teorema de Stokes es valido para cualquier campo vectorial continuo incluso si es diferente de V.

Como corolario del teorema de Sokes, es facil observar que la circulacion en toda region “simplemente
conexa” de un flujo irrotacional es nula a lo largo de cualquier curva cerrada ya que esta puede asociarse a
una superficie sobre la que se anula (rot V).

TP ]

Una curva “c” cerrada genera una superficie simplemente conexa si cualquier superficie cerrada que
imaginamos que tenga a “c” por contorno inicial (como si fuera un bonete) no se lleva por delante un cuerpo
solido interpuesto. Por ejemplo, para la situacion de la figura, la curva “c;” es simplemente conexa y la “c, «
no lo es.
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C1
O c,

Fig.1.19

La superficie ¢, se cerrara en algun punto del eje normal al papel z , mientras que el perfil debe considerarse
infinito seguin z, al efecto que la distribucién de flujo pueda considerarse 2D y analoga para todo corte segun
z, por tanto en algun punto ¢, conexa, se llevara por delante al perfil.

1.15.2 . Teorema de Kelvin — Helzmholtz.

Si calculamos la derivada total de la circulacién respecto del tiempo.
DI’ D> 2 - D 7 > DV
——=¢—(Vxd)=¢Vx —(d)+¢dIx —
Dt th(\/ ) § Dt( ) if Dt

como DD\t/ =V xgradV + aa\t/ que para flujo permanente queda de acuerdo a la forma 1 de la Ec. De Euler:

- -

gz\_/)xgrad\_/):g.gradz—igradp 0 bien ﬂ=—g VZ—EVD
Dt Yol Dt Yol

y también:
D(dl) _ d_\)/ N
Dt

Dl" - - l -
D—t=§deV—§(g.VZ+;.Vp)xdl

analizando los integrandos de la expresion anterior vemos que:

1(de+ dr s, ‘(T:?]x(dxndyjmzk): 1 (3ap)=Lap
P p

entonces el segundo integrando, queda:

(g.Vz+£Vp) = g.dz+£dp
P p

siendo entonces la derivada sustancial de la circulacion:
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Ezf d V—z+ g.dz+£.dp
Dt 2 Yol

El corchete dentro de la integral de linea es la expresion de la Ecuacion. De Bernuolli en forma diferencial y
cuyo valor es igual a cero como qued6 demostrado anteriormente en este mddulo, (ver el parrafo 1.13.1)
entonces:

E=0—>1“=cte
Dt

que nos indica que para un flujo no viscoso permanente la circulacion es constante, es decir si la circulacion
en un campo de flujo es 7" = 0 entonces permanecera siempre igual a cero, y si hay al menos un vértice
matematico dentro de la curva “c”, la vorticidad permanecera constante Sin variacion en su intensidad por
siempre.

Decimos vértice matematico porque la vorticidad no se puede crear en condiciones de viscosidad iguales a
cero es decir para flujo ideal. Pero se puede trabajar con un flujo ideal mas vorticidad matematica, para
simular flujos reales fuera de la capa limite.

Este es el analisis que se hace en una rama especifica de la dindmica de fluidos Ilamada Estudio de los Flujos
Potenciales Incompresibles o simplemente Flujo Potencial Incompresible, que estudiaremos sucintamente en
la unidad siguiente.

La consecuencia mas interesante del analisis de flujo potencial es la descripcién del fendmeno conocido
como Efecto Magnus y la transformacion conforme que se hace desde el plano complejo de descripcion de
este modelo en otro plano complejo y es conocida como Transformacion Jukowski, que es la base tedrica
para la descripcidn de los efectos de sustentacion de perfil de la aerodindmica clasica.



