MO06 84

FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS - FLUJO POTENCIAL

2 FLUJO POTENCIAL INCOMPRESIBLE.

En el capitulo 1 mencionamos que fuera de la capa limite, al hacerse despreciables los gradientes de velocidades
transversales a la corriente, puede considerarse aproximadamente que un flujo no esta sometido a friccién, por tanto
es irrotacional, y si ademas es permanente e incompresible, se lo denomina Flujo Potencial. Aqui nos limitaremos
tan solo a dar una referencia global sobre el manejo de los flujos potenciales o flujos con potencial, recomendando
gue estos temas se profundicen mas con la bibliografia de la referencia.

2.1 Condiciones de borde para Flujo Potencial.

Las condiciones necesarias que vamos a tomar en este caso son que el flujo considerado sea:

a.- Incompresible, p = Cte, o bien si es un gas por ejemplo aire, el nimero de Mach M< 0.3, es decir la
suposicion de flujo incompresible , cosa que es valida para aerodindmica subsénica.

—

\Y . . .,
b.- Permanente, 86t =0 para todo el campo de flujo en estudio. De esto se desprende que, como la ecuacion

diferencial de la continuidad era :

oV ’ oV >
—+grad xpV =0—>"—+ rad xV =0—

at g P at P9
a partir de las condiciones a y b, deducimos entonces que:
gradxV =0—divV =0
c.- Irrotacional, rotV =0

d.- Anélisis 2D o sea bidimensional.

Llamamos movimiento bidimensional a aquel en que cada particula se mueve paralelamente a un plano fijo,
(x,y) v las velocidades de todas las particulas correspondientes en profundidad, tienen la misma velocidad y
direccion. Es decir el campo es de vectores paralelos homologos en z desde -0 a + oo .

A veces a este espacio donde la ocurrencia del los campos de velocidades y presiones se repite sin cambios
para todos los planos homologos paralelos a (x,y) desde -co a + oo se lo llama 2.D.

La restriccion a dos dimensiones, asegura un analisis matematico facil de manejar, aunque el potencial de
velocidad se puede definir para cualquier flujo irrotacional, incluso en 3D, el término se asocia en general a
flujo incompresible irrotacional en dos dimensiones. Ejemplo: el flujo en torno a un cilindro infinito por una
corriente que lo embiste puede ser estudiado con analisis 2D, para el anlisis del flujo en torno a una esfera se
requiere analisis 3D.

2.2 Definicion de Potencial de Velocidades.

Aplicando las condiciones c y d junto con la definicion de rotacional, y llamando u y v a las componentes de la
velocidad de la particula en movimiento 2D:

i
otV = 0 9 O g [V o[V M
oX oy oz oX oy oX oy
\'

Si para este campo de velocidades, podemos encontrar una funcién escalar @ que haga cumplir la condicién
anterior, deberia ser:
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u—ag 2 2 U_—ag 2 2
o oD oD L 0X o°d o°m
— ————=0 otambién >+ =
_ o oxXoy  ayox L oxXoy  Oyox
oy oy

Es decir el campo de velocidades se puede tomar: \7 =grad¢ o bien \7 =—grad¢g

Esta condicion se cumple si @ es una funcién continua y derivable con continuidad. A tal campo escalar se lo
Ilama Potencial del campo vectorial de velocidades inicial si es que existe, o Funcién Potencial,.

La aplicacion de la ecuacidn diferencial de la continuidad dara:

2o %0

o2 a2~

gradx\7:0—>div\7:0—>

lo que indica también que el campo escalar o Funcion Potencial es una funciéon arménica, (recordamos que una
funcién arménica es aquella que satisface para un campo escalar la ecuacion de Laplace V2h =0 ).

2.3 La Funcién Corriente.

En flujo incompresible permanente, no pude fluir materia a través de las lineas de corriente ya que por definicion
las velocidades de las particulas son tangentes a ellas, o sea que se cumple con:

VAds=0

para toda trayectoria diferencial ds sobre la linea de corriente, de la cual se deducen las ecuaciones de las lineas de
corriente en este caso bi-dimensional segiin vimos en el Mddulo 1, que para el caso 2D es:

dl_v

dx u

Ademas por lo indicado por la Ecuacion de Continuidad, entre dos lineas de corriente dadas circulara un caudal
Gnico. En la Fig 2.3.1 hemos representado dos lineas de corriente en flujo bi-dimensional, y dos curvas arbitrarias
entre los puntos 1y 2, es facil ver que el caudal que atraviesa estas zonas entre las posiciones 1y 2 es igual para
ambas curvas, y su valor lo llamamos ¢, =%, - ¥, los valores de ¥, y ¥; son arbitrarios siempre que ¥, - ¥; =
01 €s decir ¥, y ¥; son valores funcionales arbitrarios siempre que la diferencia sea el valor del caudal entre ambas
lineas de corriente. En general a ¥ se la llama funcién corriente.

dx

Fig.2.3.1

Cabe acotar que cada una de las curvas dibujadas, puede imaginarse como la directriz de una superficie cilindrica
de generatrices paralelas al eje z, por lo cual la region limitada entre las dos superficies ¥, da lugar a un volumen
cilindrico paralelo al eje z, como el flujo es incompresible, y por la ecuacion de continuidad, el caudal que pasa por
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la superficie 1-2 izquierda es igual al que pasa por la superficie 1-2 derecha 0 sea iz = (129, €n lo cual hemos
Ilamado q al caudal mésico por unidad de profundidad z.

Con la anterior definicidn no hay duda de que a las lineas de corriente las podemos caracterizar por funciones ¥ (x ,
y)= C y por tanto:

_oy
ai‘/’dXﬁLaL/dy:o_)diy: 4(
X oy dx 5l7
oy
como por la definicion de linea de corriente bi-dimensional era a su vez:
dy _v
dx u

comparando ambos resultados,

oy

OX

oy

oy
haciendo referencia a la figura, para el caudal a través de cada porcion diferencial de la curva 1- 2, el pasaje a
velocidad u por dy, aumenta el caudal, mientras que la componente v que pasa por dx lo disminuye, estos se puede
observar en la vifieta de la figura tendremos entonces:

u=

2 2 2
oy oy
= |udy—-vdx=| —dy+—"dx=|dy =wo—
qu!y !ayyax !Wl//zwl

Siendo ¥, - ¥, =i, un valor constante, resulta evidente que ¥, y ¥; también lo son individualmente, y como
estamos trabajando con flujo bi-dimensional y ambas funciones representan lineas de corriente, podemos deducir
que siempre las funciones de corriente tendréan la forma ¥(x,y) = C.

Otra forma mas matematica de demostrar esto es a partir de la definicién de linea de corriente bi — dimensional

dl:! podemos escribir: udy—vdx=0 pero como se ve en la vifieta de la figura 2.2.1 u es una funcién

dx u
solamente de y , andlogamente v lo es Gnicamente de x por lo que podemos escribir a partir de:

udy—vdx=0 como u=f(y) v="f(x)—>
f(y)dy— f(x)dx=0—>d.|. f(y)dy—df f (x)dx =d(Cte) = 0 —

j f (y)dy—J. f (x)dx = (Cte) — w(x, y) = Cte

ya que la diferencia de las integrales anteriores sera una funcion de las variables combinadas x e y.

Ejemplo:
Supongamos el caso particular de la distribucidn para el campo de velocidades siguiente:

u=y

2 2
}—> ydy—xdx=0—>J‘ydy—dex=0—> y7 - X?=Cte

A su vez, por la condicién de irrotacionalidad, aplicada a este caso,
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- dv_du

2, 22 2y 52
rotV = ( =00V oW _ VL9V g

— - = o+
dx dy a2 2 0 X2 yy2

de donde deducimos por esta Ultima condicion que W es también una funcién armonica, ya que cumple con la
ecuacién de Lapalace: V2h =0.

2.4 Relacién entre el Potencial de Velocidad vy la Funcién de Corriente.

Como de acuerdo a las definiciones anteriores resulta:

A I o _ oy
OX oy N OX oy
oy ox oy

Estas dos ltimas expresiones se conocen como identidades de Cauchy — Riemann . Como para ambas funciones
segun vimos se cumple que

a¢dx+2§dy:0

OX IR

a—de+6—y]dy=0

OX oy

o

dx¢=k 6¢8y

dy zal//ax:_a%y _ 1

dXjy =c a%y a¢6x ) a¢ax ji¢:k

i

Con lo cual vemos que las tangentes son ortogonales ya que en el punto comun A las coordenadas de los puntos ¥
=c,y @ =kson idénticas y los segundos miembros de las ecuaciones anteriores son uno reciproco del otro y con
signo opuesto. O sea las lineas equipotencial y de corriente para un punto se cortan ortogonalmente, como A es
arbitrario, concluimos que la totalidad de las lineas de ambas familias conforma una red ortogonal.

P

“ c1

Fig.2.3.2

2.4 Propiedades de los flujos potenciales.
Podemos definir las siguientes:

a.- Las familias ¥ = ¢,y @ = kson curvas ortogonales.
b.- las ecuaciones:
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divV =0

rotV =0
dan lugar a:

V24 =0
Vzl//=0

O sea que las funciones potencial y corriente deben satisfacer las condiciones de armonicidad, por tanto deben ser
continuas, y derivables con continuidad.

c.- Como vimos, la ecuacion diferencial de la cantidad de movimiento, da lugar a la ecuacién de Bernuolli para
linea de corriente, es decir los lugares, ¥ = ¢ la cumplen, y por ello es posible conociendo la malla o familia de ¥ =
¢ determinar el campo de presiones.

d.- Como vimos la aplicacion del primer principio a un volumen de control que contenga un tubo de corriente,
conduce a la ecuacion de Bernuolli, 0 sea que si se satisface para flujo potencial la ecuacion de cantidad de
movimiento, también se satisface la de energia

e.- El segundo principio en ausencia de friccion y por tanto procesos irreversibles de trasmision del calor, no agrega
restricciones.

f.- Ademas de ser arménicas las funciones de corriente y potencial de velocidades de un flujo potencial no deben
violar las condiciones de pared si hay un obstaculo. La condicién de obstaculo es que sobre la superficie limite, las
velocidades normales deben ser nulas ya que el obstaculo en si debe ser tomado como una linea de corriente limite
al ser bafiado por una corriente, y no puede pasar flujo a través de ella, no obstante no hay restriccion a la velocidad
tangencial aun sobre la pared ya que el flujo ideal no se adhiere a la pared, y aqui no se presenta el fenémeno de
capa limite.

Tome en cuenta que los flujos potenciales son una idealizacion matematica cuyo rango de aplicacién con poco
error, es la obtencién de los campos de velocidades y presiones en las proximidades de los objetos pero no en
regiones tan préximas como el entorno de las capas limites reales donde el error seria apreciable. Llamando con el
subindice b a los puntos sobre un obstaculo sélido sera entonces (en referencia a la Fig 2.4.1.).:

e

on |b

7
os |b

y a gran distancia del obstaculo:

OX |X —>00 y—>00 oy [ X—>w y—>w

En las proximidades del obstaculo, el campo de velocidades viene dado por:

@ =Uux+vy
W =Uuy—VX
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Fig:2.4.1.

2.5 Patrones de Flujo Simples.

2.5.1 Flujo Uniforme.

N
Supongamos que el flujo venga definido por el campo V =Vg i , en este caso las componentes de velocidad del
campo son:

U=Vo
v=_0
de donde:
u= Z¢=Vo
X —)¢ = IVOdX =VOX+C1
o¢
v=—"=0
oy
u= al:Vo
Yoy = [Vody=Voy +C2
oy
:—7:0
OX

Los dos resultados anteriores dan lugar a una malla ortogonal, dibujada en la Figura 2.5.1.

Probemos primero al efecto de verificar que los campos ¥ =c,y @ =k

2
P _vo 9P g
OX Oxoy

2
9 o 9%
oy oxay

por tanto se satisface la condicion de armonicidad, y andlogamente se demuestra para ¥ = ¢
En este caso el caudal entre dos lineas de corriente seré:

2
v1,2= fdt// =y2-y1=Voy2—Voy1=Vo(y2-y1)
1
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$=0
P=-3 P=-2 P=-1 y P=1 P=2 =3
=3
=2
=1
=0
X
P=-1
=2
=3

Fig.2.5.1

2.5.2 Fuente y Sumidero.

Estos casos son singularidades en los cuales las lineas ¥ son radiales con sentido desde y hacia el origen
respectivamente y & son circunferenciales concéntricas y ortogonales a las primeras. Las ecuaciones a las que
responden los campos respectivos son:

o= gIn r
2(75 —> Fuente
)
v 27
¢=—gln r
2(’5 —> Sumidero
g
4 27

en la cual las coordenadas polares se han tomado:

r= \/X2+ y2 d=Cte

\Jr=Cte
= y Vr
6 =arctg " Ve=0
y Q es el caudal mésico o intensidad de la Fuente o Sumidero. X

En la figura, para Fuente Vr es saliente del origen, en el
Sumidero, Vr es entrante hacia el origen.

Fig.2.5.2



MO06 91

FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS — FLUJO POTENCIAL
Puede demostrarse facilmente que ambos grupos de funciones cumplen la condicién de armonicidad, que en
coordenadas polares es:

24 A2 2 2
0% 0V _o 1), 1% _,
ox2  oy2 rlor2) r2{o02

Las rectas de las lineas de corriente vienen dadas por la ecuacion:

g9=Cte

27
que en coordenadas polares son rectas que parten del origen, mientras que las lineas de equipotencial vienen dadas
por:

gInr=Cte

27
gue son circunferencias concéntricas. Las componentes radial y tangencial de la velocidad, vienen dadas por:

wo?_Q
or 2rr
_¥ g

V=
0~ vo0

Aplicando los resultados anteriores, podemos calcular el caudal total que como es l6gico es:

Q

2z r

q:TVrrdH:T rdé =Q
0 0

siendo el resultado para el sumidero, -Q,; también el caudal es constante para cada gajo. Si calculamos la
circulacion respecto del origen, de acuerdo a la definicion que habiamos dado de la misma:

r={vxdl =Tv9 rd0=0
0

O sea, el flujo de la fuente o el sumidero tienen circulacion nula sobre todos los circuitos cerrados posibles, incluso
si estos rodean al origen.

2.5.3 Hilo de Vértice sequn la direccion “z”.

Si en las ecuaciones anteriores invertimos los roles de las funciones ® y ¥ utilizadas para los modelos de fuente y
sumidero, obtendremos las ecuaciones del hilo de vértice , esto es:

Q

=0
¢ 2

Q
=—Inr
v 27

Ahora, las lineas de corriente son circunferencias concéntricas y el valor de la velocidad sera:

Q
Vyp=—"—
0 2rr
Ve=0

y la circulacion:
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NN 27zQ
F=§de|=£V9rd0=£2ﬂrrd9=Q

En la figura, linea de vdrtice entrante hacia el papel, circulacion dextrégira, o a derecha, linea de vortice saliendo
del papel, circulacion levogira o a izquierda.

=C
o $=Cte
Vr=0
Ve

Fig. 2.5.3

2.6. Superposicion.

El principio de superposicion es valido por la condicion de Laplace y el corolario del mismo que nos indica que si
dos o mas funciones ®;, ®,, @;...son armonicas, entonces la suma Zgbi también lo serd. A modo de ejemplo,

examinamos el évalo o elipse de Rankine, en el cual una fuente y un sumidero, se colocan a distancia +a y —a del
origen (segun se indica en la figura 2.6.1) y se superpone ademas un flujo uniforme.

Todo el flujo de la fuente F es absorbida por el sumidero S, pero entre los tres flujos, se establece una elipse como
linea divisoria cuya forma dependera de las intensidades relativas . Los valores de la combinacién se establecen por
suma directa:

Q

Q
=Voy+—Inri——Inr
¢ 0X 27 1 27 2

Q Q
=Voy+-—01——0
v'="oy 27 1 2 2

Puede reemplazarse ry = x + a, r,=x-a, gquedando:

2. y2
é =Vox+§[|n [(XH")”}

(x—a)2+y2

Q y y
=V,y——|arctg| —— |—arctg| ——
v ="Yoy 271'[ g(x+a} g(x—aﬂ

la elipse divisoria cerrada puede asumirse también como un limite sélido , asi la superposicién de flujos permite el
estudio de flujos abiertos embistiendo sélidos, obteniéndose distribuciones aproximadas de velocidades y presiones
fuera de la capa limite.

Si bien el flujo estudiado es 2.D la elipse puede ser andlogamente interpretada como la seccion de un prisma
eliptico que va desde z=-00a z= 0, ya que cada corte serd homologo en su flujo
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)

Fig.2.6.1

2.7 Potencial complejo. y Transformaciones Conformes.

Para estos casos simples precedentes, @ y ¥ se encontraron resolviendo la ecuacion armoénica, o por integracion
simple de los valores conocidos de la velocidad. En general, la mejor forma de determinar @ y ¥, es utilizando la
teoria de variable compleja y las transformaciones conformes.

Para ello el plano fisico (x, y) en el cual habiamos representamos @ y ¥, como familias ortogonales, lo
transformamos en un plano base complejo:z=x + iy, zesahora, un punto de este plano, si ahora definimos una
funcion genérica del plano complejo, que llamamos potencial complejo como:

F(z) = @) +i V()
F puede describirse como una funcion de z , donde la parte real de F es @(x,y) y la parte imaginaria, ¥(x,y).

En el espacio complejo asi definido de F, las funciones @ y ¥ forman como vimos una red ortogonal. Es posible
ahora pasar del plano z = x + iy de referenciaa otro (=7 + i ¢ a través de una transformacion, pero tal que
conserve la naturaleza ortogonal de @ y ¥. la transformacion entre estos planos referenciales puede quedar definida
por una funcion:

c=1(z2).

Por ejemplo cuando transformamos un globo terrdqueo en un mapa plano a través de una transformacion Mercator,
los paralelos y meridianos son ortogonales entre si tanto en la representacion esférica como plana, 1o mismo que se
conserva para cada punto homoénimo los valores de latitud y longitud, sin embargo las superficies de ambas
representaciones del planeta Tierra se deforman y en particular mas hacia los polos y menos hacia el ecuador.

Estas apropiadas transformaciones que mantienen la naturaleza del potencial complejo original, se denominan
Transformaciones Conformes. Escogiendo funciones apropiadas del tipo ¢ = f (z ) podemos obtener modelos de
flujo en torno a formas complicadas si se conoce el patron de flujo F(z) para una forma simple a través de la
descripcion del plano { una vez obtenido F( ().

Por ejemplo un cilindro circular en rotacién embestido por una corriente presenta un fendmeno de sustentacion
positiva conocido como Efecto Magnus, la transformacion conforme de Joukowsky, nos permite obtener formas
complicadas con aspecto de perfiles de gota arqueados y de cola afilada que presentan sustentacion, estas formas
reciben el nombre de su descubridor “Perfiles Joukowsky”.
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A diferencia de la transformacion Mercator, la transformacion Joukowsky deforma mas en las posiciones proximas
al origen 'y menos hacia los extremos de los ejes , por tanto una circunferencia se deformaré en un perfil, pero
lejos del centro, las lineas de corriente casi no se deformarén es decir se mantienen las condiciones de la corriente
lejos de la forma o en infinito.

En estos perfiles aerodindmicos las curvas superior e inferior que convergen en la cola afilada presentan la
particularidad de tener tangentes coincidentes (o angulo de salida de perfil de 0°), a veces esta descripcién
geométrica se llama “punto cuspidal”. En general estos puntos llevan implicita una discontinuidad del flujo de
escurrimiento que proviene de la region superior e inferior del perfil, pero Joukowsky demostr6 que siempre existe
una configuracién de escurrimiento para la cual el aire abandona la cola sin discontinuidad, y es la adaptacién del
valor de la circulacion transformada.

Si el valor de la circulacion de base en el cilindro con efecto Magnus se ajusta a un valor especifico, la
discontinuidad no se manifiesta después de la transformacion. Este valor de circulacion 6ptima solamente sera
funcion de la velocidad del flujo horizontal en infinito, y en los perfiles reales la velocidad de infinito ajusta
automaticamente la circulacion.

Para visualizar fisicamente el efecto Magnus, al cilindro circular se lo hace rotar sobre su eje y luego se hace
embestir la corriente horizontal (o mover horizontalmente el cilindro), asi generamos la circulacién fisica apoyados
en la viscosidad, para los perfiles aerodindmicos reales la discontinuidad inicial de los escurrimientos sobre la parte
superior e inferior del perfil antes de lograr la igualacion de los flujos, produce la estela parasita y en acuerdo con el
teorema Kelvin — Helzmoltz , la circulacién inversa compensadora en torno al perfil, (ya que si la circulacion era
nula, ahora la sumatoria de la vorticidad de estela mas la circulacion también debera ser nula) asi a diferencia de la
sustentacion por efecto Magnus en un cilindro, el perfil no necesita rotar para generar sustentacion.

La profundizacion de estos aspectos nos llevaria de pleno al terreno de las bases de la aerodinamica teérica
subsonica, cosa que nos apartaria del propo6sito de estas notas, pero el alumno interesado puede profundizar estos
interesantes temas con la bibliografia de referencia
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