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5 CoNDuUCCION DE FLUJO LAMINAR EN TUBERIAS

5.1 Transicion de Flujo laminar a turbulento en una tuberia:

Experimentos realizados por Osborne Reynolds a finales del siglo XIX, sobre tubos de vidrio conduciendo agua
con aparatos similares al indicado en la figura 5.1.1 siguiente, permitian analizar, variando el caudal de salida a
través de la valvula, diferentes velocidades de conduccién en la tuberia y visualizar el comportamiento del fluido en
el interior del tubo.
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Fig.5.1.1

De las formulas anteriores referidas a la aplicacion del teorema de Torricelli, vimos que en la practica el caudal q
de salida era q=C,./2gh-A, es decir, al disminuir A 0 sea el area del orificio de salida de la valvula, el

coeficiente disminuye hasta cortar el flujo, asi podemos obtener velocidades crecientes de flujo al ir abriendo
lentamente la valvula.

Con velocidades bajas, el filete de fluido coloreado insertado en la corriente por la agujeta de tinta de densidad
igual al agua, se mantiene a lo largo del tubo formando una linea recta, el resto del agua forma una indefinible masa
cristalina transparente, que permite leer un texto con aumento colocado detras del tubo como si fuese una lupa. A
este comportamiento de movimiento del fluido de filetes paralelos indistinguibles se lo Ilama Flujo Laminar.

Para velocidades mayores el filete coloreado testigo (y por tanto todos los demas) se hace inestable, es decir la traza
pierde su forma de linea recta y empieza a oscilar y hay finalmente, a partir de una cierta velocidad, una dispersion
completa de la tinta coloreada en el conducto, es decir, hemos reproducido una transicién del flujo laminar al
denominado flujo turbulento.

Si representamos matematicamente la velocidad de las particulas, que pasan por un punto fijo no material, de
acuerdo al criterio de Euler, la velocidad de las particulas que pasan por ese punto en régimen laminar permanente,
nos dan la gréfica de la figura 5.1.2 izquierda,

Para algunas circunstancias de flujo turbulento, puede darse la grafica de la derecha para la componentes horizontal
de la velocidad, tomadas en el punto no material, en la cual se observa que la velocidad media segiin x se mantiene
constante pero aparecen fluctuaciones instantaneas de la velocidad, no obstante, se puede hablar en este caso de
flujo turbulento permanente, siempre que se cumpla que:

t)
! Vdt

t, —t, s

V=
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v=Cte vl sttt whrae - V=Cle

Fig.5.1.2

Los experimentos de Reynolds estuvieron basados en variar la velocidad en tubos de vidrio de didmetro constante,
es decir, la obtencion de diferentes valores del nimero adimensional que ya hemos definido como Numero de
Reynolds, para el cambio de la variable V:

Re = pV D donde D era el diametro interior del tubo bajo prueba.
U

Dependiendo de las condiciones de como se realiza el experimento, la transicién laminar — turbulento se produce en
un rango 2.000 < Re < 4.000 dependiendo fundamentalmente de la isolacion del experimento a las vibraciones
exteriores.

Para los casos practicos, la transicion en flujos interiores y para tuberias comerciales se toma en Re = 2.300.

Para flujos abiertos, las transiciones se producen en valores de otra magnitud, del orden de Re= 0,5. 10° vy
dependen de otras variables dimensionales como ser el tamafio del objeto.

5.2 Anélisis de Flujo Laminar Unidimensional:

El analisis de flujos reales internos, impone la consideracién de la viscosidad. La viscosidad es la propiedad del
fluido que introduce las tensiones de corte, y es la causal de la irreversibilidad en los procesos de aumento de
energia interna y eventualmente de las pérdidas de calor.

5.2.1 Flujo laminar incompresible entre placas paralelas:

En el experimento de la figura siguiente Fig.5.2.1, la placa superior se mueve paralela a la superficie libre y a la
direccion del flujo. El flujo se toma unidimensional, es decir, todos los filetes y sus velocidades en las posiciones y
respecto de la base, se repiten iguales para toda la profundidad z., y no se consideran los efectos del borde de la
placa (los valores significativos del experimento, se toman lejos de los bordes).

Como el fluido tiene una componente gravitatoria en la direccion de la longitud |, hay una variacion de presion
hidrostatica en este sentido. El andlisis se hace considerando una particula libre de fluido, como la dibujada en el
seno del flujo, de dimensiones (81x 6 yx1) es decir de profundidad unitaria, (por supuesto las escala con que se

dibujé la particula ha sido muy ampliada). La ldmina se mueve con velocidad constante U hacia abajo, ,
inicialmente el fluido esté en reposo.

La ecuacion de movimiento a partir del balance de fuerzas, para la placa en la direccion | es:
p§y—(p§y+(lrl)5l oY) — Al + (ol +:T5y61)+7/(5l oyl)-send=0
y

Dividimos m.a.m. por el volumen del elemento y simplificamos quedando:
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_dp —+ d—+ ysend =0
dl  dy
-
Fig.5.2.1 g

Como de la figura auxiliar: sené@ = —d—h —

dl
dr d d
@za(p+ﬂ1) N dfz[a(ery/h)]dy

Como no hay aceleracion respecto de y, ya que se trata de un deslizamiento de una placa sobre un seno fluido,
todo el paréntesis es constante para la integracion, quedando:

d
TZYE(p‘F}’h)‘FCl

Como asumimos el comportamiento como flujo laminar, sustituimos acuerdo a la ley de viscosidad para fluidos:

T
ﬂdy

Por lo tanto:

du 1d
Vi ——(p 7h)y+—
y

Que integrando respecto de y nos da el perfil de velocidades entre la base y la placa.

1d
u—z—a(p h)y? +—y+C (5.2.1)

C. y C, son constantes de integracidn que pueden calcularse a partir de las condiciones de contorno siguientes:

Paray=0 > u=0
Paray=a>u=U

Por lo tanto: C,=0; Zld(p+7h)a +C—a U
7]
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O sea, de la segunda:

S —(p+iha

G _u 1d
u a 2udl

gue reemplazando en 5.2.1 queda:

5.2.2
U] 1 d

= 2 S (p+yl@y-y?)
a 2udl

Si el esquema de la figura fuese horizontal, no habra variacion de presion hidrostatica y S”(p +Hh)=0—>u= vy
a

es decir daria una distribucién lineal, ojo que en este caso supone también que no hay variacion de presién,
AP /AL =0, es decir el conducto plano tiene areas normales al movimiento constantes.

y

U

Fig.5.2.2

Ejemplo 5.1:

En el esquema de la figura siguiente, una placa mavil se mueve sobre la base fija segln se indica:

1 =0,80poise
=935 UTM /m3
Determinar:

La distribucion de velocidades.

El caudal.
La tension de corte sobre la placa movil.

Smm

p2=1.5 har

p1=1 bar

Fig.5.2.3
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Resolucion:
a.- la distribucion de velocidades:

En el punto superior calculamos (p+y h):

2
p=15"9% 10t ™" _ 15100 NP
cm m m
KgF
y=pg =93,5UT';/' 981" —9172 "9
m seg m

(p+yh), =15x10" +917,2 g.sm =17,750g
m m

4 KgF KgF

Con los datos anteriores

A(p+7h) _d(p+yh) 10000-17750

=-1825
Al dl 3.2

KgF L )
21825 3 también como datos tenemos:

m
a=5-10"m
V=M™

seg

Los cuales reemplazados en la ecuacion (5.2.2) queda:

y 1825 2
u=-— + 0,005y —
5.10°° (2,08/98)( y=y7)

En la cual se hizo la conversion de poise a (@) : como poise es la unidad “cgs” de viscosidad:
m
. dynseg 1  KgF cm?. 08  KgF.seg
1 poise=1 . -1000 = —
P cm? 980000( dyn) « m? ) 98 ( m? )

Operando sobre el resultado final de “u” queda para la ecuacion de distribucion de velocidades:
u =359y —111800y?

La velocidad maxima se presenta donde se obtienen los maximos y minimos de la funcién u (y), o sea para

du_y
dy

259-2.111800y =0 — y=359/(2-111800 =1,60-10m=1,6mm
Las velocidades minimas, es decir donde el liquido se estagniza las obtenemos para:

y=0 2> u=0

y=5mm > u =359.0,005- 111800 (0,005)% =1,795—2,795= -1
seg

y la velocidad méxima:
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y=5mm > u =359.0,0016-111800- (0,0016)% =0,29 "
seg

Y el perfil de velocidades seria:

v =-1m/seg

Fig.5.2.4
b.-Célculo del caudal;

Como el diferencial de &rea es dA=dy.1

m2
Q= j - Em(p*‘?’ ) [@]
2 3
Pero la unidad [”L] _m-m =[l]i es decir caudal por unidad de dimensién en la profundidad de la placa.
seg” seg-m m

Reemplazando valores Q =-0,17-10" [—] da en un sentido negativo, o sea hacia arriba, es decir que es mayor
el flujo ascendente que el descendente.
c.- Célculo de la tension de corte:

Para calcular la tension de corte que en definitiva nos permitiria calcular la fuerza necesaria para mover la placa
corriente arriba, calculamos primero (du/dy) o sea el gradiente de velocidad para esa posicion:

du KgF.seg 1 KgF
C.) R R T

dy y=0,005 98 m? seg m?

Como da negativo la tension para mover la placa debe ser en sentido negativo o sea oponiendo al movimiento de la
placa. Observe que para calcular la fuerza total deberiamos multiplicar esta tensién de corte por el area de la placa
y agregar la componente de peso de la placa segun la direccion del movimiento.

5.3 Casos particulares del flujo unidimensional:

El alumno deberia ahora estar en condiciones de responder a las siguientes preguntas:
5.3.1 {Qué pasa si V=0, o sea si tenemos dos superficies fijas? ;Como es el patron de unidades en este caso?
5.3.2 ;Qué pasa si V =0 pero el angulo entre las placas es = 0, es decir, en desarrollo horizontal?

Ayuda: Observe que en este caso d h=0 - h=0

5.4 Anélisis de Flujo Laminar Bidimensional:




M09 123

FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS - FLUJO LAMINAR

Consideremos la condicion de flujo incompresible, permanente y viscoso (que produce la condicién de flujo
laminar) desplazandose por un tubo de seccién circular inclinado, de radio interior r = a ,como se muestra en la
figura 5.4.1 siguiente, que es la condicion mas general posible.

Sobre el elemento masico de fluido de forma anular, concéntrico con el tubo , tomamos todas las fuerzas de campo
y superficiales que nos aparecen.

Aplicando la ecuacién de movimiento en la direccion longitudinal | con aceleracion nula tenemos > ZFi =0
(Movimiento.Uniforme) -

2ror p— (2w ror p+ 2z ror (2?)(31) +2md v —[27r A 7+ ;(an ol 7)or]+ y2ar o ol senf =0
r

Como — ZT =sen @; sustituyendo y dividiendo por el volumen del cuerpo libre (27rordl ), queda:

_easr )P omsoryr—y Y arord)y=0-

dldr dl 541
d 1d (4.
- " (r-nN=0
dl(p+7h)+rdr(f r

Multiplicando ambos miembros por (r.dr) queda:

Fig.5.4.1 Y2mr & Ol

{S”(p+7h)}r-dr+d(r ry=0

Como la llave no es una funcion de r,y 7 es constante para el tubo de corriente r ,entonces integrando queda:

2
((:I(p+7h)jr-dr+rjdr=0—>r2;jl(p+yh)+rr+C1=O
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Como esta ecuacion debe ser vélida para todo el campo del flujo, adn cuando r = 0 > C; = 0 >

;gl(p +7h) + 7 =0 (simplifico unar)

Sustituyendo ahora t por su valor para flujo viscoso z = y(ju)
r

rd du, -1 d 1 [d 1 [d
— h —)=—r— h)y >du=-—_—"+<— hyprdr > u=——"+<— h)¢ | rdr
g (Prrm+al) 20 g (PHrn Zy{dl(p+7 )} zﬂ{dl(pw )}J i
r’ d h
u=————(p+yh)+C
4y dl(p ryh)+C,
Aplicamos otra condicion de borde para calcular la constante C,.

3.2

Cuandor=a > u=0-> C, =43I(p+;h) que reemplazando en (7.2) queda la expresion general de la
U

velocidad del campo fluido:

a?-r?_  d
in )—a(pﬂ)ﬂ)

u=(

(5.4.3)

y para la velocidad méximaenr =0:
a’d
Uy, =-——(p+
™= 4 dl(p M)

y para tubo horizontal:

dh=0—-h=0—>
az-r?2_A
)ED)
4u Al
siendo el valor de la velocidad maxima:
a’ Ai’)

mX:@(AI

u=(

Ap/ Al es larazon de la presion entre 2 puntos del tubo entre los cuales
calculamos la velocidad, o mejor el perfil de velocidades. La

representacion de la velocidad “u” en funcion del radio “»” como se
ve en la ecuacion es claramente una parabola para cada seccién
longitudinal y un “paraboloide de revolucion” para la distribucion

bidimensional de velocidades en el tubo.

Fig.5.4.2
Como la distribucién de velocidades es un paraboloide, es facil demostrar que la velocidad media es exactamente la
mitad de la velocidad méaxima o sea:



M09 125

FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS - FLUJO LAMINAR

2

v 9 i)

8u dl
y, por lo tanto, el caudal es: V - 7a® =Q
O sea:
ma* d D D* d
=" _—(p+yh),Como a=— =
Q 8. dl(p yh), 2—>Q 1280 OII(IO yh)

5.5 Caida de presion para flujo laminar en tubos, formula de Hagen-Poiseuille:

A partir de la formula de caudal para tubo horizontal:

D* Ap
Q= 1284 (
y COmo en este caso:

[

(Ai):AP

L

Siendo L la distancia entre la ubicacion de mandmetros, queda:

4
Q_7D' AP o 1284LQ
128u L 7 D*

Siendo:
7TD2 _
Q= 4

Por lo tanto, vemos que la pérdida de presion (energia potencial) es directamente proporcional a la viscosidad, a la
longitud vy al caudal, e inversamente proporcional a la cuarta potencia del didmetro.

Observe que la rugosidad del tubo no interviene en la ecuacién, simplemente porque la velocidad es cero en los
bordes.

Esta ecuacion es conocida como ecuacidén Hagen Poiseuille, y fueron obtenidas entre 1839 y 1840. Las ecuaciones
son validas para flujo ya establecido en cafieria.

Para el tramo inicial de la cafieria, si proviene de un depdsito con una entrada abocinada, la velocidad es casi
uniforme al valor de la velocidad media. Después, debido a la ecuacién de continuidad, la velocidad aumenta sobre
la linea central y disminuye hacia los bordes. Cuando estudiemos las propiedades de la capa limite, veremos que
dentro del tubo el espesor de la misma va aumentando desde la entrada desde el depoésito para cada seccion
longitudinal y en poco trecho la capa invade todo el volumen del tubo desde la periferia interior de velocidad cero
hasta la linea central de velocidad méaxima.

Se puede establecer analiticamente que la longitud de transicion L = 0,058 Re.D y estd de acuerdo a las
observaciones experimentales.

Podremos estar seguros del establecimiento de este patrén de flujo laminar como ya dijimos, si el nimero de
Reynolds Re es inferiora 2.300, es decir, si se cumple:

Re = pVD
U
lo que indica flujo laminar desarrollado.

<2.300
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5.6 - Otra expresion de la formula de Hagen-Poiseville:

AP, d AP d p
Como (—)=— h) > (—)=y—(=+h
(AI) OII(|0+y) (AI) ydl(y+)

»»

Al valor ;jl(p+ h) se lo llama “caida de presion por unidad de longitud”, y se lo indica con la letra ;.
v

AP .
Entonces: (—) =y -
( AI_) N
De lo cual también se pueden escribir las ecuaciones anteriores como:
4 2
ﬂ __
>V

. - D . . 32
= yV=— - =
Q 1284 V)] 324 r—1 D

Asimismo a partir de la expresién: (ilp_) =y ]—>AP=y jAL

Y el valor de la fuerza resistente en la seccion sera:
D? D?
4 (AP) =

Y la resistencia en el contorno de la tuberia sera:
2

W= ¥ jAL

y JAL

Tc = 4 =7 DJ Tension tangencial superficial en el contorno interior.
7 DAL 4
Ejemplo 5.6.1:

Determinar las caracteristicas del flujo en el tubo representado en la figura 8.1 siguiente, siendo:

7 =800KgF /m®

1 =0,40poises
Calcular el caudal en el [litros / min.] P1=1.5 bar &@
y el n® Re del flujo. @
\ ~ ¢
8 %
o Bt
AN P2=2b
5 = 2 bar
i
8.66m
Fig.5.6.1
En la posicidn 1:
p, +7h, =15-10* ngF +800 Kg::: -5m :19.000g
m m m

En la posicion 2:
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p, +yh, =2.10* gz 20.000
m m

KgF
2

Como p,>p; suponemos en principio que el flujo se mueve de 2 a 1.
La expresion:

A(p+m):19.000—20.0002—1.0002_1OOKgF

AL \[5? 18,662 10 m?

gue reemplazada en la expresion del caudal:

4 4 4 3
=t A D* A 314.0,02 s m
Q=" 2 (p+h) =" 2 (pash)y=—"20C  (100)=-9,6-10°

8u AL 1284 AL 128.10,40/98 seg

En litros por minuto, el caudal seré:

3 -
Q=9610°"" 100 M 6o*9 _ 577 !
Seg m min min

Como el caudal tiene signo negativo sera hacia arriba.
El n°® Re seré:

_VDp _0,306-0,02-800-98
P 9,81-0,40

R =1224 << 2.300

Este valor obtenido, significa que el régimen es laminar y las formulas estan bien aplicadas, ahora, en la expresion
anterior tomamos:

D? 7

\7:/ =
Q4ypg

y el valor superficial de la tensién:

__7Dj_yD32uV _8uV _8-(040/98-0306 _ . KgF

4 4 yp? D 0,02 m?

Este es el valor de la tension sobre la seccién perimetral del tubo, es decir, si e es el espesor del tubo.

F
Z':
2ra-e

RESUMEN DE FORMULAS PARA FLUJO LAMINAR

A.- Unidimensional:

Al.- Placa oblicua a velocidad U, flujo en movimiento por gravedad:

_ Uy 1A 2
U—7 zﬂ{AI(D+7ﬂ)}(ay y°)
= w9,
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128

A2.- Horizontal con gradiente presion sequn la longitud:

uy 1 A 2
u:i—ii a—
N 2ﬂ(Allo)(y y°)

A3.- Horizontal sin gradiente de presién:

U

<

u =

|

B.-Flujo Bidimensional

B1.- Tubo inclinado y gradiente de presion:

Velocidad genérica:

2,2

r-,A
in ) o (P

! a? A
mX4AI

(p+7M)

Velocidad media:

_a’z A
V= Siﬂ(p rh)
Caudal:
mt A D4 A
Q= S—E(p 7h)—128 f(p h)

b. Tubo horizontal:

@=O—>h=0
dl

velocidadgenérica
a’?-r? A
=)
u Al
velocidad media
—a’ ,Ap,, a’ A
A 0 VA )

caudal
Ap, D* Ap
Q——( )—128 ( )

ten5|onsuperf|0|al
ﬂDz
4 ap _DAp
7D 4

T=




M09 129

FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS - FLUJO LAMINAR

Bibliografia complementaria para consulta:

FRANK M. WHITE, Mecanica de Fluidos, Ed. Mc Graw Hill

WILLIAM F. HUGES, Dinamica de los fluidos, Ed Mc Graw Hill

ROBERT FOX — ALAN MAC DONALD, Introduccion a la Mecanica de Fluidos, 4ta Edicion, Mc Graw Hill
IRWIN SHAMES, Mecénica de Fluidos, 6ta Ed. Editorial Mc Graw Hill

RONALD GILES, Mecanica de los fluidos e Hidraulica, Ed. Mc Graw Hill

STREETER Y WEELER, Mecanica de los fluidos, Ed. Mc Graw Hill



