Ejercicios adicionales a las guias 1 a 4

Producto interno

1.

Se ha definido en R? un producto interno tal que (vi,v1) = 1, (v1,v2) = 0y (vg,v2) = 2, con
v = [1 )T y ve =[1 2]T. Se pide:

(a) hallar (z,y) con z = [z1 22]7, y = [y1 y2]”.

(b) Descomponer v = [2 2|7 como suma de un vector paralelo a v = [1 0] y otro ortogonal
(segun el p.i. definido) a w.

Sea {ey, €2, e3} la base canénica de R? y sea (-, -) un producto interno en R? tal que |le1 || = ||ez|| =
1, les]l = V2, (e1,e2) = 0y u = 2e3 — e3 es ortogonal a e1 y a e3. Halle (x,y) paraz, y € R? y
calcule la proyeccién ortogonal de v = [1 1 2] sobre el subespacio S = {x € R®: z; = 0}.

Sea B = {v1;v2; v3} una base de un R-espacio vectorial V. Hallar los valores de « para los cuales
existe un producto interno en V' que verifica:

lo1]] = |lv2l| = |lvsll = 2, (vi,v3) =0, (v1 +va,v1 +v3) =4+ a y (v —ve,v1 —v3) =4 — .

Considere a = 1 y halle una base ortogonal de S* siendo S = gen{v; + v3}.

Demuestre que (p,q) = p(0)g(0) + p(1)g(1) + p(—1)g(—1) es producto interno en P pero no en
Ps3. Halle los valores de o y 3 para que p = at + 3(t? + 1) se encuentre lo més cerca posible de
q =1t

Demostrar que para a > 1, (z,y) = £1y1 + 1y2 + Tay1 + axays es producto interno en R2. ;Cial
propiedad de producto interno no se cumple si o = 17.

Considere a = 2 y halle los v de R? tales que su proyeccién ortogonal a S = {x € R?: x1—x = 0}
seau=[11TydvS8)=1.

Sea {ey, ez} la base canénica de R?. Demuestre que no existe un producto interno en R? tal que
ledll =1, [lea]l =2y (er,e2) = 2.

Considere en R?*2 el producto interno (M, N) = miini1 +mianiz+maoinei +maogonee. Demuestre
que si S = {A € R?*2: A = AT} entonces S* = {A € R?*? : AT = —A}.(Sugerencia: halle
primero una base de S).

Considere en C([—m,7]) el producto interno (f,g) = |”_ fg dz. Hallar los valores de o, 8y v
que minimizan el valor de la integral

/ [|[z| — a — Bcosz — ysenx)* dz.

—T

Sabiendo que u = [2 2 2]7 es el elemento del subespacio S C R? més cercano a v =[1 2 3]T.
a) Hallar los posibles subespacios S.
b) Hallar una base ortonormal de S sabiendo que dim(S) = 2.

Matrices de proyeccion, QR, cuadrados minimos

10.

1/3  1/3 1/3

Comprobar que P = | 1/3 5/6 —1/6 | es una matriz de proyeccién y hallar Q € R***, con
1/3 =1/6  5/6

k a determinar, tal que las columnas de @ sean ortonormales y P = QQ7.
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Dadas A € R™™ y B € R™* demostrar que col(A) L col(B) si y sélo si ATB = 0. (Nota:
considere el p.i. canénico de R™).

Encuentre A € R3*3 tal que [I — 1 0]A = 0 y A admita una descomposicién QR normalizada
2v2 V2 2V2
0 V3 2V3

Para la matriz A hallada, encuentre la matriz de proyeccién sobre (col(A))™ .

A=QRcon R= [ ] . {Es tnica?.

Sea A € R™™ una matriz de rango m y A = QR una descomposicién QR normalizada de A.
. Qué dimensién y qué rango tiene R?. Deducir que ATA = RTR y que AT A es inversible.

1 -1
Sabiendo que A = | 0 1 V2 2v2 0 y b = [v2 V3 v2]7, hallar la matriz de
11 0 V3 —V3

proyeccién a col(A) y todos los € R® que minimicen || Az — b|.

11 2
Dada la matriz A= | 1 r 14 |, hallar los valores de r para que A admita una descom-
1 r 147

posicién QR normalizada tal que rango(QQ’) = 1. Encontrar la matriz de proyeccién a col(A)
para cada valor de 7 hallado.

Sea P € R™™ una matriz de proyeccién. Demuestre que si P = QR es una descomposiciéon QR
normalizada de P entonces Q = R”.

Sean P € R™" y P, € R™™, matrices de proyeccién. Demostrar que si PP, = 0, entonces
PP, =0y P+ P> es matriz de proyeccién. Hallar la relaciéon entre los rangos de P, P v
P+ P

Dada A € R™™, demuestre que Nul(A”) = col(A)* y de alli deduzca que Nul(A)*+ = col(AT).
(Considere el p.i. canénico.)

Suponga que A € R"*" (m > n) y que Nul(A) tiene dimensién m —n. Demuestre que si A = QR
es una descomposicién @Q R normalizada entonces @) es inversible.

Sean P; € R™"™ y P, € R™*"™ matrices de proyeccién. Demostrar que col(P;) C col(P2) si y sélo
si PgPl = Pl.

Suponiendo que A € R™ ™ tiene rango m y b € R", explicar por qué & = (AT A)~' ATh minimiza
|Az — b]|.

Determine, justificando su respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Si Z es una solucién por cuadrados minimos de la ecuacién Az = b entonces ||Az| < ||b]|.
(b) £ = 0 es una solucién por cuadrados minimos de la ecuaciéon Ax = b siy sélo si b es ortogonal
a col(A).

Explicar, sin resolver la ecuacién, por qué u = [1 0]7 no puede ser la solucién por cuadrados
11

minimos de Ax =bcon A= |1 0 | yb=[110]T.
20



24. Sabiendo que A € R?*? admite una descomposicién QR normalizada A = QR con Q =

= @R
o = o

y que para cierto b € R3 la solucién & por cuadrados minimos de la ecuacién Az = b verifica
b— Az =[10 —1]7, hallar los posibles valores de «, 3 y 7.

1/vV2  1/V3
25. Sabiendo que A € R**3 admite una descomposicién QR normalizada con Q = 0 1/V3 |,
1/vV2 —1/V3

hallar bases ortonormales de col(A) y Nul(AT) y las matrices de proyeccién a esos subespacios.
Transformaciones lineales

26. Defina una transformacién lineal T : R® — R?, tal que T'(z) = 2zsiz € S={r € R®: 2, —x3 =
0} y d(z,8) = d(T(x),S) para todo z € R3. Halle la representaciéon matricial de T en la base
canénica de R3.

1 11
27. SeaT € L(Py) tal que [T)pc=| 1 —1 3 | con B={1;1+tt+t>}y C={1;t—t%t}.
2 1 3

(a) Hallar bases de Nu(T) e Im(7T') y determinar si existe p € Py tal que T(p) = t2.

(b) Determinar, justificando, si existen bases B y C’ de P5 tales que [T]|g/¢r = . En

— =
e )
w N O

caso de existir hallar tales bases.

28. Sea V = {f R—=R:f=cfi+cfo+ Cgfg} con fl(t) =14+t+ 2t2, fg(t) =14 at+ 22 y
f3(t) = 1+ 2t + at®. Se pide:
(a) Determinar todos los valores de a para los que estd bien definida T € £(V,R3) tal que
T(f)) =1 117, T(f2) =1 =117, T(f3) =[202]". Para esos valores de « hallar bases de
Nu(T) e Im(T).
(b) Para la transformacién lineal T' de (a) con a = 3, decidir para qué valores de A\ existirdn

1 3 0
bases B de V' y B’ de R? tales que [T]|gp = | 1 2 0 . En caso de existir halle tales
1 A+2 A-1
bases.
1 4 0
29. Sea T € L(R3,P;) tal que [T]gp = | —2 1 3 | con E la base canénica de R? y
A2 4N+3 1

B = {1;t +1;t?> + t}. Se pide:

i) Hallar los valores de A para que T sea inversible.

ii) Para A = —1, justificar que T' es biyectiva, explicar cémo se obtiene [T ~!|p g a partir de
[T)gp (con E’' la base canénica de Py) y calcular T~ (p) para p = t? + 4t + 3.

iii) Hallar los valores de A para que existan al menos dos x € R? distintos tales que T(z) =
2 —t—1.

30. Sean B = {v1;vg;v3} v C = {wy;we;ws} bases de los espacios vectoriales V' 'y W respectiva-
mente.
(a) Justificar la existencia de una dnica transformacion lineal T : V' — W que verifica T'(2v +
vy) = wy — we + w3, T(vy —v2) = w1 + 2we + w3 y T(v1 + v3) = 2wy + w2 + 2ws y encontrar
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bases de Nu(T") y de Im(T).
(b) Encontrar bases D de V' 'y E de W tales que [T]pg tenga tantas columnas y filas nulas como
sea posible.

Sea T € L(V,W) y (-,+)w un producto interno en W. Demostrar que (z,y)v = (T'(z),T(y))w,
es un producto interno en V si y sélo si T es inyectiva.

1 -1

Demostrar que (z,y) = 27 ATAy con A= | 0 2 | es producto interno en R?. (Sugerencia:
1 2

use el ejercicio anterior).

Sea T € L(Pa, R**?) definida por T(ag + ait + ast®) = agB + a1 BA + aaBA? con B € R?*?

. . 1 «
inversible y A = o 1 ]

(a) Hallar los valores de a para los cuales dim(Nu(7')) = 1.
(b) Considerando B = I, a = —1 y el producto interno en R?*% (M, N) = mq1n11 + mianis +

2 2 ] como C' = (1 + Cq, con Cy € Im(T) y Cy L Im(T).

Mao1Na91 + MogNoo, expresar C' = [ 0 0

Sabiendo que T € L(R?) es la reflexién respecto de cierto plano S y que T([1 1 1]7) =
[-1 —1 —1]T se pide:

(a) Determinar el plano S y hallar la representacién matricial de 7' en una base ortogonal
B = {vy;vg;v3} tal que v; = [11 1]7.

(b) Demostrar que 7™ = Id si n es par y T" = T si n es impar.

Sean V = {f: R — R : f(z) = (ap + a1z + a22?)e*} y T € L(V,P2) definida por T(f) =

(f" = e
(a) Demuestre que dim(V') = 3 y halle bases de Nu(T") e Im(7").
(b) Halle los f € V que minimizan ||p—T(f)| con p(x) = 22 +z, considerando en P; el producto

interno (p, g) = /', pla)g(e)da.
Definir T : R® — R? de modo tal que T'(S) C S siendo

§ = gen{[1l — 117310 — 17},

Ps.(z) = Pg1(T(x)) y dim(Nu(T)) = 1. Encontrar [T?]g con E la base canénica de R3.

2 =3

Considere la transformacién lineal T : R? — R3, T'(z) = Az con A= | 1 0 |. Hallar todos
0 2

los b € R? que cumplan simultdneamente: i) ||b|| = 5, ii) d(T(x),b) es minima para & = [2 1].

(Considere el p.i. canénico.)
Sea T € L(R3,V) tal que para la base canénica E de R3 y B = {v1;v2;v3} una base de V,
[T|Ep = A es triangular superior y aj; = —1, aj2 = 1, a13 = 2, ags = 2, ass =0y azz = —1.

Justificar la existencia de 7~! y demostrar que (z,y) = (T~'(2))"T~!(y) es un producto interno
en V. Hallar la proyeccién ortogonal de vy + v + v3 sobre gen{vy + v }.



