Ejercicios Adicionales a las Practicas 5 a 7

Dada T € L(V) definida por T'(v1) = Tvy — 4vy y T(va) = 2v1 + va, con B = {v1;v2} una base de V,
se pide:

(a) encontrar, si existe, una base C' de V tal que la representacién matricial de 7" en esa base sea
diagonal.

(b) Calcular [T*]p para k > 1.

(a) Defina una transformacion lineal T : R? — R? tal que T' # +1, S = {z € R3 : 21 + 29 — 3 = 0}
sea invariante por T'y (T(z),T(y)) = (z,y) para todo z,y € R3.
(b) Hallar [T]g con E la base canénica de R3.

0 1 0
SeaT € L(P2)con[Tlg=| 0 0 1 |yB={l+t1-tt*}. (a) Determinar para qué valores de
—a 1 a

a resulta diagonalizable T'.
(b) Para a = 2, encontrar una base B’ de P, tal que la representacién matricial de S = T3 — T + 21
sea diagonal. Hallar [S]p.

Sea T' € L(P3) definida por T(p) = t3p” (t) — 6ap’(t) — 2tp(t), (o € R).
(a) Demostrar que existe una base B de P2 compuesta por autovectores de 1" si y sé6lo si o > 0.
(b) Para a = 1, encuentre una base B de P; tal que [T]p sea diagonal.

(a) Definir T € £(R3) tal que: T sea diagonalizable, S = {z € R3 : 21 + 29 + 23 = 0} y S* sean
invariantes por T'y det([T]g) = —4 y traza([T]g) = 3 para toda base B de R3.

(b) Demuestre que si A € C™*™ es diagonalizable y 0 no es autovalor de A, entonces A es inversible y
B =aA" + B(A71)" con a, 8 € C y n € IN es diagonalizable.

3 -1 0
(a) Sea C = B(A3—A)B~!, con B € C®3 inversibley A=1 | =1 3 0 [. Calcule los autovalores
-1 1 2

de C'y determine si C' es diagonalizable.
(b) Considere la matriz C de (a) con B = I y calcule lim,,_,o, C"v para v € R3.

Sea T € L(R?*2) definida por T(A) = A+ AT.
(a) Encontrar, si existe, una base B de R?>*? en la cual [T]p sea diagonal.
(b) Demostrar que para n € IN, Qn—l,lT” =T.

(a) Encontrar A € R3*3 simétrica e indefinida tal que A% +3A4 =4I y que [1 1 2]7 sea un autovector
de A.

(b) Demostrar que Q(x) = 27 Az, con A la matriz hallada en (a) verifica —4||z||? < Q(x) < |z|?
Vr € R3.
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ecuacion, entonces A es diagonalizable. (b) Determine para qué valores de « la ecuacién admite una
solucién A € R?*2 simétrica y definida negativa y, para cada uno de esos valores, halle una solucién
en esas condiciones.

Considere la ecuacion 642 + al = [ ], (e € R). (a) Demuestre que si A € €C?2*2 verifica la
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(a) Encontrar A € R**? simétrica tal que S = {x € R3 : 21 + 2 = 0} sea el autoespacio asociado al
menor autovalor de A, det(A) =2y B = A% — A% + A — I no sea inversible.

(b) Considere la forma cuadrética Q(z) = z” Az con A la matriz hallada en (a). Calcule max,|,—1 Q(z),
ming),=1 Q(x) y halle los x en los que se alcanza cada extremo.

(a) Hallar A € R3*3 simétrica e indefinida tal que MAX |4 ,=1 2TAx =3, Az € S para todo z € S =
{x € R3: 21 + 22 = 0} y 6 sea autovalor de A% + A.

(b) Demuestre que si A € R**" es simétrica y 27 (A2 —4I)x < 0 para todo = € R" con = # 0, entonces
todos los autovalores de A se encuentran en el intervalo (—2,2).

(a) La energfa cinética de un cuerpo rigido que rota con velocidad angular w (w € R3) viene dada
por la expresién E(w) = 3 (w? Mw), donde M es una matriz simétrica y definida positiva denominada

6 2 0
tensor de inercia. Suponiendo M = | 2 3 0 | y que el cuerpo rota con velocidad angular unitaria
0 0 2

(|lw]l2 = 1), se pide hallar el valor minimo de E, y las velocidades para las cuales se alcanza tal
extremo.

(b) Suponga que Q : R* — R es una forma cuadratica tal que Q([1 1 1]7) =3y Q([110]) = —4. Si Ay
v Am son, respectivamente, el méximo y el minimo autovalor de la matriz asociada a (), determinar
cuanto pueden valer como minimo Ajp; y como maximo Ap,.

(a) Demostrar que en R, ||z|| = \/ 227 + 21129 + 223 es una norma inducida por un producto interno.
b) Para la norma || - || del punto (a), hallar max,,—; [|[z||, minj,,—1 ||| y graficar la bola unitaria.

(
a) Encuentre los puntos de la curva 6xf + 4z129 + 325 = 1 mds cercanos al origen.
E tre 1 tos de 1 622 + 4 373 = 1 m4 1 orig
emuestre que si A € es simétrica y definida positiva entonces existe B € simétrica y
b) D t i AeR™" imétri definid iti t iste B € R"*"™ simétri
definida positiva tal que A = BT B.

(a)Encuentre los puntos de la curva
222 + 622 — 2v/bx1w9 = 1

de norma Euclidea maxima.

(b) Demuestre las siguientes afirmaciones:

i) Si A es antisimétrica (4 = —AT) entonces A2 es simétrica y semidefinida negativa.

ii) Si A es simétrica y definida positiva y B es semejante ortogonalmente a A, entonces B también es
simétrica y definida positiva.

(a) Encontrar, entre todos los rectdngulos de vértices +(x1, x2), +(x1, —x2) con %% + % =1, el de area
maxima.

(b) Sea (z,y)¢ = T Gy con G € R™™ un producto interno en R". Demostrar que existe una matriz
simétrica y definida positiva A € R™*" tal que (z,y)q = (Az, Ay), Vx,y € R™, con (-,-) el producto
interno candnico de R".

1 -2 0 2
(a) Dada A= |1 1 -1 0
1 1 1 0 0
singulares y la matriz de proyeccion sobre Nul (AT). (Sugerencia: obtenga una DVS de A sin calcular
A))
(b) Dada A € R™ "™ decidir si son ciertas las siguientes afirmaciones:
i) El producto de los valores singulares de A es el determinante de A.
ii) Si todos los valores singulares de A valen 1 entonces A es ortogonal.

0
2 i?g _yg determinar el rango de A, sus valores
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(a) Sea T € L(R3 R?), con T(x) = [x1 + 22 + x3 =1 — 22 + x3]7. Dado b = [1 27, hallar entre los
r € R? que minimizan ||T(z) — b||2, el de longitud minima.

(b) Sea A € R™ ™. Demostrar las siguientes afirmaciones: i) si las columnas de A son ortonormales
entonces los valores singulares de A son todor iguales a 1; ii) Si las filas de A son ortonormales, entonces
los valores singulares no nulos de A son iguales a 1. (Sugerencia: trabaje con AT).

(a) Sea A = UXVT con ¥ € R**3 diagonal, 17 = 2, Y99 = 1y X33 = 0, U y V ortogonales y tales
que la tdltima columna de V es [1/v/2 0 1/v/2]7 y la tltima columna de U es [1/v/5 2/v/5 0]7. Hallar
las matrices de proyeccién a los subespacios col(A) y nul(A) y calcular maxg),—1 [|Az|2.

(b) Decidir, justificando la respuesta, si las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Si B es ortogonal A y AB tienen los mismos valores singulares.

ii) Si A y B tienen los mismos autovalores, entonces A y B tienen los mismos valores singulares.

(a) Sabiendoque A= |1 -1 1

11
o]l
1 0 -2]]00

i) encontrar los valores singulares de A; ii) hallar la solucién por cuadrados minimos de longitud
minima de Az = b con b= [112].

(b) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa, justificando la respuesta:
i) Para A € R™*", AA" = P4y vy ATA = Pyy(a)L, siendo A™ la seudoinversa de Moore-Penrose de
A.

ii) Si A es inversible, su inversa es igual a A™.

1 1 1 20
1

(a) Sean T : R? — R3 definida por T'(z) = [1 + 72 271 + 279 71 + 22]7 y b = [4 2 4]7. Halle de entre
todos los € R3 que minimizan ||b — T'(z)||2 el de norma Euclidea minima.

(b) Suponga que A = U YV7T es una descomposicién en valores singulares de A € R™*™, i) Demuestre
que las columnas de U son autovectores de AAT y que los autovalores no nulos de AA” coinciden con
los autovalores no nulos de A" A; ii) deduzca de i) que los valores singulares no nulos de A y de A”
coinciden y que méx|,,—1 [|Az[l2 = max),,—1 [|ATz2.

Sea T € L(IR?,R?) definida por T'(x) = [x2 21 + x2 £1]7. (a) Hallar bases ortonormales de R? y R?® de
modo tal que la representacién matricial de T' en esas bases tenga ceros fuera de la diagonal principal.
(b) Demostrar que 1 < ||T(z)|]2 < /3 para todo = € R? con ||z|]2 = 1.

1 2 -1
2 4 =2
y hallar bases ortonormales de col(A)* y Nul(A).

(b) Sea A € R™™". Encontrar la relacién entre det(A) y el producto de los valores singulares de A.

(a) Sea A = BPT con B = [ } y P € R**3 ortogonal. Calcular los valores singulares de A

(a) Demostrar que si || - ||o ¥ || - ||» son dos normas en un espacio vectorial V' entonces || - ||, definida
por ||v|lc = ||v|la + ||v]|s Yv € V, es norma en V.
(b) Demuestre que ||z| = méx{|z1|, |z2|} + /2% + 423 es norma en R?. (Sugerencia: use a)).

(a) Encontrar los valores de a € R para los cuales ||z|| = |21 — az2| + |ax] — 22| es norma en R2.
(b) Sea ||z|| = /227 — 27172 + 222. Demuestre que || - || es norma en R? y grafique la bola unitaria.
(a) Dadas || - ||¢ ¥ || - |lp normas en un espacio vectorial V', demostrar que ||z|| = a| x|/ + 5]|z|» es una

normaen V sia>0,0 >0y ay ( no son simultineamente nulos.
(b) Demostrar que ||[z1 @2])T|| = 3 max{|x1|, |z2|} + 5+/32F + 2z129 + 223 es una norma en R2.
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(a) Demostrar que si T € L(V, W) es inyectiva y || - ||w es norma en W entonces || - ||y, definida por
|lvllv = [|T(v)|lw, es norma en V.
(b) Demostrar que ||p|| = |p(1)| + |p(0)| 4+ |p(—1)| es norma en Py pero no en Ps.(Sugerencia: use (a)).

(a) Encontrar todos los valores de k € R para los cuales ||z|| = |3z1 + 22 + 23] + |kx1 + (1 + k)2 —
x3| + |x1 + 23] es norma en R3.

(b) Sea B = {v1;...;v,} una base de un espacio vectorial real V' y sea ||-|| una norma en R". Demostrar
que ||v||p = ||[v]B|| es norma en V.

(a) Sea T' € L(P1,P2), T(p) = (1 —t)(p + p'). Mostrar que [[p[la = [g(0)] + [g(1)| + 2|g(—1)| con
g = T'(p), define una norma en P;.

(b) Demostrar que en Py, la norma ||p||, = méax{|g(0)l,|g(1)|,|g(—=1)|}, con g = T'(p), es equivalente a
la norma || - ||q-



