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1. Dada T ∈ L(V ) definida por T (v1) = 7v1 − 4v2 y T (v2) = 2v1 + v2, con B = {v1; v2} una base de V ,
se pide:
(a) encontrar, si existe, una base C de V tal que la representación matricial de T en esa base sea
diagonal.
(b) Calcular [T k]B para k ≥ 1.

2. (a) Defina una transformación lineal T : R| 3 → R| 3 tal que T 6= ±I, S = {x ∈ R| 3 : x1 + x2 − x3 = 0}
sea invariante por T y (T (x), T (y)) = (x, y) para todo x, y ∈ R| 3.
(b) Hallar [T ]E con E la base canónica de R| 3.

3. Sea T ∈ L(P2) con [T ]B =




0 1 0
0 0 1
−a 1 a


 y B = {1 + t; 1− t; t2}. (a) Determinar para qué valores de

a resulta diagonalizable T .
(b) Para a = 2, encontrar una base B′ de P2 tal que la representación matricial de S = T 3 − T + 2I
sea diagonal. Hallar [S]B′ .

4. Sea T ∈ L(P2) definida por T (p) = t3p′′(t)− 6αp′(t)− 2tp(t), (α ∈ R| ).
(a) Demostrar que existe una base B de P2 compuesta por autovectores de T si y sólo si α > 0.
(b) Para α = 1, encuentre una base B de P2 tal que [T ]B sea diagonal.

5. (a) Definir T ∈ L(R| 3) tal que: T sea diagonalizable, S = {x ∈ R| 3 : x1 + x2 + x3 = 0} y S⊥ sean
invariantes por T y det([T ]B) = −4 y traza([T ]B) = 3 para toda base B de R| 3.
(b) Demuestre que si A ∈ C| n×n es diagonalizable y 0 no es autovalor de A, entonces A es inversible y
B = αAn + β(A−1)n con α, β ∈ C| y n ∈ IN es diagonalizable.

6. (a) Sea C = B(A3−A)B−1, con B ∈ C| 3×3 inversible y A = 1
4




3 −1 0
−1 3 0
−1 1 2


. Calcule los autovalores

de C y determine si C es diagonalizable.
(b) Considere la matriz C de (a) con B = I y calcule ĺımn→∞Cnv para v ∈ R| 3.

7. Sea T ∈ L(R| 2×2) definida por T (A) = A + AT .
(a) Encontrar, si existe, una base B de R| 2×2 en la cual [T ]B sea diagonal.
(b) Demostrar que para n ∈ IN , 1

2n−1 Tn = T .

8. (a) Encontrar A ∈ R| 3×3 simétrica e indefinida tal que A2 + 3A = 4I y que [1 1 2]T sea un autovector
de A.
(b) Demostrar que Q(x) = xT Ax, con A la matriz hallada en (a) verifica −4‖x‖2 ≤ Q(x) ≤ ‖x‖2

∀x ∈ R| 3.

9. Considere la ecuación 6A2 + αI =
[

6 2
2 3

]
, (α ∈ R| ). (a) Demuestre que si A ∈ C| 2×2 verifica la

ecuación, entonces A es diagonalizable. (b) Determine para qué valores de α la ecuación admite una
solución A ∈ R| 2×2 simétrica y definida negativa y, para cada uno de esos valores, halle una solución
en esas condiciones.



10. (a) Encontrar A ∈ R| 3×3 simétrica tal que S = {x ∈ R| 3 : x1 + x2 = 0} sea el autoespacio asociado al
menor autovalor de A, det(A) = 2 y B = A3 −A2 + A− I no sea inversible.
(b) Considere la forma cuadrática Q(x) = xT Ax con A la matriz hallada en (a). Calcule máx‖x‖2=1 Q(x),
mı́n‖x‖2=1 Q(x) y halle los x en los que se alcanza cada extremo.

11. (a) Hallar A ∈ R| 3×3 simétrica e indefinida tal que máx‖x‖2=1 xT Ax = 3, Ax ∈ S para todo x ∈ S =
{x ∈ R| 3 : x1 + x2 = 0} y 6 sea autovalor de A2 + A.
(b) Demuestre que si A ∈ R| n×n es simétrica y xT (A2−4I)x < 0 para todo x ∈ R| n con x 6= 0, entonces
todos los autovalores de A se encuentran en el intervalo (−2, 2).

12. (a) La enerǵıa cinética de un cuerpo ŕıgido que rota con velocidad angular ω (ω ∈ R| 3) viene dada
por la expresión E(ω) = 1

2(ωT Mω), donde M es una matriz simétrica y definida positiva denominada

tensor de inercia. Suponiendo M =




6 2 0
2 3 0
0 0 2


 y que el cuerpo rota con velocidad angular unitaria

(‖w‖2 = 1), se pide hallar el valor mı́nimo de E, y las velocidades para las cuales se alcanza tal
extremo.
(b) Suponga que Q : R| 3 → R| es una forma cuadrática tal que Q([1 1 1]T ) = 3 y Q([1 1 0]) = −4. Si λM

y λm son, respectivamente, el máximo y el mı́nimo autovalor de la matriz asociada a Q, determinar
cuánto pueden valer como mı́nimo λM y como máximo λm.

13. (a) Demostrar que en R| 2, ‖x‖ =
√

2x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 es una norma inducida por un producto interno.
(b) Para la norma ‖ · ‖ del punto (a), hallar máx‖x‖2=1 ‖x‖, mı́n‖x‖2=1 ‖x‖ y graficar la bola unitaria.

14. (a) Encuentre los puntos de la curva 6x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2 = 1 más cercanos al origen.
(b) Demuestre que si A ∈ R| n×n es simétrica y definida positiva entonces existe B ∈ R| n×n simétrica y
definida positiva tal que A = BT B.

15. (a)Encuentre los puntos de la curva

2x2
1 + 6x2

2 − 2
√

5x1x2 = 1

de norma Eucĺıdea máxima.
(b) Demuestre las siguientes afirmaciones:
i) Si A es antisimétrica (A = −AT ) entonces A2 es simétrica y semidefinida negativa.
ii) Si A es simétrica y definida positiva y B es semejante ortogonalmente a A, entonces B también es
simétrica y definida positiva.

16. (a) Encontrar, entre todos los rectángulos de vértices ±(x1, x2), ±(x1,−x2) con x2
1
9 + x2

2
4 = 1, el de área

máxima.
(b) Sea (x, y)G = xT Gy con G ∈ R| n×n un producto interno en R| n. Demostrar que existe una matriz
simétrica y definida positiva A ∈ R| n×n tal que (x, y)G = (Ax,Ay), ∀x, y ∈ R| n, con (·, ·) el producto
interno canónico de R| n.

17. (a) Dada A =




1 −2 0
1 1 −1
1 1 1







2 0
0 2
0 0




[
1/
√

2 1/
√

2
1/
√

2 −1/
√

2

]
determinar el rango de A, sus valores

singulares y la matriz de proyección sobre Nul
(
AT

)
. (Sugerencia: obtenga una DVS de A sin calcular

A.)
(b) Dada A ∈ R| n×n decidir si son ciertas las siguientes afirmaciones:
i) El producto de los valores singulares de A es el determinante de A.
ii) Si todos los valores singulares de A valen 1 entonces A es ortogonal.



18. (a) Sea T ∈ L(R| 3, R| 2), con T (x) = [x1 + x2 + x3 x1 − x2 + x3]T . Dado b = [1 2]T , hallar entre los
x ∈ R| 3 que minimizan ‖T (x)− b‖2, el de longitud mı́nima.
(b) Sea A ∈ R| n×m. Demostrar las siguientes afirmaciones: i) si las columnas de A son ortonormales
entonces los valores singulares de A son todor iguales a 1; ii) Si las filas de A son ortonormales, entonces
los valores singulares no nulos de A son iguales a 1. (Sugerencia: trabaje con AT ).

19. (a) Sea A = UΣV T con Σ ∈ R| 3×3 diagonal, Σ11 = 2, Σ22 = 1 y Σ33 = 0, U y V ortogonales y tales
que la última columna de V es [1/

√
2 0 1/

√
2]T y la última columna de U es [1/

√
5 2/

√
5 0]T . Hallar

las matrices de proyección a los subespacios col(A) y nul(A) y calcular máx‖x‖2=1 ‖Ax‖2.
(b) Decidir, justificando la respuesta, si las siguientes afirmaciones son ciertas:
i) Si B es ortogonal A y AB tienen los mismos valores singulares.
ii) Si A y B tienen los mismos autovalores, entonces A y B tienen los mismos valores singulares.

20. (a) Sabiendo que A =




1 1 1
1 −1 1
1 0 −2







2 0
0 1
0 0




[
1 1
1 −1

]
,

i) encontrar los valores singulares de A; ii) hallar la solución por cuadrados mı́nimos de longitud
mı́nima de Ax = b con b = [1 1 2]T .
(b) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa, justificando la respuesta:
i) Para A ∈ R| m×n, AA+ = Pcol(A) y A+A = PNul(A)⊥ , siendo A+ la seudoinversa de Moore-Penrose de
A.
ii) Si A es inversible, su inversa es igual a A+.

21. (a) Sean T : R| 2 → R| 3 definida por T (x) = [x1 + x2 2x1 + 2x2 x1 + x2]T y b = [4 2 4]T . Halle de entre
todos los x ∈ R| 3 que minimizan ‖b− T (x)‖2 el de norma Eucĺıdea mı́nima.
(b) Suponga que A = UΣV T es una descomposición en valores singulares de A ∈ R| m×n. i) Demuestre
que las columnas de U son autovectores de AAT y que los autovalores no nulos de AAT coinciden con
los autovalores no nulos de AT A; ii) deduzca de i) que los valores singulares no nulos de A y de AT

coinciden y que máx‖x‖2=1 ‖Ax‖2 = máx‖z‖2=1 ‖AT z‖2.

22. Sea T ∈ L(R| 2, R| 3) definida por T (x) = [x2 x1 + x2 x1]T . (a) Hallar bases ortonormales de R| 2 y R| 3 de
modo tal que la representación matricial de T en esas bases tenga ceros fuera de la diagonal principal.
(b) Demostrar que 1 ≤ ‖T (x)‖2 ≤

√
3 para todo x ∈ R| 2 con ‖x‖2 = 1.

23. (a) Sea A = BP T con B =
[

1 2 −1
2 4 −2

]
y P ∈ R| 3×3 ortogonal. Calcular los valores singulares de A

y hallar bases ortonormales de col(A)⊥ y Nul(A).
(b) Sea A ∈ R| n×n. Encontrar la relación entre det(A) y el producto de los valores singulares de A.

24. (a) Demostrar que si ‖ · ‖a y ‖ · ‖b son dos normas en un espacio vectorial V entonces ‖ · ‖c, definida
por ‖v‖c = ‖v‖a + ‖v‖b ∀v ∈ V , es norma en V .
(b) Demuestre que ‖x‖ = máx{|x1|, |x2|}+

√
x2

1 + 4x2
2 es norma en R| 2. (Sugerencia: use a)).

25. (a) Encontrar los valores de α ∈ R| para los cuales ‖x‖ = |x1 − αx2|+ |αx1 − x2| es norma en R| 2.
(b) Sea ‖x‖ =

√
2x2

1 − 2x1x2 + 2x2
2. Demuestre que ‖ · ‖ es norma en R| 2 y grafique la bola unitaria.

26. (a) Dadas ‖ · ‖a y ‖ · ‖b normas en un espacio vectorial V , demostrar que ‖x‖ = α‖x‖a + β‖x‖b es una
norma en V si α ≥ 0, β ≥ 0 y α y β no son simultáneamente nulos.
(b) Demostrar que ‖[x1 x2]T ‖ = 3 máx{|x1|, |x2|}+ 5

√
3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 es una norma en R| 2.



27. (a) Demostrar que si T ∈ L(V, W ) es inyectiva y ‖ · ‖W es norma en W entonces ‖ · ‖V , definida por
‖v‖V = ‖T (v)‖W , es norma en V .
(b) Demostrar que ‖p‖ = |p(1)|+ |p(0)|+ |p(−1)| es norma en P2 pero no en P3.(Sugerencia: use (a)).

28. (a) Encontrar todos los valores de k ∈ R| para los cuales ‖x‖ = |3x1 + x2 + x3| + |kx1 + (1 + k)x2 −
x3|+ |x1 + x3| es norma en R| 3.
(b) Sea B = {v1; . . . ; vn} una base de un espacio vectorial real V y sea ‖·‖ una norma en R| n. Demostrar
que ‖v‖B = ‖[v]B‖ es norma en V .

29. (a) Sea T ∈ L(P1,P2), T (p) = (1 − t)(p + p′). Mostrar que ‖p‖a = |g(0)| + |g(1)| + 2|g(−1)| con
g = T (p), define una norma en P1.
(b) Demostrar que en P1, la norma ‖p‖b = máx{|g(0)|, |g(1)|, |g(−1)|}, con g = T (p), es equivalente a
la norma ‖ · ‖a.


