
Práctica 1 - Espacios Vectoriales

1. Demuestre que R| n (C| n) es un espacio vectorial sobre R| (C| ) con la suma y el producto
por un escalar usuales.

2. ¿ Es C| n un R| -espacio vectorial con la suma y el producto por un escalar usuales?

3. Compruebe que el conjunto de matrices de orden p×q a coeficientes reales (comple-
jos) R| p×q (C| p×q) es un espacio vectorial real (complejo) con la suma y el producto
por un escalar usuales.

4. Probar que el conjunto de polinomios a coeficientes reales P es un R| -espacio vectorial
con la suma y el producto por un escalar usuales.

5. Probar que el conjunto de funciones continuas a valores reales definidas en el inter-
valo [a, b], que denotamos C[a, b], es un R| -espacio vectorial con la suma y el producto
por un escalar usuales.

6. Suponga que A ∈ R| p×q y que b ∈ R| p. ¿Qué condición debe cumplir b para que el
conjunto S = {x ∈ R| q : Ax = b} sea un subespacio de R| q?

7. Empleando la respuesta al ejercicio anterior determine cuales de los siguientes con-
juntos son subespacios de los espacios que se indican.

a) S = {x ∈ R| 3 : 2x1 + x2 + x3 = 0 ∧ x2 − x1 = 0}.
b) S = {x ∈ R| n : x1 = x2 = · · · = xr = 0}.
c) S = {x ∈ R| 4 : x1 + x2 = 0 ∧ x1 − 2x3 + x4 = 1}.

8. Demuestre que Pn, el conjunto formado por el polinomio nulo y por los polinomios
de grado menor o igual a n, es un subespacio de P .

9. Determine cuales de los siguientes conjuntos son subespacios de los espacios vecto-
riales que se indican.

a) S = {v ∈ R| 3 : v = [1 + r r 4r]T , r ∈ R| }.
b) S = {v ∈ R| 2 : v = [r 2r]T , r ≥ 0}.
c) S = {A ∈ R| 2×2 : A es singular}.
d) S = {p ∈ P3 : p(1) = p(2)}.
e) S = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = f(1) = 0}.
f ) S = {f ∈ C(R| ) : [f(x)]2 = f(x)}.
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10. Sean S1 y S2 subespacios de un espacio vectorial ¿ Qué condición debe cumplirse
para que S1 ∪ S2 también sea subespacio?

11. Determine si R| 3 está generado por los vectores v1 = [1 − 1 2]T , v2 = [−1 0 3]T ,
v3 = [0 − 1 5]T y v4 = [3 − 2 2]T .

12. Encuentre los valores de k ∈ R| para que los vectores [1 k 0]T , [1 k − 1 k]T y
[2 2k − 1 k2 + k + 1]T sean linealmente dependientes en R| 3.

13. Determinar cuales de los siguientes conjuntos son linealmente independientes en el
espacio vectorial que se indica.

a) {[1 i]T , [i − 1]T} en C| 2 como R| -espacio vectorial y como C| -espacio vectorial.

b) {2, 3 + t, 2 − t2} en P .

c) {1, 2 + 2t, 1 − t + t2, 2 − t2} en P .

d) {sen(x), cos(x)} en C(R| ).

e) {sen2(x), cos2(x), 1} en C(R| ).

14. ¿ Cuál es la dimensión de cada uno de los espacios vectoriales mencionados en los
ejercicios 1 a 5? ¿ Qué dimensión tiene Pn?

15. Probar que si V es un C| -espacio vectorial de dimensión n entonces V es un R| -espacio
vectorial de dimensión 2n.

16. Encuentre bases para los siguientes subespacios:

a) S = {x ∈ R| 4 : x1 + 2x2 + x4 = 0 ∧ 2x1 − x2 + x4 = 0}.
b) S = {p ∈ P3 : p(0) = p(1)}.
c) S = {p ∈ P4 :

∫ 1
0 p(t)dt = 0}.

d) S = {A ∈ R| 3×3 : A = AT}.
En cada caso, extienda la base del subespacio que obtuvo a una base del espacio
vectorial correspondiente.

17. Encuentre una base del subespacio generado por las matrices
[

1 −1
−1 2

]
,

[
−1 2

3 1

]
,

[
2 −3

−3 2

]
y

[
1 1
1 6

]
.

18. Para cada una de las siguientes matrices A, halle bases de los subespacios funda-
mentales: Col(A), Nul(A), Fil(A) y Nul(AT ). Compare sus dimensiones. Calcule
rango(A) y rango(AT ).

i) A =




1 −4 9 −7
−1 2 −4 1

5 −6 10 7


, ii) A =




1 −1 1
−2 1 0

3 1 −4
1 −2 0


 , iii) A =

[
−1 1 0 2

1 1 −4 1

]
.
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19. Sea A ∈ Kn×m (K = R| ó C| ), A = [u1 u2 · · · um] con ui la i-ésima columna de A.
Deducir, a partir del hecho que

Ax = x1u1 + x2u2 · · · + xmum, si x = [x1 · · · xm]T ,

lo siguiente:

(a) b ∈ Col(A) si y sólo si existe x tal que Ax = b.

(b) La ecuaciónAx = b tiene a lo sumo una solución si y sólo si las columnas de A
son linealmente independientes.

(c) La ecuación Ax = b tiene a lo sumo una solución si y sólo si rango(A) = m.

(d) La ecuación Ax = 0 admite solución no trivial si y sólo si las columnas de A
son linealmente dependientes.

(e) La ecuación Ax = b tiene solución para todo b si y sólo si rango(A) = n.

(f) La ecuación Ax = b tiene solución si y sólo si A y la matriz ampliada Ã = [A b]
tienen igual rango.

20. Sean A ∈ Kn×m (K = R| ó C| ), A = [u1 u2 · · · um] con ui la i-ésima columna de A y
B ∈ Kr×n. Explicar, a partir del hecho que

BA = [Bu1 Bu2 · · ·Bum],

por qué Col(BA) ⊆ Col(B). Dar ejemplos no triviales (A 6= I, 0, B 6= I, 0) en los
cuales se cumpla la inclusión estricta y otros en donde valga la igualdad.

21. Dados los subespacios de R| 4, S1 = gen{[1 1 2 0]T , [2 0 3 − 1]T} y S2 = {x ∈ R| 4 :
x1 + x2 + x3 + x4 = 0}, hallar bases de S1 ∩ S2 y de S1 + S2.

22. Sean S1 y S2 subespacios de un espacio vectorial V de dimensión finita ¿ Qué relación
existe entre las dimensiones de S1, S2, S1 ∩ S2 y S1 + S2?

23. Demuestre que S1 ⊕S2 = R| 3×3 con S1 = {A ∈ R| 3×3 : A = AT} y S2 = {A ∈ R| 3×3 :
A = −AT}. ¿ Es cierta la igualdad precedente en R| n×n?

24. i) Determinar si la suma de los siguientes subespacios de R| 5,

S1 = gen{[1 1 2 0 1]T , [2 0 3 0 1]T}, S2 = gen{[−1 1 −2 1 1]T}, S3 = gen{[0 1 0 1 1]T},
es directa y hallar una base del mismo.
ii) Idem anterior pero con

S1 = gen{[1 1 2 0 1]T , [2 0 3 0 −1]T}, S2 = gen{[−1 0 −2 1 1]T}, S3 = gen{[1 1 1 2 2]T}.

25. Suponga que {v1, v2}, {v3, v4, v5} y {v6, v7} son, respectivamente, bases de los sube-
spacios S1, S2 y S3 de un espacio vectorial V . Demuestre que B = {v1, v2, . . . , v7}
genera S1 + S2 + S3 y que la suma resulta directa si y sólo si B resulta base. Gen-
eralize.
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26. Encuentre las coordenadas de v en la base ordenada B en cada uno de los siguientes
casos:

a) v = [1 2 3]T y B = {[1 1 0]T ; [1 0 1]T ; [0 1 1]T}.
b) v = a + bt + ct2 y B = {1 + t + t2; 1 + t; 1}.

27. Sea B = {v1; v2; . . . ; vn} una base ordenada del K-espacio vectorial (K = R| ó C| ) V
y sea cB : V → Kn la aplicación que asigna a cada v ∈ V su correspondiente vector
de coordenadas en la base B, cB(v) ∈ Kn.

a) Demuestre lo siguiente:

1) cB(v + v′) = cB(v) + cB(v′) y cB(αv) = αcB(v) para todo v, v′ ∈ V y para
todo α ∈ K.

2) cB es biyectiva.

3) {u1, . . . , ur} es l.i. en V si y sólo si {cB(u1), . . . , cB(ur)} es l.i. en R| n.

b) Hallar la expresión de c−1
B .

28. Resolver los ejercicios 16 y 17 trabajando en coordenadas respecto de una base B a
elección.

29. Sean E = {e1; . . . ; en} la base canónica de R| n y B = {v1; . . . ; vn} una base ordenada
de R| n. ¿ Cuál es la expresión de la matriz de cambio de coordenadas de la base B
a la base E, CBE?

30. Supongamos que B, B′ y B′′ son tres bases ordenadas del espacio vectorial V . ¿Cómo
puede obtenerse CBB′′ a partir de CBB′ y CB′B′′?

31. Hallar la matriz de cambio de bases CBB′ en los siguientes casos

a) B = {[1 2 3]T ; [1 0 1]T ; [3 4 6]T} y B′ = {[1 − 1 0]T ; [1 − 2 3]; [1 1 0]T}.
b) B = {1; t − 1; (t − 1)2} y B′ = {1; t − 2; (t − 2)2}.
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Adicionales Práctica 1 - Wronskiano

1. Halle el wronskiano de los siguientes conjuntos de funciones y con su auxilio, cuando
sea posible, determine si son linealmente independientes.

(a) 1, x, . . . , xn.

(b) x, 1
x

(c) eαx, xeαx, (α ∈ R).

(d) ex, xex, e−x.

(e) sen x, sen(x + π
4
).

(f) arccos(x), arcsen(x).

(g) 1, sen2x, cos 2x.

(h) sen x, cos x, cos(x + π
3
).

(i) e−3xsen 2x, e−3x cos 2x.

(j) senh(αx), cosh(αx), (α ∈ R).

2. Hallar el wronskiano de las funciones 1, ex, ex2−1, cos x, ex−1.

3. Probar que el conjunto de funciones {x2, x|x|} es linealmente independiente a pesar
de que su wronskiano es idénticamente nulo.

4. Suponga que f1 y f2 son funciones derivables en un intervalo abierto I. Sean
g1 = c11f1 + c21f2 y g2 = c12f1 + c22f2 con cij ∈ R. Pruebe que

W (g1, g2)(x) =

∣∣∣∣
c11 c12

c21 c22

∣∣∣∣W (f1, f2)(x) ∀x ∈ I.

Generalice al caso en que se tienen funciones f1, . . . , fn, que son n−1 veces derivables
en I y funciones g1, . . . , gn que son combinaciones lineales de las funciones fi.
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Práctica 4 (2da Parte)- Ecuaciones Diferenciales Lineales

1. Hallar Re(f), Im(f), f ′ y
∫ b
a f(t) dt en cada caso.

a) f(t) = (2 + i)t + (1 − i) sen t, b) f(t) = (1 + 3it)3, c) f(t) = 1
1+it .

2. Suponiendo que f, g : I → C, con I ⊂ R un intervalo, son derivables en t ∈ I, probar que
valen las reglas de derivación:

a) (cf + dg)′(t) = cf ′(t) + dg′(t) (c, d ∈ C);

b) (fg)′(t) = f ′(t)g(t) + f(t)g′(t).

c)
(

f
g

)

′

(t) = f ′(t)g(t)−f(t)g′(t)
g2(t)

si g(t) 6= 0.

d) (fn)′(t) = nfn−1(t)f ′(t) para todo n ∈ Z − {0} (f(t) 6= 0 si n < 0).

3. Se dice que F : I → C, con I ⊂ R un intervalo, es una primitiva de f : I → C si
F ′(t) = f(t) para todo t ∈ I. Pruebe lo siguiente.

a) Dos primitivas de f difieren en una constante compleja.

b) Si F es una primitiva de f y f es continua, entonces
∫ b
a f(t) dt = F (b)−F (a). (Regla

de Barrow.)

4. Para z ∈ C, con z = x + iy, x, y ∈ R, se define ez = ex(cos y + i sen y). Probar que vale lo
siguiente:

a) ez+z′ = ezez′ para todo z, z′ ∈ C;

b) ez = 1 si y sólo si z = 2kπi con k ∈ Z;

c) |ez| = ex, con lo cual |eit| = 1 si t ∈ R;

d) para todo z ∈ C, ez 6= 0 y 1
ez = e−z;

e) ez = ez+2kπi si y sólo si k es entero.

f ) cos t = eit+e−it

2 y sen t = eit
−e−it

2i (t ∈ R).

Hallar todos los z ∈ C tales que ez = 1, −1, i, −i. Hallar los z tales que ez ∈ R y los z
tales que ez ∈ iR.

5. Sea P : I → C, derivable en t ∈ I. Probar que
(

eP (t)
)′

= P ′(t)eP (t). (En particular
(

ect
)

′

= cect para toda constante c ∈ C.)

6. Calcular empleando la regla de Barrow la integral
∫ π
0 e(2+i)t dt y, a partir de ella, obtener

los valores de
∫ π
0 e2t sen t dt y

∫ π
0 e2t cos t dt.

7. Hallar la solución general de las siguientes ecuaciones:
i) y′ − 2y = 0; ii) y′ = y + (1 + i)x; iii) y′ + 2xy = y; iv) ty′ + y = 3t3 − 1 (t > 0).

8. Resolver los siguientes problemas a valores iniciales:
i)xy′ = (1+x)y; y(1) = 3 ii) y′+y = senx; y(0) = 0 iii) (x+1)y′+x2y = e−x/2; y(0) = 1.

1



9. Halle la solución general de las siguientes ecuaciones resolviendo la ecuación homogénea y
hallando una solución particular por el método de los coeficientes indeterminados:
i) y′ − 2y = 1 − x; ii) y′ − y = (1 + x)ex; iii) y′ + y = 2et; iv) y′ = iy + teit;
v) y′ + iy = 3 cos 2x; vi) 2y′ + 6y = ex cos x.

10. Hallar bases de los espacios de soluciones de las siguientes ecuaciones. (En todos los casos
la base debe estar formada por funciones reales.)
a) y′′ + 3y′ + 2y = 0 b) 2y′′ − 18y = 0 c) y′′ − 8y′ + 16y = 0 d) y′′ + 9y = 0
e) 2y′′ + 2y′ + 2y = 0 f) y′′ − k2y = 0, k ∈ R g) 2y′′ + 10y′ + 25y = 0
h) y′′ + 2y′ + (ω2 + 1)y = 0 (ω ≥ 0).

11. Encuentre la solución general de las siguientes ecuaciones empleando el método de coefi-
cientes indeterminados para hallar una solución particular:
a) y′′ + y′ = 3x2 b) y′′ + 6y′ + 9y = 18 cos 3x c) y′′ − 4y = e2x

d) y′′−y′−2y = ex +x e) y′′+y = cos ωx, (ω > 0) f) y′′−ω2y = A sen ω0t, (ω, ω0 > 0).

12. Resolver los siguientes problemas a valores iniciales.
a) y′′ − y′ = 3e2x, y(0) = 0, y′(0) = −2
b) y′′ − y′ − 2y = 10 sen x, y(1

2π) = −3, y′(1
2π) = −1

c) y′′ + 4y′ + 4y = 9 cosh x, y(0) = 0, y′(0) = 0.

13. Resolver los siguientes problemas con valores de frontera:
a) y′′ − 9y = 0, y(−4) = y(4) = cosh 12 b) y′′ − 2y′ = 0, y(0) = −1, y(0,5) = e − 2 c)
y′′ + y = 0, y(0) = 0, y(π) = 1 d) y′′ + 4y = 0, y(0) = 1, y(π) = 1 .
Teniendo en cuenta los resultados obtenidos: ¿un problema con valores de frontera siempre
tiene solución?, ¿si tiene al menos una solución, ésta es única?

14. Hallar la solución general de las siguientes ecuaciones mediante el método de variación de
parámetros:
i) y′′ − 2y′ + y = x3/2ex ii) y′′ − y = 2ex/(1 − ex) + e2x.

Problemas opcionales

1. Suponga que el ritmo al que se enfŕıa un cuerpo caliente es proporcional a la diferencia
entre su temperatura y la del ambiente que lo rodea. Un cuerpo se calienta a 100 C y se
expone a una temperatura ambiente de 10 C. Luego de 30 minutos su temperatura es de
50 C. ¿Cuánto deberá esperarse para que la temperatura llegue a los 15 C?

2. Si la resistencia del aire que actúa sobre un cuerpo de masa m en cáıda libre ejerce una
fuerza proporcional a la velocidad del mismo pero de sentido contrario (= −kv), la ecuación
de movimiento es

v′ = g − (k/m)v.

Supongamos v(0) = 0, hallar ĺımt→+∞ v(t).
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R L

v(t)

i(t)

Figura 1:

3. Considere el siguiente circuito RL:

a) Suponiendo V (t) = V0 e i(0) = i0, calcular i(t) para t > 0. ¿Qué sucede con i(t) a
medida que t aumenta?

b) Idem (a) pero con V (t) = V0 sen ω0t.

4. Considere el siguiente circuito RC:

v(t)

C

q(t)

R

Figura 2:

a) Suponiendo V (t) = V0 y q(0) = q0, calcular q(t) e i(t) para t > 0. ¿Qué sucede con
q(t) e i(t) a medida que t aumenta?.

b) Idem (a) pero con V (t) = V0 sen ω0t.

5. La ecuación y′ + α(x)y = β(x)yk con k ∈ R, k 6= 0, 1, se denomina ecuación de Bernoulli.

a) Demostrar que mediante el cambio de variable z = y1−k, la ecuación se transforma
en la ecuación lineal

z′ + (1 − k)α(x)z = (1 − k)β(x).

b) Resolver las ecuaciones:
a) xy′ + y = x4y3 b) xy2y′ + y3 = x cos x.

6. Si y = y(t) denota el número de habitantes de una población en función del tiempo, se
denomina tasa de crecimiento de la población a la función y′/y.
a) Graficar y(t) en el caso en que la tasa de crecimiento sea constante.
b) Supongamos que una población tiene tasa de crecimiento constante. En un instante
determinado la cantidad de individuos es de 1000 mientras que seis meses después es de
1010. ¿Cuántos individuos habrá después de 10 años?.
c) Estudiar las poblaciones cuyas tasas de crecimiento son de la forma r − cy con r > 0,
c > 0 e y(0) = y0 > 0. Calcular ĺımt→+∞ y(t).
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7. Considere el siguiente sistema mecánico compuesto por un cuerpo de masa m sometido a
una fuerza f(t) y un resorte cuya constante elástica es k. Denomine x(t) al desplazamiento

m

k

0 x(t) x

f(t)

Figura 3:

de la masa respecto de la posición de equilibrio en el instante t. Suponiendo f(t) ≡ 0,
demuestre lo siguiente:
(i) x(t) = A cos ω0t + B sen ω0t, con ω0 =

√

k/m, A = x(0) y B = x′(0)/ω0. Con lo cual el
cuerpo oscila con una frecuencia de ω0/2π ciclos por segundo.
(ii) Si se considera C =

√
A2 + B2 y ϕ = tan−1(A/B), entonces x(t) = C sen(ω0t + ϕ).

Por lo tanto C es la amplitud de la oscilación y ϕ es el ángulo de fase.

8. Considere un sistema mecánico como el del problema anterior (con f(t) ≡ 0) pero ahora
sumergido en un medio viscoso. Entonces, además de la fuerza elástica producto de la
interacción del resorte con el cuerpo, deberá considerarse una fuerza de rozamiento F ,
producto de la interacción del cuerpo con el medio, que puede suponerse proporcional a
la velocidad del cuerpo pero de sentido contrario a ésta, en otras palabras, F (t) = −cx′(t)
con c una constante positiva (c es la constante de amortiguación).
Demuestre lo siguiente:
(i) Si c2 > 4mk, x(t) = c1e

−(α−β)t + c2e
−(α+β)t, con α = c/2m, β =

√
c2 − 4mk/2m,

(observe que 0 < α < β ). Este caso se denomina sobreamortiguado debido a que no hay
oscilaciones.
(ii) Si c2 = 4mk, x(t) = (c1 + c2t)e

−αt. Este caso se denomina de amortiguamiento cŕıtico.
(iii) Si c2 < 4mk, x(t) = e−αt(A cos ω∗t + B sen ω∗t) con ω∗ =

√
4mk − c2/2m. También

x(t) = C sen(ω∗t+ϕ)e−αt con C =
√

A2 + B2 y ϕ = tan−1(A/B). En este caso se producen
oscilaciones amortiguadas de frecuencia ω∗/2π, y se denomina subamortiguado.

9. Considere el sistema masa-resorte del problema 7, suponiendo que sobre el cuerpo se aplica
una fuerza f(t) = F0 sen ωt. Demuestre lo siguiente:

a) Si ω2 6= ω2
0 = k/m,

x(t) = A(ω) sen ωt + c1 sen ω0t + c2 cos ω0t

con A(ω) = F0[m(ω2
0 − ω2)]−1 y c1 y c2 constantes arbitrarias.

b) Si ω2 = ω2
0, entonces

x(t) = − F0

2mω0
t cos(ω0t) + c1 sen ω0t + c2 cos ω0t

con c1 y c2 constantes arbitrarias. Observe que en este caso la amplitud de la oscilación
no es acotada (resonancia).
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10. Considere el sistema masa-resorte amortiguado del problema 8 y suponga que sobre el
cuerpo se aplica una fuerza f(t) = F0 sen ωt.

a) Demuestre que
x(t) = A(ω) sen(ωt + ϕ) + xh(t)

con A(ω) = F0/
√

m2(ω2
0 − ω2)2 + ω2c2, ϕ = tan−1

(

ωc
m(ω2

−ω2

0
)

)

y xh(t) una solución

arbitraria de la ecuación homogénea mx′′ + cx′ + kx = 0.

b) Demostrar que ĺımt→+∞ [x(t) − A(ω) sen(ωt + ϕ) = 0], con lo cual, para t >> 1,
x(t) ≈ A(ω) sen(ωt + ϕ), independientemente de las condiciones iniciales.

c) Hallar el valor de ω que maximiza la amplitud A(ω).

d) Encontrar el potencial electroestático v(r) entre dos esferas concéntricas de radios
r1 = 4 cm y r2 = 8 cm, sabiendo que el potencial de la esfera interna es de 110 volts
y el de la externa es de 0 volts. (Sugerencia: v(r) satisface la ecuación diferencial
rv′′ + 2v′ = 0)

11. La ecuación x2y′′ + axy′ + by = 0 con a y b constantes y x > 0 (x < 0), se denomina
ecuación de Euler-Cauchy.

a) Demostrar que mediante el cambio de variable x = et (x = −et), la ecuación se
transforma en la ecuación lineal a coeficientes constantes

d2y

dt2
+ (a − 1)

dy

dt
+ by = 0.

b) Resolver en (0, +∞) las siguientes ecuaciones de Euler-Cauchy:
a) x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0 b) x2y′′ + 3xy′ + y = 0 c) x2y′′ + xy′ + y = 0
d) x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0
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Ejercicios adicionales a las gúıas 1 a 4

Producto interno

1. Se ha definido en R| 2 un producto interno tal que (v1, v1) = 1, (v1, v2) = 0 y (v2, v2) = 2, con
v1 = [1 1]T y v2 = [1 2]T . Se pide:
(a) hallar (x, y) con x = [x1 x2]T , y = [y1 y2]T .
(b) Descomponer v = [2 2]T como suma de un vector paralelo a u = [1 0]T y otro ortogonal
(según el p.i. definido) a u.

2. Sea {e1, e2, e3} la base canónica de R| 3 y sea (·, ·) un producto interno en R| 3 tal que ‖e1‖ = ‖e2‖ =
1, ‖e3‖ =

√
2, (e1, e2) = 0 y u = 2e2 − e3 es ortogonal a e1 y a e3. Halle (x, y) para x, y ∈ R| 3 y

calcule la proyección ortogonal de v = [1 1 2] sobre el subespacio S = {x ∈ R| 3 : x1 = 0}.
3. Sea B = {v1; v2; v3} una base de un R| -espacio vectorial V . Hallar los valores de α para los cuales

existe un producto interno en V que verifica:

‖v1‖ = ‖v2‖ = ‖v3‖ = 2, (v1, v3) = 0, (v1 + v2, v1 + v3) = 4 + α y (v1 − v2, v1 − v3) = 4 − α.

Considere α = 1 y halle una base ortogonal de S⊥ siendo S = gen{v1 + v3}.
4. Demuestre que (p, q) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(−1)q(−1) es producto interno en P2 pero no en

P3. Halle los valores de α y β para que p = αt + β(t2 + 1) se encuentre lo más cerca posible de
q = t2.

5. Demostrar que para α > 1, (x, y) = x1y1 +x1y2 +x2y1 +αx2y2 es producto interno en R| 2. ¿Cúal
propiedad de producto interno no se cumple si α = 1?.

Considere α = 2 y halle los v de R| 2 tales que su proyección ortogonal a S = {x ∈ R| 2 : x1−x2 = 0}
sea u = [1 1]T y d(v,S) = 1.

6. Sea {e1, e2} la base canónica de R| 2. Demuestre que no existe un producto interno en R| 2 tal que
‖e1‖ = 1, ‖e2‖ = 2 y (e1, e2) = 2.

7. Considere en R| 2×2 el producto interno (M,N) = m11n11+m12n12+m21n21+m22n22. Demuestre
que si S = {A ∈ R| 2×2 : A = AT } entonces S⊥ = {A ∈ R| 2×2 : AT = −A}.(Sugerencia: halle
primero una base de S).

8. Considere en C([−π, π]) el producto interno (f, g) =
∫ π
−π fg dx. Hallar los valores de α, β y γ

que minimizan el valor de la integral
∫ π

−π
[|x| − α − β cosx − γ senx]2 dx.

9. Sabiendo que u = [2 2 2]T es el elemento del subespacio S ⊂ R| 3 más cercano a v = [1 2 3]T .
a) Hallar los posibles subespacios S.
b) Hallar una base ortonormal de S sabiendo que dim(S) = 2.

Matrices de proyección, QR, cuadrados mı́nimos

10. Comprobar que P =




1/3 1/3 1/3
1/3 5/6 −1/6
1/3 −1/6 5/6


 es una matriz de proyección y hallar Q ∈ R| 3×k, con

k a determinar, tal que las columnas de Q sean ortonormales y P = QQT .

1



11. Dadas A ∈ R| n×m y B ∈ R| n×k demostrar que col(A) ⊥ col(B) si y sólo si AT B = 0. (Nota:
considere el p.i. canónico de R| n).

12. Encuentre A ∈ R| 3×3 tal que [1 − 1 0]A = 0 y A admita una descomposición QR normalizada

A = QR con R =

[
2
√

2
√

2 2
√

2
0

√
3 2

√
3

]
. ¿Es única?.

Para la matriz A hallada, encuentre la matriz de proyección sobre (col(A))⊥.

13. Sea A ∈ R| n×m una matriz de rango m y A = QR una descomposición QR normalizada de A.
¿Qué dimensión y qué rango tiene R?. Deducir que AT A = RT R y que AT A es inversible.

14. Sabiendo que A =




1 −1
0 1
1 1




[ √
2 2

√
2 0

0
√

3 −√
3

]
y b = [

√
2
√

3
√

2]T , hallar la matriz de

proyección a col(A) y todos los x ∈ R| 3 que minimicen ‖Ax − b‖.

15. Dada la matriz A =




1 1 2
1 r 1 + r
1 r 1 + r


, hallar los valores de r para que A admita una descom-

posición QR normalizada tal que rango(QQT ) = 1. Encontrar la matriz de proyección a col(A)
para cada valor de r hallado.

16. Sea P ∈ R| n×n una matriz de proyección. Demuestre que si P = QR es una descomposición QR
normalizada de P entonces Q = RT .

17. Sean P1 ∈ R| n×n y P2 ∈ R| n×n, matrices de proyección. Demostrar que si P1P2 = 0, entonces
P2P1 = 0 y P1 + P2 es matriz de proyección. Hallar la relación entre los rangos de P1, P2 y
P1 + P2.

18. Dada A ∈ R| n×m, demuestre que Nul(AT ) = col(A)⊥ y de alĺı deduzca que Nul(A)⊥ = col(AT ).
(Considere el p.i. canónico.)

19. Suponga que A ∈ R| n×m (m ≥ n) y que Nul(A) tiene dimensión m−n. Demuestre que si A = QR
es una descomposición QR normalizada entonces Q es inversible.

20. Sean P1 ∈ R| n×n y P2 ∈ R| n×n matrices de proyección. Demostrar que col(P1) ⊆ col(P2) si y sólo
si P2P1 = P1.

21. Suponiendo que A ∈ R| n×m tiene rango m y b ∈ R| n, explicar por qué x̂ = (AT A)−1AT b minimiza
‖Ax − b‖.

22. Determine, justificando su respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
(a) Si x̂ es una solución por cuadrados mı́nimos de la ecuación Ax = b entonces ‖Ax̂‖ ≤ ‖b‖.
(b) x̂ = 0 es una solución por cuadrados mı́nimos de la ecuación Ax = b si y sólo si b es ortogonal
a col(A).

23. Explicar, sin resolver la ecuación, por qué u = [1 0]T no puede ser la solución por cuadrados

mı́nimos de Ax = b con A =




1 1
1 0
2 0


 y b = [1 1 0]T .
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24. Sabiendo que A ∈ R| 3×2 admite una descomposición QR normalizada A = QR con Q =




α 0
β 1
γ 0




y que para cierto b ∈ R| 3 la solución x̂ por cuadrados mı́nimos de la ecuación Ax = b verifica
b − Ax̂ = [1 0 − 1]T , hallar los posibles valores de α, β y γ.

25. Sabiendo que A ∈ R| 3×3 admite una descomposición QR normalizada con Q =




1/
√

2 1/
√

3
0 1/

√
3

1/
√

2 −1/
√

3


,

hallar bases ortonormales de col(A) y Nul(AT ) y las matrices de proyección a esos subespacios.

Transformaciones lineales

26. Defina una transformación lineal T : R| 3 → R| 3, tal que T (x) = 2x si x ∈ S = {x ∈ R| 3 : x1−x3 =
0} y d(x,S) = d(T (x),S) para todo x ∈ R| 3. Halle la representación matricial de T en la base
canónica de R| 3.

27. Sea T ∈ L(P2) tal que [T ]BC =




1 1 1
1 −1 3
2 1 3


 con B = {1; 1 + t; t + t2} y C = {1; t − t2; t2}.

(a) Hallar bases de Nu(T ) e Im(T ) y determinar si existe p ∈ P2 tal que T (p) = t2.

(b) Determinar, justificando, si existen bases B′ y C ′ de P2 tales que [T ]B′C′ =




1 0 0
1 1 2
1 1 3


. En

caso de existir hallar tales bases.

28. Sea V = {f : R| → R| : f = c1f1 + c2f2 + c3f3} con f1(t) = 1 + t + 2t2, f2(t) = 1 + αt + 2t2 y
f3(t) = 1 + 2t + αt2. Se pide:
(a) Determinar todos los valores de α para los que está bien definida T ∈ L(V, R| 3) tal que
T (f1) = [1 1 1]T , T (f2) = [1 − 1 1]T , T (f3) = [2 0 2]T . Para esos valores de α hallar bases de
Nu(T ) e Im(T ).
(b) Para la transformación lineal T de (a) con α = 3, decidir para qué valores de λ existirán

bases B de V y B′ de R| 3 tales que [T ]BB′ =




1 3 0
1 2 0
1 λ + 2 λ − 1


. En caso de existir halle tales

bases.

29. Sea T ∈ L(R| 3,P2) tal que [T ]EB =




1 4 0
−2 1 3
λ2 4λ + 3 1


 con E la base canónica de R| 3 y

B = {1; t + 1; t2 + t}. Se pide:
i) Hallar los valores de λ para que T sea inversible.
ii) Para λ = −1, justificar que T es biyectiva, explicar cómo se obtiene [T−1]E′E a partir de
[T ]EB (con E′ la base canónica de P2) y calcular T−1(p) para p = t2 + 4t + 3.
iii) Hallar los valores de λ para que existan al menos dos x ∈ R| 3 distintos tales que T (x) =
t2 − t − 1.

30. Sean B = {v1; v2; v3} y C = {w1;w2; w3} bases de los espacios vectoriales V y W respectiva-
mente.
(a) Justificar la existencia de una única transformación lineal T : V → W que verifica T (2v1 +
v2) = w1 − w2 + w3, T (v1 − v2) = w1 + 2w2 + w3 y T (v1 + v3) = 2w1 + w2 + 2w3 y encontrar
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bases de Nu(T ) y de Im(T ).
(b) Encontrar bases D de V y E de W tales que [T ]DE tenga tantas columnas y filas nulas como
sea posible.

31. Sea T ∈ L(V,W ) y (·, ·)W un producto interno en W . Demostrar que (x, y)V = (T (x), T (y))W ,
es un producto interno en V si y sólo si T es inyectiva.

32. Demostrar que (x, y) = xT AT Ay con A =




1 −1
0 2
1 2


 es producto interno en R| 2. (Sugerencia:

use el ejercicio anterior).

33. Sea T ∈ L(P2, R| 2×2) definida por T (a0 + a1t + a2t
2) = a0B + a1BA + a2BA2 con B ∈ R| 2×2

inversible y A =

[
1 α
α 1

]
.

(a) Hallar los valores de α para los cuales dim(Nu(T )) = 1.
(b) Considerando B = I, α = −1 y el producto interno en R| 2×2, (M, N) = m11n11 + m12n12 +

m21n21 + m22n22, expresar C =

[
2 −2
0 0

]
como C = C1 + C2, con C1 ∈ Im(T ) y C2 ⊥ Im(T ).

34. Sabiendo que T ∈ L(R| 3) es la reflexión respecto de cierto plano S y que T ([1 1 1]T ) =
[−1 − 1 − 1]T se pide:
(a) Determinar el plano S y hallar la representación matricial de T en una base ortogonal
B = {v1; v2; v3} tal que v1 = [1 1 1]T .
(b) Demostrar que Tn = Id si n es par y Tn = T si n es impar.

35. Sean V = {f : R| → R| : f(x) = (a0 + a1x + a2x
2)ex} y T ∈ L(V,P2) definida por T (f) =

(f ′ − f)e−x.
(a) Demuestre que dim(V ) = 3 y halle bases de Nu(T ) e Im(T ).
(b) Halle los f ∈ V que minimizan ‖p−T (f)‖ con p(x) = x2 +x, considerando en P2 el producto
interno (p, g) =

∫ 1
−1 p(x)g(x)dx.

36. Definir T : R| 3 → R| 3 de modo tal que T (S) ⊂ S siendo

S = gen{[1 − 1 1]T ; [1 0 − 1]T },

PS⊥(x) = PS⊥(T (x)) y dim(Nu(T )) = 1. Encontrar [T 2]E con E la base canónica de R| 3.

37. Considere la transformación lineal T : R| 2 → R| 3, T (x) = Ax con A =




2 −3
1 0
0 2


. Hallar todos

los b ∈ R| 3 que cumplan simultáneamente: i) ‖b‖ = 5, ii) d(T (x), b) es mı́nima para x̂ = [2 1]T .
(Considere el p.i. canónico.)

38. Sea T ∈ L(R| 3, V ) tal que para la base canónica E de R| 3 y B = {v1; v2; v3} una base de V ,
[T ]EB = A es triangular superior y a11 = −1, a12 = 1, a13 = 2, a22 = 2, a23 = 0 y a33 = −1.

Justificar la existencia de T−1 y demostrar que (x, y) = (T−1(x))T T−1(y) es un producto interno
en V . Hallar la proyección ortogonal de v1 + v2 + v3 sobre gen{v1 + v2}.
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Práctica 5 (2da Parte)- Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

1. Hallar la solución general del sistema X ′ = AX, con A:

i)
[

3 1
1 3

]
ii)

[
1 −2
1 −2

]
iii)




2 2 −6
2 −1 −3

−2 −1 1




2. Resolver los problemas a valores iniciales:

a) X ′ = AX, X(0) = [1 − 2]T , con A =
[

2 −1
−1 2

]
.

b) X ′ = AX, X(0) = [1 − 2 1]T , con A la matriz del Ejercicio 1.iii.

3. Hallar bases de soluciones reales de los sistemas:

i) X ′ =
[

0 1
−1 0

]
X ii) X ′ =




2 1 −1
0 0 1
0 −2 2


 X.

4. Resolver el problema a valores iniciales

X ′ = AX, X(0) = [1 0]T , con A =
[

0 5
−1 4

]
.

5. Hallar la solución general de los siguientes sistemas lineales no homogéneos:

a)
{

y′
1 = 2y1 − y2 + et

y′
2 = −y1 + 2y2 − e2t

b) Y ′ + AY = F (x), con A =
[

0 −1
−1 0

]
y F (x) = [x − x]T .

Sugerencia: haga un cambio de variables adecuado.

6. La solución general de un sistema lineal homogéneo X ′ = AX en R2 es

X =
[

c1e
−t + 5c2e

3t

2c1e
−t + c2e

3t

]

Hallar A.

7. Considere la ecuación lineal homogénea de 2do orden:

y′′ + ay′ + by = 0 (1)

y el sistema de ecuaciones en R2

Y ′ =
[

0 1
−b −a

]
Y, con Y =

[
y1

y2

]
. (2)

Pruebe lo siguiente:

a) Si Y = [y1 y2]T es solución de (2) entonces y = y1 es solución de (1).
b) Si y es solución de (1) entonces Y = [y1 y2]T con y1 = y, y2 = y′, es solución de (2).
c) El polinomio caracteŕıstico de A coincide con el polinomio caracteŕıstico de (1).

8. Encontrar la solución general de X ′ = AX con A:

i)
[

1 −4
1 −3

]
ii)




0 −1 0
1 −2 0
0 0 −1


 iii)




1 −2 −2
−2 2 3

2 −3 −4


 iv)




−1 1 0
−1 0 1

1 0 −2




1
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Ejercicios Adicionales a las Prácticas 5 a 7

1. Dada T ∈ L(V ) definida por T (v1) = 7v1 − 4v2 y T (v2) = 2v1 + v2, con B = {v1; v2} una base de V ,
se pide:
(a) encontrar, si existe, una base C de V tal que la representación matricial de T en esa base sea
diagonal.
(b) Calcular [T k]B para k ≥ 1.

2. (a) Defina una transformación lineal T : R| 3 → R| 3 tal que T 6= ±I, S = {x ∈ R| 3 : x1 + x2 − x3 = 0}
sea invariante por T y (T (x), T (y)) = (x, y) para todo x, y ∈ R| 3.
(b) Hallar [T ]E con E la base canónica de R| 3.

3. Sea T ∈ L(P2) con [T ]B =




0 1 0
0 0 1
−a 1 a


 y B = {1 + t; 1− t; t2}. (a) Determinar para qué valores de

a resulta diagonalizable T .
(b) Para a = 2, encontrar una base B′ de P2 tal que la representación matricial de S = T 3 − T + 2I
sea diagonal. Hallar [S]B′ .

4. Sea T ∈ L(P2) definida por T (p) = t3p′′(t) − 6αp′(t) − 2tp(t), (α ∈ R| ).
(a) Demostrar que existe una base B de P2 compuesta por autovectores de T si y sólo si α > 0.
(b) Para α = 1, encuentre una base B de P2 tal que [T ]B sea diagonal.

5. (a) Definir T ∈ L(R| 3) tal que: T sea diagonalizable, S = {x ∈ R| 3 : x1 + x2 + x3 = 0} y S⊥ sean
invariantes por T y det([T ]B) = −4 y traza([T ]B) = 3 para toda base B de R| 3.
(b) Demuestre que si A ∈ C| n×n es diagonalizable y 0 no es autovalor de A, entonces A es inversible y
B = αAn + β(A−1)n con α, β ∈ C| y n ∈ IN es diagonalizable.

6. (a) Sea C = B(A3−A)B−1, con B ∈ C| 3×3 inversible y A = 1
4




3 −1 0
−1 3 0
−1 1 2


. Calcule los autovalores

de C y determine si C es diagonalizable.
(b) Considere la matriz C de (a) con B = I y calcule ĺımn→∞ Cnv para v ∈ R| 3.

7. Sea T ∈ L(R| 2×2) definida por T (A) = A + AT .
(a) Encontrar, si existe, una base B de R| 2×2 en la cual [T ]B sea diagonal.
(b) Demostrar que para n ∈ IN , 1

2n−1 Tn = T .

8. (a) Encontrar A ∈ R| 3×3 simétrica e indefinida tal que A2 + 3A = 4I y que [1 1 2]T sea un autovector
de A.
(b) Demostrar que Q(x) = xT Ax, con A la matriz hallada en (a) verifica −4‖x‖2 ≤ Q(x) ≤ ‖x‖2

∀x ∈ R| 3.

9. Considere la ecuación 6A2 + αI =
[

6 2
2 3

]
, (α ∈ R| ). (a) Demuestre que si A ∈ C| 2×2 verifica la

ecuación, entonces A es diagonalizable. (b) Determine para qué valores de α la ecuación admite una
solución A ∈ R| 2×2 simétrica y definida negativa y, para cada uno de esos valores, halle una solución
en esas condiciones.



10. (a) Encontrar A ∈ R| 3×3 simétrica tal que S = {x ∈ R| 3 : x1 + x2 = 0} sea el autoespacio asociado al
menor autovalor de A, det(A) = 2 y B = A3 − A2 + A − I no sea inversible.
(b) Considere la forma cuadrática Q(x) = xT Ax con A la matriz hallada en (a). Calcule máx‖x‖2=1 Q(x),
mı́n‖x‖2=1 Q(x) y halle los x en los que se alcanza cada extremo.

11. (a) Hallar A ∈ R| 3×3 simétrica e indefinida tal que máx‖x‖2=1 xT Ax = 3, Ax ∈ S para todo x ∈ S =
{x ∈ R| 3 : x1 + x2 = 0} y 6 sea autovalor de A2 + A.
(b) Demuestre que si A ∈ R| n×n es simétrica y xT (A2−4I)x < 0 para todo x ∈ R| n con x 6= 0, entonces
todos los autovalores de A se encuentran en el intervalo (−2, 2).

12. (a) La enerǵıa cinética de un cuerpo ŕıgido que rota con velocidad angular ω (ω ∈ R| 3) viene dada
por la expresión E(ω) = 1

2(ωT Mω), donde M es una matriz simétrica y definida positiva denominada

tensor de inercia. Suponiendo M =




6 2 0
2 3 0
0 0 2


 y que el cuerpo rota con velocidad angular unitaria

(‖w‖2 = 1), se pide hallar el valor mı́nimo de E, y las velocidades para las cuales se alcanza tal
extremo.
(b) Suponga que Q : R| 3 → R| es una forma cuadrática tal que Q([1 1 1]T ) = 3 y Q([1 1 0]) = −4. Si λM

y λm son, respectivamente, el máximo y el mı́nimo autovalor de la matriz asociada a Q, determinar
cuánto pueden valer como mı́nimo λM y como máximo λm.

13. (a) Demostrar que en R| 2, ‖x‖ =
√

2x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 es una norma inducida por un producto interno.
(b) Para la norma ‖ · ‖ del punto (a), hallar máx‖x‖2=1 ‖x‖, mı́n‖x‖2=1 ‖x‖ y graficar la bola unitaria.

14. (a) Encuentre los puntos de la curva 6x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2 = 1 más cercanos al origen.
(b) Demuestre que si A ∈ R| n×n es simétrica y definida positiva entonces existe B ∈ R| n×n simétrica y
definida positiva tal que A = BT B.

15. (a)Encuentre los puntos de la curva

2x2
1 + 6x2

2 − 2
√

5x1x2 = 1

de norma Eucĺıdea máxima.
(b) Demuestre las siguientes afirmaciones:
i) Si A es antisimétrica (A = −AT ) entonces A2 es simétrica y semidefinida negativa.
ii) Si A es simétrica y definida positiva y B es semejante ortogonalmente a A, entonces B también es
simétrica y definida positiva.

16. (a) Encontrar, entre todos los rectángulos de vértices ±(x1, x2), ±(x1,−x2) con x2
1
9 + x2

2
4 = 1, el de área

máxima.
(b) Sea (x, y)G = xT Gy con G ∈ R| n×n un producto interno en R| n. Demostrar que existe una matriz
simétrica y definida positiva A ∈ R| n×n tal que (x, y)G = (Ax,Ay), ∀x, y ∈ R| n, con (·, ·) el producto
interno canónico de R| n.

17. (a) Dada A =




1 −2 0
1 1 −1
1 1 1







2 0
0 2
0 0




[
1/

√
2 1/

√
2

1/
√

2 −1/
√

2

]
determinar el rango de A, sus valores

singulares y la matriz de proyección sobre Nul
(
AT

)
. (Sugerencia: obtenga una DVS de A sin calcular

A.)
(b) Dada A ∈ R| n×n decidir si son ciertas las siguientes afirmaciones:
i) El producto de los valores singulares de A es el determinante de A.
ii) Si todos los valores singulares de A valen 1 entonces A es ortogonal.



18. (a) Sea T ∈ L(R| 3, R| 2), con T (x) = [x1 + x2 + x3 x1 − x2 + x3]T . Dado b = [1 2]T , hallar entre los
x ∈ R| 3 que minimizan ‖T (x) − b‖2, el de longitud mı́nima.
(b) Sea A ∈ R| n×m. Demostrar las siguientes afirmaciones: i) si las columnas de A son ortonormales
entonces los valores singulares de A son todor iguales a 1; ii) Si las filas de A son ortonormales, entonces
los valores singulares no nulos de A son iguales a 1. (Sugerencia: trabaje con AT ).

19. (a) Sea A = UΣV T con Σ ∈ R| 3×3 diagonal, Σ11 = 2, Σ22 = 1 y Σ33 = 0, U y V ortogonales y tales
que la última columna de V es [1/

√
2 0 1/

√
2]T y la última columna de U es [1/

√
5 2/

√
5 0]T . Hallar

las matrices de proyección a los subespacios col(A) y nul(A) y calcular máx‖x‖2=1 ‖Ax‖2.
(b) Decidir, justificando la respuesta, si las siguientes afirmaciones son ciertas:
i) Si B es ortogonal A y AB tienen los mismos valores singulares.
ii) Si A y B tienen los mismos autovalores, entonces A y B tienen los mismos valores singulares.

20. (a) Sabiendo que A =




1 1 1
1 −1 1
1 0 −2







2 0
0 1
0 0




[
1 1
1 −1

]
,

i) encontrar los valores singulares de A; ii) hallar la solución por cuadrados mı́nimos de longitud
mı́nima de Ax = b con b = [1 1 2]T .
(b) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa, justificando la respuesta:
i) Para A ∈ R| m×n, AA+ = Pcol(A) y A+A = PNul(A)⊥ , siendo A+ la seudoinversa de Moore-Penrose de
A.
ii) Si A es inversible, su inversa es igual a A+.

21. (a) Sean T : R| 2 → R| 3 definida por T (x) = [x1 + x2 2x1 + 2x2 x1 + x2]T y b = [4 2 4]T . Halle de entre
todos los x ∈ R| 3 que minimizan ‖b − T (x)‖2 el de norma Eucĺıdea mı́nima.
(b) Suponga que A = UΣV T es una descomposición en valores singulares de A ∈ R| m×n. i) Demuestre
que las columnas de U son autovectores de AAT y que los autovalores no nulos de AAT coinciden con
los autovalores no nulos de AT A; ii) deduzca de i) que los valores singulares no nulos de A y de AT

coinciden y que máx‖x‖2=1 ‖Ax‖2 = máx‖z‖2=1 ‖AT z‖2.

22. Sea T ∈ L(R| 2, R| 3) definida por T (x) = [x2 x1 + x2 x1]T . (a) Hallar bases ortonormales de R| 2 y R| 3 de
modo tal que la representación matricial de T en esas bases tenga ceros fuera de la diagonal principal.
(b) Demostrar que 1 ≤ ‖T (x)‖2 ≤ √

3 para todo x ∈ R| 2 con ‖x‖2 = 1.

23. (a) Sea A = BP T con B =
[

1 2 −1
2 4 −2

]
y P ∈ R| 3×3 ortogonal. Calcular los valores singulares de A

y hallar bases ortonormales de col(A)⊥ y Nul(A).
(b) Sea A ∈ R| n×n. Encontrar la relación entre det(A) y el producto de los valores singulares de A.

24. (a) Demostrar que si ‖ · ‖a y ‖ · ‖b son dos normas en un espacio vectorial V entonces ‖ · ‖c, definida
por ‖v‖c = ‖v‖a + ‖v‖b ∀v ∈ V , es norma en V .
(b) Demuestre que ‖x‖ = máx{|x1|, |x2|} +

√
x2

1 + 4x2
2 es norma en R| 2. (Sugerencia: use a)).

25. (a) Encontrar los valores de α ∈ R| para los cuales ‖x‖ = |x1 − αx2| + |αx1 − x2| es norma en R| 2.
(b) Sea ‖x‖ =

√
2x2

1 − 2x1x2 + 2x2
2. Demuestre que ‖ · ‖ es norma en R| 2 y grafique la bola unitaria.

26. (a) Dadas ‖ · ‖a y ‖ · ‖b normas en un espacio vectorial V , demostrar que ‖x‖ = α‖x‖a + β‖x‖b es una
norma en V si α ≥ 0, β ≥ 0 y α y β no son simultáneamente nulos.
(b) Demostrar que ‖[x1 x2]T ‖ = 3 máx{|x1|, |x2|} + 5

√
3x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 es una norma en R| 2.



27. (a) Demostrar que si T ∈ L(V, W ) es inyectiva y ‖ · ‖W es norma en W entonces ‖ · ‖V , definida por
‖v‖V = ‖T (v)‖W , es norma en V .
(b) Demostrar que ‖p‖ = |p(1)|+ |p(0)|+ |p(−1)| es norma en P2 pero no en P3.(Sugerencia: use (a)).

28. (a) Encontrar todos los valores de k ∈ R| para los cuales ‖x‖ = |3x1 + x2 + x3| + |kx1 + (1 + k)x2 −
x3| + |x1 + x3| es norma en R| 3.
(b) Sea B = {v1; . . . ; vn} una base de un espacio vectorial real V y sea ‖·‖ una norma en R| n. Demostrar
que ‖v‖B = ‖[v]B‖ es norma en V .

29. (a) Sea T ∈ L(P1,P2), T (p) = (1 − t)(p + p′). Mostrar que ‖p‖a = |g(0)| + |g(1)| + 2|g(−1)| con
g = T (p), define una norma en P1.
(b) Demostrar que en P1, la norma ‖p‖b = máx{|g(0)|, |g(1)|, |g(−1)|}, con g = T (p), es equivalente a
la norma ‖ · ‖a.
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