Practica 1 - Espacios Vectoriales

Demuestre que R* (C") es un espacio vectorial sobre R (C) con la suma y el producto
por un escalar usuales.

;, Es €™ un R-espacio vectorial con la suma y el producto por un escalar usuales?

Compruebe que el conjunto de matrices de orden p X ¢ a coeficientes reales (comple-
jos) RP*4 (CP*?) es un espacio vectorial real (complejo) con la suma y el producto
por un escalar usuales.

Probar que el conjunto de polinomios a coeficientes reales P es un R-espacio vectorial
con la suma y el producto por un escalar usuales.

Probar que el conjunto de funciones continuas a valores reales definidas en el inter-
valo [a, b], que denotamos Cla, b], es un R-espacio vectorial con la suma y el producto
por un escalar usuales.

Suponga que A € RP*? y que b € RP. ;Qué condiciéon debe cumplir b para que el
conjunto S = {z € R?: Az = b} sea un subespacio de RI?

Empleando la respuesta al ejercicio anterior determine cuales de los siguientes con-
juntos son subespacios de los espacios que se indican.

a) S={reR®: 2z, +x+13=0 A 29 — 21 =0}

b) S={zeR": x;=09=---=1z, =0}

¢) S={reR': x1+29=0 A 21 — 203+ 14 =1}.

Demuestre que P,, el conjunto formado por el polinomio nulo y por los polinomios
de grado menor o igual a n, es un subespacio de P.

Determine cuales de los siguientes conjuntos son subespacios de los espacios vecto-
riales que se indican.

a) S={veR: v=[1+rr 47 r e R}
S={wveR*: v=[ 2r]T,r >0}

S ={A€R*?: Aessingular}.
S={pePs: p(1) =p(2)}.
S=A{feC0,1]: f(0)=f(1)=0}.
S={feClR): [f(@)] = f2)}.
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Sean &1 v Sy subespacios de un espacio vectorial ; Qué condicién debe cumplirse
para que &1 U S, también sea subespacio?

Determine si R? estd generado por los vectores v; = [1 —1 2|7 vy = [-1 0 3|7,
v3=1[0 —15Tyuv=[3 -2 2.

Encuentre los valores de k € R para que los vectores [1 k 0T, [1 k—1 k|7 y
2 2k — 1 k* + k + 1]7 sean linealmente dependientes en R>.

Determinar cuales de los siguientes conjuntos son linealmente independientes en el
espacio vectorial que se indica.

a) {[1 4%,[i —1]T} en €2 como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial.
b) {2,3+¢t 2—t*} en P.

c) {1,2+2t,1—t+1t* 2—1t*} en P.

d) {sen(z), cos(z)} en C(R).

e) {sen*(z), cos?(x),1} en C(R).

., Cudl es la dimension de cada uno de los espacios vectoriales mencionados en los
ejercicios 1 a 57 ; Qué dimension tiene P,7

Probar que si V' es un C-espacio vectorial de dimension n entonces V' es un R-espacio
vectorial de dimensién 2n.

Encuentre bases para los siguientes subespacios:

a) S={reR': 21+ 2r+24=0 A2z — 23+ 14 =0},
b) S={pePs: p0)=p(l)}

¢) S={pePy: [} p(t)dt=0}.

d) S={AcR>3: A= AT}

En cada caso, extienda la base del subespacio que obtuvo a una base del espacio
vectorial correspondiente.

Encuentre una base del subespacio generado por las matrices

1 -1 -1 2 2 -3 11
-1 2|’ 3 1\ -3 2 1 6|
Para cada una de las siguientes matrices A, halle bases de los subespacios funda-

mentales: Col(A), Nul(A), Fil(A) y Nul(AT). Compare sus dimensiones. Calcule
rango(A) y rango(A7).

1 -1 1
1 -4 9 -7
HA=] -1 2 —4 1|, ii)A= -2 10 , i) A = -11 02
5 —6 10 7 3 1 -4 11 -4 1
1 -2 0
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Sea A e K"™™ (K =R 6 C), A= [uy ug---uy) con u; la i-ésima columna de A.

Deducir, a partir del hecho que

. T
Ax = zyug + Toug -+ Ty, SIXT = |1 Ty,

lo siguiente:

(a) b€ Col(A) siy sblo si existe = tal que Az = b.

(b) La ecuaciénAz = b tiene a lo sumo una solucién si y sélo si las columnas de A
son linealmente independientes.

(c) La ecuaciéon Az = b tiene a lo sumo una solucién si y sélo si rango(A) = m.

(d) La ecuacién Az = 0 admite solucién no trivial si y sélo si las columnas de A
son linealmente dependientes.

(e) La ecuacién Az = b tiene solucién para todo b si y sélo si rango(A) = n.

(f) La ecuacién Az = b tiene solucién si y sélo si A y la matriz ampliada A = [A b]
tienen igual rango.

Sean A€ K™ (K =R 6 C), A= [uj us---uy) con u; la i-ésima columna de Ay
B € K™". Explicar, a partir del hecho que

BA = [Buy Bus--- Buy,),

por qué Col(BA) C Col(B). Dar ejemplos no triviales (A # 1,0, B # 1,0) en los
cuales se cumpla la inclusion estricta y otros en donde valga la igualdad.

Dados los subespacios de R*, §; =gen{[1 1 2 0]7,[2 03 —1]T} y Ss ={z € R*:
x1 + 9 + 23 + x4 = 0}, hallar bases de $§ NSy y de S; + Ss.

Sean S; y Sy subespacios de un espacio vectorial V' de dimension finita j Qué relacién
existe entre las dimensiones de &1, Sz, ST NSy v S + 87

Demuestre que S; &Sy = R¥3 con §; = {A e R¥>3: A=AT} y S, = {A e R¥3:
A= —AT}. ; Es cierta la igualdad precedente en R™*"?

i) Determinar si la suma de los siguientes subespacios de R?,
S =gen{[11201]7,20301)"}, Sy =gen{[-11-211)"}, Ss=gen{[01011]"},

es directa y hallar una base del mismo.
ii) Idem anterior pero con

Sy =gen{[11201)]7,[2030 1"}, Sy = gen{[-10-211)"}, Ss =gen{[11122]"}.

Suponga que {vy,va}, {vs,v4,v5} v {vs, v7} son, respectivamente, bases de los sube-
spacios 81, Sz v 83 de un espacio vectorial V. Demuestre que B = {vy,vq,...,v7}
genera 81 + Sy + 83 v que la suma resulta directa si y sélo si B resulta base. Gen-
eralize.
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Encuentre las coordenadas de v en la base ordenada B en cada uno de los siguientes
casos:
a) v=[123TyB={110%[10 170 1 1]}
b) v=a+bt+ct?’y B={1+t+t% 1+t 1}.
Sea B = {vy;vs;...;v,} una base ordenada del K-espacio vectorial (K =R 6 C) V
y sea cg : V — K™ la aplicacion que asigna a cada v € V' su correspondiente vector
de coordenadas en la base B, cg(v) € K™,
a) Demuestre lo siguiente:

1) ep(v+v) =cp)+cp(v)ycglav) = acg(v) para todo v,v" € V' y para

todo o € K.

2) c¢p es biyectiva.

3) {ui,...,u} eslien V siysolosi{cg(ui),...,ca(u,)} esli en R
b) Hallar la expresién de cz'.

Resolver los ejercicios 16 y 17 trabajando en coordenadas respecto de una base B a
eleccion.

Sean E = {ey;...;e,} la base candnica de R* y B = {v1;...;v,} una base ordenada
de R". ; Cual es la expresién de la matriz de cambio de coordenadas de la base B
a la base F/, Cgg?

Supongamos que B, B"y B” son tres bases ordenadas del espacio vectorial V. { Cémo
puede obtenerse Cgpr a partir de Cgp y Cpign?

Hallar la matriz de cambio de bases C'gp: en los siguientes casos

@) B={1237 00173467} v B = {1 — 1071 23110},
b) B={1l;t—1; (t—1)2}y B ={1; t —2; (t —2)*}.



Adicionales Practica 1 - Wronskiano

1. Halle el wronskiano de los siguientes conjuntos de funciones y con su auxilio, cuando
sea posible, determine si son linealmente independientes.

n
R e

—~
&

L,

8|~ )

=

z,

e, xe®”, (o € R).

@]

e*, xe®, e ",

/a/—\

sen x,sen(x + 7).

—~
—+

arccos(z), arcsen(zx).

1,sen?x, cos 2z.

—~ o~
]

= @
~— T Y

sen x, cos &, cos(z + §).

e 3%sen 2z, e 73" cos 2.

j) senh(ax), cosh(azx), (o € R).

[

. . 2_ _
2. Hallar el wronskiano de las funciones 1, e, e* ~! cosx, e 1.
3. Probar que el conjunto de funciones {z?, z|x|} es linealmente independiente a pesar
de que su wronskiano es idénticamente nulo.

4. Suponga que f; y fo son funciones derivables en un intervalo abierto Z. Sean
g1 =cnfi+cafoy g2 = ciafi + caafs con ¢;; € R. Pruebe que

€11 C12

Ca1 Cao W (fi, fo)(x) Vel

W(g1,g2)(x) =

Generalice al caso en que se tienen funciones fi, ..., f,, que son n—1 veces derivables
en Z y funciones ¢y, ..., g, que son combinaciones lineales de las funciones f;.



Practica 2 - Producto Interno

1. Encuentre el 4ngulo entre los vectores de R3

u=[12 -1 y v=[21 =37,

considerando primero el producto interno canénico (u,v) = uTv y luego el producto
interno (compruébelo) (u,v) = 3ujv; + 2usvs + ugvs.

2. Encuentre todos los vectores de R® que son ortogonales a w = [1 2 — 1]7 con el
producto interno canédnico. ; Qué clase de conjunto forman?

3. (a)

(b)

Sea V un espacio vectorial con producto interno, y sea w € V. Demuestre que
el conjunto Vy, compuesto por los vectores de V' que son ortogonales a w, es
un subespacio de V.

Demuestre que en el caso en que V =R" (6 C"), w # 0 y el producto interno
es el canonico, Vj es un subespacio de dimensién n — 1.

Encontrar las condiciones que deben cumplir los coeficientes aq1, a2, as1 v @90
para que la expresiéon

(Ua U) = A11U1V1 + Q12U V2 + A21U2V1 + G22U2V2 (1)

defina un producto interno en R?.

Compruebe que la expresién (1) puede escribirse en forma compacta (u,v) =
uT Av con A € R?*2. ; Cémo pueden expresarse las condiciones que hallé en el
punto anterior en términos de la matriz A?

5. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea ||-|| la norma inducida. Probar
lo siguiente:

(a)
(b)

(c)
()

lu|| = [|v||| < |lu— v|| para todo uy v en V.

Si u y v son ortogonales entonces |[u + v||* = ||u]]* + ||v]|* (Pitdgoras).
Mostrar que vale la reciproca si el espacio vectorial es real.

lu+ >+ ||u — ©||* = 2(||u||* + ||v]|*) Yu,v. (Esta identidad es conocida como
la ley del paralelogramo.)

Si V' es un R-espacio vectorial,
1 2 2
(w,v) = 7 (lu+o[" = flu=2]) Vu,v.

(Férmula de polarizacién).



(e) SiV es un C-espacio vectorial,
1 1 . .
(w,0) = 7 (Il +ol” = llu = ol*) = 7 ([ +wl* = lu —@v[*)  Vu,v.

(Férmula de polarizacién).

6. Sea B una base ordenada de un espacio vectorial real (o complejo) V' de dimensién
n, y sea cg el isomorfismo de coordenadas.

(a) Sea (-,-) un producto interno en R” (o en C"), y sea
(u,v)y = (cg(u),cp(v)) Vu,veV.

Demuestre que (-, )y es un producto interno en V.

(b) Demuestre que si (-,-)y es un producto interno en V', entonces
(u,v) = (cg*(u),cg'(v))y VYu,v € R" (C")
es un producto interno en R™ (o en C").
(c) Explique en palabras que significan (a) y (b).
7. Demuestre que en Ps,
(ag + art + agt® by + byt + bat®) = agby + a1by + asbs
define un producto interno tal que la base B = {1; t; t*} es ortonormal.

8. (a) Demuestre que )
(f.9)= | F®g(t) dt

es un producto interno en C[0, 1]. Escriba la desigualdad de Schwarz para este
€aso.

(b) Demuestre que el producto interno definido en el punto anterior, induce un pro-
ducto interno en P,; generalice este resultado para subespacios V, de espacios
vectoriales V' que tienen un producto interno.

(c) Calcule el angulo entre t y t2 —t + 1. Halle a € R para que flg, siendo
fO)=t+atygt)=t—1.

9. Sea V un R-espacio vectorial con producto interno y B = {wvq;vs;vs} una base
ordenada de V.
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A la matriz G se la denomina matriz del producto interno en la base ordenada
B. Note que G es simétrica, es decir, G = GT, y definida positiva, es decir,
2TGz > 0 para cualquier z € R? distinto de cero.

;, Qué forma adquiere G si la base B es ortogonal? ;y si la base es ortonormal?
Reciprocamente, pruebe que dada una matriz G simétrica y definida positiva,
(u,v) = cp(u)TGep(v) es un producto interno en V.

(b) Generalice el punto anterior al caso en que la base B estd compuesta por r
vectores, es decir, al caso en que V sea de dimensién r.

(c) i De qué forma son todos los posibles productos internos en R"?

(d) Considere V = Py, B = {1; t; t*} y el producto interno definido en el ejercicio
8. Halle la matriz G y por medio de ella calcule (£,t* — ¢ + 1).

(e) Modificando adecuadamente los enunciados, pruebe (a) y (b) en el caso en que
V sea un espacio vectorial complejo.

(f) Halle la matriz G en el caso en que V = C3 B ={[1 ¢ 0]7;[1 1 1]%;[¢ 0 0]"}
y el producto interno es el canénico ((u,v) = uv).

Suponga que (-, -) es un producto interno en R® talque B = {[1 1 —1]7;[0 1 1]%;[-1 1 0]"}

es una base ortonormal.

(a) Calcule (vy,v9) con vy =[1 —11]7 y vy =[-122]%.

(b) Halle la matriz del producto interno en la base canénica.

Pruebe que una matriz G definida positiva es inversible. (Sugerencia: pruebe que
la ecuacién Gz = 0 tiene solucién tnica.)

Deduzca de lo anterior que la matriz de un producto interno en una base ordenada
es siempre inversible.

Sea {v1,---, v} un conjunto ortogonal del espacio vectorial V. Demuestre que

laavr + -+ + o |* = o Plloal* + - + Ja o |

Compruebe que B = {1;¢—3; t*—t+ 3} es una base ortogonal de Ps con el producto
interno definido en el ejercicio 8. Halle las coordenadas de p = t> — 1 en la base B
y luego calcule a partir de éstas la norma de p.

Seanu=[11 1T yv=[1 2 —1]T. Escriba « como la suma de dos vectores, uno
paralelo a v y otro ortogonal a v. (Considere el producto interno canénico).

Halle el punto de & més cercano a v € V y calcule d(v,S) en cada uno de los
siguientes casos:

(a) S=gen{[1 1 1]7,[1 —1 0]}, v = [1 0 0]T y el producto interno es el estdndar
de R®.
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17

18

19

20

21

22.

(b) S=gen{[i —1 1+4"},v=1[a b ¢|* y el producto interno es el estdndar de
C3.

(¢c) & = gen{l,t — 1}, v = > +t + 1 y el producto interno es el definido en el
ejercicio 8.

. Sea Ps la proyeccion ortogonal sobre el subespacio S del espacio vectorial V. De-
muestre lo siguiente:

Psv = v para todo v € S.

(a
(b) ||v||* = || Psv||* + ||v — Psv||? para todo v € V.
(
(d

(e) Todo v € V se puede escribir v = v; + vy con v; € S y 121 S. § Es tnica la
descomposicién?

)
)
¢) ||Psv|| < ||v|| para todo v € V (; en qué caso se cumple la igualdad?).
) SiweSy (v—w) LS, entonces w = Psv.

)

. Mediante el procedimiento de Gram-Schmidt halle una base ortogonal del subespacio
S generado por los siguientes vectores de R*:

m221, p11-1-1% [2-1-12),
y luego calcule Psw para w =[1 1 0 0]%.

. Hallar una base ortonormal de P5 con el producto interno definido en el ejercicio 8,
a partir de la base canénica {1, ¢, t*}.

. Calcule la proyeccién ortogonal de w = [1 1 0] al subespacio generado por v; =
1 —1 0T ywo =[1 0 1]7 sin ortogonalizar el conjunto {vi,v2}. (Sugerencia:
emplee (d) del ejercicio 16.)

. Sean V un espacio vectorial con producto internoy & = gen{vy, vs,...,v,}. Probar
que w € St siy sélo si (w,v1) = (w,v3) = -+ = (w,v,) =0.
. Hallar S* en los siguientes casos:

(a) S=gen{[l —1 10]7,[1 —1 0 0]"} y el producto interno es el canénico de
R
(b) S como en el punto anterior, pero (u,v) = 2u1v; + usvs + 3uzvs + UgV4.

(c) S es el subespacio de C? generado por [1 0 1+4]T y [2 1 4T y el producto
interno es el canoénico.

(a) Sean A € R™" y S = {z € R"*: Az = 0}. Demuestre que S+ est4 generado
por las filas de la matriz A si se considera el producto interno canénico. ; Qué
relacién puede establecer entre dim(S), dim(S*) y el rango de la matriz A?
Si reemplaza R por C ; quiénes generan S=7?

4



(b) Halle bases de los complementos ortogonales de los siguientes subespacios:
i. S={reR®: 2z, +12, — 23 =0}
i. S={zeR":z;=2y=... =2, =0}.
iii. S={r e C*:2; —iza+ (1 —d)z3 =0 A (2+4)zs + 74 = 0}.
(c) Describa el subespacio S del ejercicio 15 (a) por medio de ecuaciones lineales.

i, Cudl es el nimero minimo de ecuaciones que se necesitan? Justifique su
respuesta.

23. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién finita dotado de un
producto interno. Demostrar que Psiv = v — Psv para todo v € V.
;, Como emplearia la relacién entre Ps y Psi para calcular la proyeccién a S, en el
caso en que S es un subespacio de R (6 de C™) descripto por ecuaciones lineales y
el producto interno es el estandar?

24. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sean B = {vy,...,v,} y B' =
{wy,...,w,} bases ortogonales de los subespacios S y S+ respectivamente. Explique
porqué {vy,..., v, w,...,w,} es una base ortogonal de V.

g(t)dt. Dado el

25. Considere V =P, con n > 2 y el producto interno (f,g) = [, f(?)
1 —t)dt = 0} se pide:

subespacio S={pe V: [fpt)(1+t)dt =0 A [ p(t)(
(a) Hallar una base ortogonal de S+.
(b) Hallar la proyeccién ortogonal de g(t) = t? sobre S*.
(c) Hallar el elemento de & que mejor aproxima a g y calcular d(g, S).

26. Considere en R® el producto interno canénico y el subespacio S = gen{[1 1 0]7,[1 1 —
1]7}. Encuentre todos los v tales que Ps(v) =[22 — 1] y ||v|| = 5.

En los siguientes ejercicios considere el producto interno canénico de R™.

27. (a) Sean w € R", w # 0,y S = {z € R" : wTz = 0}. Demuestre que d(v,S) =

wTo|/|lw]| y que Psv=v — 22

w.

(b) Sea W = {z € R" : w”z = b} con w como en el punto anterior y b € R no
necesariamente nulo.
i. Demuestre que si wy € W, entonces d(v, W) = d(v — wy, S), siendo S =
{z € R* : w"z = 0}. Interprete la igualdad geométricamente.
ii. Demostrar que d(v, W) = |w v — b|/||w]|

28. Sean w y S como en (a) del ejercicio anterior. Para cadav € R sea T'(v) = v—2.r.

(a) Considere w =[1 —1]7 y v =[1 2|7. Grafique juntos S, vy T(v).
(b) Compruebe que T(v) = Psv — Ps1v.



(c) Describa geométricamente la transformacién 7.

(d) Demuestre que para todo v € R™, T(v) = Hv, siendo H € R™*" la matriz
H =1 - —Z-ww”. (H es la matriz de Householder asociada al vector w).

(e) Demostrar que H es simétrica, no singular y que H~! = H = HT.
(f) Demostrar que las columnas de la matriz H forman una base ortonormal de
R".

29. Hallar el simétrico de v respecto del hiperplano & en cada uno de los siguientes
casos:

(a) S={z€R®: 221 +12 —23=0} yv=1[ab.
(b) S=gen{[-2 10 0]5,[-1 01 0T, [00 0 —1]T}ywv=[110 1]%.

30. Encuentre una matriz de Householder H tal que H[1 1 —1]7 =[/3 0 0] .



Practica 3 - Descomposicion QR-Cuadrados Minimos

Nota: considere en todos los ejercicios el producto interno canénico.

1.

. Seaw € R" tal que ||w|| = 1. Compruebe que P = ww

Suponga que las columnas de @ € R™™ (C"*™) son ortogonales dos a dos. j Qué
puede decir acerca de QTQ (Q7Q)?

. Se dice que P € R™ " (C™ ") es una matriz de proyeccién si PT = P (P# = P)

y P2 = P. Demuestre que si P es una matriz de proyeccién, entonces para cada
v € R™ (C"), Pv es la proyeccién ortogonal de v sobre el subespacio col(P), siendo

col(P) el subespacio generado por las columnas de P.
T es una matriz de proyeccién.

i, Cudl es el rango de P? j sobre qué subespacio proyecta?

Demuestre que P es una matriz de proyeccién si y sélo si I, — P es una matriz de
proyecciéon. j Sobre qué subespacio proyecta I, — P?

i Verdadero o falso?

(a) Si las columnas de la matriz ) generan el subespacio S C R" entonces QQT
es la matriz de proyeccién sobre S.

(b) Si las columnas de la matriz () generan el subespacio S C R" y son ortogonales,
entonces QQ7 es la matriz de proyeccién sobre S.

(c) Silas columnas de la matriz @) son una base ortonormal del subespacio S C R"
entonces QQ7 es la matriz de proyeccién sobre S.

(d) Si las matrices P y P’ proyectan sobre el mismo subespacio entonces P = P'.

(e) Si P € R™™ es una matriz de proyeccién y P # I,,, entonces el rango de P es
a losumo n — 1.

(f) Si P es una matriz de proyeccién y existe P!, entonces P = I,,.

Encuentre la matriz P de proyeccién sobre el subespacio S en cada uno de los
siguientes casos:

(a) S=gen{1 2 2|7, [-2 2 —1]T}.
(b) St =gen{[1 1 3|7, [-1 1 —1]7}.
(c) S={reR*: x; + 229 — 23 + 14 = 0}.

Sea A € R**3. Encuentre la matriz de proyeccién a col(A) sabiendo que rango(A) =
2 y que para cierta matriz B € R3%2



10.

11.

12.

13.

14.

. Sea A € R**. Encuentre la matriz de proyeccién a col(A) sabiendo que rango(A) =

Syquer’A=0siz" =111 1].

. Demuestre que si P € K™ (K = R 6 C) es una matriz de proyeccién de rango k

entonces I, — P tiene rango n — k.

Considere la matriz
1/3 1/3  1/3
P=]1/3 5/6 —-1/6
1/3 =1/6 5/6
i) Compruebe que es una matriz de proyeccion.

ii) Encuentre una matriz de columnas ortonormales Q € R*** con k = rango(P),
tal que P = QQ7.

Encontrar la descomposicion QQR, tanto no normalizada como normalizada de las
siguientes matrices:

1 2 12 4 123 1
a) [0 1] b)[01 1] o011 d)[111]'
1 4 1 46 146

Suponga que A es una matriz real n X m tal que A = QyRy, con Qg € R™™ de
columnas ortogonales, y Ry € R™*™ triangular superior y con unos en la diagonal
principal. Demuestre que las columnas de (g forman un conjunto generador orto-
gonal de col(A), y que las primeras ¢ columnas de @)y generan el espacio generado
por las primeras 7 columnas de A.

Nota: resuelva el ejercicio sin suponer que Qg y Ry son las que se obtienen aplicando
el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a las columnas de A.

Sea A € R™™™ de rango k tal que A = QR con Q y R tales que Q € R™ * tiene
columnas ortonormales, y R € R¥*™ es triangular superior y de rango k. Demuestre
que las columnas de @ forman una base ortonormal de col(A), y que P = QQ7 es
la matriz de proyeccién sobre col(A).

Sugerencia: demuestre primero que si A y B son matrices tales que A = BC para
cierta matriz C, entonces cada columna de A es combinacién lineal de las columnas
de B, en otras palabras, col(A) C col(B).

Nota: resuelva el ejercicio sin suponer que () y R son las que se obtienen aplicando
el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a las columnas de A.

Explique por qué

A: :QR’

o O =
o O N
Ot = W

con Q = I3 y R = A no es una descomposicion QR normalizada de A. ; Es posible
obtener una descomposiciéon QR normalizada de A a partir de las columnas de Q)7
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15. Encontrar una descomposiciéon QR normalizada de la matriz A € R™*"

]_ Q1 Qp_1

]_ o1 - Op1
A=

1 o1 - Oy

16. Encontrar, resolviendo las ecuaciones normales, todas las soluciones por cuadrados
minimos de la ecuacién Az = b:

(a)

—1 2 4
A= 2 =31, b=1|1
-1 3 2
(b)
110 1
110 3
A= 1011’ b= 8
1 01 2
17. Sean
3 4 11
A= -2 1|, b=| -9 |, u:l_?] y v:[_g].
3 4 5

Calcule Au y Av, y comparelos con b. ; Podria ser u la soluciéon por cuadrados
minimos de Az = b? (Conteste sin calcular las soluciones por cuadrados minimos.)

18. En cada caso, resuelva por cuadrados minimos la ecuacién Az = b utilizando una
descomposicién QR normalizada de la matriz A:

(a)

1 2 2
A=|[2 1 b=13
1 -1 0



19. Califique cada afirmacion como verdadera o falsa. Justifique cada respuesta.
(a) El problema general de cuadrados minimos consiste en encontrar los z € R”
que hacen minima la distancia entre Az y b.

(b) Una solucién por cuadrados minimos de Az = b es un vector Z tal que Az = 13,
siendo b la proyeccién ortogonal de b sobre el espacio columna de A.

(c) Una solucién por cuadrados minimos de Az = b es un vector Z tal que para
todo z € R”, ||b — Azx|| < ||b — AZ]].

(d) La ecuacién AT Az = ATb siempre tiene solucién.
(e) La ecuacién AT Az = ATb siempre tiene solucién tnica.

(f) Silas columnas de A son linealmente independientes, entonces la solucién por
cuadrados minimos de Az = b es 1nica.

(g) Si b pertenece a col(A), entonces toda solucién de Az = b es una solucién por
cuadrados minimos.

20. Suponga que z = [1 2 — 1]¥ es una solucién por cuadrados minimos de la ecuacién
Az = b con

11 2
A= -1 2 1
-1 10

i) Encuentre todas las soluciones por cuadrados minimos de tal ecuacién.
ii) Sabiendo que ||b|| = 3, halle los posibles valores de b .

21. Sea A € R"*™

(a) Demuestre que Nul(4) = Nul(ATA). (Sugerencia: demuestre primero que
tTATAz =0 Az =0.)
(b) Demuestre a partir del punto anterior que rango(A) = rango(A” A). (Sugeren-

cia: emplee la relacién que existe entre el rango de una matriz B, la dimension
de Nul(B) y el niimero de columnas de B.)

(c) Demuestre que A” A es inversible si y sélo si rango(A) = m, es decir, si y sélo
si las columnas de A son linealmente independientes.

(d) Demuestre que el problema de cuadrados minimos Az = b tiene solucién tinica
si y sélo si las columnas de A son linealmente independientes, y que en tal
caso la tinica solucién es & = (AT A)"1ATh (a la matriz A% = (ATA)71AT se la

denomina matriz pseudoinversa de A). Compruebe ademés que A*A = I,,.
22. Calcular, si existe, A* para cada matriz A del ejercicio 16.

23. Sea B = {uy,...,u,} C R™ una base del subespacio S y sea A € R™™ la matriz
que tiene por -ésima columna a u;. Demuestre que P = A(ATA)71AT = AA* es la
matriz de proyeccién sobre S.



24.

25.

26.

27.

Empleando este resultado, halle la matriz de proyeccion sobre el subespacio S del
ejercicio 6 (a).

Hallar la recta que ajusta mejor a los siguientes puntos y graficar en cada caso:

(a) (0,1), (1,1), (2,2) ¥ (3,2).
(b) (17 1)a (1a2) y (1a _1)'

Demostrar que dados los puntos (z1,¥1),- - -, (Zn, Yn), la recta que mejor se ajusta a
ellos es Unica si y sélo si por lo menos dos de los puntos tienen abscisas diferentes.

La siguiente tabla muestra, para algunos instantes ¢, la posicién medida p(¢) de un
movil que se desplaza en linea recta.

t (seg.) | 1 2 3 4 5
p (m.) [ 5.07 1043 15.94 21.63 27.49

(a) Suponiendo que la velocidad del mévil es constante, halle la funcién de posicién
p(t) que ajusta mejor a los datos y estime la velocidad.

(b) Suponiendo ahora que la aceleracién del mévil es constante, encuentre la fun-
cién p(t) que ajusta mejor a los datos y estime la aceleracion.

(c) Si tuviera que elegir entre la hip6tesis efectuada en (a) y la hipétesis efectuada
en (b),  por cudl se inclinaria? ; por qué?

Dados los puntos (1, 41), - - -, (Tn, Yn), denominemos: S x = 30" x;, S a2 = Y1, 22,
Y= Yis 2Ty =y x;y;. Demuestre que la recta y = a4+ Bz es la que mejor
ajusta a los puntos dados si y sélo si a y 3 verifican

na+ﬁ2x = Zy
aZx+BZx2 = ny.

i) Encuentre férmulas para a y 5.
ii) Compruebe que la recta que mejor ajusta a los puntos dados siempre pasa por

el punto P = (%—w, z;l—y)



Practica 4 - Transformaciones Lineales

1. Determine cudles de las siguientes son transformaciones lineales:

(a) T:R? - R, T([z1 z2]") = x1 + 25.
(b) T:R? — R?, T([zy 2)7) = [1 + 22 21]7.

(¢c) T:C — C, T(z) =z, considerando a C primero como C-espacio vectorial y
luego como R-espacio vectorial.

(d) T: R™" — R, T(A) = tr(A).

2. Sean V' y W espacios vectoriales. Demostrar que 7' : V — W es una transformacién
lineal si y sélo si

T(oqv1 + agvs) = a1 T(v1) + aT'(v2) Vi, a0 € Ky Vu,v9 €V,
siendo K = R 6 C, segtn corresponda.

3. Demostrar que cada una de las siguientes transformaciones son lineales.

(a) T:C™ — C", T(v) = Av, siendo A € C™*™.
(b) T:P — P, T(p) = (t*+1)p.
(¢) Ty : Cla,b] — Cla,b], definida por T¢(g) = fg, con f € C[a,b].
(d) T:€[0,1] = R, T(f) = fy f(t)dt
)

(e) T:C*(R) — C(R), T(f) = f"— f. (C*(R) es el espacio de funciones dos veces
derivables con continuidad.)

(f) T:C™" — C* T(X)=AXB, con A€ C**"y B e C".
4. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo de escalares.
(a) Demuestre que la transformacién identidad I : V. — V, I(v) = v, es una
transformacién lineal.

(b) Demuestre que la transformacién nula O de V en W, definida como O(v) = 0
para todo v € V, es una transformacion lineal.

(c) Demuestre que para A escalar, la transformacién Ty : V' — V con T)(v) = v,
es lineal.

(d) Demuestre que si T : V — W y S : W — Z son transformaciones lineales
entonces la composicion de ellas, es decir, SoT : V — Z, también es una
transformacién lineal.



5. Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por T'(x) = Az. Para cada uno de
los siguientes casos, describa geométricamente la transformacién y halle la imagen
del cuadrado de vértices: [0 07, [1 07, [1 1]" y [0 1]%.

i)A:[g gl(kem n)A:H _‘” iii)A:lg H(keﬁ)

WA= | i) ey | €m0 a=[ 0] was[g g

6. Sea T : R® — R? la transformacién lineal definida por T'(z) = Az. Describa
geométricamente la transformacion si A es cada una de las siguientes matrices:

1 00 10 O -1 00
i)y[0 0O i) 01 0 iii) 0 -1 0
0 00 00 -1 0 01

. {cos(a) —sen(a) cos(a) —sen(a) O

0
sen(a) cos(a) ? } (xeR) ) { sen(a) cos(a) 0 ] (a € R).

0 0 0 0 -1

7. Encuentre nicleo e imagen de las siguientes transformaciones lineales:

(a) T : R? — R® definida por T'(v) = Av con

1 2
0 —-1|.
2 1

b) T:R*>*?2 R, T(A)=XAY con X =[1 2]eY =1 —1]T.
(c) T:P —R2 T(p) =[p(0) p'(0))".

(d) T:C[0,1] = C[0,1], T(f)(t) = (1 + ) f(2).

(e) T:C*(R) —C(R), T(p) =p".

A=

8. Sea V un espacio vectorial de dimension finita con producto interno, sea & un
subespacio de V' y sea Ps: V — V la aplicacién que asigna a v € V su proyeccion
ortogonal sobre §. Demuestre que Ps es una transformacion lineal. ; Quiénes son
Nu(Ps) e Im(Ps)?

9. SeaT : C™ — C", con T'(v) = Av y A € C™™. Demuestre que Im(7") coincide
con col(A), el espacio columna de A, y que Nu(7') coincide con Nul(A). Deduzca a
partir de esto tltimo que si A tiene rango k, entonces dim(Nu(7)) = m — k.

10. Encuentre bases para Nu(7') e Im(7"), en cada uno de los siguientes casos:



(a) T de R en R* definida por T'(v) = Av con

1 2 1 2 -3

3 6 4 -1 2

A= 4 8 5 1 -1
-2 -4 -3 3 -5

(b) T: C® — €2, T([21 22 23]7) = [i21 + 22+ 23 — 221 + 2429 + 2i23])7, considerando
a C% y a C? primero como C-espacios vectoriales y luego como R-espacios
vectoriales.

11. Sea T : V. — W una transformacion lineal y sean S y &’ subespacios de V .y W
respectivamente. Demuestre lo siguiente:
(a) T(S) es subespacio de W.
(b) T7Y(8') = {v € V/ T(v) € 8'} es subespacio de V.
(c) Si S =gen{vy,...,v.} entonces T(S) = gen{T'(v1),...,T(v,)}.

12. Encuentre bases para Nu(7') e Im(7") en cada uno de los siguientes casos:

(a) T:Ps = R? T(p) = [p(0) p(1)]".
(b) T : Py — R3, T(p) = [p(te) P'(to) p"(to)]*, con ty € R.
(¢) T: R¥*? -5 R>?2 T(X)=AX — XA, con

a[1 1]

13. Sea T : V — W una transformacién lineal. Determinar cudles de las siguientes
proposiciones son verdaderas, justificando la respuesta.

(a) SiA{vy,...,v,} es Ld. entonces {T'(v1),...,T(v,)} es L.d.

(b) Si{T(v1),-..,T(v,)} es 1.d. entonces {vy,...,v,} es 1.d.

(c) Si{vi,...,v.} esLi. entonces {T'(v1),...,T(v,)} es Li.

(d) Si{T(v1),...,T(v,)} es Li. entonces {vy,...,v.} es i
)

(e) Si Nu(T) = {0} entonces {vy,...,v,} es Li. siy sélo si {T(v1),...,T(v,)} es
Li.

(f) Si{wvy,...,v,} es una base de V' 'y {T'(v1),...,T(v,)} es Li. entonces Nu(7T') =
{0}.

14. Sea T : V — W una transformacion lineal. Decidir si las siguientes proposiciones
son verdaderas o falsas, justificando la respuesta.

(a) Si Nu(T) = {0}, la ecuacién T'(v) = w tiene a lo sumo una solucién.
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15.

16.

17.

18.
19.

(b) La ecuacién T'(v) = w siempre tiene solucién si Nu(7) = {0}.

(c) Im(T) = W y Nu(T) = {0} si y sélo si la ecuacién T(v) = w tiene solucién
unica para cada w € W.

(d) La transformacién T es inversible si y sélo si Im(7T") = W y Nu(T) = {0}.
(e) SiV =W, Nu(T) = {0} siysélosiIm(T)=1V.
(f) Sidim(V) = dim(W) =n, Nu(T) = {0} si y sélo si Im(7T) = W.
(g) Sidim(V) = dim(W') = n entonces T es inyectiva si y sélo si T es sobreyectiva.
(h) Sidim(V) > dim(W)
(i) Sidim(V) < dim(W), T no puede ser sobreyectiva.

)

, T no puede ser inyectiva.

(j) Si V es de dimensién finita y T es biyectiva, W es de dimensién finita y
dim(V) = dim(W).

Sean A € €™ y B € C**". Demuestre lo siguiente:

(a) col(BA) C col(B).

(b) col(BA) = col(B) si rango(A) = n.
(c) Nul(A) C Nul(BA).

(d) Nul(A) = Nul(BA) si rango(B) = n.

(e) rango(BA) < min(rango(B),rango(A)).
Si rango(A) = n entonces rango(BA) = rango(B).
Si rango(B) = n entonces rango(BA) = rango(A).

Sugerencia: considere las transformaciones lineales T'(v) = Av y S(u) = Bu y tenga
en cuenta la primer parte del ejercicio 9.

Considere la transformacién lineal T : €™ — C™" definida por T(v) = Av con
A € C™". Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:

b) Existe A~1L.

El sistema de ecuaciones lineal homogéneo Az = 0 tiene solucién tnica.

(a) T es inversible.
(

)
(c)
(d)
(e) det(A) # 0.

Encuentre la inversa de la transformacién 7' : R®* — R, T'([z1 o 23]T) = [21 — 2o +
T3 2x1 71 + 70T

El sistema de ecuaciones lineales Az = b tiene solucién para cada b € C™.

Encuentre la inversa de la transformacién definida en el ejercicio 7d.

Encuentre la inversa de la transformacién definida en el ejercicio 12b.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Suponga que T : V — W y § : W — Z son transformaciones lineales inversibles.
Demuestre que S o T es inversible y que (SoT)™! =T"10S™L.

Se dice que una transformacién lineal 7' : V' — W es un isomorfismo si 7" es biyectiva,
es decir, si existe T~1. Por otra parte, se dice que V es isomorfo a W si existe un
isomorfismo 1" de V en W.

(a) Probar que V es isomorfo a s{ mismo.

(b) Probar que si V es isomorfo a W entonces W es isomorfo a V.

(c) Probar que si V' es isomorfo a Wy W es isomorfo a Z entonces V' es isomorfo
az.

(d) Sea V un espacio vectorial sobre K (K = R 6 C) y sea B = {v1;...;v,}
una base ordenada de V. Demuestre que la transformacién cg : V. — K™ que
asigna a cada v € V su correspondiente vector de coordenadas en la base B,
cg(v) € K™, es un isomorfismo (vea el ejercicio 20 del T.P. 1).

(e) Demuestre que si V' 'y W son de dimensién finita, entonces V' es isomorfo a W
si y sélo si la dimensién de V' es igual a la dimensién de W.

Sea T : P, — Ps tal que para cada p € Ps, T(p) = tp+ {p — p(0)}/t. Encuentre
[T)c, la representacién matricial de T respecto de las bases ordenadas: B = {1;1+
tl+t+t2y C={1;1—t;1+2t+%1— 3t + 3t — t3}.

Calcule luego T'(—2 + 3t — t?) de dos formas distintas.

Sea T : P, — Py, T'(p) = p. Halle la representacién matricial de T" respecto de la
base candnica de P,,.

Halle la representaciéon matricial de la transformacién 7' del ejercicio 7b, respecto
de las correspondientes bases canénicas.

Sean T :V —- Wy S: W — Z transformaciones lineales y sean B, C'y D bases
ordenadas de V., W y Z, respectivamente. Pruebe que

[SoT|gp = [Slen[T]sc-

Suponga que A representa a la transformacion lineal T : V' — V respecto de una
base ordenada B. Demuestre que A* representa a T*, para k € IN, respecto de B.

Sea T : V — W una transformacién lineal, sean B y C' bases ordenadas de V 'y W
respectivamente, y sea A la representacién matricial de T respecto de las bases B y
C. Demuestre lo siguiente:

(a) v € Nu(T) siy sélo si cg(v) € Nul(A).
(b) w € Im(T) si y sélo si cc(w) € col(A).



(c) T es inversible si y s6lo si A no es singular. Ademés, A™! es la representacién
matricial de T~! respecto de las bases C' y B.

28. Sea V un espacio vectorial con B = {v;;vs;vs} una base. Sea T': V — V una
transformacién lineal tal que

r =1 r
[T]B = 1 r 1
r =1 2r

(a) Suponiendo que V es un espacio vectorial real, hallar los valores de r € R para
que T no sea sobreyectiva.

(b) Idem (a) pero suponiendo que V es un espacio vectorial complejo y que r € C.
(c) Para los valores hallados en (b), estudiar si v = —v; +ive+ (i —1)vs pertenece a

la imagen de T'. En caso afirmativo, hallar todos los u € V tales que T'(u) = v.

29. SeaT : R® — P, tal que para ciertos o, 8 € R, T'([1 1 1]T) = 28+4at, T([0 -1 1]T) =
at+ B2y T(0 0 1]7) =B+ (o — 1)t.

(a) Hallar o y 8 para que T no sea inyectiva.
(b) Hallar bases de Nu(7") y de Im(7T’) en funcién de oy 5.

(c) Hallar la imagen del subespacio U = {z € R®: z; + 23 = 25 + 3 = 0}, segin
los valores de a y S.

30. Halle la representacién matricial, respecto de la base canodnica, de la transformacién
lineal 7' : C2 — C2 que verifica: T([1+4i1—4)7) =[14F y T([14]%) = [-1 0]T.

31. Halle la representacién matricial, respecto de la base canoénica, de la transformacién
T : R® — R3 que satisface lo siguiente: T'(v) =2vsiv €Sy T(v) = —v si v € St
siendo S = {r € R®: ; + x5 — 3 = 0}. (Considere el producto interno candnico
de R3.)

32. Sean B = {vi;v9;v3} una base ordenada de V' 'y C' = {w;wy;ws;ws} una base
ordenada de W. Considere la transformacién lineal 7" : V. — W que satisface:
T(v1) = wy +ws+ws —wyg, T(v2) = wy —wa+2ws + 3wy y T'(vs) = 2wy + 3ws + 2wy.

(a) Encuentre bases para Nu(7") e Im(7').
(b) Halle todos los v € V tales que T'(v) = 2wy — w3 — wy.
(c) Encuentre la representaciéon matricial de T respecto de las bases B' = {v;; 2vs+

v3; V9 + v3} y C' = {wi;wa; w3 + wy; ws — wa} (§ Por qué B’ y C' son bases?).

33. Sea B = {v;;v9;v3} una base ortonormal de R® considerando el p.i. canénico.
Encuentre la matriz de la transformacién lineal 7' : R?> — R3 respecto de la base B
en cada uno de los siguientes casos:



34.

35.

36.

37.

38.

39.

(a) T es la reflexion respecto del plano & = gen{v;; v9};
(b) T es la reflexién respecto de la recta S = gen{wvs};

¢) T es la rotacién alrededor del eje S = gen{vs} en un angulo «, considerando
g g
que el sentido de rotacién positivo es de v; hacia vs.

Halle la representacion matricial respecto de la base candnica de la transformacién
T : R® — R? que es la reflexién respecto de la recta S = {z € R®: z; + 25 + 73 =
0, 1 — T — 2.’L‘3 = 0}

Halle la representacion matricial respecto de la base candnica de la transformacién
T : R® — R® que es la reflexién respecto del plano S = {z € R® : z; + x5 + 13 = 0},
de dos formas distintas: i) mediante una matriz de Householder, ii) empleando el
ejercicio 33.

Halle la representacion matricial respecto de la base candnica de la transformacién
T : R® — R3, que es una rotacién de 45° en sentido antihorario alrededor del eje
S:{LUE]R,st 1+ 22+ 23 =0, $1—$2+2$3=0} .

Encuentre una transformacién lineal T : R® — R3, T # +I, tal que d(z,S) =
d(T(z),S) Vx € R, si § = gen{[1 1 1]7}. (Considere el p.i. canénico.)

Sean V' y W K-espacios vectoriales (K = R 6 C) de dimensiones m y n respec-
tivamente. Sea 71" : V' — W lineal. Demuestre lo siguiente: si By y By son bases
ordenadas de V' y C; y Cy son bases ordenadas de W, entonces rango[T]p,c, =
rango|7] g,c, -

Sea T : R® - R*, T(x) = Az con

1 2 -1

0 0 1

A= 3 6 -3
-1 -2 0

Encuentre un par de bases ordenadas B y B’ tales que

00
[Tpp =

o O O
o O =
oS O O

i, Existen bases ordenadas B y B’ tales que

[Tpp =

oo o~ QL
O O = O
O = O O

i, Por qué?



40. Considere las matrices

SRS

(a) Encuentre matrices inversibles U; y V7 tales que

100
UlAVl_lo 0 0]'

(b) Idem (a) pero con B en lugar de A.
(c) Encuentre matrices inversibles C'y D tales que CAD = B.

41. Sea T : R®* - R?, T(z) = Az con

2 -1 2
A_l—l 1—2]'

Encuentre bases By C de R?® y R?, respectivamente, tales que
01 2
[T]Bc_l2 1 2]'

42. Si V y W son espacios vectoriales sobre K (K = R 6 C), denotamos L(V,W) al
conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W.
Considere en L£(V, W) las siguientes operaciones:
(Suma) Dados T'y S € L(V,W), T+ S es la transformacién definida de la siguiente
manera: (T + S)(v) =T (v) + S(v) Vo € V.
(Producto por un escalar) Dado T € L(V,S) y a € K, definimos a7 mediante:
(aT)(v) = aT(v) Yv e V.

(a) Demuestre que con las operaciones definidas, £(V, W) es un espacio vectorial
sobre K.

(b) Suponga que dim(V') = n, dim(W) = m y que By C son bases ordenadas de V/
y W respectivamente. Pruebe que la aplicacién que asigna a cada T € L(V, W)
su representacién matricial respecto de las bases By C, [T]gc € K™*™, es un
isomorfismo. ; Cudl es la dimensién de £(V, W)? Exhiba una base de L(V, W).



Practica 4 (2da Parte)- Ecuaciones Diferenciales Lineales

. Hallar Re(f), Im(f), f'y fff(t) dt en cada caso.
a) f(t) = (2+i)t+ (L—i)sent, b) f(t)=(1+3it)3, c) f(t) = 77

. Suponiendo que f,g:Z — C, con Z C R un intervalo, son derivables en t € 7, probar que
valen las reglas de derivacién:

) (cf +dg)'(t) = cf'(t) +dg'(t) (c,d€C);
b) (f9)'(t) = f'(t)g(t) + f(t)g'(t).
c) (§>()_f(t)9(t)()() si g(t) # 0.

g2 (t
d) (fM)'(t) = nf1(t)f'(t) para todo n € Z — {0} (f(t) # 0 sin < 0).

. Se dice que F : T — C, con T C R un intervalo, es una primitiva de f : Z — C si
F'(t) = f(t) para todo t € Z. Pruebe lo siguiente.

a) Dos primitivas de f difieren en una constante compleja.

b) Si F es una primitiva de f y f es continua, entonces f; f(t)dt = F(b)— F(a). (Regla
de Barrow.)

. Para z € C, con z = z + iy, x,y € R, se define e* = e*(cosy + iseny). Probar que vale lo
siguiente:

’
a) €% = e*e* para todo z,2' € C;

S

e* =1 iy sdlosiz=2kmi con k € Z;

o

S8

para todo z € C, ez;é()y =e %

)

)

) |e*| = €%, con lo cual |e¥| =1sit € R;
)

) z+2kmi

e

f) cost:# ysent—M (t € R).

ef=ce si y solo si k es entero.

Hallar todos los z € C tales que ¢ =1, —1, ¢, —i. Hallar los z tales que e € R y los z
tales que e € iR.

. Sea P : T — C, derivable en t € 7. Probar que (eP(t))/ = P'(t)eP’®. (En particular
(eCt)/ = ce“ para toda constante ¢ € C.)

. Calcular empleando la regla de Barrow la integral foﬂ e(Z+Ht gt v, a partir de ella, obtener

los valores de [ e*sent dty [ e* cost dt.

. Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones:
)y —2y=0; i)y =y+ A +i)ax; iii) v +2zy=19; iv)ty +y=3t3—1(t>0).

. Resolver los siguientes problemas a valores iniciales:
Day = (14a)y; y(1) =3 i) y'+y = senz; y(0) =0 iii) (z4+1)y/+a%y = e=%/2; y(0) = 1.



10.

11.

12.

13.

14.

Halle la solucién general de las siguientes ecuaciones resolviendo la ecuacién homogénea y
hallando una solucién particular por el método de los coeficientes indeterminados:

)y —2y=1—x; i)y —y=(1+2)e% iii)y +y=2e; iv)y =iy+te;

v) Y +iy =3cos2x; Vi) 2y + 6y = e” cos .

Hallar bases de los espacios de soluciones de las siguientes ecuaciones. (En todos los casos
la base debe estar formada por funciones reales.)

a)y" +3y +2y=0 b) 2y —18y =0 ¢) 3y’ -8y +16y =0 d) ¥y’ +9y =0

e) 2y + 2y +2y=0 )y —k?’y=0,kcR g)2y" +10y +25y =0

h) ¥’ + 2y + (w?+ 1)y =0 (w > 0).

Encuentre la solucién general de las siguientes ecuaciones empleando el método de coefi-
cientes indeterminados para hallar una solucion particular:

a) y" +y' =322 b))y’ +6y +9y=18cos 3z c)y’ — 4y =e**

d)y"—y' -2y =e"+x e)y’'+y=coswz, (w>0) f)y" —w?y = Asenwpt, (w, wy > 0).

Resolver los siguientes problemas a valores iniciales.
a) y// - y/ = 362967 y(O) =0, y,(O) = -2

b) y" —y — 2y =10sen z, y(3m) = =3, y'(37m) = -1
c)y’ +4y + 4y = 9cosh x, y(0) =0, y/(0) = 0.

Resolver los siguientes problemas con valores de frontera:

a) y" =9y =0, y(—4) = y(4) = cosh12 b) y" -2y =0, y(0) = —1, y(0,5) =e—2 c)
Y'+y=0,90)=0y(m) =1 d)y"+4y=0, y(0) =1, y(m)=1.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos: jun problema con valores de frontera siempre
tiene solucién?, ;si tiene al menos una solucioén, ésta es tnica?

Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones mediante el método de variacién de
parametros:
Dy =2y +y= x3/2e® i) ¢ —y = 2e%/(1 — e%) + e%2.

Problemas opcionales

1.

Suponga que el ritmo al que se enfria un cuerpo caliente es proporcional a la diferencia
entre su temperatura y la del ambiente que lo rodea. Un cuerpo se calienta a 100 C y se
expone a una temperatura ambiente de 10 C. Luego de 30 minutos su temperatura es de
50 C. ;Cuanto debera esperarse para que la temperatura llegue a los 15 C?

Si la resistencia del aire que actia sobre un cuerpo de masa m en caida libre ejerce una
fuerza proporcional a la velocidad del mismo pero de sentido contrario (= —kv), la ecuacién
de movimiento es

v =g— (k/m)v.

Supongamos v(0) = 0, hallar lim;_, o v(t).



R iy L
— W

v(t)

Figura 1:

3. Considere el siguiente circuito RL:

a) Suponiendo V(t) = Vj e i(0) = i, calcular i(t) para t > 0. ;Qué sucede con i(t) a
medida que ¢ aumenta?

b) Idem (a) pero con V() = Vjsenwyt.

4. Considere el siguiente circuito RC:

v(®)

Figura 2:

a) Suponiendo V(t) = Vy v q(0) = qo, calcular ¢(t) e i(t) para t > 0. ;Qué sucede con
q(t) e i(t) a medida que t aumenta?.

b) Idem (a) pero con V (t) = Vjsenwyt.
5. La ecuacién 3 + a(x)y = B(x)y* con k € R, k # 0, 1, se denomina ecuacion de Bernoulli.

a) Demostrar que mediante el cambio de variable z = y'~*, la ecuacién se transforma
en la ecuaciéon lineal

2+ (1 —k)a(z)z = (1 - k)B(x).

b) Resolver las ecuaciones:
a) 2y +y=aty? b) xy®y +y3 =xcosz.

6. Si y = y(t) denota el nimero de habitantes de una poblacién en funcién del tiempo, se
denomina tasa de crecimiento de la poblacién a la funcién y'/y.
a) Graficar y(t) en el caso en que la tasa de crecimiento sea constante.
b) Supongamos que una poblacién tiene tasa de crecimiento constante. En un instante
determinado la cantidad de individuos es de 1000 mientras que seis meses después es de
1010. jCuantos individuos habra después de 10 anos?.
c¢) Estudiar las poblaciones cuyas tasas de crecimiento son de la forma r — cy con r > 0,
c¢>0ey(0) =yo > 0. Calcular lim;—, 1o y().



7. Considere el siguiente sistema mecanico compuesto por un cuerpo de masa m sometido a
una fuerza f(t) y un resorte cuya constante elastica es k. Denomine z(t) al desplazamiento

m

J : ()
J | |

0 X(t) X

Figura 3:

de la masa respecto de la posicién de equilibrio en el instante t. Suponiendo f(t) = 0,
demuestre lo siguiente:

(i) z(t) = Acoswot + B senwypt, con wy = y/k/m, A =2(0) y B = 2'(0)/wp. Con lo cual el
cuerpo oscila con una frecuencia de wy /27 ciclos por segundo.

(i) Si se considera C = v/A2+ B2 y ¢ = tan"!(A4/B), entonces z(t) = Csen(wot + ).
Por lo tanto C' es la amplitud de la oscilacién y ¢ es el angulo de fase.

8. Considere un sistema mecanico como el del problema anterior (con f(¢) = 0) pero ahora
sumergido en un medio viscoso. Entonces, ademas de la fuerza elastica producto de la
interaccion del resorte con el cuerpo, deberd considerarse una fuerza de rozamiento F,
producto de la interaccién del cuerpo con el medio, que puede suponerse proporcional a
la velocidad del cuerpo pero de sentido contrario a ésta, en otras palabras, F(t) = —cz/(t)
con ¢ una constante positiva (c es la constante de amortiguacion).

Demuestre lo siguiente:

(i) Si ¢ > dmk, x(t) = cre @O L cpe (@0 con o = ¢/2m, f = V2 — dmk/2m,
(observe que 0 < o < 3 ). Este caso se denomina sobreamortiguado debido a que no hay
oscilaciones.

(ii) Si €2 = 4mk, z(t) = (c1 + cat)e L. Este caso se denomina de amortiguamiento critico.
(iii) Si ¢ < dmk, x(t) = e *(Acosw*t + Bsenw*t) con w* = v4mk — ¢2/2m. También
z(t) = Csen(w*t+p)e * con C = /A2 + B2y p = tan~1(A/B). En este caso se producen
oscilaciones amortiguadas de frecuencia w* /27, y se denomina subamortiguado.

9. Considere el sistema masa-resorte del problema 7, suponiendo que sobre el cuerpo se aplica
una fuerza f(t) = Fysenwt. Demuestre lo siguiente:

a) Siw?#wl=k/m,
z(t) = A(w) senwt + ¢1 senwyt + ¢z cos wot

con A(w) = Fy[m(w3 — w?)]7! y c1 v co constantes arbitrarias.

b) Si w? = w2, entonces

F
x(t) = — 2m2}0 t cos(wot) + ¢1 senwot + c2 cos wot

con ¢1 y co constantes arbitrarias. Observe que en este caso la amplitud de la oscilacién
no es acotada (resonancia).



10. Considere el sistema masa-resorte amortiguado del problema 8 y suponga que sobre el
cuerpo se aplica una fuerza f(t) = Fysen wt.

a) Demuestre que
z(t) = A(w) sen(wt + @) + xx(t)

con A(w) = Fy//m2(wg — w?)?2 + w2c2, ¢ = tan~! (%) y xp(t) una solucién

m(w? —w?
arbitraria de la ecuacién homogénea mz” + cx’ + kx = 0.
b) Demostrar que lim; ;o [2(t) — A(w) sen(wt + ¢) = 0], con lo cual, para ¢t >> 1,
z(t) = A(w) sen(wt + ), independientemente de las condiciones iniciales.

c¢) Hallar el valor de w que maximiza la amplitud A(w).

d) Encontrar el potencial electroestdtico v(r) entre dos esferas concéntricas de radios
ry =4 cm y ro = 8 cm, sabiendo que el potencial de la esfera interna es de 110 volts
y el de la externa es de 0 volts. (Sugerencia: v(r) satisface la ecuacién diferencial
rv” + 20" = 0)

11. La ecuacion z%y” + axy’ +by = 0 con a y b constantes y > 0 (z < 0), se denomina
ecuacion de Euler-Cauchy.

a) Demostrar que mediante el cambio de variable * = ¢’ (z = —e!), la ecuacién se
transforma en la ecuacion lineal a coeficientes constantes
d?y dy
— +(a—-1)—+by=0.
gz Tl g by

b) Resolver en (0,+00) las siguientes ecuaciones de Euler-Cauchy:
a) 22y" +2xy — 6y =0 b) 22y + 32y +y=0 c) 2%y + 2y +y =0
d) 22y — 2xy’ +2y =0



Ejercicios adicionales a las guias 1 a 4

Producto interno

1.

Se ha definido en R? un producto interno tal que (vi,v1) = 1, (v1,v2) = 0y (vg,v2) = 2, con
v = [1 )T y ve =[1 2]T. Se pide:

(a) hallar (z,y) con z = [z1 22]7, y = [y1 y2]”.

(b) Descomponer v = [2 2|7 como suma de un vector paralelo a v = [1 0] y otro ortogonal
(segun el p.i. definido) a w.

Sea {ey, €2, e3} la base canénica de R? y sea (-, -) un producto interno en R? tal que |le1 || = ||ez|| =
1, les]l = V2, (e1,e2) = 0y u = 2e3 — e3 es ortogonal a e1 y a e3. Halle (x,y) paraz, y € R? y
calcule la proyeccién ortogonal de v = [1 1 2] sobre el subespacio S = {x € R®: z; = 0}.

Sea B = {v1;v2; v3} una base de un R-espacio vectorial V. Hallar los valores de « para los cuales
existe un producto interno en V' que verifica:

lo1]] = |lv2l| = |lvsll = 2, (vi,v3) =0, (v1 +va,v1 +v3) =4+ a y (v —ve,v1 —v3) =4 — .

Considere a = 1 y halle una base ortogonal de S* siendo S = gen{v; + v3}.

Demuestre que (p,q) = p(0)g(0) + p(1)g(1) + p(—1)g(—1) es producto interno en P pero no en
Ps3. Halle los valores de o y 3 para que p = at + 3(t? + 1) se encuentre lo més cerca posible de
q =1t

Demostrar que para a > 1, (z,y) = £1y1 + 1y2 + Tay1 + axays es producto interno en R2. ;Cial
propiedad de producto interno no se cumple si o = 17.

Considere a = 2 y halle los v de R? tales que su proyeccién ortogonal a S = {x € R?: x1—x = 0}
seau=[11TydvS8)=1.

Sea {ey, ez} la base canénica de R?. Demuestre que no existe un producto interno en R? tal que
ledll =1, [lea]l =2y (er,e2) = 2.

Considere en R?*2 el producto interno (M, N) = miini1 +mianiz+maoinei +maogonee. Demuestre
que si S = {A € R?*2: A = AT} entonces S* = {A € R?*? : AT = —A}.(Sugerencia: halle
primero una base de S).

Considere en C([—m,7]) el producto interno (f,g) = |”_ fg dz. Hallar los valores de o, 8y v
que minimizan el valor de la integral

/ [|[z| — a — Bcosz — ysenx)* dz.

—T

Sabiendo que u = [2 2 2]7 es el elemento del subespacio S C R? més cercano a v =[1 2 3]T.
a) Hallar los posibles subespacios S.
b) Hallar una base ortonormal de S sabiendo que dim(S) = 2.

Matrices de proyeccion, QR, cuadrados minimos

10.

1/3  1/3 1/3

Comprobar que P = | 1/3 5/6 —1/6 | es una matriz de proyeccién y hallar Q € R***, con
1/3 =1/6  5/6

k a determinar, tal que las columnas de @ sean ortonormales y P = QQ7.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Dadas A € R™™ y B € R™* demostrar que col(A) L col(B) si y sélo si ATB = 0. (Nota:
considere el p.i. canénico de R™).

Encuentre A € R3*3 tal que [I — 1 0]A = 0 y A admita una descomposicién QR normalizada
2v2 V2 2V2
0 V3 2V3

Para la matriz A hallada, encuentre la matriz de proyeccién sobre (col(A))™ .

A=QRcon R= [ ] . {Es tnica?.

Sea A € R™™ una matriz de rango m y A = QR una descomposicién QR normalizada de A.
. Qué dimensién y qué rango tiene R?. Deducir que ATA = RTR y que AT A es inversible.

1 -1
Sabiendo que A = | 0 1 V2 2v2 0 y b = [v2 V3 v2]7, hallar la matriz de
11 0 V3 —V3

proyeccién a col(A) y todos los € R® que minimicen || Az — b|.

11 2
Dada la matriz A= | 1 r 14 |, hallar los valores de r para que A admita una descom-
1 r 147

posicién QR normalizada tal que rango(QQ’) = 1. Encontrar la matriz de proyeccién a col(A)
para cada valor de 7 hallado.

Sea P € R™™ una matriz de proyeccién. Demuestre que si P = QR es una descomposiciéon QR
normalizada de P entonces Q = R”.

Sean P € R™" y P, € R™™, matrices de proyeccién. Demostrar que si PP, = 0, entonces
PP, =0y P+ P> es matriz de proyeccién. Hallar la relaciéon entre los rangos de P, P v
P+ P

Dada A € R™™, demuestre que Nul(A”) = col(A)* y de alli deduzca que Nul(A)*+ = col(AT).
(Considere el p.i. canénico.)

Suponga que A € R"*" (m > n) y que Nul(A) tiene dimensién m —n. Demuestre que si A = QR
es una descomposicién @Q R normalizada entonces @) es inversible.

Sean P; € R™"™ y P, € R™*"™ matrices de proyeccién. Demostrar que col(P;) C col(P2) si y sélo
si PgPl = Pl.

Suponiendo que A € R™ ™ tiene rango m y b € R", explicar por qué & = (AT A)~' ATh minimiza
|Az — b]|.

Determine, justificando su respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Si Z es una solucién por cuadrados minimos de la ecuacién Az = b entonces ||Az| < ||b]|.
(b) £ = 0 es una solucién por cuadrados minimos de la ecuaciéon Ax = b siy sélo si b es ortogonal
a col(A).

Explicar, sin resolver la ecuacién, por qué u = [1 0]7 no puede ser la solucién por cuadrados
11

minimos de Ax =bcon A= |1 0 | yb=[110]T.
20



24. Sabiendo que A € R?*? admite una descomposicién QR normalizada A = QR con Q =

= @R
o = o

y que para cierto b € R3 la solucién & por cuadrados minimos de la ecuacién Az = b verifica
b— Az =[10 —1]7, hallar los posibles valores de «, 3 y 7.

1/vV2  1/V3
25. Sabiendo que A € R**3 admite una descomposicién QR normalizada con Q = 0 1/V3 |,
1/vV2 —1/V3

hallar bases ortonormales de col(A) y Nul(AT) y las matrices de proyeccién a esos subespacios.
Transformaciones lineales

26. Defina una transformacién lineal T : R® — R?, tal que T'(z) = 2zsiz € S={r € R®: 2, —x3 =
0} y d(z,8) = d(T(x),S) para todo z € R3. Halle la representaciéon matricial de T en la base
canénica de R3.

1 11
27. SeaT € L(Py) tal que [T)pc=| 1 —1 3 | con B={1;1+tt+t>}y C={1;t—t%t}.
2 1 3

(a) Hallar bases de Nu(T) e Im(7T') y determinar si existe p € Py tal que T(p) = t2.

(b) Determinar, justificando, si existen bases B y C’ de P5 tales que [T]|g/¢r = . En

— =
e )
w N O

caso de existir hallar tales bases.

28. Sea V = {f R—=R:f=cfi+cfo+ Cgfg} con fl(t) =14+t+ 2t2, fg(t) =14 at+ 22 y
f3(t) = 1+ 2t + at®. Se pide:
(a) Determinar todos los valores de a para los que estd bien definida T € £(V,R3) tal que
T(f)) =1 117, T(f2) =1 =117, T(f3) =[202]". Para esos valores de « hallar bases de
Nu(T) e Im(T).
(b) Para la transformacién lineal T' de (a) con a = 3, decidir para qué valores de A\ existirdn

1 3 0
bases B de V' y B’ de R? tales que [T]|gp = | 1 2 0 . En caso de existir halle tales
1 A+2 A-1
bases.
1 4 0
29. Sea T € L(R3,P;) tal que [T]gp = | —2 1 3 | con E la base canénica de R? y
A2 4N+3 1

B = {1;t +1;t?> + t}. Se pide:

i) Hallar los valores de A para que T sea inversible.

ii) Para A = —1, justificar que T' es biyectiva, explicar cémo se obtiene [T ~!|p g a partir de
[T)gp (con E’' la base canénica de Py) y calcular T~ (p) para p = t? + 4t + 3.

iii) Hallar los valores de A para que existan al menos dos x € R? distintos tales que T(z) =
2 —t—1.

30. Sean B = {v1;vg;v3} v C = {wy;we;ws} bases de los espacios vectoriales V' 'y W respectiva-
mente.
(a) Justificar la existencia de una dnica transformacion lineal T : V' — W que verifica T'(2v +
vy) = wy — we + w3, T(vy —v2) = w1 + 2we + w3 y T(v1 + v3) = 2wy + w2 + 2ws y encontrar



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

bases de Nu(T") y de Im(T).
(b) Encontrar bases D de V' 'y E de W tales que [T]pg tenga tantas columnas y filas nulas como
sea posible.

Sea T € L(V,W) y (-,+)w un producto interno en W. Demostrar que (z,y)v = (T'(z),T(y))w,
es un producto interno en V si y sélo si T es inyectiva.

1 -1

Demostrar que (z,y) = 27 ATAy con A= | 0 2 | es producto interno en R?. (Sugerencia:
1 2

use el ejercicio anterior).

Sea T € L(Pa, R**?) definida por T(ag + ait + ast®) = agB + a1 BA + aaBA? con B € R?*?

. . 1 «
inversible y A = o 1 ]

(a) Hallar los valores de a para los cuales dim(Nu(7')) = 1.
(b) Considerando B = I, a = —1 y el producto interno en R?*% (M, N) = mq1n11 + mianis +

2 2 ] como C' = (1 + Cq, con Cy € Im(T) y Cy L Im(T).

Mao1Na91 + MogNoo, expresar C' = [ 0 0

Sabiendo que T € L(R?) es la reflexién respecto de cierto plano S y que T([1 1 1]7) =
[-1 —1 —1]T se pide:

(a) Determinar el plano S y hallar la representacién matricial de 7' en una base ortogonal
B = {vy;vg;v3} tal que v; = [11 1]7.

(b) Demostrar que 7™ = Id si n es par y T" = T si n es impar.

Sean V = {f: R — R : f(z) = (ap + a1z + a22?)e*} y T € L(V,P2) definida por T(f) =

(f" = e
(a) Demuestre que dim(V') = 3 y halle bases de Nu(T") e Im(7").
(b) Halle los f € V que minimizan ||p—T(f)| con p(x) = 22 +z, considerando en P; el producto

interno (p, g) = /', pla)g(e)da.
Definir T : R® — R? de modo tal que T'(S) C S siendo

§ = gen{[1l — 117310 — 17},

Ps.(z) = Pg1(T(x)) y dim(Nu(T)) = 1. Encontrar [T?]g con E la base canénica de R3.

2 =3

Considere la transformacién lineal T : R? — R3, T'(z) = Az con A= | 1 0 |. Hallar todos
0 2

los b € R? que cumplan simultdneamente: i) ||b|| = 5, ii) d(T(x),b) es minima para & = [2 1].

(Considere el p.i. canénico.)
Sea T € L(R3,V) tal que para la base canénica E de R3 y B = {v1;v2;v3} una base de V,
[T|Ep = A es triangular superior y aj; = —1, aj2 = 1, a13 = 2, ags = 2, ass =0y azz = —1.

Justificar la existencia de 7~! y demostrar que (z,y) = (T~'(2))"T~!(y) es un producto interno
en V. Hallar la proyeccién ortogonal de vy + v + v3 sobre gen{vy + v }.



Practica 5 - Autovalores y Autovectores -
Diagonalizacion de Matrices y Transformaciones
Lineales

. Encuentre los autovalores y autovectores de cada una de las siguientes matrices,
considerando primero que el cuerpo de escalares es R y luego que es C.

22 0 0
.)12—4..)1—1...)01.)38? ot oo
Yles s Ml v o) Y0 ) Y00 12 4
00 -8 8

. Demuestre lo siguiente:
i) A de n x n es singular si y sélo si A = 0 es autovalor.
ii) Si rango(A) = k < n, A = 0 es un autovalor de A de multiplicidad geométrica
n — k.

. Sabiendo que [I — 2 0]¥ es un autovector de

2 2 -6
A=| 2 -1 -3/,
—2 -1 1

encuentre los autovalores de A, sus multiplicidades algebraicas y geométricas y tan-
tos autovectores linealmente independientes como sea posible.

. Encuentre los autovalores de A, sus multiplicidades algebraicas y geométricas y
tantos autovectores linealmente independientes como sea posible, siendo

7 1 2
A= -1 0
1 -1 6

. Demuestre que los autovalores de una matriz 7" triangular (inferior o superior) son
los elementos de la diagonal. Encuentre los autovectores asociados a cada autovalor
para el caso en que Tj; # Tj; si i # j.

. Suponga que A de n x n admite la particién en bloques

| An Ap

CODA11 dekxk:,Algdekx(n—k)yAQQde(n—k)x(n—k).

1



(a) Demuestre que el polinomio caracteristico de A es el producto de los polinomios
caracteristicos de A;; y Ags.

(b) Demuestre que X es autovalor de A si y sélo si A es autovalor de Ay 6 Ass.
(c) Si Aj;p =0 j qué relacién puede establecer entre los autovectores de Ay y Age

y los autovectores de A?

7. Encuentre los autovalores de A, sus multiplicidades algebraicas y geométricas y
tantos autovectores linealmente independientes como sea posible, siendo

2 2 -6 0 0
2 -1 -3 0 0
A= -2 -1 1 0 O
0O 0 01 -1
0O 0 01 -1
8. Generalize el ejercicio 6 al caso en que
An A - A
0 Ay -+ Aoy
0 0 ... A

con Apq, ..., Ay, matrices cuadradas.

9. Demuestre que la multiplicidad geométrica p del autovalor A de A es menor o igual
que la multiplicidad algebraica m del mismo autovalor, de la siguiente forma:

(a) Demuestre que existe una matriz no singular P tal que sus primeras p columnas
son una base para el autoespacio asociado al autovalor A.
(b) Demuestre que para tal P, la matriz A' = P"*AP es de la forma

, _[A1, B
a=[ 7]

(c) Demuestre que el polinomio caracteristico de A coincide con el polinomio ca-
racteristico de A'.

(d) Deduzca a partir del punto anterior que el polinomio caracteristico de A es de
la forma p(t) = (t — M\)*q(t) y que por lo tanto p < m.

10. Encuentre para cada k € C los autovalores de A, sus multiplicidades algebraicas
y geométricas y tantos autovectores linealmente independientes como sea posible,
siendo

2
A=10
0

el N

1
1
1



11.

12.

13.

14.

i, Cuantos autovalores diferentes de cero tiene como maximo una matriz A de n x n

si rango(A) = k <n?

Encuentre los autovalores y autovectores de la matriz

1 -1 2
A=11 -1 2
1 -1 2

sin hallar el polinomio caracteristico.
Demuestre que si A es autovalor de A entonces:

(a) rA es autovalor de rA.
(b) AF es autovalor de A* si k es un entero positivo.
(c) Si A es inversible, A\™! es autovalor de A™.

)

(d) A+ 7 es autovalor de A + 1.

Encuentre los autovalores y autovectores de la matriz n x n

[ 1+ 1 1 1 ]
1 14r 1 1
1 1 147 1
1 1 1 147 |

Sugerencia: encuentre primero los autovalores y autovectores para el caso particular
r=0.

(a) Demuestre que el polinomio caracteristico de A coincide con el de AT y que
por lo tanto A y AT tienen los mismos autovalores.

Demuestre que la dimensién del autoespacio asociado al autovalor A de la
matriz A coincide con la dimension del autoespacio asociado al mismo autovalor
de la matriz AT, y que por lo tanto la multiplicidad geométrica de A como
autovalor de A coincide con la multiplicidad geométrica de A como autovalor
de AT,

(c) ; Qué relacién puede establecerse entre el polinomio caracteristico de A y el
de A®? ; y entre las dimensiones de los autoespacios de A y los de A7?

. Sip(t) = apt®* + ap_1t* P + -+ a1t + ay y A es una matriz n x n, definimos
p(A) = apA* +ap A1 + .- 4+ a1 A + agl. Demuestre que si A es autovalor de A
estonces p(\) es autovalor de p(A).

(b)

. Demuestre que si p(t) = q(t)r(t) con ¢(t) y r(t) polinomios entonces p(A) =

q(A)r(A).



18.

19.
20.

21.
22.

23.
24.

25.

26.

Siga los pasos de la demostracién del siguiente resultado:

Sean A € C™" y p(t) = aptt + --- + ag con a; # 0. Entonces para cada autovalor
A de p(A) existe un autovalor v de A tal que p(v) = A,

y justifique las afirmaciones senaladas.

Demostracién: Supongamos que A es un autovalor de p(A) y consideremos el poli-
nomio ¢(t) = p(t) — A

(*) Entonces la matriz g(A) es singular.

Por otra parte, por el Teorema fundamental del dlgebra ¢(t) = a(t —v1) - - - (t — 1)
siendo vy, vs, ..., 14 las raices de ¢(t) contadas con su multiplicidad.

(*) Entonces ¢(A) = ax(A — 1) ... (A —wl).

(*) Como ¢(A) es singular, para algin %, (A — v;=I) es singular.

(*) Por lo tanto v es un autovalor de A.

(*) Como v;« es raiz de q(t), p(v;+) = A y finaliza la demostracion.

Halle los autovalores de A% + 242 — 3A + I siendo A la matriz del ejercicio 4.

., Para qué valores de r € R resulta inversible la matriz A3 + rA% — I, si A es la
matriz del ejercicio 3?7

Si A es tal que A2 = A ; Cuéles son sus posibles autovalores?

Encuentre una factorizacién A = PAP~! con A diagonal para las siguientes matrices

A: .
i)A:H ;] ii)A:l; _H iii)A:l_; _1’]

Idem ejercicio anterior pero con la matriz A del ejercicio 1 iii).

[31]

puede diagonalizarse; si es asi hagalo, si no explique por qué no es posible.

Determine si la matriz

Determine si las matrices de los ejercicios que a continuacion se enumeran admiten
una factorizaciéon A = PAP~! con A diagonal. Si tal factorizacién existe halle una,
si no existe explique por qué.

a) 3. b) l.iv c) lv d) 4.

Sea A la matriz dependiente del pardmetro real a:

20+4 1—a —2a—a?
A= 0 4—-a 0
0 0 4 — a?
(a) Obtener los valores de a para los que A es diagonalizable.

(b) Diagonalizar A para o =1y para o = 2.



27. ; Verdadero o falso?
(a) Sila matriz A de n x n posee n autovalores distintos entonces A es diagonali-
zable.
(b) Si A= PAP~' = SAS~! con A diagonal, entonces S = T.

(c) Si A es diagonalizable entonces p(A) es diagonalizable cualquiera sea el poli-
nomio p(t).

(d) Si p(A), con p(t) un polinomio no constante, es diagonalizable entonces A es
diagonalizable.

(e) Sila matriz n x n p(A), con p(t) un polinomio, posee n autovalores diferentes,
entonces A es diagonalizable.

28. Suponga que A € K™" (K = R 6 C) es una matriz tal que A> = A y demuestre lo
siguiente:
(a) Siz € col(A) entonces Az = x.
(b) col(A) & Nul(A) = K.

(c) Existe una base de K™ compuesta por autovectores de A.

—
(d) Existe P € K™ inversible tal que A = PAP~! con A = diag(1,...,1,0,...,0)
y k = rango(A).
(e) Siademds AT = Ay K =R 6 A” = Ay K = C, entonces existe una base
ortonormal de K™ compuesta por autovectores de A.

29. Suponga que T € L(V) y V es de dimensién finita. Determine, justificando, cudles
de las siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) Si By C son bases de V entonces [T']p tiene los mismos autovectores que [T]¢.

(b) Si By C son bases de V entonces [T]p tiene los mismos autovalores que [T¢.

(c) Existe una base de V' compuesta por autovectores de 7" si y sblo [T']p es dia-
gonalizable para cualquier base B de V.

(d) Si T tiene n autovalores distintos entonces existe una base B tal que [T]p es
diagonal.

30. Para cada una de las siguientes transformaciones lineales encuentre los autovalores,
sus multiplicidades algebraicas y geométricas y bases para los autoespacios asociados
a cada autovalor. Si es posible encuentre una base ordenada tal que la representaciéon
matricial de la transformacién respecto de ella sea una matriz diagonal. Si tal base
no existe explique por qué.

(a) T:R* >R, T(x)=[v1+ 72— T3 T1 + T2+ T3 — Ty + 22+ 33)".
(b) T : Py — Pa, T(a+ bt + ct?) = 2a + ct + (—b — ¢)t*.

5



(c) T:V — V tal que en la base B = {v; v}

ma=] 3 o).

considerando primero que V' es un espacio vectorial real y luego que es un
espacio vectorial complejo.

(d) T:Ps—Ps, T(p) =p" — p.

31. Sea T : V — V una transformacion lineal que, respecto de una base B = {v;; v9; v3}
tiene asociada la matriz

l+a —a «
A=|24+a —a a-1 (€ R).
2 -1 0

(a) Obtener los autovalores de T', comprobando que no dependen de a.

(b) Obtener los autoespacios asociados a cada autovalor y estudiar si T es diago-
nalizable.

(c) Cuando T sea diagonalizable encuentre una base ordenada B tal que [T]p sea
diagonal.

32. Suponga que T € L(V), con V de dimensién finita, es tal que T2 = I.

(a) Encuentre los posibles autovalores de 7.

(b) Demuestre que si S; ={v € V: T(v) =v}y S ={v eV : T(v) = —v},
S1NS ={0}y & +8 = V. (Sugerencia: escriba v = vy + vy con vy =
(v+T(v)/2yva=(v—T(v))/2)

(c) Demuestre que T es diagonalizable.

(d) Si dim(V) = 5 y det[T]p = —1 para alguna base B de V, ; cudles son las
posibles dimensiones de &1 y Sy7

33. Considere la transformacién lineal 7" : R? — R3, definida de la siguiente manera:
T(v) =v—3%-vconu=[1 —1 2]. Encuentre los autovalores 7". Analice si [T
es diagonalizable para cualquier base B de R3.

34. Resuelva el ejercicio anterior con « € R® un vector no nulo arbitrario.

35. Halle una matriz A € R3*® tal que: S = gen{[1 — 1 0]7} sea invariante por A,
A = 2 sea autovalor y S+ sea el autoespacio asociado a ese autovalor, y det(4) = 12.

36. Sea V un espacio vectorial real de dimensién 3 y sea B = {v;vs;vs} una base
de V. Sea T € L(V) tal que: i) Si v = 6v; + 2vy + Svs entonces T'(v) = v, ii)

S={veV: [2 11 —Tepg(v) = 0} es el autoespacio asociado a uno de los
autovalores de T, y iii) la traza de [T']p es igual a 5.
Se pide:

a) Hallar los autovalores de 7. b) Hallar [T]5.

6



37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

Demuestre que las matrices A y B no son semejantes si
1 -1 2 1
A‘l2 4] y B_[1 2]'
Compruebe que las matrices

2.5 1.5 3 -2
A_l1.5 2.5] y B_l—1 2]

son semejantes. Halle S € R?*? inversible tal que A = SBS™!.

Encuentre A* para k € IN si:

sefi 1] wa ]

Hallar una matriz A € R**3 tal que A2 = B con

-2 -3 3
B = 3 4 -3
-3 -3 4

. Es tinica?
Hallar A € R?*? tal que A2 — 34 + 21 = B, con
3 3
a-[3 3],
y det(A) = —2.

Determine los posibles valores de limy_, ., A*v, siendo A la matriz del ejercicio 39
b). (Sugerencia: estudie primero el caso en que v es autovector de A.

Dada la matriz

0 1 0
A=10 01
b -2 g

encontrar un subespacio § invariante por A tal que lim;_,,, Av = 0 para cadav € S.

Demuestre que para una matriz A € C"*", el conjunto S = {z € C" : limy_, o, A%z =
0} es un subespacio de C", invariante por A. j Si A es diagonalizable qué subespacio
resulta &7

Demuestre que si p(t) es el polinomio caracteristico de A y A es diagonalizable,
entonces p(A) = 0. (Este resultado, conocido como el Teorema de Cayley-Hamilton,
vale en general, es decir sin necesidad de suponer que A es diagonalizable.)



Practica 5 (2da Parte)- Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

1. Hallar la solucién general del sistema X’ = AX, con A:

2 2 -6
1)|:i):1,):| n)“ :;} )| 2 -1 -3
-2 -1 1

2. Resolver los problemas a valores iniciales:

-1 2
b) X' = AX, X(0) =[1 —21]T, con A la matriz del Ejercicio 1.iii.

a) X' = AX, X(0) = [1 —Z]T,conA:[ 2 -1 }

3. Hallar bases de soluciones reales de los sistemas:
-1
i)X’[_?é}Xﬁ)X’ 0 0 1| X.
0 -2 2
4. Resolver el problema a valores iniciales

X'=AX, X(0)=[1 07, con A = { 7(1) i]

5. Hallar la solucién general de los siguientes sistemas lineales no homogéneos:

a){yi = 2y —y2tet

yh = —uy1+ 2y, — e

b) Y/ + AY = F(), con A — [ 0 ] vy F)=[¢ —a]T.

Sugerencia: haga un cambio de variables adecuado.
6. La solucién general de un sistema lineal homogéneo X’ = AX en R? es

Y cre”t + 5eged
T 2cie7t + coet

Hallar A.

7. Considere la ecuacion lineal homogénea de 2do orden:

y' +ay +by=0
y el sistema de ecuaciones en R?

Y’:{ 0 1}Y, con Y:{yl}.
-b —a Yo
Pruebe lo siguiente:
17

a) SiY = [y1 y2]" es solucién de (2) entonces y = y; es solucién de (1).

b) Si y es solucién de (1) entonces Y = [y y2]T con y; =y, yo2 = 3/, es solucién de (2).

¢) El polinomio caracteristico de A coincide con el polinomio caracteristico de (1).

8. Encontrar la solucién general de X’ = AX con A:

. 0 -1 0 1 -2 -2 -1 1 0
i) i) |1 -2 0 i) | -2 2 3 iv) | -1 0 1
=3 0 0 -1 2 -3 —4 1 0 -2



Practica 6 - Diagonalizacion de Matrices Hermiticas -
Formas Cuadraticas - Descomposicion en Valores
Singulares

Nota: en todos los ejercicios, salvo que se indique lo contrario, (-, -) representa el producto
interno canénico en R™ 6 C™.

1. Encontrar nimeros a, b y ¢ de manera tal que:

a 14i
b | sea ortogonal. 2) U = l 12
2

C

1) P= “ ] sea unitaria.

b

ofelorl
wfelorl

2. Determine cuéles de las matrices de los ejercicios 5 y 6 del T.P. 4 son ortogonales.

3. Demuestre que las matrices de Householder son ortogonales (ver ejercicio 28 (d) del
T.P. 2).

4. Demuestre las siguientes propiedades de las matrices unitarias:

(a) U es unitaria < U es unitaria < U7 es unitaria.
(b) Si U y V son unitarias entonces UV es unitaria.

5. Sea T': R® — R™ la trasformacién lineal definida por T'(z) = Pz con P € R"*"
ortogonal. Demuestre lo siguiente:

(a) (T'(z),T(z")) = (z,2") para todo z,2’ € R". En particular ||T'(z)| = ||z|| para
todo x € R™.

(b) L 2" siy sélosi T(x) L T(x").

(¢) {v1,...,v,} es base ortonormal de R" si y s6lo si {T'(v1),...,T(v,)} es base
ortonormal de R".

(d) Si S es un subespacio invariante por 7', entonces T'(S) = S y T'(St) = S*.

6. Idem ejercicio 5 pero con C" en lugar de R™ y U € C™*" unitaria en lugar de
P e R™™ ortogonal.

7. Suponga que B; = {vi;...;v,} y Ba = {ui;...;u,} son bases ortonormales de
R™ (resp. C"). Demuestre que la matriz de cambio de base Cp,p, €s una matriz
ortogonal (resp. unitaria). (Sugerencia: demuéstrelo primero para el caso en que
By es la base canénica. Otra alternativa es emplear el ejercicio 9 del T.P. 2).

8. Sea T : R — R™ una transformacién lineal tal que para cierta base ortonormal B,
[T]p es ortogonal. Demuestre que:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) [T]p es ortogonal para cualquier otra base ortonormal B'.
(b) Valen (a)-(d) del ejercicio 5.

Halle T € L(R3?), T # +1I, tal que S = {z € R® : 11 — 2o + 13 = 0} sea invariante
por T'y, ademads, ||T(z)|| = ||z|| para todo z € R3.

Explique por qué las rotaciones y las simetrias preservan los dngulos entre vectores
y las longitudes de éstos.

Halle los autovalores y autovectores de la matriz ortogonal del ejercicio 1. Calcule
el médulo de cada autovalor y el producto interno entre dos autovectores correspon-
dientes a dos autovalores diferentes.

Demuestre que los autovalores de una matriz unitaria son de médulo uno y que
autovectores correspondientes a distintos autovalores son ortogonales.

Diagonalice ortogonalmente cada una de las siguientes matrices simétricas, es decir,
exprese cada una de ellas en la forma PAPT, con P ortogonal y A diagonal:

S i 2 3 0 20100
i)l13] i) |13 1 i) | —36 —23 0 V)1 090
311 0 0 3

010 2

Diagonalice unitariamente cada una de las siguientes matrices Hermiticas, es decir,
exprese cada una de ellas en la forma UAU¥, con U unitaria y A diagonal:

0 170
i)l_i()] i) | —i 10
00 1

Compruebe que las siguientes matrices puede ser diagonalizadas unitariamente, atin
sin ser Hermiticas:

0 -1 0
i)“ _” i)|1 00
0 01

Califique cada una de las siguientes afirmaciones como verdadera o falsa:

a) Si A € R™" es diagonalizable ortogonalmente entonces A es simétrica.
g g
(b) Una matriz simétrica A € R™ ™ tiene n autovalores reales distintos.

(c) Las multiplicidad algebraica y geométrica de cada autovalor de una matriz
simétrica coinciden.

(d) Si A € C™™™ es diagonalizable unitariamente entonces A es Hermitica.

(e) Si A € C™™ es diagonalizable unitariamente y sus autovalores son reales
entonces A es Hermitica.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(f) Si A € C™" es diagonalizable unitariamente entonces A* también es diagona-
lizable unitariamente.

(g) Si A € C™™ es diagonalizable unitariamente entonces su inversa, en caso de
existir, también es diagonalizable unitariamente.

Demuestre con un ejemplo que el producto de matrices Hermiticas no es necesaria-
mente una matriz Hermitica.

Suponga que A € R™*" es simétrica y que B € R™*™. Demuestre que BT AB, BTB
y BB son simétricas.

Se dice que una matriz C € R™ " es antisimétrica si CT = —C.

(a) Encuentre los autovalores y autovectores de la matriz antisimétrica

01
y compruebe que sus autovalores son imaginarios puros y que es diagonalizable
unitariamente.

(b) Considere A = iC'y compruebe que A es Hermitica. Explique por qué a partir
de esto 1ltimo se deduce que los autovalores de C' son imaginarios puros y que
C es diagonalizable unitariamente.

(c) Demuestre que si C' € R™™ es antisimétrica entonces A = iC es Hermitica.

(d) Deduzca del punto anterior que una matriz real antisimétrica tiene autovalores
imaginarios puros o nulos, que autovectores correspondientes a autovalores
distintos son ortogonales y que es diagonalizable unitariamente.

(e) Demuestre que una matriz C' € R™*" antisimétrica es singular si n es impar.

Halle A € R3*3 simétrica tal que Ay = —1 y A = 2 sean sus autovalores y Sy, =
gen{[1 11]7}.

Halle una matriz Hermitica A € C3*3 tal que B = A% — A% + A — [ sea singular,
A = 2 sea autovalor doble y § = {x € C®: z; —izy + z3 = 0} sea invariante por A.
i, Es tnica A7?; si no lo es encuentre dos diferentes.

Encuentre la matriz de cada una de las siguientes formas cuadraticas en R2.
a) 10z% — 67122 — 323 b) 52?2 + 31122  ¢) 1175

Encuentre la matriz de cada una de las siguientes formas cuadraticas en R®.
a) 42102+ 67123—8%ox3 b) 812 +Tx3— 323 — 63179 +431703— 21273 €) T3 —T1T3+T3.

Clasifique cada una de las siguientes formas cuadraticas en R? y efectie un cambio
de variables x = Py que transforme la forma cuadratica en una sin término de
producto cruzado. Escriba la nueva forma cuadratica. Grafique los conjuntos de
nivel.

a) 22+ 10z 22+ 73 b) 322 —4w1209+ 623 ©) 23+ 27102+ 23 d) —4? +4x139 — 373,

3



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Clasifique cada una de las siguientes formas cuadraticas en R® y efectiie un cambio
de variables x = Py que transforme la forma cuadratica en una sin término de
producto cruzado. Escriba la nueva forma cuadratica.

a) 5x? + 623 + Ta3 + 41179 — 42273

b) 3z? + 223 + 222 + 23179 + 27173 + 47923

) 1Ty + ToT3 + T1T3.

Dada la forma cuadritica Q : R> - R, Q(z) = —%x% + gaslxg + %x%, demuestre que
—llzll3 < Q=) < ||z|3 para todo x € R.
El siguiente ejercicio muestra cémo clasificar una forma cuadrética Q(z) = z* Az,

donde A = (a;;) € R**2, sin encontrar los autovalores de A. Demostrar:

(a) @ es definida positiva si y sélo si a;; > 0y det(A) > 0.
(b) @ es definida negativa si y sélo si a;; < 0y det(A) > 0.
(c) @ es indefinida si y sélo si det(A) < 0.

(Sugerencia: Tenga en cuenta que si A; y Ag son los autovalores de A, entonces
traza(A) = )\1 + )\2 y det(A) = /\1)\2).

Demuestre que la expresiéon (r,y) = z7Qy con Q € C™™ Hermitica define un
producto interno en C” si y sélo si () es definida positiva.

Determine cudles de las siguientes expresiones determinan productos internos en R2
6 R3.

a) T1Y1 + T1Y2 + Tay1 + 3xayYs b)) x1y1 + T1y2 + T2y1 + 3TaYs

c) 71y — 41y + 421y — 42291 + 522y2 + 423y1 + 923Ys.

Para los que resulten productos internos, graficar la bola unitaria.

Compruebe que (z,y) = 2ZT1y; + iT1y2 — iT2y1 + Tay2 + T3ys es un producto interno
en C3.

Demuestre que si B € R™*", entonces G = BT B es semidefinida positiva. Encuentre
la condicién que debe cumplir B para que G resulte definida positiva. (A G se la
denomina matriz de Gram de B.)

Encuentre el maximo y el minimo de la formas cuadréticas de los ejercicios 24 y 25,
sujetos a la restriccién 27z = 1.

Dada la forma cuadréitica @ : R> — R, Q(z) = —2x2+ 21129 —225—1022, determinar
los valores maximo y minimo de Q(z) sujeto a la restricciéon z2 + 22 + 922 = 9, y
los valores de x para los cuales se alcanzan esos extremos.(Sugerencia: considere un
cambio de variable que transforme la restriccién dada en una de la forma z7z = 1.)

Encuentre el mdximo y el minimo de la forma cuadratica Q(z) = z? + z2 sujeto a la
restriccién 2x? — 2175 + 222 = 4. Halle los z para los cuales se alcanza el extremo.

4



35. Encuentre los puntos de la curva

222 + 622 — 251125 = 1

méas cercanos al origen de dos formas diferentes:

(a)
(b)

Minimizando ||z|| con z sujeto a una restriccién adecuada.

Haciendo un cambio de variables adecuado y resolviendo el problema en las
nuevas variables.

36. Encuentre una descomposicién en valores singulares (DVS) de cada una de las si-
guientes matrices

0|

] I T F AT R BT s

37. Considere la transformacién lineal T : R? — R? definida por T'(z) = Az con

11
A= 1 3
-3 1

Encuentre de entre todos los vectores de norma 1, uno tal que ||7'(x)|| sea méxima
y otro tal que ||T(z)|| sea minima. ; Qué relacién encuentra entre lo que obtuvo y
los valores singulares de A?

38. Suponga que A € R y A =UXV7T es una DVS de A. Justifique cada respuesta.

()

Suponga que A es cuadrada e inversible. Encuentre una DVS de A~L.

Demuestre que si A es cuadrada, |det(A)| es igual al producto de los valores
singulares de A.

Demuestre que las columnas de V son autovectores de AT A y que las columnas
de U son autovectores de AAT.

Demuestre que los valores singulares no nulos de A coinciden con los valores
singulares no nulos de A” y de alli deduzca que el rango de A y de AT coinciden.

Demuestre que si A es n X n y definida positiva, entonces los valores singulares
y los autovalores de A coinciden.

Halle una DVS de G = ATA y demuestre que: i) los rangos de A y de G
coinciden, ii) G es inversible si y sélo si el rango de A es m. (Compare con el
ejercicio 21 del T.P. 3).

Demuestre que si P es ortogonal PAy A (AP y A) tienen los mismos valores
singulares.



39. A partir de las descomposiciones en valores singulares halladas en el ejercicio 36
encuentre descomposiciones en valores singulares de la inversa de la matriz del punto
c. y de la transpuesta de la matriz del punto e.

40. Halle la pseudoinversa de A, con A la matriz del ejercicio 36 e. y encuentre la

solucion por cuadrados minimos de norma minima de la ecuacién Az = b, con
b=[1 —1]".

41. Demuestre que en el caso en que A € R"™™ tiene rango m, la pseudoinversa de A
definida a partir de una DV'S de A y la seudoinversa definida en el ejercicio 21 d.
del T.P. 3, coinciden.

42. Compruebe que A = ULVT con

V2 o) _\2 9 0 0 IVERR, B/
2 2 3 2 6
U=| 01 0], ©=|005 0], V=|¥ 0 —¥8
V2 g A2 0 00 V3 _v2 W6
2 2 3 2 6

es una descomposicién en valores singulares de A y, a partir de ella, calcule rango(A),
las matrices de proyeccién a col(A) y Nul(A) y la seudoinversa de Moore-Penrose.
Encuentre los z € R? unitarios que maximizan ||Az||.

43. Sabiendo que

1 -2 0120
1/vV2  1/V2
A=|1 1 -1|]o0 2 ,
1 1 1]]o0o0 ll/\/i —1/\/51

obtener una DVS de A sin calcular previamente A y, a partir de ella, hallar una DVS
de AT y calcular las matrices de proyeccién a col(AT) y Nul(A”) y la seudoinversa
de Moore-Penrose de AT

44. Decidir si son verdaderas las siguientes afirmaciones
(a) Si A y B son matrices semejantes ortogonalmente entonces A y B tienen los

mismos valores singulares.

(b) Si A € R"y B € R" tienen los mismos autovalores, entonces A y B tienen los
mismos valores singulares.

(c) Si A € R" es simétrica, entonces los valores singulares de A son iguales a los
autovalores de A.

(d) Si A € R” es simétrica, entonces los valores singulares de A son iguales a los
médulos de los autovalores de A.

45. Sea A € R" y sean 0, y o el minimo y el maximo valor singular de A respecti-
vamente. Demuestre que si A es un autovalor real de A entonces o, < |A| < oypy.
(Sugerencia: considere el producto v Av con v un autovector unitario de A.)



Practica 7 - Normas de Vectores, Transformaciones

10.

Lineales y Matrices

. Para cada uno de los siguientes vectores z, calcule ||z]|; ¥ ||%|co:

2 =57, (2 0 =37, [2 =5 5", [i —i 1 —1]T.

Grafique la circunferencia unitaria S; = {z € R? : ||z|| = 1} considerando las
normas 1, 2 e co.

Hallar los puntos de S = {z € R? : z; + x5 = 0} que se encuentran mds cerca de

[1 1], considerando las normas || - |1, || * [l2 ¥ || - [|co-
Demuestre que || - ||1 ¥ || - ||co SOn normas.
Compruebe que las normas || - |1 y || - || €0 R? no verifican la identidad del

paralelogramo (vea el ejercicio 5 (¢) del T.P. 2) y por lo tanto no son inducidas por
un producto interno. ; Es cierta esta afirmacién en R" ?

Suponga que || - || es una norma en R" y que A € R"*" es inversible. Demuestre que
si define ||z||a = ||Az||, || - || 4 es una norma.

Empleando el ejercicio 6 compruebe que las siguientes son normas:
a) |lz|| = \/(2.’L’1+.’132)2+(.’131 —1z5)2 x € R2, (b) ||z|| = max(2|zy], |3z1 — 225])
z € R? (¢) ||z]| = |21 + 22 — 3| + |21 — 225] + |371 + 72 — 73| T € R3.

. Para la siguientes sucesiones de vectores x,, encuentre el limite x,, en las normas

Al -z y - lleo-
inss e
(a) x, = 772_22 (b) x,, = Z—j-; (c) xp, = 7?;12
sen(n) (—=1)"(n+1) (71)"2Ln+1)
n n n2
(a) Sea V un espacio vectorial con norma || - ||. Demuestre que

lu|| = |v]|| < ||u—wv|| paratodowyvenV.

(b) Empleando el punto anterior demuestre que si u, converge a u., entonces
lim,, o ||tn|| = ||uso]|- ¢ Vale la reciproca?

Demuestre que cada una de las siguientes son normas en Ps

(a) [lpll = maxyejo,) [p(¢)]-

(b) llpll = max{[p(0)|, |p(1/2)], |p(1)[}-



11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

Calcule ||1 + ¢ + ?|| en cada una de esas normas.

Sea B una base ordenada del R-espacio vectorial V' de dimension n, y sea cp el
isomorfismo de coordenadas.

(a) Suponga que ||-|| es una norma en R"”. Demuestre que || - |-, definida mediante
llv||v = ||les(v)]|, es una norma en V.

(b) Suponga que || - ||y es una norma en V. Demuestre que || - || es una norma en
R" si se define ||u|| = ||cg*(u)||yv. (Recuerde que cz'(u) es el tinico v € V tal

que cg(v) = u.)

Sea V = Py y sea B = {1;1 + t;t + t*} una base ordenada de V. Encuentre para
cada una de las normas || - ||;, || - |l2 ¥ || - |lo en R3, una férmula para la norma
la + bt + ct?||v en V que se definié en (a) del ejercicio 11.

Sean V' y B como en el ejercicio anterior, y sea || - ||y la norma definida por

ol = { [ oo}

Encuentre una férmula para la norma |[[a b c|T|| en R?® que se definié en (b) del
ejercicio 11.

Sea || - || : R?> — R definida por ||z|| = max{|2z;|, |3z2|}. Demuestre que || - || es
una norma y grafique la bola unitaria. Pruebe que tal norma es equivalente a las
normas 1, oo y 2.

Idem anterior pero en R? con ||z|| = 2|z1| + 3|z2| + |z3].

Determinar si las normas de los dos ejercicios anteriores son normas inducidas por
un p.i.

Demuestre que ||z| = \/xf + 172 + 73 es una norma en R?.  Grafique la bola
unitaria y pruebe que tal norma es equivalente a la norma 2 (Sugerencia: encuentre
un p.i. tal que || - || sea la norma inducida.)

Demostrar que |[[z1 z]T|| = \/430% + 2az175 + 473 es norma en R? si y sélo si
—4 <a<4.

(a) Sea T :V — W una transformacién lineal inyectiva y || - || una norma en W.
Pruebe que si se define ||v||y mediante ||v||y = ||T'(v)|lw, || - ||v es norma en V.

(b) Use el punto anterior para demostrar que las siguientes expresiones definen
normas en P, (es decir, identifique W, la transformacién 7'y la norma || - ||iw)
i) [lpll = Ip(0)| + Ip(1)| + |p(2)], i) ||p|l = max{[p(0)/, [p(=1)|, [p(1)},
iit) [lpll = J tlp(¢)]dt.



Ejercicios Adicionales a las Practicas 5 a 7

Dada T € L(V) definida por T'(v1) = Tvy — 4vy y T(va) = 2v1 + va, con B = {v1;v2} una base de V,
se pide:

(a) encontrar, si existe, una base C' de V tal que la representacién matricial de 7" en esa base sea
diagonal.

(b) Calcular [T*]p para k > 1.

(a) Defina una transformacion lineal T : R? — R? tal que T' # +1, S = {z € R3 : 21 + 29 — 3 = 0}
sea invariante por T'y (T(z),T(y)) = (z,y) para todo z,y € R3.
(b) Hallar [T]g con E la base canénica de R3.

0 1 0
SeaT € L(P2)con[Tlg=| 0 0 1 |yB={l+t1-tt*}. (a) Determinar para qué valores de
—a 1 a

a resulta diagonalizable T'.
(b) Para a = 2, encontrar una base B’ de P, tal que la representacién matricial de S = T3 — T + 21
sea diagonal. Hallar [S]p.

Sea T' € L(P3) definida por T(p) = t3p” (t) — 6ap’(t) — 2tp(t), (o € R).
(a) Demostrar que existe una base B de P2 compuesta por autovectores de 1" si y sé6lo si o > 0.
(b) Para a = 1, encuentre una base B de P; tal que [T]p sea diagonal.

(a) Definir T € £(R3) tal que: T sea diagonalizable, S = {z € R3 : 21 + 29 + 23 = 0} y S* sean
invariantes por T'y det([T]g) = —4 y traza([T]g) = 3 para toda base B de R3.

(b) Demuestre que si A € C™*™ es diagonalizable y 0 no es autovalor de A, entonces A es inversible y
B =aA" + B(A71)" con a, 8 € C y n € IN es diagonalizable.

3 -1 0
(a) Sea C = B(A3—A)B~!, con B € C®3 inversibley A=1 | =1 3 0 [. Calcule los autovalores
-1 1 2

de C'y determine si C' es diagonalizable.
(b) Considere la matriz C de (a) con B = I y calcule lim,,_,o, C"v para v € R3.

Sea T € L(R?*2) definida por T(A) = A+ AT.
(a) Encontrar, si existe, una base B de R?>*? en la cual [T]p sea diagonal.
(b) Demostrar que para n € IN, Qn—l,lT” =T.

(a) Encontrar A € R3*3 simétrica e indefinida tal que A% +3A4 =4I y que [1 1 2]7 sea un autovector
de A.

(b) Demostrar que Q(x) = 27 Az, con A la matriz hallada en (a) verifica —4||z||? < Q(x) < |z|?
Vr € R3.

6 2
2 3
ecuacion, entonces A es diagonalizable. (b) Determine para qué valores de « la ecuacién admite una
solucién A € R?*2 simétrica y definida negativa y, para cada uno de esos valores, halle una solucién
en esas condiciones.

Considere la ecuacion 642 + al = [ ], (e € R). (a) Demuestre que si A € €C?2*2 verifica la



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) Encontrar A € R**? simétrica tal que S = {x € R3 : 21 + 2 = 0} sea el autoespacio asociado al
menor autovalor de A, det(A) =2y B = A% — A% + A — I no sea inversible.

(b) Considere la forma cuadrética Q(z) = z” Az con A la matriz hallada en (a). Calcule max,|,—1 Q(z),
ming),=1 Q(x) y halle los x en los que se alcanza cada extremo.

(a) Hallar A € R3*3 simétrica e indefinida tal que MAX |4 ,=1 2TAx =3, Az € S para todo z € S =
{x € R3: 21 + 22 = 0} y 6 sea autovalor de A% + A.

(b) Demuestre que si A € R**" es simétrica y 27 (A2 —4I)x < 0 para todo = € R" con = # 0, entonces
todos los autovalores de A se encuentran en el intervalo (—2,2).

(a) La energfa cinética de un cuerpo rigido que rota con velocidad angular w (w € R3) viene dada
por la expresién E(w) = 3 (w? Mw), donde M es una matriz simétrica y definida positiva denominada

6 2 0
tensor de inercia. Suponiendo M = | 2 3 0 | y que el cuerpo rota con velocidad angular unitaria
0 0 2

(|lw]l2 = 1), se pide hallar el valor minimo de E, y las velocidades para las cuales se alcanza tal
extremo.

(b) Suponga que Q : R* — R es una forma cuadratica tal que Q([1 1 1]7) =3y Q([110]) = —4. Si Ay
v Am son, respectivamente, el méximo y el minimo autovalor de la matriz asociada a (), determinar
cuanto pueden valer como minimo Ajp; y como maximo Ap,.

(a) Demostrar que en R, ||z|| = \/ 227 + 21129 + 223 es una norma inducida por un producto interno.
b) Para la norma || - || del punto (a), hallar max,,—; [|[z||, minj,,—1 ||| y graficar la bola unitaria.

(
a) Encuentre los puntos de la curva 6xf + 4z129 + 325 = 1 mds cercanos al origen.
E tre 1 tos de 1 622 + 4 373 = 1 m4 1 orig
emuestre que si A € es simétrica y definida positiva entonces existe B € simétrica y
b) D t i AeR™" imétri definid iti t iste B € R"*"™ simétri
definida positiva tal que A = BT B.

(a)Encuentre los puntos de la curva
222 + 622 — 2v/bx1w9 = 1

de norma Euclidea maxima.

(b) Demuestre las siguientes afirmaciones:

i) Si A es antisimétrica (4 = —AT) entonces A2 es simétrica y semidefinida negativa.

ii) Si A es simétrica y definida positiva y B es semejante ortogonalmente a A, entonces B también es
simétrica y definida positiva.

(a) Encontrar, entre todos los rectdngulos de vértices +(x1, x2), +(x1, —x2) con %% + % =1, el de area
maxima.

(b) Sea (z,y)¢ = T Gy con G € R™™ un producto interno en R". Demostrar que existe una matriz
simétrica y definida positiva A € R™*" tal que (z,y)q = (Az, Ay), Vx,y € R™, con (-,-) el producto
interno candnico de R".

1 -2 0 2
(a) Dada A= |1 1 -1 0
1 1 1 0 0
singulares y la matriz de proyeccion sobre Nul (AT). (Sugerencia: obtenga una DVS de A sin calcular
A))
(b) Dada A € R™ "™ decidir si son ciertas las siguientes afirmaciones:
i) El producto de los valores singulares de A es el determinante de A.
ii) Si todos los valores singulares de A valen 1 entonces A es ortogonal.

0
2 i?g _yg determinar el rango de A, sus valores



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(a) Sea T € L(R3 R?), con T(x) = [x1 + 22 + x3 =1 — 22 + x3]7. Dado b = [1 27, hallar entre los
r € R? que minimizan ||T(z) — b||2, el de longitud minima.

(b) Sea A € R™ ™. Demostrar las siguientes afirmaciones: i) si las columnas de A son ortonormales
entonces los valores singulares de A son todor iguales a 1; ii) Si las filas de A son ortonormales, entonces
los valores singulares no nulos de A son iguales a 1. (Sugerencia: trabaje con AT).

(a) Sea A = UXVT con ¥ € R**3 diagonal, 17 = 2, Y99 = 1y X33 = 0, U y V ortogonales y tales
que la tdltima columna de V es [1/v/2 0 1/v/2]7 y la tltima columna de U es [1/v/5 2/v/5 0]7. Hallar
las matrices de proyeccién a los subespacios col(A) y nul(A) y calcular maxg),—1 [|Az|2.

(b) Decidir, justificando la respuesta, si las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Si B es ortogonal A y AB tienen los mismos valores singulares.

ii) Si A y B tienen los mismos autovalores, entonces A y B tienen los mismos valores singulares.

(a) Sabiendoque A= |1 -1 1

11
o]l
1 0 -2]]00

i) encontrar los valores singulares de A; ii) hallar la solucién por cuadrados minimos de longitud
minima de Az = b con b= [112].

(b) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa, justificando la respuesta:
i) Para A € R™*", AA" = P4y vy ATA = Pyy(a)L, siendo A™ la seudoinversa de Moore-Penrose de
A.

ii) Si A es inversible, su inversa es igual a A™.

1 1 1 20
1

(a) Sean T : R? — R3 definida por T'(z) = [1 + 72 271 + 279 71 + 22]7 y b = [4 2 4]7. Halle de entre
todos los € R3 que minimizan ||b — T'(z)||2 el de norma Euclidea minima.

(b) Suponga que A = U YV7T es una descomposicién en valores singulares de A € R™*™, i) Demuestre
que las columnas de U son autovectores de AAT y que los autovalores no nulos de AA” coinciden con
los autovalores no nulos de A" A; ii) deduzca de i) que los valores singulares no nulos de A y de A”
coinciden y que méx|,,—1 [|Az[l2 = max),,—1 [|ATz2.

Sea T € L(IR?,R?) definida por T'(x) = [x2 21 + x2 £1]7. (a) Hallar bases ortonormales de R? y R?® de
modo tal que la representacién matricial de T' en esas bases tenga ceros fuera de la diagonal principal.
(b) Demostrar que 1 < ||T(z)|]2 < /3 para todo = € R? con ||z|]2 = 1.

1 2 -1
2 4 =2
y hallar bases ortonormales de col(A)* y Nul(A).

(b) Sea A € R™™". Encontrar la relacién entre det(A) y el producto de los valores singulares de A.

(a) Sea A = BPT con B = [ } y P € R**3 ortogonal. Calcular los valores singulares de A

(a) Demostrar que si || - ||o ¥ || - ||» son dos normas en un espacio vectorial V' entonces || - ||, definida
por ||v|lc = ||v|la + ||v]|s Yv € V, es norma en V.
(b) Demuestre que ||z| = méx{|z1|, |z2|} + /2% + 423 es norma en R?. (Sugerencia: use a)).

(a) Encontrar los valores de a € R para los cuales ||z|| = |21 — az2| + |ax] — 22| es norma en R2.
(b) Sea ||z|| = /227 — 27172 + 222. Demuestre que || - || es norma en R? y grafique la bola unitaria.
(a) Dadas || - ||¢ ¥ || - |lp normas en un espacio vectorial V', demostrar que ||z|| = a| x|/ + 5]|z|» es una

normaen V sia>0,0 >0y ay ( no son simultineamente nulos.
(b) Demostrar que ||[z1 @2])T|| = 3 max{|x1|, |z2|} + 5+/32F + 2z129 + 223 es una norma en R2.




27.

28.

29.

(a) Demostrar que si T € L(V, W) es inyectiva y || - ||w es norma en W entonces || - ||y, definida por
|lvllv = [|T(v)|lw, es norma en V.
(b) Demostrar que ||p|| = |p(1)| + |p(0)| 4+ |p(—1)| es norma en Py pero no en Ps.(Sugerencia: use (a)).

(a) Encontrar todos los valores de k € R para los cuales ||z|| = |3z1 + 22 + 23] + |kx1 + (1 + k)2 —
x3| + |x1 + 23] es norma en R3.

(b) Sea B = {v1;...;v,} una base de un espacio vectorial real V' y sea ||-|| una norma en R". Demostrar
que ||v||p = ||[v]B|| es norma en V.

(a) Sea T' € L(P1,P2), T(p) = (1 —t)(p + p'). Mostrar que [[p[la = [g(0)] + [g(1)| + 2|g(—1)| con
g = T'(p), define una norma en P;.

(b) Demostrar que en Py, la norma ||p||, = méax{|g(0)l,|g(1)|,|g(—=1)|}, con g = T'(p), es equivalente a
la norma || - ||q-
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