Practica 2 - Producto Interno

1. Encuentre el 4ngulo entre los vectores de R?

u=[12 -1 y v=[21 =37,

considerando primero el producto interno canénico (u,v) = uTv y luego el producto
interno (compruébelo) (u,v) = 3ujv; + 2usvs + ugvs.

2. Encuentre todos los vectores de R® que son ortogonales a w = [1 2 — 1]7 con el
producto interno candnico. j Qué clase de conjunto forman?

3. (a)

(b)

Sea V un espacio vectorial con producto interno, y sea w € V. Demuestre que
el conjunto Vy, compuesto por los vectores de V' que son ortogonales a w, es
un subespacio de V.

Demuestre que en el caso en que V =R" (6 C"), w # 0 y el producto interno
es el canonico, Vj es un subespacio de dimensién n — 1.

Encontrar las condiciones que deben cumplir los coeficientes aq1, @12, @21 v @90
para que la expresién

(u,v) = a11u1v1 + Q12U V2 + A21U2V1 + G22U2V2 (1)

defina un producto interno en R2.

Compruebe que la expresién (1) puede escribirse en forma compacta (u,v) =
uT Av con A € R?*2. ; Cémo pueden expresarse las condiciones que hallé en el
punto anterior en términos de la matriz A?

5. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea ||-|| la norma inducida. Probar
lo siguiente:

(a)
(b)

(c)
()

lu|| = [|v||| < |lu— v|| para todo uy v en V.

Si u y v son ortogonales entonces |[u + v||* = ||u]]* + ||v]|* (Pitdgoras).
Mostrar que vale la reciproca si el espacio vectorial es real.

lu+v||* + ||u —©||* = 2(||u||* + ||v]|*) Yu,v. (Esta identidad es conocida como
la ley del paralelogramo.)

Si V' es un R-espacio vectorial,
1 2 2
(w,v) = 7 (lu+ol" = flu = 2[)  Vu,v.

(Férmula de polarizacién).



(e) SiV es un C-espacio vectorial,
1 1 . .
(u,0) = 7 (Il +ol” = llu = ol*) = 7 ([ +wl* = lu —@v[*)  Vu,v.

(Férmula de polarizacién).

6. Sea B una base ordenada de un espacio vectorial real (o complejo) V' de dimensién
n, y sea cg el isomorfismo de coordenadas.

(a) Sea (-,-) un producto interno en R” (o en C"), y sea
(u,v)y = (cg(u),cp(v)) Vu,veV.

Demuestre que (-, )y es un producto interno en V.

(b) Demuestre que si (-,-)y es un producto interno en V, entonces
(u,v) = (cg'(uv),c5' (v))y Vu,v e R" (C")
es un producto interno en R™ (o en C").
(c) Explique en palabras que significan (a) y (b).
7. Demuestre que en Ps,
(ag + art + agt® by + byt + bat®) = agby + a1by + asbs
define un producto interno tal que la base B = {1; t; t*} es ortonormal.

8. (a) Demuestre que )
(f.9)= | F®g(t) dt

es un producto interno en C[0, 1]. Escriba la desigualdad de Schwarz para este
€aso.

(b) Demuestre que el producto interno definido en el punto anterior, induce un pro-
ducto interno en P,; generalice este resultado para subespacios V, de espacios
vectoriales V' que tienen un producto interno.

(c) Calcule el angulo entre t y ¢ — ¢t + 1. Halle a € R para que flg, siendo
fO)=t+atygt)=t—1.

9. Sea V un R-espacio vectorial con producto interno y B = {wvq;vs;v3} una base
ordenada de V.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

A la matriz G se la denomina matriz del producto interno en la base ordenada
B. Note que G es simétrica, es decir, G = GT, y definida positiva, es decir,
2TGz > 0 para cualquier z € R? distinto de cero.

;, Qué forma adquiere G si la base B es ortogonal? ;y si la base es ortonormal?
Reciprocamente, pruebe que dada una matriz G simétrica y definida positiva,
(u,v) = cp(u)TGep(v) es un producto interno en V.

(b) Generalice el punto anterior al caso en que la base B estd compuesta por r
vectores, es decir, al caso en que V sea de dimensién r.

(c) i De qué forma son todos los posibles productos internos en R"?

(d) Considere V = Py, B = {1; t; t*} y el producto interno definido en el ejercicio
8. Halle la matriz G y por medio de ella calcule (£,t* — ¢ + 1).

(e) Modificando adecuadamente los enunciados, pruebe (a) y (b) en el caso en que
V sea un espacio vectorial complejo.

(f) Halle la matriz G en el caso en que V = C3 B ={[1 7 0]7;[1 1 1]%;[¢ 0 0]"}
y el producto interno es el canénico ((u,v) = uv).

Suponga que (-, -) es un producto interno en R® talque B = {[1 1 —1]7;[0 1 1]%;[-1 1 0]"}

es una base ortonormal.

(a) Calcule (vy,v9) con vy =[1 —11]T y vy =[-122)7.

(b) Halle la matriz del producto interno en la base canénica.

Pruebe que una matriz G definida positiva es inversible. (Sugerencia: pruebe que
la ecuacién Gz = 0 tiene solucién tnica.)

Deduzca de lo anterior que la matriz de un producto interno en una base ordenada
es siempre inversible.

Sea {v1,---, v} un conjunto ortogonal del espacio vectorial V. Demuestre que

laavr + -+ + o * = o o " + - + Ja [ o |

Compruebe que B = {1;¢—3; t*—t+ 3} es una base ortogonal de Ps con el producto
interno definido en el ejercicio 8. Halle las coordenadas de p = t> — 1 en la base B
y luego calcule a partir de éstas la norma de p.

Seanu=1[11 1T yv=[1 2 —1]T. Escriba « como la suma de dos vectores, uno
paralelo a v y otro ortogonal a v. (Considere el producto interno candnico).

Halle el punto de & més cercano a v € V y calcule d(v,S) en cada uno de los
siguientes casos:

(a) S=gen{[1 1 1]7,[1 —1 0]}, v = [1 0 0]" y el producto interno es el estdndar
de R®.
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22.

(b) S=gen{[i —1 1+4"},v=1[a b ¢|* y el producto interno es el estdndar de
C3.

(¢c) & = gen{l,t — 1}, v = >+t + 1 y el producto interno es el definido en el
ejercicio 8.

. Sea Ps la proyeccion ortogonal sobre el subespacio S del espacio vectorial V. De-
muestre lo siguiente:

Psv = v para todo v € S.

(a
(b) ||v||* = || Psv||* + ||v — Psv||? para todo v € V.
(
(d

(e) Todo v € V se puede escribir v = vy +v3 con v; € S y 121 S. § Es tnica la
descomposicién?

)
)
¢) ||Psv|| < ||v|| para todo v € V (; en qué caso se cumple la igualdad?).
) SiweSy (v—w) LS, entonces w = Psv.

)

. Mediante el procedimiento de Gram-Schmidt halle una base ortogonal del subespacio
S generado por los siguientes vectores de R:

m221%, p11-1-1% [2-1-12),
y luego calcule Psw para w =[1 1 0 0]%.

. Hallar una base ortonormal de P5 con el producto interno definido en el ejercicio 8,
a partir de la base canénica {1, ¢, t*}.

. Calcule la proyeccién ortogonal de w = [1 1 0] al subespacio generado por v; =
1 —1 0" yv, =[1 0 1]7 sin ortogonalizar el conjunto {vy,v5}. (Sugerencia:
emplee (d) del ejercicio 16.)

. Sean V un espacio vectorial con producto internoy & = gen{vy, vs, ..., v,}. Probar
que w € St siy sélo si (w,v1) = (w,v3) =+ = (w,v,) =0.
. Hallar S+ en los siguientes casos:

(a) S=gen{[l —1 10]7,[1 —1 0 0]T} y el producto interno es el canénico de
R
(b) S como en el punto anterior, pero (u,v) = 2u v + usvs + 3uzvs + UgV4.

(c) S es el subespacio de €3 generado por [1 0 1+ y [2 1 4]7 y el producto
interno es el candnico.

(a) Sean A € R™" y S = {z € R* : Az = 0}. Demuestre que S+ estd generado
por las filas de la matriz A si se considera el producto interno canénico. j Qué
relacién puede establecer entre dim(S), dim(S*) y el rango de la matriz A?
Si reemplaza R por C ; quiénes generan S+7?

4



(b) Halle bases de los complementos ortogonales de los siguientes subespacios:
i. S={reR®: 2z, +125— 23 =0}
i. S={zeR":z;=2,=... =2, =0}.
iii. S={r e C*:2; —iza+ (1 —d)z3=0 A (2+4)zs + 74 = 0}.
(c) Describa el subespacio S del ejercicio 15 (a) por medio de ecuaciones lineales.

i, Cudl es el nimero minimo de ecuaciones que se necesitan? Justifique su
respuesta.

23. Sea S un subespacio de un espacio vectorial V' de dimensién finita dotado de un
producto interno. Demostrar que Psiv = v — Psv para todo v € V.
;, Como emplearia la relacién entre Ps y Psi para calcular la proyeccién a S, en el
caso en que S es un subespacio de R" (6 de C™) descripto por ecuaciones lineales y
el producto interno es el estandar?

24. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sean B = {vy,...,v,} y B' =
{wy,...,w,} bases ortogonales de los subespacios S y S+ respectivamente. Explique
porqué {vi,..., vy, wi,...,w,} es una base ortogonal de V.

25. Considere V = P, con n > 2 y el producto interno (f, g)
1

I, F(®)g(t)dt. Dado el
subespacio S={pe V: [ p)(1+t)dt =0 A [y p(t)(1 —t)dt =

0} se pide:
(a) Hallar una base ortogonal de S+.

(b) Hallar la proyeccién ortogonal de g(t) = t? sobre S*.

(c) Hallar el elemento de & que mejor aproxima a g y calcular d(g, S).

26. Considere en R® el producto interno canénico y el subespacio S = gen{[1 1 0]T,[1 1 —
1]7}. Encuentre todos los v tales que Ps(v) =[22 — 1] y ||v|| = 5.

En los siguientes ejercicios considere el producto interno canénico de R™.

27. (a) Sean w € R", w # 0,y § = {z € R" : wTz = 0}. Demuestre que d(v,S) =

[wTv|/|lw|| y que Psv=v — 22

(b) Sea W = {z € R" : w”z = b} con w como en el punto anterior y b € R no
necesariamente nulo.

w.

i. Demuestre que si wy € W, entonces d(v, W) = d(v — wy, S), siendo S =
{z € R* : w'z = 0}. Interprete la igualdad geométricamente.

ii. Demostrar que d(v, W) = |wTv — b|/||w]|

wTv

wlw"

28. Sean w y S como en (a) del ejercicio anterior. Para cadav € R*sea T'(v) = v—2

(a) Considere w = [1 —1]7 y v =[1 2|7. Grafique juntos S, vy T(v).
(b) Compruebe que T(v) = Psv — Ps1v.



(c) Describa geométricamente la transformacion 7.

(d) Demuestre que para todo v € R™, T(v) = Hv, siendo H € R"*" la matriz
H =1 — —Z-ww”. (H es la matriz de Householder asociada al vector w).

(e) Demostrar que H es simétrica, no singular y que H~! = H = HT.
(f) Demostrar que las columnas de la matriz H forman una base ortonormal de
R".

29. Hallar el simétrico de v respecto del hiperplano & en cada uno de los siguientes
casos:

(a) S={z€R®: 2z +12—23=0} yv=1ab.
(b) S=gen{[~2 10 0]",[=1 01 077,000 —1]"}yv=[110 1] .

30. Encuentre una matriz de Householder H tal que H[1 1 —1]7 =[/3 0 0] .



