Practica 3 - Descomposicion QR-Cuadrados Minimos

Nota: considere en todos los ejercicios el producto interno canénico.

1.

. Seaw € R" tal que ||w|| = 1. Compruebe que P = ww

Suponga que las columnas de @ € R™™ (C"*™) son ortogonales dos a dos. j Qué
puede decir acerca de QTQ (Q7Q)?

. Se dice que P € R™" (C™*") es una matriz de proyeccién si PT = P (P? = P)

y P2 = P. Demuestre que si P es una matriz de proyeccién, entonces para cada
v € R™ (C"), Pv es la proyeccién ortogonal de v sobre el subespacio col(P), siendo

col(P) el subespacio generado por las columnas de P.
T es una matriz de proyeccién.

i, Cudl es el rango de P? j sobre qué subespacio proyecta?

Demuestre que P es una matriz de proyeccién si y sélo si I, — P es una matriz de
proyeccién. j Sobre qué subespacio proyecta I, — P?

i Verdadero o falso?

(a) Si las columnas de la matriz ) generan el subespacio S C R" entonces QQT
es la matriz de proyeccién sobre S.

(b) Si las columnas de la matriz () generan el subespacio S C R" y son ortogonales,
entonces QQ7 es la matriz de proyeccién sobre S.

(c) Silas columnas de la matriz @) son una base ortonormal del subespacio S C R"
entonces QQ7 es la matriz de proyeccién sobre S.

(d) Si las matrices P y P’ proyectan sobre el mismo subespacio entonces P = P'.

(e) Si P € R™™ es una matriz de proyeccién y P # I,,, entonces el rango de P es
a lo sumo n — 1.

(f) Si P es una matriz de proyeccién y existe P!, entonces P = I,,.

Encuentre la matriz P de proyeccién sobre el subespacio & en cada uno de los
siguientes casos:

(a) S=gen{[1 2 27, [-2 2 —1]T}.
(b) St =gen{[1 1 3|7, [-1 1 —1]T}.
(c) S={reR*: x; + 229 — 23 + 14 = 0}.

Sea A € R**®. Encuentre la matriz de proyeccién a col(A) sabiendo que rango(A) =
2 y que para cierta matriz B € R3%2



10.

11.

12.

13.

14.

. Sea A € R**. Encuentre la matriz de proyeccién a col(A) sabiendo que rango(A) =

SyquerfA=0sizT =111 1].

. Demuestre que si P € K" (K = R 6 C) es una matriz de proyeccién de rango k

entonces I, — P tiene rango n — k.

Considere la matriz
1/3  1/3  1/3
P=]1/3 5/6 —1/6
1/3 —-1/6 5/6
i) Compruebe que es una matriz de proyeccion.

ii) Encuentre una matriz de columnas ortonormales Q € R*** con k = rango(P),
tal que P = QQ7.

Encontrar la descomposicion QQR, tanto no normalizada como normalizada de las
siguientes matrices:

1 2 12 4 123 1
a) [0 1] b)[01 1] ¢ 011 d)lllll.
1 4 146 146

Suponga que A es una matriz real n X m tal que A = QyRy, con @y € R™™ de
columnas ortogonales, y Ry € R™*™ triangular superior y con unos en la diagonal
principal. Demuestre que las columnas de (g forman un conjunto generador orto-
gonal de col(A), y que las primeras ¢ columnas de @y generan el espacio generado
por las primeras 7 columnas de A.

Nota: resuelva el ejercicio sin suponer que Qg y Ry son las que se obtienen aplicando
el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a las columnas de A.

Sea A € R™™™ de rango k tal que A = QR con Q y R tales que Q € R™ * tiene
columnas ortonormales, y R € R¥*™ es triangular superior y de rango k. Demuestre
que las columnas de @ forman una base ortonormal de col(A), y que P = QQ7 es
la matriz de proyeccién sobre col(A).

Sugerencia: demuestre primero que si A y B son matrices tales que A = BC para
cierta matriz C, entonces cada columna de A es combinacién lineal de las columnas
de B, en otras palabras, col(A) C col(B).

Nota: resuelva el ejercicio sin suponer que () y R son las que se obtienen aplicando
el método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a las columnas de A.

Explique por qué

A: :QR’

S O =
o O N
Ot = W

con Q = I3 y R = A no es una descomposicion QR normalizada de A. ; Es posible
obtener una descomposiciéon QR normalizada de A a partir de las columnas de Q7
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15. Encontrar una descomposiciéon QR normalizada de la matriz A € R™*"

]_ Q1 Qp_1

]_ o1 - Op1
A=

1 o1 o Oy

16. Encontrar, resolviendo las ecuaciones normales, todas las soluciones por cuadrados
minimos de la ecuacién Az = b:

(a)

—1 2 4
A= 2 =31, b=1|1
-1 3 2
(b)
110 1
110 3
A= 1 011}’ b= 8
1 01 2
17. Sean
3 4 11
A=| -2 1|, b=| -9 |, u:l_?] y v:[_g].
3 4 5

Calcule Au y Av, y comparelos con b. ; Podria ser u la soluciéon por cuadrados
minimos de Az = b7 (Conteste sin calcular las soluciones por cuadrados minimos.)

18. En cada caso, resuelva por cuadrados minimos la ecuacién Az = b utilizando una
descomposicién QR normalizada de la matriz A:

(a)

1 2 2
A=|[2 1 b=13
1 -1 0



19. Califique cada afirmacion como verdadera o falsa. Justifique cada respuesta.
(a) El problema general de cuadrados minimos consiste en encontrar los z € R”
que hacen minima la distancia entre Ax y b.

(b) Una solucién por cuadrados minimos de Az = b es un vector Z tal que Az = 13,
siendo b la proyeccién ortogonal de b sobre el espacio columna de A.

(c¢) Una solucién por cuadrados minimos de Az = b es un vector Z tal que para
todo z € R”, ||b — Azx|| < ||b — AZ]].

(d) La ecuacién AT Az = ATb siempre tiene solucién.
(e) La ecuacién AT Az = ATb siempre tiene solucién tnica.

(f) Silas columnas de A son linealmente independientes, entonces la solucién por
cuadrados minimos de Az = b es 1nica.

(g) Si b pertenece a col(A), entonces toda solucién de Az = b es una solucién por
cuadrados minimos.

20. Suponga que z = [1 2 — 1]7 es una solucién por cuadrados minimos de la ecuacién
Ax = b con

11 2
A= -1 2 1
-1 10

i) Encuentre todas las soluciones por cuadrados minimos de tal ecuacidn.
ii) Sabiendo que ||b|| = 3, halle los posibles valores de b .

21. Sea A € R™*™

(a) Demuestre que Nul(A) = Nul(ATA). (Sugerencia: demuestre primero que
T ATAz =04 Az =0.)
(b) Demuestre a partir del punto anterior que rango(A) = rango(A” A). (Sugeren-

cia: emplee la relacién que existe entre el rango de una matriz B, la dimension
de Nul(B) y el niimero de columnas de B.)

(c) Demuestre que AT A es inversible si y sélo si rango(A) = m, es decir, si y sélo
si las columnas de A son linealmente independientes.

(d) Demuestre que el problema de cuadrados minimos Az = b tiene solucién tinica
si y sélo si las columnas de A son linealmente independientes, y que en tal
caso la tinica solucién es & = (AT A)"1ATb (a la matriz A% = (ATA)71AT se la

denomina matriz pseudoinversa de A). Compruebe ademés que A*A = I,,.
22. Calcular, si existe, A* para cada matriz A del ejercicio 16.

23. Sea B = {uy,...,u,} C R™ una base del subespacio S y sea A € R™™ la matriz
que tiene por -ésima columna a u;. Demuestre que P = A(ATA)71AT = AA% es la
matriz de proyeccién sobre S.



24.

25.

26.

27.

Empleando este resultado, halle la matriz de proyeccion sobre el subespacio S del
ejercicio 6 (a).

Hallar la recta que ajusta mejor a los siguientes puntos y graficar en cada caso:

(a) (0,1), (1,1), (2,2) ¥ (3,2).
(b) (17 1)a (1a2) y (1a _1)'

Demostrar que dados los puntos (z1,¥1),- - -, (Zn, Yn), la recta que mejor se ajusta a
ellos es Unica si y sélo si por lo menos dos de los puntos tienen abscisas diferentes.

La siguiente tabla muestra, para algunos instantes ¢, la posicién medida p(t) de un
movil que se desplaza en linea recta.

t (seg.) | 1 2 3 4 5
p (m.) [ 5.07 1043 15.94 21.63 27.49

(a) Suponiendo que la velocidad del mévil es constante, halle la funcién de posicién
p(t) que ajusta mejor a los datos y estime la velocidad.

(b) Suponiendo ahora que la aceleracién del mévil es constante, encuentre la fun-
cién p(t) que ajusta mejor a los datos y estime la aceleracion.

(c) Situviera que elegir entre la hipdtesis efectuada en (a) y la hipétesis efectuada
en (b),  por cudl se inclinaria? ; por qué?

Dados los puntos (1, 41), - - -, (Tn, Yn), denominemos: Sz = 30 x;, S a2 = Y1, 22,
DY =2 Yi, 2oy =y x;y;. Demuestre que la recta y = a4+ Bz es la que mejor
ajusta a los puntos dados si y sélo si « y 3 verifican

na+ﬁZw = Zy
ad z+Bd 27 = > zy

i) Encuentre férmulas para ay 5.
ii) Compruebe que la recta que mejor ajusta a los puntos dados siempre pasa por

el punto P = (%—w, z;l—y)



