Practica 7 - Normas de Vectores, Transformaciones

10.

Lineales y Matrices

. Para cada uno de los siguientes vectores z, calcule ||z]|; ¥ ||%|co:

2 =57, (20 0 =37, [2 -5 5, [i —i1—1].

Grafique la circunferencia unitaria S; = {z € R? : ||z|| = 1} considerando las
normas 1, 2 e co.

Hallar los puntos de S = {x € R? : 21 + 2o = 0} que se encuentran m4s cerca de

[1 1], considerando las normas || - |1, || * [l2 ¥ || - [|co-
Demuestre que || - ||1 ¥ || - ||co SOn normas.
Compruebe que las normas || - ||; y || - ||« en R? no verifican la identidad del

paralelogramo (vea el ejercicio 5 (c) del T.P. 2) y por lo tanto no son inducidas por
un producto interno. ; Es cierta esta afirmacién en R" ?

Suponga que || - || es una norma en R" y que A € R"*" es inversible. Demuestre que
si define ||z||a = ||Az||, || - || o es una norma.

Empleando el ejercicio 6 compruebe que las siguientes son normas:
a) [zl = /(221 +22)2 + (w1 — 22)2 © € R, (b) ||z]| = max(2|z], [3z1 — 27.])
r € R?, (¢) ||z]| = |71 + mo — z3| + |21 — 2%2] + |31 + 22 — 73] T € R3.

. Para la siguientes sucesiones de vectores x,, encuentre el limite x,, en las normas

-1l -z y - lleo-
inis e
(a) x, = 772_22 (b) x,, = Z—j-; (c) x, = 7?;12
sen(n) (=1)"(n+1) (=1)"(n+1)
n n n2
(a) Sea V un espacio vectorial con norma || - ||. Demuestre que
lu|| = |v]|| < ||u—wv|| paratodowy venV.

(b) Empleando el punto anterior demuestre que si u, converge a u., entonces
lim,, o ||tn|| = ||uco]|- ¢ Vale la reciproca?

Demuestre que cada una de las siguientes son normas en Ps

(a) [lpll = maxyejo, [p(¢)]-

(b) llpll = max{[p(0)|, |p(1/2)], |p(1)[}-
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Calcule ||1 + ¢ + ?|| en cada una de esas normas.

Sea B una base ordenada del R-espacio vectorial V' de dimension n, y sea cp el
isomorfismo de coordenadas.

(a) Suponga que ||-|| es una norma en R". Demuestre que || - ||y, definida mediante
lv|lv = |les(v)|], es una norma en V.

(b) Suponga que || - ||y es una norma en V. Demuestre que || - || es una norma en
R™ si se define ||u|| = ||cg*(u)||y. (Recuerde que cz'(u) es el tinico v € V tal

que cg(v) = u.)

Sea V = Py y sea B = {1;1 + t;t + t*} una base ordenada de V. Encuentre para
cada una de las normas || - ||;, || - |l2 ¥ || - |lo en R3, una férmula para la norma
la + bt + ct?||v en V que se definié en (a) del ejercicio 11.

Sean V' y B como en el ejercicio anterior, y sea || - ||y la norma definida por

ol = { [ spar)

Encuentre una férmula para la norma |[[a b c]7|| en R?® que se definié en (b) del
ejercicio 11.

Sea || - || : R?> — R definida por ||z|| = max{|2z:|, |3z2|}. Demuestre que || - || es
una norma y grafique la bola unitaria. Pruebe que tal norma es equivalente a las
normas 1, oo y 2.

Idem anterior pero en R® con ||z|| = 2|z1| + 3|za| + |73].

Determinar si las normas de los dos ejercicios anteriores son normas inducidas por
un p.i.

Demuestre que ||z|| = \/xf + 172 + 73 es una norma en R2. Grafique la bola
unitaria y pruebe que tal norma es equivalente a la norma 2 (Sugerencia: encuentre
un p.i. tal que || - || sea la norma inducida.)

Demostrar que |[[z; zo]7|| = \/430% + 2az175 + 473 es norma en R? si y sélo si
—4 <a<4.

(a) Sea T :V — W una transformacion lineal inyectiva y || - || una norma en W.
Pruebe que si se define ||v||y mediante ||v||y = ||T(v)|lw, || - ||v es norma en V.

(b) Use el punto anterior para demostrar que las siguientes expresiones definen
normas en Py (es decir, identifique W, la transformacién 7'y la norma || - ||w)

i) [Ipll = [p(0)] + [p(1)] + |p(2)], i) [|p|| = max{|p(0)], [p(=1)], |p(1)|},
iii) ||p|l = Jfy tlp(t)|de.



