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SUGERENCIAS PARA LA RESOLUCION DE LA SEGUNDA PARTE DEL TRABAJO
PRACTICO 5
(por Ada Cammilleri)

Obs.: En todos los casos, para cada una de las matrices que aparezcan, la factorizacién indicada es
una de las posibles.

1.
Suponemos conocido que la solucién general de un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales
X' = AX para A € C"*", en el caso que A sea diagonizable, se expresa de la forma

X(t) = creMtuy + + cae™tug + - -+ cpeto,

donde {v1,v2,...,v,} es una base de C™ cuyos elementos son autovectores de A, A1, Aa,..., A\, son los
correspondientes autovalores (esto es, Av; = \jv;, Vi), v ¢1, ¢, .. ., ¢, constantes arbitrarias en C.
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2.

La condicién inicial determina que ¢; =

(b)

A partir de la solucién general indicada en 1.(c), la condicién inicial determina que ¢; = %3, co =

oojut
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3. Dado que A € R™ ", siendo A = a + bi € C autovalor de A, se verifica que eMv; y M7, siendo v,
autovector de A asociado a A, son soluciones del sistema X’ = AX. Nos interesa considerar el caso b # 0.
Si queremos encontrar soluciones reales del sistema consideramos que

X1(t)
Xo(t)

e (cos(bt)w + sen(bt)ws)
e (cos(bt)wy — sen(bt)wy )



donde wy = %(vl +77) y wy = %(vl —T1), son soluciones linealmente independientes de X' = AX.

Observemos, en primer lugar, que tanto X (¢) como Xz (t) son funciones a valores reales. Este hecho
es consecuencia de que tanto w; como wsg son vectores con componentes reales.

Verifiquemos que X7 es solucién de X’ = AX (en forma andloga se puede verificar 1o mismo para X5)

Primero calculemos X7.

X, = e"a(cos(bt)wy + sen(bt)ws) + b(—sen(bt)w; + cos(bt)ws)] =
= e"[cos(bt)(aw; + bwsy) + sen(bt)(aws — bwy))

Por otra parte
AX; = e™[cos(bt) Awy + sen(bt) Aws)]
La verificacién se completa observando que

Awy = aw;p + bws

Awy = awq — bw;

Para estas tltimas relaciones basta considerar, por ejemplo, que como Av, = M\v; y AT, = A7,
resulta

(v1 + 1) (v —v1) _
2

A(v1 +71) = 2Aw; = avy + bivy 4 av7 — bivy = 2a + 2bi

= 2aw; + 2bws

La independencia lineal, en el conjunto de funciones a valores reales, del conjunto {X7, Xo} es conse-
cuencia de la independencia lineal del conjunto {vy,77} en C™.
(Para probar esta dltima observacién, sean «, 5 € R tales que aX; (t) + X2 (t) =0, Vt. En particular,
para t = 0, obtenemos que
awy + Pwse = 0.

De la definicién de w; y we, obtenemos entonces que
(o + Bi)v1 + (a — Bi)or = 0.

Luego, dado que {v1,77} es Li. en C" por ser autovectores asociados a autovalores diferentes, A\; y A\;
respectivamente, deben ser a+ fi =0y a — 3i = 0. Con esto, resultaa =0y §=0)
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Una base del espacio de soluciones reales de X' = AX es {X;(t) = ( _csczg% ) , Xo(t) = ( ::2223 )}
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Una base del espacio de soluciones reales de X’ = AX es {X;(t)=¢e2 | 0 |,

0
cos(t) — sen(t) —2cos(t) — isen(t)
Xo(t) =€t sen(t) , X3(t) =€t cos(t) 1.
cos(t) + sen(t) cos(t) — sen(t)
4.
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Si planteamos una solucién X (t) = ¢;e(2+9* ( 9 il > + et ( 9 i ; ), a partir de la condicién

1427 co = 1—24

inicial se determina que ¢; = 5%, AL

. . . 5cos(t) —5sen(t)
2t 2t
Si nos interesa plantear una solucién real X (t) = cie ( 2c08(t) — sen(t) ) +coe ( cos(t) — 2sen(t) )’

la condicién inicial determina que ¢; = §,co = 2
5. Recordemos que para resolver el sistema no homogéneo
Y' = AY + B(t)™,

a partir de una factorizacién de A, A = PDP~! con D diagonal, se considera hacer una cambio de variable
Y = PX, multiplicar la ecuacién Y’ = AY + B(t) a izquierda por P! y resolver el sistema (equivalente)

X' =DX + P 'B(t).

Obtenida la solucién general X (¢), expresada como la suma de la solucién general del sistema X' = DX,
notada X (), més una solucién particular Xp(t) del sistema completo, X (t) = Xy (t) + Xp(¢), haciendo
Y (t) = PX(t) se obtiene la solucién general del sistema original **).
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6. La solucién general de X’ = AX para A € C2*2, en el caso que A tenga dos autovalores Ai, Ao
diferentes se expresa como X (t) = ¢1 eMty 4+ coe*?tvy donde v1, vo son sus correspondientes autovectores,

Xp(t) =

y c1,co constantes arbitrarias en C. Por lo tanto, considerando que X(t) = cje™* ( ; ) + coe3? ( ? )
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una posible A es A= PDP~" con P—<2 1>,D_( 0 3>.



7.
(a)SiYy = ( z; ) es solucién de (2), entonces y} = ya2, ¥4 = —bys — ayz. Luego y{ + ay] + by1 =
= ybh +ays + by; = 0, esto es, y; cumple (1).

(b) Si y1 es solucién de (1) entonces y” + ay’ + by = 0. Si definimos ¥V = ( zl ) = ( 5, ) verificamos
2

/
, (Y o 0 1 ¥\ 0 1 .
que Y’ = ( ! ) = ( b —a ) ( J ) = ( b —a Y. Esto es, Y es solucién de (2).

(c)
El polinomio caracteristico de A es det(A — M) = A? + a\ + b y coincide con el polinomio asociado a
la ecuacién (1).

8.
Para encontrar la solucién general de
X' =Ax®™

proponemos, a partir de una factorizacién de A de la forma A = PJP~!, donde J es una matriz triangular
superior con los autovalores de A sobre la diagonal principal y algunos ”1” y ”0” por encima de dicha
diagonal, efectuar un cambio de variable X = PY, multiplicar la ecuacién dada a izquierda por P~ ! y

pasar a resolver el sistema (equivalente)
Y' = JY.

Obtenida la solucién general Y (t) de este tltimo sistema , la solucién general de *) se expresard como
X(t) = PY(t).

(a)
Veamos primero cémo encontrar las matrices P y J con las condiciones indicadas. Llamemos v; a la
i-ésima columna de P. Como —1 es el tinico autovalor de A y la dimensién del autoespacio asociado es 1,

planteemos J = ( _01 _11 ) De ser AP = PJ, se obtiene que
A’Ul = —U
A’UQ = U1 — V2

Estas relaciones nos dicen que vy es autovector de A y que (A + I)va = vy. Tales condiciones se

verifican definiendo, por ejemplo, v; = ? y vy = ( (1) , con lo cual podemos factorizar A = PJP~!
2 1 -1 1
conP—<1 O>yJ—< 0 —1 )
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En cuanto a la resolucién del sistema, se obtiene que X (t) = ac C_Z,Cf te ) y, en consecuencia
2

Y(t) = (c1 + cat)e™? ( ? ) + coe™! ( (1) )

(b) Un planteo andlogo al empleado en el inciso (a) se puede aplicar para obtener las factorizacién de A.

1 1 0 -1 1 0 cre b+ cotet
A=PJP !donde P = 1 0 0 |,J= 0O -1 0 LX) = coet
0 0 1 0 0 -1 cge”!

1
Y(#)=(c1+cat)e™® | 1 | +cee™®| 0 | +czet| O
0



(c) Un planteo anélogo al empleado en el inciso (a) se puede aplicar para obtener las factorizacién de A.
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(d)

En este caso, —1 es el tinico autovalor de A y el autoespacio asociado tiene dimensién 1. Planteamos

-1 1 0
J = 0o -1 1 . Llamemos v; a la i-ésima columna de P. De ser AP = PJ, se obtiene que
0 0 -1
A’Ul = —U
A’UQ = V1 — V2
A’Ug = Vg — U3

Estas relaciones nos dicen que v; es autovector de A, que (A + Ivy = v1 y que (A + I)vs = vy. Tales

-1 0 0
condiciones se verifican, definiendo, por ejemplo, v; = 0 , Vg = -1 y vg = O , con lo
-1 1
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cual podemos factorizar A = PJP~! con P = 0 -1 0 yJ= 0o -
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En cuanto a la solucién del sistema
cre”t 4 cote™t + %’*th*t
X(t) = cae”t + cgte™?
0364
y, en consecuencia
-1 0 0

o

Y(t) = (Cl + cot + Cg%)eit 0 + (02 + Cgt)eit -1 + Cgeit
-1 1 -1



