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1 Revisién de Matrices
2"=a=z= {/]a|- () on k = 0,1,...,n—1
elatid)t — ea(cos(bt) 44 - sin(bt))

1.1 Propiedades de las matrices

AB) ' =B1A-1

(
(4n) ! = (4
(
(

AB) = BT AT
n A7l = Ttl(A) adj(A)

1.2 Propiedades de los determinantes
Sean A, B € R™*"™:

1. det(AT) = det(A),
2. det(AB) = det(A) det(B),

Si una fila de A se suma a k-(otra fila) para producir una matriz B, det(B) = det(A),

- w

Si dos filas de A se intercambian de lugar para producir B, det (B) = —det(A),
5. Si una fila de A se multiplica por k para producir B, det (B) = k - det (A),
6. Si toda la matriz A se multiplica por k para producir B, det (B) = k™ - det(A),

7. Si A es una matriz triangular, det (4) = [T\, ai;.

1.3 Espacios fila, nulo y columna de matrices

Sea A € R™*™,

Espacio nulo: Nul(A) = {z € R™: Az =0}

Espacio columna: Col(A) = {b € R" : Az =b para alguna z}

Espacio fila: Fil(A) = {z € R™: x es combinacion lineal de las filas de A}

Propiedades:

nul(A) = nul(AT A) = (fil(A))*
» nul(AT) = nul(AAT) = (col(A))*

» 7g(A) = rg(AT A), con lo cual AT A es inversible < A es inversible
= dim (col(A)) = dim (fil(A))

a col(A) @ col(A)* = R

» fil(A) @ fil(A)t = R™

w rg(A) + dim (nul(A)) =m

Sean A € K"*™ y B € K"*"  entonces:



Col (BA) C Col(B) (son iguales si rg (A) = n)

s Nul(A) C Nul (BA) (son iguales si rg (B) = n)
Sirg(A) =n=rg(BA)=rg(B)

Sirg(B)=n=rg(BA)=rg(A)
Col (A) LCol (B) <= ATB =0

1.4 Matrices equivalentes y semejantes

Matrices equivalentes: dos matrices A y B son equivalentes si existen otras dos matrices E y F regulares tal
que A = EBF'. Dos matrices equivalentes pueden pensarse como dos descripciones de una misma TL, pero con
respecto a bases distintas.

Matrices semejantes: dos matrices cuadradas A y B son semejantes (notamos A ~ B) si y solo si existe una
matriz P inversible tal que B = P~'AP 6 A = PBP~!'. Dos matrices semejantes pueden pensarse como dos
descripciones de un mismo operador lineal, pero con respecto a bases distintas. Estas dos matrices cumplen que:

1. det(A) = det(B)
2. tr (A) =tr(B)

2 [Espacios Vectoriales

’ Espacio \ Dimensién

R™ n
Cé n
Ch 2n
Knxm nxm
P, n+1
Cla, b] 00

2.1 Propiedades de los subespacios

Oy €S

S es un subespacio vectorial del espacio Vi <= { (az+y) €SVa,yeVyVack

2.2 Independencia lineal

Combinacioén lineal: El vector = es una combinacion lineal de vi,vs,...,v4 81 ¢ = @1v1 + Vo + ...+ qug ¥y
ai,as, . ..,aq no son todos nulos.
Independencia lineal: z es LI si 0 = ajv1 + agve + ...+ aqvy y a1 = ag = ... = a4 = 0. Dos vectores son LD

si son proporcionales. Un subconjunto de un conjunto LI sigue siendo LI.



2.3 Operaciones con subespacios
Sean S1,S5%,...,5, subespacios de V.

1. Interseccion: S=N_, S, ={zeV:zeSVi=1,...,q}.
2. Suma: S =" S; = gen{J.~, B;}, donde B; es base de S;.
3. Unién: S = 51 U S5 es un subespacio cuando S; C Sy 6 Sy C 55.

4. Suma directa: S;,53,...,.5, estdn en suma directa <= la unién de sus bases es base de V .

Dos subespacios son suplementarios cuando estan en suma directa y su suma es todo el espacio.

2.4 Bases

. _ {v1,...,v,} genera V
Si dim(V) = n, {v1,...,v,} CV es base de V <— { {01, o0} os LT

2.5 Coordenadas de un vector en una base

Si {v1,va,...,v,} es base de un espacio vectorial B y * = ajv; + agva + ... + @, entonces Cp (z) =
(a1, Q9,...,ap).

Dado un vector y una base, las coordenadas de ese vector en esa base son tnicas.

Cp(v+w)=Cp(v) + Cp(w)
Cp (kv) = ]C'CB(U)

{v1,v2,...,v.} es LI <= {Cp (v1),Cp (v2),...,Cp (v;)} es LI para cualquier base B.

Vv,wEVkaEK:{

2.6 Matriz de pasaje

Sean B = {vy,va,...,u,} y C = {wy,wa,...,w,} bases del espacio V. Las matrices de cambio se base son:
| | |
Cpc=| Cc(v1) Cc(va) -+ Co(vn)
| | |
| | | 1
Cep=| Cp(w1) Cp(wz) -+ Cp(wn) | =Cphe

Ademés: si B y C son bases ortonormales, entonces Cgc es una matriz ortogonal.

2.7 Teorema de la dimensién

dim(S + H) = dim(S) + dim(H) — dim(S N H)

dim(S+ H +T) = dim(S) + dim(H) + dim(T) —dim (SN (H +T)) —dim(H N T)



3 Producto Interno

3.1 Axiomas
Sea < e, >: Vx X Vg — R un producto interno.

1. <z,y>eKyVe,yeV

2. <zyy>=<7y,x>VVr,yeV

3. <Ar,y>=A<z,y>Vr,ycVyvrekK

4. <z, y>=A<z,y>Ve,yecVyVvieK

5. <zyy+z>=<z,y>+<x,2>Vr,y,zeV

6. <z,x>=0Vx €V (si <x,z>=0 entonces x = 0)

3.2 Productos internos canénicos (PIC)

En R": < z,y >=zTy

En C":< x,y >=xfly

En R™*™:< A, B >=tr(ATB)
En C"*™ : < A, B >=tr(AEB)
En Pgla,b] : < p,q >= [ p(t)g(t) dt
En Pcla,b] : < p,q >= f:@g(t) dt
En Cgla,b] : < f,9 >= [ f(t)g(t) dt
En Cola,b] : < f,g >= 7 F(t)g(t) dt

3.3 Definiciones

Ortogonalidad: < z,y >= 0 <= z_Ly.
Norma de un vector : |x\2 =< z,x >. La norma depende del producto interno.

Propiedades de la norma:

1. || e RVz €V

2. |z| >0 (2] =0 <=z =0)

3. k-2l = k] - 2]

4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: | < z,y > | < |z| - |y|, 2,y € Vk. Son iguales si x es paralelo a y.
5. Desigualdad triangular: |z + y| < |z| + |y|.

6. Teorema de Pitagoras: si x Ly entonces |z + y|2 = |x|2 + |y|2 La reciproca solo vale para R.

7. 1dentidad del paralelogramo: |z + y|* + |z — y|> = 2 (|x|2 + \y|2), Va,y e V.

Angulo entre dos vectores: cos(f) = T;ﬁ; con 0 € [0, 7], Va,y # 0,V EPI real.

Complemento ortogonal de un conjunto en un EPI: Sea A C Vg. At = {z € Vg :< 2,y >=0Vy €
A}. Para el calculo del complemento ortogonal a un subespacio de dimensién finita, alcanza con exigir la
ortogonalidad a un sistema de generadores.

Funcién distancia: d: Vg X Vg = R : d(z,y) = |z — y| = |y — |



3.4 Matriz asociada a un PI

Sea B = {v1,v2,...,v4} base de (Vk,e). Entonces G € K%, g;; =< v;,v; > es la matriz del producto interno:
01| (U17U22) e (v1,0g)
B O R R (e
: -
(vg,v1)  (vg,v2) -+ |vg]
Propiedades:

m g >0Ve=1,2,...,q.
« GH =G
= (G es definida positiva.

« 3G7L

3.5 Expresion matricial de un PI

Si B es base de Vi y G es la matriz del PI en esa base, entonces Vz,y € V :

<,y >=Cf(x)- G- Cp(y)
Propiedades:

= La matriz de un PI en una BOG es una matriz diagonal.

» La matriz de un PI en una BON es la matriz identidad.

3.6 La mejor aproximaciéon en EPIs

Sea V un espacio vectorial de funciones, y W un subespacio de V. Si se quiere aproximar f € V con una funciéon
g € W, la mejor aproximacién serd la proyecciéon ortogonal de f sobre el subespacio W.

4 Proyecciones y Matrices de Proyecciéon

Sea S C Vy S+ su complemento ortogonal, entonces V& € V:

4.1 Propiedades de la proyeccion

= Pg () es el vector de S mas proximo a x.

» Ps(v) =v<=veSyademds Ps(w) =0+=w e S+.

Por Pitagoras: |z|* = |Ps (z)|* + |P¢ (x)|2V1: e V.

|Ps(x)] < |z| (si |Ps(z)| = |x| entonces x € S)

d(z,5) = |Pg (x)]



4.2 Expresion de la proyeccién y la reflexion

Sea S un subespacio de V, y B = {v1,v2,...,v,} una BOG de S. Entonces Vz € V:

4.3 Proyecciones y TLs

Sea T : Vk — Vi una transformacion lineal tal que { ]\-;Zl((]izs)):,s‘i ysea B = {v1,va,...,0q,Vg+1, Ugt2; - - -, Un}
€S €S+
una base de V, entonces la matriz de la TL es:
= 0
1
[PS]B = 0
L0 - 0 |

(tantos 1 como la dimension del espacio sobre el cual proyecto, y tantos 0 como la dimension del complemento
ortogonal)

Nota: la matriz de un operador proyeccion en una BON es una matriz de proyeccién. En cualquier otra base,
no lo es.

4.4 Reflexiones y TLs

TWw)=v,YveS

Sea T : Vg — Vg una TL tal que {T(v)v,VveSl y sea B =
{v1,v2,...,0q,Vq41,Vg42, - - ., U} una base de V, entonces la matriz de la TL es: %
€S €S+
~ _ S
1 0 N Ps(v)
1
[T}B o —1 Rs(v)
6 . . -1 Figura 1: Proyeccién y re-
B - flexion.

(tantos 1 como la dimension del espacio sobre el cual reflejo, y tantos —1 como la dimensién del complemento
ortogonal)

4.5 Matriz de Householder

La matriz de reflexiéon sobre un subespacio de dimensién n — 1 que es ortogonal a un vector w en un espacio de
dimension n se puede obtener mediante la expresion:

wT

w
H=1,- 2%
d wlw

Propiedades de la matriz de Householder:




Es involutiva: H o H = 1.

Es simétrica: HT = H.

Esinversible: 3IH 'y H ' =H

Es ortogonal: HTH = HHT = Id.

4.6 Rotaciones en R3

Sea B = {v1,v9,v3} una BON de R? y sea T la rotacién de 6 grados alrededor del eje v;.

1 0 0
[T =] 0 cos(f) —sin()
0 sin(f) cos(0)

4.7 Proceso Gram-Schmidt

Dada una base {z1,z2,...,z,} para un subespacio W de R", defina:
U] =2
= Uy = T2 — % * U1
. v, =Ty, — if:i -vl—%wg—...—%-%_l

Entonces {v1,vg,...,v,} es una BOG para W.

4.8 Matrices de Proyeccion

Trabajamos con el producto interno canoénico y sobre K, K=R o C.

P2=P

P € K"*" es una matriz de proyeccién <= { pH _ p

Propiedades:

= col(P) = nul(P)*

= P.y=y<=y e col(P)

= Si Pg es matriz de proyeccién sobre Sy Pg. es matriz de proyeccién sobre S+ entonces Pg + Pgr = Id

= Las columnas de P son una base del espacio sobre el cual proyectan.
= rg(P) =tr(P)
w det(P)#0si P#1Id

= Si P, y P; son matrices de proyeccion, y Py - P, = P> - P = 0, entonces P; + P, es matriz de proyeccién

y rg(P1 + P2) = rg(P1) +rg(P2)

Obtencion de la matriz de proyeccion:

= Sea () una matriz cuyas columnas son una BON de S C V. Entonces la tinica matriz de proyecciéon sobre

S es [Ps] = QQT. La matriz de proyeccién sobre S+ es [Py | = Iy — [Ps]

» Sea B = {v1,v,...,04} una base de S, y A la matriz que tiene por columnas a vy, va, ..
Ginica matriz de proyeccioén sobre S se obtiene mediante [P;] = A (A" A)_l AT = AA#

.,q. Entonces la



4.9 Inversas y pseudoinversas

Pseudoinversa: Sea A € K"*? tal que rg (A) = q. La matriz pseudoinversa de A es A% = (A7 A)"1AH

Propiedades:

Si A es cuadrada e inversible, A~! = A#

n A% ¢ RIX7™

A#A = Id,
= AA# = [Pleoia)

= Nul (AA#) = [Col (A)]"

4.10 Cuadrados minimos

Sea A € K", x € K9, b € R*. Si Az = b tiene una solucién exacta,
entonces b € Col(A). Si b ¢ Col (A), intentamos hallar una solucion & € K¢ o b
(la solucién por cuadrados minimos) tal que:

7= Col(A)
= |Ad — b| < |Au—b| Vu € K9, o=
= d(AZ,b) < d(Au,b) Vu € K9,
. |A§;| < |b| (son iguales si b € Col (A)), Figura 2: Cuadrados minimos.

= Ecuaciones normales de cuadrados minimos: AT Az = ATH

Ai € Col(A)

. Agc:b:PcozA(b)‘:){ b— Az € Col (A)*

Observaciones:

1. Si & = 0 entonces b € [Col (A)]". La reciproca solo es cierta si A es inversible.

2. Si las columnas de A son LI, la solucién por cuadrados minimos es tinica y se obtiene mediante & =

(ATA)f1 ATb = A#b. Si las columnas de A son LD, el sistema AT A% = ATb tiene infinitas soluciones, y
éstas son de la forma £ =2, + In

ENul(A)

3. Si b e Col(A), entonces toda solucion de Ax = b es una solucion exacta y por cuadrados minimos.

4. El error de aproximacion € es igual a ’b — 13‘

4.11 Regresion lineal

Sean los puntos P; = (z;,y;) con i =1,2,...,n. La recta que mejor aproxima a los puntos es y = a + Sz, y los
1 = Y1
. . . . 1z a Y2 .
coeficientes «, 8 se obtienen resolviendo el sistema | . . 3 = . por cuadrados minimos.
1 x, Un,

4.12 Solucién por cuadrados minimos de norma minima

La solucién por cuadrados minimos de norma minima pertenece al espacio Fil(A) y se obtiene como Z = AT,
siendo AT la pseudoinversa de Moore-Penrose de A.



5 Transformaciones Lineales

Sea T € L(Vk,Wx) y A= [T]|gz. con B base de V' y C base de W la matriz de T.

5.1 Condiciones de TLs

1. T(u+v) =T (u)+ T (v) con u,v € V.
2. T(e-u)=a-T(u)conueVgyaek.

3. T (Oy,) = Ow,.

5.2 Nucleo e imagen

Nicleo: Nu(T) = {v € Vg : T (v) = Ow} = C5'(Nul (A)). Es un subespacio.
Imagen: Im (T) = {w € Wx : T (v) =w con v € Vg} = C;'(Col (A)). Es un subespacio.
Laimagen de una TL puede obtenerse como lo que generan los transformados de una base del espacio de partida.

Teorema de la dimension: Sea T € L(V, W) y sea dim (V) = n (finita). Entonces:

dim(V) = dim (Nu(T)) + dim (Im(T))

5.3 Clasificacién de TLs

5.3.1 Inyectividad (monomorfismo)

Una TL es inyectiva si verifica: v1 # vo = T (v1) # T (v2) Yv1,v2 € V.
Una TL es inyectiva <= Nu (T) = {Oy} < dim (Im(T)) = dim (V)

Una TL inyectiva transforma conjuntos LI a conjuntos LI. La reciproca también es cierta: si A es un conjunto
LI y es transformado en otro conjunto LI, la TL es inyectiva. Es decir: si T es inyectiva y A es LI, T'(A) es LL

Las matrices asociadas a TLs inyectivas tienen sus columnas LI.

Si dim(V) > dim(W), T no puede ser inyectiva.

5.3.2 Sobreyectividad (epimorfismo)

Una TL es sobreyectiva <= Im(T) = W.
Las matrices asociadas a TLs sobreyectivas tienen sus filas LI.

Si dim(W) > dim(V), T no puede ser sobreyectiva.

5.3.3 Biyectividad (isomorfismo)

Si dim(W) = dim(V), y Nu (T) = {0}, T es biyectiva.
Tes biyectiva <= si {v1,...,v,} es base de V, entonces {T" (v1),...,T (vn)} es base de W.

La matriz asociada a una TL biyectiva tiene sus filas y columnas LI, o sea que es una matriz inversible, o sea
que existe la TL inversa: T~ = [T]”~

Si dim (V) = dim(W), entonces o bien T es inyectiva y sobreyectiva, o bien no es ninguna.
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5.4 Matriz asociada a una TL

Sea T € L(Vk,Wk), sea B = {v1,v2,...,v,} base de Vy C = {wy,wa,...,wy,} base de W. Entonces T se
puede escribir como T (z) = Ax, con A € K™*1 tal que:

| | |
A=Tpe = CC(T|(’U1)) Cc(T‘(vz)) Cc(T|(vq))

Propiedades:
s Tge-Cp(v) =Cc (T (v)Vv eV
» v € Nu(T) < Cg (v) € Nul(4)
» we Im(T) < Cc (w) € Col(A)
s dim(Im (T)) = rg(A)

Teorema: sean V y W K-espacios vectoriales (K =R 6 C). Sea T : V — W. Si By y By son bases ordenadas
de V,y Cy y Cy son bases ordenadas de W, entonces rg ([T]5,¢,) = rg([T] g,c,)-

5.5 Teorema Fundamental de las TLs

Sea B = {vy,v2,...,v,} base de V y wy,ws, ..., w, vectores de W. Entonces existe y es tinica la TL que verifica
) 7 ) n y 7 ) ) n y q

que T (v1) = wy, T (v2) = wa,...,T (v,) = w,. Ademas, dada una TL y un par de bases, existe una tnica

matriz asociada. La reciproca también es verdadera: dada una matriz y un par de bases, existe una tnica TL

asociada.

5.6 Composiciéon de TLs

feL(V,W)ygeL(W,H)=gofeL(V,H)
Propiedades:

= Nu(f) € Nu(gof)

= Im(go f) C Im(g)

5.7 Operadores lineales :

Un operador lineal es una TL que va de un espacio en si mismo. Se escribe como TF¢géiaV3: Composicion.

Propiedades:

1. SiTy € L(V) y T € L(V), entonces T1 0o Ty € L(V).
2.8 TeL(V), T"=ToTo...0oT
—_—

6 Autovalores y Autovectores

6.1 Autovalores y autovectores de una matriz cuadrada

Autovector: Un vector v # 0 es autovector de A € K"*"«= I\ € K: Av = Jv.
Autoespacio: El autoespacio de A asociado a un autovalor A es Sy(A) = nul(A — XI).

Polinomio caracteristico: El polinomio caracteristico de una matriz A € K™*™ es py(\) = det(4 — AI), y
tiene grado n. Si K = R el polinomio tiene a lo sumo n raices. Si K = C tiene exactamente n raices.

Autovalor: Los autovalores de una matriz son las raices de su polinomio caracteristico.

Espectro de una matriz: o0 (A) = {\ € K: )les autovalor de A}

11



6.2 Multiplicidad geométrica y algebraica de un autovalor

my(N) = dim (Sx(A))
m,(A) = namero de veces que aparece A como raiz del polinomio caracteristico.

Siempre se verifica que: 1 < my (X) < mq (A).

6.3 Propiedades
Sea A € K"*™,

» A es singular <= 0 es un autovalor de A <= my (0) =n—k<=rg(A)=k<n.

Dos autovectores asociados a autovalores distintos son LI.

Si A € K2%2, entonces pa (\) = A% — tr (A) A + det(A).

Si todas las filas o columnas de A suman s entonces s € o(A).

Sea p (t) = apth +...+ a1t +ag (ar, # 0). Si \ es autovalor de A, entonces se cumple que p (\) es autovalor
de p(A), y para cada autovalor u de p(A) existe un autovalor A de A tal que p(\) = p.

Si A es autovalor de A...

1. X es autovalor de AT,

2. A7! es autovalor de A™! y Sy-1 (A7) = S, (A),
3. r- X esautovalor de r - A,

4. \* es autovalor de A¥, k e N

5. A+ es autovalor de A +r - I.

6.4 Autovalores y autovectores de operadores lineales

T : Vg — Vk. Un vector v # 0 es autovector de T <= T (v) = \v, con A autovalor de 7T

S\(T)={x€V: T(x) =X xy \autovalor de T} = Nuc(T — AI). Si B es base de V y A es la matriz de T en
esa base, entonces:

1. 0(A) =0 (T) VB base de V

2. z es autovector deT’ <= Cp () es autovector de [T]; = A
Propiedades:

s T(x)=A-z2=T"(x)=\"-z (neN).

Si A\ es autovalor de T, A\™! es autovalor de T!.

o [h(A)] = hlo (A)]
= O

Si h es un polinomio en K y T (z) = Az, entonces { Shooh (A) = Sx(A)

T : Vg — Vi es regular <= 0 ¢ o(7T)

6.5 Diagonalizacién

A € K"*™ es diagonalizable <= A ~ D <= existe una base de K" compuesta por autovectores de A < A
tiene n autovectores LI <= my, () = m, (\) VA € 0(A) <= 3 P inversible y D diagonal tal que: A= PDP~!,
siendo P la matriz de autovectores y D la matriz de autovalores.

12



6.5.1 Matrices trivialmente diagonalizables

= Nula: autovalor 0, autovectores: cualquier vector no nulo.

= Identidad: autovalor: 1, autovectores: cualquier vector no nulo.

a; 0 0
= Diagonal (A = 0o . 0 ): autovalores: a4, ..., ay,, autovectores: los que tienen sus componentes
0 0 an
nulas excepto la n-ésima.
k0 O
= Escalar (A= | o .. ¢ |.k€R): autovalor: k, autovectores: cualquier vector no nulo.
0 0 &k

= De proyeccién (A € K"*", dim S = ¢): autovalor 1 con m, (1) = mgy (1) = ¢, autovalor 0 con m, (0) =
mg (0) =n—gq

= De reflexion: autovalor 1 con m,, (1) = ¢, autovalor -1 con m, (0) =n —gq

6.5.2 Propiedades

Si A es diagonalizable entonces A™ es diagonalizable (D = D4n y 0(A™) = 0™(A)). La reciproca es falsa.

Si A € C™*™ tiene n autovalores distintos entonces A es diagonalizable. La reciproca es falsa.
det (4) = [[;=y Ai = pa(0)
(A)=3N

6.6 Autovalores complejos de una matriz real

Supongamos que A = a + bi con a,b € R, b # 0 es un autovalor de A € R"*". Entonces A = a — bi también
es autovalor de A y v € C" es autovector de A asociado a A si y s6lo si U es autovector de A asociado a A. En
particular, si {v,...,v,} es base de Sy entonces {T1,...,7,} es base de Sy.

6.7 Diagonalizacién de TLs

T € L(Vk) con dim(Vg) = n, es diagonalizable <= 3 B base deVx tal que [T], es diagonal <= 3 B base
de Vx formada por autovectores de T' <= T tiene n autovectores LI. Esa base es B y [T']; = diag(o (T')). Si
A =[T],, H cualquier base, entonces T es diagonalizable si y sélo si A es diagonalizable.

7 Diagonalizacion de Matrices Hermiticas, Formas Cuadraticas, DVS

7.1 Diagonalizacién de matrices simétricas y hermiticas
Matriz antisimétrica: Si A € R"*" es antisimétrica (A7 = —A) entonces:

= Los autovalores de A son imaginarios puros o nulos,
= Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales,

= A es diagonalizable unitariamente.

Matriz simétrica (hermitica): A € R"*" es simétrica (B = C"*™ es hermitica) si y solo si:
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1. A es diagonalizable ortogonalmente: A = PDPT (B es diagonalizable unitariamente con D real: B =
PDPH)

Propiedades:

» A(B) tiene n autovalores reales

Los elementos de la diagonal de A(B) son reales

det (A) e R
dim (Sx(A)(B)) = mq (\) VA € 0(4, B)

Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales
Matriz ortogonal: A € R"*" es ortogonal (B € C"*™ es unitaria) si y solo si:

1. AAT = ATA = Id (BBY = B"B = Id)
2. AT = A~ (BH = B7)
3. Las columnas de A (B) son BON de R™ (C")

Propiedades:

det (A) = £1. Si det (A) = 1, A es la matriz de una rotacion

Los autovalores tienen médulo 1, y pueden ser reales o complejos

Son matrices unitariamente diagonalizables

Los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales

Preservan los productos internos (< Az, Ay >=< z,y >) y las normas (|Az| = |x|)

Si C' es unitaria, BC'y C'B son unitarias

7.2 Descomposicion espectral de matrices simétricas

Si A= PDP~' = PDPT, las columnas de P son autovectores ortonormales 1, ..., u, de A y los autovalores
correspondientes Aq,...,.\, estdn en la matriz diagonal D. Entonces:

A= Aluluf + )\quug +...+ )\nunuf

7.3 Subespacios invariantes por una matriz o por una TL

S € K" es invariante por A € K"*" <= Vax € S: Az € S.
S C 'V es invariante por T € L(V) <= Vz e S: T(z) € S.

Propiedades:

= Si A\ es autovalor de T, entonces S)(T') es un subespacio invariante por T', puesto que Va € Sy (T) =
T (z) =Xz € Sx(T).

= No todo subespacio invariante es un autoespacio de T', pero si los subespacios invariantes de dimension 1.
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7.4 Formas cuadraticas

Una forma cuadrética en R” es una funcion @ : R® — R tal que Q (z) = 27 Az, donde A es una matriz simétrica
de n X n.

Teorema de los ejes principales: sea A una matriz simétrica de n x n. Entonces existe un cambio ortogonal
de variable, z = Py, donde P es una matriz ortogonal tal que det (P) = 41 e y es un nuevo vector, que
transforma la forma cuadrética 7 Az a una forma cuadratica yT Dy sin términos de producto cruzado: Q(z) =
ol Az = (Py)" A(Py) = y" (PTAP)y = y" Day = g(y)

Perspectiva geométrica de los ejes principales: sea la forma cuadrética Q (z) = 27 Az, con A = PDPT.
El conjunto de todas las € R™ : 27 Az = c es una elipse, una hipérbola, dos rectas, un punto o ningtin punto.
Si A es diagonal, la grafica estd en posicion estandar. Si A no es diagonal, la grafica estd girada hasta salirse
de la posicion estandar. Los “ejes principales” son los autovectores de A y son el nuevo sistema de coordenadas
para los cuales la grafica estd en posicién estdndar.

7.5 Clasificacion de formas cuadraticas

Una forma cuadratica Q (z) = 27 Az es:

’ ‘ Definicion ‘ Criterio 1 ‘ Criterio 11 ‘
Deﬁ'n'zda Q(x)>0,YVx #£0 a1 >0y det(A) >0 los autovalores de A son
positiva o

positivos
S’emz-c?e:ﬁm,da Q(x) >0,Vx det (Ag) > 0,k = los autovalores de A son
positiva ..
1,2,....n positivos o cero
Definida
X Q(x) <0,Yz #£0 aj; <0y det(A) >0 los autovalores de A son
negativa .
negativos
Semz-deﬁnzda Q(x) <0,Vx det (Ar) <0,k = los autovalores de A son
negativa .
1,2,...,n. negativos o cero
Indefinida Q(x) =20 los autovalores de A son
tanto positivos como
negativos

7.6 Optimizacion restringida

Teorema de Rayleigh: sea la forma cuadrética Q (z) = 7 Az, con A simétrica. Se verifica:

Qz

2

~

)\min (A) < S )\maz (A)

el

Sea extremar una forma cuadrética f : R"® — R, f (x) = 2T Az (A simétrica), sujeto a la restriccion |z| = . El
maximo de f es Apaz(A).0% y se alcanza en M = {x € Sy, .. (4) : |z| = a}. El minimo de f es A\nin(A4).02 y
se alcanza en m = {z € Sy, (A) : |z| = a}.

Sea extremar una forma cuadrética f : R® — R, f(x) = 27 Az (A simétrica), sujeto a la restriccion 7 Bx =
a?, y sea B definida positiva tal que B = PgDgPL. Mediante un cambio de variable y = /DgPLz (z =

\/Dglpgy), esto es equivalente a extremar g (y) = y7 (y/DBngAqu / D31> y sujeto a la restriccion |y| = a.

Entonces: maxg (y) = méx f(x), y ming (y) = min f(x). Los  en donde se alcanza ese extremo se hallan
realizando la cuenta z = Ppgy.

max

min

7.7 DVS
Valores singulares: VS (4) = /\; VA; € o(ATA).

Sea A una matriz de m x n con rango r. Entonces existe una matriz X, y existen una matriz U ortogonal de
m X m y una matriz V ortogonal de n x n tales que A = UXV”, donde:
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7.8

D 0
0 0
de A, ordenados en forma descendente: o; > 09 > ... > o, > 0.

Y e R™*™ eg tal que X = , v las entradas diagonales de D son los primeros r valores singulares

V € R™™™ es una matriz cuyas columnas son una BON de autovectores {vy,vs,...,v,} asociados a los

autovalores de AT A.
U € R™*™ gg una matriz cuyas primeras r columnas son los vectores ‘2—”11, cee %. Las otras columnas

se obtienen completando una BON para R™. Las columnas de U son autovectores de AAT.

Aplicaciones de las DVS

| | D g

0
Sea Ac K™ A= 1| uy - un S0 v o Up . Si rg (A) = r entonces:
0

7.9

| | 0

{uy,u,...,u,} es BON de Col(A)
{ts1,. .., um} es BON de [Col (A)]*
{v1,v2,...,0,} es BON de Fil (A)

{Urs1,...,vn} es BON de [Fil (A)]*"

Propiedades de las DVS

rg(A) =rg () =rg (X7) = #VS(A)

positivos
A € R™™" es inversible <= A tiene n VS positivos

VS (A) — VS (A7)

positivos positivos

Si A e R™™ |det(A)| =[Ii, VSi(A)

Si A es cuadrada y definida positiva, o (A) = V.S(A)

Si A~B, entonces VS (A) =V S(B)

Si B es ortogonal, A, AB y BA tienen los mismos valores singulares
Si A es cuadrada y simétrica, entonces V'S; (A) = |A;(A4)|

Si A tiene filas BON, los valores singulares no nulos de A son 1. Si A tiene columnas BON, los valores
singulares de A son 1

La matriz AT A (matriz de Gram de A) es siempre simétrica y semi definida positiva, con lo cual nunca
tendra valores singulares negativos. Serd definida positiva cuando A tenga columnas LI

Sea T : R™ — R™ una transformacion lineal tal que T’ (z) = Az. Sea la forma cuadratica f (z) = |T (z)|* =
aT (AT A) z. Entonces:

1. El maximo de f(z) sujeto a |z] = 1 es Apas (AT A). Entonces el maximo de |T'(z)| es VSpaa(A) y
se alcanzaen M ={x e R™:2x € S, .. (ATA) |z =1}

2. El minimo de f(z) sujeto a |z| =1 es A (AT A). Entonces el minimo de |T(z)| es V Spin(A) y se
alcanzaen m = {z e R™:x € S, ,,, (ATA),|z| =1}

min
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7.10 DVS reducida con matrices de proyeccién y pseudoinversa

DVS reducida: Sea A € R"*™.Si A = USXVT,y rg(A) = r, entonces una DVS reducida de A es A = U,.%,.V,T
siendo U, € K™*", 3, ¢ K"™*" VT ¢ K"xm,
Pseudoinversa de Moore-Penrose de A: AT =V, X 1UT

Propiedades:
Sea A € R™*™ :

1. A* = A#cuando g (A) =m
2. ATA=V, V]l = Ppya
3. AAY = UUT = Pooa)

8 Ecuaciones Diferenciales

8.1 Independencia lineal y Wronskiano

Matriz de Wronski: Sea A = {f1, fa,..., f;} funciones definidas en un intervalo I C R, a valores en C, con
derivada hasta el orden (¢ — 1) continua en I. La matriz de wronski de A es, para cada = € I:
Q@) fl)
Muwa(z)=| fHlz) - fyz)

RTV@) e 1 @)
Wronskiano: wx (t) = det(Mwa)

Propiedades:

= Si existe un xo € I tal que wa(zg) # 0, entonces las funciones fi, fa,. .., fq son LI

= Si un conjunto es LD en un I, su wronskiano es la funcién nula. La reciproca es falsa; es verdadera solo
si las funciones que componen el wronskiano son soluciones de una ED lineal de orden superior.

» La derivada del wronskiano es el determinante obtenido derivando la ultima fila. La derivada del wrons-
kiano es la suma de ¢ determinantes.

8.2 Identidad de Abel

Sea la ecuacion diferencial y(z)™ 4+ a,_1 -y(z)" D + ...+ a1 -y (x) +ag -y (z) = 0 en un intervalo I C R, sea
S ={y1,Y2,...,Yn} €l conjunto de las soluciones de ED, y sea Wy el wronskiano de este conjunto. Entonces se

verifica que: )
Wy(t) = —an—1 - Ws(t)

8.3 Ecuaciones diferenciales lineales
8.3.1 Condicién de existencia y unicidad de un PVI

Sea el problema { any (@) + ..+ ary (2) + aoy(x) = f(x)
) (370) = Yo

La condicién de existencia y unicidad de la solucién del PVT es:

= ED normal en I: a, # 0Vx € I.

= g9 €l
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8.3.2 Variables separables: y' = % con y = y(z)

Separamos la ecuacion en g (z) - dy = f (x) - dx e integrando ambos miembros se tiene G (y) = F (z) + c.

8.3.3 Homogéneas: y' = f(z,y) con f (tz,ty) = f(x,y)

Hacemos un cambio de variable y = zz (donde z = z (z)). Entonces y' = z + z2'.

8.3.4 Lineales de 1° orden

Obtenemos primero la solucién general de la homogénea (y5,) y luego una particular de la no homogénea (y,).
La solucién buscada es yo = yg + yp.

1. Solucion de la ecuacion homogénea asociada (y’' + p (x) y = 0): es de variables separables. Una solucion es
i () = =7

2. Solucién de la no homogénea: una solucién se obtiene multiplicando toda la ecuacion por el factor integrante
de Lagrange: u (v) = e/ P(*)4%_ Entonces, la ecuacion a resolver serd [u (v).y] = u (v) .q(z)

8.3.5 Diferencial exacta: P(z,y)dxr + Q(z,y)dy =0

Es diferencial exacta si existe f(z,y) tal que df = P (z,y) de+Q (x,y) dy, es decir si % = P(z,y)y % = Q(z,y).

En ese caso, la solucion general es f (z,y) = C. Se cumple que la ecuacion anterior es diferencial exacta si y

i 9P _ 9Q
solo si 5 = G-

Se dice ademéas que u(z,y) es un factor integrante de la ecuacion P (x,y) dz + Q (z,y) dy = 0 si al multiplicar
la ecuacién por p(z,y) la ecuacion resultante es diferencial exacta.

8.3.6 Lineales homogéneas de orden superior con coeficientes cons-
tantes: a,(t)y"™ + ... + a1y’ +apy =0Vt € I (I)

Polinomio caracteristico de (I): p(\) =Y 1 ja;A?
Espectro de (I): o (p) ={A € C: p(A\) =0}
yg (t) = tFer es una solucion de la ED si A € o(p), multiplicidad “m”, k = 0,1,...,m — 1.

Si la ED es de coeficientes constantes reales, las raices del polinomio caracteristico aparecerdn conjugadas.
Esto es, A\12 = a £ fBi. Luego, y1 = e (cos (Bt) + i.sen (ft)) e yo = e* (cos(Bt) — i.sen (St)). Entonces,
gen{y1,y2} = gen {e* cos (Bt) , e“*sen (5t)}.

8.3.7 Lineales no homogéneas de orden superior con coeficientes cons-
tantes: a,y™ + ... + a1y + agy = f(x)

La solucién general es de la forma yg = yp + yg, donde yg se obtiene como antes, e yp se obtiene mediante

alguno de estos métodos:

Método de variacion de parametros: aplicable en cualquier caso.

yp (£) = >0 u; (%) - yi(x), siendo y; () las soluciones de yg, y u; (z) las funciones que satisfacen

i Y2 .o UYn uy 0
h Y2 - YUy Uy 0
A e L] L
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Método de coeficientes indeterminados: aplicable cuando f(x) es exponencial, polinomio, seno y coseno,
siendo a2y’ + a1y’ + agy = f(z) con f (x) = p1 (x).€™% + ...+ pi (x) €™+,

yp (t) = @1 (x) .€™% + ...+ g (z) ™7,

= Si €™ no es solucion de la EDO homogénea asociada (i.e. my, no es raiz de asA\? + a1\ + ag = 0), g es
un polinomio del grado de p con coeficientes a determinar.

= Si e™*7 si es solucion de la EDO homogénea asociada (i.e. my, s es raiz de as” A2 + a;” A + ag = 0), g es
un polinomio de un grado mayor que py con coeficientes a determinar.

= Una vez armada la yp se reemplaza en la ED original, e igualando los términos semejantes se hallan los
coeficientes indeterminados.

9 Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

x;@:a11$+a12y+b1 2[3::]:[&11 a12:||:x:|+|:b1:|:>X,:AX+B
Yy = a21T + a2y + b2 a1 a22 ) b2

9.1 Sistemas homogéneos con A diagonalizable

La soluciéon de X’ = AX (A € K®*™), con \; autovalor de A y v; autovector de A asociado a \;, es:

n | | “
X = Z et = | veMt ..y etnt
=1 | | Cn
o(t)eKnxn \_‘C’—/

9.2 Sistemas no homogéneos con A diagonalizable
Sea el sistema X’ = AX + B. La solucion es Xg = Xy + Xp con:

L Xpg =Y, cuedt=p(t)-C

2. Xp = ¢(t) - u(t) siendo u(t) tal que ¢ (t)-u' (t) = B
9.3 Sistemas homogéneos con A no diagonalizable

Sea el sistema X’ = AX con A no diagonalizable, proponemos una factorizacién de la forma A = PJP~!, donde

Ji 0 0 0
0 J» 0 O
J € C"*" es la matriz de Jordan de A que tiene la siguiente estructura en bloques: J =
0 0 -0
0o 0 0 J
A1 0 0
A1 0
donde cada bloque J; es una matriz k; X k; de la forma J; = para algin autovalor \;de
: : o1
o 0 - N\

A. (Dado un autovalor );, su multiplicidad geométrica es el numero de bloques de Jordan correspondientes a
iy v su multiplicidad algebraica es la suma de los tamanos de los bloques correspondientes a ese autovalor.)

Luego: X' = AX A=EY PY’ = PIP-'PY — Y’ = JY. Resolvemos este sistema y la solucién general del

problema se expresara como X (t) = PY (¢).
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9.3.1 Caso A € R?*2

A necesariamente posee un autovalor doble A € R de multiplicidad geométrica 1, con lo cual la matriz J posee
un solo bloque correspondiente a A:
Al
=103

Respecto de la matriz P = [ V1 U2 ] deber ser inversible y AP = PJ. La matriz P se obtiene hallando un par
de vectores vy y vy LI que satisfagan las condiciones (A — AI)v; =0y (A — AI) vy = v1. Observamos que v; es
autovector de A asociado a .

9.3.2 Caso A € R3*3

1. A tiene un autovalor triple A € R de multiplicidad geométrica 1. En este caso:

A1 0
J = 0 X 1
0 0 X\
Respecto de P = [ v1 w2 w3] , {v1,vs,v3} deben ser LI y satisfacer las condiciones (A — AI)v; =

0, (A —Al) vy = vy, (A— A)vs = vy. Observamos que v; es autovector deA asociado a .

2. A tiene un autovalor triple A € R de multiplicidad geométrica 2. En este caso:

Al
J=10 A
0 0

> O O

Respecto de P = [ v1 w2 w3] , {v1,v2,v3} deben ser LI y satisfacer las condiciones (A — AI) vy
0,(A—Al)vy =v1,(A— A)vs =0. Observamos que v; y v3 son autovectores de A asociados a .

3. A tiene un autovalor doble A € R de multiplicidad geométrica 1 y un autovalor u € R simple. En este caso
J debe tener dos bloques de Jordan:

A1 0

J=10 X 0

0 0 p
Respecto de P = [ v1 w2 w3 |, {v1,v2,v3} deben ser LI y satisfacer las condiciones (A — Al)v; =
0,(A—Al)vy = v1,(A— pl)vs = 0. Observamos que v; y vs son autovectores de A asociados a Ay u

respectivamente.
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