PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA ARGENTINA
FACULTAD DE CIENCIAS FISICO-MATEMATICAS E INGENIERIA

CALCULO AVANZADO
LORD LIVIN BARRERA BOCANEGRA

BUENOS AIRES - ARGENTINA
2010



Lord Livin Barrera Bocanegra

Ibarrerab@unmsm.edu.pe
Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas e Ingenieria

Pontificia Universidad Catélica Argentina
Av Alicia Moreau de Justo

Buenos Aires - Argentina

Cdlculo Vectorial

© Lord Livin Barrera Bocanegra

Edicién a cargo: Fondo Editorial UCA

Buenos Aires, marzo de 2010

Primera edicion

Tiraje: 000 ejemplares

ISBN: 000-0000-00-000-0

Hecho el depésito legal en la Biblioteca Nacional Argentina: 2010-00000

Impreso en Argentina

Printed in Argentina

Tipeado por el autor en KXTEX

Este libro estd sujeto a copyright y no puede ser reproducido parcial o totalmente sin el consentimiento
por escrito del autor. El autor se reserva todos los derechos de publicacién y elogia el buen uso de este

material al que ha sido sometido oficialmente.



Dedico este libro a mis Padres, con mucho amor






Indice

Prefacio

Introduccion

1

Algebra Vectorial

1.1 Vectores en el Plano y el Espacio . . . . .. ... ... ... ... .....
1.2 Producto Interno . . . . . .. ..o
1.3 Producto Vectorial . . . . . . . .. ...
1.4  Geometria Analitica Plana . . . . . . .. ... .. ... L.
1.5 Rectasy Planosen R® . . . . . . . ... ... .. ... .. .........
1.6 Ejercicios . . . . . . .

Subconjuntos de R”

2.1 Conjuntos Abiertos y Cerrados . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Algunas Superficies Cuadricas . . . . . . . . . . .. ...
2.3 Puntos de Acumulaciéon y Puntos Frontera . . . . . ... ... .. ... ..
24 Funcionesde R™en R™ . . . . . . . ...

2.5 FEjercicios . . . . . .

Funciones Vectoriales

3.1 Limites y Continuidad . . . . . . . .. ... ...
3.2 Derivadas e Integrales de Funciones Vectoriales . . . . .. ... ... ...
3.3 Vectores Normales y Binormales . . . . . . . . ... .. ... ... ...,
3.4 Longitud y Reparametrizaciéon de Curvas . . . . . . . . . .. .. ... ...
3.5 Ejercicios . . ... Lo

Funciones de Varias Variables

4.1 Limites y Continuidad . . . . . . . . . .. ..o
4.2 Derivadas Parciales . . . . . . . .. .. L
4.3 Funciones Diferenciables y Linealizacion . . . . . . . . ... .. ... ...
4.4 Derivada Direccional, Gradiente y Diferenciales . . . . . .. .. ... ...
4.5 Regladela Cadena . . . . .. . .. ... ... ...
4.6 Derivadas de Orden Superior . . . . . . . . . . . ...
4.7 Extremos Locales y Multiplicadores de Lagrange . . . . . . . .. .. .. ..
4.8 Ejercicios . . . .. ..o e

vii

ix

11
18
23
30

31
31
35
39
42
51

53
93
95
o8
61
61



5 Integrales Dobles
5.1 Definicién y Propiedades Generales . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
5.2 Integrales Dobles Sobre Rectangulos. . . . . . . . .. ... ... ... ...
5.3 Integrales Sobre Regiones de Tipo Iy II . . . . . ... .. ... ... ...
5.4 Integrales Dobles sobre Regiones Generales . . . . . . . .. ... ... ...
5.5 Cambio de Variables en Integrales Dobles . . . . . . . . ... .. ... ...
5.6 Ejercicios . . . ...

6 Integrales Triples
6.1 Integrales Triples sobre Cajas . . . . . . . . . . .. .. ... ... .....
6.2 Integrales sobre Regiones de Tipo I, ITy IIT . . . . . ... ... ... ...
6.3 Integrales Triples sobre Regiones Generales . . . . . . . .. ... ... ...
6.4 Cambio de Variables en Integrales Triples . . . . . . . . .. .. ... .. ..
6.5 Ejercicios . . . . ..

7 Integrales de Linea y Superficie
7.1 Integrales de Linea de Campos Escalares . . . . . . . ... ... ... ...
7.2 Mas Aplicaciones de Integrales de Linea . . . . . . ... .. ... ... ..
7.3 Campos Vectoriales . . . . . . . . . . ... .
7.4 Integrales de Linea de Campos Vectoriales . . . . . . ... ... ... ...
7.5 Teorema de Green . . . . . . . . . ...
7.6 Teorema de Stokes . . . . . . . . ...
7.7 Ejercicios . . .. ..o

8 Examenes
8.1 Examenes Parciales . . . . . . . . .
8.2 Examenes Recuperatorios . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
8.3 Examenes Finales . . . . . . . . . ..

Bibliografia

107
107
110
113
113
113
120

121
121
123
123
127
128

129
129
138
142
142
155
163
163

165
165
165
176

181



Prefacio

El presente libro consiste de las notas de curso de Calculo Avanzado, dictado en la
Pontificia Universidad Catoélica Argentina durante el afio 2009. El orden de los contenidos
esta adaptado al programa cuatrimestral.

Fueron muchos los colaboradores que participaron en este trabajo, a todos ellos mi
méas rendido agradecimiento.

LorD LivIN BARRERA BOCANEGRA

Facultad de Ciencias Fisico-Matemaéticas e Ingenieria
Pontificia Universidad Catolica Argentina

Buenos Aires - Argentina

Marzo, 2010






Introduccion

El dlgebra describe la geometria, mientras que la geometria dibuja el dlgebra.
SOPHIE GERMAIN

bla bla bla...






Capitulo 1

Algebra Vectorial

En este capitulo estudiaremos las propiedades basicas de vectores en
el plano y el espacio, las que seran suficientes para ser utilizadas a lo largo
de todo el libro. Desarrollaremos el dlgebra de vectores, relacionandolo
con el concepto general de espacio vectorial, sin dejar de lado los aspectos
geométricos que seran de mucha ayuda para visualizar mejor los conceptos.
También veremos rectas y planos en el espacio, este ultimo siendo parte de
las superficies cuadricas que veremos en la seccion 1.6.

1.1 Vectores en el Plano y el Espacio

El plano euclideano es el conjunto
R? := {(z,y) : =,y € R}

Representamos un elemento (g, 39) € R? como en la figura

La coordenada x( se llama abscisa, mientras que yy es la ordenada. El
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elemento (0,0) es llamado origen de coordenadas.

Similarmente tenemos el espacio euclideano
R® := {(z,y,2) : 2,9,z € R}

Un elemento (zg, 0, 20) € R?® es representado geométricamente como
sigue

En este caso, el origen de coordenadas es (0,0,0).

Los elementos de R" (n = 2, 3) son llamados puntos o vectores; el primer
concepto siendo geométrico, mientras que el segundo concepto es mas fisico.
Como puntos representamos tales elementos por las letras A, B, C, ..., etc,
y como vectores denotamos por las letras u, v, w ..., etc.

Definicién 1.1.1. Dados los vectores u = (z1,y1) y v = (22,12) en R?, la
suma de u con v es

u+v = (1 + T2, Y1 + Ya2)-

Geométricamente:
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De manera similar definimos la suma de u = (x1, 41, 21) con v = (2, Y2, 22)
en R? mediante

u+v = (1 + T2, Y1 + Yo, 21 + 29).

Ejemplo 1.1.1. Calcular (—=3,5)+(4,7) y (—=3,5,—2)+(1,7,6). En efecto
(=3,5)+ (4,7) =(-3+4,5+7) =(1,12),
también
(=3,5,-2) + (1,7,6) = (=3 + 1,5+ 7,2 + 6) = (—2, 12, 4).

Definicién 1.1.2. Dadoa € Ry v = (z,y) € R?, el producto escalar de a
con v es

a.(x,y) := (ax,ay).

Geométricamente:

Similarmente definimos el producto escalar de a € R con v = (z,y,2) €
R3 como sigue
a.(x,y, z) = (ax,ay,az).

Observacion 1.1.1. Por lo general denotamos
a(z,y) =a.(z,y) v alz,y,z):=a(z,y,2).
También hacemos
—(z,y) = (—z,—y) v (v1,01) — (¥2,92) = (1 — T2, y1 — Y2)-
en el caso de R? se tiene —(z,y,2) = (—x,—y,—2) y
(1,91, 21) — (T2, 42, 22) = (21 — T2, Y1 — Yo, 21 — 22).

También denotamos el origen de coordenadas (0,0) o (0,0,0) por 0.



4 1. Algebra Vectorial

Ejemplo 1.1.2. Calcular 2(6, —3) 4+ 3(2,5). En efecto

2(6,—3) + 3(2,5) = (12, —6) + (6, 15) = (18,9).

De acuerdo al algebra lineal, las operaciones definidas en las definiciones
1.1.1 y 1.1.2 convierten a R™ (n = 2,3) en un R-espacio vectorial como
resume el siguiente teorema

Teorema 1.1.3. Dados los vectores u,v,w y escalares a,b. Entonces

Demostracion. Ejercicio. O

A continuacién interpretaremos geométricamente vectores en R2.

Definicién 1.1.3. Un par de puntos es llamado vector geométrico si uno
de los puntos, digamos A es el punto inicial, y el otro B es el punto final.
Visualizamos un vector geométrico como una flecha de A a B como muestra
la siguiente figura y lo denotamos por el simbolo AB.
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Sabemos que v = u + ﬁ Luego
EZU—UI (bl,bg)—(al,ag) = (bl—al,bg—ag) =B — A.

Vectores geométricos son convenientes para representar cantidades fisicas
que poseen longitud y direccion tales como la fuerza, velocidad o acel-
eracion.

La figura anterior muestra dos vectores geométricos 1@ y @ con B —
A= D — C. En términos de coordenadas esto significa que

by —ay =dy — ¢ y by —as =dy — ¢

Comparando los triangulos congruentes en la figura anterior, vemos que
las flechas AB y C'D tienen igual longitud, son paralelos y apuntan en la
misma direcciéon. Tales vectores son llamados equivalentes, esto es

E es equivalente a @ siysblosi B—A=D—-C

La interpretacién geométrica de vectores en R" sugiere que podemos
definir paralelismo de vectores

Definicién 1.1.4. Dos vectores u,v € R” tienen la misma direccion si
u = av para algun escalar positivo a, y tienen direcciéon opuesta si u = av
para algin escalar negativo a. Ellos son llamados paralelos si u = av para
algin escalar no nulo, denotamos por u ||v para indicar que u y v son
paralelos.
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Veamos esto graficamente:

Observacion 1.1.2. De acuerdo a la definiciéon vemos que el vector nulo
es el unico vector que tiene la misma direcciéon a su opuesto. También, el
vector nulo es el tinico vector paralelo a si mismo.

Definicién 1.1.5. (Norma). La norma del vector v = (z,y) € R? es el

numero
Joll = Va7 57,

De manera similar, la norma de v = (z,y, 2) € R3 se define

Joll i= v/ g+ 22
Un vector de norma 1 es llamado wvector unitario.

Observacion 1.1.3. Recordemos del algebra lineal que la norma tiene las
siguientes propiedades: dados u,v € R" ya € R

(a) [|[v]] >0y ||v]| =0 siy sdlosiv=0.

(b) llavl[ = lal[v]]

(¢) |lu+v| <|ul| + |Jv|| (desigualdad triangular).
Ejemplo 1.1.4. La norma de (3,4) € R? es

I3, 4)[ = V/3° 4+ 4% =5,

mientras que la norma de (—1,0,2) es

1(=1.0,2)] = V/(=1)2 + 02 + 22 = V/5.
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Definicién 1.1.6. (Distancia). Dados los puntos P,@Q € R", se define la
distancia entre Py () como

a(P.Q) = |[PQ|
Ejemplo 1.1.5. Si P=(—-1,0) y Q = (2,5)
AP.Q) = |PO] = @ — PI| = 2,5) — (~1,0)]| = |3,5)]| = V31
Ejemplo 1.1.6. Si P = (1,2,3) y Q = (0,—1,2)

Observacién 1.1.4. Si en el plano R? denotamos 7 := (1,0) y j := (0,1),
podemos escribir

(x,y) = x(1,0) + y(0,1) = xi + yJ.

Similarmente, denotando en R3 los vectores i := (1,0,0), 7= (0,1,0) y
k:=(0,0,1) tenemos

(z,y,2) == (1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) = 27 + yj + zk.

1.2 Producto Interno

Definicién 1.2.1. Dados los vectores u = (u1,us) y v = (vq,v2) en R?,
definimos el producto interno de u con v por

UV = ULV + Ugs.

Similarmente, para vectores u = (u1,us,us) y v = (v1,v9,v9) en R3, el
producto interno de u con v es

UV = UV + UV + U3V3.
Debemos notar que para cualquier vector v, se tiene v.v = |[v||%.

Ejemplo 1.2.1. Siu = (—1,2) y v = (3, 3), entonces

uv=(—=1)(3)+ (2)(3) = 3.
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Definicién 1.2.2. (Angulo entre dos vectores). El dngulo entre dos vec-
tores no nulos con el mismo punto inicial, es el mas pequeno angulo en-
tre ellos. Se sigue entonces que si 6 es el angulo entre dichos vectores,
0 < 60 < 180° como indica la siguiente figura

Teorema 1.2.2. Sean v y w vectores no nulos, y sea 0 el dngulo entre
ellos. Entonces
v.aw
cost) = ———

[ollfw]

Demostracién. Haremos la demostracién para vectores en R? (la prueba
para R? es similar). Sean v = (v1,v9,v3) ¥y w = (wy, wy, ws). Por la ley de
cosenos (ver figura abajo) tenemos

lo = w|* = [Jv]l* + [lwl|* = 2[jv]|[[w]|cos? (1.2.1)

(Notemos que la ecuacion (1.2.1) se tiene para los casos “degenerados”, es
decir, § =0y 6 = 180°).

Desde que v — w = (v — wy, vy — ws, v3 — w3), desarrollando ||v — wl|?
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en la ecuacién (1.2.1) obtenemos

o] + lw]|* = 2[|vlllwllcosd = (v1 = wi)? + (v — wa)* + (v3 — w3)*
= (V7 — 2uiwy + w) + (V5 — 2wy + wi) + (v — 2u3ws + w3)
= (V2 4+ 03 +02) + (0 + wi + wd) — 2(vw + vawsy + vaws)
= [[v[I* + [w]]* = 2(v.w)

De donde conseguimos —2||v||||w]|cosd = —2(v.w), y desde que v # 0y
w # 0
VAW
cost =
[ o]l |l
como queriamos probar. O

Ejemplo 1.2.3. Hallar el angulo 6 entre los vectores v = (2,1,—1) y
w = (3,—4,1). Enefecto, desde que v.w = (2)(3)++(1)(—4)+(—-1)(1) =1,
|v|| = V6 v ||w|| = /26, entonces

v.w 1 1

Wllwl ~— V6v26 2439

Definicién 1.2.3. Dos vectores no nulos son perpendiculares si el angulo
entre ellos es 90°. Denotamos por v L w para indicar que v y w son
perpendiculares.

~ 008 = 60=28541°

cost =

Desde que c0s90° = 0 tenemos el siguiente corolario

Corolario 1.2.4. Dos vectores no nulos v y w son perpendiculares si y
solo st v.w = 0.

Desde que cosf) > 0 para 0 < 6 < 90° y cosf < 0 para 90° < 6 < 180°,
tenemos:

Corolario 1.2.5. Si 0 es el dngulo entre los vectores no nulos v y w,

entonces
>0, st 0°<60<90°
v es 0, s1 6 =90°
<0, s 90° <6 < 180°

Ejemplo 1.2.6. Los vectores u = (—1,5,—2) y v = (3,1,1) son perpen-
diculares, pues
uv = (=1)(3) + (5)(1) + (=2)(1).
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El siguiente teorema resume las propiedades basicas del producto interno

Teorema 1.2.7. Para cualquier terna de vectores w,v,w y cualquier es-
calar a € R se cumplen:

(a) voaw =

(b) (av).w = v.(aw) = a(v.w).

(d) u.(v+w) =u.v+ uw.

)
)
(¢) v.0=0=0.v.
)
(e) (u+v)w=uw+vw.
(f) |v.w| < ||v||||w|| (desigualdad de Cauchy - Schwartz).
Demostracion. Viene del algebra lineal. O

Observacion 1.2.1. Usando el teorema anterior vemos que si v.v = 0 y
u.w = 0, entonces u.(av + bw) = a(u.v) + b(u.w) = a(0) + b(0) = 0 para
todos los escalares a,b. Por tanto tenemos lo siguiente

Siulovywulw, entonces u L (av+bw) V a,beR (1.2.2)

Para dos vectores v y w, la coleccién de todas las combinaciones lineales
ab + bw es llamada subespacio generado por v y w. Si dos vectores no
nulos v y w son paralelos, entonces generan una recta; mientras que si
no son paralelos, ellos generan un plano (ver seccién 1.5). Asi que la
relacién (1.2.2) muestra que un vector perpendicular a otros dos, también
es perpendicular al subespacio generado.

Definicién 1.2.4. (Proyecciones). Sean u y v vectores no nulos como
indica la figura Sabemos que u.v = ||ul|||v]|cosf, que implica ||v]|cosd = Tl
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El ntimero

es llamado proyeccion escalar de v sobre u. El vector dirigido

u.U( u > (u.v)u
Proy,v = =
el \Mull /- flea]?

se llama proyeccion vectorial de v sobre w.

Ejemplo 1.2.8. Halle la proyeccion escalar y la proyeccion vectorial de v
sobre u, donde u = (—=2,3,1) y v = (1,1,2). En efecto
wo (=2 +E)OH)+1H)E) _ 3

lul (224 32+ 12 /14

COMpyv =

también
(uw.v)u 3 (-2,3,1) 3
proyyw = L =2
lul® V14 V14 14

~2,3,1).

1.3 Producto Vectorial

Definicién 1.3.1. Sean v = (vy,v9,v3) ¥y w = (w1, w2, w3) vectores en R3.
El producto vectorial de v y w, denotado por v x w es el vector en R? dado
por

VX W= (UQlUg — V3W3y, V3W1 — V1W3, V1Wo — Ugwl).
Ejemplo 1.3.1. Calcular i x jy\ En efecto, desde que i = (1,0,0) v 3 =
(0,1,0), entonces

i = ((0)(0) = (0)(1), (0)(0) = (1)(0), (1)(1) = (0)(0)) = (0,0,1) = &

~

Similarmente se consigue j X k =1y k X1 = j.
Teorema 1.3.2. Si el producto vectorial v X w de dos vectores no nulos v
y w es también un vector no nulo, entonces este es perpendicular a v y w.

Demostracion. Mostraremos que (v X w).v = 0. En efecto
(v X w).v = (vVaws — V3W2, V3w — VIW3, V1We — Vawy).(V1, Vg, U3)
= V2W3V1 — V3W3V1 + V3W1V2 — V1W3V2 + V1WoV3 — VaW1UV3
= U1UW3 — V1UaW3 + W1Val3 — WiaU3 + V1 WaV3 — VW3
= 0.
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y por el corolario 1.2.4 se tiene v X w L v. Similarmente se consigue
vXw L w. O

Observacion 1.3.1. Segun el teorema anterior y la observacion 1.2.1, el
producto vectorial v x w de dos vectores no nulos v y w es también un
vector no nulo; ademas este es perpendicular al subespacio generado por v

y w.

Proposicién 1.3.3. Si 0 es el dngulo entre vectores no nulos v,w € R3,
entonces
[o x w|| = [lo]||lw][senf.

Demostracion. Tenemos

||U X wHQ = (”UQUJg — 1)3102)2 + (v3w1 — ”()1”(1)3)2 + (Ulwg — v2w1)2

2,2 2.2 | 22 2.2
= VW5 — 202WrU3w3 + V3W5 + V3w — 201w V3W3 + Vi Ww;

2 9 2 9
+ viw; — 2v1WV2wWe + VWY
9,9 P ) 2 2/ 2 2
= vy (wy + w3) + vy (wi + w3) + vi(wy + wy)
— 2(viwvaws 4+ V1WIV3W3 + VoW V3WS3)

Ahora sumamos y restamos viw?, viw3 y viw? al lado derecho para obtener

= vi(w? + ws + w3) + v3(w? + wi 4+ w3) + vi(wi + w4+ ws)
— ((viw} 4+ viws 4+ viw3) + 2(viwivews + VIW VW3 + VaW3WS))
= (vf + v3 +v3) (wi +ws +w3) — ((viwr)® + (v2ws)* + (vawz)*+
+ 2(v1w1) (vaws) + 2(viws) (vgws) + 2(vows) (vsws))

Usando ahora la igualdad (a + b + ¢)? = a® + b + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc,
obtenemos

= (U% + fu% + vg)(w% + wg + w%) — (viwy + vowg + Ugw3)2
= [lv]P||lw]]? = (v.w)?
(v.w) )
[[v]|?[w][2
= [[v[]*lw]*(1 — cos®8)

= ||v|]?||w]|?>sen?6
v

2
= [[v]*[lwl*(1

Como 0 < 6 < 180, senf > 0. Por tanto ||[v x w|| = ||v]|||w] senb. O
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Ejemplo 1.3.4. Sean APQR y PQRS un triangulo y un paralelogramo,
respectivamente, como muestra la siguiente figura

Podemos pensar de dicho tridngulo en R? e identificar los lados QR y

QP con los vectores v y w, respectivamente en R3. Sea 6 el dngulo entre v
y w. El area Apgr de APQR es %bh, donde b es la base del tridngulo y h
es su altura. Vemos que

b=l vy h=luwlsend

Ademas 1 !
Apgn = Sollwlsent = 2o x wl].

Luego, desde que el area Apgrs del paralelogramo PQRS es dos veces el
area del tridngulo APQR, se sigue

Apqrs = [[v[l[wl|send.

Del ejemplo anterior deducimos el siguiente teorema
Teorema 1.3.5. (Area de tridngulos y paralelogramos). Se cumplen:

(a) El drea A de un tridngulo con lados adyacentes v, w (como vectores

en R3) es

1
A= —lvxw|.
2
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(b) El drea A de un paralelogramo con lados adyacentes v, w (como vec-
tores en R3?) es
A= v xwl|.

Ejemplo 1.3.6. Calcular el drea del tridngulo APQR, donde P = (2,4, —7),
Q= (3,7,18) y R=(—5,12,8).
Solucién: Sea u = PQ y v = ﬁ como muestra la figura abajo.

Entonces v = (3,7,18) — (2,4,-7) = (1,3,25) y v = (=5,12,8) —
(2,4,-7) = (—7,8,15). Si A es el drea, entonces

1 1
A=cluxo] =5lI(1,3,25) x (-7,8,15)]
1
= 5(=155,-190,29)]

1
= 5\/ 60966

~ 123.46

Ejemplo 1.3.7. Calcular el area del paralelogramo PQRS, donde P =
Veamos esto. Sea u = ﬁ y U= ﬁ como muestra la figura abajo.
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Entonces v = (1,1) — (4,2) = (-3,—-1) y v = (5,4) — (4,2)
Podemos pensar de u y v como vectores en R, es decir, u = (=3, —
v=1(1,2,0). Si A es el area del paralelogramo, entonces

A= Hu X U” = ”(_37 _170) X (172’0)”

= 11(0,0,=5)]
= 5.

El siguiente teorema resume las propiedades basicas del producto vec-
torial

Teorema 1.3.8. Sean u,v,w € R? y a € R. Se cumplen:

(a) uxv=—vxu.

(b) ux (v4+w) =u X v+u X w.
(€) (u+v)Xw=muxw+uvxw.
(d) (av) x w = v x (aw) = a(v x w).

)
() ux0=0=0xu.

(f) uxu=0.

(g) uxv=0 siysdlo siulv.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 1.3.9. (Volumen de un paralelepipedo). Sean u, v, w vectores en
R3 los cuales representan lados adyacentes de un paralelepipedo P como
en la figura abajo.
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Veamos que el volumen de P esta dado por el nimero u.(v X w). En
efecto, recordemos que el volumen de un paralelepipedo es el area A de
la base (que es un paralelogramo) por la altura h. Por el teorema 1.3.5,
el drea A de la base paralelogramo es |[v X w||, y desde que v X w es
perpendicular a la base paralelogramo determinado por v y w, entonces la
altura h es ||ul|cosfl, donde 0 es el angulo entre u y v X w. Por el teorema
1.2.2 sabemos que

cos) — u.(v X w)
[ul[llv x wl
de aqui
vol(P) = Ah = [[v s ] LB X W) sy

lullllo < wl

Observacion 1.3.2. Desde que el volumen es el mismo sin importar cual
es la base y la altura, podemos repetir los mismos pasos usando la base
determinada por u y v y obtener el volumen w.(u X v). Repitiendo esto
con la base determinada por w y u tenemos como volumen v.(w X u). En
conclusién

u.(v X w) =w.(uxv)=v.(w X u).

Teorema 1.3.10. Si los vectores u,v,w € R> representan los tres lados
adyacentes de un paralelepipedo, entonces su volumen estd dado por |u.(v X

Teorema 1.3.11. Dados los vectores u, v, w € R3
ux (vxXw)=(vw)— (wv)w
Demostracion. Ejercicio. O

En esta ultima parte vamos a asociar las coordenadas del producto
vectorial v X w con los términos de un determinante.

Definicion 1.3.2. Recordemos que una matriz de orden 2 x 2 es un orde-
namiento de la forma

a b

c d

donde a, b, c,d € R. El determinante de tal matriz es el nimero

a b a b
. d —det<c d).—ad—bc.
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Ejemplo 1.3.12.
o= e -3

Definiciéon 1.3.3. Una matriz de orden 3 X 3 es un ordenamiento que
consiste de tres filas y tres columnas

ay az as
by by b3
C1 Co C3

El determinante de tal matriz es el nimero

ay az ag ay; as as
by by by |=det| b by by | :=a b by b by +as b b
Cy C3 C3 C3 C1 C2
€1 C2 C3 c1 Cy C3
Ejemplo 1.3.13.

1 0 2

—1 4 4 —1
PR P Rt S 1 R g — 1(=2-0)—0(8—3)+2(0+1) = 0.
1 0 2 0 2 1 2 1 0

Definicién 1.3.4. Ya vimos el determinante de una matriz cuyas entradas
son escalares. Si colocamos tres vectores en la primera fila de una matriz
de orden 3 x 3, entonces la definicién tiene sentido ya que en lugar de
multiplicar nimeros reales lo que hacemos es el producto escalar de un
numero real por un vector. Esto nos da un determinante el cual es ahora
un vector. Mas precisamente, si v = Ul/z'\—k Ug/j—l— 032 yw = wl/i\—k ngf—k wgi-c\,
definimos

ik
UVXW=|1v V2 U3
w1 Wy Ws
| V2 U3 /Z'\— V1T Vg |~ V1 Vg 7{\
W2 W3 w3 Ws w1 W2

= (’UQ’wg — Ugwg)/i\— (v3w1 — v1w3)3+ (Ulwg — Ug’wl)/]%.

Ejemplo 1.3.14. Sea v = 4/2'\—;+ 3k y w =7 + 2k. Entonces

oxw=|4 -1 3= 3354t T he—go5i4n
Lo s 0 2 1 2 1 0
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Teorema 1.3.15. Dados los vectores u = (uy,us,uz), v = (v1,v2,03),
w = (wy, wy, w3) en R3, se tiene

Ui Uz U3
u.(v X w)=1| v vy U3
w1 W Ws
Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 1.3.16. Calcular el volumen del paralelepipedo P con lados ady-
acentes los vectores u = (2,1,3), v = (—1,3,2) y w = (1,1, -2).
Solucion: por el teorema anterior tenemos

2 1 3
u(vxw)=|-13 2
1 1 =2

3 2 |-~ -1 2 |~ -1 3 |~

—2‘1 9 z—l' { —9 ]+3| L1 k

— 2(—8) — 1(0) + 3(—4) = —28.

Luego vol(P) = | — 28| = 28.

1.4 Geometria Analitica Plana

Definicién 1.4.1. (Circunferencia). La circunferencia es el lugar geométrico
de un punto que se mueve en el plano, de tal manera que se conserva siem-
pre a una distancia constante de un punto fijo del plano.
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El punto fijo se llama centro de la circunferencia y la distancia constante
se llama radio. Formalmente, si (h, k) es el centro y r el radio, tenemos

C:={(z,y) eR* : |[(z,y) — (h, k)| =7}
Otra manera de expresar es haciendo
C: (x —h)*+ (y—k)* =1* (1.4.3)

O sea, conociendo el centro y el radio podemos obtener la ecuacion de la
circunferencia.

Ejemplo 1.4.1. Hallar la ecuacién de la circunferencia de centro (1,2) y
radio 3.
Solucién: tenemos h =1, k =2 y r = 3. Luego

C: (z—1)"+ (y —2)* = 3%
Desarrollando la ecuacién (1.4.3) tenemos
x? — 2xh + h* 4+ y* — 2yk + k* = r*
reordenando tenemos
22+t + (=2h)x 4+ (=2K)y + (R* + k* — 1) =0
y haciendo D = —2h, E = —2k, v F = h® + k* — r? conseguimos
C: 2?4y’ +Dx+FEy+F=0 (1.4.4)

que se llama ecuacion general de la circunferencia.
Veamos ahora como recuperar la ecuacién (1.4.3) a partir de (1.4.4). La
ecuacion (1.4.4) es equivalente a
2 E2> B D2 E2

D
2 2
(x+x+4+y+y+4 177

que implica

DA 2 EN2 D24 E?2_4AF VD2 + E2 —4F \?
(x+§> +(y+5> - A - 9

Si D? + E? — 4F > 0 obtenemos entonces una circunferencia de radio

/D2 2_

r= 2772



20 1. Algebra Vectorial

Ejemplo 1.4.2. Calcular el centro y radio de la siguiente circunferencia
C: P4yt —2r+4y+1=0
Solucion: completando cuadrados tenemos
(z =1+ (y+2)* =14
O sea que el centro es C' = (1, —2) y el radio r = 2.

Definicién 1.4.2. (Parédbola). La pardbola es el lugar geométrico de un
punto que se mueve en el plano, de tal manera que la distancia a una recta
fija situada en el plano es siempre igual que la distancia a un punto fijo del
plano y que no pertenece a la recta.

La recta £ se llama recta directriz, F es el foco, V' el vértice y L' el eje
focal.
Veamos a continuaciéon como se obtiene la ecuacién de la parabola:
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Sea p la distancia del vértice V' a la recta £. Podemos suponer que el
eje focal es paralelo al eje z. Tenemos

v=htp= e h=p+ (= hp

y elevando al cuadrado

(@ —h)+p)° = ((&—h)—p)" + (y— k)*

o también
2

(x=h)+p)" = ((x=h)=p)" = (y— k)’
de donde se tiene
dp(x —h) = (y — k)

Concluimos de aqui que la ecuacion de una parabola con eje focal paralelo
al eje = es

(y — k)* = 4p(z — h)

Graficamente tenemos los siguientes casos:

Imitando el argumento dado antes podemos obtener la ecuacion de la
parabola con eje focal paralelo al eje y

(x — h)* =4p(y — k)
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y graficamente tenemos los siguientes casos

Ejemplo 1.4.3. Localizar el vértice y el foco; deduzca la ecuaciéon de la
directriz de la parabola y trace su grafico.

P (z+2)* =8(y — 3)

Solucion:

Definicién 1.4.3. (Elipse).
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Definicién 1.4.4. (Hipérbola). La hipérbola es el lugar geométrico de un
punto que se mueve en el plano, de tal manera que el valor absoluto de la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, llamados focos, es
siempre igual a una constante, positiva y menor que la distancia entre los
focos.

Tenemos

C : centro

F,F": focos
V.V’  vértices
L eje focal

L' eje normal

L,L': rectas asintotas

1.5 Rectas y Planos en R’

Definicion 1.5.1. Sea P = (xg, Yo, 20) un punto fijo y v = (a,b,c) un
vector no nulo. La recta £ pasando por P con vector direccion v es el
conjunto

L: X=P+ty, teR (1.5.5)

Mas explicitamente, si X = (x,y, z) es un punto general sobre la recta £,
entonces

L (.CC,y, Z) - (SC(), Yo, ZO) + t(aa b7 C)7 teR (156)
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Las ecuaciones (1.5.5) y (1.5.6) se llaman representaciones vectoriales
de la recta £.

Geométricamente:

Tenemos asi que P4X> = tv para algun punto t € R. De la relacion
(1.5.6) conseguimos las ecuaciones

L r=ux9+ta, y=yo+th, z=2z+tc, donde teR (1.5.7)
estas ecuaciones son llamadas representacion paramétrica de la recta L.

Ejemplo 1.5.1. Determinar la ecuacién paramétrica de la recta £ pasando
por el punto P = (1, —1,2) con vector direccién el vector v = (1,1, 1).
Solucién:

L (r,y,2) = (1,-1,2) +¢t(1,1,1) = (1 +¢t, -1+ ¢, 2+ ).

Observacién 1.5.1. Si en (1.5.7) los escalares a, b, ¢ son todos no nulos,
podemos escribir
L—2o Y—Yo 2= 20

L — T P donde teR (1.5.8)

estas ecuaciones se llaman representacion simétrica o cartesiana de la recta

L.

Ejemplo 1.5.2. Determinar la ecuacién de la recta (en sus tres formas si
es posible) pasando por los puntos P = (2,5,-3) y Q@ = (1,3,7).
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Solucion: Hagamos el grafico de la recta £ pasando por los puntos Py

Q

Tenemos v = PO = Q — P = (1,3,7) — (2,5, —3) = (—1,-2,10). De
donde
L (x,y,2) = (2,5,-3) + t(—1,—2,10).

Definicién 1.5.2. (Distancia de un punto a una recta). Sea £ la recta en
R? dada en su forma vectorial

L: X=P+tv, t€R

y consideremos un punto ) ¢ £, tomemos el vector w = P‘é Si 0 es el
angulo entre v y w, tenemos

d = ||wl||send
Ademsds, desde que [|v x wl|| = ||v||||w]|send y v # 0, conseguimos

lv X w]

d = ||w|sen = ————.
o]
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llamado distancia del punto () a la recta L.
Ejemplo 1.5.3. Hallar la distancia d del punto @ = (1,1, 1) a la recta
L (x,y,2) = (=3,1,—4) + (7,3, —2).

Solucion: graficando tenemos

(7,3,—2). Desde que P € L, sea w = ]@ =

Sea P=(-3,1,—4)yv=
(4,0,5). Entonces

(1,1,1) = (=3,1,—4) =

Pk
3 —2 |~ 7T =2 |~ 7T 3|~
vXw=|T7 3 =2 :' i—‘ j+‘ k.
0 5 4 5 4 0
4 0 5
Luego
v x w|| _ |[15i — 435 — 12&|| _ /15> + T (—12)?
d— - = 5.98
o]l 1(7,3, =2)|] ¢72+32 +(—2)2

Ejemplo 1.5.4. Hallar el punto de interseccion (si es posible) de las rectas

r+1 y—-2 z-1
3 2 -1

Lll

y—8 z+3
-3 2
Solucion: Escribiendo las rectas en su forma paramétrica tenemos

,522 r+3=

r=—143s, y=24+2s, z2=1-5 vy x=-3+t, y=8-3t, 2 = —-3+2t
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Las rectas se intersecan cuando
(=1+3s,24+2s,1—5)=(—3+1t,8—3t,—3+2t) para algunos s, .

—143s=-3+t: =t=2+3s
242s=8-3t: =2+4+25s=8-3(2+3s)=2-9s
=2s=-9s=>s=0=>t=2—-3(0) =2
l—s=-3+2t: 1-0=-3+2(2)=1=1
Haciendo s = 0 en las ecuaciones de la primera recta, o haciendo t = 2

en las ecuaciones para la segunda recta obtenemos el punto de interseccién
(—1,2,1).

Definicién 1.5.3. (Planos). Sea P € R3 un punto fijo y u, v vectores no
nulos y no paralelos en R3. Definimos la ecuacién vectorial del plano como
sigue

II: X=P+su+tv, stelR

Geométricamente:

Los vectores u y v son llamados wvectores directores o vectores direccion
del plano.

Ejemplo 1.5.5. Determinar la ecuacién vectorial del plano que pasa por
el punto (1,1,3) y con vectores direcciéon los vectores (1,—2,5) y (3,3,4).
Solucion: De acuerdo a la definicion tenemos

II: (z,y,2) =(1,1,3) +s(1,-2,5) + £(3,3,4), s,teR
Observacion 1.5.2. Haciendo en la definicion 1.5.3

X =(z,y,2), u=(u,ug,u3) y v=(v1,v2,03)
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obtenemos
IT: z=su;+tvy, y=suy+tvy, z=su3+tvs, s,teR
estas son llamadas ecuaciones paramétricas del plano II.

Observemos también lo siguiente: desde que u y v no son paralelos, el
vector u X v es un vector no nulo y perpendicular a los vectores u y v.
O sea, u X v es un vector perpendicular al subespacio generado por los
vectores u y v. El vector n = u X v se llama wector normal al plano II.
Este no es precisamente el tnico vector normal a II, en realidad cualquier
vector normal a dicho plano tiene la forma an con a € R no nulo.

Sea P = (z9,yo, 20) un punto fijo del plano II y n = (a, b, ¢) un vector
normal a dicho plano. Si X = (z,y, z) es un punto general del plano, se
tiene que

II: n(X-P)=0

y reemplazando coordenadas esto significa que
II: (a,b,¢).(x —xo,y — Yo, 2 — 20) =0

o también
IT: a(x—mx9) +b(y—yo) +c(z—2)=0 (1.5.9)

que es llamada ecuacion cartesiana o algunas veces forma punto normal
del plano II.

Si hacemos d = —(axg + byy + czp), la relacién (1.5.9) se convierte en
ar +by+cz+d=0
llamada forma normal del plano II.

Ejemplo 1.5.6. Hallar la ecuacién del plano IT conteniendo el punto (-3, 1, 3)
y perpendicular al vector n = (2,4, 8).
Solucién: Por la férmula (1.5.9) el plano II consiste de los puntos (z, y, 2)
tal que
2 +3)+4(y—1)+8(z—3)=0.

Ejemplo 1.5.7. Hallar la ecuacién del plano II conteniendo los puntos
(2,1,3), (1,—1,2) y (3,2,1).
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Solucién: Sea P = (2,1,3), @ = (1,—-1,2) y R = (3,2,1). Entonces
para los vectores ]@ =(-1,-2,-1)y ]ﬁ = (1,1, —2), el plano II tiene
vector normal

n=POx PR = (—1,-2,—1) x (1,1,-2) = (5, -3, 1)

Ahora bien, de la ecuacién (1.5.9) conseguimos que el plano II consiste de
los puntos (z,y, z) tal que

5z —2) —3(y— 1)+ (z — 3) = 0.

Teorema 1.5.8. (Distancia de un punto a un plano). Sea P = (x¢, yo, 20)
un punto de R3, y sea II el plano con ecuacion en su forma normal ax +
by + cz+d =0, que no contiene a P. Entonces la distancia de P a Il es

axg + by + czo + d

Va2 + b2+ c?

Demostracion. Sea X = (:c,y,‘zg un punto general del plano, o sea,

d

ax +by+cz+d=0,yseav=XP = (xr9g—x,y—Yy,2 — 2). Entonces
v # 0, pues, P ¢ II. De la ecuacién en su forma normal para Il sabemos
que 1 = (a, b, ¢) es un vector normal para II. Por otro lado, cualquier plano
IT divide a R? en dos partes disjuntas. Supongamos que las coordenadas
de n estan localizadas del lado de II donde esta ubicado el punto P. Sea 6
el angulo entre v y 1. Entonces 0° < ° < 90° y cosfl > 0 como indica la
figura

por tanto, la distancia d es cosf||v|| = |cosB|||v||. Pero sabemos que
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cosf = L. Luego
[l

-] -]

il {ul
_lalzo — ) + b(yo — y) + (20 — 2))
- N
axg + byo + czo — (ax + by + cz)|
N N e
_axg + byo + czo — (—d)|
T JZipie
axg + by + czo + d
T Jainic

Si las coordenadas de 1 no estan del lado de II donde se encuentra P, en-

tonces 90° < 6 < 180° y asi cosf < 0. Entonces la distancia d es |cosf|||v]|,
y repitiendo el argumento anterior obtenemos el mismo resultado. O

d = |cost[jv]| = loll =

(1.5.10)

1.6 Ejercicios



Capitulo 2

Subconjuntos de R"

2.1 Conjuntos Abiertos y Cerrados

Definicién 2.1.1. (Bola abierta). Seap € R" y r > 0. La bola abierta con
centro p y radio r es el conjunto

B,(p) ={z e R" : [z —pl| <r}
Sin=2yp=(a,b) tenemos
Bi(p) = {(z,y) €ER* : (x —a)” + (y — b)* <r%}
Sin=3yp=(a,b,c) tenemos
Bi(p) = {(z,y,2) €R* : (z—a)’ +(y =)’ + (2 — ) <7’}
Ejemplo 2.1.1. El disco abierto de radio 1, centrado en el origen

Bi1(0,0) = {(z,y) € R? : 2? +¢* < 1}

31
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Definicién 2.1.2. (Conjunto abierto). Un subconjunto U de R" es llamado
conjunto abierto si para cada p € U existe r > 0 tal que B,(p) C U.

Proposicion 2.1.2. Toda bola abierta es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea p € R" y r > 0. Veamos que B,(p) es un conjunto
abierto. Tomemos x € B,.(p), entonces

lz = pll <7

Elegimos s = r — ||z — p|| > 0 y mostremos que Bs(x) C B,(p). Dado
y € By(z), se tiene ||z — y|| < s. Por tanto

ly = pll < lly ==l + lz = pll < s + [z =pl =7
que implica y € B,.(p). O

Ejemplo 2.1.3. (El plano menos un punto). Dado p € R?, el conjunto
R?\ {p} es abierto.
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Ejemplo 2.1.4. (El plano menos una recta). El conjunto R?\ £, donde £
es una recta.

Ejemplo 2.1.5. Generalizando el ejemplo anterior, dado un polinomio en
dos variables f(z,y), el conjunto

U:R2\{(I',y) : f(x,y):()}

es un conjunto abierto. Geométricamente, U es el plano menos un conjunto
finito de curvas.

Ejemplo 2.1.6. (Semiplano abierto). Dada una curva £ C R?, los puntos
del plano que se encuentran a un lado de la curva pero que no estéan en la
curva, forman un conjunto abierto.

Definicién 2.1.3. Un subconjunto A C R" se llama conjunto cerrado si
R™\ A es abierto.

Ejemplo 2.1.7. De acuerdo a los ejemplos 2.1.3, 2.1.4 y 2.1.5 resulta que
los puntos, las rectas y union finita de curvas son conjuntos cerrados.
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Ejemplo 2.1.8. Si en el ejemplo 2.1.6 tomamos la circunferencia
C: 4+t =1

entonces conseguimos los conjuntos cerrados

Definiciéon 2.1.4. (Bola reducida). Dado p € R" y r > 0, definimos la
bola reducida o punteada B} (p) de centro p y radio r como el conjunto

Bl (p) = B,(p) \ {p}-

Ejemplo 2.1.9. Grafiquemos la bola reducida de centro (1,0) y radio 2,
es decir, B3(1,0).
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2.2 Algunas Superficies Cuadricas

Ya estudiamos en el capitulo anterior planos en el espacio, estos son
tipos particulares de superficies. A continuaciéon describiremos algunas
superficies cuddricas, estas se definen por ecuaciones de la forma

Ar? + By + C2* + Day+ Exz+ Fyz +Ge + Hy+ 12+ J =0

para algunas constantes A, B,...,J. En el proximo capitulo definiremos
con mas generalidad las superficies con las que trabajaremos en todo el
libro. Por ahora comencemos con estos conceptos basicos

Definicién 2.2.1. (Esfera en R3). La esfera S es el conjunto de puntos
X = (z,y,2) € R3 los cuales distan una constante r (llamada radio) de un
punto fijo p = (xg, Yo, 20) (llamado centro). Més precisamente

S:: {($,y,2) : HX_pH :T}
o también
S : (x —20)* + (y —o)* + (2 — 20)* =17

[lustrando geométricamente tenemos

Ejemplo 2.2.1. Determinemos la ecuacion de la esfera que pasa por el
origen O y cuyo centro es C' = (1,2,3). En efecto, es claro que el radio es

r=d(0,0)=+/(1-02+(2-0)2+(3-0)2=V14.

Luego
S: (z—1)2*+(y—2)+(2—3)?>*=14
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Definicién 2.2.2. (Cilindro). Los cilindros circulares rectos resultan por
mover una recta £ a lo largo de una circunferencia base € en R? de tal
manera que £ es siempre perpendicular al plano conteniendo C.

En lo que sigue usaremos los casos en donde el plano conteniendo C es
paralelo a uno de los planos coordenados.

Ejemplo 2.2.2. La ecuacién de un cilindro cuya base es la circunferencia
en el plano zy, centrado en (a,b,0) y de radio 7 es

(0= )+ (y—b) =

De manera similar podemos obtener las ecuaciones de los cilindros con
circunferencia base en los otros planos coordenados.

Observacion 2.2.1. Debemos tener presente que un plano interseca a un
cilindro circular recto en lo siguiente: o una circunferencia o una elipse o
una recta o dos rectas, dependiendo de si el plano es paralelo u oblicuo (o
sea el angulo estd entre 0° y 90°), perpendicular, respectivamente al plano
conteniendo C.
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Definicién 2.2.3. (Elipsoide). Otra superficie cuddrica es el elipsoide, su

ecuacion tiene la forma ) ) )
T Y z
— + —= + — = 1
a c

En el caso a = b = ¢ se tiene precisamente la esfera.

Definicién 2.2.4. (Hiperboloide). Tenemos el hiperboloide de una hoja 'y
el hiperboloide de dos hojas, respectivamente, con ecuaciones

2 2 2 2 D 2
2oy P 2 oy P
a? b2 2 a? b2 2
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Definicién 2.2.5. (Paraboloide). Tenemos el paraboloide eliptico y el
paraboloide hiperbolico, cuyas ecuaciones son, respectivamente,

22 ., 2z 2 2
a? b c

Definicién 2.2.6. El ultimo tipo de superficie cuadrica que debemos con-
siderar es el cono eliptico cuya ecuacion es dada por

2 2 2
x z
a b2 2
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2.3 Puntos de Acumulacién y Puntos Frontera

Comenzamos esta seccién definiendo puntos de acumulacion, concepto
importante para definir limite de funciones f : X C R™ — R".

Definicién 2.3.1. (Punto de acumulacién). Sea X un subconjunto de R™.
Un punto p € R” se llama punto de acumulacion de X si

(B(p, )\ {p}) NX #( paratodo r>0.

Definicion 2.3.2. (Punto frontera). Sea X un subconjunto de R". Un
punto p € R" se llama punto frontera de X si

Bp,r)nX#0 vy Bpr)n(R"\ X)#90.

El conjunto de puntos frontera del conjunto X se denota por Fr(X).
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Ejemplo 2.3.1. Si X = {(z,y) € R* : 2?+y* < 1}, entonces F'r(X) = S’

Notemos que si Y = {(z,y) € R? : 22 +¢?> > 1} también se tiene
Fr(X) =S'. O sea, dos conjuntos distintos pueden tener la misma fron-
tera.

Ejemplo 2.3.2. La caja rectangular sélida B que se encuentra en el primer
octante, acotada por los planos x = 1, y = 2 y z = 3 se expresa mediante
las desigualdades

Geométricamente:
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En este caso Fr(B) = F1 U E; U E3 U Ey U E5 U Eg, donde

Ei: 2=0, 0<z<1, 0<y<?2
Ey: z2=3, 0<x<1, 0<y<?2
Es: y=0, 0<zx<1, 0<2z2<3
Ey: y=2, 0<zx<1, 0<2z2<3
Es: =0, 0<y<2, 0<2<3
Eg: =1, 0<y <2, 0<2<3.

Ejemplo 2.3.3. El sélido
S : 1§x2+y2+z2§25
es la parte de la esfera solida que se encuentra entre las esferas
S iyt =1 y Sy:  2®+y*+ 2% =25.

Geométricamente

En este caso la frontera de S es la unién de las esferas Sy y Ss, es decir,

FT(S) == Sl U SQ.
Ejemplo 2.3.4. La region del espacio representada por
S |z <2

es la parte sélida que se encuentra limitada inferiormente por el plano
2z = —2 y superiormente por el plano z = 2.
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2.4 Funciones de R™ en R"

Definicién 2.4.1. Sea () # X C R™. Una funcién de X en R” es una

funcion f : X — R” que asocia a cada punto (zy,...,2,;,) € X un punto
(y1,-..,yn) € R". Para cada (1 < j < n) hacemos y; = f;j(z1,...,2,), las
funciones fi,..., f, : X — R son llamadas funciones coordenadas de f.

Definicién 2.4.2. (Funciones vectoriales). Son funciones r : I — R”
donde I es un subconjunto de R y n > 1 La imagen I'm(r) se llama traza
de la funcion vectorial r o traza de la curva r. Para cada punto t € [
hacemos r(t) = (r1(t),...,r,(t)). Las ecuaciones

y1=1r1(t), ya=r2t), ..., yp=ru(t)
son llamadas ecuaciones paramétricas de la curva r.

Ejemplo 2.4.1. (Funcién vectorial en R?). Sea I un subconjunto de R.
Una funcién vectorial en R? es una funcién r : I — R2%. Para cada t € [
tenemos

-~ ~

r(t) = (x(t),y(t)) = =(t)i + y(t)J.
En este caso las funciones x,y : I — R son las funciones coordenadas de r.
Se escribe entonces r = (z,y).

Ejemplo 2.4.2. Aqui tenemos algunas funciones vectoriales r : R — R?
(i) r(t) = (&,1%).
(i) () = (t* + 1) + t5.
(iii) 7(t) = (cost, sent).
De manera similar al ejemplo 2.4.1, tenemos la funcién vectorial en R3.

Ejemplo 2.4.3. (Funcién vectorial en R3). Sea I un subconjunto de R.
Una funcién vectorial en R? es una funcién r : I — R3. Para cadat € I
tenemos

r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = x(t)i +y(t)j + 2(t)k.
En este caso las funciones coordenadas de r son las funciones z,y,z : [ —
R. Se escribe entonces r = (z,y, z).

Ejemplo 2.4.4. Algunas funciones vectoriales r : R — R3
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(i) r(t) = (t,t2,t3) (cibica torcida).
(i) r(t) = (t* +1)i + 1] — 'k
(iii) r(t) = (cost, sent,t) (la hélice).

~ -~

Ejemplo 2.4.5. La funcién vectorial r(t) = (cost)i + (sent)j + tk tiene
como traza la curva que se muestra en la figura.

En este caso tenemos r(0) = (1,0,0) y r(27) = (1,0,27). Desde que
z(t)? + y(t)? = 1, la curva esté en el cilindro 22 + y? = 1.

Ejemplo 2.4.6. La curva con ecuaciones paramétricas
xr =tcost, y=tsent, z=1

2 24 y2, pues,

se encuentra en el cono z
(tcost)® + (tsent)? = t*(cos*t + sen’t) = t*.

Ejemplo 2.4.7. La curva con ecuaciones paramétricas

r = sent, y=cost, z=sen’t (2.4.1)
es la curva de interseccion de las superficies

z = 2? y ? 4yt =1 (2.4.2)
En efecto, desde que
sen’t = (sent)® y (sent)? + (cost)* =1

es claro que la curva esta en la interseccion de dichas superficies. Ahora
bien, un punto (x,y, z) que estd en ambas superficies satisface las relaciones
(2.4.2). Haciento z = sent, y = cost tenemos que z = sen’t, o sea, el punto
estd en la curva dada por las ecuaciones paramétricas en (2.4.1).
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Definicién 2.4.3. (Funciones escalares). Otras funciones importantes que
seran estudiadas en el capitulo 4 son las funciones escalares. Estas son
funciones f : X — R donde X C R” y m > 1. El conjunto X es llamado
dominio de f, denotado por dom(f) y R es el codominio de f, denotado
codom( f). También recordemos que el rango de f es el conjunto

Im(f)y={2z€eR : z= f(x), v € X}.

Para x = (x1,...,2,) € R" usaremos las notaciones f(z) o f(x1,..., %)
para x — f(x).

Ejemplo 2.4.8. La funcién f(z,y) = y—x? asocia a cada punto (z,y) € R?

el nimero y — 2?%; asi
(1,2) —»2-1>=2—-1=1

(3,3)—»3-3"=3-9=—6.

Ejemplo 2.4.9. La funcién f(z,y,2) = /1 — 22 —y% — 22 asocia a la
terna (7,y, z) € R? el niimero real y/1 — 22 — y2 — 22; por ejemplo

(1,0,0) — f(1,0,0) = /1 —12—-02—02 =0

Dom(f) ={(z,y,2) €eR® : 1 —2® —¢* — 2* > 0}
={(z,y,2) e R’ : &* +y* + 2" < 1}.

Ejemplo 2.4.10. La funcién f(z,y) = ﬂx—fgf tiene como dominio

Dom(f) = {(z,y) € R® : a” +y* # 0} = {(z,y) € R® : (2,y) # (0,0)}
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Ejemplo 2.4.11. Sea la funcion f : U — R definida por

Y

flz,y) = 1]

donde U = {(x,y) € R? : |z| < 1}. Desde que 1 — |z| > 0, entonces f esta
bien definida.

Ejemplo 2.4.12. La funcién f(x,y) = arcsenz, tiene como dominio

Dom(f) = {(:c,y) cR*: —1< xiy < 1}

Evidentemente este conjunto excluye los pares (z,y) tales que x + y = 0.
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Luego para (z,y) € Dom(f)

T
Tr+vy

<teldslorsl v oty

S <(z+y)? y z#—y
Sy +2ry=yly+20) >0 y x#—y
S[y>0yy>—-2x) o (y<0y y<—-22)]yzx#-—y

Definicién 2.4.4. (Operaciones entre funciones). Sean U y V' subconjun-
tos de R" y consideremos las funciones f : U — Ry g : V — R. Definimos

(i) La suma de f con g como la funciéon f+¢g: UNV — R tal que
(f +9)(x) = f(x) + g(x).
(ii) El producto de f con g como la funcién fg: UNV — R tal que
(f9)(x) = f(z) + g(x).

(iii) El cociente de f con g como la funcién g : W — R tal que

(D=L

g(x)
donde W =UnNV\{z eV : g(x)=0}

(iv) El producto por un escalar de a € R con f como la funciéon af : U — R
tal que

(af)(x) = af(z).
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Ejemplo 2.4.13. Sean las funciones definidas por f(z,y) = m
v g(x,y) = In(xy). Tenemos

y

Dom(g) ={(z,y) €R* : >0, y >0} U{(z,y) €eR* : <0, y <0}

Ahora bien
(f +9)(@,y) = flo,y) + g(x,y) = V1 — 22 —y* + In(ry)
(f9)(z,y) = flz,y)9(z,y) = V1 — 2 — y?In(zy)

Dom/(f) N Dom(g):

Observacion 2.4.1. La suma y el producto por un escalar dotan al con-
junto de funciones f : U C R" — R con estructura de R-espacio vectorial,
este espacio es denotado por F(U, R).

Definicion 2.4.5. Sea X CR" y f: X — R una funcién.

(i) f se llama funcion constante si f(x) = ¢ para todo x € X.

ii) f es llamada funcion lineal si f(x1,...,2,) = a1x1 + ... + a,x, para

(i) f . P
algunas constantes ay,...,a, € R.

(iii) f esuna funcion polinomialsi f(xy,...,xn) =5  aj P A

El maximo nimero i1 + ...+ 1, es llamado grado de f.
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Definicién 2.4.6. Sea X C R™. Dada la funcién f : X — R, definimos el
grafico de f por
Gr(f) ={(z1,...,2my) ER™ 1y = f(a1,...,21)}.
Ejemplo 2.4.14. La funcién f : R? — R definida por f(z,y) = 22 + 32 es
una funcion escalar que tiene como grafico
Gr(f) ={(z,y,2) : 2 =2 +y°}

que es precisamente el paraboloide como en la figura

Definicién 2.4.7. (Conjunto de nivel). Dada la funcién f: X CR" - R
y k € R, definimos el conjunto de nivel con valor k£ como el conjunto

fU(k) ={z eR" : f(z) =k}
Para n = 2 se llama curva de nivel y para n = 3 superficie de nivel.

Observacién 2.4.2. El nivel k£ de la superficie z = f(z,y) se puede in-
terpretar geométricamente como la intersecciéon de dicha superficie con el
plano z = k.

Otra manera de interpretar el nivel k es tomar la curva de nivel f~1(k)
y trasladar al plano z = k. Estos niveles de la superficie nos dan una
aproximacién geométrica de la superficie Gr(f).



2.4 Funciones de R™ en R" 49

Ejemplo 2.4.15. La funcién f : R?> — R definida por f(z,y) = z* + 3?
tiene como rango I'm(f) = [0, +00). Ademas

f7H0) ={(z,y) e R® : 2 +y* = 0}

f7 Q) ={(z,y) eR® : 2” +y° =1}

f71@2) ={(z,y) eR® : 2” +y° = 2}

Ejemplo 2.4.16. La funcién f : R? — R definida por f(z,y) = 22 +y*+22
tiene como rango Im(f) = [0, +00). Ademads
FH0)={(z,y) eR? : 2> +9* + 2> =0}
) ={(z,y) eR? : 22 +9* + 22 =1}
fH4) ={(z,y) e R® : 2? +y° +2° = 2}

Ejemplo 2.4.17. Sea f : A C R?> = R la funcién definida por

B In(z? +9*—1), si (z,y) € A\ {(0,0)}
f(“;’y)_{ 0, si (z,y) = (0,0)
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(i) Determinemos el dominio de f.

(ii) El conjunto A, jes abierto? ;Cuél es su frontera?

(iii) El punto (0,0), jes un punto de acumulaciéon de A?

(iv) Cuadl es la curva de nivel 0 de f7 ;Y cudl la de nivel 17
Solucién: (i) Debemos tener que 22 + y* — 1 > 0. Luego

A={(z,y) : 2* +y* > 1} U{(0,0)}.

(ii)) El conjunto A no es abierto ya que podemos encontrar un disco
abierto centrado en (0,0); sin embargo este disco no esta contenido en A.
Ver figura abajo

La frontera de A es precisamente la circunferencia unitaria
St={(z,y) : 2* +¢* =1},

(iii) El punto (0, 0) no es punto de acumulacién de A por la misma razén
del item anterior. Podemos conseguir una bola reducida centrada en (0, 0)
pero que no esta contenida en A. Ver figura abajo
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(iv) Claramente (0,0) € f~(0). Por otro lado, si (z,y) # (0,0) y
f(x,y) = In(2® + y*> — 1) = 0, debemos tener que 22 + y* = 2. Por tanto,

F7H0) = {(z,y) € A - 2 + 4" =23 U{(0,0)}.
También
1) ={(z,y) € A : In(a*+y*—1) =1} = {(z,y) € A : 2*+1y* = e+1}.

Definicién 2.4.8. (Funciones vectoriales de variable vectorial). Las fun-
ciones vectoriales de variable vectorial son funciones f : X — R” donde
X CR™ym,n > 1. Ejemplos importantes de este tipo de funciones son
los campos vectoriales, estas son funciones f : U C R" — R" donde U es
abierto en R". Campos vectoriales seran estudiados en el capitulo 6.

2.5 Ejercicios
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Capitulo 3

Funciones Vectoriales

3.1 Limites y Continuidad

Definicién 3.1.1. Sea r : I — R" una funcién vectorial definida en un
conjunto I C R, y sea ty € R un punto de acumulacién de I. Decimos que
el vector v € R" es el limite de r(t) cuando t tiende a ty y se escribe

}g% r(t) =wv

para significar lo siguiente:

Ve>030>0; tel, 0<|t—t)<éd = |rt)—v| <e
Proposicion 3.1.1. Sea ty un punto de acumulacion de I y sea la funcion
vectorial v = (x,y) : I — R%. Entonces tlingl r(t) = (a,b) si y sélo si

—to

lim z(t) =a y lim y(t) = 0.

t—to t— 1o

Demostracion. Sea € > 0. Desde que tlir? r(t) = (a,b), existe § > 0 tal
—lo
que

tel v 0<|t—t<éd = |rt)—(ab)] <e
Ahora bien, parat € [ y 0 < [t — ty] < ¢ tenemos
z(t) — al, |y(t) = b] < [|(x(t) — a,y(t) = b)|| = [|(x(£), y(t)) — (a,b)]| <€
De esto se sigue que

lim z(t) = a N lim y(t) = b. (3.1.1)

t—to t— 1o

23
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Reciprocamente, supongamos que se tienen los limites en (3.1.1). Tomemos
e > 0. Por hipotesis sabemos que existen 41,2 > 0 tal que

€
tel O0<|t—tyl <d = |x(t) —al < —
y | 0| 1 |() \ \/5
también
tel vy O<|t—t<d = |y{t)—b <=

V2
Haciendo 6 = min{d;,d2}, para cadat € I y 0 < |t — ty| < 6 tenemos

€2 €2

t)—al> < = ) — b2 < —
o) —al" <5y Jy() =0 <3

de donde se tiene

Ir(t) = (a, b)[l = (2 (t) = a,y(t) = b)l| = V/(2(t) — a)* + (y(t) — b)* < e.

Esto conluye la demostracion. O

Proposicion 3.1.2. Sea ty un punto de acumulacion de I y sea la funcion
vectorial v = (x,y,2) : I — R3. Entonces tlin;l r(t) = (a,b,c) siy sélo si
—to

lim z(t) = a, tlgl% y(t) =0 vy tliglo z(t) = c.

t—to

Demostracion. Imitar la demostracion de la proposicién anterior. a

Ejemplo 3.1.3. La funcién r : R — R? definida por r(¢t) = (£* + 1, 2t, t)
tiene como funciones coordenadas z(t) = t>+ 1, y(t) = 2t, z(t) = t. Puesto
que

limz(t) =2, limy(t) =2, limz(t) =1

t—1 t—1 t—1
por el teorema anterior se sigue que

limr(¢) = (limz(¢), limy(¢), lim 2(¢))

t—1 t—1 t—1 t—1

=(2,2,1).
Ejemplo 3.1.4. Calcular el siguiente limite

(et—l Vi+t—1 3 )

lim :
t t 1+t

t—0
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En efecto, Por L’hopital tenemos

t_l t
m e — lim = =1,
t—0 ¢ t—0 1
también
! Vi+t—1 . Vi+t—1 vVi+t+1 1 1
im — = lim - lim - ==
£=0 t £ 0 t Viti+1) t=o/IT+t+1 2
finalmente 5
lim —— = 3.
t—=01+¢
Luego

lim(et—1,M—1 3 ):< 1 >

) 17_73
t—0 t t 1+t 2

Definicion 3.1.2. Sea [ un subconjunto de R. Una funcién r : I — R" es
llamada continua en ty € I si

lim 7(t) = r(to).

t— 1o

Decimos que r es continua en I si es continua en cada punto de I.

Observacién 3.1.1. La funcién vectorial 7 = (z,y) : I — R? es continua
en ty si y s6lo si z,y : I — R son continuas en ty. Similarmente, la
funcién r = (z,y,z) : I — R3 es continua en ¢y si y sélo si las funciones
z,y,% : I — R son continuas en t.

Ejemplo 3.1.5. La funcién r : R — R? definida por r(t) = (> + 1, 1> — 2t)
es continua pues cada funcién coordenada es continua por ser polinomial.

3.2 Derivadas e Integrales de Funciones Vectoriales

Definicion 3.2.1. Sea r : I — R" una funcién vectorial definida en el
intervalo I C R y sea tyg € I. Definimos la derivada de r en ty; denotada
por 7(ty) 0 L(ty) como el limite

vy v T(to+h) —r(to)
r(fo) = Jim, I
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cuando éste existe. En este caso decimos que la funcién r es diferenciable
en tg. Si r es diferenciable en todos los puntos de I diremos que r es
diferenciable en 1.

Cuando el vector () es no nulo conseguimos la recta tangente a la
curva 7 en el punto r(ty), o sea, la recta

L X =r(ty) +tr'(ty), teR

Observacion 3.2.1. De acuerdo a las proposiciones 3.1.1 y 3.1.2 podemos
decir que una funcién vectorial r : I — R" es diferenciable en [ si y sélo si
sus funciones coordenadas lo son. En este caso para r = (x,y) : [ — R? y
cada t € I tenemos

r'(t) = (), ¥'(t))

yen el caso r = (z,y,2) : I — R? y cada t € I tenemos

r'(t) = (2'(t), ¥'(t), Z'(1)).

Ejemplo 3.2.1. La funcién r : R — R? definida por r(t) = (cost, sent) es
diferenciable, pues, sus funciones coordenadas son diferenciables. La traza
es precisamente la circunferencia unitaria S'. Para todo t € R, tenemos
r'(t) = (—sent, cost) y ||7'(t)|| = 1 para todo t € R.

Ejemplo 3.2.2. ;En qué puntos se intersecan las curvas ri(t) = (t,1 —
t,3+ %) y ra(s) = (3 —s,5 — 2,5%)?7 Encuentre su dngulo de interseccién,
ajuste al grado mas préximo.
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Solucién: Para hallar el punto de intersecciéon debemos encontrar puntos
t y s que satisfacen las ecuaciones

t=3—s, l—t=s5—2, 3+t =%

Resolviendo las dos ultimas ecuaciones conseguimos t = 1y s = 2 que
satisfacen la primera ecuacién. Luego el punto de interseccién es (1,0,4).
Ahora hallemos el dngulo de interseccion 6. Los vectores tangentes a las
respectivas curvas en (1,0,4) son ri(1) = (1,—1,2) y 75(2) = (—1,1,4).
Asi que

1 1
cost) = (-1 -148)=—7% vy 9:cosl<—) ~ 55°.

1
V618 V3 V3

Teorema 3.2.3. Sean u,v : I — R" funcionres vectoriales, f : I — R una
funcion real y c € R. Se cumplen:

(a) g(u(t) £v(t)) = u'(t) £'(t).

S

(b) &(cu(t)) = cu'(t).

(¢) £(Fu(t)) = f(t)ult) + f()' ().

(d) 4 (u(t)v(t) = /' (£).0(t) + u(t)V'(¢).

(e) L(u(t) x v(t)) = u'(t) x v(t) + u(t) x v'(2).
(f) F(u(f(1) = FOu(f())

Demostracion. O

Definicién 3.2.2. La integral definida de una funcion vectorial continua
r=(z,y,2): [a,b] = R3 se define por

/abr(t)dt — </ab:c(t)dt>?+ (/aby(t)dt>3+ (/fz(t)dt)%

También utilizamos la notacién [ r(t)dt para la integral indefinida de la
funcién vectorial r. Esto es

/ r(t)dt = ( / x(t)dt>?+ ( / y(t)dt>7+ ( / z(t)dt>E
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3.3 Vectores Normales y Binormales

Si la funcién vectorial r : I — R" es diferenciable, tiene sentido considerar
la funcién ' : I — R” e indagar si ella es continua, diferenciable, etc.
Cuando 7’ es continua decimos que 7 es un camino de clase C''. Podemos
entonces investigar la existencia de la derivada de r’. Cuando existe el
vector (r')'(tg) = r"(ty), se llama sequnda derivada de r en el punto ¢y o
vector aceleracion de r en el punto ;. Se tiene entonces

r'(to) = (¢'(t0),y'(t0)) o r(to) = (2'(t), ¥/ (t0), #'(t0))
seguin sea el caso. En general definimos

d d dr d [(d*r
!/ o / " — " — =
r(t) = prl (t), r"(t) prid (t),..., il (dt”—l) (n=2,3,...)

Definicién 3.3.1. Dada una funcion vectorial r : I — R", definimos el

Vector posicion :  r(t) = (x(t),y(t), z(t))
dr

Vector velocidad :  v(t) = 7(t) = r'(t) = 7= (2'(t),y'(t), 2 (1))
Vector aceleracién :  a(t) = o(t) = v'(t) = %

= () = (1) = 5 = (@' (0./0).2'0)

Vector momento :  p(t) = muo(t)

Vector fuerza : F(t) = p(t) = p'(t) = d_f (segunda ley de Newton).

El nimero [|v(t)|| es llamado rapidez en el instante ¢.

Ejemplo 3.3.1. Hallar la velocidad, aceleracion y rapidez en el instante
t = 0, de una particula que se mueve en el espacio y describe la curva
r(t) = (sent, t, cost).

Solucién: (i) v(t) = r'(t) = (cost, 1, —sent), luego v(0) = (1, 1,0).

(ii) a(t) = v'(t) = (—sent, 0, —cost), luego a(0) = (0,0, —1).

(i) lo(0)| = V2.

Ejemplo 3.3.2. Hallar los vectores de velocidad y posicion de una particula
que tiene la aceleracién dada y la velocidad y posicion iniciales dadas

a(t) = =10k, v(0)=7i+j—k, r(0)=2i+3]
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/a / —10)kdt = —10tk + C,

Como i+ j — k = v(0) = —10(0)k + C}, entonces C; =7 + j — k. Luego

Solucion:

v(t) = —10th+i+j—k =i+ — (10t + 1)k

Por otro lado,
r(t) = /v(t)dt = /[ﬂ}— (10t + 1)k]dt = ti + ] — (5¢* + t)k + O,

pero 2i +3j = r(0) = Cy. Luego
r(t)=ti+tj— (52 + )k +2i+3j = (t+2)i + (t + 3)] — (562 + )k

Ejemplo 3.3.3. Hallemos la fuerza necesaria para que una particula de
masa m tenga la funcién de posicion r(t) = t3A + t25 + t3k.

Solucién: Sabemos que a(t) = r"(t) = 6tz +2j + 6tk, v por la segunda
ley de Newton F(t) = ma(t) = 6mti + 2mj + 6mtk.

Proposicién 3.3.4. Si r es una funcion vectorial tal que existe r”, en-
tonces

d / /!
%[r(t) X 7 (t)} =r(t) x r'(t)

Demostracion. Utilizando la afirmacion (e) en el teorema 3.2.3 tenemos

%[r(t) x ()] = () x r'(t) +r(t) x (1) = r(t) x r"(t).

La segunda igualdad viene de 7'(t) x r'(t) = 0. O

Proposicién 3.3.5. Si r(t) # 0, entonces

d 1
"= e

Demostracién. Sabemos que ||r(t)||* = r(t).r(t). Entonces

%H?‘(tW:?H ()H Al @1 = 7' (@)r(8) + r(0)'(t) = 2r(t)"(t) (3.3.3)

de donde se obtiene (3.3.2). O

r(t).r'(t) (3.3.2)
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Proposicién 3.3.6. Si una curva es tal que el vector posicion r(t) es siem-
pre perpendicular al vector tangente r'(t), entonces la curva se encuentra
sobre una esfera con centro en el origen.

Demostracion. Por hip6tesis tenemos 7(t).r'(t) = 0 para todo ¢t. Ahora
bien, de (3.3.3) tenemos

H O =2r(t).r'(t) =0

H2 = r% donde r es una constante positiva. Por tanto,

Esto implica que ||r(t)
la curva estd en la esfera

S={(z,y,2) R’ : [[(w,y,2) — (0,0,0)] =r}.

U
Proposicién 3.3.7. Si u(t) = r(t).[r'(t) x r"(t)], entonces
u'(t) = r(t).[r'(t) x 7" (t)].
Demostracion.
u'(t) = r'().[r'(8) x (O] + r(0).[r'(2) x " @)

=7r"(t).[r" () x r'(O)] +r@).[r" (&) x r"(t) + 7' (t) x " (t)]

= r(t).[r'(t) x r"(1)]
U

Definicién 3.3.2. Sea r : I — R” una curva regular, es decir, r'(t) # 0
para todo t € I. Definimos el vector tangente unitario T' por

(1)
1O = 1

Supongamos ahora que r’(t) y ”(t) no son paralelos. Entonces T"(t) # 0

y podemos definir el vector normal unitario principal N como

T
NO = 1m0

Finalmente definimos el vector binormal unitario B como

B(t) = T(t) x N(b).
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3.4 Longitud y Reparametrizacién de Curvas

Definicién 3.4.1. Sea r : [a,b] — R™ una funcién vectorial de clase C.
La longitud de arco de r estd dada como sigue

b
- / ()t

b
- [ Ve ot
y para curvas en R? la férmula es
b
— [ Ve a

Ejemplo 3.4.1. La longitud de arco de la curva r : [0, 2n] — R? definida
por r(t) = (Rcost, Rsent) es

En R3 la férmula es

\/ —Rsent)? + (Rcost)? dt = 27 R.

3.5 Ejercicios
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Capitulo 4

Funciones de Varias Variables

4.1 Limites y Continuidad

Definicion 4.1.1. Sea f : X — R una funcién definida en un conjunto
X C R" ysea xy € R" un punto de acumulacion de X. Decimos que el
nidmero L € R es el limite de f(x) cuando x tiende a g y se escribe

lim f(z)=1L

T— o

para significar lo siguiente:
Ve>036>0; z€X, 0<|lz—x] <0 = |f(x)—L|<e

Interpretacion geométrica:

Ejemplo 4.1.1. Mostremos que

lm zy=20
(z,y)— (0,0) Y

63
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En efecto, sea € > 0 y elegimos § = y/e. Ahora bien,

0 <|[(z,y) = (0,0)| <d=+/e implica [zf, [y| < Va?+y> < Ve

Luego
lzy — 0] = [2fly] < 2° + ¢ <e.

Ejemplo 4.1.2. Mostremos que

lim LA

(r0)= (00) /22 + 2

Veamos. Sea ¢ > 0 y tomamos d = €. Ahora bien,

0<||(x,y) —(0,0)|| <6 =€ implica |z|<+/224+y>?<d=c¢.

Luego

Y
——0
‘\/x2+y2 ‘ Va? 42
El ultimo ejemplo sugiere la siguiente proposicion

Proposicion 4.1.3. Sean f,g : X — R funciones y xo un punto de acu-

mulacion de X. Si lim f(x) = 0 y existe r > 0 tal que g es acotada en
T— X9

B¥(xo) N X, entonces lim f(x)g(x) = 0.
T—r o

Demostracion. Desde que g es acotada en B (xg) N X, existe M > 0 tal
que
lg(z)] < M para todo x € B'(zy)NX.

Por otro lado, desde que lim f(z) =0, existe 0’ > 0 tal que
T—r Lo

rEX,0< ||lr—m| <8 = |f(:1:)—0|<%

Elegimos 0 < ¢ < min{d’,r} y =z € X. Luego para 0 < ||z — x| < ¢
tenemos

F@)gla) = 0] = |f@)llg(x)| < M|f()] < M7 =€
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Observacion 4.1.1. Debemos destacar que la dltima proposiciéon nos da
una condicién suficiente para que el limite de un producto sea 0. Con este
resultado podemos calcular el limite en el ejemplo 4.1.2. Para notar esto

hacemos y

flwy) =z y g(z,y) :W-

Observacion 4.1.2. (Condicién suficiente para que un limite no exista).
Sea X C R", zy un punto de acumulacién de X y f : X — R una funcién.

Si existe lim f(x), también existe el limite de f en el punto x, relativo a
T—r o

cualquier conjunto A C X tal que xyp € AUFr(A) y se tiene necesariamente

lgn} flz) = lim f(z)

y este es el argumento de una técnica usual para probar la no existencia

de determinados limites. Siempre que sea posible determinar conjuntos

A, BC X conzyg€ AUFr(A)y xyg € BU Fr(B) para los cuales se tenga
lim f(z) # lim f(x)

T—r I T—rT()
z€ A r€ B

o también un solo conjunto A tal que no exista el limite a}g% f(x), entonces

ze A
se concluye que
B lim f(2).
Ejemplo 4.1.4. Consideremos la funcién f : R*\ {(0,0)} — R definida
por
Yy
[z, y) = 21
Para C7: y = x tenemos
: Y ) 7 , 1 1
lim = lim = lim —-=-.
(@)= (00) 22+ Y% (22)=(00) 22+ 22 (22)—(00)2 2
Para C5: y = 2x tenemos
, Ty , x(2x) _ 2 2
lim ——— = lim @ ————= lim - =-.
(@)= (0,0) 22 + Y% (2.20)=(0,0) 22+ (22)?  (222)— (0005 5
LY

Por tanto, no existe  lim ————.
()= (0.0) 22 + Y
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Ejemplo 4.1.5. Analicemos el siguiente limite
(z —1)7
(zy)—(12) X +y— 3

Consideremos la curva
A: 2(t)=1+t, yt)=2+2t"—t, tcR

tenemos

lim @_—1)7 = lim (x(t) = 1) = limi = 1
()= (12T +y—3 =0x(t)+y(t)—3 =02t7 2

Por otro lado, para la curva
B: z(t)=1+t, ylt)=2+3t"—t, teR

se tiene
(x — 1)7 , (x(t) — 1)7 ot 1

lim ——— = lim = lim — = —
()= (12T +y—3 t=0x(t)+y(t)—3 =037 3

Por lo tanto,

1 lim Ll)?
(@)= (12T +y—3

Ejemplo 4.1.6. Analicemos el siguiente limite

: ry + yz* + x2°
lim
(z.5,2)— (000) 22+ y2 + 24

Sobre el eje z tenemos

2 2 2 2
lim xy + Yzt + 12 _ z(0) + 0(0)* + 0(0)

= lim =0
(@.,2)— (0,00) 2+ y? + 24 70 224+ 02+ 04

También, sobre la recta diagonal z = y, z = 0 tenemos

lim zy + y2* + x2? lim zx + x(0)* + x(0)? 1

(z,,2)— (000) 22+ 1y + 24 - (z.2,0)= (0,0,0) 2%+ 22+ 0% 2

Teorema 4.1.7. Sea X C R", xg un punto de acumulacion de X y f, g :
X — R wuna funcion. Supongamos que lim f(x) = L y lim g(x) = M,
T—r T

T—r g
entonces
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(a) lim (f(z)+g(z)) =L+ M.

(b) lim f(z)g(z) = LM.
(c¢) Si M # 0, entonces leH;O % = %

Demostracion. (a) Sea € > 0. Existen 6; > 0y d2 > 0 tal que
reX y0<|zr—x] <& = |f(z)—L| <§
también

reX y0<|z—x <b = \g(x)—M|<§

Ahora bien, para § = min{di, do}, la relaciéon 0 < ||x — x|| < 0 implica
€

[(f(2) £ g(x)) = (L+M)| < |f(x) = LI +|g(z) — M| <§+2

=€
(b) Sea ¢ > 0. Existen nimeros 6; > 0y dy > 0 tal que

€
eX 0< — <0 = — Ll <mi {1,—}
x y |x — xo|| 1 | f(x) | < min 2(|M|+ 1)

también

€
reX v O<|lz—x0ll <y = r)— M < —7——

Sea ahora 6 = min{dy,d2}. Entonces para 0 < ||z — zy|| < § tenemos
[f(@)| < [f(x) = LI+ [L] <1+ |L]
Ademas

|f(x)g(x) = LM| = |f(z)(g(x) = M) + M f(x) — LM|
< |f(x)|lg(x) — M|+ [M]|[f(zx) — L|
<W@lsasn * [Mmin{ 1, (M + 1)}

M|2(\M| +1)

8

67
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(c) Sea € > 0. Entonces existen d; > 0y dy > 0 tal que

M
reX y O0<|z—xf <d = |f(z)-L|< | 4‘6
También
| M %
reEX y 0<||lz—z0]| <o = x)— M| <
Ahora bien, para |M| > 0 existe d3 > 0 tal que
_ _ 1M
reX y0<|lz—x] <3 = |g(z)— M| < 5
. M|
M
lo(e)| — 11| < lg@) — 2] < 2]
se sigue que
| M|
|9(z)] > N

Sea ahora § = min{dy, d2, 93} vy 0 < ||z — x|l < . Entonces

‘m_g‘ _ [Mf() — Ly()|
glz) M , |g(x) M|
< |]\g‘QIMf(ﬁ) — Lg(z)|
_ @|M(f(x) — L)+ L(M — g())]
3 (M1 (@) = LL+ LM = g(@))
=2 ) — o+ 2 g
_Mﬂﬂ) LHWMMM-Q(H
<&y
2 2(1+|L))
<5+3

Lo que concluye la prueba.
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Definicién 4.1.2. (Continuidad en en punto). Sea f : X — R una funcién
definida en X C R" y sea o € X. Decimos que f es continua en x( si

Ve>030>0; x€ X, [[z—x0| < = [f(x)— fxg)] <e.

Si f no es continua en xg, se dice que es discontinua en dicho punto. La
funcién f es llamada continua si es continua en cada punto de X.

Podemos expresar continuidad en un punto en términos de limites

Proposicion 4.1.8. Sea f : X — R una funcion definida en el conjunto
X CR" yxy € X un punto de acumulacion de X. Entonces f es continua
en xy sty solo st

lim f(x) = f(xo). (4.1.1)

T—r g

Demostracion. Sea € > 0. Como f es continua en xg, existe 6 > 0 tal
que
veX v llz—mll <8 = |f(z)— flz)l <

Luego, para z € X y 0 < ||z — x¢|| < 4, se tiene que |f(z) — f(xo)| < €.
Supongamos ahora que se tiene (4.1.1). Para e > 0, existe 6 > 0 tal que

reX y0<|z—x] < = |f(z)— flzg)] <e. (4.1.2)

Sabemos que xy € X. Ahora bien, para z € X y ||z — 9| < J, se sigue
de la relacion (4.1.2) que |f(z) — f(xo)| <. O

Ejemplo 4.1.9. La funcién f : R? — R definida por

2

f@w){ﬁﬁms?@w%#mﬁ)

es continua en (0,0), pues,

lim f(x,y)= lim vy

7 =0=f(0,0)
(w,y)— (0,0) (x,y)— (0,0) x2 + y2 f( ) )

Proposicion 4.1.10. Sean f,g: X CR"” = R funciones ya € R. 57 f y
g son continuas, entonces

(a) f+g:X — R es continua.
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(b) af : X = R es continua.

(¢) fg: X — R es continua.

(d) g : X = R es continua en el conjunto X \ {x € X : g(z) = 0}.
Demostracion. Consecuencia del teorema 4.1.7. O

Observacién 4.1.3. Las propiedades (a) y (b) implican que el conjunto
C'(X,R) de funciones continuas f : X — R, forman un R-espacio vectorial.
Mas precisamente C(X,R) = F(X, R).

Ejemplo 4.1.11. Las funciones f : R? - Ry g : R?> — R definidas

por f(x,y) = x y g(x,y) = y son continuas, luego f(z,y)g(x,y) = zy es
continua.

Ejemplo 4.1.12. Toda funcién polinomial f(z,y) = >, a; jx'y’ es con-
tinua.

Ejemplo 4.1.13. Consideremos la funcién f : R? — R definida por

f(x y): %—FO&I’, s1 (.T,y)#(l,O)
’ o, si (z,y) = (1,0)

y determinemos los valores o € R para los cuales f es continua en (1,0).
Es claro que
—1
lim (x )y =
(z.9)= (1.0) /(2 — 1)% + 12

de donde
—1

(2.9)~ (10) <\/(x 12+ 2

Para que f sea continua en (1,0) debemos tener que este ultimo limite sea
igual a f(1,0) = a2, o sea, a = a?. Por tanto, a =00 a = 1.

+&x>:&

Proposiciéon 4.1.14. Sean f : X CR" >R yg: I C R — R funciones
tal que f(X) C 1. Si gy f son continuas, entonces go f: X CR" - R
es continua.

Demostracion. O
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Ejemplo 4.1.15. La funcién f: R? -+ R

LY
f(x,y) = Se”(m)

es continua en R?, pues, f es la composicién de las funciones

g: B - R h:R - R
(%?J)H#ﬁzﬂ T > senx

las cuales son continuas.
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4.2 Derivadas Parciales

Definicién 4.2.1. Sea X un subconjunto de R? y f : X — R una funcién.
Dado p = (xo,4) € X un punto de acumulacion de X, definimos la
derivada parcial de f con respecto a x (respecto a la primera variable)
en el punto p, como

of . flxo+ h,yo) — f(xo,y0)
oo P) = h

Del mismo modo, la derivada parcial de f con respecto a y (respecto a la
segunda variable) en el punto p se define
of f(@o,y0 + 1) — f (%o, yo)

0y ) = flLl—I}%) h '

Ejemplo 4.2.1. Sea la funcién
fio = { o 4 @0 £ 00

0, si (z,y)=(0,0)
Calculemos o/ o7
En efecto
o 00 = Jim h
o £(1,0) = J(0,0)
h—0 h
Rh)(0
— lim 22)450% — 0
h—0 h
=0.
af . f(0,0+h)—f(0,0)
g, 0:0) = Jim h
h—0 h
0)(h
((JQthg —0

h—0 h
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Ejemplo 4.2.2. Consideremos la funcién f(z,y) = [(z — 1)y| y hallemos
las derivadas parciales en el punto (0,0). Tenemos

90 0) = fimy h
[(h—1)0] =0

= lim
h—0

—1im9
o h

= 0.

También

g, 00) = Jim I

[(0—1)h| =0

= lim
h—0

|
= pm = 2

Observacion 4.2.1. Algunas veces omitiremos el punto p = (z,y) y es-

cribiremos
of _of of _of
or Oz b Y dy Oy

También utilizaremos las notaciones

0 0
S-Dif=f v G =Dif-1],

(p)-

Ejemplo 4.2.3. Sea f : R? — R definida por f(z,y) = z%y. Tenemos
of f@+hy) — flz,y)

o~ A% h
2,2
iy &Ry — a2y
h—0 h
. 2xhy + h%y
= lim ————~=
h—0 h
= lim (2zy + hy)
h—0

= 2xy.
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Por otro lado

of . flwy+h) — [y

8y h—0 h
2 2
i Syt h) —aty
h—0 h
I z2h
= lIm —
h—0 h
= lim 22
h—0

= 5132.

Observacion 4.2.2. Las derivadas parciales son derivadas de funciones
reales de una variable. Veamos esto. Definiendo

p(x) = flz,y0)  por fijar yo

entonces

e: I — R
r = f(xuy())

donde I es la proyeccion de X sobre el eje x; ademas

vy e(wo+h) — o(x)
oo = i
~ lim f(xo+ h,yo0) — f(0,y0)
h—0 h

0
= a_i(x()ay())'

Desde el punto de vista geométrico, la funcién ¢(x) = f(x, yy) representa
la curva que se obtiene al intersecar la superficie z = f(z,y) con el plano
y = yo. Esta es una curva que en el punto (xg, yo, f (o, yo)) tiene una recta

: 0]
tangente cuya pendiente es ¢'(xg) = 3—£(1’0, Yo)-
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Similarmente, por fijar xy podemos definir

v J — R
y — f(xo,y)

donde J es la proyeccién de X sobre el eje y. Asi tenemos

) —
_ lim f(xo, 50 +h) — f(wo,90)
h—0 h

= %(%,yo)-

Ahora bien, ¥(y) = f(zo,y) representa la curva que se obtiene al inter-
secar la superficie z = f(x,y) con el plano x = zy. Esta es una curva que
en el punto (g, yo, f(x0,y0)) tiene una recta tangente cuya pendiente es

V(o) = 3L (0, 90)-

Observacion 4.2.3. Notemos que, debido a la expresion ¢(z) = f(z,yo)
podemos derivar tranquilamente la funcién (z) utilizando las reglas de
derivacion de funciones de una variable para obtener la derivada parcial.

Ejemplo 4.2.4. Sea f(z,y) = 2%y como en el ejemplo 4.2.3. Por fijar
y = 1 se tiene p(x) = f(x,y0) = 2%yo, de donde

2 (0 0) = ¢!(2) = 2030

Luego
8_f = 2x
or
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Similarmente, fijando z = x( y haciendo ¥ (y) = f(z,y) = z3y, tenemos

of 2

8_y(x0’y) = ' (y) = 75
Luego
of _
oy '

Observacion 4.2.4. Las expresiones

ox h—0 h h—0 h
dy  h—0 h h—0 h

sugieren la siguiente definicion.

Definicién 4.2.2. Sea X un subconjunto de R? y una funcién f : X — R.
Dado un punto p € X el cual es punto de acumulacion de X, definimos
la derivada parcial de f en el punto p, con respecto a la i-ésima variable

como 5 "
[y, [ the) = f(p)

8.@1' h—0 h
Asi por ejemplo, para la funcién f(z,y, z) tenemos

af — 1 f((xayaz) + h(l,0,0)) - f(xayaz)
— = 11In

ox h—0 h
f($+h,y,2)—f($,y,2)

= lim

h—0
of _ . f(x.9.2) +1(0,1,0)) — f(x,2)
— = 111m
dy  h—=0 A

h—0 h
of _ . f(x.y.2)+h(0,0,1)) — f(x,y,2)
— = 111m
0z h—0 h

h—0 h

Ejemplo 4.2.5. Dada la funcién f(z,y,z) = e™z,

fo=yeWz,  fy=adVz  fo=e.
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4.3 Funciones Diferenciables y Linealizacion

Sea I C Ry xg € I un punto de acumulaciéon de I. Recordemos que una
funcién f : I C R — R es derivable en z si existe el limite

f(@o+h) — flxo)

/ 1
f'(an) = lim ) (133
equivalentemente: dado e > 0, existe § > 0 tal que
B) —
0< |l <6 f(xo + i)l GO (4.3.4)
Haciendo O B — fao)
r o+ h)—J(T
= 0 ; O (o) (4.3.5)
entonces (4.3.4) nos dice que dado € > 0, existe & > 0 tal que
h
0<|h|<d = T(h))<e (4.3.6)
es decir,
. r(h) _
Ahora bien, de (4.3.5) tenemos
f(zo+h) = f(xo) + hf'(xo) + r(h) (4.3.8)

Luego de (4.3.7) y (4.3.8) se sigue que f es diferenciable en z si existe
A € R (en este caso A = f'(x)) tal que

f(xo+h) = f(zo) + hA+r(h) donde %ﬂ%@ =0

La ultima caracterizacion sugiere la siguiente definicion

Definicién 4.3.1. Sea U C R? y sea p = (z0, o) € U un punto de acumu-
lacion de U. Decimos que f es diferenciable en el punto p si existen

0 0
A = 3—£($o,yo), Ay = a—jyc(xo,yo)

y si el residuo r(hy, he) definido en la expresion

f((J;Oa yO) + (hb h2)) - f(x07 yO) + Alhl + AQhQ + T’(hl, hg) (4.3.9)
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satisface

1; lr(hh h2>
im ——
(h1,h2)= (0,0) || (B, ha)|
La funcion f es diferenciable si lo es en cada punto de U.

=0 (4.3.10)

Ejemplo 4.3.1. Consideremos la funciéon
0, si (x y) = (0 O)
Ya vimos en el ejemplo 4.2.1 que

of
Ox

of

Z~L(0,0) =0 a_y<0’0) )

Por otro lado,
f((O, 0) + (hl, hg)) = f(O, O) + Aihy + Ashy + T(hl, hg)
que implica f(hy, he) = 0+ 0hy 4 Ohg + r(hq, hs), 0 sea,

hiho
(h17 h2> h2 h2
Ahora bien
PR V) R hihs
(h1,h2)— (0,0) H(hla hQ)H (h1,h2)— (0,0) (h% + h%)m
1- h1h2
- 1m - -
(h1,ha)— (0,0) (h? + h3)3/2
hi
1
= lim —— l

luego f no es diferenciable en (0,0).

Ejemplo 4.3.2. La funcién f : R? — R definida por f(z,y) = /22 + 32
no es diferenciable en (0,0). En efecto

5 (O O) l£—>0 h
) 2 _
i YO0 (4.3.11)
h—0 h
= hmM =41
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Se sigue que 7 %(0, 0) y por tanto f no es diferenciable en (0,0).
Ejemplo 4.3.3. Sea

flz,y) = (x2+y2)sen(\/xi—+y2), si (x,y) # (0,0)
0 , si (z,y) =(0,0)

f(h,O) - f(OoO)

of

o 00 = Jim h
2 2 1
. (h*+0 )sen(m) -0
h—0 h
= %1_% hsen\/? =0
of L f(0,h) — f(0,0)
g, 0) = fim I
2 2 1
. (0°+h )sen(m) -0
h—0 h
= lim hsen—— = 0.

h—0 Vh2

Por otra parte

f(((), O) + (hl, hg)) = f(O, O) + hlg(o, 0) + hgg—g(o, O) + T(hl, hg)

o sea, f(hi, hy) =r(h1,he). Se sigue que

. r(hi,hy) :
lim —_— = lim
(h1,h2)—(0,0) ”(hla hQ) H (h1,h2)— (0,0) V h% + h%

1
- B2 + b sen  ———
(hhhzl)ril (0,0) 1 36”( h? 2)

= 0.
Luego f es diferenciable en (0,0).

Teorema 4.3.4. Sea U C R" y p € U y punto de acumulacion de U. Si
la funcion f: U — R es diferenciable en p, entonces f es continua en p.
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Demostracion. Hagamos df (p) = (f.(p), fy(p)). Para cualquier h ten-
emos

flp+h)—f(p)=[flp+h)— f(p) —df(p)-h] + df(p).h (4.3.12)

De acuerdo al limite en (4.3.10) con € = 1, existe dy tal que si 0 < ||h]| < dy
entonces

[f(p+h) = fp) —df(p)-hl < ||h]
Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz se cumple

[df (p)-hl < [ldf (P)I[ |2 ]

y aplicando la desigualdad triangular en (4.3.12) conseguimos

[f(p+h) = Fl <|f(p+h) = f(p) = df(p).h| + |df (p).n]

Consecuentemente, si 0 < ||h|| < dy

[f(p+h) = f(p)| < K||R]| (4.3.13)

donde K = 1+||df (p)||. Ahora bien, dado € > 0, elegimos § = min{dy, e/ K }.
Entonces

[f(p+h) = fp)| <e
para todo h tal que 0 < ||h]| < J. Esto muestra que

lim f(p+h) = f(p)

h—0

Por tanto, f es continua en p. O
Proposicion 4.3.5. Sean f,g: U C R" — R dos funciones diferenciables.
(a) La suma f + g es diferenciable.
(b) EIl producto fg es diferenciable.
(c) El cociente f/g es diferenciable en V =U \ {p € U : g(p) # 0}.
Demostracion. O
Corolario 4.3.6. Toda funcion polinomial f : R" — R es diferenciable.

Demostracion. O
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Ejemplo 4.3.7. La funcién f : R? — R definida por

22 —

f(%y)zm

es diferenciable en todo R?, pues, es el cociente de funciones diferenciables
y g(x,y) = 22 + y? + 1 nunca se anula en R2.

Ejemplo 4.3.8. La funcién f : R?\ {0} — R dada por

_ Y
f($>y) T 1'2 _|_y2
es diferenciable en R? \ {0},

Teorema 4.3.9. Sea [ : U C R" — R una funcion definida en el abierto U
de R™. Si las derivadas parciales % : U CR" — R emisten y son continuas
en p € U, entonces [ es diferenciable en p.

Demostracion. O

Tal vez resulte dificultoso utilizar la definicion para comprobar que una
funcion es diferenciable en un punto; sin embargo, debido al teorema ante-
rior podemos ver de manera facil que la siguiente funcion es diferenciable
en el punto indicado

Ejemplo 4.3.10. Sea la funcién f(z,y) = z,/y. Esta funcién es diferen-
ciable en (1,4) ya que

of of x

ooy L=

ox oy  2\/y

ambas son continuas en el punto (1,4).

Observacion 4.3.1. El teorema 4.3.9 nos da una condicion suficiente de
diferenciabilidad mas no necesaria como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.11. Sea la funcion
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es diferenciable en (0,0); sin embargo

g: 2xsen<\/xi+y2>—\/forchos(\/xierz), si (z,y) # (0,0)
v 0 , st (z,y) = (0,0)

? _ 2ysen(\/x;+y2> —\/m‘ng cos (\/x;w?), st (z,y) # (0,0)
Y 0 , sl (x,y) = (070)

no son continuas en (0,0). En el primer caso podemos considerar el con-
junto A = {(%, O) : n € Z}, y sobre este conjunto tenemos

Jim (o) 2

En el segundo caso podemos considerar el conjunto B = {(0, %) :n €71},
y sobre este conjunto tenemos

Jdim (o0, )

Definicién 4.3.2. (Linealizacién). Sea f : U C R* — R una funcién
diferenciable y (¢, o) € U. Entonces existen

0 0
8—£($o,yo) y 6—5(930,90)

Asi, podemos definir la funcién L : R? — R por
0 0
L(z,y) = f(wo,y0) + 8—£($07 Yo) (@ — ) + 6—5(330: Yo) (¥ — Yo)

que es una funcién lineal cuya grafica es un plano en R? pasando por el
punto (o, Yo, f(xo,%0)). La funcién L se llama linealizacion de f en el
punto (xg, %), y el valor L(z,y) es llamado aproximacion lineal de f en el
punto (z,y), en este caso escribimos f(z,y) =~ L(zx,y).

Ejemplo 4.3.12. Sea f(z,y) = ze™. Entonces

folz,y) = e +aye™ vy f,(v,y) = 2™
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Aproximemos f(1.1,—0.1). En efecto, (1.1, —0.1) = (1,0) + (0.1, —0.1), en
este caso (x,y9) = (1,0) y tenemos

£o(1,0) = DO L (1) (0) MO =1y £,(1,0) = (1)2eWO0 =1
Luego
Liz,y) = f(1,0) +1(z—1)4+1y—0) =1+ —1+y=x+y.
Por tanto,
f(1.1,-0.1) ~ L(1.1,-0.1) = 1.1 4+ (—0.1) =

Ejemplo 4.3.13. Hallar la aproximacién lineal de la funcion f(x,y,2) =
V22 +y?+ 22 en (3,2,6) y utilicela para aproximar el nimero

v/ (3.02)2 4 (1.97)2 + (5.99)2.

Solucion: Tenemos que

fr=—— fy=——— fom——
R Y /N RV A N
Asi que
3 2
fx(ga 276) = ?7 fy(3 2 6) ? fz(37276) =5
Luego la aproximacién lineal de f en (3,2,6) es
3 2
L(z,y,2) =T+ (2 =3) + =(y = 2) + (2 — 6)
= §:C + g + 6z
STt

Por tanto,

V/(3.02)2 4 (1.97)% + (5.99)2 — £(3.02,1.97,5.99)

(3.02,1.97,5.99)

2
(3.02) + Z(1.97) +
9914

(5.99)

|
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Definicién 4.3.3. (Planos tangentes). Si una funcién f: U C R* — R es
diferenciable en el punto p = (x¢, y9) € U, sabemos que existen

0 0
8—£($o,3/0) y a—z(xo,yo)

en este caso la ecuacion del plano tangente a la grafica de f en en el punto
(0, Yo, f(x0,y0)) estd dada por la ecuacién

2= f(xzo,y0) + %(ﬁfo, Yo)(x — xp) + g—g(xo, Y0) (Y — Yo)-

Ejemplo 4.3.14. De acuerdo al ejemplo 4.3.12 resulta que L(z,y) = x+vy
es la ecuacion del plano tangente a la gréfica de f(x,y) = xe™ en el punto
(1,0,1).

Ejemplo 4.3.15. Consideremos el paraboloide z = z? + y* y sea (1,1, 2)
un punto de él. Tenemos f, = 2x y f, = 2y, de donde, f,(1,1) =2y
fy(1,1) = 2. Luego

z=L(zx,y) = f(1,1)+2(x—1)+2(y—1) = 2422 —2+2y—2 = 2x+2y—2

es la ecuacion del plano tangente a Gr(f) en (1,1,2).

4.4 Derivada Direccional, Gradiente y Diferenciales

Definiciéon 4.4.1. Sea f : U C R" — R donde U es abierto y p € U.
Dado v € R", definimos la derivada direccional de f en p en la direccion
del vector v, denotada por 3 of ( ) o df(p).v como el limite

gij( ) — lim f(p+tv) — f(p)

t—0 t

Observacion 4.4.1. Debemos destacar que en muchos libros de Célculo

como en éste, se exige que v tenga norma 1; sin embargo adoptaremos la
definicion inicial con el propdsito que g—jj dependa linealmente de v (que
ocurre cuando f es diferenciable). Para ver esto, en primer lugar, si 0 #

a € R, entonces existe % en un punto p € U si y solo si existe g—i; en
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este caso tenemos

of . _ .. flp+hav)— f(p)
J(av) (p) = flll—IE%) h
oty S hav) = f(p)
h—0 ah
of
= a%( p)

Ademss, si f es diferenciable se sigue de la proposicién 4.4.3

of
a1 AP

85

Ejemplo 4.4.1. Calcular %(w,y), donde v = (I, 5=) v f(z,y) = 2?2 +¢*.

Solucion:

= lim
t—0
2xt 2yt 2
==+ == 41
:lim\/5 V2
t—0 t
B m\/ﬁt(x+y)+t2
_t%O t
= lim[V2(z +y) +1] = V2(z +)
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Solucion:

Of (0.0) = 1im L0 +15:5) — 1(0,0)
ov t—0 +
t—0

La siguiente proposiciéon nos da un criterio mas simple para el calculo
de derivadas direcccionales

Proposicion 4.4.3. Sea f : U — R una funcion definida en el abierto
U C R", diferenciable en el puntop € U yv = (vy,...,v,) € R". Entonces

0 "0 0 0
L) =5 L= (500 ) -
Demostracion. O

Ejemplo 4.4.4. Sea f(x,y) = xzseny y calculemos ————
o
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efecto,
_9 3
91— i LT G ) = ST
6(_—2 L) ’ t—0 f
V13’ V13
_hmf(l 2_1t3’7r+\;)_%3) f(laﬂ)
a t—0 t
o g+ ) o
= lim t
_< —\/Q—f—?))sen(%)
= lim
t—0 t
3 3
= lim (i — 1) sen<—f3 <_13)
t—0 \/ﬁ 3_1153

13 /13
3
RViE)
Por otro lado,
of of of 2 2
1,7 = (517, 5o (,m). (= o= =)
3(&%7%3) ox Jy V13 /13

NiE3
Definicién 4.4.2. (Gradiente). Sea f : U — R una funcién definida en
el abierto U C R", diferenciable en el punto p € U. Definimos el vector
gradiente de f en el punto p, denotado por grad f(p) o Vf(p) como el

vector of of
grad f(p) = (6—561(1?), . -,a—xn(p))
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Ejemplo 4.4.5. Dada la funcién f : R*> — R definida por f(x,y) = 2*+y>.
Entonces
of of

o a0 2)) — (2,4).

Proposicién 4.4.6. (Propiedades del vector gradiente). Sea f : U C
R™ — R una funcion diferenciable en p € U y supongamos que V f(p) # 0.
Se cumplen:

vi1,2) = (550,2)

(a) El vector gradiente V f(p) es perpendicular a la curva (superficie) de
nivel de f que pasa por ese punto.

(b) El valor mdzimo de la derivada direccional %(p) es [Vf(p)|. Esto
significa que la funcion f crece mds rapido en la direccion de V f(p)
y decrece mas rapido en la direccion de —V f(p).

Demostracion. O

Ejemplo 4.4.7. Sea v = (v/2/2,v/2/2), w = (—v2/2,v/2/2) y f : R? - R

diferenciable tal que

of
ov

Calculemos g—f(l,Q) y a 1(1,2).
z y
Solucién: Desde que f es diferenciable en (1,2) tenemos

O (1,2) = 2

Za=1 y S,

4= 2—5(1,2) = Vf(1,2)0
of of V2 V2
(8x(1 2), ax(1’2)>'(7’7> (4.4.14)
V207 V20f
= 3 92 —(1, 2)+78—y(1,2)
También
9= 2—5(1,2) — V(1 2)w
of of V2 V2
(8:1:(1 2) (9x(1 2)> < 7’7) (4.4.15)
V20 f V20f
:_78_(1 2) + 5 8y< ,2)
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De las relaciones (4.4.14) y (4.4.15) se sigue que

af of
%(1,2):3\/5 yoo5(12)= V2

Ejemplo 4.4.8. (Ejemplo de plano tangente definido implicitamente).

Definicién 4.4.3. (Diferencial de una funcién). De acuerdo a la proposicién
4.4.3, el diferencial de f en el punto p es el funcional lineal df (p) : R" — R

cuyo valor en el vector v = (vy,...,v,) es dado por
df (p).v =V f(p).v Z (D) (4.4.16)

La representacién matricial del funcional lineal df (p) con respecto a la base
candnica de R" es precisamente la matriz de orden 1 x n dada por

Df(p) = grad f(p) = @i( ), - -,aa—gi(p))

Cuando f es diferenciable en todo punto de U, obtenemos una aplicacién
df : U — (R")* = L(R",R) que hace corresponder a cada punto p € U, el
funcional df (p).

Indicaremos a la base candnica de (R")* por {dx,...,dx,}. Luego si
v = (vy,...,v,) se tiene dx;.v = v;, y la expresion (4.4.16) queda

).v = Z 8@ p)dx;.v

Como esta igualdad vale para cada v € R", tenemos

df(p) =) af( )dz; (4.4.17)

ox;
=1

Finalmente, como la igualdad (4.4.17) es también valida para todo p € U,

podemos escribir
"0
df =) af
i=1

Esta expresion es llamada diferencial de f.
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Observacion 4.4.2. Si en la definiciéon anterior tomamos en particular la
funcion de dos variables z = f(x,y), escribimos
0z 0z
dz = d dy = —dx + —d
¢ = falw,y)de + fy(@,y)dy = 5-dz + s
Sip = (a,b) y hacemos de = Ax =x —a 'y dy = Ay = y — b, entonces el
diferencial de f en el punto p es

dz = fi(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y = b)

Geométricamente tenemos

De este modo podemos escribir

f(x,y) = L(z,y) = fa,b) + dz

Ejemplo 4.4.9. El largo y el ancho de un rectangulo miden respectiva-
mente 30 cm y 24 ¢cm, con un error maximo en la medicién de 0.1 ¢m en cada
una de las dimensiones. Use diferenciales para estimar el error maximo en
el area calculada del rectangulo.

Solucién: Sea A(x,y) = xy la funcién area. Tenemos

A A
dA:a d:L‘—|—a dy = ydx + xdy
Ox oy

y también |Az| < 0.1, |Ay| < 0.1. Ahora usamos dxr = 0.1, dy = 0.1 con
x = 30, y = 24. Entonces el maximo error en el area es

dA = 24(0.1) 4+ 30(0.1) = 5.4cm?.
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Ejemplo 4.4.10. Si R es la resistencia total de tres resistores, conectados
en paralelo, con resistencias R;, Ry, R3, entonces

1 1 N 1 N 1

R R Ry R
Si la resistencia se mide en ohms como R; = 252, Ry = 4092 y R3 = 50¢2,
con un error posible de 0.5 por ciento en cada caso, estime el error maximo

en el valor calculado de R.
Solucion: Calculemos g—ﬁ tomando derivadas parciales en ambos lados

a(1> 8<1 1 1> _ OR R?

oR\R) T oRr\R, " B R, ORI
y por simetria obtenemos
OR R? OR R?
oR, R ORI
Cuando Ry = 25, Ry =40 y R3 = 50,
% = % & R= % ohms

Desde que el error posible para cada R; es de 0.5 por ciento, el maximo
error de R se consigue haciendo AR; = 0.005R;. Asi que

OR OR OR

AR~dR = — AR + — ARy + — AR
OR, + OR, + OR;
1 1 1
= (0.005)R*( — + — + —
(0.005) <R1+R2+R3>

1
= (0.005)R = 7 ™ 0,059 ohms.

4.5 Regla de la Cadena

Recordemos de la definicién 4.3.1 que una funcién f : U C R? — R es
diferenciable en el punto p = (xg, ) € U cuando tenemos

F((zo,y0) + (h1,h2)) = f(zo,y0) + %(%, Yo)h1 + %(xoa Yo)ha + 7(hy, ha)
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donde
T(hl, hg) —0

11m T . ~ —
(h,ha)— (0,0) || (A, ha) ||

y de acuerdo a la proposicion 4.4.3, la expresion anterior se puede escribir
como

f((zo,90) + (ha, ha)) = f(wo,90) + df (zo,y0)(h1, ha) + r(hy, ho)

donde
T(hl, hz) —0

111 —_—Y =
(h1,h2)— (0,0) ||(h1, ha)||

y sabemos que df (zg, yo) es un funcional lineal de R? en R.

Esta tdltima relacién sugiere definir diferenciabilidad de U C R™ en R"

Definicién 4.5.1. Una funcién f : U — R" definida en el abierto U C R™
se llama diferenciable en el punto p € U cuanto existe una transformacion
lineal T": R™ — R" tal que

flp+v)=f(p)+T,(v)+r(v), donde lim r®) =0
v=0 [Jo]]
La transformacién lineal df (p) = T, : R™ — R" posee en relacién a las
bases candnicas de R™ y R" una representacion matricial de orden n x m
llamada matriz jacobiana de f en el punto p, denotada por D(f)(p) o
también Jac(f)(p). Méas precisamente, si f = (f1,..., fn), entonces

(am) - ) e gEm)
Jac(f)(p) = 3—53(10) §—§;'<p> %(p)
\ %) - L) o L) )

La funcién f es diferenciable cuando es diferenciable en cada punto de U.

Proposicion 4.5.1. Sea U C R™ abierto. La aplicacion f : U — R"”
es diferenciable en el punto p € U si y solo si cada una de las funciones
coordenadas f1,..., fn: U — R es diferenciable en ese punto.

Demostracion. O
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Ejemplo 4.5.2. Sea f : R* — R? definida por f(z,y) = (e, sen(zy)).
Entonces f es diferenciable desde que cada funcién coordenada lo es; ademas
para cada punto (x,y) se tiene

saclpie) = (e )

ycos(xy) xcos(xy)
Ejemplo 4.5.3. Sea f(r,0) = (rcosf,rsinf). Entonces

sacl o) = (G on )

sinf) rcosf

Ejemplo 4.5.4. Sea f(r,0,p) = (rcosfsinp,rsinfsing,rcosy). En-
tonces

cosfsiny —rsinfsiny rcosfcosyp
Jac(f)(r,0,0) = | sinfsiny rcosfsing 7rsindcosp
Cos 0 —rsin g

Teorema 4.5.5. (Regla de la cadena). Sean U C R™ y V C R" abiertos,
f U — R" diferenciable en el punto p, con f(U) CV yg:V — RP
diferenciable en el punto f(p). Entonces go f: U — R es diferenciable en
el punto p; ademds

d(go f)(p) = d(g)(f(p)) od(f)(p) vy D(go [)p)=D(g)(f(p)D(f)P)

Demostracion. O

Ejemplo 4.5.6. Sea f(u,v) = (e* 2, u* —v?) y g(z,y) = (z + 2,2 — y?).
Calculemos D(f o0 ¢)(0,1) a partir de la composicién y utilizando la regla
de la cadena.

Solucién: (i) Componiendo tenemos

(fog)z,y) = flz+2,2—y°) = (", 4+ 4z + 2zy* — y)

entonces

D@ = (4 o a1y

Luego

piroa0.n=( 4 % )
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(ii) Ahora por la regla de la cadena se tiene
D(f 2 9)(0,1) = D(f)(9(0,1))D(g)(0,1)
Tenemos ¢(0,1) = (2,—1) y

D) = (%, 5, ) = Do) =Dy =} )

También

e = (1 Y, )=r@on=(} %)

D(fog)((),l):(i g)(} _02>:<é _04>

Ejemplo 4.5.7. Calcular D(f o ¢)(0), donde

Luego

flz,y) =sinzcosy vy  g(t) = (at,V1)

Solucién: Debemos notar que no es posible aplicar la regla de la cadena
desde que g no es diferenciable en t = 0. Componiendo tenemos

(f o g)(t) = f(nt,V/t) = sinwt cos V1.
Desde que f o g es una funcién real de variable real, se sigue

D(fog)(0)=(f0o9)(0)
_ i S 09) (@) = (f 29)(0)
t—0 t
B sin 7t cos V't — 0
— 50 t
_ lim sin 7t cos /1
t—0 7t

= .
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4.6 Derivadas de Orden Superior

Sea la funcién f : U C R? — R definida en el abierto U. Si existen
las derivadas parciales % y g—g en cualquier punto (z,y) € U, entonces

podemos considerar las funciones

a—f:Ug]RQ—HR y g:UgRQ—mRa
Ox oy

tal que a cada punto (z,y) € U se le hace corresponder las derivadas
parciales

%(xay) y 6_y(x’y)

respectivamente. Definimos

o°f _ 9 0f Of _ 9 0f
ox? 6x((9x> 0xdy 8x(8y)
O f d (0f O*f 0 /0f
dydr a_y(%) FEA a_y(a_y)

Otras notaciones

Ejemplo 4.6.1. Sea f(z,y) = z%¢Y. Entonces f, = 2ze’ y f, = x?€.
Luego

foa =26, foy =2z€¥,  fy, = xQey’ fya = 2weY.
Ejemplo 4.6.2. Sea f : R? — R la funcién definida por

oy [ S 8 w00
f(z,y) { ! 0, si (z,y)=1(0,0)

Para (z,y) # (0,0) las derivadas de estas funcién son

af 9 /3% — 242 + 22 + 322t — P
TRt ) R P
of o 23y? — zy? B 22y — 323y? — 2y
o=y )=

4
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Por otra parte

1?(0)2—h(0)°

a0 0 = Jim h b h
03h2—0(h)3
af . f(o?h)_f(oa())_ . 02+h2 —0
gy %0 = fim h i S—
Luego
Of _ | SRR si (vy) # (0,0
O 0, si (x,y)=1(0,0)
of _ | B st (w,y) #(0,0)
319 07 si a’,’,y) = (070)
0* f o /0f
a9 070 :_(_) 0,0
8y8x( ) Oy \Ox (0,0)
2L0,h) — 50,0
:lim8$(7 ) 8gg(7 )
h—0 h
02 +02h343(0)2h =" _
= lim (OF+h?)"
h—0 h
0 f o (0f
9.9, 070 = _(_) 0,0
(9:13(9y( ) Jx \ Oy (0,0)
2,0 - 50,0
= lim
h—0 h
21°(0)=3h°0*~h(0)* _
= lim (0
h—0 h
=0
Por tanto,
O f O%f
1= 0,0 0.0) = 0.
8y8:1:( 0 # (93:8y( 0)
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Teorema 4.6.3. (Schwartz). Sea f : U C R? — R una funcién definida
en el abierto U de R?. Si las derivadas

O f O f

axay:Ung—ﬂR y 6yax:UgR2—>R
existen y son continuas en U, entonces
0 f B o0 f
Oxdy  Oydx’
Demostracion. O

4.7 Extremos Locales y Multiplicadores de Lagrange

Definicién 4.7.1. Sea X un subconjunto de R". Una funcién f: X — R
tiene un mdzimo local (resp. minimo local) en un punto zy € X si existe
una bola abierta B(xg,7) en R" tal que f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(z0))
para todo = € B(xg,r) N X. Un punto xzy € X el cual es méximo local o
minimo local es llamado extremo local.

Si f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(zg)) para todo x € X, entonces x
se llama mdximo global o absoluto (resp. minimo global o absoluto) y un
punto que es maximo o minimo absoluto se llama extremo absoluto.

Teorema 4.7.1. Sea f : X — R una funcion definida en el subconjunto
X de R" y sea p un punto interior de X tal que existen %(p) para todo

1 <i<mn. Sip esun extremo local, entonces V f(p) =0, es decir,

of v_  _ 9f
a V) == 5 ()

(4.7.18)
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Demostracion. Hagamos p = (aq, ..., a,). Por ser extremo local, existe
una bola abierta B(p,r) en R" tal que p es un extremo absoluto de f
sobre B(p,r) N X. Sea ¢(z) = f(x,as,...,a,) el cual estd definido en
m(B(p,r) N X) € R. Ahora bien, a; es un extremo local de la funcién
¢(z), de donde

9 0
651( ) = 851 (a1,...,a,) = spl(al) -0

Las otras igualdades de (4.7.18) son probadas de manera similar. O

Definicién 4.7.2. (Punto critico). Sea f : X — R una funcién definida
en el subconjunto X de R" y sea p un punto interior de X tal que existen

%(p) para todo 1 < ¢ < n, decimos que p es un punto critico de f si

Vi) =

Observacion 4.7.1. Del teorema anterior se sigue que todo extremo local
es un punto critico. Debemos observar también que no todo punto critico
es extremo local.
Por ejemplo consideremos la funcién f(z,y) = 22 —y>. De las igualdades
of af

— =2x=0

=—2y=20
ox Y 8y v =

se sigue que (0,0) es el tnico punto critico de f; sin embargo, tomando
una bola abierta suficientemente pequena B,(0,0) se tiene que g (,0) >0
para |z| <r,y a L(0,y) < 0 para |y| < r. De esto se sigue que (0,0) no es
un extremo local para f.

Definicién 4.7.3. (Punto de silla). Un punto critico de f : X — R que
no es extremo local, es llamado punto de silla.

Ejemplo 4.7.2. El punto (0,0) de la observacién 4.7.1 es un punto de silla
2 _ .2

para la funcién f(z,y) = z* — y°.

Teorema 4.7.3. (Condiciones suficientes para la existencia de extremos
locales). Sea f: U — R una funcién de clase C? definida en el abierto U
de R"™. Dado un punto critico p € U, se cumplen

(a) Si todos los valores propios de H(p) son positivos, entonces f tiene
minimo local en p.
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(b) Si todos los valores propios de H(p) son negativos, entonces f tiene
mdximo local en p.

(c) Si H(p) tiene valores propios positivos y negativos, entonces f tiene
punto de silla en p.

Demostracion. O

Corolario 4.7.4. Con las hipdtesis del teorema anterior y D = det(H (p)),
se cumplen

(a) Si D >0y 5%(p) > 0, entonces f tiene minimo local en p.

o2 f
)
(b) SiD >0y %(p) < 0, entonces [ tiene mdzimo local en p.
(¢) Si D <0, entonces f tiene punto de silla en p.

(d) Si D =0, no podemos afirmar nada acerca de p.

Demostracion. Hagamos

o = ¢ )

que nos da la ecuacién caracteristica
0 =det]\y — H(p)] =\ — (A+C)A\+D
Los valores propios A1 y Ay estan relacionados por las férmulas
M+ A=A+C y AMAo =D (4.7.19)

Si D > 0, tenemos AC > B? > 0y A, C tienen el mismo signo. Se sigue
de (4.7.19) que A1 y Ag tienen el mismo signo, lo que prueba (a) y (b). O

Ejemplo 4.7.5. Hallar los extremos locales de f(z,y) = 2?4+ 2y +y* — 3z.

Ejemplo 4.7.6. Hallar los maximos y minimos locales de la funcién f(z,y) =
3_ .2
Ty — 0 — Y
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4.8 Ejercicios

Ejercicio 4.8.1. Sea f(x,y) = v/3x — y. Utilizando la definicién calcular

of
ox”
Solucion.
of _ . flathy) — flz,y)
ox h—0 h
. \/3(:U+h)—y—m
= lim
h—0 h
— lim (V3zx+3h—y—+3r—y)\V3x+3h—y+ 32 —vy)
 h50 h(v3x+3h—y+ 3z —vy)

— lim (Bx+3h —y) — (3x —y)
0 h(V32+3h —y+/32 —y)

3h
pr— 1.
50 h(v/3% F 30—y + /37 — 3 )
= lim o
h—=0+/3x+3h —y++/3x —y
3
C2/Br—y

Ejercicio 4.8.2. Dada la funcién f(z,y) = /z(y — 2)

(a) Determinar el dominio de f y el conjunto de puntos donde existen
ambas derivadas parciales.

(b) Encontrar la aproximacién lineal de f (justificar su existencia) en el
punto (1,6) y utilizarla para calcular aproximadamente f(0.96,6.03).
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z(y — 2) > 0}. Por otra parte,

ox h—0 h
i YR —2) - Valy - 2)
h—0 h
g W) wc )/ (@ +h)(y —2) +/aly - 2))
h—0 h(\/( —2 +/x(y —
e @Ry <y—2>
h=0h(y\/(x+ h)(y —2) + /2(y
= lim g _2)
h=0 /(x4 h)(y — 2) + /z(y — 2)
2/x(y —2)
También
Jdy  h—0
gy Ve £h—2) = Valy = 2)
h—0 h
e VAR - Al D)l =9 + /i~ 9)
h—0 h(z(y+h—2)+z(y—2))
i Ay h—2) —afy — 2)
h—>0h\/:1:y+h—2 +/z(y —2))
_flz%¢xy+h—2)+ z(y — 2)
ENCUED
Luego el conjunto donde existen ambas derivadas parciales es

U ={(r.y)

z(y — 2) > 0}.

(b) De acuerdo a la parte (a), la funcién f es claramente diferenciable

en (1,6); ademas

of

8x(1 6) =

Iy

of

1

1,6
>4

8y(
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Luego

L(z,y) = f(1,6) + fa(1,6)(z — 1) + f,(1,6)(y — 6)
:2+1(x—1)+%(y—6)

oy 1
—x+4 5

Por tanto, £(0.96,6.03) = L(0.96,6.03) = (0.96) + %2 —

DNo[—

Ejercicio 4.8.3. Sea la funcién

T 2
o= {1 147
0, si z=y

Calcular o7 o7
500 v 500
Solucion.
(9x(0 0)= ilzlg%) h
h—0 h
0
4 h—02?
= pm =
= 0.
dy ay 0 = }111_13% h
h—0 h
ht 0
1 0—h2
= =
= 0.

Veamos a continuacion si f es diferenciable en el origen: tomando el camino

r(t) : o(t)=t*+2*, yt)=t, teR
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se tiene

1
lim —2 =)
0z(t) —y(t)2  rho2t 2

Asi que

1
i fy) = 5 #0= (0.0)

Por lo tanto, f no es continua en (0,0).

Ejercicio 4.8.4. Sea ¢ : R? — R una funcién diferenciable y f : R? — R3
definida por f(z,y) = (2> + 3,2 — y + 2y, 29%). Si

901,122 Yor1y=1 y —29O0LY _, x5

o Iy 9(1/2,0,v/3/2)
calcular
d(go f)(1, 1)
d0(3/5,—4/5)
Solucion. Se sabe que
0g(0,1,1)
1-V3=
9(1/2,0,V3/2)
dg dg dg 1 3
= (52010 50,11, 570,1,1)).(5,0.5)
B dg 1 3
- (2,1,57(0,1,1)).<§,0,—§—)
V30dg
=1+ 78_(0’ 1,1)
que implica
dg
1,1) = -2
82(0’ 1) =
Por otra parte,
2z 312
Df(x,y) =1 1+y —1+=x
y: 2wy

Luego
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d(go f)(1,—1)

= V(g0 /)1, -1).(3.5)

9(3/5, —4/5) >
- D(gOf)(L_l)'(g’_%)
= Dyg(f(1,-1))Df(1, _1)‘@’ _§>
— Dg(0,1,1)Df(1, —1)'(2’ _§>
= Vg(0,1,1)Df(1, —1)'@’ _§>
_ (%(0,1,1),2—5(0,1,1),%(0,1,1)) § _32 -(%‘%

Ejercicio 4.8.5. Sea I : R?* — R diferenciable tal que F'(—4,3,1) =0y
VF(—4,3,1) = (—2,0,3). Dada la superficie S definida por

F(3z —2y* — 2,2 —y +22,™%) =0
(a) Hallar la ecuaciéon del plano tangente a S en el punto (0,1, 2).

(b) Hallar la ecuacién de la recta normal a la superficie S en el punto
(0,1,2).

Solucién. (a) Consideremos la funcién G : R?* — R3 definida por
G(x,y,2) = (3x — 2y* — 2,2 — y + 22, €*¥*). Entonces

3 —4y —1
DG(z,y,2) = 1 —1 2

yze'V* xze* xyetV*
Haciendo H = F o G, tenemos

H(z,y,2) = F(3x — 2y* — 2,0 — y + 22, &%)
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Ahora bien,

VH(0,1,2) = V(F 0 G)(0,1,2)
— D(F o @)(0,1,2)
— DF(G(0,1,2))DG(0, 1, 2)

3 —4 —1
—VF(-4,3,1) 1 -1 2
2 0 0
3 —4 -1
=(=2,0,3)[ 1 =1 2
2 0 0

= (0,8,2).
Por tanto, la ecuacién del plano tangente a S en el punto (0, 1,2) es
VH(0,1,2).(z -0,y —1,2—2) =0

que equivale a
dy4+2—-6=0

(b) Finalmente, la ecuacion de la recta normal esta dada por
Ly:  (z,y,2) =1(0,82)+(0,1,2); teR

Ejercicio 4.8.6. Sea f : R® — R tal que Vf(1,0,2) = (2,-1,3) y
g(u,v) = Bu—v,u* +v—3,2u —v* +4).

(a) Determinar la derivada direccional maxima de fog en (u,v) = (1,2).

(b) Si f(1,0,2) = 5, hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie
de nivel S = {(z,y,2) : f(z,y,2z) =5}, en el punto (1,0, 2).

Solucion. (a) Debemos calcular ||V(f o ¢)(1,2)]|. En efecto,
3 -1

DG(u,v) = | 2u 1
2 —2v
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V(fog)(1,2) =D(fog)(1,2)
= Df(9(1,2))Dg(1,2)
— Df(1,0,2)Dg(1,2)
— V(1,0,2)Dg(1,2)

3 —1
=2,-1,3)[ 2 1

2 —4
= (10, —15).

Luego [|V(f o g)(1,2)|| = 5V/13.



Capitulo 5

Integrales Dobles

En una sola variable, el proceso de derivar e integrar pueden ser pensa-
dos como operaciones inversas. Por ejemplo, para integrar la funcién f(z)
es necesario hallar una antiderivada de f, es decir, otra funcién F(x) cuya
derivada es f(z). Nos preguntamos: jexiste una manera similar de definir
la integral de una funcién escalar de dos o més variables? La respuesta es
afirmativa, como veremos en este capitulo.

5.1 Definicién y Propiedades Generales

Recordemos que una particién P del intervalo [a, b] es un conjunto finito
de puntos tg,...,t; donde

a=th<t1 <---<tp=5b

La particion P divide al intervalo [a,b] en k subintervalos [t;_1,%;]. Una
particion del rectangulo R = [aq, by] X - - X [a,, b,] es un conjunto de la forma
P =P x--- x P, donde cada P; es particion de [a;, b;]. Supongamos por
ejemplo que Py = {sq, ..., s;} es una particion de [a1, b1] y Po = {to, ..., 11}
es particién de [asg, bo], entonces la particion

3)1 X fPQ = {(80,t0), ceey (So,tk), ceey (Sl,to), ceey (Sl,tk>}

de [a1,b1] X [ag, bo] divide al rectdngulo cerrado [a1, b1] X [ag, bs] en Ik sub-
rectangulos

[Si—la Si] X [t]’_l, tj] (Z,]) - {1, ceey l} X {1, cey k}

En general si P; divide al subintervalo [a;, b;] en en NN; subintervalos, en-
tonces Py x -+ x P, divide a R en Ny X ... X N} subrectangulos.

107
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Definiciéon 5.1.1. Sea f : R € R" — R una funcién acotada sobre el
rectangulo R y P una particion de R. Para cada subrectangulo S de la
particion, sea

ms(f) = inf{f(z) : €5}
Ms(f) = sup{f(z) : x € 5}

y sea v(95) el volumen de S. La suma inferior de f para la particién P se
define por

L(f,P) =) ms(f)v(S)
S
También definimos la suma superior de f para la particion P como

U P) =3 Ms(Fu(S)
S
Observacion 5.1.1.

L(f,P)<U(S,P)

En efecto, para cada S tenemos mg < Mg que implica

ms(f)r(S) < Ms(f)v(S).

Luego

> ms(fHv(S) <Y Ms(f)v(S)
S

S

Lema 5.1.1. Si P es un refinamiento de la particion P, entonces
LOLP)<LEP)  y ULP) SUSP)

Demostracion. Dado un subrectangulo S de P, este es dividido en sub-
rectangulos Sq,...,.5 de P'. Asi

v(S)=v(S)+...+v(9)
Luego

ms(f)v(S) = mg(f)v(S1) + ...+ mg(f)r(S;)
< mg, (f)v(S1) + ... + mg (f)r(S)

= > ms(fw(s)



5.1 Integrales Dobles Sobre Rectangulos

Haciendo variar .S para la la particion P, conseguimos

Y ms(fHr(S) <Y Y ms(fv(S) =Y ms(f)v(S)
S

SeP SeP
que implica
L(f,P) < L(f,P)
Por otro lado,
Ms(f)v(S) = Ms(f)v(S1) + ...+ Ms(f)v(S)
> Mg, (f)v(S1) + ...+ Mg, (f)v(S)

= 3 Mg (Hu(S)
que implica

> Ms(f)v(S) =D > M (fHv(S) = > Ms(f)v(S)

SeP SeP S; SeP’

Luego
U, P <U(S,P).

Observacién 5.1.2. Dadas P y P’ particiones cualesquiera, se tiene
L(f,P) <UL, P)
En efecto,
L(f,P)<L(f,PUP)<U(f, PUP)<L(fP)
Definicién 5.1.2. Fijando una particién P, se tiene
L(f,P)<U(f,P') para toda particion P

de donde
sup{L(f,P) : P es particion} < U(f, P’

y haciendo variar P’ obtenemos

109

sup{L(f,P) : P es particién} < inf{U(f,P") : P es particion} (5.1.1)

Una funcion acotada f : R — R definida en el rectangulo R de R" se llama

integrable si vale la igualdad en (5.2.2). En este caso el nimero

/ f = sup{L(f,P) : P es particion} = inf{U(f,P") : P es particién}
R

se llama integral de f sobre R.



110 5. Integrales Dobles

5.2 Integrales Dobles Sobre Rectangulos

Recordemos que la integral definida de una funcién no negativa f rep-
resenta el area “bajo” la curva y = f(z). A continuacién veremos que la
integral doble de una funcion escalar no negativa f(x,y) > 0 representa el
volumen “bajo” la superficie z = f(z,vy).

Definiciéon 5.2.1. Sea f una funcién continua definida en el rectangulo
R = la,b] x [¢,d], es decir,

R:{(:U,y)ERQ:aS:USb,ngSd}

Fijado un nimero z* € [a,b|, cortamos la superficie z = f(x,y) con el
plano x = z* paralelo al plano yz. Entonces el drea A(z*) de la region
plana entre la curva z = f(x*,y) y el plano xy cuando y varfa sobre el
intervalo [c, d], depende sélo de z*. Asi tenemos

d
A@ﬂzijme

Si reemplazamos z en lugar de x* tenemos

d
M@:/fmw@

donde x es fijado e y varia. Esto tiene sentido siempre que para z fijo, la
funcién f(z,y) es una funcién continua de y sobre el intervalo [c, d].

Definimos la integral doble de f sobre el rectingulo R = [a,b] X [c,d]

o /Rf(x,y)dA - Lb</cdf(x,y)dy>dx (5.2.2)
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Notemos que integrar f(z,y) con respecto a y es la operacién inversa de
tomar la derivada parcial de f(z,y) con respecto a y. También podemos
considerar el area de la region plana entre la superficie y el plano zy la
cual es paralela al plano zz. En este caso definimos

/Rf(x,y)dA - /Cd(/abf(x,y)dx)dy (5.2.3)

Cuando f(z,y) > 0 sobre R = [a,b] X [c,d], la integral doble definida por
las férmulas (5.2.2) y (5.2.3) (que son el mismo valor por el teorema de
Fubinni) representa el volumen del sélido bajo la superficie z = f(z,y).

Teorema 5.2.1. (Fubinni). Si f : [a,b] X [c,d] — R es una funcion con-
tinua, entonces

/ /fxydy dx—/ /fxydx

Ejemplo 5.2.2. Calcular la siguiente integral iterada

/13 (/01(1 + 4xy)dx)dy

Solucion:

r=1

/13 (/01(1 + 4xy)dx) dy — /13 [(az + 202y)
= /13(1 + 2y)dy
=)

— 10.

i

=0

Ejemplo 5.2.3. Calcular la siguiente integral iterada

/2 w/2
/ ( / sin x cos ydy) dx
0 0
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Solucion:

/2 /2
/ ( / sin & cos ydy> dr = /
0 0 0
/ sin xdx
0

/2 y=m/2
((sm xsiny) ’ )da:
/2
/2
(—cos )
1.

0

Ejemplo 5.2.4. Calcular la siguiente integral doble

donde R={(z,y) : 0<x <1, —3<y <3}

Solucién:
1 3 9
ry
— d )d
//x2—|—1 /0</3x2—|—1y v
]
0 3($2+1)
118
:/ 5 * dx
0o T +1
2
:9ln(aj2—|—1)‘l

5
—9ln 2.
"3

y=—3

Ejemplo 5.2.5. Halle el volumen del sélido que se encuentra bajo el grafico
de la funcién
22 P

f(%y):l—z—g

y arriba del rectangulo R = [—1,1] x [-2,2].
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Solucién: es facil ver que f(x,y) > 0 para todo (z,y) € R. Entonces

z//f(fc,y)dfl
// 1————)dyd:z:

_/( 2%y y?’)’ﬂd
R ERST ) ) M

(92 :z:3> z=1
_aj [ —

27 3 r=—1
166

27

5.3 Integrales Sobre Regiones de Tipo I y II

Ejemplo 5.3.1. Al evaluar una integral doble sobre una region R se obtuvo
una suma de integrales iteradas como sigue

//Rf(x’y)dA: /0< oy/ef(x’y)d:C)dﬁ/j (/Omf(l‘,y)dw)dy

Trace la regién R y exprese la integral doble como una integral iter-
ada con el orden de integracion invertido. Aplique esto para calcular

[ [ f(x,y)dA, siendo f(xz,y) = e"

5.4 Integrales Dobles sobre Regiones Generales

5.5 Cambio de Variables en Integrales Dobles

Recordemos un poco sobre el cambio de variables para integrales de fun-
ciones de una sola variable. Por ejemplo calculemos

2
/ vV 1+ 22dx
1
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Sea
f:[1,2] — R

r = /14 a?
Si hacemos u = 1 + 22, entonces © = /u — 1. Luego
r=1=u=2 y T=2=>u=95
Definimos

v: [2,5] = [1,2]
u = Vu—1

(v)) = f(vVu—1) = Vu—1,/u. Luego
/:2()5) f(x)dz = /IQx\/mdx
_ /5 \/ad_“
/V@?vx%qfq

5Lﬂww¢wm

Como un teorema tenemos

que implica f(p

Teorema 5.5.1. Sea f : [a,b] = R una funcién continua y ¢ : [c,d] = R,
u— o(u) de clase C1 tal que o(c) = a y ¢(d) = b. Entonces

[ = [ e

Demostracion. a

A continuacién daremos la version del teorema anterior para funciones
de dos variables

Dada una funcién

tal que existan

o0 o oy 0y
ou’ Ov Ou  Ov
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definimos
O(x,y) fr Gu
’ = det du Qv
O0(u,v) c (% %

llamado jacobiano de la funcién .

Ejemplo 5.5.2. Sea

Tenemos que

en este caso se tiene

o Ou
8(3779) — det( ngj gv
Ou

D, v) —>:d€t(2vu 25)

Teorema 5.5.3. Sea f : R C R? — R una funcién continua y ¢ : R C
R? — R, ( v) = (z(u,v),y(u,v)) una funcién biyectiva de clase C*, tal
que Jac(p) es inversible en todo punto de R'. Entonces

Q
SES

//fa: ydxdy—/ R/f o(u,v))|Jac(p)(u,v)|dudv

Demostracion. O
Notemos que

92 (y,v) 2(u,v
Jac(@)(uav)zclet(%( ) ? , >)

y |Jac(y)(u,v)| es el valor absoluto de Jac(y)(u,v).

Ejemplo 5.5.4. Calcular la integral

//R(ery+ 1)dzdy

donde R es la regién de la figura abajo
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Solucion: Seau =y —x y v =y + z. Entonces

vV — U ( ) v+ u
u,v) =
2 y y? 2

Tenemos asi la funcién
e: [-1,1] x[1,2] — R
(o) = (5555

Luego para f(x,y) =z +y+1

//f:l:yda:dy—//ll - o(u,v))|Jac(p)(u, v)|dudv
I L ;“+”§“+1>\det(175 )
:/ / (v-l—l)ldudv
// (v + 1)dudv

=§/1 (vu+u)‘ dv

z(u,v) = donde —-1<u<l1, —-1<u<l1

dudv

1 2
25/(v+1)—(—v—1)dv
1 2
:5/(204—2)(&)
1
1., )
5(1} —|—21})‘1
_D
2

Ejemplo 5.5.5. Calcular

/ / 2y dedy
R

donde R es la regién limitada por las curvas
1

Y

ry =1, ry =1, Ty = 2, %

8] |w
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Solucién: Sea vy = u e £ = v. Entonces 1 < u <2y 1/2 < v < 3.

Despejando x e y en funcién de v y v podemos definir la funcién

o [1,2] % [1/2,3] — R
(u,v) > < L %)

Luego

[ [#eaa= [ [ et o)l acte)w olduds
R [1,2]%[1/2,3]
2 3 1 Wu
:// u?ldet [ 2ywo 20V
1lv 1u
1 J1/2 2u 20
2 3 9
:// u—dvdu
1 J1/2 2v
2,2 ;
= [ (mo)f

2,2

u
— In6d
12]a U

dvdu

u? o
5{1

~

In6)

gln6.

Ejemplo 5.5.6. Calcular

[ [ eos(tt)aa
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donde R es la region trapezoidal con vértices

(170)7 (2’0)7 (072)7 y (07 1)

Solucion:

Seau=y—xyv=y+z. Entonces

U —U U+ U
5 y Yy =

€r =

y podemos definir
v: R — R’
(,y) = (u(z,y),v(z,y) =y — 2,y + )

de donde se tiene

¢(170) - (_17 1) ¢(270) - (_27 2) ¢(072) - (272) ¢(07 1) - (17 1)

Luego
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que implica

Jac()(u, v) = det < —1/2 1/2 ) _ 1

/2 1/2 2
/ / cos dA / / cos dudv
/ / —cos dudv

—/1 58671( )’_ dv

_ /12 %(sen(l) — sen(—1))dv
_ /1 2 £ @sen(1))do
= sen(1) /12 vdv

2

= (sen(1);

= §sen(1).

Consideremos ahora la transformacién polar

Q: [7“0,7“1] X [90;90] — R
(r,0) = ((r,0),y(r,0))
donde
x(r,0) = rcosf y y(r,0) = rsinf
Entonces
Or Oz ]
B e A cost) —rsinf \
Jac(gp)(r,e)—det(% gig) _det(sine 7 cos 6 ) -
Luego

61 ™1
//f(xay)dA:/ / f(rcosf,rsinf)rdrdd
R 00 To

119
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Ejemplo 5.5.7. Calcular

// \/RQ—:U2—y2dA
D

donde D = {(z,y) € R* : 2%+ y* < R?}
Solucién: Sea x =rcosf ey =rsinf, donde 0 <r < Ry 0 <60 < 2.
Entonces

27 R
// \/R2 — 22 — y2dA = / / vV R?2 — r2rdrdf
D o Jo

2m P3
_ / L
)

2w R?
7

5.6 Ejercicios



Capitulo 6

Integrales Triples

Asi como se definen integrales dobles, también definiremos integrales triples.

6.1 Integrales Triples sobre Cajas

Trataremos primero sobre una caja rectangular

B={(z,y,2) :a<z<b c<y<d r<s<d}

Dividimos B en subcajas

esto se hace dividiendo el intervalo [a, b] en [ subintervalos [x; 1, ;] de
igual longitud, dividiendo [c,d] en m subintervalos [y;_1,y;] y el intervalo
[, s] en n subintervalos, todos de igual longitud, respectivamente.

Ahora fijemos una subcaja

Bz’jk = [%‘—1,%] X [yj—layj] X [Zk—hzk]

* * *
y tomemos un punto (a:ijk, Yiik> zijk) € Biji,

121
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Definicién 6.1.1. La integral triple de f sobre la caja B es

///Bf(x’ y,2)dV = l,m,lnigl—l—ooz Z Z S @ Vi 2i5)V (Biji)

j=1 k=1
si este limite existe (por ejemplo cuando f es continua).

Teorema 6.1.1. (Fubini). Si f es continua en la caja

B = la,b] x [¢,d] x [r, ]

///Bf(flr,y,Z)dV:[S/Cd/abf(x,y,z)dxdydz

Demostracion.

entonces

Ejemplo 6.1.2. Calcular la integral triple

] [ wvav

B=A(r,y,2) : 0<x<1, —1<y<2 0<z<3}

Solucion:
///xydeV // / zy 2 drdydz
(2 )‘ dydz

donde

I

N
<
Q,

<
N
QU
<
SH
N

o)

|\:\

IS
N——
| [N}
L

<Y

N

w

~—
S
N

N\
N
[N}
|
NS

w
w
N
)
W
N

I
c\o\bmc\c\

~

1w
w

[\)

3

w| R,
(en)
N

7 N\
N~~~
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6.2 Integrales sobre Regiones de Tipo I, II y III

6.3 Integrales Triples sobre Regiones (Generales

Sea E C R? una regién acotada y encerramos F en una caja rectangular
B, o sea, E C B. Consideremos la funcién

— . f(.%',y,Z), si (;U,y,Z)GE
f(a:,y,z)—{ 0, si (z,y,2)¢&F

///Bf(a:,y,z)dV:///Bf(x,y,z)d‘/

esta integral existe si f es continua.

y definimos

Definicién 6.3.1. (Integral sobre una regién de tipo I). Una regién de tipo
I es de la forma

E={(z,y,2) €R®: (z,y) € D, ui(z,y) < 2 < us(z,y)}

donde D es la proyeccion de E sobre el plano xy y ui,us : D — R son
funciones continuas.
Geométricamente:

En este caso

I frenam= L[l

Si D es de tipo I, o sea,

E={(z,y,2) : a <2 <b pi(v) <y < oox), wa(z,y) <z <wug(w,y)}
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entonces

b pe2(x)  pus(z,y)
///f(x,yaz)d‘/:// / f(z,y, 2)dzdydx
E a p1(z) up(z,y)

Por otro lado, si D es del tipo I1, o sea,

E={(z,y,2) : c<y<d, ¥1(y) <x <y, wmi(z,y) <z <wus(x,y)}

entonces

d r2(y)  puz(zy)
[ ][ swpaav= [ [ [ ) dzdedy
E c 1(y) u1(z,y)
Ejemplo 6.3.1. Calcular
/ / / 2V
E

donde FE es el tetraedro solido acotado por los cuatro planos z =0, y = 0,
z=0yzrz4+y+z2z=1.
Solucion:

E 0<z<1l, 0Ly<l—2z O0<Lz<]l—-2—y
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1 1-2 l-z—y
/// 2dV = / / / zdzdydz
B 0o Jo 0
L opl-z .2 ll_x_y
= — dydz
/0 /0 < 2 ) 0
1 1 1—2
= —/ / (1 -2 —y)*dydx
2Jo Jo
1! 1—xz—y)3l-=
:_/[_( z w}‘dz
2 0 3 0
1/
= —/ —(1—2)3da
2 )y 3

i 1 —
6/0( x)’dx

_1[ (1—:1:)4”1_1
6 4 0 24
Definiciéon 6.3.2. (Integral sobre una region de tipo II). Una regién de

tipo I1 es de la forma

E={(z,y,2) €R’ : (y,2) € D, uy(y,2) <z < uy(y,2)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano yz y uj,us : D — R son
funciones continuas.
Geométricamente:

En este caso

///Ef(x,y,z)dv//D[/::Z)T(x,y,z) dA
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Si D es de tipo I, o sea,

E={(z,y,2) : a<z <D, pi(z) <y < po(x), ui(r,y) < z <us(z,y)}

entonces

b pea(x)  pus(z,y)
///f(l‘,yaz)d‘/:// / f(z,y, z)dzdydz
E a Jpi(z) up(z,y)

Por otro lado, si D es del tipo I1, o sea,

E={(r,y,2) : c<y<d, ¥1(y) <o <s(y), uwi(z,y) <z <us(z,y)}

entonces

///fxy, )dV = //T2 / f(x,y, z)dzdzdy

Definicién 6.3.3. (Integral sobre una regiéon de tipo III). Una region de
tipo 111 es de la forma

E={(z,y,2) €R® : (z,2) € D, uy(z,2) <y < us(w,2)}

donde D es la proyeccién de E sobre el plano yz y uy,us : D — R son
funciones continuas.
Geométricamente:

En este caso

///fxy )dV = /// F(@,y, 2)dy|dA
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Si D es de tipo I, o sea,
E = {(x,y,z) - a S X S b7 901(1') S Yy S 902(.1'), ’U,l(l',y) S < S UQ(iL',y)}

entonces

b pea(z)  pus(zy)
///f(l‘,yaz)dV:// / f(z,y, z)dzdydx
E a Joi(z) Jui(zy)

Por otro lado, si D es del tipo I1, o sea,

E={(x,y,2) : c<y <d, di(y) <o <ihaly), wilz,y) <2z <usla,y)}

entonces

d  ria(y)  puzy)
/ / / Fw,y, 2)dV = / / / f(2,y, 2)dzdady
E c 1(y) ul(xvy)

Ejemplo 6.3.2. Calcular

///Ecos(any+z)dV

donde E es la region

6.4 Cambio de Variables en Integrales Triples

Sabemos que un punto p € R? en coordenadas polares (r,8) puede expre-
sarse en cooordenadas cartesianas como

x =1rcosf y y =rsinf

En tres dimensiones hay un sistema de coordenadas llamada coordenadas
cilindricas. Un punto p € R? estd representado por la terna (r, 0, z) donde
ry 6 son coordenadas polares de la proyeccién del punto p sobre el plano
xy y z es la distancia dirigida del plano xy al punto p.

Ejemplo 6.4.1. Localicemos el punto con coordenadas cilindricas (3, 2{, 1)

y encuentre sus coordenadas rectangulares.
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Ejemplo 6.4.2. Encuentre coordenadas cilindricas del punto en coorde-

nadas rectangulares (3, —3,—7).
Solucion: (3,—3,—7)

6.5 Ejercicios



Capitulo 7

Integrales de Linea y Superficie

7.1 Integrales de Linea de Campos Escalares

Recordemos que para una funcién continua f : [a,b] — R, la integral de f

sobre [a, b] es
b
[ o= s

Geométricamente, este nimero es el area de la region plana limitada por
la gréfica de f, las rectas x = a, x = b y el eje x.

Una interpretacién fisica para este resultado es la siguiente: si f(x) es
la fuerza (a lo largo del eje x) aplicada a un objeto en la posicién z € [a, b],
entonces el trabajo que resulta de mover el objeto de la posicion x = a
hasta r = b es

W = /abf(ac)dx

A continuacién extenderemos esta idea para definir la integral de linea de
un campo escalar sobre una curva. Esta definiciéon es motivada por la

129



130 7. Integrales de Linea y Superficie

nocion fisica de trabajo.
En fisica, la idea intuitiva de trabajo es

trabajo = fuerza x distancia

Supongamos que queremos hallar el trabajo total de mover un objeto a lo
largo de la curva C contenida en el subconjunto X de R?. Digamos que C
es de clase C'! y est4 parametrizada por

r: la,b] — X
b= (), y(t)

donde hay una fuerza f(x,y) la cual varia en la posicién (z,y) del objeto
y es aplicada en la direccién del movimiento a lo largo de la curva C'.

Sea ahora f : X — R una funcién continua definida en el subconjunto
X deR?y

a=ty<t1<ta<...<t,=0b (n>2)

una particion del intervalo [a, b]. Segin vemos en la figura anterior, sobre
un subintervalo [t;,t;11], la distancia recorrida As; es aproximadamente

Luego, si el subintervalo es suficientemente pequeno, el trabajo de mover
el objeto a lo largo de este arco es aproximadamente

fuerza x distancia ~ f(x}, y;)\/(Ax;)2 + (Ay;)?
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donde (z7,y}) = (x(t}),y(t})) para algin t} € [t;,t;41]. Por tanto

n—1
W~ Z f xz ) yz sz)Q + (Ayl)Q
1=0

es aproximadamente el trabajo total sobre la curva C.
Si hacemos At; = t;,1 — t;, entonces

= () - (5

n—1
AN 2 Ay;\ 2
e s[5+ (G o
5 sty (52)+ (5
Tomando ahora limite cuando la longitud de cada subintervalo tiende a
cero, la suma de la derecha se convierte en la integral de t = a a t = b;
sz y ﬁ?]}h se convierten en z'(t) y ¥/(t), respectivamente y f(xf,yf) en

f(x(t),y( )). Por tanto,

W = /f )/ (t) t)2 dt

Luego

Esta ultima féormula sugiere la siguiente definicién

Definicion 7.1.1. Sea f : X C R" — R una funcién continua definida en
el subconjunto X de R" y sea C' un camino de clase C' parametrizado por
r: la,b] = R"™ de modo que 7([a,b]) € X. Definimos la integral de linea de
f alo largo de la curva C' como

/fds —/ @) @)t

En este caso la funcién longitud de arco es

= [ I

Podemos interpretar a ds como una longitud infinitesimal de arco, f
puede ser pensado como la funcién altura y fds como el drea de una seccién
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de banda. Asi, la integral de linea fc fds es el area total de esta banda
como se muestra en la siguiente figura

Ejemplo 7.1.1. Evaluar la siguiente integral

/ yds
c

C : T =t y=t, 0<t<2

donde

Solucion. Parametrizamos la curva C' como

r:[0,2] - R?
t o= (t3t)

v f(z,y) = y. Por tanto,

/ yds = / £ ) I ()]l

:/0 F(2, 0] (28, 1) |de
:/Qt\/mdt
0

(@
N 12
C1TV1T -1
N 12

0
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Ejemplo 7.1.2. Evaluar la siguiente integral

/ re*ds
C

donde C' es el segmento de recta de (0,0,0) a (1,2, 3).
Solucion. Parametrizando la curva C' tenemos
r:[0,1] - R3
t o~ (t,2t,3t)

y f(z,y,z) = xze¥*. Luego

/ewds—/f Wl () dt

:/f@%mm@zww
0

1
— / S \/14dt
0
/ 1
].4 6t2

= @(66 —1)
12
Ejemplo 7.1.3. Use la integral de linea para mostrar que el area de la
superficie lateral de un cilindro circular de radio r y altura h es 27rh.
Solucion. La curva C tiene ecuacién z? + y? = r?, que es parametrizada

como sigue

0

r: [0,27] — R?
t  — (rcost,rsint)
Sea f(x,y) = h. Entonces

= [ gas= [ sl
= /27r ha/(—rsint)? + (r cost)2dt

0
2
= / hr\/sin2 t + cos? tdt
0

2T
= / hrdt
0

= 2whr
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Los siguientes ejemplos nos dicen que la integral de linea de un campo
escalar no varia si cambiamos el recorrido de la curva

/ xyds
C
donde C' es parametrizada por

r:[0,1] — R?
t o= (tt?)

Ejemplo 7.1.4. Calculemos

Tenemos

1
/ ryds = / 31 + 4t2dt
C 0

_5v5 1
24 120
Ejemplo 7.1.5. Ahora cambiemos la orientacién de la curva por —C', es
decir, —C' es parametrizada por
7: (0,1 — R?
t = (1—1),(1-1¢)?

Entonces

/ ryds = /1(1 —1)3/1 +4(1 — t)2dt
—C

0
oV D 1
24 120

Los ejemplos 7.1.4 y 7.1.5 sugieren una propiedad mas general

Teorema 7.1.6. Sea f : X — R wuna funcion continua definida en el
subconjunto X de R" y consideremos un camino C C X de clase C1,
parametrizado por v : [a,b] — R" tal que r([a,b]) C X. Sea 7 : [c,d] - R"
una reparametrizacion de r, digamos 7 =1 o ¢ donde ¢ : [c,d] — [a,b] es
sobreyectiva de clase C' tal que ¢'(t) # 0 para todo t € [c,d]. Si C es la
curva de clase C' parametrizada por 7, entonces

/Cfds:/afds
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Demostracion. Supongamos primero que ¢'(t) > 0 para todo t € [c, d],
entonces ¢(c) = a y ¢(d) = b. Luego por hacer u = p(t) tenemos

/fu&—/“f DI (0]l
= (¢(t

d
=i/gfrow DI ()] (D)t

Suponiendo ahora que ¢'(t) < 0 para todo t € [c, d], se tiene p(c) =by
¢o(d) = a. Luego

l/f%—:/f? DI @)l
= "(op(t

:/“ﬂwwawmwwanm¢QWﬁ
——/frow DIr (o)l ¢ (t)dt
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Observacion 7.1.1. Tomemos r y 7 de los ejemplos 7.1.4 y 7.1.5. Definiendo

w: [0,1] — [0,1]
t — 1-—t

Entonces
(rop)(t) =r(l—t)=((1—1),(1-1)°) =7(t)
v ¢'(t) = —1 # 0; ademds ¢ es sobreyectiva.

Los siguientes ejemplos muestran que la integral de linea de un campo
escalar depende del niimero de veces que recorramos sobre el camino.

Ejemplo 7.1.7. Calculemos

/0(362 +5y?)ds

donde C' es parametrizada por

r: [0,27] — R?
t > (cost,sint)

Solucion.

27
/(xQ +13)ds = / (cos*t + sin®t)||(—sint, cost)||dt
C 0

2T
= \/ sin®t + cos? tdt
0

21
:/ dt
0

=27

Ejemplo 7.1.8. Calculemos

/C($2 +y*)ds

donde C), es parametrizada por

rn 0,27 — R?
t > (cosnt,sinnt)
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Solucion.

2m
/ (2% + y*)ds = / (cos* nt 4 sin®nt)||(—nsint, ncost)||dt
Cp 0

\/ —nsinnt)? + (ncosnt)?dt

27r
:/ ndt
0

= 27n.
Enunciemos a continuaciéon nuestra propiedad general

Proposicion 7.1.9. Consideremos una funcion continua f : X — R
definida en el subconjunto X de R™. Sean r,r, : [a,b] — X caminos de
clase C' con la misma traza, y tomemos los caminos C y C,, parametriza-
dos por r y r,, respectivamente, tal que C' es simple. Entonces

/Cnde:n/Cfds

A continuacion extenderemos nuestra definicion de integral de linea a
caminos C' seccionalmente C'. Esto significa que podemos escribir

C=0C,+...4C, dondecada C; esde clase C*!

Definicion 7.1.2. Sea f : X — R una funcién continua definida en el
subconjunto X de R" y sea C' un camino seccionalmente C'* parametrizado
por 7 : [a,b] — R" de modo que r([a,b]) € X. Definimos la integral de
linea de f sobre la curva C' como

/Cde::i/ledS

Ejemplo 7.1.10. Calculemos

/Cf(ﬂ:,y)ds

donde f(z,y) =2z + vy, y C es la curva de la figura
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Solucion. Tenemos que C' = C} + (5 donde C y (5 son parametrizadas

por
ri: 0,3 - R? re: [0,2] - R?
t = o) Y t o (3,1

respectivamente, entonces

/fds— fds + fds
Ch
/ f(ri(®)||r1(6) \dt—l—/ fra(t) |75 (2)]]dt
_ / £t 0)[|(1,0)Jdt + / £3,0)[1(0, 1)t
0 0

3 2
:/ 2tdt+/ (6 + 1)dt
0 0

3 12N |2
:t2’ +<6t+—>‘

0 2/ 1o
=23

7.2 Mas Aplicaciones de Integrales de Linea

Asumimos conocida la densidad lineal de un alambre en el espacio, digamos
que dada por la funcién p = p(x,y, z); también consideremos el camino C
parametrizado por r : [a,b] — R3 en cuya imagen se encuentra el alambre.
Entonces su masa total se calcula por la féormula

M:/pds
C

Ejemplo 7.2.1. Sea un alambre cuya forma es la de una hélice parametrizada
por
r: [0,27] — R?
t > (cost,sint,t)
Si la densidad en cada punto es proporcional al cuadrado de la distancia
del punto al origen, valiendo 1gr/ecm en el punto inicial 7(0) = (1,0,0).
Calcular la masa total del alambre.
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Solucién: p(z,y,2) = k(2? + y* + 2%) y p(1,0,0) = k = 1. O sea,
p(z,y,z) = 2% + y* + 2%. Luego

M:/pds
C

_ / " o(r(0) 1 (1) e

(cos®t +sin®t + t?)/(—sint)2 4 (cost)? 4 1dt

\\

= 1+t2 V2dt
_ | )
( + 37T qr
Definiciéon 7.2.1. Si tenemos un alambre C en el plano, parametrizado
por
r: |a,b] — R?

t = (x(t),y(t))
con funcién densidad p = p(zx,y)gr/cm

(i) Los momentos estdticos del alambre en relacion a los ejes x e y, que
son M, y M, respectivamente, se calculan como

sz/cyp(x,y)ds, Myz/cfcp(x,y)ds

(ii) El centro de masa del alambre (de masa total M) se encuentra en el
punto (Z,7), donde

__ M, _ Joap(z,y)ds g Ma _ Jeyp(z,y)ds
M [op(z,y)ds’ M [ p(z,y)ds
(ii)) El momento de inercia I, del alambre respecto de un eje L, cuya

distancia al punto (z,y) (perteneciente al alambre), que resulta é(x, y)
es

1L2/052(ﬂf,y)p(w,y)d8

Si el alambre estd en R3 y es imagen del camino 7 : [a,b] — R3 con
funcién densidad p = p(x,y, 2), los resultados similares a los anteriores
son los siguientes:
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(i’) Los momentos estdaticos del alambre respecto de los planos xy, zy e
Yz son

Mxy /zp(x,y,z)d
C

M, = /yp(x y, z)ds

Myz:/xp(x>y7z)d

C

(ii”) El centro de masa del alambre (de masa total M) se encuentra en el
punto (7,7, z), donde

My. _ Joxp(x,y, 2)ds

YT Jop(x,y, z)ds
7= M. _ Jeyple,y, z)ds

M Jop(z,y, 2)ds
__ My Jozp(,y, 2)ds

M fop(z,y, 2)ds

(iii’) El momento de inercia Ij del alambre respecto de un eje L, cuya
distancia al punto (z,y, z) del alambre es d(z,y, z) se calcula por

I = / 5(2,y, 2)p(x,y, =)ds
C

Ejemplo 7.2.2. Calculemos el centro de masa de un alambre homogéneo
C' en forma de semicircunferencia y = vr? — x2.

Solucién: La parametrizacion de esta curva es

r: [0, 7T] — R?
— (rcost,rsint)

M = /ds —/ |7 (¢)||dt = / rdt = nr
M, = / yds = / (rsint)rdt = 7“2/ sintdt = r?(— cost)
C 0 0
M, = / xds :/ (rcost)rdt = 7“2/ cos tdt = r?(sint)
c 0 0

m
— 2r?
0

=0
0
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Luego

M, 0 M, 2r2  2r

—:—:O Y = ——
MM Y YT T o T x

T =

Ejemplo 7.2.3. Calculemos los momentos de inercia del alambre homogéneo
de densidad pogr/cm, imagen del camino

r: [—a,a] — R?
t > (t,cosht)

respecto a los ejes de coordenadas.

I, = / Y’ pods
C

= po / cosh? tV/ 1 + sinh? tdt

= Do / cosh® tdt

—a

Solucién:

= Do / (1 + sinh® ) cosh tdt

—a
a

1
= po(sinht + 3 sinh® t)

—a

1
= 2pg sinha(l + 3 sinh? a)

Iy:/prods
C

= o / t2v/1 4 sinh? tdt

a
= Do / t* cosh tdt

—a
a

= Do [(t2 + 2) sinh ¢ — 2¢ cosh t}

—a

= 2pp[(a® + 2)sinha — 2a cosha]

1
= 2pp sinh a(l + 3 sinh? a)
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7.3 Campos Vectoriales

7.4 Integrales de Linea de Campos Vectoriales

Definicién 7.4.1. Sea F' = (f1,...,f,) : X — R" un campo vectorial
continuo definido en el subconjunto X de R" y sea C' una curva en X
parametrizada por r = (x1,...,%,) : [a,b] — X el cual es un camino de
clase Ct. La integral de linea del campo F sobre el camino C se define

o /C Fodr = / R0, ()

Aqui, F(r(t)).r'(t) es un producto interno

Desde que F(r(t)) = (F(r(t)), .. Fa(r(®)) ¥ /(1) = (@4(¢), ... 2}(1)
se si1gue que
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Otras notaciones para [, F. dr son

/F 0 /Fldx1+...+Fndxn:/Fldx1—|—...—|—/Fndxn
C C C C

Observacién 7.4.1. En lo que sigue trabajaremos sobre R? o R3. Por
ejemplo, el campo F : X C R? — R? lo escribimos como F(z,y) =
(P(x,y),Q(z,y)) v el camino r : [a,b] — R? tal que r([a,b]) € X como
r(t) = (z(t),y(t)), de modo que

/F.dr:/P(a:,y)dx+Q(x,y)dy
c C

b b
:/pmmwmmm+/@uwmmwwt

Ejemplo 7.4.1. Sea I : R? — R? el campo F(z,y) = (2? + 32, 2zy) y sea
r:[0,1] — R? el camino 7(t) = (¢, 2t*). Entonces

LszfPH) ﬁ+/@ )/ (t)dt

/ﬁ?(ﬁﬂ@ﬁ+/ 2(0)(26) (40)

0 0

1 1
:/ (t2+4t4)dt+/ 16t1dt
0 0

<t +4t5)‘ Jr<16t5>’1
3 0 H 0
1416

3

1

et
13
3

Ejemplo 7.4.2. Consideremos el campo del ejemplo anterior F(z,y) =
(2% + 9%, 2zy) y tomemos el camino C' parametrizado por 7 : [0,1/2] — R?
dado por #(t) = (2t,8t?). Observemos que # = 7 o ¢, donde ¢ : [0,1/2] —
[0,1] es p(t) = 2t. Calculemos

[ Fa
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En efecto

1/2

1/2
_ / P(a(t), y(0))e' ()t + | Q(a(t), y(1))y(t)dt

0

1/2
= [(2t)” + (8t%)*]2dt + / 2(2t)(8t%)16tdt

1/2 1/2
=8 / (t* 4 16tY)dt + 2° / thdt
0 0

316 1/2 2y [1/2
3350, +2(3)
(3 + H 0 * 5/ 1o

1 1 1
13+ +#(ch)
8(24 * 10> + 160

N 16
5

I
00

(G SN

Los ejemplos 7.4.1 y 7.4.2 sugieren la siguiente propiedad general

Proposicion 7.4.3. Sea F' : X — R" un campo vectorial continuo definido
en el subconjunto X de R™ y r : [a,b] — X una parametrizacion de C, de
clase C*. Dada una funcién sobreyectiva ¢ : [c,d] — [a,b] de clase C1 y
T =1 o, parametrizacion de C. Se cumplen:

(a) Sip(c)=a yp(d) =0, entonces

/F.df:/F.dr
C c

(b) Sip(c) =b y p(d) = a, entonces

/F.df:—/F.dr
c C

Demostracion. (a) Supongamos que ¢(c) = a y ¢(d) = b. Haciendo el
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cambio u = ¢(t), tenemos

(b) De manera similar, sea ¢(c) = by ¢(d) = a. Haciendo el cambio
u = p(t), tenemos

Ulﬁhﬁ::LdFW@»ﬁ%ﬂﬁ

C

~ [ F(eo 00 (et)e i
= /ba F(r(u)).r'(u)du

b
= —/ F(r(u)).r'(u)du

:—/F.dr
o

Lo que concluye el teorema. O

Observacion 7.4.2. Con las hipdtesis de la proposicion anterior, se tiene
en particular que
/ F.dr = —/ F.dr
—C C

Consideremos ahora el siguiente ejemplo

Ejemplo 7.4.4. Sea el campo F(z,y) = (2* + y?, 2zy) y —C el camino
parametrizado por

R2
(1—¢,2(1—t)?)

7: [0,1]

, —
t =
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Entonces

/OF.d(‘) /lp( ).y dt+/ Q(x oL

/[1—t +4(1 = 8)1(~1
/0 21— D2(1 — 1))[—4(1 — )t

— _/01(t — 1)%dt — 4/01(t — 1)*dt

1
— 16/ (t — 1)*dt
0

A,
13

3

Definicién 7.4.2. Sea I’ : X — R” un campo vectorial continuo definido
en el subconjunto X de R” y sea C' un camino seccionalmente C! el cual
es parametrizado por r : [a,b] — R", de modo que r([a,b]) C X. Si
C = Cy+ ...+ Cy, definimos la integral de linea de F sobre la curva C

Cco1mo L
/F.dr ::Z/ F.dr; (7.4.1)
c i=1 7 Ci

donde C}; es parametrizado por r; para 1 <1 < k.

Ejemplo 7.4.5. Calculemos

/A(ar:2 + y*)dx + 2xydy
C

donde C = C; + (s, siendo C el segmento de (0,0) a (0,2), y Cs es el
segmento de (0,2) a (1,2).
Solucion. Sea C) parametrizado por
r:[0,2] —» R
t +— (0,1

/Cl(x +y )dx+2xydy=/0 (0% +¢ )(O)dt+/0 2(0)(£)(1)dt = 0
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Por otra parte, 5y es parametrizado por

9 . [0,1] — R?
t = (t,2)

/02(3’ Ty ) 2oydy = / ( + 4)(1)dt + / 2(t)(2)(0)d
:/ (12 + 4)dt

t? L
= (5+4)),
13
3
Ejemplo 7.4.6. La féormula (7.4.1) junto con los ejemplos 7.4.1, 744 y

7.4.5 nos dan el siguiente resultado

/F.dfz 0 donde C=C+(-C)
c
También debemos notar que F' es un campo vectorial gradiente. Mas pre-

cisamente,
of of

F(r,y) = (5, (0). 5, (1)

donde
3

X
fey) == + xy”

y como vimos en los ejemplos anteriores, los caminos C' y C van de (0, 0)

a (1,2) y se tiene 3

£(1,2) = £(0,0) =

El ejemplo anterior sugiere nuestro principal resultado
Teorema 7.4.7. Sea F : U C R" — R" un campo vectorial continuo

definido en el abierto U de R"™. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) F es el campo gradiente de una funcién f: U C R" — R de clase C1.

(b) La integral [, F.dr del campo F' a lo largo de un camino r : [a,b] — U
seccionalmente C, depende sdlo de los extremos r(a) y r(b).
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(c) Para todo camino cerrado r : [a,b] — U, seccionalmente Ct, se tiene

/F.dr:O
C

Demostracion. O

Observacién 7.4.3. Sea f : U C R” — R una funcién de clase C! y sea
r : [a,b] — U un camino seccionalmente C!, parametrizacién de la curva
C'. Entonces

{Lmefwvw»—ﬂmwy

Ejemplo 7.4.8. Consideremos el campo F(z,y) = (z + v?, 2xy). Este es
un campo conservativo, pues, ' = Vf donde f : R> — R es definida por
flx,y) = %2 + zy?. Se tiene para

(S [0,1] — R? Tr9 . [0,1] — R?
t o L)Y toe (4,13

3
/F.d?’l:é:/F.dT'Q

Si C' es un camino seccionalmente C! que va (0,0) a (1, 1), parametrizado
por 7 : [0,1] — R?, de acuerdo al corolario anterior también se tiene que

tLmeszu»—ﬂmm>

:f(lvl)_f(()?O)

1
=-+1

que

[\CI GV )

Ejemplo 7.4.9. El campo F(z,y) = (z + y,y) no es conservativo. En
efecto, para el camino Cj parametrizado por

ri: [0,1] —» R?
t = (t,t?)

se tiene
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y para el camino C5 parametrizado por

Tro [0,1] — R?
t o= (1)

5
/ F.d?“gz—
s 4

Segtn el teorema 7.4.7 se sigue que F' no es conservativo.

se tiene

A continuacién presentaremos otro tipo de condiciones que debe cumplir
un campo F : U C R" — R" de clase C! para que sea conservativo.
Tomemos n = 2 y consideremos el campo F : U C R? — R? definido por
F(x,y) = (P(z,y),Q(x,y)), donde P,Q : U C R? — R son de clase C1.

Si F' es conservativo, existe una funcién potencial f : U C R? — R de
clase C? tal que

af o0
grad f = (51.50) = (P.@) = F
O sea, 5 9
a—ﬁ(%‘,y) = P(x,y) vy 8—5(%@) = Q(z,y)
entonces

o0 f s, (8f)_8P

Oyox - (‘3_y ox) (9—y
rf _ 995y _ %
oxdy  Ox\dy/) Oz

Ahora bien, debido a que f es dos veces diferenciable, el teorema de
Schwartz implica que
or  9f  9f 0Q
oy  Oydr Oxdy Oz

Esta es una propiedad mas general

Teorema 7.4.10. (Condiciones necesarias para que un campo vectorial

sea conservativo). Sea F = (Fy,..., F,) : U CR" — R" un campo de clase
C! definido en el abierto U de R". Si F es conservativo, entonces
or;, . OF;

&Cj(p) = o7, (p) para todo pe U, ytodo 1<iz#j<mn
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Demostracion. a

Observacién 7.4.4. Si el campo F = (P,Q, R) : U C R? — R? es conser-
vativo, entonces

oP 9Q 0P OR  9Q OR

dy Oz’ 8z 0dx 0z Oy
Ejemplo 7.4.11. Tomemos el campo F(z,y) = (z + y,y), 0 sea,
Pl,y)=z+y v Qlz,y)=y.

Se tiene 9P 90

Luego F' no es conservativo.

Ahora nos preguntamos si dado un campo F': U C R" — R" de clase
Cliy F=(F,...,F,) es tal que

OF, OF,

Dz, (p) = o1, (p) paratodo pe U, ytodo 1<i#j<mn (7.4.2)

/.Se tiene entonces que F es conservativo? La respuesta es NO! como indica
el siguiente ejemplo

Ejemplo 7.4.12. Tomemos el campo

F: R*\ {(0,0)} — R’
@y) = (7

que es de clase C1. Si F' = (P, (Q), entonces

%_ﬁejgyuiji_ﬁ(x ) -2
Oy  Oy\z2+y?) (22 +92)?2  Ov\z2 42 oz

y se cumplen las igualdades en (7.4.2). Sin embargo, dado el camino C'

r: [0,2n] — R\ {(0,0)}
t > (rcost,rsint)
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2 2T

P(x(t), y(t))x'(t)dt + i Q(x(t), y(1))y'(t)dt

<—sint>(_r sinf)dt + /27r <7ﬂ 0028t>(r cos t)dt
0

r r

27
sin’ tdt + / cos? tdt
0

(sin? ¢ 4 cos® t)dt

I
QL
=

De acuerdo al teorema 7.4.7 se sigue que F' no es conservativo. Sin embargo,
flz,y) =tg™? (%) satisface F'(x,y) = grad f. Pero esta igualdad es local,

es decir, vale en Dom(F) N Dom(f); luego F es localmente conservativo.

Teorema 7.4.13. Sea F = (Fy,..., F,) : U CR" = R" un campo de clase
Cl definido en el abierto U de R"™. Supongamos que

OF, . OF,

para todo p € U, ytodo 1 <i#j<n

entonces el campo F' es localmente conservativo.

Demostracion. O

Finalizaremos esta seccién con una condicion necesaria y suficiente para
que un campo F : U C R" — R” de clase C'! sea conservativo.

Definicién 7.4.3. (Conjunto convexo). Un subconjunto U de R" se llama
convezo si para todo par de puntos p,q € U, el segmento de recta

p,ql ={zeR" :z=(1—-t)p+tqg, 0<t <1}

esta contenido en U.
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Ejemplo 7.4.14. Las bolas abiertas de R" y todo el espacio R" son ejem-
plos de conjuntos convexos.

Teorema 7.4.15. Sea U C R" un abierto convexo y F = (Fy,...,F,) :
U CR" = R" un campo de clase C'. Una condicion necesaria y suficiente
para que el campo F sea conservativo es que

OF, . OF,

para todo p € U, ytodo 1 <i1#j<n

Demostracion. O

Veamos ahora una manera de calcular la funcion potencial f para un
campo conservativo F': U C R" — R" y U abierto convexo.

Fijemos un punto p € U y sea f : U C R" — R definida por

f(x) = /CF.dr

donde C' es parametrizada por

r:[0,1] — U
t ot (1—1t)p

Ejemplo 7.4.16. Sea el campo F(z,y) = (z + y?, 22y). Tenemos

oP 9 ) 90

- - 2y 9y = —(92 — -
3y 8y(w+y) y (2zy) = -~

Como F esta definido en R? el cual es convexo, por el teorema anterior se
sigue que F' es conservativo.
Veamos como obtener f tal que F' = grad f. Sea p = (0,0) e R? y

fmw:LFW

donde C' esta parametrizado por

r:[0,1] - R?
t o (tz,ty)
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Tenemos
/ F.dr
C
1 1
/ (to + t*y)zdt + / 2(tx) (ty)ydt
0 0
1 1
= tdt + zy / t2dt + 22y / t2dt
0 0 0
B z? . x> n 2x
2 3
= 3;_2 + 21
Ejemplo 7.4.17. Consideremos el campo
F: R = R3

(z,y,2) — (3y*z + ye”, 6zyz + €, 3zy?)

Llamando P, y R a las funciones coordenadas se tiene

ay oy W) =t =5 e =5,
6P_ 8 2 T\ __ 2 _ a 2 _8_R
0z —az(Syz+ye)—3y _ax(gggy)_ Ox
oQ 0 o e 2 OR
0z 82(6xyz+e ) = b2y = 8y(3a:y )= oy

Desde que R? es convexo, se sigue que F es conservativo. Hallemos la
funcion potencial de F'.

Sea
r:[0,1] - R?

t = tlx,y,2)

parametrizacion de la curva C'. Entonces
f(x,y,,lz) = /CF dr
= /O {[3(ty)*(t2) + (ty)e'lz + [6(tx) (ty)(t2) + ]y + [3(tx) (ty)] 2} dt

= / (12832y% 2 + toye'™ + ye'™)dt
0

= 3zy’z + ye.
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Ejemplo 7.4.18. Solucién alternativa del ejemplo 7.4.16.

af B _ 5 of _ B
entonces

2

flz,y) = /(w +y?)dz + gly) = % +zy® + g(y)

0 ,
2zy = 3—5(93, y) =2xy + g'(y)

esto implica ¢'(y) = 0, o sea, g(y) = cte. Si g(y) = 0 se sigue

2

x
flay) = 5 + oy
Ejemplo 7.4.19. Solucién alternativa del ejemplo 7.4.17. Tenemos
0 0 0
(9_£ = 3y°z + ye, (9_£ = 6ryz + e”, 8_£ = 3y?

De la primera igualdad se obtiene

f(x,y,2) = /(3y2z +ye")dz + g(y, 2) = 3y°zx + ye + g(y, 2)

derivando esta expresion respecto de y y de z

0
6xyz+em=—f=6xyz+ex+@
dy Ay
af g
3zy? = =L = 3y%r + —
Ty 2 yx+8y

de donde g—g =0= % que implica g(y, z) = cte. Elegimos ¢(y,z) = 0,
luego
flx,y,z) = 3ay’z + ye”.

Completamos esta seccién generalizando el dominio del teorema 7.4.15

Definicién 7.4.4. (Intuitiva). Un conjunto U C R" se llama simplemente
conexo si dos puntos cualesquiera p, g € U pueden ser unidos por una curva
continua, y cualquier curva cerrada C' en U se contrae a un punto.
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En el plano R? podemos pensar de un conjunto simplemente conexo
como un conjunto sin agujeros.

Teorema 7.4.20. Sea U C R" un abierto simplemente conexo y sea F =
(Fi,...,F,) : U CR" — R" un campo de clase C*. Una condicién nece-
saria y suficiente para que el campo F sea conservativo es que

OF; . OF,

para todo p € U, ytodo 1 <i1#j<n

Demostracion. O

7.5 Teorema de Green

A continuaciéon estudiaremos uno de los resultados clasicos del calculo
en R" el cual relaciona integrales de linea con integrales dobles. En lo que

sigue trabajaremos con campos vectoriales F': U C R? — R? definidos en
abiertos U de R2.

Definicién 7.5.1. (Intuitiva). Sea C' una curva continua cerrada simple,
frontera de la regién R con interior U. Diremos que C' esta positivamente
orientada si a lo largo del recorrido de la curva, el conjunto U queda del lado
izquierdo. En caso contrario diremos que C' esta orientada negativamente.

Las figuras del dibujo anterior muestran curvas cerradas simples.
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Consideremos ahora una curva cerrada simple C' en R?, asi como un
conjunto de curvas cerradas simples C;, Cs, ..., C) en R?, tales que

(i) C; se encuentra en el interior de C para todo i = 1,... k.
(i) C; N Cj =0 para todo i # j.

(ili) C; se encuentra en el exterior de C; para todo ¢ # j.

Al subconjunto R formado por los puntos (x,y) € R? que se encuentran
en el interior de C'y en el exterior de cada una de las C;, i = 1,..., k, junto
con los puntos de las curvas C,C1,...,C) se le llama region compacta en
el plano. La frontera de la regién compacta R, denotada por O(R) es
la unién de las curvas C,CY,...,Cy. Decimos que la frontera 0(R) esta
orientada positivamente y escribimos d(R)" cuando al recorrer las curvas
C,(C4,...,C desufrontera, la region R siempre se la observa a la izquierda.



7.5 Teorema de Green 157

Teorema 7.5.1. (Green). Sea F = (P,Q) : U C R* — R? un campo de
clase Ct definido en el abierto U de R%. Sea R C U una region compacta
con frontera OR™ positivamente orientada. Entonces

/ F.dr —// 8—Q—3—dedy
OR™+ 83: y

donde r es un camino seccionalmente C cuya traza es OR.

Demostracion. Haremos la demostracién para el caso donde la region
compacta R es simple. Sea C' = OR y escribimos C' = C7 U Cy de dos
maneras distintas como indica la figura:

Ci: lacurva y =y;(z) del punto p; al punto po (7.5.3)

Cy: lacurva y =yi(x) del punto po al punto p; (7.5.4)
También

Cy: lacurva x =x1(y) del punto ¢ al punto ¢ (7.5.5)

Cy: lacurva x = x5(z) del punto ¢; al punto ¢ (7.5.6)

Integraremos P(x,y) a lo largo de C' y usaremos la representacién C' =
C1 U (5 dada por las expresiones (7.5.3) y (7.5.4). Desde que

Ci: y=ul(z) y Cy: y=1(x)
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l%P@wa:l;P@ywx+[¥P@yﬂx
= /CLbP(:C,yl(x))dx+/ba P(z,ys(x))dx

:/ P(x,yl(x))dx—/ P(z,ys(z))dx
:_/gmwmm—P@mumw

b y=y2(x)
= —/ [P(x,y)} ‘ dx
a y=y1(x)

b pry2(x)
— / / 8P((9x,y) dydz por el TFC
Y

8P
- _ —_dA.
/ dy

Por otro lado, integraremos Q(z,y) a lo largo de C' y usaremos la rep-
resentacion C' = C; U Cy dada por las expresiones (7.5.5) y (7.5.6). Desde
que

Ci: z=ux(y) y Cy: x=ux9(y)

tenemos

f Qeyir= [ Qa)iy+ [ QG oy

/ Qan(y), y)dy + / " Qlaaly). v)dy
/ Q). y)dy + / " Olaaly). v)dy

— _/ [Q(x2(y), y) — Qz1(y), y)]dy

C

—/d{Q( y)}
L
[

v=1(y)
dy

= azl(y

d:vdy por el TFC



7.5 Teorema de Green

ng.dr—jéP(xydaerj{Qxydy
//_dA+//Ra—di

// @—8—P d:z:dy.
or 0Oy

Lo que concluye la demostracion del teorema.

Por tanto,

Ejemplo 7.5.2. Calculemos

7{ (2% + v dx + 2zydy

C

donde C es la frontera positivamente orientada de la region
R={(z,y) : 0<2<1, 22° <y <2z}

Solucién: ya sabemos que
%(:{:2 + 92 dx + 2zydy = 0
C

P(x,y) =2 +1y? v Q(z,y) = 2zy. También
0Q 0P

T T oy 2y =0.
or 0Oy 4o

// 8_@_(9_]3 dxdy:().
or 0Oy

Ejemplo 7.5.3. Calculemos

Luego

j{ 22ydr + 2zydy = 0
c
donde C es la frontera de
R={(z,y) :0<2<1, 2*<y<a}
Solucién: C' = C + Cy, donde

T [0, ] — R?
t = (¢t

159
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7’22[0,1]% R?
t o (1—t1—1)

Ademas,

]{F.dr:j{ F.dr1+j{ F.dry
C & Co

_ /0 L)@ (W)dt + /0 o)) (20)dt

+/0 (1—t)2(1—t)(—1)dt+/0 21— 1)(1 — £)(~1)dt

B A (=1 2@t —1)3
5 10 5 1o 4

0 3 ’ 0

—1+4+(0 1) 2(0+1)
5 5 4 3
1

:E'

Utilicemos ahora Green

j{mr—// (22204
R \OT y
1
:/ / (2y — 2*)dydx
0 Ja?

1 X
= / (y* — a%y)| du
0 a?

Ejemplo 7.5.4. Ahora usemos el teorema de Green para calcular la inte-
gral de linea del campo F : R* — R? definido por F(z,y) = 2z +y, —x +
4zy) sobre el disco 22+y? < 1 recorrido (una vuelta) en sentido antihorario.
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Solucién: R = {(z,y) : 2* +y*> <1}

B0 ] ), G5
:/L[4y—1 — 1)dudy
_ / / (4y — 2)dzdy
_ /0 1 /O " l4(r sin ) — 2Jrdodr

1
/ (—4r?sin @ — 2r)dfdr
0

1 2m
(—47% cos § — 2r0) .

[(—4r® — 47r) — (—4r?)]dr

1
—47rdr

I
Sc— S— S—

—2m.
Ejemplo 7.5.5. Calcular

dr + ———d
/:1:2+y Y

donde C es la frontera de la region abajo

Sea C = (4 4+ Cy. Parametrizando las curvas C; y Cy tenemos
r: 0,27 — R?
t > (cost,sint)
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ry: 0,27 — R?
b (gt

—Y
——=d dy = F.d F.d
Lx2+y2 l’+x2+y Yy = /C1 T1+/02 T9
27 2m
:/ (— sint)(—sint)dt+/ (cost)(cost)dt+
0 0
2m 2m
t t
+/ (2 sint)(—%)dwf (2 cos t)(———)dt
0 0

27 27
= / (sint 4 cos® t)dt + / (—sin?t — cos? t)dt
0 0
= 0.

Ahora bien, por Green tenemos
/ Y g gy / 3_@ _ 5_P JA
x? + 12 £E2 + y? Ox (’?y

or y? — 22 _0Q
oy (22442 Oz

[ [oaa=o

Ejemplo 7.5.6. Consideremos las regiones

pero

que implica

Ry =A{(z,y) : x2+y2§16}
Ry ={(z,y) : (x—2+¢* <1}
Ry ={(z,y) : (x+2)°+y° <1}
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Sea R = Ry \ [int(Ry) Uint(Ry)]. Sean

r: (0,27 — R?
t — (4cost,4sint)
ry: 10,27 — R?

t > (cost—2,—sint)

ry: 0,27 — R?
t +— (cost+2, —sint)

las parametrizaciiones de las curvas C, Cy y (3, respectivamente; y sea
C = C; + Cy, + C5. Luego dado el campo F : R? — R? definido por
F(z,y) = (—y,x) tenemos

/ = /ZW[(—ZL sint)(—4sint) + (4cost)(4 cost)]dt
OR™ 0

+ /0 [(—4sint)(—sint) + (cost — 2)(— cost)]dt

2T

+ [(sint)(—sint) + (cost + 2)(— cost)]dt

2m 2m 2m
= / 16dt + / (2cost — 1)dt — / (2cost + 1)dt
0 0 0

2w
_ / 14dt
0

= 28m.

Por otra parte, del teorema de Green se sigue

//R(g—g—a—]; dA //1— “1)]dzdy
_2//d:zsdy

m(4%) — 2m(1)%
—287r.

>

7.6 Teorema de Stokes

7.7 Ejercicios
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Capitulo 8

Examenes

8.1 Examenes Parciales

8.2 Examenes Recuperatorios

Recuperatorio 03/07/2010 - Tema 1

1. Sea g : R? — R diferenciable tal que el plano tangente al grafico de
g en el punto (3,0,¢(3,0)) es z = 2z +y — 7. Sea f(z,y) = zg(z,y) +

z2sen(xy).

a) Calcule %(3,0) con U = (J%’ _J%>

b) Sig(3,0) = —1, calcule mediante una aproximacién lineal conveniente,
£(2.95,0.07).

Solucion. a) Sea S = Graf(g) y mr el plano tangente a S en (3,0, g(3,0)),
es decir
T 20 +y—2="7 (8.2.1)
Desde que (3,0, ¢(3,0)) € mp, entonces g(3,0) = —1. Ahora bien, (8.2.1)
se puede escribir en la forma

T z=2x—-3)+(y—0)—1
que implica
dg dyg
—(3,0) =2 —(3,0) =1
5 (5 0) y ay( ,0)
Por otra parte,
of L dg 2
L glwy) + 0L w,y) + 2wsen(ay) + rycos(wy)

165
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de donde o7
%(3, 0) =5.
También o/ 9
95 _ 99 3
9 a;‘ay (z,y) + z°cos(xy)
de donde o7
3_y(3’ 0) = 30.
Como f es diferenciable, tenemos
of .
%(3,0) =V f(3,0).a
1 1
=(5,30).(—&=, ———=
(5.30) ()
__2
7

b) La linealizacién de f en (3,0) estd dada por

L(z,y) = [(3,0) + fa(3,0)(x = 3) + f,(3,0)(y — 0)
=—-3+5(x—3)+30(y —0)
— 52 + 30y — 18

Por tanto,
£(2.95,0.07) ~ L(2.95,0.07) = 5(2.95) + 30(0.07) — 18,
2. Sea f(z,y,2) = (x —y+2)*+ (v + 2y)* — 32* + z.

a) Halle la derivada direccional méxima de f en el punto (0,1,1) ;En
qué direccion se alcanza esta derivada?.

b) Halle el plano tangente y la recta normal a la superficie de nivel de f
que pasa por el punto (0,1,1).

Solucion. a) Tenemos
Vi=(2@&-y+2)+2(x+2y)+1, —2(x—y+2)+4(z+2y), 2(z —y+2) —62)
La derivada direccional maxima se alcanza en la direccién de

V£(0,1,1) = (5,8, —6)
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y la derivada direccional maxima es
IV £(0, 1, 1) = [|(5,8, =6)|| = 5V5.

b) Desde que f(0,1,1) = 1, el punto (0,1,1) estda en la superficie de
nivel
S (z—y+2°+(@+2)° -3+ =1

Haciendo F(z,y,2) = (x —y + 2)* + (x + 2y)?> — 322 + 2 — 1, la ecuacién
del plano tangente 7 a S en el punto (0,1,1) es
VF(0,1,1).(z -0,y —1,2z—1) =0
pero VF(0,1,1) = (5,8, —6), o sea,
T (5,8, —6).(x -0,y —1,2—1) =0
o también
T 5 + 8y — 6z = 2.

La recta normal Ly a S en el punto (0,1,1) es
Ly : (x,y,2) =1(5,8,—6) + (0,1,1), teR

3. Sea C una curva suave simple, contenida en el semiplano y > 0,
que va del punto (—3,0) a (4,0). Si el area de la regién encerrada por
la curva C' y el eje x es 5, calcule fC F.dr donde F' es el campo vectorial
F(x,y) = 3y + 2zy + =,z + 2?).

Solucién. Sean P(x,y) = 3y + 2xy + z, Q(x,y) = v + 2%, y R la regién
encerrada por las curvas C' y C; como se muestra en la figura
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Parametrizamos C) por r; : [—3,4] — R? definida por ri(t) = (¢,0).
Entonces por Green tenemos

_/CF,err/ClF.dﬁ=//R(Qx—Py)dA

Luego
/CF.dr:/Cl F.drl—//R(Qx—Py)dA
:/_z(t,t+t2).(1,0)dt—//R(—2)dA
:/ztdt+2//RdA
T
_ 27
>
4.

a) Sea W C R? el subconjunto W : (x+1)2+ (y —2)> <3, z > —1,
y > 2. Calcule ffW xdxdy.

b) Calcule el volumen del sélido acotado V' limitado por las superficies
2=0, z2=14+24+y, y=2%, =1, y=0.

Solucion. a) Dibujando la regién W tenemos

cuya parametrizacion esta dada por

4+ 1=rcos(), y—2=rsen(d), 0<r<+3, 0

IA

SS

IA
NN
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Luego
(rcos(0) — 1)rdfdr

(r’cos() — r)dfdr

= (r*sen(0) —r0) Odr
V3
= (r* — %T)dr

b) Sea el sélido V' como se muestra en la figura

Entonces el volumen es

1 p2? plizty
Volumen = / / / dzdydx
o Jo Jo
1 z?
:/ / (1+ 2z +y)dydx
0o Jo
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5. Sean F(x,y,z) = (x + ¥, 22 + 22,2 + xy) y W el sélido limitado
por z = /2 — 2?2 —y2 y z = 2® +y%. Calcular el flujo de F a través de OW
. Qué orientacion hay que tomar en OW para que el flujo sea negativo?

Solucion. El sélido W es tal como se muestra en la figura

cuya parametrizacién esta dada por
0<r<1, 0<6<2r r’<z<+y2-r2

Considerando a W con la orientacion positiva, por Gauss tenemos

|| ras=[ [ ] ey
[ ]| a2z

1 pr2r pv2-12
= / / / (14 22)rdzdfdr
0 Jo 72

Vo
ddr

1 2
= / / (rz +rz?)
0o Jo 2

1 27
= / / (r\/ 2 — 12 42 — 23 — r5)d9dr
’ 10 2
:(/ (r\/2—r2+2r—2r3—r5)dr)</ d@)
0 0

:%{_szj_f”l

3 2 6Jlo
28
a2

Finalmente, para que el flujo sea negativo, la orientacién debe ser negativa.

Nl
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Recuperatorio 03/07/2010 - Tema 2

1. Sea C' una curva suave simple, contenida en el semiplano y > 0,
que va del punto (—4,0) a (3,0). Si el drea de la regién encerrada por
la curva C' y el eje x es 6, calcule fC F.dr donde F' es el campo vectorial
F(x,y) = By +y* + z,x + 2xy).

Solucién. Sean P(z,y) =3y +y? + x, Q(x,y) = x + 22y, y R la regién
encerrada por las curvas C' y (7 como se muestra en la figura

Parametrizamos C) por r; : [—4,3] — R? definida por ri(t) = (¢,0).
Entonces por Green tenemos

_/CF,err/ClF.dﬁ=//R(Qx—Py)dA

[ ran-{ [
Fonuon [
/4tdt+2//dA

7
= —— 426
5 +2(6

17
-5

Luego

W =

W»p

2. Sea f(z,y,2) = (x —y+2)*+ (v +2y)? — 322 + 2.
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a) Halle la derivada direccional maxima de f en el punto (0,1,1) ;En
qué direccion se alcanza esta derivada?.

b) Halle el plano tangente y la recta normal a la superficie de nivel de f
que pasa por el punto (0,1, 1).

Solucion. a) Tenemos
Vi=(2@&—y+2)+2(z+2y)+1, —2(x—y+2z)+4(z+2y), 2(z —y+2) —62)
La derivada direccional maxima se alcanza en la direccion de
Vf(0,1,1) = (5,8, —6)
y la derivada direccional maxima es
IV£(0. 1. )] = [I(5,8,—6)[| = 5V/5.

b) Desde que f(0,1,1) = 1, el punto (0,1,1) estda en la superficie de
nivel
S : (r—y+2)°+(x+2y)°—32+z=1

Haciendo F(z,y,2) = (x —y + 2)* + (x + 2y)? — 322 + 2 — 1, la ecuacién
del plano tangente w7 a S en el punto (0,1,1) es

VF(0,1,1)(x—-0,y—1,2—1)=0
pero VF(0,1,1) = (5,8,—6), o sea,
T (5,8, —6).(x -0,y —1,2—1) =0

o también
T oxr 4+ 8y — 62 = 2.

La recta normal Ly a S en el punto (0,1,1) es
Ly : (x,y,2) =t(5,8,—6)+ (0,1,1), t€R

3. Sean F(z,y,2) = (v + e¥*, 2% + 2%, 2% + wy) y W el sélido limitado
por z = /2 — a2 —y? y z = 2® +y>. Calcular el flujo de F a través de OW
. Qué orientacion hay que tomar en OW para que el flujo sea negativo?

Solucion. El sélido W es tal como se muestra en la figura
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cuya parametrizacion esta dada por
0<r<1 0<6<2m 71r?<z<+\2-—12

Considerando a OW con la orientacién positiva, por Gauss tenemos

//E)WF.dS:///Wdz'v(F)dV
:///W(sz)dv

1 21 V207
:/ / / (1 + 2z)rdzdfdr
0 Jo 72
W
dfdr

1 2
= / / (rz +rz?)
0o Jo 2

1 27
:// (r\/2—7“2—|—2?“—27“3—r5)d9d7“
0o Jo
27

— (/Ol(r\/m+2r—2r3—r5)d7’)(/o dH)

:27T[_(2—7’2) 5 r 7’6”1

3 T2 %l
_ 22
-2

[\eI[9N}

Finalmente, para que el flujo sea negativo, la orientacion debe ser negativa.
4.

a) Sea W C R? el subconjunto W : (z+ 1)+ (y —2)> <3, z < —1,
y < 2. Calcule ffW xdxdy.

b) Calcule el volumen del sélido acotado V' limitado por las superficies
2=0, z2=14+24+y, y=2% =1, y=0.

Solucion. a) Dibujando la regién W tenemos
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cuya parametrizacion esta dada por

t+1=rcos(d), y—2=rsen(d), 0<r<+3, =

Luego

&

“‘:\

rcos(0) — 1)rdfdr

[ [ st [
J

/ r’sen(0) — r0) S dr
0 ™

%

L
»

rcos(6) — r)dOdr

&

V3
:/ rw—ﬂ—rz)dr
0
r? r3y\ V3
_< 2 _g)‘o
B (4\/_+37r>
B 4

b) Sea el sélido V' como se muestra en la figura
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Entonces el volumen es

1 pz? pltzty
Volumen = / / / dzdydx
o Jo Jo
1 x2
:/ / (1 +:Jc—|-y)dydx
0o Jo

1

0 0
1 4
:/ a:2+a: + >d
0
!
T 60

5. Sea ¢ : R? — R diferenciable tal que el plano tangente al gréfico de
g en el punto (2,0,¢(2,0)) es z = 2z +y — 5. Sea f(z,y) = zg(z,y) +

z2sen(zy).

a) Calcule %(2, 0) cona=(— \%, —\%)

b) Sig(3,0) = —1, calcule mediante una aproximacién lineal conveniente,
£(1.95,0.07).

Solucidn. a) Sea S = Graf(g)y mr el plano tangente a S en (2,0, g(2,0)),
es decir
Ty 20 +y—2=>5 (8.2.2)

Desde que (2,0, 9(2,0)) € mp, entonces ¢g(2,0) = —1. Ahora bien, (8.2.2)
se puede escribir en la forma

T z2=2x—-3)+(@y—-0)+1
que implica
dg dg
2 2 —(2,0) =
Zeo=2 v o
Por otra parte,
af dg 2
3g = 9@ y) + a5 (2,y) + 2wsen(zy) + a7ycos(zy)
de donde 5
f(2 0) = 3.

ox
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También
of . dg 3
ay - xay(ajﬂ y) + x COS(:Cy)
de donde
of
—(2,0) = 10.
Como f es diferenciable, tenemos
of ;
%(2,0) =V f(2,0).q
1 1
=(3,10).( — —=,———=
(310.(~ .~
B
=5

b) La linealizacion de f en (2,0) estd dada por

L(z,y) = f(2,0) + f2(2,0)(z — 2) + f,(2,0)(y — 0)
= —2+3(xr—2)+ 10(y — 0)
=3r + 10y — 8

Por tanto,

£(1.95,0.07) ~ L(1.95,0.07) = 3(1.95) + 10(0.07) — 8.

8.3 Examenes Finales

Final 12/07/2010

1. Sea

B %, si (ﬂfay)# (070)
fla,y) = { 0, si (z,y)=1(0,0)

Calcular todas las derivadas direccionales de f en (0,0), indicando en que
direccion corresponden y cuanto valen las derivadas direccionales maxima
y minima.
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Solucion. Fijemos un vector unitario u = (a, b). Se tiene

ou h—0 h
~ lim h(a,b) — 0
h—0 h
oy P =0 33)
h—0 h
. a’
- flll—r>r(l) a? + b2
= CLS.

Se sigue que la derivada direccional de f en (0,0) existe en cualquier di-
reccién de vectores unitarios no nulos. Por otra parte, desde que a?4-b? = 1,
se sigue que 0 < a? < 1 que implica —1 < a < 1. O sea que las derivadas
direccionales méaxima y minima ocurren cuando a toma los valores 1 y —1.

of : Of (0o — (1t _
L0.0=0° v Z00=(1=-1

2. Sea V ={(z,y,2) eR® : 22 +¢* <2, 2> <y, 0< 2<2}. Si Ses

la parte del borde OV correspondiente a los cilindros 22 4+ 4% = 2 y y = a2,

calcular
/ / rzdS

Solucion. Aqui S = S; U S, donde S es la parte de la superficie y = 22
parametrizada por

0: [-1,1]x1[0,2] - R
(x,2) = (z, 27, 2)

y Sy es la parte de la superficie 22 + y* = 2 parametrizada por

v (23] % [0,2] — R?
(0, 2) — (v2cosh,\/2senb, z)

Tenemos

9035 = (1,2%,0), (102 = (0707 1)7 y 9056 X 902 - (2%, _170)
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Entonces

1 p2
//xzd51:/ / x2\ 4x? + 1dzdx
—110 )
:(/ x\/4x2+1daz>(/ zdz>
1 0
0.

También de

g = (—V2senb, V2c0s0,0), . = (0,0,1), P,xtb. = (V2c0s0,v/2senb, 0)

3r/4 p2
//a:zdSQ :/ / V2c0s0 2v/2 dzdb
/4 0
3r/4 2
(/ 2cosl d@)(/ zdz)
/4 0
0.

Entonces

Por tanto,

[ [wzis= [ [azasis [ [azas=o0

3. Para a € R, se define la funcién
f(z,y) = (a — a* + 2(a — Day + 2ay* — 22*

Probar que para todo a € R (0,0) es un punto critico de f e indicar si es
maximo local, minimo local o punto de ensilladura segun sea el valor de a.
Solucion. Calculemos los puntos criticos: haciendo

fo=2(a—1Dz+2(a—1)y—82°=0 (8.3.4)

fy=2(a—1)z+4ay =0 (8.3.5)
Si a = 0, es claro que el tnico punto critico es (z,y) = (0,0).
Supongamos que a # 0, entonces de (8.3.5)
(a— 1)z

- (8.3.6)

2y = —
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Reemplazando (8.3.6) en (8.3.4) conseguimos
r[8az® + (1 —a*)] =0 (8.3.7)

Si |a] <1, de (8.3.7) se sigue que (z,y) = (0,0) es el inico punto critico de
f. Por otro lado, si a > 1 existen tres raices reales para la ecuacién (8.3.7)

que son
[a? — 1 [a?2 — 1
€r = T = —
8a 8a
De cualquier modo, (z,y) = (0,0) es un punto critico de f.
También ( ) - )
2(a — 1) — 242* 2(a—1
H("”y)_< 2(a—1) da )
' (a—1) 2(a—1)
20a—1) 2(a—1
H(0,0) = ( 2(a —1) 4a >

Por otro lado
D = det(H(0,0)) = 4(a* — 1)

Por consiguiente: los extremos locales se consiguen para |a| > 1, siendo el
(0,0) minimo local para a > 1, y maximo local para a < 0. También, el
punto de silla se consigue para |a| < 1.

4. Sea F': R® — R? dada por F(z,y,2) = (z+3,2y—3,2) y la curva C

definida por 7 : [0,1] — R3 con r(t) = (etg_t sin (7;), 1—e"tcos ( ) t2>

Hallar una funcién potencial de F'y calcular el trabajo de F' a lo largo de
la curva C con la orientacién contraria a la dada por la parametrizacion r.
Solucion. Sean P(x,y,z) =z + 3, Q(z,y,2) = 2y — 3, R(z,y,2) =

Sabemos que Dom(F) = R3 es simplemente conexo, adem4s

oP 9Q 0P OR  9Q OR

Oy Oz’ 9z ox’ 9z Oy
luego existe una funcién potencial f : R? — R tal que F = Vf, o sea,

%zx—lr?), %:2y—3 gzz
Ox

Oy ’ 0z

Entonces )

f(z,y,2) = /(x+3)da: = %+3x+g(y,z)
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pero

oy —3=-2L=22
y—3 o ay(y,Z)

que implica
o.2) = [ 2y 3)dy =4~ 3y+ h(o

de donde )
flz,y,2) = % + 37 +9* — 3y + h(2)
También o7 /
i=50 = h'(2)
0 sea que
h(z) = %2 + K para alguna constante K

Ahora bien, eligiendo K = 0 obtenemos

2 2

h Z
flw,y,2) = 5 +30+¢" =3y + o

Finalmente
/CF. dr = f(r(0)) — f(r(1)) = £(0,0,0) — f(1,1,1) =0 —2 = =2

5. Enunciar y demostrar el teorema de Green.

6. Demostrar la existencia de todas las derivadas direccionales en to-
das las direcciones posibles cuando la funcion es diferenciable e indicar su
relacion con el gradiente de f.

7. Enunciar el teorema de Stokes, aclarando debidamente cémo son las
orientaciones de las curvas y superficies involucradas.
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