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Cálculo Avanzado

Segundo Cuatrimestre de 2009

Práctica 5

1. Sean las funciones
f(x, y) = (x2 − y, e

√
x), g(x, y) = 2x2 − 3xy,

h(x, y) = (3xy − y2, xy), k(x, y) = (x2, y2).

a) Determinar si existen las siguientes composiciones:

g ◦ f, f ◦ g, f ◦ h, h ◦ f, k ◦ f, f ◦ k, f ◦ f

b) En los casos en que sea posible, indicar cual es el dominio y cual el codominio de la composición.

2. Sean f(u, v) = (eu−2, u2 − v2) y g(x, y) = (x + 2, x− y2) . Calcular D(f ◦ g)(0, 1)

(a) Directamente (a partir de la composición) (b) Aplicando la regla de la cadena.

3. Halle la matriz de la diferencial de f ◦ g en el punto indicado.

a) f(x, y) = x2y + xy2 , g(2 + t4, 1− t3) , en t = 1 .

b) f(x, y) = senx cos y , g(t) = (πt,
√

t) , en t = 0 .

c) f(x, y, z) = xey/z , g = (t2, 1− t, 1 + 2t) , en t = 1 .

d) f(x, y) = x2 + xy + y2 , g(s, t) = (s + t, st) , en (s, t) = (1, 2) .

e) f(x, y) = arc tg(2x + y) , g(s, t) = (s2t, s ln t) , en (2, 1) .

f) f(r, θ) = er cos θ , g(r, θ) = (st,
√

s2 + t2) , en (0, π/4) .

4. a) Sean f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 y g(s, t) = (st, s cos t, s sen t) . Calcular
∂f ◦ g

∂s
(1, 0) .

b) Sean z = y2 tg x , x = t2uv , y = u + tv2 y w(u, v, t) = z (x(u, v, t), y(u, v, t)) . Calcular
∂w

∂u
,

∂w

∂t
cuando t = 2 , u = 1 , v = 0 .

c) Sean u =
x + y

y + z
, x = p + r + t , y = p− r + t , z = p + r − t y

w(p, r, t) = u (x(p, r, t), y(p, r, t), z(p, r, t)) . Calcular
∂w

∂r
(1,−1, 2) .

5. Si f y g son funciones de una sola variable dos veces derivables, demuestre que la función

u(x, y) = f(x + at) + g(x− at)

es solución de la ecuación de la onda utt = a2uxx .

6. La temperatura en un punto (x, y) es T (x, y) , medida en grados Celsius. Un insecto se arrastra
de modo que su posición después de t segundos está dada por x =

√
1 + t , y = 2 + 1

3 t , donde x e
y se miden en cent́ımetros. La función de temperatura satisface Tx(2, 3) = 4 y Ty(2, 3) = 3 . ¿Con
qué rapidez está subiendo la temperatura en la trayectoria del insecto después de 3 segundos?
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7. La longitud ` , el ancho w y la altura h de una caja cambian con el tiempo. En cierto instante, las
dimensiones son ` = 1 m y w = h = 2 m y ` y w aumentan a una razón de 2 m/s mientras
h está decreciendo a razón de 3 m/s . Halle la razón de cambio de las siguientes magnitudes en ese
instante:

a) El volumen b) El área superficial c)La longitud de la diagonal.

8. Si z = f(x, y) , donde x = r cos θ , y = r sen θ , demuestre que

∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
=

∂2z

∂r2
+

1
r2

∂2z

∂θ2
+

1
r

∂z

∂r

9. Encuentre la derivada direccional de f en el punto P dado, en la dirección indicada por el ángulo θ .

a) f(x, y) = x2y3 + 2x4y , P (1,−2) , θ = π
3

b) f(x, y) = sen(x + 2y) , P (4,−2) , θ = 3π
4

c) f(x, y) =
√

5x− 4y , P (4, 1) , θ = −π
6

d) f(x, y) =
x2

y − 1
si y 6= 1 , f(x, 1) = 0 , P (0, 1) , θ = π

4 .

e) f(x, y) = xe−2y , P (5, 0) , θ = π
2

10. En cada caso,

(i) Encuentre el gradiente de f .

(ii) Evalúe el gradiente en el punto P .

(iii) Encuentre la razón de cambio de f en P , en la dirección del vector u .

a) f(x, y) = 5xy2 − 4x3y , P (1, 2) , u = ( 5
13 , 12

13)

b) f(x, y, z) = xy2z3 , P (1,−2, 1) , u = ( 1√
3
, −1√

3
, 1√

3
)

11. Halle la derivada de la función en el punto dado en la dirección del vector v .

a) f(x, y) = 1 + 2x
√

y , (3, 4) , v = (4,−3)

b) g(s, t) = s2et , (2, 0) , v = i + j

c) f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2 , (1, 2,−2) , v = (−6, 6,−3)

d) g(x, y, z) = x arc tg(y/z) , (1, 2,−2) , v = i + j− k

12. Encuentre la máxima razón de cambio de f en el punto dado y la dirección en la que ésta se verifica.

a) f(x, y) = xe−y , (1, 0)

b) f(x, y) = sen(xy) , (1, 0)

c) f(x, y, z) = x +
y

z
, (4, 3,−1)

13. a) Demuestre que una función diferenciable f decrece más rápidamente en x , en la dirección de
−∇f(x) .
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b) Utilice el resultado de la parte a) par hallar la dirección en la que la función
f(x, y) = x4y − x2y3 decrece con mayor rapidez, en el punto (2,−3) .

14. Encuentre las direcciones en las que la derivada direccional de f(x, y) = x2 + sen xy en el punto
(1, 0) tiene valor 1 .

15. Suponga que, en cierta región del espacio, el potencial eléctrico V está dado por

V (x, y, z) = 5x2 − 3xy + xyz

a) Encuentre la razón de cambio del potencial en P (3, 4, 5) , en la dirección del vector
v = i + j− k .

b) ¿En qué dirección cambia V más rápidamente en P ?
c) ¿Cuál es la mayor razón de cambio en P ?

16. Sea f una función de dos variables que tiene derivadas parciales continuas y considere los puntos
A(1, 3) , B(3, 3) , C(1, 7) y D(6, 15) . La derivada direccional de f en A en la dirección del vector
~AB es 3 y la derivada direccional en A en la dirección de ~AC es 26 . Encuentre la derivada direccional

de f en A en la dirección del vector ~AD .

17. Sean v = (2, 0) , w = (0,−3) y f : R2 → R diferenciable tal que

f(1, 2) = 3 ,
∂f

∂v
(1, 2) = 4 ,

∂f

∂w
(1, 2) = −9.

a) Halle ∇f(1, 2) .
b) Si f(1, 2) = 3 , halle una ecuación del plano tangente al gráfico de f en (1, 2) .
c) Halle la derivada direccional de f en el punto (1, 2) en la dirección de u = (3, 4) .

18. Sean v = (
√

2/2 ,
√

2/2) , w = (−√2/2 ,
√

2/2) y f : R2 → R diferenciable tal que

∂f

∂v
(1, 2) = 4 ,

∂f

∂w
(1, 2) = −2.

a) Halle la dirección en la cual f decrece más rápidamente.
b) Sabiendo que f(1, 2) = 3 , calcule en forma aproximada f(1.01, 1.95) .

19. Una función f : R2 → R tal que
∂f

∂v
(x0) = a3 + b para todo vector unitario v = (a, b) no puede ser

diferenciable en x0 . Explique por qué.

20. Halle las ecuaciones de

(i) el plano tangente

(ii) la recta normal a la superficie dada en el punto especificado

a) x2 + 2y2 + 3z2 = 21 , (4,−1, 1)

b) x2 + y2 − z2 − 2xy + 4xz = 4 , (1, 0, 1)

c) z + 1 = xey cos z , (1, 0, 0)

21. Sea F : R3 → R de clase C1 tal que F (−4, 3, 1) = 0 y ∇F (−4, 3, 1) = (−2, 0, 3) . Halle una ecuación
del plano tangente a la superficie definida por la ecuación

F (3x− 2y2 − z, x− y + 2z, exyz) = 0

en el punto (0, 1, 2) . Halle también una ecuación de la recta normal a la superficie en el mismo punto.
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