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M ECANICA

DINAMICA DE LOS SISTEMAS DE PARTICULAS
Introduccion

Un conjunto de particulas constituyen un sistengmse ellas se ejercen interacciones
mutuas. Para conocer el comportamiento del siséensa conjunto, sera necesario adicionar
y generalizar los principios que rigen el compor&nto de las particulas en su interaccion,
llegando por este medio a formular las leyes dkrlamica que rigen el comportamiento de
los sistemas.

.Fuerzas actuantes

Considérese un sistema departiculas sobre las que pueden estar actuandpafue
exteriores. E1 sistema de fuerzas puede estaruglibaq (resultante y momento nulos) o bien
puede reducirse a una resultante (fuerzas contesjerm una cupla o a una resultante y una
cupla.

Las fuerzas exteriores pueden ser activess decir, verdaderas causa externas de
cambios dinamicos, o pueden ser fuerzas reacfiwaporcionadas por los vinculos externos a

los que esté sujeto el sistema. Se denomiﬁar@ la resultante de las fuerzas exteriores que

actla sobre la particuia

Las interacciones entre las particulas del sistegnaanifiestan por fuerzas interiores
al mismo, es decir fuerzas entre sus particulas.

En el estudio que se desarrollara en adelanteipgndra que la interrelacién o accion

mutua entre la particulay la particulaj, se expresa por dos fuerzas opuestas, a sabﬁr: la
que es la fuerza que actia sobre la particdiebido a la accion de la particylay la fuerza
1Tji gue es la fuerza que actua sobre la partjadddido a la accion de la particul@e modo
tal que:
Fij = _Fji

Sobre la particula actuaran rf-1) fuerzas interiores debido a las-1) particulas
restantes del sistema. Conviniendo que es nuladed que la particulaejerce sobre si
misma, o sea qué, =0, la resultante de todas las fuerzas interioresagtigan sobre dicha

n
particulai vale 3 FI .
j=1"
Asi pues, la fuerza total que actia sobre la pdatic teniendo en cuenta las fuerzas
exteriores e interiores, es:

F+>f, (@
j=1

Para calcular la resultante de todas las fuerzasmmes sobre las particulas del
sistema, deberéa efectuarse la suma de la expfé@$iparal<i < n, obteniéndose:
n n n ~
IS I
i=1 i=1 j=1
E1l primer sumando constituye la resultante ddemia de las fuerzas exteriores

actuante sobre el sistema de particulas, a lallemdaremosF . E1 segundo sumando es la
resultante de las fuerzas internas. Segun los stgmukechos para ellas, resulta:



n n _
ZZ f, =0 ()
i=1 j=1
Obsérvese ademas, que el momento de las fuanmagolies respecto de un punto
cualquiera del espacio es nulo, o sea:

Yrxdf =0 (@)

en quer; es el vector posicion de la particuleespecto del punto arbitrario segun el cual se
toman los momentos. Por lo tanto:

r;x(lfi-l-ifijj:zr;xlfi:m 5)

i=1 i=1
La segunda de estas expresiones dice que el momkendalas las fuerzas actuantes, respecto

de un punto arbitrario, es igual a1l momento déuaszas exteriores respecto de dicho punto,

equivalente al momentM de la resultante del sistema.
NOTA: Grados de libertad de un sistema

Los vinculos exteriores a que estd sometido t@nsesaportan a éste fuerzas reactivas.
Si los vinculos son ideales, las fuerzas reactiasncluyen fuerzas de rozamiento. En
general, las fuerzas de vinculo no proporciondrajoaen ese caso.

Una particula en el espacio tiene tres gradoskatdéid, pero los vinculos imponen
restricciones en su movimiento. Si la particulaé ektigada a moverse por una guia en forma
de curva en el espacio, definida por la intersecdgdos superficies de ecuaciones:

f,(x,y,2) =0

f,(x,y,2) =0
las coordenadas de la particula deben satisfacerderninstante a estas ecuaciones. Asi pues,
supuesta una de las tres coordenadas de la posiei@ma particula, las otras dos quedan
determinadas por las ecuaciones de esta curvalocgue la particula tiene ahora un solo
grado de libertad.

Dos particulas en el espacio totalizan seis grdédgbertad. Si estan unidas por una
barra inextensible de longitugdlas seis coordenadas deben satisfacer la ecuacion

1% = (Xz - Xl)2 + (yz - 3’1)2 + (Zz - 21)2

La cantidad de grados de libertad de este sistentgos particulas queda reducido a.
cinco; la sexta coordenada estéd determinada mmuiacion de vinculo.

Generalizando estas consideraciones se llegaslasntes conclusiones:

- Un sistema da particulas requierdn nimeros para dar la posiciéon de cada particuke en
espacio, haciendo abstraccion de la forma en gueddiculas estan vinculadas.
- Si una o varias particulas estan vinculadas ¢oculos tales que las restricciones que éstos
imponen al movimiento estan dados por expresioada fbrma

D(X,, 1,21, X1 Y0 Z0) =0
o bien D(X,, Y1120 X reesYyn Zht) = 0
los movimientos de las particulas quedan restrowid.a cantidad de movimientos o
coordenadas independientes se denominan “graddsedad” del sistema.
- La cantidad de grados de libertad del sistemay@s a la cantidad de coordenadas que
deben darse para definir su configuracion, hacieaukiraccién de los vinculos, menos la
cantidad de ecuaciones de vinculo. Siendo:



GL: cantidad de grados de libertad.
C: cantidad de coordenadas que definen la contiguralel sistema.
V: cantidad de ecuaciones de vinculo.
se verifica:
GL=C-V
2. Baricentro de un sistema
Sea un sistema departiculasm . Se llama "masa equivalenta," a la suma de las

masasm

n
m, = m
i=1
Supdngase que las masas estan referidas a unastendenado.
2 Sea r; el vector que posiciona a la masg con

" respecto al origen O del sistema coordenado. Saedebmo
Momento Estatico o Momento de Primer Ord&pn a la suma

G de los productos de cada masa por el vectorr; que la
\ , 7 ¢ posiciona respecto del origen O

Al

n
y S = z m. 7
i=1
Obsérvese que ésta es una suma de términos viegolia
sumatoria también es un vector.
Se denomina “baricentro del sistema de particidbplinto referenciado por el vector

2mE > mi

Fo— izl — =l
c n
m,
>.m
i=1
0 sea que, suponiendo concentrada la masa totalislema en el baricentro, el momento

estatico del sistema respecto del origen O es iguale la masa equivalente supuesta
concentrada en el baricentro.

m.f,=>mp  (6)
Si la referencia es un punto P cualquiera,

posicionado por el vectar,, el momento estatico
del sistema respecto de P estara dado por:

P SPZZm(E_rP)zZm-E_Zm-rPZ
= i=1 =

=m,r,-m.r, =m(r, - r;)
Si el punto de referencia coincide con el
baricentro, r, =1, y por lo tanto_el momento

estatico de un sistema respecto de su baricentro es

nulo.

Otra forma de comprobar esta afirmaciéon es requidea un observador que no rota pero se
traslada con el baricentro, en general en formdema. Este recurso sera utilizado
frecuentemente en el estudio de sistemas de dagigudel cuerpo rigido. Este observador

posicionara a la particuta con el vector posiciomp, =r, —r, resulta:



S = Z m p, =0 resultando también nulas sus derivadas temporales:
i=1
Zmpi=0 Zmpizo (7)
i=1 i=1

3. Cantidad de movimiento de un sistema de particas

Para la particula de masa, la cantidad de movimiento respecto del observador
inercial esta dada por:
P =m.r
La cantidad de movimiento del sistema sera igdalsuma de las correspondientes a
lasn particulas que lo componen

n .
Pero Z m.p, =0 por ser la derivada temporal del momento estétéispecto del baricentro.
i=1
Luego:
r) = me'rc (3'1)
4. Ecuacion del movimiento de un sistema de partitas

Sea un sistema departiculas. Se aplicard a cada una de ellas leesx¥m de Newton
F=ma

n — .
F+> f,=mr

j=1
Recurriendo al observador que se traslada conrigleb&ro, éste posiciona a la particuta
mediante el vectop, , resultando: 7

n=r+ Ibi 3
Por lo tanto: m;
luego s _ ! e
n r‘ ?v % 9
F+Y f =mF+m.p 4
i ; ij c i @%

Sumando lag expresiones asi obtenidas:

zlfi-l-zzfij =Zm-ﬁ+2mﬁ (4-1)
= =] =]

i=1 j=1
El segundo sumando del primer término es nulo (sienlas fuerzas interiores). En la
sumatoria del primer término del segundo miembredpusacarse, como factor comun,

quedando:

A

n .o . n .
D ME =Ry M =mi,
i=1 i=1

La sumatoria del segundo término de la (4-1) edeldavada segunda del momento
estatico del sistema respecto del baricentro, cprap se ha visto, resulta nula. Por lo tanto, y
teniendo en cuenta la (3-4), la (4-1) resulta:

F=m., (3-8)



O sea que el movimiento del sistema de particudasocun todo se describe por el
movimiento de su baricentro. Este a su vez eseskegulta para la masa equivalente supuesta
concentrada en el baricentro y actuando sobrdeettssultante de las fuerzas exteriores.
Obseérvese que, derivando la ecuacion (3-1) queoptimma la cantidad de movimiento de un
sistema se obtiene la (4-8)*, tal como en una @aej verificandose:

dp _
dt
Por 1o tanto, sk =0 entoncesp = cte

Viceversa, si la cantidad de movimiento del sist&maonstante, la resultante de las
fuerzas exteriores es nula.

Ello no significa que el sistema de fuerzas extescesté en equilibrio, pues puede
reducirse a una cupla. En ese caso, si bien n&atadmleracion del baricentro, existird un

movimiento rotatorio y/o de aproximacion y alejami@ de las particulas respecto del
baricentro.

4. Trabajo total de un sistema

Sea un sistema da particulas. Supongamos que las mismas experimamian
corrimiento finito. Digamos que cada particuke ha movido desde una posicion iniciabA
una posicién final B Asi mismo, el baricentro del sistema se habraideodesde una
posicion inicial A hasta una posicion final.B

Calcularemos el trabajo de todas las fuerzas aetsi@m esos corrimientos. El trabajo
Wi, de las fuerzas actuantes sobre la particudde:

w=[lE+ 3 fij [edr
V4 PN Bi i 1{ i z ”j i

Pero:

Luego:

dr; =dr; +dp,
Al cambiar las variables de integracién
deben cambiarse también los limites
correspondientes. Estos son YAB; parar,

x/

y Aiy Biparapg,.

J'If drc+j'czn:ﬁj e dr, +J'(If +quj
A ST

E1l trabajo total sera |gual a la suma de los teabspbre cada particula:
B

c n

W = ZW ZIF o dr, +Zj2ﬁj-drc+2j(lf +quj dp.
i=1 A, i=1 A j=1 =1 A
Para los dos primeros términos en que la variablentegracionr, es independiente del

indicei de la sumatoria, los signcg ej son intercambiables (conmutativos).



Por lo tanto:

W= [Fedr, +zj(|f +Zn:f_ijJ-dpi (3-9)
A A ]

El primer sumando es el trabajo de las fuerzasriexts a lo largo del camino del
baricentro.

E1 segundo sumando es el trabajo de las fuerzaanaes sobre cada particula en sus
recorridos relativos al baricentro. Téngase en teugue P, es el vector que posiciona a cada

masam respecto del baricentro.

Otra forma de interpretar esta expresion
resulta de suponer un observador que se
traslada con el baricentro, sin rotar.

Suponiendo que la masa equivalente
estd en el baricentro y que sobre ella actia la
resultante de las fuerzas exteriores, la (3-8)
proporciona la ecuacion diferencial del
movimiento del baricentro y el primer término
de la (3-9) da el trabajo de la resultante de
fuerzas exteriores en dicho movimiento.

E1l segundo término de la (3-9) es el
trabajo que el observador en el baricentro mide pas particulas, sujetas a las fuerzas
exteriores e interiores, en su movimiento relativdicho observador.

3.5. Energia cinética y su relacion con el trabajo
La energia cinética de una particula esta dada por

T=omlief) 310

siendo I; =1, + p,
resulta f, =F, + P,
Reemplazando en (3-10)

l = = = = l = = l = = = =
T :E-m '(rc +:0i)° (rc +:0i):E-m '(rc y rc)"'E-m ( i ® pi)+ m-(fc ° pi)
La energia del sistema se calcula como suma dmtgias de cada particula

T= ZT = Zm o)+ Zm (B+ 7))+ ;m-(ri-bi)
En el primer términof, « I, es factor comin de la sumatoria:
1 0 = = 1 = = 4 1 = =
E.Zm .(rc . rc):E.(rC . rc).Zm =§.me.(rc . rc)
i=1 i=1
En el tercer sumandp es factor comun:

>mlieb)=reyme h =

La sumatoria es nula por ser la derivada del moonestidtico respecto del baricentro. Por lo
tanto:

T=omlei) 2 ymiap) @
i=1



El primer sumando expresa la energia del sistema&ueronjunto, debido a su
traslacion en el espacio. Esta fraccion de la éadajal del sistema, denominada energia
cinética traslacionales igual a la que corresponderia a la masa equoiealsupuesta
concentrada en el baricentro y moviéndose con legidad.

E1l segundo término es la suma de les energiasddepeaticula en sus movimientos
relativos al baricentro. Obsérvese qpp- r —r , €s la velocidad relativa de la particula
respecto del baricentro. En dichos mowmlentos,daﬂl’culas pueden girar alrededor del
baricentro y aproximarse o alejarse de él. En eb gaarticular de un cuerpo rigido, las
infinitas particulas que lo componen sdélo puedeargalrededor del baricentro, pues por
definicion de cuerpo rigido, no puede variar ldafisia relativa entre dos de sus puntos.

Para cada particula de un sistema se cumple Edela

Wi, =T, - T,
Para todo el sistema se verifica:
W =AT
Calculando el trabajo y la variacién de energiatota entre las posiciones inicial y

final . ) g ] - ) 1 ' ' Be 1@ . . B
IF'dFC+ZI(Fi +Zfijj-dpi :E.me.(r*c-rﬁcj +§.Zmi.(pi-pi1 (3-12)
Ac i=1 A j=1 Ac i=1 A
Desarrollandojc F « dF, teniendo en cuenta qué=m,_ I,
B B B g5 B
[Fedr, = [mF «dr, = [m,. Lo dr = [m, T« dF,
A A A A
siendo . « dF, :%d(?c . ri)
Bc Bc Be
;F = [miedt =2 fmdfef)=omen)] @)
Ao A e

Siendo iguales los primeros términos de ambos nresnbe la igualdad (3-12) los

segundos también lo son.
B

n B n n .
ZI[E +Zfijj°d:5i ZE-Zmi-(ﬁi 'ﬁq (3-14)
i=1 A j=1 2= A
La 3-13 expresa qua trabajo de la resultante de las fuerzas exteysoa lo largo del
recorrido del baricentro entre dos posiciones extas es igual a la variacion entre dichas
posiciones de la energia cinética de la masa edgite, supuesta concentrada en el
baricentro y moviéndose con su velocidad
La 3-14 expresa qua suma de los trabajos de las fuerzas exteriorggeziores que
actian sobre cada particula en .sus movimientoativels al baricentro entre posiciones
extremas, es igual a la suma de las variacionesraggia cinética de cada particula en sus
velocidades relativas al baricentr&stos términos son los que mediria un observigor2
ubicado en el baricentro y moviéndose con él.

3.6. Energia cinética referida a un punto cualquiex
Sea un sistema departiculasm y sea P un punto cualquiera referenciado respecto

del origen inercial mediante el vectqy y que se mueve con velocidé,d y aceleraciérﬁ, :



Supondremos que el punto P es origen de una tedxé que se traslada cdhpero no rota.
Este observador referencia a la partianjamediante el vectop,, y al baricentro del sistema

mediante el vectop, .
Siendor; =1, + p,; la energia del sistema de particulas puede expeepar:

T :}zm rier; :1Z(rp+ppij' (rp'*'ppij

2 1=1 2 i=1
1 n . . 1 n . . n . .
T :*z Feele +*z Pri® Ppi +z Fee Dp,
273 23 i=1

En el primer términd, * f, es factor comin de la

sumatoria y en cl tercero lo efg Este ultimo puede
escribirse:

Z'n(rp ° IbPi): fp* zm-ﬁpi
i=1 i=1
y siendo el momento estético respecto de P:

> m By =m, 2,
i=1
puede escribirse:
zm(ﬁp ¢ bPi): I_:.P *mp, = mer;P * P
i=1

Por lo tanto, la expresion de la energia cinétefarida a un punto cualquiera P
resulta:

1 0 = = 1 4 = = = —
T=§-Zm(rp'fp)+§-znl(ppi 'ppi)+merp'pc (3-15)
i=1 i=1
E1 significado de los términos de esta expresid@ siguiente:

1*" sumando: Energia de la masa equivalente, supwesteentrada en el punto P vy
moviéndose con su velocidad.

2" sumando: Energia de cada masa en su movimieatovoehl punto P.

3* sumando: Producto escalar de la cantidad de memtmide la masa equivalente supuesta
concentrada en el punto P y moviéndose con élJgouelocidad relativa del
baricentro respecto del punto P. Si P coincide €obaricentro, este tercer

sumando se anula y se obtiene la expresion 3-Vista

3.7. Conservacion de la energia mecanica total
Supdngase que en un sistema de particulas la ftetat@ue actia sobre la particula
depende de las posiciones dergmrticulas restantes que lo integran.

F =F(F.F,,...F,)

Tal el caso en que la fuerza exterl%rdependa de la posicion ae y las fuerzas interiores
de las posiciones relativas de las restantes nmasaspecto dem .

Existira entonces una funcién potencial de la clgsivan las distintas fuerzas totales
(exteriores mas interiores) que actian sobre caatdicpla m. La funcion potencial

dependera de las coordenadas del sistema. Si démemefa utilizada son coordenadas
cartesianas, se tendra:

\/ :V(xl; Vi 2 X X yn;zn)



De este modo, las componentes de la fuerza tottr{@r mas interior) sobre la particuia

son:

ov ov ov
Fx =——; Fy =——; F, =—
iX aXi iY ay, iz 02,

La ecuaciéon de NewtorF =ma planteada sobre cada particula puede escribirse
entonces: en sus componentes escalares:
oV dx oV ay v &

EYATS EVRATS ozt
Multiplicando cada una de las expresiones {0y, ; z ; respectivamente y sumando:

m dx yldy & :md(lz L 12j:
' dt dt ' dt dtl 2 2 2

:d(l sz: [av dx oV dy oV dzJ
dt\2 ' ox dt ay, dt az dt
O sea que para cada partiduéxiste una expresion de la forma:

d (g .v?j v dx LoV dy, LoV d;

dil2 ') ox dt ay, dt a; dt
Sumando lag expresiones de este tipo correspondientesragasticulas:

d (Em-Viszfz oV d>g oV dyI oV dz
dt4=z'\ 2 ox  dt ay, dt az, dt

Puede observarse que el segundo término de estes@xpvale:
1&(oVv oV oV dv
— Y |—dx +—.dy +—.dz |=—
dt _1[6xi oy Y oy ZJ dt

E1 primer término es la derivada respecto del teagpla energia cinética del sistema.
Por lo tanto puede escribirse:

E(T +V)=0
dt
Como consecuencia
T+V=E=cte

O sea que si todas las fuerzas presentes en emaiste particulas derivan de una
funcion potencial, siendo el campo conservativosdaa de la energia cinética total del
sistema mas la potencial es constante. Este emlancanstituye el teorema de conservacion
de energia mecanica.

Si solamente la resultante de las fuerzas extsrideeiva de una funcion potenciél

que es funcién de las coordenadas del baricentsegayue es solo funcion de la posicion del
baricentro), dado que en este caso

F=m,r,
resultara:
TC +VC = EC
en que T es la energia cinética de la masa eqoteadeipuesta concentrada en el baricentro y
moviéndose con él (energia cinética traslacional).



Se considerara ahora el caso de las fuerzas imeramlamente. Supdngase que la
fuerza interior que actla cobre la particuldebido a la particula solo depende de la.
posicion relativa dgrespecto de o sea del vector, =1, —T,.

En tal caso, la resultante de las fuerzas intesisobre la particuliavale:

6 f,=> 1, -F)

Si la funcién vectorialﬂj (; —T; ¢s tal que puede definirse una funcion de enemenpial
Vi (5) =] f )+ o,

debe cumplirse queot.ﬁj =0, tomandose en esta expresion a las derivadasctespe las
variables

Xj =X —X;; Yi =Yi 7Y Z; =74~ Z
Las fuerzas interiores podran obtenerse entoncels diencidn potencial, de la siguiente
manera:

— oV, _ oV, - oV, g
A H SR EE, SR BN
] a(xi - Xj) a(yi - Yj) a(zi - Zj)

Obsérvese que siendo

Vij =Vij (Xi =X Y TV 4 _Zj)
resultara
o, 9V, oV,
a(xi —xj) 0%  0X,
Por lo tanto:
. ov. _ oV, _ oV, -

f=—2i-——1j-——2L.
Yoooox 0y, 0.z
y de la misma manera:

DU VAN VA VA

fy =73 A 3 N T3z
X Y Z;
comprobandose por lo tanto que
Fij = _Fji
la energia potencial total del sistema de partéscaa la suma de todos Ms, extendida a
todos los pares de particulas:

n n
V= szii (r;)
i=1 j=1
Ejemplo de fuerzas internas conservativas son laavitgcionales, las
electromagnéticas y las elasticas.
Si en un sistema hay fuerzas disipativas, la eaengicanica total ya no sera constante.
Su variacion equivaldra al trabajo de las fuerZsipativas:
Es —E. =W,

3.8. Cantidad de movimiento de un sistema de partitas
Para la particula de maga, la cantidad de movimiento respecto del observador
inercial esta dada por:




B =m FI
La cantidad de movimiento del sistema sera igdalsuma de las correspondientes a
lasn particulas que lo componen

n

p=2p = mi =Y m .+ )=y mp+ Y ms
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1
n .
Pero Z m.p, =0 por ser la derivada temporal del momento estégispecto del baricentro.
i=1

Luego:

p=m.r (3-16)
Obsérvese que
Por 1o tanto, sk =0 entoncesp = cte

Viceversa, si la cantidad de movimiento del sist&maonstante, la resultante de las
fuerzas exteriores es nula.

Ello no significa que el sistema de fuerzas extescesté en equilibrio, pues puede
reducirse a una cupla. En ese caso, si bien n&atadmleracion del baricentro, existird un
movimiento rotatorio y/o de aproximacion y alejami@ de las particulas respecto del
baricentro.

3.9. Momento anqular de un sistema de particulas

3.9.1. Momento anqular respecto del origen inercial
Para la particula de masa, animada de la velocidaid segtn la mide el observador
inercial, el momento angular respecto de éste vale:
Ho =Fxmif  (3-17)
Para todo el sistema, habra que efectuar la suotariad de las expresiones (3-17)

Ho =Y Ho =Y fxmF (3.18)
i=1 i=1

Se analizaré la relacién entre la variacion ten1|c13l151ral:IO y el momento de las fuerzas
exteriores:

dHo _
dt
El primero de los sumandos es nulo por ser pasileb vectores y m F en todos
los términos de la sumatoria.
En el segundo sumando puede reemplazarsera por la resultante de las fuerzas
exteriores que actuan sobme:

Sixmi zr(F +if}-]:iﬁxﬁ +i(rﬁxif})
i= =1 =1 i=

i=1 =1

S ExmF +3Fxm i
i=1 =

i=1

En esta ultima expresion el primer sumando es ehembo de las fuerzas exteriores
respecto del origen inercial y el segundo es meggn las hipétesis hechas para las fuerzas
interiores.

Por lo tanto:

=M, (3-19)



Si M, =0entoncesH , = cte
Viceversa, siH, se mantiene constante en el movimiento del sistehraomento de

las fuerzas exteriores respecto del origen inereglnulo (principio de conservacion del
momento angular).

3.9.2. Momento anqular respecto del baricentro

Supdngase un observador tipo 2, que se trasladaowimiento acelerado pero que
no rota, moviéndose con el baricentro del sistema.

Dicho observador dira que una particula se muespeto del baricentro con una

velocidad (relativa)p y que su momento

angular sera Z
ﬁi xm -ﬁi E)

Para todo el sistema, el momento angu
referido al baricentro sera: m;

He =2l xm.p)  (3-20) %

C ;(p ) ) %@
% _ g J

3.9.3 Relacion entrél , y H. o

Si en la expresion (3-18) dd, se @%

T

reemplaza a por su equivalente, + o,
se tiene i

n

Ho =Z(r1+ﬁi)xm-(ri+bi)=r2"(2m]f°+Zf’i XD +T XYM+ A X M,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
E1 dltimo sumando puede escribirse también
n .
Z m.p, X
i=1
gue resulta nulo por incluir como factor al momeestatico respecto del baricentro. Por lo
tanto:
Ho=Ho+fxmJf,  (3-21)
Esta expresion nos dice que el momento angulaecespe un origen inercial es igual

al momento angular referido al baricentro mas einerto de la cantidad de movimiento del
sistema (3-16) respecto del origen inercial.

3.9.4. Relaci6n entreH . y el momento de las fuerzas exteriores
Derivando la expresion (3-20) respecto del tiempo

dH 0 = - 0 — pid
dtc ZZ(/Oi "m-,Oi)+Z(,0i "m-ﬂi)
i=1 i=1
La primera sumatoria es nula por ser paralelosdotores en todos sus términos.
En la segunda sumatori@, es la aceleracion de la masa respecto del baricentro.

Como la aceleracion del baricentro respecto dgearinercial esrfc, puede escribirse:

P =n -
Por lo tanto:



i =Y 5 xm i )= Z xmr-Zp.xm

El segundo sumando puede escriblE

M:

C

j F. resultando nulo por incluir al

momento estatico baricéntrico.
En el primero, puede reemplazarsea; por la fuerza actuante sobre la masa

dﬁ n _ n _ n _ n no_
< :zpi x| F +z f :zpi xF, +z xz f;
dt = =1 i=1 =N
Pero por la naturaleza de las fuerzas internaegeindo sumando es nulo. El primero
es el momento de las fuerzas exteriores respetbmadeentro. Por lo tanto:
dH
dt
Es decir que cuando se adopta al baricentro comiw e referencia, la relaciéon entre
el momento de las fuerzas exteriores y la variat@émporal del momento angular adopta una

forma similar a cuando se toma como referenciarigen inercial. Esta relacién se cumple
siempre, aun cuando el baricentro se trasladecatsgel origen inercial en forma acelerada.

(3.22)

3.9.5._ Momento angular respecto de un punto P arl#rio

Supdngase que un punto cualquiera P se mueveraa fmelerada respecto del origen
inercial y que en P ubicamos un observador tipDieho observador posicionara a la masa
m y al baricentro mediante los vectorgs, y p. respectivamente, y medira pana la

velocidad ,?in ; por lo tanto dira que la cantidad de movimiergbsistema respecto de P vale

n

= . (lbpi xm 'bPi) (3-23)

3.9.6. Relaciones entréd . y H,

Observando quep,, = o, + o, la expresion deﬂp puede escribirse:

=3(p.+5,)xm (5, +i'>i)=i>c><[2mj-ﬁc DB XMP P XY M.+ Y B XM.p,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
Los dos ultimos términos incluyen la expresion mheimento estatico respecto del
baricentro o su derivada temporal; por lo tantoraans. Luego:

He =Hc+p,xm.p,  (3-24)
Esta expresion es formalmente simil
a la (3-21) que vincul& , con H, ya vista:

Ho =He +F, xm.F,
Si en ésta reemplazamo$i. en
funcion deH, se obtiene:
Ho =Hp=p,xm,.p, +F,xmF,  (3-25)
Expresion que vinculaH, con H,. @% |

Recuérdese quéi, es el momento angula
del origen inercial, en cambidi, lo es



respecto de un punto arbitrario que puede moverserma acelerada.

3.9.7. Relacion entreH , .y el momento de las fuerzas exteriores

Derivando respecto del tiempo la expresiérﬂj@en funcion deH . :

dH, _dH, S "
——=——=p0. Xm0+, Xxm.r 3-26
qt qr PP rioxmr (3-26)

Pero la aceleracion del baricentro respecto de Ry a la diferencia de las
aceleraciones absolutas de estos dos puntos:
ﬁc = Fc - rHP
Por otra parte, =1, + 0,
Reemplazando en (3-26)}?'.'3c y I, por estas expresiones:

dH, _ dH .|

Mo poxm i =)+ (6 + 2 xm, = e s p it xm, £
dt dt C Cc C C dt C C

Por otra parte, el producto de 1a masa equivafantéa aceleracion del baricentro es
igual a la resultante de las fuerzas exterioresghu
dH, _dH, . . s
——=——+p. Xm.I, +1, xF 3-27
at at Pe X M.lp +1p ( )
La variacion temporal ddﬂo es igual al momento de las fuerzas exterioreseotsp

del origen inercial.

Mo =M.+ xF  (3-28)
en dondeM , es el momento de las fuerzas exteriores resped®o de

dH, : .
Por tanto, S|ended—to =M, resulta, teniendo en cuenta las expresiones 332728/

n H, . -
M, = ddtp + 0, Xm,.I; (3.29))
Obsérvese que, a diferencia de los casos anteri@raglacion entreMP y HP

contiene un término adicional. En este térmipp, es el vector que posiciona al baricentro

respecto del punto de referencia chyes la aceleracion con que se mueve dicho punto P

respecto del origen inercial.
Puede obtenerse una interpretacion fisica de éshénip adicional escribiendo:

He W, -poxm iy =My +px[-mi
dt ~°P ~ P XM =Mp + o X \-m, Ty
Desde el punto de vista del observador 2 que sevenaon el punto P, la masa
equivalente concentrada en el baricentro se muemeuna aceleracion-r,. Por lo tanto,

deduce que sobre la misma actGa una fueraar,, y al computar el momento de todas las
fuerzas respecto de su origen (punto P) tambiéartbel momento de ésta, escribiendo:



dH ,

MP +/3cx(_mefp)=

dt
Asi pues, puede tenerse nuevamente la forma
aH _
dt

si en el célculo del momento se incluye las fuedmsnercia debidas a la aceleracion del
punto de referencia. De igual manera, la expresl;jlac'nrlme.'r”'c también puede aplicarse en el
caso de una terna de referencia no inercial (pemtacional), siempre que én se incluyan
las correspondientes fuerzas de inercia.
Puede observarse que el término adicigpat m..r, se anula en los casos en que:
. El punto de referencia P es fijo o se mueve conimewto rectilineo y uniforme
(. =0).

«  El punto de referencia coincide con el baricerffip=0).

. E1 vector aceleracion, es paralelo al vectap, .

En general, es conveniente elegir al baricentroacpomto de referencia. En este caso,
las dos expresiones que definen la dinamica delmmento son:

- _dH,
Me =4
= _ - _dp
F=m.r, = ot
La primera no contiene términos que incluyani,ao sus derivadas. O sea, es
independiente de la posiciébn 0 movimiento del lesutim.
La segunda no contiene términos @gno sus derivadas. O sea, es independiente de las
posiciones relativas de las particulas respectbatatentro.
Por tanto, sil\ﬁC no depende del movimiento del baricentrd-yno depende de las

posiciones de las masas respecto del baricensodda expresiones son independientes y
pueden ser trabajadas por separado.

3.10._Impulso y cantidad de movimiento
Dada la definicion de las fuerzas interior§,§, estas no contribuyen al impulso. .
La ecuaciéon de Newton para el sistema en su ctingm
F=m.r,
Multiplicando ambos miembros pdt e integrando:

t
=[Fdt=m,(V,-V,)=p,- P  (3-30)
4
El impulso de las fuerzas exteriores es igual avddaciéon de la cantidad de
movimiento del sistema.
La relacién impulso-cantidad de movimiento es weatoy proporciona tres
ecuaciones escalares.

Impulso angular y momento anqular.
Multiplicando la relaciéonM = H pordt e integrando:



t
Q=[Mdt=H,-H, (331
t1
En este caso tampoco contribuyen al impulso and¢pdduerzas interiores.

con una misma velocidad



