MECANICA TEORIA

Momento
Mp= A;—P xa
Mp;= A, —P xa
Ai—P = A,—P + A —A,
M;= Ai—Pxa=[A,—P + A;— 4 |xa
= A,—Pxa+ A1 —A; xa= A, — P xa
Entonces

Mj;= A;—P xa VA; €Erectasosténdea

Sistema Par o Cupla de Vectores

Es un sistema de dos vectores deslizables de la misma magnitud que estdn en distintas rectas
sostén con la misma direccion pero sentido contrario

Por principio de superposicion:

cupla _ j.a(M) a(N) _
M7 = My + My =

= M—-—P xa+ N-P x -a = M—P xa+ P—N xa=

M;upla = M—-—P + P-N xa= M—-N xa - esunvector libre
El momento de la cupla es independiente del punto P elegido.

Teorema de Varignon

Para un sistema de vectores concurrentes deslizantes, el momento resultante es igual a la suma de
los momentos de cada uno de los vectores que integran el sistema, cualquiera fuera el punto
elegido como centro de momento.



MJ = M + My' + -+ M
El vector momento no se conserva en general.
Sistema equivalente
Invariante vectorial:

El vector R asociado a un punto no cambia en relacidn con sus componentes.

Invariante escalar:

Si tengo dos centros de reduccién:
M, =M,+AM =M,+ 0—-01 xR,

R,,. M, =R, . My+R, .[ 0—0; xR,]

.-

El producto escalar entre Ry M debe ser constante no importa el punto elegido:
R,. M, =R, . M,,

Eje central

Se define eje central de un sistema de vectores deslizantes a aquella linea recta del espacio en la
cual cualquier punto de ella elegido como centro de reduccidn produce un vector momento
paralelo al invariante vectorial. Ese vector momento es de minimo mdédulo respecto de cualquier
otro punto del espacio.

eje central

M, =d. R,
M
d=—=
Ry



Ry M,
RoxM
M, = 0 0
Ry
RoXMO
2
Ry
El versor normal
RoxMO
n=——
ROxMO
ROxMO
nd:—2: Xg — Xg + yE_J’O + Zgp — Zy
Ry

Tee=To+n.d

ROxMO

2
Ry

Tec =10+

Cosenos directores del eje central

Xg—Xo JYE— Yo Zg — Zp
cosa cosf cosy

Cinematica de la particula

r=P-0 =xti1+ytj+ztk

Velocidad
rit, —r(t)
VvV, = —————=
" -t
. rt+ At —r(t) .
V= m =7
A%—)O At ( )
v=xtit+tytj+ztk
Aceleracién

vt —v(ty)

a =
" t, -t



— L vi+At —v(t) ¢ =1t
T vt

a=xti+ytj+ztk

El recorrido:
tz t 00
|dr| = x2 +y2 +z2dt

ty ty

Coordenadas intrinsecas (Triedro de Frenet)

Versor tangente
P; — Py
et e —
|Py — P4q|

Versor normal

C—-Pq
e, =——
" |C— Py

Donde C es el centro de la circunferencia osculatriz
Versor binormal
e, =e;xe,

No se habla de posicidn pero si del vector velocidad

- lim(PZ_Pl): lim (P2 = P1) [Py — Pq| _
At-0 At At—0 |Py — P4 Aat

v = se;

d longitud de camino
dt

S es la longitud del caminoy S =

de;
a=set+sE

a = se; + s Oe,



a=se +—e,
P

Coordenadas polares

Versor radial

P—-0
e, =—ro
" |P-0|
Versor transversal

eg Le.ygiradom/2

Las derivadas de los versores son:

de, 0
= Qe
dt o
deg
—— = —0e
dt "
r=re,
de,
v=r=rer+rﬁ=rer+r0e9

a=v =re,+1r0Beyg+1rbeg +1rbeyg +1r0 —0be,
a= 1 —160% e, + 10 +210 ey
Coordenadas cilindricas

Se mantienen el versor radial (ahora e,) y el transversal, los cuales son siempre paralelos al plano
Xy, y aparece el versor z que no cambia de direccion. P es la distancia al eje z. Entonces:

de,

dt

T = pe, + ze,
v=r =pe,+ pbeg +ze,
a=v = p—pb®e,+ po+2p0 eq+ze,
Cinematica relativa

Moverse sin girar

r=ry,+r



v=v,+7
a=a, +a
Para ternas en traslacidn y rotacién

Regla de derivaciéon de Coriolis o teorema de Coriolis

am’ am’ 4 o
—_— = — WX
dt OBS1 dt 0BS1I
r=ry,+r
dr’ dr'’ ., ,
'&? ='E? +wxr =v twxr
O0BS1 0BS 11
dr ! !
V:E=v0,+v +twxr
dv +dv’ N 'y y dr’ N ,
—=a, +— WXV +wxr+wx — WXT
dt dt OBSII dt OBSII
dv ! ! ! !
a=E=a0,+a +wxr+wx owxr +2wxv
Cantidad de movimiento
p=mv
Impulso
ty ty v vty
I= F t dt = madtzm dv=mv t, —mvt, =

tq tq vt

I=pt;, —pty =A4p
Primera ecuacién cardinal de la dinamica:

Fo _dv_dmv dp
TMAEM T At de

Teorema del trabajo y la energia cinética

wf_, = dwF = (Fydx + Fydy + F,dz)
1-2 1-2

Wr e rm™ ay+ m g dv, + mv,dv, + mv,d
= m X m -— y m zZ = mv v mv v mv v
152 dt dt dt 1y % yeury e



1
=om vi2 +v52 +vi2 — vi2 +vi2 +vi2

— 22_21
va v

Definimos

Entonces
wt_, =AT
El trabajo de las fuerzas no conservativas es igual a la variacion de la energia mecanica.

Si el trabajo de las fuerzas no conservativas es 0, entonces la energia mecdnica del sistema se
mantiene constante.

Wi, = AT + AU, + AU,
Siwie, =0 - ESSt = ctte
Momento cinético
Hy=rxp

Segunda ecuacién cardinal de la dindmica

dHO_dr 4 dp_ N Fe F e MF
dt—dtxp rxdt—vxmv rxF=rxF=M,

Fuerza conservativa

Es aquella fuerza que circulandola por un camino cerrado cualquiera da trabajo 0.

F.dr=0
Energia potencial gravitatoria
Ujo =0
Mm
Ugr = Foy .dr = Gr—2 e.(e.dr +rdfey) =

0->T 0->T



Resorte
Fee=k1r—1¢ €,
wh g = F .dr = —kr—1ye,. (e,dr+rdfey) =
A-B A-B
rp
wh.p=-k r—T1y dr:—i rg—To 2— 14—17¢ 2
Tra
Masa Total
n
mr = m;
i=1

Centro de masa

myrqy + myry + -+ m,r, amyr;
r. = =
¢ my+my +-+m, my

n n
_ MU + MUy + o+ My, i=1 MV i=1Pi

v, = = =
¢ my+m, +--+m, my my
n n
a _mya; +mpa; + o+ mua,  ogmua; Ry
¢ my+my+--+m, my my
n
Rl:Fl'i' F]-i=ml-al-
j=1j=i

B
B
s
B
B



El impulso de la resultante

S

ta t ve(tz2) dv,
Ipgist = F;dt = mra.dt = mr Edt =mrv, t; —mgv,. t4
tq i=1 tq ve(t1)

IR sist = Psist t2 — Psist t1 = APsist

Vector momento cinético

B

sist _
Hy™ =  rixp;
i=1

Segunda ecuacidn cardinal de los sistemas de particulas

dHsist " dr, " odp "
—0: _lxp+ r.xﬂ: 1 XR;
dt de = odt e
i=1 i= i=1
dH-;iSt n n n n
- rix F;+ Fj; = rixF; + riXx Fj;
i=1 j=1j=i i=1 i=1 j=1j=i
n .
MFi _ dH(s;lst
° dt
i=1
Choque entre particulas
I1=0

p1+p2=p1+D;

La cantidad de movimiento total se conserva siempre y cuando durante la colisidén no existan
impulsos de fuerzas exteriores.

Coeficiente de restitucion

vy — )
e=— ——
V1~V

Cuando e=1 el choque es eldstico perfecto; cuando 0 < e < 1 el choque es semi-elastico; si e=0 el
choque es plastico.

En todos los choques la energia cinética disminuye salvo que sea elastico perfecto.



Teorema de Momento Cinético Total

El vector momento cinético total de un sistema de particulas para un observador fijo es igual al
vector momento cinético que tendria una particula de masa igual a la masa del sistema y velocidad
V. posicionado en el centro de masa del sistema, mas el vector momento cinético del sistema
respecto de un observador mévil posicionado en r=r. en traslacidn respecto al primero.

ri=r.+r] v, =V, + v a, =a.+a;

n n
sist _ — / /
H}Pt = rixmv; = re+1; xm;(ve +v;)
i=1 i=1

= rexmpy.+  rexmpvi+ rixmpive+ r; x mpv;
i=1 i=1 i=1 i=1

_ ’ ’ ’ ’
=T:X m; v.+rex mv; + rm; xv.+  rpxmw;

sist _ sist
H*" =r.xmpv, + H;

Teorema de Konig o de la Energia Cinética

La energia cinética de un sistema de particulas segin un observador fijo es igual a la energia
cinética de una particula de masa equivalente a la del sistema moviéndose con velocidad v, mas la
energia cinética resultante segln un observador en traslacion respecto del primero y ubicado en el

centro de masa del sistema.

n
. 1
TSist — Emiv% - v% =v;.v; o V;=v.+7;
i=1
n
TSist — Emi v+ v v +v;
i=1
n n n 1 "
- Im’ 4+ cmv.. v+ —mov. v+ mv; . v;
= 2 MiVe 2 Mive i g Vi Te thee T
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n "
B 1 ) N , N 1 ' + r 2
=5 m v+ mv; . vt myy; . v, 5 M U;
i=1 i=1 i=1 i=1

Tsist — lm vZ + Trsist
- 2 TYc c



Cinematica del Rigido
Vp) =wx(P—A)
Ay =wx P-A +twx wx P-A

Los giros finitos sobre ejes concurrentes no son conmutativos

0,=1/2 (x) 6.2 112 (y)
=

53
53

6,= /2 (2)
y 7] y

O=miz () 8,= 11/2 (x)
-
y 7] y
’ ' )
r4 z

8= 11/2 (2)

y Y
X X

Los giros infinitesimales sobre ejes concurrentes si son conmutativos




Damos dos giros:
1°) » 604 e; — 60;(e;)

2°2) - 60, e; — 661(eq)

P'—P =860,e4x P—0,; =60,e.x(P—0)
P’ —P' =§86,e,x PP—0 =4860,e,x P —P + P—-0
= 60,e, x 60,e,x(P—-—0)+ P—-0 =60,e,x601e1x(P—0)+60e,x P—0
P'—P = P'—P + P —-P
= 60,e, x601e,x P—0 +60e,x P—0 +60.e4x(P—0)
Se desprecia el diferencial de orden superior:

P'—p = 60191+602€2 X(P—O)

P'—P =860,e,x P—0,; =60,e,x(P—0)
P’'—P =§66,e,x PP—0 =48604e,x P —P + P—-0
=601e1x 60e,x(P—0)+ P—0 =660,e4x60e;x(P—0)+86,e4x P—-0
P'—P = P'—P + P'—-P
= 60,e1x60e,x P—0 +60e,x P—0 +60e,x(P—0)
Se desprecia el diferencial de orden superior
P'—P = 66.eq+ 60,e, x(P—0)

Velocidad para giros infinitesimales ejes concurrentes:

P’ —P _ 59131 n 60232

V) = im—e dt ac *P-0)
Definimos:
_ 60131 _ 60262
“17 e “2 =g

Vp) = W1 +wy x P-0 =wx P-0

Cuplas de rotaciones



Son dos vectores w de igual magnitud y direccion pero de sentido contrario.
vVp,=—wx P-M +tox(P-N)=wx M—P +wx(P—N)
v,=wx M—-P + P-N =wx(M-N)

- El vector velocidad es independiente de la posicién P
- Todos los vectores tienen la misma velocidad
- Resulta una traslacion con velocidad igual al momento de la cupla

vy=wx M—-N = N-M xw =Ml

Teorema de Euler (de las rotaciones)

El movimiento mas general de un cuerpo rigido con un punto fijo es equivalente a un solo
movimiento de rotacion en torno a un eje pasante por ese punto fijo. Es decir, se puede pasar de
la posicidn inicial a la final por un solo giro a través de un eje pasante por el punto fijo.

A
ABB' es isdceles
AB = AB'
Se traza el plano mediatriz a del triangulo.
Todo punto perteneciente al plano equidista de B y B’

A
ACC'
AC = AC'
Se traza el plano mediatriz § de este otro triangulo.
Todo punto perteneciente a este plano equidista de Cy C'

Existe la recta e que es la interseccion de los dos planos. Cualquier
punto en la recta e equidistadeCyC'yde By B’

El giro hay que darlo sobre la recta e, que es la interseccién de a y B

Teorema de Charles

El movimiento mds general de un cuerpo rigido es equivalente a la traslacion de uno cualquiera de
sus puntos (llamado punto base) mas un giro en torno del punto base ya ubicado en la posicion
final. La traslacién a aplicar dependera del punto base elegido pero el giro sera Unico en todos los
casos.

La magnitud de la rotaciéon no depende del punto base elegido.
Movimiento plano

Todos los puntos del rigido realizan trayectorias planas, es decir mantienen sus distancias respecto
a un plano director.



Vp) = @ x (P — CIR)
= P—CIR + d P —CIR
a(p) =wX wxdt

d
=wx C—CIR)+(P-C +wx C—CIR)+(P-C

apny=a+ay=wx C—CIR)+wox(P-C +t+ox wx P—C
ap =wx P-CIR +wox wx P-C

Perfil de velocidades

Para encontrar el CIR se traza una perpendicular a la velocidad de dos puntos y donde se
intersecan es el CIR.

El CIR se determina:

Se debe cumplir que:
V1CO0Saxq1 =V COS Oy

Si el cuerpo se encuentra en traslacién sin rotacion, el CIR se encuentra en el infinito.

Teorema del seno

sina sinf siny

a b c

Matriz de Inercia



n
Para un cuerpo rigido, la expresidn de la cantidad de movimientop = Z M, V, es reemplazada por
i=1

p= J'vdm.

dp

De la misma manera, la primera ecuacién candnica resulta: F= a

La expresion de la segunda ecuacién candnica en los sistemas de particulas dependera del punto
respecto del cual se tome el momento de las fuerzas exteriores y de la cantidad de movimiento, a
saber:

dH dH

respecto del origen inercial: |\7|f) = TO; respecto del baricentro: |\7|2 = ;

respecto de un punto P acelerado: M} = FP+ p.xm.d,

dH,
—=rxvdm=rx(wxr)dm
dt
H,= rx(wxr)ydm
m
Identidad algebraica:
X WXr =71r.71" . w— T.w .T

Desarrollando esta expresidn y agrupando segun los versores, las componentes del vector
momento angular resultan:

Ho, = J‘(yz +2%)dm |o, +| - Ixydm o, +| = Ixzdm ®,

Ho, = —_[yxdm o, + J'x2+22)dm o, + _J'yzdm ®,

m m

Ho, = —szdm o, + —jzydm o, + I(x2+y2)dm o,

Obsérvese que los nueve numeros que aparecen en estas tres expresiones dependen de las
caracteristicas geométricas y de la distribucion de la masa en el cuerpo rigido. Asimismo, estan
relacionados con la posicion del origen y la orientacidén de la terna, pero son independientes de la
velocidad angular.

Se denominan Momentos de Inercia a los nimeros
Jo = [(y* +2%)dm J,, = [6¢ +2%)dm J,, = [0 +y?)dm
m m m

Obsérvese que las expresiones entre paréntesis son las distancias a los respectivos ejes x, y, z. Por
su definicidn, los momentos de inercia nunca pueden asumir valores negativos.

Los otros seis numeros, denominados Productos de Inercia o Momentos Centrifugos, son iguales
dos a dos:



JW:—Ixydmz—jyxdm:Jyx; J =—Ixzdm:—jzxdm=sz

Jys =—Iyzdm = —Izydm =J,

Los productos de inercia pueden asumir valores positivos, negativos o nulos.

La unidad de medida de los momentos y productos de inercia es kg.m?. Si la distribucién de masa
en el cuerpo es homogénea y 4 es su densidad (masa por unidad de volumen), el diferencial de
masa puede escribirse dm = 5.dV, donde dV es el diferencial de volumen, con lo que las
caracteristicas de inercia en cuanto a distribucién de masa coinciden con las geométricas.

En forma matricial:

] xx ] xy ] xz Wy H ox
Hoy= (rx wxrdm= Jyx Jyy Jyz @y = Hy,
m Jex T zy Jzz @z H,,
@*+z5)dm - xydm —  xzdm
m m m wx Hox
= — yxdm (x*+z)dm - yzdm w, = H,,
m m m @ H,,
-  zxdm —  zydm (x* + yH)dm
m m m

Hy,=H, +H,,+H,, =
= ]xxwx +]xywy +]xzwz L+ ]yxwx +]yywy +]yzwz ]+ ]zxwx +]zywy +]zzwz k
Teorema de Steiner

El momento de inercia de un cuerpo rigido respecto de cualquier eje del espacio es igual a su
momento de inercia respecto a un eje paralelo al anterior pero pasante por su baricentro mas el
producto de multiplicar la masa del cuerpo por el cuadrado de la distancia entre ambos ejes
mencionados.

x=x.+x y=y.+y z=2z.+7

Jiz= @*+yH)dm= x*dm+ y*dm

m m m

= x2dm+ 2xx'dm+ x*dm+ yidm+ 2y y'dm+ y?dm

m m m m m m

2m+y?m+ x*+y?dm= x(+y*m+],,
m

Joz =Jza + md%zt



Corolario del teorema de Steiner
Sirve para calcular el momento de inercia de un eje conocido que no es por centro
Jese, =Joc + md?
ejeq cc c-1
Jeye, = Jec + md?
ezez; — Jcc c-2
Resto las dos ecuaciones:
— 2 2
]ezez _]elel =m dc—Z - dc—l
_ 2 2
]ezez - ]e1e1 +m dc—2 - dc—l
Momento centrifugo

El momento centrifugo de cualquier cuerpo rigido de una terna no baricéntrica resulta ser igual al
momento centrifugo paralelo a los ejes anteriores y que se cortan en su baricentro menos el
producto de las coordenadas del centro de masa por la masa total del cuerpo.

Joy=—  xc+x . (y.+y dm=

m

=— xy.dm— x.y'dm—- x'y.dm- x'ydm=
m m m m

]xy = —XcYycm +]xryr

Energia Cinética

n
F&*' = ma,
i=1
t2
I= F*" dt=pt, —pt, =mv. t, —mv.(t,)
t1
n
MFext _ dHO
- ° dt
i=
tZ " ext
AH, = ME™ de=]
1 =
WFext AT

Por teorema de Konig



2
T= —dm|wxr’?=-H,w
m 2
Para el movimiento plano
1 2_1_ 5 1 501 2
T=E]a-rw =imvC+TC=imvc +i]cw

Ecuaciones de Euler
Elijo los ejes principales de inercia entonces la matriz de inercia me va a quedar matriz diagonal.

Mox d Hox d ]xx 0 O wx

T Hoy =— 0 ], 0
Moz Hoz 0 0 ]zz w;

Pongo una terna x; y; z; que gira con w. No va a haber velocidad relativa del cuerpo respecto a la
terna. Tenemos Jy x, Jy,y, 2,2, constantes

d
MO = a(]x1x1wx1l1 +]y1y1wy1]1 +]zlzlwz1k1

Por teorema de Coriolis:

dH,, ,
M,=—— +wxH,
dt
rel
dH!,
dt :]xlxlwxlll +]y1y1wy1]1 +]lelw21k1
rel

I _ —
waO - ]Z1Z1wylwl1 IY1y1wJ’1wZ1 L+ ]x1x1wx1wl1 ]lelwx1wz1 J

t Jy1y1 @y @xy — Jxyx, @y, @Ox, k
Mox = Jxyx, Wx; — Wy, @z, UJ’1J’1 _12121)
Moy = Jy,y, @y, = @x; @7, U 212, — Jxyx,)
Mox = J 2,2, @z, — w)’1wx1(,x1x1 _]}'13’1)
Condiciones de validez

La terna principal de inercia debe tomarse sobre un punto fijo o sobre el baricentro

La terna principal de inercia girara con la misma velocidad instantanea que lo hace el cuerpo rigido



